Temas 1

TEMA 5.- AJUSTS

1.- AJUST PER MINIMS QUADRATS.

Anem a resoldre el problema de trobar la relacio
funcional entre dues magnitud xi y.

—Suposarem que la relacio entre les dues
variables és de tipus lineal

y=ax+hb

—Volem determinar els parametres a i b tot
utilitzant n mesures yi corresponents als n
valors xi. Suposarem que lerror en les xi €s
menyspreable i que les yi son fluctuants, €és a
dir, venen afectades per errors aleatoris.

—Imaginem que disposem dels seguents valors:

Xi 1 2 3 4 5] 6
y | 1,5 2,5 40 36 59 6,1

¢ La forma més simple de v
resoldre el problema és fer
una representacio grafica en

O P N W A~ OO N
T I TN T N N N |

coordenades cartesianes.
Podem dibuixar a ull la recta
que sembla ajustar-se millor 012 3 4 5 6 7F
a les dades i traure la seua Representacis de les
equaci(): y = 0,9)( + 0’8 parelles de valors x,y; de

un experiment

—Ara bé, el metode utilitzat €s molt subjectiu i no
serveix quan els errors son grans o les relacions
no son lineals. A més a més, no ens permet fer
un calcul d’errors dels parametres.
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Temas 2

1.1.- Méetode de maxima versemblanca.

« Convé, per tant, utilitzar un metode objectiu per
tal d'obtenir els parametres de la relacio que
busquem.

* Si no sabem res sobre els errors dels valors yi
suposarem que tots ells provenen de poblacions
normals, amb la mateixa desviacio tipica o.

[1Segons aquesta hipotesi, el valor yi, procedeix
d’'un univers amb densitat de probabilitat:

_ —(y; —ax -b)? /202 yi; — V. experimental
0“12” | flx)=axi+b — v. teoric
— -(ay; )2 20°
- e = . .
o~ 2m Aye= yefbxd

on a i b son els vertaders valors de la relacio
lineal entre x i y, f és I'equacio de la corba que
es vol ajustar.

[1La densitat de probabilitat dels valors yi,Yz,...,Yn
sera:

1
o"(\2m)

on hem introduit la funcié chi-quadrat

Xzzzi: (Yi _;(Xi)jz N Xzzég(yi _ax _b)z

o(v1 You e ¥n) = ZeX

* Apliquem el principi de maxima versemblanca i
acceptem que els valors meés probables dels
parametres a i b son aquells que fan maxima la
densitat de probabilitat, o el que €és el mateix
minima la funcié chi-quadrat.
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Aquest metode es coneix com el dels minims
quadrats.

DRBDOREIRS

aZwbn Zy.

L i=1

Les equacions anteriors son les equacions normals

per a la determinacio dels parametres a i b i tenen
per solucio:

nZ& Y Z& Sy,

= "7 NS-PQ
4" 2 NR-P?
0> X —(Z&j
i=1 i=1
b_zy. agx Ro-Ps
n " NR- P?

Aquestes equacions, aplicades a I'exemple donen
com resultat: y=0,94x + 0,6E.

1.2.- Relacions reduibles a linies rectes.

Son moltes les relacions funcionals que poden
ésser reduides a 'equacio de la recta:

a) y = ae”™x
Iny=Ina+bx - {=Iny} - &=Ina+bx
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b) y =ab”
Iny=Ina+xlnb - {&=Iny} - &=Ina+xInb
c)y= !
a + bx

%:a+bx L {=1y} — f=a+bx

Cal aclarir que si bé hem suposat que totes les
olyy eren les mateixes, les desviacions tipiques per

a les variables & no seran totes iguals i per tant

caldra fer una propagacio d’errors i minimitzar la
funcio chi-quadrat més general.

1.3.- Ajust de paraboles.

El meétode d’ajust per minims quadrats €és, en
principi, aplicable a qualsevol relacio y=f{x).

—Siga la relacié quadratica: y=ax*+bx+c, on
suposem que totes les dyi) son les mateixes.

—=Tindrem que minimitzar la funcio chi-quadrat

1 n
x*= 52 (vi-ad -bx ¢
i-1

amb les condicions de minim

P
o“az (@) x*+b> x3+cd> x?= > x%
%=O = ). XCHbY XT+CY. X =D xy
dizzo a) x*+b) x +nc =)y

x

Reproduit amb el permis de la Professora M. Victoria Castillo

Giménez.

Departament de Fisica Atomica Molecular i Nuclear.

Universitat de Valéncia. © V. Catillo Giménez.



Temas 5

2.- ERRORS DELS PARAMETRES.

Els parametres que s’obtenen pel metode dels
minims quadrats son inexactes, han segut
determinats mitjancant n parelles de dades.

L’error dels parametres es calculara per la regla de
propagacio de desviacions tipiques tot partint de
les desviacions tipiques 0o(y;), que hem suposat
iguals a o

—Volem calcular les desviacions tipiques od(a), d(b),
dels parametres de la relacio y=ax+b.

—Com les desviacions tipiques no depenen d’on es
prenga l'origen, farem una translacio dels valors
Xi, prenent ara l'origen en el valor X.

1Y
x=2D X =0 = % - X=X X
i=1

—Les equacions normals es redueixen a

T DAY
a) xP=Q X'y = asih = DXy,
i=1 i=1 2 K=

[
=1

. D

bn:Z:yi =N b:ilezg/

El calcul dels errors sera diferent segons siguen o
no coneguts els errors de les ordenades.
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Temas 6
2.1.- Coneguts els errors de les ordenades.

Coneguda la desviacio tipica poblacional dfy), la
regla de propagacio i la formula de la desviacio
tipica de la mitja permeten escriure

n

=35 =T k=33 -

En el ajust que es va fer en el primer tema xi i yi
venien afectades d’error. Es més correcte treballar
no més amb errors de yi, acumulant els errors de
xi als errors de les ordenades.

Suposem que les determinacions de (xi,yi) venen
afectades d’errors:

xte(x)  yirs(y)

Una vegada obtinguts els parametres de l'ajust
y=ax+b, i suposant que els seus errors no tenen
una gran influéncia, podem incloure l'error de xi
dins l'error de yi i considerar que les xi no estan
afectades d’error.

eiy) = 5 elx) =ae(x) = ely) = Je2(y]) + ()

[JQuan es fa un ajust amb errors coneguts, és
convenient efectuar el calcul del 2 i analitza
Uajust amb la prova del 2, determinant quin és

el nivell de confianca de l'qjust.
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2.2.- Desconeguts els errors de les ordenades.

En general, la desviacio tipica poblacional ofy) és
desconeguda i cal estimar-la mitjancant les dades

y1 ,y2,...,yn.

Si els parametres ai b foren exactes, I'estimacio es
podria fer utilitzant la varianca mostral

(y) =22y -ax -b)’

ni=

pero els parametres es calculen mitjancant els n
valors yi, €l millor estimador de &2(y) és

#(y)=—

n
2
- = - _ax —b
1o g2 =@
perque son n-2 els graus de llibertat. Fixats n-2
valors de yi, els dos que falten queden determinats
per aib.

En fisica cal cone¢ixer els errors, pero si son
desconeguts es poden avaluar suposant que tots
procedeixen de la mateixa distribucio.

Una vegada estimada la varianca s2(y):

2la) = S Cgm=S f]y)
2% -’

=1

Podem aplicar aquestes formules a l'exemple del
primer apartat, tot obtenint

$(y) = 0322 )
$*(a) =0.0189 = sa) =014 _ [a=094x 014
s°(b) = 0.054 sb) =023 b=0.65+ Q23
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Per al cas de la relacio quadratica Yy = ax® +bx +c,
caldria estimar la varianca com

y) =13

2 2
1-a2l% ~ax’-bx =

ja que ara son 3 els parametres, i avaluar s?(a),

s?(b), s?(c), utilitzant la regla de propagacio de

desviacions tipiques.

2.3.- Ajust amb pesos estadistics.

Si les fluctuacions de les dades son degudes a
errors instrumentals, perd0 no son iguals per a
totes les yi, cal introduir les desviacions tipiques
en les equacions. Per al cas de la recta:

2 _ \ (yi_axi_b)z
X=2 g

) [, 2 n

N _ V' X ”i_ Y
a P aizzlzafb;aiz_;af

"

Les equacions son similars a les equacions normals
per a la determinaci6 dels valors a i b que ja haviem
vist, per0 ara un poc meés complicades, les
solucions son:

az3{F 150 S5 5

i 1U| i 10 i=10; i=10;

=455 3% -5 x 3]
I 10|' [ 10 [ 10i' =1 0'
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v 1oyx
A:i;af 21: 1 x_(”ﬁjz
X N 10'2 a \FHa

« Fent propagacio d’errors podem avaluar les
desviacions tipiques per als parametres ai b

iyt 1%
“Cake o Fakg

* De forma similar, si les incerteses son degudes a
fluctuacions estadistiques, l'error que hem
d’associar a les mesures individuals és ./Y;, fent

aquest canvi en les expressions anteriors tindrem

2olsd g2ol$X p$IPK($]

|1y| |1y| |1y||1y| |1y|

* Resumint, tenim les segtients possibilitats:

a)Errors desconeguts

)=l =, 1, 2y -ax b

b)Errors instrumentals coneguts

1

les dades venen pesades per: W = ?
i

c) Errors estadistics

2
1
els pesos son ara: W = (—j =—
WY Y,
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