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Preámbulo

Los libros Pruebas de consistencia [PC], Teoría descriptiva de conjuntos [TD]
y Cardinales grandes [CG] suponen al lector familiarizado con mi libro de Teoría
de conjuntos [TC], en parte también con mi libro de Topología [T] y, en menor
medida, con el de Lógica matemática [LM].

Más explícitamente, para seguir [PC], un lector familiarizado con [TC] pero
no con [LM] debería asimilar al menos el Capítulo I de [LM] sobre lenguajes
formales y, sobre todo, estudiar la axiomática de ZFC hasta el punto en que vea
evidente que todos los resultados demostrados en [TC] a partir de los axiomas de
NBG son demostrables (con los mismos argumentos, una vez establecidos con
técnicas distintas los hechos más básicos) en ZFC. En particular esto supone
familiarizarse con el uso informal de clases propias en ZFC. Para ello el lector
puede revisar las secciones 3.2, 3.3 y 10.3 de [LM]. El capítulo I de [PC] está
dedicado a discutir los principales conceptos y resultados que vamos a necesitar
de [LM], con el fin de que un lector no familiarizado en profundidad con [LM]
pueda seguir igualmente [PC] consultando [LM] de forma puntual cuando así se
requiera. Las referencias a [T] en [PC] se dan principalmente en el capítulo VI
y en algunos otros puntos aislados, en relación a aplicaciones concretas.

Por otra parte, en [CG] no hay ninguna referencia directa a [T] o a [LM],
pero sí que hay una fuerte dependencia respecto a [TC].

En [TD] tampoco hay referencias a [LM], pero sí que requiere esencialmnte
el capítulo VI de [T], dedicado a los espacios polacos, y también en parte de
algunos resultados de [TC], sobre todo relacionados con la teoría de la medida,
con cardinales y con el axioma de Martin.

En cuanto a las interdependencias entre [TD], [PC] y [CG], la tabla de la
página siguiente muestra un posible orden de lectura simultánea.

En realidad, [TD] no requiere nada de los otros dos libros hasta la sección 4.7,
donde se usan algunos resultados del capítulo II de [PC]. La dependencia con
[PC] se vuelve más estrecha a partir del capítulo VI, donde se usan además
algunos resultados del capítulo III de [CG]. Los capítulos X y XI requieren
esencialmente resultados de [CG], sobre todo del capítulo VII.

Por su parte, [PC] depende de [TD] únicamente en los capítulos VI y IX, y
de [CG] únicamente en la aplicación presentada en la sección 12.1 y en la prueba
de la consistencia del axioma de los preórdenes propios en el capítulo XIII.
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Ctos. de Borel y analíticos Preliminares
TD II PC II CG I
Conjuntos proyectivos Modelos de ZF Ultrapotencias
TD III PC III CG II
Teoría de la recursión Constructibilidad Consistentes con L
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TD XI PC XI CG X
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PC XII CG XI
Aplicaciones La independencia de la HCS
PC XIII
El axioma APP

En cambio, [CG] depende esencialmente de los primeros capítulos de [PC].
El capítulo I puede leerse tras el capítulo II de [PC] (como indica la tabla) salvo
la sección final 1.8, que requiere el capítulo III de [PC] (constructibilidad). Los
capítulos IV y V de [PC] (sobre extensiones genéricas) se requieren ocasional-
mente en el capítulo VI de [CG], pero no vuelven a ser necesarios hasta los
capítulos X y XI, donde se requiere también el capítulo VII de [PC].

Por último, hay que señalar que, para entender plenamente las introducciones
a [TD] y [CG] es necesario conocer algunos hechos básicos de [PC], hasta el
capítulo III en algunos puntos.



Introducción

A los largo del siglo XX, los matemáticos fueron asimilando un fenómeno
que en el siglo anterior nadie se había planteado: nadie dudaba de que existen
problemas matemáticos tan complejos que es prácticamente seguro que nunca
serán resueltos, incluso se sabía que hay problemas que no tienen solución, pero
lo que difícilmente habrían imaginado los matemáticos decimonónicos es que
hay afirmaciones que no pueden ser demostradas ni refutadas y, más aún, que
puede demostrarse que así es (en casos concretos).

El primer ejemplo de esta situación con la que se encontraron los matemáti-
cos fue la hipótesis del continuo (HC). Los problemas mentales que sufrió Georg
Cantor en la última etapa de su vida se debieron en gran parte a la frustra-
ción por no poder demostrar ni refutar lo que más tarde se probó que era una
afirmación indecidible. Cantor había llegado a demostrar que cada conjunto
infinito, en particular el conjunto R de los números reales, tiene un cardinal
unívocamente determinado. Incluso pudo encontrar una expresión algebraica
para el cardinal de R, a saber, |R| = 2ℵ0 , e incluso pudo demostrar la desigual-
dad 2ℵ0 ≥ ℵ1 y, aunque conjeturó que 2ℵ0 = ℵ1 (la hipótesis del continuo), no
descartó la posibilidad de que su conjetura fuera errónea y que en realidad fuera
2ℵ0 > ℵ1. Sin embargo, lo que nunca sospechó es que podría darse el caso de
que, en cierto sentido, sólo una de las dos opciones es posible (pues una contra-
dice a la otra), pero que, en otro sentido, las dos son posibles, en el sentido de
que ni se puede demostrar una ni otra.

Esto es algo que hoy en día todos los matemáticos tienen asumido, si bien
son pocos los matemáticos que sabrían, no ya demostrar que la hipótesis del
continuo es indecidible, sino siquiera explicar someramente por qué es así, o cómo
se sabe que es así. También es “de dominio público” entre los matemáticos que
la hipótesis del continuo sólo es una entre muchas afirmaciones indecidibles, y
que éstas no se restringen al ámbito de la teoría de conjuntos, sino que podemos
encontrar otras relativas al análisis matemático, a la topología, al álgebra e
incluso a la teoría de números.

El propósito de este libro es proporcionar al lector las técnicas básicas que
permiten demostrar la indecidibilidad de una gran variedad de afirmaciones ma-
temáticas. El primer paso en esta dirección es advertir que todos los teoremas
que los matemáticos consideran “demostrados”, pueden demostrarse en el sen-
tido preciso de la palabra “demostración” que proporciona la lógica matemática
a partir de los axiomas de la teoría de conjuntos de Zermelo-Fraenkel ZFC (ex-
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xii Introducción

cepto aquellos que usan explícitamente axiomas adicionales, como la hipótesis
del continuo, el diamante de Jensen, etc.) De este modo, demostrar que una afir-
mación es indecidible, es decir, que un matemático jamás llegará a demostrarla
o a refutarla por más que se esfuerce, equivale a demostrar que no puede demos-
trarse ni refutarse formalmente a partir de los axiomas de ZFC. Esto supone
una enorme concreción del problema.

Observemos que es equivalente decir que una afirmación ϕ no es demostrable
en ZFC que decir que ZFC + ¬ϕ es consistente, es decir, que no puede llegarse a
ninguna contradicción por añadir ¬ϕ a los axiomas de ZFC. Esto se debe a que
si suponiendo ¬ϕ llegáramos a una contradicción tendríamos una demostración
de ϕ por reducción al absurdo y, recíprocamente, si pudiéramos demostrar ϕ en
ZFC, entonces en ZFC + ¬ϕ podríamos demostrar ϕ ∧ ¬ϕ.

Por ejemplo, que la HC no sea demostrable equivale a que ZFC + ¬HC sea
consistente, y que no sea refutable equivale a que ZFC + HC sea consistente.
Vemos así que una prueba de indecidibilidad (o de independencia) equivale a dos
pruebas de consistencia. La independencia de HC es la consistencia de HC más
la de ¬HC. Es frecuente que, a la hora de probar que una afirmación ϕ es indeci-
dible, los argumentos empleados para probar que ϕ es consistente sean bastante
distintos de los que prueban que ¬ϕ es consistente, por lo que en realidad las
técnicas que vamos a exponer aquí son técnicas de “pruebas de consistencia”, de
modo que una prueba de independencia se obtiene habitualmente juntando dos
pruebas de consistencia que no tienen por qué tener gran relación entre sí.

En este punto conviene aclarar que en realidad es imposible demostrar algo
así como que ZFC+HC es consistente. A lo sumo podemos aspirar a una prueba
de consistencia relativa, es decir, a demostrar que si ZFC es consistente entonces
también lo es ZFC+HC. Esto se debe a que el segundo teorema de incompletitud
de Gödel nos previene de la imposibilidad de demostrar que ZFC es consistente.

En efecto, en general, el segundo teorema de incompletitud afirma que si T
es una teoría axiomática recursiva (y esto significa simplemente que tenemos
un criterio para reconocer cuáles son sus axiomas) en la cual pueden definirse
los números naturales y se pueden demostrar los axiomas de Peano, entonces la
consistencia de T es equivalente a que se cumpla una cierta afirmación ConsisT
que habla exclusivamente de números naturales (de hecho, puede expresarse
como que una cierta ecuación polinómica con coeficientes naturales no tenga
solución), y sólo se cumple

⊢
T
ConsisT

en el caso trivial en que T es contradictoria. Más brevemente: una teoría
consistente no puede demostrar su propia consistencia.1

1Hay un chiste que ilustra perfectamente el segundo teorema de incompletitud de Gödel:
“Yo era un presuntuoso, pero fui a un psicólogo y me curó. Ahora ya soy perfecto.” Del
mismo modo que alguien que afirme ser perfecto revela con ello que no lo es, porque tiene el
defecto de la presunción, una teoría que afirme de sí misma ser consistente es necesariamente
contradictoria.



xiii

Cuando aplicamos este resultado general al caso de ZFC debemos tener en
cuenta que en ZFC pueden demostrarse formalmente todos los resultados que
los matemáticos son capaces de demostrar. Si existiera un argumento que real-
mente “nos convenciera” de que ZFC es consistente, de modo que es imposible
que alguien pueda traer jamás un papel con una demostración de que 0 ̸= 0
a partir de los axiomas de ZFC y totalmente respetuosa con las reglas de razo-
namiento lógico, tal argumento sería formalizable en ZFC, y se convertiría en
una demostración de Consis ZFC en ZFC, y el teorema de incompletitud pro-
porciona un procedimiento mecánico para derivar de ahí la demostración de una
contradicción en ZFC.

Esto no debe hacernos recelar de la consistencia de ZFC, pues tal limitación
no se debe a ninguna característica particular de ZFC que convierta a la teoría
en especialmente “sospechosa”, sino que los teoremas de incompletitud de Gödel
se aplican por igual a cualquier teoría “razonable” que sea lo suficientemente po-
tente como para formalizar cualquier razonamiento que los matemáticos juzguen
“aceptable”.

Así pues, Consis ZFC es un ejemplo de afirmación aritmética que, en caso de
que sea cierta (es decir, en caso de que ZFC sea consistente) es necesariamente
indemostrable.2

Obviamente entonces, si no podemos aspirar a demostrar la consistencia
de ZFC, mucho menos podemos aspirar a demostrar la de ZFC+HC, y sólo
podremos demostrar que ZFC+HC es “igual de segura” que ZFC, es decir, que
si ZFC+HC es contradictoria es porque ya lo era ZFC, o que por tomar la
HC como axioma adicional no podemos pasar de una teoría consistente a otra
contradictoria.

El teorema de incompletitud de Gödel proporciona una técnica de pruebas
de consistencia, pues si podemos demostrar que

⊢
ZFC

ϕ→ Consis ZFC

esto nos permite concluir que si ZFC es consistente entonces en ZFC no puede
probarse ϕ, o de lo contrario podríamos probar Consis ZFC en ZFC. Ésta es una
de las técnicas de pruebas de consistencia que estudiaremos en este libro,3 pero
no será la más habitual. La prueba del segundo teorema de incompletitud es de
naturaleza sintáctica, basada en técnicas de la teoría de la demostración, mien-
tras que las pruebas que presentaremos aquí serán esencialmente semánticas, en
un sentido que precisamos a continuación:

El planteamiento básico de ZFC es postular la existencia de unos objetos
llamados “conjuntos” sin concretar de ningún modo lo que son. No existe nin-
guna definición operativa de lo que debemos entender por “conjunto”. Podemos
decir que los conjuntos son “colecciones de objetos”, pero eso no ayuda en nada a
determinar qué podemos afirmar y qué no podemos afirmar sobre los conjuntos.

2En ZFC, aunque trivialmente se puede demostrar en teorías como ZFC+Consis ZFC.
3Por ejemplo, veremos que la negación de la hipótesis de Kurepa implica Consis ZFC, luego

HK es consistente con ZFC.
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En lugar de tratar de deducir “filosóficamente” las propiedades de los con-
juntos de una definición “filosófica” de conjunto, lo que hace ZFC es presentar
explícitamente unos axiomas que describen lo que podemos afirmar a priori so-
bre tales “conjuntos”. Aunque sería fácil considerar una teoría que distinguiera
entre “conjuntos” y objetos que, pudiendo ser elementos de los conjuntos, no
son ellos mismos conjuntos, lo cierto es que esa distinción sólo complicaría las
formas sin aportar realmente más potencia a la teoría, así que ZFC adopta el
convenio contrario: todos los objetos de los que se puede hablar en ZFC son
conjuntos.

Existen muchos conceptos de los que podemos hablar independientemente
de cualquier teoría de conjuntos, como son los números naturales, los conceptos
geométricos de punto, recta, plano, etc., pero para “insertarlos” en ZFC necesita-
mos adoptar alguna clase de convenio que nos permita identificarlos con algunos
conjuntos. En el caso de los números naturales, la forma usual de hacerlo es
convenir en que 0 = ∅, 1 = {0}, 2 = {0, 1}, etc., aunque cuando consideramos
los números naturales como parte de los números enteros, racionales o reales,
cambiamos esta identificación por otras más complejas.

Ahora bien, bajo el supuesto de que, en efecto, ZFC es consistente y, por
consiguiente (en virtud del teorema de completitud de Gödel), existen unos
objetos que satisfacen los axiomas de ZFC, sucede que no existe una única forma
de interpretar dichos axiomas, sino que existen, de hecho, infinitas formas de
interpretar las palabras “conjunto” y “pertenencia” (los únicos conceptos que en
ZFC no se definen a partir de otros más elementales) de modo que se cumplan
en cualquier caso los axiomas de ZFC, pero de modo que haya afirmaciones que
resultan ser verdaderas con unas interpretaciones posibles y falsas con otras.

Ésta es la razón de fondo por la cual ciertas afirmaciones como la hipótesis del
continuo, el diamante de Jensen, la existencia de árboles de Kurepa, etc. no son
demostrables ni refutables a partir de los axiomas de ZFC, porque hay posibles
interpretaciones de las palabras “conjunto” y “pertenencia” respecto a las cuales
estas afirmaciones son verdaderas y otras respecto a las cuales son falsas, pero
en todas ellas son verdaderos los axiomas de ZFC, por lo que el hecho de que se
cumplan dichos axiomas no implica que se cumplan necesariamente, ni tampoco
que no se cumplan, tales afirmaciones.

Quizá el lector se pregunte cómo podemos afirmar que existen distintas in-
terpretaciones de los axiomas de ZFC no equivalentes entre sí cuando acabamos
de decir que es imposible justificar que exista al menos una. La respuesta es
la siguiente: si admitimos que ZFC es consistente, es decir, que existen unos
objetos (con una relación de pertenencia definida entre ellos) que cumplen los
axiomas de la teoría de conjuntos y que, por tanto, podemos referirnos a ellos
coherentemente como “la totalidad de los conjuntos”, es posible definir clases
de conjuntos M con la propiedad de que si decidiéramos llamar “conjuntos” ex-
clusivamente a los elementos de M , prescindiendo de los conjuntos que queden
fuera, como si no existieran, los axiomas de la teoría de conjuntos siguen siendo
válidos, de modo que un matemático que sólo “viera” los conjuntos de M no
notaría la falta del resto.
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Por ejemplo, puesto que un axioma de ZFC afirma que, para cada par de
conjuntos x, y, debe existir el conjunto {x, y}, una claseM en las condiciones que
estamos describiendo deberá cumplir que para cada par de conjuntos x, y ∈M ,
se cumple que {x, y} ∈M . Así, alguien que sólo “sea capaz de ver” los conjuntos
de M no “verá” ninguna violación del axioma del par, y lo mismo debe aplicarse
a todos y cada uno de los axiomas de ZFC.

La cuestión es que, partiendo de una noción indeterminada de “conjunto”
sin suponer más que el hecho de que con ella se cumplen los axiomas de ZFC, es
posible definir adecuadamente clases M en estas condiciones (lo que se llaman
modelos de ZFC) de manera que al restringir el concepto de “conjunto” a los ele-
mentos de M , no sólo se sigan cumpliendo los axiomas de ZFC, sino que además
se cumplan afirmaciones como la hipótesis del continuo o su negación. Cada vez
que encontramos dos clases M y M ′ que sean modelos de ZFC en el sentido
indicado y de modo que, al llamar “conjuntos” únicamente a los elementos de M
sea verdadera una sentencia ϕ, mientras que al llamar “conjuntos” únicamente
a los elementos de M ′ pase a ser verdadera ¬ϕ, podemos concluir que ϕ no es
demostrable ni refutable a partir de los axiomas de ZFC, ya que el hecho de que
unos objetos cumplan los axiomas de ZFC no obliga ni a que se cumpla ϕ ni a
que se cumpla ¬ϕ.

En este libro definiremos con precisión el concepto de “modelo de ZFC” que
acabamos de esbozar y a partir de ahí desarrollaremos técnicas para construir
modelos que justifiquen la consistencia de muchas afirmaciones indemostrables
en ZFC (siempre bajo el supuesto de que ZFC es consistente, porque si fuera
contradictorio todo sería demostrable a partir de sus axiomas).





Capítulo I

Preliminares

Para demostrar que algo no se puede demostrar son necesarios algunos con-
ceptos y resultados de lógica matemática que van más allá del saber razonar
competentemente en teoría de conjuntos (cosa que puede hacerse incluso sin
ningún conocimiento específico de lógica formal). Todos estos requisitos están
tratados sobradamente en [LM], pero aquí destacaremos los que realmente serán
necesarios, de modo que un lector no familiarizado con [LM] pueda seguir este
libro sin más que recurrir a [LM] para algunas demostraciones aisladas. El lector
familiarizado con [LM] puede saltarse este capítulo o, a lo sumo, leerlo rápida-
mente para refrescar en su memoria los hechos que vamos a necesitar después.
(Al menos debería leer la nota inicial de la página 5.)

En primer lugar, el lector deberá estar familiarizado con el hecho de que la
teoría axiomática de conjuntos se “materializa” a través de un lenguaje formal
(metamatemático) que llamaremos Ltc, y debe conocer las definiciones y pro-
piedades básicas de dichos lenguajes (términos, fórmulas, variables libres, etc.)
Para los resultados generales sobre lenguajes formales remitimos al capítulo I
de [LM] (el lenguaje Ltc se introduce en [LM 3.8]).

En segundo lugar, el lector debe tener asimilado que todos los teoremas que
los matemáticos aceptan como “demostrados” sin hipótesis para las que no tienen
argumento alguno que las justifiquen objetivamente, como pueda ser la hipótesis
del continuo o el diamante de Jensen, pueden demostrarse en ZFC, que es la
teoría que resulta de añadir el axioma de elección a la teoría de Zermelo-Fraenkel
ZF cuyos axiomas son indicados en la página siguiente.

Los cuatro primeros axiomas determinan la teoría que llamamos ZF∗ y es
equivalente a la teoría NBG∗ descrita tanto en [LM] como en [TC]. El lector
debe comprender en qué consiste dicha equivalencia. En términos rigurosos está
enunciada y demostrada en [LM 10.17], pero no es necesario que el lector asi-
mile esa demostración. Basta con que comprenda que la diferencia esencial entre
NBG∗ y ZF∗ es que en la primera los “objetos de estudio” reciben el nombre de
“clases”, y de entre ellas se definen los “conjuntos”, mientras que en ZF∗ sólo tene-
mos el concepto (indefinido) de “conjunto”, que se corresponde con el concepto de

1
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La teoría de conjuntos ZF

Extensionalidad
∧
xy(

∧
u(u ∈ x↔ u ∈ y)→ x = y)

Par
∧
xy

∨
z
∧
u(u ∈ z ↔ u = x ∨ u = y)

Unión
∧
x
∨
y
∧
u(u ∈ y ↔

∨
v(u ∈ v ∧ v ∈ x))

Reemplazo
∧
xyz(ϕ(x, y) ∧ ϕ(x, z)→ y = z)

→
∧
a
∨
b
∧
y(y ∈ b↔

∨
x ∈ aϕ(x, y)) (∗)

Infinitud
∨
x(∅ ∈ x ∧

∧
u ∈ xu′ ∈ x)

Partes
∧
x
∨
y
∧
u(u ⊂ x→ u ∈ y)

Regularidad
∧
x(x ̸= ∅→

∨
u(u ∈ x ∧ u ∩ x = ∅))

(∗) para toda fórmula ϕ(x, y), tal vez con más variables libres, distintas de b.

“conjunto” de ZF∗. Los axiomas de ZF∗ permiten probar exactamente las mis-
mas propiedades sobre los conjuntos que los axiomas de NBG∗, pero, en prin-
cipio, no permiten, no ya demostrar, sino siquiera enunciar ninguna propiedad
sobre clases. Ahora bien, lo cierto es que en ZF∗ también puede hablarse de
clases, informal, pero rigurosamente, en el sentido que se discute en1 [LM 3.2.2].
La idea es que las clases en ZF∗ deben entenderse esencialmente como fórmulas
metamatemáticas, de modo que la clase determinada por una fórmula ϕ(x) es
la colección de todos los conjuntos que cumplen ϕ(x), aunque no exista ningún
conjunto cuyos elementos sean dichos conjuntos.

En la práctica, el lector puede constatar que todos los hechos básicos sobre
clases y conjuntos que se demuestran a partir de los axiomas de NBG∗ pueden
probarse (alterando a veces ligeramente los argumentos y la forma de concebir los
que hagan referencia a clases propias) a partir de los axiomas de ZF∗, y viceversa.
Alternativamente, si el lector está dispuesto a aceptar sin pararse en detalles
que los razonamientos conjuntistas básicos son formalizables en NBG∗ (como
se muestra en [TC]), puede aceptar al mismo precio que ZF∗ cumple la misma
función, y no necesitará más detalles al respecto para seguir este libro. En cuanto
a los axiomas restantes de NBG y ZFC son exactamente los mismos para ambas
teorías y están discutidos con detalle tanto en [LM, Capítulo XI] (incidiendo
más en cuestiones lógicas) como en [TC] (principalmente en el Capítulo III,
incidiendo más en cuestiones propiamente conjuntistas). En definitiva sucede
que, una vez deducidas (por caminos diferentes) las propiedades básicas de las
clases y los conjuntos a partir de los axiomas básicos de ZF∗ o NBG∗, toda
demostración en ZFC puede ser considerada literalmente, sin cambio alguno,
como una demostración en NBG, y viceversa.

1En [LM 3.2.2] se explica el concepto de clase en una subteoría muy débil de ZF∗, la que
llamamos teoría básica de conjuntos B. Dicha teoría basta para definir el concepto de ordinal
y poco más, pero tiene el interés de que es una subteoría de todas las teorías que nos van a
interesar. No es necesario que el lector se preocupe de determinar qué teoremas exactamente
son demostrables en B y cuáles no.
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1.1 La jerarquía de Lévy I
Las fórmulas del lenguaje Ltc pueden clasificarse en una jerarquía según

su complejidad. La base de esta jerarquía la constituyen las fórmulas de tipo
∆0, que son las fórmulas sin descriptores en las que todos los cuantificadores
aparecen en la forma

∧
x ∈ y o bien

∨
x ∈ y.

Una fórmula es de tipo Σn (con n ≥ 1) si es de la forma
∨
x1

∧
x2 · · ·α, donde

hay n cuantificadores alternados (empezando por un particularizador) y α es de
tipo ∆0. En cambio,una fórmula es de tipo Πn si es de la forma

∧
x1

∨
x2 · · ·α,

en las mismas condiciones salvo que el primer cuantificador es un generalizador.

Más en general, una fórmula ϕ (tal vez con descriptores) es ∆0, Σn o Πn
respecto de una teoría T (sobre el lenguaje Ltc) si es equivalente en T a una
fórmula ∆0, Σn o Πn, respectivamente, en sentido estricto. Diremos que una
fórmula es ∆n (para n ≥ 1) respecto de una teoría T si es equivalente en T a
una fórmula Σn y a una fórmula Πn.

Diremos también que un término t es Σn, Πn o ∆n si y sólo si lo es la fórmula
y = t, donde y es cualquier variable que no esté en t.

Recordamos las propiedades elementales de esta jerarquía, que son válidas
respecto de cualquier teoría T que extienda a la teoría básica de conjuntos B.

• Las clases de fórmulas de la jerarquía de Lévy satisfacen las inclusiones
siguientes (véanse las observaciones posteriores a [LM 6.1]):

⊂
∆1
⊂

Σ1 ⊂

Π1
⊂
∆2

⊂
Σ2

⊂
Π2
⊂
∆3

⊂ Σ3
⊂

Π3

⊂
∆4

⊂ . . .

⊂ . . .

⊂

. . .
⊂

∆0 ⊂

• Si α y β son Σn (resp. Πn), también lo son α ∧ β y α ∨ β.

• Si α es Π (resp. Σn) y β es Σn (resp. Πn) entonces α→ β es Σn (resp. Πn).

• α es Σn si y sólo si ¬α es Πn, y viceversa.

• Si α es Σn, también lo es
∨
xα.

• Si α es Πn, también lo es
∧
xα.

Para ZF podemos probar una propiedad adicional:

• Si α es Σn o Πn (respecto a ZF), también lo son
∧
x ∈ y α y

∨
x ∈ y α.

En efecto, razonamos por inducción sobre n (entendiendo que Σ0 y Π0 es lo
mismo que ∆0). Para n = 0 es trivial. Si es cierto para n y tenemos que α es
Σn+1, entonces α es equivalente a

∨
uβ, para cierta β de clase Πn, y

∧
x ∈ y α

es equivalente a
∧
x ∈ y

∨
uβ.
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Si suponemos esto, para cada x ∈ y podemos considerar el mínimo ordinal
δx tal que

∨
u ∈ Vδx β, y a su vez definir γ =

⋃
x∈y

δx. Así
∧
x ∈ y

∨
u ∈ Vγ β, o

también ∨
a
∧
x ∈ y

∨
u ∈ a β.

De este modo hemos probado una implicación de∧
x ∈ y

∨
uβ ↔

∨
a
∧
x ∈ y

∨
u ∈ a β,

y la otra es trivial. Por hipótesis de inducción la fórmula de la derecha es Σn+1.

Ahora, si α es Πn+1, entonces ¬α es Σn+1, luego por la parte ya probada∧
x ∈ y¬α es también Σn+1, luego

∨
x ∈ y α es Πn+1.

En realidad nos van a interesar casi exclusivamente los niveles más bajos de
la jerarquía de Lévy, es decir, las fórmulas ∆0, ∆1, Σ1 y Π1 respecto de deter-
minadas teorías T, y veremos que la mayor parte de los conceptos matemáticos
básicos se expresan mediante términos y fórmulas de alguna de estas categorías.
Aquí debemos señalar una dificultad, y es que algunos resultados fundamentales
requieren establecer que estos conceptos básicos a los que nos referimos son, de
hecho, ∆0, o ∆1, etc. respecto a teorías más débiles que ZF. La mayor parte
de los resultados expuestos en este libro puede seguirse sin lagunas lógicas ob-
servando que la clasificación de los conceptos conjuntistas básicos respecto de
la jerarquía de Lévy puede llevarse a cabo en la teoría ZF−AP (es decir, sin el
axioma de partes), pero hay otra teoría alternativa que, a la larga, es mucho
más conveniente, por lo que el lector puede meditar si le interesa familiarizarse
con ella o no a la hora de seguir los primeros capítulos de este libro. Pasamos
a describirla brevemente antes de explorar la jerarquía de Lévy.

1.2 La teoría de conjuntos de Kripke-Platek

La teoría de Kripke-Platek (KP) es la teoría sobre el lenguaje Ltc cuyos
axiomas son los siguientes:

Extensionalidad
∧
xy(

∧
u(u ∈ x↔ u ∈ y)→ x = y)

Par
∧
xy

∨
z(x ∈ z ∧ y ∈ z)

Unión
∧
x
∨
y
∧
u ∈ x

∧
v ∈ u v ∈ y

∆0-especificación
∧
x
∨
y
∧
u(u ∈ y ↔ (u ∈ x ∧ ϕ(u))) (∗)

∆0-recolección
∧
u
∨
v ϕ(u, v)→

∧
a
∨
b
∧
u ∈ a

∨
v ∈ b ϕ(u, v) (∗)

Regularidad
∨
uϕ(u)→

∨
u (ϕ(u) ∧

∧
v ∈ u¬ϕ(u)) (∗∗)

(∗) Para toda fórmula ϕ (tal vez con más variables libres) de tipo ∆0,

(∗∗) Para toda fórmula ϕ (tal vez con más variables libres).
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Nota En [LM] definimos KP restringiendo el esquema de regularidad a fórmu-
las de tipo Π1. Ello se debe a que, con dicha restricción, KP está estrechamente
relacionada con un importante fragmento de la aritmética de Peano, pero en el
contexto de la teoría de conjuntos es más razonable incluir en KP el esquema
de regularidad para fórmulas arbitrarias, como acabamos de hacer. El lector
familiarizado con [LM] deberá tener en cuenta esta diferencia.

Llamaremos KPI a KP + AI (la teoría que resulta de añadir a KP el axioma
de infinitud de ZF).2

Es fácil ver [LM 12.3] que todos los axiomas de KPI excepto el de ∆0-
recolección son demostrables en ZF−AP. De hecho, en ZF−AP se demuestra el
esquema de especificación para fórmulas cualesquiera, y en ZF se demuestra el
esquema de recolección para fórmulas cualesquiera. En efecto, bajo el supuesto∧
u
∨
v ϕ(u, v) y fijado un conjunto a, a cada u ∈ a podemos asignarle el mínimo

ordinal α tal que
∨
v ∈ Vα ϕ(u, v). Tenemos así una aplicación f : a −→ Ω y

b =
⋃

α∈f [A]

Vα cumple
∧
u ∈ a

∨
v ∈ b ϕ(u, v).

Así pues, KPI es una subteoría de ZF, pero ni KPI es una subteoría de
ZF−AP ni viceversa.

Hay dos resultados que hacen a KP especialmente conveniente para tratar
con la jerarquía de Lévy (puestos a tener que renunciar a AP). Uno es [LM 6.3],
que afirma que si α es una fórmula Σ1 o Π1 (respecto de KP) también lo son∧
x ∈ y α y

∨
x ∈ y α. El segundo es [LM 12.7], que afirma que toda función

F : D −→ V definida sobre una clase ∆1 por recurrencia sobre una función Σ1

es también Σ1.
Enseguida veremos que ambos resultados son muy útiles para ubicar con-

ceptos conjuntistas en la jerarquía de Lévy, y hay que tener presente que no son
válidos en ZF−AP, pese a lo cual, en muchos casos es posible llegar a los mismos
resultados en esta teoría. A este respecto, el lector tiene varias posibilidades:

a) Estudiar la teoría KP, por ejemplo en la sección [LM 6.2].

b) Centrarse en los argumentos que veremos para ZF−AP sin tener en cuenta
los aplicables a KP. (Esto sólo le impedirá seguir algunos resultados más
avanzados.)

c) Seguir los razonamientos que veremos para KP pero sustituyendo KP por
ZF−AP+∆0-sustitución, pues esta teoría extiende a KPI y en ella es fácil
probar los dos resultados que citábamos anteriormente sobre la jerarquía
de Lévy.

El lector familiarizado con [TC] no debería tener problemas en trabajar
en ZF−AP, pues en los cuatro primeros capítulos se trabaja casi siempre sin
AP. Añadir el principio de ∆0-recolección sólo significará para nosotros contar
también con los dos teoremas indicados más arriba.

2El lector deberá tener presente que algunos autores llaman KP a la teoría que nosotros
llamamos KPI, es decir, incluyen el axioma de infinitud entre los axiomas de KP.
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1.3 La jerarquía de Lévy II
Dedicamos esta sección a mostrar algunos ejemplos relevantes de clasifica-

ción de conceptos conjuntistas en la jerarquía de Lévy respecto de subteorías
adecuadas de ZF.

Conceptos ∆0 En [LM A.3] se muestra una lista de conceptos conjuntistas
básicos que son ∆0 respecto a la teoría básica de conjuntos B o extensiones
adecuadas, como ZF∗ o KP.

Desarrollar una fórmula hasta hacer explícito que todos los cuantificadores
que involucra están acotados es una labor tediosa, por lo que en la práctica el
lector debería habituarse a reconocer las fórmulas ∆0 sin necesidad de ello. La
idea básica es que una fórmula es ∆0 si para verificarla sólo es necesario consi-
derar la relación de pertenencia o la igualdad sobre los conjuntos que involucra,
o sobre sus elementos, o sobre los elementos de sus elementos, etc.

Por ejemplo, la fórmula z = {x, y} es ∆0, pues para verificarla sólo debemos
considerar x, y y todos los elementos de z. Concretamente:

z = {x, y} ↔ x ∈ z ∧ y ∈ z ∧
∧
u ∈ z(u = x ∨ u = y).

Lo mismo vale para z = (x, y), pues ahora sólo son relevantes x, y, los
elementos de z y los elementos de los elementos de z. En efecto:

z = (x, y)↔
∨
uv ∈ z(u = {x, x} ∧ v = {x, y}),

y ahora basta usar que las fórmulas u = {x, y} y v = {x, y} son ∆0.

Similarmente y = Dx es ∆0, pues en principio

y = Dx↔
∧
u ∈ y

∨
v(u, v) ∈ x ∧

∧
rs((r, s) ∈ x→ r ∈ y).

pero vemos que v es un elemento de un elemento de un elemento de x, luego
podemos acotar la variable v mediante∧

u ∈ y
∨
v(u, v) ∈ x↔

∧
u ∈ y

∨
w ∈ x

∨
q ∈ w

∨
v ∈ q w = (u, v),

donde q = {u, v}. En la práctica uno puede “prever” que no habrá problemas en
acotar la variable v si uno se pone a ello porque v es un elemento de un elemento
de un elemento de x (ni siquiera es necesario precisar cuántas veces hay que
repetir la palabra “elemento” exactamente). Por el mismo motivo es “previsible”
que las variables r y s son acotables, pues son necesariamente elementos de
elementos. . . de elementos de x (las veces que haga falta).

Aunque, en caso de duda, explicitar las acotaciones es la forma inequívoca
de determinar si en efecto una fórmula es ∆0, lo cierto es que desarrollar cuan-
tificadores como acabamos de ver es una tarea rutinaria que no ofrece ninguna
dificultad, siempre y cuando tengamos claro que la variable en cuestión sólo
puede representar a un elemento de un elemento, etc., de uno de los conjuntos
que intervienen en la fórmula en cuestión.
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Comparemos con el caso de la fórmula

(A,R) es un conjunto bien ordenado↔ (A,R) es un conjunto ordenado ∧∧
X(X ⊂ A ∧ X ̸= ∅→

∨
m ∈ X

∧
a ∈ A mRa).

Es claro que (A,R) es un conjunto ordenado es una fórmula ∆0, sin necesidad
de explicitar más la fórmula, porque es claro que verificar que es así sólo requiere
analizar lo que les sucede a los elementos de A y a los de ≤. Si nos ponemos
a explicitarlo, nunca tendremos problemas para encontrar conjuntos que acoten
las variables que usemos. Por ejemplo, la propiedad reflexiva es∧

a ∈ A
∨
w ∈ R w = (a, a).

En cambio, no es menos evidente que el cuantificador
∧
X no puede ser acotado,

pues X debe recorrer los subconjuntos de X, y éstos no son necesariamente
elementos de A ni de R, ni elementos de sus elementos, etc. Por ello no podemos
concluir que “ser un conjunto bien ordenado” sea una propiedad ∆0, sino tan
sólo Π1 (enseguida veremos que, en teorías razonables, es ∆1).

Así pues, para determinar la situación de una fórmula en la jerarquía de
Lévy lo único importante es identificar las variables “no acotables” que aparecen
en ella, y en la práctica esto no se hace desarrollando los cuantificadores, sino
planteándose, para cada variable, si la fórmula permite únicamente que recorra
elementos de elementos (etc.) de parámetros o puede variar sobre conjuntos
más generales.

En la práctica el lector debería usar los ejemplos de [LM A.3] para entrenarse
acotando variables hasta que se convenza de que sabe hacerlo mecánicamente
y, por consiguiente, esté dispuesto a ahorrarse en la práctica lo que no es más
que una comprobación tediosa previsible.

Una fórmula delicada es “α es un ordinal” (o, más brevemente, α ∈ Ω). En
[TC] la definimos (en el contexto de NBG∗ o, equivalentemente, de ZF∗) como
“α es transitivo, ∈-conexo y bien fundado”, y las dos primeras propiedades son
trivialmente ∆0, pero la tercera no lo es. En efecto, la buena fundación es∧

x ⊂ α(x ̸= ∅→
∨
u ∈ x u ∩ x = ∅),

y la variable x no es “acotable”, porque los subconjuntos de α no son necesaria-
mente elementos, ni elementos de elementos de α, etc. Se trata de una propiedad
Π1 y no necesariamente ∆0.

Ahora bien, el axioma de regularidad afirma precisamente que todo conjunto
está bien fundado, luego en toda extensión de B que contenga dicho axioma la
fórmula α ∈ Ω resulta ser ∆0 (pues es equivalente a “α es transitivo y ∈-conexo”).
Esto vale en particular para KP, ZF−AP, etc.

Como se explica en [LM A.3], en cualquier extensión de B en la que “ser
un ordinal” sea ∆0 lo son también las fórmulas “ser un ordinal sucesor”, “ser un
ordinal límite”, “ser un número natural” y, si además contamos con el axioma
de infinitud, también es ∆0 el término3 ω. Las comprobaciones son inmediatas.

3No es lo mismo que n ∈ ω sea ∆0 que que lo sea el término ω, es decir, la fórmula x = ω.
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Conceptos ∆1 Un ejemplo de término ∆1 tanto en KP como en ZF−AP es
rangx (el rango de un conjunto respecto de la relación de pertenencia). En
KP es consecuencia inmediata de [LM 12.7], pero podemos dar un argumento
general válido también en ZF−AP:

y = rangx↔
∨
zf(

⋃
z ⊂ z ∧ x ∈ z ∧ f : z −→ ω ∧ y = f(z) ∧∧

u ∈ x f(u) =
⋃
v∈u

(f(v) + 1)).

(Notemos que
⋃
z ⊂ z es una forma de indicar que z es transitivo.) Esta fórmula

es claramente Σ1 (pues la fórmula tras
∨
zf sólo involucra elementos de x, y, z,

f , y elementos de sus elementos, etc.), luego rangx es Σ1 y, consecuentemente,4
también ∆1.

En [LM A.3] se prueba que en KPI son ∆1 los términos x<ω y [x]<ω corres-
pondientes, respectivamente, al conjunto de sucesiones finitas o de subconjuntos
finitos de un conjunto x, pero es claro que las equivalencias con fórmulas Σ1

mostradas allí son válidas igualmente en KP−AI.

El teorema [LM 12.7] implica inmediatamente que las operaciones ordinales
α+ β, αβ y αβ son ∆1 en KP. Por ejemplo, la suma F : Ω×Ω −→ Ω se define
mediante

F (α, β) = G(α, β, F (α,−)|β),

donde G es la función Σ1 dada por:

G(α, β, f) = γ ↔ (β = 0 ∧ γ = α) ∨
∨
δ ∈ β(β = δ ∪ {δ} ∧ γ = f(δ) ∪ {f(δ)})

∨ (β límite ∧ γ =
⋃
f [β]),

y para el producto y la exponenciación tenemos expresiones similares (usando,
respectivamente, que la suma y el producto son ∆1).

Un argumento alternativo válido en ZF−AP es el siguiente, por ejemplo para
el producto de ordinales:

γ = α · β ↔ ((α /∈ Ω ∨ β /∈ Ω) ∧ γ = 0) ∨ α ∈ Ω ∧ β ∈ Ω ∧ γ ∈ Ω ∧∨
fx (x = α× β ∧ f : x −→ γ semejanza),

donde la semejanza ha de entenderse respecto del buen orden lexicográfico en x.
Es fácil ver que la fórmula tras

∨
fx es ∆0. Un argumento similar vale para

la suma. El caso de la exponenciación es más complicado, pero no lo vamos a
necesitar.

El teorema siguiente no es válido en KP.
4Esto es un argumento general: todo término Σ1 es ∆1, porque

y = t ↔
∧
x(x = t → y = x),

luego también es Π1.
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Teorema 1.1 Las fórmulas “R es un buen orden en A” y “R es una relación
bien fundada en A” son ∆1 respecto a ZF−AP, al igual que lo es el término
ord(A,R).

Demostración: En principio “R es un buen orden en A” es una fórmula
Π1, pues equivale a

R es un orden parcial en A ∧
∧
X(X ⊂ A ∧ X ̸= ∅→

∨
u ∈ X

∧
v ∈ X uRv),

pero, por otra parte, también equivale a5

R es un orden parcial en A ∧
∨
fα(α ∈ Ω ∧ f : α −→ (A,R) semejanza),

que es una fórmula Σ1 (pues es fácil ver que “ser una semejanza” es ∆0).

Lo mismo vale para “R es una relación bien fundada en A”, que por definición
es Π1, pues equivale a

R ⊂ A×A ∧
∧
X(X ⊂ A ∧ X ̸= ∅→

∨
u ∈ X

∧
v ∈ X¬v Ru)

y por otra parte, teniendo en cuenta que toda relación bien fundada permite
construir una aplicación rango, equivale a la fórmula Σ1 siguiente:

R ⊂ A×A ∧
∨
fα(α ∈ Ω ∧ f : A −→ α ∧

∧
uv ∈ A(uR v → f(u) ∈ f(v)).

Por último, α = ord(A,R) equivale a

(R es un buen orden en A ∧ α ∈ Ω ∧
∨
f f : α −→ (A,R) semejanza) ∨

(R no es un buen orden en A ∧ α = 0),

luego se trata de una fórmula Σ1, pero trivialmente equivale a∧
β(β = ord(A,R)→ β = α),

luego también es Π1.

El sistema numérico en ZF Terminamos la sección analizando las defini-
ciones de los conjuntos numéricos:

Teorema 1.2 Las fórmulas x ∈ Z, x ∈ Q y x ∈ R son ∆1 respecto de ZF, al
igual que los términos Z y Q.

Demostración: Se trata de una simple comprobación rutinaria a partir de
las definiciones correspondientes (véase [TC, capítulo II]). Por ejemplo:

x ∈ Z↔
∨
mn ∈ ω(

∧
rs ∈ ω(r +m = s+ n→ (r, s) ∈ x)

∧
∧
u ∈ x(

∨
rs ∈ ω(u = (r, s) ∧ r +m = s+ n))).

5Esta equivalencia no es válida en KPI, porque en esta teoría no puede probarse que todo
conjunto bien ordenado es semejante a un ordinal.
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De este modo, x ∈ Z↔ ϕ(x, ω), donde ϕ(x,w) es ∆1, y entonces

x ∈ Z↔
∨
w(w = ω ∧ ϕ(x,w))↔

∧
w(w = ω → ϕ(x,w)),

luego x ∈ Z es ∆1 (donde usamos que w = ω es ∆0).

También son ∆1 los términos x + y, x · y correspondientes a la suma y el
producto de números enteros. En efecto,

z = x+ y ↔ (x ∈ Z ∧ y ∈ Z ∧∨
m1n1m2n2m3n3 ∈ ω ((m1, n1) ∈ x ∧ (m2, n2) ∈ y ∧ (m3, n3) ∈ z
∧ m3 = m1 +m2 ∧ n3 = n1 + n2)) ∨ ((x /∈ Z ∨ y /∈ Z) ∧ z = ∅),

de modo que z = x + y ↔ ϕ(z, x, y, ω), con ϕ de tipo ∆0 y concluimos como
antes. El caso del producto es análogo.

También es ∆1 la fórmula x ≤ y correspondiente a la relación de orden en Z,
pues equivale a∨

m1m2mn ∈ ω((m1, n) ∈ x ∧ (m2, n) ∈ y ∧ m1 +m = m2).

(Aquí usamos que x ≤ y si y sólo si y = x+ z, con z ≥ 0, con lo que z = [m, 0].)

Ahora probamos que y = Z es ∆1. En efecto, es equivalente a∧
x ∈ y x ∈ Z ∧

∧
mn ∈ ω

∨
x ∈ y

∧
rs ∈ ω(m+ r = n+ s→ (r, s) ∈ x)

y eliminamos ω con el argumento anterior.

Ahora se prueba que x ∈ Q es ∆1, al igual que la suma, el producto y el
orden de Q, con argumentos análogos en los que usamos Z en lugar de ω (y las
operaciones en Z en lugar de las de ω).

Si consideramos a R definido mediante secciones iniciales de Q, entonces

x ∈ R↔ x ⊂ Q ∧ x ̸= ∅ ∧ x ̸= Q ∧
∧
u ∈ Q

∧
v ∈ x(u < v → u ∈ x)

∧
∧
u ∈ x

∨
v ∈ x(u < v),

de modo que x ∈ R ↔ ϕ(x,Q), donde ϕ(x, q) es ∆1, y la Q se elimina del
modo usual. La relación de orden en R es trivialmente ∆0, pues es la inclusión.
También son ∆1 los términos x+y y xy correspondientes a la suma y el producto
de números reales, pues, por ejemplo, teniendo en cuenta que z = x + y es el
único número real que cumple p + q < z, para todo par de números racionales
p < x, q < y, y a la vez z ≤ p+ q, para todo par de números racionales x ≤ p,
y ≤ q, se cumple que

z = x+ y ↔ (x ∈ R ∧ y ∈ R ∧ z ∈ R ∧
∧
pq ∈ Q(p ∈ x ∧ q ∈ y → p+ q ∈ z)

∧
∧
pq ∈ Q(p /∈ x ∧ q /∈ x→ p+ q /∈ z)) ∨ ((x /∈ R ∨ y /∈ R) ∧ z = ∅),

con lo que z = x + y ↔ ϕ(x, y, z,Q), con ϕ(x, y, z, q) de tipo ∆1, y la Q se
elimina como es habitual.

La prueba para xy es algo más farragosa porque hay que distinguir casos
según si los factores son positivos o negativos.
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1.4 La formalización de la lógica
En el capítulo X de [TC] se presenta la formalización en NBG (o, equivalen-

temente, en ZF) de los resultados básicos sobre lenguajes formales y modelos,
pero sin considerar el caso más delicado desde un punto de vista conceptual,
que es la formalización en ZF (o en cualquier subteoría suficientemente potente)
del lenguaje formal Ltc y sus modelos. Al considerar este caso resulta crucial
no confundir las fórmulas metamatemáticas que usamos en los enunciados y las
demostraciones con las fórmulas matemáticas definidas en la teoría considerada.

Según señalábamos en la introducción, ZF (o cualquiera de sus subteorías o
extensiones) consiste en un lenguaje formal Ltc y unos axiomas que enuncian
propiedades de unos objetos no definidos a los que llamamos “conjuntos”, de
modo que todas las afirmaciones demostrables en ZF tienen que ser entendidas
como afirmaciones sobre conjuntos (o, a lo sumo, sobre clases, pero toda afirma-
ción sobre clases puede reducirse a una afirmación sobre conjuntos). Podemos
resumir esto diciendo que todos los objetos de los que se puede hablar en ZF
son conjuntos.

Ahora bien, sin contradecir lo que acabamos de decir, hay que entender que
al trabajar en ZF nos vemos en la necesidad de tratar con unos objetos que no
podemos considerar como conjuntos, es decir, que no son ninguno de los objetos
de los que hablamos mediante ZF. Se trata de los signos del lenguaje Ltc y los
términos y fórmulas construidos a partir de ellos.

Por ejemplo, un matemático puede decir que el número 7 es un conjunto, o
que en el axioma ∧

xy
∨
z
∧
u(u ∈ z ↔ u = x ∨ u = y).

las variables x, y, z, u hacen referencia a conjuntos, pero al mismo tiempo
que podemos decir que, en este axioma, u es un conjunto arbitrario, también
podemos decir que “u” no es un conjunto, sino una letra, un signo, una variable
del lenguaje de la teoría de conjuntos, de modo que cuando escribimos u ∈ x no
queremos decir que “la letra u” es un elemento del conjunto x, ni mucho menos
de “la letra x”, igual que podemos decir que Madrid es una ciudad, pero que
“Madrid” no es una ciudad, sino una palabra. Esto es especialmente claro si
en lugar de considerar la variable u consideramos el cuantificador

∧
. Ahora ni

siquiera tendría sentido en modo alguno escribir algo como
∧
∈ {

∧
}, mientras

que sí lo tiene 7 ∈ {7}.
Normalmente estas observaciones podrían considerarse triviales, ya que todo

el mundo tiene clara la diferencia entre la “x” como mera letra y “el conjunto x”
del que tiene sentido hablar en el marco de ZF, pero aquí es necesario hacer
hincapié en esto porque a este doble sentido en que podemos concebir cada
signo del lenguaje de la teoría de conjuntos se une una tercera posibilidad, y
es que, entre los objetos matemáticos que pueden definirse en ZF (números,
espacios topológicos, etc.) figuran los lenguajes formales, y entre los lenguajes
formales que podemos estudiar en ZF figura el lenguaje formal de ZF.

Si, por ejemplo, definimos el lenguaje Ltc en ZF de modo que sus signos
sean números naturales, podemos tener perfectamente que

∧
= 7, y podemos
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afirmar que
∧
∈ Sig(Ltc), o que

∧
∈ {

∧
}, o que∧

xy
∨
z
∧
u(u ∈ z ↔ u = x ∨ u = y) ∈ Form(Ltc),

pero aquí es fundamental ser consciente de que estamos llamando
∧

a dos co-
sas radicalmente distintas: una es el cuantificador universal metamatemático,
que no podemos considerarlo como un conjunto, de modo que

∧
∈ {

∧
} es un

sinsentido si entendemos
∧

de este modo. La otra es el cuantificador universal
definido en ZF (o en una subteoría adecuada), que es un conjunto, y podemos
suponer que es, de hecho, un número natural. Para evitar ambigüedades podría-
mos usar ángulos de Quine, de modo que

∧
es el cuantificador metamatemático

y ⌜∧⌝ el matemático, e igualmente podríamos escribir

⌜∧xy∨z∧u(u ∈ z ↔ u = x ∨ u = y)⌝ ∈ Form(Ltc),

con lo que dejamos constancia de que toda la primera parte no es una fórmula
metamatemática, sino un término metamatemático que representa a un cierto
conjunto (una sucesión finita de números naturales). Sin embargo, en lugar de
usar ángulos de Quine lo que haremos será evitar la escritura de expresiones
ambiguas como la anterior, en la que se mezclan el relator (matemático) ∈∈ ω
(es decir, ⌜∈⌝ ∈ ω) con el relator metamatemático ∈, que no es un conjunto,
porque no es un objeto de los que podemos hablar desde ZFC, sino uno de los
signos con los que enunciamos teoremas de ZFC.

Aunque la diferencia entre que, en un contexto dado, ϕ represente a una
fórmula metamatemática o bien a una fórmula matemática tiene en sí misma
una gran importancia conceptual, también tiene muchas consecuencias en la
práctica, y de ahí que no podamos dejar de tenerla presente en ningún momento.
Por ejemplo, si ϕ es una fórmula matemática, tiene perfecto sentido empezar
un teorema con

∧
ϕ ∈ Form(Ltc) · · ·, y “técnicamente” ahí ϕ es una variable del

lenguaje metamatemático Ltc, una variable cuantificada con el cuantificador
universal metamatemático. En cambio, en un contexto en el que ϕ sólo pueda
entenderse como una fórmula metamatemática, sería un sinsentido escribir lo
anterior.

En [LM, sección 8.1] se prueba que todas las fórmulas que definen los concep-
tos sintácticos de los lenguajes formales son ∆1 en KP, como “α es una fórmula
de Ltc”, etc.

Si estamos dispuestos a trabajar en KPI (cosa que no nos supondrá nin-
guna restricción) las pruebas se simplifican bastante, pues podemos aplicar una
técnica general que también vale en ZF−AP. Se trata de aislar (y, de hecho,
explicitar) los parámetros necesarios para acotar las variables que no pueden
acotarse en una fórmula mediante otras variables. Por ejemplo, para probar
que α ∈ Form(Ltc) es ∆1 (tanto en KPI como en ZF−AP) basta probar que,
en ambas teorías,

α ∈ Form(Ltc)↔ ϕ(α, ω, ω<ω, (ω<ω)<ω),
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donde ϕ es ∆0. Diremos entonces que α ∈ Form(Ltc) es ∆0 con parámetros
ω, ω<ω, (ω<ω)<ω. Esto implica inmediatamente que la fórmula es ∆1 (sin
parámetros), pues

α ∈ Form(Ltc)↔
∨
wcs(w = ω ∧ c = w<ω ∧ s = c<ω ∧ ϕ(α,w, c, s))

↔
∧
wcs(w = ω ∧ c = w<ω ∧ s = c<ω → ϕ(α,w, c, s)),

y, como la fórmula w = ω ∧ c = w<ω ∧ s = c<ω es ∆1, concluimos que toda la
fórmula también lo es.

Ahora bien, probar que la fórmula α ∈ Form(Ltc) es ∆0 con parámetros ω,
ω<ω, (ω<ω)<ω significa probar que es equivalente a una fórmula en la que las
únicas variables que no pueden acotarse por otras variables, pueden acotarse
por alguno de los parámetros indicados. Veamos que así es:

α ∈ Form(Ltc)↔
∨
f ∈ (ω<ω)<ω

∨
mn ∈ ω(Df = m ∧ m = n+ 1 ∧ f(n) = α

∧
∧
i ∈ m

∧
β ∈ ω<ω (β = f(i)→ · · ·))),

donde los puntos suspensivos establecen todas las posibilidades para que β sea
una fórmula construida a partir de subfórmulas anteriores de la sucesión f ,
concretamente, se trata de la disyunción de las fórmulas siguientes, todas ∆0:

•
∨
xy ∈ ω(x ∈ Var(Ltc) ∧ y ∈ Var(Ltc) ∧ (β = (x = y) ∨ β = (x ∈ y))),

•
∨
j ∈ i

∨
γ ∈ ω<ω(γ = f(j) ∧ β = ¬γ),

•
∨
jk ∈ i

∨
γδ ∈ ω<ω(γ = f(j) ∧ δ = f(k) ∧ β = (γ → δ)),

•
∨
j ∈ i

∨
γ ∈ ω<ω

∨
x ∈ ω(γ = f(j) ∧ x ∈ Var(Ltc) ∧ β =

∧
xγ).

Notemos que x ∈ Var(Ltc) es ∆0 con parámetros ω, ω<ω pues si, por ejemplo,
convenimos que las variables de Ltc son los números naturales pares, de modo
que la variable de índice i es xi = 2i, entonces

x = xi ↔
∨
s ∈ ω<ω(ℓ(s) = i+ 1 ∧ s0 = i ∧

∧
j ∈ i sj+1 = sj + 1 ∧ si = x),

y x ∈ Var(Ltc)↔
∨
i ∈ ω x = xi.

Al lector con un poco de práctica no le debería ser necesario desarrollar
explícitamente la definición de α ∈ Form(Ltc) para convencerse de que es ∆0

con los parámetros indicados. A poco que reflexione sobre lo que involucra la
definición de fórmula se convencerá de que nunca se necesita mencionar nada
que no sea un número natural, una sucesión de números naturales, una sucesión
de sucesiones de números naturales o bien elementos de elementos de elementos
de los conjuntos involucrados. Por ejemplo, para desarrollar γ = f(j) hace falta
referirse al par (j, γ) (que es un elemento de f) y a los conjuntos {j} y {j, γ}
(que son elementos de dicho par).
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El axioma de infinitud nos permite definir (por ∆1-especificación en el caso
de KPI) el conjunto Form(Ltc) ⊂ ω<ω, y se trata de un término ∆1, pues la
fórmula

Y = Form(Ltc)↔ Y ⊂ ω<ω ∧
∧
α ∈ ω<ω(α ∈ Y ↔ α ∈ Form(Ltc))),

es ∆0 con parámetros ω, ω<ω, (ω<ω)<ω).

Similarmente se justifica que la fórmula xi Lib, α que se cumple si la variable
xi está libre en α es ∆0 con los mismos parámetros, y por lo tanto ∆1. En
efecto:

xi Libα↔
∨
f ∈ (ω<ω)<ω

∨
g ∈ ω<ω

∨
mn ∈ ω(Df = m ∧ Dg = m ∧

m = n+ 1 ∧ (· · ·) ∧ f(n) = α ∧ g(n) = 1)),

donde los puntos suspensivos representan la fórmula ∆0 con parámetros ω, ω<ω
y (ω<ω)<ω que expresa que f es una sucesión de fórmulas que define a α y que
g(j) = 1 si y sólo si xi está libre en la fórmula f(j).

Lo mismo vale para el término Formn(Ltc) que define el conjunto de las
fórmulas de Ltc cuyas variables libres están entre x0, . . . , xn−1, pues, en primer
lugar,

α ∈ Formn(Ltc)↔ n ∈ ω ∧ α ∈ Form(Ltc) ∧
∧
i ∈ ω(xi Libα→ i < n)),

que es ∆0 con parámetros ω, ω<ω, (ω<ω)<ω), y de aquí que

Y = Formn(Ltc)↔ (n ∈ ω ∧ Y ⊂ ω<ω ∧∧
α ∈ ω<ω(α ∈ Y ↔ α ∈ Formn(Ltc)))) ∨ (n /∈ ω ∧ Y = ∅),

sea del mismo tipo.

En [TC, Capítulo X] se define la relación M ⊨ α[v] que determina cuándo
una fórmula α de un lenguaje formal L es satisfecha en un modelo M de L

cuando sus variables se interpretan según la valoración v : Var(L) −→ M . En
[LM, sección 12.2] se demuestra que dicha fórmula es ∆1 en KP, pero vamos a
probarlo aquí de nuevo mediante un argumento en la línea de los precedentes,
que vale tanto para KPI como para ZF−AP.

Ante todo, debemos señalar una ligera diferencia en la definición deM ⊨ α[v]
en [LM] respecto a la definición de [TC], diferencia debida a que en KP no está
disponible el axioma de partes, como tampoco lo está en ZF−AP, y esto obliga
a considerar que v no recorre las aplicaciones v : Var(L) −→ M , sino que en
M ⊨ α[v] hay que entender que v está definida sobre un conjunto finito de
variables que incluya a todas las variables libres en α. Esto se debe a que no
podemos probar que la clase MVar(Ltc) sea un conjunto, mientras que sí que lo
es el conjunto de todos los pares (α, v) con α ∈ Form(Ltc) y v en las condiciones
indicadas.
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Esta salvedad es suficiente para que podamos probar el carácter ∆1 de la
fórmula M ⊨ α[v] en KPI o ZF−AP, pero vamos a realizar algunas simplifi-
caciones adicionales para el contexto que aquí nos interesa. En primer lugar,
podemos restringirnos a modelos del lenguaje Ltc. Puesto que el único signo
eventual de Ltc es el relator de pertenencia, en lugar de la definición general de
modelo, podemos considerar que, por definición, un modelo de Ltc es un par
(M,R), donde M es un conjunto no vacío y R ⊂ M ×M (y esta definición es
obviamente ∆0).

En segundo lugar nos resultará más conveniente definir (M,R) ⊨ α[v] con
el convenio de que v ∈ M<ω no estará definida sobre variables, sino sobre los
índices de las variables, de manera que la variable xi se interpretará como v(i).

Previamente definiremos la función HM,R : ω<ω ×M<ω −→ 2 que cumple

HM,R(α, v) = 1↔M ⊨ α[v]

cuando M ̸= ∅, α ∈ Form(Ltc) y v está definida sobre los índices de todas
las variables libres en α, y tomará el valor 1 si falla alguno de estos supuestos.
Vamos a probar que la fórmula H = HM,R es ∆0 en los parámetros oportunos.

Diremos que C ⊂ ω<ω es cerrado para subfórmulas (csf) si cuando ¬α ∈ C,
también α ∈ C, cuando α → β ∈ C, entonces α, β ∈ C y, cuando

∧
xα ∈ C,

entonces α ∈ C, donde, en principio, α, β elementos arbitrarios de ω<ω.

Es inmediato que la fórmula “C es csf” es ∆0 con parámetros ω, ω<ω. Con-
sideramos ahora la fórmula

ϕ(M,R,H,M<ω, C, ω, ω<ω, (ω<ω)<ω) ≡ H : C ×M<ω −→ 2 ∧ “C es csf ” ∧∧
α ∈ C

∧
v ∈M<ω((M = ∅ ∨ α /∈ Form(Ltc) ∨ (M ̸= ∅ ∧ α ∈ Form(Ltc) ∧∨

i ∈ ω (xi Libα ∧ i /∈ Dv))→ H(α, v) = 1) ∧∧
α ∈ C

∧
v ∈M<ω(α ∈ Form(Ltc) ∧

∧
i ∈ ω(xi Libα→ i ∈ Dv)→ · · ·),

donde los puntos suspensivos representan la disyunción de todos los casos posi-
bles para α según la definición de fórmula junto con la condición correspondiente
para que H(α, v) = 1 si y sólo si (M,R) ⊨ α[v]. El lector debería considerar
innecesario desarrollar dicha fórmula para convencerse de que es ∆0 en los pa-
rámetros señalados, pero he aquí el desarrollo:

•
∨
ij ∈ ω(α = (xi = xj) ∧ (H(α, v) = 1↔ v(i) = v(j))),

•
∨
ij ∈ ω(α = (xi ∈ xj) ∧ (H(α, v) = 1↔ v(i)Rv(j))),

•
∨
β ∈ C(α = ¬β ∧ (H(α, v) = 1↔ H(β, v) = 0))

•
∨
βγ ∈ C(α = (β → γ) ∧ (H(α, v) = 1↔

(H(β, v) = 0 ∨ H(γ, v) = 1)))

•
∨
i ∈ ω

∨
β ∈ C(α =

∧
xi β) ∧ (H(α, v) = 1↔∧

a ∈M
∨
w ∈M<ω(w = vai ∧ H(β,w) = 1)),

donde w = vai significa que w tiene el mismo dominio que v y coincide con v
salvo en que w(i) = a.
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Ahora una simple inducción sobre la longitud de α muestra que para todo
α ∈ ω<ω existe un C ⊂ ω<ω cerrado para subfórmulas y existe un H de modo
que α ∈ C y ϕ(M,R,H,M<ω, C, ω, ω<ω, (ω<ω)<ω), así como que dos H que
cumplan esto coinciden sobre su dominio común.

Esto nos permite definir HM,R : ω<ω ×M<ω −→ 2 por especificación (∆1-
especificación en el caso de KPI) a partir del conjunto ω<ω×M<ω×2 mediante
la fórmula ψ(x,M,R,M<ω, ω, ω<ω, (ω<ω)<ω) dada por∨

CH
∨
α ∈ C

∨
v ∈M<ω

∨
i ∈ ω(x = (α, v, i) ∧

ϕ(M,H,M<ω, C, ω, ω<ω, (ω<ω)<ω) ∧ H(α, v) = i)↔∧
CH

∧
α ∈ C

∧
v ∈M<ω

∧
i ∈ ω(x = (α, v, i) ∧

ϕ(M,R,H,M<ω, C, ω, ω<ω, (ω<ω)<ω)→ H(α, v) = i).

Ahora es claro que existe una única función HM,R : ω<ω ×M<ω −→ 2 que
cumple

ϕ(M,R,HM,R,M
<ω, ω<ω, ω, ω<ω, (ω<ω)<ω),

con lo que la fórmula (de variables libres H, M , R)

H = HM,R ↔ ϕ(M,R,H,M<ω, ω, ω<ω, (ω<ω)<ω)

es ∆0 con parámetros ω, ω<ω, (ω<ω)<ω, M<ω, luego el término HM,R es ∆1, y
podemos definir

(M,R) ⊨ α[v] ≡ HM,R(α, v) = 1↔
∨
H(H = HM,R ∧ H(α, v) = 1)

↔
∧
H(H = HM,R → H(α, v) = 1),

que es, pues, una fórmula ∆1.

En la práctica usaremos la notación

(M,R) ⊨ α[a1, . . . , an]

en lugar de (M,R) ⊨ α[s], donde hay que entender que las variables libres de α
están entre x0, . . . , xn y que estamos interpretando xi como s(i) = ai+1 ∈M .

Definimos6
(M,R) ⊨ α ≡

∧
v ∈M<ω (M,R) ⊨ α[v]

y
(M,R) ⊨ Γ ≡

∧
γ ∈ Γ (M,R) ⊨ Γ.

Ambas fórmulas son ∆1. Por ejemplo, para la segunda tenemos que

(M,R) ⊨ Γ↔
∨
H(H = HM,R ∧

∧
γ ∈ Γ

∧
v ∈M<ω H(γ, v) = 1)

↔
∧
H(H = HM,R →

∧
γ ∈ Γ

∧
v ∈M<ω H(γ, v) = 1).

6Aquí hay que tener en cuenta que hemos definido (M,R) ⊨ α[v] como trivialmente ver-
dadera si α no es una fórmula o v no está definida sobre (los índices de) todas sus variables
libres.
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Para referencia posterior enunciamos el teorema siguiente, ya demostrado:

Teorema 1.3 Para todo par de conjuntos (M,R) consideramos la aplicación
HM,R : ω<ω ×M<ω −→ 2 dada por

HM,R(α, v) = 1↔M ⊨ α[v]

cuando M ̸= ∅, α ∈ Form(Ltc) y v está definida sobre los índices de todas
las variables libres en α, y tomará el valor 1 si falla alguno de estos supuestos.
Entonces

H = HM,R ↔ ΦM,R(M,R,H,M<ω, ω, ω<ω, (ω<ω)<ω),

para una cierta fórmula ΦM,R de tipo ∆0. Más aún, si C ⊂ ω<ω es cerrado
para subfórmulas, la restricción HC

M,R : C ×M<ω −→ 2 cumple

H = HC
M,R ↔ ΦCM,Rϕ(M,R,H,M<ω, C, ω, ω<ω, (ω<ω)<ω),

donde ΦCM,R también es ∆0.

1.5 Consistencia y existencia de modelos
Terminamos este capítulo de preliminares recordando la conexión que existe

entre los conceptos de la sección precedente y los teoremas de incompletitud de
Gödel. El lector que quiera conocer los detalles de esta sección deberá estudiarse
a fondo la mayor parte de [LM]. No obstante, nada de lo que veremos aquí es
esencial para seguir este libro.

En cualquiera de las teorías T que estamos considerando (ZF−AP, KPI o
cualquiera de sus extensiones), es posible definir el conjunto ⌜T⌝ ⊂ Form(Ltc),
así como el concepto de deducción lógica a partir de unos axiomas dados, y en
particular podemos definir la sentencia ConsisT que afirma que T es consistente,
es decir, que de T no se puede deducir lógicamente una contradicción.

En la introducción hemos explicado que dicha sentencia es equivalente a
una sentencia aritmética, es decir, a una sentencia que involucra únicamente
números naturales con la suma y el producto o, más simplemente aún, se puede
probar que equivale a que una ecuación diofántica no tenga solución:

ConsisT ↔ ¬
∨
x1 · · ·xn ∈ Z P (x1, . . . , xn) = 0,

donde n es un número natural concreto que podríamos calcular y P representa
un polinomio P ∈ Z[x1, . . . , xn] que podríamos construir explícitamente a partir
de T .

La relación con la teoría de modelos nos la da el teorema de completitud de
Gödel, en virtud del cual, en T se puede probar que

ConsisT ↔
∨
MR (M,R) ⊨ T,

es decir, que T es consistente si y sólo si tiene un modelo.
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Ahora podemos precisar lo que explicábamos en la introducción sobre que
no es posible demostrar que ZFC es consistente. Tal y como indicábamos allí,
el segundo teorema de incompletitud de Gödel afirma que, si la teoría T es
recursiva, sólo puede suceder

⊢
T
ConsisT

si la teoría T es contradictoria (en cuyo caso en T puede probarse cualquier cosa,
en particular ConsisT ). Más concretamente, si T es consistente es imposible
demostrar en T la existencia de un modelo de T , por lo que, automáticamente,
cualquier sentencia que implique la existencia de un modelo de T tiene que ser
indemostrable en T .

La razón por la que podremos prescindir en todo momento de este hecho
es que más adelante demostraremos directamente una versión ligeramente más
débil, pero suficiente en nuestro contexto:

Llamaremos modelos naturales de Ltc a los modelos (M,R) en los que la
relación R es la pertenencia, es decir,

R = {(x, y) ∈M | x ∈ y}.

En tal caso podemos omitir toda referencia a R y escribir M ⊨ α[x1, . . . , xn] en
lugar de (M,R) ⊨ α[x1, . . . , xn].

A lo largo de este libro nos van a interesar casi exclusivamente los modelos
naturales de Ltc y, más concretamente los modelos transitivos (aquellos en los
que M es un conjunto transitivo).

La afirmación más débil que el segundo teorema de incompletitud que de-
mostraremos más adelante es que, en cualquier teoría de conjuntos T (recursiva)
que extienda a KPI o a ZF−AP, no es posible demostrar la existencia de un
modelo natural de T .

En todas las consecuencias que nos van a interesar del segundo teorema de
incompletitud siempre podremos reemplazarlo por este último resultado.



Capítulo II

Modelos de ZF

Iniciamos aquí el estudio de los modelos de ZF y de las subteorías que hemos
considerado en el capítulo anterior presentando algunos resultados generales
junto con el estudio de algunos ejemplos concretos y las aplicaciones que se
derivan de ellos.

2.1 Relativización de expresiones
En primer lugar vamos a ver es que es posible dar una definición alternativa

de modelo, que es la que se utiliza más habitualmente en este contexto, y que
es muy distinta de la considerada en el capítulo anterior (la propia de la teoría
de modelos). La diferencia más notable es que aquélla sólo permite considerar
a los conjuntos como modelos, mientras que la que vamos a exponer ahora es
válida para clases propias.

La situación es que (M,R) ⊨ ϕ es una fórmula con tres variables libres que
puede definirse en cualquier teoría suficientemente potente como para demostrar
un teorema de recursión adecuado, y es precisamente para que dicho teorema
sea aplicable que se requiere que M y R sean conjuntos. Sin embargo, cuando
aplicamos dicha fórmula a una sentencia concreta, como por ejemplo el axioma
del par, obtenemos una fórmula con dos variables libres:

(M,R) ⊨
∧
xy

∨
z
∧
u(u ∈ z ↔ u = x ∨ u = y)

en la que la definición de ⊨ puede desarrollarse hasta∧
xy ∈M

∨
z ∈M

∧
u ∈M(uR z ↔ u = x ∨ u = y).

Ahora bien, sucede que esta última fórmula (en la que ya no aparece ⊨) tiene
sentido incluso si M y R son clases propias. En general, para cada fórmula con-
creta ϕ(x1, . . . , xn) que consideremos, la fórmula (M,R) ⊨ ϕ[x1, . . . , xn] puede
desarrollarse hasta una fórmula ϕMR(x1, . . . , xn) que tiene sentido incluso si
M y R son clases propias, pero que cuando son conjuntos es equivalente a la
fórmula de partida.

19
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Lo que vamos a hacer ahora es definir ϕMR(x1, . . . , xn) directamente, sin pa-
sar por la definición de ⊨, de modo que no necesitaremos exigir que M y R sean
conjuntos. Notemos que para que esto tenga sentido ϕ tiene que ser una fór-
mula concreta, es decir, una fórmula metamatemática que podamos transformar
metamatemáticamente en otra fórmula ϕMR concreta mediante una definición
recurrente metamatemática, en particular sin hacer referencia a ningún teorema
formal de recursión demostrado en ninguna teoría formal en particular. Puesto
que consideramos expresiones metamatemáticas, admitiremos que tengan des-
criptores:

Definición 2.1 Si θ es una expresión (metamatemática) de Ltc y x ∈M , xR y
son dos fórmulas1 cuyas variables libres (distintas de x e y) no están en θ,
definimos la relativización θMR (resp. θM ) como la expresión construida según
las reglas siguientes:

• xMR ≡ x para toda variable x,

• (t1 = t2)
MR ≡ tMR

1 = tMR
2 ,

• (t1 ∈ t2)MR ≡ tMR
1 R tMR

2 (o (t1 ∈ t2)M ≡ tM1 ∈ tM2 ),

• (¬α)MR ≡ ¬αMR,

• (α→ β)MR ≡ αMR → βMR,

• (
∧
xα)MR ≡

∧
x ∈M αMR,

• (x|α)MR ≡ x|(x ∈M ∧ αMR).

De aquí se deduce a su vez que

(α ∨ β)MR ≡ αMR ∨ βMR, (α ∧ β)MR ≡ αMR ∧ βMR,

(α↔ β)MR ≡ αMR ↔ βMR, (
∨
xα)MR ≡

∨
x ∈M αMR.

En definitiva, relativizar una expresión θ se reduce a realizar sistemática-
mente los cambios siguientes:

• Cambiar cada subfórmula x ∈ y por xR y (o no, en el caso de θM ).

• Cambiar cada
∧
x por

∧
x ∈M (lo que a su vez implica cambiar cada

∨
x

por
∨
x ∈M).

• Cambiar cada x| por x|(x ∈M ∧ · · ·).

La idea subyacente es que si t es un término, entonces tMR es lo que llamaría t
alguien que sólo “viera” los conjuntos de la clase M y “creyera” que la relación
de pertenencia entre ellos no es la pertenencia “de verdad”, sino la relación R
(pero en el caso de tM dejamos que nuestro “alguien” “vea” la pertenencia “de
verdad” en la clase M).

1Notemos que esto es lo mismo que decir que M y R son clases, no necesariamente con-
juntos.
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Por ejemplo, ∅MR ≡ (x|
∧
u u /∈ x)MR ≡ x|(x ∈ M ∧

∧
u ∈ M ¬uRx), y

esto significa que ∅MR es el único conjunto de M para el cual no existe ningún
otro u ∈ M tal que uRx (sin perjuicio de que ∅MR pueda ser la descripción
impropia).

Similarmente, si ϕ es una fórmula, entonces ϕMR es lo que tiene que suceder
para que alguien que sólo “vea” los conjuntos de M y “confunda” la pertenencia
con la relación R “crea” que se cumple ϕ.

Por ejemplo, la relativización del axioma del conjunto vacío es

(
∨
x
∧
u u /∈ x)MR ≡

∨
x ∈M

∧
u ∈M ¬uRx.

Si unas clases M y R cumplen esto y además cumplen la relativización del
axioma de extensionalidad:

(
∧
xy(

∧
u(u ∈ x↔ u ∈ y)→ x = y))MR,

que equivale claramente a∧
xy ∈M(

∧
u ∈M(uRx↔ uR y)→ x = y),

entonces es claro que
1∨
x ∈M

∧
u ∈M ¬uRx, por lo que ∅MR es una descrip-

ción propia.

Definición 2.2 Si Γ = {γ1, . . . , γn} es un conjunto finito de fórmulas (meta-
matemáticas) de Ltc y M , R son como en la definición anterior, escribiremos

(M,R) ⊨ Γ ≡
∧
x1 · · ·xm ∈M(γ1 ∧ · · · ∧ γn)MR

(o bien M ⊨ Γ ≡
∧
x1 · · ·xm ∈ M(γ1 ∧ · · · ∧ γn)M ), donde x1, . . . , xm son las

variables libres en γ1 ∧ · · · ∧ γn.

Notemos que la definición no tendría sentido para infinitas fórmulas, pues
no podríamos formar la conjunción de todas ellas. Así tenemos una definición
alternativa de (M,R) ⊨ Γ en la que M y R pueden ser clases propias. Antes de
compararla con la anterior enunciamos el resultado básico [LM 12.10, 12.12]:

Teorema 2.3 Sean M y R dos clases tales que (x|x = x) ∈M . Entonces:

a) Para todo término t(x1, . . . , xn) de Ltc cuyas variables libres estén entre
las indicadas, se cumple∧

x1 · · ·xn ∈M tMR(x1, . . . , xn) ∈M.

b) Si Γ es un conjunto finito de fórmulas de Ltc, (M,R) ⊨ Γ y γ es una
fórmula tal que Γ ⊢ γ, entonces (M,R) ⊨ γ.
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El lector que esté acostumbrado a razonar informalmente, es decir, sin apo-
yarse en la lógica formal, debería considerar “inmediato” el teorema anterior. En
efecto, para el apartado a) basta tener en cuenta que tMR es “lo que llamaría t al-
guien que sólo vea los conjuntos de M ”, luego, por definición, es un objeto de M .
Más precisamente, o bien t es una variable, en cuyo caso estamos suponiendo
que está en M , o bien t es una descripción, con lo que tMR ≡ x|(x ∈ M ∧ · · ·)
y, o bien es la descripción impropia (y la suponemos en M), o bien es una des-
cripción propia, y entonces es el único x ∈ M tal que . . . , luego en cualquier
caso está en M .

Respecto del apartado b), afirma simplemente que si alguien que “viva” en M
“cree” que se cumplen las fórmulas de Γ y γ es una consecuencia lógica de Γ,
entonces también tiene que “creer” que se cumple Γ, porque eso es lo que significa
“consecuencia lógica”, algo que se cumple necesariamente cuando se cumplen las
premisas.

Más precisamente, si existe un razonamiento que prueba γ partiendo de las
premisas de Γ, al modificarlo cambiando sistemáticamente la palabra “conjunto”
por “conjunto de M ” y “pertenencia” por la relación R, obtenemos un argumento
igual de válido de que M ⊨ Γ implica M ⊨ γ.

La única forma de precisar más estos argumentos informales es recurrir al
concepto técnico de demostración lógica y para ello remitimos a [LM].

Nota Hay que señalar que en el enunciado del teorema anterior hemos come-
tido un abuso de notación que repetiremos a menudo para que los enunciados se
lean de forma más natural, y que consiste en mezclar hipótesis metamatemáti-
cas con hipótesis matemáticas. Técnicamente el teorema anterior es un esquema
teoremático que debería enunciarse así:

Fijadas unas fórmulas (metamatemáticas) x ∈M , xR y, γ, un con-
junto finito de fórmulas Γ tal que Γ ⊢ γ y un término t, entonces,

⊢
B
(x|x = x) ∈M →

∧
x1 · · ·xn ∈M tMR(x1, . . . , xn) ∈M,

y
⊢
B
(x|x = x) ∈M ∧ (M,R) ⊨ Γ→M,R) ⊨ γ.

de modo que tenemos un teorema distinto para cada elección de las fórmulas y
términos metamatemáticos indicados.

Tal y como se explica en [LM, sección 12.2], el análogo al teorema 2.3 b),
que no es sino la formalización de la prueba metamatemática del teorema de
corrección, es válido también para modelos en el sentido de la teoría de modelos.

Así pues, tenemos dos definiciones distintas de (M,R) ⊨ Γ cuya interpreta-
ción es la misma: ambas representan lo que tiene que suceder para que alguien
que “viva” en el modelo (M,R), es decir, alguien que sólo “vea” los conjuntos de
M y “crea” que la relación de pertenencia entre dichos conjuntos es la dada por
la relación R juzgue que las fórmulas de Γ son verdaderas. Sin embargo, hay
diferencias técnicas entre ambas definiciones que resultan cruciales:
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• La definición de (M,R) ⊨ γ en términos de relativizaciones tiene sentido
cuando M y R son clases cualesquiera (no necesariamente conjuntos), pero
requiere entender γ como una fórmula metamatemática, de modo que no
tenemos una única fórmula (M,R) ⊨ γ ≡

∧
x1 · · ·xn ∈ M γMR, sino

que esto es una fórmula distinta de Ltc para cada fórmula γ de Ltc que
consideremos, y sus variables libres son las que aparezcan en la fórmula
x ∈M distintas de x y las que aparezcan en xR y distintas de x e y.

• En cambio la definición de (M,R) ⊨ γ en el sentido de la teoría de mo-
delos es una única fórmula de Ltc con tres variables libres M , R, γ, pero
sólo tiene sentido cuando M y R son conjuntos (y sólo puede definirse
en una teoría suficientemente potente como para formalizar la definición
recurrente, como KPI o ZF−AP).

• La expresión (M,R) ⊨ Γ definida a partir del concepto de relativización
sólo tiene sentido en el caso en que Γ es una colección finita de fórmulas
metamatemáticas, mientras que la expresión en el sentido de la teoría de
modelos está definida para todo conjunto de sentencias Γ de Ltc, finito o
infinito.

Por otra parte, cuando las dos definiciones de (M,R) ⊨ Γ tienen sentido,
son equivalentes en el sentido que precisa el teorema siguiente (que es un caso
particular de [LM 12.13]):

Teorema 2.4 Sea M un conjunto y R ⊂ M × M . Si ϕ es una sentencia
(metamatemática) sin descriptores, entonces

(M,R) ⊨ ⌜ϕ⌝↔ ϕMR.

Aquí hemos usado excepcionalmente los ángulos de Quine para diferenciar
la sentencia metamatemática ϕ de su versión matemática correspondiente ⌜ϕ⌝.

En la práctica esto significa que si M y R son conjuntos no necesitamos
precisar si en

(M,R) ⊨
∨
x
∧
u u /∈ x

la sentencia
∨
x
∧
u u /∈ x es metamatemática o su versión matemática corres-

pondiente, pues en ambos casos la expresión anterior equivale a que∨
x ∈M

∧
u ∈M ¬uRx.

Más informalmente, (M,R) ⊨ ϕ significa siempre “lo que tiene que significar” y,
cuando las dos versiones tienen sentido, ambas significan lo mismo.

Por último, hay que señalar que en muchas ocasiones podemos dar sentido
a una expresión (M,R) ⊨ Γ en su sentido metamatemático cuando Γ es un
conjunto infinito de sentencias metamatemáticas:

a) Cuando (M,R) ⊨ Γ figure en la hipótesis de un teorema (con Γ infinito)
se entenderá como que existe un subconjunto finito Γ0 de Γ de modo que
el teorema se cumple con la hipótesis (M,R) ⊨ Γ0.
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b) Cuando (M,R) ⊨ Γ figure en la conclusión de un teorema se entenderá
como un esquema teoremático, es decir, como que puede demostrarse
(M,R) ⊨ Γ0 para cualquier subconjunto finito Γ0 de Γ.

c) Cuando un teorema tenga (M,R) ⊨ Γ en su hipótesis y (N,S) ⊨ ∆ en
su conclusión, se entenderá como que, para todo subconjunto finito ∆0

de ∆ existe un subconjunto finito Γ0 de Γ de modo que, bajo la hipótesis
(M,R) ⊨ Γ0 puede probarse (N,S) ⊨ ∆0.

Discutiremos esto con más detalle cuando nos encontremos con ejemplos
concretos. En cualquiera de estos casos leeremos la expresión (M,R) ⊨ Γ (que
será una fórmula si Γ es finito o un esquema de fórmulas en caso contrario)
diciendo que (M,R) es un modelo de Γ. En este contexto, al igual que en el
contexto de la teoría de modelos, podemos hablar también de modelos naturales,
de Γ, que son las clases M que cumplen M ⊨ Γ y de modelos transitivos, que
son los modelos naturales determinados por clases transitivas.

Los modelos transitivos determinados por clases propias se llaman modelos
internos y son, pues, los modelos transitivos metamatemáticos que no pueden
verse como modelos en el sentido de la teoría de modelos.

Nota Cuando consideremos un modelo transitivo M supondremos siempre
que ∅ = (x|x = x) ∈M

Pruebas de consistencia Ahora podemos describir el esquema general de
cualquiera de las pruebas de consistencia que vamos a presentar:

Supongamos que tenemos dos teorías S y T sobre el lenguaje Ltc

y sea Γ la colección de los axiomas de T . Supongamos que en S
podemos definir clasesM , R y demostrar2 que (M,R) ⊨ Γ. Entonces
podemos afirmar que si S es consistente también lo es T .

En efecto, si pudiera probarse una contradicción a partir de T , digamos
α ∧ ¬α (donde podemos suponer que α es una sentencia), la demostración usaría
únicamente una cantidad finita Γ0 de axiomas de T , y en S sabemos demostrar
que (M,R) ⊨ Γ0, luego por el teorema 2.3 tenemos que en S se puede demostrar
(M,R) ⊨ α ∧ ¬α, es decir, αMR ∧ ¬αMR, con lo cual tenemos una demostración
de una contradicción en S y podemos concluir que S es contradictoria también.

La prueba es totalmente constructiva, en el sentido de que podemos progra-
mar a un ordenador para que, si le damos una demostración de una contradicción
en T y una demostración en S de (M,R) ⊨ Γ0, donde Γ0 es el conjunto de axio-
mas de T usados en la prueba de la contradicción, el ordenador producirá una
demostración de una contradicción en S.

2Si Γ tiene infinitos axiomas, esto debe entenderse como acabamos de explicar, es decir,
que en S podemos demostrar (M,R) ⊨ Γ0, para todo subconjuntos finito Γ0 de Γ.
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2.2 Modelos transitivos, expresiones absolutas
En esta sección trabajamos en cualquier extensión de KPI o de ZF−AP. El

interés de los modelos transitivos se debe a que muchos de los conceptos con-
juntistas básicos son absolutos para modelos transitivos en el sentido siguiente:

Definición 2.5 Dadas dos clasesM ⊂ N , una fórmula ϕ(x1, . . . , xn) es absoluta
hacia arriba para M −N si∧

x1 · · ·xn ∈M (ϕM (x1, . . . , xn)→ ϕN (x1, . . . , xn)),

la fórmula ϕ es absoluta hacia abajo para M −N si∧
x1 · · ·xn ∈M (ϕN (x1, . . . , xn)→ ϕM (x1, . . . , xn)),

y ϕ es absoluta para M −N si lo es hacia arriba y hacia abajo, es decir, si∧
x1 · · ·xn ∈M (ϕM (x1, . . . , xn)↔ ϕN (x1, . . . , xn)).

Un término t(x1, . . . , xn) es absoluto para M −N si∧
x1 · · ·xn ∈M (tM (x1, . . . , xn) = tN (x1, . . . , xn)).

Es claro que esto equivale a que la fórmula x = t sea absoluta para M − N ,
donde x es una variable que no esté en t.

Una expresión se dice absoluta para una clase M si lo es para M − V .

Notemos que relativizar una fórmula a la clase universal V significa sustituir
cada

∧
x por

∧
x ∈ V , pero x ∈ V es una fórmula trivialmente cierta, por lo que

ϕ↔ ϕV . Así pues, una fórmula ϕ es absoluta para una clase M si y sólo si∧
x1 · · ·xn ∈M (ϕM (x1, . . . , xn)↔ ϕ(x1, . . . , xn)),

es decir, si alguien que “viva” en M no se equivoca nunca al juzgar si unos
conjuntos dados (de M) cumplen o no ϕ.

El interés de esto es que hay muchos conceptos absolutos para modelos tran-
sitivos:3

Teorema 2.6 Toda fórmula Σ1 respecto de una teoría T es absoluta hacia
arriba para modelos transitivos de T , toda fórmula Π1 es absoluta hacia abajo y
toda fórmula ∆1 es absoluta.

Demostración: Veamos en primer lugar que toda fórmula α de tipo ∆0 (en
sentido estricto) es absoluta para conjuntos transitivos (no vacíos). Razonamos
por inducción sobre la longitud de α. Si α ≡ x = y o α ≡ x ∈ y es inmediato,
porque αM ≡ α.

3Este teorema está demostrado en [LM 12.16], pero repetimos aquí la prueba.
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Si α ≡ ¬β(x1, . . . , xn) y el teorema vale para β, también vale para α, pues
por hipótesis de inducción tenemos que si M es una clase transitiva∧

x1 · · ·xn ∈M (βM (x1, . . . , xn)↔ β(x1, . . . , xn)),

y esto implica que∧
x1 · · ·xn ∈M (¬βM (x1, . . . , xn)↔ ¬β(x1, . . . , xn)).

El caso en que α ≡ β → γ es similar. Veamos por último el caso en que
α ≡

∧
x ∈ y β(x, y, x1, . . . , xn). Por hipótesis de inducción, si M es transitivo

tenemos que∧
x1 · · ·xnxy ∈M(βM (x, y, x1, . . . , xn)↔ β(x, y, x1, . . . , xn)),

de donde ∧
x1 · · ·xnxy ∈M((x ∈ y → βM (x, y, x1, . . . , xn))↔

(x ∈ y → β(x, y, x1, . . . , xn))),

y en este punto usamos la transitividad de M para deducir que∧
x1 · · ·xny ∈M(

∧
x(x ∈ y → βM (x, y, x1, . . . , xn))↔∧

x(x ∈ y → β(x, y, x1, . . . , xn))).

En principio deberíamos haber puesto
∧
x ∈M , pero el hecho de que y ∈M

ya implica, por la transitividad de M , que x ∈M , luego llegamos a que∧
x1 · · ·xny ∈M(αM (y, x1, . . . , xn)↔ α(y, x1, . . . , xn)).

Con esto tenemos probado que las fórmulas ∆0 son absolutas para modelos
transitivos. Ahora supongamos que ϕ(x1, . . . , xn) es Σ1 respecto de una teoría
T y que M es un modelo transitivo de T . Por hipótesis existe una fórmula α de
tipo ∆0 tal que ⊢

T
ϕ↔

∨
xα, luego∧

x1 · · ·xn ∈M(ϕM (x1, . . . , xn)↔
∨
x ∈M α(x, x1, . . . , xn)),

y es claro entonces que∧
x1 · · ·xn ∈M(ϕM (x1, . . . , xn)→

∨
xα(x, x1, . . . , xn)),

luego ϕ es absoluta hacia arriba. La prueba para fórmulas Π1 es análoga, y
estos dos casos implican que las fórmulas ∆1 son absolutas.

Así pues, todos los conceptos básicos que en el capítulo anterior hemos pro-
bado que son ∆0 o ∆1 (en particular los listados en [LM A.3]) son absolutos
para modelos transitivos de las teorías correspondientes.

Notemos que cada prueba de que un término es absoluto se traduce en una
propiedad de clausura de los modelos transitivos. Por ejemplo, el hecho de que
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x ∪ y es absoluto para modelos transitivos de la teoría básica B se traduce en
que si M es un modelo transitivo de B entonces

∧
xy ∈M x ∪ y ∈M .

En efecto, si x, y ∈ M , entonces x ∪ y = (x ∪ y)M ∈ M . Informalmente, si
x, y ∈ M , alguien que “viva” en M tiene que “ver” un conjunto que cumpla la
definición de x∪y y, como la unión es absoluta, dicho conjunto será x∪y, luego
concluimos que x ∪ y ∈M .

Otra propiedad de clausura importante es la siguiente:

Teorema 2.7 Si M es un modelo transitivo de la teoría básica de conjuntos B,
entonces [M ]<ω ⊂M .

Demostración: Veamos, por inducción sobre |x|, que si x ⊂ M es finito,
entonces x ∈ M . Si |x| = 0 es que x = ∅ y basta tener en cuenta que ∅ es
absoluto, luego ∅ = ∅M ∈M .

Si vale para conjuntos de cardinal n y |x| = n + 1, entonces x = x0 ∪ {u},
para un cierto u ∈ x ⊂M . Como x0 ∈M y |x0| = n, por hipótesis de inducción
x0 ∈M y, como u ∈M y {u} es absoluto, también {u} ∈M . Por último, como
x ∪ y es absoluto, tenemos que x = x0 ∪ {u} ∈M .

De aquí podemos concluir:

Teorema 2.8 La fórmula “x es finito” (y, por consiguiente, “x es infinito”) es
absoluta para modelos transitivos de B.

Demostración: Tenemos que “x ∈ ω” es absoluto paraM , y por definición,
x es finito ↔

∨
fn(n ∈ ω ∧ f : n −→ x biyectiva). Es inmediato entonces que

si x ∈M cumple x es finitoM , entonces x es finito y, recíprocamente, si x ∈M
es finito, tenemos que existe n ∈ ω y f : n −→ x biyectiva, y por transitividad
f ⊂ M y además f es finita, luego por el teorema anterior f ∈ M , luego
(n ∈ ω ∧ f : n −→ x biyectiva)M , es decir, x es finitoM .

Observemos [LM A.3] que “ser finito” es una propiedad Σ1, mientras que ser
Dedekind-finito es Π1, y ambas propiedades son equivalentes bajo el axioma de
elección, por lo que en ZFC ser finito es ∆1. Sin embargo, el teorema anterior
prueba que la finitud es absoluta para modelos transitivos de B, aunque la
finitud no sea ∆1 en B.

Hemos visto que “ser un ordinal” es ∆0 respecto de cualquier teoría en la
que se cumpla el axioma de regularidad. Ahora bien, el axioma de regularidad:∧

x(x ̸= ∅→
∨
u ∈ x u ∩ x = ∅)

es Π1, pues la fórmula tras
∧
x es ∆0, luego es absoluto hacia abajo y, como

se cumple en V (porque estamos trabajando en KPI o ZF−AP) se cumple en
toda clase transitiva. Por lo tanto, todo modelo transitivo de B es, de hecho, un
modelo transitivo de B + regularidad, luego “ser un ordinal” es absoluto para
modelos transitivos de B. Esto nos permite extraer ciertas consecuencias sobre
los ordinales de un modelo:
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Definición 2.9 Para cada clase M , llamaremos ΩM = Ω ∩M .

Así, ΩM ⊂ M es lo que alguien que “viva” en M “cree” que es la clase de
todos los ordinales (pero “en verdad” será un conjunto si M lo es).

Teorema 2.10 Si M es un modelo transitivo de la teoría básica de conjuntos B,
entonces ΩM = Ω o bien ΩM es un ordinal límite.

Demostración: ΩM es una clase transitiva por ser intersección de dos
clases transitivas. Pero toda clase transitiva de ordinales es un ordinal (la clase
Ω o un elemento de Ω). En el caso en que ΩM ∈ Ω, ciertamente ∅ = ∅M ∈ ΩM ,
luego ΩM ̸= 0 y, como en B puede probarse que

∧
α ∈ Ω α∪{α} ∈ Ω, se cumple

la relativización de esto a M , que es
∧
α ∈ ΩM α ∪ {α} ∈ ΩM , lo que prueba

que ΩM es un ordinal límite.

Si M es un modelo transitivo de KP o de ZF−AP, donde puede definirse el
rango de un conjunto (y es absoluto, porque hemos visto que es ∆1), resulta
que, para cada x ∈ M , se cumple que α = rangx ∈ M , luego α ∈ ΩM . Por lo
tanto, si ΩM = λ es un ordinal límite, se cumple que M ⊂ Vλ y, si suponemos
AP, entonces Vλ es un conjunto. En definitiva:

Teorema 2.11 (ZF) Si M es un modelo transitivo de KPI+AP o de ZF se
cumple que M es un conjunto si y sólo si ΩM es un conjunto (luego un ordinal
límite).

Otros ejemplos de relativización Cuando, en el transcurso de un argu-
mento, es necesario comprobar que una fórmula es absoluta, pero no es necesa-
rio analizar su posición en la jerarquía de Lévy, puede ser mucho más sencillo
comprobar dicho carácter absoluto relativizando la definición o cualquier ca-
racterización que resulte más conveniente. Por ejemplo, una forma sencilla de
probar que el producto de ordinales es absoluto (admitiendo ya probado que lo
es la suma) es la siguiente:

Sea M un modelo transitivo de KP o de ZF−AP, o de cualquier teoría en la
que se puede definir el producto de ordinales. En dicha teoría se demuestra que∧

α α · 0 = 0 ∧
∧
αβ α · (β + 1) = α · β + α ∧

∧
λ α · λ =

⋃
δ<λ

α · δ.

Por lo tanto, se tiene que cumplir la relativización a M de esta afirmación, que
es: ∧

α ∈ ΩM α ·M 0 = 0 ∧
∧
αβ ∈ ΩM α ·M (β + 1) = α ·M β + α ∧∧

λ ∈ ΩM α ·M λ =
⋃
δ<λ

α ·M δ.
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Aquí hemos usado que “ser un ordinal” es absoluto, al igual que “ser un
ordinal límite”, etc. A partir de aquí, fijado α ∈ ΩM una simple inducción
prueba que

∧
β ∈ ΩM α ·M β = αβ.

El mismo razonamiento se aplica a la suma y a la exponenciación de ordi-
nales.

Veamos ahora que la clausura transitiva es absoluta4 para modelos tran-
sitivos de ZF−AP. Para ello fijamos un modelo transitivo M de ZF−AP y
observamos que lo siguiente es un teorema [TC 4.5] de ZF−AP:∧

x (ct0x = x ∧
∧
n ∈ ω ctn+1x =

⋃
ctn x ∧ ctx =

⋃
n∈ω

ctn x).

Por lo tanto, se tiene que cumplir su relativización a M :∧
x ∈M (ctM0 x = x ∧

∧
n ∈ ω ctMn+1x =

⋃
ctMn x ∧ ctMx =

⋃
n∈ω

ctMn x).

Ahora, fijado x ∈M , una inducción trivial prueba que
∧
n ∈ ω ctMn x = ctn x,

y a su vez la última parte de la relativización implica que ctMx = ctx.

Conceptos no absolutos en ZF En este último apartado trabajamos en ZF,
y vamos a mostrar algunos ejemplos de expresiones que no son (necesariamente)
absolutas para modelos transitivos M de ZF, para las cuales calcularemos sus
relativizaciones. En el caso de los términos la técnica es la misma que hemos
empleado en el apartado anterior: relativizar una fórmula adecuada que los
caracterice:

•
∧
x ∈M(Px)M = Px ∩M .

En efecto, en ZF se demuestra que∧
xy(y ∈ Px↔ y ⊂ x),

luego se cumple su relativización a M , que es∧
xy ∈M(y ∈ (Px)M ↔ y ⊂ x).

Esto equivale a∧
x ∈M(

∧
y(y ∈ (Px)M ↔ y ∈M ∧ y ⊂ x)).

Aquí hemos usado que y ∈ (Px)M ya implica y ∈ M por transitividad.
Por lo tanto, concluimos que

∧
x ∈M(Px)M = Px ∩M .

•
∧
α ∈ ΩM VMα = Vα ∩M .

4El argumento vale también para modelos de KP, pero en este caso tenemos que ctx es
∆1 respecto de KP [LM A.3].
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En efecto, en ZF se demuestra que
∧
αx(x ∈ Vα ↔ rangx < α) y, como el

rango es absoluto (hemos visto que es ∆1), resulta que∧
x ∈M

∧
α ∈ ΩM (x ∈ VMα ↔ rangx < α),

luego ∧
x
∧
α ∈ ΩM (x ∈ VMα ↔ x ∈M ∧ rangx < α),

de donde es inmediato que VMα = Vα ∩M .

• RM = R ∩M .

En efecto, sabemos que x ∈ R es absoluto, luego, al relativizar la sentencia∧
x(x ∈ R↔ x es un número real) obtenemos∧

x ∈M(x ∈ RM ↔ x es un número real).

Por transitividad,∧
x(x ∈ RM ↔ x ∈M ∧ x es un número real),

que a su vez equivale a RM = R ∩M .

•
∧
AB ∈M (AB)M = AB ∩M .

(La prueba es análoga a la del caso anterior).

• “κ es un cardinal” es Π1 respecto a ZF, por lo que es absoluto hacia abajo.
En efecto,

κ es un cardinal↔ α ∈ Ω ∧ ¬
∨
αf(α ∈ κ ∧ f : α −→ κ biyectiva).

• “x es numerable” es Σ1, por lo que es absoluto hacia arriba. En efecto:

x es numerable↔
∨
fy(y = ω ∧ f : x −→ y inyectiva).

Esto significa que cuando alguien que “vive” en un modelo transitivo M ve
un cardinal, reconoce que lo es, pero en general puede tomar por cardinales
a ordinales que no lo son realmente. Por el contrario, cuando afirma “ver”
un conjunto numerable, es que el conjunto que “ve” es ciertamente numerable,
pero puede tomar por conjuntos no numerables a conjuntos que en realidad son
numerables. Pronto veremos ejemplos de estas situaciones.

Relativización de los axiomas de ZFC Puesto que vamos a tener que
comprobar en muchas ocasiones que determinadas clases transitivas satisfacen
los axiomas de ZFC, terminamos esta sección recordando a qué equivale concre-
tamente la relativización de cada uno de ellos:
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Extensionalidad El axioma de extensionalidad es∧
xy(

∧
u(u ∈ x↔ u ∈ y)→ x = y),

y su relativización es∧
xy ∈M(

∧
u(u ∈ x↔ u ∈ y)→ x = y),

pues no es necesario poner
∧
u ∈M , ya que las condiciones x ∈M e y ∈M

ya implican que u ∈M . Concluimos que el axioma de extensionalidad se
cumple en cualquier clase transitiva.

Regularidad Ya hemos probado (antes de la definición 2.9) que el axioma de
regularidad se cumple también en cualquier clase transitiva.

Par El axioma del par es∧
xy

∨
z(
∧
u(u ∈ z ↔ u = x ∨ u = y)),

y su relativización es∧
xy ∈M

∨
z ∈M(

∧
u(u ∈ z ↔ u = x ∨ u = y)),

pues por transitividad es redundante exigir
∧
u ∈ M , luego en definitiva

equivale a
∧
xy ∈M {x, y} ∈M .

Unión El axioma de la unión es∧
x
∨
y
∧
u(u ∈ y ↔

∨
v(u ∈ v ∧ v ∈ x)),

y su relativización es∧
x ∈M

∨
y ∈M

∧
u(u ∈ y ↔

∨
v(u ∈ v ∧ v ∈ x)),

que a su vez equivale a
∧
x ∈M

⋃
x ∈M .

Reemplazo Para cada fórmula ϕ(x, y, x1, . . . , xn), la relativización del caso
correspondiente del axioma de reemplazo es∧

x1 · · ·xn ∈M(
∧
xyz ∈M(ϕM (x, y) ∧ ϕM (x, z)→ y = z)

→
∧
a ∈M

∨
b ∈M

∧
y ∈M(y ∈ b↔

∨
x ∈ a ϕM (x, y))

Equivalentemente, bajo la hipótesis de unicidad sobre ϕM tiene que cum-
plirse que ∧

a ∈M {y ∈M |
∨
x ∈ a ϕM (x, y)} ∈M.

Infinitud El axioma de infinitud es∨
x(∅ ∈ x ∧

∧
u ∈ x u ∪ {u} ∈ x).
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Si una clase M es un modelo de B, todos los conceptos que aparecen en
la fórmula anterior son absolutos para M , con lo que su relativización se
reduce a ∨

x ∈M(∅ ∈ x ∧
∧
u ∈ x u ∪ {u} ∈ x).

Una condición suficiente para que se cumpla esto es ω ∈ M y si M es
un modelo de KP, entonces la condición es necesaria, pues en KP puede
definirse ω y es absoluto para modelos transitivos, luego tiene que ser
ω = ωM ∈M .

Partes El axioma de partes es:∧
x
∨
y
∧
u(u ∈ y ↔ u ⊂ x),

luego su relativización es∧
x ∈M

∨
y ∈M

∧
u ∈M(u ∈ y ↔ u ⊂ x).

Como u ∈ y ya implica u ∈M , esto equivale a∧
x ∈M

∨
y ∈M

∧
u(u ∈ y ↔ u ⊂ x ∧ u ∈M).

que a su vez equivale a
∧
x ∈M Px ∩M ∈M .

Elección El axioma de elección es∧
x
∨
f(f : x −→

⋃
x ∧

∧
u ∈ x(u ̸= ∅→ f(u) ∈ u)).

Si M es un modelo de B, todos los conceptos que aparecen son absolutos,
por lo que la relativización es∧

x ∈M
∨
f ∈M f es una función de elección en x.

Teniendo en cuenta que el axioma de elección equivale a que todo conjunto
puede ser bien ordenado, es fácil ver que su relativización a un modelo M
de ZF equivale a que, para todo x ∈ M , exista un buen orden R en x tal
que R ∈M (aquí se usa que “ser un buen orden en x” es una fórmula ∆1,
luego es absoluta).

2.3 Los modelos Vλ

En esta sección trabajamos en ZFC y vamos a estudiar los conjuntos Vλ
como modelos.

Notemos que para que un conjunto Vλ pueda ser un modelo de, al menos, la
teoría básica B, se tiene que cumplir que λ sea un ordinal límite, pues tenemos
que λ = Vλ ∩ Ω = ΩVλ , y ya hemos probado que ΩM tiene que ser un ordinal
límite para todo modelo transitivo M de B.

En el caso de los conjuntos Vλ con λ > ω tenemos que cumplen todos los
axiomas de ZFC salvo a lo sumo el esquema de reemplazo, pero en cualquier
caso cumplen el esquema de especificación:
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Teorema 2.12 Si λ es un ordinal límite, entonces Vλ es un modelo transitivo
de la teoría de Zermelo Z, salvo el axioma de infinitud en el caso λ = ω.

Demostración: Según hemos visto, Vλ, por ser transitivo, cumple los axio-
mas de extensionalidad y regularidad. También cumple el axioma del par, pues
si x, y ∈ Vλ, entonces existe un δ < λ tal que x, y ∈ Vδ, luego {x, y} ⊂ Vδ, luego
{x, y} ∈ PVδ = Vδ+1 ⊂ Vλ.

Para probar el axioma de la unión observamos que si x ∈ Vλ existe un δ < λ
tal que x ∈ Vδ, luego, por transitividad

⋃
x ⊂ Vδ, luego

⋃
x ∈ Vδ+1 ⊂ Vλ.

El axioma de especificación para una fórmula ϕ(x, x1, . . . , xn) afirma que∧
x1 · · ·xn

∧
y
∨
z
∧
x(x ∈ z ↔ x ∈ y ∧ ϕ(x)),

cuya relativización es∧
x1 · · ·xn ∈ Vλ

∧
y ∈ Vλ

∨
z ∈ Vλ

∧
x(x ∈ z ↔ z ∈ y ∧ ϕVλ(x)).

Ahora bien, dados x1, . . . , xn, y ∈ Vλ, existe un δ < λ tal que x1, . . . , xn, y ∈ Vδ,
y el conjunto z = {x ∈ y | ϕVλ(x)} cumple z ⊂ y ⊂ Vδ, luego z ∈ Vδ+1 ⊂ Vλ, y
claramente cumple lo pedido.

El axioma de infinitud se cumple si y sólo si ω ∈ Vλ, lo cual equivale a que
ω < λ.

Para comprobar el axioma de partes tomamos x ∈ Vλ, con lo que existe
un δ < λ tal que x ∈ Vδ, y entonces todo u ∈ Px cumple u ⊂ Vδ, luego
Px ⊂ PVδ = Vδ+1, luego Px ∈ Vδ+1 ⊂ Vλ.

Notemos que si suponemos AE, entonces Vλ también cumple AE, pues si
x ∈ Vλ, existe un δ < λ tal que x ∈ Vδ, y si f es una función de elección en
x, entonces por transitividad f : x −→ Vδ, luego todo u ∈ f es de la forma
u = (p, q), con p, q ∈ Vδ, luego {p}, {p, q} ∈ Vδ+1, luego (p, q) ∈ Vδ+1, luego
f ∈ Vδ+3 ⊂ Vλ.

Nota Como Z tiene infinitos axiomas, en principio, la conclusión Vλ ⊨ Z del
teorema anterior tiene que verse como un esquema teoremático, en el sentido
de que, para cada axioma α de Z se prueba que Vλ ⊨ α. Sin embargo, como
Vλ es un conjunto, podemos considerarlo como modelo de Z en el sentido de
la teoría de modelos, y entonces podemos probar que Vλ ⊨ Z entendiendo que
Z ⊂ Form(Ltc) es el conjunto de todos los axiomas de Z.

En efecto, sólo hay que probar que si ϕ ∈ Form(Ltc) entonces Vλ cumple el
caso correspondiente del axioma de especificación, es decir, que

Vλ ⊨
∧
x1 · · ·xn

∧
y
∨
z
∧
x(x ∈ z ↔ x ∈ y ∧ ϕ(x)).

Esto equivale a que, fijados x1, . . . , xn, y ∈ Vλ, existe un z ∈ Vλ tal que∧
x(x ∈ z ↔ x ∈ y ∧ Vλ ⊨ ϕ[x, x1, . . . , xn]),
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y basta tomar z = {x ∈ y | Vλ ⊨ ϕ[x, x1, . . . , xn]}. Como en el teorema anterior
se prueba que z ∈ Vλ y cumple lo requerido.

En cuanto al axioma de reemplazo, se cumple lo siguiente:

Teorema 2.13 (AE) Si κ es un cardinal inaccesible, entonces Vκ ⊨ ZFC (en
el sentido de la teoría de modelos).

Demostración: Sólo falta probar que Vκ cumple el axioma de reemplazo.
Para ello tomamos ϕ(x, y, x1, . . . , xn) ∈ Form(Ltc) y tenemos que probar que

Vκ ⊨
∧
x1 · · ·xn(

∧
xyz(ϕ(x, y) ∧ ϕ(x, z)→ y = z)→∧

a
∨
b
∧
y(y ∈ b↔

∨
x ∈ a ϕ(x, y))).

Esto equivale a que, fijados a1, . . . , an ∈ Vκ, bajo el supuesto de que∧
uvw ∈ Vκ (Vκ ⊨ ϕ[u, v] ∧ Vκ ⊨ ϕ[u,w]→ v = w)

se cumple también que∧
c ∈ Vκ

∨
d ∈ Vκ

∧
v ∈ Vκ(v ∈ d↔

∨
u ∈ c Vκ ⊨ ϕ[u, v]).

Tomamos c ∈ Vκ, llamamos A = {u ∈ c |
∨
v ∈ Vκ Vκ ⊨ ϕ[u, v]} ⊂ c y

consideramos la función F : A −→ Vκ que a cada u ∈ A le asigna el único
v ∈ Vκ tal que Vκ ⊨ ϕ[u, v].

Tenemos que |A| ≤ |c| < κ (por [TC 5.87]). Sea G : A −→ κ la función que
a cada u ∈ A le asigna el mínimo ordinal δ < κ tal que F (u) ∈ Vδ. Como κ es
regular, el conjunto G[A] tiene que estar acotado en κ (pues |G[A]| ≤ |A| < κ).
Sea, pues, δ < κ tal que G[A] ⊂ δ o, equivalentemente, tal que F [A] ⊂ Vδ.
Entonces d = F [A] ∈ Vδ+1 ⊂ Vκ y claramente cumple lo requerido.

Nota El mismo argumento del teorema anterior prueba que Vω ⊨ ZFC−AI.

Enseguida veremos que la condición de que κ sea inaccesible no es necesaria
en el teorema anterior, pero antes destacamos la consecuencia más relevante:

⊢
ZFC

(
∨
κ κ es inaccesible→ Consis ZFC).

El teorema de incompletitud de Gödel implica entonces que si ZFC es con-
sistente no es posible demostrar en ZFC la existencia de cardinales inaccesibles,
pero en realidad podemos concluir esto mismo directamente a partir del teorema
anterior. Para ello necesitamos observar que para los modelos Vλ casi todo es
absoluto:

Teorema 2.14 Las expresiones siguientes son absolutas para todo modelo Vλ
tal que Vλ ⊨ ZFC:

a) Px
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b) κ es un cardinal.

c) La aritmética cardinal κ+ µ, κµ, κµ.

d) cf κ

e) κ es un cardinal límite, sucesor, regular, singular, débilmente inaccesible,
fuertemente inaccesible.

No es necesario entender la hipótesis Vλ ⊨ ZFC en el sentido de la teoría
de modelos, sino que basta suponer que existe un conjunto finito Γ de axiomas
(metamatemáticos) de ZFC tal que si Vλ ⊨ Γ entonces las expresiones indicadas
son absolutas.

Demostración: a) en la prueba de 2.12 hemos visto que si x ∈ Vλ entonces
Px ∈ Vλ, luego PVλx = Px ∩ Vλ = Px, luego Px es absoluto para Vλ.

b) Si κ ∈ Vλ es un cardinalVλ , esto significa que κ ∈ Ω y

¬
∨
fα ∈ Vλ(α < κ ∧ f : α −→ κ biyectiva).

Ahora bien, si existe α < κ y f : α −→ κ biyectiva, podemos tomar δ < λ tal
que α, κ ∈ Vδ, con lo que f ⊂ α × κ ⊂ Vδ+2 y f ∈ Vδ+3 ⊂ Vλ, contradicción,
luego κ es un cardinal. La implicación contraria es trivial, pues ser un cardinal
es Π1.

c) El carácter absoluto de la suma y el producto de cardinales es trivial
(en el caso finito lo es porque coinciden con las operaciones ordinales, que son
absolutas, y en el caso infinito es inmediato). En cuanto a la exponenciación,
observemos en primer lugar que AB es absoluto, es decir, que si A,B ∈ Vλ,
entonces (AB)Vλ = AB . En efecto, como en ZFC se prueba que∧

ABf(f ∈ AB ↔ f : B −→ A),

al relativizar queda:∧
ABf ∈ Vλ(f ∈ (AB)Vλ ↔ f : B −→ A),

pero si A,B ∈ Vλ y f : B −→ A, entonces f ∈ Vλ, pues podemos tomar un
δ < λ tal que A,B ∈ Vδ, de modo que f ⊂ A × B ⊂ Vδ+2 y f ∈ Vδ+3 ⊂ Vλ,
luego la sentencia anterior equivale a∧

AB ∈ Vλ
∧
f(f ∈ (AB)Vλ ↔ f : B −→ A),

luego
∧
AB ∈ Vλ (AB)Vλ = AB .

Ahora, si κ, µ ∈ Vλ son cardinales, relativizando∧
κµ(κµ es un cardinal ∧

∨
f(f : κµ −→ µκ biyectiva))

obtenemos que∧
κµ ∈ Vλ((κµ)Vλ es un cardinal ∧

∨
f ∈ Vλ(f : (κµ)Vλ −→ µκ biyectiva)),

luego (κµ)Vλ = |µκ| = κµ.
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d) Si κ ∈ Vλ es un ordinal límite y f : cf κ −→ κ es cofinal, por el argumento
usual concluimos que f ∈ Vλ, y es fácil ver que “ser cofinal” es ∆0, por lo que
f : cf κ −→ κ es cofinalVλ , luego cfVλ κ ≤ cf κ.

Por otra parte, relativizando
∧
κ
∨
f(f : cf κ −→ κ cofinal), obtenemos que∨

f ∈ Vλ f : (cfVλ κ −→ κ cofinal), luego cf κ ≤ cfVλ κ y tenemos la igualdad.

e) es consecuencia inmediata de los apartados precedentes.

Ahora podemos razonar como sigue: supongamos que en ZFC pudiera de-
mostrarse que existe un cardinal inaccesible. Entonces, razonando en ZFC,
podríamos considerar el mínimo cardinal inaccesible κ, y podríamos considerar
el modelo Vκ, que sabemos que cumple Vκ ⊨ ZFC, luego tendría que cumplirse

Vκ ⊨
∨
µ µ es inaccesible,

pero, por el teorema anterior, esto equivale a
∨
µ < κ µ es inaccesible, en contra-

dicción con la minimalidad de κ. En definitiva, hemos mostrado explícitamente
cómo a partir de una demostración de la existencia de un cardinal inaccesible
en ZFC puede probarse una contradicción en ZFC.

En otras palabras, tenemos que si ZFC es consistente también lo es ZFC
más la no existencia de cardinales inaccesibles, y la razón de fondo es que los
cardinales inaccesibles son innecesarios para que se cumplan los axiomas de ZFC,
en el sentido de que si tomamos el menor de ellos κ y nos quedamos únicamente
con los conjuntos de Vκ, los conjuntos que nos quedan siguen cumpliendo todos
los axiomas de ZFC, y κ pasa a ser ahora la clase Ω de todos los ordinales.

Cabe preguntarse ahora si, partiendo siempre del supuesto de que ZFC es
consistente, al igual que hemos probado que es consistente suponer que no exis-
ten cardinales inaccesibles, también es posible demostrar que es consistente su-
poner que sí que existen.

La respuesta es negativa, pero es muy importante entender que no estamos
afirmando que no sea consistente suponer que existen cardinales inaccesibles,
sino que, en caso de que sea consistente, es imposible demostrar que así es.

En efecto, nos estamos planteando si es posible dar un argumento meta-
matemático que nos convenza sin lugar a dudas de que si ZFC es consistente,
entonces ZFC + FI también es consistente, donde abreviamos con FI la existen-
cia de un cardinal inaccesible. Ahora bien, cualquier argumento que convenza
a un matemático puede formalizarse en ZFC, luego en tal caso tendríamos que

⊢
ZFC

Consis ZFC→ Consis(ZFC + FI).

Pero sabemos que
⊢

ZFC+FI
Consis ZFC,

luego uniendo ambas afirmaciones tendríamos que

⊢
ZFC+FI

Consis(ZFC + FI),
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pero el segundo teorema de incompletitud de Gödel implica entonces que la
teoría ZFC+FI es contradictoria y, si nuestro supuesto argumento de que la
consistencia de ZFC implica la de ZFC+FI fuera realmente válido, esto signifi-
caría que ZFC también sería contradictorio.

Ahora bien, el hecho de que no podamos probar que ZFC + FI es consis-
tente (ni siquiera suponiendo que ZFC es consistente) no es motivo para que
sospechemos que probablemente ZFC + FI sea contradictorio. En general, aun-
que Consis ZFC no pueda probarse en ZFC, no es raro encontrar sentencias que
impliquen Consis ZFC (la sentencia FI es una entre muchas), y a todas ellas se
les puede aplicar literalmente el argumento anterior que nos asegura que es im-
posible demostrar su consistencia incluso suponiendo la de ZFC. Ciertamente,
tomar como axioma una de estas sentencias puede volver contradictoria la teo-
ría, pero el mero hecho de que una sentencia implique Consis ZFC no es razón
para recelar de ella.

Por ejemplo, el caso más simple de tales sentencias es la propia Consis ZFC.
Tenemos las mismas razones para dudar de la consistencia de ZFC + FI que
para dudar de la consistencia de ZFC+Consis ZFC (en ambos casos, lo único
que sabemos es que tal consistencia no puede probarse, y en ambos casos exac-
tamente por el mismo argumento), pero si ZFC es consistente, entonces, aunque
no podamos demostrarlo, lo “razonable” es conjeturar que ZFC + Consis ZFC
también es consistente.5

Podemos pensar en FI como en un axioma análogo al axioma de infinitud AI.
Notemos que si ℵ0 no es un cardinal inaccesible es simplemente porque en la
definición de estos cardinales hemos exigido que sean no numerables. Si eliminá-
ramos esta condición de la definición entonces AI sería equivalente a la existencia
de un cardinal inaccesible, mientras que FI sería equivalente a la existencia de
al menos dos cardinales inaccesibles (el menor de los cuales sería ℵ0 y el si-
guiente sería lo que realmente entendemos por cardinal inaccesible). Así pues,
suponer FI puede verse como forzar a que el universo de ZFC sea mucho mayor
del que realmente es necesario para que se cumplan todos los resultados que los
matemáticos saben justificar mediante razonamientos “convincentes”. Quizá el
lector se pregunte qué interés puede haber en ello, y la respuesta es que, aunque
los conjuntos desorbitadamente grandes puedan no ser muy interesantes en sí
mismos, que su existencia sea consistente sí lo es.

Tomemos por ejemplo la hipótesis de Kurepa [TC 9.30]. Veremos que si ZFC
es consistente entonces ZFC + HK también lo es. En cambio, ¬HK es una de las
muchas sentencias que implican Consis ZFC, por lo que estamos en las mismas:
no es posible demostrar la consistencia de ZFC + ¬HK ni siquiera suponiendo
que ZFC es consistente. No obstante, veremos que ZFC + FI es consistente si
y sólo si lo es ZFC + ¬HK.

La diferencia es que, a priori, no hay ninguna razón por la que podamos
considerar plausible que no sea posible demostrar en ZFC la existencia de un
árbol de Kurepa. En cambio, una vez probada la equivalencia que acabamos de

5Aunque podría no serlo. Eso significaría que ZFC es consistente, pero no ω-consistente,
y en todos sus modelos habría números naturales infinitos.
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indicar, ya podemos considerarlo plausible: si se pudiera probar que no existen
árboles de Kurepa, se podría probar que no existen cardinales inaccesibles, y
esto sí que no es nada plausible.

En general, cuando nos planteamos el problema de demostrar la consisten-
cia de una teoría T (como ZFC + ¬HK) debemos contemplar la posibilidad
de que no sea suficiente suponer la consistencia de ZFC. Esto sucederá si T
permite probar Consis ZFC, en cuyo caso, tendremos que suponer la consisten-
cia de alguna teoría más fuerte cuya consistencia podamos considerar plausible,
como por ejemplo ZFC + FI, pero si, por ejemplo, la teoría T permite probar
Consis(ZFC + FI), entonces suponer la consistencia ZFC + FI no será suficiente
para demostrar la consistencia de T , y tendremos que recurrir a teorías más
fuertes cuya consistencia consideremos plausible.

Así pues, si queremos llegar lejos obteniendo pruebas de consistencia, necesi-
tamos contar con una “escala” lo más amplia posible de teorías cuya consistencia
consideremos plausible y que nos sirvan de referencia para reducir a la consisten-
cia de alguna de ellas la consistencia de cualquier otra teoría. Algunas teorías
de dicha escala son:

ZFC, ZFC + Consis ZFC, ZFC + FI, ZFC + FI2, . . .

donde FI2 es el axioma que afirma la existencia de dos cardinales inaccesibles.
Notemos que a partir de FI no puede demostrarse la existencia de un se-

gundo cardinal inaccesible, pues si así fuera, razonando en la teoría ZFC +
FI podríamos considerar el mínimo cardinal inaccesible κ y el segundo menor
cardinal inaccesible µ, pero entonces tendríamos que Vµ ⊨ ZFC + FI, y como
en esta teoría se puede, supuestamente, demostrar que existen dos cardinales
inaccesibles, debería existir en Vµ otro cardinal κ′ < µ inaccesible aparte de κ,
y así habría dos cardinales inaccesibles bajo µ, en contra de la definición de µ.
(Aquí usamos que ser inaccesible en Vµ es lo mismo que ser inaccesible.)

Por consiguiente, FI2 es más fuerte que FI y, más aún, la consistencia de
ZFC + FI2 no puede probarse ni siquiera suponiendo la de ZFC + FI, pues
entonces tendríamos

⊢
ZFC

Consis ZFC + FI→ Consis ZFC + FI2,

y como ⊢
ZFC+FI2

Consis ZFC + FI, concluiríamos que ⊢
ZFC+FI2

Consis ZFC + FI2

y por el segundo teorema de incompletitud resultaría que la teoría ZFC + FI2
sería contradictoria.

Es claro entonces que nuestra escala de referencia puede prolongarse con
las teorías ZFC + FI3, ZFC + FI4, etc., donde FIn afirma la existencia de al
menos n cardinales inaccesibles. Sin embargo, muchas pruebas de consistencia
requieren comparar con teorías muchísimo más fuertes que éstas.

Veamos ahora que no es necesario que λ sea un cardinal inaccesible para que
Vλ pueda ser un modelo de ZFC:



2.3. Los modelos Vλ 39

Teorema 2.15 Si κ es un cardinal inaccesible, el conjunto

{α < κ | Vα ≺ Vκ}

es cerrado no acotado en κ.

Demostración: Recordemos el teorema [TC 10.22], que proporciona una
condición sencilla para que Vα sea un submodelo elemental del Vκ, a saber, que
para toda ϕ(x, x1, . . . , xn) ∈ Form(L) se cumpla∧
a1 · · · an ∈ Vα(

∨
a ∈ Vκ Vκ ⊨ ϕ[a, a1, . . . , an]→

∨
a ∈ Vα Vκ ⊨ ϕ[a, a1, . . . , an]).

Es fácil ver entonces que el conjunto C del enunciado es cerrado, pues si
λ < κ cumple que C ∩ λ no está acotado en λ, entonces, dados a1, . . . , an ∈ Vλ,
podemos tomar un α ∈ C ∩ λ tal que a1, . . . , an ∈ Vα, y entonces, si∨

a ∈ Vλ Vκ ⊨ ϕ[a, a1, . . . , an],

también
∨
a ∈ Vα Vλ ⊨ ϕ[a, a1, . . . , an], luego

∨
a ∈ Vλ Vκ ⊨ ϕ[a, a1, . . . , an], lo

que prueba que λ ∈ C.

Para probar que no está acotado, para cada fórmula ϕ con n + 1 variables
libres, consideramos la función hϕ : V nκ −→ κ que a cada (a1, . . . , an) ∈ V nκ le
asigna el mínimo δ < κ tal que

∨
a ∈ Vδ Vκ ⊨ ϕ[a, a1, . . . , an] si existe tal δ y 0

en caso contrario.

Sea h : κ −→ κ dada por h(α) =
⋃

ϕ∈Form(L)

hϕ[V
nϕ
α ], donde nϕ + 1 es el número

de variables libres de ϕ. Notemos que h(α) ∈ κ porque |Vα| < |Vκ| = κ.

Si α < κ cumple h[α] ⊂ α para toda fórmula ϕ(x, x1, . . . , xn), entonces es
claro que Vα cumple la condición de [TC 10.22], luego Vα ≺ Vκ y α ∈ C, pero
el conjunto de tales α es c.n.a. por [TC 6.7], luego C contiene un c.n.a. y, por
consiguiente, no está acotado.

En particular (razonando en ZFC), si existe un cardinal inaccesible, podemos
tomar el mínimo de todos ellos, digamos κ, y entonces Vκ ⊨ ZFC, y si C ⊂ κ es
el c.n.a. dado por el teorema anterior, todo λ ∈ C es un ordinal (necesariamente
límite) tal que Vλ ⊨ ZFC sin que λ sea un cardinal inaccesible.

Nota Observemos que la fórmula Vα ⊨ ZFC es absoluta para modelos Vλ de
ZFC, pues el término Vα lo es, ya que V Vλ

α = Vα∩Vλ = Vα y la fórmulaM ⊨ ZFC
es absoluta porque es ∆1.

Por lo tanto, si κ es inaccesible, entonces Vκ es un modelo de ZFC más la
existencia de una cantidad no acotada de ordinales α tales que Vα ⊨ ZFC.

En particular, si llamamos M1 ≡
∨
α Vα ⊨ ZFC, tenemos que

⊢
ZFC+FI

Consis(ZFC +M1), ⊢
ZFC+M1

Consis(ZFC),

y el argumento usual nos da que no podemos probar la consistencia de la teoría
ZFC + M1 ni siquiera suponiendo la de ZFC, ni podemos demostrar la consis-
tencia de ZFC + FI ni siquiera suponiendo la de ZFC + M1.
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Naturalmente, entre ZFC + M1 y ZFC + FI podemos intercalar infinitas
teorías intermedias, como ZFC + M2, donde M2 afirma la existencia de al
menos dos ordinales α < β tales que Vα y Vβ son modelos de ZFC, o incluso
ZFC + Mω, donde Mω afirma la existencia de una sucesión creciente {αn}n∈ω
tal que

∧
n ∈ ω Vαn ⊨ ZFC, etc.

La idea del teorema 2.15 puede aplicarse a la clase universal V en lugar de Vκ,
aunque esto obliga a considerar fórmulas metamatemáticas y a restringirnos a
un conjunto finito de ellas. El resultado es el teorema de reflexión, para cuya
prueba remitimos a [LM 12.32]:

Teorema 2.16 (Teorema de Reflexión) Si ϕ1, . . . , ϕr son fórmulas de Ltc,
entonces, para todo ordinal α existe un ordinal límite λ > α tal que las fórmulas
dadas son absolutas para Vλ.

Como consecuencia, en ZF (resp. ZFC) puede probarse que existen ordinales
λ tales que Vλ ⊨ ZF (resp. Vλ ⊨ ZFC), entendiendo esto en el sentido débil de
que, para cada conjunto finito de axiomas de ZF o ZFC es posible demostrar
que existe un λ para el que Vλ cumple dichos axiomas. Esto es más fuerte de
lo que uno podría pensar en un principio, pues hay que tener en cuenta que,
aunque ZFC tiene infinitos axiomas. todos los teoremas demostrados hasta la
fecha en la historia de la humanidad son un número finito y requieren, por tanto,
un número finito de axiomas para ser demostrados. Así pues, puede probarse
que existen modelos Vλ que son prácticamente indistinguibles de modelos de
todo ZFC.

Otra consecuencia del teorema anterior [LM 12.34] es que ZFC (si es consis-
tente) no es finitamente axiomatizable.

2.4 Colapsos transitivos

Toda la teoría que estamos desarrollando está orientada a trabajar con mode-
los transitivos. Sin embargo, algunas de las técnicas que proporcionan modelos
(como los submodelos dados por el teorema de Löwenheim-Skolem o la forma-
ción de ultrapotencias) no garantizan que los modelos obtenidos sean transitivos
o, a veces, siquiera naturales. Por ello vamos a estudiar ahora en qué condi-
ciones podemos pasar de un modelo arbitrario (M,R) a un modelo transitivo
isomorfo.

Recordemos de [TC 10.17] la definición de isomorfismo de modelos, que en el
caso de modelos de Ltc se reduce a la siguiente (allí está definida para conjuntos,
pero la podemos generalizar trivialmente a clases propias):

Definición 2.17 Dadas dos clases A y B con relaciones R ⊂ A×A y S ⊂ B×B,
diremos que G : (A,R) −→ (B,S) es un isomorfismo de modelos de Ltc si
G : A −→ B biyectiva y

∧
xy ∈ A(xR y ↔ G(x)S G(y)).
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El teorema [TC 10.19] prueba que si tenemos un isomorfismo de modelos
entre dos conjuntos, entonces, para toda fórmula ϕ(x1, . . . , xn) ∈ Form(Ltc) y
todos los a1, . . . , an ∈ A, se cumple

(A,R) ⊨ ϕ[a1, . . . , an]↔ (B,S) ⊨ ϕ[G(a1), . . . , G(an)].

Una inducción rutinaria prueba la versión metamatemática de este resultado,
válida para clases cualesquiera (y demostrable en la teoría básica B):

Teorema 2.18 (B) Si G : (A,R) −→ (B,S) es un isomorfismo de modelos,
para toda fórmula (metamatemática) sin descriptores ϕ(x1, . . . , xn) de Ltc se
cumple ∧

a1 · · · an ∈ A(ϕAR(a1, . . . , an)↔ ϕBS(G(a1), . . . , G(an))).

Demostración: Razonamos por inducción sobre la longitud de una expre-
sión θ. Si θ ≡ x es trivial (se reduce a G(a) = G(a)).

Si θ ≡ x = y es consecuencia inmediata de que G es biyectiva.

Si θ ≡ x ∈ y es consecuencia inmediata de la definición de isomorfismo.

Si vale para ϕ, trivialmente vale también para ¬ϕ, y es fácil ver que si vale
para ϕ y ψ vale para ϕ→ ψ. Veamos con detalle el caso de

∧
xϕ(x, x1, . . . , xn)

bajo la hipótesis de inducción de que el resultado vale para ϕ, es decir, supone-
mos que∧

aa1 · · · an ∈ A(ϕAR(a, a1, . . . , an)↔ ϕBS(G(a), G(a1), . . . , G(an))),

pero es claro que esto implica que∧
a1 · · · an ∈ A(

∧
x ∈ AϕAR(x, a1, . . . , an)

↔
∧
x ∈ AϕBS(G(x), G(a1), . . . , G(an))),

y usando de nuevo que G es biyectiva esto equivale a∧
a1 · · · an ∈ A(

∧
x ∈ AϕAR(x, a1, . . . , an)

↔
∧
x ∈ B ϕBS(x,G(a1), . . . , G(an))),

que es lo mismo que∧
a1 · · · an ∈ A((

∧
xϕ)AR(a1, . . . , an)↔ (

∧
xϕ)BS(G(a1), . . . , G(an))).

En particular, dos modelos isomorfos satisfacen las mismas sentencias.

Según indicábamos, queremos estudiar en qué condiciones un modelo arbitra-
rio (A,R) es isomorfo a un modelo transitivo M . Observemos que la condición
de isomorfismo se reduce entonces a∧

xy ∈ A(xR y ↔ G(x) ∈ G(y)).
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Los resultados que exponemos a continuación son demostrables en ZF∗. Va-
mos a apoyarnos en el teorema general de recursión transfinita [TC 4.9], que
permite definir una función por recurrencia sobre una clase A en la que hay
definida una relación R a la que hay que exigir dos propiedades:

a) Que sea conjuntista, es decir, que para todo x ∈ A, la extensión

eA(x) = {u ∈ A | uRx}

sea un conjunto. Esta propiedad se cumple trivialmente si A es un con-
junto.

b) Que R esté bien fundada, es decir, que todo conjunto x ⊂ A no vacío tiene
un R-minimal, un u ∈ x tal que eA(u) ∩ x = ∅.

En estas condiciones,6 el teorema de recursión afirma que para definir una
función sobre A basta definirla en cada x ∈ A supuesto que ya esté definida
sobre su extensión eA(x). Este resultado justifica la definición siguiente:

Definición 2.19 Sea R una relación conjuntista y bien fundada en una clase A.
Llamaremos función colapsante de Mostowski a la función GRA : A −→ V dada
por

GRA(x) = {GRA(y) | y ∈ A ∧ y R x}.
Así pues, GRA(x) es el conjunto de las imágenes por GRA de los elementos de la
extensión eA(x).

Definimos el colapso transitivo de A como el rango de GRA, y lo representa-
remos por MR

A , de modo que GRA : A −→MR
A suprayectiva.

Teorema 2.20 Sea R una relación conjuntista y bien fundada en una clase A.
Entonces MR

A es una clase transitiva y bien fundada y∧
xy ∈ A(x R y → GRA(x) ∈ GRA(y)).

Demostración: La última afirmación es consecuencia inmediata de la de-
finición de G. Respecto a la transitividad, tomemos u ∈ v ∈ MR

A . Entonces
v = GRA(x), para cierto x ∈ A, luego u = GRA(y), para cierto y ∈ A tal que yRx.
Por consiguiente u ∈MR

A .

Veamos ahora que MR
A está bien fundada. Tomamos x ⊂ MR

A , x ̸= ∅. En-
tonces (GRA)

−1[x] es un subconjunto no vacío de A, luego tiene un R-minimal y.
Veamos que GRA(y) es un minimal de x, es decir, que x∩GRA(y) = ∅. En efecto,
si u ∈ x ∩ GRA(y), entonces u = GRA(v), para un cierto v ∈ A tal que v R y.
Entonces v ∈ (GRA)

−1[x], luego contradice la minimalidad de y.

En general, la función colapsante no es inyectiva, pero lo es si añadimos una
condición obviamente necesaria:

6En realidad, para probar el teorema de recursión bajo estas hipótesis es necesario supo-
ner el axioma de infinitud. No obstante, dicho axioma es innecesario si, en lugar de exigir
que la relación R sea conjuntista, exigimos que sea clausurable [LM 11.31]. Bajo AI ambas
propiedades son equivalentes [LM 11.34], pero la propiedad de ser clausurable permite probar
el teorema de recursión sin AI [LM 11.38]
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Definición 2.21 Una relación R es extensional sobre una clase A si∧
xy ∈ A(

∧
u ∈ A(u R x↔ u R y)→ x = y).

En otras palabras, R es extensional si el modelo (A,R) cumple el axioma
de extensionalidad. Es claro que la relación de pertenencia es extensional en
cualquier clase transitiva.

Teorema 2.22 Sea R una relación conjuntista, extensional y bien fundada en
una clase A. Entonces GRA : A −→MR

A biyectiva y∧
xy ∈ A(x R y ↔ GRA(x) ∈ GRA(y)).

Demostración: Si GRA no fuera inyectiva podríamos tomar un R-minimal
x de la clase

B = {x ∈ A |
∨
y ∈ A(x ̸= y ∧ GRA(x) = GRA(y)}.

Entonces existe un y ∈ A tal que y ̸= x y GRA(x) = GRA(y). Como R es
extensional, existe un z ∈ A tal que

(z R x ∧ ¬z R y) ∨ (z R y ∧ ¬z R x).

Si z R x ∧ ¬z R y, entonces GRA(z) ∈ GRA(x) = GRA(y), luego, por definición
de GRA(y), ha de ser GRA(z) = GRA(w), para cierto w ∈ A, con w R y. Además,
como ¬z R y, ha de ser w ̸= z, o sea, z ∈ B ∧ z R x, contradicción.

Si zRy ∧ ¬zRx, entonces GRA(z) ∈ GRA(y) = GRA(x), luego GRA(z) = GRA(w),
con w ∈ A, wRx, luego en particular w ̸= z. Por consiguiente w ∈ B contradice
la minimalidad de x.

Con esto tenemos la biyectividad. Finalmente, si GRA(x) ∈ GRA(y), ha de ser
GRA(x) = GRA(u), para cierto u ∈ A, u R y. Como GRA es biyectiva, ha de ser
x = u, luego u R y.

Finalmente probamos la unicidad tanto del colapso transitivo como de la
función colapsante:

Teorema 2.23 (Teorema del colapso de Mostowski) Si R es una relación
conjuntista, bien fundada y extensional en una clase A, existe una única clase
transitiva M y una única aplicación G : A −→M biyectiva tal que∧

xy ∈ A(x R y ↔ G(x) ∈ G(y)).

Demostración: Sólo falta probar la unicidad. Ahora bien, si G y M
cumplen estas propiedades, se ha de cumplir que∧

x ∈ A G(x) = {G(y) | y ∈ A ∧ y R x}.

En efecto, si u ∈ G(x) ∈ M , por transitividad u ∈ M , luego u = G(y),
para cierto y ∈ A. Entonces G(y) ∈ G(x), luego y R x. La otra inclusión es
inmediata.

Por consiguiente G es la función colapsante (por la unicidad de su definición
recurrente) y M ha de ser el colapso transitivo.
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Observaciones Este teorema generaliza al hecho de que todo conjunto bien
ordenado es semejante a un ordinal, pues si (A,≤) es un conjunto bien ordenado,
entonces la relación < es claramente extensional y bien fundada en A (y trivial-
mente conjuntista, porque A es un conjunto), y entonces el colapso transitivo
es un conjunto transitivo totalmente ordenado por la relación de pertenencia,
luego es un ordinal.

En términos de modelos de Ltc, el teorema anterior proporciona condiciones
necesarias y suficientes para que un modelo (A,R) sea isomorfo a un modelo
transitivo M . Como ya hemos observado, la extensionalidad equivale a que
(A,R) satisfaga el axioma de extensionalidad. Sin embargo, en contra de lo que
podría pensarse a primera vista, la buena fundación no es equivalente a que
(A,R) satisfaga el axioma de regularidad. En efecto, el axioma de regularidad
es ∧

x(x ̸= ∅→
∨
u ∈ x u ∩ x = ∅)

y su relativización es∧
x ∈ A(

∨
u ∈ A uRx→

∨
u ∈ A(uRx ∧

∧
v ∈ A(v Rx→ ¬v Ru)))

o, equivalentemente,∧
x ∈ A(eA(x) ̸= ∅→

∨
u ∈ eA(x) eA(u) ∩ eA(x) = ∅),

mientras que la buena fundación de R es∧
x ⊂ A(x ̸= ∅→

∨
u ∈ x eA(u) ∩ x = ∅).

Así pues, la buena fundación requiere que todo x ⊂ A no vacío tenga un R-
minimal, mientras que el axioma de regularidad en A sólo garantiza que todo
x ⊂ A no vacío que sea la extensión de un elemento de A tiene R-minimal.

Admitiendo el axioma de regularidad, la relación de pertenencia está bien
fundada en toda clase, luego7 todo modelo natural de cualquier teoría de conjun-
tos que incluya el axioma de extensionalidad es isomorfo a un modelo transitivo.

Modelos transitivos numerables Como aplicación del teorema del colapso
de Mostowski podemos mostrar la existencia de modelos transitivos numerables
de ZFC:

Teorema 2.24 (Teorema de Reflexión) (ZFC) Si Γ es un conjunto finito
de sentencias (metamatemáticas) de Ltc, existe un modelo transitivo numerable
M de ZFC tal que las sentencias de Γ son absolutas para M .

7Si no suponemos el axioma de infinitud necesitamos además que la relación de perte-
nencia sea clausurable, es decir, que todo conjunto tenga clausura transitiva. Esto sucede si
suponemos, de hecho, que todo conjunto es regular.



2.4. Colapsos transitivos 45

Demostración: El enunciado debe entenderse como que M satisface cual-
quier conjunto finito prefijado de axiomas de ZFC. Añadimos a Γ todos los
axiomas de ZFC que queremos que cumpla M (pero sólo un número finito de
ellos) y, para cada sentencia γ de Γ, tomamos una sentencia γ′ sin descriptores
que sea equivalente a γ. Sea Γ′ el conjunto de todas las sentencias γ′.

Por el teorema de reflexión 2.16 sabemos que existe un modelo de la forma
N = Vλ tal que las sentencias de Γ′ son absolutas para N . Por el teorema de
Löwenheim-Skolem [TC 10.25] N admite un submodelo elemental numerable
S ≺ N . El modelo S no es necesariamente transitivo, pero sigue siendo un
modelo natural (su relación de pertenencia es la pertenencia usual), luego, según
hemos observado justo antes de este teorema, tiene un colapso transitivo M , que
es un modelo transitivo numerable isomorfo a S.

De este modo, si γ es cualquier sentencia de Γ y γ′ es su sentencia sin
descriptores equivalente en Γ′, tenemos que8

γ ↔ γ′ ↔ γ′N ↔ N ⊨ γ′ ↔ S ⊨ γ′ ↔M ⊨ γ′ ↔ γ′M ↔ γM ,

luego todas las sentencias de Γ son absolutas paraM y, en particular, los axiomas
de ZFC que hemos incluido en Γ se cumplen en M , luego M ⊨ ZFC.

Nota Una variante del teorema anterior consiste en suponer que existe un car-
dinal inaccesible κ, en cuyo caso todo el razonamiento puede aplicarse partiendo
de N = Vκ y el resultado es que existe un conjunto transitivo numerable que
cumple M ⊨ ZFC en el sentido de la teoría de modelos, es decir, que satisface
todos los axiomas de ZFC.

Vemos así que basta una cantidad numerable M de conjuntos para “engañar”
a un matemático y hacerle creer que tales conjuntos son todos los conjuntos.
Naturalmente, esto supone que en M habrá conjuntos numerables que serán no
numerablesM , como PMω = Pω ∩M o como ℵM19 , que será un cierto ordinal
numerable.

Colapsos transitivos en KP Terminamos la sección con algunas observa-
ciones sobre el teorema del colapso de Mostowski en la teoría KP.

El teorema general de recursión transfinita no puede probarse en KP, ni
siquiera el teorema del colapso de Mostowski. De hecho, ni siquiera puede
probarse que todo conjunto bien ordenado sea semejante a un ordinal. Para
comprender dónde está el problema demostraremos el teorema del colapso aña-
diendo a KP la hipótesis necesaria para que la prueba natural funcione:

Teorema 2.25 (KP+Π1-especificación) Si (A,R) es un conjunto con una
relación extensional y bien fundada, entonces (A,R) es isomorfo a un conjunto
transitivo.

8Si γ tiene descriptores, la equivalencia γ′M ↔ γM requiere que M contenga al conjunto
vacío, pero podemos suponer que Γ contiene la sentencia

∨
x
∧
u u /∈ x y para ella vale la

cadena de equivalencias, que nos da que ∅ ∈ M .
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Demostración: Llamamos aproximaciones a las aplicaciones f : B −→ V
tales que

B ⊂ A ∧
∧
a ∈ A

∧
b ∈ B(aR b→ a ∈ B)

∧
∧
b ∈ B f(b) = {f(a) | a ∈ B ∧ aR b}

Es fácil ver que la fórmula “f : Df −→ V es una aproximación” es ∆0. Si f y
g son aproximaciones y X = Df ∩Dg, existe el conjunto {x ∈ X | f(x) ̸= g(x)},
y es fácil ver que tiene que ser vacío (la existencia de un R-minimal lleva a
contradicción), de modo que dos aproximaciones coinciden en su dominio común.

Ahora aplicamos Π1-especificación para definir el conjunto

Y = {a ∈ A | ¬
∨
f (f es una aproximación ∧ a ∈ Df)}.

Si no es vacío, tiene un R-minimal a, de modo que, si Aa = {b ∈ A | bR a},∧
b ∈ Aa

∨
f(f es una aproximación ∧ b ∈ Df).

Por Σ1-recolección existe un conjunto Y de aproximaciones tal que cada
elemento de Aa está en el dominio de un elemento de Y . Por la unicidad de las
aproximaciones, f =

⋃
Y es también una aproximación cuyo dominio es A. Si

llamamos M = Rf , tenemos que f : A −→M suprayectiva y∧
a ∈ A f(a) = {f(b) | b ∈ A ∧ bR a}.

Es obvio que M es un conjunto transitivo y f es biyectiva, pues esto equivale
a que el conjunto

C = {a ∈ A |
∨
b ∈ A (b ̸= a ∧ f(a) = f(b))}

sea no vacío. Si no lo fuera, tendría un R-minimal a, para el cual existiría un
b ̸= a tal que f(a) = f(b), pero entonces, si xRa, entonces f(x) ∈ f(a) = f(b),
luego existe un y R b tal que f(x) = f(y), pero por minimalidad x = y R b.
Recíprocamente, si xR b, entonces f(x) ∈ f(b) = f(a), luego existe un y R a tal
que f(x) = f(y), y de nuevo por minimalidad x = y R a. Por consiguiente, a y b
tienen la misma extensión, luego a = b porque R es extensional, contradicción.

Ahora es inmediato que
∧
ab ∈ A(aR b ↔ f(a) ∈ f(b)). Con esto hemos

probado que f : (A,R) −→M es una función colapsante (un isomorfismo).

En KP podemos demostrar un caso particular:

Teorema 2.26 (KP) Sea (A,R) un conjunto con una relación extensional y
bien fundada y supongamos que existe un ordinal θ y una aplicación r : A −→ θ
tal que

∧
xy ∈ A (xR y → r(x) < r(y)). Entonces (A,R) es isomorfo a un

conjunto transitivo.

Demostración: Para cada ordinal α ≤ θ, definimos

Aα = {a ∈ A | r(a) < α}.
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Llamemos

ϕ(α, f) ≡ α ∈ Ω ∧ α ≤ θ ∧ f : Aα −→ V ∧
∧
a ∈ Aα f(a) = {f(x) | xRa}.

Se trata de una fórmula ∆0. Por ejemplo, la última parte equivale a∧
u ∈ f

∨
v ∈ u

∨
az ∈ v(u = (a, z) ∧

∧
y ∈ z

∨
x ∈ A(xRa ∧ y = f(x)) ∧∧

x ∈ A(xRa→
∨
y ∈ z y = f(x))).

Veamos que ϕ(α, f) ∧ ϕ(α, f ′) → f = f ′. En efecto, en caso contrario
podemos considerar el conjunto no vacío

B = {a ∈ Aα | f(a) ̸= f ′(a)},

el cual tendrá un R-minimal a ∈ B, de modo que si xRa, entonces f(x) = f ′(x),
pero entonces

f(a) = {f(x) | xRa} = {f ′(x) | xRa} = f ′(a),

contradicción.

Ahora probamos por Σ1-inducción que
∧
α ≤ θ

∨
f ϕ(α, f). Más precisa-

mente, consideramos la fórmula

ψ(α) ≡ (α ∈ Ω ∧ α ≤ θ ∧
∨
fϕ(α, f)) ∨ ¬(α ∈ Ω ∧ α ≤ θ).

Suponemos que α ≤ θ y que
∧
β < α

∨
f ϕ(β, f). Por la unicidad que hemos

probado, tenemos de hecho que
∧
β < α

1∨
f ϕ(β, f).

Si α = 0, es obvio que ϕ(α,∅).

Si α = β + 1, sea f : Aβ −→ V tal que ϕ(β, f). Es fácil ver que la fórmula

y = f [ARa ]

es ∆0, luego por reemplazo existe h : {a ∈ A | r(a) = β} −→ y suprayectiva tal
que h(a) = f [ARa ] = {f(x) | xRa}, y es fácil ver que f ′ = f ∪h cumple ϕ(α, f ′).

Si α es un ordinal límite, por Σ1-reemplazo existe h : α −→ y suprayectiva
tal que

∧
β < αϕ(β, h(β)), y es fácil ver que f =

⋃
y cumple ϕ(α, f).

En particular, hemos probado que existe una f tal que ϕ(θ, f), es decir, tal
que f : A −→M suprayectiva, para cierto conjunto M = f [A] y tal que∧

a ∈ A f(a) = {f(x) | xRa}.

A partir de aquí la prueba concluye igual que la del teorema anterior.

En particular, dado cualquier conjunto A, por Σ1-reemplazo existe un ordinal
θ tal que rang : A −→ θ, luego todo conjunto A sobre el que la relación de
pertenencia sea extensional es isomorfo a un conjunto transitivo.



48 Capítulo 2. Modelos de ZF

2.5 Los modelos H(κ)

Presentamos aquí unos conjuntos cuyo comportamiento como modelos es
algo mejor que el de los modelos Vλ que ya hemos estudiado. Trabajaremos
en ZFC.

Definición 2.27 Si κ es un cardinal infinito, llamamos

H(κ) = {x | |ctx| < κ}.

No es inmediato que H(κ) sea un conjunto, pero lo cierto es que sí que lo es:

Teorema 2.28 Si κ es un cardinal infinito, entonces H(κ) ⊂ Vκ.

Demostración: Si x ∈ H(κ), entonces |ctx| < κ. El teorema [LM 11.43]
implica que la imagen de ctx por la aplicación rango es transitiva, luego es
un ordinal α. Además |α| ≤ |ctx| < κ, luego α < κ. En particular, como
x ⊂ ctx, tenemos que todo elemento de x tiene rango < α, luego x ⊂ Vα, luego
x ∈ Vα+1 ⊂ Vκ.

Se suele decir que los elementos de H(κ) son los conjuntos de cardinal he-
reditariamente menor que κ, pero esto sólo es exacto cuando κ es regular. En
efecto, en general, se dice que un conjunto x tiene hereditariamente una propie-
dad si la tienen todos los elementos de ctx ∪ {x} (es decir, si la tiene x, y los
elementos de x, y los elementos de los elementos de x, etc.). Y en nuestro caso
se cumple lo siguiente:

Teorema 2.29 Si κ es un cardinal regular, entonces x ∈ H(κ) si y sólo si todos
los elementos de ctx ∪ {x} tienen cardinal < κ.

Demostración: Si x ∈ H(κ), todo u ∈ ctx ∪ {x} cumple u ⊂ ctx ∪ {x},
luego |u| ≤ |ctx|+ 1 < κ.

Recíprocamente, si x cumple la condición del enunciado, vamos a probar por
∈-inducción que todo u ∈ ctx ∪ {x} cumple |ctu| < κ. En efecto, si vale para
todo v ∈ u, tenemos que

ctu = u ∪
⋃
v∈u

ct v,

donde |ct v| < κ por hipótesis de inducción y |u| < κ por la hipótesis, luego
la regularidad de κ implica que la unión tiene cardinal < κ, luego también
|ctu| < κ, y en particular |ctx| < κ, es decir, que x ∈ H(κ).

Por el contrario, si κ es singular y x ⊂ κ es un conjunto no acotado tal que
|x| < κ, entonces ctx = κ, luego todo elemento de ctx∪{x} tiene cardinal < κ,
pero x /∈ H(κ).

En particular, H(ℵ0) es el conjunto de todos los conjuntos hereditariamente
finitos,H(ℵ1) es el conjunto de todos los conjuntos hereditariamente numerables,
etc.

Una caracterización más útil que la dada por el teorema anterior es la si-
guiente:
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Teorema 2.30 Si κ es un cardinal regular, entonces x ∈ H(κ) si y sólo si
x ⊂ H(κ) y |x| < κ.

Demostración: Si x ∈ H(κ), entonces |x| ≤ |ctx| < κ y si u ∈ ctx
entonces ctu ⊂ ctx, luego |ctu| < κ, luego u ∈ H(κ).

Para probar el recíproco observamos que, por la parte ya probada, todo
elemento de H(κ) tiene cardinal < κ, luego si se da la hipótesis del enunciado
se cumple la del teorema anterior y x ∈ H(κ).

Notemos que la implicación x ∈ H(κ)→ x ⊂ H(κ) ∧ |x| < κ no requiere la
regularidad de κ, luego tenemos que todos los conjuntos H(κ) son transitivos.

La inclusión del teorema 2.28 no es en general una igualdad:

Teorema 2.31 Si κ es un cardinal infinito, H(κ) = Vκ si y sólo si κ = ℶκ.

Demostración: Es fácil ver queH(ℵ0) = Vω, así que podemos restringirnos
al caso en que κ es no numerable. La clave está en que |Vω+α| = ℶα ([TC 5.26]),
de modo que si κ = ℶκ y x ∈ Vκ, entonces existe un α < κ tal que x ∈ Vα, luego
ct(x) ⊂ Vα, luego |ct(x)| ≤ |Vα| ≤ |Vω+α| = ℶα < ℶκ = κ, luego x ∈ H(κ).

Recíprocamente, si H(κ) = Vκ entonces, para todo α < κ, tenemos que
ω+α < κ y, como Vω+α ∈ Vκ = H(κ), tenemos que ℶα < κ, luego ℶκ ≤ κ, y la
desigualdad opuesta se da siempre.

Para κ > ℵ0 sabemos que |Vκ| = ℶκ. Calculamos ahora el cardinal de H(κ):

Teorema 2.32 Si κ es un cardinal infinito, entonces |H(κ)| = 2<κ.

Demostración: Si µ < κ, entonces Pµ ⊂ H(κ), pues si x ⊂ µ entonces
ctx ⊂ µ, luego |ctx| ≤ µ < κ, luego x ∈ H(κ). Por lo tanto 2µ ≤ |H(κ)|, luego
2<κ ≤ |H(κ)|.

Para probar la desigualdad opuesta, para cada µ < κ, consideramos el con-
junto Aµ de todas las relaciones E ⊂ µ× µ extensionales y bien fundadas en µ.
Obviamente |Aµ| ≤ |P(µ× µ)| = 2µ ≤ 2<κ.

Para cada E ∈ Aµ, sea xE el colapso transitivo de (µ,Rµ). Puesto que
|ctxE | = |xE | = µ < κ, tenemos que xE ∈ H(κ).

Recíprocamente, para cada x ∈ H(κ) transitivo, llamando µ = |x|, tenemos
una biyección f : µ −→ x y podemos definir una relación E en µ mediante
αE β ↔ f(α) ∈ f(β). Por la unicidad del colapso transitivo, es claro entonces
que x es el colapso transitivo de (µ, x), de modo que x = xE . En otras palabras,
la aplicación ⋃

µ<κ
{µ} ×Aµ −→ H(κ)

que a cada (µ,E) le asigna xE tiene por imagen el conjunto T de todos los
conjuntos transitivos de H(κ). Por consiguiente

|T | ≤ |
⋃
µ<κ
{µ} ×Aµ| ≤ κ 2<κ = 2<κ.
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Por último, si u ∈ H(κ), el conjunto x = ctu ∪ {u} es transitivo y claramente
|x| < κ, luego x ∈ H(κ), luego x ∈ T . Por lo tanto

|H(κ)| = |
⋃
T | ≤ |T |κ ≤ 2<κ κ = 2<κ,

puesto que todo elemento de T tiene cardinal menor que κ.

Pasemos ya a estudiar los conjuntos H(κ) como modelos. El resultado prin-
cipal es el siguiente:

Teorema 2.33 Si κ es un cardinal no numerable, entonces H(κ) es un modelo
transitivo de KPI+AE y, si κ es regular, también de ZFC − AP.

Demostración: Claramente, H(κ) cumple el axioma de extensionalidad
porque es un conjunto transitivo. Si x, y ∈ H(κ), entonces

ct({x, y}) = ctx ∪ ct y ∪ {x, y},

y es claro entonces que |ct({x, y})| < κ, luego {x, y} ∈ H(κ), y esto prueba el
axioma del par. Similarmente, como ct(

⋃
x) ⊂ ctx, también

⋃
x ∈ H(κ) y se

cumple el axioma de la unión.

Observemos ahora que H(κ) cumple el esquema de especificación completo
(no sólo para fórmulas ∆0). En efecto, dada ϕ ∈ Form(L) con variables libres
u, x1 . . . , xn, si x, x1, . . . , xn ∈ H(κ), el conjunto

A = {u ∈ x | H(κ) ⊨ ϕ[u, x1, . . . , xn]}

cumple A ∈ H(κ) porque ctA ⊂ ctx, luego |ctA| < κ. Esto prueba el esquema
de especificación.

Por transitividad, H(κ) cumple el axioma de regularidad de ZFC, pero tam-
bién cumple el de KP, pues, dada una fórmula ϕ(u, x1, . . . , xn), se trata de
probar que si x1, . . . , xn ∈ H(κ) entonces∨

u ∈ H(κ)H(κ) ⊨ ϕ[u, x1, . . . , xn]→∨
u ∈ H(κ) (H(κ) ⊨ ϕ[u, x1, . . . , xn] ∧

∧
v ∈ u ¬H(κ) ⊨ ϕ[v, x1, . . . , xn]),

pero basta tomar un u ∈ H(κ) que cumpla H(κ) ⊨ ϕ[u, x1, . . . , xn] y que tenga
rango mínimo.

Puesto que ω ∈ H(κ) (éste es el único punto en el que la prueba requiere
que κ sea no numerable), tenemos el axioma de infinitud, y para el axioma de
elección observamos que si x ∈ H(κ) y R ⊂ x × x es un buen orden en x, se
prueba sin dificultad que R ∈ H(κ).

Así, para probar que H(κ) cumple KPI sólo falta probar el esquema de ∆0-
recolección y para probar que cumple ZFC−AP sólo falta probar el esquema de
reemplazo. Probaremos primero ambos axiomas suponiendo que κ es regular.



2.5. Los modelos H(κ) 51

Para el reemplazo tomamos ϕ ∈ Form(L), suponemos que∧
xyz ∈ H(κ)(H(κ) ⊨ ϕ[x, y] ∧ H(κ) ⊨ ϕ[x, z]→ y = z)

y fijamos un conjunto A ∈ H(κ). Basta probar que el conjunto

B = {y ∈ H(κ) |
∨
x ∈ A H(κ) ⊨ ϕ[x, y]}

cumple B ∈ H(κ). Por 2.30 basta probar que |B| < κ, pero claramente

f = {(x, y) ∈ A×B | H(κ) ⊨ ϕ[x, y]}

es una aplicación f : A0 −→ B suprayectiva, donde

A0 = {x ∈ A |
∨
y ∈ B H(κ) ⊨ ϕ[x, y]},

luego |B| ≤ |A0| ≤ |A| < κ.

Para probar el esquema de ∆0-recolección tomamos ϕ ∈ Form(L) de clase
∆0 y un conjunto x ∈ H(κ) de modo que∧

u ∈ x
∨
v ∈ H(κ) H(κ) ⊨ ϕ[u, v].

Por AE existe una aplicación suprayectiva f : x −→ y ⊂ H(κ) tal que∧
u ∈ x H(κ) ⊨ ϕ[u, f(u)],

luego, en particular,
∧
u ∈ x

∨
v ∈ y H(κ) ⊨ ϕ[u, v]. Finalmente basta observar

que |y| ≤ |x| < κ, luego y ∈ H(κ).

Nos falta demostrar el esquema de ∆0-recolección cuando κ es singular.
Empezamos demostrando un hecho general:

Si µ < κ son cardinales no numerables, ϕ(x1, . . . , xn) ∈ Form(L) es
una fórmula Σ1 y x1, . . . , xn ∈ H(µ), entonces

H(κ) ⊨ ϕ[x1, . . . , xn]→ H(µ) ⊨ ϕ[x1, . . . , xn].

En efecto, tenemos que {(x1, . . . , xn)} ∈ H(µ), luego W = ct({x1, . . . , xn})
cumple |W | < µ. Además W ⊂ H(µ) ⊂ H(κ). Por el teorema de Löwenheim-
Skolem [TC 11.24] podemos tomar un submodelo elemental M ≺ H(κ) tal que
W ⊂ M y |M | = ℵ0|W | < µ. Sea π : M −→ N el colapso transitivo de M .
Entonces |N | = |M | < µ, luego N ∈ H(µ) y N ⊂ H(µ).

Si llamamos i = π−1, tenemos que i : N −→ H(κ) es una inmersión elemen-
tal tal que i|W es la identidad (se comprueba por ∈-inducción en W ). Por lo
tanto,

H(κ) ⊨ ϕ[x1, . . . , xn]→ H(κ) ⊨ ϕ[i(x1), . . . , i(xn)]→ N ⊨ ϕ[x1, . . . , xn],

pero ϕ es de la forma ϕ =
∨
xψ, donde ψ es ∆0 y lo que tenemos es que∨

x ∈ N N ⊨ ψ[x, x1, . . . , xn]. Como ψ es ∆0 es absoluta, luego∨
x ∈ H(µ) H(µ) ⊨ ψ[x, x1, . . . , xn],

luego H(µ) ⊨ ϕ[x1, . . . , xn], como había que probar.



52 Capítulo 2. Modelos de ZF

Para probar que H(κ) cumple el axioma de ∆0-recolección tomamos una
fórmula ψ(u, v, x1, . . . , xn) ∈ Form(L) de clase ∆0 y fijamos unos conjuntos
x1, . . . , xn, x ∈ H(κ) tales que∧

u ∈ x
∨
v ∈ H(κ)H(κ) ⊨ ψ[u, v, x1, . . . , xn].

Entonces {(x, x1, . . . , xn)} ∈ H(κ), luego W = ct({(x, x1, . . . , xn)}) cumple
|W | < κ. Como κ es singular, existe un cardinal regular µ < κ tal que |W | < µ
y x, x1, . . . , xn ∈ H(µ), con lo que W ⊂ H(µ).

Fijado u ∈ x, el resultado que hemos probado aplicado a la fórmula ϕ ≡
∨
vψ

nos da que ∨
v ∈ H(µ) H(µ) ⊨ ϕ[u, v, x1, . . . , xn].

De este modo tenemos que∧
u ∈ x

∨
v ∈ H(µ) H(µ) ⊨ ϕ[u, v, x1, . . . , xn].

Como µ es regular, tenemos probado que H(µ) es un modelo de KP, luego, por
el axioma de ∆0-recolección en H(µ) tenemos que∨

y ∈ H(µ)
∧
u ∈ x

∨
v ∈ y H(µ) ⊨ ϕ[u, v, x1, . . . , xn].

Como ϕ es ∆0, esto implica que∨
y ∈ H(κ)

∧
u ∈ x

∨
v ∈ y H(κ) ⊨ ϕ[u, v, x1, . . . , xn],

que es lo que había que probar.

En cuanto al axioma de partes, la situación es la siguiente:

Teorema 2.34 Si κ es un cardinal, el modelo H(κ) cumple el axioma de partes
si y sólo si κ es un cardinal límite fuerte.

Demostración: Que H(κ) cumpla el axioma de partes equivale a que para
todo x ∈ H(κ) se cumpla Px ∩H(κ) ∈ H(κ). Ahora bien, es inmediato que si
x ∈ H(κ) entonces Px ⊂ H(κ), luego la condición es que Px ∈ H(κ).

Así pues, si H(κ) cumple el axioma de partes y µ < κ, entonces µ ∈ H(κ),
luego Pµ ∈ H(κ), luego 2µ = |Pµ| < κ, luego κ es un cardinal límite fuerte.

Recíprocamente, si κ es un límite fuerte y x ∈ H(κ), entonces se cumple que
|ctPx| = |Px| = 2|x| < κ, pues |x| < κ. Por lo tanto Px ∈ H(κ).

Los dos teoremas anteriores nos dan que si κ es un cardinal inaccesible
entonces H(κ) ⊨ ZFC (cosa que ya sabíamos indirectamente porque en tal caso
H(κ) = Vκ). También hemos visto que H(ℵ0) ⊨ ZFC−AI.

Terminamos con una propiedad destacable de los modelos H(κ):

Teorema 2.35 Si κ es un cardinal no numerable, las fórmulas Σ1 son absolutas
para H(κ).
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Demostración: Sea
∨
xϕ(x, x1, . . . , xn) una fórmula Σ1, donde ϕ es ∆0

y fijemos x1, . . . , xn ∈ H(κ) tales que
∨
xϕ(x, x1, . . . , xn). Por el teorema de

reflexión 2.16 existe un λ > κ tal que
∨
xϕ es absoluta para Vλ, de modo que

existe un x ∈ Vλ tal que ϕVλ(x, x1, . . . , xn).
Sea A = ct(x1, . . . , xn)∪ {x1, . . . , xn} ⊂ H(κ), luego |A| < κ. Consideremos

el núcleo de Skolem N = N(A) ≺ Vλ, de modo que A ⊂ N y |N | < κ (aquí
usamos que κ es no numerable). Por ser un submodelo elemental, existe un
x ∈ N tal que ϕN (x, x1, . . . , xn). Sea π : N −→ M el colapso transitivo de N ,
que es un isomorfismo de modelos, y claramente π(xi) = xi. Por lo tanto existe
un x ∈ M tal que ϕ(x, x1, . . . , xn) (no es necesario relativizar ϕ porque es ∆0,
luego absoluta para modelos transitivos).

ComoM es transitivo y |M | < κ, se cumple queM ⊂ H(κ), luego concluimos
que

∨
x ∈ H(κ) ϕ(x, x1, . . . , xn) o, lo que es lo mismo, (

∨
xϕ(x, x1, . . . , xn))

H(κ).
Esto prueba que

∨
xϕ es absoluta hacia abajo, y que es absoluta hacia arriba

es trivial.

2.6 La parte bien fundada de un modelo
En esta sección trabajamos en ZF y consideramos un modelo (M,R) de

KP. Si M es una clase propia esto debe entenderse como que todos los teore-
mas que vamos a probar se cumplirán si (M,R) satisface una cantidad finita
suficientemente grande de axiomas de KP, mientras que si M es un conjunto
podemos suponer, alternativamente, que (M,R) ⊨ KP en el sentido de la teoría
de modelos.

Como KP incluye el axioma de extensionalidad, en particular tenemos que
la relación R es extensional en M y, en caso de que M sea una clase propia,
supondremos también que es conjuntista, es decir, que para cada a ∈ M , la
extensión

eM (a) = {b ∈M | bR a}

es un conjunto. En cambio, no suponemos que R este bien fundada. Lo que
vamos a probar es que en M podemos distinguir una “parte bien fundada”
susceptible de ser colapsada a un modelo transitivo.

Puesto que en KP se demuestra que todo conjunto tiene clausura transitiva,
podemos definir ctM :M −→ PM dada por

ctM (x) = eM (ctMR(x)).

Observemos que si M es una clase propia ctM (x) es un conjunto porque estamos
suponiendo que R es conjuntista. En caso contrario ct no estaría bien definida.
Además, como

(M,R) ⊨
∧
x ctx es transitiva

se cumple que si uR v ∧ v ∈ ctM (a), entonces u ∈ ctM (a). Igualmente, como

(M,R) ⊨
∧
x ctx = x ∪

⋃
u∈x

ctu,
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resulta que
ctM (a) = eM (a) ∪

⋃
u∈eM (a)

ctM (u).

Diremos que a ∈ M está bien fundado si la relación R está bien fundada
en ctM (a). Llamaremos Mbf ⊂ M al conjunto de los elementos bien fundados
de M .

Observemos que R está bien fundada en Mbf :

Si X ⊂ Mbf es un subconjunto no vacío, tomamos a ∈ X y consideramos
Y = X ∩ ctM (a). Si Y = ∅, entonces a es un R-minimal de X, y en caso
contrario Y tiene un R-minimal b, que también es un R-minimal de X, pues
si existe u ∈ X ∩ eM (b) entonces uR b ∈ ctM (a), luego u ∈ ctM (a), luego
u ∈ Y ∩ eM (b), contradicción.

Conviene caracterizar como sigue los elementos de Mbf :

Si x ∈M , las afirmaciones siguientes son equivalentes:

a) x ∈Mbf ,

b) eM (x) ⊂Mbf ,

c) ctM (x) ⊂Mbf .

Si se cumplen estas afirmaciones, eM (x) = eM̄bf
(x).

En efecto: a) ⇒ b) Si u ∈ eM (x), entonces ctM (u) ⊂ ctM (x) y, como R
está bien fundada en ctM (x), también lo está en ctM (u), luego u ∈ Mbf y en
particular u ∈ eM̄bf

(x). Con esto hemos probado que eM (x) ⊂ eM̄bf
(x), y la

inclusión opuesta es obvia.

b) ⇒ c) Si u ∈ eM (x), tenemos que R está bien fundada en ctM (u), luego si
v ∈ ctM (u), como ctM (v) ⊂ ctM (u), resulta que R también está bien fundada
en ctM (v), luego v ∈Mbf , luego ctM (u) ⊂Mbv, luego

ctM (x) = eM (x) ∪
⋃

u∈eM (x)

ctM (u) ⊂Mbf .

c)⇒ a) Como R está bien fundada en Mbf , también lo está en ctM (x), luego
x ∈Mbf .

Resulta, pues, que R es una relación extensional, conjuntista y bien fundada
sobre Mbf , lo que nos permite formar su colapso transitivo:

Definición 2.36 En las condiciones anteriores, llamaremos parte bien fundada
de M al colapso transitivo Mbf de Mbf . Llamaremos i :Mbf −→M a la inversa
de la función colapsante.

Así i : Mbf −→ (Mbf , R) es un isomorfismo de modelos. Si la consideramos
como aplicación en M , entonces es claro que es inyectiva y que∧

uv ∈Mbf (u ∈ v ↔ i(u)R i(v)).
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Expresaremos esto diciendo que i es una inmersión de modelos. Si M (y por
consiguiente Mbf) es un conjunto, entonces i es ciertamente una inmersión (no
necesariamente elemental) en el sentido de [TC 10.17].

Observemos ahora que i es ∆0-elemental, en el sentido de que si ϕ(x1, . . . , xn)
es una fórmula ∆0, entonces∧

x1 · · ·xn ∈Mbf(ϕ
Mbf (x1, . . . , xn)↔ ϕMR(i(x1), . . . , i(xn))).

En efecto, lo que sabemos en principio es que ϕMbf (x1, . . . , xn) es equivalente
a ϕMbfR(i(x1), . . . , i(xn)), y basta probar que (para fórmulas ∆0) se cumple∧

x1 · · ·xn ∈Mbf (ϕ
MbfR(x1, . . . , xn)↔ ϕMR(x1, . . . , xn)).

En efecto, si ϕ ≡ x = y o ϕ ≡ x ∈ y es trivial, si vale para ϕ y ψ, es
fácil ver que vale para ¬ϕ y ϕ → ψ. El único caso no trivial se da cuando
ϕ ≡

∧
x ∈ xi ψ(x, x1, . . . , xn). Por hipótesis de inducción∧
xx1 · · ·xn ∈Mbf (ψ

MbfR(x, x1, . . . , xn)↔ ψMR(x, x1, . . . , xn)),

de donde∧
x1 · · ·xn ∈Mbf (

∧
x ∈Mbf(xRxi → ψMbfR(x, x1, . . . , xn))

↔
∧
x ∈Mbf(xRxi → ψMR(x, x1, . . . , xn))).

Ahora bien, si x ∈ M cumple xRxi, es decir, x ∈ eM (xi), con xi ∈ Mbf ,
entonces x ∈Mbf , luego la fórmula anterior equivale a∧

x1 · · ·xn ∈Mbf (
∧
x ∈Mbf(xRxi → ψMbfR(x, x1, . . . , xn))

↔
∧
x ∈M (xRxi → ψMR(x, x1, . . . , xn))),

que es lo mismo que∧
x1 · · ·xn ∈Mbf (ϕ

MbfR(x1, . . . , xn)↔ ϕMR(x1, . . . , xn)).

En realidad, para considerar a Mbf o Mbf como modelos de L necesitamos
garantizar que no son vacíos, pero esto es inmediato: teniendo en cuenta que
(M,R) ⊨

∨
x
∧
uu /∈ x, vemos que existe un x ∈ M tal que eM (x) = ∅, luego

x ∈Mbf y su colapso transitivo es ∅ ∈Mbf .

Más aún, tenemos que

(M,R) ⊨
∧
x
∨
y
∧
u (u ∈ y ↔ u ∈ x ∨ u = x),

pues la sentencia es un teorema de KP, luego, para cada x ∈ M existe un
y ∈ M tal que eM (y) = eM (x) ∪ {x}. En particular, si x ∈ Mbf tenemos que
eM (y) ⊂Mbf , luego y ∈Mbf . Esto prueba que

(Mbf , R) ⊨
∧
x
∨
y
∧
u (u ∈ y ↔ u ∈ x ∨ u = x),
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luego lo mismo vale para el modelo isomorfo Mbf , y esto significa que∧
x ∈Mbf x ∪ {x} ∈Mbf .

En particular, una simple inducción prueba ahora que ω ⊂ Mbf . Más en
general, consideremos el conjunto

ΩM = {x ∈M | x es un ordinalMR}.

Como la fórmula “x es un ordinal” es ∆0, tenemos que

ΩM ∩Mbf = {x ∈Mbf | x es un ordinalMbfR}

y

ΩMbf = i−1[ΩM ∩Mbf ] = {x ∈Mbf | x es un ordinalMbf} =Mbf ∩ Ω = ΩMbf .

Claramente entonces, ΩMbf = Ω o bien ΩMbf es un ordinal límite (pues hemos
probado que si α ∈ ΩMbf entonces α ∪ {α} ∈ ΩMbf ).

El hecho de que en KP pueda probarse que la clase Ω está bien ordenada
por la relación α ≤ β ↔ α ∈ β ∨ α = β se traduce en que el conjunto ΩM

está totalmente ordenado por la relación α ≤R β ↔ αRβ ∨ α = β, si bien no
podemos garantizar que ≤R sea un buen orden, pues un subconjunto no vacío
de ΩM no tiene por qué ser la extensión de un elemento de M , luego no tiene
por qué tener mínimo elemento.

Ahora usamos que

(M,R) ⊨
∧
x

1∨
α ∈ Ω α = rang(x),

lo que nos permite definir la función rangRM :M −→ ΩM dada por

rangRM (x) = rangMR(x).

Más precisamente, tenemos que

(M,R) ⊨
∧
xα(α ∈ rang(x)↔

∨
u ∈ x α ∈ rang(u) + 1),

lo cual se traduce en que

eM (rangRM (x)) =
⋃

u∈eM (x)

(eM (rangRM (u)) ∪ {rangRM (u)}).

De aquí deducimos primero que si x ∈ Mbf , entonces rangRM (x) ∈ Mbf .
Lo probamos por inducción sobre R, es decir, lo suponemos cierto para los
elementos de eM (x) y hemos de probarlo para x. Así, en la fórmula anterior,
por hipótesis de inducción tenemos que rangRM (u) ∈Mbf , de donde resulta que
eM (rangRM (x)) ⊂Mbf , luego rangRM (x) ∈Mbf .
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Por lo tanto, si x ∈Mbf tenemos que rangRM (i(x)) ∈Mbf ∩ΩM , luego existe
un único r(x) ∈ ΩMbf tal que rangRM (i(x)) = i(r(x)). En otras palabras, tenemos
una aplicación r que hace conmutativo el diagrama

Mbf
i //

r

��

M

rangR
M

��
ΩMbf i

// ΩM

En términos de r tenemos que, para todo x ∈Mbf ,

eM (rangRM (i(x))) =
⋃

u∈eM (i(x))

eM (rangRM (u)) ∪ {rangRM (u)},

es decir,

i[r(x)] = eM (i(r(x))) =
⋃
u∈x

eM (rangRM (i(u))) ∪ {rangRM (i(u))}

=
⋃
u∈x

eM (i(r(u))) ∪ {i(r(u))} =
⋃
u∈x

i[r(u)] ∪ {i(r(u))}

=
⋃
u∈x

i[r(u) ∪ {r(u)}] = i

[ ⋃
u∈x

r(u) + 1

]
,

luego
r(x) =

⋃
u∈x

r(u) + 1,

y esto implica que
∧
x ∈ Mbf r(x) = rang(x), luego el diagrama conmutativo

anterior se reduce a
Mbf

i //

rang
��

M

rangR
M

��
ΩMbf i

// ΩM

Ahora podemos probar que un elemento de M está bien fundado si y sólo si
lo está su rango:

Mbf = {x ∈M | rangRM (x) ∈Mbf}.

En efecto, una inclusión ya la tenemos probada y, si rangRM (x) ∈ Mbf , ob-
servamos que9

(M,R) ⊨
∧
ux(u ∈ ctx→ rangu < rangx),

luego
∧
u ∈ ctM (x) rangRM (u) ∈ eM (rangRM (x)), luego∧

u ∈ ctM (x) rangRM (u) ∈Mbf .

9En efecto, basta observar que el conjunto {u ∈ ctx | rangu < rangx} es transitivo y
contiene a x, luego es ctx.
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Si X ⊂ ctM (x) es un conjunto no vacío, entonces Y = rangRM [X] ⊂ Mbf

es un conjunto no vacío, luego tiene un elemento R-minimal, que será de la
forma a = rangRM (u) para un cierto u ∈ X. Este u es un R-minimal de X, pues
si existe v ∈ X tal que v Ru, entonces r = rangRM (v) cumple r ∈ Y y r R a,
contradicción. Esto prueba que R está bien fundada en ctM (x), luego x ∈Mbf .

En particular, el modelo M está bien fundado, es decir, M =Mbf , si y sólo
si i[ΩMbf ] = ΩM ∩Mbf = ΩM , es decir, si y sólo si todos los ordinales de M están
bien fundados.

El teorema siguiente es una de las razones por las que tiene interés la teoría
KP al estudiar modelos de teorías de conjuntos:

Teorema 2.37 Si (M,R) es un modelo de KP en el que la relación R es con-
juntista, entonces su parte bien fundada Mbf es un modelo transitivo de KP.

Demostración: En primer lugar, Mbf cumple el axioma de extensionalidad
simplemente por ser transitivo, y por el mismo motivo cumple el axioma de
regularidad de KP. En efecto, dada cualquier fórmula ϕ(u, x1, . . . , xn), se trata
de probar que∧
x1 · · ·xn ∈Mbf(

∨
u ∈Mbf ϕ

Mbf (u)→
∨
u ∈Mbf(ϕ(u) ∧

∧
v ∈ u¬ϕMbf (v))).

Para probarlo basta considerar el conjunto A = {x ∈Mbf | ϕMbf (x)} ̸= ∅ y
tomar un u ∈ A de rango mínimo.

El axioma del par y el de la unión se traspasan fácilmente de M a Mbf .
Comprobamos el caso de la unión y dejamos al lector el del par, que es más
fácil. Dado x ∈Mbf , tenemos que∨

y ∈M
∧
u ∈M(uR y ↔

∨
v (v R i(x) ∧ uR v)).

Teniendo en cuenta que e(i(x)) = i[x], esto equivale a que existe y ∈M tal que

eM (y) =
⋃
v∈x

eM (i(v)) =
⋃
v∈x

i[v] = i

[ ⋃
v∈x

v

]
.

Esto implica que y ∈Mbf , luego y = i(y′), para un y′ ∈Mbf tal que

i[y′] = i

[ ⋃
v∈x

v

]
,

luego y′ =
⋃
v∈x

v ∈Mbf .

También es fácil demostrar el axioma de ∆0-especificación: dados conjuntos
x1, . . . , xn, x ∈ Mbf y una fórmula ϕ(u, x0, . . . , xn) de clase ∆0, tenemos que
existe un y ∈M tal que∧

u ∈M(uR y ↔ uR i(x) ∧ ϕMR(u, i(x1), . . . , i(xn)))
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con lo que eM (y) ⊂ eM (i(x)) ⊂ Mbf , luego y ∈ Mbf , luego y = i(y′) para un
cierto y′ ∈Mbf tal que∧

u ∈M(u ∈ i(y′)↔ u ∈ i(x) ∧ ϕ(u, i(x1), . . . , i(xn)))MR.

En particular, para todo u ∈Mbf tenemos que

(i(u) ∈ i(y′)↔ u ∈ i(x) ∧ ϕ(u, i(x1), . . . , i(xn)))MR.

Y, como hemos visto que i es ∆0-elemental, esto implica que

(u ∈ y′ ↔ u ∈ x ∧ ϕ(u, x1, . . . , xn))Mbf .

Así pues,

Mbf ⊨
∧
x
∨
y
∧
u(u ∈ y ↔ (u ∈ x ∧ ϕ(u, x1, . . . , xn))),

que es el axioma de ∆0-especificación.

El único axioma de KP para el que la transferencia no es trivial es el de
∆0-recolección. Para probarlo fijamos una fórmula ϕ(u, v, x1, . . . , xn) de clase
∆0 y conjuntos x, x1, . . . , xn ∈Mbf y suponemos que∧

u ∈ x
∨
v ∈Mbf ϕ(u, v, x1, . . . , xn).

Podemos suponer que M ̸= Mbf o de lo contrario el resultado es trivial.
Según hemos visto, esto implica que ΩM ̸= i[ΩMbf ], luego existe α ∈ ΩM \ i[ΩMbf ].

Para cada u ∈ x existe un v ∈Mbf tal que ϕMbf (u, v, x1, . . . , xn). Como i es
∆0-elemental, ϕMR(i(u), i(v), i(x1), . . . , i(xn)).

Por otra parte, rangRM (i(v))Rα, porque en caso contrario tendría que ser
rangRM (i(v)) = α o bien αR rangRM (i(v)), y en ambos casos concluiríamos que
α ∈ i[ΩMbf ]. Por consiguiente tenemos

(
∧
u ∈ i(x)

∨
v (ϕ(u, v, i(x1), . . . , i(xn)) ∧ rang(v) < α))MR.

Pero la fórmula rang(v) < α es ∆KP
1 , ya que

rang(v) < α↔
∨
y(y = rang(v) ∧ y ∈ α)↔

∧
y(y = rang(v)→ y ∈ α).

Como (M,R) verifica el teorema de ∆1-recolección, existe un y ∈M tal que

(
∧
u ∈ i(x)

∨
v ∈ y (ϕ(u, v, i(x1), . . . , i(xn)) ∧ rang(v) < α))MR.

Ahora usamos que M satisface el teorema de ∆1-especificación, por lo que
existe un a ∈M tal que

(
∧
β (β ∈ a↔ β ∈ α+ 1 ∧∧

u ∈ i(x)
∨
v ∈ y(ϕ(u, v, i(x1), . . . , i(xn)) ∧ rang(v) < β)))MR.
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Como M satisface el axioma de regularidad, el conjunto a tiene un mínimo
elemento, es decir, existe un α0 ∈M (más concretamente, α0 ∈ ΩM ) tal que

(α0 ∈ a ∧
∧
β ∈ α0 β /∈ a)MR.

Veamos que eM (α0) ⊂ Mbf . En efecto, si β Rα0 no fuera estándar (no
estuviera bien fundado), entonces

(
∧
u ∈ i(x)

∨
v ∈ y (ϕ(u, v, i(x1), . . . , i(xn)) ∧ rang(v) < β))MR,

pues antes hemos probado esto mismo para α usando tan sólo que α es un ordinal
no estándar, luego lo mismo vale para β. Además β Rα0 ∧ α0Rα implica que
β Rα, pues R es transitiva sobre los elementos de ΩM . Esto implica que β Ra,
en contradicción con la minimalidad de α0.

Por consiguiente α0 ∈Mbf , luego α0 = i(α1), para un cierto α1 ∈ ΩMbf . Así

(
∧
u ∈ i(x)

∨
v ∈ y (ϕ(u, v, i(x1), . . . , i(xn)) ∧ rang(v) < i(α1)))

MR.

De nuevo por ∆1-especificación existe un z ∈M tal que

(
∧
v (v ∈ z ↔ v ∈ y ∧ rang(v) < i(α1)))

MR.

Esto implica que (rang(z) ≤ i(α1))
MR, luego rangRM (z) ∈ Mbf , con lo que

z ∈Mbf , luego z = i(z′), para cierto z′ ∈Mbf . En total

(
∧
u ∈ i(x)

∨
v ∈ i(z′)ϕ(u, v, i(x1), . . . , i(xn)))MR,

pero esta fórmula es de clase ∆0, luego

(
∧
u ∈ x

∨
v ∈ z′ ϕ(u, v, x1, . . . , xn))Mbf ,

o también ∨
y ∈Mbf

∧
u ∈ x

∨
v ∈ y ϕ(u, v, x1, . . . , xn),

que es lo que había que probar.

Si el modelo de partida M es un conjunto, la demostración puede modificarse
trivialmente para probar que Mbf ⊨ KP en el sentido de la teoría de modelos.

Así pues, KP tiene la notable propiedad de que se conserva al restringir un
modelo no necesariamente bien fundado a su parte bien fundada, propiedad que
no tiene ZFC. Si partimos de un modelo de ZFC podemos obtener un poco más:

Teorema 2.38 Si (M,R) es un modelo de ZF en el que la relación R es con-
juntista, entonces Mbf es un modelo transitivo de KP que además cumple el
axioma de los rangos: ∧

α
∨
a
∧
x(x ∈ a↔ rangx < α),

y en particular el axioma de partes. Si (M,R) cumple el axioma de elección, lo
mismo le sucede a Mbf .
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Demostración: Observemos que el axioma de los rangos afirma simple-
mente que las clases Vα son conjuntos. Añadido a KP, permite demostrar el
axioma de partes AP, pues si x es un conjunto y rangx = α, entonces todo
u ⊂ x cumple u ⊂ Vα, luego

Px = {u ∈ Vα+1 | u ⊂ x}

es un conjunto por ∆0-especificación.

En realidad vamos a probar que si (M,R) es un modelo de KP más el axioma
de los rangos, lo mismo vale para Mbf . En efecto, si α ∈ Mbf ∩ Ω, entonces
i(α) ∈ ΩM , luego por el axioma de los rangos en (M,R) existe un A ∈ M tal
que

eM (A) = {x ∈M | rangRM (x) < i(α)}.

Ahora bien, rangRM (x) < i(α) implica que rangRM (x) ∈Mbf , luego x ∈Mbf .
Por lo tanto, eM (A) ⊂ Mbf , luego A ∈ Mbf , luego A = i(A), para cierto
A ∈Mbf . Así, para todo x ∈Mbf ,

x ∈ A↔ i(x) ∈ A↔ rangRM (i(x)) < i(α)↔ rangx < α,

lo que prueba que Mbf cumple el axioma de los rangos, y en particular el axioma
de partes.

Si M cumple AE, dado X ∈Mbf , sea S ∈M tal que

(S es un buen orden en i(X))MR.

Entonces eM (S) ⊂ i(X×X), luego S ∈Mbf , luego existe un S ∈Mbf tal que
S = i(S). Observemos ahora que “S es un buen orden en X” es una propiedad
Π1, es decir, de la forma

∧
uϕ(u, S,X), donde ϕ es ∆0.

Tenemos
∧
u ∈M ϕMR(u, i(S), i(X)), luego en particular∧

u ∈Mbf ϕ
MR(i(u), i(S), i(X))

y, como i es ∆0 elemental,
∧
u ∈ Mbf ϕ(u, S,X), lo que significa que (S es un

buen orden en X)Mbf , y esto implica claramente AEMbf .

Más delicado es el caso del axioma de infinitud. En general, la parte bien
fundada de un modelo de ZFC no tiene por qué cumplirlo. El axioma de infinitud
en Mbf equivale a que ω ∈ ΩMbf y lo más que podemos hacer es reformular esta
condición, para lo cual definimos

ωM = {x ∈M | x es un número naturalMR}.

Como la fórmula “x es un número natural” es ∆0 e i es ∆0-elemental, tenemos
que i[ω] ⊂ ωM ⊂ ΩM .

Definición 2.39 Un modelo (M,R) de KP es un modelo ω si i[ω] = ωM , es
decir, si todos sus números naturales son estándar.
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Obviamente, todo modelo bien fundado (en particular, todo modelo tran-
sitivo) es un modelo ω. Observemos que si M no es un modelo ω, entonces
ΩMbf = ω, pues si ω ∈ ΩMbf , entonces, como la fórmula

ϕ(x) ≡ x ∈ Ω ∧ 0 ∈ x ∧
∧
n ∈ x n+ 1 ∈ x

es ∆0 y ϕMbf (ω), concluimos que ϕMR(i(ω)). Pero

(M,R) ⊨
∧
x (ϕ(x)→

∧
n (n es un número natural→ n ∈ x),

pues la sentencia es un teorema de KP, luego ωM ⊂ eM (i(ω)) = i[ω], contradic-
ción.

Así pues, para que Mbf pueda cumplir AI es necesario que M sea un mo-
delo ω. La condición es claramente suficiente (siempre y cuando M satisfaga
AI, por supuesto):

Teorema 2.40 Si (M,R) es un modelo ω de KP + AI, entonces Mbf es un
modelo transitivo de KP + AI.

Demostración: Que M satisfaga AI equivale a que existe un w ∈ M tal
que eM (w) = ωM . Como ωM = i[ω], resulta que eM (w) ⊂Mbf , luego w ∈Mbf ,
luego existe un ordinal α ∈ ΩMbf tal que i(α) = w, luego

i[α] = eM (i(α)) = eM (w) = i[ω],

luego ω = α ∈ ΩMbf , luego Mbf ⊨ AI.

Así pues, si (M,R) es un modelo ω de ZFC, podemos asegurar que su parte
bien fundada Mbf satisface KP más los axiomas de infinitud, partes y elección
(y, de hecho, satisface también el axioma de los rangos).

Nota Por el segundo teorema de incompletitud de Gödel, de la existencia de
un modelo de ZFC no puede deducirse la existencia de un modelo ω de ZFC
(salvo que ZFC + Consis ZFC sea contradictorio). Esbozamos la prueba: si es
consistente ZFC + Consis ZFC, también lo es

ZFC + Consis ZFC + ¬Consis(ZFC + Consis ZFC)

y en esta teoría existe un modelo (M,R) de ZFC, pero no existen modelos de
ZFC + Consis ZFC, luego en todo modelo de ZFC se cumple ¬Consis ZFC,
y eso implica que no es un modelo ω. Por lo tanto, si en esta teoría no puede
construirse un modelo ω de ZFC a partir de un modelo de ZFC, en ZFC tampoco.



Capítulo III

Constructibilidad

Aquí presentaremos la clase L de los conjuntos constructibles, el modelo in-
terno de ZFC con el que Gödel demostró la consistencia del axioma de elección y
de la hipótesis del continuo generalizada, aunque la importancia de este modelo,
tanto desde un punto de vista teórico como a la hora de obtener más pruebas
de consistencia, va mucho más allá de estos resultados.

El hecho de que, a partir de los axiomas de ZFC, no pueda concretarse el
cardinal de Pω, o que no pueda demostrarse que existe un buen orden en Pω sin
la ayuda de AE, son dos consecuencias de que, en realidad, el operador Px carece
de un significado específico. Por mucho que podamos decir que “conocemos bien”
un conjunto x, como es el caso de ω, no por ello podemos decir que sepamos
qué contiene Px. La expresión “todos los subconjuntos de x” es una expresión
hueca y sólo adquiere un significado concreto si postulamos la existencia de una
clase universal V y entendemos que Px está formada por los elementos de V
que tienen la propiedad de estar contenidos en x, pero no es x, sino V , quien
determina Px.

Esto hace que, aunque a primera vista, la jerarquía regular

V0 = ∅, Vα+1 = PVα, Vλ =
⋃
δ<λ

Vδ, V =
⋃
α∈Ω

Vα

“determina” la clase de todos los conjuntos, en el sentido de que “construye” la
totalidad de los conjuntos a partir del conjunto vacío, esto es una mera aparien-
cia. En realidad lo es por un doble motivo. En primer lugar, porque presupone
ya la clase Ω de todos los ordinales, pero también porque, aunque los primeros
niveles de la jerarquía, hasta Vω inclusive, están completamente determinados,
ya no podemos decir lo mismo de Vω+1 = PVω. No podemos considerar como
una “auténtica definición” que Vα+1 contiene todos los conjuntos formados por
elementos “ya construidos”, es decir, elementos de Vα, porque lo de “todos los
conjuntos” no significa nada si no es en relación a una clase V previamente
fijada. Así, no construimos V a partir de los Vα, sino que estamos haciendo
referencia a V para construir cada nivel Vα+1.

63
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Pese a ello, la jerarquía regular impone una cierta estructura a la clase
universal, una estructura que no tendría por qué tener en ausencia del axioma
de regularidad. La idea de Gödel es imponer una estructura “más fina” mediante
una jerarquía alternativa:

L0 = ∅, Lα+1 = PDLα, Lλ =
⋃
δ<λ

Lδ, L =
⋃
α∈Ω

Lα,

en la que la diferencia es la forma en que se pasa de cada Lα a Lα+1. En lugar
de considerar “todos” los subconjuntos de Lα (lo que implícitamente supone
conocer ya V para especificar los subconjuntos de Lα) definimos Lα+1 como el
conjunto de “partes definibles” de Lα, que consiste en todos los subconjuntos que
pueden especificarse a partir de Lα mediante una fórmula que no haga referencia
a nada externo a Lα. En general, el conjunto PDX de las partes definibles de
un conjunto X está formado por todos los conjuntos de la forma

{u ∈ X | X ⊨ ϕ[u, x1, . . . , xn]},

donde n ∈ ω, ϕ ∈ Form(Ltc) y x1, . . . , xn ∈ X. Notemos que, al usar ⊨, las
variables ligadas de ϕ se interpretan recorriendo únicamente los elementos de
X, luego para especificar de este modo un subconjunto de X no es necesario
conocer nada externo a X, y los conjuntos así definidos son los que son, uno
para cada fórmula ϕ y cada elección de parámetros en X (sin perjuicio de que un
mismo conjunto admita definiciones distintas), por lo que sí que podemos decir
que, por ejemplo, PDω o PDLω son conjuntos perfectamente determinados.

La clase L construida de este modo es la clase de los conjuntos constructibles,
y demostraremos que es un modelo de ZFC más el axioma de constructibilidad
V = L, de modo que, si ZF es consistente, también lo es añadir como axioma
que todo conjunto es constructible, y ello supone precisar un poco más lo que
entendemos por conjunto. Seguimos sin poder decir que la jerarquía construc-
tible determina unívocamente unos objetos a los que llamar “conjuntos”, pero
ahora ello se debe a que haría falta precisar de algún modo (y no es posible
hacerlo) qué hay que entender por Lω1

, pero no tenemos ninguna descripción
“tangible” de los ordinales que hay que recorrer hasta llegar a ω1. Sin embargo,
como veremos, la precisión que supone restringir el concepto indeterminado de
“conjunto” por el mejor precisado de “conjunto constructible” es suficiente para
demostrar el axioma de elección y la hipótesis del continuo generalizada.

3.1 Definibilidad

Dedicamos esta primera sección a introducir y estudiar el concepto de “partes
definibles” del que acabamos de hablar. Es importante que cuanto vamos a hacer
aquí se puede formalizar en KPI o, alternativamente, en ZF−AP.

Tal y como hemos explicado, queremos que las partes definibles de un con-
junto X sean sus subconjuntos definibles mediante una fórmula (con posibles
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parámetros) sin hacer referencia a nada externo a X. Sin embargo, conviene tra-
bajar en un contexto ligeramente más general que nos permita, opcionalmente,
tener en cuenta alguna información “externa” a X.

Para ello vamos a considerar el lenguaje formal L+
tc que resulta de añadirle

a Ltc un relator monádico R, de modo que un modelo natural de Ltc vendrá
determinado por un par de conjuntos (X,A), donde X es el universo del modelo
y el relator R se interpreta como la pertenencia a A. No exigimos que A ⊂ X,
pero lo cierto es que (X,A) y (X,X ∩A) determinan el mismo modelo de L+

tc.

Es inmediato que la relaciónM ⊨ ϕ[s] que hemos considerado en los capítulos
anteriores, donde ϕ ∈ Formn(Ltc) y s ∈ Mn, se puede modificar trivialmente
para convertirla en (X,A) ⊨ ϕ[s], donde ahora la fórmula ϕ puede incorporar
el nuevo relator R, y todo lo dicho vale igualmente (como que se trata de una
fórmula ∆1).

Relaciones definibles Definimos las relaciones definibles en un conjunto X
respecto de un conjunto A como las relaciones de la forma1

S(X,A, n, ϕ) = {s ∈ Xn | (X,A) ⊨ ϕ[s]},

donde n ∈ ω y ϕ ∈ Formn(L+
tc) es una fórmula de L+

tc cuyas variables libres
están entre x0, . . . , xn−1. A su vez definimos2

DfA(X,n) = {S(X,A, n, ϕ) | ϕ ∈ Formn(L+
tc)}.

Abreviaremos Df(X,n) ≡ Df∅(X,n).

Si estuviéramos trabajando en ZF, podríamos justificar la existencia de
DfA(X,n) por especificación a partir de PXn, pero en ZF−AP podemos usar
el axioma de reemplazo, que nos da, de hecho, una aplicación suprayectiva
Formn(L+

tc) −→ DfA(X,n).

Esto vale también en KPI por Σ1-reemplazo, ya que

S = S(X,A, n, ϕ)↔ (n ∈ ω ∧ ϕ ∈ Formn(L+
tc) ∧

∨
Z(Z = Xn ∧ S ⊂ Z ∧∧

s ∈ Z(s ∈ S ↔ (X,A) ⊨ ϕ[s]))) ∨ ((n /∈ ω ∨ ϕ /∈ Formn(L+
tc)) ∧ S = ∅)

es una fórmula Σ1.

Más aún, el término DfA(X,n) es ∆1, tanto en KPI como en ZF−AP, pues

Y = DfA(X,n)↔ n ∈ ω ∧
∨
H (H = HX,A ∧

∧
S ∈ Y

∨
α ∈ ω<ω(

S ⊂ X<ω ∧ α ∈ Formn(L+
tc) ∧

∧
s ∈ X<ω(s ∈ S ↔ ℓ(s) = n ∧ H(α, s) = 1)

∧
∧
α ∈ ω<ω(α ∈ Formn(L+

tc)→
∨
S ∈ Y

∧
s ∈ X<ω

(s ∈ S ↔ ℓ(s) = n ∧ H(α, s) = 1))).

1En KPI la existencia de S(X,A, n, ϕ) se justifica por ∆1-especificación a partir de Xn.
2Con el convenio de que (∅, A) ⊨ ϕ[s] es trivialmente verdadera, tenemos que

S(∅, A, n, ϕ) = ∅ si n > 0, S(∅, A, 0, ϕ) = {∅},
luego DefA(∅, n) = {∅} para n > 0 y DefA(∅, 0) = {{∅}}.
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Aquí hemos usado la fórmula H = HX,A, que es la análoga a la fórmula
H = HM,R considerada en el teorema 1.3, salvo que eliminamos la relación R
que interpreta al relator de pertenencia y añadimos el conjunto A que interpreta
al relator adicional de L+

tc. Tenemos entonces que la fórmula tras
∨
H es ∆0 en

los parámetros ω, ω<ω, (ω<ω)<ω, X<ω, luego el término DfA(X,n) es Σ1 y, por
consiguiente, ∆1.

El teorema siguiente es ahora inmediato:

Teorema 3.1 Si n es un número natural y ϕ(x0, . . . , xn) es una fórmula me-
tamatemática, y X y A son conjuntos cualesquiera,

{s ∈ Xn+1 | ϕX(s0, . . . , sn)} ∈ DfA(X,n+ 1).

También es claro que DfA(X,n) = DfA∩X(X,n), pues A sólo interviene en
la definición a través del modelo determinado por (X,A), que es el mismo que
el modelo determinado por (X,A ∩X).

Notemos también que la aplicación Formn(L+
tc) −→ DfA(X,n) determinada

por ϕ 7→ S(X,A, n, ϕ) es suprayectiva y prueba que DfA(X,n) es siempre un
subconjunto numerable de Xn.

Partes definibles Ya estamos en condiciones de definir el conjunto de las
partes definibles de un conjunto dado. En primer lugar, dados conjuntos X y
A, un n ∈ ω, un s ∈ Xn y una relación S ∈ DefA(X,n+ 1), definimos

x(X,n, s, S) = {u ∈ X | s ∪ {(n, u)} ∈ S}.

Notemos que la definición es válida en KPI por ∆0-especificación. Por definición
de DefA(X,n), existe una fórmula ϕ ∈ Formn+1(L+

tc) tal que

t ∈ S ↔ (X,A) ⊨ ϕ[t],

luego
x(X,n, s, S) = {u ∈ X | (X,A) ⊨ ϕ[s1, . . . , sn, u]}.

Vemos, pues, que x(X,n, s, S) es el subconjunto de X definido por la fórmula
ϕ que determina la relación S con parámetros s ∈ Xn.

Esto nos lleva a definir el conjunto de las partes definibles de un conjunto X
respecto de un conjunto A como3

PDAX = {x(X,n, s, S) | n ∈ ω ∧ s ∈ Xn ∧ S ∈ DfA(X,n+ 1)}.

Abreviaremos PDX ≡ PD∅X.

Notemos que Df(X,n) y PDX pueden definirse directamente trabajando con
Ltc en lugar de L+

tc y omitiendo toda referencia al conjunto A.

3Con los convenios que hemos adoptado resulta que PD∅ = {∅} = P∅.
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Observemos que en ZF−AP la existencia de PDAX está justificada por el
axioma de reemplazo, que nos da una aplicación suprayectiva⋃

n∈ω
(Xn ×DfA(X,n+ 1)) −→ PDAX.

Lo mismo vale en KPI previa comprobación de que podemos aplicar Σ1-
reemplazo. En efecto, se comprueba sin dificultad que el término

{n} ×Xn ×DfA(X,n+ 1)

es ∆1, lo que permite definir por Σ1-reemplazo el conjunto

{{n} ×Xn ×DfA(X,n+ 1) | n ∈ ω},

cuya unión es el conjunto

D = {(n, s, S) | n ∈ ω ∧ s ∈ Xn ∧ S ∈ DfA(X,n+ 1)}.

Observamos que

y = x(X,n, s, S)↔
∧
u ∈ y(u ∈ X ∧ s ∪ {(n, u)} ∈ S) ∧∧

u ∈ X(s ∪ {(n, u)} ∈ S → u ∈ y}),

de donde se sigue que el término x(M,n, s, S) es ∆1 (aunque no es difícil ver
que en realidad es ∆0). Por consiguiente, podemos aplicar Σ1-reemplazo para
definir

PDAX ≡ {x(X,n, s, A) | (n, s, S) ∈ D}.

Veamos ahora que el término PDAX es ∆1 tanto en KPI como en ZF−AP.
En efecto,

Y = PDAX ↔
∨
H(H = HX,A ∧

∧
y ∈ Y

∨
n ∈ ω

∨
α ∈ ω<ω

∨
s ∈ X<ω

(α ∈ Formn+1(Ltc) ∧ ℓ(s) = n ∧ y ⊂ X ∧∧
u ∈ X(u ∈ y ↔ H(α, s ∪ {(n, u)}) = 1) ∧

∧
n ∈ ω

∧
α ∈ ω<ω

∧
s ∈ X<ω

(α ∈ Formn+1(L+
tc) ∧ ℓ(s) = n→∨

y ∈ Y
∧
u ∈ X(u ∈ y ↔ H(α, s ∪ {(n, u)}) = 1))).

La fórmula tras
∨
H es ∆0 en los parámetros ω, ω<ω, (ω<ω)<ω, X<ω, luego

el término PDAX es Σ1 y, por consiguiente, ∆1.

Es inmediato que los subconjuntos de un conjunto X definibles metamate-
máticamente mediante una fórmula (relativizada a X) están en el conjunto de
partes definibles:

Teorema 3.2 Si ϕ(x0, . . . , xn) es una fórmula metamatemática, X, A son con-
juntos arbitrarios y a1, . . . , an ∈ X, entonces

{u ∈ X | ϕX(u, a1, . . . , an)} ∈ PDA(X).
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También es claro que PDAX = PDA∩MX.

Veamos algunas propiedades adicionales del conjunto de partes definibles:

Teorema 3.3 Sean X y A dos conjuntos cualesquiera. Entonces

a) [X]<ω ⊂ PDAX ⊂ PX.

b) X ∈ PDAX.

c) X ∩A ∈ PDAX.

d) Si X es transitivo, entonces X ⊂ PDAX, luego PDAX es transitivo.

e) Si X es finito entonces PDAX = PX.

f) [ZFC] Si X es infinito, entonces |PDAX| = |X|.

Demostración: a) La inclusión PDAX ⊂ PX es inmediata, aunque cabe
observar que sin suponer AP la clase PX no es necesariamente un conjunto,
mientras que PDAX sí que lo es. Por otra parte, si x ⊂ X es finito, sea s ∈ Xn

una enumeración de x. Entonces

x = {u ∈ X | (X,A) ⊨ [u] = [s(0)] ∨ · · · ∨ [u] = [s(n− 1)]} ∈ PDAX.

b) Por 3.2 tenemos que X = {u ∈ X | u = u} ∈ PDAX.

c) X ∩A = {u ∈ X | (X,A) ⊨ R[u]} ∈ PDAX.

d) Por 3.2, si x ∈ X entonces x = {u ∈ X | u ∈ x} ∈ PDAX.

e) es consecuencia inmediata de a).

f) Por construcción tenemos una aplicación suprayectiva

f :
⋃
n∈ω

(Xn ×DfA(X,n)) −→ PDAX,

la que a cada (s, S) ∈ Xn ×DfA(X,n) le asigna s(X,n, s, S), con lo que

|PDAX| ≤
∑
n∈ω
|Xn||DfA(X,n)| = |X|.

La desigualdad opuesta se sigue de que [X]<ω ⊂ PDAX.

Ejercicio: Probar que PDAX es un álgebra de subconjuntos de X.
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Ordenación de PDAX Sin el axioma de elección, que un conjunto X admita
un buen orden no implica que lo mismo valga para PX. Sin embargo, vamos
a probar a continuación que un buen orden en un conjunto X induce explíci-
tamente un buen orden en PDAX. Este hecho será la clave para demostrar la
consistencia del axioma de elección.

Consideramos en ω<ω el buen orden en el que dos sucesiones se comparan
comparando el primer término en el que difieren, es decir:

s ≤0 t↔ s ⊂ t ∨
∨
i(i ∈ ℓ(s) ∧ i ∈ ℓ(t) ∧

∧
j < i s(j) = t(j) ∧ s(i) < t(i)).

Ciertamente es un buen orden, y la fórmula s ≤0 t es ∆1. De hecho, es ∆0 con
parámetros ω, ω<ω.

Del mismo modo, si ≤ es un buen orden en X, la relación en X<ω dada por

s ≤∗
X t↔ s ⊂ t ∨

∨
i(i ∈ ℓ(s) ∧ i ∈ ℓ(t) ∧

∧
j < i s(j) = t(j) ∧ s(i) < t(i))

es un buen orden, y la fórmula s ≤∗
X t (con cuatro variables libres, s, t, X y ≤)

es ∆0 con parámetros ω y X<ω.

Si ≤ es un buen orden en X, podemos definir un buen orden en PDAX como
sigue:

Para cada y ∈ PDAX, podemos considerar el mínimo α ∈ ω<ω (respecto del
buen orden ≤0) tal que α es una fórmula de L+

tc que define a y con una cierta
sucesión de parámetros s ∈ X<ω. A su vez, podemos considerar el mínimo s
(respecto de ≤∗

X) que define a y mediante la fórmula α. Dados dos elementos
y, z ∈ PDAX, establecemos que y ≤∗∗

X,A z si la mínima fórmula α que define a
y es estrictamente menor que la mínima fórmula que define a β o, en caso de
que sean iguales, si la mínima sucesión de parámetros que define a y es menor
o igual que la mínima sucesión de parámetros que define a z. Es claro que de
este modo obtenemos un buen orden, y sigue siéndolo si hacemos un pequeño
retoque:

Definimos y ≤X,A z como la relación sobre PDAX que sobre los elementos
de X∩PDAX coincide con la relación dada ≤, sobre los elementos de PDAX\X
coincide con la relación y ≤∗∗

X,A z que acabamos de definir y que establece que
cualquier elemento de X∩PDAX es anterior a cualquier elemento de PDAX\X.

El lector no debería necesitar el desarrollo explícito de esta definición (que
sería bastante farragoso) para convencerse de que la fórmula y ≤X,A z (con
cinco variables libres, incluida ≤) es ∆0 en los parámetros

ω, ω<ω, (ω<ω)<ω, X<ω, HX,A, PDAX,

es decir, que cualquiera de las variables necesarias para definirla y que no pueda
acotarse por ninguna otra variable, puede acotarse con uno de estos parámetros.
Por lo tanto, se trata de una fórmula ∆1 (tanto en KPI como en ZF−AP).

Más aún, podemos definir (por ∆1-especificación en el caso de KPI) el con-
junto

≤X,A = {(y, z) ∈ PDAX × PDAX | y ≤X,A z},
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de modo que

R = ≤X,A ↔ R ⊂ PDAX × PDAX ∧
∧
yz ∈ PDAX((y, z) ∈ R↔ y ≤X,A z),

con lo que el término ≤X,A es ∆0 en los mismos parámetros indicados antes y,
por consiguiente, es ∆1. En resumen, tenemos lo siguiente:

Teorema 3.4 Existe un término ≤X,A con tres variables libres, de tipo ∆1, tal
que si (X,≤) es un conjunto transitivo bien ordenado, entonces ≤X,A es un
buen orden en PDAX respecto al cual X es una sección inicial de PDAX.

3.2 La jerarquía constructible
Finalmente podemos definir la clase de los conjuntos constructibles. Es

importante que la construcción es válida en KPI o, al menos, en ZF−AP:

Definición 3.5 Para cada conjunto A definimos la jerarquía de los conjuntos
constructibles respecto de A como la sucesión transfinita dada por

L0[A] = ∅ ∧
∧
α Lα+1[A] = PDALα[A] ∧

∧
λ Lλ[A] =

⋃
δ<λ

Lδ[A].

La clase de los conjuntos constructibles respecto de A es

L[A] =
⋃
α
Lα[A].

En el caso A = ∅ escribiremos simplemente4 Lα = Lα[∅] y L = L[∅].

Notemos que la definición recurrente de L[A] es obviamente correcta en
ZF−AP, pero también en KPI, pues en este caso podemos aplicar el teorema de
Σ1-recursión [LM 12.7] a la función Σ1 dada por

Y = G(α, f)↔ (α = 0 ∧ Y = ∅) ∨
∨
β ∈ α (α = β ∪ {β} ∧ Y = PDAf(β))

∨ (α es un límite ∧ Y =
⋃
δ<α

f(δ)).

Dicho teorema nos garantiza además que la fórmula Y = Lα[A] es Σ1,
luego ∆1. La clase L[A] es Σ1, en el sentido de que lo es la fórmula x ∈ L[A],
pues equivale a

∨
α(α ∈ Ω ∧ x ∈ Lα[A]).

Luego demostraremos que todo esto es válido también en ZF−AP, pero antes
conviene conocer las propiedades básicas de la jerarquía constructible:

Teorema 3.6 Si A es un conjunto arbitrario, se cumple:

a) Lα[A] es un conjunto transitivo.

b) L[A] es una clase transitiva.
4Alternativamente, para definir la clase L podríamos haber definido los conjuntos Df(X,n)

y PDX usando el lenguaje Ltc sin añadirle el relator R y sin mencionar ningún conjunto A.



3.2. La jerarquía constructible 71

c) Si α ≤ β, entonces Lα[A] ⊂ Lβ [A].

d) [Lα[A]]
<ω ⊂ Lα+1[A] ⊂ PLα[A].

e) Lα[A] ∈ Lα+1[A].

f) Lα[A] ⊂ Vα.

g)
∧
n ∈ ω Ln[A] = Vn.

h) Lω[A] = Vω.

i) Lα[A] ∩ Ω = α.

j) Ω ⊂ L[A].

k) Si Ā = A ∩ L[A], entonces5 Lα[A] = Lα[Ā], L[Ā] = L[A] y Ā ∈ L[A].

Demostración: a) Se prueba trivialmente por inducción sobre α teniendo
en cuenta 3.3 d). b) es consecuencia inmediata de a).

c) se prueba por inducción, usando que, como el conjunto Lα[A] es transitivo,
Lα[A] ⊂ PDALα[A] = Lα+1[A], también por 3.3 d).

d) Por 3.3 a).

e) Por 3.3 b).

f) se prueba trivialmente por inducción.

g) Por inducción sobre n. Si es cierto para n, entonces en particular Ln[A]
es finito, luego, por 3.3 e), Ln+1[A] = PDALn[A] = PVn = Vn+1.

h) es consecuencia inmediata de la propiedad anterior.

i) Por inducción sobre α. Es trivialmente cierto para α = 0. Si vale para α,
entonces todo β ∈ Lα+1[A] ∩ Ω cumple β ⊂ Lα[A] ∩ Ω = α, luego β ≤ α. Por
otra parte,

α = {x ∈ Lα[A] | (Lα[A], A) ⊨ [x] es un ordinal} ∈ PDALα[A] = Lα+1[A],

y también α ⊂ Lα[A] ⊂ Lα+1[A], luego Lα+1[A] ∩ Ω = α+ 1. El caso límite es
inmediato.

j) es inmediato a partir de la propiedad anterior.

k) La primera propiedad se demuestra trivialmente por inducción sobre α.
Basta observar que si vale para α, entonces, como A ∩ Lα[A] = Ā ∩ Lα[A],
tenemos que

Lα+1[A] = PDALα[A] = PDĀLα[A] = PDĀLα[Ā] = Lα+1[Ā].

5Notemos que en KPI no podemos probar que exista el conjunto Ā = {x ∈ A | x ∈ L[A]},
pues la fórmula x ∈ L[A] es Σ1, pero no ∆1 y no podemos aplicar ∆1-especificación. Por lo
tanto, la existencia de Ā debe tomarse como hipótesis.
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La igualdad L[Ā] = L[A] es consecuencia inmediata de la propiedad que
acabamos de probar. Para probar que Ā ∈ L[A] usamos que∧

x ∈ Ā
∨
α x ∈ Lα[A].

Como la fórmula x ∈ Lα[A] es Σ1, en KPI podemos usar Σ1-recolección para
concluir que existe un ordinal β tal que∧

x ∈ Ā
∨
α ∈ β x ∈ Lα[A]

o, lo que es lo mismo, Ā ⊂ Lβ [A]. (En ZF podemos asociar a cada x ∈ Ā el
mínimo α tal que x ∈ Lα[A] y aplicar el axioma de reemplazo para llegar a la
misma conclusión.) Finalmente, por 3.3 c),

Ā = Lβ [A] ∩A ∈ PDALβ [A] = Lβ+1[A] ⊂ L[A].

Ya hemos indicado que el término Lα[A] es ∆1 en KPI. El apartado a)
del teorema siguiente prueba lo mismo mediante un argumento general válido
también en ZF−AP. El apartado b) aprovecha las comprobaciones del apartado
precedente para extraer la máxima información posible sobre la complejidad de
la definición de Lα[A]. En esencia, afirma que Lα[A] es ∆0 en un parámetro
contenido en cualquier Lλ[A] posterior, de modo que alguien que “viva” en Lλ[A]
tiene elementos suficientes para reconocer todos los Lα[A] con α < λ. Se trata
de un resultado técnico que el lector puede omitir en una primera lectura.6

Teorema 3.7 Existe una fórmula ϕ(f, Y, α,A) de tipo ∆0, en la que la variable
A sólo aparece en subfórmulas de tipo x ∈ A, de modo que tanto en KPI como
en ZF−AP se demuestra:

a) Y = Lα[A]↔
∨
f ϕ(f, Y, α,A).

b) Si α < λ y λ > ω, entonces Y = Lα[A]↔
∨
f ∈ Lλ[A]ϕ(f, Y, α,A).

Demostración: En la sección precedente hemos visto que

Y = PDAX ↔
∨
H ψ(H,Y,X,A, ω, ω<ω, (ω<ω)<ω, X<ω),

donde ψ es ∆0 y, cuando se cumple esto, necesariamente H = HX,A. También
es fácil ver que A sólo aparece en subfórmulas de tipo x ∈ A (pues sólo se usa
para interpretar el relator adicional de L+

tc como la pertenencia a A). Ahora,

Y = Lα[A]↔
∨
h(h : α+ 1 −→ V ∧ h(0) = ∅ ∧

∧
δ ∈ α h(δ + 1) = PDAh(δ)

∧
∧
λ ∈ Dh h(λ) =

⋃
δ<λ

h(δ) ∧ h(α) = Y ).

6Para seguir los resultados básicos sobre constructibilidad, el lector que no esté familiari-
zado con KPI también puede omitir en una primera lectura incluso el apartado a) del teorema
siguiente, y sustituirlo por la prueba elemental de que el término Lα[A] es absoluto para mo-
delos transitivos de ZF−AP. Esto se demuestra trivialmente por inducción sobre α sin más
que tener en cuenta que el término PDAX es absoluto, pues ya hemos visto que es ∆1.
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La estructura de esta fórmula es la siguiente:

Y = Lα[A]↔
∨
hwcs(w = ω ∧ c = w<ω ∧ s = c<ω ∧ [fórmula ∆0] ∧

∧
δ ∈ α∨

HZ
∨
X ∈ Rh(X = h(δ) ∧ Z = X<ω ∧ ψ(H,h(δ + 1), h(δ), A, s, c, Z))).

La fórmula Z = X<ω es Σ1, y concretamente [LM A.3] es de la forma

Z = X<ω ↔
∨
Pw(w = ω ∧ [fórmula ∆0]),

donde, necesariamente, P = {Xn}n∈ω, luego

Y = Lα[A]↔
∨
hwcs(w = ω ∧ c = w<ω ∧ s = c<ω ∧ [fórmula ∆0] ∧∧

δ ∈ α
∨
HZP ([fórmula ∆0])),

de modo que, si se cumple esto, necesariamente las variables no acotadas son

h = {Lδ[A]}δ≤α, w = ω, c = ω<ω, s = (ω<ω)<ω, H = HLδ[A],A,

Z = Lδ[A]
<ω, P = {Lδ[A]n}n∈ω.

Más aún, la variable Z sólo se ha introducido para acotar variables, por
lo que sólo aparece en la fórmula en cuantificaciones de tipo

∧
x ∈ Z o bien∨

x ∈ Z, las cuales pueden sustituirse por∧
n ∈ w

∧
x ∈ P (n),

∨
n ∈ w

∨
x ∈ P (n),

por lo que podemos eliminar la variable Z y así llegamos a que

Y = Lα[A]↔
∨
hwcs(w = ω ∧ c = w<ω ∧ s = c<ω ∧ [fórmula ∆0] ∧∧

δ ∈ α
∨
HP ([fórmula ∆0])).

La única razón por la que no podemos decir que esta fórmula es Σ1 es la
presencia del cuantificador

∧
δ ∈ α, que nos impide extraer las variables H y P

(en KPI esto no sería un inconveniente). Pero podemos hacer lo siguiente:

Y = Lα[A]↔
∨
hwcsF (w = ω ∧ c = w<ω ∧ s = c<ω ∧ [fórmula ∆0] ∧

F : α −→ V ∧
∧
δ ∈ α

∨
Q ∈ F (δ)

∨
HP ∈ Q(F (δ) = (H,P ) ∧ [fórmula ∆0])),

de modo que

Y = Lα[A]↔
∨
hwcsF (w = ω ∧ c = w<ω ∧ s = c<ω ∧ [fórmula ∆0]),

donde, si se cumple esto, necesariamente

h = {Lδ[A]}δ≤α, w = ω, c = ω<ω, s = (ω<ω)<ω,

F = {(HLδ[A],A, {Lδ[A]n}n∈ω)}δ<α.
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Usando de nuevo la expresión de y = x<ω como fórmula Σ1 esto se reduce a

Y = Lα[A]↔
∨
hwpqF ([fórmula ∆0]),

donde, necesariamente, p = {ωn}n∈ω, q = {(ω<ω)n}n∈ω, lo que a su vez nos da
una expresión de la forma

Y = Lα[A]↔
∨
f([fórmula ∆0]),

donde necesariamente f es

(ω, {ωn}n∈ω, {(ω<ω)n}n∈ω, {Lδ[A]}δ≤α, {HLδ[A],A}δ<α, {{Lδ[A]n}n∈ω}δ<α).

Con esto queda probado el apartado a) y, si llamamos fα a la séxtupla anterior,
para probar b) basta demostrar que si λ > α y λ > ω, entonces fα ∈ Lλ[A].

En primer lugar, observamos que si x, y ∈ Lδ[A], entonces

{x, y} ∈ PDALδ[A] = Lδ+1[A],

luego (x, y) = {{x}, {x, y}} ∈ Lδ+2[A], luego Lλ[A] es cerrado para pares orde-
nados, luego para ternas (x, y, z) = ((x, y), z), y repitiendo el proceso llegamos
a que es cerrado para séxtuplas ordenadas. Por lo tanto, basta comprobar que
las seis componentes están en Lλ[A].

La primera es trivial, pues ω ∈ Lω+1[A] ⊂ Lλ[A].

Para la segunda observamos que ωn ⊂ Lω[A] y es claramente definible, luego
ωn ∈ Lω+1[A], luego (n, ωn) ∈ Lω+3[A], luego {ωn}n∈ω ∈ Lω+4[A] ⊂ Lλ[A].

Para la tercera observamos que (ω<ω)n ⊂ Lω[A], luego (ω<ω)n ∈ Lω+1[A] y
concluimos como en el caso anterior.

Admitamos de momento que {Lδ[A]}δ≤α ∈ Lλ[A] y veamos que también
{{Lδ[A]n}n∈ω}δ<α ∈ Lλ[A].

Sea α < ϵ < λ tal que {Lδ[A]}δ≤α ∈ Lϵ[A]. Por transitividad Lδ[A] ∈ Lϵ[A],
luego n × Lδ[A] ⊂ Lϵ+2[A], luego Lδ[A]

n ⊂ Lϵ+3[A], pues cada elemento de
Lδ[A]

n es un subconjunto finito de Lϵ+2[A]. A su vez

Lδ[A]
n = {s ∈ Lϵ+3[A] | s : n −→ Lδ[A]} ∈ Lϵ+4[A],

porque la fórmula que especifica el subconjunto es ∆0 (con parámetros n y
Lδ[A]), luego equivale a su relativización a Lϵ+3[A]. Esto implica a su vez
que (n,Lδ[A]

n) ∈ Lϵ+6[A], luego {Lδ[A]n}n∈ω ⊂ Lϵ+6[A], pero claramente este
conjunto es definible en Lϵ+6[A] con parámetros Lδ[A] y ω, y así resulta que
{Lδ[A]n}n∈ω ∈ Lϵ+7[A]. A su vez, (δ, {Lδ[A]n}n∈ω) ∈ Lϵ+9[A], luego

{{Lδ[A]n}n∈ω}δ<α ⊂ Lϵ+9[A].

Por último, concluimos que {{Lδ[A]n}n∈ω}δ<α ∈ Lϵ+10[A] porque se trata
de un subconjunto definible de Lϵ+9[A] con parámetros ω, α y {Lδ[A]}δ≤α. En
efecto, informalmente, la definición es:
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{{Lδ[A]n}n∈ω}δ<α es el conjunto de todos los x ∈ Lϵ+9[A] tales que
existen δ, y ∈ Lϵ+9[A] de modo que x = (δ, y), δ ∈ α, y : ω −→ V y,
para cada n ∈ ω, para todo s ∈ Lϵ+9[A] se cumple s ∈ y(n) si y sólo
si s es una aplicación de n en el δ-ésimo elemento de {Lδ[A]}δ≤α.

Ahora sólo falta demostrar que {Lδ[A]}δ≤α, {HLδ[A],A}δ<α ∈ Lλ[A] para
todo α < λ. Realizamos una doble inducción: suponemos que el resultado
es cierto para todo ordinal límite distinto de ω menor que λ, y tenemos que
probarlo para λ, y a su vez suponemos que el resultado es cierto para todo
δ < α, y tenemos que probarlo para α.

El caso α = 0 es trivial. Si vale para α, es decir, si tenemos que

{Lδ[A]}δ≤α, {HLδ[A],A}δ<α ∈ Lλ[A],

entonces, puesto que Lα[A] ∈ Lλ[A], también {(α,Lα[A])} ∈ Lλ[A]. Ahora
bien, es claro que si x, y ∈ Lϵ[A], entonces x ∪ y ∈ Lϵ+1[A], luego concluimos
que

{Lδ[A]}δ≤α+1 = {Lδ[A]}δ≤α ∪ {(α,Lα[A])} ∈ Lλ[A].

Por el mismo argumento, basta probar que HLα[A],A ∈ Lλ[A]. Tenemos que

HLα[A],A : ω<ω × Lα[A]<ω −→ 2.

Sabemos que Lα[A] ∈ Lλ[A], y hemos visto más arriba que esto implica que
{Lα[A]n}n∈ω ∈ Lλ[A], luego Lα[A]<ω ∈ Lλ[A], pues este conjunto es definible
a partir del anterior. Por consiguiente HLα[A],A ⊂ Lϵ[A], para cierto ϵ < λ.
Podemos suponer que Lϵ[A] contiene a ω, ω<ω, (ω<ω)<ω y a Form(L+

tc), que se
especifica mediante una fórmula ∆0 con los parámetros indicados.

Veamos que para toda α ∈ Form(L+
tc) existe un conjunto C ⊂ Form(L+

tc),
cerrado para subfórmulas que contiene a α y de modo la restricción de HLα[A],A

a C × Lα[A]<ω está en Lϵ+1[A]. Lo probamos por inducción sobre la longitud
de α.

Si α es atómica, por ejemplo de tipo Rxi, basta tomar C = {α} y

H = {x ∈ Lϵ[A] | Lϵ[A] ⊨
∨
vk(v ∈ [Lα[A]

<ω] ∧ k ∈ [2] ∧ x = ([α], v, k) ∧

([i] /∈ Dv ∧ k = 1) ∨ ([i] ∈ Dv ∧ (k = 1↔ Rv([i])))} ∈ Lϵ+1[A].

Dejamos al lector los casos xi = xj y xi ∈ xj , similares al que acabamos de ver,
así como los casos α = ¬β y α = β → γ, que son similares al último: α =

∧
xiβ.

Por hipótesis de inducción existe un conjunto C cerrado para subfórmulas
que contiene a β y la restricción H de HLα[A],A a C×Lα[A]<ω está en Lϵ+1[A].
Existe, por tanto, ϕ ∈ Form(L+

tc) y s ∈ Lϵ[A]<ω de modo que

H = {x ∈ Lϵ[A] | Lϵ[A] ⊨ ϕ[x, s]}.
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Sea n el menor natural mayor que los índices de todas las variables libres
en α. Observamos que C ′ = C ∪ {α} es cerrado para subfórmulas y podemos
considerar

H ′ = {x ∈ Lϵ[A] | Lϵ[A] ⊨ ϕ[x, s] ∨
∨
vk(v ∈ [Lα[A]

<ω] ∧ k ∈ [2] ∧

x = ([α], v, k) ∧ ([n] ̸⊂ Dv ∧ k = 1) ∨ ([n] ⊂ Dv ∧
(k = 1↔

∧
aw(a ∈ [Lα[A]] ∧ w = va[i] → ϕ[([β], w, 1), s])))} ∈ Lϵ+1[A],

que es la restricción de HLα[A],A a C ′ × Lα[A]<ω.

Con esto ya podemos probar que HLα[A],A ∈ Lϵ+2[A] ⊂ Lλ[A], pues

HLα[A],A = {x ∈ Lϵ+1[A] | Lϵ+1[A] ⊨
∨
αvk(α ∈ [ω<ω] ∧ v ∈ [Lα[A]

<ω] ∧

k ∈ [2] ∧ ((α /∈ [Form(L+
tc)] ∧ k = [1]) ∨ (α ∈ [Form(L+

tc)] ∧∨
HC(α ∈ C ∧ ΦCLα[A],A ∧ H(α, v) = k))))},

donde ΦCLα[A],A es la fórmula ∆0 dada por7 el teorema 1.3, con parámetros ω,
ω<ω, (ω<ω)<ω y Lα[A]<ω.

Esto termina el segundo paso de la inducción, y falta considerar el caso en
que α es un ordinal límite. La hipótesis de inducción es que para todo β < α
se cumple que {Lδ[A]}δ≤β , {HLδ[A],A}δ<β ∈ Lλ[A]. Si α ̸= ω la hipótesis de
inducción sobre λ nos da que, de hecho, {Lδ[A]}δ≤β , {HLδ[A],A}δ<β ∈ Lα[A].
En particular, tenemos que existe un ϵ < λ (en este caso ϵ = α) de modo que,
para todo β < α se cumple que {Lδ[A]}δ≤β , {HLδ[A],A}δ<β ∈ Lϵ[A]. Vamos a
ver que esto también es cierto si α = ω.

Ciertamente, si β < ω tenemos que {Lδ[A]}δ≤β ∈ Lω[A], pues se trata de un
conjunto finito. Por el mismo motivo, si δ < β < ω tenemos que Lδ[A] ∈ Lω[A],
Lδ[A]

<ω ∈ Lω+1[A]. Por otra parte, ω, ω<ω, (ω<ω)<ω ∈ Lω+1[A] y además
Form+(Ltc) ∈ Lω+2[A]. Bajo estas hipótesis hemos demostrado antes que
HLδ[A],A ∈ Lω+4[A], luego {HLδ[A],A}δ<β ∈ Lω+7[A], pues cada HLδ[A],A es
definible mediante una fórmula ∆0 con parámetros disponibles en Lω+6[A].

Volviendo al caso en que α es un límite arbitrario, según acabamos de probar,
existe α + 1 < ϵ < λ tal que {Lδ[A]}δ≤β ∈ Lϵ[A]. Antes hemos visto que esto
implica que

{{Lδ[A]n}n∈ω}δ<β ∈ Lϵ+10[A],

luego la séxtupla fβ que define a Lβ [A] cumple fβ ∈ Lϵ+k[A], para un cierto
k ∈ ω, el mismo para todo β < α.

Con esto ya podemos concluir que {Lδ[A]}δ≤α ∈ Lϵ+k+1[A], pues

{Lδ[A]}δ≤α = {x ∈ Lϵ+k[A] | Lϵ+k[A] ⊨
∨
δY f(δ ∈ [α+ 1]) ∧

x = (δ, Y ) ∧ ϕ(f, Y, δ)},
donde ϕ es la fórmula ∆0 del enunciado salvo que cambiamos las subfórmulas

7La única variación es que hay que omitir la relación R que interpreta al relator de per-
tenencia, porque aquí estamos considerando modelos naturales, y hay que añadir en ella la
interpretación de las fórmulas atómicas de L+

tc de tipo Rx.
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x ∈ A por Rx. De aquí se sigue a su vez que {Lδ[A]<ω}δ<α ∈ Lϵ+k+2[A], y
entonces

{HLδ[A],A}δ<α = {x ∈ Lϵ+k+2[A] | Lϵ+k+2[A] ⊨
∨
δHST (x = (δ,H) ∧

δ ∈ [α] ∧ S = [{Lδ[A]}δ≤α] ∧ T = [{Lδ[A]<ω}δ<α]

∧ ϕ(S(δ), H, T (δ), [ω], [ω<ω], [(ω<ω)<ω]},

donde ϕ es la fórmula ∆0 que determina aHLδ[A],A con los parámetros indicados.
Por lo tanto {HLδ[A],A}δ<α ∈ Lλ[A].

En particular, ahora es inmediato que el término Lα[A] es ∆1 (tanto en KPI
como en ZF−AP o en cualquier extensión de estas teorías) y que la clase L[A]
es Σ1 (en el sentido de que lo es la fórmula x ∈ L[A], es decir, la propiedad “ser
constructible respecto de A”).

3.3 El axioma de constructibilidad
En la sección precedente hemos definido la clase L de los conjuntos construc-

tibles, y la pregunta obligada es ahora si existen conjuntos no constructibles.
La respuesta es que la existencia de conjuntos no constructibles no puede ser
demostrada ni refutada en ZFC, lo que lleva a considerar el

Axioma de constructibilidad (V = L)
∧
x
∨
α x ∈ Lα.

Observemos que se trata de una sentencia Π2. Afirmar, como acabamos
de hacer, que no es posible demostrar que existen conjuntos no constructibles
equivale a demostrar que V = L es consistente con los axiomas de ZFC, y esto
se debe a su vez a que L es un modelo transitivo de ZFC + V = L. El primer
paso para probarlo es el siguiente:

Teorema 3.8 En ZF (resp. KPI, ZF−AP) se demuestra que L[A] es un modelo
transitivo de ZF (resp. KPI, ZF−AP).

Demostración: Razonamos en primer lugar en ZF−AP. Sabemos que L[A]
cumple los axiomas de extensionalidad y de regularidad simplemente por ser una
clase transitiva. El axioma del par se cumple porque si x, y ∈ L[A], existe un
α tal que x, y ∈ Lα[A], luego {x, y} ∈ Lα+1[A] ⊂ L[A], porque todo conjunto
finito es definible.

Para probar el axioma de la unión observamos que si x ∈ L[A] existe un α
tal que x ∈ Lα[A], luego x ⊂ Lα[A] y

⋃
x ⊂ Lα[A] por transitividad, y entonces⋃

x = {u ∈ Lα[A] | (
∨
v(u ∈ v ∧ v ∈ x))Lα[A]} ∈ PDALα[A] = Lα+1[A] ⊂ L[A].

Para probar el axioma de reemplazo tomamos ϕ(x, y, x1, . . . , xn), fijamos
x1, . . . , xn ∈ L[A], suponemos que∧

xyz ∈ L[A](ϕL[A](x, y) ∧ ϕL[A](x, z)→ y = z)
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y fijamos un a ∈ L[A]. Tenemos que probar que

b = {y ∈ L[A] |
∨
x ∈ a ϕL[A](x, y)} ∈ L[A].

Notemos que el conjunto b existe por el axioma de reemplazo aplicado a la
fórmula ϕL[A]. Podemos considerar la función f : b −→ Ω tal que f(y) es el
mínimo δ tal que y ∈ Lδ[A]. Como f [b] es un subconjunto de Ω, está acotado.

Sea α tal que x1, . . . , xn, a ∈ Lα[A] y f [b] ⊂ α, de modo que b ⊂ Lα[A].
Ahora aplicamos la versión general del teorema de reflexión [LM 12.31], que nos
da un ordinal λ > α tal que∧

x1 · · ·xnxy ∈ Lλ[A](ϕLλ[A](x, y, x1, . . . , xn)↔ ϕL[A](x, y, x1, . . . , xn)).

En particular resulta que

b = {y ∈ Lλ[A] |
∨
x ∈ a ϕLλ[A](x, y)} = {y ∈ Lλ[A] | (

∨
x ∈ a ϕ(x, y))Lλ[A]},

luego b ∈ PDALλ[A] = Lλ+1[A] ⊂ L[A].

El axioma de infinitud se cumple porque ω ∈ L[A].

Si además suponemos el axioma de partes, podemos probar que también se
cumple en L[A]. Para ello tomamos x ∈ L[A]. Como en la prueba del axioma de
reemplazo razonamos que existe un α tal que x ∈ Lα[A] y Px ∩ L[A] ⊂ Lα[A].
Entonces

Px ∩ L[A] = {u ∈ Lα[A] | u ⊂ x} ∈ PDALα[A] = Lα+1[A] ⊂ L[A].

Veamos ahora las variantes que requiere la prueba en KPI. Las pruebas de
los axiomas de extensionalidad, par y unión valen igualmente. Para el axioma
de regularidad tomamos una fórmula ϕ(u, x1, . . . , xn), fijamos x1, . . . , xn ∈ L[A]
y se trata de probar que∨

u ∈ L[A]ϕL[A](u)→
∨
u ∈ L[A](ϕL[A](u) ∧

∧
v ∈ u¬ϕL[A](v)),

pero esto es el axioma de regularidad para la fórmula u ∈ L[A] ∧ ϕL[A](u).

La relativización del axioma de ∆0-especificación es∧
x1 · · ·xnx ∈ L[A] {u ∈ x | ϕ(u, x1, · · · , xn)} ∈ L[A],

donde ϕ es una fórmula ∆0 (y por eso no la hemos relativizado a L[A]). Basta
tomar un α tal que x1, . . . , xn, x ∈ Lα[A], y entonces

{u ∈ x | ϕ(u, x1, . . . , xn)} = {u ∈ Lα[A] | (u ∈ x ∧ ϕ(u))Lα[A]} ∈ PDALα[A]

= Lα+1[A] ⊂ L[A].

Por último, la relativización del axioma de ∆0-recolección es∧
u ∈ L[A]

∨
v ∈ L[A]ϕ(u, v)→

∧
a ∈ L[A]

∨
b ∈ L[A]

∧
u ∈ a

∨
v ∈ b ϕ(u, v).
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Si suponemos el antecedente del implicador y fijamos a ∈ L[A], tenemos
también que ∧

u ∈ a
∨
α
∨
v(α ∈ Ω ∧ v ∈ Lα[A] ∧ ϕ(u, v)).

Esto nos permite aplicar el teorema de Σ1-recolección [LM 6.7] a la fórmula tras∨
α, lo que nos da que existe un y tal que∧

u ∈ a
∨
α ∈ y

∨
v(α ∈ Ω ∧ v ∈ Lα[A] ∧ ϕ(u, v)).

Tomamos β =
⋃
(y ∩ Ω), que es un ordinal tal que∧

u ∈ a
∨
α < β

∨
v(v ∈ Lα[A] ∧ ϕ(u, v)),

o también
∧
u ∈ a

∨
v ∈ Lβ [A]ϕ(u, v), luego se cumple la relativización del

axioma de ∆0-recolección con b = Lβ [A].

Ahora hay que tener cuidado de no pecar de ingenuos: trabajando, por
ejemplo, en ZF, tenemos que la clase L es un modelo de ZF y, obviamente,
todos los elementos de L son conjuntos constructibles, pero esto no significa que
L satisfaga el axioma de constructibilidad. Lo cierto es que sí que lo satisface,
pero probar que es así no es limitarse a observar que todos los elementos de L
son constructibles, sino que hay que probar que todos son constructiblesL. El
teorema siguiente prueba mucho más:

Teorema 3.9 (ZF) Sea M un modelo transitivo de KPI (resp. de ZF−AP.)
Entonces:

a) Si M es una clase propia, se cumple que L ⊂M y∧
x ∈M(x es constructibleM ↔ x es constructible).

En particular, la clase L es un modelo transitivo de ZF + V = L y es el
único que es una clase propia.

b) Si M es un conjunto y λ = ΩM , entonces Lλ ⊂M y∧
x ∈M(x es constructibleM ↔ x ∈ Lλ).

En particular, si un conjunto M es un modelo transitivo de KPI + V = L
(resp. ZF−AP + V = L), entonces M = Lλ, con λ = ΩM .

Demostración: Como el término Lα es ∆1, es absoluto para modelos
transitivos de KPI (o ZF−AP), luego si α ∈ M , tenemos que Lα = LMα ∈ M ,
luego Lα ⊂M .

Si M es una clase propia, entonces Ω ⊂ M (por 2.10), luego todo Lα ⊂ M ,
luego L ⊂M .

En cambio, si M es un conjunto y λ = ΩM , para cada α < λ tenemos que
Lα ⊂M , luego Lλ =

⋃
α<λ

Lα ⊂M .
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Como en KPI (o ZF−AP) se demuestra que
∧
x(x ∈ L ↔

∨
α x ∈ Lα), en

M tiene que cumplirse la relativización de esta sentencia, es decir,∧
x ∈M(x ∈ LM ↔

∨
α ∈M x ∈ Lα).

Si M es una clase propia Ω ⊂M y esto equivale a∧
x ∈M(x ∈ LM ↔

∨
α x ∈ Lα),

que es la parte a) del enunciado. Si M es un conjunto esto equivale a∧
x ∈M(x ∈ LM ↔

∨
α < λ x ∈ Lα),

lo cual equivale a la parte b).

En particular, aplicando a) a M = L concluimos que todo elemento de L es
constructibleL, luego L es un modelo transitivo de ZF + V = L. Por último, si
un conjunto M es un modelo transitivo de KPI + V = L (o KPI + V = L), el
apartado b) nos da que M = Lλ.

Algunas observaciones:

• La hipótesis de que M es un modelo de KPI (o ZF−AP) debe entenderse
como que existe un conjunto finito de axiomas de KPI (o de ZF) tales
que todo modelo que los cumpla cumple el teorema. Concretamente, son
los axiomas necesarios para demostrar la equivalencia de Y = Lα con una
fórmula Σ1 y otra Π1, para que se cumpla el teorema 2.10 y cada resultado
que hemos aplicado a M por ser un modelo de la teoría correspondiente.

• Vemos en particular que L es el menor modelo interno de ZF, y el único
modelo interno de ZF + V = L.

• Hemos visto que ser constructible es absoluto para modelos internos, pero
no lo es necesariamente para modelos transitivos que sean conjuntos. La
idea es que para “construir” conjuntos se necesitan ordinales, y en un
modelo que M sea un conjunto podemos encontrar un x ∈M \Lλ que sea
constructible pero que, para “ser construido” requiera más ordinales que los
que hay en M , con lo que alguien que “viva” en M no lo reconocerá como
constructible. En cambio, en un modelo interno M todos los ordinales
están disponibles, por lo que si un conjunto es constructible, alguien que
“viva” en M siempre puede construirlo y reconocerlo como tal.

Pero la consecuencia más importante a la que llegamos en virtud del teorema
anterior es:

Teorema 3.10 Si ZF es consistente, también lo es ZF + V = L.

Esto es consecuencia inmediata de que L es un modelo de ZF + V = L. La
prueba es totalmente constructiva. Recordemos el argumento general: si alguien
pudiera demostrar una contradicción en ZF + V = L, relativizando la prueba
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a L, obtendríamos una demostración de una contradicción en ZF (y el proceso
de construcción de una prueba a partir de la otra es totalmente mecánico).

Más informalmente, si en un argumento que pruebe 0 ̸= 0 en ZF a partir
de “todo conjunto es constructible” relativizamos cambiando sistemáticamente
la palabra “conjunto” por “conjunto constructible” obtenemos una prueba de
0 ̸= 0 en ZF a partir de “todo conjunto constructible es constructible”, luego ZF
resultaría ser contradictorio.

Desde un punto de vista semántico, no es posible demostrar la existencia de
conjuntos no constructibles porque si en un modelo de ZF en el que los haya
los eliminamos y nos quedamos únicamente con los conjuntos constructibles,
se siguen cumpliendo todos los axiomas de ZF, y además todo conjunto es
constructible, luego a partir de tales axiomas no se puede probar la existencia
de un conjunto no constructible.

Hemos enunciado el teorema 3.9 para A = ∅ por simplicidad, pero el argu-
mento que lo demuestra vale en general para probar lo siguiente:

Teorema 3.11 Sea A un conjunto tal que A ∈ L[A]. Entonces, si M es un
modelo transitivo de KPI (o ZF−AP) y A ∈M , entonces, o bien M es una clase
propia y L[A] ⊂ M , o bien M es un conjunto y Lλ[A] ⊂ M , donde λ = ΩM .
Además en el primer caso L[A]M = L[A], y en el segundo L[A]M = Lλ[A].

De hecho, el teorema 3.7 nos permite probar un resultado más fuerte:

Teorema 3.12 Si A es un conjunto y M es un conjunto transitivo tal que
(M,A) ≡ (Lλ[A], A), para un cierto λ > ω, entonces M = Lλ′ [A], donde
λ′ = ΩM .

Demostración: Llamamos ϕ(f, Y, α) ∈ Form(L+
tc) a la fórmula corres-

pondiente a la fórmula dada por el teorema 3.7 en la que se sustituyen las
subfórmulas x ∈ A por Rx. Así, si α < λ,

Y = Lα[A]↔
∨
f ∈ Lλ[A]ϕ(f, Y, α,A)↔

∨
f ∈ Lλ[A]Lλ[A] ⊨ ϕ[f, Y, α]

↔ Lλ[A] ⊨
∨
f ϕ[Y, α].

Ahora,
Lλ[A] ⊨

∧
α
∨
Y f ϕ(f, Y, α),

luego lo mismo cumple M , y esto significa que
∧
α ∈ ΩM

∨
Y f ∈M ϕ(f, Y, α,A),

luego
∧
α ∈ λ′ Lα[A] ∈M , luego Lλ′ [A] ⊂M . Por otra parte,

Lλ[A] ⊨
∧
x
∨
αY f(x ∈ Y ∧ ϕ(f, y, α)),

y como M debe cumplir lo mismo, tenemos que
∧
x ∈ M

∨
α ∈ ΩM x ∈ Lα[A],

luego M = Lλ′ [A].

Acabamos de ver que en ZF no puede demostrarse la existencia de conjuntos
no constructibles, pero cabría plantearse si con el axioma de elección podríamos
obtener ejemplos. La respuesta no sólo es negativa, sino que, como ya habíamos
indicado, ¡el axioma de constructibilidad implica el axioma de elección! Lo
demostramos en la sección siguiente.
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3.4 El buen orden constructible
No podemos demostrar la existencia de funciones de elección o buenos órde-

nes sobre conjuntos arbitrarios, sino que necesitamos el axioma de elección para
postular su existencia. Sin embargo, si consideramos conjuntos constructibles
la situación es muy distinta. Cada conjunto generado por el operador PDx está
perfectamente “etiquetado” por una fórmula y una sucesión de parámetros, lo
que permite “catalogar” los conjuntos constructibles y ordenarlos sin necesidad
del axioma de elección:

Definición 3.13 Para cada conjunto A definimos

⊴A,0 = ∅ ∧
∧
α ⊴A,α+1 = (⊴A,α)Lα[A],A ∧

∧
λ ⊴A,λ =

⋃
δ<λ

⊴A,δ ,

⊴A =
⋃
α
⊴A,α .

Aquí estamos considerando el término ≤M,A dado por el teorema 3.4. Es
inmediato que esta definición recurrente es correcta en ZF−AP. Por otra parte,
como ≤M,A es ∆1, exactamente el mismo razonamiento empleado para la suce-
sión transfinita {Lα[A]}α∈Ω prueba que el término ⊴A,α es definible en KPI y
es ∆1, por lo que la fórmula

x ⊴A y ≡
∨
zα(α ∈ Ω ∧ x ∈ Lα[A] ∧ y ∈ Lα[A] ∧ z = ⊴A,α ∧ (x, y) ∈ z)

es Σ1 (respecto a KPI). Luego veremos que también lo es respecto a ZF−AP.

En ambos casos, una simple inducción a partir de 3.4 nos da que ⊴A,α es un
buen orden en Lα[A] tal que si α < β entonces Lα[A] es una sección inicial de
Lβ [A]. Por lo tanto:

Teorema 3.14 Para todo conjunto A, la fórmula x ⊴A y determina un buen
orden de L[A] tal que∧

αβxy(α < β ∧ x ∈ Lα[A] ∧ y ∈ Lβ [A] \ Lα[A]→ x ◁A y).

Por consiguiente, si suponemos V = L[A], el buen orden ⊴A nos permite
definir una función de elección sobre cualquier conjunto. Así pues:

Teorema 3.15
∨
A V = L[A]→ AE.

En particular (razonando en ZF), la clase L[A] resulta ser un modelo tran-
sitivo de ZFC (puesto que L[A] ⊨ V = L[Ā], donde Ā = A ∩ L[A]). Más en
particular:

Teorema 3.16 Si ZF es consistente, también lo es ZFC.

En efecto, tenemos que V = L→ AE, y hemos probado que si ZF es consis-
tente, también lo es ZF + V = L, luego en particular lo es ZFC.
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Observaciones Hay quien dice que el axioma de elección introduce conjuntos
“extraños” en la teoría (funciones de elección y conjuntos construidos a partir
de ellas) de los que no tenemos ninguna descripción concreta, pero ahora vemos
que sólo necesitamos recurrir al axioma de elección para introducir “conjuntos
extraños” en la medida en que admitamos la posibilidad de estar tratando ya
con conjuntos “extraños” (no constructibles). Si sólo consideramos conjuntos
constructibles, el axioma de elección es un teorema.

Ahora probamos el análogo del teorema 3.7 para el buen orden constructible,
que en particular proporciona un argumento para probar que el término ⊴A,α
es Σ1, tanto en KPI como en ZF−AP.

Teorema 3.17 Existe una fórmula ψ(f, Y, α,A) de tipo ∆0, en la que la va-
riable A sólo aparece en subfórmulas de tipo x ∈ A, de modo que tanto en KPI
como en ZF−AP se demuestra:

a) Y = ⊴A,α ↔
∨
f ψ(f, Y, α,A).

b) Si α < λ y λ > ω, entonces Y = ⊴A,α ↔
∨
f ∈ Lλ[A]ψ(f, Y, α,A).

Demostración: Hemos visto que

R = ≤X,A ↔ ψ(R,X,A,≤, HX,A, X
<ω,PDAX,ω, ω

<ω, (ω<ω)<ω),

donde la fórmula ψ es ∆0. Por lo tanto,

S = ⊴A,α ↔
∨
h(h : α+ 1 −→ V ∧ h(0) = ∅ ∧

∧
δ ∈ α h(δ + 1) = h(δ)Lδ[A],A

∧
∧
λ ∈ Dh h(λ) =

⋃
δ<λ

h(δ) ∧ h(α) = S).

Vemos, pues, que

S = ⊴A,α ↔
∨
h([fórmula ∆0] ∧

∧
δ ∈ α

ψ(h(δ + 1), Lδ[A], A, h(δ), HLδ[A],A, Lδ[A]
<ω, Lδ+1[A], ω, ω

<ω, (ω<ω)<ω)).

Como Lδ[A]
<ω sólo aparece en acotaciones de la forma

∧
x ∈ Lδ[A]

<ω o∨
x ∈ Lδ[A]

<ω, podemos transformarlas en la forma
∧
n ∈ ω

∧
x ∈ Lδ[A]

n

y
∨
n ∈ ω

∨
x ∈ Lδ[A]

n, y lo mismo vale para ω<ω y (ω<ω)<ω, que pueden
reemplazarse por términos ωn y (ω<ω)n. Por lo tanto,

S = ⊴A,α ↔
∨
hf1f2f3f4f5f6([f1 = ω ∧ f2 = {ωn}n∈ω ∧

f3 = {(ω<ω)n}n∈ω ∧ f4 = {Lδ[A]}δ≤α ∧ f5 = {HLδ[A],A}δ<α ∧

f6 = {{Lδ[A]n}n∈ω}δ<α ∧ [fórmula ∆0] ∧
∧
δ ∈ α [fórmula ∆0]),

pues los parámetros que aparecen en ψ pueden sustituirse por f4(δ), f5(δ),
f6(δ)(n), f4(δ + 1), f1, f2(n), f3(n), respectivamente.



84 Capítulo 3. Constructibilidad

Ahora usamos que la fórmula
∨
fϕ(f, Y, α,A) dada por el teorema 3.7 fuerza

a que f sea

(ω, {ωn}n∈ω, {(ω<ω)n}n∈ω, {Lδ[A]}δ≤α, {HLδ[A],A}δ<α, {{Lδ[A]n}n∈ω}δ<α),

con lo que

S = ⊴A,α ↔
∨
hfY f1f2f3f4f5f6(ϕ(f, Y, α,A) ∧ f = (f1, f2, f3, f4, f5, f6) · · ·),

donde los puntos suspensivos son una fórmula ∆0. Ahora bien, es claro que
las fi son elementos de elementos, . . . de f , por lo que pueden acotarse con f
introduciendo un número finito de variables intermedias, al igual que Y = Lα[A],
que se acota por f4, luego

S = ⊴A,α ↔
∨
hf [fórmula ∆0]

y un mínimo retoque nos da que

S = ⊴A,α ↔
∨
f ψ(f, S, α,A),

donde ψ es ∆0 y, si se cumple esta fórmula, necesariamente f es la séptupla que
resulta de añadir a la f previa una séptima componente igual a {⊴A,δ}δ≤α.

Teniendo en cuenta el teorema 3.7 (y su demostración) para probar el apar-
tado b) sólo necesitamos comprobar que {⊴A,δ}δ≤α ∈ Lλ[A]. Ahora bien, sabe-
mos que existe un ϵ < λ tal que Lϵ[A] contiene a

ω, ω<ω, (ω<ω)<ω, {Lδ[A]}δ≤α+1, {Lδ[A]<ω}δ≤α, {HLδ[A],A}δ<α,

luego ⊴A,δ ⊂ Lϵ+2[A] y ⊴A,δ ∈ Lϵ+3[A] porque la fórmula y ⊴A,δ z equivale a
una fórmula ∆0 con los parámetros anteriores. A su vez, {⊴A,δ}δ≤α ⊂ Lϵ+5[A]
y entonces {⊴A,δ}δ≤α ∈ Lϵ+6[A], porque podemos definir la sucesión usando
{Lδ[A]}δ≤α+1 como parámetro.

Así pues, el término ⊴A,α es Σ1, luego ∆1, y la relación x ⊴A y es Σ1, pero
si se cumple V = L[A] también es ∆1, pues en tal caso

x ⊴A y ↔ x = y ∨ ¬y ⊴A x.

En cualquier caso, la relación x ⊴A y es absoluta para L[A], pues al ser Σ1

es absoluta hacia arriba, es decir, si x, y ∈ L[A] cumplen (x ⊴A y)L[A], también
cumplen x ⊴A y y, recíprocamente, si x ⊴A y, tiene que cumplirse (x ⊴A y)L[A],
pues en caso contrario sería (y ◁A x)L[A], lo que implicaría y ◁A x.

La enumeración de los conjuntos constructibles Conviene señalar algu-
nas consecuencias elementales de 3.14:

• Si x ∈ L[A], y ∈ Lα[A], x ⊴A y, entonces x ∈ Lα[A].

• Si x ∈ y ∈ L[A], entonces x ◁A y.
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En efecto, la segunda propiedad se debe a que podemos considerar el mínimo
ordinal δ tal que y ∈ Lδ[A], que no puede ser un ordinal límite, luego δ = α+1,
luego y ⊂ Lα[A], luego x ∈ Lα[A], y /∈ Lα[A], luego x ◁A y.

Para cada x ∈ L[A], definimos

prA(x) = {y ∈ L[A] | y ◁A x},

que es un conjunto, pues si x ∈ Lα[A] entonces prA(x) ⊂ Lα[A]. De hecho,

prA(x) = {y ∈ Lα[A] | Lα[A] ⊨ [y] ◁A [x]} ∈ Lα+1[A].

En particular, si x ∈ Lλ[A], también prA(x) ∈ Lλ[A].

Notemos además que

y = prA(x)↔
∨
αY R(Y = Lα[A] ∧ R = ⊴A,α ∧ x ∈ Y ∧ y ⊂ Y ∧∧
z ∈ Y (z ∈ y ↔ z Rx ∧ z ̸= x)),

lo que prueba que prA(x) es Σ1 y, por lo tanto, ∆1. Más aún, los teoremas 3.7
y 3.17 implican claramente que si x ∈ Lλ[A] para cierto λ > ω, se cumple

y = prA(x)↔
∨
g χ(g, y, x,A)↔

∨
g ∈ Lλ[A] χ(g, y, x,A),

donde χ es una fórmula ∆0 en la que A sólo aparece en subfórmulas de tipo
x ∈ A.

Podemos considerar la aplicación FA : Ω −→ L[A] dada por

FA = {(α, x) | α = ord(prA(x),⊴)},

que claramente es la semejanza entre ambas clases. De este modo, cada conjunto
de L[A] está unívocamente determinado por un ordinal. Además la fórmula

FA(α) = x↔
∨
δZRzf(Z = Lδ[A] ∧ R = ⊴A,δ ∧ x ∈ Z ∧ z = prA(x) ∧

f : (α+ 1,≤) −→ (z,R) semejanza ∧ f(α) = x)

es Σ1, luego el término FA(α) es ∆1.

Como aplicación probamos lo siguiente:

Teorema 3.18 Para todo conjunto A, si todo conjunto de ordinales pertenece
a L[A], entonces V = L[A].

Demostración: Razonamos por ∈-inducción, es decir, tomamos un con-
junto tal x ⊂ L[A] y basta probar que x ∈ L[A]. Por reemplazo (Σ1-reemplazo
en el caso de KPI) existe el conjunto a = {F−1

A (u) | u ∈ x} ⊂ Ω. Por hipótesis
a ∈ L[A], y entonces x = FA[a] = (FA[a])

L[A] ∈ L[A].

Un resultado similar, que se apoya también en que L[A] cumple el axioma
de elección, es el siguiente:
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Teorema 3.19 (ZF) Para todo conjunto A existe un conjunto A′ ⊂ Ω tal que
L[A] = L[A′].

Demostración: Cambiando A por A ∩ L[A] si es necesario, podemos su-
poner que A ∈ L[A]. Sea B = ctA∪{A} ∈ L[A]. Sea κ = |B|L[A]. Si B es finito
entonces A ∈ Vω ⊂ L, luego A = L = L[∅] (es decir, sirve A′ = ∅).

Supongamos, pues, que B es infinito. Sea f ∈ L[A] tal que f : κ −→ B
biyectiva.

Sea E ⊂ κ × κ la relación dada por αE β ↔ f(α) ∈ f(β). Obviamente
E ∈ L[A], está bien fundada, es extensional y, por unicidad, B es el colapso
transitivo de (κ,E) (y f es la función colapsante).

Sea g ∈ L tal que g : κ×κ −→ κ biyectiva y sea A′ = g[E] ∈ L[A]. Tenemos
que L[A′] ⊂ L[A]. Por otra parte, como A′ es un conjunto de ordinales, se
cumple que A′ ∈ L[A′] y g ∈ L ⊂ L[A′], luego E ∈ L[A′], luego B, que es
el colapso de (κ,E), también está en L[A′], y por transitividad A ∈ L[A′] y
también L[A] ⊂ L[A′].

Así pues, desde un punto de vista teórico es suficiente estudiar las clases
L[A] con A ⊂ Ω.

Nota Si hasta ahora hemos trabajado en KPI o ZF−AP en lugar de en ZF ha
sido para demostrar que la clase L[A] y el buen orden ⊴A son definibles en estas
teorías. Esto es relevante, por ejemplo, a la hora de que el teorema 3.11 sea
aplicable a modelos que no cumplan todos los axiomas de ZF (especialmente el
axioma de partes). A partir de este punto (salvo que indiquemos explícitamente
lo contrario) trabajaremos ya siempre en ZF (o en ZFC cuando así lo indique-
mos) y sólo consideraremos KPI o ZF−AP de forma indirecta, cuando tratemos
con modelos.

3.5 Los modelos Lλ[A]

Estudiamos ahora con más detalle los conjuntos Lλ[A] desde el punto de
vista de la teoría de modelos. Empezamos calculando su cardinal:

Teorema 3.20
∧
Aα(α ≥ ω → |Lα[A]| = |α|).

Demostración: En primer lugar lo demostramos suponiendo AE. Equi-
valentemente, podemos probar que

∧
α|Lω+α[A]| = |ω + α|. Razonamos por

inducción sobre α. Si α = 0 tenemos que Lω[A] es numerable porque es unión
numerable de conjuntos finitos. Si vale para α, también vale para α + 1 por el
teorema 3.3 f). Por último, si vale para todo δ < λ, entonces

|ω + λ| ≤ |Lω+λ[A]| ≤
∑
δ<λ

|Lω+δ[A]| =
∑
δ<λ

|ω + δ| ≤ |λ||ω + λ| = |ω + λ|.

Esto termina la prueba bajo AE. Cambiando A por A∩L[A] podemos supo-
ner que A ∈ L[A], pero L[A] es un modelo transitivo de ZFC, luego, por lo que
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acabamos de probar, el teorema es cierto relativizado a L[A], y esto significa
que, para todo ordinal infinito α, se cumple

(
∨
f f : α −→ Lα[A] biyectiva)L[A],

es decir,
∨
f ∈ L[A] f : α −→ Lα[A] biyectiva, y en particular |Lα[A]| = |α|.

El teorema 2.15 vale también para la jerarquía constructible:

Teorema 3.21 Si κ es un cardinal regularL[A] no numerableL[A], el conjunto

{α < κ | Lα[A] ≺ Lκ[A]}

es cerrado no acotado en κ.

Demostración: Supongamos primero que V = L[A]. Entonces, la misma
demostración de 2.15 sin más que cambiar Vα por Lα[A] prueba el enunciado
para todo cardinal regular no numerable κ.

Para el caso general tomamos Ā = A ∩ L[A], de modo que L[A] = L[Ā] y
L[Ā] es un modelo de ZFC en el cual se cumple (la relativización de)∧

Aκ(V = L[A] ∧ κ es un cardinal regular no numerable→ · · ·),

que, particularizada a Ā y teniendo en cuenta que en L[Ā] se cumple V = L[Ā],
es ∧

κ(κ es un cardinal regularL[Ā] no numerable
L[Ā]
→ · · ·),

donde el resto es claramente absoluto.

Notemos que ser un cardinal regular no numerable es Π1, por lo que todo
cardinal regular no numerable es un cardinal regular no numerableL[A], y así
el teorema anterior vale, en particular, para todos los cardinales regulares no
numerables. Por otra parte, una ligera modificación de la prueba de 3.8 nos da:

Teorema 3.22 Si κ es un cardinal regularL[A] no numerableL[A] entonces Lκ[A]
es un modelo transitivo de ZFC−AP y de KPI.

Demostración: Como en el caso del teorema anterior basta probar el
teorema suponiendo V = L[A]. Los axiomas de extensionalidad, regularidad,
par, unión e infinitud se comprueban exactamente igual que en 3.8, sin más que
cambiar L[A] por Lκ[A]. El axioma de reemplazo se demuestra sustituyendo el
teorema de reflexión por el teorema anterior:

Partimos de ϕ(x, y, x1, . . . , xn) ∈ Form(Ltc), fijamos x1, . . . , xn ∈ Lκ[A],
suponemos que∧

xyz(Lκ[A] ⊨ ϕ[x, y] ∧ Lκ[A] ⊨ ϕ[x, z]→ y = z)

y fijamos un a ∈ L[A]. Tenemos que probar que

b = {y ∈ Lκ[A] |
∨
x ∈ a Lκ[A] ⊨ ϕ[x, y]} ∈ Lκ[A].



88 Capítulo 3. Constructibilidad

Consideramos la función f : b −→ κ tal que f(y) es el mínimo δ tal que
y ∈ Lδ[A]. Tomamos α < κ tal que a ∈ Lα[A]. Entonces

|f [b]| ≤ |b| ≤ |a| ≤ |Lα[A]| < κ,

y como κ es regular concluimos que f [b] está acotado en κ. Por el teorema
anterior existe λ < κ tal que f [b] ⊂ λ, x1, . . . , xn, a ∈ Lλ[A] y Lλ[A] ≺ Lκ[A].
En particular resulta que

b = {y ∈ Lλ[A] | Lκ[A] ⊨
∨
x ∈ [a]ϕ[x, y]} =

{y ∈ Lλ[A] | Lλ[A] ⊨
∨
x ∈ [a] ϕ[x, y])} ∈ PDALλ[A] = Lλ+1[A] ⊂ Lκ[A].

El axioma de elección se justifica trivialmente a partir del buen orden cons-
tructible. El esquema de especificación es un teorema de ZF−AP, por lo que
no hace falta demostrarlo. También se cumple el esquema de recolección para
fórmulas ϕ ∈ Form(Ltc) cualesquiera, no necesariamente ∆0, pues se trata de
probar ∧

u ∈ Lκ[A]
∨
v ∈ Lκ[A]Lκ[A] ⊨ ϕ[u, v]→∧

a ∈ Lκ[A]
∨
b ∈ Lκ[A]

∧
u ∈ a

∨
v ∈ b Lκ[A] ⊨ ϕ[u, v].

Si suponemos el antecedente del implicador y fijamos a ∈ L[A], tenemos
también que ∧

u ∈ a
∨
α < κ

∨
v(v ∈ Lα[A] ∧ Lκ[A] ⊨ ϕ[u, v]).

Definimos f : a −→ κ que a cada u ∈ a le asigna el mínimo α que cumple la
sentencia anterior. Como a ∈ Lα[A], con α < κ, tenemos que |a| < κ, y la
regularidad de κ nos da que f está acotada, es decir, que existe un α < κ tal
que

∧
u ∈ a

∨
v ∈ Lα[A] Lκ[A] ⊨ ϕ[u, v], luego basta tomar b = Lα[A].

Los dos últimos teoremas muestran que hay muchos modelos Lλ que satis-
facen ZFC−AP o KPI (incluso numerables). Por otra parte, puesto que L[A]
es un modelo de ZFC, el teorema de reflexión [LM 12.31] nos da que existen
ordinales límite λ tales que Lλ[A] es un modelo de ZFC en el sentido débil de
que cumpla cualquier conjunto finito de axiomas de ZFC (+ V = L) prefijado.

Colapsando un submodelo elemental podemos obtener modelos numerables:

Teorema 3.23 Dado cualquier conjunto finito Γ de axiomas de ZFC, existe un
ordinal numerable λ tal que Lλ ⊨ Γ.

Demostración: Por el teorema de reflexión existe un ordinal límite λ′ tal
que Lλ′ ⊨ Γ. Por el teorema de Löwenheim-Skolem [TC 10.25] existe N ≺ Lλ′

numerable.8 Como N es un modelo natural, está bien fundado, luego podemos
considerar su colapso transitivo M , que es un modelo transitivo numerable de

8En principio [TC 10.25] requiere el axioma de elección, pero sólo para tomar funciones
de Skolem en el modelo Lλ, pero en este contexto podemos definirlas usando el buen orden
constructible, con lo que no se requiere AE.
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ZFC + V = L, porque Lλ′ cumple V = L. Añadiéndolos si es preciso, podemos
suponer que Γ contiene los axiomas necesarios de ZFC para que se cumpla
el teorema 3.11, y así podemos concluir que M = Lλ, para cierto ordinal λ
(necesariamente un ordinal límite), claramente numerable.

Así pues, incluso sin el axioma de elección, puede demostrarse la existencia
de modelos transitivos numerables de ZFC + V = L (en el sentido de modelos
de cualquier conjunto finito de axiomas prefijado).

El teorema siguiente nos permitirá generalizar ligeramente 3.22:

Teorema 3.24 Si κ es un cardinal infinito, A ∈ H(κ) y V = L[A], entonces
H(κ) = Lκ[A].

Demostración: Si x ∈ Lκ[A], entonces existe un α < κ tal que x ∈ Lα[A],
luego ctx ⊂ Lα[A], luego |ctx| ≤ |Lα[A]| < κ, por el teorema 3.20 si α es
infinito y trivialmente si es finito. Por lo tanto x ∈ H(κ).

Recíprocamente, si x ∈ H(κ), entonces |ctx| < κ. Sea λ un ordinal límite
tal que x,A ∈ Lλ[A] y Lλ[A] sea un modelo de (suficientes axiomas de) ZFC.
Consideremos [TC 10.23] el núcleo de Skolem

N = N(ctA ∪ {A} ∪ ctx ∪ {x}) ≺ Lλ[A].

De este modo, |N | < κ. Sea π : N −→ M la función colapsante de N y sea
i :M −→ Lλ su inversa, que es una inmersión elemental.

Una simple ∈-inducción sobre ctx ∪ {x} prueba que π es la identidad sobre
este conjunto. En particular x = π(x) ∈M . Igualmente, A ∈M .

Por último, como Lλ[A] es un modelo transitivo de ZFC+ V = L[A], lo
mismo vale para N (por ser un submodelo elemental) y paraM (por ser isomorfo
a N por un isomorfismo que deja invariante a A). Por el teorema 3.11 sabemos
que M = Lλ′ [A], para λ′ tal que |λ′| = |Lλ′ [A]| = |N | < κ, luego λ′ < κ, y así
pues x ∈ Lλ′ [A] ⊂ Lκ[A].

Como consecuencia:

Teorema 3.25 Si κ es un cardinal no numerable y A ∈ H(κ), entonces Lκ[A]
es un modelo transitivo de KPI.

Demostración: Si cambiamos A por A ∩ L[A] se siguen cumpliendo las
hipótesis del teorema y además A ∈ L[A], luego no perdemos generalidad si
suponemos esto. Entonces L[A] cumple V = L[A], luego por el teorema anterior
Lκ[A] = H(κ)L[A], y por 2.33 relativizado a L[A], tenemos que H(κ)L[A] ⊨ KPI,
luego Lκ[A] ⊨ KPI.

En particular, si a ⊂ Vω y κ es un cardinal infinito no numerable (no nece-
sariamente regular), se cumple que Lκ[a] ⊨ KPI.

Funciones de Skolem definibles Aunque, en general, asignar funciones de
Skolem a un modelo requiere el axioma de elección, ya hemos indicado que esto
no es así en el caso de los modelos Lλ[A], pues podemos definirlas usando el buen
orden constructible. Esto tiene algunas consecuencias que conviene destacar.
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Definición 3.26 Diremos que un modelo M de un lenguaje formal L admite
funciones de Skolem definibles si existe una aplicación de Form(L) en sí mismo
que a cada fórmula ϕ con al menos la variable libre x0 le asigna otra fórmula ϕ̄
con las mismas variables libres de modo que

M ⊨
∧
x1 · · ·xn(

1∨
x0 ϕ̄(x0, x1, . . . , xn) ∧

(
∨
x0 ϕ(x0, . . . , xn)→

∨
x0 (ϕ(x0, . . . , xn) ∧ ϕ̄(x0, . . . , xn)))).

La primera parte afirma que para cada a1, . . . , an ∈ M existe un único a y
M que cumple M ⊨ ϕ̄[a, a1, . . . , an], por lo que podemos definir hϕ :Mn −→M
mediante hϕ(a1, . . . , an) = a.

La segunda parte afirma que si
∨
b ∈ MM ⊨ ϕ[b, a1, . . . , an], entonces el

único a ∈M que cumple ϕ̄(a, a1, . . . , an), es decir, hϕ(a1, . . . , an), cumple

M ⊨ ϕ[hϕ(a1, . . . , an), a1, . . . , an].

Por lo tanto, las funciones hϕ son funciones de Skolem para M en el sentido de
[TC 10.23].

Vamos a probar que los modelos (Lλ[A], A), con λ > ω, tienen funciones de
Skolem definibles. En efecto, vamos a considerar que

x ⊴A y ≡
∨
αff ′Y S(ϕ(f, Y, α,A) ∧ ψ(f ′, S, α,A) ∧ x ∈ Y ∧ y ∈ Y ∧ xR y),

donde ϕ y ψ son las fórmulas ∆0 dadas por los teoremas9 3.7 y 3.17. Así

x ⊴A y ↔
∨
α(x ∈ Lα[A] ∧ y ∈ Lα[A] ∧ x ⊴A,α y),

que es equivalente a que estén relacionados por el buen orden constructible. De
este modo, tenemos que∧

xy ∈ Lλ[A] (x ⊴A y ↔ (x ⊴A y)
Lλ[A]).

Llamamos x ⊴ y a la fórmula de L+
tc correspondiente a x ⊴A y, donde las

subfórmulas x ∈ A se sustituyen por Rx, de modo que, mientras la fórmula me-
tamatemática x ⊴A y tiene tres variables libres, la fórmula (x ⊴ y) ∈ Form(L+

tc)
tiene únicamente dos, y se cumple∧

xy ∈ Lλ[A] (x ⊴A y ↔ Lλ[A ⊨ [x] ⊴ [y]).

Observemos que la fórmula x ⊴ y es una única fórmula de L+
tc, independiente

de A o de λ, y determina un buen orden en cada conjunto Lλ[A].

Para cada fórmula ϕ(x0, . . . , xn) ∈ Form(L+
tc), definimos

ϕ̄(x0, . . . , xn) ≡ (
∨
x0 ϕ(x0, . . . , xn) ∧ ϕ(x0, . . . , xn) ∧∧

xn+1(xn+1 ◁ x0 → ¬ϕ(xn+1, x1, . . . , xn))) ∨
(¬

∨
x0 ϕ(x0, . . . , xn) ∧

∧
xn+1 xn+1 /∈ x0).

9El lector que no quiera apoyarse en estos teoremas puede tomar como x ⊴A y cualquier
definición Σ1 del buen orden constructible en KPI o ZF−AP y considerar únicamente ordinales
límite λ tales que Lλ[A] sea un modelo de la teoría correspondiente.
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En definitiva, ϕ̄ dice que x0 es el mínimo conjunto que cumple ϕ si existe tal
conjunto o es ∅ en caso contrario. Es claro que las fórmulas ϕ̄ definen funciones
de Skolem hϕ para (Lλ[A], A).

En general, un elemento a de un modelo M de un lenguaje formal L se dice
que es definible a partir de a1, . . . , an ∈ M si existe una fórmula ϕ(x0, . . . , xn)
de L tal que a es el único objeto de M que cumple M ⊨ ϕ[a, a1, . . . , an]. En
particular, a es definible si es el único objeto de M que cumple M ⊨ ϕ[a], para
una cierta fórmula ϕ(x0).

En estos términos, si un modelo M de un lenguaje L admite funciones de
Skolem definibles, tenemos que hϕ(a1, . . . , an) es definible a partir de a1, . . . , an.

Teorema 3.27 Si M es un modelo de un lenguaje formal L y admite funciones
de Skolem definibles, entonces, para todo X ⊂ M , el núcleo de Skolem de X
en M respecto de tales funciones es el conjunto N(X) de los elementos de M
definibles a partir de elementos de X. Además N(X) es el menor submodelo
elemental de M que contiene a X.

Demostración: Sea N(X) el núcleo de Skolem en el sentido de [TC 10.23]
y vamos a probar que coincide con el conjunto descrito en el enunciado. Sabemos
que N(X) ≺M . Si a ∈M es definible a partir de a1, . . . , an ∈ X, esto significa
que existe una fórmula ϕ tal que a es el único elemento de M que cumple
M ⊨ ϕ[a, a1, . . . , an]. Entonces M ⊨

∨
x0 ϕ(x0)[a1, . . . , an] y como N(X) es un

submodelo elemental y a1, . . . , an ∈ X ⊂ N(X), también

N(X) ⊨
∨
x0 ϕ(x0)[a1, . . . , an],

luego existe un b ∈ N(X) tal que N(X) ⊨ ϕ[b, a1, . . . , an] y de nuevo por ser un
submodelo elemental, M ⊨ ϕ[b, a1, . . . , an]. Por la unicidad de la a tiene que ser
a = b ∈ N(X). Así pues, N(X) contiene todos los elementos definibles en M .

Ahora usamos la definición de N(X) =
⋃
k∈ω

Nk(X) para probar inductiva-

mente que los elementos de Nk(X) son definibles respecto de X. En primer
lugar N0(X) = X, y es claro que todo elemento de a ∈ X es definible respecto
de a, por la fórmula x0 = x1.

Supongamos que Nk(X) consta únicamente de elementos definibles, y sea
a ∈ Nk+1(X). Esto significa que, o bien a ∈ Nk(X), en cuyo caso es definible
por hipótesis de inducción, o bien a = hϕ(a1, . . . , an), para cierta función de
Skolem hϕ y ciertos b1, . . . , bn ∈ Nk(X). Como hϕ es definible, existe una
fórmula ϕ̄ tal que a es el único elemento de M que cumple

M ⊨ ϕ̄[a, b1, . . . , bn],

y como cada bi es definible a partir de elementos de X, existen a1, . . . , am ∈ X
y fórmulas ϕi tales que bi es el único elemento de M que cumple

M ⊨ ϕi[bi, a1, . . . , am].



92 Capítulo 3. Constructibilidad

Por consiguiente, a está definido en M a partir de a1, . . . , am por la fórmula∨
y1 · · · yn(ϕ̄(x0, y1, . . . , yn) ∧ ϕ1(y1, x1, . . . , xm) ∧ · · · ∧ ϕn(yn, x1, . . . , xm)).

Así pues, todos los elementos de Nk+1(X) son definibles a partir de X y, termi-
nada la inducción, esto vale para todo elemento de N(X).

Si X ⊂ N ≺ M y a ∈ N(X), sea ϕ(x0, . . . , xn) una fórmula que defina a
a en términos de a1, . . . , an ∈ X ⊂ N . Entonces M ⊨ ϕ[a, a1, . . . , an], luego
M ⊨

∨
x0 ϕ[a1, . . . , an], luego N ⊨

∨
x0 ϕ[a1, . . . , an], luego existe un b ∈ N tal

que N ⊨ ϕ[b, a1, . . . , an], luego M ⊨ ϕ[b, a1, . . . , an], luego por la unicidad de a
tiene que ser a = b ∈ N . Esto prueba que N(X) ⊂ N .

Notemos que es posible seleccionar distintos conjuntos de funciones de Sko-
lem definibles en un mismo modelo, pero, según acabamos de probar, todas ellas
definen los mismos núcleos de Skolem. En particular, el conjunto N(∅) de todos
los elementos definibles de M es el menor submodelo elemental de M .

También es inmediato que los elementos de N(X) son todos definibles en
N(X) a partir de X, así que en el modelo N(∅) todos los objetos son definibles.

El modelo transitivo mínimo de ZF Vamos a estudiar ahora la sentencia

MBF Existe un modelo bien fundado de ZF.

Aquí hay que entender que nos referimos a un modelo en el sentido fuerte
de que exista un conjunto M que cumpla todos los axiomas de ZF. Por otro
lado, sabemos que Consis ZF es equivalente a la existencia de un modelo de ZF,
luego trivialmente MBF→ Consis ZF. El segundo teorema de incompletitud de
Gödel nos da entonces que MBF no es demostrable en ZF, pero vamos a dar
una prueba directa de este hecho.

Antes observemos que, por el teorema del colapso de Mostowski, MBF es
equivalente a la existencia de un modelo transitivo de ZF. Si M es tal modelo
transitivo y λ = ΩM , tenemos que Lλ es un modelo transitivo de ZFC + V = L,
y podemos considerar el mínimo ordinal µ tal que Lµ ⊨ ZFC.

El modelo Lµ recibe el nombre de modelo mínimo de ZFC, y es claro que está
contenido en cualquier modelo transitivo de ZF. En efecto, si M es cualquier
modelo transitivo de ZF, entonces LΩM es un modelo transitivo de ZFC, luego
µ ≤ ΩM , luego Lµ ⊂ LΩM ⊂M .

Se cumple que µ (luego también Lµ) es numerable, ya que podemos razonar a
partir de él como en el teorema 3.23, es decir, tomamos un submodelo elemental
numerable, lo colapsamos, y el resultado tiene que ser un Lλ, con λ numerable,
tal que Lλ ⊨ ZFC, luego µ ≤ λ.

Más aún, Lµ tiene la propiedad de que todos sus elementos son definibles,
pues podríamos tomar el colapso transitivo de su núcleo de Skolem N(∅), que
sería un modelo transitivo de ZFC + V = L en el que todo elemento es defini-
ble, luego sería de la forma Lλ y la inversa de la función colapsante sería una
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inmersión elemental i : Lλ −→ Lµ. Como la imagen de un ordinal en Lλ tiene
que ser un ordinal en Lµ, concluimos que λ ≤ µ, luego λ = µ por la minimalidad
de µ. Además,

Lµ ⊨ ZFC + ¬MBF,

pues si Lµ ⊨ MBF, entonces

Lµ ⊨
∨
λ Lλ ⊨ ZFC,

pero esto es absoluto, por lo que debería existir un λ < µ tal que Lλ ⊨ ZFC, en
contra de la minimalidad de µ.

Esto nos da una prueba constructiva de que, tal y como indicábamos, si ZFC
es consistente, MBF no es demostrable en ZFC. En efecto, si en ZFC pudiera
probarse MBF, entonces en ZFC podríamos probar que existe un ordinal µ tal
que Lµ ⊨ MBF y Lµ ⊨ ¬MBF, con lo que ZFC sería contradictorio.

En particular tenemos una prueba directa (que no requiere el segundo teo-
rema de incompletitud de Gödel) de que en ZFC no puede probarse la existencia
de cardinales inaccesibles, ya que esto implica la existencia de un modelo tran-
sitivo de ZFC.

Vamos a probar ahora que Consis ZFC no implica MBF, es decir, que la
existencia de un modelo de ZFC no implica que exista un modelo bien fundado
de ZF, salvo en el caso trivial en que ZFC + Consis ZFC sea contradictorio.

En efecto, si Consis ZFC → MBF, suponiendo Consis ZFC, tenemos el mo-
delo minimal Lµ, pero Lµ ⊨ Consis ZFC, pues Consis ZFC es equivalente a una
afirmación sobre números naturales y, por consiguiente, es absoluta para mode-
los transitivos (los números naturales de Lµ son los mismos que los de V ). Pero
entonces tendríamos Lµ ⊨ MBF, cuando por otra parte hemos visto que se puede
probar Lµ ⊨ ¬MBF, y así tenemos una contradicción en ZFC + Consis ZFC.

Así pues, a partir de un modelo de ZFC, no es posible construir en modo
alguno un modelo bien fundado de ZFC. El teorema 2.38 nos da que podemos
obtener un modelo bien fundado de KP+AP, pero ni siquiera podemos asegurar
que cumple el axioma de infinitud.

3.6 Argumentos de condensación
Informalmente, reciben el nombre de argumentos de condensación los argu-

mentos consistentes en tomar un submodelo elemental de un modelo transitivo
dado de ZFC + V = L[A] (o KPI, o ZF−AP), para cierto A, y usar que, por el
teorema 3.11, su colapso transitivo tiene que se de la forma Lλ[A′], para cierto
ordinal límite λ y cierto A′ (que en ocasiones será el propio A).

Ya hemos visto un ejemplo rudimentario de esta técnica en la prueba del
teorema 3.23, y otro más típico en la prueba de 3.24. Sin embargo, el más des-
tacado es el que nos lleva a la demostración de que el axioma de constructibilidad
implica la hipótesis del continuo generalizada.
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La idea básica es la siguiente: tenemos que ω ⊂ Lω = Vω, pero, mientras en
Vω+1 se encuentran ya “todos” los subconjuntos de ω (sea lo que sea ese “todos”,
es decir, “todos los que están en V ”), el conjunto Lω+1 es numerable, luego no
puede contener a todos los subconjuntos de ω en ningún sentido de la palabra
“todos” compatible con los axiomas de ZFC. Esto significa que, si suponemos
el axioma de constructibilidad, V = L, en los niveles siguientes de la jerarquía
constructible, Lω+1, Lω+2, Lω+3, . . . tienen que ir apareciendo nuevos subcon-
juntos de ω. Sin embargo, mediante un argumento de condensación vamos a
probar que Pω ⊂ Lω1

, es decir, que todos los subconjuntos de ω aparecen en los
niveles numerables de la jerarquía conjuntista, luego 2ℵ0 = |Pω| ≤ |Lω1 | = ℵ1.

En realidad el teorema siguiente se deduce fácilmente de 3.24, pero merece
la pena dar una prueba directa:

Teorema 3.28 Sea A un conjunto y supongamos que V = L[A]. Si se cumple
A ∈ Lα[A], entonces PLα[A] ⊂ Lα+ [A].

Demostración: Podemos suponer que α es infinito, pues en caso contrario
el teorema es obvio. Sea a ∈ PLα[A], sea κ un cardinal regular tal que α < κ
y Lα[A] ∪ {a} ∈ Lκ[A]. Sea N = N(Lα[A] ∪ {a}) ≺ Lκ[A]. Así tenemos que
|N | = |Lα[A]| = |α| < α+ y, como Lα[A] ∪ {a} es transitivo, es fácil ver que la
función colapsante fija a todos sus elementos. Por lo tanto, el colapso transitivo
M de N cumple que Lα[A] ⊂ M y a ∈ M . En particular A ∈ M . Como10

Lκ[A] ⊨ KPI + V = L[A], lo mismo vale para N , luego también para M , luego
por 3.11 sabemos que M = Lλ[A], para λ = ΩM , y |λ| = |M | = |N | < α+,
luego λ < α+ y a ∈ Lλ[A] ⊂ Lα+ [A].

Notemos que en la prueba del teorema anterior no podemos garantizar que N
cumple el axioma de partes, por lo que es fundamental que el teorema 3.11 es
válido para modelos de KPI o ZF−AP.

De aquí se sigue inmediatamente:

Teorema 3.29 Sea A un conjunto y supongamos V = L[A]. Sea α el mínimo
ordinal tal que A ∈ Lα+ [A]. Entonces para todo cardinal infinito κ ≥ α se
cumple 2κ = κ+. En particular, si A ⊂ Vω se cumple la HCG.

Demostración: Como α ≤ κ, también α+ ≤ κ+, luego A ∈ Lκ+ [A].
Podemos tomar δ < κ+ tal que A ∈ Lδ[A] y κ ∈ Lδ[A]. Entonces

Pκ ⊂ PLδ[A] ⊂ Lδ+ [A] ⊂ Lκ+ [A],

luego 2κ ≤ |Lκ+ [A]| = κ+, luego 2κ = κ+. Si A ⊂ Vω = Lω[A], entonces
A ∈ Lω+1[A] y sirve α = ω.

10Tanto da considerar KPI o ZF−AP.
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La consistencia de la HCG En particular, el teorema anterior nos da que
V = L → HCG, luego, como ya hemos probado que si ZFC es consistente
también lo es ZCF + V = L, concluimos que si ZFC es consistente, también lo
es ZFC + HCG.

Mediante un argumento de condensación más fino probamos un poco más:

Teorema 3.30 Si V = L[A] para un cierto A ⊂ ω1, se cumple la HCG.

Demostración: Tenemos A ⊂ Lω1
[A], luego A ∈ PDALω1

[A] = Lω1+1[A],
y el teorema anterior nos da que 2κ = κ+ siempre que κ ≥ ℵ1. Así pues, basta
probar que 2ℵ0 = ℵ1. A su vez, para ello basta probar que Pω ⊂ Lω1 [A].

Tomemos a ∈ Pω. El teorema 3.28 nos da que a ∈ Lω2 [A]. Consideremos
N = N(ω ∪ {a, ω, ω1, A}) ≺ Lω2

[A]. Claramente |N | = ℵ0.

Observemos que si α es un ordinal numerable, entonces α es numerableLω2
[A].

En efecto, si f : ω −→ α biyectiva, entonces f ⊂ ω×α ⊂ Lω1 [A], luego por 3.28
tenemos que f ∈ Lω2 [A].

Por consiguiente, si α ∈ N cumple α < ω1, entonces Lω2
[A] ⊨ [α] es nume-

rable, luego lo mismo vale en N , luego existe f ∈ N tal que N ⊨ [f ] : ω −→ α
biyectiva, luego lo mismo vale en Lω2

[A], luego f : ω −→ α biyectiva. Para
cada n ∈ ω se cumple Lω2 [A] ⊨ [n] ∈ ω, luego N cumple lo mismo, luego existe
un y ∈ N tal que N ⊨ ([n], [y]) ∈ [f ], luego Lω2 [A] cumple lo mismo, luego
(n, y) ∈ f , es decir, f(n) ∈ N , luego α ⊂ N .

Con esto hemos probado que ω1 ∩N es un conjunto transitivo, luego es un
ordinal. Usando que en Lω2

[A] el siguiente de un ordinal numerable es numerable
concluimos que λ = ω1 ∩N es, de hecho, un ordinal límite (numerable).

Sea π : N −→M la función colapsante. Es claro que π(a) = a, así como que
π fija a todos los elementos de λ, luego,

π(ω1) = {π(α) | α ∈ ω1 ∩N} = λ.

Como A ⊂ ω1, π(A) = {π(α) | α ∈ A ∩ N} = A ∩ λ, luego M es un modelo
transitivo numerable de KPI+V = L[A ∩ λ]. Esto implica que M = Lδ[A ∩ λ],
para cierto δ < ω1.

Así pues, tenemos que a ∈ Lω1 [A∩ λ], con λ < ω1. Ahora bien, es claro que
A∩λ ∈ Lλ+1[A] ⊂ Lω1 [A] y éste es un modelo transitivo de KPI, luego por 3.11
concluimos que Lω1

[A ∩ λ] ⊂ Lω1
[A]. Así pues, a ∈ Lω1

[A].

Yendo más lejos en esta línea podemos demostrar que el axioma de cons-
tructibilidad implica los diamantes de Jensen [TC 6.35].

Teorema 3.31 (V=L) Si κ es un cardinal infinito, se cumple ♢+
κ+ .

Demostración: Definimos f : κ+ −→ κ+ como la función que a cada
α < κ+ le asigna el menor ordinal f(α) tal que α ∈ Lf(α) ≺ Lκ+ . Definimos
Sα = Pα ∩ Lf(α) y vamos a probar que {Sα}α<κ+ es una sucesión ♢+

κ+ .
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Ciertamente se cumple que Sα ⊂ Pα y que |Sα| < κ+. Tomamos X ⊂ κ+ y
basta probar que existe un C c.n.a. en κ+ tal que para todo α ∈ C se cumple
X ∩ α ∈ Sα y C ∩ α ∈ Sα.

Definimos como sigue una sucesión {Nα}α<κ+ :

N0 = N(κ ∪ {κ, κ+, X}) ≺ Lκ++ , Nα+1 = N(Nα ∪ {α,Nα}) ≺ Lκ++ ,

Nλ =
⋃
δ<λ

Nδ.

Aquí es importante que los núcleos de Skolem se calculan mediante funciones
de Skolem definibles, con lo que se cumple el teorema 3.27, es decir, N0 es el
menor submodelo elemental de Lκ++ que contiene a κ ∪ {κ, κ+, X} y Nα+1 es
el menor submodelo elemental que contiene a Nα ∪ {α,Nα}.

Notemos que Nα ≺ Lκ++ . El caso límite se prueba fácilmente a partir de
[TC 10.22]. Similarmente se prueba que si α < β < κ+ entonces Nα ≺ Nβ . Es
inmediato que |Nα| < κ+ y que α ⊂ Nα.

Por 3.28 se cumple que si δ < κ++ entonces PLδ[A] ⊂ Lκ++ . En particular
todo ordinal δ < κ+ tiene cardinal ≤ κ en Lκ++ (porque toda f : κ −→ δ
suprayectiva está en Lκ++). Esto significa que κ+ es el cardinal siguiente a κ
en Lκ++ .

Se cumple que λα = Nα ∩ κ+ ∈ κ+. En efecto, basta probar que la intersec-
ción es transitiva. Si β ∈ Nα ∩ κ+, existe f : κ −→ β suprayectiva, y de hecho
se cumple que f ∈ Lκ++ , luego por [TC 10.22] existe f ∈ Nα tal que f : κ −→ β
suprayectiva.

Para cada γ ∈ β existe un δ ∈ κ ⊂ Nα tal que γ = f(δ) y, puesto que∨
x ∈ Nα Nα ⊨ x = f(δ), al pasar esto a Lκ++ llegamos a que x = f(δ) = γ,

luego γ ∈ Nα, luego β ⊂ Nα ∩ κ+.

La sucesión {λα}α<κ+ es normal, pues, como Nα, κ+ ∈ Nα+1, tenemos
también que Nα ∩ κ+ ∈ Nα+1 (usamos que Nα+1 ≺ Lκ++ y que éste es cerrado
para intersecciones), luego λα < λα+1,

Definimos
C = {α < κ+ | λα = α},

que es c.n.a. en κ+.

Vamos a ver que C es el conjunto que necesitamos, es decir, que si α ∈ C
entonces X ∩ α ∈ Sα y C ∩ α ∈ Sα. Fijamos, pues, α ∈ C. Así α = λα > κ.

Sea π : Nα −→M el colapso transitivo de Nα. Como α ⊂ Nα, tenemos que
π fija a los ordinales menores que α, luego

π(κ) = κ, π(κ+) = λα = α, π(X) = X ∩ α.

Como Nα ⊨ V = L, lo mismo vale en M , luego existe un β < κ+ tal que
M = Lβ .
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Veamos ahora que β < f(α).

En efecto, por una parte observamos que Nα ⊨ |κ+| > κ, luego, aplicando π,
resulta que Lβ ⊨ |α| > κ. Por otro lado, el teorema 3.28 nos permite concluir
que Lκ+ ⊨ |α| ≤ κ, luego Lf(α) ⊨ |α| ≤ κ, y esto sólo puede ocurrir si β < f(α).

Ahora ya es inmediato que X ∩ α ∈ Lβ ⊂ Lf(α), luego X ∩ α ∈ Sα. Por
último basta probar que la sucesión {λδ}δ<α está en Lf(α), pues esto implica
que

C ∩ α = {δ < α | λδ = δ} ∈ Lf(α) ∩ Pα = Sα.

Para ello definimos modelos {N ′
δ}δ<α como sigue:

N ′
0 = N(κ ∪ {κ, α,X ∩ α}) ≺ Lβ , N ′

δ+1 = N(N ′
δ ∪ {δ,N ′

δ}) ≺ Lβ ,

N ′
λ =

⋃
δ<λ

N ′
δ.

Ahora, como N0 es el menor submodelo elemental de Nα que contiene a
κ ∪ {κ, κ+, X}, es claro que π(N0) = π[N0] el el menor submodelo elemental
de Lβ que contiene a κ ∪ {κ, α,X ∩ α}, es decir, que π(N0) = N ′

0. Razonando
por inducción concluimos que N ′

δ = π(Nδ). Además, como π fija a los ordinales
< α, es claro que λδ = Nδ ∩ κ+ = N ′

δ ∩ α.
Así basta tener en cuenta que la sucesión {N ′

δ}δ<α puede definirse en Lf(α)
a partir de Lβ , κ, α y X ∩α, y a partir de ella se define {λδ}δ<α ∈ Lf(α).

En particular, por [TC 6.40] tenemos que V = L implica ♢E para todo
conjunto estacionario E ⊂ κ+, y por [TC 9.15] y [TC 9.33] existen κ+-árboles
de Kurepa para todo cardinal infinito κ y de Suslin si además κ es regular.

No es cierto que V = L implique ♢+
κ para todo cardinal regular κ. Si κ es

inaccesible no tiene por qué ser cierto. Sin embargo, sí que puede probarse ♢E
para todo conjunto estacionario E ⊂ κ siempre que κ es regular no numerable.
La prueba es algo más compleja. Conviene demostrar un resultado previo:

Teorema 3.32 Sea κ un cardinal regular no numerable, λ > κ un ordinal límite
y X ⊂ Lλ un conjunto tal que |X| < κ. Entonces existe N ≺ Lλ tal que X ⊂ N ,
|N | < κ y N ∩ κ ∈ κ.

Demostración: Vamos a construir una sucesión {Nn}n∈ω de submodelos
elementales de Lλ, todos ellos de cardinal menor que κ. Partimos del núcleo de
Skolem N0 = N(X). Supuesto definido Nn, llamamos αn =

⋃
(Nn ∩ κ). Como

|Nn∩κ| < κ y κ es regular, tenemos que αn < κ, luego Nn+1 = N(Nn∪αn) tiene
también cardinal < κ. Por último llamamos N =

⋃
n∈ω

Nn. Usando [TC 10.21]

se comprueba inmediatamente que N ≺ Lλ, y por la regularidad de κ es claro
que |N | < κ. También es obvio que X ⊂ N . Además:

N ∩ κ =
⋃
n∈ω

(Nn ∩ κ) ⊂
⋃
n∈ω

αn ⊂
⋃
n∈ω

Nn+1 ∩ κ = N ∩ κ.

Por lo tanto, N ∩ κ =
⋃
n∈ω

αn ∈ κ, pues κ es regular no numerable.
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Teorema 3.33 (V = L) Si κ es un cardinal regular no numerable y E es un
conjunto estacionario en κ, se cumple ♢E.

Demostración: Definimos por recurrencia una sucesión {(Aα, Cα)}α∈E de
subconjuntos de α. Concretamente, dado λ ∈ E y supuesta definida la sucesión
{(Aα, Cα)}α∈E∩λ, si λ es un ordinal límite y existe un par (A,C) tal que C ⊂ λ
es c.n.a. en λ y

∧
α ∈ C ∩ E A ∩ α ̸= Aα, entonces tomamos como (Aλ, Cλ) el

mínimo par que cumple esto (respecto al buen orden constructible), y en caso
contrario tomamos Aλ = Cλ = ∅.

Vamos a probar que la sucesión {Aα}α∈E cumple ♢E , pero antes observemos
que el conjunto Aα está definido por una fórmula ϕ(x, α, κ,E), en el sentido de
que en ZFC + V = L se demuestra que si κ es un cardinal regular no numerable
y E es un conjunto estacionario en κ entonces existe un único x que cumple
ϕ(x, α, κ,E) y dicho x es necesariamente el Aα que acabamos de definir. Más
aún, el teorema de recursión que hemos empleado en la definición es demostra-
ble en ZF−AP, por lo que la definición es válida en la teoría T determinada
por ZF−AP + V = L. (En T no puede demostrarse que existan cardinales no
numerables, pero sí que podemos probar que si κ es un cardinal regular no nu-
merable y E es estacionario en κ entonces existe una (única) sucesión {Aα}α∈E
en las condiciones indicadas.)

Ciertamente tenemos que Aα ⊂ α, y tenemos que probar que, fijado A ⊂ κ,
el conjunto {α ∈ E | A∩α = Aα} es estacionario en κ. En caso contrario, existe
un C c.n.a. en κ tal que

{α ∈ E | A ∩ α = Aα} ∩ C = ∅.

Podemos tomar el mínimo par (A,C) para el que sucede esto (respecto del buen
orden constructible). Equivalentemente, tenemos que∧

α ∈ C ∩ E A ∩ α ̸= Aα.

Por 3.28 tenemos que Lκ+ contiene a todos los conjuntos Pα para todo α ≤ κ.
En particular E ∈ Lκ+ . Como Lκ+ es un modelo de T , podemos considerar la
relativización ({(Aα, Cα)}α∈E)Lκ+ .

Como “ser una sucesión de pares ordenados con dominio E” es absoluto,
la relativización es en realidad una sucesión de la forma {(ALκ+

α , C
Lκ+
α )}α∈E .

Como en T se demuestra que Aα ⊂ α y Cα ⊂ α, se cumple la relativización de
esto a Lκ+ , es decir, ALκ+

α ⊂ α, CLκ+
α ⊂ α.

Veamos por inducción sobre α ∈ E que ALκ+
α = Aα y CLκ+

α = Cα. Supone-
mos que esto es cierto para todo α ∈ E ∩ λ ∈ E y distinguimos casos:

Si λ no es un ordinal límite, como en T se demuestra que si λ no es un límite
entonces Aλ = Cλ = ∅, al relativizar (teniendo en cuenta que ser un ordinal
límite es absoluto) concluimos que ALκ+

λ = C
Lκ+

λ = ∅ = Aλ = Cλ.
Supongamos ahora que λ es un ordinal límite. Si existe un par (A,C) tal

que C ⊂ λ es c.n.a. en λ y
∧
α ∈ C ∩ E A ∩ α ̸= Aα, todo esto es absoluto (y
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aquí usamos la hipótesis de inducción, según la cual si α ∈ C ⊂ λ tenemos la
igualdad ALκ+

α = Aα), luego se cumple en Lκ+ . Más aún, cualquier par en estas
condiciones está en Lκ+ y, como el buen orden constructible también es absoluto,
el menor de tales pares en Lκ+ (que es por definición (A

Lκ+

λ , C
Lκ+

λ )), coincide
con el menor de tales pares (que es (Aλ, Cλ)), luego tenemos la igualdad.

Por último, si no existe ningún par en las condiciones indicadas, tampoco
existe en Lκ+ , porque las condiciones son absolutas, luego nuevamente llegamos
a que ALκ+

λ = C
Lκ+

λ = ∅ = Aλ = Cλ.

Así pues, {(Aα, Cα)}α∈E ∈ Lκ+ . Por otra parte, también tenemos que
(A,C) ∈ Lκ+ . Más aún, se trata del mínimo par en Lκ+ (porque todos los pares
posibles están en Lκ+ y el orden constructible es absoluto) tal que∧

α ∈ C ∩ E A ∩ α ̸= Aα,

donde usamos que Aα es absoluto.

En el caso E = κ, en este punto de la prueba bastaría aplicar el teorema
anterior para obtener un N ≺ Lκ+ que cumpla {κ,A,C} ⊂ N , |N | < κ y
λ = N∩κ ∈ κ. En el caso general necesitamos refinar como sigue la construcción
para asegurar que λ ∈ E:

Construimos una sucesión {Nδ}δ<κ de modelosNδ ≺ Lκ+ tales que |Nδ| < κ.
Tomamos N0 según el teorema anterior, de modo que {κ,A,C,E} ⊂ N0 y
λ0 = N0∩κ ∈ κ. Supuesto definido Nδ tal que λδ = Nδ ∩κ ∈ κ, tomamos Nδ+1

según el teorema anterior de modo que Nδ ∪ {λδ} ⊂ Nδ+1. Así λδ < λδ+1. Por
último, supuestos definidos {Nδ}δ<η, donde η < κ es un ordinal límite, tomamos
Nη =

⋃
δ<η

Nδ, que es un submodelo elemental de Lκ+ (se sigue de [TC 10.21]) y

además
λη = Nη ∩ κ =

⋃
δ<η

(Nδ ∩ κ) =
⋃
δ<η

λδ < κ,

porque κ es regular. Así pues, la sucesión {λδ}δ<κ es normal, luego su rango es
c.n.a. en κ, luego existe un δ < κ tal que λ = λδ ∈ E. Llamamos N = Nδ, con
lo que tenemos que κ,A,C ∈ N , N ≺ Lκ+ , |N | < κ y además λ = N ∩ κ ∈ E.

Sea π : N −→M la función colapsante de Mostowski. Como trivialmente se
restringe a la identidad en λ, es obvio que π(κ) = λ, π(A) = A∩λ, π(C) = C∩λ
y π(E) = E ∩ λ (en particular vemos que λ es un ordinal límite, por serlo κ).

Sea ϕ(x, α, κ,E) ≡ x = Aα. Si α ∈ E ∩ λ, tenemos (
∨
xϕ(x, α, κ,E))Lκ+ ,

luego (
∨
xϕ(x, α, κ,E))N , que es lo mismo que

∨
x ∈ N ϕN (x, α, κ,E), luego∨

x ∈ NϕLκ+ (x, α, κ,E), y esto implica que Aα ∈ N y, teniendo en cuenta que
Aα ⊂ α ⊂ λ, vemos que Aα = π(Aα) ∈M .

Más aún, como ϕLκ+ (Aα, α, κ, E), también ϕN (Aα, α, κ, E), luego, apli-
cando π, tenemos que ϕM (Aα, α, λ,E ∩ λ), es decir, que Aα cumple en M la
misma definición que Aα, pero con λ en lugar de κ y E ∩ λ en lugar de E.

Consideremos ahora la fórmula ψ(A,C, κ,E) ≡ (A,C) es el mínimo par
(respecto a ⊴) tal que A ⊂ κ, C es c.n.a. en κ y

∧
α ∈ C ∩ E A ∩ α ̸= Aα.
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Se cumple ψ(A,C, κ,E), y es claro que esto es absoluto para Lκ+ , es de-
cir, que ψLκ+ (A,C, κ,E), luego ψN (A,C, κ,E), y aplicando π llegamos a que
ψM (A ∩ λ,C ∩ λ, λ,E ∩ λ). Esto significa que (A ∩ λ,C ∩ λ) es el mínimo par
respecto al orden ⊴ tal que A ∩ λ ⊂ λ, C ∩ λ es c.n.a. en λ y∧

α ∈ C ∩ E ∩ λ A ∩ α ̸= Aα,

donde usamos que si α < λ, el Aα definido en M a partir de λ y E ∩ λ es
precisamente Aα.

Ahora bien, por la propia definición de la sucesión {Aα}α<κ (y aquí usamos
que λ ∈ E) esto significa que (A ∩ λ,C ∩ λ) = (Aλ, Cλ), luego en particular
A∩λ = Aλ. Por otra parte, como C ∩λ no está acotado en λ y C es c.n.a. en κ,
resulta que λ ∈ C ∩ E, y por la elección de (A,C) tenemos que A ∩ λ ̸= Aλ,
contradicción.

Se cumple que V = L implica también los principios □κ para todo cardinal
infinito κ, pero la prueba es mucho más complicada.

3.7 Cardinales inaccesibles en L
Ya hemos visto que “ser un cardinal” es una propiedad Π1 en ZFC, y también

lo es “ser un cardinal débilmente inaccesible”:

κ d.i.↔ κ es un cardinal ∧
∧
α ∈ κ

∨
µ ∈ κ(α ∈ µ ∧ µ es un cardinal)

∧
∧
x(x ⊂ κ ∧

∧
α ∈ κ

∨
β ∈ x α ∈ β → ¬

∨
f(f : x −→ κ biyectiva)).

Por lo tanto, si κ es un cardinal (débilmente inaccesible), también lo es en
cualquier modelo transitivo de ZFC al que pertenezca. En particular, si κ es
un cardinal débilmente inaccesible, entonces κ es débilmente inaccesibleL, pero
como en L se cumple la HCG, resulta que κ es fuertemente inaccesibleL.

A su vez, esto implica que si ZFC +
∨
κ débilmente inaccesible es consistente,

también lo es ZFC +
∨
κ fuertemente inaccesible.

Vemos, pues, que “ser débilmente inaccesible” es una propiedad más débil
que “ser fuertemente inaccesible”, en el sentido de que un cardinal puede ser dé-
bilmente inaccesible sin ser fuertemente inaccesible, o incluso puede ocurrir que
existan cardinales débilmente inaccesibles y no existan cardinales fuertemente
inaccesibles, pero en cuanto a consistencia, ambas propiedades son equivalentes:
es consistente que exista un cardinal débilmente inaccesible si y sólo si lo es que
exista un cardinal fuertemente inaccesible. Más aún:

Teorema 3.34 Si κ es un cardinal débilmente inaccesible, Lκ ⊨ ZFC.

Demostración: Hemos visto que κ es fuertemente inaccesibleL, luego
(H(κ) ⊨ ZFC)L (por la observación tras el teorema 2.34), pero por 3.24 te-
nemos que H(κ)L = LLκ = Lκ, luego, teniendo en cuenta que M ⊨ ZFC es ∆1,
luego absoluto, concluimos que Lκ ⊨ ZFC.
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Así pues, ∨
κ κdébilmente inaccesible→ MBF→ Consis ZFC,

y todas las consecuencias que hemos extraído sobre la existencia de cardinales
fuertemente inaccesibles se aplican también a los cardinales débilmente inacce-
sibles: en ZFC no puede probarse que existan, y no se puede probar que sea
consistente que existan ni siquiera suponiendo la consistencia de ZFC.

En el resto de esta sección vamos a estudiar la situación inversa: que κ
sea un cardinal inaccesibleL no implica necesariamente que κ sea débilmente
inaccesible, o ni siquiera un cardinal. Empezamos con un resultado técnico:

Teorema 3.35 Si α ≥ ω es un ordinal numerable, existe un a ⊂ ω tal que α
es numerableL[a].

Demostración: Sea R ⊂ ω × ω un buen orden en ω de ordinal α. Sea
g ∈ L tal que g : ω × ω −→ ω biyectiva y sea a = g[R] ⊂ ω. Entonces a ∈ L[a]
y g ∈ L ⊂ L[a], luego R = g−1[a] ∈ L[a], luego la semejanza entre (ω,R) y α
tiene que estar en L[a], luego α es numerableL[a].

Veamos ahora una condición suficiente para que ℵ1 sea inaccesibleL:

Teorema 3.36 Si
∧
a ⊂ ω ℵL[a]1 < ℵ1, entonces ℵ1 es inaccesibleL.

Demostración: Supongamos que ℵ1 no es inaccesibleL. En cualquier caso
es un cardinal regular no numerableL, luego que no sea inaccesible equivale a
que tiene un anterior, es decir, a que existe α < ℵ1 tal que ℵ1 = (α+)L. Por el
teorema anterior existe un a ⊂ ω tal que α es numerableL[a].

Basta probar que ℵ1 = ℵL[a]1 . A su vez, esto equivale a probar que si
β < ℵ1, entonces β es numerableL[A], con lo que ℵ1 será el menor ordinal no
numerableL[a]. Ahora bien, tenemos que β < (α+)L, luego existe f ∈ L tal que
f : α −→ β suprayectiva, pero entonces f ∈ L[a] y, como α es numerableL[a], lo
mismo le sucede a β.

Nota Que ℵ1 sea inaccesible en L implica en particular que

ℵ0 < ℵL1 < ℵL2 < · · · < ℵLω < · · · < ℵ1,

y, en general, que todos los cardinales que podemos definir y demostrar en
ZFC que son menores que cualquier cardinal fuertemente inaccesible, son en L
ordinales numerables. Más adelante demostraremos que si es consistente que
exista un cardinal inaccesible, también lo es que ℵ1 sea inaccesibleL.

Vamos a dar una condición suficiente para que ℵ2 sea inaccesibleL. Nos
apoyamos en el resultado siguiente:

Teorema 3.37 Existe un A ⊂ ω1 tal que ℵL[A]
1 = ℵ1.
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Demostración: Para cada α < ω1 sea aα ⊂ ω tal que α es numerableL[aα].
Sea B =

⋃
α<ω1

{α}×aα ⊂ ω1×ω. Sea f ∈ L tal que f : ω1×ω −→ ω1 biyectiva.

El conjunto A = f [B] cumple lo pedido, pues A ∈ L[A], luego B ∈ L[A], luego,
para cada α < ω1, se cumple aα ∈ L[A], luego α es numerableL[A], luego ω1 es
el menor ordinal no numerableL[A].

Teorema 3.38 Si ℵ2 no es inaccesibleL, entonces existe A ⊂ ω1 de manera que
ℵL[A]
1 = ℵ1 y ℵL[A]

2 = ℵ2.

Demostración: La hipótesis significa que ℵ2 = (α+)L. Claramente ha de
ser |α| = ℵ1. Sea R ⊂ ω1 × ω1 un buen orden en ω1 de ordinal α. Sea f ∈ L
tal que f : ω1 × ω1 −→ ω1 biyectiva y sea A0 = f [R] ⊂ ω1. Sea A1 ⊂ ω1

tal que ℵL[A1]
1 = ℵ1. Sea A2 = ({0} × A0) ∪ ({1} × A1). Sea g ∈ L tal que

g : 2× ω1 −→ ω1 biyectiva y sea A = g[A2] ⊂ ω1.

Claramente, A0 y A1 están en L[A], luego también R ∈ L[A]. Del hecho de
que A1 ∈ L[A] se sigue que L[A1] ⊂ L[A], y de aquí que ℵL[A]

1 = ℵ1.

Por otra parte, del hecho de que R ∈ L[A] se sigue que |α|L[A] = ℵ1. Si
β < ω2, entonces β < (α+)L, luego existe h ∈ L tal que h : α −→ β suprayectiva,
la cual nos permite construir j ∈ L[A] tal que j : ω1 −→ β suprayectiva. Esto
implica que no hay cardinalesL[A] entre ℵ1 y ℵ2, luego ℵL[A]

2 = ℵ2.

En ZFC se demuestra [TC 9.19] la existencia de ℵ1-árboles de Aronszajn,
mientras que según [TC 9.21] la hipótesis del continuo 2ℵ0 = ℵ1 implica la
existencia de ℵ2-árboles de Aronszajn. Cabe preguntarse si es consistente con
ZFC que no existan ℵ2-árboles de Aronszajn, y a este respecto tenemos el hecho
siguiente:

Teorema 3.39 Si no existen ℵ2-árboles de Aronszajn, entonces ℵ2 es un car-
dinal inaccesibleL.

Demostración: Si ℵ2 no es inaccesibleL, por el teorema anterior existe
A ⊂ ω1 tal que ℵL[A]

1 = ℵ1 y ℵL[A]
2 = ℵ2. Por 3.30 sabemos que en L[A] se

cumple la hipótesis del continuo generalizada, pero esto implica que existe un
(ℵ2-árbol de Aronszajn)L[A] (X,≤). Más aún, según la prueba de [TC 9.19],
podemos tomar X formado por aplicaciones inyectivas de ordinales < ω2 en ω1

con el orden dado por la inclusión.
Del hecho de que ℵL[A]

1 = ℵ1 y ℵL[A]
2 = ℵ2 se sigue inmediatamente que

(X,≤) es un ℵ2-árbol, y no puede tener caminos, pues un camino daría lugar
a una aplicación inyectiva de ω2 en ω1. Por consiguiente, es un ℵ2-árbol de
Aronszajn.

Esto implica que no podemos aspirar a demostrar que, si ZFC es consistente,
también lo es ZFC + no existen ℵ2-árboles de Aronszajn, pues esto implicaría
la consistencia de ZFC + existe un cardinal inaccesible. Por lo tanto, para de-
mostrar la consistencia de que no existan ℵ2-árboles de Aronszajn es necesario
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suponer al menos que es consistente ZFC más la existencia de un cardinal inac-
cesible. En realidad, no siquiera esto es suficiente, y hace falta una hipótesis
aún más fuerte.

Sabemos que ♢+ (y en particular V = L) implica la existencia de un árbol
de Kurepa. Ahora probaremos que la no existencia de árboles de Kurepa im-
plica también la existencia de un cardinal inaccesibleL, por lo que la situación
es la misma que con la no existencia de ℵ2-árboles de Aronszajn. Para ello
necesitamos generalizar el teorema 3.31:

Teorema 3.40 Si V = L[A] con A ⊂ ω1 y κ es un cardinal infinito, entonces
se cumple ♢+

κ+ .

Demostración: Si κ ≥ ℵ1 la demostración de 3.31 vale con los mínimos
cambios obvios. En efecto, en este caso tenemos que A ⊂ κ y, como claramente
A ∈ Lω1+1[A], también A ∈ Lκ+ [A], y esto basta para justificar todas las
aplicaciones de 3.28. Tomando N0 = N(κ∪{κ, κ+, X,A}) tenemos que A ∈ Nα
y π(A) = A, por lo que el colapso transitivo de Nα es de la forma Lβ [A], para
cierto β < κ+, y todo el argumento es válido.

Supongamos, pues, que κ = ω. El problema principal es que no vamos a
poder exigir que A ∈ N0, porque necesitamos que los modelos Nα sean nume-
rables, y eso hará que no podamos asegurar que sus colapsos sean de la forma
Lβ [A]. Por ello empezamos definiendo f : ω1 −→ ω1 como la función que a cada
α < ω1 le asigna el menor ordinal f(α) tal que α ∈ Lf(α)[A ∩ α] ≺ Lω1

[A ∩ α].
Definimos Sα = Pα ∩ Lf(α)[A ∩ α] y vamos a probar que {Sα}α<ω1

es una
sucesión ♢+.

Para ello fijamos un X ⊂ ω1 y definimos11

N0 = N({ω, ω1, X,A}) ≺ Lω2
[A], Nα+1 = N(Nα ∪ {α,Nα}) ≺ Lω2

[A],

Nλ =
⋃
δ<λ

Nδ.

Así se cumple que todos los Nα son submodelos elementales numerables de
Lω2

[A], así como que α ⊂ Nα. El hecho de que A ∈ Lω1+1[A] ⊂ Lω2
[A] justifica

las aplicaciones del teorema 3.28 análogas a las consideradas en 3.31 que nos
permiten justificar que ωLω2 [A]

1 = ω1 y que λα = Nα ∩ ω1 ∈ ω1. Se prueba
igualmente que la sucesión {λα}α<ω1

es normal. Definimos el c.n.a.

C = {α ∈ ω1 | λα = α},

y vamos a probar que cumple lo requerido por ♢+ para el conjunto X. Para
ello tomamos α ∈ C. Como α = λα es el mínimo ordinal < ω1 que no está en
Nα y la función colapsante π : Nα −→ M fija a los ordinales menores que α,
concluimos que

π(ω1) = α, π(A) = A ∩ α, π(X) = X ∩ α.
11Es fácil ver que es equivalente definir N0 = N({X}), pero cuesta menos exigir por defini-

ción que N0 contenga a los otros conjuntos indicados que demostrar que los contiene.
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Como Lω2
[A] ⊨ V = L[A], lo mismo vale para Nα y, aplicando π, concluimos

que M ⊨ V = L[A ∩ α] y, como es un modelo transitivo numerable, existe un
β < ω1 tal que M = Lβ [A ∩ α]. En suma, ahora el colapso transitivo es

π : Nα −→ Lβ [A ∩ α].

Ahora necesitamos probar que β < f(α), y en este punto no podemos seguir
el razonamiento de 3.31, porque no podemos aplicar el teorema 3.28 a Lω1 [A∩α]
(puesto que no tenemos que V = L[A∩α]). Esto nos lleva a distinguir dos casos
(desde el principio de la prueba):

1) Existe un σ < ω1 tal que ωL[A∩σ]
1 = ω1. Para probar el teorema en este

caso modificamos la definición de C:

C = {α ∈ ω1 | α ≥ σ ∧ λα = α}.

Así resulta que α es numerableL[A∩α], pues lo es en L[A ∩ σ] ⊂ L[A ∩ α].
(Notemos que A ∩ σ = (A ∩ α) ∩ σ ∈ L[A ∩ α].) Esto nos permite aplicar 3.28
relativizado a L[A∩α], lo que nos da que α es numerableLω1

[A∩α], luego también
es numerableLf(α)[A∩α]. Por otro lado, el mismo argumento de 3.31 prueba que
α no es numerableLβ [A∩α], y esto implica que β < f(α).

2) Para todo σ < ω1 se cumple ωL[A∩σ]
1 < ω1. En este caso, continuando la

prueba donde la habíamos dejado, resulta que ω1 es inaccesible en L[A ∩ α]. En
efecto, no puede existir un θ < ω1 tal que ω1 = (θ+)L[A∩α], pues θ es numerable
en Lω2

[A], luego, tomando un α′ ∈ C tal que α, θ < α′, también es numerable
en Nα′ , luego en su colapso transitivo, que será de la forma Lβ′ [A∩α′], luego θ
será numerable en L[A ∩ α′], luego ωL[A∩α′]

1 = ω1, contradicción.

Por lo tanto, en L[A∩α] hay un conjunto no acotado de cardinales menores
que ω1, todos los cuales seguirán siendo cardinales en Lω1 [A ∩ α], luego en este
modelo hay cardinales mayores que α, luego también los hay en Lf(α)[A ∩ α].

En cambio, todos los ordinales ω1 < δ < ω2 tienen cardinal ω1 en Lω2
[A],

luego en este modelo no hay cardinales mayores que ω1, luego en Nα no hay
cardinales mayores que ω1, luego, aplicando π, en Lβ [A ∩ α] no hay cardinales
mayores que α.

Esto implica que β < f(α), pues si fuera f(α) < β, un cardinal mayor que α
en Lf(α)[A∩α] lo sería en Lω1 [A∩α] y también en L[A∩α] (por 3.28 relativizado
a L[A ∩ α]), luego no podría dejar de serlo en Lβ [A ∩ α].

A partir de aquí, la conclusión del razonamiento visto en 3.31 se adapta con
los mínimos cambios obvios.

Con esto ya podemos probar:

Teorema 3.41 Si no existen árboles de Kurepa, entonces ℵ2 es un cardinal
inaccesible en L.
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Demostración: Si ℵ2 no es inaccesible en L, por 3.38 existe A ⊂ ω1 tal
que ℵL[A]

1 = ℵ1 y ℵL[A]
2 = ℵ2. Por el teorema anterior se cumple (♢+)L[A], luego

por [TC 9.33] existe (K,≤) ∈ L[A] que es un árbol de KurepaL[A], es decir, un
ℵ1-árbol con al menos ℵ2-caminos. Es inmediato que, al ser absolutos ℵ1 y ℵ2,
se cumple que (K,≤) es un árbol de Kurepa.

Así pues, también para probar la consistencia de que no existan árboles de
Kurepa se necesita suponer al menos la consistencia de que exista un cardinal
inaccesible.

3.8 Constructibilidad relativa
Presentamos aquí una variante de interés de la jerarquía constructible:

Definición 3.42 Dado un conjunto A, definimos la clase L(A) de los conjuntos
constructibles sobre A mediante la siguiente recursión transfinita (que podemos
definir incluso en ZF−AP):

L0(A) = ctA ∪ {A},
∧
α Lα+1(A) = PDLα(A),

∧
λ Lλ(A) =

⋃
δ<λ

Lδ(A),

L(A) =
⋃
α∈Ω

Lα(A).

Como vemos, la variante consiste en que en lugar de tomar L0 = ∅ tomamos
como primer nivel de la jerarquía un conjunto arbitrario A, junto con su clausura
transitiva, para que la clase L(A) acabe siendo transitiva.

Es importante no confundir la clase L(A) que acabamos de definir con la
clase L[A] definida en 3.5. Por ejemplo, hemos visto que no se cumple ne-
cesariamente A ∈ L[A], mientras que trivialmente A ∈ L0(A) ⊂ L(A). Más
concretamente, en L[A] el conjunto A se utiliza como una mera referencia para
definir conjuntos, mientras que en L(A) el conjunto A y los elementos de su
clausura transitiva se admiten como constructibles “sin hacer preguntas”. Los
teoremas básicos sobre la constructibilidad relativa se demuestran exactamente
igual que los correspondientes a la constructibilidad absoluta, así que no repe-
tiremos las pruebas. Por ejemplo, el teorema siguiente se prueba (en ZF−AP)
exactamente igual que 3.6:

Teorema 3.43 Sea A un conjunto. Entonces:

a) Cada Lα(A) es un conjunto transitivo.

b) L(A) es una clase transitiva.

c) Si α ≤ β entonces Lα(A) ⊂ Lβ(A).

d) PfLα(A) ⊂ Lα+1(A) ⊂ PLα(A).

e) Lα(A) ∈ Lα+1(A).
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f) Lα ⊂ Lα(A).

g) L ⊂ L(A).

h) A ∈ L(A).

No es cierto en general que Lα(A)∩Ω = α, pues si A contiene ordinales éstos
aparecerán “antes de tiempo” en la jerarquía (están desde el principio), pero en
cualquier caso Ω ⊂ L ⊂ L(A).

El teorema siguiente se prueba exactamente igual que 3.8:

Teorema 3.44 Si A es un conjunto, la clase L(A) es un modelo transitivo de
ZF−AP, o de todo ZF si suponemos AP.

La prueba del teorema 3.7 se adapta trivialmente para probar que el término
Lα(A) es ∆1 y, por consiguiente, absoluto para modelos transitivos de ZF−AP.
Sin embargo, para lo que vamos a necesitar es suficiente constatar que, dado
que ctX y PDX son absolutos, la definición recurrente de Lα(A) es absoluta
(al relativizarla a un modelo, no hay nada que relativizar realmente). Como
consecuencia tenemos (con la misma prueba) la versión siguiente de 3.9:

Teorema 3.45 Sea A un conjunto y M un modelo transitivo de ZF−AP tal
que A ∈M . Entonces

a) Si M es una clase propia entonces L(A) ⊂M y∧
x ∈M(x ∈ L(A)M ↔ x ∈ L(A)).

b) Si M es un conjunto y λ = ΩM , entonces Lλ(A) ⊂M y∧
x ∈M(x ∈ L(A)M ↔ x ∈ Lλ(A)).

En particular, (V = L(A))L(A). Además L(A) es la menor clase propia que
contiene a A y es un modelo de ZF−AP. Comparando con 3.11 concluimos que
si A ∈ L[A] entonces L[A] = L(A) y, en general, L[A] = L(A ∩ L[A]). Por lo
tanto, los modelos L[A] son un caso particular de los modelos L(A).

Supongamos ahora el axioma de partes y observemos que

(V = L(Pω))L(Pω),

si bien esto no es consecuencia inmediata de la observación precedente. En
efecto, si llamamos ϕ(A) ≡ V = L(A) y A = Pω, lo que sabemos es que
(V = L(A))L(Pω), es decir, ϕL(Pω)(Pω), mientras que lo que queremos probar
es

ϕ(Pω)L(Pω) ≡ ϕL(Pω)((Pω)L(Pω)).
Por consiguiente, nos falta demostrar que Pω = (Pω)L(Pω). Ahora bien, esto

es fácil:
(Pω)L(Pω) = Pω ∩ L(Pω) = Pω.

Con esto hemos probado:
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Teorema 3.46 [ZF] L(Pω) es un modelo transitivo de ZF+V = L(Pω).

En general no puede probarse que L(A) cumpla el axioma de elección ni
siquiera suponiendo este axioma. Esto lo demostraremos en [TD 6.34], pero
ahora vamos a entender cuál es el problema.

Teorema 3.47 Si A es un conjunto, entonces la clase L(A) cumple el axioma
de elección si y sólo si ctA tiene un buen ≤ tal que ≤ ∈ L(A).

Demostración: Puesto que L(A) es un modelo de ZF−AP+V = L(A),
podemos trabajar en esta teoría y demostrar que el axioma de elección equivale
a que ctA pueda ser bien ordenada. Con más detalle, si suponiendo V = L(A)
demostramos que

AE ↔
∨
RR es un buen orden en ctA,

en ZF−AP podremos demostrar la relativización de este teorema a L(A), es
decir,

AEL(A) ↔
∨
R ∈ L(A)R es un buen orden en ctA,

donde hemos usado que “ser un buen orden” y ctA son absolutos.

Una implicación es obvia. Supongamos ahora que ctA admite un buen orden
≤ (que podemos extender obviamente a ctA∪{A}), y veamos que todo conjunto
puede ser bien ordenado. Para ello basta definir

⊴0 = ≤ ∧
∧
α ⊴α+1 = ( ⊴α)Lα(A) ∧

∧
λ ⊴λ=

⋃
δ<λ

⊴δ .

⊴ =
⋃
α∈Ω

⊴α,

donde ( ⊴α)Lα(A) = ( ⊴α)Lα(A),∅ es el buen orden dado por 3.4. Una simple
inducción transfinita muestra que ⊴ es un buen orden sobre V , que a su vez se
restringe a un buen orden sobre cada conjunto.

Vemos, pues, que si suponemos el axioma de elección, lo máximo que po-
demos probar es que ctA puede ser bien ordenada, pero eso no garantiza que
L(A) cumpla el axioma de elección, pues para ello hace falta que algún buen
orden de ctA esté en L(A) (si no, alguien que “viva” en L(A) se creerá que A
no puede ser bien ordenado, porque él no verá ninguno de sus buenos órdenes,
por más que éstos existan fuera de L(A)).

Ejercicio: Probar que en L(Pω) todo conjunto puede ser totalmente ordenado.
Ayuda: Partir de un orden total en Pω obtenido a partir de [TC 4.75] o, alterna-
tivamente, a partir de una inyección de Pω en R.

Hay un caso de especial interés en el que podemos garantizar que L(A)
cumple el axioma de elección, y es cuando A es un conjunto de ordinales:

Teorema 3.48 Si A es un conjunto de ordinales entonces L(A) es un modelo
transitivo de ZFC−AP (o de todo ZFC si suponemos AP).
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Demostración: Razonamos en ZF−AP+V = L(A) y observamos que si
A ⊂ Ω entonces ctA ⊂ Ω, y el buen orden de Ω se restringe a un buen orden en
ctA.

Una prueba alternativa del teorema anterior es observar que si A ⊂ Ω en-
tonces A ∈ L[A], luego L(A) = L[A].

Ahora vamos a probar (en ZF + ED) que L(Pω) cumple el principio de
elecciones dependientes ED. Necesitamos el siguiente resultado auxiliar:

Teorema 3.49 (ZF + V = L(Pω)) Para cada ordinal α existe un ordinal
λα y una aplicación πα : λα × Pω −→ Lα(Pω) suprayectiva.

Demostración: Como no podemos usar ninguna forma de axioma de elec-
ción, se trata de construir explícitamente la función πα, sin que la construc-
ción dependa de ninguna elección arbitraria que no podamos precisar. Para
ello observemos en primer lugar que podemos definir una biyección explícita
ω × ω −→ ω. Por ejemplo, basta tomar la semejanza entre ω × ω con el orden
canónico [TC 2.30] y su ordinal, que claramente es ω.

A partir de esta biyección podemos construir claramente a su vez una biyec-
ción (ω2)ω −→ ω2, y a partir de la biyección obvia Pω −→ ω2, obtenemos una
biyección Pω −→ (Pω)ω.

Construiremos las aplicaciones πα por recurrencia sobre α, de modo que,
aunque existan infinitas aplicaciones que cumplan el teorema, πα será la única
aplicación tal que existe una sucesión de aplicaciones {πδ}δ≤α en la que π0 se
define concretamente como veremos, y en la que πδ+1 se obtiene a partir de
πδ de la forma concreta en que veremos y en la que, para cada límite λ, πλ se
obtiene a partir de {πδ}δ<λ de la forma concreta que veremos.

Tenemos que L0(Pω) = ctPω ∪ {Pω} = Pω ∪ {Pω}. Por lo tanto, podemos
definir π0 : 2× Pω −→ L0(Pω) mediante

π(i, x) =

{
x si i = 0,
Pω si i = 1,

y claramente π0 es suprayectiva. Supongamos definida πα y consideremos
Lα+1(Pω) = PDLα(Pω).

Podemos definir explícitamente ω −→ ω<ω biyectiva.12 A partir de ella po-
demos construir fácilmente, para cada n ∈ ω y cada conjunto X, una aplicación

ω −→ Formn+1(Ltc) −→ Df(X,n+ 1) suprayectiva.

A su vez obtenemos, para cada conjunto X,⋃
n∈ω

Xn × ω −→
⋃
n∈ω

(Xn ×Df(X,n+ 1)) −→ PDX suprayectiva.

12Por ejemplo, en la prueba de [TC 4.35] se ve cómo biyectar ω<ω \{∅} con ω×ω, y a partir
de ahí es fácil construir la biyección pedida. Hay muchas otras construcciones alternativas.
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Usando ahora πα obtenemos⋃
n∈ω

(λnα × (Pω)n × ω −→ Lα+1(Pω) suprayectiva.

Si llamamos λ∗n al ordinal de λnα con el orden lexicográfico y λ∗ al supremo
de los λ∗n, obtenemos aplicaciones suprayectivas λ∗ −→ λnα, y a partir de una
biyección Pω −→ (Pω)ω obtenemos Pω −→ (Pω)n suprayectiva, de donde a su
vez obtenemos

ω × λ∗ × Pω × ω =
⋃
n∈ω

(λ∗ × Pω × ω) −→ Lα+1(Pω) suprayectiva.

Por último, llamando λα+1 al ordinal de ω×λ∗×ω con el orden lexicográfico
llegamos a πα+1 : λα+1 × Pω −→ Lα+1(Pω) suprayectiva.

Ahora suponemos construidas {πα}α<λ y definimos una aplicación supra-
yectiva

π′ : λ× λ′ × Pω −→
⋃
α<λ

Lα(Pω) = Lλ(Pω),

donde λ′ es el supremo de {λα}α<λ. Concretamente,

π′(α, β, x) =

{
πα(β, x) si β < λα,
∅ en caso contrario.

Una vez más consideramos una semejanza λλ −→ λ × λ′ (respecto del buen
orden lexicográfico) y al componer obtenemos πλ.

Observemos que es posible dar un paso más en la prueba del teorema anterior
para concluir lo siguiente:

Teorema 3.50 Existe una fórmula (metamatemática) ϕ(α, x, v), sin más va-
riables libres que las indicadas, de modo que

(
∧
u
∨
α ∈ ω

∨
x ∈ Pω

∧
v(v = u↔ ϕ(α, x, v)))L(Pω).

En otras palabras, todo elemento de L(Pω) es (explícitamente) definible a partir
de un ordinal y de un elemento de Pω.

Demostración: La demostración del teorema anterior muestra que existe
una fórmula ψ(f, α) con las variables libres indicadas de modo que∧

α ∈ Ω
∧
f(ψ(f, α)↔ f = πα)

L(Pω).

La idea es que ψ es la fórmula que afirma que existe una función F cuyo dominio
es α+ 1, de modo que F (0) cumple la definición que hemos dado de π0, y para
todo δ < α se cumple que F (δ + 1) se define a partir de F (δ) como hemos
indicado, para todo límite λ ≤ α se cumple que F (λ) se define a partir de
{F (δ)}δ<λ como hemos indicado y f = F (α).
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Consideramos el buen orden canónico en Ω×Ω, que determina una semejanza
⟨ , ⟩ : Ω× Ω −→ Ω. Definimos ϕ(α, x, v) como la fórmula:

α ∈ Ω ∧ x ∈ Pω ∧
∨
π
∨
βγ ∈ Ω(α = ⟨β, γ⟩ ∧ ψ(π, β) ∧

(((γ, x) ∈ Dπ ∧ v = π(γ, x)) ∨ ((γ, x) /∈ Dπ ∧ v = ∅)))).

Ahora estamos en condiciones de probar el resultado que anunciábamos:

Teorema 3.51 (ED) L(Pω) cumple ED.

Demostración: El teorema 3.49 relativizado a L(Pω) implica que, para
cada ordinal α, existe un ordinal λα y una aplicación πα ∈ L(Pω) de manera
que πα : λα × Pω −→ Lα(Pω) suprayectiva.

Tomemos ahora A, R ∈ L(Pω) que cumplan las hipótesis de ED. Conside-
ramos un ordinal α tal que A, R ∈ Lα(Pω). Utilizando ED (en V ), podemos
afirmar que existe f0 : ω −→ A tal que

∧
n ∈ ω f0(n + 1)Rf0(n). Lo que no

podemos asegurar en principio es que f0 ∈ L(Pω).
Como (en V ) podemos hacer elecciones numerables, sabemos que existen

sucesiones {βn}n∈ω y {xn}n∈ω de modo que
∧
n ∈ ω πα(βn, xn) = f0(n).

No necesitamos AE para construir una biyección g : ω × ω −→ ω, luego
podemos tomar g ∈ L(Pω). Llamamos x = {g(i, n) | i ∈ xn}. De este modo
x ∈ Pω ⊂ L(Pω), lo que a su vez implica que {xn}n∈ω ∈ L(Pω), pues la sucesión
puede reconstruirse a partir de x.

Por el contrario, no podemos asegurar que {βn}n∈ω ∈ L(Pω), pero podemos
razonar como sigue: consideramos en ω × α la relación

(n, β)R (n′, β′)↔ n = n′ + 1 ∧ R(πα(β′, xn′), πα(β, xn)).

Claramente, R ∈ L(Pω) y no está bien fundada en V , pues tenemos la
sucesión

· · · R (β3, x3)R (β2, x2)R (β1, x1)R (β0, x0).

Entonces tampoco puede estar bien fundada en L(Pω), porque “ser una relación
bien fundada” es un concepto ∆1, luego absoluto para modelos transitivos de ZF.
Por consiguiente, existe un conjunto X ∈ L(Pω) tal que X ⊂ ω × λ y no
tiene elemento R-minimal. Finalmente, como ω × λ puede ser bien ordenado
en L(Pω), podemos construir una función h ∈ L(Pω) tal que h : ω −→ X
y
∧
n ∈ ω h(n + 1)Rh(n). A su vez, si h = {(βi, ni)}i∈ω, podemos definir

f : ω −→ Amediante f(i) = πα(βi, xni). Así f ∈ L(Pω) y
∧
i ∈ ω f(i+1)Rf(i).
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3.9 El teorema de Lévy-Shoenfield
Vamos a probar un resultado técnico que necesitaremos más adelante. Se

trata de que las fórmulas Σ1 son absolutas para los modelos L[a], con a ⊂ Vω.
Necesitamos algunos resultados previos.

Definición 3.52 Sea L un lenguaje formal. Una sentencia de L es una senten-
cia

∧∨
si es de la forma∧

x1 · · ·xm
∨
y1 · · · yn ϕ(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn),

donde ϕ es una fórmula de L sin cuantificadores.

Teorema 3.53 Sea M0 ⊂ M1 ⊂ M2 ⊂ · · · una cadena de modelos de un len-
guaje L de modo que cada Mi sea un submodelo de Mi+1. Sea

θ =
∧
x1 · · ·xm

∨
y1 · · · yn ϕ(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn)

una sentencia
∧∨

de L. Supongamos que para todos los x1, . . . , xm ∈ Mk

existen y1, . . . , yn ∈ Mk+1 tales que Mk+1 ⊨ ϕ[x1, . . . , xm, y1, . . . , yn] (en reali-
dad basta con que esto se cumpla para todo k suficientemente grande). Sea
M =

⋃
k∈ω

Mk (es decir, M es el modelo de L cuyo universo es la unión de los

universos de los modelos Mk y en el que los relatores funtores y constantes se
interpretan extendiendo las interpretaciones en cada Mk). Entonces M ⊨ θ.

Demostración: Si tomamos x1, . . . , xm ∈ M , existe un k ∈ ω tal que
x1, . . . , xm ∈ Mk, luego por hipótesis existen y1, . . . , yn ∈ Mk+1 tales que
Mk+1 ⊨ ϕ[x1, . . . , xm, y1, . . . , yn]. Como ϕ no tiene cuantificadores, una sim-
ple inducción sobre su longitud prueba que M ⊨ ϕ[x1, . . . , xm, y1, . . . , yn]. Es
claro entonces que M ⊨ θ.

Teorema 3.54 (de la forma normal de Skolem) Sea ϕ una sentencia de
un lenguaje forma L. Entonces existe una sentencia

∧∨
ϕ̄ de un lenguaje for-

mal L que consta de los mismos signos de L más ciertos relatores adicionales
R1, . . . , Rk de manera que

a) Si U es un modelo de L y U ⊨ ϕ, existen relaciones R̄1, . . . , R̄k en U tales
que si U es el modelo de L que extiende a U interpretando los relatores
Ri como R̄i, entonces U ⊨ ϕ̄.

b) Si U es un modelo de L tal que U ⊨ ϕ̄ y U es el modelo de L que resulta
de olvidar los relatores R1, . . . , Rk, entonces U ⊨ ϕ.

Demostración: Podemos suponer que ϕ está en forma prenexa, es de-
cir, que consta de una sucesión de cuantificadores seguida de una fórmula sin
cuantificadores (toda fórmula es equivalente a otra fórmula en forma prenexa).

Por claridad vamos a suponer que

ϕ =
∨
u
∧
v
∨
w
∧
xy

∨
z ψ(u, v, w, x, y, z),
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donde ψ no tiene cuantificadores, aunque el argumento es completamente gene-
ral. La idea es sustituir∨

z ψ(u, v, w, x, y, z) por P (u, v, w, x, y),∧
xy

∨
z ψ(u, v, w, x, y, z) por Q(u, v, w),∨

w
∧
xy

∨
z ψ(u, v, w, x, y, z) por R(u, v),∧

v
∨
w
∧
xy

∨
z ψ(u, v, w, x, y, z) por S(u)

y adjuntar las “definiciones” de los relatores introducidos. Concretamente, de-
finimos L como el lenguaje que tiene los relatores adicionales P , Q, R y S y
consideramos la sentencia∧

uvwxy(P (u, v, w, x, y)↔
∨
z ψ(u, v, w, x, y, z)) ∧∧

uvw(Q(u, v, w)↔
∧
xy P (u, v, w, x, y)) ∧

∧
uv (R(u, v)↔

∨
w Q(u, v, w))

∧
∧
u(S(u)↔

∧
v R(u, v)) ∧

∨
u S(u).

Claramente, esta sentencia es equivalente a∧
uvwxy

∨
z (P (u, v, w, x, y)↔ ψ(u, v, w, x, y, z)) ∧∧

uvwxy(Q(u, v, w)↔ P (u, v, w, x, y)) ∧
∧
uv

∨
w (R(u, v)↔ Q(u, v, w))

∧
∧
uv(S(u)↔ R(u, v)) ∧

∨
u S(u).

Cambiando las variables ligadas obtenemos otra sentencia equivalente:∧
uvwxy

∨
p (P (u, v, w, x, y)↔ ψ(u, v, w, x, y, p)) ∧∧

uvwxy(Q(u, v, w)↔ P (u, v, w, x, y)) ∧
∧
uv

∨
q (R(u, v)↔ Q(u, v, q))

∧
∧
uv(S(u)↔ R(u, v)) ∧

∨
r S(r),

que a su vez equivale a∧
uvwxy(

∨
p (P (u, v, w, x, y)↔ ψ(u, v, w, x, y, p)) ∧

(Q(u, v, w)↔ P (u, v, w, x, y)) ∧
∨
q (R(u, v)↔ Q(u, v, q))

∧ (S(u)↔ R(u, v)) ∧
∨
r S(r)),

y ahora podemos extraer los particularizadores:∧
uvwxy

∨
pqr((P (u, v, w, x, y)↔ ψ(u, v, w, x, y, p)) ∧

(Q(u, v, w)↔ P (u, v, w, x, y)) ∧ (R(u, v)↔ Q(u, v, q))

∧ (S(u)↔ R(u, v)) ∧ S(r)),

con lo que hemos llegado a una sentencia ϕ̄ del tipo requerido. Por la construc-
ción es claro que ϕ̄ es verdadera en un modelo de L si y sólo si lo es ϕ. Ahora
es fácil probar el teorema.
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Teorema 3.55 Sea M un modelo de un lenguaje formal L ∈ L que conste de
relatores ∈, R1, . . . , Rk y constantes {cn}n∈ω. Sean E, R̄1, . . . , R̄k las inter-
pretaciones en M de los relatores y supongamos que E es una relación bien
fundada. Sea S un conjunto de sentencias

∧∨
de L tal que M ⊨ S. Entonces

existe un modelo bien fundado N de L tal que N ⊨ S y N ∈ L[S].

Demostración: Sea S = {ϕn}n∈ω. Repitiendo sentencias o añadiendo
alguna, podemos suponer que ϕn contiene a lo sumo las constantes {ck}k<n. Si
S admite un modelo finito, éste será isomorfo a uno constructible y se cumplirá
el teorema. Podemos suponer, pues, que S no admite modelos finitos.

Sea P el conjunto de las ternas (N, f, k) tales que k ∈ ω, N es un modelo
finito del lenguaje Lk cuyos signos son los de L excepto las constantes {cn}n≥k,
N ⊂ ω y f : N −→ ω es una aplicación tal que si x, y ∈ N cumplen N(∈)(x, y),
entonces f(u) < f(v).

Consideramos en P el orden parcial dado por (N, f, k) < (N ′, f ′, k′) si N ′

es un submodelo de N , f ′ ⊂ f , k′ < k y para cada r < k, si

ϕr =
∧
x1 · · ·xm

∨
y1 · · · yn ψr(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn)

entonces para todos los x1, . . . , xm ∈ N ′ existen y1, . . . , yn ∈M tales que

N ⊨ ψr[x1, . . . , xm, y1, . . . , yn].

La definición de (P,≤) es absoluta para modelos transitivos de ZFC−AP,
por lo que (P,≤) ∈ L[S]. Veamos que (P,≤) no está bien fundado.

Sea X el conjunto de todos los (N, f, k) ∈ P tales que existe un submodelo
M ′ de M (como modelo de Lk) y un isomorfismo h : N −→ M ′ tal que para
todo b ∈ N se cumpla f(b) = rangEh(b).

Claramente X ̸= ∅, pues basta tomar k ∈ ω, M ′ igual al conjunto de
las interpretaciones en M de las constantes de Lk, N un modelo isomorfo con
N ⊂ ω, h : N −→M ′ el isomorfismo y f : N −→ ω dada por f(b) = rangEh(b).
Entonces (N, f, k) ∈ X.

El conjunto X no tiene minimal, pues si (N, f, k) ∈ X y h : N −→M ′ es el
isomorfismo dado por la definición de X, como M ⊨ S, para todo r ≤ k tenemos
que si

ϕr =
∧
x1 · · ·xm

∨
y1 · · · yn ψr(x1, . . . , xm, y1, . . . , yn)

y a1, . . . , am ∈M ′, existen b1, . . . , bm ∈M tales que

M ⊨ ψr[a1, . . . , am, b1, . . . bn].

Recorriendo todos los r ≤ k y todos los a1, . . . , am ∈M ′ posibles, encontra-
mos un número finito de elementos bi ∈ M que, junto con M ′ y M(ck) forman
un submodelo M ′′ de M (como modelo de Lk+1) tal que M ′ ⊂M ′′. Tomamos
N ′ ⊂ ω tal que N ⊂ N ′, lo dotamos de estructura de modelo isomorfo a M ′′ a
través de una biyección (que se convierte en isomorfismo) h′ : N ′ −→ M ′′ que
extienda a h y definimos f ′ : N ′ −→ ω mediante h′(b) = rangEh′(b). Clara-
mente (N ′, f ′, k + 1) ∈ X y (N ′, f ′, k + 1) < (N, f, k).
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Estar bien fundado es absoluto para modelos transitivos, luego (P,≤) no está
bien fundadoL[S]. Por consiguiente existe una sucesión {(Nk, fk, nk)}k∈ω ∈ L[S]
tal que

(N0, f0, k0) > (N1, f1, k1) > · · ·
Sea N =

⋃
k∈ω

Nk y f =
⋃
k∈ω

fk. Por el teorema 3.53 se cumple que N ⊨ S y

f : N −→ ω cumple que si N(∈)(u, v) entonces f(u) < f(v), luego N(∈) está
bien fundada. Obviamente N ∈ L[S].

Teorema 3.56 (Lévy-Shoenfield) Sea ϕ(x, a) una fórmula ∆0 del lenguaje
de la teoría de conjuntos (metamatemático) cuyas variables libres sean a lo sumo
las indicadas. Si a ⊂ Vω, entonces∨

xϕ(x, a)↔
∨
x ∈ L[a]ϕ(x, a).

Demostración: Sea L el lenguaje formal que consta de un relator ∈ y de
las constantes X̄, ā y {x̄}x∈Lω

. Podemos tomarlo L ∈ L.
Añadimos a L los relatores R1, . . . , Rk necesarios para que existe una sen-

tencia
∧∨

ϕ′ que cumpla el teorema 3.54 para la sentencia∨
xϕ(x, ā) ∧

∧
xy(

∧
u(u ∈ x↔ u ∈ y)→ x = y) ∧

∧
x(x ∈ X̄ → x ∈ Lω).

Hay que entender que x ∈ Lω representa la versión matemática de un equi-
valente sin descriptores de la correspondiente fórmula metamatemática.

Sea S el conjunto formado por las siguientes sentencias de L (todas ellas de
tipo

∧∨
):

a) ϕ′,

b) x̄ ∈ X̄, para todo x ∈ Lω,

c)
∧
x(x ∈ ȳ ↔ x = ȳ1 ∨ · · · ∨ x = ȳn), donde y = {y1, . . . , yn} ∈ Lω,

d) x̄ ∈ ā, para todo x ∈ a,

e) x̄ /∈ ā, para todo x ∈ Lω \ a,

f)
∧
x(x ∈ ā→ x ∈ X̄).

Como ā puede reconstruirse a partir de S y viceversa, es fácil ver que a ∈ L[S]
y S ∈ L[A], luego L[S] = L[a].

Supongamos que
∨
xϕ(x, a). Sea λ un ordinal límite tal que x, a ∈ Vλ, con

lo que Vλ ⊨ (
∨
xϕ)[a]. Interpretando las constantes de L de forma natural y

los relatores según el teorema 3.54 resulta que Vλ ⊨ S. Por el teorema anterior
existe un modelo N de L tal que N ∈ L[S] = L[a], N está bien fundado y
N ⊨ S. En particular N cumple el axioma de extensionalidad, luego la relación
N(∈) es extensional y bien fundada. Podemos considerar el colapso transitivo
N ′ ∈ L[a], que es un modelo isomorfo a N , luego N ′ ⊨ S. La transitividad
y las sentencias de S fuerzan que N ′(X̄) = Lω y N ′(ā) = a. Como además
N ′ ⊨

∨
xϕ(x, ā), vemos que

∨
x ∈ N ′ ϕ(x, a) (aquí usamos que ϕ es absoluta),

de donde
∨
x ∈ L[a]ϕ(x, a).



Capítulo IV

Extensiones genéricas

La teoría de extensiones genéricas (más conocida como “forcing”) fue ideada
por P. Cohen (en una versión más rudimentaria que la que aquí vamos a ex-
poner) para demostrar la independencia de la hipótesis del continuo, pero sus
aplicaciones van mucho más allá.

Su planteamiento general consiste en partir de un modelo transitivo M de
ZFC y construir a partir de él otro modelo transitivo N de modo que M ⊂ N (y,
salvo casos triviales M ⊊ N) estrechamente relacionado con M . Esta estrecha
relación consiste, fundamentalmente, en los hechos siguientes:

a) Los modelos M y N contienen los mismos ordinales, es decir, ΩM = ΩN .

Esto, por sí solo, garantiza, por ejemplo, que

LN = LΩN = LΩM = LM ⊂M.

Así la mera desigualdad M ⊊ N ya implica que los conjuntos de N \M
son no constructiblesN , con lo que N será un modelo de ZFC + V ̸= L,
y tendremos probado que no puede demostrarse que todo conjunto es
constructible.

b) Podremos garantizar que N contiene un objeto “diseñado” en M , pero que
no está en M , como por ejemplo una familia de ℵ2 subconjuntos de ω que
hagan que 2ℵ0 > ℵ1 en N .

c) Alguien que “viva” en M y que, por consiguiente, no pueda “ver” los con-
juntos de N que no están en M , dispondrá, no obstante, de un lenguaje
para hablar de lo que sucede en N , y en muchas ocasiones estará incluso
en condiciones de determinar, sólo a partir de los conjuntos que “ve” en M ,
si cualquier afirmación dada es verdadera o falsa en N . Esto será funda-
mental para analizar el modelo N .

Obtendremos la construcción de N desarrollando b), mientras que tendre-
mos que desarrollar c) para estar en condiciones de probar que N cumple las
condiciones requeridas (entre ellas la de ser un modelo de ZFC). La propiedad
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a) se probará sin dificultad, pero no por ello será menos importante a la hora
de comprender el funcionamiento de N .

4.1 Filtros genéricos
Ejemplo Para ilustrar las definiciones básicas de la teoría de extensiones ge-
néricas partamos de un modelo transitivo numerable M de ZFC + V = L, y
vamos a construir otro modelo M ⊊ N , con lo que, según ya hemos explicado,
todos los conjuntos de N \M serán no constructiblesN . Más concretamente,
vamos a asegurarnos de que N contiene un conjunto a ⊂ ω que no esté en M ,
con lo que probaremos la consistencia de que existan subconjuntos de ω no
constructibles.

En lugar de “diseñar” a, trataremos de diseñar su función característica. Si
construimos un modelo N tal que exista f ∈ N \M de manera que f : ω −→ 2,
entonces a = f−1[{1}] ⊂ ω también cumplirá a ∈ N \M , y será un subconjunto
de ω no constructibleN .

Una idea fundamental es que, aunque queremos incorporar aN una función f
que no esté en M , tiene que ser posible hablar de ella en M , y esto se logrará a
través de sus aproximaciones finitas. Concretamente, definimos

P = {p | p ⊂ ω × 2 ∧ p es una función ∧ p es finito}.

Claramente P = PM ∈ M . A los elementos de P los llamaremos “condiciones”.
La idea es que alguien que “viva” en M ve los elementos de P y puede conside-
rarlos como fragmentos posibles de la función f que está fuera de su alcance.
Las condiciones “verdaderas” serán las del conjunto

G = {p ∈ P | p ⊂ f},

de modo que f =
⋃
G. Así, si una condición

p = {(2, 1), (5, 1), (6, 0), (10, 1)} ∈ P

es “verdadera”, esto significa que f(2) = 1, f(5) = 1, f(6) = 0 y f(10) = 1,
aunque p también podría ser una condición falsa. Conocer la función f equivale
a saber qué condiciones p ∈ P son “verdaderas” y cuáles son falsas.

En general, un “habitante de M ” no podrá saber qué condiciones son verda-
deras y cuáles falsas, pero un hecho fundamental de la teoría de extensiones será
que toda afirmación sobre N se reducirá a determinar si una cierta condición de
P es verdadera o falsa. En realidad, hay una condición de P que es trivialmente
verdadera, a saber, 1l = ∅. Por ello, si en su análisis de N , un “habitante de M ”
llega a la conclusión de que la condición de que depende que cierta afirmación α
se cumpla en N es precisamente p = 1l, entonces podrá asegurar que se cumple
αN a pesar de que no puede ver lo que pasa en N .

El hecho de que llamemos 1l a la condición vacía se puede interpretar como
que es la condición que se cumple con probabilidad 1.
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Diremos que una condición p extiende a una condición q si q ⊂ p, es decir, si
p aporta tanta información o más que q sobre f . Lo representaremos por p ≤ q,
de modo que

p ≤ q ↔ q ⊂ p.
Puede parecer extraño que digamos que una condición es menor cuando

contiene más información, pero de nuevo debemos pensar en términos probabi-
listicos: si p contiene más información que q, tiene “menos probabilidades” de
ser cierta. En particular, toda condición cumple p ≤ 1l, lo que expresa que 1l se
cumple con la máxima probabilidad.

Hemos definido G a partir de una función indeterminada f , pero nuestro
propósito es seguir el camino contrario: definir adecuadamente un conjunto G
de condiciones verdaderas que nos asegure que f =

⋃
G sea realmente una

función f : ω −→ 2 diferente de todas las funciones de M .

Antes de seguir desarrollando este ejemplo vamos a dar algunas definiciones
generales motivadas por las consideraciones que acabamos de presentar.

Definición 4.1 Un conjunto preordenado con máximo es una terna (P,≤, 1l) tal
que ≤ es una relación reflexiva y transitiva en el conjunto P y 1l ∈ P cumple
que

∧
p ∈ P p ≤ 1l. A los elementos de P los llamaremos condiciones. Cuando

dos condiciones p, q ∈ P cumplen p ≤ q se dice que la condición p extiende a la
condición q.

No exigimos que la relación sea antisimétrica porque en ningún momento
nos ayudaría en nada esta exigencia y en algunas construcciones más avanzadas
es técnicamente útil no tener que garantizarla. En lo sucesivo, cuando hablemos
de un conjunto preordenado P (abreviadamente, c.p.o.) se sobrentenderá que es
un conjunto preordenado con máximo en el sentido de la definición anterior.

Notemos que si P es un conjunto parcialmente ordenado (es decir, si el pre-
orden es antisimétrico), entonces sólo puede tener un máximo, pero en el caso
general P puede tener varios máximos (incluso infinitos) y por ello selecciona-
mos uno en la definición de c.p.o. El tener que especificar un máximo en lugar
de tener que existe un solo es el único “coste” que tendrá nuestra decisión de
permitir que los preórdenes que consideremos no sean antisimétricos.

No obstante, casi todos los c.p.o.s que consideraremos en la práctica serán
conjuntos parcialmente ordenados.

Si P es un c.p.o., diremos que dos condiciones p, q ∈ P son compatibles si
tienen una extensión común, es decir, si existe r ∈ P tal que r ≤ p y r ≤ q. En
caso contrario diremos que son incompatibles y lo representaremos por p ⊥ q.

Ejemplo Continuando con el ejemplo precedente, ahora es claro que el con-
junto

P = {p | p ⊂ ω × 2 ∧ p es una función ∧ p es finito}
es un conjunto parcialmente ordenado con la relación determinada por q ≤ p si
y sólo si p ⊂ q. Además tiene por máximo a la condición 1l = ∅.
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En todos los ejemplos de interés, cada condición de un c.p.o. podrá consi-
derarse como portadora de información parcial sobre un objeto que deseamos
construir, y la relación p ≤ q indicará1 que p contiene más información que
q. El máximo será la condición que no aporta información alguna y que, por
consiguiente, es trivialmente verdadera.

Observemos que en nuestro ejemplo dos condiciones p y q son compatibles (es
decir, tienen una extensión común) si y sólo si son funciones que toman el mismo
valor sobre cualquier número que esté en el dominio de ambas, y en tal caso p∪q
es una extensión común. Recíprocamente, dos condiciones son incompatibles sin
toman valores diferentes sobre un mismo número. Por ejemplo, las condiciones
siguientes son incompatibles:

p = {(2, 1), (5, 1), (6, 0), (10, 1)}, q = {(1, 0), (5, 0), (7, 1)},

pues la primera “fuerza” que f(5) = 1 y la segunda que f(5) = 0. Un “habitante
de M ” podrá no saber si son verdaderas o no, pero no necesita salir de M para
asegurar que las dos no pueden ser verdaderas a la vez.

En general, la idea es que dos condiciones son compatibles si aportan infor-
mación “coherente”, de modo que ambas pueden ser simultáneamente verdade-
ras, mientras que son incompatibles si se contradicen mutuamente, de modo que
no pueden ser ambas verdaderas.

Álgebras de Boole completas Las propiedades de los modelos N que pre-
tendemos construir a partir de un modelo dado M de ZFC dependerán esen-
cialmente de la elección de un conjunto de condiciones adecuado P ∈M . En la
práctica, lo más cómodo será tomar un c.p.o. P lo más próximo que sea posible
al “objeto de diseño” que queremos que esté en N . Por ejemplo, si queremos
añadir a M una función f : ω −→ 2, lo más práctico es trabajar con el conjunto
P que estamos considerando en los ejemplos.

Sin embargo, a efectos teóricos, será muy útil trabajar con álgebras de Boole
completas o, más precisamente, con c.p.o.s de la forma P = B \ {0}, donde
B es un álgebra de Boole completa. El teorema [TC 7.49] nos asegura que
todo c.p.o. P puede sumergirse densamente en un álgebra de Boole completa, y
veremos que el modelo construido a partir de P es el mismo que se obtiene con su
compleción, por lo que trabajar exclusivamente con álgebras de Boole completas
no supone en realidad ninguna pérdida de generalidad. No obstante, no vamos
a restringirnos a este caso porque, como decimos, en la práctica es preferible
trabajar con c.p.o.s sencillos como el del ejemplo que estamos considerando.

Esto hace que en todo momento sea útil conocer la versión de todo concepto
y todo resultado en términos tanto de c.p.o.s arbitrarios como en términos de
álgebras de Boole completas.

1Sobre este punto, los autores están divididos, y así unos escriben p ≤ q cuando otros
escriben q ≤ p, por lo que al leer un texto sobre extensiones genéricas es esencial determinar
si p ≤ q indica que p tiene más o menos información que q.



4.1. Filtros genéricos 119

Por ejemplo, dos condiciones p, q ∈ B \ {O} cumplen

p ⊥ q ↔ p ∧ q = O.

En efecto, p ⊥ q significa que p y q no tienen una extensión común en B\{O},
pero como p ∧ q es necesariamente una extensión común en B, la conclusión es
inmediata. En la práctica, al tratar con álgebras de Boole conviene extender la
definición de incompatibilidad para admitir que las condiciones puedan ser O,
de modo que toda condición de B es incompatible con O.

En el ejemplo que estamos considerando hemos definido un conjunto G de
“ ‘condiciones verdaderas” a partir de la función f que queremos construir para
añadírsela al modeloM , pero, como ya hemos indicado, vamos a seguir el camino
inverso de construir primero G y a partir de él obtener f . Para ello tenemos
que especificar qué propiedades queremos que tenga G. Las más básicas son las
siguientes:

Definición 4.2 Un filtro en un c.p.o. P es un conjunto G ⊂ P tal que

a) 1l ∈ G,

b)
∧
p ∈ G

∧
q ∈ P(p ≤ q → q ∈ G),

c)
∧
pq ∈ G

∨
r ∈ G(r ≤ p ∧ r ≤ q).

Observemos que si B es un álgebra de Boole, entonces G ⊂ B es un filtro en
el sentido de la definición precedente (entendiendo esto como que es un filtro en
el c.p.o. P = B \ {O}) si y sólo si es un filtro en B en el sentido usual [TC 7.7].

Ejemplo En el caso del ejemplo que estamos considerando, lo que dice la
definición de filtro es que la condición vacía es verdadera, que si una condición
tiene menos información que otra verdadera es verdadera, y que dos condiciones
verdaderas pueden extenderse a una misma condición verdadera (que contenga
la información de ambas).

Ciertamente, si f : ω −→ 2, el conjunto G = {p ∈ P | p ⊂ G} es un filtro de
G, pero no todo filtro define una función ω −→ 2. Por ejemplo, G = {1l} es un
filtro, y

⋃
G = ∅. Y aun suponiendo que f =

⋃
G sea una función f : ω −→ 2,

nada nos asegura que no sea una de las funciones que ya están en M , con lo que
no nos llevará a una extensión estricta de M .

Vamos a ver que las dificultades que acabamos de señalar se resuelven im-
poniendo a G una condición muy general:

Definición 4.3 Si P es un c.p.o., un conjunto D ⊂ P es denso en P si toda
condición de P tiene una extensión en D, es decir, si

∧
p ∈ P

∨
q ∈ D q ≤ p.

Un filtro G en P es P-genérico sobre un conjunto M si G corta a todo
conjunto denso en P que pertenezca a M .
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Ejemplo Para el c.p.o. de nuestro ejemplo, formado por funciones finitas,
sucede que el conjunto

A = {p ∈ P | (3, 0) ∈ p}

no es denso en P, pues la condición q = {(3, 1), (2, 0)} no tiene una extensión en
A, mientras que el conjunto

D = {p ∈ P |
∨
n ∈ ω (n, 0) ∈ p}

sí que es denso en P. Otros ejemplos de conjuntos densos son el conjunto de
condiciones con un n dado en su dominio, o el conjunto de condiciones que
toman los valores 0, 1, 1 sobre tres naturales consecutivos, o el conjunto de
las condiciones que coinciden en un intervalo de números naturales con una
codificación binaria del “Quijote”.

Supongamos ahora que M es un modelo transitivo de ZFC y que G es un
filtro P-genérico sobre M . Definimos f =

⋃
G y veamos que f : ω −→ 2.

En efecto, el hecho de que las condiciones de G sean compatibles dos a dos
prueba que f es una función. Para cada n ∈ ω, el conjunto

Dn = {p ∈ P |
∨
i ∈ 2 (n, i) ∈ p} ∈M

y claramente es denso en P.

Ejercicio: Probar que, en efecto, Dn ∈ M (se trata de ver que Dn = DM
n ∈ M .

Por consiguiente, existe una condición p ∈ G ∩Dn, de donde se sigue que n
está en el dominio de f .

En un sentido un tanto vago, los objetos construidos a partir de filtros gené-
ricos, como acabamos de hacer con f a partir de G, se llaman también “genéri-
cos”. Así, f es una función genérica de ω en 2 y a = f−1[{1}] es un subconjunto
genérico de ω (siempre respecto de un modelo dado M).

La idea básica (que motiva el nombre de “genérico”) es que la función gené-
rica f cumple cualquier propiedad que no se pueda refutar con una condición
particular. Por ejemplo, no podemos asegurar que f(5) = 1, pues la condición
p = {(5, 0)} lo refuta, en el sentido de que si se cumpliera p ∈ G necesariamente
f(5) = 0, y no podemos descartar esta posibilidad. Por el contrario, sí que
podemos asegurar que f toma el valor 1 en algún número natural, pues ninguna
condición puede refutar esto, lo cual es otra forma de decir que el conjunto de
las condiciones p que fuerzan

∨
n ∈ ω f(n) = 1 (en el sentido de que p ∈ G

implica esto) es denso en P. Del mismo modo puede probarse que la función f
toma el valor 1 siete veces seguidas y que, en un cierto intervalo, contiene una
codificación binaria del “Quijote”.

Podemos decir que una función genérica es “tan general”, que no puede coin-
cidir (enM) con ninguna función en particular. En efecto, dada cualquier g ∈M
que cumpla f : ω −→ 2, necesariamente f ̸= g, pues el conjunto

Dg = {p ∈ P |
∨
n ∈ Dp p(n) ̸= g(n)}
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es claramente denso en P (y Dg ∈ M porque g ∈ M), luego existe p ∈ G ∩Dg,
luego existe un n ∈ Dp tal que f(n) ̸= g(n), luego f ̸= g. En otras palabras,
una función que sea genérica respecto de un modelo M no puede estar en M .

El teorema siguiente garantiza la existencia de filtros genéricos sobre modelos
numerables:

Teorema 4.4 Si P es un c.p.o., p ∈ P y M es un conjunto numerable, entonces
existe un filtro G P-genérico sobre M tal que p ∈ G.

Demostración: El conjunto M contiene a lo sumo una cantidad numerable
de subconjuntos densos en P. Digamos que son {Dn}n∈ω. (Si no hubiera nin-
guno o hubiera un número finito completamos la sucesión con otros cualesquiera,
admitiendo repeticiones.)

Definimos p0 = p y, supuesto definido pn, tomamos pn+1 ∈ Dn tal que
pn+1 ≤ pn. Ahora basta definir

G = {q ∈ P |
∨
n ∈ ω pn ≤ q}.

Es inmediato comprobar que G es un filtro en P que contiene a p y, como
pn ∈ G ∩Dn, es claramente P-genérico sobre M .

Así pues, toda condición puede ser verdadera respecto a un filtro genérico
(sobre un conjunto numerable) elegido adecuadamente.

Ejemplo Si partimos de un modelo transitivo numerable M de ZFC, conside-
ramos el c.p.o. P que estamos considerando en los ejemplos y tomamos un filtro
G que sea P-genérico sobre M , cuya existencia viene garantizada por el teorema
anterior, tenemos que fG =

⋃
G : ω −→ 2 cumple que fG /∈M . Lo que nos falta

probar es que existe un modelo transitivo N de ZFC que contiene a M y al cual
pertenece fG. Esto equivale a que G ∈ N , lo cual nos lleva a lo que será nuestro
planteamiento general: dado un modelo transitivo M de ZFC, un c.p.o. P y un
filtro G que sea P-genérico sobre M , nuestro propósito es construir un modelo
transitivo N de ZFC tal que M ⊂ N y G ∈ N , lo cual a su vez garantizará que
el “objeto genérico” que pretendíamos construir a partir de aproximaciones en P
seleccionadas mediante G esté en N .

Definición 4.5 Si P es un c.p.o., p ∈ P y E ⊂ P, diremos que E es denso bajo p
si ∧

q ∈ P(q ≤ p→
∨
r ∈ E r ≤ q).

Teorema 4.6 Sea M un modelo transitivo de ZF, sea P ∈ M un c.p.o., sea
E ∈M un subconjunto de P y G un filtro P-genérico sobre M . Entonces

a) O bien G ∩ E ̸= ∅, o bien
∨
q ∈ G

∧
r ∈ E r ⊥ q.

b) Si p ∈ G y E es denso bajo p, entonces G ∩ E ̸= ∅.
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Demostración: a) Consideremos el conjunto

D = {q ∈ P | (
∨
r ∈ E q ≤ r) ∨ (

∧
r ∈ E r ⊥ q)} ∈M.

CiertamenteD es denso en P, pues si q ∈ P y q /∈ D, entonces
∨
r ∈ E ¬r ⊥ q,

de donde se sigue que
∨
p ∈ P(p ≤ r ∧ p ≤ q) y, como r ∈ E ∧ p ≤ r, tenemos

que
∨
p ∈ D p ≤ q. Por consiguiente G ∩D ̸= ∅, luego

∨
q ∈ G((

∨
r ∈ E q ≤

r) ∨ (
∧
r ∈ E r ⊥ q)). Concluimos que

∨
r r ∈ G ∩ E ∨

∨
q ∈ G

∧
r ∈ E r ⊥ q.

b) Si G∩E = ∅, por a) tenemos que existe q ∈ G tal que
∧
r ∈ E r ⊥ q. Sea

q′ ∈ G tal que q′ ≤ p ∧ q′ ≤ q. Como E es denso bajo p, existe una condición
r ∈ E tal que r ≤ q′ ≤ q, luego ¬r ⊥ q, contradicción.

Como consecuencia obtenemos que los filtros genéricos son maximales, por
lo que en un álgebra de Boole son ultrafiltros:

Teorema 4.7 Sea M un modelo transitivo de ZF, sea P ∈M un c.p.o., sea G1

un filtro P-genérico sobre M y sea G2 un filtro en P tal que G1 ⊂ G2. Entonces
G1 = G2.

Demostración: Si existiera una condición p ∈ G2\G1, como G1∩{p} = ∅,
el teorema anterior nos da que existe q ∈ G1 tal que p ⊥ q, pero p y q están
ambos en G2, luego no pueden ser incompatibles.

Ultrafiltros genéricos en álgebras de Boole completas Si M es un mo-
delo transitivo de ZF y B es un álgebra de Boole completaM , es fácil ver que
B es un álgebra de Boole, pero no es necesariamente completa. Lo que exige la
relativización de la completitud es que todo X ⊂ B que cumpla X ∈ M tiene
supremo (e ínfimo), pero puede haber subconjuntos de B que no estén en M
que carezcan de supremo o ínfimo.

Teorema 4.8 Sea M un modelo transitivo de ZF y sea B ∈ M un álgebra de
Boole completaM . Entonces G es un filtro B-genérico sobre M si y sólo si G es
un ultrafiltro en B tal que∧

X ∈M(X ⊂ G→
∧
X ∈ G).

Demostración: Supongamos que G es un filtro B-genérico sobre M . En-
tonces G es un ultrafiltro por el teorema anterior. Sea X ∈ M tal que X ⊂ G.
Entonces G ∩X ′ = ∅, luego por 4.6 existe un p ∈ G tal que p ∧ x′ = O, para
todo x ∈ X, luego p ≤ x para todo x ∈ X, luego p ≤

∧
X, luego

∧
X ∈ G.

Supongamos ahora que G cumple las condiciones del enunciado y sea D ∈M
un subconjunto denso de B. Sea X = D′ ∈ M . Si fuera G ∩ D = ∅, como G
es un ultrafiltro tendríamos X ⊂ G, luego por hipótesis

∧
X ∈ G, luego en

particular
∧
X ̸= O. Como D es denso, existe p ∈ D (en particular p ̸= O) tal

que p ≤
∧
X, pero entonces p ≤ p′, lo cual es absurdo.
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Por esto en las álgebras de Boole completas no se habla de filtros, sino de
ultrafiltros genéricos. Notemos que el recíproco es trivial: si

∧
X ∈ G, entonces

X ⊂ G, por la definición de filtro. Similarmente, un ultrafiltro genérico cumple∧
X ∈M(X ∩G ̸= ∅↔

∨
X ∈ G).

En efecto, si X∩G = ∅ entonces X ′ ⊂ G, luego
∧
X ′ ∈ G, luego (

∨
X)′ ∈ G,

luego
∨
X /∈ G y si p ∈ X ∩G entonces p ≤

∨
X, luego

∨
X ∈ G.

Equivalentemente:
∧
X es “verdadero” si y sólo si todos los elementos de X

son “verdaderos”, mientras que
∨
X es “verdadero” si y sólo si algún elemento

de X es “verdadero”.

Una caracterización de los filtros genéricos Terminamos esta sección
probando que la definición de filtro genérico puede debilitarse un poco:

Teorema 4.9 Sea M un modelo transitivo de ZF, sea P ∈M un c.p.o. y G ⊂ P.
Entonces G es un filtro P-genérico sobre M si y sólo si cumple

a)
∧
pq ∈ G ¬p ⊥ q,

b)
∧
p ∈ G

∧
q ∈ P(p ≤ q → q ∈ G),

c)
∧
D ∈M(D es denso en P→ G ∩D ̸= ∅).

Demostración: Como P ∈ M es denso en P, la condición c) implica que
G es no vacío, y entonces b) implica que 1l ∈ G. Sólo falta probar que∧

pq ∈ G
∨
r ∈ G(r ≤ p ∧ r ≤ q).

Lo que sabemos por a) es
∧
pq ∈ G

∨
r ∈ P(r ≤ p ∧ r ≤ q). Tomemos dos

condiciones p, q ∈ G y sea D = {r ∈ P | r ⊥ p ∨ r ⊥ q ∨ (r ≤ p ∧ r ≤ q)}.
Es fácil ver que D = DM ∈ M y es denso en P, pues si t ∈ P, o bien t ⊥ p, en
cuyo caso t ∈ D, o bien existe una condición s ≤ t ∧ s ≤ p. En este caso, o bien
s ⊥ q, con lo que s ∈ D ∧ s ≤ t, o bien existe una condición u ≤ s ∧ u ≤ q, con
lo que u ≤ t ∧ u ∈ D. En cualquier caso concluimos que t tiene una extensión
en D.

Por c) concluimos que G ∩D ̸= ∅, pero un r ∈ G ∩D no puede cumplir ni
r ⊥ p ni r ⊥ q, por la condición a), luego r ≤ p ∧ r ≤ q.

4.2 El teorema fundamental
Pasamos ya a abordar el problema de cómo construir un modelo transitivo N

de ZFC a partir de un modelo transitivo M de ZFC, de un c.p.o. P ∈ M y de
un filtro P-genérico G sobre M , de modo que M ⊂ N y G ∈ N .

Si por estas condiciones fuera, bastaría tomar N = V , pero queremos que
desde M sea posible hablar de N , para lo cual garantizaremos que todo ele-
mento de N tenga un nombre en M y, de hecho, vamos a empezar definiendo
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los nombres asociados a un c.p.o. para después definir N como la clase de los
objetos denotados por dichos nombres, en un sentido que también tenemos que
introducir. Recordemos que una relación no es más que un conjunto de pares
ordenados.

Definición 4.10 Si P es un c.p.o., diremos que un conjunto σ es un P-nombre
si σ es una relación y

(τ, p) ∈ σ → p ∈ P ∧ τ es un P-nombre.

En otras palabras, un nombre es un conjunto de pares ordenados, cuya pri-
mera componente es un nombre y cuya segunda componente es una condición.

Esta definición no es circular, sino recurrente. Concretamente, el teorema
general de recursión transfinita [TC 4.9] aplicado a la relación de pertenencia
afirma que para definir una función H : V −→ V sobre un conjunto x podemos
suponerla definida sobre la clausura transitiva ctx. En nuestro caso definimos
la función característica H : V −→ 2 de la clase de los P-nombres definiendo
H(σ) supuesto que H ya está definida sobre la clausura transitiva de σ, y la
definición es

H(σ) = 1↔
∧
x ∈ σ

∨
τp(p ∈ P ∧ τ ∈ ctσ ∧ x = (τ, p) ∧ H(τ) = 1).

Llamamos V P a la clase de todos los P-nombres. Una simple inducción
sobre la relación de pertenencia muestra que ser un P-nombre es absoluto para
modelos transitivos de ZF, es decir, que si M es un modelo y P ∈ M es un
c.p.o., entonces los P-nombresM son los elementos de MP = V P ∩M .

Ejemplo Si P es cualquier c.p.o., tenemos que ∅ es trivialmente un P-nombre.
Si p ∈ P, entonces σ = {(∅, 1l), (∅, p)} también es un P-nombre, como lo es
τ = {(∅, 1l), (σ, p)}, etc.

Definición 4.11 Sea P un c.p.o. y G un filtro en P. Definimos el valor de un
P-nombre σ respecto de G como

σG = {τG |
∨
p ∈ G (τ, p) ∈ σ}.

De nuevo esta definición ha de entenderse por ∈-recursión. También es fácil
ver que σG es absoluto para modelos transitivos de ZF. Por ejemplo, es inmediato
que ∅G = ∅. Si σ = {(∅, p)}, entonces

σG =

{
∅ si p /∈ G,
{∅} si p ∈ G.

Definición 4.12 Sea M un modelo transitivo de ZF, sea P ∈ M un c.p.o. y
sea G un filtro P-genérico sobre M . Definimos la extensión genérica de M
determinada por G como la clase

M [G] = {σG | σ ∈MP}.
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Por el axioma de reemplazo, M [G] es un conjunto (numerable) si M lo es.
Vamos a probar que N =M [G] es el modelo transitivo que queríamos construir.
La transitividad es fácil de probar:

Teorema 4.13 Si M es un modelo transitivo de ZF, P ∈ M es un c.p.o. y G
es un filtro P-genérico sobre M , entonces M [G] es una clase transitiva.

Demostración: Tomamos x ∈ y ∈M [G] y hemos de probar que x ∈M [G].
Tenemos que y = σG, para un σ ∈ MP, y entonces existen p ∈ G y τ ∈ V P de
modo que (τ, p) ∈ σ y x = τG. Por la transitividad de M ha de ser τ ∈ MP,
luego x = τG ∈M [G].

Ahora hemos de probar que M ⊂ M [G]. Para ello hemos de asignar un
nombre a cada conjunto de M .

Definición 4.14 Si P es un c.p.o., definimos el P-nombre canónico de un con-
junto x como

x̌ = {(y̌, 1l) | y ∈ x}.

De nuevo se trata de una definición por ∈-recursión. Relativizando a un
modelo transitivo la fórmula∧

u(u ∈ x̌↔
∨
y ∈ xu = (y̌, 1l))

y razonando por ∈-inducción se concluye inmediatamente que x̌ es absoluto para
modelos transitivos de ZF. En particular, si M es un modelo transitivo de ZF,
P ∈M y x ∈M , entonces x̌ ∈MP.

Una simple inducción demuestra que si G es un filtro sobre P entonces∧
x x̌G = x. Incidentalmente, esto muestra que la aplicación V −→ V P dada

por x 7→ x̌ es inyectiva, por lo que V P es una clase propia.

Teorema 4.15 Si M es un modelo transitivo de ZF, P ∈ M es un c.p.o. y G
es un filtro P-genérico sobre M , entonces M ⊂M [G].

Demostración: Si x ∈M , entonces x̌ ∈MP, luego x = x̌G ∈M [G].

Para probar que G ∈M [G] hemos de encontrarle un nombre:

Definición 4.16 Si P es un c.p.o., definimos el nombre canónico de un filtro
genérico para P como

Γ = {(p̌, p) | p ∈ P} ∈ V P.

Es inmediato comprobar que Γ es absoluto para modelos transitivos de ZF,
así como que si G es un filtro en P entonces ΓG = G. Como consecuencia:

Teorema 4.17 Si M es un modelo transitivo de ZF, P ∈M es un c.p.o. y G es
un filtro P-genérico sobre M entonces M [G] es una clase transitiva, M ⊂M [G],
G ∈ M [G] y si N es un modelo transitivo de ZF tal que M ⊂ N y G ∈ N
entonces M [G] ⊂ N .
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Demostración: Claramente Γ = ΓM ∈ MP, luego G = ΓG ∈ M [G]. Sólo
falta probar la afirmación sobre N . Ahora bien, si x ∈ M [G] entonces x = σG,
para cierto σ ∈ MP. Como σ, G ∈ N , concluimos que x = σG = (σG)

N ∈ N .

Así pues, cuando hayamos probado que M [G] es un modelo de ZF tendremos
de hecho que es el menor modelo de ZF que contiene a M como subconjunto y
a G como elemento.

De acuerdo con las observaciones que hemos hecho al comienzo del capítulo,
el hecho siguiente será fundamental:

Teorema 4.18 Si M es un modelo transitivo de ZF, P ∈ M es un c.p.o. y G
es un filtro P-genérico sobre M , entonces ΩM = ΩM [G], es decir, M y M [G]
contienen los mismos ordinales.

Demostración: En primer lugar observamos que si P es un c.p.o. arbitra-
rio, σ ∈ V P y G es un filtro en P, entonces rang σG ≤ rang σ.

En efecto, razonamos por ∈-inducción. Si es cierto para los nombres de la
clausura transitiva de σ, llamamos A = {τ ∈ V P |

∨
p ∈ G (τ, p) ∈ σ}. Así

rang σG =
⋃

x∈σG

(rang x+ 1) =
⋃
τ∈A

(rang τG + 1) ≤
⋃
τ∈A

(rang τ + 1).

Ahora bien, si τ ∈ A entonces hay un p ∈ G tal que (τ, p) ∈ σ, luego

rang τ < rang (τ, p) < rang σ.

Concluimos, pues, que rang σG ≤ rang σ.

Teniendo esto en cuenta, si tomamos un ordinal α ∈ ΩM [G], entonces α = σG,
para un cierto σ ∈ MP. Según hemos probado, α = rang σG ≤ rang σ ∈ ΩM ,
luego también α ∈ ΩM . La inclusión ΩM ⊂ ΩM [G] es consecuencia inmediata
de la inclusión M ⊂M [G].

No estamos en condiciones de demostrar que M [G] es un modelo de ZF, pero
sí podemos probar que cumple varios axiomas:

Teorema 4.19 Si M es un modelo transitivo de ZF, P ∈ M es un c.p.o. y G
es un filtro P-genérico sobre M , entonces M [G] cumple los axiomas de exten-
sionalidad, par, unión regularidad, vacío e infinitud.

Demostración: El axioma de extensionalidad se cumple porque M [G] es
transitivo. Suponiendo el axioma de regularidad, éste se cumple en cualquier
clase. Vacío e infinitud se cumplen en M [G] porque ∅, ω ∈M ⊂M [G].

Para probar el axioma del par observamos que si x, y ∈ M [G], digamos
x = σG, y = τG, con σ, τ ∈ MP, entonces ρ = {(σ, 1l), (τ, 1l)} ∈ MP cumple
ρG = {x, y} ∈M [G].

Para el axioma de la unión tomamos un conjunto x = σG ∈M [G] y definimos

π = {(ρ, p) | p ∈ P ∧
∨
τqr((τ, q) ∈ σ ∧ (ρ, r) ∈ τ ∧ p ≤ r ∧ p ≤ q)} ∈MP.

Basta probar que πG =
⋃
x.
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Tomemos z ∈
⋃
x, de modo que existe un y ∈ x tal que z ∈ y. Como y ∈ σG,

ha de ser y = τG, de modo que τ ∈ MP y existe un q ∈ G tal que (τ, q) ∈ σ.
Como z ∈ τG ha de ser z = ρG, donde ρ ∈MP y existe r ∈ G tal que (ρ, r) ∈ τ .
Puesto que G es un filtro existe un p ∈ G tal que p ≤ q ∧ p ≤ r. Claramente,
(ρ, p) ∈ π, luego z = ρG ∈ πG.

Recíprocamente, si z ∈ πG entonces z = ρG, para cierto ρ ∈MP, y existe un
p ∈ G tal que (ρ, p) ∈ π. Sean τ , q, r según la definición de π. Como G es un
filtro se cumple que q, r ∈ G, luego z = ρG ∈ τG ∈ σG = x, con lo que z ∈

⋃
x.

Conviene extender y generalizar la idea que hemos empleado para probar
que M [G] cumple el axioma del par:

Definición 4.20 Si P es un c.p.o. y σ, τ ∈ V P, definimos los nombres

pd(σ, τ) = {(σ, 1l), (τ, 1l)}, po(σ, τ) = pd(pd(σ, σ), pd(σ, τ)).

Es inmediato comprobar que estas definiciones son absolutas para modelos
transitivos de ZF, así como que si G es un filtro en P entonces

pd(σ, τ)G = {σG, τG}, po(σ, τ)G = (σG, τG).

Queda pendiente demostrar que M [G] cumple los axiomas de reemplazo y
partes, así como el axioma de elección supuesto que lo cumpla M . Para ello
necesitamos demostrar que, para cada fórmula metamatemática ϕ(x1, . . . , xn),
es posible definir una fórmula p ⊩ ϕ(σ1, . . . , σn) (que, aunque no estén explícitas,
depende también de las variables P,≤, 1l), de modo que se cumple el teorema
siguiente:

Teorema 4.21 (Teorema fundamental de la teoría de extensiones) Sea
ϕ(x1, . . . , xn) una fórmula con a lo sumo las variables libres indicadas. Sea M
un modelo transitivo de ZFC, P ∈M un c.p.o. y σ1, . . . , σn ∈MP.

a) Si M es numerable y p ∈ P entonces (p ⊩ ϕ(σ1, . . . , σn))
M si y sólo si para

todo filtro P-genérico sobre M con p ∈ G se cumple ϕM [G](σ1G, . . . , σnG).

b) Si G es un filtro P-genérico sobre M entonces

ϕM [G](σ1G, . . . , σnG)↔
∨
p ∈ G (p ⊩ ϕ(σ1, . . . , σn))

M .

La fórmula p ⊩ ϕ se lee “p fuerza ϕ”. Lo que afirma el apartado a) del
teorema anterior es que, para el caso de modelos transitivos numerables, una
condición p fuerza una fórmula ϕ(σ1, . . . , σn) en M (es decir, que alguien que
“viva” en M puede comprobar que sucede tal cosa) equivale a que el hecho de
que p pertenezca a un filtro genérico G “fuerza” que ϕ sea verdadera en M [G]
cuando sus variables se interpretan como τ1G, . . . , τnG.

A su vez, el apartado b) afirma que el problema de determinar si una exten-
sión genérica M [G] cumple cualquier afirmación ϕM [G](σ1G, . . . , σnG) siempre
puede reducirse a que una condición adecuada p ∈ P fuerce ϕ en M .
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En otras palabras: alguien que “viva” en M no tiene por qué ser capaz de
determinar si se cumple o no ϕM [G](σ1G, . . . , σnG), pero siempre va a poder
reducir el problema a determinar si una cierta condición (que podrá calcular
explícitamente) pertenece o no al filtro genérico G que le es desconocido. En
los casos en que pueda asegurar que dicha condición es 1l sí que podrá concluir
que se cumple ϕM [G](σ1G, . . . , σnG), aun sin tener acceso a M [G].

Vamos a ver cómo, aceptando el teorema fundamental, podemos completar
el teorema 4.19:

Teorema 4.22 (Teorema del modelo genérico) Sea M un modelo transi-
tivo de ZFC, sea P ∈M un c.p.o. y G un filtro P-genérico sobre M .

a) M [G] es un modelo transitivo de ZFC.

b) M ⊂M [G] y G ∈M [G].

c) ΩM = ΩM [G].

d) Si N es un modelo transitivo de ZF tal que M ⊂ N y G ∈ N entonces
M [G] ⊂ N .

Demostración: Lo tenemos probado todo salvo que M [G] cumple los axio-
mas de reemplazo, partes y elección. Veamos en primer lugar que M [G] satisface
el caso particular de reemplazo correspondiente a la fórmula ϕ(x, y, x1, . . . , xn),
donde las variables libres son exactamente las indicadas. Hemos de ver que∧

x1 · · ·xn ∈M [G](
∧
xyz ∈M [G](ϕM [G](x, y) ∧ ϕM [G](x, z)→ y = z)→∧

a ∈M [G]
∨
b ∈M [G]

∧
y ∈M [G](y ∈ b↔

∨
x ∈ aϕM [G](x, y))).

Fijamos σ1G, . . . , σnG ∈M [G]. Supongamos∧
xyz ∈M [G](ϕM [G](x, y) ∧ ϕM [G](x, z)→ y = z)

y sea a = σG ∈M [G]. Definimos

b = {y ∈M [G] |
∨
x ∈ aϕM [G](x, y)}.

Basta probar que b ∈ M [G], para lo cual hemos de encontrarle un nombre
en MP. Observemos que si y ∈ b, entonces y = τG, para un τ ∈MP. Sea x ∈ a
tal que ϕM [G](x, y). Entonces x = πG, con (π, s) ∈ σ y s ∈ G. De este modo
tenemos πG ∈ σG ∧ ϕM [G](πG, τG), luego existe una condición p ∈ G tal que2

p ⊩ (π ∈ σ ∧ ϕ(π, τ)). Recíprocamente, si p ∈ G cumple p ⊩ (π ∈ σ ∧ ϕ(π, τ)),
entonces τG ∈ b. En vista de esto parece razonable definir

ρ = {(τ, p) | τ ∈MP ∧ p ∈ P ∧
∨
π ∈ Dσ p ⊩ (π ∈ σ ∧ ϕ(π, τ))}

y demostrar que b = ρG. No es difícil probar que b = ρG, pero el problema es
que ρ /∈ M . Más concretamente, el conjunto ρ resulta ser “una clase propia en
M ”, en el mismo sentido en que lo son, por ejemplo, ΩM o el propio M .

2Es costumbre escribir ⊩ en lugar de ⊩M , dando por hecho que la relación ⊩ se calcula en
el modelo base en que trabajamos.
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Ello se debe esencialmente a que existe una clase propia de nombres τ que
nombran a un mismo conjunto: para cada y ∈ b existen “demasiados” τ tales que
(τ, p) ∈ ρ para cierto p. Observemos que no se nos plantea el mismo problema
con π porque podemos tomarlo en el dominio de σ, el cual es un conjunto en
M . Vamos a hacer algo similar con τ , es decir, vamos a probar que los nombres
para los y ∈ b los podemos tomar en un cierto conjunto de nombres en M . Para
ello observamos que la sentencia siguiente es un teorema de ZF:∧

P ≤ 1lσσ1 · · ·σn((P,≤, 1l) es un c.p.o. ∧ σ, σ1, . . . , σn ∈ V P →∨
S(S ⊂ V P ∧

∧
πpτ(π ∈ Dσ ∧ p ∈ P ∧ τ ∈ V P ∧

p ⊩ (π ∈ σ ∧ ϕ(π, τ))→
∨
µ ∈ S p ⊩ (π ∈ σ ∧ ϕ(π, µ)))).

En efecto, para cada π ∈ Dσ y cada p ∈ P sea α(π, p) el mínimo ordinal
α tal que existe un τ ∈ Vα ∩ V P de modo que p ⊩ (π ∈ σ ∧ ϕ(π, τ)) o bien
α(π, p) = 0 si no existe ningún τ . Entonces {α(π, p) | π ∈ Dσ ∧ p ∈ P} es un
conjunto (por ser imagen de Dσ× P), luego tiene supremo α ∈ Ω. Basta tomar
S = V P ∩ Vα.

La relativización a M de la sentencia anterior nos da que existe un conjunto
S ∈M tal que S ⊂MP y∧

πpτ(π ∈ Dσ ∧ p ∈ P ∧ τ ∈MP ∧

p ⊩ (π ∈ σ ∧ ϕ(π, τ))→
∨
µ ∈ S p ⊩ (π ∈ σ ∧ ϕ(π, µ))).

Ahora podemos definir

ρ = {(µ, p) | µ ∈ S ∧ p ∈ P ∧
∨
π ∈ Dσ p ⊩ (π ∈ σ ∧ ϕ(π, µ))}.

Ahora sí que se cumple ρ ∈MP. La clave está en que hay que entender que
⊩ es ⊩M , por lo que, en realidad,

ρ = {(µ, p) | µ ∈ S ∧ p ∈ P ∧
∨
π ∈ Dσ p ⊩ (π ∈ σ ∧ ϕ(π, µ))}M ∈M.

Veamos que b = ρG ∈M [G].

Si y = τG ∈ b, como antes obtenemos un π ∈ Dσ y un p ∈ G de modo que
p ⊩ (π ∈ σ ∧ ϕ(π, τ)). Por la construcción del conjunto S existe un µ ∈ S tal que
p ⊩ (π ∈ σ ∧ ϕ(π, µ)), de donde (µ, p) ∈ ρ, y por lo tanto µG ∈ ρG. Como p ∈ G
se cumple πG ∈ σG ∧ ϕM [G](πG, µG), pero también tenemos ϕM [G](πG, τG), con
lo que la hipótesis de unicidad nos da que y = τG = µG ∈ ρG.

Recíprocamente, si y ∈ ρG tenemos y = µG con (µ, p) ∈ ρ ∧ p ∈ G. Entonces
tenemos que p ⊩ (π ∈ σ ∧ ϕ(π, µ)), con lo que πG ∈ σG ∧ ϕM [G](πG, µG), es
decir, πG ∈ a ∧ ϕM [G](πG, y), lo que prueba que y ∈ b.

La relativización del axioma de partes es∧
x ∈M [G]

∨
y ∈M [G]

∧
u ∈M [G](u ∈ y ↔ u ⊂ x),
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pero en realidad basta probar que∧
x ∈M [G]

∨
y ∈M [G]

∧
u ∈M [G](u ⊂ x→ u ∈ y),

pues de aquí se deduce el axioma de partes mediante el teorema de especificación,
que ya sabemos que se cumple enM [G] (pues se deduce del axioma de reemplazo
sin necesidad del axioma de partes).

Sea x = σG ∈M [G]. Definimos

S = {µ ∈MP | Dµ ⊂ Dσ} = (P(Dσ × P))M ∈M.

El conjunto S va a desempeñar la misma función que el correspondiente
conjunto en la prueba del axioma de reemplazo, sólo que esta vez ha sido más
fácil obtenerlo. Sea ρ = S × {1l} ∈ MP y llamemos y = ρG ∈ M [G]. Vamos a
ver que y cumple lo pedido. Para ello tomamos u ∈ M [G] tal que u ⊂ x. Sea
u = τG ⊂ σG. No podemos asegurar que τ ∈ S, pero vamos a ver que τG = µG
con µ ∈ S.

Sea µ = {(π, p) | π ∈ Dσ ∧ p ⊩ π ∈ τ} ∈ S. Notemos que efectivamente
µ ∈ M , pues es un subconjunto de Dσ × P ∈ M definible en M (teniendo en
cuenta una vez más que ⊩ es ⊩M ). Sólo falta probar que u = τG = µG.

Si a ∈ τG ⊂ σG entonces a = πG, con (π, s) ∈ σ y s ∈ G. Como πG ∈ τG
existe un p ∈ G tal que p ⊩ π ∈ τ , de donde (π, p) ∈ µ y así a = πG ∈ µG.

Si a ∈ µG, entonces a = πG con (π, p) ∈ µ y p ∈ G, luego p ⊩ π ∈ τ y, en
consecuencia, a = πG ∈ τG. Así pues, τG = µG.

Supongamos finalmente que M cumple el axioma de elección y veamos que
lo mismo le sucede a M [G]. Basta demostrar que en M [G] se cumple∧

x
∨
α ∈ Ω

∨
f(f es una función ∧ Df = α ∧ x ⊂ Rf),

pues esto implica que todo conjunto puede ser bien ordenado.
Sea x = σG ∈ M [G]. Sean α, g ∈ M tales que g : α −→ Dσ biyectiva

(existen en virtud del axioma de elección relativizado a M). Ahora definimos
τ = {p.o.(β̌, g(β)) | β < α} × 1l ∈MP. Claramente

f = τG = {(β, g(β)G) | β < α}

cumple lo pedido.

Como consecuencia:

Teorema 4.23 Si P es un c.p.o. y una sentencia ϕ es un teorema de ZFC
entonces 1l ⊩ ϕ.

Demostración: Por el teorema de reflexión, existe un modelo transitivo
numerable M de ZFC tal que∧

P(P es un c.p.o.→ 1l ⊩ ϕ)↔
∧
P ∈M(P es un c.p.o.→ (1l ⊩ ϕ)M ).
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Ahora bien, si P ∈M es un c.p.o., el teorema fundamental nos da que (1l ⊩ ϕ)M

es equivalente a que se cumpla ϕM [G] para todo filtro P-genérico G sobre M , lo
cual es cierto por el teorema anterior.

Así pues, para completar la prueba de los dos últimos teoremas necesitamos
definir la fórmula ⊩ y demostrar que cumple el teorema fundamental. En la
sección siguiente nos ocuparemos de ello en el caso de las álgebras de Boole
completas y después generalizaremos los resultados a c.p.o.s arbitrarios.

4.3 Modelos booleanos
Abordamos ahora el problema más delicado que plantea la teoría básica

de las extensiones genéricas: dada una extensión genérica M [G], tenemos que
mostrar cómo alguien que “viva” en M puede reducir la verdad o falsedad de
cualquier afirmación sobre M [G] a que una determinada condición esté o no
en el filtro genérico. De momento nos restringiremos al caso en que el c.p.o.
es un álgebra de Boole completaM , donde el planteamiento resulta mucho más
sencillo.

Si B es un álgebra de Boole completa, consideramos en V B × V B la relación
dada por

(σ, τ)R (σ′, τ ′)↔ (rangσ, rang τ) < (rangσ′, rang τ ′),

donde la relación del término de la derecha es el buen orden canónico en Ω×Ω.
Claramente es una relación conjuntista y bien fundada, que podemos utilizar
para definir una aplicación

H : V B × V B −→ B× B

por recursión transfinita. Con la notaciónH(σ, τ) = (∥σ = τ∥, ∥σ ∈ τ∥), se trata
de definir las condiciones ∥σ = τ∥ y ∥σ ∈ τ∥ supuesto que ya están definidas
sobre los pares (σ′, τ ′)R (σ, τ).

Definición 4.24 Si B es un álgebra de Boole completa, para cada par de B-
nombres σ, τ ∈ V B, definimos como sigue las condiciones ∥σ = τ∥ y ∥σ ∈ τ∥:

a) ∥σ ∈ τ∥ =
∨

(π,p)∈τ
(∥σ = π∥ ∧ p),

b) ∥σ = τ∥ =
∧

π∈Dσ
(∥π ∈ σ∥ → ∥π ∈ τ∥) ∧

∧
π∈Dτ

(∥π ∈ τ∥ → ∥π ∈ σ∥).

Notemos que la definición es correcta, pues en a) se cumple que (σ, π)R (σ, τ),
luego ∥σ = π∥ está definido, mientras que en b) podemos sustituir las cuatro
condiciones que aparecen por su definición según a), y entonces quedan en tér-
minos de condiciones de la forma ∥π = π′∥ con π y π′ en el dominio de σ o de
τ , que podemos suponer definidas por recurrencia, pues el máximo de los dos
rangos es menor que el máximo de los rangos de σ y τ .
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Conviene observar que los términos ∥σ = τ∥ y ∥σ ∈ τ∥ son absolutos para
modelos transitivos de ZF en el sentido siguiente:

Si M es un modelo transitivo de ZF, B ∈ M es un álgebra de Boole
completaM y σ, τ ∈ MB, sucede que ∥σ = τ∥ y ∥σ ∈ τ∥ están definidos a
pesar de que B no tiene por qué ser realmente un álgebra de Boole completa,
ya que todos los supremos e ínfimos que requiere la definición lo son de subcon-
juntos de B que están en M , y además se cumple que ∥σ = τ∥M = ∥σ = τ∥,
∥σ ∈ τ∥M = ∥σ ∈ τ∥.

Teorema 4.25 Sea M un modelo transitivo de ZF, sea B ∈ M un álgebra de
Boole completaM , sean σ, τ ∈ MB y sea G un ultrafiltro B-genérico sobre M .
Entonces

a) σG ∈ τG ↔ ∥σ ∈ τ∥ ∈ G.

b) σG = τG ↔ ∥σ = τ∥ ∈ G.

Demostración: Lo probamos por inducción sobre la misma relación R
que hemos usado para definir los valores booleanos, es decir, suponemos que el
resultado es cierto para pares anteriores a (σ, τ).

Si σG ∈ τG, entonces σG = πG, donde (π, p) ∈ τ y p ∈ G. Por hipótesis de
inducción ∥σ = π∥ ∈ G, luego ∥σ = π∥ ∧ p ∈ G, luego ∥σ ∈ τ∥ ∈ G.

Recíprocamente, si ∥σ ∈ τ∥ ∈ G, por la observación tras el teorema 4.8,
existe un (π, p) ∈ τ tal que ∥σ = π∥ ∧ p ∈ G. Por hipótesis de inducción
σG = πG y por definición del valor de un nombre πG ∈ τG, luego σG ∈ τG.

Supongamos ahora que σG = τG y tomemos π ∈ Dσ. Si ∥π ∈ σ∥ ∈ G, por
la parte ya probada, tenemos que πG ∈ σG = τG, y de nuevo por la parte ya
probada, ∥π ∈ τ∥ ∈ G. Concluimos que ∥π ∈ σ∥′ ∈ G o bien ∥π ∈ τ∥ ∈ G, luego
∥π ∈ σ∥′ ∨ ∥π ∈ τ∥ ∈ G, que es lo mismo que ∥π ∈ σ∥ → ∥π ∈ τ∥ ∈ G. Por
el teorema 4.8 concluimos que

∧
π∈Dσ

(∥π ∈ σ∥ → ∥π ∈ τ∥) ∈ G, e igualmente se

prueba que
∧

π∈Dτ
(∥π ∈ τ∥ → ∥π ∈ σ∥) ∈ G, luego ∥σ = τ∥ ∈ G.

Recíprocamente, si ∥σ = τ∥ ∈ G y u ∈ σG, entonces u = πG, con π ∈ Dσ.
Por la parte ya probada, ∥π ∈ σ∥ ∈ G, y por definición de ∥σ = τ∥ también
∥π ∈ σ∥ → ∥π ∈ τ∥ ∈ G, luego ∥π ∈ τ∥ ∈ G y, de nuevo por la parte ya
probada, u = πG ∈ τG, Esto prueba que σG ⊂ τG, e igualmente se prueba la
inclusión opuesta.

Con esto hemos resuelto el problema de encontrar condiciones que fuercen
fórmulas atómicas. Ahora es fácil pasar a fórmulas arbitrarias. Para ello ob-
servemos que si G es cualquier ultrafiltro en un álgebra de Boole se cumple
trivialmente:

a) p ∈ G↔ p′ /∈ G,

b) p ∧ q ∈ G↔ p ∈ G ∧ q ∈ G,

c) p ∨ q ∈ G↔ p ∈ G ∨ q ∈ G,
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d) p→ q ∈ G↔ p /∈ G ∨ q ∈ G,

e) p↔ q ∈ G↔ (p ∈ G↔ q ∈ G).

y si además es B-genérico sobre un modelo transitivo M de ZF, para todo
X ∈ PMB se cumple que

f)
∧
X ∈ G↔

∧
p ∈ X p ∈ G,

g)
∨
X ∈ G↔

∨
p ∈ X p ∈ G.

Esto hace que la definición siguiente funcione como se pretende:

Definición 4.26 Para cada fórmula (metamatemática) sin descriptores defini-
mos inductivamente su valor booleano del modo siguiente:

a) ∥σ = τ∥ y ∥σ ∈ τ∥ son los términos ya definidos,

b) ∥¬ϕ∥ ≡ ∥ϕ∥′,

c) ∥ϕ→ ψ∥ ≡ ∥ϕ∥ → ∥ψ∥,

d) ∥
∧
xϕ∥ ≡

∧
σ∈V B
∥ϕ(σ)∥.

Una simple inducción sobre la longitud de ϕ demuestra trivialmente el teo-
rema siguiente en ZF:

Si (B,∧,∨,′ ) es un álgebra de Boole completa y σ1, . . . , σn ∈ V B,
entonces se cumple que ∥ϕ(σ1, . . . , σn)∥ ∈ B.

Notemos que, formalmente, el teorema empieza por∧
B ∧∨ ′σ1 · · ·σn((B,∧,∨,′ )) es un algebra de Boole completa ∧ · · ·),

de modo que, por ejemplo, ∧ es una variable que, por hipótesis representa una
función ∧: B× B −→ B, etc.

Además, utilizando las propiedades elementales de las álgebras de Boole, se
demuestran trivialmente las relaciones siguientes:

e) ∥ϕ ∨ ψ∥ = ∥ϕ∥ ∨ ∥ψ∥,

f) ∥ϕ ∧ ψ∥ = ∥ϕ∥ ∧ ∥ψ∥,

g) ∥ϕ↔ ψ∥ = ∥ϕ∥ ↔ ∥ψ∥,

h) ∥
∨
xϕ∥ =

∨
σ∈V B

∥ϕ(σ)∥.

Notemos que en los casos d) y h) no importa que V B sea una clase propia,
pues, por ejemplo, d) equivale a que

∥
∧
xϕ∥ =

∧
{p ∈ B |

∨
σ ∈ V B p = ∥ϕ(σ)∥},

que es el ínfimo de un cierto subconjunto de B.

Ahora ya podemos probar la versión para álgebras de Boole del teorema
fundamental:
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Teorema 4.27 (Teorema fundamental de la teoría de extensiones) Sea
ϕ(x1, . . . , xn) una fórmula con a lo sumo las variables libres indicadas. Sea
M un modelo transitivo de ZFC, sea B un álgebra de Boole completaM , sean
σ1, . . . , σn ∈MB y sea G un ultrafiltro B-genérico sobre M . Entonces

ϕM [G](σ1G, . . . , σnG)↔ ∥ϕ(σ1, . . . , σn)∥M ∈ G.

Demostración: En principio probamos el teorema para fórmulas sin des-
criptores (que es el único caso en el que tenemos definido el valor booleano).
Después del teorema siguiente veremos cómo generalizar la definición a fórmulas
(metamatemáticas) arbitrarias, así como que el resultado que vamos a probar
vale en general.

Razonamos por inducción sobre la longitud de ϕ. Para las fórmulas atómicas
x = y y x ∈ y ya lo tenemos probado. Si es cierto para ϕ, entonces

(¬ϕ)M [G](σ1G, . . . , σnG)↔ ¬ϕM [G](σ1G, . . . , σnG)↔ ∥ϕ(σ1, . . . , σn)∥M /∈ G

↔ (∥ϕ(σ1, . . . , σn)∥′)M ∈ G↔ ∥¬ϕ(σ1, . . . , σn)∥M ∈ G.
Si el resultado vale para ϕ y para ψ, entonces

(ϕ→ ψ)M [G](σ1G, . . . , σnG)↔ ¬ϕM [G](σ1G, . . . , σnG) ∨ ψM [G](σ1G, . . . , σnG)

↔ ∥ϕ(σ1, . . . , σn)∥M /∈ G ∨ ∥ψ(σ1, . . . , σn)∥M ∈ G↔
∥ϕ(σ1, . . . , σn)∥M → ∥ψ(σ1, . . . , σn)∥M ∈ G↔ ∥(ϕ→ ψ)(σ1, . . . , σn)∥M ∈ G.

Supongamos finalmente que el resultado vale para ϕ(x, x1, . . . , xn). Entonces

(
∧
xϕ(x, σ1G, . . . , σnG))

M [G] ↔
∧
x ∈M [G]ϕM [G](x, σ1G, . . . , σnG)

↔
∧
σ ∈MB ϕM [G](σG, σ1G, . . . , σnG)↔

∧
σ ∈MB ∥ϕ(σ, σ1, . . . , σn)∥M ∈ G

↔
∧

σ∈MB

∥ϕ(σ, σ1, . . . , σn)∥M ∈ G↔ ∥
∧
xϕ(σ1, . . . , σn)∥M ∈ G.

A partir de aquí es trivial que se cumple la versión 4.21 del teorema funda-
mental (para álgebras de Boole completas) sin más que definir

p ⊩ ϕ(σ1, . . . , σn)↔ p ≤ ∥ϕ(σ1, . . . , σn)∥.

En efecto, si M es un modelo transitivo numerable de ZF y p ∈ G, cumple
p ⊩ ϕ(σ1, . . . , σn), entonces ∥ϕ(σ1, . . . , σn)∥ ∈ G, luego ϕM [G](σ1G, . . . , σnG).

Recíprocamente, si no se cumple p ≤ ∥ϕ(σ1, . . . , σn)∥, por el teorema 4.4
existe un ultrafiltro genérico que contiene a la condición no nula

q = p ∧ ∥ϕ(σ1, . . . , σn)∥′,

con lo que p ∈ G, pero no se cumple ϕM [G](σ1G, . . . , σnG).
Esto prueba el apartado a), y el apartado b) es trivial, sin más que considerar

la condición p = ∥ϕ(σ1, . . . , σn)∥.
A su vez, esto implica que se cumple el teorema del modelo genérico y la

versión booleana de 4.23:

Teorema 4.28 Si B es un álgebra de Boole completa y una sentencia ϕ es un
teorema de ZFC, entonces ∥ϕ∥ = 1l.
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Valores booleanos de fórmulas con descriptores Como consecuencia del
teorema anterior, si ϕ(x1, . . . , xn) y ψ(x1, . . . , xn) son dos fórmulas metamate-
máticas sin descriptores tales que en ZFC se prueba que∧

x1 · · ·xn(ϕ(x1, . . . , xn)↔ ψ(x1, . . . , xn)),

se cumple que

∥
∧
x1 · · ·xn(ϕ(x1, . . . , xn)↔ ψ(x1, . . . , xn))∥ = 1l,

luego si σ1, . . . , σn ∈ V B son nombres cualesquiera, resulta que

∥ϕ(σ1, . . . , σn)↔ ψ(σ1, . . . , σn)∥ = 1l,

que a su vez equivale a que

∥ϕ(σ1, . . . , σn)∥ = ∥ψ(σ1, . . . , σn)∥,

lo que nos permite definir el valor booleano de cualquier fórmula metamatemá-
tica (tal vez con descriptores), como el de cualquier fórmula sin descriptores
equivalente. Es obvio entonces que el teorema 4.27 vale para fórmulas metama-
temáticas arbitrarias.

También es claro que las relaciones que hemos empleado en la definición 4.26
y las derivadas de ellas son válidas ahora para fórmulas arbitrarias.

Conviene observar finalmente que el cálculo del valor booleano de los cuan-
tificadores acotados puede simplificarse:

Teorema 4.29 Para toda fórmula metamatemática ϕ(x, x1, . . . , xn), si B es un
álgebra de Boole completa y σ, σ1, . . . , σn ∈ V B, entonces

∥
∧
x ∈ σ ϕ(x, σ1, . . . , σn)∥ =

∧
π∈Dσ

∥π ∈ σ → ϕ(π, σ1, . . . , σn)∥,

∥
∨
x ∈ σ ϕ(x, σ1, . . . , σn)∥ =

∨
π∈Dσ

∥π ∈ σ ∧ ϕ(π, σ1, . . . , σn)∥.

Demostración: Por el teorema de reflexión, basta probar el teorema re-
lativizado a un modelo transitivo numerable M de ZFC. Si G es un ultra-
filtro B-genérico sobre M que contiene a ∥

∨
x ∈ σ ϕ(x, σ1, . . . , σn)∥, entonces∨

x ∈ σG ϕ
M [G](x, σ1G, . . . , σnG), luego existe un x = πG, con (π, p) ∈ σ y

πG ∈ σG ∧ ϕM [G](πG, σ1G, . . . , σnG), luego ∥π ∈ σ ∧ ϕ(π, σ1, . . . , σn)∥ ∈ G,
luego ∨

π∈Dσ

∥π ∈ σ ∧ ϕ(π, σ1, . . . , σn)∥ ∈ G.

Esto implica que ∥
∨
x ∈ σ ϕ(x, σ1, . . . , σn)∥ ≤

∨
π∈Dσ

∥π ∈ σ ∧ ϕ(π, σ1, . . . , σn)∥,

y la otra desigualdad es inmediata. Ahora aplicamos esto a ¬ϕ, con lo que

∥¬
∧
x¬(x ∈ σ ∧ ¬ϕ)∥ =

∨
π∈Dσ

∥π ∈ σ ∧ ¬ϕ∥.

Negando ambos miembros obtenemos

∥
∧
x ∈ σ ϕ∥ = ∥

∧
x¬(x ∈ σ ∧ ¬ϕ)∥ =

∧
π∈Dσ

∥π ∈ σ → ϕ∥.



136 Capítulo 4. Extensiones genéricas

4.4 Inmersiones

Nos ocupamos ahora de justificar que toda extensión genérica construida a
partir de un c.p.o. puede obtenerse igualmente mediante un álgebra de Boole
completa. Recordemos [TC 7.40] el concepto de inmersión entre c.p.o.s:

Definición 4.30 Sean P y Q dos c.p.o.s. Diremos que i : P −→ Q es una
inmersión si cumple

a)
∧
pp′ ∈ P(p ≤ p′ → i(p) ≤ i(p′)),

b)
∧
pp′ ∈ P(p ⊥ p′ → i(p) ⊥ i(p′)).

Diremos que i es una inmersión completa si además cumple

c)
∧
q ∈ Q

∨
p ∈ P

∧
p′ ∈ P(p′ ≤ p→ ¬i(p′) ⊥ q).

En tal caso diremos que p es una reducción de q a P.

Una inmersión i : P −→ Q es densa si i[P] es denso en Q.

Diremos que i : P −→ Q es una semejanza si es biyectiva y∧
pp′ ∈ P(p ≤ p′ ↔ i(p) ≤ i(p′)).

En [TC 7.43] probamos que las inmersiones completas entre álgebras de
Boole completas coinciden con los monomorfismos completos, en el sentido de
monomorfismos de álgebras que conservan supremos e ínfimos, mientras que
las inmersiones densas son, de hecho, isomorfismos (véase la observación tras
el teorema [TC 7.47]). Además, según [TC 7.49], para todo c.p.o. P existe una
inmersión densa i : P −→ R(P) en un álgebra de Boole completa, única salvo
isomorfismo.

Teorema 4.31 Sea M un modelo transitivo de ZF, sean P, Q ∈M dos c.p.o.s
y sea i : P −→ Q una inmersión completa, i ∈ M . Sea H un filtro Q-genérico
sobre M . Entonces G = i−1[H] es un filtro P-genérico sobre M .

Demostración: Probaremos que G es P-genérico sobre M mediante el
teorema 4.9. Si p, q ∈ G, entonces i(p), i(q) ∈ H, luego ¬i(p) ⊥ i(q), luego
¬p ⊥ q.

Si p ∈ G y q ∈ P cumple p ≤ q entonces i(p) ∈ H ∧ i(p) ≤ i(q), luego
i(q) ∈ H, luego q ∈ G.

Si D ∈ M es denso en P pero G ∩ D = ∅, entonces H ∩ i[D] = ∅. Por el
teorema 4.6 existe un q ∈ H incompatible con todos los elementos de i[D]. Sea
p una reducción de q a P y sea p′ ≤ p tal que p′ ∈ D. Entonces i(p′) ∈ i[D],
pero es compatible con q, contradicción.

Así pues, G es un filtro P-genérico sobre M .

Si la inmersión es densa, los filtros P-genéricos se corresponden biunívoca-
mente con los Q-genéricos:
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Teorema 4.32 Sea M un modelo transitivo de ZF, sean P, Q ∈M dos c.p.o.s
e i : P −→ Q una inmersión densa, i ∈M . Para cada G ⊂ P sea

ı̂(G) = {q ∈ Q |
∨
p ∈ G i(p) ≤ q}.

a) Si G es un filtro P-genérico sobre M entonces H = ı̂(G) es un filtro Q-
genérico sobre M y G = i−1[H].

b) Si H es un filtro Q-genérico sobre M entonces G = i−1[H] es un filtro
P-genérico sobre M y H = ı̂(G).

Demostración: a) Veamos que H es un filtro. Claramente 1l ∈ H.
Si p, q ∈ H, existen r, s ∈ G tales que i(r) ≤ p ∧ i(s) ≤ q, luego existe un

t ∈ G tal que t ≤ r ∧ t ≤ s. Entonces i(t) ∈ H ∧ i(t) ≤ p ∧ i(t) ≤ q.
Si p ∈ H y q ∈ Q cumple p ≤ q, entonces hay un r ∈ G tal que i(r) ≤ p ≤ q,

luego q ∈ H.

Sea ahora D ∈M un conjunto denso en Q. Sea

D∗ = {p ∈ P |
∨
q ∈ D i(p) ≤ q} ∈M.

Se cumple que D∗ es denso en P, pues si p ∈ P, existe q ∈ D tal que
q ≤ i(p). Como i es densa, existe un p′ ∈ P tal que i(p′) ≤ q ≤ i(p). Entonces
¬i(p) ⊥ i(p′), luego ¬p ⊥ p′. Sea p′′ ∈ P tal que p′′ ≤ p ∧ p′′ ≤ p′. Así, p′′ ∈ D∗,
pues i(p′′) ≤ i(p′) ≤ q ∈ D, y por otra parte p′′ ≤ p.

Por consiguiente D∗ ∩ G ̸= ∅, lo que significa que existen p ∈ G y q ∈ D
tales que i(p) ≤ q, de donde q ∈ D ∩H ̸= ∅.

Tenemos así que H es un filtro Q-genérico sobre M .

Por el teorema anterior se cumple que i−1[H] es un filtro P-genérico sobre
M y claramente G ⊂ i−1[H]. Según el teorema 4.7 ha de ser G = i−1[H].

a) Por el teorema anterior sabemos que G es un filtro P-genérico sobre M .
Es inmediato comprobar que ı̂(G) ⊂ H y por b) tenemos que ı̂(G) es un filtro
Q-genérico sobre M . Por 4.7 concluimos que H = ı̂(G).

Ahora pasamos a relacionar las extensiones genéricas:

Definición 4.33 Si i : P −→ Q es una aplicación entre c.p.o.s, definimos la
aplicación ı̄ : V P −→ V Q mediante

ı̄(σ) = {(̄ı(τ), i(p)) | (τ, p) ∈ σ}.

Claramente se trata de una definición por ∈-recursión. Una simple inducción
prueba que si i : P −→ Q y j : Q −→ R, entonces i ◦ j = ı̄ ◦ ȷ̄. También es claro
que la identidad induce la aplicación identidad, de donde a su vez se sigue que
ī es inyectiva, suprayectiva o biyectiva si lo es i.

Se prueba sin dificultad que el término ı̄ es absoluto para modelos transitivos
de ZF. Esto se traduce en que si M es un modelo transitivo de ZF, P, Q ∈M son
dos c.p.o.s e i : P −→ Q cumple i ∈M , entonces ı̄ se restringe a una aplicación
ı̄ :MP −→MQ.
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En lo sucesivo escribiremos i en lugar de ı̄ salvo que haya posibilidad de
confusión.

Similarmente definimos ı̄−1 : V Q −→ V P mediante

ı̄−1(σ) = {(̄ı−1(τ), p) |
∨
q ∈ Q ((τ, q) ∈ σ ∧ i(p) ≤ q)}.

Nuevamente se trata de una definición por ∈-recursión y el término es absoluto
para modelos transitivos de ZF. Escribiremos i−1 en lugar de ı̄−1 cuando no dé
lugar a confusión.

Teorema 4.34 Sea M un modelo transitivo de ZF, sean P, Q ∈M dos c.p.o.s
e i : P −→ Q una inmersión completa i ∈M . Sea H un filtro Q-genérico sobre
M y G = i−1[H].

a) Si σ ∈MP, entonces σG = i(σ)H . En particular M [G] ⊂M [H].

b) Si la inmersión es densa y σ ∈MQ, entonces i−1(σ)G = σH . En particular
M [G] =M [H].

Demostración: Probamos a) por inducción sobre el rango de σ: Supon-
gamos que x ∈ i(σ)H . Entonces x = i(τ)H , con (τ, p) ∈ σ, i(p) ∈ H. Por
tanto, p ∈ G y por hipótesis de inducción x = τG. Esto implica que x ∈ σG. El
recíproco es análogo.

Para probar b) suponemos que la inmersión es densa y probamos b) por
inducción sobre el rango de σ. Si x ∈ i−1(σ)G, entonces x = i−1(τ)G, y existen
p ∈ G, q ∈ Q de modo que i(p) ≤ q y (τ, q) ∈ σ. Entonces i(p) ∈ H, luego
también q ∈ H y, por hipótesis de inducción, x = τH ∈ σH .

Supongamos ahora que x ∈ σH . Entonces x = τH y existe q ∈ H tal que
(τ, q) ∈ σ. Por el teorema 4.32 sabemos que H = ı̂(G), luego existe un p ∈ G
tal que i(p) ≤ q, luego (i−1(τ), p) ∈ i−1(σ), luego por hipótesis de inducción
x = i−1(τ)G ∈ i−1(σ)G.

Así pues, una extensión genérica obtenida con un c.p.o. P puede obtenerse
igualmente con su compleción R(P). Ya estamos casi en condiciones de probar
el teorema fundamental 4.21, para lo cual tenemos que definir la relación ⊩.
Empezamos dando una definición provisional:

Definición 4.35 Sea ϕ(x1, . . . , xn) una fórmula (metamatemática) con a lo
sumo las variables libres indicadas. Sea M un modelo transitivo de ZF, sea
P ∈ M un c.p.o., sean σ1, . . . , σn ∈ MP y sea p ∈ P. Diremos que p fuerza
ϕ(σ1, . . . , σn), y lo representaremos por p ∗⊩ ϕ(σ1, . . . , σn), si∧

G(G es P-genérico sobre M ∧ p ∈ G→ ϕM [G](σ1G, . . . , σnG)).

Para álgebras de Boole completas este concepto no aporta mucho:

Teorema 4.36 Sea M un modelo transitivo numerable de ZF, sea B un álgebra
de Boole completaM y sean σ1, . . . , σn ∈MB. Entonces

p ∗⊩ ϕ(σ1, . . . , σn)↔ p ≤ ∥ϕ(σ1, . . . , σn)∥M ,

es decir, que ∥ϕ(σ1, . . . , σn)∥M es la máxima condición que fuerza ϕ.
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Esto no es más que el apartado a) del teorema fundamental, y está demos-
trado tras el teorem 4.27.

Teorema 4.37 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, sean P, Q ∈M
dos c.p.o.s e i : P −→ Q una inmersión completa i ∈M .

a) Si ϕ(x1, . . . , xn) es una fórmula absoluta para modelos transitivos de ZFC,
τ1, . . . , τn ∈MP y p ∈ P, entonces

p ∗⊩ ϕ(τ1, . . . , τn)→ i(p) ∗⊩ ϕ(i(τ1), . . . , i(τn)).

b) Si i es una inmersión densa, el apartado a) vale para fórmulas cualesquiera
y es una equivalencia.

Demostración: Probamos a) y b) simultáneamente. Supongamos que
p ∗⊩ ϕ(τ1, . . . , τn). Sea H un filtro Q-genérico sobre M tal que i(p) ∈ H. Enton-
ces p ∈ G = i−1[H], luego se cumple ϕM [G](τ1G, . . . , τnG), lo cual, por 4.34, es lo
mismo que ϕM [G](i(τ1)H , . . . , i(τn)H). Esto equivale a ϕM [H](i(τ1)H , . . . , i(τn)H),
ya sea porque M [G] ⊂ M [H] y ϕ es absoluta (en el caso a) o bien porque
M [G] = M [H] (en el caso b). Esto demuestra que i(p) ∗⊩ ϕ(i(τ1), . . . , i(τn)).
En el caso b) el recíproco se prueba análogamente, partiendo ahora de un filtro
P-genérico G y tomando H = ı̂(G).

Pasamos ya a la definición definitiva de la relación fundamental:

Definición 4.38 Sea P un c.p.o., sea i : P −→ R(P) la inmersión densa en su
compleción, sea p ∈ P y sean σ1, . . . , σn ∈ V P. Definimos

p ⊩ ϕ(σ1, . . . , σn) ≡ i(p) ≤ ∥ϕ(i(σ1), . . . , i(σn))∥.

Así la relación ⊩ es puramente sintáctica y no involucra en absoluto el con-
cepto de filtro.

Demostración (de 4.21): Consideramos la compleción B = R(P)M . La
parte a) equivale a que

p ∗⊩ ϕ(σ1, . . . , σn)↔ (p ⊩ ϕ(σ1, . . . , σn))
M .

En efecto, por el teorema 4.37 tenemos que

p ∗⊩ ϕ(σ1, . . . , σn)↔ i(p) ∗⊩ ϕ(i(σ1), . . . , i(σn)).

Por 4.36 esto equivale a que i(p) ≤ ∥ϕ(i(σ1), . . . , i(σn))∥M , lo cual a su vez es,
por definición, (p ⊩ ϕ(σ1, . . . , σn))

M .

b) Sea H = ı̂(G) el ultrafiltro dado por 4.32, que es B-genérico sobre M .
Por 4.34 se cumple ϕM [G](σ1G, . . . , σnG) si y sólo si ϕM [H](i(σ1)H , . . . , i(σn)H),
si y sólo si ∥ϕ(i(σ1), . . . , i(σn))∥M ∈ H, si y sólo si∨

p ∈ G i(p) ≤ ∥ϕ(i(σ1), . . . , i(σn))∥M ,

si y sólo si
∨
p ∈ G (p ⊩ ϕ(σ1, . . . , σn))

M .
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Notas A partir de aquí ya no usaremos más la notación provisional ∗⊩ , pues
sólo funciona correctamente sobre modelos transitivos numerables y en ellos,
según el teorema fundamental, es equivalente a (⊩ )M .

Observemos que la numerabilidad del modelo en el teorema fundamental es
menos relevante de lo que puede parecer, pues en el apartado b) no se requiere,
ni tampoco realmente en una de las implicaciones del apartado a). En efecto,
si M no es necesariamente numerable y tenemos que (p ⊩ ϕ(σ1, . . . , σn))

M ,
podemos asegurar que si G es p-genérico sobre M y p ∈ G entonces se cumple
ϕM [G](σ1G, . . . , σnG), pues eso es justamente lo que afirma el apartado b).

Lo único que no podemos garantizar siM no es numerable es que por el hecho
de que ϕM [G](σ1G, . . . , σnG) se cumpla siempre que G es un filtro P-genérico
sobre M tal que p ∈ G podamos asegurar que (p ⊩ ϕ(σ1, . . . , σn))

M , y es lógico
que así sea, porque incluso podría no haber ningún filtro P-genérico sobre M ,
con lo que la hipótesis se cumpliría trivialmente para cualquier condición y
cualquier fórmula.

En definitiva, lo que afirma el teorema fundamental es que alguien que “viva”
en M puede reducir cualquier problema sobre si una cierta afirmación se cumple
o no en M [G] a si una cierta condición está o no en el filtro genérico. En el caso
de extensiones respecto de álgebras de Boole completas, la mayor condición que
cumple esto es ∥ϕ∥M , pero en el caso de un c.p.o. arbitrario no podemos definir
esa máxima condición y nos tenemos que limitar a demostrar que existen tales
condiciones.

Para prescindir completamente de la definición provisional ∗⊩ observamos
que el teorema 4.36 es equivalente al caso particular de la definición 4.38, cuando
i es la identidad de un álgebra de Boole completa en sí misma. Entonces tenemos
que, por definición

p ⊩ ϕ(σ1, . . . , σn)↔ p ≤ ∥ϕ(σ1, . . . , σn)∥.

En cuanto al teorema 4.37, que es el único resultado en el que hemos usado
∗⊩ , el teorema de reflexión nos permite generalizarlo de este modo:

Teorema 4.39 Sea i : P −→ Q una inmersión completa entre dos c.p.o.s.

a) Si ϕ(x1, . . . , xn) es una fórmula absoluta para modelos transitivos de ZFC,
τ1, . . . , τn ∈ V P y p ∈ P, entonces

p ⊩ ϕ(τ1, . . . , τn)↔ i(p) ⊩ ϕ(i(τ1), . . . , i(τn)).

b) Si i es una inmersión densa, el apartado a) vale para fórmulas cuales-
quiera.

c) Si P y Q son álgebras de Boole completas, entonces

i(∥ϕ(τ1, . . . , τn)∥) = ∥ϕ(i(τ1), . . . , i(τn))∥,

para fórmulas absolutas si la inmersión i es completa y para fórmulas
cualesquiera si es densa (es decir, un isomorfismo).
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Demostración: Por el teorema de reflexión basta probar la relativización
de a) y b) a un modelo transitivo numerable cualquiera de ZFC, pero, teniendo
en cuenta que (⊩)M equivale a ∗⊩ , dicha relativización es el teorema 4.37, salvo
que falta probar una implicación en el apartado a).

Ahora bien si ¬p ⊩ ϕ(τ1, . . . , τn), tomamos un filtro P-genérico G tal que
p ∈ G y ¬ϕM [G](τ1G, . . . , τnG). El teorema fundamental nos da un p′ ∈ G, que
podemos tomar p′ ≤ p, tal que p′ ⊩ ¬ϕ(τ1, . . . , τn) y, por la implicación ya
probada, i(p′) ⊩ ¬ϕ(i(τ1), . . . , i(τn)), luego si H es un filtro Q-genérico sobre
M tal que i(p′) ∈ H, entonces i(p) ∈ H, pero ¬ϕ(i(τ1)H , . . . , i(τn)H), luego
¬i(p) ⊩ ϕ(i(τ1), . . . , i(τn)).

Para probar c) observamos que (omitiendo los nombres en la notación) te-
nemos que ∥ϕ∥ ⊩ ϕ, luego por a) o b) también i(∥ϕ∥) ⊩ ϕ, luego i(∥ϕ∥) ≤ ∥ϕ∥.
Igualmente, i(∥¬ϕ∥) ≤ ∥¬ϕ∥, que es lo mismo que i(∥ϕ∥)′ ≤ ∥ϕ∥′, o también,
∥ϕ∥ ≤ i(∥ϕ∥).

En el apéndice A probamos el teorema 4.21 sin usar álgebras de Boole.

4.5 Primeros ejemplos y aplicaciones
En este momento podemos recapitular varios argumentos que hemos pre-

sentado colateralmente en las secciones prececentes. Ya tenemos demostrada la
independencia del axioma de constructibilidad, y el argumento es el siguiente:

Teorema 4.40 Sea M un modelo transitivo de ZFC, sea P ∈M un c.p.o. y G
un filtro genérico sobre M . Entonces∧

x ∈M [G](x es constructibleM [G] ↔ x ∈M ∧ x es constructibleM ).

En particular, si M cumple V = L entonces∧
x ∈M [G](x es constructibleM [G] ↔ x ∈M).

Demostración: Por el teorema 3.9 tenemos que x es constructibleM si y
sólo si x ∈ L (si M es una clase propia) o si y sólo si x ∈ LΩM (si M es un
conjunto), pero, como ΩM = ΩM [G], resulta que lo mismo vale para M [G], de
donde se sigue inmediatamente el enunciado.

El teorema anterior puede abreviarse en la igualdad LM = LM [G]. Ahora es
evidente que cualquier extensión genérica M [G] que contenga estrictamente a
M es un modelo de ZFC+V ̸= L, luego el axioma de constructibilidad no puede
probarse en ZFC (salvo que éste sea contradictorio, claro).

Ejemplo Un ejemplo concreto lo obtenemos con el c.p.o. P que considerá-
bamos al principio de la sección 4.1. Según hemos visto, a partir de un filtro
genérico G podíamos construir una función genérica f =

⋃
G : ω −→ 2 y a

partir de ésta un conjunto a = f−1[{1}] ⊂ ω. Es claro que a ∈ M [G] \M ,
pues si a estuviera en M también estaría f y por lo tanto G. La conclusión es
que no sólo es consistente que V ̸= L, sino, más concretamente, que exista un
subconjunto de ω no constructible.
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Veamos ahora cómo eligiendo adecuadamente un c.p.o. podemos conseguir
extensiones genéricas con propiedades deseadas:

Teorema 4.41 Si ZFC es consistente también lo es ZFC+ℵL1 < ℵ1.

Demostración: Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC + V = L
y sea

P = {p ⊂ ω × ω1 | p es una función finita}M .

Notemos en la definición de P todo es absoluto excepto ω1, de modo que P
está formado por las fuciones de un subconjunto finito de ω en ωM1 . Si G es un
filtro P-genérico sobre M , resulta que f =

⋃
G : ω −→ ωM1 suprayectiva. En

efecto, f es una función porque las condiciones de G son compatibles dos a dos.
Su dominio es todo ω porque, dado n ∈ ω, el conjunto

Dn = {p ∈ P | n ∈ Dp} ∈M

es denso en P, y f es suprayectiva porque, para todo α ∈ ωM1 , el conjunto

Eα = {p ∈ P | α ∈ Rp} ∈M

es denso en P.

Como G ∈M [G], es claro que f ∈M [G], luego ωM1 es numerableM [G]. Ahora
basta observar que ωM1 = (ωL1 )

M [G], pues entonces lo que tenemos es que (ωL1
es numerable)M [G].

En efecto, basta tener en cuenta que
∧
x ∈ M [G]((x ∈ L)M [G] ↔ x ∈ M).

Como en ZFC se demuestra que

¬
∨
f ∈ L(f : ω −→ ωL1 biyectiva) ∧

∧
β < ωL1

∨
f ∈ L f : ω −→ β biyectiva),

al relativizar a M [G] obtenemos

¬
∨
f ∈M(f : ω −→ (ωL1 )

M [G[ biyectiva) ∧∧
β < (ωL1 )

M [G]
∨
f ∈M f : ω −→ β biyectiva),

pero lo mismo vale cambiando (ωL1 )
M [G[ por ωM1 , luego ωM1 = (ωL1 )

M [G].

Observación Acabamos de probar que ℵL1 puede ser un ordinal numerable.
Notemos que, puesto que (|Pω| = ℵ1)L, existe una biyección f : (Pω)L −→ ℵL1 ,
luego si ℵL1 es numerable, también es numerable (Pω)L. Así pues, acabamos de
probar que es consistente que sólo existan ℵ0 subconjuntos constructibles de ω.

Esto es interesante porque uno podría pensar ingenuamente que la prueba de
la consistencia de la hipótesis del continuo consiste en demostrar que, aunque el
cardinal de Pω pueda ser grande, sólo hay ℵ1 subconjuntos constructibles de ω,
de modo que al restringirnos a L “dejamos de ver” otros posibles subconjuntos
de ω y sólo vemos los ℵ1 que son constructibles. Ahora vemos que esto no es
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exacto, ya que, si al restringirnos a L vemos ℵ1 subconjuntos de ω, esto puede
deberse ciertamente a que realmente haya ℵ1 subconjuntos constructibles de ω,
pero también a que sólo haya ℵ0 de ellos, pero que las biyecciones entre (Pω)L

y ω no sean constructibles, de modo que al restringirnos a L no sólo dejamos
de ver los subconjuntos no constructibles de ω, sino también las biyecciones que
numeran los subconjuntos constructibles.

Extensiones de L Si M es un modelo transitivo de ZFC + V = L, P es un
c.p.o. en M y G es un filtro P-genérico sobre M , entonces LM [G] =M , por lo que
en M [G] se cumple que P ∈ L, y G es un filtro P-genérico sobre L y V = L[G],
en el sentido de que todo elemento de V es de la forma σG con σ ∈ LP. Más
brevemente, en M [G] se cumple que la clase universal es una extensión genérica
de la clase L.

Por otra parte, si consideramos L[G]M [G] en el sentido de 3.5, sabemos que
es un modelo transitivo de ZFC tal que M = LM [G] ⊂ L[G]M [G], y además
G ∈ L[G]M [G], porque P ∈ LM [G] ⊂ L[G]M [G], luego existe un α ∈ ΩM tal que
P ∈ Lα[G]M [G], luego G ⊂ P ⊂ Lα[G]M [G], luego G ∈ Lα+1[G]

M [G] ⊂ L[G]M [G].
Por el teorema del modelo genérico concluimos que L[G]M [G] =M [G], de modo
que (V = L[G])M [G] en el sentido de 3.5.

Así pues, aunque sólo hemos demostrado la existencia de filtros genéricos
sobre modelos numerables, cada vez que consideramos un modelo transitivo
numerable de ZFC + V = L y consideramos la relativización aM de la definición
de un c.p.o., por ejemplo,

P = {p ⊂ ω × ω1 | p es una función finita}M ,

al tomar un filtro P-genérico sobre M y considerar la extensión M [G] estamos
obteniendo un modelo que prueba la consistencia de que exista un filtro P-
genérico sobre L, donde ahora

P = {p ⊂ ω × ω1 | p es una función finita}L.

Por ello, en lugar de considerar una extensión genérica sobre un modelo nu-
merable apoyándonos en el teorema que prueba la existencia de filtros genéricos,
un enfoque alternativo es considerar una extensión genérica sobre L apoyándo-
nos en que, si ZFC es consistente, podemos probar que también lo es que exista
un filtro P-genérico sobre L (precisamente considerando una extensión genérica
sobre un modelo numerable).

Extensiones de la clase universal Más sencillamente, a la hora de estudiar
la relación entre M y M [G] (siendo, en principio, M un modelo numerable),
hay quienes prefieren “meterse en la piel” de alguien que “viva” en M y llaman
V a M y V [G] a M [G]. Esto supone considerar una “extensión genérica de la
clase universal”, lo cual literalmente sería un sinsentido, pero en la práctica sólo
consiste en el convenio (totalmente inocuo y coherente) de escribir ϕ cuando
habría que escribir ϕM y escribir ϕV [G] cuando habría que escribir ϕM [G].
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Formalmente supone una simplificación, pues en lugar de trabajar con tres
modelos: M , M [G] y V , sin más que comprometerse uno a no salirse nunca de
M [G] (lo cual no supone ningún inconveniente en la práctica) se elimina uno
de ellos y se trabaja únicamente con dos. Además, al identificar M con V ,
se omiten las relativizaciones al modelo base, lo que supone una simplificación
formal añadida.

4.6 Hechos adicionales

Recogemos en esta última sección algunos resultados adicionales de carácter
más técnico que a menudo resultan útiles y complementan la teoría básica de
las extensiones genéricas.

C.p.o.s no atómicos En los ejemplos concretos que estamos considerando
hemos visto que los objetos genéricos no están en el modelo base. Esto es un
caso particular de un resultado general. Recordamos primero las definiciones de
átomo y de c.p.o. no atómico [PC 7.40]:

Si P es un c.p.o. y p ∈ P, diremos que p es un átomo si

¬
∨
qr ∈ P(q ≤ p ∧ r ≤ p ∧ q ⊥ r).

Diremos que P es no atómico si no tiene átomos, es decir, si toda condición tiene
extensiones incompatibles.

En [TC 7.40] vimos que en un álgebra de Boole una condición p ̸= O es un
átomo si y sólo si no existe ninguna condición O < q < p.

Es claro que todos los c.p.o.s que hemos considerado en los ejemplos eran no
atómicos.

Teorema 4.42 Si M es un modelo transitivo3 de ZF, P ∈ M es un c.p.o. no
atómico y G es un filtro P-genérico sobre M entonces G /∈M .

Demostración: Si G ∈M , entonces D = P\G ∈M y es un conjunto denso
en P. En efecto, dada p ∈ P, tiene dos extensiones incompatibles q y r, de las
cuales una al menos no puede estar en G, digamos q, con lo que q ≤ p ∧ q ∈ D.
Por definición de filtro genérico debería ser G∩D ̸= ∅, lo cual es absurdo.

C.p.o.s casi homogéneos Empezaremos demostrando algo que hemos ade-
lantado en varias ocasiones: en la mayoría de los casos, el valor booleano de
una sentencia sólo puede ser O o 1l. Vamos a plantear un enunciado equivalente
válido para c.p.o.s arbitrarios y daremos una condición suficiente para que a un
c.p.o. P le suceda esto.

3Notemos que no exigimos que M sea numerable. Ni siquiera que sea un conjunto. Necesi-
tamos la numerabilidad de M para garantizar la existencia de filtros genéricos, pero si, como
en este caso, suponemos la existencia de uno, entonces M puede ser cualquier modelo.
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Definición 4.43 Un automorfismo de un c.p.o. P es una semejanza f : P −→ P
tal que f(1l) = 1l (la última condición es redundante si P está parcialmente
ordenado). Llamaremos AutP al conjunto de todos los automorfismos de P.

Si f ∈ AutP en 4.33 hemos definido la biyección f̄ : V P −→ V P. Si 1 es la
identidad en P se cumple que 1̄ es la identidad en V P. Además f ◦ g = f̄ ◦ ḡ, de
donde a su vez se sigue que f−1 = f̄−1.

Si M es un modelo transitivo numerable de ZFC y P ∈ M , es claro que
AutMP = AutP ∩M y cada f ∈ AutMP determina f̄ : MP −→ MP biyectiva,
que no es sino la restricción de la biyección correspondiente en V P.

Por 4.39, para toda fórmula ϕ(x1, . . . , xn), todos los τ1, . . . , τn ∈MP y todo
p ∈ P se cumple

p ⊩ ϕ(τ1, . . . , τn)↔ f(p) ⊩ ϕ(f̄(τ1), . . . , f̄(τn)).

Por último, una simple inducción prueba que
∧
f ∈ AutP

∧
x f̄(x̌) = x̌.

En lo sucesivo omitiremos las barras sobre las aplicaciones inducidas por
automorfismos. Ahora ya podemos definir la condición sobre P que estábamos
buscando:

Definición 4.44 Diremos que un c.p.o. P es casi homogéneo si∧
pq ∈ P

∨
f ∈ AutP¬f(p) ⊥ q.

Según indicábamos, esta propiedad la tendrán en la práctica todos los c.p.o.s
con los que vamos a trabajar. El resultado principal es el siguiente:

Teorema 4.45 P un c.p.o. casi homogéneo, sea p ∈ P, sean x1, . . . , xn conjun-
tos cualesquiera y sea ϕ(x1, . . . , xn) una fórmula (metamatemática). Entonces

p ⊩ ϕ(x̌1, . . . , x̌n)↔ 1l ⊩ ϕ(x̌1, . . . , x̌n).

En particular 1l ⊩ ϕ(x̌1, . . . , x̌n) o bien 1l ⊩ ¬ϕ(x̌1, . . . , x̌n).

Demostración: Por el teorema de reflexión basta probar que el resultado
es cierto en cualquier modelo transitivo numerable M . Tenemos entonces que
P ∈M es casi homogéneoM y que x1, . . . , xn ∈M .

Supongamos que p ⊩ ϕ(x̌1, . . . , x̌n) pero que ¬1l ⊩ ϕ. Entonces existe un
filtro P-genérico sobre M tal que ¬ϕM [G](x1, . . . , xn), luego existe q ∈ G tal que
q ⊩ ¬ϕ. Sea f ∈ AutM P tal que ¬f(p) ⊥ q. Sea r ∈ P tal que r ≤ f(p) ∧ r ≤ q.
Como f(p) ⊩ ϕ(x̌1, . . . , x̌n), también r ⊩ ϕ(x̌1, . . . , x̌n), pero como r ≤ q,
también r ⊩ ¬ϕ(x̌1, . . . , x̌n), contradicción.

Por lo tanto, si M es un modelo transitivo numerable de ZFC y P ∈ M es
un c.p.o. casi homogéneoM , todas las extensiones genéricas M [G] cumplen las
mismas sentencias, indistintamente del filtro G con que se construyan.
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En el caso de álgebras de Boole completas esto se traduce inmediatamente
que si B es casi homogénea (lo que equivale a que B tenga un c.p.o. denso casi
homogéneo) entonces, para toda fórmula ϕ(x1, . . . , xn) se cumple que

∥ϕ(x̌1, . . . , x̌n)∥ = O, 1l,

como habíamos afirmado.

Un resultado elemental Enunciamos este simple teorema para referencias
posteriores:

Teorema 4.46 Sea M un modelo transitivo numerable de ZF, sea P ∈ M un
c.p.o. y G un filtro P-genérico sobre M . Sea f : A −→ M tal que f ∈ M [G].
Entonces existe un B ∈M tal que f : A −→ B.

Demostración: Claramente existe un ordinal α ∈M [G] tal que

f : A −→ VM [G]
α ∩M = VMα = B.

Propiedades de la relación ⊩ Veamos una serie de propiedades que resultan
últiles a la hora de trabajar con la relación ⊩ :

Teorema 4.47 Sean ϕ y ψ fórmulas cuyas variables libres estén a lo sumo entre
σ1, . . . , σn salvo que se indique alguna más, sea P un c.p.o., sean p, q ∈ P y
sean σ1, . . . , σn ∈ V P. Entonces:

a) ¬(p ⊩ ϕ ∧ p ⊩ ¬ϕ),

b) p ⊩ ϕ ∧ q ≤ p→ q ⊩ ϕ,

c) ¬p ⊩ ϕ↔
∨
q ∈ P(q ≤ p ∧ q ⊩ ¬ϕ),

d) p ⊩ ¬ϕ↔ ¬
∨
q ∈ P(q ≤ p ∧ q ⊩ ϕ),

e) {p ∈ P | p ⊩ ϕ ∨ p ⊩ ¬ϕ} es denso en P,

f) p ⊩ ϕ ∧ ψ ↔ p ⊩ ϕ ∧ p ⊩ ψ,

g) p ⊩
∧
xϕ(x)↔

∧
σ ∈MP p ⊩ ϕ(σ),

h) p ⊩
∨
xϕ(x)↔

∧
q ∈ P(q ≤ p→

∨
r ∈ P

∨
σ ∈MP(r ≤ q ∧ r ⊩ ϕ(σ))),

i) p ⊩
∨
x ∈ σ ϕ(x)→

∨
q ∈ P

∨
π ∈ Dσ(q ≤ p ∧ q ⊩ ϕ(π)).

Demostración: Por el teorema de reflexión basta probar la relativización
del teorema a un modelo transitivo numerable M arbitrario de ZFC. Así pues,
suponemos que P ∈M y que σ1, . . . , σn ∈MP.

a) Si p ⊩ ϕ ∧ p ⊩ ¬ϕ, tomando un filtro genérico G llegaríamos a que
ϕM [G] ∧ ¬ϕM [G], contradicción.
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b) Si p ⊩ ϕ ∧ q ≤ p, tomamos un filtro genérico G que contenga a q, con lo
que también p ∈ G, luego ϕM [G]. Esto prueba que q ⊩ ϕ.

c) Si ¬p ⊩ ϕ entonces existe un filtro genérico G tal que p ∈ G pero ¬ϕM [G].
Por el teorema fundamental existe r ∈ G tal que r ⊩ ¬ϕ. Sea q ∈ G tal que
q ≤ p ∧ q ≤ r. De este modo q ≤ p ∧ q ⊩ ¬ϕ. El recíproco es trivial por a) y b).

d) Si p ⊩ ¬ϕ y existiera un q ≤ p tal que q ⊩ ϕ entonces p ⊩ ϕ ∧ p ⊩ ¬ϕ,
contradicción.

Si ¬p ⊩ ¬ϕ entonces existe un q ≤ p tal que q ⊩ ¬¬ϕ, lo que claramente
implica q ⊩ ϕ, contradicción.

e) es inmediato por c).

f) Si p ⊩ ϕ ∧ ψ y G es un filtro genérico que contenga a p, entonces tenemos
ϕM [G] ∧ ψM [G]. Esto prueba que p ⊩ ϕ ∧ p ⊩ ψ. El recíproco es idéntico.

g) Si p ⊩
∧
xϕ(x) y σ ∈ MP, sea G un filtro genérico que contenga a p.

Entonces ϕM [G](σG), luego p ⊩ ϕ(σ).
Recíprocamente, si G es un filtro genérico que contenga a G, para todo

x ∈ M [G] tenemos que x = σG, para cierto σ ∈ MP. Por hipótesis p ⊩ ϕ(σ),
luego ϕM [G](σG). Esto prueba (

∧
xϕ(x))M [G], luego p ⊩

∧
xϕ(x).

h) Si p ⊩
∨
xϕ(x) y q ∈ P cumple q ≤ p, tomemos un filtro genérico G que

contenga a q. Entonces p ∈ G, luego existe un x ∈ M [G] tal que ϕM [G](x).
Digamos que x = σG, con σ ∈MP. Existe un s ∈ G tal que s ⊩ ϕ(σ) y tomando
r ∈ G tal que r ≤ q ∧ r ≤ s tenemos r ≤ q ∧ r ⊩ ϕ(σ).

Recíprocamente, si se cumple ¬p ⊩
∨
xϕ(x), existe una condición q ≤ p tal

que q ⊩
∧
x¬ϕ(x). Por hipótesis existe r ≤ q y existe σ ∈ MP de modo que

r ⊩ ϕ(σ). Si G es un filtro genérico que contenga a r, también q ∈ R con lo que
tenemos

∧
x ∈M [G]¬ϕM [G](x) y también ϕM [G](σG), contradicción.

i) Si p ⊩
∨
x ∈ σ ϕ(x), sea G un filtro genérico que contenga a p. Entonces

existe x ∈ σG tal que ϕ(x). Concretamente, x = πG, donde (π, r) ∈ σ, r ∈ G.
Existe q ∈ G, (y lo podemos tomar q ≤ p) tal que q ⊩ ϕ(π).

Si comparamos los apartados g) y h) del teorema anterior observamos una
clara asimetría. De acuerdo con g), cabría esperar que h) fuera

p ⊩
∨
xϕ(x)↔

∨
σ ∈MP p ⊩ ϕ(σ).

La conjetura es cierta, pero no es evidente. Necesitaremos el resultado si-
guiente:

Teorema 4.48 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC tal que en M
se cumpla: P es un c.p.o., A es una anticadena4 en P y {σq}q∈A es una familia
de P-nombres. Entonces existe un π ∈MP tal que q ⊩ π = σq para todo q ∈ A.

4Una anticadena en un c.p.o. es un conjunto de condiciones incompatibles dos a dos.



148 Capítulo 4. Extensiones genéricas

Demostración: Notemos que {σq}q∈A es una función f : A −→ MP, de
modo que σq = f(q). No hay que confundir la función f con su rango, es
decir, con el conjunto {σq | q ∈ A}. La hipótesis es que f ∈ M , no sólo que
{σq | q ∈ A} ⊂M o que {σq | q ∈ A} ∈M . Definimos

π =
⋃
q∈A
{(τ, r) | τ ∈ Dσq ∧ r ∈ P ∧ r ≤ q ∧ r ⊩ τ ∈ σq} ∈MP.

Sea q ∈ A y veamos que q ⊩ π = σq. Tomamos un filtro genérico G tal que
q ∈ G y hemos de ver que πG = σqG.

Si a ∈ πG, entonces a = τG, con (τ, r) ∈ π ∧ r ∈ G. Por definición de π
existe q′ ∈ A tal que r ≤ q′ ∧ τ ∈ Dσq′ ∧ r ⊩ τ ∈ σq′ . Como r ∈ G, también
q′ ∈ G. Tenemos que q y q′ están en A y en G, pero A es una anticadena, luego
ha de ser q = q′. Por lo tanto r ⊩ τ ∈ σq y así a = τG ∈ σqG.

Recíprocamente, si a ∈ σqG entonces a = τG con τ ∈ Dσq. Tenemos que
τG ∈ σqG, luego existe un p ∈ G tal que p ⊩ τ ∈ σ. Sea r ∈ G tal que
r ≤ p ∧ r ≤ q. Entonces r ⊩ τ ∈ σq, luego (τ, r) ∈ π y a = τG ∈ πG. Esto nos
da la otra inclusión.

Ahora ya podemos probar la versión simplificada de 4.47 h):

Teorema 4.49 Sea ϕ(σ, σ1, . . . , σn) una fórmula cuyas variables libres estén
entre las indicadas. Sea P un c.p.o., p ∈ P y σ1, . . . , σn ∈ V P. Entonces

p ⊩
∨
xϕ(x, σ1, . . . , σn)↔

∨
σ ∈ V P p ⊩ ϕ(σ, σ1, . . . , σn).

Demostración: Por el teorema de reflexión basta probar la relativización
del teorema a un modelo transitivo numerable de ZFC arbitrario. Suponemos,
pues, que P ∈M y que σ1, . . . , σn ∈MP.

Si
∨
σ ∈ MP p ⊩ ϕ(σ), dado un filtro genérico G tal que p ∈ M , se cumple

ϕM [G](σG), luego
∨
x ∈M [G]ϕ(x). Así pues, p ⊩

∨
xϕ(x).

Supongamos ahora que p ⊩
∨
xϕ(x). Por el lema de Zorn en M existe un

conjunto A ∈M tal que:

a) A es una anticadena en P,

b)
∧
q ∈ A(q ≤ p ∧

∨
σ ∈MP q ⊩ ϕ(σ)),

c) A es maximal respecto a a) y b), es decir, no existe ningún B (en M) que
cumpla a) y b) y que contenga estrictamente a A.

Por el axioma de elección en M podemos construir una familia {σq}q∈A ∈M
tal que

∧
q ∈ A(σq ∈ MP ∧ q ⊩ ϕ(σq)). Por el teorema anterior existe σ ∈ MP

tal que
∧
q ∈ A q ⊩ σ = σq. Así, si q ∈ A tenemos que q ⊩ ϕ(σq) ∧ σ = σq,

luego q ⊩ ϕ(σ).
Veamos que p ⊩ ϕ(σ). En caso contrario existe un r ≤ p tal que r ⊩ ¬ϕ(σ).

Como estamos suponiendo que p ⊩
∨
xϕ(x), por 4.47 existen q′ ≤ r y π ∈ MP

tales que q′ ⊩ ϕ(π).
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Si q ∈ A tenemos que q ⊩ ϕ(σ) y q′ ⊩ ¬ϕ(σ) (pues q′ ≤ r), de donde q ⊥ q′

(una extensión común forzaría a la vez ϕ(σ) y ¬ϕ(σ)). Por lo tanto q′ /∈ A y el
conjunto A ∪ {q′} contiene estrictamente a A y cumple las condiciones a) y b),
contradicción.

El teorema anterior admite un refinamiento. Lo enunciamos en términos de
álgebras de Boole porque es más cómodo manipular valores booleanos:

Teorema 4.50 ϕ(σ, σ1, . . . , σn) una fórmula cuyas variables libres estén entre
las indicadas. Sea B un álgebra de Boole completa y σ1, . . . , σn ∈ V B. Entonces
existe σ ∈ V B tal que ∥

∨
xϕ(x, σ1, . . . , σn)∥ = ∥ϕ(σ, σ1, . . . , σn)∥.

Demostración: Como la fórmula siguiente es un teorema lógico:∨
y
∧
x(ϕ(x)→ ϕ(y)),

su valor booleano es 1l, luego por el teorema anterior existe un σ ∈ V B tal que
∥
∧
x(ϕ(x)→ ϕ(σ))∥ = 1l. Por otra parte,∧

y(
∨
xϕ(x) ∧

∧
x(ϕ(x)→ ϕ(y))→ ϕ(y))

es un teorema lógico, luego

∥
∧
y(
∨
xϕ(x) ∧

∧
x(ϕ(x)→ ϕ(y))→ ϕ(y))∥ = 1l,

luego también ∥
∨
xϕ(x) ∧

∧
x(ϕ(x)→ ϕ(σ))→ ϕ(σ)∥ = 1l, luego

∥
∨
xϕ(x)∥ = ∥

∨
xϕ(x)∥ ∧ ∥

∧
x(ϕ(x)→ ϕ(σ))∥ ≤ ∥ϕ(σ)∥ ≤ ∥

∨
xϕ(x)∥.

Ejercicio: Enunciar el teorema anterior para c.p.o.s cualesquiera y deducirlo del caso
booleano.

Definibilidad del modelo base Veamos ahora que podemos extender lige-
ramente el teorema fundamental:

Definición 4.51 Si B es un álgebra de Boole completa y σ ∈ V B, definimos

∥σ ∈ V̌ ∥ ≡
∨
x∈V
∥σ = x̌∥.

Notemos que, aunque V sea una clase propia, el supremo es el supremo de un
subconjunto de B.

Notemos que no hemos definido V̌ , sino simplemente un término que repre-
sentamos por ∥σ ∈ V̌ ∥. Si M es un modelo transitivo de ZFC, la relativización
de ∥σ ∈ V̌ ∥ a M la representaremos por

∥σ ∈ M̌∥ =
∨
x∈M
∥σ = x̌∥.
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Teorema 4.52 Sea M un modelo transitivo de ZF, sea B un álgebra de Boole
completaM , sean σ ∈MB y sea G un ultrafiltro B-genérico sobre M . Entonces

∥σ ∈ M̌∥ ∈ G↔ σG ∈M.

Demostración: Tenemos que ∥σ ∈ M̌∥ ∈ G si y sólo si existe un x ∈ M
tal que ∥σ = x̌∥ ∈ G si y sólo si existe un x ∈ M tal que σG = x, si y sólo si
σG ∈M .

Consideremos el lenguaje L+
tc que resulta de añadir al lenguaje de la teoría

de conjuntos un relator monádico que representamos por x ∈ V . Añadiendo
4.51 al apartado a) de la definición 4.26 tenemos definido el valor booleano
∥ϕ(σ1, . . . , σn)∥ para toda fórmula (en principio sin descriptores) de L+

tc, y aña-
diendo el teorema anterior al principio de la prueba del teorema fundamen-
tal 4.27 resulta que éste es válido para fórmulas de L+

tc, entendiendo que el
relator x ∈ V se interpreta en M [G] como la pertenencia a M .

A partir de aquí se puede extender el teorema fundamental para fórmulas de
L+

tc con descriptores y a su vez podemos definir p ⊩ ϕ(σ1, . . . , σn) para fórmulas
de L+

tc y podemos demostrar la versión 4.21 del teorema fundamental, todo ello
sin el más mínimo cambio en las demostraciones.

En la práctica, esto significa que en las expresiones p ⊩ ϕ o ∥ϕ∥ podemos
incluir un falso “nombre canónico” V̌ (o M̌ cuando trabajamos en un modelo M)
para exigir que un nombre represente a un objeto del modelo base.

Adjunciones de conjuntos al modelo base Terminamos con un resultado
en el que trabajar con álgebras de Boole simplifica notablemente la prueba.

En general, si M es un modelo transitivo de ZFC y A ⊂M , no es necesaria-
mente cierto que exista un mínimo modelo M [A] de ZFC tal que M ⊂ M [A] y
A ∈M [A], pero esto sí que es cierto si A está en una extensión genérica de M :

Teorema 4.53 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, sea P ∈M un
c.p.o., sea G un filtro P-genérico sobre M y A ∈M [G] tal que A ⊂M . Entonces
existe un modelo transitivo numerable de ZFC al que llamaremos M [A] tal que
M ⊂ M [A] ⊂ M [G], ΩM = ΩM [A] y que está caracterizado por que si N es un
modelo transitivo de ZF tal que M ⊂ N y A ∈ N entonces M [A] ⊂ N .

Demostración: No perdemos generalidad si suponemos que P es un álgebra
de Boole completaM B. Sea A = σG, con σ ∈ MB. Sea C ∈ M tal que A ⊂ C
(basta tomar C = Vα∩M , donde α = rangA). Sea X = {∥č ∈ σ∥ | c ∈ C} ∈M
y llamemos C ∈M a la subálgebra completa generadaM por X en B. Entonces
C está completamente contenidaM en B, luego H = G ∩ C es un ultrafiltro
C-genérico sobre M (teorema 4.31). Se cumple que

G ∩X = G ∩ C ∩X = H ∩X ∈M [H],

luego
A = {c ∈ C | ∥č ∈ σ∥ ∈ G ∩X} ∈M [H].
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Vamos a comprobar que definiendo M [A] =M [H] se cumple lo pedido. Sea,
pues, N un modelo transitivo de ZF tal que M ⊂ N y A ∈ N . Sólo tenemos
que probar que H ∈ N , pues entonces M [H] ⊂ N . En principio tenemos que

H ∩X = G ∩X = {∥č ∈ σ∥ | c ∈ A} ∈ N.

Llamemos κ = (|C|+)M . Definimos una sucesión {Xα}α≤κ ∈M mediante

X0 = X ∧
∧
α < κ Xα+1 = {

∨
Z | Z ⊂ Xα ∪X ′

α}M ∧
∧
λ ≤ κXλ =

⋃
δ<λ

Xδ.

Notemos que si α < κ entonces Xα∪X ′
α ⊂ Xα+1, pues si a ∈ Xα∪X ′

α basta
tomar Z = {a} ∈M , de modo que

∨
Z = a. Si Z ∈M cumple Z ⊂ Xκ entonces

|Z|M < κ, luego existe un α < κ tal que Z ⊂ Xα, con lo que
∨
Z ∈ Xα+1 ⊂ Xκ.

También es obvio que si a ∈ Xκ entonces a′ ∈ Xκ, luego Xκ ∈ M es una
subálgebra completaM de C y contiene a X, por lo que Xκ = C.

Definimos ahora una sucesión {Hα}α≤κ ∈ N . Partimos de H0 = H ∩X, que
ya hemos visto que está en N . Si α < κ definimos

Hα+1 = {
∨
Z | Z ∈M ∧ Z ⊂ Xα ∪X ′

α ∧ Z ∩ (Hα ∪ (Xα \Hα)
′) ̸= ∅}.

Notemos que Z ∈ M puede sustituirse por Z ∈ (PC)M ∈ M ⊂ N . Así es
fácil ver que Hα+1 ∈ N .

Finalmente, si λ ≤ κ definimos Hλ =
⋃
δ<λ

Hδ. Es claro que toda la cons-

trucción es la relativización a N de una definición recurrente, luego la sucesión
{Hα}α≤κ está en N , como habíamos afirmado. Vamos a probar por inducción
que Hα = H ∩Xα, con lo que H = Hκ ∈ N y el teorema quedará probado.

Ciertamente se cumple para α = 0 y si vale para todo δ < λ también vale
para λ. Supongamos que Hα = H ∩Xα y veámoslo para α+ 1. Como H es un
ultrafiltro, se cumple que Hα ∪ (Xα \Hα)

′ = H ∩ (Xα ∪X ′
α). En consecuencia

todo elemento de Hα+1 está por encima de un elemento de H, luego está en H.
Claramente entonces Hα+1 ⊂ H ∩Xα+1.

Todo elemento de H∩Xα+1 es de la forma
∨
Z, donde Z ∈M , Z ⊂ Xα∪X ′

α.
Basta probar que Z ∩ (Hα ∪ (Xα \ Hα)

′) ̸= ∅, pero es que si se diera el caso
contrario entonces Z ∩H = ∅, luego Z ′ ⊂ H y como H es C-genérico sobre M
también

∧
Z ′ ∈ H, luego

∨
Z /∈ H, contradicción.





Capítulo V

Aplicaciones de las
extensiones genéricas

En el capítulo precedente hemos presentado los resultados fundamentales de
la teoría de extensiones genéricas, pero sólo hemos tenido ocasión de mostrar
algunas aplicaciones elementales que no permiten formarse una idea fidedigna
de las posibilidades que ofrece esta teoría. A continuación mostraremos pruebas
de consistencia mucho más representativas, entre ellas las que demuestran la
independencia de la hipótesis del continuo.

5.1 Conservación de cardinales

Al estudiar una extensión genérica M [G] de un modelo base M es funda-
mental tener presente que los cardinales en M [G] no tienen por qué coincidir
con los cardinales en M . Como “ser un cardinal” es una propiedad Π1, es una
propiedad absoluta hacia abajo, por lo que todo cardinal en M [G] es también
un cardinal en M (recordemos que M y M [G] tienen los mismos ordinales, por
lo que todo cardinal en M [G] está en M). En cambio, el recíproco no tiene
por qué darse: un cardinal en M no tiene por qué seguir siéndolo en M [G], y
ya hemos mostrado un ejemplo de esta situación. La prueba del teorema 4.41
consiste en construir una extensión genérica en la que ℵM1 pasa a ser un ordinal
numerableM [G].

Esto no debería resultar chocante si tenemos en cuenta que, en realidad,
estamos trabajando con modelos numerables, de modo que en realidad ningún
cardinal infinito de M (aparte de ℵ0) es realmente un cardinal, sino que sólo
parece serlo porque en M no están las biyecciones que lo desmienten, y la teoría
de extensiones nos pone muy fácil añadir tales biyecciones “delatoras” en las
extensiones genéricas.

Cuando un cardinalM continúa siendo un cardinal en M [G] se dice que se
conserva, mientras que si deja de serlo se dice que se colapsa. Colapsar cardi-
nales es útil en ciertas pruebas de consistencia, pero otras requieren garantizar
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que los cardinales en M siguen siéndolo en M [G], y esta primera sección está
dedicada a proporcionar resultados generales que garantizan la conservación de
cardinales. Conviene introducir algunos conceptos más precisos:

Definición 5.1 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, P ∈ M un
c.p.o. y κ un cardinalM . Diremos que P conserva cardinales ≥ κ (≤ κ) si para
todo filtro genérico G y todo ordinal α ∈ M tal que α ≥ κ (α ≤ κ) se cumple
que

α es un cardinalM ↔ α es un cardinalM [G].

Según acabamos de comentar, la implicación ← se da siempre, luego la
conservación de cardinales equivale a que se dé la implicación →. Así mismo
es suficiente comprobarla para ordinales α > ω, pues ω y los números naturales
son cardinales en todo modelo transitivo.

Diremos que P conserva cardinales si esta implicación se cumple para todo
ordinal α ∈M , es decir, si “ser un cardinal” es absoluto para M −M [G].

Diremos que P conserva cofinalidades ≥ κ (≤ κ) si para todo filtro genérico
G y todo ordinal límite λ ∈ M tal que cfM λ ≥ κ (cfM λ ≤ κ) se cumple
cfM λ = cfM [G] λ.

Diremos que P conserva cofinalidades si esto se cumple para todo ordinal
límite λ ∈M , es decir, si cfλ es absoluto para M −M [G].

La conservación de cofinalidades y la conservación de cardinales están estre-
chamente relacionadas:

Teorema 5.2 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, sea P ∈ M un
c.p.o. y κ un cardinalM . Entonces:

a) Si P conserva cofinalidades ≥ κ y κ es regularM , entonces P conserva
cardinales ≥ κ.

b) Si P conserva cofinalidades ≤ κ entonces P conserva cardinales ≤ κ.

c) Si P conserva cofinalidades entonces P conserva cardinales.

Demostración: Sea α un cardinalM , α ≥ κ, α > ω. Si α es regularM ,
entonces cfM α = α ≥ κ, luego cfM [G] α = cfM α = α y por lo tanto α es un
cardinal regularM [G].

Si α es singularM , como κ es regularM ha de ser α > κ. Tenemos que α es
un cardinal límiteM , luego

∧
β(κ < β < α→

∨
µ(β < µ < α ∧ µ es regularM )),

pero κ < β < µ < α ∧ µ es regularM implica que κ ≤ µ = cfM µ, luego
por hipótesis cfM [G] µ = cfM µ = µ, luego µ es regularM [G]. Por consiguiente
tenemos que

∧
β(κ < β < α →

∨
µ(β < µ < α ∧ µ es un cardinalM [G])). Esto

implica que α es un cardinalM [G].

La prueba de b) es análoga.

c) Es consecuencia de a), pues conservar cofinalidades o cardinales es con-
servar cofinalidades o cardinales ≥ ℵM1 .
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En realidad para que un c.p.o. conserve cofinalidades basta con que cumpla
lo siguiente:

Teorema 5.3 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, P ∈M un c.p.o.
y κ un cardinalM . Entonces P conserva cofinalidades ≥ κ (≤ κ) si y sólo si para
todo filtro genérico G y todo ordinal α ∈M tal que α ≥ κ (α ≤ κ) se cumple

α regularM → α regularM [G].

Demostración: Sea λ ∈ M tal que cfM λ ≥ κ (≤ κ). Sea f ∈ M tal que
f : cfM λ −→ λ cofinal creciente. Entonces f ∈M [G] y por [TC 5.50] concluimos
que cfM [G] cfM λ = cfM [G] λ. Pero cfM λ es regularM , luego por hipótesis es
regularM [G], es decir, cfM [G] cfM λ = cfM λ, de donde cfM [G] λ = cfM λ.

Resulta natural preguntarse si es posible que un c.p.o. conserve cardinales
pero no conserve cofinalidades. Según el teorema anterior, para que esto ocurra
es necesario que un cardinal regularM pase a ser singularM [G]. En particular
será límiteM [G] y, si el c.p.o. conserva cardinales, también será límiteM . En
resumen, ha de haber un cardinal límite regularM que pase a ser singular en
M [G]. Obviamente este cardinal no puede ser ℵ0, luego llegamos a que M ha
de contener un cardinal débilmente inaccesible. En otras palabras, en ausencia
de cardinales débilmente inaccesibles, conservar cardinales equivale a conservar
cofinalidades.

Ahora ya podemos dar condiciones para que un c.p.o. conserve cardinales y
cofinalidades.

Definición 5.4 Una anticadena en un c.p.o. P es un conjunto de condiciones
incompatibles dos a dos. Si κ es un cardinal, se dice que P cumple la condición
de cadena κ (c.c.κ) si toda anticadena en P tiene cardinal menor que κ.

La c.c.ℵ1 se llama también condición de cadena numerable, pues equivale a
que toda anticadena sea numerable.

Vamos a probar que todo c.p.o. con la condición de cadena κ conserva co-
finalidades ≥ κ. Para ello nos basaremos en el siguiente resultado técnico, que
tiene interés y gran utilidad por sí mismo:

Teorema 5.5 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, sea P ∈ M un
c.p.o., A, B ∈ M y κ un cardinalM tal que (P cumple la c.c.κ)M . Sea G
un filtro genérico y f ∈ M [G] tal que f : A −→ B. Entonces existe una
aplicación F : A −→ (PB)M de modo que F ∈ M ,

∧
a ∈ A |F (a)|M < κ y∧

a ∈ A f(a) ∈ F (a).

Demostración: Sea τ ∈ MP tal que f = τG y sea F : A −→ (PB)M la
aplicación dada por

F (a) = {b ∈ B |
∨
p ∈ P p ⊩ (τ : Ǎ −→ B̌ ∧ τ(ǎ) = b̌)}.
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Claramente F ∈ M . Sea a ∈ A y b = f(a). Así τG : A −→ B ∧ τG(a) = b,
luego existe un p ∈ G tal que p ⊩ (τ : Ǎ −→ B̌ ∧ τ(ǎ) = b̌), con lo que b ∈ F (a).

Por el axioma de elecciónM existe una función Q ∈M tal que Q : F (a) −→ P
y para todo b ∈ F (a) se cumple Q(b) ⊩ (τ : Ǎ −→ B̌ ∧ τ(ǎ) = b̌).

Si b, b′ ∈ F (a), b ̸= b′, entonces Q(b) ⊥ Q(b′), pues si existiera una extensión
común r ∈ P, existiría un filtro genérico H con r ∈ H, y en M [H] se cumpliría
que τH : A −→ B y b = τH(a) = b′, contradicción.

En particular Q es inyectiva y Q[F (a)] es una anticadena en P (en M). Por
lo tanto |F (a)|M = |Q[F (a)]|M < κ.

En definitiva, el teorema anterior afirma que una aplicación f en una exten-
sión genérica (con dominio en el modelo base M) no puede, por regla general,
ser conocida desde M , pero sí puede ser “aproximada” por una función multi-
valuada. La aproximación será mejor cuanto menor sea la condición de cadena
que cumple el c.p.o.

Teorema 5.6 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, P ∈M un c.p.o.
y κ un cardinal regularM tal que (P cumple la c.c.κ)M . Entonces P conserva
cofinalidades y cardinales ≥ κ. En particular, si (P cumple la c.c.n.)M entonces
P conserva cofinalidades y cardinales.

Demostración: Basta probar que P conserva cofinalidades ≥ κ. En caso
contrario existe un filtro genérico G y un cardinalM µ ≥ κ tal que µ es regularM
y singularM [G]. Sean entonces ω ≤ α < µ y f ∈M [G] de modo que f : α −→ µ
cofinal. Por el teorema anterior existe F ∈M de modo que F : α −→ (Pµ)M y∧

β < α |F (β)|M < κ ∧
∧
β < α f(β) ∈ F (β).

Sea S =
⋃
β<α

F (β). En M , el conjunto S es una unión de menos de µ

conjuntos de cardinal menor que µ. Por la regularidadM de µ ha de ser |S|M < µ.
Ahora bien, para todo β < α tenemos que f(β) ∈ S, lo que implica que S no
está acotado en µ. Esto es una contradicción, pues un cardinal regular no puede
tener subconjuntos no acotados de cardinal menor que él mismo.

No todos los c.p.o.s que vamos a considerar cumplirán la condición de cadena
numerable, así que vamos a dar otro criterio que nos garantice que un c.p.o.
conserva cardinales y cofinalidades por debajo de un cardinal dado.

Definición 5.7 Sea κ un cardinal. Diremos que un c.p.o. P es κ-cerrado si para
todo ordinal α < κ y toda sucesión {pβ}β<α decreciente en P (es decir, tal que
β < γ < α→ pγ ≤ pβ) se cumple que

∨
q ∈ P

∧
β < α q ≤ pβ .

Vamos a probar que los c.p.o.s κ-cerrados conservan cofinalidades y cardi-
nales ≤ κ. Al igual que en el caso de la condición de cadena κ, demostraremos
primero un resultado técnico de interés en sí mismo.

Teorema 5.8 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, P ∈M un c.p.o.
y κ un cardinalM tal que (P es κ-cerrado)M . Sea G un filtro genérico y supon-
gamos que B ∈M [G] cumple B ⊂M y |B|M [G] < κ. Entonces B ∈M .
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Demostración: Sea α = |B|M [G] < κ, sea f ∈ M [G] tal que f : α −→ B
biyectiva. Por el teorema 4.46 existe un A ∈ M tal que f : α −→ A. Es
suficiente probar que f ∈ M , pues entonces también estará en M su rango B.
Llamemos K = (Aα)M = Aα ∩ M . Hemos de probar que f ∈ K. En caso
contrario, si f = τG, existe p ∈ G tal que p ⊩ (τ : α̌ −→ Ǎ ∧ τ /∈ Ǩ).

Vamos a ver que existen sucesiones {pη}η≤α y {zη}η<α en M tales que

a) pη ∈ P ∧ zη ∈ A,

b) p0 = p,

c)
∧
ϵη(ϵ ≤ η ≤ α→ pη ≤ pϵ),

d) pη+1 ⊩ τ(η̌) = žη.

En efecto, por recurrencia y usando el axioma de elecciónM podemos cons-
truirlas como sigue:

Tomamos p0 = p y supuestos definidos {pη}η≤β y {zη}η<β para un β < α
de modo que se cumplan las condiciones anteriores, entonces pβ ≤ p0 = p, luego
pβ ⊩ τ : α̌ −→ Ǎ, luego pβ ⊩

∨
x ∈ Ǎ τ(β̌) = x. Por 4.47 i) existen una

condición pβ+1 ≤ pβ y un zβ ∈ A tales que pβ+1 ⊩ τ(β̌) = žβ .
Supuestos definidos {pη}η<λ y {zη}η<λ para un ordinal límite λ < α, como

P es κ-cerradoM existe una condición pλ ∈ P tal que pλ ≤ pη para todo η < λ,
y entonces {pη}η≤λ y {zη}η<λ cumplen todas las condiciones.

Sea g = {zη}η<α ∈M . Tenemos que g ∈ K. Sea H un filtro genérico tal que
pα ∈ H (con lo que

∧
η ≤ α pη ∈ H). Por la propiedad c),

∧
η < α τH(η) = zη,

luego τH = g ∈ K, cuando por otra parte p0 ⊩ τ /∈ Ǩ, contradicción.

De este modo, en una extensión por un c.p.o. κ-cerrado no aparecen nuevos
subconjuntos de un conjunto dado con cardinal menor que κ. Con esto es fácil
probar que ningún cardinal menor que κ puede colapsarse:

Teorema 5.9 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, P ∈M un c.p.o.
y κ un cardinalM tal que (P es κ-cerrado)M . Entonces P conserva cofinalidades
y cardinales ≤ κ.

Demostración: Basta probar que P conserva cofinalidades ≤ κ. Si no
fuera así, por 5.3 existiría un filtro genérico G y un ordinal µ ≤ κ de modo que
µ es regularM pero es singularM [G]. Sea α < µ y f ∈M [G] tal que f : α −→ µ
cofinal. Claramente |f |M [G] = |α|M [G] ≤ α < κ, luego por el teorema anterior
f ∈M , en contradicción con que µ es regularM .

Terminamos la sección con el siguiente teorema, cuya prueba es inmediata:

Teorema 5.10 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, P ∈ M un
c.p.o. que conserve cardinales y G un filtro genérico. Entonces, los términos
α+ y ℵα son absolutos para M −M [G], es decir, para todo ordinal α < ΩM se
cumple (α+)M = (α+)M [G] y ℵMα = ℵM [G]

α .
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5.2 Familias cuasidisjuntas

Intercalamos aquí la demostración de un principio combinatorio que nos
hará falta en la sección siguiente. Se trata de una generalización de [TC 8.52].
Recordamos la definición [TC 8.51] de sistema ∆:

Definición 5.11 Un conjunto A es una familia cuasidisjunta o un sistema ∆
de raíz r si

∧
xy ∈ A(x ̸= y → x ∩ y = r). Se admite que r sea vacío, en cuyo

caso los elementos de A son disjuntos dos a dos.

Teorema 5.12 (Lema de los sistemas ∆) Sea κ un cardinal infinito, µ > κ
un cardinal regular tal que

∧
α < µ |α<κ| < µ y sea A un conjunto tal que

|A| ≥ µ y
∧
x ∈ A |x| < κ. Entonces existe una familia cuasidisjunta B ⊂ A

tal que |B| = µ. En particular, toda familia no numerable de conjuntos finitos
posee una subfamilia cuasidisjunta no numerable.

Demostración: Tomando un subconjunto si es necesario, podemos suponer
que |A| = µ. Se cumple que∣∣∣ ⋃

x∈A
x
∣∣∣ ≤ ∑

x∈A
|x| ≤

∑
x∈A

κ = µ · κ = µ.

Como obviamente no importa cuáles sean los elementos de los elementos de
A, no perdemos generalidad si suponemos que son ordinales. Más aún, podemos
suponer que

⋃
x∈A

x ⊂ µ.

Si x ∈ A, tenemos que |x| < κ, luego ord x < κ. Podemos descomponer

A =
⋃
α<κ
{x ∈ A | ord x = α}.

Como |A| = µ es regular y κ < µ, es necesario que uno de los conjuntos
que aparecen en la unión tenga cardinal µ, es decir, existe un ordinal ρ < κ tal
que el conjunto {x ∈ A | ord x = ρ} tiene cardinal µ. Quedándonos con este
subconjunto podemos suponer que

∧
x ∈ A ord x = ρ.

Para cada α < µ consideremos el conjunto {x ∈ A | x ⊂ α}. A cada uno
de sus elementos x le podemos asignar una biyección g : |x| −→ x, que será un
elemento de α<κ. Esto nos da una aplicación inyectiva, de modo que

|{x ∈ A | x ⊂ α}| ≤ |α<κ| < µ.

Así pues, existe al menos un x ∈ A que no está contenido en α. Equivalen-
temente, el conjunto

⋃
x∈A

x no está acotado en µ, luego tiene cardinal µ.

Para cada x ∈ A sea fx : ρ −→ x la semejanza. Escribiremos x(ξ) = fx(ξ),
de modo que x = {x(ξ) | ξ < ρ}. Como la unión⋃

x∈A
x =

⋃
ξ<ρ

{x(ξ) | x ∈ A}
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tiene cardinal µ, alguno de los conjuntos de la derecha tiene que tener también
cardinal µ. Llamemos ξ0 al menor ordinal (quizá igual a 0) tal que

|{x(ξ0) | x ∈ A}| = µ.

La situación es la siguiente:

...
...

...
x(ξ0) y(ξ0) z(ξ0)

ρ
...

...
...

x(1) y(1) z(1)
x(0) y(0) z(0)

A

Cada elemento de A es un conjunto x = {x(0), x(1), . . . , x(ξ0), . . .}, donde los
x(ξ) son ordinales distintos dos a dos (de hecho, si η < ξ entonces x(η) < x(ξ)),
pero dos conjuntos x e y pueden tener elementos en común. Por ejemplo, podría
darse el caso de que x(0) fuera el mismo ordinal para todo x ∈ A. La fila ξ0 del
esquema anterior es la primera fila en la que aparecen µ ordinales distintos. Sea

α0 =
⋃
x∈A
η<ξ0

x(η) + 1.

Notemos que si η < ξ0 entonces el conjunto {x(η) | x(η) + 1 | x ∈ A} está
acotado en µ, luego

⋃
x∈A
{x(η) + 1 | x ∈ A} ∈ µ. Por consiguiente α0 es el

supremo de un conjunto de ξ0 ordinales menores que µ. Como µ es regular ha
de ser α0 < µ. De este modo, si η < ξ0 y x ∈ A, entonces x(η) < α0, es decir,
todos los ordinales que aparecen antes de la fila ξ0 son menores que α0.

Para cada x ∈ A, llamemos x̄ ∈ µ a su supremo. Podemos definir recurren-
temente una sucesión {xα}α<µ de elementos de A de modo que∧

α < µ xα(ξ0) > α0 ∪
⋃
β<α

x̄β .

En particular, cada xα es distinto de los anteriores, luego tenemos µ elemen-
tos distintos. Eliminando los restantes, podemos suponer que A = {xα | α < µ}.

...
...

...
x0(ξ0) x1(ξ0) · · · xα(ξ0) · · ·

ρ
...

...
...

x0(1) x1(1) · · · xα(1) · · ·
x0(0) x1(0) · · · xα(0) · · ·

A

Ahora, si x, y ∈ A son distintos, se cumple que x ∩ y ⊂ α0, pues si x = xα,
y = yβ , para α < β < µ, entonces y(ξ0) > α0 ∪ x̄, luego los elementos comunes
a x e y son de la forma y(δ), con δ < ξ0, luego son todos menores que α0.



160 Capítulo 5. Aplicaciones de las extensiones genéricas

Para cada x ∈ [α0]
<κ (representamos así el conjunto de los subconjuntos de

α0 de cardinal menor que κ) escogemos una biyección g : |x| −→ x, de modo que
tenemos una aplicación inyectiva de [α0]

<κ en α<κ0 . Así, |[α0]
<κ| < |α<κ0 | < µ

(por hipótesis). En resumen, α0 tiene menos de µ subconjuntos de cardinal
menor que κ. Descomponemos

A =
⋃

r∈[α0]<κ

{x ∈ A | x ∩ α0 = r}.

Aplicando una vez más la regularidad de µ concluimos que existe un r ⊂ α0

tal que el conjunto B = {x ∈ A | x ∩ α0 = r} tiene cardinal µ. Ciertamente B
es la familia cuasidisjunta que buscábamos, pues si x, y ∈ B, x ̸= y, sabemos
que x ∩ y ⊂ α0, luego

x ∩ y = x ∩ y ∩ α0 = (x ∩ α0) ∩ (y ∩ α0) = r ∩ r = r.

5.3 Extensiones con funciones parciales
En el capítulo anterior hemos considerado únicamente dos ejemplos concretos

de c.p.o.s, y ambos eran conjuntos de funciones parciales de un conjunto en otro.
En esta sección estudiaremos con detalle este tipo de c.p.o.s y veremos que son
suficientes para probar la consistencia de una gran variedad de afirmaciones.

Definición 5.13 Sea κ un cardinal infinito y sean I, J conjuntos tales que
κ ≤ |I| y 2 ≤ |J |. Definimos

Fn(I, J, κ) = {p | p ⊂ I × J ∧ p es una función ∧ |p| < κ}.
Consideramos en Fn(I, J, κ) el orden parcial dado por p ≤ q ↔ q ⊂ p. De este
modo Fn(I, J, κ) es un c.p.o. con máximo 1l = ∅. Claramente es no atómico.

Observemos que a partir de dos biyecciones f : I −→ I ′ y g : J −→ J ′ es fácil
construir una semejanza h : Fn(I, J, κ) −→ Fn(I ′, J ′, κ), por lo que, en virtud
de los teoremas 4.32 y 4.39, ambos c.p.o.s dan lugar a las mismas extensiones
genéricas. Por lo tanto, desde un punto de vista teórico podríamos restringirnos
a considerar c.p.o.s de la forma Fn(µ, ν, κ), donde µ, ν, κ son cardinales. Sin
embargo, en la práctica suele ser más cómodo elegir oportunamente los conjuntos
I y J , sobre todo I.

Teorema 5.14 Sean I, J dos conjuntos con |J | ≥ 2 y sea κ un cardinal infinito
tal que κ ≤ |I|. Entonces P = Fn(I, J, κ) es un c.p.o. casi homogéneo.

Demostración: Sean p, q ∈ P. Entonces sus dominios son subconjuntos de
I de cardinal menor que κ. Podemos tomar A ⊂ I cuyo cardinal sea igual al del
dominio de p y que sea disjunto del dominio de q. Existe g : I −→ I biyectiva
tal que g[A] = Dp. Definimos f : P −→ P mediante f(r) = g ◦ r. Es fácil ver
que g ∈ AutP y Df(p) = A, luego los dominios de f(p) y q son disjuntos, por
lo que ¬f(p) ⊥ q.

Teorema 5.15 Sea κ un cardinal infinito y sean I, J conjuntos tales que κ ≤ |I|
y 2 ≤ |J |. Entonces Fn(I, J, κ) cumple la c.c.(|J |<κ)+.
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Demostración: Sea µ = (|J |<κ)+ y supongamos que {pα}α<µ es una
anticadena en Fn(I, J, κ). Supongamos primero que κ es regular. Entonces si
α < µ se cumple que |α| ≤ |J |<κ, luego |α<κ| = |α|<κ ≤ (|J |<κ)<κ = |J |<κ < µ
(donde hemos usado [TC 5.71]).

Tenemos, por tanto, que
∧
α < µ |α<κ| < µ, por lo que κ y µ cumplen las

hipótesis del lema de los sistemas ∆. La familia A = {Dpα}α<µ tiene cardinal µ,
pues {pα | α < µ} ⊂

⋃
x∈A

Jx, luego la unión tiene cardinal µ, mientras que para

todo x ∈ A se cumple que |x| < κ, luego |Jx| ≤ |J<κ| < µ. Esto obliga a que
|A| = µ.

Por el lema de los sistemas ∆ existe un x ⊂ µ tal que {Dpα}α∈x tiene
cardinal µ y es una familia cuasidisjunta de raíz r. Sea B = {pα}α∈x.

Se cumple que B ⊂
⋃

u∈Jr

{x ∈ B | x|r = u}. Como |Jr| ≤ |J |<κ < µ y µ es

regular, ha de existir un u ∈ Jr tal que |{x ∈ B | x|r = u}| = µ. En particular
existen al menos dos elementos distintos x, y ∈ B tales que x|r = y|r = u.
Ahora bien, r es precisamente la intersección de los dominios de x e y, pues
ambos están en B, y como x e y coinciden en su dominio común admiten como
extensión la condición x ∪ y, en contradicción con que ambos pertenecen a la
anticadena de partida, luego deberían ser incompatibles.

Supongamos ahora que κ es singular. Entonces

{pα | α < µ} ⊂
⋃
ν<κ
{pα | α < µ ∧ |pα| < ν+}.

Como µ es regular, existe un ν < κ tal que {pα | α < µ ∧ |pα| < ν+} tiene
cardinal µ, y es una anticadena de cardinal mayor o igual que (|J |<ν+

)+ en
Fn(I, J, ν+), en contradicción con el caso ya probado.

No es difícil probar que Fn(I, J, κ) tiene anticadenas de cardinal |J |<κ, por
lo que el teorema anterior no puede mejorarse. Por otra parte tenemos:

Teorema 5.16 Sean I, J conjuntos y κ un cardinal regular tal que κ ≤ |I| y
2 ≤ |J |. Entonces Fn(I, J, κ) es κ-cerrado.

Demostración: Sea α < κ y {pβ}una sucesión decreciente en Fn(I, J, κ).
Sea q =

⋃
β<α

bβ . Claramente q es una función y q ⊂ I × J . Como κ es regular

|q| < κ. Por lo tanto q ∈ Fn(I, J, κ) y claramente
∧
β < α q ≤ qβ .

Ahora podemos aplicar los resultados sobre conservación de cardinales:

Teorema 5.17 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, sean I, J ∈M
y κ un cardinal regularM de modo que 2 ≤ |J | y κ ≤ |I|M . Sea P = Fn(I, J, κ)M .

a) P conserva cardinales y cofinalidades ≤ κ,

b) Si se cumple (|J | ≤ 2<κ)M , entonces P conserva cardinales y cofinalidades
≥ ((2<κ)+)M ,

c) Si se cumple (|J | ≤ κ ∧ 2<κ = κ)M , entonces P conserva cardinales y
cofinalidades.
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Demostración: a) y b) son aplicaciones inmediatas de 5.6 y 5.9 y los dos
teoremas anteriores. Para el apartado b) observamos que (en M) se cumple que
|J |<κ ≤ (2<κ)<κ = 2<κ ≤ |J |<κ, luego |J |<κ = 2<κ y tenemos que P cumple la
condición de cadena (2<κ)+.

En el caso c) tenemos por a) y b) que P conserva cardinales y cofinalidades
≤ κ y ≥ (κ+)M , luego conserva cardinales y cofinalidades.

En resumen, las condiciones que han de darse para que el c.p.o. Fn(I, J, κ)M
conserve cardinales y cofinalidades son que en M :

2 ≤ |J | ≤ κ = 2<κ ≤ |I|.

La condición κ = 2<κ se da, por ejemplo, si se cumple la hipótesis del
continuo generalizada bajo κ, es decir, si 2µ = µ+ para todo cardinal infinito
µ < κ.

Ahora estamos en condiciones de estudiar la función del continuo en una
extensión genérica respecto a un c.p.o. de funciones parciales. El hecho básico
es que si M es un modelo transitivo numerable de ZFC, P = Fn(I, J, κ)M y G
es un filtro P-genérico sobre M , entonces

fG =
⋃
p∈G

p ∈M [G]

cumple que fG : I −→ J , pues para cada i ∈ I el conjunto

Di = {p ∈ P |
∨
j ∈ J (i, j) ∈ p} ∈M

es denso en P, luego G∩Di ̸= ∅ y esto se traduce en que fG está definida en i.

Podemos refinar este argumento. En efecto, consideremos ahora el c.p.o.
P = Fn(α× κ, 2, κ)M , donde α ∈M es un ordinal no nulo y κ es un cardinalM
infinito. En principio tenemos una función fG : α × κ −→ 2, a partir de la
cual podemos definir, para cada β < α, la función fβ : κ −→ 2 dada por
fβ(δ) = fG(β, δ). Sucede que las funciones fβ están obviamente en M [G] y son
distintas dos a dos, pues si β < γ < α, entonces el conjunto

Dβγ = {p ∈ P |
∨
δ ∈ κ((β, δ), (γ, δ) ∈ D(p) ∧ p(β, δ) ̸= p(γ, δ))} ∈M

es denso en P, luego corta a G y eso se traduce en que existe un δ < κ tal que
fβ(δ) ̸= fγ(δ).

Así pues, la aplicación F : α −→ (κ2)M [G] dada por F (β) = fβ es inyectiva
y claramente F ∈M [G]. Esto prueba que (|α| ≤ 2κ)M [G].

A partir de aquí es fácil construir modelos de ZFC en los que, por ejemplo,
2ℵ0 ≥ ℵ5, con lo que tenemos probada la independencia de la hipótesis del
continuo. No damos los detalles ahora porque dentro de poco estaremos en
condiciones de calcular exactamente la función del continuo en una extensión
como la que acabamos de considerar.
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Nota En la situación precedente, observemos que si Q = Fn(κ, 2, κ)M , en-
tonces las funciones fβ anteriores son Q-genéricas sobre M , en el sentido de
que Gβ = {q ∈ Q | q ⊂ fβ} es un filtro Q-genérico sobre M y obviamente
fβ =

⋃
q∈Gβ

q.

En efecto, es fácil ver que la aplicación iβ : Q −→ P dada por

iβ(q) = {(β, α, j) | (α, j) ∈ q}

es una inmersión completa1 y que i−1
β [G] = Gβ , con lo que la genericidad de

Gβ es consecuencia del teorema 4.31. Por consiguiente, podemos decir que los
conjuntos aβ = f−1

β [{1}] son subconjuntos genéricos de κ, y por ello es habitual
referirse a Fn(α×κ, 2, κ) como “el c.p.o. que añade α subconjuntos genéricos de
κ”. A su vez, la extensión M [G] es “la extensión de M que resulta de añadir α
subconjuntos genéricos de κ”.

Si 1 ≤ α ≤ κ, entonces Fn(α× κ, 2, κ) es semejante a Fn(κ, 2, κ), por lo que
“la extensión de M que resulta de añadir κ subconjuntos genéricos de κ” es la
misma que “la que resulta de añadir un subconjunto genérico de κ”, es decir, la
obtenida con Fn(κ, 2, κ). A su vez, si µ ≥ κ es un cardinalM , “la extensión que
resulta de añadir µ subconjuntos genéricos de κ” es simplemente la dada por
Fn(µ, 2, κ).

Ahora necesitamos cotas superiores para el número de subconjuntos de un
cardinal dado en una extensión genérica. Para ello hemos de hacer ciertas
cuentas, la primera y más elemental de las cuales es la siguiente:

Teorema 5.18 Sea I un conjunto y κ un cardinal, de modo que ℵ0 ≤ κ ≤ |I|.
Sea P = Fn(I, 2, κ). Entonces |P| = |I|<κ ≤ |I|κ.

Demostración: Para cada cardinal µ < κ, el número de subconjuntos
de I de cardinal µ es |I|µ y, para cada uno de estos subconjuntos, el número de
aplicaciones de él en 2 es 2µ, luego en total hay |I|µ2µ = |I|µ condiciones con
dominio de cardinal µ. El número total de condiciones será

|P| =
∑
µ<κ
|I|µ = |I|<κ ≤

∑
µ<κ
|I|κ = κ · |I|κ = |I|κ.

La idea básica es que para contar conjuntos hemos de contar nombres posi-
bles, y para contar nombres hemos de contar las condiciones. De hecho bastará
contar nombres de cierto tipo especial:

Definición 5.19 Sea P un c.p.o. y sean σ, τ dos P-nombres. Diremos que τ
es un buen nombre para un subconjunto de σ si para cada π ∈ Dσ existe una
anticadena Aπ de P tal que

τ =
⋃
π
{π} ×Aπ,

es decir, si Dτ ⊂ Dσ y cada π ∈ Dτ aparece acompañado de condiciones
incompatibles dos a dos.

1Si p ∈ P, una reducción de p a Q es claramente {(α, j) | (β, α, j) ∈ p}.
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Ahora podemos hacer una cuenta elemental:

Teorema 5.20 Si un c.p.o. P cumple la c.c.κ y σ ∈ V P, el número de buenos
nombres para subconjuntos de σ es a lo sumo (|P|<κ)|Dσ|.

Demostración: Claramente P tiene a lo sumo |P|<κ anticadenas, y por lo
tanto habrá tantos buenos nombres para subconjuntos de σ como asignaciones
posibles π 7→ Aπ.

En particular los buenos nombres para subconjuntos de σ forman un con-
junto (mientras que los nombres posibles en general para un subconjunto de σ
forman una clase propia). Seguidamente demostramos que todo subconjunto de
σG en una extensión genérica arbitraria puede nombrarse con un buen nombre
para un subconjunto de σ. Así pues, el conjunto de los buenos nombres para
subconjuntos de σ ejerce la misma función que el conjunto de nombres S que
considerábamos en la demostración de que M [G] cumple el axioma de partes,
con la diferencia de que es un conjunto mucho más reducido, con lo que su
cardinal nos proporcionará cotas finas de la función del continuo.

Teorema 5.21 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, sea P ∈ M
un c.p.o. y σ, µ ∈ MP. Entonces existe un buen nombreM τ ∈ MP para un
subconjunto de σ tal que

1l ⊩ (µ ⊂ σ → µ = τ).

Demostración: Sea D = Dσ. Usando el lema de Zorn y el axioma de
elección en M definimos una sucesión {Aπ}π∈D ∈ M tal que para cada π ∈ D
el conjunto Aπ cumpla:

a) Aπ es una anticadena en P.

b)
∧
p ∈ Aπ p ⊩ π ∈ µ.

c) Aπ es maximal para a) y b) (respecto a la inclusión).

Definimos
τ =

⋃
π∈D
{π} ×Aπ ∈M,

que claramente es un buen nombre para un subconjunto de σ. Hemos de probar
que cumple lo pedido.

Sea G un filtro genérico y supongamos que µG ⊂ σG. Sea a ∈ µG. Entonces
a = πG, con π ∈ D. No puede ser Aπ ∩G = ∅, pues entonces, por 4.6 existiría
un q ∈ G incompatible con todos los elementos de Aπ. Pasando a una extensión,
podemos tomarlo de modo que q ⊩ π ∈ µ, con lo que Aπ ∪ {q} contradice la
maximalidad de Aπ. Así pues, existe p ∈ Aπ ∩ G, y entonces (π, p) ∈ τ , luego
a = πG ∈ τG.

Recíprocamente, si a ∈ τG, entonces a = πG, con (π, p) ∈ τ y p ∈ G.
Entonces p ∈ Aπ, luego p ⊩ π ∈ µ, luego a = πG ∈ µG.

Hemos probado que µG = τG, luego µG ⊂ σG → µG = τG.

En particular, este teorema nos da la siguiente estimación de la función del
continuo:
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Teorema 5.22 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, sea P ∈M un
c.p.o., σ ∈MP y κ un cardinalM tal que, en M , el conjunto de buenos nombres
para subconjuntos de σ tenga cardinal ≤ κ. Sea G un filtro P-genérico sobre M .
Entonces en M [G] se cumple que 2|σG| ≤ |κ|.

Demostración: Sea {τα}α<κ ∈M una enumeración de los buenos nombres
para subconjuntos de σ en M . Sea π = {(p.o.(α̌, τα), 1l) | α < κ} ∈ MP y sea
f = πG ∈M [G].

Claramente f es una aplicación de dominio κ y
∧
α < κ f(α) = ταG. Si

x ∈ (PσG)
M [G], entonces x = µG, para cierto µ ∈ MP. Por el teorema anterior

existe α < κ tal que
1l ⊩ (µ ⊂ σ → µ = τα).

Puesto que µG ⊂ σG, de hecho x = µG = ταG = f(α). Así pues, (PσG)M [G]

está contenido en el rango de f y así, en M [G], se cumple 2|σG| = |PσG| ≤ |κ|.

Ahora ya podemos probar:

Teorema 5.23 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC y, en M , sean
κ, µ y ν cardinales que cumplan κ < µ, κ regular, 2<κ = κ, µκ = µ. Sea
P = Fn(µ, 2, κ)M y sea G un filtro P-genérico sobre M . Alternativamente, sea
µ un cardinal infinito arbitrario, κ = ω y P = Fn(µ, 2, ω). Entonces M y M [G]
tienen los mismos cardinales y cofinalidades, y además

(2ν)M [G] =

 (2ν)M si ν < κ,
(µν)M si κ ≤ ν,
(2ν)M si µ ≤ ν.

Demostración: Por 5.17 tenemos que P conserva cardinales y cofinalidades
(bajo las dos hipótesis alternativas). Como P es κ-cerradoM , el teorema 5.8 nos
da que si ν < κ entonces (Pν)M = (Pν)M [G], de donde (2ν)M = (2ν)M [G] (una
biyección en M de (Pν)M con un cardinal es también una biyección en M [G]
de (Pν)M [G] con un cardinal).

Supongamos ahora que κ ≤ ν. Según hemos visto tras 5.17, se cumple
(µ ≤ 2κ)M [G] (Aquí hay que tener en cuenta que P puede ser reemplazado por
el c.p.o. semejante Fn(µ× κ, 2, κ)). Por consiguiente,

(µν)M [G] ≤ ((2κ)ν)M [G] = (2ν)M [G].

Por otra parte,

(νµ)M = νµ ∩M ⊂ νµ ∩M [G] = (νµ)M [G],

luego (µν)M ≤ (µν)M [G] ≤ (2ν)M [G].

Para probar la otra desigualdad vamos a contar los buenos nombres para
subconjuntos de ν̌ enM . Según 5.18 tenemos que |P|M = (µ<κ)M ≤ (µκ)M = µ,
por hipótesis (y en el caso κ = ω también es claro que (µ<κ)M = µ). Por 5.15
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sabemos que P cumple la condición de cadena κ+ en M , luego el número de
buenos nombres para subconjuntos de ν̌ en M es a lo sumo

((|P|<κ
+

)|Dν̌|)M ≤ ((µκ)ν)M = (µν)M .

Según el teorema anterior, (2ν)M [G] ≤ (µν)M , luego tenemos la igualdad
(2ν)M [G] = (µν)M . En particular, si µ ≤ ν queda (2ν)M [G] ≤ (2ν)M .

Así, en las hipótesis del teorema anterior, el c.p.o. P altera únicamente la
función del continuo de M en el intervalo κ–µ. Concretamente convierte en 2ν

a lo que en M era µν . En particular (2κ)M [G] = (µκ)M = µ. Veamos algunos
casos particulares.

Teorema 5.24 Si ZFC es consistente, también lo es ZFC más la hipótesis del
continuo generalizada más V ̸= L (concretamente, es consistente que existan
subconjuntos no constructibles de ω).

Demostración: Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC+V = L
y sea P = Fn(ω, 2, ω). Sea G un filtro genérico. Por el teorema anterior M y
M [G] tienen los mismos cardinales y cofinalidades y como M cumple la HCG,
si ν es un cardinal infinitoM [G], tenemos que

(2ν)M [G] = (ων)M = (2ν)M = (ν+)M = (ν+)M [G],

luegoM [G] cumple también la HCG. La función genérica fG : ω −→ 2 determina
un subconjunto genérico de ω que en particular no está en M , con lo que no es
constructible en M [G].

Equivalentemente, hemos probado que el axioma de constructibilidad no
puede demostrarse ni siquiera suponiendo la hipótesis del continuo generalizada.

Teorema 5.25 Si ZFC es consistente también lo es la teoría que resulta de
añadir como axioma 2ℵ0 = ℵ2, o bien 2ℵ0 = ℵ5, o bien 2ℵ0 = ℵω+1, o 2ℵ0 = ℵω1

o, en general, cualquier axioma que identifique a 2ℵ0 con cualquier cardinal de
cofinalidad no numerable.

Demostración: Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC+V = L.
Sea κ un cardinalM de cofinalidad no numerable (en M). Para los ejemplos del
enunciado tomaríamos κ = ℵM2 , o bien κ = ℵM5 , etc. Sea P = Fn(κ, 2, ω) y sea
G un filtro P-genérico sobre M . Ciertamente (2<ℵ0 = ℵ0)M y por la HCGM

se cumple (κℵ0 = κ)M (aquí usamos que κ tiene cofinalidad no numerable). El
teorema 5.23 nos da entonces que (2ℵ0)M [G] = (κℵ0)M = κ.

Ejemplo Si usamos P = Fn(ω2, 2,ℵ0)M a partir de un modelo M que cumpla
la HCG obtenemos un modelo en el que

2ℵ0 = 2ℵ1 = ℵ2 ∧
∧
α > 1 2ℵα = ℵα+1.
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Las comprobaciones son todas rutinarias: La hipótesis 2<κ = κ de 5.23 se
cumple siempre que partamos de un modelo con la HCG. La hipótesis µκ = µ
es en nuestro caso ℵℵ0

2 = ℵ2, que se cumple (en M) también por la HCG. Por
5.23 tenemos, pues, que

(2ℵ1)M [G] = (ℵℵ1
2 )M = ℵM2 = ℵM [G]

2 .

Similarmente (2ℵ0)M [G] = ℵM [G]
2 y si α > 1 es un ordinal en M , entonces

(2ℵα)M [G] = (ℵℵα
2 )M = (2ℵα)M = ℵMα+1 = ℵM [G]

α+1 .

Ejemplo Si usamos Fn(ωω+1, 2,ℵ0)M obtenemos la consistencia de∧
n < ω 2ℵn = ℵω+1 ∧

∧
α ≥ ω 2ℵα = ℵα+1.

Ejemplo Si usamos Fn(ωω8
, 2,ℵ3) obtenemos la consistencia de

2ℵ0 = ℵ1 ∧ 2ℵ1 = ℵ2 ∧ 2ℵ2 = ℵ3 ∧ 2ℵ3 = ℵω8
∧ · · · ∧ 2ℵ7 = ℵω8

∧∧
α(8 ≤ α ≤ ω8 → 2ℵα = ℵω8+1) ∧

∧
α(ω8 ≤ α→ 2ℵα = ℵα+1).

El caso totalmente general (tomando P = Fn(µ, 2, κ) con κ < cf µ) es:

ω κ cf µ µ

µ
µ+

HCG

HCG

�
�
��

�
�
�

Si es consistente que exista un cardinal débilmente inaccesible, también lo
es que sea precisamente 2ℵ0 . En particular es consistente que exista un cardinal
débilmente inaccesible que no sea fuertemente inaccesible.

Teorema 5.26 Las teorías siguientes son equiconsistentes:

a) ZFC+
∨
κ κ es débilmente inaccesible.

b) ZFC+HCG+
∨
κ κ es débilmente inaccesible.

c) ZFC+2ℵ0 es débilmente inaccesible.

d) ZFC+
∨
κ < 2ℵ0 κ débilmente inaccesible.
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Demostración: Es claro que la consistencia de b), c) o d) implica la de
a). La consistencia de a) implica la de b) porque en a) se prueba que L es un
modelo de b). Falta ver que la consistencia de b) implica la de c) y la de d).
Trabajando en b), el teorema de reflexión nos da un modelo transitivo numerable
M de b). Sea κ un cardinal (fuertemente) inaccesibleM y sea µ = κ para probar
la consistencia de c) o µ = (κ+)M para d). Tomamos P = Fn(µ, 1,ℵ0) y un
filtro genérico G, con el que construimos la extensión genérica M [G]. Por 5.17
tenemos que P conserva cardinales y cofinalidades. Como los cardinales en
M siguen siendo cardinales en M [G], tenemos que κ sigue siendo un cardinal
límite en M [G] y, como las cofinalidades son las mismas, sigue siendo regular.
Así pues κ es débilmente inaccesibleM [G]. Por 5.23 tenemos que en M [G] se
cumple además 2ℵ0 = µ, luego M [G] es un modelo de c) o d).

Ahora vamos a dar el mejor resultado que podemos probar acerca de la
función del continuo mediante las técnicas con las que contamos de momento.

Teorema 5.27 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC+V = L. Sea
n ∈ ω y sean κ1 < · · · < κn cardinales regularesM y µ1 ≤ · · · ≤ µn cardinalesM
de manera que κi < cfM µi para cada i = 1, . . . , n. Entonces existe un modelo
transitivo numerable N de ZFC tal que M ⊂ N , los cardinales de N son los
mismos que los de M y (2κi = µi)

N para todo i = 1, . . . , n.

Demostración: En M se cumple 2<κn = κn y µκn
n = µn por la HCG

(véase [TC 5.74], aquí usamos la hipótesis sobre las cofinalidades). Así, si to-
mamos P1 = Fn(µn, 2, κn)

M y formamos una extensión genérica N1 = M [G1],
el teorema 5.23 nos da que N1 tiene los mismos cardinales y cofinalidades que
M , así como que (2κn = µn)

N1 y para todo cardinal infinitoM ν < κn se cumple
(2ν = ν+)N1 .

Similarmente definimos P2 = Fn(µn−1, 2, κn−1)
N1 y formamos una extensión

genérica N2 = N1[G2], luego tomamos P3 = Fn(µn−2, 2, κn−2)
N2 y formamos

una extensión genérica N3 = N2[G3], etc.
Supongamos que la extensión Ni cumple

a) Los cardinales y las cofinalidades de Ni son iguales que en M .

b) 2κj = µj para j = n− i+ 1, . . . , n,

c) 2ν = ν+ para todo cardinal infinitoM ν < κn−i+1 (y así 2<κn−i = κn−i).

Entonces (µ
κn−i

n−i )
Ni = (µ

κn−i

n−i )
M = µn−i. La primera igualdad se debe a

que cada Pj es κn−j+1-cerradoNj−1 y κn−i < κn−j+1, para j = 1, . . . , i. En la
segunda igualdad usamos que M cumple la HCG. Además κn−i es regular en
Ni (porque lo es en M), luego podemos aplicar el teorema 5.23 para concluir
que Ni+1 cumple a) y c), así como que 2κn−i = µn−i. Falta probar que si
j = n− i+ 1, . . . , n entonces también (2κj = µj)

Ni+1 .
Claramente (2κj )Ni+1 ≥ (2κj )Ni = µj . Por 5.23 tenemos también que

(2κj )Ni+1 = (µ
κj

n−i)
Ni ≤ (µ

κj

j )Ni = ((2κj )κj )Ni = (2κj )Ni = µi,

luego, efectivamente, Ni+1 cumple b). La extensión N = Nn cumple el teorema.
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Ejemplo Si ZFC es consistente, también lo es ZFC más el axioma

2ℵ0 = ℵ1 ∧ 2ℵ1 = 2ℵ2 = ℵ7 ∧ 2ℵ3 = ℵω+15.

En general, es consistente cualquier axioma que determine la función del
continuo sobre un número finito de cardinales regulares sin más restricción que
la monotonía (no estricta) y el teorema de König [TC 5.65].

Nota La extensión genérica del teorema anterior cumple V = L[G], en el
sentido de 3.5, luego concluimos que un modelo L[A] no tiene por qué cumplir
necesariamente la HCG (compárese con 3.29).

Ahora es natural preguntarse si es posible obtener un resultado similar al
teorema anterior pero que sea válido para infinitos cardinales no necesariamente
regulares. El argumento que hemos empleado no funciona con infinitos cardi-
nales porque es necesario empezar modificando la función del continuo sobre
el mayor de ellos κn e ir descendiendo. Sólo así conservamos la HCG bajo el
siguiente cardinal a modificar en cada paso, lo cual a su vez es necesario para
poder aplicar 5.23. En la sección siguiente veremos la forma de superar este
problema. Terminamos esta sección con otra aplicación de las extensiones con
funciones parciales.

En [T 8.25] probamos el teorema de Kurepa en virtud del cual todo producto
de espacios topológicos con celularidad menor o igual que κ tiene celularidad
menor o igual que 2κ. Ahora podemos probar que este resultado no puede
mejorarse:

Teorema 5.28 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC+HCG. Sea κ
un cardinalM tal que cfM κ > ℵ0. Existe una extensión genérica de M con
los mismos cardinales, donde 2ℵ0 = κ y donde hay dos c.p.o.s que cumplen
la condición de cadena numerable cuyo producto tiene una anticadena con κ
elementos.

Demostración: Sea R = Fn([κ]2, 2,ℵ0)M y seaG un filtro R-genérico sobre
M . Es claro que R es semejanteM a Fn(κ, 2,ℵ0)M , por lo que los cardinales y
las cofinalidades en M son iguales que en M [G] y (2ℵ0)M [G] = κ. Sea

C0 = {{α, β} ∈ [κ]2 |
∨
p ∈ G p({α, β}) = 0} ∈M [G]

y tomemos P = {s ∈ PfA | [s]2 ⊂ C0} ∈ M [G]. Notemos que P está definido
a partir de κ y G, es decir, desde un punto de vista metamatemático P es en
realidad un término P(κ,G) con dos variables libres.

Consideramos a P como c.p.o. con el orden s ≤ t↔ t ⊂ s. Podemos pensar
que C es el conjunto de las aristas de un grafo con vértices en κ (un grafo
“genérico”) y que P está formado por los subgrafos de C totalmente conectados.

Vamos a probar que P cumple la condición de cadena numerable en M [G].
Para ello, supongamos que f : ω

M [G]
1 −→ P enumera una anticadena (natural-

mente, con f ∈ M [G]). Sea f = τG, con τ ∈ MP. Llamemos λ = ω
M [G]
1 = ωM1
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y sea p ∈ G tal que

p ⊩ τ : λ̌ −→ P(κ̌,Γ) ∧
∧
αβ ∈ λ̌ τ(α) ⊥ τ(β),

donde Γ es el nombre canónico de G.

Para cada α < ωM1 , sea f(α) = sα. Entonces sα ⊂ κ ⊂ M finito, luego
sα ∈ M . Sea pα ∈ G tal que pα ≤ p ∧ pα ⊩ τ(α̌) = šα. Extendiendo pα si es
necesario, podemos suponer que su dominio es de la forma [tα]

2, donde sα ⊂ tα.
Así mismo podemos suponer que {tα}α<λ ∈M [G].

Por el lema de los sistemas ∆ en M [G], existe I ⊂ λ, (|I| = ℵ1)M [G] y un
r ⊂ λ finito de modo que

∧
αβ ∈ I(α ̸= β → tα ∩ tβ = r). Como es habitual, si

la familia {tα}α<λ fuera numerableM [G], bastaría tomar I de modo que todos
los tα con α ∈ I fueran iguales a un mismo r.

Como {sα ∩ r}α<λ sólo puede tomar un número finito de valores, restrin-
giendo I podemos suponer que existe s ⊂ κ finito tal que

∧
α ∈ I sα ∩ r = s.

Fijemos α, β ∈ I, α ̸= β.
Las condiciones pα y pβ son compatibles porque ambas están en G. Una

está definida sobre [tα]
2 y la otra sobre [tβ ]

2, luego podemos extenderlas a una
condición q ∈ R definida sobre [tα∪tβ ]2 que tome el valor 0 en los pares donde pα
y pβ no están definidas. En particular q({u, v}) = 0 para todo {u, v} ∈ [sα∪sβ ]2,
pues en caso contrario una de las dos condiciones, digamos pα, estaría definida
en {u, v} con el valor 1. En particular u, v ∈ tα. Si u ∈ sβ ⊂ tβ entonces
u ∈ tα∩ tβ = r, luego u ∈ sβ ∩ r = s = sα∩ r. En definitiva tenemos que u ∈ sα
e igualmente v ∈ sα. Así, {u, v} ∈ [sα]

2 ⊂ C0 y, como pα ∈ G, la definición de
C0 nos da que pα({u, v}) = 0, contradicción.

Sea H un filtro R-genérico sobre M tal que q ∈ H. Como q extiende a pα y
a pβ (en particular a p) tenemos que

q ⊩ τ : λ̌ −→ P(κ̌,Γ) ∧ (
∧
αβ ∈ λ̌ τ(α) ⊥ τ(β)) ∧ τ(α̌) = šα ∧ τ(β̌) = šβ .

Por consiguiente, sα, sβ ∈ P(κ,H), sα ⊥ sβ , mientras que por construcción
[sα ∪ sβ ]2 ⊂ C0(κ,H) (pues q ∈ H toma el valor 0 sobre [sα ∪ sβ ]2), luego
sα ∪ sβ ∈ P(κ,H) es una extensión común de sα y sβ , contradicción.

Con esto tenemos que P cumple la condición de cadena numerableM [G]. Si-
milarmente, definimos

C1 = {{α, β} ∈ [κ]2 |
∨
p ∈ G p({α, β}) = 1} ∈M [G]

y Q = {s ∈ PfA | [s]2 ⊂ C1} ∈ M [G], considerado como c.p.o. con la relación
definida igual que en P. Obviamente también cumple la condición de cadena
numerableM [G], pero el producto P × Q no la cumple, ya que {({α}, {α})}α<κ
es una anticadena de cardinal κ en M [G].
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5.4 Productos

Acabamos de ver que, a través de una sucesión finita de extensiones genéricas,
podemos modificar la función del continuo de cualquier forma razonable sobre
un conjunto finito de cardinales regulares, y quedaba pendiente el problema
de generalizar el resultado a infinitos cardinales. En principio tenemos que
resolver dos dificultades: la primera es que el argumento empleado nos obliga a
modificar primero la función del continuo sobre el mayor de los cardinales sobre
los que queremos alterarla, lo que obliga ya a trabajar con un conjunto finito
de cardinales; pero aunque nos las arregláramos para empezar con el cardinal
menor, todavía nos queda el segundo problema, y es que no sabemos continuar
una sucesión de extensiones

M ⊂M [G1] ⊂M [G1][G2] ⊂M [G1][G2][G3] ⊂ · · ·

Resolveremos simultáneamente ambos problemas mostrando que una suce-
sión finita de extensiones genéricas puede reducirse a una única extensión. En-
tonces quedará claro cómo generalizar el proceso al caso infinito.

Definición 5.29 Sean P y Q dos c.p.o.s. Definimos en P×Q el preorden dado
por

(p, q) ≤ (p′, q′)↔ p ≤ p′ ∧ q ≤ q′.

Claramente esto convierte a P×Q en un c.p.o. con máximo (1l, 1l).

Las aplicaciones iP : P −→ P×Q e iQ : Q −→ P×Q dadas por iP(p) = (p, 1l),
iQ(q) = (1l, q) son claramente inmersiones completas. De hecho, una reducción
de un par (p, q) a P es p.

Los resultados que conocemos sobre inmersiones nos dicen que una extensión
genérica respecto a P × Q contiene una extensión genérica respecto a P y otra
respecto a Q, pero vamos a probar más que esto: vamos a ver que una extensión
respecto a P×Q equivale a una extensión respecto a P seguida de una extensión
respecto a Q. En primer lugar estudiamos los filtros genéricos en productos.

Teorema 5.30 Consideremos un modelo transitivo numerable M de ZFC y
sean P, Q ∈M dos c.p.o.s. Si G es un filtro P×Q-genérico sobre M , entonces
G1 = i−1

P [G] es un filtro P-genérico sobre M , G2 = i−1
Q [G] es un filtro Q-genérico

sobre M y G = G1 ×G2.

Demostración: G1 y G2 son filtros genéricos por 4.31. Si (p, q) ∈ G,
entonces (p, 1l), (1l, q) ∈ G por ser un filtro, luego (p, q) ∈ G1 ×G2.

Si (p, q) ∈ G1 × G2 entonces (p, 1l), (1l, q) ∈ G, luego existe una condición
(p′, q′) ∈ G tal que (p′, q′) ≤ (p, 1l), (p′, q′) ≤ (1l, q). Esto quiere decir que
p′ ≤ p ∧ q′ ≤ q, luego (p′, q′) ≤ (p, q) y por consiguiente (p, q) ∈ G.

No es cierto que el producto de filtros genéricos sea siempre un filtro genérico.
La situación exacta viene dada por el teorema siguiente:
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Teorema 5.31 (Teorema del producto) Sea M un modelo transitivo nume-
rable de ZFC, sean P, Q ∈M dos c.p.o.s y G1 ⊂ P, G2 ⊂ Q. Las afirmaciones
siguientes son equivalentes:

a) G1 ×G2 es un filtro P×Q-genérico sobre M .

b) G1 es un filtro P-genérico sobre M y G2 es un filtro Q-genérico sobre
M [G1].

c) G2 es un filtro Q-genérico sobre M y G1 es un filtro P-genérico sobre
M [G2].

Si se cumplen estas condiciones, M [G1 ×G2] =M [G1][G2] =M [G2][G1].

Demostración: Veamos que a) es equivalente a b). La equivalencia con c)
se tiene por simetría.

Supongamos que G1×G2 es P×Q-genérico sobre M . Por el teorema anterior
G1 = i−1

P [G1 × G2] es un filtro P-genérico sobre M . También sabemos que G2

es un filtro Q-genérico sobre M , pero queremos ver que lo es sobre M [G1]. Sea
D ∈M [G1] un subconjunto denso de Q. Entonces D = τG1

, para cierto τ ∈MP.
Sea p ∈ G1 tal que p ⊩ τ es denso en Q̌. Definimos

D′ = {(u, v) ∈ P×Q | u ≤ p ∧ u ⊩ v̌ ∈ τ} ∈M.

Veamos que D′ es denso bajo (p, 1l). Para ello tomamos (r, s) ≤ (p, 1l).
Entonces r ≤ p, luego r ⊩ τ es denso en Q̌. Por consiguiente

r ⊩
∨
x ∈ Q̌(x ∈ τ ∧ x ≤ š).

Según 4.47, existen un v ∈ Q y un u ≤ r tales que u ⊩ (v̌ ∈ τ ∧ v̌ ≤ š).
Necesariamente v ≤ s. Así (u, v) ≤ (r, s) y (u, v) ∈ D′. Esto prueba que D′ es
denso bajo (p, 1l).

Como (p, 1l) ∈ G1 × G2, existe un par (u, v) ∈ D′ ∩ (G1 × G2). Entonces
u ⊩ v̌ ∈ τ , luego v ∈ τG1 = D, es decir, v ∈ G2 ∩ D. Esto prueba que G2 es
Q-genérico sobre M [G1].

Supongamos ahora que G1 es P-genérico sobre M y que G2 es Q-genérico
sobre M [G1]. Es inmediato comprobar que G1×G2 es un filtro en P×Q. Para
probar que es genérico tomamos un conjunto D ∈M denso en P×Q. Sea

D∗ = {q ∈ Q |
∨
p ∈ G1 (p, q) ∈ D} ∈M [G1].

Veamos que D∗ es denso en Q. Para ello tomamos t ∈ Q y definimos

D′ = {p ∈ P |
∨
q ∈ Q(q ≤ t ∧ (p, q) ∈ D)} ∈M.

Se cumple que D′ es denso en P, pues si s ∈ P, entonces (s, t) ∈ P×Q, luego
existe (p, q) ∈ D tal que (p, q) ≤ (s, t). Así, p ≤ s ∧ p ∈ D′.

Sea p ∈ D′ ∩ G1, sea q ≤ t tal que (p, q) ∈ D. Entonces q ≤ t ∧ q ∈ D∗, lo
que prueba que D∗ es denso en Q. Como G2 es genérico sobre M [G1], existe
un q ∈ D∗ ∩ G2 y por definición de D∗ existe un p ∈ G1 tal que (p, q) ∈ D, es
decir, (p, q) ∈ D ∩ (G1 ×G2) ̸= ∅.



5.5. El teorema de Easton 173

Si se cumplen las condiciones del teorema, tenemos que M ⊂ M [G1][G2]
y G1 × G2 ∈ M [G1][G2], luego M [G1 × G2] ⊂ M [G1][G2]. Por otra parte
M ⊂M [G1 ×G2] y G1 ∈M [G1 ×G2], luego M [G1] ⊂M [G1 ×G2]. Así mismo
G2 ∈M [G1 ×G2], luego M [G1][G2] ⊂M [G1 ×G2].

Observación Un caso frecuente en el que podemos aplicar la teoría sobre
productos que acabamos de exponer se da cuando tenemos una unión disjunta
I = I1 ∪ I2, de manera que

Fn(I, J, κ) ∼= Fn(I1, J, κ)× Fn(I2, J, κ),

donde la semejanza es la dada por p 7→ (p|I1 , p|I2). Las inmersiones completas
ij : Fn(Ii, J, κ) −→ Fn(I, J, κ) son simplemente las inclusiones.

5.5 El teorema de Easton
Ahora sabemos cómo reducir dos extensiones genéricas consecutivas a una

sola. Ahora es fácil ver que el teorema 5.27 podría haberse probado con una
única extensión genérica respecto al producto de todos los c.p.o.s utilizados. Así
desaparece el problema del orden en que hay que realizar las extensiones. Hay
que tener presente que el c.p.o. P2 de la prueba de 5.27, aunque en principio se
define en M [G1], de hecho está en el modelo base M porque P1 es κn-cerradoM .
Similarmente se concluye que todos los c.p.o.s utilizados están de hecho en M ,
pues en caso contrario no podríamos formar su producto. Ahora, para obtener
un resultado análogo que valga para infinitos cardinales sólo hemos de tomar
un producto infinito.

Definición 5.32 Una función de Easton es una función E cuyo dominio sea
un conjunto A de cardinales regulares y su rango un conjunto de cardinales
infinitos, de modo que cumpla las condiciones siguientes:

a)
∧
κµ ∈ A(κ ≤ µ→ E(κ) ≤ E(µ)),

b)
∧
κ ∈ A κ < cf E(κ).

Informalmente, una función de Easton es una candidata a función del conti-
nuo sobre un conjunto de cardinales regulares. Las condiciones a) y b) recogen
dos restricciones que ha de cumplir necesariamente la función del continuo: la
monotonía y el teorema de König.

Si E es una función de Easton de dominio A, definimos el producto de Easton
asociado P(E) como el conjunto de todos los p ∈

∏
κ∈A

Fn(E(κ), 2, κ) tales que
para todo cardinal regular µ

|{κ ∈ µ ∩A | p(κ) ̸= 1l}| < µ.

Esta restricción se impone por una cuestión técnica que después se verá en
relación con la posible existencia de cardinales inaccesibles. En efecto, notemos
que si µ = ν+ es un cardinal sucesor entonces la condición se verifica trivial-
mente, pues a lo sumo hay ν cardinales menores que µ.
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En P(E) definimos el orden dado por p ≤ q ↔
∧
κ ∈ A p(κ) ≤ q(κ).

Así P(E) resulta ser un c.p.o. con máximo 1l igual a la condición dada por∧
κ ∈ A 1l(κ) = 1l.

Si E es una función de Easton y µ es un cardinal, llamaremos E>µ y E≤
µ a las

restricciones de E a los cardinales de su dominio > µ o ≤ µ, respectivamente. Es
muy fácil comprobar que P(E) ∼= P(E>µ )×P(E≤

µ ). La semejanza es simplemente
la que a cada condición le asigna el par formado por su restricción a los cardinales
> µ y su restricción a los cardinales ≤ µ.

A continuación los teoremas obligados:

Teorema 5.33 Sea E una función de Easton de dominio A y µ un cardinal
regular tal que A ⊂ µ+ y 2<µ = µ. Entonces P(E) cumple la c.c.µ+.

Demostración: Si p ∈ P(E), sea d(p) =
⋃
κ∈A
{κ} × Dp(κ) y tomemos

B = {κ < µ ∩ A | p(κ) ̸= 1l}. Por definición de P(E) sabemos que |B| < µ.
Veamos que |d(p)| < µ. En efecto:

|d(p)| =
∑
κ∈A
|Dp(κ)| ≤

∑
κ∈B
|Dp(κ)|+ |Dp(µ)|.

El último sumando sólo hace falta si µ ∈ A, pues por definición µ /∈ B. De
este modo

|d(p)| ≤
∑
κ∈B

κ+ |Dp(µ)| < µ,

donde hemos usado la regularidad de µ.

Observemos, por otra parte, que los cardinales µ y µ+ están en las hipótesis
del lema de los sistemas ∆, pues si α < µ+ se cumple

|α<µ| = |α|<µ ≤ µ<µ = (2<µ)<µ = 2<µ = µ,

donde hemos usado [TC 5.71].

Consideremos ahora una familia {pα}α<µ+ de condiciones distintas dos a dos,
y veamos que no puede ser una anticadena. Si {d(pα) | α < µ+} tiene cardinal
≤ µ entonces ha de existir un x ⊂ µ+ tal que |x| = µ+ y

∧
α ∈ x d(pα) = r,

para un r fijo.
Si, por el contrario, {d(pα) | α < µ+} tiene cardinal µ+, podemos aplicar el

lema de los sistemas ∆, que nos da un x ⊂ µ+ tal que |x| = µ+ y la familia
{d(pα)}α∈x es cuasidisjunta de raíz r.

En cualquier caso podemos descomponer

x =
⋃
f∈2r
{α ∈ x |

∧
κi((κ, i) ∈ r → pα(κ)(i) = f(κ, i))}.

Como |2r| ≤ 2<µ = µ < µ+, ha de existir f ∈ 2r tal que el conjunto

{α ∈ x |
∧
κi((κ, i) ∈ r → pα(κ)(i) = f(κ, i))}

tenga cardinal µ+.
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En particular, si α y β están en este conjunto, para todo κ ∈ A y todo
i ∈ Dpα(κ) ∩ Dpβ(κ) se cumple (κ, i) ∈ d(pα) ∩ d(pβ) = r, luego pα(κ)(i) =
pβ(κ)(i). Esto implica que pα(κ) y pβ(κ) son compatibles en Fn(E(κ), 2, κ), de
donde a su vez se sigue que pα y pβ son compatibles.

Teorema 5.34 Si E es una función de Easton de dominio A y µ es un cardinal
infinito tal que A ∩ µ+ = ∅, entonces P(E) es µ+-cerrado.

Demostración: Sea {pα}α<β con β < µ+ una sucesión decreciente de
condiciones en P(E). Para cada κ ∈ A se cumple que {pα(κ)}α<β es una
sucesión decreciente de condiciones en Fn(E(κ), 2, κ), que es κ-cerrado, y por
otra parte β < µ+ ≤ κ. Por lo tanto existe una condición pκ ∈ Fn(E(κ), 2, κ)
de manera que

∧
α < β pκ ≤ pα(κ). Podemos exigir que pκ = 1l siempre que∧

α < β pα(κ) = 1l.
Sea p ∈ P(E) la condición dada por

∧
κ ∈ A p(κ) = pκ. Se cumple que p es

realmente una condición, pues para todo cardinal regular ν se cumple que

|{κ ∈ ν ∩A | p(κ) ̸= 1l}| =
∣∣∣ ⋃
α<β

{κ ∈ ν ∩A | pα(κ) ̸= 1l}
∣∣∣ < ν,

pues cada uno de los conjuntos de la unión tiene cardinal < ν por definición de
P(E) y si de hecho existe un κ ∈ ν ∩A es porque ν > µ ≥ |β|.

Es claro que
∧
α < β p ≤ pα, lo que prueba que P(E) es µ+-cerrado.

El teorema siguiente es fundamental para trabajar con productos de Easton:

Teorema 5.35 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC+HCG, E ∈M
una función de EastonM , P = P(E)M , µ un cardinal regularM , P1 = P(E>µ ),
P2 = P(E≤

µ ) y G un filtro P-genérico sobre M . Entonces existe un filtro G1 P1-
genérico sobre M y un filtro G2 P2-genérico sobre M [G1] de modo que M [G] =
M [G1][G2]. Además P1 es µ+-cerradoM y P2 cumple la (c.c.µ+)M [G1].

Demostración: Sabemos que P es semejanteM a P1 × P2, luego por 4.32
existe un filtro G′ que es P1 × P2-genérico sobre M y tal que M [G] = M [G′].
Por el teorema del producto (y el teorema previo) existen filtros G1 y G2 que
cumplen lo pedido.

Por el teorema anterior, P1 es µ+-cerradoM , luego conserva cardinales y
cofinalidades ≤ µ+. Además, teniendo en cuenta la HCGM ,

(2<µ)M [G1] = (2<µ)M = µ.

Esto nos permite aplicar el teorema 5.33 en el modelo M [G1] (notemos que
P2 = P(E≤

µ )
M [G1]) y concluir que P2 cumple la (c.c.µ+)M [G1].

Teorema 5.36 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC+HCG, E ∈M
una función de EastonM y P = P(E)M . Entonces P conserva cardinales y
cofinalidades.
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Demostración: En otro caso, por 5.3 existe un filtro genérico G y un
cardinalM ν tal que ν es regularM y singularM [G]. Sea µ = cfM [G] ν < ν.
Entonces µ es regularM [G], luego también es regularM .

Sean P1 = P(E>µ )M y P2 = P(E≤
µ )

M . Sean G1 y G2 filtros genéricos en las
condiciones del teorema anterior.

Sea f : µ −→ ν cofinal, f ∈ M [G]. Como P2 cumple la c.c.µ+ en M [G1],
el teorema 5.5 nos da una aplicación F : µ −→ Pν, F ∈ M [G1] de modo que∧
α < µ |F (α)|M [G1] ≤ µ y

∧
α < µ f(α) ∈ F (α).

Para cada α < µ, puesto que F (α) ⊂ ν ⊂ M y |F (α)|M [G1] ≤ µ, el teo-
rema 5.8 nos da que F (α) ∈ M , luego F ⊂ M y |F |M [G1] = µ, por lo que de
nuevo por 5.8 llegamos a que F ∈M . Consideremos entonces el conjunto

X =
⋃
α<µ

F (α) ∈M.

Se cumple que |X|M ≤ µ, pues
∧
α < µ |F (α)|M ≤ µ (en efecto, una

biyección entre F (α) y su cardinal en M [G1] está en M por 5.8). En particular
|X|M < ν, pero por otra parte X contiene al rango de f , luego no está acotado
en ν, y esto contradice la regularidadM de ν.

El resultado principal que vamos a probar es que en una extensión genérica
a través de un producto de Easton la función del continuo coincide con la co-
rrespondiente función de Easton en el dominio de ésta. No obstante vamos a
calcular la función del continuo completa de la extensión. Concretamente, será
la dada por la definición siguiente:

Definición 5.37 Sea E una función de Easton de dominio A. Para cada car-
dinal infinito κ sea

E′(κ) = κ+ ∪
⋃

µ∈A∩κ+

E(µ).

Por las propiedades de E, es claro que si κ ∈ A entonces E′(κ) = E(κ).
Es claro que E′ es la menor función monótona que extiende a E a todos los
cardinales infinitos (menor en el sentido de que toma el menor valor posible
sobre cada cardinal). Definimos

E∗(κ) =

{
E′(κ) si cf E′(κ) > κ,
E′(κ)+ en otro caso.

También es claro que si κ ∈ A entonces E∗(κ) = E(κ). Así E∗ es la menor
extensión de E que respeta la monotonía y el teorema de König.

Teorema 5.38 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC+HCG, E ∈M
una función de EastonM de dominio A, P = P(E) y G un filtro P -genérico
sobre M . Entonces en M [G] se cumple que

∧
κ(ℵ0 ≤ κ → 2κ = E∗(κ)). En

particular
∧
κ ∈ A 2κ = E(κ). Además en M [G] se cumple la hipótesis de los

cardinales singulares.
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Demostración: Puesto que P conserva cardinales y cofinalidades, es claro
que E′M = E′M [G] y E∗M = E∗M [G]. Por simplicidad escribiremos simplemente
E′ y E∗. Así mismo escribiremos µ+ en lugar de µ+M o µ+M [G].

Tomemos µ ∈ A y sea i : Fn(E(µ), 2, µ)M −→ P la inmersión completa dada
por

j(p)(ν) =

{
p si ν = µ,
1l si ν ̸= µ.

Entonces G0 = i−1[G] es un filtro Fn(E(µ), 2, µ)M -genérico sobre M y
M [G0] ⊂ M [G]. Ahora bien, este último c.p.o. añade E(µ) subconjuntos gené-
ricos a µ, luego E(µ) ≤ (2µ)M [G0] ≤ (2µ)M [G].

Ahora, si κ es un cardinalM infinito y µ ∈ A ∩ κ+, entonces tenemos
que E(µ) ≤ (2µ)M [G] ≤ (2κ)M [G]. Por consiguiente E′(κ) ≤ (2κ)M [G]. Si
cfM [G]E′(κ) = κ no puede darse la igualdad E′(κ) = (2κ)M [G], pues contradiría
al teorema de König, luego E′(κ)+ ≤ (2κ)M [G]. En cualquier caso, concluimos
que E∗(κ) ≤ (2κ)M [G].

Sea µ = cfM κ = cfM [G] κ. Sean P1, P2, G1 y G2 como en el teorema 5.35.
Supongamos primeramente que µ = κ, es decir, que κ es regularM . Sea ν ∈ A
tal que ν ≤ µ. Entonces, por 5.18,

|Fn(E(ν), 2, ν)|M ≤ |Fn(E(µ), 2, µ)|M ≤ (E(µ)µ)M ≤ (E∗(µ)µ)M .

Por consiguiente |P2|M ≤ ((E∗(µ)µ)µ)M = (E∗(µ)µ)M = E∗(µ), puesto que
cfM E∗(µ) > µ y M cumple la HCG. De aquí se sigue que |P2|M [G1] ≤ E∗(µ)
(pues una biyección entre P2 y su cardinalM también está en M [G1]).

Por otra parte, según 5.35, P2 cumple la c.c.µ+ en M [G1] luego, según el
teorema 5.20, el número de buenos nombres para subconjuntos de µ̌ en M [G1]
es a lo sumo

(((E∗(µ)µ)µ)M [G1] = (E∗(µ)µ)M [G1] = (E∗(µ)µ)M = E∗(µ).

(Al pasar de M [G1] a M hemos usado que P1 es µ+-cerradoM .)
Ahora usamos 5.22 para concluir que en M [G1][G2] = M [G] se verifica la

desigualdad 2µ ≤ E∗(κ) y, por lo probado anteriormente, la igualdad.

En resumen, tenemos que (2κ = E∗(κ))M [G] para todo cardinal regularM κ.
Supongamos ahora que κ es singularM , es decir, que µ < κ. En primer lugar
probaremos que (E∗(κ)µ)M [G] = E∗(κ).

Tomemos f ∈ (µE∗(κ))M [G]. Como P2 cumple la c.c.µ+ en M [G1], por una
variante (consecuencia inmediata) de 5.5 existe F ∈ (µ×µE∗(κ))M [G1] tal que∧

α < µ
∨
β < µ f(α) = F (α, β). (∗)

Como P1 es µ+-cerradoM , en realidad F ∈ M . Por la HCGM existen a
lo sumo E∗(κ) funciones como F en M (aquí usamos que cfM E∗(κ) > µ).
Para cada F ∈ (µ×µE∗(κ))M , el número de aplicaciones f ∈ (µE∗(κ))M [G] que
cumplen (∗) es a lo sumo (µµ)M [G] = (2µ)M [G] = E∗(µ) ≤ E∗(κ), donde hemos
usado la parte ya probada para cardinales regulares (µ es regularM ).
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En resumen, hay a lo sumo E∗(κ) posibilidades para F y, para cada una de
ellas, hay a lo sumo E∗(κ) posibilidades para f , luego

|µE∗(κ)|M [G] ≤ (E∗(κ) · E∗(κ))M [G] = E∗(κ).

Así pues, (E∗(κ)µ)M [G] = E∗(κ), como queríamos probar.

Sea B el conjunto de todos los subconjuntos acotados de κ en M [G] y sea R
el conjunto de todos los cardinales regularesM menores que κ. Entonces

|B|M [G] ≤
∣∣∣ ⋃
ν∈R

Pν
∣∣∣M [G]

≤
( ∑
ν∈R

E∗(ν)
)M [G]

≤ (κ · E∗(κ))M [G] = E∗(κ).

Sea f : (Bµ)M [G] −→ (Pκ)M [G] dada por f(g) =
⋃
α<µ

g(α). Es claro que

f ∈M [G] y es suprayectiva, luego

(2κ)M [G] = |Pκ|M [G] ≤ |Bµ|M [G] ≤ (E∗(κ)µ)M [G] = E∗(κ).

La otra desigualdad ya estaba probada, con lo que tenemos (2κ)M [G] = E∗(κ)
para todo cardinalM infinito κ.

Nos falta probar que en M [G] se cumple la hipótesis de los cardinales sin-
gulares. Para ello tomamos un cardinal singularM [G] κ, llamamos µ = cfM [G] κ
y suponemos que (2µ)M [G] < κ. Hemos de probar que (κµ = κ+)M [G].

Consideramos P1, P2, G1 y G2 como antes. Tomamos f ∈ (µκ)M [G]. Sea
F ∈ (µ×µκ)M [G1] que cumpla (∗). Igual que antes, concluimos que F ∈ M , y
que el número de aplicaciones F posibles es a lo sumo (µµ)M = µ+. Para cada
una de ellas, las posibilidades para f son (µµ)M [G] = (2µ)M [G] < κ, luego en
definitiva

(κµ)M [G] = |µκ|M [G] ≤ (κ+ · κ)M [G] = κ+.

La desigualdad contraria es el teorema de König.

De aquí se sigue el teorema siguiente:

Teorema 5.39 (Teorema de Easton) Si ZFC es consistente también lo es
ZFC más cualquier sentencia que determine la función del continuo y que respete
las condiciones siguientes:

a) Monotonía: Si κ ≤ µ entonces 2κ ≤ 2µ,

b) Teorema de König: κ < 2cf κ,

c) HCS: Si κ es singular, entonces 2κ =

{
2<κ si κ < cf 2<κ,
(2<κ)+ si κ = cf 2<κ.

La propiedad c) es la consecuencia que tiene la HCS sobre la función del
continuo, de modo que la extensión genérica del teorema 5.38 cumple c) porque
cumple la HCS.
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En realidad el enunciado del teorema de Easton no es exacto, pues hay que
exigir que la sentencia en cuestión cumpla algunas condiciones. Por ejemplo,
sería absurdo pretender que 2ℵ0 fuera el mínimo cardinal fuertemente inaccesi-
ble. Lo que sucede es que si partimos de un modelo M que tenga un (mínimo)
cardinal fuertemente inaccesible κ, podemos construir una función de EastonM
tal que E(ℵ0) = κ, y en la extensión genérica correspondiente se cumplirá que
2ℵ0 = κ, sólo que κ ya no será fuertemente inaccesible. En definitiva, hay que
exigir que si en un modelo M definimos una función de Easton E de acuerdo con
la sentencia cuya consistencia queremos probar, la función E en una extensión
genérica ha de cumplir lo mismo que le hemos pedido en M . Es más fácil com-
probarlo en cada caso concreto que no tratar de dar condiciones generales sobre
sentencias válidas. Esto sólo descarta sentencias obviamente contradictorias.

Por otra parte, el teorema 5.38 no permite probar exactamente el teorema
de Easton tal y como lo hemos enunciado. Ello se debe a que hemos exigido que
el dominio de una función de Easton sea un conjunto, lo que sólo nos capacita
para modificar la función del continuo en un conjunto de cardinales regulares,
y no en todos ellos. Esto puede resolverse de dos formas. Una de ellas (tal y
como hizo Easton) es eliminar la restricción y trabajar con funciones de Easton
definidas sobre todos los cardinales regulares. Esto hace que el producto de
Easton sea una clase propia en M , es decir, no tenemos un P(E) ∈ M , sino
una fórmula relativizada a M que determina las condiciones de P(E). La teoría
general sobre extensiones genéricas no es válida para preórdenes que sean clases
propias. Así, no es posible probar en general que una extensión genérica de este
tipo satisfaga el axioma de reemplazo o el axioma de partes. Sin embargo, las
características concretas de los productos de Easton, en particular la posibilidad
de factorizar según el teorema 5.35, permiten probar lo necesario en este caso
concreto.

Hay otra posibilidad mucho más sencilla que exige tan sólo una hipótesis
ligeramente más fuerte. Por ejemplo, supongamos que queremos probar la con-
sistencia de que para todo cardinal regular κ se cumpla 2κ = κ++. Partiendo de
la HCG, esto exige modificar la función del continuo en todos los cardinales regu-
lares. Para ello partimos de un modelo transitivo numerable M de ZFC+HGC
que contenga un cardinal inaccesible µ. En M , definimos la función de Easton
cuyo dominio es el conjunto de todos los cardinales regularesM menores que µ
y que venga dada por E(κ) = κ++. Formamos el producto de Easton P(E)M y
la extensión correspondiente M [G], de modo que en M [G] se cumple 2κ = κ++

para todo cardinal regular κ < µ. Ahora bien, como P(E)M conserva cardinales
y cofinalidades, resulta que µ es fuertemente inaccesibleM [G]. Por consiguiente
N = Vµ ∩M [G] es un modelo transitivo numerable de ZFC donde 2κ = κ++

para todo cardinal regular κ, tal y como queríamos.

En resumen, para probar la consistencia de una sentencia que difiera de la
HCG sobre una clase propia de cardinales basta suponer que existe un cardinal
inaccesible µ, modificar la función del continuo bajo µ según el teorema 5.38
y luego quedarse con los conjuntos de rango menor que µ de la extensión. De
todos modos, insistimos en que la hipótesis sobre el cardinal inaccesible puede
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eliminarse, y por ello no la hemos incluido en el enunciado del teorema de
Easton.

Con esto queda probada la consistencia de cualquier determinación de la
función del continuo sobre cardinales regulares que sea compatible con la mo-
notonía y el teorema de König. Sin embargo, la función del continuo sobre los
cardinales singulares en una extensión de Easton queda determinada por los
valores que toma sobre los cardinales regulares a través de la propiedad c). Esto
no significa que no haya otras posibilidades consistentes, sino únicamente que
las técnicas que hemos desarrollado no bastan para justificar la consistencia de
otras alternativas. Se conocen algunas alternativas consistentes, pero no un re-
sultado general similar al teorema de Easton que diga cuáles son las restricciones
necesarias y suficientes que ha de cumplir una determinación de la función del
continuo sobre los cardinales singulares para que sea consistente.

5.6 Colapso de cardinales
En todos los ejemplos que hemos visto hasta ahora ha sido fundamental

garantizar la conservación de todos los cardinales del modelo de partida. Sin
embargo, también puede obtenerse resultados interesantes colapsando cardina-
les. El teorema siguiente es especialmente notable porque no requiere ninguna
hipótesis sobre la aritmética del modelo base.

Teorema 5.40 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, sea κ un car-
dinal no numerableM y P = Fn(κ, 2,ℵ1)M . Si G es un filtro genérico, entonces
M [G] cumple 2ℵ0 = ℵ1.

Demostración: Como P es ℵ1-cerradoM , el teorema 5.9 nos da que P
conserva cardinales ≤ ℵM1 , con lo que ℵM [G]

1 = ℵM1 . Por otra parte 5.8 implica
que (ω2)M [G] = (ω2)M . Basta construir una aplicación F : ℵM1 −→ (ω2)M

suprayectiva que esté en M [G], pues entonces (|ω2| ≤ ℵ1)M [G].
Sea fG : κ −→ 2 la función genérica. Definimos F (α)(n) = fG(α+ n). Para

probar la suprayectividad tomamos h ∈ (ω2)M . El conjunto

Dh = {p ∈ P |
∨
α < ℵM1

∧
n ∈ ω(α+ n ∈ Dp ∧ p(α+ n) = h(n))}

es denso en P y está en M , por lo que corta a G. Esto se traduce en que existe
un α < ℵM1 tal que

∧
n ∈ ω fG(α+ n) = h(n), es decir, F (α) = h.

El ejemplo típico de c.p.o. colapsante es el siguiente:

Teorema 5.41 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC y en M sean κ
y µ dos cardinales tales que κ < µ y κ sea regular. Sea P = Fn(κ, µ, κ) y sea G
un filtro genérico. Entonces

a) P conserva cardinales ≤ κ.

b) Si (µ<κ = µ)M entonces P conserva cardinales ≥ (µ+)M .

c) Si ν es un cardinalM tal que κ ≤ ν ≤ µ, entonces (|ν| = κ)M [G], es decir,
todos los cardinales entre κ y µ se colapsan.
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Demostración: a) es inmediato, pues P es κ-cerradoM , luego conserva
cardinales ≤ κ.

Similarmente, bajo la hipótesis de b), el teorema 5.15 nos da que P cumple
la condición de cadena (µ+)M , luego conserva cardinales ≥ (µ+)M .

La aplicación genérica fG : µ −→ κ es suprayectiva, luego (|µ| = κ)M [G], y
esto implica c).

Notemos que una condición suficiente para que se cumpla µ<κ = µ es que
se cumpla la HCG y que κ ≤ cf µ.

Ejercicio: Probar que si ZFC es consistente también lo es añadir como axioma la
sentencia

|ℵL
1 | = |ℵL

2 | = ℵ0 ∧ |ℵL
3 | = |ℵL

4 | = |ℵL
5 | = ℵ1 ∧ |ℵL

6 | = |ℵL
7 | = ℵ2.

Sugerencia: Imitar la prueba de 5.27 pero con c.p.o.s colapsantes: primero se colapsa
ℵ2 haciéndolo numerable, luego ℵ5 (que será ℵ3 en la extensión previa) volviéndolo de
cardinal ℵ1 (o sea, ℵ3 en la extensión original), y luego ℵ7 (que será ℵ3 en la extensión
anterior). Antes hay que probar que si se parte de un modelo que cumple la HCG y se
construye una extensión en las condiciones del teorema anterior, ésta sigue cumpliendo
la HCG.

Los c.p.o.s considerados en el teorema anterior colapsan un segmento de
cardinales hasta uno dado incluyendo a éste. Ahora veremos que es posible
colapsar todos los cardinales en un segmento κ–µ conservando a µ (esto no es
trivial si µ es un cardinal límite). Como aplicación veremos que ℵ1 puede ser
inaccesible en L.

Definición 5.42 Sean κ y µ dos cardinales. El orden colapsante de Lévy es el
conjunto

Lv(κ, µ) = {p ⊂ κ× µ× κ | p es una función ∧ |p| < µ ∧∧
αβ((α, β) ∈ Dp→ p(α, β) < α)}.

Consideramos en Lv(κ, µ) el orden dado por p ≤ q ↔ q ⊂ p. Así resulta ser
un c.p.o. con máximo 1l = ∅.

Teorema 5.43 Sean µ < κ cardinales regulares tales que o bien µ = ω o bien
κ es inaccesible. Entonces el c.p.o. Lv(κ, µ) cumple la condición de cadena κ.

Demostración: Si α < κ entonces

|α<µ| = |α|<µ =
∑
ν<µ
|α|ν ≤

∑
ν<µ
|α|µ ≤ µ 2|α|µ < κ,

en el caso en que κ sea inaccesible (y si µ = ω la desigualdad es trivial). Por
consiguiente κ y µ están en las hipótesis del lema de los sistemas ∆ (teorema
5.12).

Si {pα}α<κ es una anticadena en Lv(κ, µ), sea A = {Dpα | α < κ}. Si
|A| < κ ha de existir un x ⊂ κ con |x| = κ y de modo que todas las condiciones
{pα}α∈x tienen el mismo dominio r.
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Si, por el contrario, |A| = κ, el lema de los sistemas ∆ nos da un x ⊂ κ
con |x| = κ tal que los dominios de las condiciones {pα}α∈x son una familia
cuasidisjunta de raíz r.

En ambos casos tenemos que la intersección de los dominios de dos condi-
ciones distintas cualesquiera de {pα}α∈x es un conjunto fijo r ⊂ κ × µ tal que
|r| < µ < κ. Sea σ = sup{α ∈ κ |

∨
β ∈ µ (α, β) ∈ r}. Claramente σ < κ y en

consecuencia |rσ| < κ si κ es inaccesible (y también si µ = ω, pues entonces r
es finito).

Descomponemos

{pα | α ∈ x} =
⋃

u∈rσ
{pα | α ∈ x ∧ pα|r = u}.

Como κ es un cardinal regular ha de existir un u ∈ rσ tal que el conjunto
{pα | α ∈ x ∧ pα|r = u} tenga cardinal κ. En particular existirán dos ordinales
α, β ∈ x tales que α ̸= β. Así, pα ̸= pβ , pα|r = pβ |r y Dpα ∩Dpβ = r. Es claro
entonces que pα y pβ son compatibles, en contradicción con el supuesto de que
forman parte de una anticadena.

Hemos probado que en Lv(κ, µ) no hay anticadenas de cardinal κ, luego
cumple la condición de cadena κ.

La prueba del teorema siguiente es idéntica a la de 5.16:

Teorema 5.44 Si µ es un cardinal regular, entonces Lv(κ, µ) es µ-cerrado.

Con esto ya podemos determinar el comportamiento de los cardinales en las
extensiones del orden de Lévy:

Teorema 5.45 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC y sean µ <
κ cardinales regularesM tales que µ = ω o bien κ es inaccesibleM . Sea P =
Lv(κ, µ)M y sea G un filtro P-genérico sobre M . Entonces

a) P conserva cardinales y cofinalidades ≤ µ y ≥ κ.

b) Si ν es un cardinalM tal que µ < ν < κ entonces |ν|M [G] = µ, luego
(κ = µ+)M [G]

Demostración: El apartado a) es consecuencia de los teoremas anteriores
junto con 5.6 y 5.9.

b) Sea fG =
⋃
p∈G

p ∈M [G]. El argumento usual nos da que fG : κ×µ −→ κ,

pero la definición de P implica además que si α < κ entonces fG determina una
aplicación fα : µ −→ α mediante fα(β) = fG(α, β). Las aplicaciones fα son
suprayectivas, pues el conjunto

Dαγ = {p ∈ P |
∨
β ∈ µ (α, β, γ) ∈ p} ∈M

es denso en P para todo γ < α, de donde se sigue que γ tiene una antiimagen β
por fα. Así pues, |α|M [G] ≤ µ y si µ ≤ α < κ entonces |α|M [G] = µ.

La prueba del teorema siguiente es similar a la del teorema 5.23. Lo dejamos
a cargo del lector:
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Teorema 5.46 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC y µ < κ car-
dinales regularesM tales que κ es inaccesibleM . Sea P = Lv(κ, µ)M , sea G un
filtro P-genérico sobre M y ν un cardinalM [G]. Entonces

(2ν)M [G] =

mín{µ, (2ν)M} si ν < µ,
κ si ν = µ,
(2ν)M si ν ≥ κ.

En particular, si M cumple la HCG, también la cumple M [G].

Ahora es muy fácil probar la consistencia de que ℵ1 sea inaccesibleL (su-
puesta la consistencia de que existan cardinales inaccesibles). Es decir, vamos
a probar que es consistente que, para alguien que viva en L, el cardinal que
nosotros llamamos ℵ1 no sea el primer cardinal no numerable, sino que haya
muchos otros cardinales anteriores a él (cardinalesL, naturalmente, es decir, or-
dinales numerables que no pueden biyectarse con ordinales anteriores mediante
una biyección constructible). En particular tendremos que ℵL1 , ℵL2 , ℵLω , ℵLω5

,
son todos ordinales numerables, pues ℵ1, ℵ2, etc. son menores que cualquier
cardinal inaccesible.

Teorema 5.47 Si ZFC+(
∨
κ κ es inaccesible) es consistente, también lo es

ZFC + ℵ1 es inaccesibleL. De hecho esta teoría es equiconsistente con las con-
sideradas en 5.26.

Demostración: Si ZFC+(
∨
κ κ es inaccesible) es consistente, también lo

es ZFC +V = L+ (
∨
κ κ es inaccesible). Trabajando en esta teoría el teorema

de reflexión nos da un modelo transitivo numerable de la misma, llamémoslo M .
Notemos que κ es fuertemente inaccesibleM por la HCG. Sea P = Lv(κ,ℵ0)M y
sea G un filtro P-genérico sobre M . Por el teorema anterior κ = ℵM [G]

1 .
De este modo tenemos que ℵM [G]

1 es inaccesibleM o, lo que es lo mismo,
ℵM [G]
1 es (inaccesibleL)M [G]. A su vez esto equivale a (ℵ1 es inaccesibleL)M [G].

5.7 Construcción de árboles de Suslin

En [TC 9.14] se muestra la construcción de un árbol de Suslin a partir de
una sucesión ♢. Vamos a ver ahora que también se pueden construir a partir de
una función genérica f : ω −→ ω, lo que nos da la consistencia de ¬HS + ¬HC.

Teorema 5.48 Si P = Fn(ω, 2,ℵ0), entonces 1lP ⊩ ¬HS.

Demostración: Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC y sea G un
filtro P-genérico sobre M . Sea f =

⋃
G : ω −→ 2 la función genérica, f ∈M [G].

En [TC 9.19] se construye una sucesión {sα}α<ω1
de funciones inyectivas

sα : α −→ ω con la propiedad de que si α < β < ω1 entonces sα y sβ |α
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coinciden salvo a lo sumo en un número finito de ordinales. Consideramos una
sucesión en M con estas características y sea

T =
⋃

α<ωM
1

{s ∈ αω | s inyectiva ∧ |{δ < α | s(δ) ̸= sα(δ)}| < ℵ0} ∈M,

que es un ℵ1-árbol en M con la inclusión (notemos que sus niveles son cierta-
mente numerables).

En M [G] consideramos el ℵ1-árbol Tf = {s ◦ f | s ∈ T} ⊂ <ωM
1 2. Vamos a

probar que es un árbol de Suslin.

Observemos que si A ∈M y X ⊂ A, X ∈M [G] es no numerableM [G], existe
un Y ⊂ X, Y ∈M tal que Y es no numerableM [G].

En efecto, si X = σG, para cada a ∈ X, existe pa ∈ G tal que pa ⊩ ǎ ∈ σ,
pero P es numerableM [G], luego existe Y0 ⊂ X no numerableM [G] tal que todas
las condiciones pa, con a ∈ Y0 coinciden con una misma condición p ∈ G. En
principio tenemos que Y0 ∈M [G], pero

Y = {a ∈ A | p ⊩ ǎ ∈ σ} ∈M

cumple Y0 ⊂ Y ⊂ X.

Veamos que las anticadenas de Tf son numerables en M [G]. Para ello sea
W ⊂ Tf un conjunto Wf ∈ M [G] no numerableM [G] y vamos a ver que no es
una anticadena. Sea W ⊂ T , W ∈ M [G], tal que Wf = {s ◦ f | s ∈ W}. Más
precisamente, podemos suponer que s 7→ s◦f es inyectiva, es decir, que tomamos
un único s ∈W para cada elemento de Wf . Por la observación precedente existe
W0 ∈M no numerableM tal que W0 ⊂W . Equivalentemente, podemos suponer
que W ∈M y es no numerable, tanto en M como en M [G].

Consideremos una condición p ∈ P. Extendiéndola si es preciso, podemos
suponer que p ∈ n2. Para cada s ∈W , sea Xs = {δ ∈ Ds | s(δ) < n}, que es un
conjunto finito. Por el lema de los sistemas ∆ existe W ′ ⊂W tal que {Xs}s∈W ′

es una familia cuasidisjunta de raíz r ⊂ ω1 (o bien todos los Xs son iguales a r).
Restringiendo aún más W ′ podemos suponer que todos los s|r son iguales, para
s ∈W ′.

Fijado s1 ∈ W ′, digamos s1 : β1 −→ ω, sólo puede haber una cantidad
numerable de elementos s2 ∈W ′ tales que (Xs2 \r)∩β1 ̸= ∅, pues los conjuntos
Xs2 \ r son disjuntos dos a dos. Por consiguiente, podemos tomar s2 ∈ W ′,
digamos s2 : β2 −→ ω, tal que β1 < β2 y (Xs2 \ r) ∩ β1 = ∅.

Sea m ∈ ω que sea mayor que s1(δ) y s2(δ) para el número finito de ordinales
δ < β1 en los que discrepan s1 y s2. Vamos a probar que existe una condición
q ≤ p tal que m ⊂ Dq y s2|β1 ◦ q = s1 ◦ q.

En efecto: si δ < β1 cumple que s1(δ) ̸= s2(δ), entonces n ≤ s2(δ) < m,
pues en caso contrario δ ∈ Xs2 ∩ β1, luego δ ∈ r y s1|r = s2|r.

Equivalentemente, si n ≤ k < m y existe un δ < β1 tal que s1(δ) = k,
necesariamente n ≤ s2(δ) < m (bien porque s2(δ) = s1(δ) = k < m o por la
observación precedente).
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Si existe un δ1 < β1 tal que s2(δ1) = k, calculamos k1 = s1(δ1) < m. Si
k1 ≥ n y existe un δ2 < β1 tal que s2(δ2) = k1, calculamos s1(δ2) = k2. Si tras
un número finito de pasos llegamos a un kl < n, definimos q(k) = p(kl) y en
caso contrario q(k) = 0.

De este modo, si δ1 < β1 cumple que s2(δ1) = k ̸= k1 = s1(δ1), entonces
q(k) = q(k1), luego q cumple lo pedido.

Con esto hemos probado que el conjunto

D = {q ∈ P |
∨
s1s2 ∈W

∨
β1β2(s1 : β1 −→ ω ∧ s2 : β2 −→ ω ∧ β1 < β2 ∧∧

δ < β1(s1(δ) ̸= s2(δ)→ s1(δ), s2(δ) ∈ Dq ∧ q(s1(δ)) = q(s2(δ))))} ∈M

es denso en P, luego corta a G, lo que se traduce en que existen funciones
distintas s1, s2 ∈ W de dominios β1 < β2 tales que s2|β1

◦ f = s1 ◦ f , pero esto
significa que s1 ◦ f ≤ s2 ◦ f , luego Wf no es una anticadena.

Por [TC 9.9], para probar que Tf es un árbol de Suslin basta probar que
está ramificado, es decir, que todo s0 ◦ f ∈ Tf tiene extensiones incompatibles.

Sea p ∈ P. Extendiéndola podemos suponer que p ∈ n2. Claramente pode-
mos tomar s1, s2 ∈ T que extiendan a s0 y de modo que exista un δ ∈ Ds1∩Ds2
tal que s1(δ) ̸= s2(δ), s1(δ), s2(δ) > n. A su vez, podemos extender p a una
condición q ≤ p tal que q(s1(δ)) ̸= q(s2(δ)). Por lo tanto, el conjunto

E = {q ∈ P |
∨
s1s2 ∈ T (s0 ≤ s1 ∧ s0 ≤ s2 ∧

∨
δ ∈ Ds1 ∩Ds2

(s1(δ) ̸= s2(δ) ∧ s1(δ), s2(δ) ∈ Dq ∧ q(s1(δ)) ̸= q(s2(δ))))} ∈M

es denso en P, luego corta a G, luego existen s1, s2 ∈ T tales que s0 ≤ s1, s2 y
existe un δ ∈ Ds1 ∩Ds2 tal que f(s1(δ)) ̸= f(s2(δ)), luego s1 ◦ f y s2 ◦ f son
extensiones incompatibles de s0 ◦ f .

Como las extensiones genéricas mediante Fn(ω, 2,ℵ0) tienen los mismos car-
dinales, las mismas cofinalidades y la misma función del continuo del modelo
base, tenemos que ¬HS es consistente con cualquier determinación de la fun-
ción del continuo cuya consistencia sepamos probar. En particular, teniendo en
cuenta que

Fn(µ, 2,ℵ0) ∼= Fn(µ \ ω, 2,ℵ0)× Fn(ω, 2,ℵ0),

vemos que en las extensiones genéricas obtenidas mediante Fn(µ, 2,ℵ0) hay ár-
boles de Suslin.

Como aplicación vamos a probar a consistencia de que t = ℵ1 < c (recorde-
mos que t está definido en [TC 8.3]):

Teorema 5.49 Si T es un árbol de Suslin y P es T con el orden inverso, en-
tonces 1lP ⊩ t = ℵ1.

Demostración: Observemos que podemos construir un árbol de Suslin T ′

isomorfo a T cuyos nodos sean elementos de [ω]ℵ0 y en el que el orden sea la
inversa de ⊂∗. Para ello llamamos Tα al conjunto de los elementos de T de
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altura ≤ α y vamos a ir definiendo una sucesión creciente de árboles T ′
α junto

con isomorfismos jα : Tα −→ T ′
α, para α < ω1. Cada nivel de T ′

α será una
familia de subconjuntos infinitos de ω casi disjuntos dos a dos (es decir, con
intersección finita).

Podemos suponer que T tiene una única raíz (añadiéndole un mínimo si hace
falta). Así, podemos definir T ′

0 = {ω}, con el isomorfismo obvio.

Supuesto definido jα : Tα −→ T ′
α, cada elemento p ∈ Tα de altura α puede

tener por encima a lo sumo una cantidad numerable de elementos de altura
α+1, y jα(p) es un conjunto infinito, que puede dividirse en una cantidad finita
o numerable de subconjuntos infinitos disjuntos dos a dos, que pueden hacerse
corresponder con las extensiones de p, lo que nos permite extender jα a un
isomorfismo jα+1 : Tα+1 −→ T ′

α+1.

Si tenemos definidos los isomorfismos jδ : Tδ −→ T ′
δ para todo δ < λ,

de modo que cada uno extiende a los anteriores, empezamos formando el iso-
morfismo j∗λ =

⋃
δ<λ

jδ :
⋃
δ<λ

Tδ −→
⋃
δ<λ

T ′
δ, pero tenemos que extenderlo a los

elementos de altura λ para que el dominio sea Tλ. Cada p ∈ Tλ de altura λ
tiene por debajo una cadena C que se corresponde a través de j∗λ con una torre
que no puede ser inextensible (porque es numerable), luego existe un conjunto
infinito j∗λ(C) que la prolonga. Ahora bien, en principio diferentes condiciones p
(pero sólo una cantidad numerable de ellas) podrían tener por debajo la misma
cadena C, por lo que hay que partir j∗λ(C) en tantos conjuntos infinitos disjuntos
dos a dos como sea necesario para asignar uno a cada condición p sobre C. Esto
define el isomorfismo jλ.

Por último, uniendo todos los isomorfismos jα obtenemos el isomorfismo
j : T −→ T ′ requerido. Podemos cambiar T por T ′ y suponer directamente que
T está formado por abiertos infinitos en ω con el orden dado por la inversa de
⊂∗. Por lo tanto el orden de P es ⊂∗.

Si relativizamos todo esto a un modelo M y tomamos un filtro P-genérico
sobre M , entonces G = {Aα}α<ω1

es una torre. Basta probar que es una
inextensible. En efecto, en caso contrario existe un A ⊂ ω infinito casi contenido
en todos los Aα. En principio A ∈ M [G], pues tendríamos una contradicción
si A ∈ M , ya que entonces podríamos definir G = {p ∈ T | A ⊂∗ p}, con lo
que T tendría un camino en M , en contradicción con que era un árbol de Suslin
en M . Ahora bien, el teorema siguiente nos permite probar que A ∈ M , y con
esto tenemos la contradicción buscada.

Teorema 5.50 Si M es un modelo transitivo numerable de ZFC, T es un árbol
de Suslin en M y P es T con el orden inverso, entonces, si G es un filtro
P-genérico sobre M , se cumple (Pω)M [G] = (Pω)M .

Demostración: Sea A ∈ (Pω)M [G] y sea f : ω −→ A suprayectiva, con
f ∈M [G]. Sea f = σG, de modo que 1l ⊩ σ : ω −→ ω.

Para cada n ∈ ω, existe pn ∈ G tal que pn ⊩ σ(ň) = ǩ, donde k = f(n).
La sucesión {pn}n∈ω puede tomarse en M [G]. Como es numerable, las alturas
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de las condiciones pn estarán acotadas por un α < ω
M [G]
1 = ωM1 . Pero, por

genericidad, G tiene elementos de todas las alturas posibles (es un camino en el
árbol T ), luego existe una condición p ∈ G de altura mayor que todas las pn, es
decir, p ≤ pn para todo n. Pero entonces

A = {k ∈ ω | p ⊩
∨
n ∈ ω p ⊩ σ(ň) = ǩ} ∈M.

Así pues, si partimos de un modelo con un árbol de Suslin en el que c sea
grande, obtenemos otro modelo en el que t = ℵ1 < c.

5.8 Diamantes y la hipótesis de Kurepa

Veamos que también podemos probar la consistencia del diamante de Jensen
mediante una extensión genérica:

Teorema 5.51 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, consideremos
P = Fn(ω1, 2,ℵ1)M y sea G un filtro P-genérico sobre M . Entonces se cumple
♢M [G]. Si (2ℵ0 = ℵ1)M , entonces P conserva cardinales y cofinalidades y la
función del continuo es la misma en M y en M [G].

Demostración: Sea X = {(α, β) | β < α < ωM1 } y sea Q = Fn(X, 2,ℵ1)M .
Como (|X| = ℵ1)M , resulta que P y Q son semejantesM , luego M [G] puede
obtenerse también a partir de Q. Así pues, supondremos que G es un filtro
Q-genérico sobre M .

Como Q es ℵ1-cerrado en M es fácil ver (usando 5.8) que ωM1 = ω
M [G]
1 . Por

simplificar la notación escribiremos ω1 para referirnos a este ordinal numerable
(en ningún momento necesitaremos nombrar al ω1 real). Así mismo es claro que
Pω ∩M = Pω ∩M [G].

Sea fG : ω1 × ω1 −→ 2 la aplicación genérica construida a partir de G
(es decir, la unión de las condiciones en G). Por la definición de Q es claro
que si definimos fαG(β) = f(α, β) entonces fαG : α −→ 2 (aquí usamos de forma
estándar queG es genérico). Definimos los conjuntosAα = {β < α | fαG(β) = 1}.
Puesto que G ∈ M [G] es claro que {Aα}α<ω1

∈ M [G]. Vamos a probar que es
una sucesión ♢ en M [G].

En caso contrario existen B, C ∈M [G] tales que B ⊂ ω1, C es c.n.a. en ω1

y el conjunto {α < ω1 | B ∩α = Aα} no corta a C. Sea τG : ω1 −→ 2 la función
característica de B y sea C = σG, con σ, τ ∈MQ. Sea Γ el nombre canónico de
G definido en 4.16. Sea p ∈ Q tal que

p ⊩ (τ : ω1 −→ 2 ∧ σ es c.n.a. en ω̌1 ∧
∧
α ∈ σ τ |α ̸= fαΓ ).

Si q ∈ Q, llamaremos soporte de q (abreviado sop q) al mínimo ordinal β < ω1

tal que Dq ⊂ {(α, δ) | δ < α < β}. Construimos en M sucesiones {pn}, {βn},
{δn} y {bn}, con n ∈ ω, de modo que
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a) p0 = p,

b) βn = sop pn,

c) βn < δn < βn+1,

d) pn+1 ≤ pn,

e) pn+1 ⊩ δn ∈ σ,

f) bn : βn −→ 2 y pn+1 ⊩ τ |β̌n
= b̌n.

Esto es posible, pues si tenemos pn, βn, δn−1 y bn−1 que cumplan estas
propiedades, como pn ≤ p, tenemos que p ⊩ σ es c.n.a. en ω̌1, y por consiguiente
pn ⊩

∨
x ∈ ω̌1(β̌n < x ∧ x ∈ σ). Por 4.47 i) existen q ≤ pn y δn ∈ ω1 tales que

q ⊩ (β̌n < δ̌n ∧ δ̌n ∈ σ).
Sea r una extensión de q con sop r > δn. Sea F = (βn2)M . Como Q es

ℵ1-cerrado en M , se cumple que r ⊩ τ |β̌n
∈ F̌ o, expresado en otros términos,

r ⊩
∨
x ∈ F̌ τ |β̌n

= x. Aplicando de nuevo 4.47 i) tenemos que existen bn ∈ F
y pn+1 ≤ r ≤ pn de modo que pn+1 ⊨ τ |β̌n

= b̌n. Tomando βn+1 = sop pn+1 es
claro que pn+1, βn+1, δn y bn cumplen las propiedades anteriores.

Como β0 < δ0 < β1 < δ1 < · · ·, se cumple que las sucesiones {βn} y {δn}
tienen el mismo supremo γ. Sea p′ =

⋃
n∈ω

pn ∈ Q. Claramente sop p′ = γ y,

como p′ extiende a todas las condiciones pn, resulta que p′ ⊩ τ |β̌n
= b̌n para todo

n ∈ ω. Considerando una extensión por un filtro que contenga a p′ concluimos
que cada bn+1 extiende a bn, que b′ =

⋃
n∈ω

bn cumple b′ : γ −→ 2 y además que
p′ ⊩ τ |γ′ = b̌′.

Como sop p′ = γ, en p′ no hay pares de la forma (γ, ϵ), luego podemos
extender p′ a una condición s tal que s(γ, ϵ) = b′(ϵ) para todo ϵ < γ. De este
modo s ⊩ τ |γ̌ = f γ̌Γ . Además s ≤ p′, luego s ⊩ σ es c.n.a. en ω̌1 y para todo
n ∈ ω, se cumple que s ⊩ δ̌n ∈ σ. De aquí se sigue que s ⊩ γ̌ ∈ σ.

En definitiva, s ⊩
∨
γ ∈ σ τ |γ = fγΓ , cuando por otra parte s ≤ p y p fuerza

lo contrario. Con esta contradicción queda probado ♢M [G].

SiM cumple la hipótesis del continuo entonces P cumple la c.c.ℵ2 enM y por
5.17 conserva cardinales y cofinalidades. Además, (|P| = ℵ1)M , el númeroM de
anticadenas en P es a lo sumo (2ℵ1)M y si κ es un cardinal no numerableM , según
el teorema 5.20, el númeroM de buenos nombresM para subconjuntos de κ̌ es a
lo sumo ((2ℵ1)κ)M = (2κ)M . Según 5.22, esto implica que (2κ)M [G] ≤ (2κ)M ,
y la otra desigualdad es obvia. Por lo tanto la función del continuo en M es la
misma que en M [G].

De aquí deducimos que ♢ no implica, por ejemplo, que 2ℵ1 = ℵ2. Ahora
demostramos que ♢ no implica ♢+:

Teorema 5.52 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC+HCG, consi-
deremos P = Fn(ω2, 2,ℵ1)M y sea G un filtro P-genérico sobre M . Entonces
M [G] cumple HCG +♢+ ¬♢+.
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Demostración: Por 5.23 sabemos que P conserva cardinales y cofinalidades
y que M [G] cumple la HCG. Como sólo vamos a considerar cardinales en M
y en M [G], por simplicidad omitiremos las relativizaciones, de modo que, por
ejemplo, ω1 representará en lo sucesivo a ωM1 = ω

M [G]
1 .

Ahora observamos que en ZFC se prueba que

Fn(ω2, 2,ℵ1) ∼= Fn(ω2 \ω1, 2,ℵ1)×Fn(ω1, 2,ℵ1) ∼= Fn(ω2, 2,ℵ1)×Fn(ω1, 2,ℵ1).

Por lo tanto, P ∼=M P × Q, donde Q = Fn(ω1, 2,ℵ1)M , y por el teorema del
producto, M [G] = M [G1][G2], donde G1 es P-genérico sobre M y G2 es Q-
genérico sobre M [G1]. En particular M [G1] cumple la HCG.

Como P es ℵ1-cerrado en M , es claro que Q = Fn(ω1, 2,ℵ1)M [G1], por lo que
el teorema anterior nos da ♢M [G]. Veamos ahora ¬(♢+)M [G].

Supongamos que {Sα}α<ω1
∈ M [G] es una sucesión ♢+ en M [G]. Por

el teorema 5.8, si A ⊂ α < ω1, con A ∈ M [G], de hecho A ∈ M , luego,
para cada α < ω1, tenemos que Sα ⊂ M . Más aún, como (|Sα| < ω1)

M [G],
también Sα ∈ M . Por lo tanto, S : ω1 −→ ([ω1]

<ℵ1)M , luego S = σG, donde
σ ∈ MP es un buen nombre para un subconjunto de (el nombre canónico de)
(ω1 × [ω1]

<ℵ1)M .
Este conjunto tiene cardinal ℵ1 en M , luego (siempre en M) se cumple que

Rσ es una unión de ℵ1 anticadenas de P, todas las cuales tienen a lo sumo
cardinal ℵ1, luego |Rσ| ≤ ℵ1, y Dσ está formado por ℵ1 nombres canónicos.
Por otra parte, para cada α < ω1 existe pα ∈ G tal que pα ⊩ σ(α̌) = Šα. La
elección de los pα se hace en M [G], y nos permite encontrar un ordinal θ < ω2

tal que tanto σ como todos los pα son Q-nombres, donde Q = Fn(θ, 2, ω1)
M .

Ahora usamos que, en M , se cumple P ∼= Q×P′, donde P′ = Fn(ω2\θ, 2, ω1),
por lo que M [G] = M [G1][G2], donde G1 = G ∩ Q es Q-genérico sobre M y
G2 = G ∩ P′ es P′-genérico sobre M [G1].

Tenemos entonces que pα ∈ G∩Q = G1, y el teorema 4.39 (apartado a) nos
da que pα ⊩Q σ(α̌) = Šα, luego S = σG1

∈M [G1].

Por otra parte, en M [G1] se cumple que P′ ∼= Fn(ω2, 2,ℵ1)M [G1] = P, donde
la última igualdad se debe a que Q es ℵ1-cerrado en M . Por lo tanto, M [G] es
también una extensión genérica de M [G1] a través de un filtro P-genérico sobre
M [G1]. Por lo tanto, cambiando M por M [G1] podemos suponer sin pérdida
de generalidad que {Sα}α<ω1 ∈M .

Pasamos ya a probar que no cumple (♢+)M [G]. Para ello consideramos fG =⋃
G : ω2 −→ 2 y A = {δ < ω1 | fG(δ) = 1} ⊂ ω1. Si la sucesión cumpliera

(♢+)M [G] existiría un C ∈M [G], c.n.a. en ω1, tal que∧
α ∈ C A ∩ α ∈ Sα.

Pongamos que C = τG y sea p0 ∈ G tal que p0 ⊩ τ no está acotado en ω̌1. Sea

D = {p ∈ P |
∨
α < ω1(p ⊩ α̌ ∈ τ ∧ α ⊂ Dp ∧ {δ ∈ α | p(α) = 1} /∈ Sα)} ∈M.
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Basta probar que D es denso bajo p0, pues entonces existe un p ∈ D ∩G, lo
que se traduce a su vez en que existe un α ∈ C tal que A ∩ α /∈ Sα.

En efecto, razonando en M , tomamos q ≤ p0 y tenemos que encontrarle una
extensión en D. Como q es numerableM , existe un β < ω1 tal que ω1 ∩Dq < β.
Como q ⊩

∨
α < ω̌1 (β̌ + ω < α ∧ α ∈ τ), existe un α tal que β + ω < α < ω1 y

q ⊩ α̌ ∈ τ , y cualquier extensión p ≤ q cumplirá también p ⊩ α̌ ∈ τ .
Consideramos todas las extensiones p ≤ q que cumplen α ⊂ Dp. Teniendo

en cuenta que α\β es infinito, es claro que los conjuntos {δ ∈ α | p(α) = 1} que
se forman con todas ellas forman una familia no numerable, mientras que Sα es
numerable, por lo que es posible elegir una extensión p que cumpla p ∈ D.

Notemos que en realidad con el teorema anterior hemos demostrado la con-
sistencia de HCG +♢+¬♢∗. Seguidamente construimos un modelo en el que no
se cumple la hipótesis de Kurepa. Según 3.41, el modelo deberá cumplir que ℵ2
es inaccesibleL, y sucede que el modelo natural para conseguir esto basta para
conseguir ¬HK:

Teorema 5.53 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC y sea κ un
cardinal inaccesibleM , sea P = Lv(κ,ℵ1)M y sea G un filtro P-genérico sobre M .
Entonces en M [G] no hay árboles de Kurepa.

Demostración: Por 5.45 sabemos que P conserva ℵ1 y los cardinales y
cofinalidades ≥ κ, mientras que todos los cardinales ℵ1 < ν < κ se colapsan.
En particular, ℵM [G]

1 = ℵM1 , ℵM [G]
2 = κ. Por 5.46 sabemos que si M cumple la

HCG, también la cumple M [G]. Además tenemos que, en M , P cumple la c.c.κ
y es ℵ1-cerrado.

Sea (A,≤) un ℵ1-árbolM [G], es decir, un árbol de altura ℵ1 y cuyos niveles
tienen todos cardinal menor que ℵ1 (todo ello en M [G]). Es claro entonces que
su cardinal es ℵ1, luego, pasando a otro árbol semejante, podemos suponer sin
pérdida de generalidad que es de la forma (A,≤) = (ωM1 , R), con R ⊂ ωM1 ×ωM1 .

Sea R = σG, donde σ ∈MP es un buen nombre para un subconjunto de (el
nombre canónico de) ωM1 × ωM1 . Entonces, en M , el rango de σ es la unión de
ℵ1 anticadenas, todas ellas de cardinal < κ, luego |Rσ| < κ. Como κ es regular,
existe un θ < κ tal que Rσ ⊂MP0 , donde

P0 = {p ∈ P | Dp ⊂ θ × ω1}M , P1 = {p ∈ P | Dp ⊂ (κ \ θ)× ω1}M .

Claramente, en M tenemos una semejanza obvia P ∼= P0 × P1, de modo que
G0 = G ∩ P0 es un filtro P0-genérico sobre M y G1 = G ∩ P1 es P1-genérico
sobre M [G0], y M [G] = M [G0][G1]. Además R = σG = σG0

, con lo que
R ∈M [G0].

Observemos que ℵM1 = ℵM [G0]
1 (porque se conserva en M [G]) y que κ es

inaccesibleM [G0]. En efecto, en M se cumple que P0 cumple la condición de
cadena |P0|+ = |θ|+ < κ, luego conserva cardinales y cofinalidades ≥ θ+,
luego κ sigue siendo débilmente inaccesible en M [G0]. Además, si µ < κ es
un cardinalM [G0], el número de buenos nombres (en M) para subconjuntos de
µ̌ es < κ (por 5.20), luego por 5.22 tenemos que (2µ)M [G0] < κ, luego κ es
fuertemente inaccesibleM [G0].
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Por otra parte, como P0 es claramente ℵ1-cerrado en M , sucede que

P1 = {p ∈ P | Dp ⊂ (κ \ θ)× ω1}M [G0],

luego P1 es ℵ1-cerrado en M [G0]. En resumen, cambiando M por M [G0], P por
P1 y G por G1 tenemos que la extensión genérica con la que estamos trabajando
puede expresarse como M [G], donde G es un filtro P-genérico sobre M , donde a
su vez P es un c.p.o. (ℵ1-cerrado)M , ℵM [G]

1 = ℵM1 y κ = ℵM [G]
2 es inaccesibleM .

Además, ahora tenemos que el ℵ1-árbol (A ≤) que estamos considerando cumple
(A,≤) ∈ M . Basta probar que, en estas circunstancias, el número de caminos
de (A,≤) en M [G] es < κ.

A su vez, para probar esto es suficiente demostrar que todo camino de A está
en M , pues entonces el número de caminos será a lo sumo |PA|M = (2ℵ1)M < κ.

Sea C ∈M [G] un camino en A y supongamos que C /∈M . Sea P = (PA)M ,
con lo que C /∈ P . Sea C = τG y sea p ∈ P tal que

p ⊩ (τ es un camino en Ǎ ∧ τ /∈ P̌ ).

A partir de aquí trabajamos en M . Si α < ω1 y q ∈ P, escribiremos

q ∥ τα ≡
∨
b ∈ NivαA q ⊩ b̌ ∈ τ.

Informalmente, q ∥ τα significa que la condición q determina cual es el α-
ésimo elemento del camino nombrado por τ .

a) El conjunto {q ∈ P | q ≤ p ∧ q ∥ τα} es denso bajo p.
En efecto, si r ≤ p y G es un filtro P-genérico tal que r ∈ G, entonces
τG es un camino en A, luego existe un b ∈ Nivα(A) tal que b ∈ τG, luego
existe un q ≤ r tal que q ⊩ b̌ ∈ τ , luego q ∥ τα.

b)
∧
q ≤ p

∨
α < ω1 ¬q ∥ τα.

En caso contrario, existiría un q ≤ p tal que, para todo α < ω1 existiría
un bα ∈ Nivα(A) tal que q ⊩ b̌α ∈ τ , pero llamando B = {bα | α < ω1}
tendríamos entonces que q ⊩ τ = B̌, luego q ⊩ τ ∈ P̌ , en contradicción
con que p fuerza lo contrario.

c)
∧
αβ < ω1

∧
q ∈ P(q ≤ p ∧ α < β ∧ q ∥ τβ → q ∥ τα).

Si b ∈ Nivβ(A), q ⊩ b̌ ∈ τ y a ∈ A es el único a ∈ Nivα(A) que cumple
a ≤ b, es claro que q ⊩ ǎ ∈ τ .

Ahora es claro que si q ≤ p entonces δ(q) = {α < ω1 | q ∥ τα} es un ordinal
numerable, el mínimo ordinal δ tal que ¬q ∥ τδ.

d) Si q ≤ p y δ(q) < α < ω1, existen q0, q1 ≤ q y a0, a1 ∈ Nivα(A), a0 ̸= a1,
tales que qi ⊩ ǎi ∈ τ .
En efecto, tenemos que ¬q ∥ τα, pero por a) existe un q0 ≤ q y un
a0 ∈ Nivα(A) tal que q0 ⊩ ǎ0 ∈ τ , pero ¬q ⊩ ǎ0 ∈ τ , luego existe un r ≤ q
tal que r ⊩ ǎ0 /∈ τ . De nuevo por a) existe un q1 ≤ r y un a1 ∈ Nivα(A)
tal que q1 ⊩ ǎ1 ∈ τ , y necesariamente a1 ̸= a0.
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Es claro entonces que podemos construir recurrentemente tres sucesiones
{ps}s∈2<ω , {as}s∈2<ω y {αn}n∈ω tales que:

• p∅ = p,

• α0 < α1 < α2 < · · ·

• αn > máx{δ(ps) | s ∈ 2≤n},

• Para todo s ∈ 2<ω tal que ℓ(s) = n, se cumple as⌢0 ̸= as⌢1, ps⌢i ≤ ps,
as⌢i ∈ Nivαn(A) y ps⌢i ⊩ ǎs⌢i ∈ τ .

Sea α =
⋃
n
αn < ω1. Para cada f ∈ 2ω, como la sucesión {pf |n}n∈ω es

decreciente y P es ℵ1-cerrado, existe pf ∈ P tal que
∧
n ∈ ω pf ≤ pf |n . Por a)

existen qf ≤ pf y af ∈ Nivα(A) de modo que qf ⊩ ǎf ∈ τ . Como qf ⊩ ǎf |n ∈ τ ,
se cumple que af |n ≤ af . Pero si f ̸= g, entonces existe un n tal que f |n = g|n
y f(n) ̸= g(n), en cuyo caso af |n+1

̸= ag|n+1
, luego af ̸= ag.

En definitiva, el conjunto {af | f ∈ 2<ω} ⊂ Nivα(A) tiene cardinal 2ℵ0 , en
contradicción con que los niveles de A son numerables.

Con esto queda probado que la hipótesis de Kurepa no es ni demostrable ni
refutable en ZFC.

Nota En el modelo construido en el teorema anterior se cumple ♢, por lo que
podemos concluir que ♢ no basta para demostrar HK. En efecto, basta observar
que

P = Lv(κ,ℵ1) ∼= Q× Fn(ω1, 2,ℵ1),
donde Q = {p ∈ P | p∩ ({2}×ω1 × 2) = ∅}, donde la semejanza es la dada por
p 7→ (p1, p2), donde

p1 = {(α, β, γ) ∈ p | α ̸= 2}, p2 = {(β, γ) ∈ ω1 × 2 | (2, β, γ) ∈ p}.

Por lo tanto, M [G] =M [G1][G2], donde G1 es Q-genérico sobre M y G2 es
Fn(ω1, 2,ℵ1)M -genérico sobre M [G1]. Ahora bien, como Q es ℵ1-cerrado en M ,
se cumple que Fn(ω1, 2,ℵ1)M = Fn(ω1, 2,ℵ1)M [G1], y basta aplicar 5.51.

5.9 El teorema de Hechler
Recordemos la relación de orden parcial ≤∗ en ωω definida en [TC 8.9]:

f ≤∗ g ↔
∨
k ∈ ω

∧
n ∈ ω(k ≤ n→ f(n) ≤ g(n)),

Consideramos también la relación de equivalencia

f =∗ g ↔
∨
k ∈ ω

∧
n ∈ ω(k ≤ n→ f(n) = g(n)),

de modo que f <∗ g se entenderá como f ≤∗ g ∧ f ̸=∗ g y no2 como la definición
análoga a ≤∗ cambiando ≤ por <.

2Observemos también que f ̸=∗ g hay que entenderlo como la negación de f =∗ g y no
como

∨
k ∈ ω

∧
n ∈ ω(k ≤ n → f(n) ̸= g(n)).
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Vamos a probar un teorema que muestra que la relación ≤∗ está en gran
medida indeterminada en ZFC, pues ωω puede contener copias de cualquier
conjunto parcialmente ordenado prefijado.

Teorema 5.54 (Hechler) Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, sea
(A,≤) ∈ M un conjunto parcialmente ordenado en el que todo subconjunto
numerableM tiene una cota superor estricta. Entonces existe un c.p.o. P ∈ M
con la c.c.n. y cardinal a lo sumo |A|ℵ0 tal que, si G es un filtro P-genérico
sobre M , en M [G] existe una aplicación F : (A,≤) −→ (ωω,≤∗) que es una
semejanza en su imagen y que es dominante, en el sentido de que para todo
f ∈ ωω existe un a ∈ A tal que f ≤∗ F (a).

Demostración: De momento trabajamos en ZFC, sin relativizar a ningún
modelo. Conviene observar que no vamos a usar la hipótesis sobre la acotación
de los conjuntos numerables hasta el paso final de la prueba.

Llamamos A∗ = A∪{A} y extendemos el orden en A hasta A∗ haciendo que
A sea el elemento máximo. Fijamos un buen orden en A y definimos como sigue
una sucesión {bδ}δ∈Ω en A∗: supuesta definida {bδ}δ<α, tomamos como bα el
mínimo elemento de A (respecto al buen orden prefijado) que no está mayorado
por ningún bδ, si es que existe, y bα = A en caso contrario.

Si todos los bα fueran distintos de A, tendríamos una aplicación inyectiva
Ω −→ A, lo cual es imposible. Llamemos ξ al mínimo ordinal tal que bξ = A,
de modo que B = {bδ | δ < ξ} ⊂ A es dominante en A (es decir, todo elemento
de A es menor o igual que un bδ) y además, por construcción, bδ < bϵ implica
que δ < ϵ. En particular esto prueba que la relación < está bien fundada en
B. Llamamos B∗ = B ∪ {A} y consideramos la función rang : B∗ −→ Ω
determinada por la relación <. La extendemos a una función rang : A∗ −→ Ω
estableciendo que, si a ∈ A \B∗, entonces

rang(a) = mín{rang(b) | b ∈ B∗ ∧ a < b}.

Definimos en A∗ la relación x ≺ y ↔ x < y ∧ rang(x) < rang(y). Para cada
x ∈ A∗ definimos Ax = {y ∈ A | y ≺ x}.

Ahora definimos una familia de c.p.o.s {Pa}a∈A∗ por recurrencia sobre el
rango de a, es decir, suponemos definido Pb para todo b ∈ A de rango menor
que a, y definimos entonces Pa como el conjunto de todas las funciones u que
cumplen:

a) Du es un subconjunto finito de Aa.

b) Si x ∈ Du, entonces u(x) = (sux, τ
u
x ), donde sux ∈ ω<ω y τux es un buen

Px-nombre para un subconjunto de ω×̌ω tal que 1lx ⊩x τux ∈ ωω.

(Usamos ⊩x como abreviatura de ⊩Px
.)

c) Si x < y están en Du y rang(x) = rang(y), entonces ℓ(suy ) ≤ ℓ(sux).
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Llamaremos 1la = ∅ ∈ Pa. Observemos que cualquier restricción de un
elemento de Pa a un subconjunto de su dominio sigue estando en Pa. Más aún,
si u ∈ Aa y x ∈ Du, entonces ux = u|Ax

∈ Px.

Ahora definimos un preorden en Pa estableciendo que u < v si se cumple:

a) Dv ⊂ Du.

b) Para cada x ∈ Dv, svx ⊂ sux y

ux ⊩x
∧
n ∈ ω τvx (n) ≤ τux (n) ∧

∧
n ∈ Dšux \Dšvx τvx (n) ≤ šux(n).

c) Si x, y ∈ Dv, x < y y rang(x) = rang(y), para todo n ∈ Dsuy \ Dsvy se
cumple sux(n) < suy (n).

Es claro que la relación así definida es un preorden en Pa con máximo 1la.
Si a ≺ b, la inclusión Pa −→ Pb es una inmersión completa. Por ejemplo, si
u ∈ Pb, es fácil ver que ua es una reducción de u a Pa.

Llamamos P = PA. Para cada a ∈ A, definimos

ϕa = {(p.o.(m̌, ň), u) | u ∈ P ∧ Du = {a} ∧ m ∈ Dsu ∧ su(m) = n} ∈ V P.

Vamos a probar que 1l ⊩ ϕa ∈ ωω. Empezamos probando que el conjunto

Da = {u ∈ P | a ∈ Du}

es denso en P. Para ello tomamos u ∈ P y suponemos que a /∈ Du. Sea
α = rang(a) y sea Dα = {x ∈ Du | rang(x) = α}. Sea k ∈ ω tal que

máx{ℓ(sux) | x ∈ Dα ∧ a < x} ≤ k ≤ mín{ℓ(sux) | x ∈ Dα ∧ x < a}.

Esto es posible por la última condición de la definición de los c.p.o.s. Na-
turalmente, cualquiera de los dos conjuntos puede ser vacío, y en tal caso
hay que entender que la desigualdad se cumple trivialmente. Consideramos
u′ = u ∪ {(a, (s, τ))}, donde s ∈ kω es arbitrario y τ es cualquier buen Pa-
nombre para un subconjunto de ω×̌ω que cumpla 1la ⊩ τ ∈ ωω. Es inmediato
que u′ ∈ Da extiende a u.

Ahora probamos que, para todo m ∈ ω, el conjunto

Dm = {u ∈ P |
∧
x ∈ Du ℓ(sux) ≥ m}

es denso en P. Concretamente, probaremos que todo u ∈ P tiene una extensión
en Dm (para todo m) por inducción sobre αu = máx{rang(x) | x ∈ Du}.
Suponemos, pues, que esto es cierto para todas las condiciones w para las que
αw < αu = α. Llamamos u<α = u|{x∈Du | rang(x)<α}. Por hipótesis de inducción
existe v ∈ Dm tal que v ≤ u<α. Podemos restringir v para que su dominio sea
el mismo que el de u<α.
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Definimos u0 ∈ P sobre el mismo dominio que u mediante:

u0(x) =

{
v(x) si x ∈ Dv,
u(x) si x ∈ Du \Dv.

Es fácil ver que u0 ∈ P, u0<α = v ∈ Dm y u0 ≤ u. Pongamos que

{x ∈ Du | rang(x) = α} = {x1, . . . , xn},

donde hemos ordenado los elementos de modo que si xi < xj , entonces i < j.
Sea m′ = máx{m, ℓ(su0

x1
), . . . , ℓ(su

0

xn
)}. Veamos que es posible definir condiciones

u0 ≥ u1 ≥ · · · ≥ un tales que:

a) Dui no tiene elementos de rango mayor que α, y tiene los mismos elementos
de rango α que Du0.

b) Si 1 ≤ j ≤ i, ℓ(sui

xj
) = m′.

c) Si 1 ≤ j ≤ n, ℓ(su
i

xj
) ≤ m′.

d) ui<α ∈ Dm.

Admitiendo esto, tendremos que un ∈ Dm y un ≤ u, como había que probar.

Supongamos definidos u0, . . . , ui−1 y sea

mi = máx({m} ∪ {ℓ(su
i−1

x ) | x ∈ Dui−1}).

Consideramos la restricción ui−1
xi
∈ Pxi

. Podemos extenderla a una condición
w′ ∈ Pxi que decida τu

i−1

xi
|m′ , es decir, de modo que exista h ∈ m′

ω tal que
w′ ⊩xi

τu
i−1

xi
= ȟ. Como w′ ∈ Pxi

, todos los elementos de su dominio tienen
rango menor que α, luego por hipótesis de inducción existe w ≤ w′ ≤ ui−1

xi
tal

que w ∈ Dmi
. Podemos exigir que Dw = Dw′, con lo que w ∈ Pxi

, luego todos
los elementos de su dominio tienen rango < α.

Tomemos s ∈ m′
ω que extienda a su

i−1

xi
tal que para todo n ∈ Ds \Dsui−1

xi

se cumpla s(n) > su
i−1

xj
(n) (para j = 1, . . . , i− 1) y s(n) > h(n).

Definimos ui como la condición de dominio Dw ∪Dui−1 dada por

ui(x) =


w(x) si x ∈ Dw,
(s, τu

i−1

xi
) si x = xi,

ui−1(x) en otro caso.

La única parte no inmediata a la hora de probar que ui ∈ P es la última
condición, es decir, que si x, y ∈ Dui cumplen x < y y rang(x) = rang(y) = δ,
entonces ℓ(su

i

y ) ≤ ℓ(sui

x ). Distinguimos dos casos:

1) δ < α. Distinguimos a su vez tres subcasos:

1a) x, y ∈ Dw o bien x, y ∈ Dui−1 \Dw. Entonces ℓ(su
i

y ) ≤ ℓ(su
i

x ) porque se
cumple w, ui−1 ∈ P.
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1b) x ∈ Dui−1 \Dw, y ∈ Dw. Este caso es imposible, pues entonces tendría-
mos que x < y < xi, luego rang(x) ≤ rang(y) < rang(xi) y por consi-
guiente x ∈ Dui−1

xi
⊂ Dw.

1c) y ∈ Dui−1 \Dw, x ∈ Dw. Entonces

ℓ(su
i

x ) = ℓ(swx ) ≥ mi ≥ ℓ(su
i−1

y ) = ℓ(su
i

x ).

2) δ = α. Entonces la sucesión ℓ(su
i

x1
), . . . , ℓ(su

i

xn
) es constante igual a m′

hasta el término i-ésimo y los términos siguientes son ≤ m′ (por la hipótesis de
inducción en i), y la conclusión es trivial salvo si x = xj , y = xk, con i < j < k,
pero en ese caso ℓ(su

i

y ) = ℓ(su
i−1

y ) ≤ ℓ(sui−1

x ) = ℓ(su
i

x ) porque ui−1 ∈ P.

Es claro que ui cumple todas las condiciones requeridas. Observemos sim-
plemente que ui ≤ ui−1. En efecto, claramente se cumple la propiedad a)
Dui−1 ⊂ Dui, si x ∈ Dui−1, o bien x ∈ Dw, en cuyo caso la condición b) se
cumple porque w ≤ ui−1

xi
, o bien x = xi, en cuyo caso su

i

x = s extiende a su
i−1

x

por construcción, uixi
⊩
∧
n ∈ ω τui−1

x (n) ≤ τ i−1
x (n) porque ambos nombres son

el mismo y uixi
⊩

∧
n ∈ Dš \Dšui−1

x τu
i−1

x (n) ≤ š(n), porque, como uixi
≤ w′,

se cumple que uixi
⊩ τu

i−1

xi
= ȟ y s(n) > h(n) por construcción. Por último, si

x no está en ninguno de los dos casos anteriores, entonces la propiedad b) se
cumple porque ui(x) = ui−1(x).

Para comprobar la propiedad c) tomamos dos elementos x, y ∈ Dui−1, x < y,
rang(x) = rang(y) = δ y tenemos que probar que si n ∈ Dsu

i

y \Dsu
i−1

y , entonces
su

i

x (n) < su
i

y (n).
Supongamos primero que δ < α. Si y ∈ Dui−1 \Dw, entonces su

i

y = su
i−1

y y
no hay nada que probar. Por lo tanto podemos suponer que y ∈ Dw, y entonces
también x ∈ Dw (por el mismo motivo que antes era imposible el caso 1b).
Ahora basta tener en cuenta que w ≤ ui−1

xi
.

Si δ = α pero y ̸= xi de nuevo su
i

y = su
i−1

y y no hay nada que probar.
Suponemos, pues que y = xi y entonces x = xj , con j < i y n ∈ Ds \Dsui−1

xi
,

luego su
i

xj
(n) = su

i−1

xj
(n) < s(n) = su

i

xi
(n).

Consideremos ahora el modelo M del enunciado y llamemos P a la relativiza-
ción a M del c.p.o. que hemos construido. A partir del filtro G podemos definir,
para cada a ∈ A, el conjunto F (a) =

⋃
u∈G

sua . La densidad de los conjuntos Da

y Dm implica claramente que F (a) ∈ ωω. Más aún, F (a) = (ϕa)G.

Esto prueba que 1l ⊩ ϕa ∈ ωω y, más aún, si definimos

ϕ = {(p.o.(ǎ, ϕa), a) | a ∈ A},

tenemos que F = ϕG, luego 1l ⊩ ϕ : Ǎ −→ ωω.

Veamos que si x < y, entonces3 F (x) <∗ F (y). Supongamos primeramente
que rang(x) < rang(y), de modo que x ≺ y. Observemos que ϕx es, de hecho,

3De hecho, vamos a ver que esto se cumple en el sentido fuerte de que F (x)(n) < F (y)(n)
para todo n suficientemente grande.
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un Py-nombre. Vamos a probar que el conjunto

Dxy = {v ∈ P | x, y ∈ Dv ∧ vy ⊩ ϕx < τvy }

es denso en P. Tomamos una condición arbitraria v0 ∈ P y la extendemos a
una condición v1 que tenga a x e y en su dominio. Podemos tomar un buen
Py-nombre τ para un subconjunto de ω×̌ω tal que

1ly ⊩ τ ∈ ωω ∧
∧
n ∈ ω τ(n) = ϕx(n) + τv1y (n) + 1.

En particular, 1ly ⊩ ϕx < τ y 1ly ⊩ τv1y ≤ τ . Esto hace que la condición v que
coincide con v1 salvo que τvy = τ cumple v ∈ Dxy y v ≤ v1.

Tomemos, pues, v ∈ Dxy ∩ G y sea m ≥ ℓ(svy). Existe u ∈ G tal que u ≤ v
y m ∈ Dsuy . Entonces uy ⊩ τvy (m̌) ≤ šuy (m̌), y uy ∈ Gy = G ∩ Py, luego

F (x) = (ϕx)Gy
(m) < (τvy )Gy

(m) ≤ suy (m) = F (y)(m).

Así pues, F (x) <∗ F (y).

Supongamos ahora que rang(x) = rang(y) y tomemos cualquier condición
v ∈ G que tenga a x e y en su dominio. Para todo m ≥ ℓ(svy), existe una
condición u ∈ G tal que u ≤ v y m ∈ Dsuy ⊂ Dsux, y entonces

F (x)(m) = sux(m) < suy (m) = F (y)(m),

luego también F (x) <∗ F (y).

Para probar que F (x) <∗ F (y) implica que x < y probaremos, equivalente-
mente, que si a, b ∈ P no están conectados, entonces F (a) y F (b) tampoco lo
están. Para ello fijamos m ∈ ω y vamos a probar que el conjunto

D′
m = {u ∈ P | a, b ∈ Du ∧

∨
i ∈ ω \m(i < ℓ(sux) ∧ i < ℓ(suy ) ∧ sux(i) < suy (i))}

es denso en P. Esto implica que no se cumple F (y) ≤∗ F (x), e intercambiando
los papeles de x e y vemos que tampoco se cumple que F (x) ≤∗ F (y).

El argumento es similar al que hemos empleado para probar que Dm era
denso. Partimos de una condición arbitraria u ∈ P, aunque podemos suponer
que a, b ∈ Du. Cambiando m por un número mayor, podemos suponer también
que m > ℓ(sux), para todo x ∈ Du. Llamemos α = rang(a) y ordenemos el
conjunto

X = {x ∈ Du | x ≤ a ∧ rang(x) = α} = {x1, . . . , xn},

de modo que xn = a y si xi < xj entonces i < j. Llamemos u0 = u y, fijado
m′ > m, podemos definir condiciones u0 ≥ u1 ≥ · · · ≥ un tales que:

a) ui+1(x) = ui(x) si x ∈ Dui \ (Axi
∪ {xi}).

b) Si 1 ≤ j ≤ i, ℓ(sui
xj
) = m′.

c) Si i < j ≤ n, su
i

xj
= su

0

xj
.
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El proceso es el mismo empleado al probar la densidad de Dm. La diferencia
es que ahora no pretendemos extender las longitudes de todas las sucesiones
asociadas a elementos del dominio de u, sino que sólo queremos extender la de
sua , y la clave es que para ello sólo necesitamos retocar elementos de X, y tal
vez añadir nuevos elementos al dominio, pero todos en Aa ∪X, luego en ningún
caso tocaremos u(b), es decir, que se cumple que ui(b) = u(b) para todo i. En
particular m ≥ ℓ(sun

b ).
Ahora llamamos β = rang(b), ordenamos el conjunto

Y = {y ∈ Dun | y ≤ b ∧ rang(y) = β} = {y1, . . . , yn′}

de modo que yn′ = b y si yi < yj entonces i < j. Repetimos el proceso
construyendo tomando v0 = un y construyendo condiciones v0 ≥ v1 ≥ · · · ≥ vn′

de modo que ℓ(sv
n′

b ) = m′, y observamos (en la prueba de que Dm es denso)
que cuando elegimos la sucesión s que se convertirá en sv

n′

b , tenemos libertad
para exigir que s(m) > sv

0

a (m), con lo que vn
′ ∈ D′

m.

Ya tenemos probado que F es una semejanza en su imagen. Ahora proba-
remos que P cumple la c.c.n., para lo cual necesitamos probar previamente que
el conjunto siguiente es denso en P:

D = {u ∈ P |
∧
α
∨
m ∈ ω

∧
x ∈ Du(rang(x) = α→ ℓ(sux) = m)}.

Dada u ∈ P, razonamos por inducción en α = máx{rang(x) | x ∈ Du} que u
admite una extensión a D sin elementos de rango mayor que α en su dominio.
En efecto, en la prueba de que Dm es denso hemos construido una condición
u′ = un ≤ u tal que todo x ∈ Du′ de rango α cumple ℓ(su

′

x ) = m′. Por hipótesis
de inducción u′<α tiene una extensión v′ ∈ D sin elementos de rango ≥ α en su
dominio, y ambas definen una condición v ∈ P de dominio Du′ ∪Dv′ dada por

v(x) =

{
u′(x) si rang(x) = α,
v′(x) si rang(x) < α.

Es fácil ver que v ∈ D y no tiene elementos de rango mayor que α en su dominio.

Para ver que P cumple la c.c.n., basta ver que D la tiene. Para ello tomamos
una familia no numerable X de elementos de D. A cada u ∈ X le podemos
asignar el conjunto finito du = {rang(x) | x ∈ Du}. Aplicando el lema de los
sistemas ∆ concluimos que es posible reducir X a una familia no numerable en la
que los conjuntos dx formen una familia cuasidisjunta de raíz r = {α1, . . . , αk}.
Para cada u ∈ X, para cada x ∈ Du con rang(x) = αi, el natural mu

i = ℓ(sux) es
independiente de x (porque u ∈ D). Como la k-tupla (mu

1 , . . . ,m
u
k) sólo puede

tomar una cantidad numerable de valores, restringiendo X podemos suponer
que también es independiente de u.

Ahora aplicamos el lema de los sistemas ∆ a la familia de los dominios de los
elementos de X y concluimos que, pasando a un subconjunto, podemos exigir
que éstos formen un sistema ∆ de raíz r′ = {x1, . . . , xn}. A cada u ∈ X le
podemos asociar la n-tupla (sux1

, . . . , suxn
). Como el número total de n-tuplas
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posibles es numerable, restringiendo X podemos exigir que todas sean iguales.
En estas condiciones, vamos a ver que dos elementos cualesquiera u, v ∈ X son
compatibles, luego no existen anticadenas no numerables.

En efecto, si x ∈ Du∩Dv = r′, entonces sux = svx y existe un buen Px-nombre
τx para un subconjunto de ω×̌ω tal que 1lx ⊩

∧
n ∈ ω τx(n) = τux (n) + τvx (n).

En particular 1lx ⊩ τ ∈ ωω ∧
∧
n ∈ ω(τux (n) ≤ τ(x) ∧ τvx (n) ≤ τ(x)).

Definimos una condición w de dominio Du∪Dv de modo que si x ∈ Du∩Dv,
entonces swx = sux = svx y τwx es el nombre τ que acabamos de considerar. Si
x ∈ Du \Dv, entonces w(x) = u(x) y si x ∈ Dv \Du entonces w(x) = v(x).

Si x, y ∈ Dw cumplen x < y y rang(x) = rang(y) = α, entonces, o bien
x, y ∈ Du, x, y ∈ Dv, en cuyo caso ℓ(swx ) = ℓ(swy ) porque u, v ∈ D, o bien se
cumple que x ∈ Du, y ∈ Dv o viceversa, en cuyo caso α ∈ du ∩ dv = r, luego
α = αi y ℓ(swx ) = ℓ(swy ) = mi. Así pues, en cualquier caso ℓ(swx ) = ℓ(swy ) y así
podemos concluir que w ∈ P. Por otra parte, es inmediato que w ≤ u, w ≤ v.

Con la condición de cadena numerable ya podemos acotar el cardinal de P.
Inductivamente, si admitimos que |Px| ≤ |A|ℵ0 para todo x de rango menor
que α y a tiene rango α, entonces el número de anticadenas en Px es a lo sumo
|A|ℵ0 , de donde se sigue fácilmente que |Pa| ≤ |A|ℵ0 .

Veamos por último que F es dominante, y éste es el único punto de la prueba
que requiere la hipótesis sobre la acotación de los subconjuntos numerables de A.
Dado f ∈ (ωω)M [G], podemos expresarlo como f = σG, de modo que 1l ⊩ σ ∈ ωω.
Más aún, podemos suponer que σ es un buen P-nombre para un subconjunto de
ω×̌ω, con lo que está determinado por una familia numerable de anticadenas en
P, las cuales son numerables. Cada condición que aparezca en dicha anticadena
tiene una cantidad finita de elementos de A en su dominio, luego todos ellos
forman un subconjunto numerable de A. Por hipótesis existe un a ∈ A mayor
que todos ellos (y podemos tomarlo de rango estrictamente mayor que todos
ellos), lo que se traduce en que σ ∈MPa . Pero el conjunto

Ea = {v ∈ P | a ∈ Dv ∧ va ⊩ σ < τva } ∈M

es denso en P, y la prueba es idéntica a la que hemos dado antes para Dxy.
Dado v ∈ Ea ∩ G y m ≥ ℓ(sva), tomamos u ∈ G tal que u ≤ v, m < ℓ(sua). Así
ua ⊩ τva (m̌) ≤ šua(m̌), luego

f(m) = σGa
(m) < (τva )Ga

(m) ≤ sua(m) = F (a)(m),

con lo que f <∗ F (a).

Como hemos observado en la prueba, si no queremos exigir que la función
F sea dominante, podemos omitir la hipótesis de que los conjuntos numera-
bles tengan cota superior. De hecho, en tal caso es posible simplificar mucho
la prueba. Podemos añadir un elemento máximo a A y tomarlo como único
elemento de B, con lo que todos los elementos de A∗ tienen rango 0 excepto A,
que tiene rango 1. Esto hace que todos Aa = ∅ y Pa = {1la} para todo a ∈ A,
con lo que el único c.p.o. no trivial es el propio P, cuya definición se simplifica
bastante, pues los Px-nombres pueden sustituirse por elementos de ωω.
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Veamos una aplicación:

Teorema 5.55 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC + HCG y en
M sean b′ y d′ dos cardinales tales que ℵ1 ≤ cf(b′) = b′ ≤ cf(d′) ≤ d′. Entonces
existe un c.p.o. P en M con la c.c.n. tal que si G es un filtro P-genérico sobre
M , en M [G] se cumple b = b′ y d = d′.

Demostración: En M , sea A = [d′]<b′
, es decir, el conjunto de todos

los subconjuntos de d′ de cardinal menor que b′, considerado como conjunto
parcialmente ordenado con la inclusión. Como b′ es regular, todo conjunto
de menos de b′ elementos de A tinene cota superior en A (su unión), pero
existen conjuntos de b′ elementos de A sin cota superior (por ejemplo, conjuntos
de un elemento cada uno). Como b′ ≤ cf(d′), teniendo en cuenta la HCG
concluimos que |A| = d′. Esto permite aplicar el teorema de Hechler, que nos
da un c.p.o. P con la c.c.n. y cardinal ≤ d′ de modo que en cualquier extensión
genérica M [G] existe un conjunto dominante A′ ⊂ ωω semejante a A. La c.c.n.
implica que los cardinales en M [G] son los mismos que en M . Es claro que
b = b′, pues un subconjunto de A′ no acotado de cardinal b′ sigue siendo no
acotado en (ωω)M [G], mientras que un subconjunto no acotado de (ωω)M [G] da
lugar (tomando un elemento en A′ por encima de cada elemento del conjunto
dado) a un subconjunto no acotado de A′.

Similarmente d = d′, pues el propio A′ es un subconjunto dominante de
(ωω)M [G] y un subconjunto dominante de (ωω)M [G] da lugar a un subconjunto
dominante de A′ de cardinal menor o igual, que a su vez da lugar a uno de A, y
su cardinal no puede ser menor que d′, pues su unión tendría cardinal ≤ d′, luego
habría elementos de d′ que no estarían acotados por ninguno de los conjuntos
dados.

Es fácil ver que en el modelo del teorema anterior d = c. Más adelante
(teorema 6.24) veremos que con una extensión adicional podemos hacer que
esto deje de cumplirse.

5.10 C.p.o.s distributivos

Aunque no vamos a necesitarlo en este libro, conviene observar que el teo-
rema 5.8 (y, por consiguiente, 5.9, que se basa en 5.8) puede probarse a partir
de una propiedad más débil que ser κ-cerrado, a saber, la propiedad de ser
κ-distributivo en el sentido de [TC 7.55], que recordamos a continuación:

Definición 5.56 Si P es un c.p.o. y D ⊂ P, se dice que D es abierto si cuando
p ∈ D y q ≤ p entonces q ∈ D.

Sea κ un cardinal infinito. Un c.p.o. P es κ-distributivo si cuando {Dα}α<κ
es una familia de abiertos densos en P, entonces

⋂
α<κ

Dα es abierto denso.

Diremos que P es < κ-distributivo si es µ-distributivo para todo µ < κ.
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Los conjuntos abiertos en P son los abiertos en la topología definida en
[TC 7.48]. El concepto de κ-distributividad de un c.p.o. generaliza al concepto
definido para álgebras de Boole en [TC 7.52] a través de la caracterización dada
por [TC 7.54].

Teorema 5.57 Si κ es un cardinal infinito, entonces todo c.p.o. κ-cerrado es
< κ-distributivo.

Demostración: Sea {Dα}α<µ, con µ < κ, una familia de abiertos densos
en un c.p.o. P. La intersección es trivialmente abierta. Para probar que es
densa tomamos p ∈ P y construimos una sucesión decreciente {dα}α<µ tal que∧
α < µ dα ∈ Dα y d0 ≤ p. Por último tomamos d ∈ P tal que

∧
α < µ d ≤ dα

y es claro que d ∈
⋂
α<µ

Dα.

Seguidamente probamos el resultado que habíamos anunciado:

Teorema 5.58 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, P ∈ M un
c.p.o. y κ un cardinalM tal que (P es <κ-distributivo)M . Sea G un filtro genérico
y supongamos que B ∈M [G] cumple B ⊂M y |B|M [G] < κ. Entonces B ∈M .

Demostración: Sea µ = |B|M [G] < κ, sea f ∈ M [G] tal que f : µ −→ B
biyectiva. Por el teorema 4.46 existe un A ∈ M tal que f : µ −→ A. Es
suficiente probar que f ∈ M , pues entonces también estará en M su rango B.
Llamemos K = (Aµ)M = Aµ ∩ M . Hemos de probar que f ∈ K. En caso
contrario, si f = τG, existe p0 ∈ G tal que p0 ⊩ (τ : µ̌ −→ Ǎ ∧ τ /∈ Ǩ). Para
cada α < µ sea

Dα = {p ∈ P | p ⊥ p0 ∨ (p ≤ p0 ∧
∨
x ∈ A p ⊩ τ(α̌) = x̌)}.

Es claro que Dα es abierto denso en P, luego existe p ∈ G ∩
⋂
α<µ

Dα.

Como p tiene que ser compatible con p0, para cada α < µ existe un xα ∈ A
tal que p ⊩ τ(α̌) = x̌α, y claramente, g = {xα}α<µ ∈ M . Sea H un filtro
P-genérico sobre M tal que p ∈ H. Entonces τH = g ∈ K, contradicción.

En realidad la distributividad es equivalente a la conclusión del teorema
anterior:

Teorema 5.59 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, κ un cardinal
infinitoM y P ∈ M un c.p.o. Entonces, P es κ-distributivoM si y sólo si para
todo filtro P-genérico sobre M se cumple que Mκ ∩M [G] ⊂M .

Demostración: Una implicación es esencialmente el teorema anterior: si
P es κ-distributivo (o ≤ κ+-distributivo), entonces toda f : κ −→M , f ∈M [G]
cumple f ⊂M y |f |M [G] ≤ κ, luego por el teorema anterior f ∈M .

Para la implicación opuesta consideramos la inmersión densa i : P −→ B
de P en su compleción. Por el teorema [TC 7.56] basta probar que B es κ-
distributiva. Como las extensiones genéricas por P son las mismas que las
extensiones por B, en definitiva podemos suponer que el c.p.o. en consideración
es un álgebra de Boole completa B. Esto nos permite aplicar la caracterización
de la distributividad dada por el teorema [TC 7.54].
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Así pues, fijamos una familia {Wα}α<κ ∈ M de particiones de B. Notemos
que cada partición Wα corta a cada ultrafiltro genérico G, pues el conjunto

Dα = {p ∈ B |
∨
u ∈Wα p ≤ u}

es denso en B. En efecto, si b ∈ B es no nulo, entonces

O ̸= b = b ∧ 1l =
∧

p∈Wα

(b ∧ p),

luego existe p ∈Wα tal que d = b ∧ p ̸= O, con lo que d ∈ Dα y d ≤ b.

Definimos σ = {(p.o.(α̌, u), u) | α < κ ∧ u ∈ Wα} ∈ M . Así, si G es un
ultrafiltro B-genérico sobre M , se cumple que

σG = {(α, u) | α < κ ∧ u ∈Wα ∩G}.

Claramente σG : κ −→ B y
∧
α < κ σG(α) ∈Wα. Más precisamente,

∥σ : κ̌ −→ B̌∥ = 1l y
∧
α < κ

∧
u ∈Wα ∥σ(α̌) = ǔ∥ = u.

En efecto, como u ⊩ σ(α̌) = ǔ, se cumple que ∥σ(α̌) = ǔ∥ ≤ u. Si la
desigualdad fuera estricta v = u ∧ ∥σ(α̌) = ǔ∥′ ̸= O y si G es un ultrafiltro
genérico tal que v ∈ G se cumple que u ∈ G, luego σG(α) = u, luego llegamos
a que ∥σ(α̌) = ǔ∥ ∈ G, con lo que tenemos una contradicción.

Sea A = {∥σ = f̌∥ | f ∈ (Bκ)M}. Se cumple que A es una partición de B,
pues claramente es una anticadena y si fuera

∨
A < 1l, entonces p = (

∨
A)′ ̸= O

y podríamos tomar un ultrafiltro genérico tal que p ∈ G y llamamos f = σG.
Por hipótesis f ∈ M y q = ∥σ = f̌∥ ∈ G ∩ A y q ≤

∨
A, luego p′ =

∨
A ∈ G y

tenemos una contradicción.
Por último probamos que A refina a todas las particiones Wα. Ahora bien,

si α < κ y u = f(α), entonces

∥σ = f̌∥ ≤ ∥σ(α̌) = f̌(α̌)∥ = f(α) ∈Wα.

Terminamos con una propiedad de conservación de la distributividad:

Teorema 5.60 Sea κ un cardinal infinito y sean P y Q dos c.p.o.s tales que P
cumple la c.c.κ y Q es κ-cerrado. Entonces 1lP ⊩ Q̌ es < κ̌-distributivo.

Demostración: Por el teorema de reflexión, basta probar el teorema relati-
vizado a un modelo transitivo numerable M de ZFC. Sea G un filtro P-genérico
sobre M . Tenemos que probar que Q es κ-distributivo en M [G], para lo cual,
según el teorema anterior, basta probar que si µ < κ, H es un filtro Q-genérico
sobre M [G] y f : µ −→ M [G] cumple f ∈ M [G][H] entonces f ∈ M [G]. Por el
teorema del producto podemos expresar M [G][H] =M [H][G].

Por el teorema 4.46 existe un B ∈ M tal que f : µ −→ B. Sea f = σH×G,
donde σ ∈ MQ×P. Podemos suponer que 1l ⊩ σ : µ̌ −→ B̌. Para cada α < µ
definimos (en M) Dα como el conjunto de las condicines q ∈ Q tales que existe
una anticadena maximal W ⊂ P y una familia {bαp,q}p∈W tal que para cada
p ∈W se cumple (q, p) ⊩ σ(α̌) = b̌αp,q.
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Veamos que Dα es abierto denso en Q. Claramente es abierto, pues si q ∈ Q
y q′ ≤ q la misma anticadena y la misma familia prueban que q′ ∈ Dα. Para
probar que es denso tomamos q′ ∈ Q y consideramos un filtro Q × P-genérico
sobre M tal que (q′, 1l) ∈ K, llamamos b0 = σK(α) y tomamos (q0, p0) ∈ K tal
que (q0, p0) ⊩ σ(α̌) = b̌0. Podemos exigir que q0 ≤ q′.

Supongamos construidas una sucesión decreciente {qδ}δ<β en Q, una anti-
cadena {pδ}δ<β en P y una sucesión {bδ}δ<β de elementos de B de modo que
(qδ, pδ) ⊩ σ(α̌) = b̌δ (con q0 ≤ q′).

Si la anticadena no es maximal podemos añadirle una condición p′′ incom-
patible con todos sus elementos, como P cumple la c.c.κ, tiene que ser β < κ
y, como Q es κ-cerrado, existe q′′ ∈ Q tal que q′′ ≤ qα para todo α < β.
Tomamos un filtro generico tal que (q′′, p′′) ∈ K, llamamos bβ = σK(α) y to-
mamos (qβ , pβ) ∈ K tal que (qβ , pβ) ⊩ σ(α̌) = β̌. Podemos exigir que qβ ≤ q′′

y pβ ≤ p′′, con lo que las sucesiones {qδ}δ≤β , {pδ}δ≤β , {bδ}δ≤β cumplen las
mismas condiciones.

Como la sucesión {pδ}δ<β no puede prolongarse indefinidamente, existe un
β para el cual la anticadena es maximal. De nuevo tiene que ser β < κ y
esto nos permite encontrar q ∈ Q por debajo de todas las condiciones qδ. Es
claro entonces que q ∈ Dα, pues cumple la definición con W = {pδ | δ < β} y
bαp,qδ = bδ.

Como Q es κ-cerrado es < κ-distributivo, luego existe q ∈ H ∩
⋂
α<µ

Dα.

Para cada α < µ elegimos (en M) una anticadena maximal Wα y una familia
{bαp,q}p∈Wα según la definición de Dα.

Para cada α < µ, existe una única condición p ∈ Wα ∩ G, y la función
dada por g(α) = bαp,q cumple g ∈ M [G]. Ahora bien, resulta que g = f , pues
(q, p) ∈ H ×G, luego f(α) = σH×G(α) = g(α).





Capítulo VI

Reales genéricos

En el capítulo anterior hemos visto que mediante una extensión genérica con
el c.p.o. Fn(κ, 2,ℵ0) podemos adjuntar a un modelo de ZFC κ reales1 genéri-
cos que muestran la consistencia de que 2ℵ0 sea arbitrariamente grande. Sin
embargo, vamos a ver que existen otros c.p.o.s que también tienen el efecto de
añadir reales genéricos a un modelo con características sustancialmente diferen-
tes. Los reales genéricos determinados por Fn(κ, 2,ℵ0) se conocen como “reales
de Cohen”, y aquí vamos a estudiar otros dos tipos, los llamados reales aleatorios
y los reales de Sacks, aunque hay muchos tipos más.

En la sección 7.7 de [TC] consideramos dos ejemplos notables de álgebras de
Boole completas: el álgebra de categoría Bc y el álgebra de medida Bm, defi-
nidas, respectivamente, como el cociente de la σ-álgebra de Borel de cualquier
espacio polaco (sin puntos aislados, para el caso del álgebra de categoría) sobre
el ideal Ic de los conjuntos de Borel de primera categoría, o el ideal Im de los
conjuntos de Borel nulos para cualquier medida de Borel unitaria respecto a
la que los puntos tengan medida nula. Entre otras cosas, demostramos que la
elección del espacio polaco o de la medida de Borel es irrelevante, en el sentido
de que las álgebras correspondientes son isomorfas.

El hecho de que sean álgebras de Boole completas las hace idóneas para
obtener a partir de ellas extensiones genéricas. Sucede que las extensiones
por el álgebra de categoría son las mismas que proporciona Fn(ω, 2,ℵ0). En
efecto, si consideramos Bc construida a partir de N (resp. de C) y tomamos
P = Fn(ω, ω,ℵ0) o P = ω<ω (resp. P = Fn(ω, 2,ℵ0) o P = 2<ω) sucede que la
aplicación i : P −→ Bc dada por i(s) = [Bs] es una inmersión densa (donde
Bs = {x ∈ C | x|Ds = s}). (Por la propiedad de Baire, todo elemento de Bc es
la clase de un abierto no vacío y todo abierto no vacío contiene un conjunto Bs.)
Así pues:

1Es costumbre llamar “reales” a los elementos de ω2, o a los de ωω, o a los de Pω, porque
en muchos contextos es equivalente trabajar con elementos de cualquiera de estos espacios
en lugar de considerar números reales propiamente dichos. Un caso es precisamente el de
determinar las posibilidades para el cardinal de R.
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El álgebra de categoría Bc es la compleción de cualquiera de los
cuatro c.p.o.s Fn(ω, ω,ℵ0), ω<ω, Fn(ω, 2,ℵ0), 2<ω.

En particular toda extensión genérica mediante Bc es también una extensión
genérica mediante cualquiera de los cuatro c.p.o.s indicados. No obstante, este
nuevo punto de vista nos proporcionará información adicional respecto a lo visto
en el capítulo precedente.

Veremos que el álgebra Bc determina otra clase de reales genéricos (los reales
aleatorios), mientras que los reales de Sacks se pueden obtener mediante el
cociente del álgebra de Borel de cualquier espacio polaco sobre el ideal In de los
subconjuntos numerables.

Por conveniencia consideraremos las álgebras construidas tomando como es-
pacio polaco el cubo de Cantor C, de modo que para la medida podemos consi-
derar su medida de Haar unitaria m.

6.1 Reales de Cohen y aleatorios
El punto de partida para estudiar las extensiones genéricas construidas a

partir del álgebra de medida o de categoría es el teorema siguiente:

Teorema 6.1 Sea M un modelo transitivo de ZFC, sea B (la relativización
a M de) cualquiera de las álgebras Bm o Bc y sea G un ultrafiltro B-genérico
sobre M . Entonces existe un único xG ∈ CM [G] tal que, para todo B ∈ B (el
álgebra de Borel de C)M , se cumple xG ∈ BM [G] ↔ [B] ∈ G.

Demostración: Veamos en primer lugar la unicidad. Si x, y ∈ CM [G] con
x ̸= y, existe un s ∈ ω<ω tal que x ∈ B

M [G]
s , y /∈ B

M [G]
s . Se cumple que

B
M [G]
s = (BMs )M [G] y, o bien BMs ∈ G o bien C\BMs ∈ G (pero no pueden darse

los dos casos). Por lo tanto, uno de los puntos x o y no cumple la condición del
enunciado. Para probar la existencia consideramos el conjunto

F = {CM [G] | C ∈ B es cerrado ∧ [C] ∈ G} ∈M [G].

Se cumple que F ̸= ∅, pues todo conjunto medible de medida no nula con-
tiene un cerrado de medida no nula (resp., por la propiedad de Baire, toda clase
de Bm es la clase de un abierto no vacío, y éste contiene un cerrado de interior
no vacío, luego de segunda categoría), luego las clases de los cerrados son den-
sas en B, luego G contiene al menos una. Además la intersección de un número
finito de elementos de F es no vacía, luego, por compacidad, existe

x ∈
⋂
C∈F

C ∈M [G].

De este modo, x cumple la condición del enunciado para conjuntos B ce-
rrados. Vamos a probar que, de hecho, la cumple para conjuntos de Borel
arbitrarios. Supongamos en primer lugar que c ∈ (Σc1)

M . Entonces podemos
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tomar d ∈ (Πc1)
M de modo que Bc = C \ Bd y sabemos que la condición del

enunciado se cumple para Bd porque es cerrado. Entonces

x ∈ BM [G]
c ↔ x ∈ CM [G] \BM [G]

d ↔ [Bd] /∈ G↔ [Bc] ∈ G.

Así tenemos que x cumple el enunciado para conjuntos con códigos (Σc1)
M

y (Πc1)
M . Supongamos que se cumple para códigos en

⋃
0<δ<α

(Σcδ ∪Πcδ)
M , con

α < ωM1 y sea c ∈ (Σcα)
M .

Si c ∈
⋃

0<δ<α

(Σcδ ∪ Πcδ)
M , aplicamos la hipótesis de inducción. En caso

contrario sea cn = vn(c) ∈
⋃

0<δ<α

(Σcδ ∪ Πcδ)
M , con lo que la equivalencia del

enunciado se cumple para cada Bcn y

x ∈ BM [G]
c ↔ x ∈

⋃
n∈ω

B
M [G]
cn ↔

∨
n ∈ ω x ∈ BM [G]

cn ↔
∨
n ∈ ω [Bcn ] ∈ G

↔
∨
{[Bcn ] | n ∈ ω} ∈ G↔ [

⋃
n∈ω

Bcn ] ∈ G↔ [Bc] ∈ G.

Por último, si c ∈ (Πcα)
M , o bien c ∈

⋃
0<δ<α

(Σcδ ∪Πcδ)M , en cuyo caso aplica-

mos la hipótesis de inducción, o bien d = u(c) ∈
⋃

0<δ<α

(Σcδ ∪Πcδ)
M , luego

x ∈ BM [G]
c ↔ x ∈ CM [G] \BM [G]

d ↔ [Bd] /∈ G↔ [Bc] ∈ G.

Esto prueba que x cumple el teorema.

Nota Hemos enunciado el teorema anterior para las álgebras construidas sobre
el espacio C, pero también es válido si consideramos N en lugar de C. La única
modificación que requiere la prueba es observar que las clases de los compactos
perfectos forman un conjunto denso en B, luego la familia F contiene compactos
y eso garantiza igualmente la existencia de x.

Definición 6.2 Un x ∈ C es un real aleatorio (resp. de Cohen) sobre un modelo
transitivo M de ZFC si es de la forma xG (según el teorema anterior) para un
cierto ultrafiltro G del álgebra BMm (resp. BMc )-genérico sobre M .

Observemos que, según el teorema anterior, G puede reconstruirse a partir
de xG, por lo que M [G] = M [xG] (en el sentido de 4.53). La inmersión densa
natural i : P −→ Bm que hemos considerado al principio de la sección muestra
claramente que los reales de Cohen son los mismos que se obtienen a partir
de cada filtro P-genérico sobre M (donde P es cualquiera de los cuatro c.p.o.s
considerados allí).

Respecto de los reales aleatorios, deben su nombre a que, por el teorema
siguiente, la medida de un conjunto de Borel B ⊂ C puede verse como la pro-
babilidad de que un real aleatorio esté en B, de modo que un número aleatorio
no pertenece a ningún conjunto de medida 0 y pertenece a todos los conjuntos
de medida 1:
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Teorema 6.3 Un real x ∈ C es aleatorio sobre un modelo transitivo M de ZFC
si y sólo si no pertenece a ningún conjunto de Borel nulo con código en M y
es de Cohen sobre M si y sólo si no pertenece a ningún conjunto de Borel de
primera categoría con código en M .

Demostración: Si x es aleatorio (resp. de Cohen) sobre M , de modo que
x = xG para cierto ultrafiltro G, y Bc es nulo (resp. de primera categoría),
entonces [BMc ] = O /∈ G, luego xG /∈ Bc.

Recíprocamente, si x cumple la condición del enunciado, observamos que si
Bc y Bd son dos conjuntos de Borel con código en M y [BMc ] = [BMd ], entonces
BMc △BMd es nulo (resp. de primera categoría), luego lo mismo le sucede a
Bc△Bd, luego x /∈ Bc△Bd, luego x ∈ Bc ↔ x ∈ Bd. Esto nos permite definir

G = {[BMc ] | x ∈ Bc},

que claramente es un ultrafiltro en B. Sólo hemos de probar que es B-genérico
sobre M .

Para ello tomamos X ∈ M , X ⊂ G, y hemos de probar que
∧
X ∈ G. Sea

Y = {p ∈ B |
∨
q ∈ X q ≤ p}, de modo que X ⊂ Y ⊂ G. Sea A ∈ M una

anticadena maximal de Y (que será numerableM , ya que B cumple la condición
de cadena numerableM ). Veamos que

∧
A =

∧
X.

Por una parte,
∧
A es una cota inferior de X, pues si existiera q ∈ X tal

que
∧
A ̸≤ q, entonces O ̸= p = q ∧ (

∧
A)′ ≤ q, luego p sería un elemento de Y

incompatible con todos los elementos de A, contradicción.
Por otra parte, toda cota inferior de X es cota inferior de Y , luego de A,

luego es menor o igual que
∧
A. Esto prueba que

∧
A es el ínfimo de X.

Equivalentemente, podemos suponer que X es numerableM . Pongamos que
X = {BMcn}n∈ω. Como [BMcn ] ∈ G, tenemos que x ∈ Bcn , luego x ∈

⋂
n∈ω

Bcn ,

luego
[ ⋂
n∈ω

BMcn

]
=

∧
X ∈ G.

Definición 6.4 Si M es un modelo transitivo de ZFC, llamaremos A(M) y
C(M) a los conjuntos de reales aleatorios y de Cohen sobre M .

Según el teorema anterior

A(M) = C \
⋃
{Bc | c ∈ CB ∩M ∧ m(Bc) = 0},

C(M) = C \
⋃
{Bc | c ∈ CB ∩M ∧ Bc es de primera categoría}.

En particular, si M es numerable entonces A(M) es un conjunto de Borel de
medida 1 y C(M) es un conjunto de Borel con complementario de primera
categoría.

Si tenemos dos modelos transitivos M ⊂ N , entonces

A(M)N = A(M) ∩N, C(M)N = C(M) ∩N.

Otra observación elemental es que A(M) ∩ C(M) = ∅.
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En efecto, por [T 6.46] podemos descomponer CM = P ∪ Q, P ∩ Q = ∅,
donde P es nulo y Q es de primera categoría (y ambos son conjuntos de Borel).
Entonces A(M) ⊂ PV y C(M) ⊂ QV .

Vemos así que los reales aleatorios son objetos esencialmente distintos a los
reales de Cohen. En esta línea vamos a probar también que al añadir reales
de Cohen a un modelo no aparecen reales aleatorios. Para ello probaremos un
resultado general que requiere algunos conceptos previos:

Definición 6.5 Un c.p.o. P está centrado si todo subconjunto finito de P tiene
cota inferior. Diremos que P está σ-centrado si es unión numerable de subcon-
juntos centrados.

Es claro que todo c.p.o. σ-centrado cumple la c.c.n. Por otro lado, todo
c.p.o. numerable (por ejemplo 2<ω) está trivialmente σ-centrado. En realidad,
si κ ≤ 2ℵ0 es un cardinal infinito, el c.p.o. 2<κ está σ-centrado. Basta tener
en cuenta que el espacio topológico κ2 es separable [T 8.7] y si {dn}n∈ω es un
conjunto denso, entonces Pn = {s ∈ 2<ω | s ⊂ dn} es un c.p.o. centrado y
2<ω =

⋃
n∈ω

Pn.

Teorema 6.6 Sea M un modelo transitivo de ZFC, sea P ∈ M un c.p.o. σ-
centrado y sea G un filtro P-genérico sobre M . Entonces A(M)M [G] = ∅.

Demostración: Pongamos que P =
⋃
n∈ω

Pn, donde cada Pn está centrado.

Todo elemento de CM [G] es de la forma σG, donde σ ∈ MP cumple 1l ⊩ σ ∈ C.
Vamos a probar que∧

mn ∈ ω
∨
s ∈ m2

∧
p ∈ Pn

∨
q ∈ P(q ≤ p ∧ q ⊩ š ⊂ τ).

En caso contrario, existen m,n ∈ ω tales que para cada s ∈ m2 existe un
ps ∈ Pn tal que

∧
q ≤ ps ¬q ⊩ š ⊂ τ . Esto implica que ps ⊩ š ̸⊂ τ . Como Pn

está centrado todos los ps tienen una extensión común p, la cual fuerza que τ
no extiende a ningún elemento de m2, lo cual es absurdo.

Fijemos ahora (en M) una enumeración {Qn}n∈ω de los conjuntos Pn de
modo que cada uno aparezca infinitas veces. Por lo que acabamos de probar,
existe sn ∈ n2 tal que

∧
p ∈ Qn

∨
q ≤ p q ⊩ šn ⊂ τ .

Tomamos B =
⋂
m∈ω

⋃
n≥m

BMsn ∈ M , y es claro que BM [G] =
⋂
m∈ω

⋃
n≥m

B
M [G]
sn .

Además m(Bsn) = 1/2n, de donde se sigue inmediatamente que m(B) = 0. Si
probamos que τG ∈ BM [G] tendremos que τG no es aleatorio, y como τG es un
real arbitrario, podremos concluir que A(M)M [G] = ∅.

Si τG /∈ BM [G], existe un p ∈ G y un m ∈ ω de modo que p ⊩ τ /∈
⋂
n≥m̌

Bšn ,

luego
∧
n ≥ m p ⊩ šn ̸⊂ τ . Podemos tomar n ≥ m tal que p ∈ Qn, pero entonces

existe un q ≤ p tal que q ⊩ šn ⊂ τ , luego también p ⊩ šn ⊂ τ , contradicción.
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En particular, si partimos de un modelo de ZFC + V = L, una extensión
con 2<ω nos proporciona un modelo en el que A(L) = ∅, C(L) ̸= ∅.

Ejercicio: Probar que P = 2<κ no añade reales aleatorios a un modelo. Ayuda: si
x ∈ CM [G] existe A ⊂ κ numerable tal que x ∈ M [H], donde H es Fn(A, 2,ℵ0)-genérico
sobre M . Por lo tanto, si κℵ0 = κ, es consistente que |C(L)| = κ y A(L) = ∅.

Ahora vamos a ver que es consistente que A(L) ̸= ∅ ̸= C(L). Para ello
necesitamos algunos resultados previos:

Teorema 6.7 Sea A ⊂ C un conjunto tal que m∗(A) > 0 y sea 0 < ϵ < 1.
Entonces existe un abierto cerrado B tal que m(B) < ϵ y

m∗(A ∩B) ≥ (1− ϵ)m(B).

Demostración: Por definición de la medida exterior existe una familia Bn
de abiertos cerrados en C tal que A ⊂

⋃
n∈ω

Bn y
∑
n∈ω

m(Bn) < m∗(A)/(1 − ϵ).

Podemos suponer además que m(Bn) < ϵ. Así

(1− ϵ)
∑
n∈ω

m(Bn) < m∗(A) ≤
∑
n∈ω

m∗(Bn ∩A),

luego tiene que existir un n tal que (1− ϵ)m(Bn) ≤ m∗(Bn ∩A).

Teorema 6.8 Si A1, A2 ⊂ C son subconjuntos de medida positiva, entonces
A1 +A2 tiene interior no vacío.

Demostración: Por el teorema anterior existen abiertos cerrados B1 y B2

tales que m(Ai ∩ Bi) > 1
2m(Bi). Si Bi = Bsi , con si ∈ 2<ω, es fácil ver que

podemos extender adecuadamente cada si conservando la desigualdad, luego
podemos suponer que ℓ(s1) = ℓ(s2) = n. Basta probar que Bs1+s2 ⊂ A1 + A2.
En caso contrario sea z ∈ Bs1+s2 \ (A1 +A2). En particular

(z + (A1 ∩Bs1)) ∩ (A2 ∩Bs2) = ∅.

Como z+(A1∩Bs1) = (z+A1)∩(z+Bs1) = (z+A1)∩Bs2 (porque z ∈ Bs1+s2),
concluimos que ((z +A1) ∩Bs2) ∩ (A2 ∩Bs2) = ∅, pero

m((z +A1) ∩Bs2) = m(A1 ∩Bs1) >
1

2
m(Bs1) =

1

2
m(Bs2),

y por otra parte m(A2∩Bs2) > 1
2m(Bs2), lo que nos da una contradicción.

Como consecuencia:

Teorema 6.9 Sea M un modelo transitivo de ZFC y sea G = G1×G2 un filtro
BMm ×BMm -genérico sobre M . Sean x, y los reales aleatorios definidos por G1 y
G2, respectivamente. Entonces x+ y ∈M [G] =M [x, y] es un real de Cohen.
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Demostración: Sea C ∈ M un cerrado de interior vacío en CM . Razo-
nando en M , vamos a probar que el conjunto

D = {([A1], [A2]) ∈ Bm ×Bm | (A1 +A2) ∩ C = ∅}

es denso en Bm×Bm. Para ello tomamos ([A1], [A2]) ∈ Bm. Podemos sustituir
Ai por

Ai \
⋃
{Ai ∩Bt | t ∈ 2<ω ∧ m(A ∩Bt) = 0}

y así se cumple que si Bt ∩ Ai ̸= ∅, entonces m(Bt ∩ Ai) > 0. Por el teorema
anterior A1+A2 tiene interior no vacío, luego podemos tomar Bs ⊂ (A1+A2)\C,
con s ∈ n2 (pues el complementario de C es abierto denso). Cualquier z ∈ Bs
se descompone como z = z1 + z2, con zi ∈ Ai, luego ti = zi|n cumple que
Ai ∩ Bti ̸= ∅, y entonces m(Ai ∩ Bti) > 0. Llamando A′

i = Ai ∩ Bti tenemos
que ([A′

1], [A
′
2]) ≤ ([A1], [A2]) y A′

1 +A′
2 ⊂ Bs ⊂ C \ C, luego ([A′

1], [A
′
2]) ∈ D.

Así podemos concluir que existe una condición ([A1], [A2]) ∈ D∩(G1×G2), lo
que se traduce en que x+y ∈ AM [G]

1 +A
M [G]
2 = (A1+A2)

M [G] ⊂ CM [G] \CM [G],
luego x + y no pertenece a ningún cerrado de interior vacío con código en M ,
luego tampoco a ningún conjunto de Borel de primera categoría con código
en M . Por 6.3 esto implica que x+ y es un real de Cohen.

Aplicando el teorema anterior a un modelo de ZFC + V = L obtenemos la
consistencia de que A(L) ̸= ∅ ̸= C(L). Más adelante veremos que también es
consistente que A(L) ̸= ∅ = C(L), así como que A(L) = C(L) = ∅ (pero a la
vez CL ⊊ C).

Para enunciar el teorema siguiente tenemos que observar que una función
medible Borel f : C −→ C es un conjunto de Borel f ⊂ C×C, por lo que podemos
extenderla a una extensión genérica como cualquier otro conjunto de Borel.

Teorema 6.10 Sea M un modelo transitivo de ZF + ED y sea B el álgebra
de medida o de categoría en M . Sea G un ultrafiltro B-genérico sobre M , sea
r ∈M [G] el real genérico determinado por G y sea x ∈ CM [G]. Entonces existe
una función medible BorelM , f : CM −→ CM , tal que fM [G] : CM [G] −→ CM [G]

y x = fM [G](r).

Demostración: Sea x = σG, de modo que ∥σ ∈ C∥ = 1l. Para cada n ∈ ω,
elegimos en M un conjunto de Borel An ⊂ CM tal que ∥σ(ň) = 1∥ = [An]. Así
{An}n∈ω ∈M y podemos definir

f =
⋂
n∈ω

((An × CMn ) ∪ ((CM \An)× (CM \ CMn ))),

donde Cn = {x ∈ C | x(n) = 1}. Así:

(u, v) ∈ f ↔
∧
n ∈ ω((u ∈ An ∧ v(n) = 1) ∨ (u /∈ An ∧ v(n) = 0)).

Equivalentemente, f : CM −→ CM es la aplicación (medible Borel) dada por

f(u)(n) =

{
1 si u ∈ An,
0 si u /∈ An.
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A su vez,

fM [G] =
⋂
n∈ω

((A
M [G]
n × CM [G]

n ) ∪ ((CM [G] \AM [G]
n )× (CM [G] \ CM [G]

n ))).

Equivalentemente, fM [G] : CM [G] −→ CM [G] es la aplicación dada por

fM [G](u)(n) =

{
1 si u ∈ AM [G]

n ,
0 si u /∈ AM [G]

n .

Por lo tanto,

fM [G](r)(n) = 1↔ r ∈ AM [G]
n ↔ ∥σ(ň) = 1∥ = [An] ∈ G↔ σG(n) = 1,

lo que significa que fM [G](r) = x.

Así pues, los elementos de CM [G] pueden representarse en M mediante fun-
ciones medibles Borel. Veamos ahora una representación para los subconjuntos
de Borel de CM [G]:

Teorema 6.11 Sea M un modelo transitivo de ZF + ED y sea B el álgebra
de medida o de categoría en M . Sea G un ultrafiltro B-genérico sobre M , sea
r ∈ M [G] el real genérico determinado por G y sea A ∈ M [G] un subconjunto
de Borel de CM [G]. Entonces existe B ∈ M tal que B ⊂ CM × CM es de Borel
y A = B

M [G]
r . Si A es nulo (resp. de primera categoría), el conjunto B puede

tomarse también nulo (resp. de primera categoría).

Demostración: Sin pérdida de generalidad podemos suponer que A ∈
Σ0
α, para cierto α < ω1. El teorema [TD 6.29] nos da que existe un conjunto

U ∈M que es CM -universal para Σ0
α(C)

M tal que UM [G] es CM [G]-universal para
Σ0
α(C)

M [G]. Por consiguiente, podemos tomar un x ∈ CM [G] tal que A = U
M [G]
x .

Por el teorema anterior podemos tomar f ∈M tal que f : CM −→ CM es medible
Borel y fM [G](r) = x. Consideramos entonces

B = {(x, y) ∈ CM × CM | (f(x), y) ∈ U}.

Ciertamente es un conjunto de Borel en M . Vamos a ver que

BM [G] = {(x, y) ∈ CM [G] × CM [G] | (fM [G](x), y) ∈ UM [G]},

con lo que

y ∈ BM [G]
r ↔ (r, y) ∈ BM [G] ↔ (x, y) ∈ U ↔ y ∈ Ux = A

y el teorema estará probado. Ahora bien, si B = BMe , f = BMc , U = BMd , la
relación

c, d, e ∈ CB ∧
∧
xy ∈ N((x, y) ∈ Be ↔

∧
z ∈ N((x, z) ∈ Bc ∧ (x, y) ∈ Bd))

es Π1
1 (teniendo en cuenta que

∧
z puede cambiarse por

∨
z), luego las extensio-

nes cumplen la misma relación.
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Consideremos ahora el caso en que B = Bc y que el conjunto A es de primera
categoría. Entonces A ⊂

⋃
n∈ω

Fn, donde {Fn}n∈ω ∈ M [G] es una sucesión de

cerrados de interior vacío. Para cada n, existe un conjunto In ⊂ 2<ω tal que
Fn =

⋂
s∈In

(C \Bs)M [G]. Sea σ un nombre para la función σG(n) = In tal que

∥
⋃
n∈ω

⋂
s∈σ(n)

(C \Bs) ∈ Ic∥ = 1l.

En M podemos elegir conjuntos de Borel Tsn tales que [Tsn] = ∥š ∈ σ(ň)∥.
Más aún, por [TC 7.65] podemos exigir que Tsn sea abierto en C y entonces
[Tsn] = [T sn]. Definimos

D =
⋃
n∈ω

⋂
s∈2<ω

((T sn × (C \Bs)M ) ∪ ((CM \ Tsn)× CM )) ∈M.

Veamos que A ⊂ D
M [G]
r . En efecto, si a ∈ A, entonces existe un n ∈ ω tal

que a ∈ Fn y así, para cada s ∈ 2<ω, si s ∈ In tenemos que r ∈ T
M [G]
sn y

a ∈ (C \Bs)M [G], mientras que si s /∈ In entonces r ∈ (C \ Tsn)M [G]. En ambos
casos (r, a) ∈ DM [G].

Ahora basta probar que D es de primera categoría, pues entonces la intersec-
ción de D con el conjunto B que hemos construido cumple lo requerido. Como
las intersecciones que aparecen en la definición de D son cerradas, basta probar
que todas ellas tienen interior vacío. Si esto no se cumple para un n, existen
p, q ∈ 2<ω tales que

BMp ×BMq ⊂
⋂

s∈2<ω

((T sn × (C \Bs)M ) ∪ ((CM \ Tsn)× CM )).

Ahora cambiamos el ultrafiltro G por otro que defina un real genérico r tal que
p ⊂ r. Entonces, si y ∈ B

M [G]
q , resulta que (r, y) ∈ B

M [G]
p × B

M [G]
q , luego,

para todo s ∈ 2<ω tal que s ∈ σG(n), tenemos que r /∈ (C \ Tsn)M [G], luego
y ∈ (C \Bs)M [G], con lo que hemos probado la inclusión

Bq ⊂
⋂

s∈σG(n)

(C \Bs)M [G]

y el miembro derecho es de segunda categoría, en contra de la elección de σ.

Finalmente, supongamos que B = Bm y que A es nulo. Sea

γ = {(p.o.(ň, ǩ), [Bs]) | s ∈ 2<ω ∧ (n, k) ∈ s} ∈M

el nombre canónico para r y sea P ∈ M tal que [P ] = ∥Bγ ∈ Im∥, de modo
que r ∈ BM [G]. Llamamos B′ = (P × CM ) ∩ B ∈ M , de modo que claramente
B′
r = Br = A. Basta probar que B′M es nulo.

En caso contrario lo mismo le sucede a B′M [G] luego, por el teorema de
Fubini, existe un conjunto de Borel P0 ⊂ PM [G] de medida positiva tal que todo
u ∈ P0 cumple que B′M [G]

u es no nulo.
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Ahora usamos un resultado que demostraremos en la sección siguiente en un
contexto un poco más general (teorema 6.20): en M [G], todo conjunto medible
no nulo contiene un real aleatorio. Así pues, existe un real aleatorio x ∈ P0 ⊂
M [G], de modo que B′M [G]

x = B
M [G]
x es no nulo. Como x ∈ PM [G], si H es el

ultrafiltro en Bm que determina a x, se cumple que [P ] ∈ H, luego B
M [x]
x es

nulo, luego también BM [G]
x es nulo, contradicción.

Como aplicación obtenemos:

Teorema 6.12 Si r es un real aleatorio (resp. de Cohen) sobre un modelo tran-
sitivo M de ZFC y H ∈M [r] es un subconjunto de Borel nulo (resp. de primera
categoría) de CM [r], existe un subconjunto de Borel nulo (resp. de primera ca-
tegoría) H∗ ∈M de CM tal que H ∩ CM ⊂ H∗. En particular, si X ∈M es un
subconjunto no nulo (resp. de segunda categoría) de CM , entonces sigue siendo
no nulo (resp. de segunda categoría) en M [r].

Demostración: Por el teorema anterior existe un conjunto de Borel nulo
(resp. de primera categoría) B ∈M , B ⊂ CM × CM tal que H = B

M [r]
r . Sea

H∗ = {y ∈ CM | By /∈ I},

donde I = Im (resp. I = Ic) y By = {x ∈ CM | (x, y) ∈ B}. Por el teorema de
Fubini (o su análogo para la categoría) sabemos que2 H∗ ∈ I. Si y ∈ H ∩ CM ,
entonces y ∈ BM [r]

r , luego r ∈ (BM [r])y = (By)M [r], que es un conjunto de Borel
con código en M , luego By /∈ I, luego y ∈ H∗.

Si X ∈M es no nulo (resp. de segunda categoría) pero en M [r] es nulo (resp.
de primera categoría), entonces existe un conjunto de BorelH ∈M [r] nulo (resp.
de primera categoría) tal que X ⊂ H, luego X = X ∩CM ⊂ H ∩CM ⊂ H∗, con
lo que X sería nulo (resp. de primera categoría) en M , contradicción.

Observemos que se cumple un recíproco del teorema 6.11:

Teorema 6.13 Si r es un real aleatorio (resp. de Cohen) sobre un modelo tran-
sitivo M de ZFC y B ⊂ CM×CM es un conjunto de Borel nulo (resp. de primera
categoría) en M , entonces BM [r]

r es nulo (resp. de primera categoría) en M [r].

Demostración: Consideramos primero el caso en que r es aleatorio y ob-
servamos que B ⊂

⋂
n∈ω

Gn, donde cada Gn es abierto y m(Gn) < 1/(n + 1).

Podemos suponer además que Gn+1 ⊂ Gn. A su vez, expresamos Gn =
⋃
s∈In

Bs,

para cierto In ⊂ ω. Podemos suponer además que los abiertos básicos Bs, con
s ∈ In, son disjuntos dos a dos. Podemos construir explícitamente el código de
Borel d ∈ Πc2 del Gδ determinado por la intersección de los Gn.

2Puede probarse que H∗ es de Borel, pero para demostrar este teorema no es necesario,
ya que podemos extenderlo hasta un conjunto de Borel en I (un Gδ en el caso de la medida
y un Fσ en el de la categoría.
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Concretamente, es el determinado por las condiciones:

d(0) = 0, u(d)(0) = 1, vn(u(d))(0) = 0, u(vn(u(d)))(0) = 2,

u(vn(u(d)))(s+ 1) = 1↔ s ∈ In.

Así, B ⊂ BMd =
⋂
n∈ω

⋃
u(vn(u(d)))(s+1)=1

Bs. Basta probar que (Bd)
M [r]
r es nulo.

Para ello basta probar que existe una relación aritmética R(x, d) tal que si d
es el código de Borel de un Gδ en C × C en las condiciones anteriores (una
intersección de una sucesión decreciente de abiertos, cada uno de los cuales es
unión disjunta de abiertos básicos), entonces

R(x, d)↔ (Bd)x ∈ Im.

Admitiendo esto, tenemos que el conjunto {x ∈ C | (Bd)x ∈ Im} es aritmético
en d, luego es de Borel, luego podemos expresarlo como Bc, para cierto código
de Borel c, y la relación

c ∈ CB ∧ d ∈ CB ∧
∧
x ∈ C(x ∈ Bc ↔ (Bd)x ∈ Im)

es Π1
1, luego es absoluta para modelos transitivos de ZFC. Esto significa que

BM [r]
c = {x ∈ CM | (BMd )x ∈ Im}M [r] = {x ∈ CM [r] | (BM [r]

d )x ∈ Im}

es un conjunto de Borel en M [r] con código en M . Como BMd es nulo, se cumple
que CM \BMc ∈ Im (por el teorema de Fubini), luego CM [r] \BM [r]

c ∈ Im, luego
r ∈ BM [r]

c , que es lo que había que probar.

Ahora bien, si d es un código de Borel en las condiciones indicadas,

(Bd)x ∈ Im ↔ lím
n
m((Gn)x) = 0↔

∧
m ∈ ω

∨
n ∈ ω m((Gn)x) ≤ 1/(m+ 1)

↔
∧
m ∈ ω

∨
n ∈ ω

∧
k ∈ ω

∑
∗
1/2ℓ(s1) ≤ 1/(m+ 1),

donde s1 es el número natural que codifica a la sucesión de términos impares de
la sucesión codificada por s y el sumatorio ∗ recorre los naturales s ≤ k tales
que u(vn(u(d)))(s + 1) = 1 y la sucesión s0 de los términos pares de s cumple
s0 ⊂ x. Es claro que, así expresada, la relación es aritmética en x y en d.

La prueba en el caso en que r es de Cohen es similar, sólo que ahora tenemos
que B ⊂ Bd =

⋃
n∈ω

Fn, donde los Fn son cerrados de interior vacío. Los expresa-

mos como Fn =
⋂
s∈In

(C \Bs), de modo que el código d ∈ Σc2 viene determinado

por

d(0) = 1, vn(d)(0) = 0, u(vn(d))(0) = 2, u(vn(d))(s+ 1) = 1↔ s ∈ In.

Como antes, todo se reduce a probar que la relación (Bd)x ∈ Ic es aritmética,
y en efecto,

(Bd)x ∈ Ic ↔
∧
n ∈ ω

◦

Fnx= ∅↔
∧
nt ∈ ω Bt ̸⊂ Fnx ↔



216 Capítulo 6. Reales genéricos

∧
nt ∈ ω

∨
y ∈ C(y ∈ Bt ∧ (x, y) /∈ Fn)↔∧

nt ∈ ω
∨
y ∈ C(t ⊂ y ∧

∨
s ∈ In (x, y) ∈ Bs)↔∧

nt ∈ ω
∨
y ∈ C(t ⊂ y ∧

∨
s ∈ ω(u(vn(d))(s+ 1) = 1 ∧ s ⊂ ⟨x, y⟩))↔∧

nt ∈ ω
∨
u ∈ ω(t ⊂ u ∧

∨
s ∈ ω(u(vn(d))(s+ 1) = 1 ∧ s ⊂

〈
x|ℓ(u), u

〉
)),

que claramente es una relación aritmética en x y en d.

Nota El argumento del teorema anterior nos proporciona a su vez un refina-
miento del teorema 6.11. A saber, si A es nulo (resp. de primera categoría),
el conjunto B puede tomarse con todas sus secciones nulas (resp. de primera
categoría).

En efecto, ya sabemos que se puede tomar nulo (resp. de primera categoría),
y en la prueba del teorema anterior hemos visto que podemos construir códigos
de Borel c, d tales que B ⊂ Bd, Bc = {x ∈ C | (Bd)x ∈ I} y la relación

c ∈ CB ∧ d ∈ CB ∧
∧
x ∈ C(x ∈ Bc ↔ (Bd)x ∈ I∗)

es Π1
1. Si B′ = B ∩ (Bc × CM ), entonces B′M [r] = BM [r] ∩ (B

M [r]
c × CM [r]) y

como r ∈ B
M [r]
c , tenemos que A = B

M [r]
r = B

′M [r]
r , pero B′ tiene todas sus

secciones en I∗.

6.2 Adjunción de infinitos reales aleatorios
Si κ es un cardinal infinito, sabemos que una extensión genérica con el orden

P = Fn(κ, 2,ℵ0) (o con 2<κ) sobre un modelo transitivo M de ZFC añade κ
reales de Cohen a M . Vamos a ver ahora cómo añadir κ reales aleatorios a un
modelo dado.

En general, si I es un conjunto arbitrario, podemos considerar la medida
de Haar unitaria m en el cubo de Cantor 2I (véase el final de la sección 10.8
de [T]), que está determinada como la única medida de Borel unitaria regular
en 2I respecto a la que los cilindros

CJ(Y ) = {f ∈ 2I | f |J ∈ Y }, con J ⊂ I finito, Y ⊂ 2J ,

tienen medida |Y |/2|J|. Definimos BI como el álgebra cociente de la σ-álgebra
de Borel de 2I sobre el ideal Im formado por los conjuntos de medida nula. Por
[TC 7.59] se trata de un álgebra de Boole completa.

Notemos que los cilindros son una base de abiertos cerrados de 2I , pero no
podemos asegurar que todo abierto sea una unión numerable de cilindros. Pese
a ello, si llamamos AI ⊂ B(2I) a la σ-álgebra generada por los cilindros, es fácil
ver que la inclusión induce un isomorfismo de álgebras de Boole

AI/(Im ∩AI) −→ B(2I)/Im = BI .
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En efecto, ciertamente se trata de un monomorfismo de álgebras y, si [B] ∈ BI ,
podemos tomar abiertos B ⊂ Un tales que m(Un) − m(B) < 1/n, con lo que

G =
∞⋂
n=1

Un cumple que B ⊂ G y m(G \ B) = 0, luego [B] = [G] y podemos

suponer que B = G.
Por otra parte, aproximando la medida de Un por la de un subconjunto

compacto Knm ⊂ Un, de modo que m(Un)−m(Knm) < 1/m, podemos suponer
que Knm es una unión finita de cilindros, con lo que Kmn ∈ AI , y también

Fn =
∞⋃
m=1

Knm ∈ AI y m(Fn) = m(Un). Por último, F =
∞⋂
n=1

Fn ∈ AI y, por

[TC 7.59],

[B] =

∞∧
n=1

[Un] =

∞∧
n=1

[Fn] = [F ],

luego [B] tiene antiimagen en AI/(Im ∩AI).

La ventaja de restringirnos a la σ-álgebra AI es que el teorema [T B.14] nos
da que la restricción de m es la única medida en AI (sin exigir regularidad) que
sobre los cilindros viene dada por m(CJ(Y )) = |Y |/2|J|.

Si partimos I = J ∪ J ′ en unión de dos conjuntos disjuntos, tenemos un
homeomorfismo natural f : 2I −→ 2J × 2J

′
a través del cual los cilindros se

corresponden con productos de cilindros, por lo que f hace corresponder AI
con el álgebra producto AJ × AJ′ y es claro que la medida en AI dada por
m(A) = (mJ×mJ′)(f [A]) coincide con la medida de HaarmI sobre los cilindros,
luego mI = mJ ×mJ′ .

A partir de aquí identificaremos 2I con 2J × 2J
′

y dejaremos explicitar el
homeomorfismo f . Así, (la composición de f con) la proyección pIJ : 2I −→ 2J ,
no es sino la aplicación dada por la restricción a J . Ésta induce a su vez un
monomorfismo de álgebras iJI : AJ −→ AI dado por iJI(A) = p−1

IJ [A] = A×2J′
.

En efecto, es fácil ver que el conjunto

{A ∈ P2J | p−1
IJ [A] ∈ AI}

es una σ-álgebra que contiene a los cilindros (la antiimagen de un cilindro es un
cilindro), luego contiene a AJ . Como

mI(iJI(A)) = (mJ ×mJ′)(A× 2J
′
) = mJ(A),

en particular la imagen de un conjunto nulo es nula, luego iJI induce un mono-
morfismo de álgebras iJI : BJ −→ BI . Vamos a probar que es un monomorfismo
completo.

De acuerdo con [TC 7.43], basta probar que si [A] ∈ BI \ {O} existe un
[B] ∈ BJ \ {O} tal que si [C] ≤ [B] es una extensión no nula, entonces la
intersección iJI(C) ∩A no es nula.

Supongamos, por el contrario, que para todo B ∈ AJ de medida positiva
existe un C ⊂ B de medida positiva tal que (C × 2J

′
) ∩ A es nulo. Tomamos

una anticadena W en BJ \ {O}, maximal respecto de la inclusión, formada por
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condiciones [B] tales que (B × 2J
′
) ∩ A sea nulo. Como BJ cumple la c.c.n.,

W es numerable, luego la unión de un representante de cada clase de W es
un conjunto Y ∈ AJ . Entonces D = 2J \ Y es nulo, pues en caso contrario
contendría un C ⊂ D tal que W ∪{[C]} contradiría la maximalidad de W . Pero
entonces A está cubierto por D× 2J

′
y los (B × 2J

′
)∩A con [B] ∈W , luego A

está contenido en una unión numerable de conjuntos nulos, contradicción.

Para cada i ∈ I y k < 2, sea Uki = {x ∈ 2I | h(i) = k} y uki = [Uki ] ∈ BI .
Claramente u0i = (u1i )

′. Sea

γ = {(p.o.(ň, 0̌), u0i ) | i ∈ I} ∪ {(p.o.(ň, 1̌), u0i ) | i ∈ I} ∈ V BI .

De este modo, ∥γ ∈ 2Ǐ∥ = 1l y ∥γ(̌ı) = k∥ = uki .

Si f : ω −→ I es una aplicación inyectiva, definimos

ξf = {(p.o.(ň, 0̌), u0f(n)) | n ∈ ω} ∪ {(p.o.(ň, 1̌), u0f(n)) | n ∈ ω} ∈ V
BI ,

y es claro que ∥ξf ∈ C∥ = 1l y ∥ξf (ň) = k∥ = ukf(n). Más aún, ∥ξf = f̌ ◦ γ∥ = 1l.

Con esto ya podemos probar:

Teorema 6.14 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, sea I ∈ M y
sea f : ω −→ I inyectiva, f ∈ M . Sea G un ultrafiltro BMI -genérico sobre M y
sea xf = (ξf )G ∈ CM [G]. Entonces xf es un real aleatorio sobre M . Además, si
g : ω −→ I es inyectiva, con g ∈M , y f [ω] ∩ g[ω] = ∅, entonces xf ̸= xg.

Demostración: Llamamos J = f [ω] ⊂ I y consideramos la inmersión
completa iJI : BJ −→ BI , que nos da un ultrafiltro GJ = i−1

JI [G] BJ -genérico
sobre M . Es claro que f induce un homeomorfismo C ∼= 2J , que a su vez induce
un isomorfismo Bc ∼= BJ , a través del cual GJ se corresponde con un ultrafiltro
G0. Sea x el real aleatorio determinado por G0.

Es claro que el abierto básico U1
n = {x ∈ C | x(n) = 1} se corresponde con

Ū1
n = {x ∈ 2J | x(f(n)) = 1}, que a su vez cumple iJI([Ū1

n]) = [U1
f(n)] = u1f(n).

Observemos que la extensión a M [G0] de (U1
n)
M es (U1

n)
M [G0], pues es claro que

ambos abiertos básicos tienen el mismo código de Borel. Entonces

x(n) = 1↔ x ∈ (U1
n)
M [G0] ↔ [(U1

n)
M ] ∈ G0 ↔ [(Ū1

n)
M ] ∈ GJ

↔ u1f(n) ∈ G↔ γG(f(n)) = 1↔ xf (n) = 1,

luego xf = x es aleatorio.

Veamos ahora que, en las condiciones del enunciado, ∥ξf = ξg∥ = O. En
efecto, para todo k ∈ ω, se cumple que

∥ξf |ǩ = ξg|ǩ∥ = ∥
∧
n < ǩ(ξf (n) = 1↔ ξg(n) = 1)∥

=
∧
n<k

(u1f(n) ↔ u1g(n)) = [Nk],
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donde
Nk = {t ∈ 2I |

∧
n ∈ k t(f(n)) = t(g(n))}.

Por lo tanto,

∥ξf = ξg∥ ≤
∧
k∈ω
∥ξf |ǩ = ξg|ǩ∥ =

∧
k∈ω

[Nk].

Ahora bien, Nk = Cf [k]∪g[k](Y ), donde

Y = {t ∈ 2f [k]∪g[k] |
∧
n ∈ k t(f(n)) = t(g(n))}.

Por consiguiente (y aquí usamos que f [k] ∩ g[k] = ∅)

m(Nk) =
|Y |

2|f [k]∪g[k]|
=

2k

22k
=

1

2k
.

Así, para todo k < ω, tenemos que m(∥ξf = ξg∥) ≤ m(Nk) = 1/2k, luego
m(∥ξf = ξg∥) = 0, de donde ∥ξf = ξg∥ = O.

En resumen, un filtro Bκ-genérico sobre un modelo M determina una función
genérica γG : κ −→ 2, tal que si la “troceamos” en sucesiones numerables, cada
una de ellas es un real aleatorio distinto.

Ahora necesitamos un hecho elemental:

Teorema 6.15 Si A ⊂ PX cumple |A| ≥ 2 y B es la σ-álgebra generada por
A, entonces |B| ≤ |A|ℵ0 . Si |A|ℵ0 = |A|, entonces |B| = |A|.

Demostración: Definamos

A0 = A,
∧
α < ω1 Aα+1 = Aα ∪ {X \ U | U ∈ Aα} ∪ {

⋃
n<ω

f(n) | f ∈ Aωα},

∧
λ ≤ ω1 Aλ =

⋃
n<ω

Aδ.

Se comprueba inmediatamente que Aω1
es cerrado para complementos y

uniones numerables, por lo que es una σ-álgebra en X que contiene a A. Así
pues, B ⊂ Aω1

(de hecho se da la igualdad). Por otra parte, una simple inducción
prueba que si α < ω1 entonces |Aα| ≤ |A|ℵ0 , por lo que

|B| ≤ |Aω1
| ≤ ℵ1|A|ℵ0 = |A|ℵ0 .

La segunda parte del teorema es inmediata.

Teorema 6.16 Sea M un modelo transitivo de ZFC, sea κ un cardinal infinito
en M y sea G un ultrafiltro BMκ -genérico sobre M . Entonces M [G] contiene κ
reales aleatorios sobre M . Además, (2ℵ0)M [G] = (κℵ0)M .
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Demostración: Basta fijar una biyección f : κ× ω −→ κ en M y a partir
de ella las funciones fα(n) = f(α, n), cada una de las cuales define un real
aleatorio xfα ∈M [G], y todos ellos son distintos entre sí. Por lo tanto, en M [G]
existen al menos κ reales aleatorios.

Esto implica que (2ℵ0)M [G] ≥ κ, luego (2ℵ0)M [G] ≥ (κℵ0)M [G] ≥ (κℵ0)M .

Por otra parte, (|Bκ|ℵ0 ≤ κℵ0)M , por 6.15, ya que en κ2 hay κ cilindros. Los
teoremas 5.20 y 5.22 implican entonces que (2ℵ0)M [G] ≤ (κℵ0)M .

Por consiguiente, los reales aleatorios pueden usarse como alternativa a los
reales de Cohen para “hinchar” C y violar la hipótesis del continuo. Ahora
necesitamos algunos resultados sobre medibilidad:

Teorema 6.17 Si κ es un cardinal infinito y A ⊂ C es un conjunto medible no
nulo, entonces 1lBκ ⊩ Ǎ es no nulo (no necesariamente medible).

Demostración: Basta probar el teorema relativizado a un modelo transi-
tivo numerable M de ZFC. Sea G un ultrafiltro BMκ -genérico sobre M tal que
en M [G] el conjunto A sea nulo. Entonces existe una función u : ω −→ Pω<ω

en M [G] tal que, para cada k ∈ ω, se cumple que

A ⊂
⋃

s∈u(k)
B
M [G]
s , m

( ⋃
s∈u(k)

B
M [G]
s

)
< 1/2k.

Sea u = τG, con τ ∈MBκ , de modo que ∥τ : ω −→ Pω<ω∥ = 1l. Sea

[T ] =
∥∥∧k ∈ ω(Ǎ ⊂ ⋃

s∈τ(k)
Bs ∧ m

( ⋃
s∈τ(k)

Bs
)
≤ 1/2k)

∥∥ ∈ G.
Todo cuanto sigue se ha de entender relativizado a M . Fijamos k ∈ ω tal
que 1/2k < m(A)m(T ). Notemos que m(A) > 0 por hipótesis, mientras que
m(T ) > 0 porque T ∈ G.

Si s ∈ ω<ω, sea As ∈ Aκ tal que [As] = [T ] ∧ ∥š ∈ τ∥. Cambiando el
representante de la clase podemos suponer que As ⊂ T . Sea λ = m × mκ el
producto de la medida de C por la de 2κ. Sea

E =
⋃

s∈ω<ω

Bs ×As.

Vamos a probar que λ(E) ≤ 1/2k. Para ello basta probar que, para todo
x ⊂ ω<ω finito,

λ
( ⋃
s∈x

Bs ×As
)
≤ 1/2k.

Si a = [A] ≤ [T ], existen c = [C] ≤ a e Y ⊂ x tales que

c ⊩ τ ∩ x̌ = Y̌ y m
( ⋃
s∈Y

Bs
)
≤ 1/2k.



6.2. Adjunción de infinitos reales aleatorios 221

En efecto, basta tomar un ultrafiltro genérico H tal que a ∈ H, Y = τH ∩ x
y c ∈ H que fuerce esto. Como [T ] ∈ H se cumple(

m
( ⋃
s∈Y

Bs
)
≤ 1/2k

)M [H]

y, por consiguiente, (
m
( ⋃
s∈Y

Bs
)
≤ 1/2k

)M
,

ya que la unión finita de abiertos básicos tiene un código de Borel en M , y la
medida sólo depende del código de Borel.

Con esto hemos probado que el conjunto

D = {c ∈ Bκ |
∨
Y ⊂ x(c ⊩ τ ∩ x̌ = Y̌ ∧ m

( ⋃
s∈Y

Bs
)
≤ 1/2k)}

es denso bajo [T ].
Más aún, si c = [C] ∈ D (c ≤ [T ]) e Y cumple la definición de D, para cada

s ∈ x, o bien s ∈ Y , en cuyo caso [C] ≤ [T ] ∧ ∥š ∈ τ∥ = [As], o bien s ∈ x \ Y ,
en cuyo caso [As] ∧ [C] = O. Por lo tanto

λ
( ⋃
s∈x

Bs ×
(
As ∩ C

))
= λ

( ⋃
s∈Y

Bs ×
(
As ∩ C

))
= λ

( ⋃
s∈Y

Bs × C
)

= m
( ⋃
s∈Y

Bs
)
m(C) ≤ m(C)/2k.

Sea {[Cr]}r<ω una anticadena maximal en D. Entonces Ak \
⋃
r<ω

Cr es nulo,

o de lo contrario su clase en Bκ sería no nula y ≤ [T ], luego tendría una extensión
en D que permitiría extender la anticadena. Así pues,

λ
( ⋃
s∈x

Bs ×As
)
= λ

( ⋃
s∈x

Bs ×
(
As ∩

⋃
r<ω

Cr
))

= λ
( ⋃
r<ω

⋃
s∈x

Bs ×
(
As ∩ Cr

))
≤

∑
r<ω

λ
( ⋃
s∈x

Bs ×
(
As ∩ Cr

))
≤

∑
r<ω

m(Cr)/2
k = m(

⋃
r<ω

[Cr])/2
k ≤ 1/2k.

Tenemos, pues, que λ(E) ≤ 1/2k < λ(A × T ), por la elección de k. Por
consiguiente, λ(A × T \ E) > 0. Por el teorema de Fubini existe un a ∈ A tal
que la sección S = {t ∈ T | (a, t) /∈ E} cumple m(S) > 0.

Como [S] ≤ [T ], tenemos que [S] ⊩ Ǎ ⊂
⋃
s∈τ

Bs, luego [S] ⊩ ǎ ∈
⋃
s∈τ

Bs.

Sea H un ultrafiltro genérico tal que [S] ∈ H, sea s ∈ τH tal que a ∈ BM [H]
s ,

sea [C] ∈ H tal que [C] ⊩ š ∈ τ . Podemos exigir que C ⊂ A ∩ T , pero entonces
[C] ≤ [T ] ∧ ∥š ∈ τ∥ = [As], luego existe t ∈ C ∩ As y entonces (a, t) ∈ E, en
contradicción con que t ∈ S.

En particular:

Teorema 6.18 Si κ es un cardinal infinito, entonces 1lBκ
⊩ Č no es medible.
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Demostración: Basta tener en cuenta que, en las condiciones del teorema
anterior, CM es un conjunto final, y por el teorema anterior no es nulo, luego por
el teorema [TC B.5], si es medible cumple m(CM ) = 1, pero eso es imposible,
pues si tomamos x ∈ CM [G] \ CM , entonces x + CM también tendría medida 1,
pero es disjunto con CM .

De aquí podemos deducir algo más general. Hemos visto que el conjunto
A(M) ⊂ C de todos los reales aleatorios sobre un modelo transitivo numerable
de ZFC es medible (de Borel) y cumple m(A(M)) = 1. Si el modelo M no es
numerable esto ya no es cierto, pero algo podemos decir.

En primer lugar observamos que A(M) es un conjunto final. En efecto, si
x ∈ A(M) y x|n = y|n, entonces x = y + s, donde s ∈ C es una sucesión
finalmente nula, por lo que s ∈ M . Si Bc es un conjunto de Borel nulo con
c ∈ M , entonces s + Bc también lo es,3 luego x /∈ s + Bc, luego y /∈ Bc, luego
y ∈ A(M), por 6.3.

No podemos aplicar el teorema [TC B.5] porque A(M) no es necesariamente
medible, pero sucede que [TC B.5] puede generalizarse a conjuntos no medibles:

Teorema 6.19 Si A ⊂ C es un conjunto final, entonces m∗(A) = 0 (en cuyo
caso es un conjunto nulo) o bien m∗(A) = 1.

Demostración: Dado 0 < ϵ < 1, por el teorema 6.7 existe s ∈ 2<ω tal
que m(Bs) < ϵ y m(A ∩Bs) ≥ (1− ϵ)m(Bs). Pongamos que s ∈ n2. Entonces
C =

⋃
t∈n2

(t+Bs) y la unión es disjunta. Ahora usamos un hecho que se demuestra

en la prueba del teorema [TC B.17], y es que

m∗(A) = m∗(A ∩
⋃
t∈n2

(t+Bs)) =
∑
t∈n2

m∗(A ∩ (t+Bs)).

Finalmente usamos que, como A es final y m∗ es invariante por traslaciones,

m∗(A ∩ (t+Bs)) = m∗((t+A) ∩ (t+Bs)) = m∗(t+ (A ∩Bs))

= m∗(A ∩Bs) ≥ (1− ϵ)m(Bs) = (1− ϵ)/2n,

luego
m∗(A) ≥ 2n (1− ϵ)/2n = 1− ϵ.

Como ϵ es arbitrario, m∗(A) ≥ 1, luego m∗(A) = 1.

Teorema 6.20 Sea M un modelo transitivo de ZFC, sea κ un cardinal infinito
en M y sea G un ultrafiltro BMκ -genérico sobre M . Entonces, en M [G] se cumple
que m∗(A(M)) = m∗(C \ A(M)) = 1. En particular, todo conjunto medible no
nulo en M [G] contiene reales aleatorios.

3Por ejemplo, porque la relación c, d ∈ CB ∧ Bd = s + Bc es Π1
1, luego absoluta para

modelos transitivos.
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Demostración: Hemos visto que A(M) es un conjunto final, luego C\A(M)
también lo es. Por el teorema anterior, la medida exterior de ambos es 0 o 1.
Ahora bien, por el teorema 6.17 sabemos que el conjunto CM no es nulo en M [G]
y CM ⊂ CM [G] \A(M)M [G], luego C \A(M) no puede ser nulo en M [G].

Similarmente, si x ∈ A(M), entonces x+CM ⊂ A(M). En efecto, si y ∈ CM

y B es un conjunto de Borel no nulo con código en M , entonces y + B tiene
código en M , luego x /∈ y + B, luego x + y /∈ B, luego x + y ∈ A(M), luego
x + CM ⊂ A(M). Como x + CM tampoco es medible, concluimos que A(M)
tampoco es nulo.

Si C ∈ M [G] es un conjunto medible no nulo, entonces contiene un cerrado
no nulo K, luego m(CM [G]\K) < 1, luego el abierto CM [G]\K no puede contener
a A(M).

Observemos que el teorema anterior implica que A(M) no es medible. Si
partimos de un modelo con V = L obtenemos la consistencia de que A(L) y
C ∩ L no sean medibles.

Nota Usando la aplicación F : C −→ [0, 1] descrita en el teorema [T 9.25] es
fácil ver (teniendo en cuenta [T 10.81]) que si C ∩ L no es medible, tampoco lo
es [0, 1] ∩ L (respecto de la medida de Lebesgue), lo cual a su vez implica que
tampoco lo es RL. Por lo tanto, es consistente que RL no sea medible Lebesgue
y que c sea ℵ1 o también un cardinal arbitrariamente grande.

El teorema 6.20 lo habíamos usado en la prueba de una parte de 6.11, luego
a partir de este punto ya lo podemos usar libremente. Como primera aplicación
refinamos el teorema 6.14:

Teorema 6.21 En las condiciones del teorema 6.14, xg ∈ A(M [xf ]).

Demostración: Se trata de probar que xg no sólo es aleatorio sobre M ,
sino también sobre M [xf ]. En caso contrario existe un conjunto de Borel nulo
A ∈ M [xf ] tal que xg ∈ A. Por el teorema 6.11 existe un conjunto de Borel
nulo B ⊂ CM × CM (B ∈ M) tal que A = Bxf

. Así, (xf , xg) ∈ BM [G], pero
esto es imposible, porque entonces y = ⟨xf , xg⟩ ∈ B′M [G], donde B′ ⊂ CM es
la imagen de B por el homeomorfismo canónico CM × CM ∼= CM , pero y es el
real aleatorio definido por la aplicación h : ω −→ J dada por h(2n) = f(n),
h(2n+ 1) = g(n). Pero B′ es nulo, y eso contradice la aleatoriedad de y.

Así, si x es un real aleatorio sobre M y lo partimos en dos reales y, z (es
decir, x = ⟨y, z⟩ es la imagen de (y, z) por el homeomorfismo canónico, o, equi-
valentemente, la sucesión que resulta de intercalar los términos de y con los de
z, entonces M [x] = M [y, z] = M [y][z], de modo que z es aleatorio sobre M [y].
La segunda extensión puede obtenerse mediante Bm ∗ σ, donde ∥σ = Bm∥ = 1l,
luego lo que tenemos es que Bm y Bm ∗ σ producen las mismas extensiones
genéricas. De hecho, puede probase que ambos c.p.o.s tienen compleciones iso-
morfas.

Lo mismo vale para Bc en lugar de Bm y, teniendo en cuenta que 2<ω es
absoluto para modelos transitivos de ZFC, esto se traduce en que 2<ω×2<ω tiene
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la misma compleción que 2<ω, a saber, el álgebra Bc, como ya sabemos, pero en
cambio veremos que no es cierto que la compleción de Bm ×Bm sea Bm. Esto
se debe en parte al teorema 6.9, según el cual si añadimos un real aleatorio x
con BMm y luego otro real y, no con B

M [x]
m , sino otra vez con BMm , en la extensión

M [x, y] hay reales de Cohen. Por el contrario, veremos que en una extensión
por un real aleatorio no hay reales de Cohen, con lo que Bm × Bm no puede
tener la misma compleción que Bm.

Diremos que un conjunto A ⊂ κ2 tiene soporte I ⊂ κ si A = p−1
I [B], para

cierto B ⊂ 2I , donde pI : κ2 −→ 2I es la proyección. Es claro que cada cilindro
en κ2 tiene soporte finito, de donde se sigue a su vez que todo elemento de Aκ
tiene soporte numerable.4

Si I ⊂ κ es numerable, una biyección ω −→ I determina una inmersión
completa iI : Bm −→ Bκ cuya imagen está formada por todas las condiciones
de soporte I.

Si τ es un buen Bκ-nombre para un subconjunto de ω× ω, como está deter-
minado por una cantidad numerable de anticadenas de Bκ, las cuales son a su
vez numerables, podemos encontrar un conjunto numerable I ⊂ κ tal que todos
los elementos de dichas anticadenas tengan un representante con soporte I, y
entonces es claro que existe un Bm-nombre τ̄ tal que τ = iI(τ̄) (y τ̄ se puede
definir explícitamente a partir de τ).

Esto se traduce en que si M es un modelo transitivo de ZFC, κ es un cardinal
infinito en M y G es un ultrafiltro Bκ-genérico sobre M , para cada x ∈ NM [G]

existe un real aleatorio y ∈ M [G] tal que x ∈ M [y]. En efecto, basta tomar un
buen nombre tal que x = σG, considerar su soporte I y tomar el real aleatorio
definido por GI = i−1

I [G], pues entonces x = σG = σ̄GI
∈M [GI ] =M [y].

Usaremos esto en la prueba del teorema siguiente:

Teorema 6.22 Si κ es un cardinal infinito y τ es un Bκ-nombre que cumple
∥τ ∈ N∥ = 1l, existe un g ∈ N tal que ∥τ ≤∗ ǧ∥ = 1l.

Demostración: Podemos sustituir τ por un buen nombre para un subcon-
junto de ω × ω. Sea I un soporte numerable y sea τ̄ un Bm-nombre tal que
τ = iI(τ̄). Si probamos el teorema para κ = ω, tendremos que existe g ∈ N tal
que ∥τ̄ ≤∗ ǧ∥ = 1l, luego, aplicando iI , también ∥τ ≤∗ ǧ∥ = 1l.

Así pues, podemos suponer que τ es un Bm-nombre. Para cada n ∈ ω, las
condiciones ∥τ(ň) ≤ ǩ∥ forman una sucesión creciente con supremo 1l, luego sus
medidas tienden a 1. Esto nos permite definir g(n) como el mínimo k ∈ ω que
cumple m(∥τ(ň) ≤ ǩ)∥) > 1− 1/2n. Así m(∥τ(ň) ≤ ǧ(ň))∥) > 1− 1/2n, luego

m(
∧
n≥m
∥τ(ň) ≤ ǧ(ň)∥) ≥ 1− 1/2m,

4Basta descomponer Aκ como en la prueba del teorema 6.15 partiendo del conjunto de
todos los cilindros y probar inductivamente que todos los elementos de cada conjunto Aα

tiene soporte numerable.
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luego
m(∥τ ≤∗ ǧ∥) = m(∥

∨
m ∈ ω

∧
n ≥ m τ(n) ≤ ǧ(n)∥) =

m(
∨
m∈ω

∧
n≥m
∥τ(ň) ≤ ǧ(ň)∥) = 1.

Por consiguiente ∥τ ≤∗ ǧ∥ = 1l.

Con esto obtenemos que los cardinales b y d no se modifican al añadir reales
aleatorios:

Teorema 6.23 Si κ es un cardinal infinito, el álgebra Bκ cumple ∥b = b̌∥ = 1l
y ∥d = ď∥ = 1l.

Demostración: Basta probar que si M es un modelo transitivo numerable
de ZFC, κ es un cardinal infinito enM y G es un ultrafiltro Bκ-genérico sobreM ,
entonces bM = bM [G] y dM = dM [G].

Sea f : ξ −→ N una aplicación inyectiva f ∈ M [G] cuya imagen no esté
acotada respecto a ≤∗. Entonces f = σG, donde podemos elegir σ ∈ MBκ

de modo que ∥σ : ξ̌ −→ N∥ = 1l. Podemos construir nombres {τα}α<ξ ∈ M
tales que ∥σ(α̌) = τα∥ = 1l, luego en particular ∥τα ∈ N∥ = 1l. El teorema
anterior nos da una sucesión {gα}α<ξ ∈ M tal que ∥τα ≤∗ ǧα∥ = 1l. Entonces∧
α < ξ f(α) ≤∗ gα, luego la sucesión {gα}α<ξ no está acotada en M , pues

si lo estuviera la imagen de f estaría acotada en M [G], luego bM ≤ ξ, luego
bM ≤ bM [G].

Por otra parte, si {fα}α<ξ ∈ M no está acotada en NM , tampoco lo está
en NM [G], ya que si h ∈ M [G] fuera una cota, podríamos expresarla como
h = τG, con ∥τ ∈ N∥ = 1l, y por el teorema anterior existiría g ∈ NM tal que
∥τ ≤∗ ǧ∥ = 1l, luego h ≤∗ g y entonces g sería una cota de la sucesión de partida
en NM , contradicción. Esto prueba que bM [G] ≤ bM . El razonamiento con d es
análogo.

Por ejemplo, ahora podemos probar una versión mejorada de 5.55

Teorema 6.24 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC + HCG y en M
sean b′, d′, c′ cardinales tales que ℵ1 ≤ cf b′ = b′ ≤ d′ ≤ c′ y cf c′ ≥ ℵ0. Entonces
existe un c.p.o. P con la c.c.n. tal que si G es un filtro P-genérico sobre M , en
M [G] se cumple que b = b′, d = d′, c = c′.

Demostración: En el modelo construido en 5.55 se cumple lo requerido
salvo c = c′. Por el teorema 6.16, basta añadir c′ reales aleatorios para obtener
el modelo deseado.

La prueba del teorema siguiente muestra que la situación al añadir un real
de Cohen es completamente distinta a la descrita por el teorema 6.22:

Teorema 6.25 Si M es un modelo transitivo de ZFC, κ es un cardinal infinito
en M y G es un ultrafiltro Bκ-genérico sobre M , entonces C(M)M [G] = ∅.
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Demostración: Supongamos que x ∈M [G] es un real de Cohen. Entonces
M [x] = M [H], donde H es un filtro ω<ω-genérico sobre M , el cual define una
función genérica f ∈ NM [x]. Podemos representarla como f = τG, con τ ∈MBκ ,
y el teorema 6.22 nos da un g ∈ NM tal que f ≤∗ g, pero esto es imposible, ya
que los conjuntos

Dm = {p ∈ ω<ω |
∨
n ∈ Dp(n ≥ m ∧ g(n) < p(n))}

son densos en ω<ω, lo que implica que existen infinitos valores de n para los
cuales g(n) < f(n).

En otros términos: los elementos de N en una extensión de un modelo M
mediante reales aleatorios están dominados por NM , mientras que los reales
genéricos producidos por ω<ω no lo están.

Con esto queda probado que, tal y como habíamos afirmado, Bm × Bm no
tiene la misma compleción que Bm, pues en las extensiones por Bm hay reales
aleatorios, pero no de Cohen, mientras que 6.9 nos da que en las extensiones
por Bm × Bm sí que los hay. También hemos probado la consistencia de que
C(L) = ∅ ̸= A(L).

6.3 Descomposiciones en cerrados disjuntos

Según [TC 8.48], el axioma de Martin, o simplemente AM(ℵ1) implica que un
espacio polaco X no puede descomponerse en unión disjunta de ℵ1 subconjuntos
cerrados. En esta sección probaremos que también es consistente que 2ℵ0 > ℵ1 y
que [0, 1] admita tal descomposición. (Notemos que si 2ℵ0 = ℵ1 basta considerar
la descomposición en puntos.)

Partimos del resultado siguiente:

Teorema 6.26 Supongamos 2ℵ0 = ℵ1. Entonces C =
⋃

α<ω1

Fα, donde los con-

juntos Fα son conjuntos Fσ de primera categoría no vacíos disjuntos dos a
dos y, para toda medida de Borel unitaria µ en C, existe un β < ω1 tal que
µ(

⋃
α<β

Fα) = 1.

Demostración: Una medida de Borel en C está determinada por las imáge-
nes que toma sobre una base numerable, luego hay exactamente c = ℵ1 medidas
de Borel unitarias en C. Sea {µα}α<ω1

una enumeración de todas ellas.
Supongamos construidos {Fα}α<β , todos de primera categoría, de modo que

µα(
⋃
δ≤α

Fδ) = 1, para todo α < β. Sea F ∗ =
⋃
α<β

Fα, que es un Fσ de primera

categoría.
Si µβ(F ∗) = 1, definimos Fβ = {x}, para cualquier x ∈ C \F ∗, y claramente

{Fα}α<β+1 cumple lo requerido. En caso contrario, µβ(C \ F ∗) > 0. Tomamos
entonces un subconjunto denso numerable D ⊂ C y, para cada n ≥ 1, sea Un
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un abierto en C tal que D ⊂ Un y µβ(Un) < 1/n. Sea G =
⋂
n
Un, de modo que

G es un abierto denso, D ⊂ G y µβ(G) = 0. Entonces

µβ(C \ (F ∗ ∪G)) = µβ(C \ F ∗) > 0.

Tomando compactosKn ⊂ C\(F ∗∪G) que aproximen la medida de este conjunto
y formando la unión de todos ellos, obtenemos un Fβ ⊂ C \ F ∗, de tipo Fσ, tal
que µβ(Fβ) = µβ(C \ F ∗), luego µβ(

⋃
α≤β

Fα) = 1. Como G ⊂ C \ Fβ y G es un

abierto denso, Fβ es de primera categoría.

De este modo obtenemos una sucesión {Fα}α<ω1
que cumple lo requerido

salvo que, tal vez, R = C \
⋃

α<ω1

Fα ̸= ∅. En tal caso, partimos R =
⋃

α<ω1

Rα,

con |Rα| ≤ 1 y cambiamos cada Fα por Fα ∪Rα.

Por otra parte, tenemos este hecho elemental:

Teorema 6.27 Todo Fσ en C se puede expresar como unión numerable de ce-
rrados disjuntos.

Demostración: Sea F =
⋃
n∈ω

Cn, con cada Cn cerrado. Sea

C ′
n = Cn \

⋃
m<n

Cm,

de modo que F =
⋃
n<ω

C ′
n.

Sea Gn = C \
⋃
m<n

Cm. Como Gn es abierto, se puede poner como unión

numerable de abiertos-cerrados básicos, Gn =
⋃
m∈ω

Bn,m, y claramente podemos

tomarlos disjuntos dos a dos. Entonces

F =
⋃
n<ω

(Cn ∩Gn) =
⋃

m,n∈ω
(Cn ∩Bn,m)

y los Cn ∩Bn,m son cerrados disjuntos dos a dos, es decir,

(Cn ∩Bn,m) ∩ (Cn′ ∩Bn′,m′) = ∅

salvo si m = m′, n = n′. En efecto, si n < n′, entonces Bn′,m′ ⊂ C \ Cn, luego
para que la intersección sea no vacía tiene que ser n = n′, y entonces Bn,m y
Bn,m′ son disjuntos.

Ahora sólo necesitamos adjuntar suficientes reales aleatorios:

Teorema 6.28 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC + HCG y sea
M [G] una adjunción a M de cualquier cantidad κ de reales aleatorios. Entonces
en M [G] se cumple que C es unión de ℵ1 cerrados de interior vacío disjuntos
dos a dos.

Demostración: Llamemos N = M [G]. De acuerdo con 6.26, podemos
tomar una descomposición {Fα}α<ωM

1
de CM en ωM1 conjuntos Fσ de interior

vacío disjuntos dos dos de modo que, para toda medida de Borel unitaria µ
en M , exista un β < ωM1 tal que µ(

⋃
α<β

Fα) = 1.
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Sea B la σ-álgebra de Borel de C en M . Para cada x ∈ CM [G], sea x = σG,
tal que ∥σ ∈ C∥ = 1.

Cada conjunto de Borel B ∈M es de la forma B = Bc, para cierto código de
Borel c ∈ CBM y ∥σ ∈ Bc∥ es independiente de la elección de c, luego podemos
definir mσ(B) = m(∥σ ∈ Bc∥), que es una medida de Borel en C (en M). Por
lo tanto, existe un β < ωM1 tal que µσ(

⋃
α<β

Fα) = 1.

Sea {cα}α<ω1 ∈M una sucesión de códigos de Borel de modo que Fα = Bcα .
Podemos construir códigos de Borel {c̄β}β<ω1 ∈ M tales que Bc̄β =

⋃
α<β

Fα.

Entonces m(∥σ ∈ Bc̄β∥) = 1, luego ∥σ ∈ Bc̄β∥ = 1l, luego x = σG ∈
⋃
α<β

FNα .

Así pues, {FNα }α<ωN
1

es una familia de conjuntos Fσ de primera categoría
disjuntos dos a dos tales que CN =

⋃
α<ωN

1

FNα .

Por 6.27, en N podemos descomponer C en unión de ω1 cerrados de interior
vacío disjuntos dos a dos.

Sin embargo, no es obvio cómo este resultado puede transferirse de C hasta
otros espacios como [0, 1]. Para ello necesitamos esta propiedad de C:

Teorema 6.29 Si D1 y D2 son subconjuntos densos numerables de C, existe
un homeomorfismo ϕ : C −→ C tal que ϕ[D1] = D2.

Demostración: Cada semejanza h : <ω2 −→ <ω2 induce un homeomor-
fismo h̄ : C −→ C dado por h̄(f) =

⋃
n∈ω

h(f |n).

Sea P el conjunto de las funciones finitas p ⊂ D1 ×D2 tales que existe una
semejanza h : <ω2 −→ <ω2 tal que p ⊂ h̄, con el orden dado por p ≤ q si y sólo
si q ⊂ p. Notemos que 1l = ∅ ∈ P.

Si f ∈ D1, el conjunto Ef de las condiciones que tienen a f en su dominio
es denso en P.

En efecto, sea p ∈ P y supongamos que f no está en su dominio. Sea h una
semejanza de <ω2 tal que p ⊂ h̄. Pongamos que Dp = {f0, . . . , fn−1} y sea
m ∈ ω tal que las restricciones fi|m y f |m sean todas distintas dos a dos. Como
D2 es denso, existe g ∈ D2 tal que h(f |m) ⊂ g. Llamemos gi = h̄(fi), fn = f y
gn = g.

Podemos construir entonces una función h∗ : <ω2 −→ <ω2 de modo que
h∗(fi|k) = gi|k, para todo k ∈ ω. En efecto, definimos h∗|<m+12 = h|<m+12,
con lo que la condición requerida se cumple para k ≤ m y, supuesta definida
h∗|<k+12, definimos h∗ sobre k+12 estableciendo que:

a) h∗(fi|k+1) = gi|k+1.

b) Si s|k = fi|k, pero s ̸= fi|k+1, entonces h∗(s) es la única sucesión que
cumple h∗(s)|k = gi|k y h∗(s) ̸= gi|k+1.

c) Cada par de elementos de k+12 cuya restricción común a k2 no es ninguno
de los fi|k se hace corresponder arbitrariamente con un par de elementos
en k+12 cuya restricción común a k2 no sea ninguno de los gi|k.
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Claramente entonces h̄∗ cumple h̄∗(fi) = gi, luego p ∪ {(f, g)} ∈ Ef . Ex-
tiende a p.

Igualmente se prueba que, si g ∈ D2, el conjunto Fg de las condiciones que
tienen a g en su dominio es denso en P.

Si G es un filtro en P que corte a todos los Ef y Fg, entonces claramente
ϕ0 =

⋃
G : D1 −→ D2 biyectiva y, para cada A ⊂ D1 finito, existe una

semejanza h : <ω2 −→ <ω2 tal que ϕ0|A ⊂ h̄.

Si s ∈ n2, como D1 es denso, existe f ∈ D1 tal que s ⊂ f . Vamos a definir
h0(s) = ϕ0(f)|n, para lo cual tenemos que comprobar que esto no depende de
la elección de f .

En efecto, si f ′ ∈ D1 cumple también que s ⊂ f ′, entonces {f, f ′} ⊂ D1,
luego existe una semejanza h : <ω2 −→ <ω2 tal que ϕ0(f) = h̄(f) y ϕ0(f

′) =
h̄(f ′), con lo que ϕ0(f)|n = h(f |n) = h(s) = h(f ′|n) = ϕ0(f

′)|n.

Por lo tanto, tenemos h0 : <ω2 −→ <ω2, que claramente conserva el orden,
pues si s ⊂ t, podemos calcular sus imágenes con un mismo s ⊂ t ⊂ f ∈ D1,
luego h0(s) ⊂ h0(t). Además es suprayectiva, pues si t ∈ n2, existe un g ∈ D2

tal que t ⊂ g y basta tomar f1 ∈ D1 tal que ϕ0(f) = g y entonces h0(f |n) = t. Si
h0|n2 : n2 −→ n2 es suprayectiva, necesariamente es inyectiva, pues el conjunto
es finito, luego h0 es una semejanza y ϕ = h̄0 : C −→ C cumple que ϕ|D1

= ϕ0,
luego ϕ[D1] = D1.

Teorema 6.30 Si C es unión disjunta de ω1 cerrados no vacíos de interior
vacío, también lo es I = [0, 1].

Demostración: Supongamos que C =
⋃

α<ω1

Cn, con los Cn cerrados de

interior vacío disjuntos dos a dos. Entonces, cualquier unión numerable de ellos
tiene también interior vacío, luego todo abierto no vacío corta a una cantidad
no numerable de ellos.

Sea {Bn}n∈ω una base de C. Tomemos x0 ∈ B0 ∩Cα0 y, supuestos definidos
α0, . . . , αm distintos dos a dos y puntos xn ∈ Bn ∩ Cαn

, como Bm+1 corta a
infinitos Cα, podemos tomar un αm+1 distinto de los anteriores tal que exista
xm+1 ∈ Bm+1 ∩ Cαm+1

.
Así obtenemos un conjunto denso numerable D = {xn | n ∈ ω} tal que

|D ∩ Cα| ≤ 1 para todo α < ω1.

Por el teorema anterior, existe un homeomorfismo de Cn en sí mismo que
transforma D en el conjunto de las sucesiones finalmente constantes, luego pode-
mos suponer que cada Cn contiene a lo sumo una sucesión finalmente constante.

Sea f : C −→ [0, 1] la aplicación que a cada sucesión de ceros y unos e asigna
el número con dicho desarrollo binario. Las sucesiones finalmente constantes
se agrupan en parejas con la misma imagen (excepto las constantes iguales a
0 o a 1, que no tienen pareja). Si sustituimos cada par de cerrados Cα y Cβ
que contienen una pareja de sucesiones finalmente constantes con la misma
imagen por la unión de ambos, seguimos teniendo una descomposición de C es
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ω1 cerrados disjuntos dos a dos, pero ahora cada uno de ellos contiene una única
pareja de sucesiones finalmente constantes con la misma imagen.

Por consiguiente, [0, 1] =
⋃

α<ω1

f [Cα] es una unión de cerrados no vacíos

disjuntos dos a dos.

Obviamente, el resultado vale también para ]0, 1[ y, por consiguiente, para R.

6.4 Reales de Sacks
Vamos a estudiar ahora un tercer tipo de reales genéricos. Para ello empe-

cemos observando que una distancia que induce la topología de C y respecto a
la cual es un espacio métrico completo viene dada por

d(x, y) =
1

n+ 1
, donde n = mín{i ∈ ω | x(i) ̸= y(i)},

para x ̸= y. Así d(x, y) ≤ 1/(n + 1) si y sólo si x|n = y|n, por lo que
B1/(n+1)(x) = {y ∈ C | y|n+1 = x|n+1}, y estas bolas son ciertamente una
base de entornos de x en C. Además, si {xn}n∈ω es una sucesión de Cauchy
respecto de esta distancia, es claro que existe x(i) = lím

n
xn(i) y que x = lím

n
xn.

Recordemos de [TD 1.1] que los subespacios cerrados de C son los de la
forma [A], donde A es un subárbol de 2<ω y [A] representa el conjunto de todos
los caminos de A, así como que [A] es perfecto si y sólo si lo es A, donde un
subconjunto de C es perfecto si es cerrado, no vacío y no tiene puntos aislados y
un árbol es perfecto si no es vacío y todo nodo admite extensiones incompatibles.

Definición 6.31 El orden de Sacks es el conjunto P de todos los subárboles
perfectos de 2<ω, con el orden parcial dado por la inclusión. Obviamente tiene
a 1l = 2<ω como máximo elemento.

Si p ∈ P y s ∈ p, definimos

ps = {t ∈ p | t ⊂ s ∨ s ⊂ t} ∈ P, ps ≤ p,

que es el árbol que resulta de “podar” todas las ramas de p que nacen en un
nodo menor que s. Diremos que un nodo s ∈ p es troncal si p = ps. Claramente
∅ es troncal y, si s, t son troncales, entonces s ⊂ t o t ⊂ s. Además, como ∅
tiene que tener extensiones incompatibles, p tiene un nodo troncal máximo (el
nodo de altura mínima que tiene extensiones inmediatas incompatibles), al que
llamaremos tronco de p, y lo representaremos por tr(p).

Es obvio que si p ≤ q, entonces tr(q) ⊂ tr(p).

Notemos también que si ℓ(tr(p)) = n, entonces d([p]) = 1/(n+ 1).

Puesto que s ⊂ tr(ps), es claro que el conjunto

Dn = {p ∈ P | ℓ(tr(p)) ≥ n}

es denso en P.
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Teorema 6.32 Sea M un modelo transitivo de ZFC, sea P el orden de Sacks y
sea G un filtro P-genérico sobre M . Entonces existe un único real xG ∈ CM [G]

tal que, para todo p ∈ P, se cumple

p ∈ G↔ xG ∈ [p]M [G].

Demostración: Sea FG = {[p]M [G] | p ∈ G} ∈ M [G], que es una familia
de cerrados en CM [G] con la propiedad de la intersección finita (porque G es un
filtro) y que contiene elementos de diámetro arbitrariamente pequeño, pues si
p ∈ G ∩Dn, entonces d([p]M [G]) ≤ 1/(n+ 1).

Por la compacidad de CM [G] (en M [G]), concluimos que
⋂
FG = {xG}, para

un cierto xG ∈ CM [G]. Más precisamente, se cumple que

xG =
⋃
p∈G

tr(p),

pues, como xG ∈ [p]M [G], necesariamente tr(p) ⊂ xG, y en G hay condiciones
con tronco de longitud arbitrariamente grande.

Notemos que xG admite un nombre canónico:

γ = {(p.o(̌ı, ǩ), p) | p ∈ P ∧ (i, k) ∈ tr(p)} ∈MP,

es decir, se cumple que γG = xG.

Por construcción es claro que si p ∈ G, entonces xG ∈ [p]M [G]. Supongamos
ahora que p ∈ P y xG ∈ [p]M [G]. Sea q ∈ G tal que q ⊩ γ ∈ [p̌]. Basta probar
que q ≤ p, pues entonces p ∈ G. Supongamos en primer lugar que el modelo M
es numerable.

Si ¬q ≤ p, existe s ∈ q \ p, y podemos tomar un filtro genérico H tal que
qs ∈ H. Como qs ≤ q, también qs ⊩ γ ∈ [p̌], luego

s = tr(qs) ⊂ xH = γH ∈ [p]M [H],

luego s ∈ p, contradicción.

Con esto hemos probado que

(
∧
p ∈ P(1l ⊩ p̌ ∈ Γ↔ γ ∈ [p̌]))M ,

para cualquier modelo transitivo numerable M de ZFC, luego por reflexión
concluimos que ∧

p ∈ P(1l ⊩ p̌ ∈ Γ↔ γ ∈ [p̌]).

Relativizando esto a un modelo transitivo arbitrario (no necesariamente numera-
ble), tenemos la equivalencia del enunciado para modelos transitivos arbitrarios.

Claramente, todo x ∈ CM [G] que cumpla la implicación del enunciado para
todo p ∈ P cumple en particular que x ∈

⋂
FG, luego x = xG.



232 Capítulo 6. Reales genéricos

Definición 6.33 Sea M un modelo transitivo de ZFC y sea P el orden de Sacks
en M . Un real de Sacks sobre M es un x ∈ C tal que existe un filtro P-genérico
sobre M tal que x = xG.

Nota Si P es el orden de Sacks, B es la σ-álgebra de Borel de C e In es el
ideal formado por los subconjuntos numerables de C, podemos considerar la
aplicación i : P −→ B/In dada por i(p) = [p] + In. Se trata de una inmersión,
pues si p ⊥ q, el cerrado [p] ∩ [q] no contiene subconjuntos perfectos, luego es
numerable, luego i(p) ∧ i(q) = O. Además es una inmersión densa, pues todo
cerrado no numerable contiene un subconjunto perfecto.

Por lo tanto, las extensiones genéricas determinadas por P pueden obtenerse
también con el álgebra B/In. Los elementos de p representan el mismo papel
que los códigos de Borel, de modo que [p] es un análogo al conjunto de Borel
(conjunto perfecto, en este caso) de código p.

Veamos ahora cómo adjuntar a un modelo infinitos reales de Sacks.

Definición 6.34 Sea κ un cardinal no nulo y sea P el orden de Sacks. Si p ∈ Pκ,
definimos su soporte como el conjunto sop(p) = {α < κ | p(α) ̸= 1l}. Definimos
Pκ como el conjunto de los elementos de Pκ con soporte numerable, con el orden
parcial dado por p ≤ q si y sólo si

∧
α ∈ κ p(α) ≤ q(α).

Claramente, las aplicaciones iα : P −→ Pκ dadas por

iα(p)(δ) =

{
p si δ = α,
1l si δ ̸= α,

son inmersiones completas. Si M es un modelo transitivo numerable de ZFC, κ
es un cardinalM no nulo y G es un filtro PMκ -genérico sobre M , entonces i−1

α [G]
es un filtro PM -genérico sobre M que determina un real de Sacks

xα =
⋃
p∈G

tr(p(α)).

Los reales {xα}α<κ ∈ M [G] son distintos dos a dos, pues si α < β < κ, el
conjunto

Dα,β = {p ∈ PMκ | tr(p(α)) ⊥ tr(p(β))}

es denso en Pκ, (donde la incompatibilidad ⊥ se refiere al árbol 2<ω), pues
dada una condición p ∈ Pκ podemos tomar dos nodos incompatibles en p(α)
de la misma longitud, y entonces un nodo de esa misma longitud en p(β) será
inconpatible con uno de los dos, por lo que podemos tomar s ∈ p(α), t ∈ p(β)
tales que s ⊥ t, y p puede extenderse a p′ ∈ Dα,β cambiando p(α) y p(β) por
p(α)s y p(β)t, respectivamente.

Por lo tanto podemos tomar p ∈ G ∩ Dα,β , de modo que tr(p(α)) ⊂ xα y
tr(p(β)) ⊂ xβ , y así xα ̸= xβ .

Así pues, en M [G] hay (al menos) κ reales de Sacks, aunque esto hay que
tomarlo con precaución, porque de momento no sabemos si κ sigue siendo un
cardinal en M [G]. A este respecto, empezamos probando lo siguiente:
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Teorema 6.35 Si κ es un cardinal no nulo, entonces Pκ cumple la c.c.(2ℵ0)+.

Demostración: Sea C ⊂ Pκ con |C| = (2ℵ0)+. Si {sop(p) | p ∈ C}
tiene cardinal ≤ 2ℵ0 , entonces, reduciendo C podemos suponer que todas las
condiciones tienen el mismo soporte r. En caso contrario podemos aplicar el
lema de los sistemas ∆ (teorema 5.12) con κ = ℵ1 y µ = (2ℵ0)+, con lo que
reduciendo C podemos suponer (en ambos casos) que existe r ⊂ κ numerable
de modo que si p, q ∈ C, entonces sop(p) ∩ sop(q) = r.

Notemos que |P| = 2ℵ0 (pues P ⊂ P2<ω), luego también |Pr| = 2ℵ0 , luego la
aplicación p 7→ p|r no puede ser inyectiva, y así existen dos condiciones p1 ̸= p2
en C tales que p1|r = p2|r, pero entonces la condición p ∈ Pκ dada por

p(α) =

{
p1(α) si α ∈ sop(p1),
p2(α) si α ∈ sop(p2),
1l en otro caso

es una extensión común de p1 y p2, luego C no es una anticadena en Pκ.
Por lo tanto, Pκ conserva los cardinales ≥ (2ℵ0)+, y esto basta para concluir

que con c.p.o.s de tipo Pκ podemos hacer que 2ℵ0 sea arbitrariamente grande.
No obstante, vamos a probar que Pκ también conserva ℵ1, y así, si partimos
de un modelo en el que se cumpla la hipótesis del continuo, tendremos que Pκ
conserva todos los cardinales (y las cofinalidades). La prueba es laboriosa, pero
nos proporcionará mucha información adicional de interés.

Definición 6.36 Si p ∈ P y s ∈ p, el grado de ramificación de s es el cardinal
del conjunto de los i < ℓ(s) tales que existe t ∈ P con ℓ(t) > i, t|i = s|i,
t(i) ̸= s(i). Diremos que s es un nodo de ramificación n-simo si tiene grado de
ramificación n y ningún nodo anterior cumple lo mismo. Llamaremos L(p, n) al
conjunto de los nodos de ramificación n-simos de p.
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La figura muestra el principio de un árbol perfecto en el

que están señalados sus nodos de ramificación de órdenes 0,
1, 2. Notemos que L(p, 0) = {∅} y, en general, se cumple
que |L(p, n)| = 2n.

Definimos p ≤n q si p ≤ q y L(p, n) = L(q, n).

Así, p ≤0 q equivale a p ≤ q, y p ≤n+1 q implica p ≤n q.
Vamos a necesitar un hecho elemental:

Teorema 6.37 Si p ∈ P y n ∈ ω, entonces p =
⋃

s∈L(p,n)
ps, luego si q ≤ p existe un

s ∈ L(p, n)) tal que q y ps son compatibles.

Demostración: La primera igualdad es evidente: si “podamos” el árbol
p quitándole todas las ramas inferiores a cada nodo de ramificación n-simo y
luego unimos las “podas”, reconstruimos el árbol completo.

Si q ≤ p, tomamos t ∈ q de longitud mayor que las longitudes de todos los
nodos de L(p, n). Entonces t ∈ p y contiene un nodo s ∈ L(p, n), luego qs ≤ q
y qs ≤ ps.

Probamos ahora un hecho fundamental sobre el orden de Sacks:
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Teorema 6.38 Sea {pn}n∈ω una sucesión en P de manera que existe una su-
cesión {mn}n∈ω en ω creciente y no acotada de modo que pn+1 ≤mn

pn para
todo n. Entonces q =

⋂
n
pn ∈ P y q ≤mn

pn para todo n.

Demostración: Claramente una intersección de subárboles de 2<ω es un
subárbol de 2<ω y claramente ∅ ∈ q, luego q ̸= ∅. Sólo falta probar que q es
perfecto. Para ello tomamos s ∈ q y elegimos n tal que mn > ℓ(s). Entonces s ∈
pn y su grado de ramificación es ≤ ℓ(s) < mn, luego existen t0, t1 ∈ L(pn,mn)
tales que s ⊂ ti. Como todo n′ ≥ n cumple que pn′ ≤mn pn, tenemos que
L(pn,mn) está contenido en todos los pn, luego en q, y así t0, t1 ∈ q son dos
extensiones incompatibles de s. Hemos razonado que L(pn,mn) = L(q,mn),
luego q ≤mn

pn.

Vamos a generalizar este hecho al caso de Pκ.

Definición 6.39 Si κ es un cardinal no nulo, p ∈ Pκ, F ⊂ κ es un conjunto
finito y σ ∈

∏
α∈F

p(α), definimos pσ ∈ Pκ como la condición dada por

pσ(α) =

{
p(α)σ(α) si α ∈ F ,
p(α) si α ∈ κ \ F .

Si n ∈ ω, definimos
L(p, F, n) =

∏
α∈F

L(p(α), n).

Diremos que p ≤F,n q si p ≤ q y L(p, F, n) = L(q, F, n), que claramente equivale
a que p ≤ q y

∧
α ∈ F p(α) ≤n q(α).

Teorema 6.40 Sea κ un cardinal no nulo, sea {pn}n∈ω una sucesión en Pκ tal
que existe una sucesión {(Fn,mn)}n∈ω de modo que {mn}n∈ω es una sucesión
de números naturales creciente y no acotada, {Fn}n∈ω es una sucesión de sub-
conjuntos finitos de κ creciente (respecto de la inclusión),

⋃
n∈ω

Fn =
⋃
n∈ω

sop pn y
pn+1 ≤Fn,mn pn. Entonces la condición q ∈ Pκ dada por

q(α) =
⋂
n∈ω

pn(α)

cumple q ≤Fn,n pn para todo n.

Demostración: Si α ∈ κ \
⋃
n

sop pn tenemos que q(α) = 1l. Si α ∈ sop pk,

entonces existe un n tal que α ∈ Fn y para todo k ≥ n se cumple que
pk+1(α) ≤mk

pk(α), luego el teorema anterior nos da que q(α) ∈ Pκ. Esto
prueba que q ∈ Pκ (notemos que sop q =

⋃
n

sop pn es numerable).

De hecho, el teorema anterior nos da que q(α) ≤mn pn(α) para todo α ∈ Fn,
lo que equivale a que q ≤Fn,mn

pn.

Teorema 6.41 Sea κ un cardinal no nulo, sea p ∈ Pκ, sea F ⊂ κ finito, sea
n ∈ ω y σ ∈ L(p, F, n). Si q ≤ pσ, existe p′ ∈ Pκ tal que p′ ≤F,n p y p′σ = q.
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Demostración: Si α ∈ κ \ F , definimos p′(α) = q(α), mientras que si
α ∈ F tomamos

p′(α) =
⋃
{p(α)s | s ∈ L(p(α), n), s ̸= σ(α)} ∪ q(α).

Claramente cumple lo requerido.

Teorema 6.42 Sea κ un cardinal no nulo, sea p ∈ Pκ, sea F ⊂ sop p finito,
sea n ∈ ω y D un abierto denso bajo p en Pκ. Entonces existe q ∈ Pκ tal que
q ≤F,n p y

∧
σ ∈ L(p, F, n) qσ ∈ D.

Demostración: Sea σ0, . . . , σk una enumeración de L(p, F, n). Tomamos
q0 ≤ pσ0

tal que q0 ∈ D. Por el teorema anterior existe p0 ≤F,n p tal que
(p0)σ0

= q0. Ahora tomamos q1 ≤ (p0)σ1
tal que q1 ∈ D y a su vez p1 ≤F,n p0

tal que (p1)σ1 = q1. Repetimos así hasta obtener

q = pk ≤F,n pk−1 ≤F,n · · · ≤F,n p0 ≤F,n p.

Así, qσi
≤ (pi)σi

= qi ∈ D, luego qσi
∈ D porque D es abierto.

Teorema 6.43 Sea κ un cardinal no nulo, sea p ∈ Pκ, F ⊂ sop p finito y n ∈ ω.
Si q ≤ p, existe σ ∈ L(p, F, n) tal que q es compatible con pσ.

Demostración: Para cada α ∈ F , tenemos que q(α) ≤ p(α), luego 6.37
nos da un σ(α) ∈ L(p(α), n) tal que q(α) y p(α)σ(α) son compatibles, luego q y
pσ son compatibles.

Teorema 6.44 Sea κ un cardinal no nulo, p ∈ Pκ, F ⊂ sop(p) finito, n ∈ ω
y τ ∈ V Pκ tal que p ⊩ τ ∈ V̌ . Entonces existe una condición q ≤F,n p tal
que, para cada σ ∈ L(p, F, n), existe aσ de modo que qσ ⊩ τ = ǎσ. Además, si
llamamos A = {aσ | σ ∈ L(p, F, n)}, se cumple que q ⊩ τ ∈ Ǎ.

Demostración: Sea D = {q ∈ Pκ | q ≤ p ∧
∨
a q ⊩ τ = ǎ}. Claramente D

es abierto denso bajo p en Pκ, luego 6.42 nos da q ≤F,n p que cumple la primera
afirmación.

Si r ≤ q, por el teorema anterior existe σ ∈ L(q, F, n) = L(p, F, n) tal que r
es compatible con qσ, luego existe r′ ≤ r tal que r′ ⊩ τ ∈ Ǎ. Esto implica que
q ⊩ τ ∈ Ǎ.

Finalmente llegamos al resultado crucial sobre Pκ:

Teorema 6.45 Sea κ un cardinal no nulo, sean p ∈ Pκ y τ ∈ V P tales que
p ⊩ τ : ω −→ V̌ . Entonces existe C : ω −→ V y q ≤ p de modo que cada C(n)
es finito y q ⊩

∧
n ∈ ω τ(n) ∈ Č(n)

Demostración: Llamemos q0 = p y fijemos f0 : ω −→ sop q0 suprayectiva.
Tomamos F0 = {f0(0)} y el teorema anterior nos da una condición q1 ≤F0,0 q0
y un conjunto A0 tal que q1 ⊩ τ(0) ∈ Ǎ0. Además |A0| ≤ |L(q0, F0, 0)|.
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Fijamos f1 : ω −→ sop q1 suprayectiva, F1 = {f0(0), f0(1), f1(0), f1(1)} y
aplicamos el teorema anterior para obtener q2 ≤F1,1 q1 y un conjunto A1 tal que
q2 ⊩ τ(1) ∈ Ǎ1 y |A1| ≤ |L(q1, F1, 1)|.

Procediendo de este modo obtenemos sucesiones {qn}n∈ω, {(Fn, n)}n∈ω y
{An}n∈ω de modo que las dos primeras están en las hipótesis del teorema 6.40
y además

qn+1 ⊩ τ(ň) ∈ Ǎn, |Fn| = (n+ 1)2, |An| ≤ |L(qn, Fn, n)| ≤ (n+ 1)22n.

El teorema 6.40 nos da una condición q que extiende a todas las qn (con lo que
en particular q ≤ p) y llamando C(n) = An se cumple lo requerido.

De aquí podemos extraer muchas consecuencias. La primera es el resultado
que perseguíamos:

Teorema 6.46 Si κ es un cardinal no nulo, entonces Pκ conserva ℵ1.

Demostración: Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, y sea
G un filtro PMκ -genérico sobre M . Supongamos que existe f ∈ M [G] tal que
f : ω −→ ωM1 suprayectiva. Sea f = τG, con τ ∈ MPM

κ y sea p ∈ PMκ tal que
p ⊩ τ : ω −→ ω̌M1 suprayectiva. Sean q ≤ p y C ∈M según el teorema anterior y
pasemos a otro filtro genérico G tal que q ∈ G. Entonces

∧
n ∈ ω τG(n) ∈ C(n),

luego τG[ω] ⊂
⋃
n∈ω

C(n), pero este conjunto es numerableM , y por otra parte

tiene que contener a ωM1 , contradicción.

Como consecuencia:

Teorema 6.47 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC+2ℵ0 = ℵ1, sea
κ un cardinalM no nulo y sea G un filtro PMκ -genérico sobre M . Entonces PMκ
conserva cardinales y cofinalidades.

Demostración: Por 6.35 tenemos que PMκ cumple la c.c.ℵ2 en M , luego
5.6 nos da que conserva cardinales y cofinalidades ≥ ℵ2, mientras que 6.46 nos
da que también se conserva ℵ1.

Tras la definición 6.34 hemos razonado que en M [G] hay κ reales de Sacks,
luego (2ℵ0)M [G] ≥ κ. Vamos a calcular el valor exacto.

Sea J el conjunto de todos los pares (q, τ) tales que q ∈ Pκ, τ ∈ V Pκ ,
q ⊩ τ : ω −→ 2 y existen sucesiones {qn}n∈ω, {(Fn, n)}n∈ω, {aσ}σ, donde σ
recorre

⋃
n∈ω

L(q, Fn, n), en las condiciones del teorema 6.44 y de la prueba del

teorema 6.45.
Esto implica, entre otras cosas, que q es la condición dada por 6.40 a partir

de dichas sucesiones, por lo que en particular

L(q, Fn, n) = L(qn, Fn, n) = L(qn+1, Fn, n)

y, para todo σ ∈ L(q, Fn, n), se cumple que qσ ⊩ τ(ň) = ǎσ.
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El teorema 6.45 prueba que si p ⊩ τ : ω −→ 2, entonces el conjunto de las
condiciones q ≤ p tales que (q, τ) ∈ J es denso bajo p.

Diremos que (q1, τ1), (q2, τ2) ∈ J son equivalentes si q1 = q2 y q1 ⊩ τ1 = τ2.

Observemos que si (q, τ1), (q, τ2) ∈ J tienen asociadas las mismas sucesiones,
entonces son equivalentes, pues, para cada n ∈ ω y cada σ ∈ L(q, Fn, n), se
cumple que qσ ⊩ τ1(ň) = ǎσ = τ2(ň). El teorema 6.43 nos da entonces que
si r ≤ q, existe σ ∈ L(q, Fn, n) tal que q es compatible con qσ, luego existe
r′ ≤ r tal que r′ ⊩ τ1(ň) = τ2(ň), luego q ⊩ τ1(ň) = τ2(ň), para todo n, luego
q ⊩ τ1 = τ2.

Esto implica que el número de clases de equivalencia en J es menor o igual
que el número de sucesiones posibles que determinan a cada elemento de J .
Para calcularlo observamos en primer lugar que, suponiendo la hipótesis del
continuo, |Pκ| ≤ (2κ)ℵ0 . (El 2 hay que incluirlo para cubrir el caso κ = 1.)

En efecto, si identificamos cada condición de Pκ con la restricción a su so-
porte, tenemos que Pκ =

⋃
S∈[κ]ℵ0

PS , luego |Pκ| ≤ (2κ)ℵ0ℵℵ0
1 . Con la hipótesis del

continuo es |Pκ| ≤ (2κ)ℵ0 .

El número de sucesiones {(Fn, n)}n∈ω es a lo sumo (2κ)ℵ0 y, fijada una de
ellas, el número de sucesiones {aσ}σ (donde podemos suponer que aσ ∈ 2) es a
lo sumo 2ℵ0 (pues σ varía en un conjunto numerable).

Así, el número de clases de equivalencia es a lo sumo (2κ)ℵ02ℵ0 = (2κ)ℵ0 .
Ahora ya podemos probar:

Teorema 6.48 Si M es un modelo transitivo numerable de ZFC+2ℵ0 = ℵ1 y
κ es un cardinal no nulo en M , entonces para todo filtro PMκ -genérico sobre M
y todo cardinalM infinito µ, se cumple que (2µ)M [G] = ((2κ)µ)M .

Demostración: Consideremos primero el caso µ = ℵ0. Si f ∈ (ω2)M [G],
existe τ ∈MP tal que f = τG, y podemos tomar p ∈ P tal que p ⊩ τ : ω −→ 2.
Como el conjunto de las condiciones q ≤ p tales que (q, τ) ∈ J es denso bajo p,
existe una que cumple q ∈ G.

Así, en M [G] podemos asociar a cada f ∈ (ω2)M [G] un par (q, τ) ∈ J con
q ∈ G y τG = f . Si dos de estos pares son equivalentes digamos (q, τ), (q, τ ′),
hemos visto que q ⊩ τ = τ ′, luego τ ′G = τG = f , luego a cada f podemos
asignarle una clase de equivalencia [(q, τ)], la cual determina f , pues basta
tomar cualquier par en la clase y calcular τG para recuperar f .

En otras palabras, tenemos una aplicación inyectiva en M [G] entre (ω2)M [G]

y el conjunto de clases de equivalencia de J (en M). El cardinal de este conjunto
en M es ((2κ)ℵ0)M , luego (2ℵ0)M [G] ≤ ((2κ)ℵ0)M .

Recíprocamente, sabemos que κ ≤ (2ℵ0)M [G], luego

((2κ)ℵ0)M ≤ ((2κ)ℵ0)M [G] ≤ ((2ℵ0)ℵ0)M [G] = (2ℵ0)M [G].
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Supongamos ahora que µ ≥ ℵM1 y llamemos ξ = ((2κ)ℵ0)M . Así,

((2κ)µ)M = (ξµ)M ≤ (ξµ)M [G] = ((2ℵ0)µ)M [G] = (2µ)M [G].

Por otro lado, el teorema 5.20 nos da que el número de buenos nombres
en M para subconjuntos de µ̌ es a lo sumo ((2κ)ℵ0)ℵ1µ = (2κ)µ (en M), y el
teorema 5.22 nos da que (2µ)M [G] ≤ ((2κ)µ)M .

En particular, si partimos de un modelo que cumple la HCG y añadimos un
real de Sacks, en la extensión se sigue cumpliendo la HCG, pero si añadimos κ
reales de Sacks con cf κ > ℵ0, entonces en la extensión se cumple 2ℵ0 = κ.

Conviene observar que Pκ cumple una propiedad más débil que el teorema
6.45, pero que es suficiente para muchas aplicaciones:

Definición 6.49 Sea f : ω −→ ω \ {0}. Diremos que C : ω −→ [ω]<ω es un
f -cono si para todo n ∈ ω se cumple que |C(n)| ≤ f(n). Un real r ∈ N está
cubierto por C si

∧
n ∈ ω r(n) ∈ C(n).

Si M ⊂ N son modelos de ZFC, se dice que N tiene la propiedad de Sacks
sobre M si para toda función f : ω −→ ω \ {0} creciente y no acotada f ∈M y
todo real r ∈ NN se cumple que r está cubierto por un f -cono C ∈M .

Un c.p.o. P ∈ M tiene la propiedad de Sacks si toda extensión genérica de
M por P tiene la propiedad de Sacks.

Nota Observemos que si la propiedad de Sacks se cumple para una función
f ∈M en particular, entonces se cumple para todas.

En efecto, consideremos otra función g : ω −→ ω \ {0} tal que g ∈M y que
es creciente y no acotada.

Podemos suponer que f(0) = 1, pues si la función f ′ coincide con f salvo
que f ′(0) = 1, para cada r ∈ NN podemos tomar un f -cono C ∈M que cubra a
r, y modificando C de modo que C ′(0) = {r(0)} obtenemos un f ′-cono C ′ ∈M
que también cubre a r.

Sea {mn}n∈ω una sucesión estrictamente creciente tal que f(n) ≤ g(mn).
Como f(0) = 1 ≤ g(0), podemos tomar m0 = 0.

A través de una biyección en M entre ω y ω<ω podemos transformar la su-
cesión {r|mn+1}n∈ω en una función x ∈ N, y aplicándole la hipótesis obtenemos
un “cono” C : ω −→ [ω<ω]<ω en M tal que r|mn+1 ∈ C(n), para todo n. Sea
D : ω −→ [ω]<ω el cono dado por D(m) = {s(m) | s ∈ C(m) ∧ n < ℓ(s)}. Cla-
ramenteD ∈M y es un g-cono, pues, comom0 = 0, para todom ∈ ω existe un n
tal que mn ≤ m < mn+1, y entonces |D(m)| ≤ |C(n)| ≤ f(n) ≤ g(mn) ≤ g(m).
Además D cubre a r, pues r(n) = r|mn+1(n) ∈ D(n).

Teorema 6.50 Si κ es un cardinal no nulo, entonces Pκ cumple la propiedad
de Sacks.
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Demostración: Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, sea κ
un cardinalM no nulo y sea G un filtro PMκ -genérico sobre M . Por la nota
precedente, basta probar que se cumple la propiedad de Sacks para la función
f(n) = (n+ 1)22n.

Sea r ∈ NM [G] y supongamos que no existe ningún f -cono en M que cubra
a f . Sea X ∈M el conjunto de todos los f -conos en M y sea r = τG. Entonces
existe p ∈ G tal que

p ⊩ τ : ω −→ ω ∧
∧
C ∈ X̌

∨
n ∈ ω τ(n) /∈ C(n).

Sean q ≤ p y C ∈ M según el teorema 6.45. Cambiamos G por otro filtro
genérico tal que q ∈ G. Así seguimos teniendo que r = τG ∈ NM [G] es un real que
no puede cubrirse por ningún f -cono en M , pero además tenemos C : ω −→ V
tal que

∧
n ∈ ω r(n) ∈ C(n) y además C(n) es finito. Más aún, en la prueba

del teorema 6.45 se ve que |C(n)| ≤ f(n).
Si cambiamos C(n) por C(n) ∩ [ω]<ω se sigue cumpliendo todo lo dicho y

además C ∈ X, con lo que tenemos una contradicción.

La hipótesis de que el modelo M sea numerable puede eliminarse, pues lo
que hemos probado es que

(1l ⊩
∧
r ∈ N

∨
C ∈ X̌

∧
n ∈ ω r(n) ∈ C(n))M ,

luego por el teorema de reflexión lo mismo vale sin relativizar a M , entendiendo
que X no es una variable, sino que representa el conjunto de los f -conos (en M
a causa de la relativización), donde f tiene a su vez una definición, y a su vez
lo mismo vale relativizado a cualquier modelo transitivo de ZFC.

El teorema siguiente prueba que los reales de Sacks no son aleatorios ni de
Cohen:

Teorema 6.51 Sean M ⊂ N dos modelos transitivos de ZFC con los mismos
ordinales y de modo que N tenga la propiedad de Sacks sobre M . Entonces:

a) Si A ∈ N es un conjunto de Borel en CN de medida 0 respecto de la medida
de Haar, existe B ∈M de Borel en CM y de medida 0 tal que A ⊂ BN .

b) Si A ∈ N es un conjunto de Borel en CN diseminado, existe B ∈ M de
Borel en CM y diseminado tal que A ⊂ BN .

Demostración: a) Para cada s ∈ 2<n, consideramos el abierto básico
Bs = {x ∈ C | x|n = s}. Sea B el álgebra de abiertos cerrados de C. Los
elementos de B son las uniones finitas de abiertos básicos. Observemos que
todo abierto de C es unión (numerable) de elementos de B disjuntos dos a dos.
(A partir de una descomposición en unión numerable de abiertos básicos, basta
restarle a cada uno la unión de los anteriores.)

Observemos ahora que si A ⊂ C es un conjunto nulo y {ϵn}n∈ω es una
sucesión de números reales positivos, podemos cubrir A ⊂

⋃
n∈ω

Un, donde cada
Un es un abierto cerrado con m(Un) < ϵn.
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En efecto, podemos cubrir A con un abierto de medida menor que ϵ0, que a
su vez podemos expresar como unión disjunta A ⊂

⋃
n∈ω

Bn, donde cada Bn ∈ B.

Así
∞∑
n=0

m(Bn) < ϵ0. Tomamos n0 ∈ ω tal que
∞∑

n=n0

m(Bn) < ϵ1 y llamamos

U0 =
⋃

n<n0

Bn, con lo que m(U0) < ϵ0. Igualmente, tomamos n1 > n0 tal

que
∞∑

n=n1

m(Bn) < ϵ2 y llamamos U1 =
⋃

n0≤n<n1

Bn, con lo que m(U1) < ϵ1, y

procediendo de este modo obtenemos los abiertos requeridos.

La correspondencia entre los conjuntos de Borel de CM y CN (en M y N ,
respectivamente) determinada por los códigos de Borel hace corresponder BMs
con BNs y, por consiguiente, biyecta BM con BN . Por lo tanto, si {Bm}m∈ω ∈M
es una enumeración de BM , tenemos que {BNm}m∈ω ∈ N enumera BN .

Sea e : ω × ω −→ ω biyectiva tal que e ∈ M . Para cada i ∈ ω, sea fi ∈ NN

tal que A ⊂
⋃
j∈ω

BNfi(j), con

m(BNfi(j)) <
1

2e(i,j)+i+j+1
.

Sea r ∈ NN dado por r(e(i, j)) = fi(j). Por la propiedad de Sacks existe un
cono C ∈M que cubre a r y tal que |C(n)| ≤ 2n. Sea

B =
⋂
i∈ω

⋃
j∈ω

⋃
{Bm | m ∈ C(e(i, j)) ∧ m(Bm) < 2−e(i,j)−i−j−1}.

Claramente B ∈ M es un conjunto de BorelM , y además A ⊂ BN , pues si
x ∈ A, para todo i ∈ ω existe un j ∈ ω tal que x ∈ BNfi(j) y

m = fi(j) = r(e(i, j)) ∈ C(e(i, j)), m(Bm) = m(BNm) < 2−e(i,j)−i−j−1,

luego x ∈ B. Sólo falta probar que B es nuloM . Ahora bien,

m(
⋃
{Bm | m ∈ C(e(i, j)) ∧ m(Bm) < 2−e(i,j)−i−j−1})

≤ |C(e(i, j))|
2e(i,j)+i+j+1

= 2−i−j−1,

de donde

m(
⋃
j∈ω

⋃
{Bm | m ∈ C(e(i, j)) ∧ m(Bm) < 2−e(i,j)−i−j−1}) ≤ 2−i

luego m(B) ≤ 2−i para todo i, luego B es nulo.

b) Observemos en primer lugar que si A ⊂ C es diseminado, para cada n ∈ ω
existe m > n y una función t : m \ n −→ 2 tal que el abierto {x ∈ C | t ⊂ x} es
disjunto de A.

En efecto, sea {si}i<2n una enumeración de n2. Como A es diseminado,
A ∩Bs0 ̸= Bs0 , luego existe t0 ∈ 2m0\n tal que Bs0∪t0 ∩ A = ∅. Igualmente,
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A ∩Bs1∪t0 ̸= Bs1∪t0 , luego t0 se puede prolongar hasta t1 ∈ 2m1\n de modo que
Bs1∪t1 ∩ A = ∅, y también Bs0∪t1 ∩ A = ∅. Repitiendo el proceso llegamos a
un t = t2n−1 que cumple Bs∪t ∩ A = ∅ para todo s ∈ n2. Así, si x ∈ C cumple
t ⊂ x, entonces x ∈ Bs∪t, para cierto s ∈ n2, luego x /∈ A.

Aplicando repetidamente este hecho podemos construir una sucesión {ni}i∈ω
estrictamente creciente de números naturales con n0 = 0 y una sucesión {ti}i∈ω
con ti ∈ 2ni+1\ni de modo que {x ∈ C | ti ⊂ x} ∩ A = ∅. Si llamamos
z =

⋃
i

ti ∈ C, tenemos que, para cada i ∈ ω,

{x ∈ C | x|ni+1\ni
= z|ni+1\ni

} ∩A = ∅.

Aplicamos esto en N al conjunto A del enunciado y llamamos r ∈ NN al
real dado por r(i) = ni. La propiedad de Sacks nos da un cono C ∈ M que
cubre a r y tal que |C(i)| ≤ 2i. Podemos suponer que C(0) = {r(0)} = {0}.
Sea m0 = 0 y mi+1 = máxC(mi + 1), con lo que {mi}i∈ω ∈M . Además, como
mi + 1 ∈ C(mi + 1),

mi ≤ nmi
< nmi+1 ≤ mi+1

de donde se sigue que, para todo i ∈ ω,

{x ∈ CN | x|mi+1\mi
= z|mi+1\mi

} ∩A = ∅.

Sea {ji}i∈ω ∈M una sucesión de naturales tal que ji+1− ji > 2i. Aplicando
la propiedad de Sacks a través de una biyección entre ω y 2<ω podemos encontrar
un “cono” C : ω −→ [2<ω]<ω en M tal que z|mji+1 ∈ C(i) y |C(i)| ≤ 2i.
Podemos suponer que C(i) ⊂ 2mji+1 , pues podemos eliminar los elementos que
no cumplan esto sin salirnos de M y sin eliminar con ello a z|mji+1

. Pongamos
que C(i) = {t0, . . . , tki}, con ki < 2i.

Sea hi : mji+1
\mji −→ 2 tal que hi|mji+u+1\mji+u

= tu|mji+u+1\mji+u
para

todo u ≤ ki. Esto es posible porque ji+1 − ji > 2i > ki. Además podemos
tomar {hi}i∈ω ∈M .

Como z|mji+1
= tu, para cierto u, llamando v = ji + u, tenemos que

hi|mv+1\mv
= z|mv+1\mv

, con mji ≤ mu < mu+1 ≤ mji+1
, luego el abierto

C =
⋃
i∈ω
{x ∈ CM | hi ⊂ x} ∈M

cumple CN∩A = ∅. Ahora basta observar que B = CM \C cumple que A ⊂ BN
y que B es diseminadoM , pues esto equivale a que C sea denso y, en efecto, dado
cualquier abierto básico Bs, para cualquier i suficientemente grande se cumple
que hi es disjunto con s, luego existe un x ∈ C ∩Bs.

En particular el teorema anterior implica que en N no hay reales de Cohen
ni aleatorios, pues si x ∈ CN , entonces {x} es un conjunto nulo (diseminado),
luego está contenido en un conjunto nulo (diseminado) inducido desde M , luego
x no es de Cohen (aleatorio).

Así pues, si adjuntamos reales de Sacks a un modelo de ZFC + V = L,
obtenemos un modelo en el que CL ⊊ C, pero en el que A(L) = B(L) = ∅.



242 Capítulo 6. Reales genéricos

6.5 El diagrama de Cichoń
Recordemos (definición [TC 8.20]) el diagrama de Cichoń, que relaciona

varios cardinales característicos del continuo:

cub(Im) // un(Ic) // cf(Ic) // cf(Im) // c

b //

OO

d

OO

ℵ1 // ad(Im) //

OO

ad(Ic) //

OO

cub(Ic) //

OO

un(Im)

OO

Cada flecha indica una desigualdad demostrable en ZFC. A esto hay que
añadir las igualdades (teorema [TC 8.33]):

ad(Ic) = mín{b, cub(Ic)}, cf(Ic) = máx{d, un(Ic)}.

En esta sección mostraremos el efecto que tiene sobre este diagrama la adi-
ción de reales de Cohen, aleatorios o de Sacks a un modelo dado. El caso de los
reales de Sacks lo tenemos prácticamente resuelto:

Teorema 6.52 Sean M ⊂ N modelos transitivos de ZFC con los mismos ordi-
nales y de modo que N tenga la propiedad de Sacks sobre M . Entonces todos
los cardinales del diagrama de Cichoń en N son menores o iguales que (2ℵ0)M .
En particular, si M cumple la hipótesis del continuo, son todos iguales a ℵM1 .

Demostración: Sea C ∈ M el conjunto de todos los conjuntos de Borel
c ∈M tales que m(Bc) = 0. Como C ⊂ NM , tenemos que |C|M ≤ κ = (2ℵ0)M .
Sea B = {BNc | c ∈ C} ∈ N , que es una familia de conjuntos nulos tal que
|B|N ≤ κ. Por el teorema anterior todo subconjunto nulo de CN (en N) está
contenido en un conjunto de B, lo que significa que cf(Im)N ≤ κ, y cf(Im) es el
mayor cardinal del diagrama de Cichoń.

Así pues, al adjuntar κ reales de Sacks, donde cf κ > ℵ0, a un modelo
que cumpla la HCG, obtenemos un modelo en el que todos los cardinales del
diagrama de Cichoń valen ℵ1, mientras que 2ℵ0 = κ.

Notemos también que el teorema anterior implica que si en M se cumple la
hipótesis del continuo, ℵM1 se conserva en las extensiones con la propiedad de
Sacks.

6.5.1 Adición de una cantidad no numerable de reales
aleatorios y de Cohen

Pasamos ahora al caso de los reales aleatorios y de Cohen. Curiosamente, el
caso no numerable es más simple que el caso numerable, y nos ocupamos de él
en primer lugar.
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Teorema 6.53 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC y sea κ un
cardinalM tal que κℵ0 = κ. Si G es un ultrafiltro Bκ-genérico sobre M , entonces
en M [G] se cumple que cub(Im) = c y un(Im) = ℵ1, por lo que el diagrama de
Cichoń se reduce a

c // c // c // c

b //

OO

d

OO

ℵ1 //

OO

ℵ1 //

OO

ℵ1 //

OO

ℵ1

OO

donde b y d son los mismos que en M y c = κ.

Demostración: La clave está en que un conjunto de Borel nulo B en M [G]
sólo puede contener una cantidad numerable de los reales aleatorios considerados
en el teorema 6.16.

En efecto, recordemos que allí hemos construido una familia {xfα}α<κ de
reales aleatorios en M [G], cada uno de los cuales tiene por soporte Iα = fα[ω],
de modo que los conjuntos Iα son disjuntos dos a dos y su unión es κ.

Sea c ∈ NM [G] un código de Borel para B. Según la observación previa al
teorema 6.22, el código c tiene un soporte numerable I, que podemos tomar de
la forma I =

⋃
α∈A

Iα, donde A ⊂ κ es numerable. Dicho soporte I determina un

real aleatorio x tal que c ∈M [x] y por 6.21 todos los demás xfα , con α ∈ κ \A,
siguen siendo aleatorios sobre M [x]. El teorema 6.3 implica entonces que, para
α ∈ κ \A, tenemos que xfα /∈ B = B

M [G]
c .

Por consiguiente, un cubrimiento de CM [G] por conjuntos nulos tiene que
constar de c = κ miembros, ya que entre todos deben contener a todos los reales
aleatorios xfα y cada uno de los conjuntos nulos sólo puede contener a una
cantidad numerable de ellos. Esto implica que cub(Im) = c.

Por otro lado, X = {xfα | α < ωM1 } ∈M [G] es un conjunto no nulo, porque
si fuera nulo estaría contenido en un conjunto de Borel nulo, el cual contendría
una cantidad no numerable de reales aleatorios, lo cual ya hemos visto que es
imposible. Además (|X| = ℵ1)M [G], luego un(Im) = ℵ1. La parte central del
diagrama está determinada por el teorema 6.23.

Teniendo en cuenta el teorema 6.24, tenemos probada la consistencia de que
todas las desigualdades “verticales” del diagrama de Cichoń sean estrictas.

Si añadimos reales de Cohen podemos razonar igualmente, aunque el efecto
sobre el diagrama es diferente:

Teorema 6.54 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, sea κ un cardi-
nalM tal que κℵ0 = κ y sea P = Fn(κ, 2,ℵ0). Si G es un filtro P-genérico sobre
M , entonces en M [G] se cumple que cub(Ic) = c y un(Ic) = ℵ1, por lo que el
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diagrama de Cichoń se reduce a

ℵ1 // ℵ1 // c // c

ℵ1 //

OO

c

OO

ℵ1 //

OO

ℵ1 //

OO

c //

OO

c

OO

Demostración: Podemos sustituir el c.p.o. por P = Fn(κ × ω, 2,ℵ0), con
lo que G define una función genérica f : κ × ω −→ 2, la cual define κ reales
de Cohen xα(n) = f(α, n). Veamos que cada conjunto de Borel de primera
categoría B sólo puede contener una cantidad numerable de los xα. Para ello lo
expresamos como B = B

M [G]
c , para cierto código de Borel c ∈ NM [G].

A partir de un buen nombre para c se obtiene un conjunto I ⊂ κ numerable
tal que c ∈M [GI ], dondeGI = p−1

I [G], donde a su vez pI : Fn(I×ω, 2,ℵ0) −→ P
es la inclusión (que es una inmersión completa). Como

P ∼= Fn(I × ω, 2,ℵ0)× Fn((κ \ I)× ω, 2,ℵ0)

y el segundo factor (con el filtro que cumple G = GI ×Gκ\I) define los mismos
reales de Cohen {xα}α∈κ\I , resulta que, para cada α ∈ κ \ I el real xα es de
Cohen sobre M [GI ], luego xα /∈ B

M [G]
c . A partir de aquí el razonamiento es

idéntico al del teorema anterior.

Así pues, también es consistente que las desigualdades “horizontales” centra-
les del diagrama de Cichoń sean estrictas.

6.5.2 Adición de un real de Cohen

Observemos que adjuntar un real de Cohen o aleatorio es equivalente a adjun-
tar una cantidad numerable de ellos. Para analizar el efecto sobre el diagrama
de Cichoń de la adición de un real de Cohen necesitamos algunos resultados
previos. En los dos primeros necesitamos hacer uso de algunas propiedades
elementales de los logaritmos:

Teorema 6.55 Sea A un conjunto finito y sea B ⊂ A×A tal que A =
⋃
x∈A

Bx,

donde Bx = {y ∈ A | (x, y) ∈ B}, sea a = mín{|By| | y ∈ A}, donde llamamos
By = {x ∈ A | (x, y) ∈ B}, y sea b = máx{|Bx| | x ∈ A}. Entonces existe un
H ⊂ A tal que A =

⋃
x∈H

Bx y |H| ≤ |A|(1 + log b)/a.

Demostración: Sea x0 ∈ A tal que |Bx0
| = b. Definimos recurrentemente

xn ∈ A para n < |A| de forma que |Bxn \
⋃
j<n

Bxj | sea el mayor posible. Como

el cardinal de la unión no puede ir creciendo indefinidamente, tiene que haber
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un mínimo n̂ tal que Bxn̂
\

⋃
j<n̂

Bxj
= ∅, y entonces A =

⋃
j<n̂

Bxj
. Tomamos

H = {xj | j < n̂} y el problema es acotar n̂.

Para cada k ≤ b, sea Hk = {n < n̂ | |Bxn
\

⋃
j<n

Bxj
| = k} y sea

Xk =
⋃
j≤k

⋃
n∈Hj

Bxn
\

⋃
j>k

⋃
n∈Hj

Bxn
.

Así ∅ = X0 ⊂ X1 ⊂ · · · ⊂ Xb = A. Más aún, |X1 \ X0| = |X1| = |H1|,
|X2 \X1| = |X2| − |X1| = 2|H2|, y en general

|Xk| − |Xk−1| = k|Hk|.

Por otra parte, por la construcción de los xn, para todo x ∈ A y todo k ≤ b, se
cumple que

|Bx ∩Xk| ≤ k,
pues si |Bx ∩Xk| > k, entonces |Bx \

⋃
j>k

⋃
n∈Hj

Bxn
| > k, pero la unión es de la

forma
⋃
j>k

⋃
n∈Hj

Bxn
=

⋃
j<n

Bxj
para cierto n tal que |Bxn

\
⋃
j<n

Bxj
| ≤ k, luego

x contradice el criterio de elección de xn. Por consiguiente,

a|Xk| ≤ |B ∩ (A×Xk)| ≤ k|A|,

luego |Xk| ≤ k|A|/a.
Finalmente:

n̂ =
b∑
j=1

|Hj | =
b∑
j=1

1

j
(|Xj | − |Xj−1|) =

1

b
|Xb|+

b−1∑
j=1

(
1

j
− 1

j + 1

)
|Xj | ≤

|A|
a

+
b−1∑
j=1

j|A|
a

1

j(j + 1)
≤ |A|

a

(
1 +

1

2
+ · · ·+ 1

b

)
≤ |A|

a
(1 + log b),

donde hemos acotado la suma por 1 +

∫ b

1

1

x
dx = 1 + log b.

Como consecuencia:

Teorema 6.56 Si X ⊂ C es infinito y ϵ > 0, existe un abierto cerrado C ⊂ C

de medida < ϵ tal que X + C = C.

Demostración: Vamos a probar algo más fuerte: Existe un nϵ tal que para
todo F ⊂ C finito con |F | > nϵ existe un abierto cerrado C de medida < ϵ tal
que F + C = C.

En efecto, tomemos en principio cualquier F = {x1, . . . , xn} ⊂ C finito. Sea
m ∈ ω tal que las restricciones x1|m, . . . , xn|m sean distintas dos a dos. Sea
F ′ = {x1|m, . . . , xn|m}, sea A = m2 y sea

B = {(s, t) ∈ A×A |
∨
j s = t+ xj |m}.

Con la notación del teorema anterior, tenemos que a = b = |F |. Concluimos
que existe un H ⊂ A tal que A = H + F ′ y |H| ≤ 2m(1 + log |F |)/|F |.
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Llamamos C =
⋃
s∈H

Bs (donde aquí Bs es el abierto básico de C determinado

por s), de modo que C es un abierto cerrado tal que C + F = C. Además,

m(C) =
∑
x∈H

1

2m
=

1 + log |F |
|F |

,

y el cociente de la derecha tiende a 0 cuando |F | tiende a ∞.

Teorema 6.57 Sea M un modelo transitivo de ZFC, sea P = ω<ω y sea G un
filtro P-genérico sobre M . Entonces existe un H ∈ M [G] tal que H ⊂ CM [G],
tiene medida nula y para todo X ∈M [G] que cumpla X ⊂ CM y (|X| = ℵ1)M [G]

se tiene que H +X = C.

Demostración: Sea {cnm}m∈ω ∈M una enumeración de todos los códigos
de Borel de abiertos cerrados en C tales que m(BMcnm) ≤ 1/2n. Sea r =

⋃
G el

real de Cohen definido por G y, para cada n ∈ ω, sea Hn =
⋃
m≥n

B
M [G]
cm
r(m)
∈M [G].

Claramente m(Hn+1) ≤ 2−n.
Veamos que H =

⋂
n∈ω

Hn cumple lo requerido. Ciertamente tiene medida

nula. Observemos que podemos definir un nombre canónico para cada Hn, a
saber, llamando CP al conjunto de los buenos nombres para subconjuntos de
ω × 2 tales que 1l ⊩ ξ ∈ C,

σn = {(ξ, p) | p ∈ P ∧ ξ ∈ CP ∧
∨
m ≥ n(m ∈ Dp ∧ p ⊩ ξ ∈ Bcm

p(m)
)}

De aquí obtenemos un nombre canónico para {Hn}n∈ω y a su vez un nombre
canónico para σ, es decir, un nombre σ ∈MP tal que 1l ⊩ σ =

⋂
n∈ω

σn.

A partir de aquí simplificaremos la notación y escribiremos Cnm = Bcnm , que,
según el contexto, se referirá a (Cnm)M o a (Cnm)M [G].

SiH no cumple el teorema existeX ∈M [G] tal queX ⊂ CM , (|X| = ℵ1)M [G]

y hay un x ∈ CM [G] tal que x /∈ H+X. Sea x = τG y sea ρG : ω1 −→ X biyectiva.
Tomemos una condición p∗ ∈ G que fuerce todos estos hechos, es decir,

p∗ ⊩ τ ∈ C ∧ ρ : ω1 −→ ČM inyectiva ∧ τ /∈ σ + ρ[ω1].

Tenemos que x /∈ ρG(δ) +H, luego x + ρG(δ) /∈ H, luego existe un nδ ∈ ω
tal que x + ρG(δ) /∈ Hnδ

, luego x /∈ ρG(δ) +Hnδ
. Por lo tanto, en M tenemos

que existe un xδ ∈ CM , un nδ ∈ ω y una condición pδ ≤ p∗ de modo que

pδ ⊩ ρ(δ̌) = x̌δ ∧ τ /∈ x̌δ + σnδ
.

Como P es numerableM , existen p ∈ P, n ∈ ω y un conjunto no numerable
A ⊂ ω1 tales que si δ ∈ A entonces pδ = p, nδ = n. Como podemos extender p,
podemos suponer que l = ℓ(p) > n. Llamemos Y = {xδ | δ ∈ A} ∈M . Entonces

p ⊩ σn + Y̌ ̸= C.
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Como Y es infinito (los xδ son distintos dos a dos), por el teorema anterior existe
un k ∈ ω tal que Y + (Clk)

M = CM . Sea p′ = p⌢k y consideremos un filtro P-
genérico sobre M tal que p′ ∈ G. Entonces (Clk)

M [G] = (Clr(l))
M [G] ⊂ (σn)G.

Vamos a ver que Y + (Clk)
M [G] = CM [G]. Admitiendo esto, resulta que

CM [G] = Y + (Clk)
M [G] ⊂ Y + (σn)G,

luego (σn)G + Y = CM [G], cuando p (luego también p′) fuerza lo contrario.

Ahora bien, tenemos que Y +(Clk)
M = CM , y por compacidad existe Y0 ⊂ Y

finito tal que Y0 + (Clk)
M = CM . El abierto cerrado (Clk)

M es una unión finita
de abiertos básicos, digamos (Clk)

M =
⋃
i<t

BMsi , y podemos exigir que todos los

si ∈ ω<ω tengan la misma longitud d. Entonces, {y|d + si | y ∈ Y0, i < t} = dω

y como (Clk)
M [G] =

⋃
i<t

B
M [G]
si , ahora es claro que Y + (Clk)

M [G] = CM [G].

Con esto ya podemos determinar los cardinales característicos de la medida:

Teorema 6.58 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, sea P = ω<ω

y sea G un filtro P-genérico sobre M . Entonces, en M [G] se cumple que
cub(Im) = ℵ1 y un(Im) = c.

Demostración: Sea X ∈ M , X ⊂ C de cardinal ℵ1. Por el teorema
anterior H + X = CM [G], luego CM [G] se puede cubrir por ℵ1 trasladados del
conjunto nulo H. Esto implica que cub(Im) = ℵ1.

Por otra parte, supongamos que en M [G] existe Y ⊂ CM [G] no nulo con
|Y | < c. Para cada x ∈ CM , no puede ser que Y ⊂ H + x, porque entonces Y
sería nulo, luego podemos tomar yx ∈ Y \ (H+x). Como |Y | < c = |CM |, existe
y ∈ Y y un conjunto no numerable X ⊂ CM tal que yx = y para todo x ∈ X.
Entonces y /∈ X +H, en contradicción con el teorema anterior.

Pasamos ahora a considerar los cardinales característicos de la categoría, y
en primer lugar probamos que dos de ellos no se ven alterados:

Teorema 6.59 Si M es un modelo transitivo de ZFC y c es un real de Cohen
sobre M , entonces ad(Ic)M [c] = ad(Ic)M , cf(Ic)M [c] = cf(Ic)M .

Demostración: Sea κ = ad(Ic)M y supongamos que {Hα}α<β ∈ M [c],
con β < κ, es una familia de conjuntos de primera categoría. No perdemos
generalidad si suponemos que son conjuntos de Borel. Por el teorema 6.11
existe Bα ∈ M tal que Bα ⊂ CM × CM es un conjunto de Borel de primera
categoría tal que Hα = (Bα)c. Más aún, analizando la prueba se sigue que
podemos tomar {Bα}α<β ∈ M . Entonces

⋃
α<β

Bα ∈ Ic, luego podemos tomar

un conjunto de Borel B ∈ IMc tal que
⋃
α<β

Bα ⊂ B.

Así, como Bα ⊂ B, también B
M [c]
α ⊂ BM [c], luego (Bα)

M [c]
c ⊂ B

M [c]
c . En

definitiva, tenemos que
⋃
α<β

Hα ⊂ B
M [c]
c , luego es de primera categoría por el

teorema 6.13. Esto prueba que ad(Ic)M ≤ ad(Ic)M [c].
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Ahora tomamos una familia {Hα}α<κ ∈ M de conjuntos de Borel nulos en
M cuya unión sea no nula, y vamos a probar que la familia {HM [c]

α }α<κ ∈M [c]
cumple lo mismo en M [c], lo que nos da la igualdad ad(Ic)M = ad(Ic)M [c].

Ciertamente, los conjuntos HM [c]
α son nulos en M [c]. Si su unión fuera nula,

existiría un conjunto de Borel nuloH ∈M [c] tal que
⋃
α<κ

H
M [c]
α ⊂ H. El teorema

6.12 nos da entonces un conjunto de Borel nulo H∗ ∈M tal que H ∩CM ⊂ H∗,
pero Hα = H

M [c]
α ∩ CM ⊂ H ∩ CM ⊂ H∗, luego

⋃
α<κ

Hα ⊂ H∗, contradicción.

Sea ahora {Hα}α<κ una base de Ic(C × C) en M , es decir, una familia de
conjuntos de Borel de primera categoría en CM × CM tal que todo conjunto de
primera categoría está contenido en uno de sus elementos. Entonces, siH ∈M [c]
es un conjunto de Borel de primera categoría, podemos representarlo en la forma
H = B

M [c]
c , para cierto conjunto de Borel de primera categoría B ⊂ CM × CM ,

que estará contenido en un Hα, luego concluimos que H = B
M [c]
c ⊂ H

M [c]
α,c y

que, por tanto, {HM [c]
αc }α<κ es una base de Ic en M [c]. Teniendo en cuenta que

los cardinales característicos de C× C son los mismos que los de C, concluimos
que cf(Ic)M [c] ≤ cf(Ic)M .

Recíprocamente, si {Hα}α<κ es una base de Ic en M [c], la prueba del teo-
rema 6.12 muestra que podemos construir en M una familia {H∗

α}α<κ de con-
juntos de Ic tales que Hα ∩ CM ⊂ H∗

α. Así, si H es un conjunto de Borel
de primera categoría en M , se cumple que HM [c] es un conjunto de Borel de
primera categoría en M [c], luego existe un α tal que HM [c] ⊂ Hα, luego

H = HM [c] ∩ CM ⊂ Hα ∩ CM ⊂ H∗
α,

luego {H∗
α}α<κ es una base de Ic en M , y esto prueba que cf(Ic)M [c] = cf(Ic)M .

Para estudiar los dos cardinales característicos restantes probamos primero
lo siguiente:

Teorema 6.60 Sea M un modelo transitivo de ZFC, sea c un real de Cohen
sobre M y sea D ∈ M [c] un abierto denso en CM [c]. Entonces existe F ∈ NM

tal que para toda f ∈ NM monótona creciente estricta que cumpla f ̸≤∗ F se
cumple que f ◦ c ∈ D.

Demostración: Sea P = Fn(ω, 2,ℵ0) y sea G el filtro P-genérico sobre M
que define el real c. Sea D = σG, para cierto nombre σ tal que 1l ⊩ σ es abierto
denso en C. Observemos que cada condición p ∈ P define un abierto básico
Bp = {f ∈ C | p ⊂ f}. (Normalmente consideramos únicamente p ∈ 2<ω, pero
así tenemos igualmente una base numerable mayor). Para cada p ∈ P, podemos
definir en M dos sucesiones {pn}n∈ω, {p′n}n∈ω en P tales que

Dpn ∩ p = ∅, Dp′n ∩ n = ∅, p ∪ pn ⊩ Bp̌′n ⊂ σ.

En efecto, tomamos un filtroG tal que p ∈ G, con lo queD = σG es abierto denso
en CM [G]. Dado n ∈ ω, enumeramos n2 = {s1, . . . , sk} y tomamos t1 ∈ P tal
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que Dt1∩n = ∅ y Bs1⌢t1 ⊂ D, a su vez, t1 puede prolongarse a una sucesión t2
tal que Bs2⌢t2 ⊂ D, y así llegamos hasta una condición tk tal que Bsk⌢tk ⊂ D.
Entonces p′n = tk cumple Bp′n ⊂ D, ya que en caso contrario existiría un si tal
que Bsi⌢tk ̸⊂ D, lo cual es imposible, porque Bsi⌢tk ⊂ Bsi⌢ti ⊂ D. Una vez
tomado p′n podemos tomar q ∈ G tal que q ≤ p y q ⊩ Bp̌′n ⊂ σ, y entonces
pn = q \ p cumple lo requerido.

Ahora definimos Fp(n) = máxD(p ∪ pn), con lo que tenemos una familia
numerable de elementos de NM , luego podemos tomar F ∈ NM tal que Fp ≤∗ F
para todo p ∈ P. Veamos que cumple lo requerido. Para ello tomamos f ∈ NM

monótona creciente estricta tal que f ̸≤∗ F . Fijamos p ∈ P. Existe un n ∈ ω
tal que f(n) > Fp(n). Esto implica que D(f−1 ◦ p′n) ∩ D(p ∪ pn) = ∅, pues
si m ∈ D(f−1 ◦ p′n) está definido f−1(m) ∈ Dp′n, luego f−1(m) ≥ n, luego
m ≥ f(n) > Fp(n) ≥ máxD(p ∪ pn). Por lo tanto q = p ∪ pn ∪ f−1 ◦ p′n ∈ P y
q ⊩ f̌−1 ◦ p̌′n ⊂ γ, donde γ es el nombre canónico del real genérico. Por lo tanto,
q ⊩ p̌′n ⊂ f̌ ◦ γ.

Por otra parte, q ≤ p ∪ pn ⊩ Bp̌′n ⊂ σ, luego q ⊩ f̌ ◦ γ ∈ σ. Como q ≤ p,
hemos probado que 1l ⊩ f̌ ◦ γ ∈ σ, luego f ◦ c ∈ D.

Como consecuencia:

Teorema 6.61 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC y sea c un real
de Cohen sobre M . Entonces, en M [c] se cumple un(Ic) ≤ bM y dM ≤ cub(Ic).

Demostración: Sea κ < dM y sea {Cα}α<κ ∈M [c] una familia de conjun-
tos de primera categoría en CM [c]. Vamos a probar que su unión no es CM [c].
Como cada Cα está contenido en una unión numerable de cerrados de interior
vacío, no perdemos generalidad si suponemos que cada Cα es un cerrado de
interior vacío. A partir de un nombre para la sucesion dada, el teorema anterior
nos permite construir {Fα}α<κ ∈ M tal que Fα ∈ NM cumple la condición
del teorema (para los conjuntos C \ Cα. Por hipótesis, existe f ∈ NM tal que∧
α < κ Fα ≤∗ f . Es claro que podemos tomar f monótona creciente estricta,

y entonces f ◦ c ∈
⋂
α<κ

(CM [G] \ Cα), es decir, f ◦ c /∈
⋃
α<κ

Cα.

Por otra parte, si {fα}α<κ ∈M es una familia no acotada en NM , basta ver
que {fα ◦ c | α < κ} /∈ Ic, pues esto implica que un(Ic) ≤ bM . En caso contrario
la familia estaría contenida en una unión numerable de cerrados de interior
vacío y (como podemos suponer que κ es no numerable) habría κ funciones
contenidas en el mismo cerrado de interior vacío C (y que seguirían formando
una familia no acotada). No perdemos generalidad, pues, si suponemos que
{fα ◦ c | α < κ} ⊂ C. Las funciones de la familia dada pueden tomarse
también estrictamente monótonas. Tomamos la función F ∈ NM asociada a
D = CM [c] \ C por el teorema anterior. Entonces existe un α < κ tal que
fα ̸≤∗ F , con lo que fα ◦ c ∈ D, contradicción.

Necesitamos un último resultado técnico:

Teorema 6.62 Sea M un modelo transitivo de ZFC y sea c un real de Cohen
sobre M . Para cada f ∈ NM [c] existe g ∈ NM tal que si h ∈ NM y h ≤∗ f
entonces h ≤∗ g.
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Demostración: La extensión M [c] puede obtenerse con P = ω<ω. Sea G
el filtro P-genérico que la determina y sea f = σG, para cierto σ ∈ M [G] tal
que 1l ⊩ σ ∈ N. Consideremos una enumeración {sn}n∈ω ∈ M de ω<ω. Para
cada n ∈ ω definimos dos sucesiones {skn}k∈ω y {akn}k∈ω de modo que sn ⊂ skn,
akn ∈ ω y skn ⊩ σ(ǩ) = ǎkn. Definimos g ∈ NM mediante g(k) = máx{ak0 , . . . , akk}.
Tomamos ahora h ∈ NM tal que h ≤∗ f . Entonces existen i,m ∈ ω tales que
sm ⊩

∧
n > ı̌ ȟ(n) ≤ σ(n). Entonces, si k > máx{i,m}, tenemos que

skm ⊩ ȟ(ǩ) ≤ σ(ǩ) = ǎkm ≤ ǧ(ǩ),

pero esto implica que h(k) ≤ g(k), luego h ≤∗ g.

De aquí deducimos:

Teorema 6.63 Sea M un modelo transitivo de ZFC y sea c un real de Cohen
sobre M . Entonces bM [c] ≤ bM y dM ≤ dM [c].

Demostración: Por el teorema anterior, una familia no acotada en NM

sigue siendo no acotada en NM [c], luego bM [c] ≤ bM .
Por otra parte, si F ⊂ NM [c] es una familia dominante enM [c], a partir de un

nombre para F , podemos construir una familia F ′ ∈M del mismo cardinal con
las funciones g ∈ F ′ asociadas a las f ∈ F por el teorema anterior, y claramente
F ′ es dominante en NM , luego dM ≤ dM [c].

Finalmente:

Teorema 6.64 Sea M un modelo transitivo de ZFC y sea c un real de Cohen
sobre M . Entonces en M [c] se cumple que

ad(Ic)M = ad(Ic) = b = un(Ic), cub(Ic) = d = cf(Ic) = cf(Ic)M .

Por lo tanto, el diagrama de Cichoń en M [c] es

ℵ1 // b // d // c

b //

OO

d

OO

ℵ1 //

OO

b //

OO

d //

OO

c

OO

donde las columnas centrales están determinadas por ad(Ic)M y cf(Ic)M .

Demostración: Una parte es el teorema 6.59. Por el teorema anterior y el
teorema 6.61 tenemos que bM [c] ≤ bM ≤ dM ≤ cub(Ic)M [c]. Por consiguiente,
ad(Ic) = mín{b, cub(Ic)} = b.

Podemos descomponer M [c] = M [c1][c2], donde c1 es un real de Cohen
sobre M y c2 es un real de Cohen sobre M [c1]. Entonces, por 6.61 tenemos que
un(Ic)M [c] ≤ bM [c1] = ad(Ic)M [c1] = ad(Ic)M [c], donde hemos usado las partes
ya probadas. El diagrama de Cichoń nos da ya el primer bloque de igualdades.
La prueba del segundo es totalmente análoga.
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6.5.3 Caracterizaciones de cub(Ic) y un(Ic)
Para estudiar los cardinales caracterísiticos asociados a la categoría en una

extensión aleatoria vamos a necesitar unas caracterizaciones combinatorias de
dos de ellos. A su vez, para enunciar una de estas caracterizaciones tenemos
que introducir el conjunto:

C = {S ∈ Pf (ω)
ω |

∨
k ∈ ω

∧
n ≥ k |S(n)| ≤ n2}.

Teorema 6.65 Para todo cardinal κ, las afirmaciones siguientes son equiva-
lentes:

a) cub(Ic) ≥ κ.

b) Para todo F ⊂ N con |F | < κ existe g ∈ N tal que, para todo f ∈ F , el
conjunto {n ∈ ω | f(n) = g(n)} es infinito.

c) Para todo F ⊂ N con |F | < κ y toda familia G de subconjuntos infinitos
de N con |G| < κ, existe g ∈ N tal que para todo f ∈ F y todo X ∈ G, el
conjunto {n ∈ X | f(n) = g(n)} es infinito.

d) Para todo F ⊂ N con |F | < κ existe S ∈ C tal que, para todo f ∈ F el
conjunto {n ∈ ω | f(n) ∈ S(n)} es infinito.

Demostración: a) ⇒ b) Sea F ⊂ N con |F | < κ. Para cada f ∈ F sea
Gf = {g ∈ N | {n ∈ ω | f(n) = g(n)} es infinito}. Claramente es denso en N, y
además es un Gδ, pues es la intersección de los abiertos

Un = {g ∈ N |
∨
m > n g(m) = f(m)}.

Por a) tenemos que existe g ∈
⋂
f∈F

Gf , que claramente cumple lo pedido.

b) ⇒ c) Sea F = {Fα}α<µ, con µ < κ y G = {Xα}α<µ. Admitiendo
repeticiones en las enumeraciones no perdemos generalidad al tomar el mismo
µ en ambos casos. Sea xnα el n-simo elemento de Xα. Para cada α, β < µ
definimos hα,β(n) = fβ |{x0

α,...,x
n
α}. Es fácil codificar cada hα,β con un elemento

de N, luego por b) existe una función h tal que, para todo α, β < µ, el conjunto
{n ∈ ω | hα,β(n) = h(n)} es infinito.

Definimos recurrentemente una sucesión {xn}n∈ω de modo que

xn ∈ Dh(n) \ {x0, . . . , xn−1},

lo cual es posible porque el dominio de h(n) tiene n + 1 elementos. Sea g ∈ N

cualquier función que cumpla g(xn) = h(n)(xn). Veamos que cumple lo re-
querido. Para ello tomamos cualquier fβ ∈ F y cualquier Xα ∈ G y sea n
cualquiera de los infinitos naturales que cumplen hα,β(n) = h(n). Entonces
g(xn) = h(n)(xn) = hα,β(xn) = fβ(xn).

c) ⇒ a) Sea {Fα}α<µ con µ < κ una familia de cerrados de interior vacío
en C. Para cada α < µ y n ∈ ω elegimos sαn ∈ 2<ω de modo que para todo
t ∈ 2<n se cumpla que Bt⌢sαn

∩ Fα = ∅. (Enumeramos todos los t posibles y,
para cada uno de ellos, podemos ir prolongando s hasta que cumpla lo requerido.
Para que no fuera posible tendría que ser Bt⌢s ⊂ Fα.)
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Como antes, cada sucesión n 7→ sαn puede codificarse con un elemento de N,
luego por hipótesis existe una sucesión {sn}n∈ω tal que para todo α < µ el
conjunto Xα = {n ∈ ω | sαn = sn} es infinito.

Veamos ahora que existe una sucesión creciente {kn}n∈ω de números natu-
rales tal que

∑
j≤kn

ℓ(sj) < kn+1 y para cada α < µ hay infinitos n tales que

Xα ∩ {u ∈ ω | k2n ≤ u < k2n+1} ≠ ∅.

Para cada conjunto finito A ⊂ µ definimos fA ∈ N mediante

fA(n) = mín{m ∈ ω |
∧
α ∈ A {u ∈ ω | n ≤ u < m} ∩Xα ̸= ∅}.

Para cada k ∈ ω definimos f ′A,k(0) = k y f ′A,k(n+ 1) = fA(f
′
A,k(n)).

No perdemos generalidad si suponemos que µ < cub(Ic) ≤ d, por lo que
podemos encontrar una función creciente f ∈ N que domine a todas las fA,k.
Más aún, podemos exigir que

∑
j≤f(n)

ℓ(sj) < f(n+ 1).

Observemos que para todo A ⊂ µ finito existen infinitos valores de n para
los que existe un k tal que f(n) ≤ k < fA(k) ≤ f(n+ 1).

En efecto, en caso contrario existiría un A ⊂ µ finito y un m ∈ ω tal que si
n ≥ m entonces f(n+ 1) < fA(f(n)) (o de lo contrario valdría k = f(n)). Pero
entonces

f(n) ≤ f(n+m) < fA(f(n+m− 1)) < fA(fA(f(n+m− 2)) < · · ·

< f
n)
A (f(m)) = f ′A,k(n),

donde k = f(n), lo cual es imposible, porque f domina a f ′A,k.

Definimos X ′
α = {n ∈ ω | Xα ∩ {u ∈ ω | f(n) ≤ u < f(n+ 1)} ≠ ∅}. Estos

conjuntos son infinitos, pues hay infinitos valores de n tales que existe un k tal
que f(n) ≤ k < f{α}(k) ≤ f(n + 1) y entre k y f{α}(k) hay elementos de X ′

α.
Más aún, o bien todos los X ′

α contienen infinitos pares, o bien todos contienen
infinitos impares. En caso contrario, habría un X ′

α con un número finito de
pares y un X ′

β con un número finito de impares, pero eso es imposible, porque
hay infinitos n para los cuales f(n) ≤ k < f{α,β}(k) ≤ f(n+ 1), y estos n están
en X ′

α ∩X ′
β , y entre ellos habrá infinitos pares o infinitos impares.

Cambiando f por f ′(n) = f(n + 1) si es necesario, podemos suponer que
todos losX ′

α contienen infinitos pares, y entonces kn = f(n) cumple lo requerido.

Ahora probamos que existe X ⊂ ω que corta a todos los conjuntos Xα y que
consta a lo sumo de un número en cada intervalo k2n ≤ u < k2n+1.

Para cada α < µ definimos

Yα = {n ∈ ω | {u ∈ Xα | k2n ≤ u < k2n+1} ≠ ∅},

que es un conjunto infinito, y sea fα ∈ N la función dada por

fα(n) =

{
mín{u ∈ Xα | k2n ≤ u < k2n+1} si n ∈ Yα,
0 si n /∈ Yα.
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Por la hipótesis c) existe una función g ∈ N tal que para todo α < µ el
conjunto Aα = {n ∈ Yα | g(n) = fα(n)} es infinito. Sea X =

⋃
α<µ

g[Aα]. Así,

todo u ∈ X es de la forma u = g(n) = fα(n), y entonces k2n ≤ u < k2n+1, luego
el único elemento de X que puede cumplir k2n ≤ u < k2n+1 es g(n). Por otra
parte, si n ∈ Aα, entonces g(n) ∈ Xα ∩X ̸= ∅.

Sea mi el i-ésimo elemento de X y definamos

x = sm0

⌢sm1

⌢sm1

⌢ · · ·

Basta probar que x /∈
⋃
α<µ

Fα. Para ello fijamos un α < µ. Existe un

mi ∈ Xα ∩ X, y entonces smi
= sαmi

. Pongamos que k2n ≤ mi < k2n+1. Por
construcción ∑

j<i

ℓ(smj
) ≤

∑
j≤k2n−1

ℓ(sj) < k2n ≤ mi,

luego t = sm0
⌢ sm1

⌢ · · ·⌢ smi−1
cumple ℓ(t) < mi y por construcción tenemos

que Bt⌢sαmi
∩ Fα = ∅, pero x ∈ Bt⌢sαmi

, luego x /∈ Fα.

b) ⇒ d) es inmediata. (Basta tomar S(n) = {g(n)}.)

d)⇒ b) Sea F ⊂ N con |F | < κ y fijemos una partición {In}n∈ω en conjuntos
finitos de modo que |In| ≥ n2. Para cada f ∈ F sea f ′(n) = f |In . De este modo,
f ′ es una función de dominio ω con imágenes en el conjunto P = Fn(ω, ω,ℵ0)
de funciones de un subconjunto finito de ω en ω. Biyectando P con ω podemos
codificar f ′ con una función f ′′ ∈ N y, aplicando la hipótesis, obtenemos una
función S′′ ∈ C tal que, para cada f ∈ F , el conjunto {n ∈ ω | f ′′(n) ∈ S′′(n)}
es infinito. Deshaciendo la codificación podemos convertir S′′ en una función
S que toma valores en PfP de modo que, |S(n)| ≤ n2 ≤ |In| para todo n
suficientemente grande y, para cada f ∈ F , el conjunto {n ∈ ω | f |In ∈ S(n)}
es infinito. Podemos exigir además que todas las funciones de S(n) tengan
dominio In. Así, siempre para n suficientemente grande, podemos construir un
tn ∈ ωIn tal que

∧
s ∈ S(n)

∨
j ∈ In tn(j) = s(j).

Finalmente definimos g ∈ N tal que g|In = tn para los n para los que está
definido tn. Claramente cumple lo pedido, pues si f ∈ F y n es grande tenemos
que f |In ∈ S(n), luego existe un j ∈ In tal que f(j) = g(j).

Teorema 6.66 Para todo cardinal κ, las afirmaciones siguientes son equiva-
lentes:

a) un(Ic) ≥ κ.

b) Para todo F ⊂ N con |F | < κ existe g ∈ N y existe X ⊂ ω infinito de
modo que para todo f ∈ F el conjunto {n ∈ X | f(n) = g(n)} es finito.

c) Para todo F ⊂ N con |F | < κ existe g ∈ N tal que para todo f ∈ F el
conjunto {n ∈ ω | f(n) = g(n)} es finito.

d) Para todo F ⊂ C con |F | < κ existe g ∈ N tal que para todo S ∈ F el
conjunto {n ∈ ω | g(n) ∈ S(n)} es finito.
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Demostración: a) ⇒ b) Supongamos que no se cumple b), es decir, que
existe F ⊂ N con µ = |F | < κ tal que para todo g ∈ N y todo X ⊂ ω
infinito existe f ∈ F tal que el conjunto {n ∈ X | f(n) = g(n)} es infinito.
Vamos a construir un subconjunto de C de segunda categoria de cardinal µ.
Concretamente, tomamos un modelo transitivo M de ZFC tal que F ∈ M y
|M | = µ y vamos a probar que CM es de segunda categoría. Para ello tomamos
H ⊂ C de primera categoría y veamos que CM \H ̸= ∅.

Tenemos que H ⊂
⋃
n∈ω

Hn, donde los conjuntos Hn son cerrados de interior

vacío y forman una sucesión creciente. Para cada n ∈ ω definimos fH(n) como
un s ∈ 2<ω tal que para todo t ∈ 2<n se cumpla que Bt⌢s ∩Hn = ∅.

Codificando fH como un elemento de N obtenemos una función en F ⊂ M
(que al descodificarla se convierte en una sucesión {sn}n∈ω ∈ M) tal que el
conjunto X = {n ∈ ω | fH(n) = sn} es infinito. Sea {kn}n∈ω ∈M una sucesión
creciente de números naturales tal que

∑
j≤kn

ℓ(sj) < kn+1. El conjunto X tiene

que cortar a infinitos intervalos de la forma {u ∈ ω | k2n ≤ u < k2n+1} o bien a
infinitos de la forma {u ∈ ω | k2n+1 ≤ u < k2n+2}. Suponemos el primer caso.
En el segundo se razonaría análogamente. Llamamos

Y = {n ∈ ω | {u ∈ X | k2n ≤ u < k2n+1} ≠ ∅} ∈M,

que es un conjunto infinito, y sea

f(n) =
{mín{u ∈ X | k2n ≤ u < k2n+1} si n ∈ Y ,
0 si n /∈ Y .

De nuevo por hipótesis existe una función h ∈ F ⊂ M tal que el conjunto
Y ′ = {n ∈ Y | h(n) = f(n)} es infinito. Sea {mi}i∈ω ∈ M la enumeración
creciente de h[Y ′]. Observemos que cada mi es de la forma f(n) para cierto
n ∈ Y , y entonces k2n ≤ mi < k2n+1. Definimos

x = sm0

⌢sm1

⌢sm2

⌢ · · · ∈ CM .

Basta ver que x /∈
⋃
n∈ω

Hn. En efecto, fijado n0 ∈ ω, tomamos un n ∈ Y ′

de modo que h(n) = mi ≥ n0, para cierto i, luego k2n ≤ mi < k2n+1. Así,
t = sm0

⌢ · · ·⌢ smi−1
cumple que

ℓ(t) =
∑
j<i

ℓ(smj
) ≤

∑
j≤k2n−1

ℓ(sj) < k2n ≤ mi,

luego x ∈ Bt⌢smi
∩Hmi = ∅, luego x /∈ Hmi y también x /∈ Hn0 .

b) ⇒ c) Supongamos que c) es falso, es decir, que existe un conjunto F ⊂ N

con |F | = µ < κ tal que para todo g ∈ N existe f ∈ F de modo que el conjunto
{n ∈ ω | f(n) = g(n)} es infinito.

Sea M un modelo transitivo de ZFC tal que |M | = µ y F ∈ M . Vamos a
probar que F ′ = NM contradice b).
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Dada cualquier g ∈ N y cualquier X ⊂ ω infinito, sea {xn}n∈ω una enume-
ración de X y definamos g′(n) = g|{x0,...,xn}. Por hipótesis (codificando g′ con
una función de N) existe f ′ ∈M tal que A = {n ∈ ω | f ′(n) = g′(n)} es infinito.
Podemos suponer que f ′(n) ∈ n+1ω. Definimos recurrentemente una sucesión
{yn}n∈ω ∈M tal que yn ∈ Df ′(n)\{y0, . . . , yn−1}, y a su vez tomamos f ∈ NM

tal que f(yn) = f ′(n)(yn).
Si n ∈ A, entonces f(yn) = f ′(n)(yn) = g′(n)(yn) = g(yn) y además tenemos

que yn = xi ∈ X, para cierto i ≤ n, luego

{yn | n ∈ A} ⊂ {n ∈ X | f(n) = g(n)},

luego este conjunto es infinito.

c) ⇒ a) Si F ⊂ N cumple |F | = µ < κ, por hipótesis existe g ∈ N tal que

F ⊂ X = {x ∈ N | {n ∈ ω | x(n) = g(n)} es finito}.

Y X es un cerrado de interior vacío (lo hemos probado al principio de la prueba
de 6.65), luego F es de primera categoría.

c) ⇒ d) Supongamos que no se cumple d), es decir, que existe F ⊂ C con
|F | < κ tal que para toda g ∈ N existe S ∈ F de modo que {n ∈ ω | g(n) ∈ S(s)}
es infinito.

Sea {In}n∈ω una partición de ω con |In| = n2. Sea Hn = ωIn . Biyectando
cada Hn con ω podemos transformar F en un conjunto F ′ con |F ′| < κ de
modo que para toda g′ ∈

∏
n
Hn existe S′ ∈ F ′ tal que {n ∈ ω | g′(n) ∈ S′(n)}

es infinito.
Para cada S′ ∈ F ′ y cada n ≥ 1, fijamos una enumeración (con repeticiones

si es preciso) S′(n) = {sn0 , . . . , snn2−1}, donde sni : In −→ ω. Definimos fS′ ∈ N

mediante fS′(n) = wni (u), donde u es el i-ésimo elemento de In. Consideremos
F ′′ = {fS′ | S′ ∈ F ′}. De este modo F ′′ ⊂ N y |F ′′| < κ. Vamos a probar que
F ′′ incumple c).

Dada g ∈ N, definimos g′(n) = g|In , de modo que g ∈
∏
n
Hn. Tenemos

que existe S′ ∈ F ′ tal que {n ∈ ω | g′(n) ∈ S′(n)} es infinito. Cada n en
este conjunto cumple g|In = wnin para cierto in < n2, luego si un es el in-ésimo
elemento de In, tenemos que g(un) = wnin(un) = fS′(un), así pues, g y fS′

coinciden en un elemento de In, luego {n ∈ ω | g(n) = fS′(n)} es infinito.

d) ⇒ c) es trivial: dada F ⊂ N, para cada f ∈ F definimos Sf (n) = {f(n)}
y aplicamos d) a F ′ = {Sf | f ∈ F}.

6.5.4 Funciones continuas en C

Para estudiar el comportamiento de los cardinales característicos asociados
a la categoría al adjuntar un real aleatorio necesitaremos trabajar también con
conjuntos de Borel en un espacio polaco algo más sofisticado que N o D:
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Definición 6.67 Llamaremos X al conjunto de todas las funciones continuas
f : C −→ C, que es un espacio polaco con la topología de la convergencia
uniforme [T 6.7].

El problema principal que plantea el espacio X es que, si tenemos dos mo-
delos transitivos M ⊂ N , mientras que se cumple CM ⊂ CN , si la inclusión es
estricta ya no es cierto que XM ⊂ XN , pues una función f : CM −→ CM no es
una función CN −→ CN . No obstante, vamos a ver que toda función de XM
admite una única extensión a XN , lo cual nos permitirá identificar XM con un
subespacio de XN .

Si M ⊂ N son modelos transitivos de ZF + ED y f ∈ XM , entonces, el
teorema [T 4.19] nos da que f ⊂ CM × CM es cerrado, luego fN ⊂ CN × CN

también es cerrado. Si f = Bc, para cierto c ∈ CB, como

c ∈ CB ∧
∧
xyz ∈ C((x, y) ∈ Bc ∧ (x, z) ∈ Bc → y = z)

es una relación Π1
1, es absoluta, y podemos concluir que fN es una función.

En principio, su dominio no tendría por qué ser todo CN , pero, como f ⊂ fN ,
dicho dominio contiene todas las funciones finalmente constantes, que forman
un conjunto denso en CM y también en CN . Además, DfN es la proyección
de fN en CN , que es cerrada, porque fM es compacto y la proyección es una
aplicación continua, luego DfN = CN (porque es cerrado y contiene un conjunto
denso). Esto prueba que fN : CN −→ CN , y como fN es cerrado [T 4.19] nos
da que fN es continua.

Más aún, es claro que fN no es sino la clausura topológica de f en CN ×CN ,
pues si f ⊂ C ⊂ fN es un cerrado, entonces C es una función por estar contenido
en fN , y su dominio es CN por el mismo argumento empleado con fN , luego
C = fN .

En definitiva, podemos identificar cada f ∈ XM con su clausura fN ∈ XN
en CN × CN e identificar así a XM con un subconjunto de XN .

Ahora vamos a ver que, a través de esta identificación, podemos decir que
XM y XN tienen “una misma base” en el mismo sentido en que podemos decir
esto de CM y CN . Para ello conviene particularizar la prueba de [T 6.7].

Observemos en primer lugar que una métrica completa en C que induce su
topología es la dada por d(x, y) = 1/n, donde n es el mínimo natural tal que
x|n ̸= y|n, siempre que x, y ∈ C son distintos. Respecto de esta distancia, la
bola abierta B1/n(x) es simplemente el abierto básico Bx|n .

A su vez, la bola abierta B1/n(f) en X es

B1/n(f) = {g ∈ X |
∧
x ∈ C g(x)|n = f(x)|n}.

Ahora consideramos el conjunto

Cm,n = {f ∈ X |
∧
xy ∈ C(x|m = y|m → f(x)|n = f(y)|n)}.
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Para cada h : m2 −→ n2, definimos dh ∈ Cm,n mediante dh(x) = h(x|m)⌢ 0,
donde esta expresión debe entenderse como la sucesión que empieza como h(x|m)
y continúa constantemente igual a 0. Definimos

Dm,n = {dh | h : m2 −→ n2} ⊂ Cm,n.

Se cumple entonces que∧
f ∈ Cm,n

∨
g ∈ Dm,n

∧
s ∈ m2 f(s⌢0)|n = g(s⌢0)|n.

En efecto, basta tomar h(s) = f(s⌢0)|n, y entonces g = dh cumple lo requerido,
pues g(s⌢0)|n = h(s) = f(s⌢0)|n.

Veamos ahora que D =
⋃

m,n∈ω
Dm,n es denso en X.

En efecto, dada f ∈ X y n ∈ ω, como f es uniformemente continua existe
un m ∈ ω tal que f ∈ Cm,n, luego existe un g ∈ Dm,n que cumple la propiedad
precedente. Entonces, para todo x ∈ C, tenemos que

f(x)|n = f(x|m⌢0)|n = g(x|m⌢0)|n = g(x)|n,

luego d(f, g) < 1/n.

Así pues, una base numerable de X está formada por las bolas abiertas
B1/l(d), con d ∈ D. Más aún, si d ∈ Dm,n podemos restringirnos a bolas con
l ≥ máx{m,n}. Más explícitamente, un abierto básico de X está determinado
por una aplicación h : m2 −→ n2 y un l ≥ máx{m,n}, y es

Bh,l = {f ∈ X |
∧
x ∈ C f(x)|l = h(x|m)⌢0},

donde en este caso 0 ∈ l−m2.

Como las funciones m2 −→ n2 son las mismas en todos los modelos transi-
tivos de ZF + ED (al igual que los l ∈ ω), concluimos que el espacio X tiene
“los mismos” abiertos básicos Bh,l en todos los modelos, si bien éstos tienen
“realizaciones” distintas BMh,l en cada modelo M particular.

Es claro que podemos definir una aplicación k 7→ (hk, lk) que recorra todos
los pares de aplicaciones hk : mk2 −→ nk2 y números lk ≥ máx{mk, nk} de
modo que las fórmulas u = mk, v = nk, w = lk, su = hk(sv) sean aritméticas.
Fijada esta aplicación, tenemos una enumeración Bk de los abiertos básicos del
espacio X, que a su vez sirve de base para la aplicación c 7→ Bc que asigna a
cada código de Borel un conjunto de Borel en X.

Para obtener en este contexto propiedades similares a las que hemos probado
para N (o C) conviene introducir una codificación alternativa de los elementos
de X distinta de la que resulta de considerarlos como meros cerrados en C× C.

Para ello definimos CX como el conjunto de todas las aplicaciones monótonas
ϕ : 2<ω −→ 2<ω tales que

∧
x ∈ C lím

n
ℓ(ϕ(x|n)) =∞.

Según el teorema [TD 1.3] cada ϕ ∈ CX define una función fϕ ∈ X mediante
fϕ(x) =

⋃
n∈ω

ϕ(x|n) y, recíprocamente, toda f ∈ X es de esta forma.
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Identificando los elementos de 2<ω con números naturales podemos conside-
rar que CX ⊂ N. Más aún:

Teorema 6.68 CX es un conjunto aritmético.

Demostración: Basta observar que

ϕ ∈ CX↔
∧
s ∈ ω

∨
t ∈ ω(t = ϕ(s) ∧ (s ∈ 2<ω → t ∈ 2<ω)) ∧∧

st ∈ ω(s ∈ 2<ω ∧ t ∈ 2<ω ∧ s ⊂ t→
∨
uv ∈ ω(u = ϕ(s) ∧ v = ϕ(t) ∧ u ⊂ v))

∧
∧
m
∨
n
∧
stk(s ∈ 2<ω ∧ ℓ(s) = n ∧ t = ϕ(s) ∧ k = ℓ(t)→ m ≤ k).

Por lo tanto, ser un código de una función de X es absoluto para modelos
transitivos de ZFC, al igual que lo es la relación en N ×N dada por

ϕ ∈ CX ∧ ψ ∈ CX ∧ fϕ = fψ ↔ ϕ ∈ CX ∧ ψ ∈ CX ∧∧
s ∈ ω

∨
tuv ∈ ω(s ∈ 2<ω → t = ϕ(s) ∧ u ∈ 2<ω ∧ v = ψ(u) ∧ t ⊂ v).

Esto se traduce en que si M ⊂ N son dos modelos de ZFC y f ∈ CM ,
entonces f = fMϕ para cierto ϕ ∈ CXM ⊂ CXN y fN = fNϕ es independiente de
la elección del código ϕ.

Sucede que fN es el mismo conjunto que ya teníamos definido considerando
f ⊂ CM × CM . Es fácil probarlo viendo que fN tiene que ser igualmente la
clausura de f , pero una prueba más explícita consiste en observar que

(x, y) ∈ fϕ ↔
∧
n ∈ ω(sn ⊂ x→ ϕ(sn) ⊂ y),

luego (x, y) /∈ fϕ ↔
∨
n ∈ ω(x ∈ Bsn ∧ y /∈ Bϕ(sn)), luego (C×C)\fϕ =

⋃
n∈ω

An,

donde An = Bsn × (C \Bϕ(sn)) es abierto.

A partir de aquí es fácil definir explícitamente, para cada ϕ ∈ CX, un código
cϕ ∈ CB de manera que fϕ = Bcϕ y de modo que la definición es absoluta para
modelos transitivos. Esto hace que si f = fMϕ = BMcϕ , podemos concluir que
fN = fNϕ = BNcϕ = fN , donde el primer fN es el que acabamos de definir y el
último el que ya teníamos definido.

Ahora observamos que, si ϕ ∈ CX, h : m2 −→ n2 y l ≥ máx{m,n}, entonces

fϕ ∈ Bh,l ↔
∧
x ∈ C f(x)|l = h(x|m)⌢0↔∧

x ∈ C
∨
u ∈ ω(ℓ(ϕ(x|u)) ≥ l ∧ ϕ(x|u)|l = h(x|m)⌢0)↔∧

s ∈ 2<ω(ℓ(s) ≥ m ∧ ℓ(ϕ(s)) ≥ l→ ϕ(s)|l = h(s|m)⌢0).

A través de una codificación aritmética de los pares (h, l) concluimos lo siguiente:

Teorema 6.69 Existe una relación aritmética P en ω × N tal que para todo
ϕ ∈ CX se cumple que fϕ ∈ Bk ↔ P (k, ϕ).
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Este teorema es el equivalente a que la relación x ∈ Bsn ⊂ N es aritmética
en ω × N. Usando esta relación en lugar de x ∈ Bsn en la prueba del teorema
[TD 4.36] obtenemos el resultado análogo para X:

Teorema 6.70 Existen relaciones P y Q en N2 que son Σ1
1 y Π1

1 respectiva-
mente tales que, si ϕ ∈ CX y c ∈ CB, entonces

fϕ ∈ Bc ↔ P (ϕ, c)↔ Q(ϕ, c).

A su vez, este teorema, junto con 6.68, permite probar para X la versión
análoga del teorema [TD 4.37] y sus consecuencias, como el carácter absoluto
de las relaciones consideradas y las recogidas tras la definición [TD 6.28]. Aparte
de esto, sólo necesitaremos que también se cumple el análogo al teorema [TD
6.31], cuya prueba vale sin cambio alguno:

Teorema 6.71 “Bc ⊂ X es de primera categoría” es absoluto para modelos
transitivos de ZF + ED.

6.5.5 Adición de un real aleatorio

Finalmente estamos en condiciones de estudiar el diagrama de Cichoń tras
la adjunción de un real aleatorio. Concretamente, veremos que éste apenas se
modifica. La prueba del teorema siguiente es completamente análoga a la del
teorema 6.59:

Teorema 6.72 Si M es un modelo transitivo de ZFC y a es un real aleatorio
sobre M , entonces ad(Im)M [a] = ad(Im)M , cf(Im)M [a] = cf(Im)M .

También es fácil probar lo siguiente:

Teorema 6.73 Si M es un modelo transitivo de ZFC y a es un real aleatorio
sobre M , entonces cub(Im)M [a] ≥ cub(Im)M , un(Im)M [a] ≤ un(Im)M .

Demostración: Dada una familia en M [a] de conjuntos nulos que cubran
a CM [a], el teorema 6.12 nos permite construir una familia en M del mismo
cardinal que cubre a CM . Similarmente, si X ∈ M es un conjunto no nulo,
dicho teorema implica que también es no nulo en M [a].

Veremos que los dos cardinales considerados en el teorema anterior son los
únicos que pueden variar al añadir un real aleatorio. El valor que toman en
la extensión depende fuertemente del modelo base, pero podemos probar un
resultado general que se basa en el siguiente análogo a 6.60:

Teorema 6.74 Sea M un modelo transitivo de ZFC y a un real aleatorio so-
bre M . Sea A ∈ M [a] un conjunto nulo. Entonces existe F ∈ NM tal que para
toda función creciente f ∈ NM tal que F ≤∗ f , se cumple que f ◦ a /∈ A.
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Demostración: Por 6.11 existe un conjunto de Borel B ⊂ CM ×CM en M
que es nulo y A = B

M [a]
a . Entonces5

B ⊂
⋂
n∈ω

⋃
k≥n

Bsk ×Btk ,
∞∑
k=0

2−ℓ(sk)−ℓ(tk) <∞,

para ciertas sucesiones {sk}k∈ω, {tk}k∈ω en 2<ω. Si f ∈ NM es creciente y
s, t ∈ 2<ω, entonces es fácil ver que

m({x ∈ C | (x, f ◦ x) ∈ Bs ×Bt)}) ≤ 2−ℓ(s)−ℓ(t)+|f−1[ℓ(s)]|

(para pertenecer al conjunto, x tiene que cumplir ℓ(s) condiciones binarias que
garanticen que x ∈ Bs y ℓ(t) condiciones que garanticen que f ◦ x ∈ Bt, de las
cuales |f−1[ℓ(s)]| estarán repetidas (o serán contradictorias con las anteriores,
en cuyo caso el conjunto es vacío). Vamos a ver que existe F ∈ NM creciente
tal que

∞∑
k=0

2|F
−1[ℓ(sk)]|−ℓ(sk)−ℓ(tk) <∞.

Podemos suponer que la sucesión {ℓ(sk)}k∈ω es creciente, y entonces también
lo es {ck}k∈ω, donde ck = |F−1[ℓ(sk)]|. De hecho, eligiendo f(0) suficientemente
grande podemos hacer que ck empiece tomando el valor 0 tantas veces como
queramos, eligiendo F (1) suficientemente grande podemos hacer que ck conti-
núe tomando el valor 1 tantas veces como queramos, y así sucesivamente. En
concreto, hacemos que ck tome el valor m hasta un nm suficientemente grande
como para que

∞∑
k=nm+1

2−ℓ(sk)−ℓ(tk) <
1

22m+1
,

de modo que
nm+1∑

k=nm+1

2ck2−ℓ(sk)−ℓ(tk) =
nm+1∑

k=nm+1

2m+12−ℓ(sk)−ℓ(tk)

<
∞∑

k=nm+1

2m+12−ℓ(sk)−ℓ(tk) <
1

2m
.

Esto garantiza que
∞∑
k=0

2|F
−1[ℓ(sk)]|−ℓ(sk)−ℓ(tk) <

n0∑
k=0

2−ℓ(sk)−ℓ(tk) +
∞∑
m=0

1

2m
<∞.

Veamos que esta función F cumple lo requerido. Para ello tomamos una
función f ∈ NM tal que F ≤∗ f . Entonces el conjunto

Hf = {x ∈ CM | (x, f ◦ x) ∈
⋂
n∈ω

⋃
k≥n

BMsk ×B
M
tk
}

5Esto es cierto en un contexto más general: si B es un conjunto nulo, existen abiertos
básicos Umn tales que B ⊂

⋃
m∈ω

Umn y
∑

m∈ω
µ(Umn) ≤ 1/2n, luego llamando {Un}n∈ω a una

enumeración de todos los Unm tenemos que B ⊂
⋃

n∈ω

⋂
k≥n

Uk y
∑
n∈ω

µ(Un) < ∞.
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⊂
⋂
n∈ω

⋃
k≥n
{x ∈ CM | (x, f ◦ x) ∈ BMsk ×B

M
tk
}

tiene medida nula, porque para todo k suficientemente grande se cumple que

m({x ∈ CM | (x, f ◦ x) ∈ BMsk ×B
M [a]
tk

)}) ≤ 2−ℓ(sk)−ℓ(tk)+|F−1[ℓ(sk)]|.

Ahora observamos que las sucesiones sk y tk pueden codificarse mediante dos
funciones u, v ∈ NM , y es claro que x ∈ Hf ↔ R(x, d, u, v), donde R es una
relación aritmética. Por lo tanto, la relación

c ∈ CB ∧
∧
y ∈ C(y ∈ Bc ↔ R(x, d, u, v))

es Π1
1, luego absoluta para modelos transitivos, luego HM [a]

f cumple la misma
definición que en M , y es un conjunto de Borel nulo con código en M . Por
consiguiente a /∈ HM [a]

f , luego (a, f ◦ a) /∈ BM [a], luego f ◦ a /∈ BM [a]
a = A.

Ahora es inmediato:

Teorema 6.75 Si M es un modelo transitivo de ZFC y a es un real aleatorio
sobre M , entonces cub(Im)M [a] ≥ bM [a], un(Im)M [a] ≤ dM [a].

Demostración: Recordemos que bM [a] = bM y dM [a] = dM , por 6.23. Sea
κ < b y supongamos que {Hα}α<κ ∈M [a] es una familia de conjuntos nulos. El
teorema anterior nos permite construir una familia de funciones {Fα}α<κ ∈M .
Como κ < b existe f ∈ NM tal que

∧
α < κ Fα ≤∗ f . Por el teorema anterior

f ◦ a /∈
⋃
α<κ

Hα. Esto prueba la primera desigualdad del enunciado.

Para la segunda tomamos en M una familia dominante D ⊂ NM (D ∈ M)
de cardinalM d, y entonces H = {f ◦ a | f ∈ D} ∈M [a] es un conjunto no nulo,
pues si fuera nulo, el teorema anterior nos daría una función F ∈ NM , para la
cual existiría f ∈ D tal que F ≤∗ f , pero entonces f ◦ a /∈ H, contradicción.

Para el siguiente resultado vamos a considerar el espacio X de las funciones
continuas de C en C. Para cada x ∈ C, sea Φx : X −→ C la aplicación continua
dada por Φx(f) = f(x).

Teorema 6.76 Sea M un modelo transitivo de ZFC y sea a un real aleatorio
sobre M . Si F ∈M [a] es un subconjunto de CM [a] de primera categoría, existe
un conjunto H ∈M , H ⊂ XM de primera categoría tal que Φ−1

a [F ] ⊂ HM [a].

Demostración: Por la nota tras el teorema 6.13 existe un conjunto de Borel
B ⊂ CM ×CM con todas sus secciones de primera categoría tal que F = B

M [a]
a .

También podemos suponer que B es unión numerable de cerrados de interior
vacío (con lo que tal vez cambiamos F por un conjunto mayor, pero igualmente
de primera categoría). Sea, pues, B =

⋃
n∈ω

Fn, donde cada Fn es cerrado de
interior vacío en CM × CM . Sea

Hn = {f ∈ XM |
∨
z ∈ CM (z, f(z)) ∈ Fn} ∈M
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y sea H =
⋃
n∈ω

Hn. Si Hn = Bc, Fn = Bd, con c, d ∈ CB, tenemos que

c, d ∈ CB ∧
∧
ϕzw(ϕ ∈ CX ∧ (z, w) ∈ fϕ ∧ (z, w) ∈ Bd → fϕ ∈ Bc).

El antecedente de la implicación es aritmético y el consecuente es Π1
1, luego la

fórmula anterior es una relación Π1
1 en c y d, luego se cumple también en M [a],

luego
{f ∈ XM [a] |

∨
z ∈ CM [a](z, f(x)) ∈ FM [a]

n } ⊂ HM [a]
n .

Esto implica que Φ−1
a [F ] ⊂ HM [a]. En efecto, si f ∈ Φ−1

a [F ], entonces
Φa(f) = f(a) ∈ F = B

M [a]
a , luego tenemos que (a, f(a)) ∈ BM [a], luego existe

un n ∈ ω tal que (a, f(a)) ∈ FM [a]
n , luego f ∈ HM [a]

n ⊂ HM [a].

Por consiguiente, basta probar que (en M) cada Hn es un cerrado de interior
vacío. Siempre razonando en M , si f ∈ X \Hn, para cada z ∈ C tenemos que
(z, f(z)) /∈ Fn, luego existe un k ∈ ω tal que (Bz|k × Bf(z)|k) ∩ Fn = ∅ (de
lo contrario (z, f(z)) estaría en la clausura de Fn, que es el propio Fn). Sea
N : C −→ ω la función que a cada z ∈ C le asigna el mínimo k que cumple lo
anterior. Es claro que N es continua, y como C es compacto existe un k ∈ ω tal
que N(z) < k para todo z ∈ C. Esto implica que f ∈ B1/k(f) ⊂ X \Hn, pues si
g ∈ B1/k(f), entonces

∧
z ∈ C f(z)|k = g(z)|k, luego (Bz|k ×Bg(z)|k) ∩ Fn = ∅,

luego (z, g(z)) /∈ Fn, luego g /∈ Hn. Así queda probado que Hn es cerrado.

Veamos ahora que X \Hn es denso en X. Para ello consideramos una bola
abierta B1/k(f) cualquiera y veamos que corta al conjunto. Para cada z ∈ C,
sabemos que Fn y (Fn)z tienen interior vacío, luego existe xz ∈ Bf(z)|k \ (Fn)z,
con lo que (z, xz) /∈ Fn, luego existe un producto de abiertos cerrados tal que
(z, xz) ∈ Cz × C ′

z ⊂ (C × C) \ Fn. Por compacidad existen z1, . . . , zl ∈ C tales
que C = Cz1 ∪ · · · ∪Czl . Reduciendo los abiertos cerrados podemos suponer que
son disjuntos dos a dos. Definimos g ∈ X de modo que en Czj tome el valor
xzj . Claramente

∧
z ∈ C g(z)|k = f(z)|k, luego g ∈ B1/k(f). Por otra parte,

si z ∈ C, tenemos que (z, g(z)) = (z, xzj ) ∈ Czj × C ′
zj ⊂ (C × C) \ Fn, luego

(z, g(z)) /∈ Fn, lo que prueba que g /∈ Hn.

Como consecuencia:

Teorema 6.77 Si M es un modelo transitivo de ZFC y a es un real aleatorio
sobre M , entonces cub(Ic)M [a] ≥ cub(Ic)M , un(Ic)M [a] ≤ un(Ic)M .

Demostración: Si X ∈M es un subconjunto de XM que no es de primera
categoría y X̄ = {fM | f ∈ X} ∈ M [a], entonces Φa[X̄] ∈ M [a] no es de
primera categoría en CM [a], pues si lo fuera podríamos tomarH según el teorema
anterior, y entonces se cumpliría que X̄ ⊂ Φ−1

a [Φa[X̄]] ⊂ HM [a], luego X ⊂ H
y X sería de primera categoría. Como |Φa[X̄]| ≤ |X|, concluimos la segunda
desigualdad del enunciado.

Para la primera partimos de una familia {Fα}α<κ ∈ M [a] de conjuntos de
primera categoría que cubran CM [a]. Entonces {Φ−1

a [Hα]}α<κ cubre XM [a] y el
teorema anterior nos permite construir una familia {Hα}α<κ ∈M de conjuntos
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de primera categoría tales que Φ−1
a [Fα] ⊂ HM [a]

α , luego los HM [a]
α cubren XM [a],

y esto implica que los Hα cubren XM .

Teorema 6.78 Sea M un modelo transitivo de ZFC y sea a un real aleatorio
sobre M . Entonces cub(Ic)M [a] ≤ cub(Ic)M , un(Ic)M [a] ≥ un(Ic)M .

Demostración: Sea κ = cub(Ic)M [a]. Si fuera κ > cub(Ic)M , por el
teorema 6.65 aplicado en M existiría F ⊂ NM con |F | < κ tal que para todo
S ∈ CM existe f ∈ F tal que el conjunto {n ∈ ω | f(n) ∈ S(n)} es finito.

Vamos a probar que en M [a] se cumple que para todo g ∈ NM [a] existe
f ∈ F tal que el conjunto {n ∈ ω | f(n) = g(n)} es finito. Esto implica que
κ > cub(Im)M [a], lo cual es absurdo.

Sea G el ultrafiltro determinado por a y sea g = σG, para un cierto nombre
tal que ∥σ ∈ N∥ = 1l. Para cada n ∈ ω \ {0} definimos

S(n) = {k ∈ ω | m(∥σ(ň) = ǩ∥) > 1/n2}.

Como las condiciones ∥σ(ň) = ǩ∥ son incompatibles para distintos valores
de k, es claro que |S(n)| < n2. Por lo tanto existe f ∈ F tal que f(n) /∈ S(n)
para todo n suficientemente grande, es decir, que m(∥σ(ň) = ˇf(n)∥) ≤ 1/n2.
Vamos a ver que f cumple lo pedido.

Fijamos p ∈ Bm y tomamos un k tal que
∞∑
n=k

1/n2 < m(p). Entonces

q = p ∧ (

∞∨
n=k

∥σ(ň) = ˇf(n)∥) ̸= O,

q ≤ p y q ⊩
∧
n > ǩ σ(n) ̸= f̌(n). Por lo tanto

∥{n ∈ ω | f̌(n) = σ(n)} es finito∥ = 1l.

Sea κ = un(Ic)M . Si fuera un(Ic)M [a] < κ, según 6.66 existiría F ∈M [a] tal
que F ⊂ NM [a], |F | < κ tal que para todo g ∈ NM [a] existe f ∈ F tal que el
conjunto {n ∈ ω | f(n) = g(n)} es infinito. Sea F ′ ∈M un conjunto de nombres
para los elementos de F , con |F ′| < κ.

Para cada σ ∈ F ′ y n > 0 definimos

Sσ(n) = {k ∈ ω | m(∥σ(ň) = ǩ∥) > 1/n2}.

Claramente Sσ ∈ C y consideramos la familia F ′′ = {Sσ | σ ∈ F ′} ⊂ C.
Veamos que para cada g ∈ NM existe un σ ∈ F ′ tal que {n ∈ ω | g(n) ∈ Sσ(n)}
es infinito. Según 6.66 esto implica que κ > un(Ic)M , lo cual es absurdo.

Dado g ∈ NM , sabemos que existe un σ ∈ F ′ tal que {n ∈ ω | g(n) = σG(n)}
es infinito. Si {n ∈ ω | g(n) ∈ Sσ(n)} fuera finito, tendríamos que para todo
n suficientemente grande m(∥σ(ň) = ˇg(n)∥) ≤ 1/n2, y más arriba hemos visto
que esto implica que

∥{n ∈ ω | ǧ(n) = σ(n)} es finito∥ = 1l,

contradicción.
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En conclusión:

Teorema 6.79 Si M es un modelo transitivo de ZFC y a es un real aleatorio
sobre M , entonces los cardinales del diagrama de Chichoń en M [a] son los
mismos que en M , salvo a lo sumo cub(Im) y un(Im), que cumplen

cub(Im)M [a] ≥ máx{cub(Im)M , b}, un(Im)M [a] ≤ mín{un(Im)M , d}.

Puede probarse que existen modelos M en los que las desigualdades del
teorema anterior son estrictas.



Capítulo VII

Extensiones iteradas

En 1971, R.M. Solovay y S. Tennenbaum probaron mediante una extensión
genérica la consistencia de la hipótesis de Suslin. El argumento se basaba en
las ideas siguientes: Partimos de un modelo transitivo numerable M de ZFC y
queremos conseguir una extensión genérica en la que no haya árboles de Suslin.
De hecho basta con garantizar que no haya árboles de Suslin bien podados (véase
[TC 9.14]). Si (A,≤) ∈ M es un árbol de Suslin bien podado en M , entonces
P = (A,≤∗), donde p ≤∗ q ↔ q ≤ p, es un c.p.o. (con máximo) en el que los
conjuntos Dα = {p ∈ A | altAp ≥ α} son densos. Además P cumple la condición
de cadena numerable. Si G es un filtro P-genérico sobre M , entonces A sigue
siendo un ℵ1-árbol en M [G], pero ya no es un árbol de Suslin, pues el conjunto
C = {p ∈ A |

∨
q ∈ G p ≤ q} es un camino en A.

Vemos así que para destruir un árbol de Suslin basta con ponerlo “copa
abajo” y pasar a una extensión genérica. Ahora bien, con esto no garantizamos
la hipótesis de Suslin, pues en M puede haber más árboles de Suslin o, lo que
es peor, pueden aparecer nuevos árboles de Suslin en M [G] que no estuvieran
en M . Solovay y Tennenbaum resolvieron esto mediante una sucesión transfinita
de extensiones genéricas en cada una de las cuales se destruía un árbol de Suslin
mediante el procedimiento anterior. Esto requiere resultados sobre extensiones
iteradas más potentes que los que empleamos para demostrar el teorema de
Easton, pues ahora hemos de reducir a una única extensión genérica una sucesión
de extensiones respecto a c.p.o.s que no están necesariamente en el modelo base,
sino que aparecen gradualmente en los pasos intermedios.

Posteriormente, D.A. Martin se dio cuenta de que el mismo argumento de
Solovay y Tennenbaum demostraba en realidad la consistencia de una sentencia
mucho más fuerte que la hipótesis de Suslin. Así fue como surgió el axioma de
Martin (AM) que ya hemos estudiado en la sección 8.3 de [TC]. En este capítulo
expondremos la teoría básica sobre iteración de extensiones genéricas y, entre
otras aplicaciones, demostraremos la consistencia de AM.
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266 Capítulo 7. Extensiones iteradas

7.1 Productos generalizados

Sabemos que si M es un modelo transitivo numerable de ZFC y P, Q son
dos c.p.o.s en M , entonces una extensión respecto a P seguida de una extensión
respecto a Q es equivalente a una única extensión respecto al producto P × Q.
El problema que abordamos ahora consiste básicamente en partir de un c.p.o.
P ∈ M , de un filtro G P-genérico sobre M y de un c.p.o. Q ∈ M [G]. Hemos
de reducir una extensión por Q de M [G] a una única extensión de M . Para
ello expresaremos Q = πG y definiremos un c.p.o. P ∗ π ∈M que hará las veces
de P × Q. En realidad estas ideas han de ser precisadas en varios puntos. En
primer lugar probamos un par de resultados técnicos que nos evitarán trabajar
con clases propias de nombres.

Teorema 7.1 Sea P un c.p.o. y π un P-nombre. Entonces existe un ordinal α
tal que si σ es un P-nombre y 1l ⊩ σ ∈ π, entonces existe un P-nombre σ′ ∈ Vα
tal que 1l ⊩ σ = σ′.

Demostración: Sea A = {σ ∈ V P | 1l ⊩ σ ∈ π}. No es difícil probar que,
salvo en casos triviales, A es una clase propia, aunque no vamos a necesitar este
hecho (en realidad es el inconveniente que hace que el teorema no sea trivial).

Para cada par de nombres σ, τ ∈ V P, sea Dστ = {p ∈ P | p ⊩ σ = τ}.
Definimos f : A −→ P(Dπ × PP) mediante

f(σ) = {(τ,Dστ ) | τ ∈ Dπ}.

Vamos a ver que si σ, σ′ ∈ A, entonces 1l ⊩ σ = σ′ si y sólo si f(σ) = f(σ′).
Una implicación es obvia. Respecto a la otra, si ¬1l ⊩ σ = σ′ pero f(σ) = f(σ′),
entonces existe una condición p ∈ P tal que p ⊩ σ ̸= σ′. Como 1l ⊩ σ ∈ π,
existen un q ≤ p y un τ ∈ Dπ tales que q ⊩ σ = τ , es decir,

q ∈ Dστ = f(σ)(τ) = f(σ′)(τ) = Dσ′τ ,

con lo que también q ⊩ σ′ = τ y así q ⊩ σ = σ′, mientras que p fuerza lo
contrario.

Si escogemos una antiimagen para cada elemento del rango de f , obtenemos
un subconjunto B de A tal que para todo σ ∈ A existe un σ′ ∈ B tal que
1l ⊩ σ = σ′. Basta tomar un α tal que B ∈ Vα.

Definición 7.2 Sea P un c.p.o. y π un P-nombre. Sea α el mínimo ordinal que
cumple el teorema anterior. Llamaremos π̂ = {σ ∈ Vα | σ ∈ V P ∧ 1l ⊩ σ ∈ π}.

Teorema 7.3 Sea P un c.p.o. y π un P-nombre.

a) π̂ es un conjunto de P-nombres tal que si σ ∈ π̂ entonces 1l ⊩ σ ∈ π.

b) Si π̂ ̸= ∅, σ es un P-nombre y p ⊩ σ ∈ π, entonces existe un σ′ ∈ π̂ de
manera que p ⊩ σ = σ′.
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c) En particular si ϕ(x) es una fórmula quizá con más variables libres, π̂ ̸= ∅
y p ⊩

∨
x ∈ π ϕ(x) (donde las demás variables de ϕ se interpretan como

P-nombres cualesquiera), existe un σ ∈ π̂ tal que p ⊩ ϕ(σ).

Demostración: a) es inmediato por la definición de π̂.

b) Notemos que 1l ⊩
∨
x ∈ π(σ ∈ π → σ = x). Aquí usamos que, como

π̂ ̸= ∅, se cumple que 1l ⊩
∨
x x ∈ π.

Por el teorema 4.49 existe ρ ∈ V P tal que 1l ⊩ ρ ∈ π ∧ (σ ∈ π → σ = ρ).
En particular 1l ⊩ ρ ∈ π, luego por el teorema anterior existe un σ′ ∈ π̂ tal que
1l ⊩ σ = σ′, de donde también 1l ⊩ (σ ∈ π → σ = σ′). Claramente entonces
p ⊩ σ = σ′.

c) Si p ⊩
∨
x ∈ π ϕ(x), por 4.49 existe un σ ∈ π̂ tal que p ⊩ σ′ ∈ π ∧ ϕ(σ′).

Por b) existe un σ ∈ π̂ tal que p ⊩ σ′ = σ, luego p ⊩ ϕ(σ).

En definitiva, π̂ es un conjunto con nombres suficientes para nombrar a
cualquier posible elemento de π en una extensión genérica. Ahora ya podemos
definir un producto generalizado entre un c.p.o. y el nombre de otro c.p.o. que
no esté necesariamente en el modelo base.

Definición 7.4 Sea P un c.p.o. Un P-nombre para un c.p.o. es una terna
(π, π′, π′′) de P-nombres tales que π′′ ∈ π̂ y 1l ⊩ (π, π′, π′′) es un c.p.o.

En la práctica escribiremos ≤π o simplemente ≤ en lugar de π′ y 1lπ o
simplemente 1l en lugar de π′′. Si no hay confusión escribiremos π en lugar de
(π,≤π, 1lπ).

Sea P un c.p.o. y π un P-nombre para un c.p.o. Definimos P ∗ π como el
producto cartesiano P× π̂ con el preorden dado por

(p, σ) ≤ (q, τ)↔ p ≤ q ∧ p ⊩ σ ≤π τ.

Es fácil ver que el producto generalizado P ∗ π es ciertamente un c.p.o. con
máximo 1l = (1l, 1lπ). Notemos que el preorden no es antisimétrico (y hemos
trabajado en general con c.p.o.s no necesariamente antisimétricos precisamente
para incluir esta situación).

SiM es un modelo transitivo numerable de ZFC, P ∈M es un c.p.o. y π ∈M
es un P-nombre para un c.p.o.M , por simplicidad escribiremos π̂ en lugar de π̂M
y P ∗ π en lugar de (P ∗ π)M = P× π̂M , pero hemos de tener presente que estos
conceptos no son absolutos.

Aún no es evidente que estos conceptos recojan realmente la situación que
queríamos estudiar. Los teoremas siguientes lo ponen de manifiesto.

Teorema 7.5 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, sea P ∈ M un
c.p.o. y sea π un nombre para un c.p.o.M . Sea G un filtro P-genérico sobre M
y Q = πG. Entonces (Q,≤πG, 1lπG) es un c.p.o. tal que todo q ∈ Q es de la
forma q = σG, donde σ ∈ π̂.
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Demostración: Notemos que π̂ ̸= ∅ porque por definición 1lπ ∈ π̂, luego
siempre podemos aplicar el teorema 7.3. Sea q = ρG, para cierto ρ ∈ MP.
Obviamente 1l ⊩

∨
x ∈ π(ρ ∈ π → x = ρ). Por 7.3 c) existe σ ∈ π̂ tal que

1l ⊩ (ρ ∈ π → σ = ρ).

En particular esto es cierto en M [G], es decir, q ∈ Q → σG = q y por
consiguiente q = σG.

Todavía falta probar que la definición que hemos dado de nombre para un
c.p.o. no es restrictiva, en el sentido de que todo c.p.o. en una extensión genérica
admite un nombre en esas condiciones.

Teorema 7.6 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, sea P ∈ M un
c.p.o., sea G un filtro P-genérico sobre M y sea (Q,≤Q, 1lQ) ∈ M [G] un c.p.o.
Entonces existe un P-nombre para un c.p.o. (π,≤π, 1lπ) ∈ M tal que Q = πG,
≤Q =≤πG y 1lQ = 1lπG.

Demostración: Sean Q = ρG, ≤Q= ρ′G, 1lQ = ρ′′G. Entonces

1l ⊩
∨
xyz((x, y, z) es un c.p.o. ∧ ((ρ, ρ′, ρ′′) es un c.p.o. → (ρ, ρ′, ρ′′) = (x, y, z))),

luego por 4.49 existen π, π′, π′′ ∈MP tales que

1l ⊩ (π, π′, π′′) es un c.p.o. ∧ ((ρ, ρ′, ρ′′) es un c.p.o.→ (ρ, ρ′, ρ′′) = (π, π′, π′′)).

En particular 1l ⊩ π′′ ∈ π, luego por 7.3 existe 1lπ ∈ π̂ tal que 1l ⊩ π′′ = 1lπ.
Esto nos permite sustituir π′′ por 1lπ en la fórmula anterior. Llamando ≤π= π′

tenemos que (π,≤π, 1lπ) es un P-nombre para un c.p.o. y

1l ⊩ ((ρ, ρ′, ρ′′) es un c.p.o.→ (ρ, ρ′, ρ′′) = (π,≤π, 1lπ)).

Obviamente entonces (Q,≤Q, 1lQ) = (πG,≤πG, 1lπG).

Nuestra intención es probar que si, en las condiciones del teorema ante-
rior, tenemos también un filtro H Q-genérico sobre M [G], entonces la extensión
M [G][H] puede reducirse a una única extensión genérica de M respecto al pro-
ducto P ∗ π. Demostramos un resultado previo:

Teorema 7.7 Sea P un c.p.o. y π un P-nombre para un c.p.o. Entonces la
aplicación i : P −→ P ∗ π dada por i(p) = (p, 1lπ) es una inmersión completa y
cumple i(1l) = 1l.

Demostración: Es obvio que i es una inmersión que cumple i(1l) = 1l.
Dado (p, σ) ∈ P ∗ π, se cumple que p es una reducción de (p, σ) a P, pues si
p′ ≤ p, entonces (p′, σ) ≤ (p, σ) ∧ (p′, σ) ≤ (p′, 1l), luego i(p′) es compatible con
(p, σ).

Ahora demostramos los dos teoremas fundamentales sobre productos ge-
neralizados. Necesitamos la definición siguiente, que generaliza la noción de
producto cartesiano de filtros genéricos.
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Definición 7.8 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, sea P ∈M un
c.p.o. y π un P-nombre para un c.p.o.M . Sea G un filtro P-genérico sobre M y
H ⊂ πG. Definimos G ∗H = {(p, σ) ∈ P ∗ π | p ∈ G ∧ σG ∈ H}.

Teorema 7.9 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, sea P ∈ M un
c.p.o., sea π un P-nombre para un c.p.o.M e i ∈ M la inmersión completa
natural de P en P ∗ π. Sea K un filtro P ∗ π-genérico sobre M , sea G = i−1[K]
y sea H = {σG | σ ∈ π̂ ∧

∨
p ∈ P (p, σ) ∈ K}. Entonces G es un filtro

P-genérico sobre M , H es un filtro πG-genérico sobre M [G], K = G ∗ H y
M [K] =M [G][H].

Demostración: Como i es una inmersión completa, por 4.31 sabemos que
G es un filtro P-genérico sobre M . Sea Q = πG. También sabemos que Q es un
c.p.o. en M [G]. Veamos que H es un filtro en Q. Como (1lP, 1lπ) ∈ K, se cumple
que 1lQ = 1lπG ∈ H.

Sean σG ∈ H, τG ∈ Q tales que σG ≤ τG (podemos suponer que σ, τ ∈ π̂).
Por definición de H existe q ∈ P tal que (q, σ) ∈ K. Sea p ∈ G tal que p ⊩ σ ≤ τ .
Entonces i(p) = (p, 1l) ∈ K. Sea (r, ρ) ∈ K tal que (r, ρ) ≤ (p, 1l) y (r, ρ) ≤ (q, σ).

Como r ≤ p se cumple que r ⊩ σ ≤ τ y como (r, ρ) ≤ (q, σ) también
r ⊩ ρ ≤ σ, luego r ⊩ ρ ≤ τ , de donde (r, ρ) ≤ (r, τ). Por consiguiente (r, τ) ∈ K
y τG ∈ H.

Sean ahora σG, τG ∈ H, es decir, σ, τ ∈ π̂ y existen q, q′ ∈ P tales que
(q, σ), (q′, τ) ∈ K. Sea (r, ρ) ∈ K tal que (r, ρ) ≤ (q, σ) y (r, ρ) ≤ (q′, τ).
Entonces (r, ρ) ≤ (r, 1l), luego i(r) = (r, 1l) ∈ K y por consiguiente r ∈ G. Como
(r, ρ) ≤ (q, σ), se cumple que r ⊩ ρ ≤ σ, de donde ρG ≤ σG, e igualmente
ρG ≤ τG. Como (r, ρ) ∈ K se cumple que ρG ∈ H.

Seguidamente probamos que H es Q-genérico sobre M [G]. Para ello toma-
mos D ∈ M [G] denso en Q. Sea δ ∈ MP tal que D = δG. Sea p ∈ G tal que
p ⊩ δ es denso en π. Sea

D′ = {(q, τ) ∈ P ∗ π | q ⊩ τ ∈ δ} ∈M.

Veamos que D′ es denso bajo (p, 1l). Si (q, σ) ≤ (p, 1l), entonces q ≤ p, luego
q ⊩ δ es denso en π. También q ⊩ σ ∈ π, luego q ⊩

∨
x ∈ π(x ∈ δ ∧ x ≤ σ).

Por 7.3 existe un ρ ∈ π̂ tal que q ⊩ ρ ∈ δ ∧ ρ ≤ σ. Es claro entonces que
(q, ρ) ∈ P ∗ π, (q, ρ) ≤ (q, σ) y (q, ρ) ∈ D′.

Como (p, 1l) = i(p) ∈ K, existe un (q, τ) ∈ K ∩D′, y así τH ∈ H ∩D ̸= ∅.

Veamos ahora que K = G ∗ H. Si (p, σ) ∈ K, entonces σG ∈ H y, como
(p, σ) ≤ (p, 1l) también (p, 1l) ∈ K, luego p ∈ G. En consecuencia (p, σ) ∈ G ∗H.

Recíprocamente, si (p, σ) ∈ G ∗H, entonces p ∈ G, σ ∈ π̂ y σG ∈ H. Esto
último implica que existen σ′ ∈ π̂ y q ∈ P de modo que σG = σ′

G y (q, σ′) ∈ K.
Sea q′ ∈ G tal que q′ ⊩ σ = σ′. Entonces i(q′) = (q′, 1l) ∈ K. Sea (r, τ) ∈ K

tal que (r, τ) ≤ (q, σ′) y (r, τ) ≤ (q′, 1l). Tenemos que r ⊩ τ ≤ σ′ y r ⊩ σ = σ′,
luego r ⊢ τ ≤ σ, (r, τ) ≤ (q, σ) y (q, σ) ∈ K. Ahora (p, 1l) ∈ K y (q, σ) ∈ K,
luego existe un (s, ρ) ∈ K tal que (s, ρ) ≤ (p, 1l), (s, ρ) ≤ (q, σ), con lo que s ≤ p
y s ⊩ ρ ≤ σ. Por consiguiente (s, ρ) ≤ (p, σ) y concluimos que (p, σ) ∈ K.
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Es claro que G, H ∈ M [K], luego M [G][H] ⊂ M [K]. Así mismo es claro
que K = G ∗H ∈ M [G][H], luego M [K] ⊂ M [G][H]. Esto nos da la igualdad.

Teorema 7.10 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, sea P ∈M un
c.p.o. y y π un P-nombre para un c.p.o.M . Sea G un filtro P-genérico sobre M ,
sea Q = πG y sea H un filtro Q-genérico sobre M [G]. Entonces K = G ∗H es
un filtro P ∗ π-genérico sobre M y los filtros G y H construidos en en teorema
anterior a partir de K son los dados. Por lo tanto M [K] =M [G][H].

Demostración: Obviamente (1l, 1l) ∈ K.
Tomemos pares (p, σ), (p′, σ′) ∈ K. Entonces p, p′ ∈ G y σG, σ′

G ∈ H. Por
lo tanto existen q ∈ G y h ∈ H tales que q ≤ p, q ≤ p′, h ≤ σG, h ≤ σ′

G. Por
7.3 se cumple que h = τG, con τ ∈ π̂. Sea q′ ∈ P tal que q′ ⊩ τ ≤ σ ∧ τ ≤ σ′.
Podemos tomar q′ ≤ q. Entonces (q′, τ) ∈ K, (q′, τ) ≤ (p, σ) y (q′, τ) ≤ (p′, σ′).

Ahora suponemos que (p, σ) ∈ K, (p′, σ′) ∈ P∗π y (p, σ) ≤ (p′, σ′). Entonces
p ∈ G y p ≤ p′, luego p′ ∈ G. Por otra parte p ⊩ σ ≤ σ′, luego σG ≤ σ′

G y,
como σG ∈ H, también σ′

G ∈ H, de donde (p′, σ′) ∈ K.

Para probar que K es genérico tomamos un conjunto D ∈M denso en P∗π.
Sea

D∗ = {σG | σ ∈ π̂ ∧
∨
p ∈ G (p, σ) ∈ D} ∈M [G].

Vamos a probar que D∗ es denso en Q. Para ello tomamos q = τG ∈ Q.
Podemos suponer que τ ∈ π̂. Definimos

D′ = {p ∈ P |
∨
σ ∈ π̂((p, σ) ∈ D ∧ p ⊩ σ ≤ τ)} ∈M.

Se cumple que D′ es denso en P, pues si t ∈ P, entonces (t, τ) ∈ P ∗ π, luego
existe un (p, σ) ∈ D tal que (p, σ) ≤ (t, τ), luego p ≤ t y p ∈ D′.

Tomemos, pues, p ∈ D′ ∩ G. Sea σ ∈ π̂ tal que p ⊩ σ ≤ τ ∧ (p, σ) ∈ D.
Entonces σG ≤ τG = q y σG ∈ D∗. Esto prueba la densidad de D∗.

Por consiguiente podemos tomar un σG ∈ D∗ ∩H. Así, existe un p ∈ G tal
que (p, σ) ∈ D y, en consecuencia, (p, σ) ∈ D ∩K.

Así queda probado que K es P ∗ π-genérico sobre M . Se comprueba inme-
diatamente que G y H son los filtros construidos en el teorema anterior a partir
de K.

Estos teoremas generalizan claramente al teorema del producto que vimos
en la sección 5.4.

Ejercicio: Sean P y Q dos c.p.o.s. Probar que existe una inmersión densa de P × Q
en P ∗ Q̌.

Conviene explicitar la igualdad M [K] =M [G][H] en términos de nombres:

Definición 7.11 Dado un c.p.o. P y un P-nombre para un c.p.o. π, definimos
una aplicación V P∗π −→ V P mediante

σ∗ = {(p.o.(ξ∗, τ), p) | (ξ, (p, τ)) ∈ σ}.
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Una simple inducción prueba que 1l ⊩ σ∗ ∈ V π. En efecto, relativizando la
prueba a un modelo transitivo numerable M de ZFC, se trata de probar que
si G es un filtro P-genérico sobre M y Q = πG, entonces σ∗

G ∈ MQ, pero si
suponemos que ξ∗G ∈ MQ por hipótesis de inducción, la conclusión para σ∗ es
trivial: los elementos de σ∗

G son pares (ξ∗G, τG) ∈MQ ×Q.

Teorema 7.12 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, sea P ∈M un
c.p.o. y π ∈ MP un P-nombre para un c.p.o. Sea G un filtro P-genérico sobre
M , sea Q = πG y sea H un filtro Q-genérico sobre M [G]. Entonces, para todo
σ ∈MP∗π se cumple que (σ∗

G)H = σG∗H .

Demostración: Por inducción sobre σ. Si vale para nombres de rango
menor y u ∈ (σ∗

G)H , entonces u = ϵG, donde (ϵ, q) ∈ σ∗
G y q ∈ H. A su vez

(ϵ, q) = (ξ∗G, τG), donde (ξ, (p, τ)) ∈ σ y p ∈ G, pero entonces u = (ξ∗G)H = ξG∗H
y q = τG ∈ H, con (p, τ) ∈ G ∗H, luego u ∈ σG∗H . La otra inclusión se prueba
análogamente.

Para probar la consistencia de la hipótesis de Suslin hemos de aplicar estos
resultados a c.p.o.s que no son sino posibles árboles de Suslin puestos del revés.
En realidad los aplicaremos en un contexto ligeramente distinto, pero siempre
a c.p.o.s que cumplen la condición de cadena numerable. Por ello demostramos
ahora que las condiciones de cadena se conservan bajo hipótesis naturales al
formar productos generalizados. Para ello necesitamos un hecho técnico:

Teorema 7.13 Sea κ un cardinal regular y P un c.p.o. que cumpla la c.c.κ.
Sea σ ∈ V P tal que 1l ⊩ (σ ⊂ κ̌ ∧ |σ| < κ̌). Entonces existe un β < κ tal que
1l ⊩ σ ⊂ β̌.

Demostración: Por el teorema de reflexión basta probar la relativización
del teorema a un modelo transitivo numerable M de ZFC. Sea

E = {α < κ |
∨
p ∈ P p ⊩ α̌ es el supremo de σ} ∈M.

Por el axioma de elecciónM existe {pα}α∈E ∈ M tal que, para cada α ∈ E
se cumple que pα ⊩ α̌ es el supremo de σ. Es claro que si α ̸= β entonces
pα ⊥ pβ , pues ambas condiciones fuerzan fórmulas contradictorias. Así, la
aplicación α 7→ pα es inyectiva y su imagen es una anticadena en P. Por hipótesis
|E|M < κ. Como κ es regularM , existe un β < κ tal que E ⊂ β.

Si G es un filtro P-genérico sobre M , como P cumple la c.c.κ en M , tenemos
que P conserva cardinales y cofinalidades≥ κ, luego κ es un cardinal regularM [G].
Por hipótesis σG ⊂ κ y |σG|M [G] < κ. Por consiguiente, el supremo α de σG
cumple α < κ. Existe un p ∈ G tal que p ⊩ α̌ es el supremo de σ, luego α ∈ E
y por tanto α < β, es decir, σG ⊂ β.

Teorema 7.14 Sea κ un cardinal regular, sea P un c.p.o. que cumpla la c.c.κ
y sea π un P-nombre para un c.p.o. tal que 1l ⊩ π cumple la c.c.κ̌. Entonces
P ∗ π cumple la c.c.κ.
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Demostración: Como en el teorema anterior, basta probar la relativización
de este teorema a un modelo transitivo numerable M de ZFC. Supongamos que
existe una anticadena en P ∗ π con κ elementos: {(pα, τα)}α<κ ∈ M . Sea
σ = {(α̌, pα) | α < κ} ∈MP. Claramente 1l ⊩ σ ⊂ κ̌.

Sea G un filtro P-genérico sobre M . Entonces

σG = {α < κ | pα ∈ G} ∈M [G].

Sea W = {ταG | α ∈ σG} ∈M [G]. Veamos que si α, β ∈ σG, α ̸= β, entonces
ταG ⊥ τβG. En efecto, supongamos que existe ρG ∈ πG (con ρ ∈ π̂) tal que
ρG ≤ ταG y ρG ≤ τβG. Tomemos entonces q ∈ G tal que q ⊩ ρ ≤ τα ∧ ρ ≤ τβ .
Como α, β ∈ σG, ha de ser pα, pβ ∈ G, luego podemos tomar q ≤ pα ∧ q ≤ pβ .
Así (q, ρ) ≤ (pα, τα) ∧ (q, ρ) ≤ (pβ , τβ), en contradicción con que estos pares
forman parte de una anticadena.

Por hipótesis |σG|M [G] = |W |M [G] < κ, pues W es una anticadena en πG y
éste cumple la c.c.κ en M [G].

Con esto hemos probado que 1l ⊩ (σ ⊂ κ̌ ∧ |σ| < κ̌) y por el teorema
anterior existe un β < κ tal que 1l ⊩ σ ⊂ β̌, pero por definición de σ tenemos
que pβ ⊩ β̌ ∈ σ, contradicción.

Ejercicio: Probar que si P y Q son dos c.p.o.s y κ es un cardinal regular, entonces
P×Q cumple la c.c.κ si y sólo si P cumple la c.c.κ y 1lP ⊩ Q̌ cumple la c.c.κ̌.

Podríamos probar un resultado similar para la propiedad de ser κ-cerrado,
pero como vamos a trabajar con c.p.o.s con la condición de cadena numerable
no nos va a ser necesario. El teorema anterior tiene una consecuencia curiosa.
En la sección 8.4 de [TC] vimos que el producto de dos c.p.o.s con la c.c.n. no
cumple necesariamente la c.c.n. La teoría de las extensiones genéricas permite
enunciar una condición necesaria y suficiente muy simple para que un producto
de c.p.o.s cumpla la c.c.n.:

Teorema 7.15 Si P y Q son dos c.p.o.s, entonces P ×Q cumple la c.c.κ si y
sólo si P cumple la c.c.κ y 1lP ⊩ Q̌ cumple la c.c.κ

Demostración: Una implicación es un caso particular del teorema 7.14:
si P cumple la c.c.κ y 1lP ⊩ Q̌ cumple la c.c.κ, entonces P ∗ Q̌ cumple la c.c.κ,
pero es fácil ver que (p, q) 7→ (p, q̌) es una inmersión densa de P × Q en P ∗ Q̌,
luego P×Q también cumple la c.c.κ.

Supongamos ahora que P × Q cumple la c.c.κ. Es claro entonces que P
también la cumple. Podemos trabajar en un modelo transitivo numerable M
de ZFC, con lo que tomamos un filtro P-genérico G y tenemos que probar que
Q cumple la c.c.κ en M [G]. En caso contrario, sea f : κ −→ Q una aplicación
inyectiva f ∈ M [G] cuya imagen sea una anticadena en Q. Sea f = σG y sea
p ∈ P tal que p ⊩ σ : κ −→ Q̌ inyectiva ∧ σ[κ] es una anticadena.

Para cada α < κ, existen un pα ∈ P y un qα ∈ Q tales que pα ≤ p,
pα ⊩ σ(α̌) = q̌α. Entonces, la sucesión {(pα, qα)}α<κ ∈M es una anticadena en
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P×Q, pues si existiera (p′, q′) ≤ (pα, qα), (p′, q′) ≤ (pβ , qβ), entonces

p′ ⊩ q̌′ ≤ σ(α̌) ∧ q̌′ ≤ σ(β̌),

pero p′ también fuerza que σ[κ] es una anticadena, contradicción.

Teorema 7.16 Sea P un c.p.o. separativo y π un P-nombre para un c.p.o. tal
que 1l ⊩ π es separativo. Entonces P ∗ π es separativo.

Demostración: Basta probar el teorema relativizado a un modelo transi-
tivo numerable M de ZFC. Sean (p, σ), (q, τ) ∈ P ∗ π tales que la primera no
extiende a la segunda. Si p ̸≤ q, entonces existe p′ ≤ p, p′ ⊥ q, con lo que
(p′, σ) ≤ (p, σ) y (p′, σ) ⊥ (q, τ).

Si p ≤ q, entonces ¬p ⊩ σ ≤ τ , luego existe un filtro G P-genérico sobre M
tal que σG ̸≤ τG y, como πG es separativo, existe σ′

G ≤ σG tal que σ′
G ⊥ τG.

Podemos suponer que σ′ ∈ π̂. Sea p′ ∈ G tal que p′ ≤ p y p′ ⊩ σ′ ≤ σ ∧ σ′ ⊥ τ .
Entonces (p′, σ′) ≤ (p, σ) y (p′, σ′) ⊥ (q, τ).

Cocientes de inmersiones completas Terminamos la sección probando que
si h : P −→ Q es una inmersión completa, entonces Q es equivalente a un
producto generalizado P ∗ (Q/Γ), donde Q/Γ es un P-nombre para un c.p.o.
definido adecuadamente. Por lo tanto, toda extensión genérica obtenida con Q
puede descomponerse en una extensión genérica obtenida con P seguida de otra
obtenida con el c.p.o. nombrado por Q/Γ en la extensión.

Definición 7.17 Sea h : P −→ Q una inmersión completa entre c.p.o.s. Dire-
mos que R : Q −→ P es una restricción para h si a cada q ∈ Q le asigna una
reducción de q a P y además cumple las dos propiedades siguientes:∧

qq′ ∈ Q(q ≤ q′ → R(q) ≤ R(q′)),
∧
p ∈ P R(h(p)) = p.

Esto se cumple cuando h es un monomorfismo completo entre álgebras de
Boole completas, pues en tal caso basta definir

R(q) =
∧
{p ∈ P | q ≤ h(p)} ∈ P \ {O},

que es una reducción de q a P, tal y como se ve en la prueba de [TC 10.17].

Por lo tanto, podemos suponer sin pérdida de generalidad que h tiene una
restricción, ya que siempre podemos trabajar con las compleciones de los c.p.o.s.

Definición 7.18 Sea h : P −→ Q una inmersión completa entre c.p.o.s dotada
de una restricción R. Definimos Q/Γ como un P-nombre tal que

1lP ⊩ Q/Γ = {q ∈ Q̌ | R(q) ∈ Γ}.

Similarmente, definimos ≤̃ como un P-nombre tal que

1lP ⊩ ≤̃ = ≤̌ ∩ (Q/Γ×Q/Γ),

es decir, que 1lP fuerza que ≤̃ es la restricción a Q/Γ del preorden de Q. De este
modo, (Q/Γ, ≤̃, 1̌lQ) es un nombre para un c.p.o. que normalmente abreviaremos
a Q/Γ.
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Si tenemos todo esto en un modelo transitivo numerable M de ZFC y G
es un filtro P-genérico sobre M , llamaremos Q/G = (Q/Γ)G, y entonces en
M [G] tenemos que Q/G = {q ∈ Q | R(q) ∈ G}, considerado como c.p.o. con la
restricción del orden de Q.

Para cada q ∈ Q, trivialmente 1lP ⊩
∨
x ∈ Q(q̌ ∈ Γ→ x = q̌), luego podemos

tomar un P-nombre σq ∈ Q̂/Γ tal que 1lP ⊩ q̌ ∈ Γ→ σq = q̌.

Teorema 7.19 Si h : P −→ Q es una inmersión completa de c.p.o.s, dotada
de una restricción, la aplicación j : Q −→ P ∗ (Q/Γ) dada por j(q) = (R(q), σq)
es una inmersión densa de c.p.o.s.

Demostración: Basta probar el teorema relativizado a un modelo tran-
sitivo numerable M de ZFC. Si q ≤ q′, entonces R(q) ≤ R(q′) y obviamente
R(q) ⊩ σq ≤ σq′ , pues si G es un filtro P-genérico sobre M tal que R(q) ∈ G, ,
se cumple que q ∈ G, luego q′ ∈ G, luego σq = q ≤ q′ = σq′ . Por consiguiente
j(q) ≤ j(q′).

Por otra parte, si existe (r, σ) ≤ (R(q), σq), (r, σ) ≤ (R(q′), σq′), tomamos
un filtro P-genérico sobre M tal que r ∈ G. Entonces R(q), R(q′) ∈ G, luego
σG ≤ q, σG ≤ q′, luego ¬q ⊥ q′. Esto prueba que j es una inmersión.

Para probar que es densa tomamos (p, σ) ∈ P ∗ (Q/Γ) y fijamos un filtro
P-genérico sobre M tal que p ∈ G, sea q = σG ∈ Q/G, con lo que R(q) ∈ G.
Sea r ∈ G tal que r ≤ p ∧ r ≤ R(q) ∧ r ⊩ σ = q̌. Entonces, como R(q) es
una reducción de q a P, tenemos que ¬h(r) ⊥ q, luego existe un q′ ∈ Q tal que
q′ ≤ q ∧ q′ ≤ h(r).

Veamos que j(q′) = (R(q′), σq′) ≤ (p, σ). En efecto, por una parte tenemos
que R(q′) ≤ R(h(r)) = r ≤ p y, por otra, si G es un filtro P-genérico sobre M
tal que R(q′) ∈ G, también r ∈ G, luego σG = q y, como q′ ∈ Q/G, tenemos
que (σq′)G = q′ ≤ q = σG, luego R(q′) ⊩ σq′ ≤ σ.

En las condiciones del teorema anterior (relativizadas a un modelo M) po-
demos considerar además la inmersión completa i : P −→ P ∗ (Q/Γ) dada por
i(p) = (p, 1l). Si K es un filtro Q-genérico sobre M , podemos considerar el filtro

ȷ̂(K) = {(p, σ) ∈ P ∗ (Q/Γ) |
∨
q ∈ Q (R(q), σq) ≤ (p, σ)},

que según 4.32 es un filtro P ∗ (Q/Γ)-genérico sobre M . El teorema 7.9 nos
da que i−1[ȷ̂(K)] es un filtro P-genérico sobre M . Vamos a comprobar que
i−1[ȷ̂(K)] = h−1[K].

En efecto: si p ∈ h−1[K] entonces h(p) ∈ K, luego j(h(p)) ∈ ȷ̂(K), es decir,
(p, σh(p)) ∈ ȷ̂(K), luego (p, 1l) ∈ ȷ̂(K), luego p ∈ i−1[ȷ̂(K)]. Esto nos da una
inclusión, y la otra se da porque los filtros genéricos son maximales. A su vez,
si llamamos G = h−1[K], el teorema 7.9 nos da que

H = {σG | σ ∈ Q̂/Γ ∧
∨
p ∈ P (p, σ) ∈ ȷ̂(K)}

es un filtro Q/G-genérico sobre M [G]. Vamos a ver que H = K.
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En efecto, si q ∈ K, se cumple que R(q) ∈ G, pues esto equivale a que
h(R(q)) ∈ K. Si no fuera así, por 4.6 existiría un k ∈ K tal que k ⊥ h(R(q)),
y podemos exigir que k ≤ q, luego R(k) ≤ R(q) y, como R(k) es una reducción
de k, resulta que h(R(k)) es compatible con k, luego h(R(q)) también, y tenemos
una contradicción. Por lo tanto, q = (σq)G con (R(q), σq) = j(q) ∈ ȷ̂(K), y esto
significa que q ∈ H.

Recíprocamente, un elemento de H es de la forma σG, donde (p, σ) ∈ ȷ̂(K),
luego existe un q ∈ K tal que (R(q), σq) ∈ (p, σ). Como antes concluimos que
R(q) ∈ G, luego q ∈ Q/G, luego q = (σq)G ≤ σG ∈ K.

Por consiguiente, el teorema siguiente es un caso particular de 7.9:

Teorema 7.20 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC y h : P −→ Q
una inmersión completaM de c.p.o.s. dotada de una restricción. Si K es un
filtro Q-genérico sobre M y G = h−1[K], entonces K es Q/G-genérico sobre
M [G] y se da la igualdad M [K]Q =M [G][K]Q/G.

Similarmente, si G es un filtro P-genérico sobre M y H es un filtro Q/G-
genérico sobreM [G], el teorema 7.10 nos da queK = G∗H es un filtro P∗(Q/Γ)-
genérico sobre M , luego j−1[K] es un filtro Q-genérico sobre M . Veamos que
j−1[K] = H.

En efecto, si q ∈ j−1[K], entonces j(q) ∈ G∗H, es decir, (R(q), σq) ∈ G∗H,
luego R(q) ∈ G, lo que implica que q ∈ Q/G, y q = (σq)G ∈ H. Esto nos da una
inclusión y por genericidad se da la igualdad. Por lo tanto, el teorema siguiente
es un caso particular de 7.10:

Teorema 7.21 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC y h : P −→ Q
una inmersión completaM de c.p.o.s dotada de una restricción. Si G es un filtro
P-genérico sobre M y H es un filtro Q/G-genérico sobre M [G], entonces H es
Q-genérico sobre M , G = i−1[H] y se da la igualdad M [H]Q =M [G][H]Q/G.

7.2 Iteraciones de preórdenes
Los resultados de la sección anterior nos permiten reducir un número finito

de extensiones genéricas sucesivas a una única extensión (aunque los c.p.o.s
utilizados no estén todos en el modelo de partida). Por conveniencia podemos
suponer en primer lugar la extensión trivial producida con el c.p.o. P0 = {∅}
(es trivial porque todos los P-nombres son canónicos). Un P0-nombre para un
c.p.o. es de la forma π0 = Q̌, donde Q es un cierto c.p.o. en el modelo base. El
producto P1 = P0∗π0 es equivalente a Q, en el sentido de que hay una inmersión
densa natural de Q en P1. Ahora tomamos un P1-nombre π1 para un c.p.o. y
formamos el producto P2 = P1 ∗ π1 = (P0 ∗ π0) ∗ π1. Tomamos un P2-nombre
π2 para un c.p.o. y formamos el producto P3 = P2 ∗ π2 = ((P0 ∗ π0) ∗ π1) ∗ π2,
y así sucesivamente.

Notemos que un elemento de P3 es de la forma (∅, σ0, σ1, σ2). A la hora
de generalizar esta construcción a un producto infinito conviene sustituir las
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n-tuplas que se obtienen de este modo por sucesiones, de modo que podemos
identificar a la cuádrupla (∅, σ0, σ1, σ2) con la sucesión {(0, σ0), (1, σ1), (2, σ2)}.
Esto no supone más que pasar de un c.p.o. a otro semejante. De este modo,
la generalización al caso infinito consiste esencialmente en considerar sucesiones
transfinitas en lugar de sucesiones finitas. En realidad en los términos corres-
pondientes a ordinales límite tenemos cierta libertad de decisión, tal y como se
refleja en la definición siguiente:

Definición 7.22 Sea α un ordinal. Una iteración de preórdenes de longitud α
es un par ({(Pδ,≤Pδ

, 1lPδ
)}δ≤α, {(πδ,≤πδ

, 1lπδ
)}δ<α) que cumpla las condiciones

siguientes:

a) Cada (Pδ,≤Pδ
, 1lPδ

) es un c.p.o. cuyos elementos son funciones de dominio
δ, de modo que si δ < ϵ ≤ α y p ∈ Pϵ, entonces p|δ ∈ Pδ. En particular
P0 = {∅}.

b) Cada (πδ,≤πδ
, 1lπδ

) es un Pδ-nombre para un c.p.o. Si p ∈ Pδ, se cumple∧
ϵ < δ p(ϵ) ∈ π̂ϵ y

∧
ϵ < δ 1lPδ

(ϵ) = 1lπϵ .

c) Si p es una función de dominio δ + 1,

p ∈ Pδ+1 ↔ p|δ ∈ Pδ ∧ p(δ) ∈ π̂δ.

Si p, p′ ∈ Pδ+1, entonces

p ≤ p′ ↔ p|δ ≤ p′|δ ∧ p|δ ⊩ p(δ) ≤πδ
p′(δ).

d) Si λ ≤ α es un ordinal límite entonces∧
pp′ ∈ Pλ(p ≤ p′ ↔

∧
δ < λ p|δ ≤ p′|δ).

Exigimos además que si δ < λ y p ∈ Pδ, entonces

iδλ(p) = p ∪ {(ϵ, 1lπϵ) | δ ≤ ϵ < λ} ∈ Pλ.

Observemos que el apartado c) afirma que la aplicación p 7→ (p|δ, p(δ)) es una
semejanza entre Pδ+1 y Pδ ∗ πδ. En particular la aplicación iδ,δ+1 : Pδ −→ Pδ+1

dada por iδ,δ+1(p) = p ∪ {(δ, 1lπδ
)} es la inmersión completa que se corresponde

con la dada por el teorema 7.7.
Combinando esto en el apartado d), es claro que, siempre que δ ≤ η ≤ α,

podemos definir aplicaciones iδη : Pδ −→ Pη mediante

iδη(p) = p ∪ {(ϵ, 1lπϵ) | δ ≤ ϵ < η},

y claramente, si δ ≤ η ≤ ζ, se cumple que iδη ◦ iηζ = iδζ .

Como indicábamos, la definición no determina Pλ a partir de {Pδ}δ<λ, sino
que únicamente impone que cada p ∈ Pλ se restringe a condiciones p|δ ∈ Pδ, para
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todo δ < λ y que cada condición de Pδ admite al menos la extensión trivial iδλ(p)
a Pλ. Por lo tanto, cada vez que definamos una iteración de preórdenes tenemos
que especificar cómo se construyen los c.p.o.s Pλ para los ordinales límite λ.
En la práctica vamos a considerar sólo unas pocas opciones que introducimos a
continuación. Para ello definimos los conceptos siguientes:

Diremos que Pλ es el límite inverso de {Pδ}δ<λ si consta de todas las fun-
ciones p de dominio λ tales que

∧
δ < λ p|δ ∈ Pδ.

Diremos que Pλ es el límite directo de {Pδ}δ<λ si consta de todas las funciones
p de dominio λ tales que

∧
δ < λ p|δ ∈ Pδ y además existe un δ < λ tal que

sop p ⊂ δ, donde el soporte de p se define como sop p = {ϵ < δ | p(ϵ) ̸= 1lπϵ}.

Todas las iteraciones ({Pδ}δ≤α, {πδ}δ<α) que vamos a considerar en este
capítulo serán iteraciones con límites directos/inversos, lo cual significa que,
para cada ordinal límite λ ≤ α, el c.p.o. Pλ será el límite directo o el límite
inverso de los precedentes, y sólo tendremos que especificar en cada caso concreto
para qué ordinales λ tomamos uno u otro.

Las únicas iteraciones de este tipo que vamos a considerar en ejemplos con-
cretos son las iteraciones con soportes finitos, que son aquellas en las que todos
los Pλ son límites directos, y una simple inducción prueba que esto equivale a
que todas las condiciones p ∈ Pδ tienen soporte finito.

Por otra parte, en los capítulos XI y XII consideraremos iteraciones con
soportes numerables, que son aquellas en las que cada Pλ está formado por
todas las funciones p de dominio λ tales que

∧
δ < λ p|δ ∈ Pδ y |sop p| ≤ ℵ0.

En este caso es claro que todas las condiciones de cualquier Pδ (con δ límite
o sucesor) tienen soporte numerable.

Veamos ahora algunas propiedades elementales de las iteraciones de preór-
denes.

Teorema 7.23 Sea ({Pδ}δ≤α, {πδ}δ<α) una iteración de preórdenes y conside-
remos ordinales ϵ ≤ δ ≤ γ ≤ α.

a) iϵγ = iϵδ ◦ iδγ .

b) iϵδ(1l|Pϵ
) = 1lPδ

.

c)
∧
pp′ ∈ Pδ(p ≤ p′ → p|ϵ ≤ p′|ϵ).

d)
∧
pp′ ∈ Pϵ(p ≤ p′ ↔ iϵδ(p) ≤ iϵδ(p′)).

e)
∧
pp′ ∈ Pδ(p|ϵ ⊥ p′|ϵ → p ⊥ p′).

f)
∧
pp′ ∈ Pδ(sop p ∩ sop p′ ⊂ ϵ→ (p|ϵ ⊥ p′|ϵ ↔ p ⊥ p′)).

g)
∧
pp′ ∈ Pϵ(p ⊥ p′ ↔ iϵδ(p) ⊥ iϵδ(p′)).

h) iϵδ : Pϵ −→ Pδ es una inmersión completa.
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Demostración: a) y b) son inmediatas, c) y d) se prueban fácilmente por
inducción sobre δ, e) es consecuencia de c).

Una implicación de f) se da por e), luego sólo hemos de probar que si p ⊥ p′
entonces p|ϵ ⊥ p′|ϵ. Supongamos que existe p′′ ∈ Pϵ tal que p′′ ≤ p|ϵ y p′′ ≤ p′|ϵ.
Sea p∗ la función de dominio δ dada por p∗|ϵ = p′′ y, para todo ordinal γ tal
que ϵ ≤ γ < δ

p∗(γ) =


p(γ) si γ ∈ sop p,
p′(γ) si γ ∈ sop p′,
1lπγ

en otro caso.

La hipótesis sobre los soportes hace que p∗ esté bien definida y una simple
inducción sobre γ demuestra que si ϵ ≤ γ ≤ δ entonces

p∗|γ ∈ Pγ ∧ p∗|γ ≤ p|γ ∧ p∗|γ ≤ p′|γ .

En particular p∗ ∈ Pδ ∧ p∗ ≤ p ∧ p∗ ≤ p′, luego p y p′ son compatibles.

g) es un caso particular de f), pues sop iϵδ(p) = sop p ⊂ ϵ.

h) Por d) y g) tenemos que iϵδ es una inmersión. Si p ∈ Pδ entonces p|ϵ es una
reducción de p a Pϵ, pues si q ≤ p|ϵ entonces iϵδ(q)|ϵ = q, luego ¬iϵδ(q)|ϵ ⊥ p|ϵ
y, por f), ¬iϵδ(q) ⊥ p.

Es inmediato comprobar que las iteraciones de preórdenes dan lugar a suce-
siones transfinitas de extensiones genéricas:

Teorema 7.24 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, y consideremos
una iteración de preórdenesM ({Pδ}δ≤α, {πδ}δ<α). Sea G un filtro Pα-genérico
sobre M . Para cada δ ≤ α sea Gδ = i−1

δα [G]. Entonces Gδ es un filtro Pδ-
genérico sobre M y si δ ≤ ϵ ≤ α entonces M [Gδ] ⊂M [Gϵ]. Además si llamamos
Qδ = πδGδ

∈ M [Gδ] y Hδ = {ρGδ
| ρ ∈ π̂δ ∧

∨
p ∈ Pδ p ∪ {(δ, ρ)} ∈ Gδ+1},

entonces tenemos que Qδ es un c.p.o., Hδ es un filtro Qδ-genérico sobre M [Gδ]
y M [Gδ+1] =M [Gδ][Hδ].

Demostración: Como iδα ∈M es una inmersión completa, el teorema 4.31
nos da que Gδ es Pδ-genérico sobre M . Evidentemente, Gδ = i−1

δϵ [Gϵ], luego este
mismo teorema nos da la inclusión M [Gδ] ⊂M [Gϵ].

Se cumple que Qδ es un c.p.o. por la definición de buen nombre para un
c.p.o. Claramente Hδ se corresponde a través de la semejanza Pδ+1

∼= Pδ ∗ πδ
con el filtro considerado en el teorema 7.9, luego Hδ es un filtro Qδ-genérico
sobre M [Gδ] y M [Gδ+1] =M [Gδ][Hδ].

Así pues, en las condiciones del teorema anterior tenemos una sucesión de
extensiones genéricas

M =M [G0] ⊂M [G1] ⊂M [G2] ⊂ · · · ⊂M [Gω] ⊂M [Gω+1] ⊂ · · ·

de modo que cada M [Gδ+1] es una extensión genérica de M [Gδ].

Notemos que si Pλ es límite directo de los c.p.o.s anteriores, entonces

Pλ =
⋃
δ<λ

iδλ[Pδ] y Gλ =
⋃
δ<λ

iδλ[Gδ].
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Podría conjeturarse que M [Gλ] =
⋃
δ<λ

M [Gδ], pero esto es falso incluso en

los casos más simples. Lo máximo que tenemos a este respecto es el teorema
siguiente:

Teorema 7.25 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, sea λ ∈ M
un ordinal límite y ({Pδ}δ≤λ, {πδ}δ<λ) una iteración de preórdenes en M con
soportes finitos o numerables (y en el segundo caso suponemos (cf λ > ℵ0)M [G]).
Sea G un filtro Pλ-genérico sobre M . Supongamos que S ∈ M , X ∈ M [G],
X ⊂ S y (|X| < cf λ)M [G]. Entonces existe un δ < λ tal que X ∈M [Gδ].

Demostración: Sea ξ ∈ MPλ tal que X = ξG. Para cada s ∈ X, existe
un ps ∈ G tal que ps ⊩ š ∈ ξ, de modo que {ps}s∈X ∈ M [G]. Por hipótesis
tenemos que |sop ps| < cf λ y a su vez⋃

s∈X
sop ps ⊂ λ

tiene cardinal menor que cf λ (porque cf λ es un cardinal regular). Por con-
siguiente, existe un δ < λ que contiene a todos los soportes de todos los ps.
Sea

τ = {(š, p) | s ∈ S ∧ p ∈ Pλ ∧ sop p ⊂ δ ∧ p ⊩ š ∈ ξ} ∈MPλ .

Se cumple que τG = X, pues, por una parte, si s ∈ X entonces (š, ps) ∈ τ , luego
s ∈ τG y, recíprocamente, si s ∈ τG existe un p ∈ G tal que (š, p) ∈ τ , luego
p ⊩ š ∈ ξ, luego s ∈ ξG = X.

Y es claro que existe τ∗ ∈ MPδ tal que τ = iδλ(τ
∗), con lo que podemos

concluir que X = ξG = ξ∗Gδ
∈M [Gδ].

Por otro lado, tenemos el siguiente resultado general sobre los filtros corres-
pondientes a ordinales límite (para iteraciones con límites directos/inversos o
con soportes numerables):

Teorema 7.26 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, sea λ ∈M un
ordinal límite y ({Pδ}δ≤λ, {πδ}δ<λ) una iteración de preórdenes en M . Sea G
un filtro Pλ-genérico sobre M . Entonces, para toda condición p ∈ Pλ, se cumple
que p ∈ G↔

∧
δ < λ p|δ ∈ Gδ.

Demostración: Es fácil ver que p ≤ iδλ(p|δ), y de aquí se sigue una
implicación. Supongamos que se cumple

∧
δ < λ p|δ ∈ Gδ pero p /∈ G. Sea

q ∈ G tal que
q ⊩

∧
δ < λ̌ p̌|δ ∈ Γδ ∧ p̌ /∈ Γ.

Claramente, 1lPδ
⊩

∨
r ∈ πδ (r ≤ q(δ) ∧ (r ≤ p(δ) ∨ r ⊥ p(δ))), pues si p(δ) y

q(δ) son incompatibles basta tomar r = q(δ), y en caso contrario tomamos una
extensión común. Por lo tanto existe r(δ) ∈ π̂δ tal que

1lPδ
⊩ r(δ) ≤ q(δ) ∧ (r(δ) ≤ p(δ) ∨ r(δ) ⊥ p(δ)).

Podemos exigir que r(δ) = 1lπδ
siempre que δ /∈ sop p ∪ sop q, con lo que r tiene

soporte finito, numerable o acotado en λ si lo tienen p y q. Por lo tanto, r ∈ Pλ.
Claramente r ≤ q. Veamos ahora que r|δ ⊩ r(δ) ≤ p(δ) para todo δ < λ.
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En caso contrario existe un filtro genérico Gδ tal que r|δ ∈ Gδ pero no
r(δ)Gδ

≤ p(δ)Gδ
, pero entonces r(δ)Gδ

⊥ p(δ)Gδ
, por la construcción de r, luego

existe r′0 ≤ r|δ tal que r′0 ⊩ r(δ) ⊥ p(δ). Sea r′ ∈ Pλ dado por

r′(α) =

{
r′0(α) si α < δ,
r(α) si δ ≤ α < λ.

Es claro que r′ ≤ r ≤ q, luego si G es un filtro Pλ-genérico que contenga
a r′, también q ∈ G, luego r|δ+1, q|δ+1 ∈ Gδ+1, pero r′0 = r′|δ ∈ Gδ, luego
r(δ)Gδ

⊥ p(δ)Gδ
, luego r|δ+1 ⊥ p|δ+1, luego p|δ+1 /∈ Gδ+1, en contra de la

elección de q.

Así pues, r ≤ p, luego si G es un filtro Pλ-genérico sobre M tal que r ∈ G,
también p, q ∈ G, mientras que q ⊩ p̌ /∈ Γ, contradicción.

Ahora generalizamos el teorema 7.14 sobre condiciones de cadena a iteracio-
nes de preórdenes.

Teorema 7.27 Sea κ un cardinal regular no numerable y ({Pδ}δ≤α, {πδ}δ<α)
una iteración de preórdenes con soportes finitos tal que para todo δ < α se
cumpla que 1lPδ

⊩ πδ cumple la c.c.κ̌. Entonces para todo δ ≤ α tenemos que
Pδ cumple la c.c.κ.

Demostración: Lo probamos por inducción sobre δ. Es obvio que P0 = {1l}
cumple la c.c.κ. Si la cumple Pδ también la cumple Pδ+1 por 7.14. Supongamos
que λ ≤ α es un ordinal límite tal que todos los Pδ con δ < λ cumplen la c.c.κ.

Si {pα}α<κ es una anticadena en Pλ, o bien la familia de los soportes tiene
cardinal menor que κ, en cuyo caso existe A ⊂ κ tal que |A| = κ y todas
las condiciones {pα}α∈A tienen el mismo soporte r ⊂ λ; o bien la familia de
los soportes tiene cardinal κ, en cuyo caso podemos aplicarle el lema de los
sistemas ∆ (es una familia no numerable de conjuntos finitos) de modo que
existe A ⊂ κ, con |A| = κ, y la familia {sop pα}α∈A es cuasidisjunta de raíz
r ⊂ λ.

En cualquiera de los dos casos tenemos una familia {pα}α∈A de condiciones
de Pλ tal que si α, β ∈ A, α ̸= β, entonces sop pα ∩ sop pβ = r.

Sea δ < λ tal que r ⊂ δ. Entonces por 7.23 f) tenemos que {pα|δ}α∈A es una
anticadena en Pδ de cardinal κ, en contra de la hipótesis de inducción.

Generalizamos también el teorema 7.16:

Teorema 7.28 Sea ({Pδ}δ≤α, {πδ}δ<α) una iteración de preórdenes tal que
para todo δ < α se cumpla que 1lPδ

⊩ πδ es separativo. Entonces para todo
δ ≤ α tenemos que Pδ es separativo.

Demostración: Por inducción sobre δ. Trivialmente P0 = {1l} es sepa-
rativo. Si Pδ es separativo, entonces Pδ+1

∼= Pδ ∗ πδ es separativo por 7.16.
Supongamos ahora que Pδ es separativo para todo δ < λ ≤ α.
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Si p, q ∈ Pλ cumplen p ̸≤ q, entonces existe un δ < λ tal que p|δ ̸≤ q|δ. Por
hipótesis de inducción existe p′ ∈ Pδ tal que p′ ≤ p|δ y p′ ⊥ q|δ. Definimos

p̄(ϵ) =

{
p′(ϵ) si ϵ < δ,
p(ϵ) si δ ≤ ϵ < λ.

Es claro entonces que p̄ ∈ Pλ (tanto si para pertenecer a Pλ se exigen soportes
finitos, como numerables como arbitrarios) así como que p̄ ≤ p y p̄ ⊥ q.

Con esto podríamos demostrar ya la consistencia de la hipótesis de Suslin,
pero, según hemos indicado, demostraremos la consistencia de una sentencia
más general que presentamos en la sección siguiente. Terminamos esta sección
probando que toda iteración de c.p.o.s con soportes finitos se puede descomponer
en dos iteraciones sucesivas.

Factorización de iteraciones Hasta el final de la sección fijamos un modelo
transitivo numerable M de ZFC y, en M , una iteración ({Pδ}δ≤γ , {πδ}δ<γ).

Si α ≤ γ, tenemos que iαγ : Pα −→ Pγ es una inmersión completa, y
la aplicación p 7→ p|γ es una restricción en el sentido de 7.17. Por lo tanto,
tenemos definido el nombre para un c.p.o. dado por 7.18, que en este caso
representaremos por Pγ/Γα y que está caracterizado por que

1lPα
⊩ Pγ/Γα = {p ∈ P̌γ | p|α̌ ∈ Γ}.

Si Gα es un filtro Pα-genérico sobre M , llamaremos Pγ/Gα = (Pγ/Γα)Gα
,

y entonces en M [Gα] tenemos que Pγ/Gα = {p ∈ Pγ | p|α ∈ Gα}, considerado
como c.p.o. con la restricción del orden de Pγ .

Si p̄ ∈ Pγ , llamaremos p̄ al nombre que en 7.18 hemos llamado σp, de modo
que

1lPα
⊩ (p̌|α̌ ∈ Γ→ p̄ = p̌),

Definimos i : Pγ −→ Pα ∗ (Pγ/Γα) mediante i(p) = (p|α, p̄), y así el teorema
7.19 se particulariza al resultado siguiente:

Teorema 7.29 La aplicación i : Pγ −→ Pα ∗ (Pγ/Γα) es una inmersión densa.

A su vez, los teoremas 7.20 y 7.21 se particularizan a:

Teorema 7.30 Si Gγ es un filtro Pγ-genérico sobre M , entonces Gα = i−1
αγ [Gγ ]

es un filtro Pα-genérico sobre M y Gγ también es un filtro Pγ/Gα-genérico sobre
M [Gα] y se da la igualdad M [Gγ ] =M [Gα][Gγ ].

Teorema 7.31 Si Gα es un filtro Pα-genérico sobre M y Gγ es un filtro Pγ/Gα-
genérico sobre M [Gα], entonces Gγ es también un filtro Pγ-genérico sobre M y
Gα = i−1

αγ [Gγ ].

Finalmente probamos que estas factorizaciones permiten factorizar la itera-
ción completa:



282 Capítulo 7. Extensiones iteradas

Teorema 7.32 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC y, en M , sea
({Pδ}δ≤γ , {πδ}δ<γ) una iteración de longitud γ = α + β con soportes finitos y
sea Gα un filtro Pα-genérico sobre M . Entonces en M [Gα] existe una iteración
de c.p.o.s ({P′δ}δ≤β , {π′

δ}δ<β) con soportes finitos y una familia de inmersiones
densas jαδ : Pα+δ/Gα −→ P′δ tales que si G′

δ es un filtro P′δ-genérico sobre
M [Gα] y Gα+δ = j−1

αδ [G
′
δ], entonces (π′

δ)G′
δ
= (πα+δ)Gα+δ

.

Demostración: Construimos recurrentemente la iteración y las inmersio-
nes densas, que además cumplirán que si ϵ < δ, entonces jαδ(p)|ϵ = jαϵ(p|α+ϵ)
y jαδ(p)(ϵ) = 1l si y sólo si p(α + ϵ) = 1l. Observemos que, en particular, esto
implica que el diagrama siguiente es conmutativo:

Pα+ϵ/Gα
jαϵ // P′ϵ

Pα+δ/Gα
jαδ //

iα+δ,α+ϵ

OO

P′δ

iδϵ

OO

Para δ = 0 tomamos P′0 = {∅} y definimos jα0 : Pα/Gα −→ P′0 como
la aplicación constante. Observamos que Pα/Gα = Gα, por lo que todas las
condiciones son compatibles, por lo que jα0 es trivialmente una inmersión y
obviamente es densa.

Supongamos definida ({P′δ}δ≤ϵ, {π′
δ}δ<ϵ), para ϵ < β, junto con la inmersión

jαϵ : Pα+ϵ/Gα −→ P′ϵ.

Observemos que si σ ∈MPα+ϵ , entonces iαϵ(σ) es un Pα∗(Pα+ϵ/Γα)-nombre,
luego, usando 7.11, iαϵ(σ)∗Gα

es un Pα+ϵ/Gα-nombre, que a su vez determina el
P′ϵ-nombre σ̄ = jαϵ(iαϵ(σ)

∗
Gα

).
Este nombre tiene la propiedad de que si H ′ es un filtro P′ϵ-genérico so-

bre M [Gα] y H = j−1
αϵ [H

′], que es un filtro Pα+ϵ/Gα-genérico sobre M [Gα] y
también Pα+ϵ-genérico sobre M , entonces σ̄H′ = σH .

En particular, podemos definir π′
ϵ = π̄α+ϵ, de modo que (π′

ϵ)H′ = (πα+ϵ)H
es un c.p.o., por lo que π′

ϵ es un P′ϵ-nombre para un c.p.o., lo que determina a
su vez un c.p.o. P′ϵ+1 y así tenemos la iteración ({P′δ}δ≤ϵ+1, {π′

δ}δ<ϵ+1).

Ahora definimos jα,ϵ+1 : Pα+ϵ+1/Gα −→ P′ϵ+1 mediante

jα,ϵ+1(p)|ϵ = iαϵ(p|α+ϵ), jα,ϵ+1(p)(ϵ) = p(α+ ϵ).

Notemos que, como 1l ⊩ p(α+ ϵ) ∈ πα+ϵ, también1 1l ⊩ jα,ϵ+1(ϵ) ∈ π′
ϵ, luego

ciertamente jα,ϵ+1(p) ∈ P′ϵ.

Se comprueba sin dificultad que p ≤ q → iα,ϵ+1(p) ≤ iα,ϵ+1(q). Similar-
mente, si p ⊥ q, entonces, o bien p|α+ϵ ⊥ q|α+ϵ, o bien existe r ≤ p|α+ϵ,

1En realidad, hay que sustituir p(α+ ϵ) por otro nombre equivalente en π̂′
ϵ, pero no de-

tallamos este tecnicismo (ni aquí ni en otros puntos de la prueba) por no complicar más la
construcción. Tambien podemos pedir que si p(α+ ϵ) = 1l entonces jα,ϵ+1(p)(ϵ) = 1l.
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r ≤ q|α+ϵ tal que r ⊩ p(α + ϵ) ⊥ q(α + ϵ) y es fácil ver que esto implica que
jα+ϵ+1(p)|ϵ ⊥ jα+ϵ+1(p)|ϵ o bien jα+ϵ(r) ⊩ jα+ϵ+1(p)(ϵ) ⊥ jα+ϵ+1(q)(ϵ), y en
ambos casos jα+ϵ+1(p) ⊥ jα+ϵ+1(q).

Por lo tanto, jα+ϵ+1 es una inmersión. Además es densa, pues si p′ ∈ P′ϵ+1,
entonces p′|ϵ ∈ Pϵ, luego por hipótesis de inducción existe p0 ∈ Pα+ϵ/Gα tal
que jαϵ(p0) ≤ p′|ϵ. Por otra parte, p′(ϵ) ∈ MP′

ϵ , luego podemos considerar el
Pα+ϵ/Gα-nombre σ = j−1

αϵ (p
′(ϵ)) considerado en el teorema 4.34, que es también

un Pα+ϵ-nombre y, como 1l ⊩ p′(ϵ) ∈ π′
ϵ, es claro que también 1l ⊩ σ ∈ πα+ϵ.

Por lo tanto, podemos formar una condición p ∈ Pα+ϵ+1/Gα haciendo que
p|α+ϵ = p0 y p(α+ ϵ) = σ.

Observemos que 1l ⊩ σ̄ = p′(ϵ), pues si tomamos un filtro genérico H ′,
se cumple que σ̄H′ = j−1

αϵ (p
′(ϵ))H = p′(ϵ)H′ , por 4.34. Es claro entonces que

jα+ϵ+1(p) ≤ p′, luego la inmersión es densa y claramente cumple las propiedades
requeridas.

Si tenemos definidas las iteraciones para todo ϵ < λ ≤ β, entonces tenemos
definida una iteración ({P′δ}δ≤λ, {π′

δ}δ<λ) sin más que construir P′λ tomando el
límite con soportes finitos de los c.p.o.s precedentes. Además, las propiedades
de compatibilidad de las inmersiones densas construidas hacen que esté bien
definida jαλ : Pα+λ/Gα −→ P′λ mediante jαλ(p)(δ) = jα,δ+1(p|α+δ+1)(δ).

Es fácil ver que es una inmersión. Por ejemplo, si p ⊥ q, existe un α+ ϵ < λ
tal que sop p ∪ sop q ⊂ α + ϵ, con lo que p = iα+ϵ,α+λ(p0), q = iα+ϵ,α+λ(q0),
luego p0 ⊥ q0, luego jαϵ(p0) ⊥ jαϵ(q0), luego iϵλ(jαϵ(p0)) ⊥ iϵλ(jαϵ(q0)), pero
esto es lo mismo que jαλ(p) ⊥ jαλ(q).

También es fácil ver que jαλ es una inmersión densa. En efecto, si p′ ∈ P′λ,
existe un ϵ < λ tal que p′ = iϵλ(p

′
0), luego existe un p0 ∈ Pα+ϵ/Gα tal que

jαϵ(p0) ≤ p′0, luego jαϵ(iα+ϵ,α+λ(p0)) = iϵλ(jαϵ(p0)) ≤ iϵλ(p′0) = p′.

7.3 La consistencia del axioma de Martin

Según comentábamos al principio del capítulo —concretando ahora un poco
más— Solovay y Tennenbaum demostraron la consistencia de la hipótesis de
Suslin construyendo una iteración de preórdenes ({Pδ}δ≤α, {πδ}δ<α) en un mo-
delo M , de modo que cualquier árbol bien podado con la condición de cadena
numerable A en el modelo final M [G], puesto “copa abajo”, coincidiera con uno
de los c.p.o.s Qδ = πδGδ

∈ M [Gδ]. De este modo M [Gδ+1] = M [Gδ][Hδ] para
un cierto filtro Qδ-genérico Hδ y, por consiguiente, Hδ ∈ M [G] resulta ser un
camino en A, lo que garantiza que A no es un árbol de Suslin en M [G]. Sin
embargo, D.A. Martin se dio cuenta de que en realidad no era necesario tratar
únicamente con posibles árboles de Suslin, sino que bastaba exigir la condición
de cadena numerable. Esta observación conduce a la formulación del axioma de
Martin, cuyo enunciado recordamos aquí:
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Definición 7.33 Para cada cardinal κ, llamaremos axioma de Martin para κ a
la fórmula:

AM(κ) Si P es un c.p.o. que cumple la condición de cadena numerable y D

es una familia de conjuntos densos en P tal que |D| ≤ κ, entonces existe un
filtro G en P que corta a todos los elementos de D.

El axioma de Martin (AM) es la sentencia
∧
κ < 2ℵ0 AM(κ), es decir:

Si P es un c.p.o. que cumple la condición de cadena numerable y D es una
familia de conjuntos densos en P tal que |D| < 2ℵ0 , entonces existe un filtro G
en P que corta a todos los elementos de D.

Ejercicio: Probar que AM es equivalente a la sentencia análoga en la que no se exige
que los c.p.o.s tengan máximo. (En la definición de filtro para un c.p.o. sin máximo
hemos de cambiar 1l ∈ G por G ̸= ∅.)

A la hora de probar la consistencia del axioma de Martin nos encontramos
con una dificultad, y es que hay una clase propia de c.p.o.s con la condición de
cadena numerable no semejantes entre sí. No podemos realizar una iteración de
extensiones que pase por todos ellos, pues necesitaríamos que el último c.p.o.
fuera una clase propia. Afortunadamente AM equivale a su restricción a un
cierto conjunto de c.p.o.s. La idea central de la prueba es el argumento del
teorema de Löwenheim-Skolem.

Teorema 7.34 Sea κ un cardinal infinito. Las afirmaciones siguientes son
equivalentes:

a) AM(κ),

b) AM(κ) para c.p.o.s P con la hipótesis adicional de que |P| ≤ κ,

c) AM(κ) para c.p.o.s P de la forma (κ,≤,∅) (donde ≤ es un preorden ar-
bitrario en κ).

Demostración: Obviamente a) ⇒ b) ⇒ c). Es obvio que b) equivale a
AM(κ) para c.p.o.s de la forma (P,≤,∅) con P ⊂ κ (pues todo c.p.o. P tal que
|P| ≤ κ es semejante a un c.p.o. en estas condiciones). Así, para demostrar que
c) ⇒ b) podemos partir de un c.p.o. P ⊂ κ con máximo ∅ (y, por supuesto, con
la condición de cadena numerable).

Extendamos el preorden de P a κ estableciendo que todos los elementos de
κ \ P son máximos. Así κ se convierte en un c.p.o. con la condición de cadena
numerable en el cual P es denso. Es claro que si D es una familia de a lo sumo
κ subconjuntos densos de P, éstos siguen siendo densos en κ, luego por c) existe
un filtro G en κ que corta a todos los elementos de D. Es inmediato comprobar
que G ∩ P es un filtro en P que cumple lo mismo.

Veamos por último que b) ⇒ a). Sea P un c.p.o. arbitrario con la condición
de cadena numerable y sea D una familia de a lo sumo κ subconjuntos densos
de P.
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Veamos que existe Q ⊂ P tal que

1. |Q| ≤ κ,

2. Para todo D ∈ D, se cumple que D ∩Q es denso en Q,

3. Dos condiciones de Q son compatibles en Q si y sólo si lo son en P.

Si D ∈ D, sea fD : P −→ D tal que∧
p ∈ P (fD(p) ∈ D ∧ fD(p) ≤ p)).

Sea g : P× P −→ P tal que∧
pq ∈ P(¬p ⊥ q → g(p, q) ≤ p ∧ g(p, q) ≤ q).

Definimos Q0 = {1l} ∧
∧
n ∈ ω Qn+1 = Qn ∪ g[Qn ×Qn] ∪

⋃
D∈D

fD[Qn].

Es claro que Q =
⋃
n∈ω

Qn cumple lo pedido.

Por 3) tenemos que Q cumple la condición de cadena numerable, por 1),
2) y la hipótesis b) tenemos que existe un filtro H sobre Q que corta a todos
conjuntos D ∩Q, con D ∈ D. Definimos

G = {p ∈ P |
∨
q ∈ H q ≤ p}.

Es fácil comprobar que G es un filtro en P y obviamente contiene a H, luego
corta a todos los elementos de D.

Finalmente estamos en condiciones de demostrar la consistencia del axioma
de Martin. La idea básica de la prueba es una de las paradojas del infinito:
imaginemos que metemos en un saco bolas numeradas del 0 al 9, luego sacamos
la bola 0, luego metemos bolas numeradas del 10 al 19 y sacamos la bola 2,
etc. De este modo, aunque cada vez tenemos más bolas en el saco, al cabo de
infinitos pasos no nos quedarán bolas, porque la número 0 la hemos sacado en
el primer paso, la número 1 en el segundo, etc.

En nuestro caso, partimos de un modelo M con infinitos c.p.o.s que pueden
incumplir el axioma de Martin, extendiendo con uno de ellos conseguimos un
filtro que corta a todos los sus conjuntos densos en M , pero en la extensión
puede haber nuevos conjuntos densos que necesiten otro filtro y pueden aparecer
infinitos c.p.o.s nuevos que no cumplan el axioma de Martin. Así, en cada paso
resolvemos parcialmente un caso y nos aparecen infinitos contraejemplos más,
pero, si lo organizamos bien, al cabo de κ pasos podemos haber eliminado todos
los contraejemplos.

Teorema 7.35 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC y en M sea κ un
cardinal regular no numerable tal que 2<κ = κ. Existe una extensión genérica N
de M que cumple AM, tiene los mismos cardinales y cofinalidades, (2ℵ0 = κ)N

y la función del continuo sobre κ es la misma en M y en N .



286 Capítulo 7. Extensiones iteradas

Demostración: Sea g ∈ M tal que g : κ −→ κ × κ × κ biyectiva. Sea
f : κ −→ κ× κ definida como sigue: si g(α) = (β, γ, δ), entonces

f(α) =

{
(β, γ) si β ≤ α,
(0, 0) si α < β.

De este modo, f ∈M , f : κ −→ κ× κ suprayectiva y∧
αβγ(f(α) = (β, γ)→ β ≤ α).

En efecto, si (β, γ) ∈ κ× κ, entonces el conjunto

{α < κ |
∨
δ < κ g(α) = (β, γ, δ)}

tiene cardinalM κ, luego no está acotado en κ, luego existe un α ≥ β tal que
g(α) = (β, γ, δ), y entonces f(α) = (β, γ).

Vamos a usar la función f para determinar en qué orden usamos cada c.p.o.
que pueda incumplir AM para formar una extensión que le añada un filtro gené-
rico. Más concretamente, f(α) = (β, γ) significará que para formar la extensión
α-ésima usaremos el γ-ésimo c.p.o. de entre los disponibles en la iteración β-
ésima. Naturalmente, para que esto tuviera sentido hemos tenido que garantizar
que β ≤ α.

Definiremos una iteración de preórdenesM con soportes finitos de la forma

({Pδ}δ≤κ, {(ν̌δ,≤δ, ∅̌)}δ<κ),

donde
∧
δ < κ νδ < κ. Además se cumplirá que∧

δ < κ 1lPδ
⊩ (ν̌δ,≤δ, ∅̌) es un c.p.o. con la c.c.n.

Por 7.27, tendremos que cada Pδ cumplirá la condición de cadena nume-
rable en M . Veamos que estas condiciones implican que cada Pδ tendrá un
subconjunto denso Pδ tal que

∧
δ < κ |Pδ|M < κ y |Pκ|M ≤ κ.

Lo probamos por inducción sobre δ. Para P0 = {∅} es trivial. Supongamos
que Pδ es denso en Pδ y |Pδ|M < κ. Definimos

Pδ+1 =
{
p ∪ {(δ, α̌)} | p ∈ Pδ ∧ α < νδ

}
.

Podemos suponer que los nombres α̌ están en π̂δ, o también podemos sus-
tituirlos por nombres equivalentes que sí lo estén. Claramente Pδ+1 ⊂ Pδ+1 y
|Pδ+1|M < κ. Veamos que es denso.

Dado p ∈ Pδ+1, sea G un filtro Pδ-genérico sobre M tal que p|δ ∈ G. Como
1lPδ

⊩ p(δ) ∈ ν̌δ, se cumple que p(δ)G = α, para un cierto α < νδ, luego existe
un q ∈ Pδ, q ≤ p|δ tal que q ⊩ p(δ) = α̌. Entonces q ∪ {(δ, α̌)} ∈ Pδ+1 es una
extensión de p.

Dados {Pδ}δ<λ, para λ ≤ κ definimos Pλ =
⋃
δ<λ

iδλ[Pδ]. Como κ es regularM

es claro que |Pλ|M < κ si λ < κ y |Pκ|M ≤ κ. Del hecho de que los límites son
directos se sigue inmediatamente que Pλ es denso en Pλ.
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La razón por la que acotamos el cardinal de conjuntos densos es porque el
preorden no es antisimétrico, por lo que hay muchas condiciones que contienen
la misma información, lo que hace que el cardinal de los c.p.o.s completos no
sea significativo.

Si δ, ϵ < κ, según 5.20, el número de buenos Pδ-nombres para subconjuntos
de ϵ×̌ϵ en M es a lo sumo (κℵ0)|ϵ×ϵ| ≤ κ<κ = (2<κ)<κ = 2<κ = κ (aquí usamos
que Pδ cumple la condición de cadena numerable por ser denso en Pδ).

Vamos a construir la iteración por recurrencia en M . Tomamos P0 = {∅}.
Supongamos construidos ({Pβ}β≤α, {(ν̌β ,≤β , ∅̌)}β<α), para α < κ, de modo
que cumplan las propiedades indicadas y, por consiguiente, las consecuencias que
acabamos de probar. En particular tenemos definidos los conjuntos {Pβ}β≤α.

Sea {(ναγ ,≤αγ )}γ<κ ∈M una enumeración de todos los pares (ν,≤) tales que
ν < κ es un cardinalM y ≤ es un buen Pα-nombreM para un subconjunto de
ν×̌ν. Informalmente, entre ellos están todos los c.p.o.s que nos han aparecido
en el último paso construido hasta ahora, a los cuales tendremos que añadir
filtros genéricos tarde o temprano. Nuestro razonamiento recurrente nos permite
suponer definidos los pares correspondientes a pasos anteriores, es decir, tenemos
definidos (νβγ ,≤βγ ) para β ≤ α y γ < κ.

Sea f(α) = (β, γ). Por construcción de f tenemos que β ≤ α, luego el
par (νβγ ,≤βγ ) está definido y ≤βγ es un buen Pβ-nombre para un subconjunto de
νβγ ×̌νβγ . Definimos να = νβγ y sea σ = iβα(≤βγ ) ∈MPα .

Claramente

1lPα
⊩
∨
R((ν̌α, R, ∅̌) es un c.p.o. con la c.c.n. ∧

((ν̌α, σ, ∅̌) es un c.p.o. con la c.c.n.→ R = σ)).

Por 4.49 existe un ≤α ∈MPα tal que

1lPα
⊩ ((ν̌α,≤α, ∅̌) es un c.p.o. con la c.c.n. ∧

((ν̌α, iβα(≤βγ ), ∅̌) es un c.p.o. con la c.c.n.→ ≤α= iβα(≤βγ ))).

Definimos Pα+1 tal y como exige la definición de iteración de preórdenes.
Esta definición también determina el caso límite (teniendo en cuenta que exigi-
mos siempre límites directos).

Con esto tenemos definido el c.p.o. P = Pκ ∈M . Además hemos probado que
Pκ cumple la condición de cadena numerableM y contiene un subconjunto denso
Pκ tal que |Pκ|M ≤ κ. Sea G un filtro P-genérico sobre M . Por la condición
de cadena numerable, los cardinales y las cofinalidades en M son los mismos
que en M [G]. Vamos a calcular la función del continuo en M [G]. Puesto que
M [G] puede obtenerse también como extensión genérica sobre P = Pκ, podemos
trabajar con éste último.

Si µ ≥ κ es un cardinalM , por 5.20, el número de buenos P-nombresM para
subconjuntos de µ̌ es a lo sumo κµ = 2µ, de donde se sigue que (2µ)M = (2µ)M [G]

para cardinales mayores o iguales que κ.
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El número de buenos P-nombresM para subconjuntos de ω̌ es a lo sumo
κℵ0 = κ, luego, en M [G], 2ℵ0 ≤ κ.

El resto de la función del continuo en M [G] quedará completamente determi-
nado en cuanto probemos que M [G] cumple AM(ν) para todo cardinal infinito
ν < κ, pues entonces ν < (2ℵ0)M [G], de donde (2ℵ0)M [G] = κ. A su vez esto
implica que M [G] cumple AM. Finalmente, los teoremas [TC 8.5], [TC 8.44] nos
dan que (2ν)M [G] = κ para todo cardinal infinito ν ≤ κ.

Según el teorema anterior, para probar AM(ν)M [G], donde ν < κ es un
cardinalM [G], basta considerar un c.p.o. de la forma (ν,R,∅) ∈ M [G] con la
condición de cadena numerableM [G] y una familia D ∈M [G] de conjuntos densos
en (ν,R,∅) tal que |D|M [G] ≤ ν.

Por 7.25, como R ⊂ ν × ν ∈ M y (|ν × ν| < κ = cf κ)M [G], existe un β < κ
tal que R ∈M [Gβ ].

Fijemos una enumeración {Dα}α<ν ∈ M [G] de la familia D. Consideremos
el conjunto A = {(α, δ) ∈ ν × ν | δ ∈ Dα} ⊂ ν × ν. De nuevo por 7.25 podemos
afirmar que existe un β < κ tal que A ∈ M [Gβ ], con lo que D ∈ M [Gβ ].
Tomándolo suficientemente grande podemos suponer que R, D ∈M [Gβ ].

De este modo, R = (≤βγ )Gβ
para cierto γ < κ y ν = νβγ . Sea α ≥ β tal que

f(α) = (β, γ). Sea σ = iβα(≤βγ ). Como iβα es una inmersión completa, sabemos
por 4.34 que R = (≤βγ )Gβ

= (≤βγ )i−1
βα[Gα] = iβα(≤βγ )Gα

= σGα
.

Así pues, (ν,R,∅) ∈ M [Gα] y es un c.p.o. con la condición de cadena
numerableM [Gα], pues si tuviera una anticadena no numerableM [Gα] ésta sería
también no numerableM [G], porque los cardinales son los mismos. Por construc-
ción tenemos que να = νβγ = ν y

1lPα
⊩ ((ν̌α,≤α, ∅̌) es un c.p.o. con la c.c.n. ∧

((ν̌α, iβα(≤βγ ), ∅̌) es un c.p.o. con la c.c.n.→ ≤α= iβα(≤βγ ))),

luego
1lPα ⊩ ((ν̌, σ, ∅̌) es un c.p.o. con la c.c.n.→ ≤α= σ).

Por consiguiente ≤αGα= σGα = R. Según el teorema 7.24, tenemos que
M [Gα+1] = M [Gα][H], donde H es un filtro (ν,R,∅)-genérico sobre M [Gα],
con lo que en particular corta a todos los conjuntos densos de la familia D. Esto
demuestra AM(ν)M [G].

Con esto queda probado que el axioma de Martin es consistente con cualquier
determinación consistente de la función del continuo que satisfaga además que c
es un cardinal regular y

∧
κ < c 2κ = c. Estas restricciones son necesarias, pues

pueden probarse a partir de AM, como ya hemos señalado en el transcurso de
la prueba.
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7.4 Huecos en ωω o en Pω

La completitud de R puede expresarse diciendo que R no tiene “huecos”, en
el sentido de que dadas dos sucesiones {an}n∈ω y {bn}n∈ω de números reales
tales que an ≤ an+1 ≤ bn+1 ≤ bn para todo n, siempre existe un r ∈ R tal que
an ≤ r ≤ bn para todo n.

Sucede (lo veremos enseguida) que esto mismo es cierto en ωω o en Pω
respecto a la relación ≤∗ o ⊂∗, respectivamente, lo que podría llevarnos a pensar
que estos conjuntos ordenados también son “completos” en un sentido análogo
en el que R lo es. Sin embargo, esta conclusión sería más aparente que real,
pues se viene abajo si consideramos sucesiones “más largas”:

Definición 7.36 Una sección en ωω de tipo (κ, µ) es un par de sucesiones
({fα}α<κ, {gβ}β<µ) de modo que si α < α′ < κ y β < β′ < µ, entonces

fα <
∗ fα′ ≤∗ gβ′ <∗ gβ .

Un hueco de tipo (κ, λ) en ωω es una sección tal que no existe ninguna función
h ∈ ωω tal que, la separe, es decir, que para cada α < κ y cada β < µ, se cumpla
fα ≤∗ h ≤∗ gβ .

Análogamente se definen las secciones y los huecos en Pω, considerando la
relación ⊂∗ en lugar de ≤∗. Más en general, podemos definir estos conceptos en
PA, para cualquier conjunto A.

Vamos a demostrar que existen huecos, pero antes conviene hacer algunas
observaciones generales. Es evidente que no existen huecos con κ o µ finitos,
pues si, por ejemplo, una sección cumple que κ = n+1 es finito, entonces h = fn
prueba que la sección no es un hueco. Por el mismo motivo κ y µ tienen que
ser ordinales límite.

Más aún, si ({fα}α<κ, {gβ}β<µ) es un hueco y {αδ}δ<cf κ, {βϵ}ϵ<cf µ son
sucesiones cofinales crecientes en κ y µ, respectivamente, es evidente que el par
({fαδ

}δ<cf κ, {gβϵ}ϵ<cf µ) es también un hueco (esencialmente “el mismo”), por
lo que no perdemos generalidad si consideramos únicamente posibles huecos de
tipo (κ, µ) con κ y µ cardinales regulares, que necesariamente no podrán ser
mayores que c. Lo mismo vale para huecos en Pω.

Otro hecho básico es que si existe un hueco de tipo (κ, µ), también existe
otro de tipo (µ, κ). Esto es especialmente evidente en Pω, donde basta pasar de
({Aα}α<κ, {Bβ}β<µ) a ({ω \Bβ}β<µ, {ω \Aβ}α<κ).

En ωω hay que hacer un pequeño “truco” y pasar de ({fα}α<κ, {gβ}β<µ) a
({g0 − gβ}β<µ, {g0 − fα}α<κ), donde, para h ≤∗ g0, definimos

(g0 − h)(n) =
{
g0(n)− h(n) si h(n) ≤ g0(n),

0 en caso contario.

Los resultados sobre existencia o no existencia de huecos de un determinado
tipo valen indistintamente para ωω o Pω. La razón es que podemos conectar
como sigue ambos espacios:
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Por una parte, tenemos la aplicación Pω −→ ωω (inyectiva) que a cada
conjunto A le hace corresponder su función característica χ

A
. Es inmediato que

A ⊂ B ↔ χ
A
≤ χ

B
, A ⊂∗ B ↔ χ

A
≤∗ χ

B
.

Si ({Aα}α<κ, {Bβ}β<µ) es un hueco en Pω, es fácil comprobar que el par
({χ

Aα
}α<κ, {χBβ

}β<µ) es un hueco (del mismo tipo) en ωω. En efecto, si exis-
tiera una función h “en el hueco”, como χ

A0
≤∗ h ≤∗ χ

B0
, h sólo tomaría los

valores 0, 1 salvo a lo sumo en un número finito de casos, y podemos modificarla
en esos casos sin que deje de estar “en el hueco”. Entonces h = χ

A
, para cierto

A ⊂ ω que, ciertamente, estaría “en el hueco” dado.

Por otra parte consideramos la aplicación I : ωω −→ P(ω × ω) dada por
If = {(m,n) ∈ ω × ω | n ≤ f(m)}. Es inmediato que I es inyectiva, y además

f ≤ g ↔ If ⊂ Ig, f ≤∗ g ↔ If ⊂∗ Ig.

Fijada cualquier biyección h : ω × ω −→ ω, podemos llamar I ′f = h[If ], y
entonces tenemos una aplicación inyectiva I ′ : ωω −→ Pω que sigue cumpliendo

f ≤ g ↔ I ′f ⊂ I ′g, f ≤∗ g ↔ I ′f ⊂∗ I ′g.

Esta aplicación nos permite transformar huecos en ωω en huecos en Pω del
mismo tipo.

Al principio de la sección hemos afirmado lo que en términos de huecos se
expresa diciendo que no existen huecos de tipo (ℵ0,ℵ0). Esto es consecuencia
del teorema siguiente, que de paso prueba también que existen huecos:

Teorema 7.37 b es el menor cardinal κ tal que existe un hueco de tipo (κ, ω).

Demostración: Veamos en primer lugar que existe un hueco de tipo (b, ω)
en Pω. Por comodidad construiremos uno en P(ω × ω), pero es claro que se
puede transportar trivialmente a Pω a través de una biyección ω × ω −→ ω.

Sea {fα}α<b una sucesión creciente y no acotada en ωω, y consideremos la
sucesión creciente en P(ω × ω) dada por En = {(i, j) ∈ ω × ω | i ≤ n}. Sea
Fn = (ω × ω) \ En.

Es claro que ({Ifα}α<b, {Fn}n∈ω) es una sección en P(ω × ω). Supongamos
que no es un hueco, de modo que existe un conjunto C ⊂ ω×ω tal que Ifα ⊂∗ C
para todo α < b y C ⊂∗ Fn. Entonces C ∩En es finito para todo n y podemos
definir

g(n) = máx{j ∈ ω | (n, j) ∈ C ∩ En},
entendiendo que g(n) = 0 si el conjunto es vacío. Existe un α < b tal que
¬fα ≤∗ g, pues hemos tomado una sucesión no acotada. Pero esto implica que
¬Ifα ⊂∗ C, y tenemos una contradicción.

Consideremos ahora una sección ({An}n<ω, {Bα}α<κ) en Pω con κ < b.
Definimos fα : ω −→ ω mediante fα(n) = 1 + máx(An \ Bα), entendiendo que
el máximo de ∅ es 0.
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Como la familia {fα}α<κ no puede ser no acotada, existe un g ∈ ωω tal que
fα ≤∗ g para todo α < κ. Sea C =

⋃
n∈ω

(An \ g(n)). Claramente An ⊂∗ C, para

todo n. Además, si α < κ, tenemos que

fα(n) = 1 + máx(An \Bα) ≤ g(n)

para casi todo n, luego An \ g(n) ⊂ Bα para casi todo n, y las excepciones
cumplen igualmente que An \ g(n) ⊂ An ⊂∗ Bα, luego C ⊂∗ Bα. Esto prueba
que C separa la sección dada y ésta no es un hueco.

Podría pensarse que el mínimo cardinal tal que existe un hueco de tipo (κ,ℵ1)
es otro cardinal característico del continuo que puede tomar valores diferentes,
como sucede con b, pero no es así:

Teorema 7.38 (Hausdorff) Existen huecos de tipo (ℵ1,ℵ1).

Demostración: Si A, B ⊂ ω cumplen que A∩B es finito, podemos definir

p(A,B) = mín{k ∈ ω | (A \ k) ∩B = ∅}.

Así, si A ∩ B = ∅ se cumple que p(A,B) = 0, y si máx(A ∩ B) = k entonces
p(A,B) = k + 1. Convenimos en que p(A,B) =∞ si A ∩B es infinito.

Si A ⊂ ω y F es una familia de subconjuntos de ω, escribiremos A ≈ F para
indicar que, para todo k ∈ ω, el conjunto

{B ∈ F | p(A,B) < k}

es finito. Observemos que si A ≈ F y A ⊂∗ A′, entonces A′ ≈ F .

En efecto, sea n ∈ ω tal que A \ n ⊂ A′. Para cada B ∈ F , se cumple que
p(A,B) ≤ p(A′, B), salvo a lo sumo si p(A,B) < n + 1, pues esto equivale a
que máx(A∩B) ≤ n y en caso contrario máx(A∩B) ∈ A′, luego se cumple que
máx(A ∩B) ≤ máx(A′ ∩B). Ahora bien, sabemos que

F0 = {B ∈ F | p(A,B) < n+ 1}

es finito, luego

{B ∈ F | p(A′, B) < k} ⊂ {B ∈ F | p(A,B) < k} ∪ F0

es finito, luego A′ ≈ F .

Vamos a definir inductivamente dos sucesiones {Aα}α<ω1
y {Bα}α<ω1

, es-
trictamente crecientes respecto de ⊂∗, tales que Aα ∩Bα = ∅ y de modo que

(∗) Aα ≈ {Bδ | δ < α}.

Admitamos de momento que tenemos estas sucesiones. Entonces es claro
que

({Aα}α<ω1
, {ω \Bα}α<ω1

)

es una sección en Pω. Vamos a ver que es un hueco. Para ello suponemos que
un conjunto C lo separa, de modo que Aα ⊂∗ C y C ∩ Bα es finito para todo
α < ω1.
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Entonces C ≈ {Bδ | δ < α} para todo α. Por otra parte, la función dada
por f(α) = p(C,Bα) sólo toma valores finitos, luego debe tomar un mismo
valor k sobre un conjunto no numerable de ordinales Z ⊂ ω1. Tomemos α < ω1

suficientemente grande como para que Z ∩ α sea infinito. Entonces

C ̸≈ {Bδ | δ < α},

pues k no cumple la definición de ≈, contradicción.

Pasamos a construir el par de sucesiones. Partimos de dos conjuntos disjun-
tos infinitos A0 y B0 tales que ω\(A0∪B0) sea infinito. Supongamos construidas
{Aα}α<β y {Bα}α<β que cumplan lo requerido y además ω \ (Aα ∪Bα) sea in-
finito, para todo α < β. Si β = γ + 1, precisamente porque ω \ (Aγ ∪ Bγ) es
infinito, podemos tomar conjuntos disjuntos Aβ y Bβ que contengan estricta-
mente a Aγ y Bγ respectivamente y ω \ (Aβ ∪Bβ) siga siendo infinito. Entonces
la propiedad (∗) se cumple también para β, pues sigue siendo cierto que

Aγ ≈ {Bδ | δ < β}

(ya que sólo hemos añadido un conjunto a la familia) y Aγ ⊂ Aβ , luego también
Aβ ≈ {Bδ | δ < β}.

Supongamos ahora que tenemos {Aα}α<λ y {Bα}α<λ, siempre con la condi-
ción adicional de que la sucesión decreciente {ω \ (Aα ∪Bα)}α<λ esté formada
por conjuntos infinitos. Como es numerable, no puede ser una torre, luego existe
un H ⊂ ω infinito tal que H ⊂∗ ω \ (Aα∪Bα) para todo α < λ. Sea E = ω \H.
Entonces ω \ E = H es infinito y Aα, Bα ⊂∗ E para todo α < λ.

Por otra parte, ({Aα}α<λ, {ω\Bα}α<λ) es una sección en Pω, y hemos visto
que si fuera un hueco, entonces habría un hueco de tipo (ℵ0,ℵ0), pero también
hemos visto que no los hay, luego existe un C ⊂ ω que la separa. Esto significa
que Aα ⊂∗ C y C ∩ Bα es finito. Cambiando C por C ∩ E podemos suponer
que C ⊂ E.

Como (∗) se cumple para todo α < λ, también tenemos que

C ≈ {Bδ | δ < α}.

No obstante, esto no implica necesariamente que C ≈ {Bδ | δ < λ}. Considere-
mos los conjuntos

Wk = {δ < λ | p(C,Bδ) < k}.

Vamos a definir una sucesión C = C0 ⊂ C1 ⊂ · · · de modo que Cn ⊂ E, Cn∩Bα
sea finito, para todo n ∈ ω y todo α < λ y

Cn+1 ≈ {Bδ | δ ∈Wn}.

Supuesto definido Cn, si Wn es finito tomamos Cn+1 = Cn. Si es infinito,
sabemos que Wn ∩ α es finito para todo α < λ, luego Wn es cofinal en λ y su
ordinal es ω. Digamos que Wn = {δi | i < ω}, donde la sucesión {δi} es cofinal
creciente en λ.
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Los conjuntos
Zi = Bδi \ (Bδ0 ∪ · · · ∪Bδi−1

)

cumplen que Zi∩E es infinito (porque suponemos que los Bα forman una suce-
sión estrictamente creciente, es decir, que cada uno contiene infinitos elementos
más que los anteriores). Esto nos permite construir una sucesión {jn}n∈ω tal
que

∧
i ∈ ω (i < ji ∧ ji ∈ Zi ∩ E). Llamamos D = {ji | n ∈ ω} y definimos

Cn+1 = Cn ∪D ⊂ E.
Obviamente D ∩Bδi es finito para todo i, luego D ∩Bα es finito para todo

α < λ, luego lo mismo vale para Cn+1 ∩Bα. También es obvio que

D ≈ {Bδi | i < ω} = {Bδ | δ ∈Wn},

pues p(D ∩Bδi) = ji + 1. Por lo tanto Cn+1 ≈ {Bδ | δ ∈Wn}. Esto termina la
construcción de los Cn.

Como ({Cn}n∈ω, {ω \ Bα}α<λ) no puede ser un hueco, existe un A ⊂ ω tal
que Cn ⊂∗ A para todo n y A ∩ Bα es finito para todo α < λ. Cambiando A
por A ∩ E podemos suponer que A ⊂ E. Más aún, añadiendo a A un número
finito de elementos podemos suponer que C = C0 ⊂ A. Veamos que

A ≈ {Bα | α < λ}.

En efecto, supongamos que existe un k tal que el conjunto

W = {α < λ | p(A,Bα) < k}

es infinito. Como C ⊂ A, tenemos que W ⊂ Wk, luego también es infinito el
conjunto {α ∈ Wk | p(A,Bα) < k}, pero entonces A ̸≈ {Bα | α ∈ Wk}, pero
esto es imposible, porque

Ck+1 ≈ {Bα | α ∈Wk} ∧ Ck+1 ⊂∗ A.

Por consiguiente, podemos definir Aλ = A y Bλ = E \ A, con lo que se
cumple (∗), Aλ ∩Bλ = ∅, y ω \ (Aλ ∪Bλ) = ω \ E es infinito.

Aquí termina todo lo que puede probarse en ZFC sobre existencia de huecos.
En realidad se pueden probar resultados como el siguiente, que, no obstante,
no aseguran en general la existencia de ningún tipo que hueco que no hayamos
considerado ya:

Teorema 7.39 Si κ < b es un cardinal regular no numerable, entonces existe
otro cardinal regular no numerable µ tal que hay un hueco de tipo (κ, µ).

Demostración: Vamos a construir recurrentemente una sucesión {fα}α<κ
en ωω. Elegimos f0 que sea estrictamente creciente y, dada {fα}α<β , como la
sucesión no puede ser no acotada, elegimos f ∈ ωω tal que fα ≤∗ f para todo α
y definimos

fβ(n) = máx{f(m) | m ≤ n}+ 1.
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Así fβ es estrictamente creciente y para cada α existe un n tal que

fα|ω\n < fα+1|ω\n

Ahora construimos {gβ}β<c+ . Partimos de una función g0 tal que fα ≤∗ g0
para todo α, que existe porque κ < b. Si tenemos definidas {gβ}β<γ , elegimos
gγ de modo que fα ≤∗ gγ ≤∗ gβ ∧ gγ ̸=∗ gβ para todo α < κ y todo β < γ si
existe tal gγ , y gβ = 0 en caso contrario.

Obviamente tiene que haber un β tal que gβ = 0, pues no hay c+ funciones
en ωω. Sea λ = sup{β < c+ | gβ ̸= 0}. Vamos a probar que λ es un ordinal
límite, con lo que ({fα}α<κ, {gβ}β<λ) será un agujero en ωω.

Dado β tal que gβ ̸= 0, sea g(n) = gβ(n) − 1 (entendiendo que 0 − 1 = 0).
De hecho, como f0 ≤∗ gβ y f0 es estrictamente creciente, a lo sumo toma una
vez el valor 0, luego gβ toma el valor 0 un número finito de veces, luego g ≤∗ gβ
y g ̸=∗ gβ . Dado α < κ, sea n tal que fα|ω\n < fα+1|ω\n. Entonces

fα ≤∗ fα+1 − 1 ≤∗ gβ − 1 = g

Por lo tanto g cumple los requisitos para que se cumpla gβ+1 ̸= 0. Esto implica
claramente que λ es un ordinal límite. Sea µ = cf λ y sea {βδ}δ<µ una sucesión
cofinal creciente en λ. Entonces ({fα}α<κ, {gβδ

}δ<µ) es un hueco, donde µ es
un cardinal regular que, por 7.37 no puede ser numerable.

Ahora vamos a probar que es consistente que existan huecos de cualquier
tipo salvo (ℵ0,ℵ0). Construiremos los modelos correspondientes a partir de una
versión simplificada del teorema de Hechler:

Teorema 7.40 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC y sea X ∈M un
conjunto parcialmente ordenado. Entonces existe un c.p.o. P ∈ M que cumple
la c.c.n. y |P| = |X|, tal que si G es un filtro P-genérico sobre M , entonces en
M [G] existe una semejanza de X en un subconjunto de Pω/fin.

Demostración: Razonando en M , definimos P como el conjunto de todas
las funciones p : d× l −→ 2, donde d ⊂ X es finito y l ∈ ω. Dada una condición
p ∈ P, representaremos su dominio por dp × lp. Consideramos en P el orden
dado por

p ≤ q ↔ q ⊂ p ∧
∧
i ∈ ω

∧
xy ∈ dp(lq ≤ i < lp ∧ x ≤ y → p(x, i) ≤ p(y, i)).

Obviamente 1l = ∅ es el máximo en P.

Veamos que P cumple la c.c.n. Sea E ⊂ P no numerable. Tomando un
subconjunto podemos suponer que {lp}p∈E es constante igual a l ∈ ω. Por el
lema de los sistemas ∆ podemos reducir E aún más para exigir que {dp}p∈E
sea constante o cuasidisjunta de raíz r ⊂ X. Más aún, podemos suponer que las
restricciones de las condiciones de E a r×l sean todas iguales, pero entonces dos
condiciones cualesquiera de E son compatibles, pues se extienden a su unión.
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Fijemos ahora un filtro genérico G, de modo que la extensión M [G] tiene los
mismos cardinales y cofinalidades que M . Para cada x ∈ X definimos

Ax = {i ∈ ω |
∨
p ∈ G p(x, i) = 1}.

Así la aplicación F : X −→ (Pω/fin)M [G] dada por F (x) = [Ax] cumple obvia-
mente F ∈M [G]. Vamos a probar que es una semejanza en su imagen.

En primer lugar, los conjuntos Ax son todos infinitos, pues los conjuntos

Dn
x = {p ∈ P |

∨
i ∈ ω(n ≤ i ∧ p(x, i) = 1)} ∈M

son densos en P. En efecto, si q ∈ P, llamamos i = máx{lq, n} y definimos p
sobre dp × (i+ 1) mediante

p(y, j) =

{
q(y, j) si (y, j) ∈ dq × lq,
1 si j = i ∧ x ≤ y,
0 en otro caso.

Es claro que p ∈ Dn
x y p ≤ q, luego Dn

x es denso.

También es denso el conjunto Ex,y = {p ∈ P | x, y ∈ dp}. En efecto, dada
q ∈ P, basta definir p sobre (dq ∪ {x, y}) × lq asignando valores cualesquiera a
los pares que no estaban en el dominio de q.

Ahora, si x < y y tomamos q ∈ Dx,y ∩G, se cumple que Ax \ lq ⊂ Ay, pues
si i ∈ Ax cumple i ≥ lq, entonces p(x, i) = 1 para cierto p ∈ G, que podemos
tomar p ≤ q, Por lo tanto p(y, i) = 1, luego i ∈ Ay.

Esto prueba que si x < y entonces F (x) ≤ F (y), pero queremos probar que
F (x) < F (y). Para ello basta observar que, para x < y, los conjuntos siguientes
son densos:

Fnx,y = {p ∈ P |
∨
i ∈ ω(n ≤ i ∧ p(x, i) = 0 ∧ p(y, 1) = 1)}.

Dado q ∈ P, basta tomar i = máx{lq, n} y definir p sobre dq × (i+ 1) mediante

p(z, j) =

{
q(z, j) si (z, j) ∈ dq × lq,
1 si j = i ∧ y ≤ z,
0 en otro caso.

La densidad de estos conjuntos se traduce en que Ay \ Ax es infinito, luego
ciertamente F (x) < F (y). Como el orden de X no es necesariamente total,
para asegurar que F es una semejanza en su imagen hace falta probar que si x
e y son incomparables entonces F (x) y F (y) también lo son.

Para ello basta probar la densidad de los conjuntos siguientes:

Hn = {p ∈ P |
∨
i ∈ ω(n ≤ i ∧ p(x, i) = 0 ∧ p(y, i) = 1)}.

Esto implica que Ay\Ax es infinito, pero por simetría también Ax\Ay es infinito
y concluimos que F (x) y F (y) no son comparables. Para probar que en efecto
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son densos, tomamos q ∈ P. Podemos suponer que x, y ∈ dq, pues ya hemos
visto que podemos extender q hasta una condición que cumpla esto. Llamamos
i = máx{lq, n} y definimos p sobre dq × (i+ 1) mediante

p(z, j) =

{
q(z, j) si (z, j) ∈ dq × lq,
1 si j = i ∧ y ≤ z,
0 en otro caso.

claramente p ≤ q y esto termina la prueba.

Con esto ya podemos probar un teorema general sobre modelos con huecos:

Teorema 7.41 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC y en M con-
sideremos dos cardinales κ, µ ≤ c y cf κ > ℵ0. Entonces existe una extensión
genérica de M con los mismos cardinales, cofinalidades y el mismo valor de c
en la cual hay un hueco de tipo (κ, µ).

Demostración: Consideramos en M el conjunto X = κ+µ (suma ordinal)
con el orden que restringido a κ es el orden usual en κ y que restringido a X \κ
es el inverso del usual, es decir:

0 < 1 < 2 < · · · < κ+ 2 < κ+ 1 < κ.

Sea P el c.p.o. dado por el teorema anterior, que cumple la c.c.n. y tiene cardinal
κµ. Sea G es un filtro P-genérico sobre M . Entonces los cardinales y cofinalida-
des en M [G] son iguales que en M y, como en M se cumple que κℵ0 = µℵ0 = c,
es fácil comprobar que cM [G] = cM .

Además en M [G] existe una semejanza entre X y un subconjunto de Pω, lo
que nos da una sección ({Aα}α<κ, {Bβ}β<µ) de tipo (κ, µ). Vamos a ver que es
un agujero.

En caso contrario existe un C ⊂ ω que la separa, que será de la forma
C = σG, donde σ es un buen nombre para un subconjunto de ω̌. Como las
anticadenas de P son numerables y cf κ > ℵ0, existe un γ < µ tal que σ ∈MPγ ,
donde, con la notación de la prueba del teorema anterior,

Pγ = {p ∈ P | d(p) ∩ κ ⊂ γ}.

Es inmediato comprobar que la inclusión i : Pγ −→ P es una inmersión
completa, pues una reducción de una condición p ∈ P a Pγ es simplemente
p|γ = {(α, i) ∈ p | α < γ ∨ κ ≤ α}. Más aún, la aplicación R : P −→ Pγ dada
por R(p) = p|γ es una restricción en el sentido de 7.17.

Por lo tanto, según 7.20, tenemos que Gγ = i−1[G] es un filtro Pγ-genérico
sobre M y M [G] = M [Gγ ][G], donde en el miembro derecho consideramos a G
como filtro P/Gγ-genérico sobre M [Gγ ]. La elección de γ hace que C ∈M [Gγ ].

Ahora basta probar que los conjuntos siguientes son densos en P/Gγ :

En = {p ∈ P/Gγ |
∨
i ∈ ω \ C (n ≤ i ∧ p(γ, i) = 1)} ∈M [Gγ ],

pues entonces Aγ \ C es infinito y tenemos una contradicción.
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Dada una condición q ∈ P/Gγ , podemos tomar un i ∈ ω \ C tal que i ≥ n,
i ≥ lq, pues ω \ C es infinito, y podemos extender q a otra condición p cuyo
dominio sea (dq ∪ {γ})× (i+ 1), mediante

p(α, j) =



q(α, j) si α ∈ dq ∧ j < lq,
1 si α < γ ∧ j ∈ Aα,
1 si α ≥ κ ∧ j ∈ Bα,
1 si γ ≤ α < κ ∧ j ≥ lq,
1 si α = γ /∈ dq,
0 en otro caso.

Los tres primeros casos (y el último) garantizan que p|γ ∈ G. Por lo tanto,
p ∈ P/Gγ , y claramente p ≤ q y p ∈ En.

Nota Una versión simplificada del teorema anterior prueba que es consistente
que haya torres de distintas longitudes (de cofinalidad no numerable). Sólo hay
que tomar un X formado únicamente por una sucesión, en lugar de un par de
sucesiones opuestas.

Con lo visto hasta ahora queda abierta la posibilidad de que la existencia de
huecos de ciertos tipos no sólo sea consistente con ZFC, sino que sea demostrable,
como sucede con los de tipo (ℵ1,ℵ1). El axioma de Martin implica que en casi
todos los casos la respuesta es negativa:

Teorema 7.42 (AM+c > ℵ1) Si existe un hueco de tipo (κ, µ), donde κ y µ
son cardinales regulares no numerables, entonces κ = µ = ℵ1 o bien κ = c o
bien µ = c.

Demostración: Consideremos una sección ({Aα}α<κ, {Bβ}β<µ) en Pω en
las condiciones del enunciado, y vamos a ver que no es un hueco salvo a lo
sumo en los casos indicados. Para ello definimos un c.p.o. P cuyos elementos
son ternas p = (up, xp, wp) de modo que up ⊂ κ, wp ⊂ µ son conjuntos finitos y
xp ∈ 2<ω es una sucesión de dominio lp ∈ ω, de modo que⋃

α∈up

Aα ∩
⋃

β∈wp

(ω \Bβ) ⊂ lp.

Consideramos en P el orden dado por q ≤ p si y sólo si up ⊂ uq, wp ⊂ wq,
xp ⊂ xq y para todo i ∈ ω tal que lp ≤ i < lq, se cumple

i ∈
⋃

α∈up

Aα → xq(i) = 1, i ∈
⋃

β∈wp

(ω \Bβ)→ xq(i) = 0.

Notemos que no pueden darse los dos casos, ya que entonces i ∈ lp.

Veamos que si existe un conjunto C que separa la sección, entonces, P cumple
la c.c.n. Tenemos que para cada q ∈ P existe un kq ∈ ω tal que⋃

α∈uq

Aα \ kq ⊂ C \ kq ⊂
⋂

β∈wq

Bβ .
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El conjunto P∗ = {q ∈ P | kq ≤ lq} es denso en P, pues la sucesión xq siempre se
puede extender arbitrariamente sin tocar las otras dos componentes de q. Basta
probar que P∗ cumple la c.c.n. Ahora bien, si E ⊂ P∗ es no numerable, tiene
que haber una cantidad no numerable de condiciones p ∈ E para las que kq sea
el mismo y, de entre ellas, tiene que haber a su vez una cantidad no numerable
para las que xq sea el mismo.

Ahora basta observar que si p, q ∈ P∗ cumplen xp = xq = x y kp = kq = k,
entonces son compatibles, pues una extensión común es (up ∪ uq, x, wp ∪ wq).
En efecto, sólo hay que tener en cuenta que si

i ∈
⋃

α∈up∪uq

Aα ∩
⋃

β∈wp∪wq

(ω \Bβ),

entonces i ∈ Aα, para cierto α ∈ up∪uq, pero entonces tiene que ser i < k, pues
en caso contrario i ∈ Aα \ k ⊂ C \ k ⊂

⋂
β∈wp∪wq

Bβ , y tenemos una contradicción.
Luego i < k < l.

Notemos que el razonamiento anterior vale para secciones cualesquiera, aun-
que sus longitudes no sean cardinales ni cumplan las hipótesis del enunciado.

Ahora probamos que si κ > ℵ1, entonces P cumple la c.c.n. Para ello toma-
mos E ⊂ P tal que |E| = ℵ1. Elegimos γ < κ tal que

⋃
q∈E

uq ⊂ γ (suponemos
que κ es regular, de acuerdo con el enunciado).

Sea Pγ el c.p.o. correspondiente a la sección ({Aα}α<γ , {Bβ}β<µ). Entonces
E ⊂ Pγ , pero Pγ cumple la c.c.n., por lo que acabamos de probar, ya que Aγ
separa la sección. Esto implica que en E hay dos condiciones compatibles en
Pγ , que seguirán siéndolo en P, luego P no tiene anticadenas no numerables. Un
razonamiento similar se aplica si µ > ℵ1.

Por lo tanto podemos aplicar AM. Consideramos los conjuntos densos

Di = {p ∈ P | i < lp},

Eα,β = {q ∈ P | α ∈ uq ∧ β ∈ wq}.
Suponiendo que κ, µ < c, el axioma de Martin nos da un filtro G que los

corta a todos. Entonces el conjunto

C = {i ∈ ω |
∨
p ∈ G (i ∈ lp ∧ xp(i) = 1)}

separa la sección. En efecto, dados α < κ y β < µ, usando Eα,β obtenemos una
condición q ∈ P tal que α ∈ uq, β ∈ wq. Si i ∈ Aα \ lq, usando Dn obtenemos
una condición p ∈ P, y podemos suponer p ≤ q, tal que i ∈ lp, con lo que
xp(i) = 1, por la definición del orden en P, luego i ∈ C, y así Aα ⊂∗ C.

Por otra parte, si i ∈ C \ lq entonces existe p ∈ G, y podemos suponer p ≤ q,
tal que xp(i) = 1, luego i ∈

⋂
β∈wq

Bβ , en particular i ∈ Bβ , para el β prefijado.
Por lo tanto C ⊂∗ Bβ .

Teniendo en cuenta que AM implica b = c, tenemos que bajo AM (salvo
simetría) existen a lo sumo huecos de tipo (c, κ) y (ℵ1,ℵ1). (Notemos que no
hace falta exigir c > ℵ1 aunque forme parte de las hipótesis del teorema anterior,
pues bajo HC el resultado es cierto trivialmente.) Por otro lado:
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Teorema 7.43 (AM) Si ℵ1 < κ < c, existen huecos de tipo (c, κ).

Demostración: Es una consecuencia trivial del teorema anterior y de 7.39,
pues, como κ < c = b, tiene que haber un hueco de tipo (κ, µ) y por el teorema
anterior tiene que ser µ = c.

En resumen, bajo AM sabemos que existen huecos de tipo (ℵ1,ℵ1), de tipo
(c,ℵ0) y de tipo (c, κ) para todo ℵ1 < κ < c, y que no existen de ningún otro
tipo salvo a lo sumo de tipo (c,ℵ1) y (c, c).

El teorema siguiente implica que la existencia de huecos de estos dos tipos
es consistente con AM:

Teorema 7.44 En el modelo de AM construido en 7.35, todos los huecos de
tipo (κ, µ), con µ ≤ κ, del modelo base siguen siendo huecos (de tipo (c, µ)) en
la extensión genérica.

Demostración: Sea ({Aα}α<κ, {Bβ}β<µ) un hueco en M . Claramente
sigue siendo una sección en la extensión genérica M [G]. Tenemos que probar
que no hay ningún conjunto S ∈ M [G] que la separe. En caso contrario, sea
S = σG, donde σ es un buen nombre para un subconjunto de ω. Como las
anticadenas de Pκ son numerables, existe un γ < κ tal que σ ∈MPγ , con lo que
S ∈M [Gγ ].

En M [Gγ ] podemos encontrar números naturales nα tales que Aα \ nα ⊂ S.
Como κ no es numerable en M [Gγ ], existe un conjunto X ⊂ κ en M [Gγ ] de
cardinal κ, y un n ∈ ω de modo que

∧
α ∈ X nα = n.

Sea X = τGγ y, para cada p ∈ Pγ , sea Xp = {α ∈ κ | p ⊩ α̌ ∈ τ}. Entonces,
en M [Gγ ],

X =
⋃

p∈Gγ

Xp.

En realidad podemos considerar Gγ ∩ P̄γ , donde P̄γ es el conjunto denso cons-
truido en la prueba de 7.35, y así su cardinal es < κ, por lo que existe un p ∈ Gγ
tal que |Xp| = κ. Como Xp ∈ M , también A =

⋃
α∈Xp

Aα ∈ M , y A \ n ⊂ S.

Ahora bien, Xp es cofinal en κ, luego para todo α < κ existe α ≤ α′ ∈ Xp, luego
Aα ⊂∗ Aα′ ⊂ A ⊂∗ S ⊂∗ Xβ , para todo β < µ, luego A separa el hueco dado
en M , contradicción.

Así pues, podemos construir una extensión genérica de L que cumpla, por
ejemplo,

2ℵ0 = 2ℵ1 = 2ℵ2 = 2ℵ3 = ℵ4 = κ.

A su vez formamos una extensión genérica según el teorema 7.41 en la que
igualmente c = ℵ4 y además haya huecos de tipo (c, c), o (c,ℵ1), o de ambos a la
vez, y por último el teorema anterior nos da un modelo con los mismos huecos
y el mismo valor de c, en el que además se cumple AM.

No obstante, la existencia de huecos de estos dos tipos no es demostrable ni
siquiera con AM. En la sección siguiente presentamos otro axioma que, entre
otras cosas, implica que no existen.
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7.5 El axioma de las coloraciones abiertas
Vamos a probar la consistencia de un axioma introducido por Stevo Todorče-

vić en relación con ciertos problemas topológicos. Para presentarlo necesitamos
algunos conceptos:

Definición 7.45 Si X es un conjunto, podemos considerar la diagonal

∆X = {(x, y) ∈ X ×X | x = y},

y su complementario D(X) = (X × X) \ ∆X . Un conjunto S ⊂ D(X) es
simétrico si y sólo si S = {(x, y) | (y, x) ∈ S}. Es claro que existe una biyección
natural entre los subconjuntos de [X]2 y los subconjuntos simétricos de D(X).
Concretamente, cada C ⊂ [X]2 se corresponde con C∗ = {(x, y) | {x, y} ∈ C}.

Una coloración de un conjunto X es un conjunto C ⊂ [X]2. Un conjunto
H ⊂ X es homogéneo respecto a la coloración C si [H]2 ⊂ C (y entonces diremos
que está totalmente coloreado) o bien [H]2 ⊂ [X]2 \ C (y entonces diremos que
está totalmente no coloreado).2 Notemos que los subconjuntos de cardinal 1 son
trivialmente totalmente coloreados y totalmente no coloreados.

Si X es un espacio topológico, una coloración abierta de X es una coloración
que, como subconjunto de D(X), es abierta en X ×X, respecto de la topología
producto.

El espacio de Baire es N = ωω con la topología producto que resulta de
considerar en ω la topología discreta. Una base está formada por los conjuntos
Bs = {x ∈ N | x|n = s}, donde s ∈ ω<ω y n = Ds.

Axioma de las coloraciones abiertas (ACA) Si X ⊂ N y C es una co-
loración abierta en X, o bien X tiene un subconjunto totalmente coloreado no
numerable, o bien X es unión de una cantidad numerable de conjuntos total-
mente no coloreados.

Puede probarse que es equivalente exigir ACA para subespacios del espacio
de Baire o exigirlo para cualquier espacio métrico separable. En la sección
siguiente mostraremos algunas consecuencias de este axioma, mientras que en
ésta nos ocupamos de probar su consistencia y algunos hechos relacionados. En
realidad vamos a demostrar la consistencia de ACA para cualquier espacio de
Hausdorff con una base numerable. Más aún, vamos a probar la consistencia de
MA + ACA.

2El lector puede imaginarse un grafo infinito cuyos vértices son todos los puntos del con-
junto X en el que los vértices correspondientes a elementos de C han sido unidos por una
arista. Así, un subconjunto de X es homogéneo si todos sus vértices están conectados por
aristas o ninguno lo está. El término “coloreado” proviene de la generalización de este tipo
de conceptos a coloraciones determinadas por aplicaciones [X]2 −→ n con n > 2, donde hay
que pensar que todos los pares de vértices están conectados por una arista, a la cual se le
ha asignado un color i < n, de modo que un conjunto es homogéneo si todos sus vértices
están unidos por aristas del mismo color. No obstante, y a pesar del nombre del axioma que
vamos a estudiar, no necesitamos tratar con coloraciones en este sentido general, sino que sólo
necesitaremos considerar aristas de dos colores, lo cual equivale a distinguir entre la presencia
o ausencia una arista que una dos vértices dados.
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Empezamos con un hecho elemental que usaremos en varias ocasiones:

Teorema 7.46 Sea X un espacio de Hausdorff y C una coloración abierta de
X. Si H ⊂ X está totalmente no coloreado, entonces lo mismo vale para H.

Demostración: En caso contrario existen x, y ∈ H tales que x ̸= y y
{x, y} ∈ C. Como C∗ es abierto, existen abiertos disjuntos U , V en X tales
que x ∈ U , y ∈ V y U × V ⊂ C∗. Podemos tomar puntos x′ ∈ U ∩ H,
y′ ∈ V ∩ H. En particular x′ ̸= y′, y se cumple que (x′, y′) ∈ C∗, luego
{x′, y′} ⊂ C, contradicción.

En particular, es equivalente decir queX es unión de una cantidad numerable
de conjuntos totalmente no coloreados que decir que es unión de una cantidad
numerable de cerrados totalmente no coloreados.

El teorema siguiente nos da los c.p.o.s que iteraremos para probar la consis-
tencia de ACA:

Teorema 7.47 Supongamos que 2ℵ0 es un cardinal regular. Sea X un espacio
de Hausdorff con una base numerable y C una coloración abierta de X tal que
X no es unión de menos de 2ℵ0 conjuntos totalmente no coloreados. Entonces:

a) Existe un Y ⊂ X tal que |Y | = 2ℵ0 y el conjunto

Q = {q ∈ PfY | q está totalmente coloreado},

considerado como c.p.o. con la inversa de la inclusión, cumple la condición
de cadena 2ℵ0 .

b) Podemos elegir Y de modo que Q cumpla que para cada s ∈ Q existen 2ℵ0

elementos y ∈ Y tales que s ∪ {y} ∈ Q.

Demostración: Fijemos una base numerable B de X. Notemos que X
tiene un subconjunto denso numerable, y que todo elemento de X es límite de
una sucesión en dicho conjunto denso, lo que nos da que |X| ≤ 2ℵ0 , y como los
conjuntos con un punto son totalmente no coloreados, la hipótesis del teorema
implica que |X| = 2ℵ0 .

Si n ∈ ω, p ∈ Xn y U ⊂ Xn es un abierto tal que p ∈ U , definimos

Up = {q ∈ U |
∧
i < n (pi ̸= qi ∧ {pi, qi} ∈ C)}.

Si A ⊂ Xn, f : A −→ X y p ∈ Xn, definimos

ωf (p) =
⋂
{f [Up ∩A] | U ⊂ Xn es abierto ∧ p ∈ U}.

Sea {fα}α<2ℵ0 una enumeración de todas las funciones f en las condiciones
anteriores para cualquier n ≥ 1 y cualquier A numerable, y sea {Tα}α<2ℵ0

una enumeración de los subconjuntos cerrados de X totalmente no coloreados.
Definimos por recurrencia una sucesión {xδ}δ<2ℵ0 que cumpla las condiciones
siguientes:
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a) xδ ∈ X \ x[δ],

b) xδ /∈ Tα para todo α < δ,

c) Para cada α < δ, si fα : A ⊂ Xn −→ X, p ∈ x[δ]n y ωfα(p) es totalmente
no coloreado, entonces xδ /∈ ωfα(p).

Esto es posible porque la familia formada por todos los conjuntos {xα}, Tα
y ωfα(p) en las condiciones de c) tiene cardinal < 2ℵ0 , luego por hipótesis su
unión no es todo X. Definimos Y = {xδ | δ < 2ℵ0}. Vamos a ver que cumple lo
requerido en la parte a) del enunciado. Para ello basta probar que lo siguiente
es cierto para todo n:

(∗) Si F ⊂ [Y ]n ∩Q es una familia de 2ℵ0 conjuntos disjuntos dos a
dos, entonces existen p, q ∈ F distintos tales que p ∪ q ∈ Q.

En efecto, si se cumple (∗) y F es cualquier subconjunto de Q de cardinal 2ℵ0 ,
contiene una subfamilia del mismo cardinal formada por elementos de [Y ]n ∩Q,
y por el lema de los sistemas ∆ podemos suponer que es cuasidisjunta de raíz r.
Entonces podemos aplicar (∗) a la familia {x\r | x ∈ F}, lo que nos da p, q ∈ F
tales que (p \ r) ∪ (q \ r) ∈ Q, pero entonces es claro que p ∪ q ∈ Q, luego la
familia inicial no es una anticadena.

Probamos (∗) por inducción sobre n. Si n = 1 sea Y ′ = {y ∈ Y | {y} ∈ F}
y sea

Y ′′ = {x ∈ Y ′ |
∧
y ∈ Y ′ \ {x}({x, y} ∈ [X]2 \ C)}.

Obviamente Y ′′ es totalmente no coloreado, luego por el teorema anterior existe
un α tal que Y ′′ = Tα. Como |Y ′| = 2ℵ0 , existe un α < β < 2ℵ0 tal que xβ ∈ Y ′,
pero entonces xβ /∈ Y ′′ por b). Por lo tanto existe un y ∈ Y ′ \ {xβ} tal que
{xβ , y} ∈ C, luego {xβ}, {y} ∈ F cumplen que {xβ , y} ∈ Q, como había que
probar.

Supongamos ahora que n > 1 y que (∗) se cumple para todo natural menor.
Cada elemento de F es de la forma s[n], para cierta s : n −→ X que es única si
exigimos además que s(i) = xαi

con α0 < · · · < αn−1.

Para cada s ∈ F y cada i < j < n, tenemos que {s(i), s(j)} ∈ C y, como la
coloración es abierta, existen abiertos Asi,j , Asj,i tales que s(i) ∈ Asi,j , s(j) ∈ Asj,i
y Asi,j × Asj,i ⊂ C∗. Tomamos entonces Bsi ∈ B tal que s(i) ∈ Bsi ⊂

⋂
j

Asi,j , de
modo que

Bsi ×Bsj ⊂ Asij ×Asji ⊂ C∗.

Como la base B es numerable, podemos tomar un subconjunto de F de
cardinal 2ℵ0 para el que todos los Bs0 sean un mismo B0 ∈ B, en este subcon-
junto podemos tomar otro subconjunto del mismo cardinal para el que todos
los Bs1 sean el mismo B1 ∈ B y, dando n pasos, obtenemos abiertos básicos
B0, . . . , Bn−1 (y un subconjunto de F al que podemos seguir llamando F ) de
manera que

∧
s ∈ F

∧
i < n s(i) ∈ Bi y, para i < j, Bi ×Bj ⊂ C∗.
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En particular, si p, q ∈ F son distintos, tenemos asegurado que si i < j < n
entonces {p(i), q(j)} ∈ C, luego para que p[n] ∪ q[n] esté totalmente coloreado
sólo falta garantizar que {p(i), q(i)} ∈ C para todo i < n.

Sea A = {s|n−1 | s ∈ F} ⊂ Xn−1 y sea g : A −→ X la función dada por
g(s|n−1) = s(n− 1). Notemos que g está bien definida porque los conjuntos de
F son disjuntos dos a dos. Definimos

F0 = {s ∈ F | s(n− 1) ∈ ωg(s|n−1)}.

Veamos que |F \F0| < 2ℵ0 . En caso contrario, para cada s ∈ F \F0, puesto
que s(n − 1) /∈ ωg(s|n−1), existe un abierto básico Us ⊂ Xn−1 de manera que
s|n−1 ∈ U , pero s(n−1) /∈ g[Uss|n−1

∩A]. Tomemos un abierto básico Is tal que

s(n− 1) ∈ Is y Is ∩ g[Uss|n−1
∩A] = ∅.

Podemos tomar F ′ ⊂ F \ F0 de cardinal 2ℵ0 de modo que Is y Us sean los
mismos I, U para todo s ∈ F ′. Entonces {s|n−1 | s ∈ F ′} se corresponde con
una familia de 2ℵ0 elementos de [Y ]n−1 ∩ Q disjuntos dos a dos. Por hipótesis
de inducción existen s, t ∈ F \ F0 distintos y tales que s[n − 1] ∪ t[n − 1] está
totalmente coloreado. Pero entonces t|n−1 ∈ Us|n−1

∩ A, luego g(t|n−1) /∈ I,
pero g(t|n−1) = t(n− 1) ∈ I, contradicción.

Observemos que g es un subespacio de Xn, luego tiene un subconjunto denso
numerable g0, que será también una función parcial de Xn−1 en X, luego existe
α < 2ℵ0 tal que g0 = fα : A0 −→ X. Vamos a probar que para todo s ∈ F se
cumple

ωg(s|n−1) = ωfα(s|n−1).

Para ello tomamos un abierto U ⊂ Xn−1 tal que s|n−1 ∈ U y basta probar
que g[Us|n−1

∩A] = fα[Us|n−1
∩A0]. Una inclusión es obvia. Para la opuesta

basta demostrar que g[Us|n−1
∩A] ⊂ fα[Us|n−1

∩A0].

Supongamos que t ∈ F cumple que t|n−1 ∈ Us|n−1
. Sea B∗

n−1 un entorno
abierto de g(t|n−1) = t(n − 1). Tenemos que encontrar un u ∈ F de manera
que u|n−1 ∈ Us|n−1

∩ A0 y u(n − 1) ∈ Bn−1. Sabemos que t|n−1 ∈ U y que si
i < n − 1 entonces t(i) ̸= s(i) y {t(i), s(i)} ∈ C. Como C es abierto podemos
tomar abiertos B∗

i en X tales que

t|n−1 ∈ B∗
0 × · · · ×B∗

n−2 ⊂ U

y de modo que si q ∈ B∗
0 × · · · ×B∗

n−2 entonces, para todo i < n− 1 se cumple
q(i) ̸= s(i) y {q(i), s(i)} ∈ C. De este modo t ∈ (B∗

0 × · · · ×B∗
n−1) ∩ g, luego el

miembro derecho es un abierto no vacío en g. Como fα es denso en g, existe un
u ∈ (B∗

0 × · · · ×B∗
n−1) ∩ fα, es decir, u ∈ F , u|n−1 ∈ (B∗

0 × · · · ×B∗
n−2) ∩A0 y

u(n− 1) ∈ B∗
n−1. Pero esto implica que u ∈ Us|n−1

, luego cumple lo pedido.

Como |F − F0| < 2ℵ0 , existe un s ∈ F0 tal que s(0) = xδ, con α < δ (donde
α es el ordinal que acabamos de probar que cumple ωg(s|n−1) = ωfα(s|n−1)).
Por definición de F0 tenemos que s(n − 1) ∈ ωg(s|n−1) = ωfα(s|n−1) y por la
propiedad c) concluimos que ωfα(s|n−1) no puede ser totalmente no coloreado,
luego podemos tomar u, v ∈ ωfα(s|n−1) distintos entre sí y tales que {u, v} ∈ C.
Sean I, J abiertos tales que (u, v) ∈ I × J ⊂ C∗.
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Tomamos U = Xn−1. Puesto que u ∈ ωfα(s|n−1), se cumple que

fα[Us|n−1
∩A0] ∩ I ̸= ∅,

luego existe un p∗ ∈ F tal que p∗|n−1 ∈ Us|n−1
∩A0 y fα(p∗|n−1) = p∗(n−1) ∈ I.

En particular p∗[n− 1] ∪ s[n− 1] está completamente coloreado.

Como C es abierto, se comprueba fácilmente que podemos tomar un abierto
U ⊂ Xn−1 tal que s|n−1 ∈ U y p∗[n−1]∪q[n−1] esté totalmente coloreado para
todo q ∈ U . Como v ∈ ωfα(s|n−1), tenemos que fα[Us|n−1

∩A0] ∩ J ̸= ∅, luego
existe un q∗ ∈ F tal que q∗|n−1 ∈ Us|n−1

∩ A0 y fα(q
∗|n−1) = q∗(n − 1) ∈ J ,

y ahora podemos concluir que p∗[n − 1] ∪ q∗[n − 1] está totalmente coloreado.
Más aún, lo mismo vale para p∗[n] ∪ q∗[n], ya que p∗(n) ∈ I y q∗(n) ∈ J . Esto
termina la prueba de (∗).

Veamos ahora la segunda parte del enunciado. Sea

B = {p ∈ Q | |{y ∈ Y | p ∪ {y} ∈ Q}| < 2ℵ0}.

Veamos que |B| < 2ℵ0 . En caso contrario podríamos construir una sucesión
{pα}α<2ℵ0 en B tal que si β < α < 2ℵ0

pα ̸⊂ pβ ∪ {y ∈ Y | pβ ∪ {y} ∈ Q},

pero dicha familia sería una anticadena en Q de cardinal 2ℵ0 , en contradicción
con el apartado anterior. En efecto, si r extendiera a pα y pβ , entonces

pα ⊂ r ⊂ pβ ∪ {y ∈ Y | pβ ∪ {y} ∈ Q}.

Así pues, |B| < 2ℵ0 y lo mismo vale para
⋃
B. Ahora basta reemplazar Y por

Y ′ = Y \
⋃
B. Si llamamos Q′ ⊂ Q al correspondiente c.p.o., es claro que sigue

cumpliendo la condición de cadena 2ℵ0 , y si s ∈ Q′, entonces

|{y ∈ Y | s ∪ {y} ∈ Q}| = 2ℵ0 ,

luego también |{y ∈ Y ′ | s ∪ {y} ∈ Q}| = 2ℵ0 , pero esto es exactamente lo
mismo que |{y ∈ Y ′ | s ∪ {y} ∈ Q′}| = 2ℵ0 .

Ahora probamos que los c.p.o.s construidos en el teorema anterior resuelven
posibles incumplimientos de ACA:

Teorema 7.48 (HC) Si X es un espacio de Hausdorff con una base numerable
y C es una coloración abierta en X, entonces, o bien X es unión de una cantidad
numerable de conjuntos totalmente no coloreados, o en caso contrario el c.p.o.
Q construido en el teorema anterior cumple la c.c.n. y |Q| = ℵ1, y 1l ⊩

⋃
Γ es

un subconjunto de X̌ totalmente coloreado y no numerable.

Demostración: Basta probar la relativización del teorema a un modelo
transitivo numerable M de ZFC + HC. Sólo hay que probar la última parte.
Sea G un filtro Q-genérico sobre M y sea H =

⋃
G ⊂ X. Es obvio que H está
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totalmente coloreado. Supongamos que es numerableM [G]. Entonces, la c.c.n.
implica (por 5.5) que existe A ∈M numerableM tal que H ⊂ A ⊂ X. Así pues,
el conjunto

D = {q ∈ Q | q \A ̸= ∅} ∈M

es denso en Q, por la propiedad b) del teorema anterior, luego existe q ∈ D∩G,
luego existe un x ∈ q \ A, pero entonces x ∈ q ⊂ H y x ∈ X \ A ⊂ X \ H,
contradicción.

Recordemos la iteración construida en la prueba del teorema 7.35 para probar
la consistencia del axioma de Martin, particularizada al caso κ = ℵ2. Partimos
de un modelo transitivo numerable M de ZFC en el que 2ℵ0 = ℵ1 y 2ℵ1 = ℵ2,
lo que garantiza la hipótesis de que 2<κ = κ. En la prueba se construye una
iteración con soportes finitos

({Pδ}δ≤κ, {(ν̌δ,≤δ, ∅̌)}δ<κ),

donde cada νδ es un cardinal (en M) menor que κ (que, de hecho, podemos
suponer no numerable). En el caso particular que estamos considerando tendre-
mos que todos ellos son iguales a ω1. En definitiva, tenemos una iteración con
soportes finitos

({Pδ}δ≤ω2
, {πδ}δ<ω2

)

tal que
1lPδ

⊩ πδ = ω̌1 ∧ πδ cumple la c.c.n. (∗)

(en la primera parte hay que entender que nos referimos a πδ como conjunto,
mientras que en la segunda nos referimos al c.p.o. (πδ,≤δ, 1lπδ

)).

En 7.35 se demuestra que cualquier iteración con soportes finitos que cumpla
la condición (∗) cumple también que cada Pδ tiene (en M) un subconjunto denso
Pδ tal que |Pδ| = ℵ1 para todo δ < ω2, y |Pω2

| = ℵ2. A su vez, esto basta para
asegurar que, si G es un filtro Pω2

-genérico sobre M , la extensión M [G] tiene
los mismos cardinales y cofinalidades que M , la función del continuo por encima
de ℵ2 es la misma que en M y 2ℵ0 ≤ 2ℵ1 ≤ ℵ2.

Notemos además que en las extensiones intermedias M [Gδ], con δ < ω2, se
cumple la hipótesis del continuo, pues el número (en M) de buenos P̄δ-nombres
para subconjuntos de ω̌ es a lo sumo (ℵ<ℵ1

1 )ℵ0 = 2ℵ0 = ℵ1, y basta aplicar el
teorema 5.22.

Vamos a modificar como sigue la construcción recurrente considerada en 7.35.
Supuesto definido ({Pδ}δ≤α, {πδ}δ<α), distinguimos dos casos: si α = 2α0 + 1,
tomamos en M una enumeración {≤α0

γ }γ<ω2
de todos los buenos P̄α-nombres

para subconjuntos de ω1×̌ω1 y suponemos definidos los ≤β0
γ , para β0 < α0 y

γ < ω2. Ahora consideramos la función f : ω2 −→ ω2×ω2 construida al principio
de la prueba de 7.35, calculamos f(α0) = (β0, γ), con β0 ≤ α0 y continuamos la
construcción de πα sin cambio alguno, pero usando el P̄β-nombre ≤β0

γ .

Si α = 2α0 definiremos πα más adelante de modo que se cumplirá también
la condición (∗).
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De momento observamos que, independientemente de cómo definamos πα
cuando α es par, en M [G] seguirá cumpliéndose AM(ℵ1), y en particular ten-
dremos que 2ℵ0 = 2ℵ1 = ℵ2 (luego en M [G] se cumple AM). En efecto, la
prueba vale sin más cambios que los siguientes: encontramos un β < ω2 que
cumple R, D ∈M [Gβ ], y cambiando si es preciso β por β+1, podemos suponer
que β = 2β0 + 1, lo que hace que R = (≤β0

γ )Gβ
para cierto γ < ω2. Entonces

tomamos un α0 ≥ β0 tal que f(α0) = (β0, γ) y llamamos α = 2α0 + 1 < ω2.

Así pues, para garantizar que en M [G] se cumpla AM + 2ℵ0 = ℵ2 tenemos
libertad para definir la iteración sobre los ordinales pares siempre y cuando
la definición respete la condición (∗). Ahora vamos a probar que podemos
aprovechar este grado de libertad para asegurar que la extensión genérica cumpla
ACA:

Teorema 7.49 Existe un modelo transitivo de ZFC + 2ℵ0 = ℵ2 + AM + ACA.

Demostración: Vamos a probar que podemos construir el modelo de-
seado definiendo oportunamente los nombres πα cuando α < ω2 es par en la
variante de la construcción de 7.35 que acabamos de describir. Consideramos,
pues, un modelo M en las condiciones indicadas y vamos a definir una iteración
({Pδ}δ≤ω2 , {πδ}δ<ω2) con soportes finitos o, más precisamente, vamos a comple-
tar la construcción indicada especificando la definición de πα cuando α < ω2 es
par.

Antes observemos que en la construcción de la iteración podemos ir cons-
truyendo a la vez una sucesión creciente de ordinales {θδ}δ<ω2 en ω2 junto con
biyecciones hδ : θδ −→ P̄δ, de modo que los diagramas siguientes conmuten,
para todo δ < ϵ < ω2:

θϵ
hϵ // P̄ϵ

θδ
hδ

//

i

OO

P̄δ

iδϵ

OO

Notemos que en particular θλ =
⋃
δ<λ

θδ, para todo límite λ < ω2. Finalmente

las aplicaciones hδ definen una biyección h : ω2 −→ P̄ω2
, de modo que si identi-

ficamos cada P̄δ con iδω2
[P̄δ], entonces se cumple que h[θδ] = P̄δ.

La construcción se simplifica un poco si observamos que nos basta probar
que existe un filtro G con el cual M [G] cumple ACA, pues entonces podemos
razonar por reducción al absurdo suponiendo 1lPω2

⊩ ¬ACA.

Entonces, si G es cualquier filtro Pω2
-genérico sobre M , en M [G] existe un

espacio de Hausdorff X con una base numerable y una coloración abierta C en
X de modo que ni X tiene un subconjunto totalmente coloreado no numerable
ni es unión de una cantidad numerable de conjuntos totalmente no coloreados.

Al igual que hemos razonado al principio de la prueba de 7.47, en M [G] tiene
que cumplirse que |X| = 2ℵ0 , es decir, |X| = ℵ2. Por lo tanto, transportando
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toda la estructura de X a ω2 mediante una biyección (en M [G]), podemos
suponer que el conjunto subyacente al espacio topológico X es X = ω2.

Sea B una base numerable de X, aunque, por razones técnicas, en lugar de
considerarla como un mero conjunto numerable de abiertos o como una sucesión
{Bn}n∈ω, vamos a considerar que B ⊂ ω×X ⊂ ω×ω2, de modo que los abiertos
básicos son los conjuntos Bn = {x ∈ X | (n, x) ∈ B}. Es claro que toda familia
numerable de subconjuntos de X puede codificarse así.

Así pues, podemos tomar Pω2-nombres X, B, C (en M) con la propiedad de
que 1lPω2

⊩ X ⊂ ω̌2 ∧ B es una base numerable para una topología de Hausdorff
en X ∧ C es una coloración abierta en X ∧ X no contiene un subconjunto no
numerable totalmente coloreado ni es unión numerable de conjuntos totalmente
no coloreados.

Más concretamente, podemos suponer que X es un buen P̄ω2
-nombre para un

subconjunto de ω̌2, con lo que X =
⋃

δ<ω2

{δ̌} × Aδ, donde Aδ es una anticadena

(numerable) en P̄ω2
. Si llamamos X∗(δ) = h−1[Aδ], tenemos una aplicación

X∗ : ω2 −→ [ω2]
≤ℵ0 (en M) que determina completamente a X.

Similarmente, suponemos que B es un buen P̄ω2-nombre para un subconjunto
de ω×̌ω2, luego viene determinado por una aplicación B∗ : ω × ω2 −→ [ω2]

≤ℵ0 .

Por último, podemos suponer que C es un buen nombre para un subconjunto
de ˇ[ω2]2, luego está determinado por una aplicación C∗ : [ω2]

2 −→ [ω2]
≤ℵ0 .

Observemos ahora que la sucesión {θδ}δ<ω2 es normal, por lo que el conjunto
de sus puntos fijos C0 = {δ < ω2 | θδ = δ} es c.n.a. en ω2.

Para cada α < ω2 definimos X∗
α : α −→ [α]≤ℵ0 como la aplicación dada por

X∗
α(δ) = X∗(δ)∩α. Si definimos F : ω2 −→ ω2 mediante F (α) =

⋃
X∗[α] (lo cual

es posible, porque F (α) es una unión de a lo sumo ℵ1 conjuntos numerables,
luego está acotado en ω2), el conjunto C1 formado por los ordinales de C0

cerrados para F es c.n.a. en ω2, y si α ∈ C2 tenemos que X∗
α = X∗|α, y además

X∗
α(δ) ⊂ α = θα, por lo que Aδ = h[X∗

α(δ)] ⊂ P̄δ. Esto significa que X∗
α

determina un P̄α-nombre Xα =
⋃
δ<α

{δ̌} ×Aδ, que claramente cumple

(Xα)Gα
= XG ∩ α.

Ahora definimos B∗
α : ω × α −→ [α]≤ℵ0 mediante B∗

α(n, δ) = B∗(n, δ) ∩ α.
El mismo razonamiento nos permite definir un c.n.a. C2 ⊂ C1 de modo que si
α ∈ C2 entonces B∗

α define un P̄α-nombre Bα tal que

(Bα)Gα
= BG ∩ (ω × α),

y es claro entonces que 1lP̄α
⊩ Xα ⊂ ω2 ∧ Bα determina una base numerable

para una topología de Hausdorff en Xα.

Igualmente podemos definir una aplicación C∗
α : [α]2 −→ [α]≤ℵ0 mediante

C∗
α({δ, ϵ}) = C∗({δ, ϵ})∩α, y nuevamente podemos formar un c.n.a. C3 ⊂ C2 de
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modo que si α ∈ C3 entonces C∗
α defina un P̄α-nombre Cα tal que

(Cα)G = CG ∩ [α]2,

y consecuentemente 1lP̄α
⊩ Cα es una coloración abierta en Xα con la topología

definida por Bα.

Ahora observamos que, por el teorema 7.46, que un espacio no sea unión
de una cantidad numerable de conjuntos totalmente no coloreados equivale a
que no sea unión numerable de conjuntos cerrados totalmente no coloreados.
Si {Bn}n∈ω es una base de un espacio topológico X, todo cerrado en X es
de la forma Ca = X \

⋃
n∈a

Bn, para cierto a ⊂ ω, y toda familia numerable

de cerrados de X puede codificarse por un conjunto a ⊂ ω × ω (si llamamos
an = {i ∈ ω | (n, i) ∈ c}, la familia codificada por a es es {Can}n∈ω).

Fijado δ < ω2, si σ es un buen P̄δ-nombre (en M) para un subconjunto de
ω×̌ω, entonces a = σGδ

determina a través de la base BG una familia numerable
de cerrados {Cn}n∈ω en XG, luego, o bien no cubren todo el espacio, o bien
alguno de ellos no es totalmente no coloreado.

En el primer caso existe un β ∈ XG ⊂ ω2 tal que β no pertenece a ninguno
de los Cn, es decir, para cada n existe un in ∈ an tal que β ∈ (BG)in (o
equivalentemente, (in, β) ∈ BG). En el segundo caso existe un n ∈ ω y existen
β, γ ∈ Can (es decir, existen i, j ∈ an tales que (i, β), (j, γ) /∈ BG) de modo que
{β, γ} ∈ CG.

Si llamamos ϵ al menor elemento de C3 mayor que δ y β en el primer caso o
que δ, β y γ en el segundo, hemos probado que

1lPω2
⊩
∨
ϵ ∈ Č3(δ̌ < ϵ ∧ (

∨
β < ϵ

∧
n ∈ ω

∨
i ∈ iδω2

(σ)n (i, β) ∈ B) ∨

(
∨
βγ < ϵ

∨
n ∈ ω

∨
ij ∈ iδω2(σ)n((i, β), (j, γ) /∈ B ∧ {β, γ} ∈ C))).

Por consiguiente existe un P̄ω2 -nombre τ (en M) tal que

1lPω2
⊩ τ ∈ Č3 ∧ ((δ̌ < ϵ ∧ (

∨
β < ϵ

∧
n ∈ ω

∨
i ∈ iδω2(σ)n (i, β) ∈ B) ∨

(
∨
βγ < ϵ

∨
n ∈ ω

∨
ij ∈ iδω2

(σ)n((i, β), (j, γ) /∈ B ∧ {β, γ} ∈ C)))).

En M podemos considerar el conjunto A = {ϵ ∈ C3 |
∨
p ∈ Pω2

p ⊩ τ = ϵ̌}, y
para cada ϵ ∈ A podemos elegir un pϵ ∈ Pω2

tal que pϵ ⊩ τ = ϵ. Es claro entonces
que los pϵ son incompatibles dos a dos, y como Pω2 cumple la c.c.n., concluimos
que A es numerable, luego podemos definir ϵσδ como el menor elemento de C3

mayor que todos los elementos de A. Más aún, como en M hay a lo sumo ℵ1
buenos P̄δ-nombres para subconjuntos de ω×̌ω, podemos definir ϵ ∈ C3 como el
menor elemento mayor que todos los ϵσδ . Concluimos que, para todo σ,

1lPω2
⊩ ϵ̌δ ∈ Č3 ∧ ((δ̌ < ϵ̌δ ∧ (

∨
β < ϵ̌δ

∧
n ∈ ω

∨
i ∈ iδω2

(σ)n (i, β) ∈ B) ∨

(
∨
βγ < ϵ̌δ

∨
n ∈ ω

∨
ij ∈ iδω2(σ)n((i, β), (j, γ) /∈ B ∧ {β, γ} ∈ C)))).
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Si llamamos C4 al conjunto de los ordinales de C3 cerrados para δ 7→ ϵδ, se
trata de un conjunto c.n.a. en ω2 y si α ∈ C4, para cada δ < α se cumple que
δ < ϵδ < α, luego, para todo buen P̄δ-nombre para un subconjunto de ω×̌ω:

1lPω2
⊩ ((

∨
β < α̌

∧
n ∈ ω

∨
i ∈ iδω2

(σ)n (i, β) ∈ B) ∨

(
∨
βγ < α̌

∨
n ∈ ω

∨
ij ∈ iδω2

(σ)n((i, β), (j, γ) /∈ B ∧ {β, γ} ∈ C))),

o también

1lP̄α
⊩ ((

∨
β < α̌

∧
n ∈ ω

∨
i ∈ iδα(σ)n (i, β) ∈ Bα) ∨

(
∨
βγ < α̌

∨
n ∈ ω

∨
ij ∈ iδα(σ)n((i, β), (j, γ) /∈ Bα ∧ {β, γ} ∈ Cα))).

Llamemos C5 al conjunto de los puntos límite de C4, que es también c.n.a. en
ω2. Observemos ahora que si α ∈ C5, un buen P̄α-nombre σ para un subconjunto
de ω×̌ω̌ es de la forma

σ =
⋃

m,n∈ω
{p.o.(m̌, ň)} ×Am,n,

donde Am,n es una anticadena (numerable) en P̄α, que se corresponde a través
de la biyección h con el conjunto numerable h−1[Am,n] ⊂ α. Si además cf α = ℵ1
existe un δ ∈ C4 tal que δ < α y δ acota superiormente a todos los conjuntos
h−1[Am,n], luego Am,n ⊂ h[δ] = h[θδ] = P̄δ. Así pues, todo buen P̄α-nombre
para un subconjunto de ω×̌ω es un buen P̄δ-nombre para un subconjunto de
ω×̌ω, para cierto δ ∈ C4, δ < α.

Así, si α ∈ C5 y cf α = ℵ1, para cada buen P̄α-nombre para un subconjunto
de ω×̌ω se cumple:

1lP̄α
⊩ ((

∨
β < α̌

∧
n ∈ ω

∨
i ∈ σn (i, β) ∈ Bα) ∨

(
∨
βγ < α̌

∨
n ∈ ω

∨
ij ∈ σn((i, β), (j, γ) /∈ Bα ∧ {β, γ} ∈ Cα))).

Por consiguiente:

1lP̄α
⊩
∧
a ∈ P(ω × ω)((

∨
β < α̌

∧
n ∈ ω

∨
i ∈ an (i, β) ∈ Bα) ∨

(
∨
βγ < α̌

∨
n ∈ ω

∨
ij ∈ an((i, β), (j, γ) /∈ Bα ∧ {β, γ} ∈ Cα))),

pero esto equivale a

1lP̄α
⊩ Xα no es unión numerable de conjuntos totalmente no coloreados.

En resumen, si llamamos C = C5 y E = {α ∈ ω2 | cf α = ℵ1}, bajo la
hipótesis de que 1lPω2

⊩ ¬ACA, hemos encontrado Pω2
-nombres X, B y C tales

que

1lPω2
⊩ X ⊂ ω̌2 ∧ B determina una base numerable para una topo-

logía de Hausdorff en X ∧ C es una coloración abierta en X ∧ X no
contiene un subconjunto no numerable totalmente coloreado ni es
unión numerable de conjuntos totalmente no coloreados.
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y para todo α ∈ C ∩ E se cumple:

1lPα
⊩ Xα ⊂ α̌ ∧ Bα determina una base numerable para una topo-

logía de Hausdorff en Xα ∧ Cα es una coloración abierta en Xα ∧ Xα
no es unión numerable de conjuntos totalmente no coloreados.

Ahora tenemos que completar la definición de la iteración de c.p.o.s para
que lo segundo contradiga lo primero.

Para ello observamos que, a través de la biyección h (que se construye re-
currentemente al mismo tiempo que la iteración de c.p.o.s) el nombre X se
corresponde con la función X∗ : ω2 −→ [ω2]

≤ℵ0 , que a su vez puede codificarse
como un subconjunto X′ ⊂ ω2 × ω2 (de modo que X∗(δ) = {ϵ ∈ ω2 | (δ, ϵ) ∈ X′}
y entonces, si α ∈ C, se cumple que X∗

α se corresponde con X′ ∩ (α×α)). Igual-
mente la función B∗ puede codificarse con un subconjunto B′ ⊂ ω × ω2 × ω2 y
C∗ mediante un subconjunto C′ ⊂ ω2 × ω2 × ω2.

En total, (C∗,B∗,C∗) puede codificarse mediante un subconjunto de

S = (ω2 × ω2 × {0}) ∪ (ω × ω2 × ω2 × {1}) ∪ (ω2 × ω2 × ω2 × {2}).

Fijemos en M una biyección c : ω2 −→ S. Entonces, el conjunto C ′ formado
por los ordinales α < ω2 tales que

c[α] = (α× α× {0}) ∪ (ω × α× α× {1}) ∪ (α× α× α× {2})

es c.n.a. en ω2. En efecto, es claro que es cerrado, y para probar que es no
acotado, para cada δ < ω2 definimos u(δ) como el mínimo ordinal α > δ tal que
c(δ) está contenido en el miembro derecho de la fórmula anterior y v(α) como
el mínimo β > δ tal que dicho miembro derecho está contenido en c[β]. Así, C ′

contiene al c.n.a. formado por los ordinales cerrados para u y v.

El conjunto E′ = C ′ ∩ E ∩ {2α | α < ω2} es estacionario en ω2. Vamos a
suponer que M cumple ♢E′ . En particular esto sucede si cumple ♢E o, más en
particular, si cumple V = L (teorema 3.33).

Sea {A′
α}α∈E′ una sucesión ♢E′ en M y sea Aα = c[A′

α]. Así, la propiedad de
las sucesiones ♢E′ se traduce en que Aα ⊂ c[α] y, para todo A ⊂ S, el conjunto

{α ∈ E′ | A ∩ c[α] = Aα}

es estacionario en ω2. Pasemos ya a terminar la definición de la iteración de
c.p.o.s. Para ello suponemos definida ({Pδ}δ≤α, {πδ}δ<α) con α = 2α0, así como
los subconjuntos densos {P̄δ}δ≤α y las biyecciones hα : θδ −→ P̄δ, para δ ≤ α.
Distinguimos dos casos. El primero se da cuando se cumplen las condiciones
siguientes:

a) α ∈ E′ y θα = α.

b) El conjunto Aα define una función X∗
α : α −→ [α]≤ℵ0 mediante X∗

α(δ) =
{ϵ ∈ α | (δ, ϵ, 0) ∈ Aα}, la cual, a través de hα, determina a su vez un
buen P̄α-nombre Xα para un subconjunto de α̌.
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c) El conjunto Aα define una función B∗
α : ω × α −→ [α]≤ℵ0 dada por

B∗
α(n, δ) = {ϵ ∈ α | (n, δ, ϵ, 1) ∈ Aα}, la cual, a través de hα, determina

un buen nombre Bα para un subconjunto de ω×̌α̌.

d) El conjunto Aα define una función C∗
α : [α]2 −→ [α]≤ℵ0 mediante

C∗
α({γ, δ}) = {ϵ ∈ α | (γ, δ, ϵ, 3) ∈ Aα},

la cual, a través de hα, determina un buen nombre Cα para un subconjunto
de ˇ[α]2.

e) 1lPα
⊩ Xα ⊂ α̌ ∧ Bα determina una base numerable para una topología de

Hausdorff en Xα ∧ Cα es una coloración abierta en Xα ∧ Xα no es unión
numerable de conjuntos totalmente no coloreados.

En estas condiciones, definimos πα ∈ MPα de modo que 1lPα
fuerce que πα

tiene como conjunto subyacente a ω1 y es isomorfo al c.p.o. construido en 7.47.
(Esto es posible porque sabemos que 1lPα ⊩ HC.)

En el caso en que no se cumpla alguna de las condiciones anteriores, definimos
πα de modo que 1lPα

fuerce que πα cumple (∗).
Esto completa la definición de la iteración. Ahora podemos continuar el

argumento por reducción al absurdo. Tenemos unos nombres X, B y C, que
determinan funciones X∗, B∗, C∗, que a su vez determinan un conjunto A ⊂ S
de la forma que hemos explicado. Además en función de estos objetos hemos
construido un c.n.a. C y podemos tomar un ordinal

α ∈ C ∩ {α ∈ E′ | A ∩ c[α] = Aα},

pues el conjunto de la derecha es estacionario. Como α ∈ E′, en particular
α = 2α0. Como α ∈ C, en particular α = θα, y como A es el conjunto
determinado por X∗, B∗ y C∗, es inmediato que las funciones X∗

α, B∗
α y C∗

α

definidas a partir de Aα son las mismas que hemos definido antes a partir de
X∗, B∗ y C∗, luego se cumplen todos los requisitos del primer caso de la definición
de πα.

Por lo tanto, enM [Gα] tenemos queXα = (Xα)Gα
es un espacio de Hausdorff

con una base numerable determinada por Bα = (Bα)Gα
, que Cα = (Cα)Gα

es
una coloración abierta en Xα y que Xα no es unión numerable de conjuntos
totalmente no coloreados.

Consecuentemente, según el teorema 7.48, en M [Gα+1] =M [Gα][H], donde
H es un filtro (πα)Gα

-genérico sobre M [Gα], se cumple que Xα tiene un sub-
conjunto totalmente coloreado no numerable N .

Por otra parte, en M [G] tenemos que C = CG es una coloración en X = XG
respecto a la que X no tiene subconjuntos no numerables totalmente coloreados.
Ahora bien, Xα = X ∩α ⊂ X, y Cα = C ∩ [α]2, por lo que N es un subconjunto
totalmente coloreado de X respecto a C, y es no numerable en M [G] porque la
extensión conserva los cardinales, con lo que tenemos una contradicción.

Vamos a probar otro resultado sobre modelos que cumplen ACA, pero antes
necesitamos un resultado técnico elemental sobre extensiones genéricas:
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Teorema 7.50 Sea P un c.p.o. con la c.c.n. y sea {pα}α<ω1
una familia de

condiciones de P. Entonces existe un α0 < ω1 tal que para todo α0 ≤ α < ω1 se
cumple que pα ⊩ {β < ω1 | p̌β ∈ Γ} es no numerable.

Demostración: En caso contrario existe un conjunto W de ℵ1 ordinales
α < ω1 tales que

pα ⊩ {β < ω1 | p̌β ∈ Γ} es numerable.

Por 7.13 existe un ηα < ω1 tal que

pα ⊩ {β < ω1 | p̌β ∈ Γ} ⊂ η̌α,

donde la sucesión {ηα}α∈W está en M .

Ahora bien, entonces podemos formar una sucesión creciente {αδ}δ<ω1 en
W tomando αδ ∈ W mayor que todos los αϵ y que todos los ηαϵ

, para ϵ < δ,
con lo que pαϵ

⊩ p̌αδ
/∈ Γ. Como trivialmente pαδ

⊩ p̌αδ
∈ Γ, concluimos que

los pαϵ
son incompatibles dos a dos, en contra de que P cumple la c.c.n.

Teorema 7.51 Si M es un modelo transitivo numerable de ZFC + ACA, T es
un árbol de Suslin en M , P es T con el orden opuesto y G es un filtro P-genérico
sobre M , entonces en M [G] se sigue cumpliendo ACA.

Demostración: Del teorema 5.50 se sigue que NM [G] = NM , por lo que nos
referiremos a este conjunto como N, simplemente. Sea X ∈M [G], X ⊂ N y sea
C ∈ M [G] una coloración abierta en X. Fijemos una biyección s : ω −→ ω<ω

definida en M , que nos permite enumerar la base natural de N:

Bn = Bs(n) = {x ∈ N | x|Ds(n) = s(n)}.

Notemos que Bn es el mismo en M o en M [G]. Podemos considerar la coloración
como subconjunto C ⊂ X × X, y entonces, que sea abierta quiere decir que
existe A ⊂ ω × ω de modo que C =

⋃
(m,n)∈A

(Bm ×Bn) ∩ (X ×X). De nuevo por
5.50 tenemos que A ∈M .

Sea X = ξG. Si X no contiene ningún subconjunto totalmente coloreado
no numerable ni es unión numerable de subconjuntos totalmente no coloreados,
podemos tomar una condición p ∈ P que fuerce que ξ ⊂ N y Ǎ codifica una colo-
ración abierta en ξ respecto a la cual ξ no contiene ningún conjunto totalmente
coloreado no numerable ni es unión numerable de subconjuntos totalmente no
coloreados.

Sea X0 = {x ∈ N |
∨
q ∈ P (q ≤ p ∧ q ⊩ x̌ ∈ ξ} ∈ M . Al formar el

conjunto A podemos exigir que la unión
⋃

(m,n)∈A
(Bm × Bn) sea simétrica, y desde

luego no puede contener elementos de la diagonal de X ×X, luego A define en
M una coloración abierta de X0. Vamos a ver que X0 no es unión numerable
de subconjuntos totalmente no coloreados.
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En efecto, si {Hn}n∈ω fuera tal colección, en M [G] se cumple claramente que
X ⊂ X0, y cada Hn sigue siendo totalmente no coloreado en M [G], luego {X ∩
Hn}n∈ω sería una descomposición de X en unión numerable de subconjuntos
totalmente no coloreados.

Como en M se cumple ACA, existe Y ⊂ X0 totalmente coloreado y no nume-
rable. Podemos suponer que Y = {xα}α<ω1

tiene cardinal ℵ1, concretamente.
Para cada α < ω1, existe qα ∈ P tal que qα ≤ p y qα ⊩ x̌α ∈ ξ, y podemos
aplicar el teorema anterior a las condiciones {qα}α<ω1 , lo que nos da un α tal
que qα ⊩ {β < ω1 | q̌β ∈ Γ} es no numerable. Si G es un filtro genérico que
contenga a qα, tenemos que {β < ω1 | qβ ∈ G} es no numerable en M [G], pero
si qβ ∈ G entonces xβ ∈ ξG, luego Y ∩ ξG es no numerable en M [G], y es un
subconjunto totalmente coloreado, en contra de que p fuerza que no existe tal
conjunto.

El único modelo de ACA que hemos construido es el del teorema 7.49, donde
se cumple también AM y, por lo tanto, no hay árboles de Suslin a los que
podamos aplicar el teorema anterior. Sin embargo, para remediar la situación
basta eliminar de la prueba de 7.49 todo el esfuerzo que hemos hecho para
garantizar AM:

Teorema 7.52 Existe un modelo transitivo numerable de ACA + ¬HS.

Demostración: Consideramos una iteración ({Pα}α≤ω2
, {πα}α<ω2

) con so-
portes finitos similar a la considerada en la demostración del teorema 7.49, pero
sin distinguir entre ordinales pares e impares, de modo que para todo α < ω2

se cumpla que

1lPα ⊩ πα = ω1 y πα es isomorfo a un c.p.o. de los construidos en 7.47.

Es pura rutina comprobar que la prueba se simplifica para llegar igualmente a
que enM [G] se cumple ACA + 2ℵ0 = ℵ2. En particular, en todas las extensiones
intermedias de la iteración se sigue cumpliendo la hipótesis del continuo. En la
prueba suponemos que en M se cumple un diamante, con lo que en particular
se cumple ♢ y, por lo tanto, existe un árbol de Suslin T ∈ M . Vamos a probar
que T sigue siendo un árbol de Suslin en todas las extensiones intermedias, y
en particular en la última, de modo que en M [G] se cumple ¬HS.

Como los cardinales se conservan en todas las extensiones intermedias, T es
en todas ellas un ℵ1-árbol. Además podemos tomarlo ramificado, y esta pro-
piedad se conserva trivialmente, con lo que [TC 9.16] implica que basta probar
que las anticadenas de T siguen siendo numerables en todas las extensiones.
Equivalentemente, si llamamos PT a T con el orden inverso, basta probar que
el c.p.o. PT cumple la c.c.n. en todas las extensiones intermedias.

Supongamos que 1lPα
⊩ Ť es un árbol de Suslin. Para probar que lo mismo

vale para α + 1 tomamos un filtro genérico Gα+1 y usamos la factorización
M [Gα+1] = M [Gα][H], donde H es un filtro Q-genérico sobre M [Gα], siendo
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Q ∈ M [Gα] un c.p.o. de los construidos en el teorema 7.47. Tenemos que T es
un árbol de Suslin en M [Gα], luego todo se reduce a demostrar que

1lQ ⊩ Ť cumple la c.c.n.

Ahora aplicamos un truco, y es que por el teorema 7.15 esto es equivalente a
probar que

1lPT
⊩ Q̌ cumple la c.c.n.

Para ello sea K un filtro PT -genérico sobre M [Gα], y tenemos que probar
que Q cumple la c.c.n. en M [Gα][K]. Observemos que esta extensión genérica
tiene los mismos cardinales que el modelo base, y cumple igualmente HC.

Notemos queQ está construido enM [Gα] a partir de un espacio topológicoX
y una coloración abierta C. En M [Gα] se cumple que X no es unión numerable
de cerrados totalmente no coloreados, y esto sigue siendo cierto en M [Gα][K].
Esto se debe a que cada cerrado puede codificarse con un cierto A ⊂ ω (enume-
ramos en M [Gα] una base de X y tomamos como A el conjunto de los abiertos
básicos contenidos completamente en el complementario del cerrado), luego una
familia numerable de cerrados puede codificarse con un conjunto F ⊂ ω × ω,
que estaría en M [Gα] por el teorema 5.50, y permitiría recuperar en el modelo
base la familia numerable de cerrados totalmente no coloreados.

Ahora todo se reduce a comprobar que la construcción del teorema 7.47 es
absoluta, de modo que si construimos en M [Gα][K] el c.p.o. Q asociado a X
con la coloración C obtenemos precisamente el Q que ya tenemos, luego éste
también cumple la c.c.n. en la extensión.

Veamos ahora que 1lPλ
⊩ PT cumple la c.c.n. admitiendo que esto se cumple

para todo δ < λ. Nuevamente, por el teorema 7.15 basta probar que 1lPT
⊩ Pλ

cumple la c.c.n., y sabemos que 1lPT
⊩ Pδ cumple la c.c.n., para todo δ < λ.

Sea K un filtro PT -genérico sobre M . Basta tener en cuenta que en M [K]
seguimos teniendo una iteración ({Pδ}δ≤λ, {πδ}δ<λ) con soportes finitos en la
que cada Pδ cumple la c.c.n., y basta aplicar en M [K] el razonamiento empleado
para el caso límite en la prueba del teorema 7.27.

Así pues, ACA es consistente tanto con AM como con su negación. Si com-
binamos el teorema anterior con 7.51 y 5.49 obtenemos que ACA es consistente
con t = ℵ1 (y también con t = ℵ2, que es el valor que toma en el modelo en que
se cumple ACA+ AM+c = ℵ2).

Para terminar esta sección mostramos que la restricción de ACA a colora-
ciones abiertas es necesaria, puesto que en ZFC podemos probar que existen
coloraciones (no abiertas) para las que la conclusión que da ACA es falsa.

Teorema 7.53 Existe una coloración abierta C de X = N tal que X no con-
tiene ningún subconjunto no numerable totalmente no coloreado ni puede expre-
sarse como unión numerable de conjuntos totalmente coloreados.
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Demostración: Para cada f ∈ N vamos a definir una sucesión {fi}iω en N.
Concretamente, hacemos

fi|i = f |i, fi(i+ j) = f(2i+1(2i+ 2j + 1)).

Notemos que la sucesión {fi}i∈ω converge a f . Esto significa que si tomamos
un abierto básico que contenga a f , que será de la forma Bf |n , para cierto n ∈ ω,
se cumple que fi ∈ Bf |n para todo n ≥ i.

Definimos una coloración C mediante {f, g} ∈ C si y sólo si f ̸= g y f ̸= gi,
g ̸= fi para todo i ∈ ω.

La coloración es abierta. Esto significa que si (f, g) ∈ C (viendo ahora a C
como subconjunto de N×N), existe un producto de abiertos básicos que cumplen
(f, g) ∈ Bf |m × Bg|m ⊂ C. En otras palabras, se trata de probar que existe un
m ∈ ω tal que, para todo par (f ′, g′) ∈ N tal que f ′|m = f |m y g′|m = g|m, se
cumple que (f ′, g′) ∈ C, o que si (f, g) ∈ C, sólo necesitamos conocer una parte
finita (f |m, g|m) de las sucesiones para comprobar que así sucede.

Sea m0 ∈ ω tal que f(m0) ̸= g(m0). Entonces, para todo i > m0 tenemos
que fi(m0) = f(m0) ̸= g(m0) y gi(m0) = g(m0) ̸= f(m0), luego se cumple
fi ̸= g y gi ̸= f , y lo mismo pasará con cualquier par de funciones (f ′, g′) tales
que f ′|m0+1 = f |m0+1, g′|m0+1 = g|m0+1.

Por otro lado, para comprobar que fi ̸= g y gi ̸= f para i ≤ m0, sólo tenemos
que evaluar las cuatro funciones en un número finito de puntos, y para evaluar
las fi y las gi en dicho número finito de puntos, sólo necesitamos conocer f y g
en un número finito de puntos, luego es claro que podemos tomar un m > m0

de modo que si f ′|m = f |m y g′|m = g|m entonces se cumplirá igualmente que
f ′i ̸= g′, g′i ̸= f ′, para todo i ≤ m0 por una parte, y para todo i > m0 por la
parte vista antes. Por lo tanto (f ′, g′) ∈ C.

Veamos ahora que no existen conjuntos totalmente no coloreados no nume-
rables. Sea Y ⊂ N un subconjunto no numerable y sea D ⊂ Y un subconjunto
denso numerable. Sea D∗ = {fi | f ∈ D ∧ i ∈ ω}. Como D∗ es numerable,
podemos tomar g ∈ Y \ D∗ y a su vez un h ∈ Y tal que h ̸= g y h ̸= gi para
todo i ∈ ω. Sean Ug y Uh entornos disjuntos de g y h, respectivamente. Como
la sucesión gi converge a g, todos sus términos salvo un número finito de ellos
están en Ug, luego restringiendo Uh si es preciso podemos suponer que gi /∈ Uh
para todo i ∈ ω. Como D es denso en Y y h ∈ Y ∩ Uh ̸= ∅, existe f ∈ D ∩ Uh.
Entonces fi ̸= g para todo i ∈ ω porque g /∈ D∗, y gi ̸= f para todo i ∈ ω
porque gi /∈ Uh. Por lo tanto {f, g} ∈ C.

Por último veamos que N no es unión numerable de conjuntos totalmente
coloreados. Sea {Hn}n<ω una sucesión de conjuntos totalmente coloreados y
vamos a definir una f ∈ N que no pertenezca a ninguno de ellos.

Hacemos f(2n + 1) = 0 para todo n ∈ ω. Vamos a definir recurrentemente
los valores f(2i) al mismo tiempo que una sucesión {f i}i∈ω de elementos de N.
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Supongamos definida f |2l y las funciones {f i}i<l. Si 2l = 2i+1(2i+ 2j + 1),
para ciertos i < l y j ∈ ω, claramente únicos, definimos f(2l) = f i(i + j).
En caso contrario tomamos f(2l) el menor número mayor que f i(2l) para todo
i < l.

Si existe g ∈ Hl tal que g|l = f |l, definimos f l = g, y en caso contrario
definimos f l como cualquier función que extienda a f |l.

Ahora observamos que las funciones f i que hemos construido son precisa-
mente las funciones fi asociadas a f . En efecto, fijado un l ∈ ω, tenemos que
fl|l = f |l = f l|l, donde la primera igualdad es por la definición de fl y la segunda
por la construcción de f l, que se toma en cualquier caso como una extensión de
f |l. Por otra parte,

fl(l + j) = f(2l+1(2l + 2j + 1)) = f l(l + j).

No puede ocurrir que f esté en ningún Hl, pues en tal caso, existe g ∈ Hl

tal que g|l = f |l (sirve g = f , pero no podemos asegurar que en la construcción
hayamos elegido precisamente f), con lo que también fl ∈ Hl. Pero no puede
ser f = fl, porque tomando 2l′ = 2i+1 > 2l, por construcción f(2l′) > fl(2l

′).
Así pues, como Hl está totalmente coloreado, tiene que ser {f, fl} ∈ C, lo cual
contradice la definición de la coloración.

Así, en ACA no podemos intercambiar “totalmente coloreado” por “total-
mente no coloreado” sin que el axioma se vuelva contradictorio. Si en el ejemplo
anterior cambiamos la coloración por su opuesta (es decir, consideramos pa-
res coloreados a los que en el ejemplo anterior son no coloreados y viceversa),
tenemos un ejemplo de coloración cerrada (en (N × N) \ ∆N) que no cumple
ACA.

7.6 Aplicaciones del axioma de las coloraciones
abiertas

Como primera aplicación de ACA vamos a ver que implica que no existen
más huecos que los que hemos demostrado que existen en ZFC:

Teorema 7.54 (ACA) Si κ ≥ ℵ2 y µ ≥ ℵ1 son cardinales regulares, entonces
no existen huecos de tipo (κ, µ).

Demostración: Supongamos que ({fα}α<κ, {gβ}β<µ) es un hueco en ωω.
Como fα <∗ fα+1 ≤∗ gβ+1 <

∗ gβ , existe un mínimo número natural nαβ tal que
fα|ω\nαβ

< gβ |ω\nαβ
. Para cada α < κ existe un nα tal que {β < µ | nαβ = nα}

tiene cardinal µ, y a su vez, existe un n ∈ ω tal que {α < κ | nα = n} tiene
cardinal κ. Tomando una sucesión cofinal creciente en este conjunto y formando
la subsucesión correspondiente de {fα}α<κ, podemos pasar a otro hueco tal que
nα = n para todo α < κ. Más aún, definiendo

f ′α(m) = fα(n+m), g′β(m) = gβ(n+m)
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podemos suponer sin pérdida de generalidad que n = 0, en otras palabras, que,
para cada α < κ, el conjunto

Sα = {β < µ | fα < gβ}

tiene cardinal µ. Sea

X = {(fα, gβ) | α < κ ∧ β ∈ Sα} ⊂ N2,

y sea

C = {{(f, g), (f ′, g′)} ∈ [X]2 |
∨
k ∈ ω(f(k) > g′(k) ∨ f ′(k) > g(k))}.

Claramente es una coloración abierta en X (pues si un par esta en C y otro
par coincide con el dado hasta un natural suficientemente grande (hasta k+1),
entonces también está en C). Vamos a probar que contradice a ACA.

Supongamos que X =
⋃
n∈ω

Hn, donde cada Hn es totalmente no coloreado.

Para cada α < κ y cada β ∈ Sα, sea nαβ tal que (fα, gβ) ∈ Hnαβ
. Para cada

α, existe un nα tal que Tα = {β ∈ Sα | nαβ = nα} tiene cardinal µ, y a su vez
existe un n tal que A = {α < κ | nα = n} tiene cardinal κ.

En definitiva, tenemos que |A| = κ, para cada α ∈ A el conjunto Tα tiene
cardinal µ y {(fα, gβ) | α ∈ A ∧ β ∈ Tα} ⊂ Hn.

Fijemos α′ ∈ A y B = Tα′ . Así A es cofinal en κ y B es cofinal en µ. Además,
si α ∈ A y β ∈ B, tomamos β′ ∈ Tα, de modo que (fα, gβ′), (fα′ , gβ) ∈ Hn, y
esto implica que fα ≤ gβ .

Por consiguiente, si definimos g(k) = mín
β∈B

gβ(k), se cumple∧
α ∈ A

∧
β ∈ B fα ≤ g ≤ gβ ,

luego
∧
α < κ

∧
β < µ fα ≤∗ g ≤∗ gβ , en contradicción con que la sección de

partida era un hueco.

Supongamos ahora que existe Y ⊂ X no numerable totalmente coloreado.
Si (fα, gβ), (fα′ , gβ′) ∈ Y son pares distintos, entonces existe un k tal que
fα(k) > gβ′(k) o bien fα′(k) > gβ(k). Supongamos el primer caso, pues con el
segundo se razona igual. La conclusión es que α ̸= α′ y β ̸= β′, pues si fuera
α = α′ tendríamos que fα′(k) > gβ′(k), en contra de que β′ ∈ Sα′ , y si fuera
β = β′ entonces fα(k) > gβ(k), que es igualmente contradictorio.

Esto nos permite construir sucesiones estrictamente crecientes {αδ}δ<ω1 ,
{βδ}δ<ω1

tales que {(fαδ
, gβδ

) | δ < ω1} ⊂ Y . En efecto, puesto que el conjunto
A = {α < κ |

∨
β < µ (fα, µβ) ∈ Y } es no numerable, reduciendo Y podemos

suponer que tiene ordinal ω1, y volviendo a reducir Y podemos suponer que lo
mismo vale para B = {β < µ |

∨
α < κ (fα, gβ) ∈ Y }. Entonces, supuesta

construida {αδ}δ<γ , {βδ}δ<γ , sean α∗ y β∗ sus supremos respectivos. Entonces,
el conjunto

{(fα, gβ) ∈ Y | α ≤ α∗} ∪ {(fα, gβ) ∈ Y | β ≤ β∗}
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es numerable pues hemos visto que (fα, fβ) 7→ α y (fα, fβ) 7→ β son inyectivas,
luego existe un (fαγ

, gβγ
) ∈ Y que no está en dicho conjunto, de modo que

{αδ}δ≤γ , {βδ}δ≤γ son estrictamente crecientes.

Como κ > ℵ1, existe α < κ tal que α > sup
δ<ω1

αδ. Llamamos h = fα. Así

fαδ
≤∗ h ≤∗ gβδ

. Sea nδ ∈ ω tal que fαδ
|ω\nδ

≤ h|ω\nδ
≤ gβδ

|ω\nδ
. Cambiando

la sucesión {αδ}δ<ω1
por una subsucesión cofinal, podemos suponer que existe

un n ∈ ω tal que nδ = n para todo δ < ω1. Así, fαδ
|ω\n ≤ h|ω\n ≤ gβδ

|ω\n.
Como hay una cantidad numerable de pares (fαδ

|n, gβδ
|n), restringiendo más la

sucesión podemos suponer que todos son el mismo par (s, t), y así resulta que
fαδ
≤ h ≤ gβδ

.

Pero entonces, si δ, ϵ < ω1 son distintos, tenemos que fαδ
≤ h ≤ gβϵ , y

también falphaϵ ≤ h ≤ gβδ
, pero por otra parte (fαδ

, gβδ
), (fαϵ

, gβϵ
) ∈ Y , que es

totalmente coloreado, y esto implica que existe un k tal que fαδ
(k) > gβϵ

(k) o
bien fαϵ

(k) > gβδ
(k), con lo que tenemos una contradicción.

Así pues, bajo ACA, los únicos huecos posibles son los de tipo (ℵ1,ℵ1) y los
de tipo (ℵ0, κ), con κ ≥ b. Más aún, el teorema 7.39 nos da:

Teorema 7.55 (ACA) b ≤ ℵ2.

Demostración: Si fuera ℵ2 > b, por el teorema 7.39 existiría un hueco de
tipo (ℵ2, κ), para cierto κ ≥ ℵ1, en contradicción con el teorema anterior.

Vamos a probar que en realidad ACA implica que b = ℵ2. Para ello necesi-
tamos algunos resultados previos.

Teorema 7.56 (ACA) Todo subconjunto no numerable de Pω contiene una
cadena no numerable o bien una anticadena (en el sentido de conjuntos no
comparables dos a dos por la inclusión) no numerable.

Demostración: Sea A ⊂ Pω no numerable, y sea X ⊂ N el conjunto
formado por las funciones características de los elementos de A. Definimos en
X la coloración C formada por los pares de funciones características de conjuntos
incomparables respecto de la inclusión.

Se trata de una coloración abierta, pues si (f, g) ∈ C, existen i, j ∈ ω tales
que f(i) = g(j) = 0 y f(j) = g(i) = 1, y si n > i, j, todo par (f ′, g′) ∈ X ×X
de funciones que cumplan f ′|n = f |n, g′|n = g|n cumplirá lo mismo, luego
(f ′, g′) ∈ C.

Si X tiene un subconjunto no numerable completamente coloreado, entonces
sus elementos se corresponden con una anticadena no numerable en A. Si X es
unión numerable de conjuntos totalmente no coloreados, al menos uno de ellos
será no numerable, y se corresponderá con una cadena en A.
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Teorema 7.57 Sea κ un cardinal y {fα}α<κ una sucesión en ωω tal que:

a) Cada fα : ω −→ ω es creciente.

b) La sucesión {fα}α∈ω es estrictamente creciente en el sentido de que si
α < β entonces fα ≤∗ fβ y fα ̸=∗ fβ.

c) La sucesión no está acotada en ωω.

Entonces para cada A ⊂ [κ]κ existen α, β ∈ I tales que α < β y fα ≤ fβ.

Demostración: Sea g : κ −→ A la única semejanza en su ordinal. Entonces
la sucesión {fg(α)}α<κ cumple las condiciones del enunciado, y si probamos el
teorema para ella con A = κ, se cumple también para el conjunto A dado. Así
pues, no perdemos generalidad si suponemos A = κ. Sea

S = {s ∈ ω<ω |
∨
α < κ s ⊂ fα}.

Para cada s ∈ S sea αs = mín{α < κ | s ⊂ fα} y β0 = sup{αs | s ∈ S}.
Como cf κ ≥ b ≥ ℵ1 y S es numerable, concluimos que β0 < κ. Observemos que
fαs
≤∗ fβ0

para todo s ∈ S. Sea ϕ : κ \ β0 −→ ω tal que para todo α ∈ κ \ β0
se cumpla

fβ0
|ω\ϕ(α) ≤ fα|ω\ϕ(α).

Usando de nuevo que la cofinalidad de κ no es numerable, existe un n0 ∈ ω y
X0 ⊂ κ cofinal de modo que ϕ[X0] = {n0}. Podemos partir X0 en un número
finito de subconjuntos según el valor de fα|n0 , para cada α ∈ X0. Alguno de
estos subconjuntos de X0 será cofinal en κ, luego restringiendo X0 podemos
suponer que fα|n0

= s0, para un mismo s0 ∈ n0ω independiente de α. Notemos
que la sucesión {fα}α∈X0

sigue siendo no acotada.

Veamos ahora que
∨
n ∈ ω

∧
α < κ

∧
m ∈ ω

∨
β ∈ X0(α ≤ β ∧ fβ(n) ≥ m).

En caso contrario para cada n ∈ ω existen αn < κ y mn ∈ ω tales que∧
β ∈ X0(αn ≤ β → fβ(n) < mn).

Sea γ = sup
n
αn < κ, sea f ∈ ωω definida por f(n) = mn. Entonces, para

cada β ∈ X0 tal que γ ≤ β se cumple fβ ≤ f , luego f acota a {fα}α∈X0
,

contradicción.

Sea n1 ∈ ω el menor natural que cumple∧
α < κ

∧
m ∈ ω

∨
β ∈ X0(α ≤ β ∧ fβ(n1) ≥ m).

Como todas las funciones fβ con β ∈ X0 cumplen que fβ |n0
es fijo, tiene que

ser n0 ≤ n1. La minimalidad de n1 hace que fβ(i) para i < n1 esté acotado
para β grande, es decir, existe un β1 ≥ β0 y un s1 ∈ n1ω de modo que∧

β ∈ X0(β1 ≤ β → fβ |n1
≤ s).
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De nuevo podemos partir X0 en un número finito de partes y quedarnos con
una de ellas, X1 ⊂ X0, de modo que para todo β ∈ X1 la restricción fβ |n1

= s1
sea un valor fijo independiente de β y el conjunto {fα(n1) | α ∈ X1} no esté
acotado en ω. (Aquí usamos que sólo hay un número de funciones s′ ≤ s en
n1ω.) Sea n1 ≤ n2 tal que

fαs1
|ω\n2

≤ fβ0 |ω\n2
.

Finalmente sea α∗ ∈ X1 tal que β0 < α∗ y fαs1
(n2) ≤ fα∗(n1). Veamos que

fαs1
≤ fα∗ , lo cual concluirá la prueba.

Tomamos n ∈ ω. Si n < n1 entonces fαs1
(n) = s1(n) = fα∗(n). Si, por el

contrario, n1 ≤ n < n2, entonces

fαs1
(n) ≤ fαs1

(n2) ≤ fα∗(n1) ≤ fα∗(n).

Por último, si n2 ≤ n, entonces fαs1
(n) ≤ fβ0(n) ≤ fα∗(n).

Como consecuencia:

Teorema 7.58 (ACA) b = ℵ2.

Demostración: Ya sabemos que b ≤ ℵ2. Si no se da la igualdad existe
una sucesión {fα}α<ω1

no acotada en ωω, y la podemos modificar para que
cumpla las condiciones del teorema anterior. En efecto, podemos definir una
sucesión estrictamente creciente de funciones monótonas {gα}α<ω1 como sigue:
supuesta definida {gα}α<β , con β < ω1, no puede ser no acotada, luego existe
una función gβ que las acota a todas, y modificándola adecuadamente podemos
hacer que sea creciente, que acote estrictamente a todas las funciones anteriores
y de modo que además fα ≤ gα. De este modo, la sucesión completa no está
acotada, pues si lo estuviera también lo estaría la sucesión inicial.

Para cada α < ω1 sea xα = {(n,m) ∈ ω × ω | fα(n) ≤ m}. Claramente,
se trata de una sucesión estrictamente decreciente respecto de ⊂∗. Vamos a
probar que la familia {xα | α < ω1} no contiene ni cadenas ni anticadenas no
numerables respecto de ⊂, lo que contradice al teorema 7.56.

Sea A ⊂ ω1 no numerable. Entonces {xα | α ∈ A} no puede ser una cadena
respecto de ⊂, porque si α < β, sabemos que xβ ⊂∗ xα y xβ ̸=∗ xα, luego la
única relación de inclusión que se puede dar entre xα y xβ es xβ ⊂ xα. Por lo
tanto, tendríamos que para todo α < β en A, se cumpliría xβ ⊊ xα, pero eso es
imposible, porque tomando uα ∈ xα \ xα′ , donde α′ es el siguiente de α en A,
tendríamos una cantidad no numerable de elementos de ω × ω.

Por otra parte, el teorema anterior nos da α < β en A tales que fα ≤ fβ ,
luego xβ ⊂ xα, luego {xα | α ∈ A} tampoco es una anticadena.

En particular ACA→ c ≥ ℵ2, luego el teorema 7.54 implica ahora que, bajo
ACA, no existen huecos de tipo (c, c), ni de tipo (c,ℵ1). Como hemos demostrado



7.6. Aplicaciones del axioma de las coloraciones abiertas 321

que AM + ACA es consistente, ahora podemos afirmar que AM no implica la
existencia de huecos de estos tipos. Por otra parte,

AM + ACA→ c = ℵ2,

pues c = b = ℵ2, la primera igualdad por AM y la segunda por ACA. Los
teoremas 5.49, 7.51 y 7.52 implican que ACA es consistente con t = ℵ1 (y
también con t = ℵ2, que se sigue de AM + ACA, luego ACA no determina t).
Es un problema abierto si ACA implica c = ℵ2.

Terminamos la sección con una aplicación elemental de ACA. No es difí-
cil probar que toda sucesión en R contiene una subsucesión monótona. Una
aplicación elemental del teorema anterior es la siguiente generalización de este
hecho:

Teorema 7.59 (ACA) Si X ⊂ R es un conjunto no numerable y f : X −→ R,
entonces existe Y ⊂ X no numerable tal que f |Y : Y −→ R es monótona.

Demostración: Si existe un a ∈ R tal que f−1[{a}] es no numerable,
basta tomar Y = f−1[{a}]. En caso contrario f [X] es no numerable, pues
X =

⋃
a∈f [X]

f−1[{a}] y todos los conjuntos de la unión son numerables.

Por lo tanto, eligiendo una antiimagen de cada elemento de f [X] podemos
reducir X y suponer que f es inyectiva. Para cada x ∈ X sea

qx = {y ∈ Q | y ≤ x} × {z ∈ Q | z ≤ f(x)}.

Sea Z = {qx | x ∈ X}, que es un subconjunto no numerable de P(Q × Q). Es
claro que el teorema anterior vale para subconjuntos no numerables de cualquier
PU , con U numerable, luego podemos concluir que Z tiene una cadena o una
anticadena no numerable Z ′. Sea Y = {x ∈ X | qx ∈ Z ′}, que es un subconjunto
no numerable de X. Si Z ′ es una cadena, entonces f |Y es monótona creciente,
mientras que si Z ′ es una anticadena entonces f |Y es monótona decreciente.





Capítulo VIII

La independencia del axioma
de elección

Ya hemos demostrado que si ZF es consistente, también lo es ZFC, puesto que
hemos probado la consistencia de ZF + V = L, y el axioma de constructibilidad
implica el axioma de elección. Por otra parte, en [TD 6.34] hemos probado la
consistencia de ZF + V = L(Pω) + Pω no puede ser bien ordenado, lo que
conlleva que en ZF (o incluso en ZF + ED) no es posible demostrar que Pω
(o R) admita un buen orden, y en particular no es posible demostrar el axioma
de elección.

En este capítulo vamos a exponer técnicas que nos permitirán construir mo-
delos transitivos de ZF en los que fallen diversas consecuencias del axioma de
elección, con lo que probaremos que realmente requieren AE para ser demostra-
das.

8.1 Modelos simétricos
En esta sección presentamos una técnica para construir modelos de ZF ideada

por von Neumann que no es compatible con el axioma de regularidad, pero en
la sección siguiente veremos que los argumentos que emplearemos aquí pueden
adaptarse para obtener extensiones genéricas con las mismas propiedades y en
las que sí que se cumple el axioma de regularidad. Salvo por algunas definiciones
básicas sobre grupos que introduciremos aquí y que necesitaremos después (8.4 y
8.6), el lector puede omitir los resultados de esta sección y pasar directamente a
la siguiente. La única utilidad de esta sección es que presenta más claramente las
ideas importantes del argumento, al no “mezclarlas” con la teoría de extensiones
genéricas, por lo que constituyen una buena aproximación al problema de violar
el axioma de elección.

En esta sección trabajamos en la teoría ZFCA definida en [LM 12.28] y cuya
consistencia (relativa a la consistencia de ZFC) está probada en [LM 12.29].
Vamos a recordarla brevemente:

323
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En ZFC menos el axioma de regularidad podemos definir la clase de todos
los átomos como

A = {x | x = {x}}.
Obviamente el axioma de regularidad implica que A = ∅, pero aquí vamos

a tomar como axioma que A es un conjunto (posiblemente no vacío). Además,
construimos la jerarquía

R0(A) = A, Rα+1(A) = PRα(A), Rλ(A) =
⋃
δ<λ

Rδ(A),

R(A) =
⋃
α∈Ω

Rα(A).

La teoría ZFCA es la que resulta de añadir a ZFC menos el axioma de
regularidad los axiomas “A es un conjunto” y V = R(A). Según hemos indicado,
[LM 12.29] prueba que si ZFC es consistente también lo es ZFCA + A es infinito
numerable.1

Notemos que la sucesión {Rα(A)}α∈Ω es una sucesión creciente de conjuntos
transitivos.

Lo que podemos hacer con ZFCA que no podemos hacer con ZFC es construir
automorfismos de la clase universal. Para ello definimos el conjunto ΣA de
todas las permutaciones de A, es decir, de todas las aplicaciones f : A −→ A
biyectivas, que claramente es un grupo con la operación dada por la composición
de aplicaciones.

Si f ∈ ΣA, definimos como sigue una sucesión transfinita automorfismos
fα : Rα(A) −→ Rα(A), es decir, de aplicaciones biyectivas que cumplen∧

xy ∈ Rα(A)(x ∈ y ↔ fα(x) ∈ fα(y)).

Notemos que esto equivale a que
∧
y ∈ Rα(A) fα(y) = fα[y].

Tomamos f0 = f : R0(A) −→ R0(A), que trivialmente es un automorfismo,
porque los elementos de A son átomos.

Supuesto definido el automorfismo fα, definimos fα+1 : PRα(A) −→ PRα(A)
mediante fα+1(x) = fα[x]. De este modo, si x ∈ Rα(A) ⊂ Rα+1(A), se cumple
que fα+1(x) = fα[x] = fα(x), luego fα+1 extiende a fα. Además la definición
de fα+1 puede reescribirse ahora en la forma

∧
x ∈ Rα+1(A) fα+1(x) = fα+1[x],

con lo que fα+1 es un automorfismo.

Por último, si tenemos definidas {fδ}δ<λ de modo que sean automorfismos
y cada cual extienda a los anteriores, basta definir fλ =

⋃
δ<λ

fδ, y claramente es
un automorfismo que extiende a los anteriores.

Finalmente, podemos definir f̄ =
⋃
α∈ω

fα : V −→ V , que es claramente un

automorfismo de la clase universal. Concretamente, se cumplen las propiedades
siguientes, cuya prueba dejamos a cargo del lector:

1La prueba se adapta fácilmente para probar que también es consistente que A no sea
numerable, pero sólo vamos a necesitar este caso en la práctica.
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Teorema 8.1 Sean f , g ∈ ΣA. Entonces:

a) f̄ : V −→ V biyectiva.

b)
∧
xy(x ∈ y ↔ f̄(x) ∈ f̄(y)).

c)
∧
x f̄(x) = f̄ [x].

d) f̄ |A = f .

e) 1̄ = 1 (donde el primer 1 representa a la identidad en A y el segundo es
la identidad en V ).

f) f ◦ g = f̄ ◦ ḡ.

g) f−1 = f̄−1.

En lo sucesivo escribiremos f en lugar de f̄ . En la práctica, en virtud de la
construcción precedente podemos hacer actuar cualquier f ∈ ΣA sobre cualquier
conjunto, aunque no sea un átomo.

Ejemplo Un conjunto “típico” de ZFCA es

x = {{a, {b, c}}, {{∅}, {a,∅}}},

donde a, b y c son átomos, es decir, los conjuntos de ZFCA están construidos a
partir de ∅ y de los átomos. Si f ∈ ΣA, entonces

f(x) = {{f(a), {f(b), f(c)}}, {{∅}, {f(a),∅}}}.

Podemos decir que f(x) es un conjunto construido con los mismos “planos”
que x pero con diferentes “ladrillos”.

La idea básica de la teoría que vamos a exponer aquí es que podemos “medir”
la simetría de un conjunto mediante el conjunto de elementos de ΣA que lo dejan
invariante,2 y la clase de todos los conjuntos “suficientemente simétricos”, en un
sentido que tenemos que precisar, será un modelo de ZFA, es decir, de ZFCA
sin el axioma de elección, debido a que este axioma postula la existencia de
conjuntos “poco simétricos”.

Definición 8.2 Si H es un subgrupo de ΣA y x ∈ V , definimos el grupo de
simetrías de x en H como

SimH(x) = {f ∈ H | f(x) = x}.

Es claro que SimH(x) es un subgrupo de H.
2La analogía geométrica que sugiere el uso de la palabra “simetría” en este contexto abs-

tracto es que, por ejemplo, un cuadrado es “más simétrico” que un rectángulo, porque sólo
hay cuatro isometrías que dejan invariante a un rectángulo (dos simetrías y dos giros, uno
de ellos la identidad), mientras que hay ocho isometrías que dejan invariante a un cuadrado
(cuatro simetrías y cuatro giros, contando la identidad).
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Así, un conjunto es “más simétrico” cuanto mayor es su grupo de simetrías.
Por ejemplo, dados dos átomos a y b, el par desordenado {a, b} es más simétrico
que el par ordenado (a, b), pues, como f({a, b}) = {f(a), f(b)}, el grupo de
simetrías SimG({a, b}) está formado por todas las permutaciones de G que fijan
o intercambian a y b, mientras que, como f((a, b)) = (f(a), f(b)), el grupo
SimG((a, b)) está formado únicamente por las permutaciones de G que fijan a a
y a b.

Es evidente que SimH(A) = H, por lo que A es totalmente simétrico. Lo
mismo les sucede a todos los conjuntos regulares:

Teorema 8.3 Si H es un subgrupo de ΣA y x ∈ R, entonces SimH(x) = H.

Demostración: Sea f ∈ H. Hemos de probar que f(x) = x para todo
x ∈ R. Como la relación de pertenencia está bien fundada en R podemos
probarlo por ∈-inducción. Suponemos que f(u) = u para todo u ∈ x y vemos
entonces que

f(x) = {f(u) | u ∈ x} = {u | u ∈ x} = x.

Ahora necesitamos resolver el problema siguiente: dado f ∈ ΣA y un con-
junto x, el conjunto f(x) tiene la misma estructura que x, luego es de esperar
que x y f(x) tengan grupos de simetrías similares. Concretamente, ¿cuál es la
relación entre SimH(x) y SimH(f(x))? Para responder a esta pregunta intro-
ducimos algunos conceptos más:

Definición 8.4 Si A es un conjunto y f , g ∈ ΣA, definimos el conjugado de g
por f como gf = f−1 ◦ g ◦ f .

Si G es un subgrupo de ΣA definimos el subgrupo conjugado de G por f como

Gf = {gf | g ∈ G},

que claramente es también un subgrupo de ΣA.

Teorema 8.5 Si H es un subgrupo de ΣA, f ∈ ΣA y x ∈ V, entonces

SimH(f(x)) = SimH(x)f .

Demostración: Sea g ∈ SimH(x)f . Entonces existe un u ∈ SimH(x) tal
que g = uf . Así pues, g(f(x)) = f(u(f−1(f(x)) = f(u(x)) = f(x). Esto prueba
que g ∈ SimH(x).

Recíprocamente, si g ∈ SimH(x) tenemos que g(f(x)) = f(x), de donde se
sigue que f−1(g(f(x))) = x, lo cual quiere decir que u = fgf−1 ∈ SimH(x) y,
por consiguiente g = f−1uf = uf ∈ SimH(x)f .

Ahora marcamos la frontera entre los conjuntos “suficientemente simétricos”
y los que no lo son. Para ello introducimos el concepto siguiente:

Definición 8.6 Sea H un subgrupo de ΣA. Un filtro de subgrupos de H es una
familia F de subgrupos de H tal que
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a) H ∈ F,

b) Si G ∈ F y K es un subgrupo de H tal que G ⊂ K ⊂ H, entonces K ∈ F,

c) Si G, K ∈ F, entonces G ∩K ∈ F.

Diremos que F es un filtro normal si además verifica que si K ∈ F y f ∈ H,
entonces Kf ∈ F.

La idea es que F determina una familia de subgrupos de H a los que podemos
llamar “grandes” (H es grande, todo subgrupo que contenga un subgrupo grande
es grande, etc.) Ahora definimos los conjuntos simétricos como los que tienen
un grupo de simetrías grande:

Definición 8.7 SiH es un subgrupo de ΣA y F es un filtro normal de subgrupos
de H, definimos la clase de los conjuntos simétricos (respecto de H y F) como

S = {x | SimH(x) ∈ F}.

Ejemplo Supongamos3 que A = {a, b, c}, que H = ΣA y que F = {H}.
Entonces

{{a, b}, {a, c}, {b, c}} ∈ S,

pero {a, b} /∈ S. Esto muestra que la clase S no tiene por qué ser transitiva.

En vista de este ejemplo, pasamos a considerar conjuntos hereditariamente
simétricos:

Definición 8.8 Sea H un subgrupo de ΣA y F un filtro normal de subgrupos
de H. Definimos la clase de los conjuntos hereditariamente simétricos (respecto
de H y F) como

HS = {x ∈ S | ctx ⊂ S}.

Así, los conjuntos hereditariamente simétricos son los conjuntos simétricos
tales que sus elementos son simétricos y los elementos de sus elementos son
simétricos, etc. El teorema siguiente contiene sus propiedades básicas:

Teorema 8.9 Sea H un subgrupo de ΣA y F un filtro normal de subgrupos de
H. Entonces

a) La clase HS es transitiva.

b)
∧
x(x ∈ HS ↔ x ∈ S ∧ x ⊂ HS),

c) R ⊂ HS,

d) Si f ∈ H, entonces f |HS : HS −→ HS biyectiva.
3Aunque estamos suponiendo que A es infinito, en este ejemplo lo tomamos finito por

simplicidad. Es fácil construir un ejemplo análogo con A infinito.
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Demostración: a) Si u ∈ x ∈ HS, entonces ctu ⊂ ctx ⊂ S y u ∈ ctx ⊂ S,
luego u ∈ HS.

b) Si x ∈ S ∧ x ⊂ HS, como HS es una clase transitiva, ctx ⊂ HS ⊂ S,
luego x ∈ HS. El recíproco es obvio.

c) Para probar que R ⊂ HS razonamos por ∈-inducción, suponemos que
x ∈ R cumple x ⊂ HS y hemos de probar que x ∈ HS. Por el apartado
anterior basta ver que x ∈ S, pero sabemos que SimH(x) = H ∈ F.

d) En primer lugar observamos que si x ∈ S entonces f(x) ∈ S, pues si x ∈ S
entonces SimH(x) ∈ F, luego SimH(f(x)) = SimH(x)f ∈ F por la condición de
normalidad.

Supongamos ahora que existe un conjunto x ∈ HS tal que f(x) /∈ HS.
Podemos tomar el mínimo ordinal α tal que existe un conjunto x ∈ Rα(A) en
estas condiciones. Obviamente α no puede ser un límite. Si α = 0 entonces x
es un átomo, luego f(x) también lo es. Hemos visto que f(x) ∈ S, y al ser un
átomo ct f(x) = f(x) ⊂ S, luego f(x) ∈ HS, contradicción.

Si α = β + 1 entonces x ⊂ Rβ(A) y por la minimalidad de α ha de ser
f(x) = f [x] ⊂ HS. Como f(x) ∈ S, de hecho f(x) ∈ HS, contradicción.

Con esto hemos probado que f |HS : HS −→ HS. Lo mismo vale para f−1, y
(f−1)|HS resulta ser la inversa de f |HS . Así pues, f |HS : HS −→ HS biyectiva.

Es evidente que los automorfismos de una clase transitiva conservan las fór-
mulas. Concretamente:

Teorema 8.10 Sea ϕ(x1, . . . , xn) una fórmula de Lm. Entonces en ZFCA se
demuestra que si H es un subgrupo de ΣA, F es un filtro normal de subgrupos
de H y f ∈ H, entonces∧

x1 · · ·xn ∈ HS(ϕHS(x1, . . . , xn)↔ ϕHS(f(x1), . . . , f(xn))).

Esto se prueba por inducción sobre la longitud de ϕ probando simultánea-
mente la versión correspondiente para términos, es decir,∧

x1 · · ·xn ∈ HS(f(tHS(x1, . . . , xn)) = tHS(f(x1), . . . , f(xn))).

Ahora estamos en condiciones de probar el resultado básico:

Teorema 8.11 Si H es un subgrupo de ΣA y F es un filtro normal de subgrupos
de H entonces HS es un modelo transitivo de ZFA.

Demostración: Como HS es transitivo, cumple el axioma de extensiona-
lidad.

Para comprobar el axioma del par tomamos x, y ∈ HS. Consideremos una
permutación f ∈ SimH(x) ∩ SimH(x). Claramente

f({x, y}) = {f(x), f(y)} = {x, y}.



8.1. Modelos simétricos 329

Con esto hemos probado que SimH(x) ∩ SimH(y) ⊂ SimH({x, y}), luego
SimH({x, y}) ∈ F y {x, y} ∈ S. Puesto que obviamente {x, y} ⊂ HS, tenemos,
de hecho, que {x, y} ∈ HS.

Para el axioma de la unión tomamos x ∈ HS y vamos a probar que

SimH(x) ⊂ SimH(
⋃
x).

En efecto, si f ∈ SimH(x), entonces

f(
⋃
u∈x

u
)
= f

[ ⋃
u∈x

u
]
=

⋃
u∈x

f [u] =
⋃
u∈x

f(u) =
⋃
u∈x

u.

porque, como f [x] = x, resulta que f permuta los conjuntos u ∈ x. Esto prueba
que la unión es simétrica, pero por transitividad

⋃
u∈x

u ⊂ HS, luego la unión es
hereditariamente simétrica.

Para el axioma de reemplazo consideramos una fórmula ϕ(x, y, x1, . . . , xn),
fijamos x1, . . . , xn ∈ HS y suponemos que∧

xyz ∈ HS(ϕHS(x, y) ∧ ϕHS(x, z)→ y = z).

A su vez, fijamos a ∈ HS y tenemos que probar que

b = {y ∈ HS |
∨
x ∈ a ϕHS(x, y, x1, . . . , xn)} ∈ HS.

Como b ⊂ HS, sólo hay que probar que b ∈ S. Para ello probaremos que

SimH(a) ∩ SimH(x1) ∩ · · · ∩ SimH(xn) ⊂ SimH(b).

Tomamos una permutación f en la intersección de los grupos de simetrías. Si
y ∈ b entonces existe x ∈ a tal que ϕHS(x, y, x1, . . . , xn). Por el teorema anterior
ϕHS(f(x), f(y), x1, . . . , xn) y f(x) ∈ f(a) = a, luego f(y) ∈ b. Esto prueba que
f [b] ⊂ b y el mismo razonamiento aplicado a f−1 nos da que f−1[b] ⊂ b, que
equivale a b ⊂ f [b], luego tenemos la igualdad y f ∈ SimH(b).

Como Ω ⊂ R ⊂ HS tenemos que HS cumple el axioma de infinitud.

Para probar el axioma de partes tomamos x ∈ HS y hemos de ver que
Px∩HS ∈ HS. Como Px∩HS ⊂ HS, sólo hay que probar que Px∩HS ∈ S.
Para ello basta ver que SimH(x) ⊂ SimH(Px ∩HS).

Si f ∈ SimH(x) y u ∈ Px ∩HS, entonces u ⊂ x, luego

f(u) = f [u] ⊂ f [x] = f(x) = x,

luego f(u) ∈ Px ∩HS. Con esto hemos probado que f [Px ∩HS] ⊂ PX ∩HS.
Razonando con f−1 tenemos la otra inclusión, luego f(Px ∩HS) = PX ∩HS.

Con esto tenemos que HS es un modelo de ZF. Para probar que es un
modelo de ZFA observamos primero que “x es un ordinal” es absoluto para HS.
En efecto, en ZF se demuestra que

x es un ordinal→ x es transitivo ∧ x es conexo ∧ x no contiene átomos,
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y en ZFA se demuestra también la implicación contraria (en general, un conjunto
transitivo y sin átomos está bien fundado). En particular ser un ordinal es ∆0

en ZFA. No obstante esto no nos vale porque todavía no sabemos que HS sea
un modelo de ZFA.

Ahora bien, si α es un ordinal, entonces α es un ordinalHS , porque ser un
ordinal es Π1 en cualquier caso, y si α es un ordinalHS , entonces α es (transitivo,
conexo y sin átomos)HS , luego cumple todo esto sin relativizar (porque todo es
∆0) y, como estamos trabajando en ZFCA, esto implica que α es un ordinal.

Ahora es claro que ser un ordinal límite o un ordinal sucesor también es
absoluto para HS. Seguidamente demostramos por inducción sobre α que∧

α Rα(A)
HS = Rα(A) ∩HS.

En efecto, para α = 0 relativizamos
∧
x(x ∈ R0(A) ↔ xes un átomo) y así

obtenemos
∧
x(x ∈ R0(A)

HS ↔ x ∈ A ∩HS), luego

R0(A)
HS = A ∩HS = R0(A) ∩HS.

Supuesto cierto para α, relativizamos Rα+1(A) = PRα(A), con lo que

Rα+1(A)
HS = PHSRα(A)

HS = PRα(A)
HS ∩HS

= P(Rα(A) ∩HS) ∩HS = PRα(A) ∩HS = Rα+1(A) ∩HS.

Para el caso límite relativizamos
∧
x(x ∈ Rλ(A) ↔

∨
δ < λ x ∈ Rδ(A)). El

resultado es ∧
x(x ∈ Rλ(A)HS ↔

∨
δ < λ x ∈ Rδ(A)HS).

Si suponemos que Rδ(A)HS = Rδ(A) ∩HS la conclusión es que

Rλ(A)
HS =

⋃
δ<λ

Rδ(A) ∩HS = Rλ(A) ∩HS.

Para terminar, si x ∈ HS entonces existe un α tal que x ∈ Rα(A) ∩ HS,
luego

∧
x ∈ HS

∨
α ∈ HS x ∈ Rα(A)HS , lo cual equivale a

(
∧
x
∨
α x ∈ Rα(A))HS ,

y esto es (V = R(A))HS .

En principio los átomos no tienen por qué ser simétricos, por lo que puede
ocurrir que AHS = ∅ y HS cumpla el axioma de regularidad (y entonces cumple
automáticamente el axioma de elección). A continuación veremos cómo definir
un filtro normal de subgrupos que asegure la simetría de los átomos.

Definición 8.12 Sea H un subgrupo de ΣA. Para cada B ⊂ A definimos el
estabilizador de B en H como

EstH(B) = {f ∈ H |
∧
x ∈ B f(x) = x}.
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Se comprueba inmediatamente que EstH(B) es un subgrupo de H, así como
que si f ∈ H entonces EstH(f [B]) = EstH(B)f .

Definimos el filtro de soportes finitos de H como el filtro dado por

FH = {G | G es subgrupo de H ∧
∨
B(B ⊂ A ∧ B finito ∧ EstH(B) ⊂ G)}.

Es fácil ver que FH es ciertamente un filtro normal de subgrupos de H. Para
la propiedad de la intersección se usa que, claramente,

EstH(B ∪ C) ⊂ EstH(B) ∩ EstH(C).

Respecto a este filtro, un conjunto x es simétrico si existe un conjunto finito
de átomos B tal que EstH(B) ⊂ SimH(x), es decir, si para que un automorfismo
fije a x es suficiente que fije a un cierto conjunto finito B de átomos. Se dice
entonces que B es un soporte de x.

En particular, si x es un átomo tenemos que EstH({x}) ⊂ SimH(x), luego
x ∈ S, que es tanto como decir x ∈ HS. Por consiguiente se cumple que
A ⊂ HS, y como SimH(A) = H, tenemos que A ∈ S y por tanto A ∈ HS.

Veamos finalmente el comportamiento de HS respecto al axioma de elección.
Observemos que en ZFA podemos definir el rango de un conjunto x como el
mínimo ordinal α tal que x ⊂ Rα(A), y así los conjuntos de rango 0 son ∅ y los
átomos. Con esta definición de rango, la definición de cardinal dada en [TC 5.1]
vale igualmente en ZFA, al igual que toda la teoría de cardinales desarrollada a
continuación (sin el axioma de elección). En particular, podemos considerar la
clase C de todos los cardinales.

Teorema 8.13 Supongamos que A es infinito numerable, sea H = ΣA y sea
HS el modelo simétrico construido con el filtro de soportes finitos. Sea p el
cardinal de A en HS. Entonces en HS se cumple:

a) A es infinito, pero todos sus subconjuntos son finitos o cofinitos (es decir,
de complementario finito).

b) A no tiene subconjuntos (infinitos) numerables.

c) A no puede ser totalmente ordenado.

d) Los cardinales menores que p son exactamente:

0 < 1 < 2 < 3 < 4 · · · · · · < p− 4 < p− 3 < p− 2 < p− 1,

con lo que la clase C no está ni totalmente ordenada ni bien fundada.

e) Se cumple

p < p+ 1 < p+ 2 < · · · < p+ p < p2 < p3 < · · ·

f) No se cumple p2 ≤ 2p (compárese con [TC 5.89] y la nota posterior).
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Demostración: a) Se cumple que A es infinitoHS porque ser infinito es
absoluto. Sea x ⊂ A, x ∈ HS y supongamos que no es finitoHS ni cofinitoHS ,
es decir, que no es finito ni cofinito. Sea B ⊂ A un soporte finito de x. Como x
y A \ x son infinitos, existen átomos u, v tales que u ∈ x \B y v ∈ (A \ x) \B.
Sea g ∈ ΣA la permutación que cumple g(u) = v, g(v) = u y deja fijos a los
demás átomos. Entonces g ∈ EstH(B) ⊂ SimH(x), luego g(x) = x, pero como
u ∈ x se cumple que v = g(u) ∈ g(x) = x, lo cual es una contradicción. Así
pues, x ha de ser finito o cofinito.

b) es consecuencia de a): un conjunto cuyos subconjuntos sean todos finitos
o cofinitos no puede tener subconjuntos infinitos numerables, pues un conjunto
infinito numerable se puede descomponer en unión de dos conjuntos infinitos
numerables disjuntos, y ambos serían subconjuntos infinitos no cofinitos del
conjunto de partida.

c) también se sigue de a): Si A pudiera ser totalmente ordenado por una
relación ≤, definimos B = {x ∈ A | {u ∈ A | u < x} es finito}. O bien B
o bien A \ B es finito. Podemos suponer que lo es A \ B, pues si lo fuera B
cambiaríamos la relación de orden por su inversa.

Entonces ≤ es un buen orden en B, pues si X ⊂ B es no vacío y x ∈ X,
entonces {u ∈ A | u < x} es finito, luego {u ∈ X | u ≤ x} también lo es, luego
tiene un mínimo elemento m, que también es mínimo de X.

Así pues B tiene un buen orden y A \ B también porque es finito, luego A
admite un buen orden. Ahora bien, un conjunto infinito que admite un buen
orden puede biyectarse con un ordinal infinito, y la restricción a ω de dicha
biyección nos da un subconjunto infinito numerable en A, contradicción.

d) Todo conjunto finito de átomos está en HS, por lo que A tiene (en HS)
subconjuntos de todos los cardinales finitos. Si x ⊂ A tiene cardinal n, llamemos
p− n al cardinal (en HS) de A \ x. Es fácil probar en ZF que este cardinal no
depende de la elección de x. A su vez, la notación p−n está justificada porque,
según la definición usual de suma de cardinales, se cumple (p − n) + n = p.
En particular esto prueba que p− n es infinito. Por a) sabemos que los únicos
cardinales (en HS) menores que p son los de la forma n o p − n. Falta probar
que son todos distintos y que están ordenados.

Sean n ≤ m cardinales finitos. Tomemos x ⊂ y ⊂ A de cardinales m−n y n
respectivamente. Así (A \ y)∪ (y \ x) = A \ x, luego (p−m) + n = p− (m− n).
En particular p−m ≤ p− (m− n). Con esto tenemos las desigualdades

0 < 1 < 2 < 3 < 4 · · · · · · ≤ p− 4 ≤ p− 3 ≤ p− 2 ≤ p− 1.

Basta probar que p − 1 ̸= p, pues entonces p − n ̸= p − (n − 1), ya que
sumando n − 1 contradiríamos la primera desigualdad. Ahora bien, esto es
una consecuencia de que A no tiene subconjuntos infinitos numerables. Más
concretamente, en ZF se demuestra que si A no tiene subconjuntos numerables
entonces su cardinal p ha de cumplir p ̸= p− 1, pues en caso contrario tenemos
un a ∈ A y una biyección f : A −→ A \ {a}, que nos permite definir la sucesión
a0 = a, an+1 = f(an), y es fácil probar que {an | n ∈ ω} es un subconjunto
infinito numerable de A.
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En particular la clase C no está totalmente ordenada porque p no es compa-
rable con ℵ0.

e) Las desigualdades p < p + 1 < p + 2 < · · · se deben a que si x es un
conjunto de cardinal n disjunto con A, entonces A ∪ x no puede tener subcon-
juntos infinitos numerables, luego, según hemos visto en el apartado anterior,
su cardinal p+ n cumple que p+ n− 1 < p+ n.

La desigualdad p + p ≤ p2 es general. Si se diera la igualdad existiría
f : 2× A −→ A× A biyectiva f ∈ HS. Sea B un soporte finito de f y sean v,
w ∈ A \ B dos átomos distintos. Sea f(i, u) = (v, w) y supongamos que u ̸= v
(si no sería u ̸= w y razonaríamos igual. Sea z ∈ A \B distinto de u, v, w y sea
g ∈ ΣA la permutación que intercambia v y z. Entonces g(f) = f y haciendo
actuar g sobre f(i, u) = (v, w) obtenemos que f(i, u) = (z, g(w)), luego v = z,
contradicción.

Las desigualdades p2 < p3 < · · · se demuestran mediante un argumento
similar.

f) Supongamos que existe una aplicación f : A× A −→ PA ∩HS inyectiva
tal que f ∈ HS. Sea B un soporte finito para f y sean u, v ∈ A \B dos átomos
distintos. Tomemos x = f(u, v) o x = A \ f(u, v) de modo que x sea finito.
Si u y v están ambos en x o ninguno lo está, permutándolos obtenemos que
f(u, v) = f(v, u), contradicción (porque en este caso el automorfismo que los
permuta fija a x). Si u ∈ x y v /∈ x (o viceversa) tomamos w ∈ A \ x que no
esté en B (esto es posible porque A \ x es infinito). Al permutar v y w resulta
f(u, v) = f(u,w), contradicción.

En el modelo siguiente el axioma de elección es violado de la forma más
drástica posible:

Teorema 8.14 Supongamos que A es infinito numerable y descompongámoslo
en una unión disjunta A =

⋃
n∈ω

Pn, de pares Pn = {an, bn} con an ̸= bn.

Consideremos el grupo H = {f ∈ ΣA |
∧
n ∈ ω f(Pn) = Pn} y sea HS

el modelo simétrico formado con el correspondiente filtro de soportes finitos.
Entonces en HS se cumple que P = {Pn | n ∈ ω} es una familia numerable de
pares desordenados que no tiene función de elección. En particular A es una
unión numerable de conjuntos de cardinal 2, pero no es numerable.

Demostración: Todos los pares Pn son simétricos por la definición de H.
Como Pn ⊂ A ⊂ HS, de hecho Pn ∈ HS. Sea f : ω −→ P dada por f(n) = Pn.
La aplicación f no es sino el conjunto f = {(n, Pn) | n ∈ ω}, y si g ∈ H se
cumple que g(f) = {(g(n), g(Pn)) | n ∈ ω} = f , pues g fija tanto a los números
naturales como a los pares Pn. Así pues f ∈ S y, como HS es un modelo de
ZF, es cerrado para pares ordenados, de modo que f ⊂ HS y concluimos que
f ∈ HS. Así mismo, como el rango es un concepto absoluto, P , que es el rango
de f , está en HS. Con esto no sólo hemos probado que P ∈ HS sino que, de
hecho, P es numerableHS .

Supongamos que P tuviera una función de elección h ∈ HS, es decir, su-
ponemos que h : P −→ A cumple que h(Pn) ∈ Pn. Sea B un soporte finito
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para h y tomemos un n ∈ ω tal que an, bn /∈ B. Sea g la permutación que
intercambia an con bn. Es claro que g ∈ H y g(h) = h. Ahora bien, si, por
ejemplo, h(Pn) = an, al aplicar g obtenemos que g(h)(g(Pn)) = g(an), es decir,
h(Pn) = bn, contradicción, e igualmente si h(Pn) = bn. En consecuencia no
existe tal h.

Notemos que si A fuera numerable tendría un buen orden que determinaría
una función de elección sobre P .

No damos más ejemplos, ni incidimos más en las consecuencias de los que
hemos dado, porque en la sección siguiente podremos obtener las mismas con-
clusiones sin negar el axioma de regularidad.

8.2 Extensiones simétricas
Veamos ahora cómo modificar la teoría de extensiones genéricas para obtener

modelos en los que falle el axioma de elección y en los que se pueden adaptar
los argumentos de la sección anterior, pero sin excluir al axioma de regularidad.
Trabajamos en ZFC.

La idea básica es sustituir ΣA por el conjunto AutP de los automorfismos
de un c.p.o. P, que claramente es un subgrupo del grupo simétrico ΣP. Igual
que en ZFCA hemos probado que los elementos de ΣA inducen automorfismos
de la clase universal, ahora tenemos que cada elemento f ∈ AutP determina
una biyección f : V P −→ V P.

Antes de entrar en la teoría propiamente dicha mostraremos un ejemplo
simple en el que se ilustra cómo con estos elementos podemos aprovechar los
argumentos empleados en la sección anterior (aunque en este ejemplo sólo lo
haremos parcialmente, sin necesidad de considerar grupos de simetrías).

Sabemos que si V = L entonces x ⊴ y es una fórmula con x e y como
únicas variables libres que ordena bien a la clase universal, en particular a Pω,
es decir, tenemos un criterio explícito (que no es lo mismo que verificable en
casos concretos) que establece cuándo un subconjunto de ω es menor que otro,
de modo que el orden así definido es, de hecho, un buen orden.

Ahora probaremos que es consistente con ZFC que ninguna fórmula ϕ(x, y)
con x e y como únicas variable libres determine un buen orden en Pω. Esto
no contradice al axioma de elección: éste implica que existe una relación R que
ordena bien Pω, pero la fórmula x R y tiene tres variables libres, que es tanto
como decir que no tenemos ninguna definición explícita de R.

Teorema 8.15 Si ZFC es consistente también lo es ZFC +Pω no puede ser
bien ordenado por una fórmula.

Demostración: Más concretamente, queremos probar que es consistente
añadir a ZFC los infinitos axiomas de la forma

{(x, y) ∈ Pω × Pω | ϕ(x, y)} no es un buen orden en Pω,

para toda fórmula ϕ(x, y).
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Fijemos un modelo transitivo numerable M de ZFC + V = L y consideremos
el c.p.o. P = Fn(ω × ω, 2,ℵ0). Sea G un filtro genérico y supongamos que una
fórmula ϕ(x, y) ordena bien Pω en M [G].

Consideremos la función genérica fG =
⋃
p∈G

p : ω×ω −→ 2. Para cada i ∈ ω

definimos
ai = {n ∈ ω | fG(i, n) = 1} ∈ (Pω)M [G].

Sea A = {ai | i ∈ ω} ∈M [G]. El conjunto A va a desempeñar el papel que en
la sección anterior desempeñaba el conjunto de átomos. Así, hemos sustituido
los átomos por conjuntos genéricos. Definimos

σi = {(ň, p) | p ∈ P ∧ (i, n, 1) ∈ p} ∈MP,

σ = {(σi, 1l) | i ∈ ω} ∈MP.

Claramente ai = σiG y A = σG. Veamos que si i, j ∈ ω, i ̸= j, entonces

1l ⊩ σi ̸= σj .

En efecto, dado cualquier filtro genérico H, el conjunto

Dij = {p ∈ P |
∨
n ∈ ω ((i, n), (j, n) ∈ Dp ∧ p(i, n) ̸= p(j, n))} ∈M

es denso en P, luego H ∩ Dij ̸= ∅ y esto se traduce en que σiH y σjH se
diferencian en un elemento n (que está en uno y no en otro).

Volviendo a M [G], estamos suponiendo que R = {(x, y) ∈ Pω×Pω | ϕ(x, y)}
es un buen orden en Pω (en M [G]), luego el conjunto A ∈M [G] debe tener un
mínimo, digamos ai. Existe una condición p ∈ P tal que

p ⊩
∨
R(R = {(x, y) ∈ Pω×Pω | ϕ(x, y)} ∧ R bien ordena Pω ∧

∧
z ∈ σ σiRz).

Como Dp ⊂ ω × ω es finito, podemos encontrar un j ̸= i que no apa-
rezca como primera componente en ninguno de sus pares. Sea g : ω −→ ω
la permutación que intercambia i con j y fija a los demás números. Sea f :
P −→ P la aplicación dada por f(r) = {(g(u), v, w) | (u, v, w) ∈ r}, es decir, f
intercambia i por j en las primeras componentes de los dominios de las condi-
ciones. Es claro que f : P −→ P es una semejanza. Además ¬p ⊥ f(p), pues los
únicos pares en los que f(p) se diferencia de p empiezan por j, luego no están
en el dominio de p.

También es inmediato que f(σi) = σj , f(σj) = σi y f(σk) = σk cuando
i ̸= k ̸= j. Esto implica a su vez que f(σ) = σ. Así pues, el teorema 4.37 nos
da que

f(p) ⊩
∨
R(R = {(x, y) ∈ Pω × Pω | ϕ(x, y)}

∧ R bien ordena Pω ∧
∧
z ∈ σ σj R z).

Sea q ≤ p ∧ q ≤ f(p) y sea H un filtro genérico con q ∈ H. Tenemos que en
M [H] la relación R = {(x, y) ∈ Pω × Pω | ϕ(x, y)} es un buen orden en Pω tal
que σiG R σjG ∧ σjG R σiG, pero esto implica que σiG = σjG, cuando por otra
parte 1l ⊩ σi ̸= σj , contradicción.

Veamos ahora cómo construir modelos en los que falle el axioma de elección:
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Definición 8.16 Sea P un c.p.o. y sea H un subgrupo de Aut(P). Para cada
σ ∈ V P, definimos el grupo de simetrías de σ en H como el conjunto

SimH(σ) = {h ∈ H | h(σ) = σ}.

Claramente SimH(σ) es un subgrupo de H y para todo conjunto x se cum-
ple que SimH(x̌) = H. Un argumento formalmente idéntico a la prueba del
teorema 8.5 nos da que si f ∈ AutP entonces SimH(f(σ)) = SimH(σ)f .

Si F es un filtro normal de subgrupos de H (definición 8.6), diremos que σ
es simétrico (respecto a H y F) si SimH(σ) ∈ F.

Diremos que σ es hereditariamente simétrico (respecto de H y F) si σ es
simétrico y todo π ∈ Dσ es hereditariamente simétrico. (Es fácil justificar la
validez de esta definición definiendo recurrentemente la función característica
de los P-nombres hereditariamente simétricos.) Llamaremos SV P a la clase de
todos los P-nombres hereditariamente simétricos.

Una simple inducción prueba que
∧
x x̌ ∈ SV P .

Si M es un modelo transitivo de ZF y P ∈M , llamaremos SMP = SV P ∩M
a la clase de todos los P-nombres σ ∈MP hereditariamente simétricosM .

Si G es un filtro P-genérico sobre M definimos la extensión simétrica

SM [G] = {τG | τ ∈ SMP}.

A los elementos de SM [G], es decir, los elementos de M [G] que admiten un
nombre hereditariamente simétrico, los llamaremos conjuntos simétricos.

Hemos de probar que las extensiones simétricas son modelos transitivos
de ZF. Empezamos probando que los automorfismos de P permutan los nombres
hereditariamente simétricos:

Teorema 8.17 Sea P un c.p.o., sea H un subgrupo de AutP, sea F un filtro
normal de subgrupos de H y sea g ∈ H. Entonces g|SV P : SV P −→ SV P

biyectiva.

Demostración: Veamos que
∧
σ ∈ SV P g(σ) ∈ SV P por ∈-inducción. Lo

suponemos cierto para los nombres en la clausura transitiva de σ, con lo que
Dg(σ) ⊂ SV P. Por otra parte, SimH(g(σ)) = SimH(σ)g ∈ F, luego g(σ) es
simétrico y, por consiguiente, hereditariamente simétrico.

Esto prueba que g|SV P : SV P −→ SV P. Ciertamente la restricción es inyec-
tiva porque g lo es. Además es suprayectiva, pues si σ ∈ SV P, su antiimagen
por g es g−1(σ), que está en SV P por la parte ya probada.

En particular, si M es un modelo transitivo de ZFC y P, H, F ∈M cumplen
(en M) las condiciones del teorema anterior y g ∈ H, por la versión relativizada
del teorema concluimos que g|SMP : SMP −→ SMP biyectiva.
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Teorema 8.18 Sea M un modelo transitivo de ZFC, sea P ∈M un c.p.o., sea
H ∈M un subgrupo de AutM P y F ∈M un filtro normalM de subgrupos de H.
Sea G un filtro P-genérico sobre M . Entonces M ⊂ SM [G] ⊂M [G] y SM [G] es
un modelo transitivo de ZF salvo a lo sumo los axiomas de reemplazo y partes.

Demostración: Si x ∈ M entonces x̌ ∈ SMP, luego x = x̌G ∈ SM [G]. la
inclusión SM [G] ⊂M [G] es obvia.

Si u ∈ v ∈ SM [G], entonces v = τG con τ ∈ SMP. Por consiguiente u = σG,
con σ en el dominio de τ , luego σ ∈ SMP. Así pues, u = σG ∈ SM [G].

Esto prueba que SM [G] es transitivo, con lo que cumple el axioma de ex-
tensionalidad. El axioma de regularidad se cumple en cualquier clase.

Veamos el axioma del par. Sean x, y ∈ SM [G]. Entonces x = σG, y = τG,
con σ, τ ∈ SMP. Sea ρ = pd(σ, τ) = {(σ, 1l), (τ, 1l)}.

Tenemos que SimH(σ), SimH(τ) ∈ F y claramente

SimH(σ) ∩ SimH(τ) ≤ SimH(ρ).

Por lo tanto ρ es simétrico. Como su dominio está formado por los nombres
hereditariamente simétricos σ y τ , de hecho ρ ∈ SMP, luego concluimos que
{x, y} = ρG ∈ SM [G].

Ahora comprobamos el axioma de la unión. Tomemos x ∈ SM [G], de modo
que x = σG con σ ∈ SMP. En la prueba de 4.19 vimos que

π = {(ρ, p) | p ∈ P ∧
∨
τqr((τ, q) ∈ σ ∧ (ρ, r) ∈ τ ∧ p ≤ r ∧ p ≤ q)} ∈MP.

cumple πG =
⋃
y∈x

y. Basta probar que π ∈ SMP.

Si ρ ∈ Dπ, existe τ ∈ Dσ tal que ρ ∈ Dτ . Entonces τ ∈ SMP, porque σ
es hereditariamente simétrico, luego también ρ ∈ SMP. Falta probar que π es
simétrico, para lo cual basta a su vez comprobar que SimH(σ) ≤ SimH(π).

Si g ∈ SimH(σ), sea (ρ, p) ∈ π y sean τ , q, r tales que

(τ, q) ∈ σ ∧ (ρ, r) ∈ τ ∧ p ≤ r ∧ p ≤ q.

Entonces

(g(τ), g(q)) ∈ g(σ) ∧ (g(ρ), g(r)) ∈ g(τ) ∧ g(p) ≤ g(r) ∧ g(p) ≤ g(q),

de donde se sigue que (g(ρ), g(p)) ∈ π, es decir, g(π) ⊂ π. Aplicando esto a g−1

concluimos que g−1(π) ⊂ π, luego π ⊂ g(π) y tenemos la igualdad. Esto prueba
que g ∈ SimH(π).

El axioma de infinitud se sigue de que ω ∈M ⊂ SM [G].

Demostrar que SM [G] satisface los axiomas de reemplazo y partes presenta
la misma dificultad que en el caso de M [G], pero afortunadamente el trabajo
que ya hemos hecho para el caso de M [G] simplifica el necesario para SM [G]:
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Definición 8.19 Si B es un álgebra de Boole completa, H es un subgrupo de
AutB y F es un filtro normal de subgrupos deH, para cada fórmula ϕ(x1, . . . , xn)
sin descriptores y nombres σ1, . . . , σn ∈ SV B, definimos como sigue el valor boo-
leano simétrico ∥ϕ(σ1, . . . , σn)∥S :

a) ∥σ = τ∥S = ∥σ = τ∥ y ∥σ ∈ τ∥S = ∥σ ∈ τ∥.

b) ∥¬ϕ∥S ≡ ∥ϕ∥′S ,

c) ∥ϕ→ ψ∥S ≡ ∥ϕ∥S → ∥ψ∥S ,

d) ∥
∧
xϕ∥S ≡

∧
σ∈SV B

∥ϕ(σ)∥S .

Si comparamos con la definición 4.26, hay una diferencia, y es que en el apar-
tado d), donde el ínfimo se toma para B-nombres hereditariamente simétricos.

Claramente ∥ϕ∥S cumple las propiedades análogas e), f), g), h) enunciadas
tras la definición 4.26. El teorema 4.25 es trivial para ∥σ = τ∥S y ∥σ ∈ τ∥S ,
pues sólo consiste en restringir a nombres hereditariamente simétricos lo que el
teorema fundamental afirma para nombres cualesquiera. Ahora la demostración
del teorema fundamental 4.27 se adapta mínimamente para probar:

Teorema 8.20 Sea ϕ(x1, . . . , xn) una fórmula4 con a lo sumo las variables li-
bres indicadas. Sea M un modelo transitivo de ZF, sea B un álgebra de Boole
completaM , sea H ∈ M un subgrupo de AutB, sea F ∈ M un filtro normal de
subgrupos de H, sean σ1, . . . , σn ∈ SMB y sea G un ultrafiltro B-genérico sobre
M . Entonces

ϕSM [G](σ1G, . . . , σnG)↔ ∥ϕ(σ1, . . . , σn)∥MS ∈ G.

El paso siguiente es generalizar este teorema a c.p.o.s arbitrarios. Para ello
observamos que si P es un c.p.o., e i : P −→ B = R(P) es su compleción, para
cada f ∈ AutP, el teorema [TC 7.49] aplicado a la inmersión densa f ◦ i nos da
la existencia de un único automorfismo f∗ que hace conmutativo el diagrama
siguiente:

B
f∗
// B

P

i

OO

f
// P

i

OO

Tenemos así una aplicación AutP −→ AutB, y la unicidad de la extensión
implica5 que (f ◦ g)∗ = f∗ ◦ g∗. De aquí se sigue fácilmente que si H es un
subgrupo de AutP y llamamos H∗ = {f∗ | f ∈ H}, entonces H∗ es un subgrupo
de AutB, y si F es un filtro normal de subgrupos de H y F∗ = {G∗ | G ∈ F},
entonces F∗ es un filtro normal de subgrupos de H∗.

4En principio sin descriptores, pero luego eliminaremos esta restricción.
5Esto significa que f 7→ f∗ es un homomorfismo de grupos.
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Más aún, si σ ∈ V P y f ∈ AutP, tenemos que f∗(i(σ)) = i(f(σ)), de donde
se sigue inmediatamente que SimH(σ)∗ ⊂ SimH∗(i(σ)), luego SimH(σ) ∈ F

implica que SimH∗(i(σ)) ∈ F∗, y de aquí que si σ ∈ SV P, entonces i(σ) ∈ SV B.

Así pues, tenemos que i : V P −→ V B se restringe a i : SV P −→ SV B.

Por otra parte, consideramos la definición de i−1(σ) dada justo antes del
teorema 4.34 y observamos que si σ ∈ V B y f ∈ AutP, se cumple

f(i−1(σ)) = i−1(f∗(σ)).

En efecto, razonando por ∈-inducción, puesto que

i−1(σ) = {(i−1(τ), p) |
∨
q ∈ B ((τ, q) ∈ σ ∧ i(p) ≤ q)},

tenemos que

f(i−1(σ)) = {(i−1(f∗(τ)), f(p)) |
∨
q ∈ B ((τ, q) ∈ σ ∧ i(p) ≤ q)},

mientras que

i−1(f∗(σ)) = {(i−1(τ), p) |
∨
q ∈ B ((τ, q) ∈ f∗(σ) ∧ i(p) ≤ q)}.

Ahora es pura rutina comprobar la doble inclusión.6

Por consiguiente, SimH∗(σ) ⊂ SimH(i−1(σ))∗, de donde se sigue inmediata-
mente que si σ ∈ SV B, entonces i−1(σ) ∈ SV P.

En definitiva, tenemos i : SV P −→ SV B, i−1 : SV B −→ SV P. El teo-
rema 4.34 implica ahora trivialmente:

Teorema 8.21 Sea M un modelo transitivo de ZFC, sea P ∈M un c.p.o. y sea
i : P −→ B la inmersión en su compleciónM . Sea H un subgrupo de AutM P, sea
F un filtro normalM de subgrupos de H y consideremos el subgrupo H∗ ⊂ AutB
y el filtro F∗. Sea G∗ un ultrafiltro B-genérico sobre M y sea G = i−1[G∗].
Entonces SM [G] = SM [G∗].

Demostración: En efecto, si x ∈ SM [G] entonces x = σG, con σ ∈ SMP,
luego por 4.34 tenemos que x = i(σ)G∗ , y hemos visto que i(σ) ∈ SMB, luego
x ∈ SM [G∗]. Igualmente se prueba la otra inclusión.

Ahora adaptamos la definición 4.38:
6En efecto, si (i−1(f∗(τ)), f(p)) ∈ f(i−1(σ)), entonces

f∗(q) ∈ B ∧ (f∗(τ), f∗(q)) ∈ f∗(σ) ∧ i(f(p)) = f∗(i(p)) ≤ f∗(q),

y esto prueba que (i−1(f∗(τ)), f(p)) ∈ i−1(f∗(σ)).

A su vez, si (i−1(τ), p) = (i−1(f∗((f∗)−1(τ)), f(f−1(p))) ∈ i−1(f∗(σ)), entonces

(f∗)−1(q) ∈ B ∧ ((f∗)−1(τ), (f∗)−1(q)) ∈ σ ∧ i(f−1(p)) = (f∗)−1(i(p)) ≤ (f∗)−1(q),

y esto prueba que (i−1(τ), p) ∈ f(i−1(σ)).
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Definición 8.22 Sea P un c.p.o., sea i : P −→ R(P) la inmersión densa en su
compleción, sea p ∈ P y sean σ1, . . . , σn ∈ SV P. Definimos

p
S
⊩ ϕ(σ1, . . . , σn) ≡ i(p) ≤ ∥ϕ(i(σ1), . . . , i(σn))∥S .

También podemos definir ∗⊩S como en 4.35 cambiando M [G] por SM [G],
los análogos de 4.36 y 4.37 b) se demuestran sin dificultad y con ello obtenemos
finalmente el teorema fundamental:

Teorema 8.23 Sea ϕ(x1, . . . , xn) una fórmula con a lo sumo las variables libres
indicadas. Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, sea P ∈M un c.p.o.,
sea H ∈M un subgrupo de AutM P, sea F ∈M un filtro normalM de subgrupos
de H, y σ1, . . . , σn ∈ SMP.

a) Si p ∈ P entonces (p
S
⊩ ϕ(σ1, . . . , σn))

M si y sólo si para todo filtro P-
genérico sobre M con p ∈ G se cumple ϕSM [G](σ1G, . . . , σnG).

b) Si G es un filtro P-genérico sobre M entonces

ϕSM [G](σ1G, . . . , σnG)↔
∨
p ∈ G (p

S
⊩ ϕ(σ1, . . . , σn))

M .

En principio el teorema vale para fórmulas sin descriptores, pero ahora es
inmediato que si ϕ y ψ son fórmulas sin descriptores equivalentes en ZF menos
reemplazo y partes, entonces 1l

S
⊩ (ϕ ↔ ψ) (donde las variables se sustituyen

por nombres de SV P), lo que permite definir p
S
⊩ ϕ y ∥ϕ∥S para fórmulas con

descriptores y generalizar los resultados a fórmulas arbitrarias.

Seguidamente demostramos el caso particular de 4.39 que realmente vamos
a necesitar:

Teorema 8.24 Sea P un c.p.o., sea H un subgrupo de AutP, sea F un fil-
tro normal de subgrupos de H y sea f ∈ H. Si ϕ(x1, . . . , xn) es una fórmula
metamatemática y σ1, . . . , σn ∈ SV P, entonces

p
S
⊩ ϕ(σ1, . . . , σn)↔ f(p)

S
⊩ ϕ(f(σ1), . . . , f(σn)).

Demostración: Por el teorema de reflexión basta probar la relativización
del teorema a un modelo transitivo numerable M . Suponemos, pues, que todos
los datos del enunciado están enM y que (p

S
⊩ ϕ(σ1, . . . , σn))

M . Si G es un filtro
P-genérico sobre M tal que f(p) ∈ G, entonces por 4.34 sabemos que f−1[G] es
un filtro P-genérico sobre M tal que M [f−1[G]] = M [G], y además, para todo
σ ∈ SMP, se cumple σf−1[G] = f(σ)G. Esto implica que SM [G] = SM [f−1[G]].

Por otra parte, p ∈ f−1[G], luego ϕSM [f−1[G]]((σ1)f−1[G], . . . , (σn)f−1[G]),
pero esto es lo mismo que ϕSM [G](σ1G, . . . , σnG), luego podemos concluir que
f(p)

S
⊩ ϕ(f(σ1), . . . , f(σn)). La inclusión contraria se obtiene aplicando la parte

ya probada a f−1.

Con el teorema siguiente completamos la teoría básica sobre extensiones
simétricas:
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Teorema 8.25 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, sea P ∈M un
c.p.o., sea H ∈ M un subgrupo de AutM P, sea F ∈ M un filtro normalM de
subgrupos de H y sea G un filtro P-genérico sobre M . Entonces SM [G] es un
modelo transitivo numerable de ZF.

Demostración: La prueba es análoga a la de 4.22. Sólo hay que compro-
bar en añadidura que ciertos P-nombres son hereditariamente simétricos. Para
probar el axioma de reemplazo partimos de una fórmula ϕ(x, y, x1, . . . , xn) y
de conjuntos σ1G, . . . , σnG, σG ∈ SM [G] como en 4.22. Construimos S ⊂ SMP

igual que allí pero ahora completamos la construcción como sigue: definimos

S′
0 = S ∧

∧
n ∈ ω S′

n+1 =
⋃
g∈H

g[S′
n] ∧ S′ =

⋃
n∈ω

S′
n.

De este modo S′ ∈M cumple lo mismo que S (porque lo contiene) y además∧
g ∈ H g[S′] = S′. Definimos

ρ = {(µ, p) | µ ∈ S′ ∧ p ∈ P ∧
∨
π ∈ Dσ p

S
⊩ (π ∈ σ ∧ ϕ(π, µ))}.

Basta comprobar que ρ ∈ SMP. El resto de la prueba es idéntico a 4.22.
Como S′ ⊂ SMP, tenemos que el dominio de ρ está contenido en SMP, luego
sólo hemos de ver que ρ es simétrico. Para ello bastará probar que

SimH(σ1) ∩ · · · ∩ SimH(σn) ∩ SimH(σ) ⊂ SimH(ρ).

Tomamos g en el grupo de la izquierda. Si (µ, p) ∈ ρ, sea π ∈ Dσ tal que

p
S
⊩ (π ∈ σ ∧ ϕ(π, µ, σ1, . . . , σn)).

Entonces g(π) ∈ D(g(σ) = Dσ, g(µ) ∈ g[S′] = S′ y por el teorema anterior

g(p)
S
⊩ (g(π) ∈ σ ∧ ϕ(g(π), g(µ), σ1, . . . , σn)).

Esto prueba que (g(µ), g(p)) ∈ ρ. Por consiguiente g(ρ) ⊂ ρ y razonando
con g−1 obtenemos la igualdad.

Para probar el axioma de partes tomamos σG ∈ SM [G] y definimos

S = {µ ∈ SMP | Dµ ⊂ Dσ} ∈M, ρ = S × {1l} ∈MP.

Es fácil ver que SimH(σ) ⊂ SimH(ρ), de donde se sigue que ρ ∈ SMP.
Siguiendo el argumento de 4.22, tomamos τG ⊂ σG y definimos

µ = {(π, p) | π ∈ Dσ ∧ p
S
⊩ π ∈ τ}.

Se cumple que µ ∈ SMP porque SimH(σ) ∩ SimH(τ) ⊂ SimH(µ). Por lo
tanto µ ∈ S y el argumento de 4.22 vale igualmente.

Ahora es claro que si ϕ es un teorema de ZF, entonces 1l
S
⊩ ϕ.
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8.3 Ejemplos de extensiones simétricas

En la sección 8.1 considerábamos filtros de subgrupos definidos mediante
el concepto de soporte. Vamos a ver que es posible hacer algo análogo con
extensiones simétricas:

Definición 8.26 Sea X un conjunto y P = Fn(X × ω, 2,ℵ0). Sea H un sub-
grupo del grupo de permutaciones ΣMX . Para cada g ∈ H definimos g∗ : P −→ P
mediante

g∗(p) = {(g(x),m, r) | (x,m, r) ∈ p}.

Es fácil ver que g∗ ∈ AutP, así como que∧
gh ∈ H (g ◦ h)∗ = g∗ ◦ h∗ ∧

∧
g ∈ H (g−1)∗ = (g∗)−1.

Además la identidad en X induce la identidad en P. Esto se traduce en que
H∗ = {g∗ | g ∈ H} es un subgrupo de AutP.

Por consiguiente, cada g ∈ H puede identificarse con el automorfismo g∗ de
AutP y, por ello, en lo sucesivo escribiremos7 g en lugar de g∗ y haremos actuar
indistintamente sus elementos sobre elementos de X, condiciones o P-nombres.

Si B ⊂ X, llamaremos

EstH(B) = {h ∈ H |
∧
n ∈ B h(n) = n}.

Claramente EstH(B) es un subgrupo de H. Definimos el filtro de los soportes
finitos en H como

F = {K | K es subgrupo de H ∧
∨
B ∈ PX(Bfinito ∧ EstH(B) ⊂ K)}.

Se comprueba fácilmente que F es un subgrupo normal de subgrupos de H.

Ahora relativizamos todo esto a un modelo transitivo numerable M de ZFC:
tomamos X ∈ M , con lo que P ∈ M . Fijamos un subgrupo H ⊂ AutP tal
que H ∈ M y consideramos FM ∈ M . Si G es un filtro P-genérico sobre M ,
podemos considerar la extensión simétrica SM [G] determinada por H y FM .
Sea fG : X × ω −→ 2 la función genérica. Para cada x ∈ X sean

sx = {n ∈ ω | fG(x, n) = 1} ∈M [G],

σx = {(ň, p) | p ∈ P ∧ (x, n, 1) ∈ p} ∈MP.

Claramente σxG = sx y si g ∈ H entonces g(σx) = σg(x). En consecuencia
EstH({x}) ⊂ SimH(σx), por lo que cada σx es simétrico, y como los nombres ň
son hereditariamente simétricos, concluimos que σx ∈ SMP y sx ∈ SM [G].

A los conjuntos sx los llamaremos conjuntos genéricos simétricos y los nom-
bres σx serán los nombres canónicos de los conjuntos genéricos simétricos.

7Notemos que la aplicación g 7→ g∗ es un isomorfismo de grupos entre H y H∗.
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Es fácil probar que si x, y ∈ A cumplen a ̸= b, entonces el conjunto

Dxy = {p ∈ P |
∨
n((x, n), (y, n) ∈ Dp ∧ p(x, n) ̸= p(y, n))} ∈M

es denso en P, de donde se sigue que todo filtro genérico G ha de cortarlo, y
esto a su vez implica que sx ̸= sy. Así pues, 1l

S
⊩ σx ̸= σy.

El teorema siguiente se corresponde con los primeros apartados de 8.13.

Teorema 8.27 Si ZFC es consistente, también lo es ZF más la existencia de un
conjunto infinito A ⊂ Pω sin subconjuntos infinitos numerables. En particular
A no puede ser bien ordenado y, por consiguiente, Pω tampoco.

Demostración: Partimos de un modelo transitivo numerable M de ZFC,
consideramos P = Fn(ω × ω, 2,ℵ0), H = ΣMω , G un filtro P-genérico sobre M y
N = SM [G] la extensión simétrica determinada por el filtro de soportes finitos.

Sea A = {sn | n ∈ ω} el conjunto de los conjuntos genéricos simétricos
definido en las consideraciones previas a este teorema. Se cumple que A ∈ N
porque tiene por nombre a σ = {(σn, 1l) | n ∈ ω} y SimH(σ) = H (ya que los
automorfismos de H permutan los nombres canónicos σn).

Veamos que A cumple lo pedido en el modelo N . Ciertamente A ⊂ Pω y es
infinitoN porque ser infinito es absoluto. Ahora hemos de probar que no existe
f : ω −→ A inyectiva tal que f ∈ N . Si existiera sería f = τG, para un cierto
τ ∈ SMP. Sea B ⊂ ω finito tal que EstH(B) ⊂ SimH(τ).

Tomamos i ∈ ω \ B tal que si ∈ f [ω] y n ∈ ω tal que f(n) = si. Sea p ∈ G
tal que

p
S
⊩ (τ : ω −→ σ inyectiva ∧ τ(ň) = σi).

Sea j ∈ ω tal que j /∈ B, j ̸= i y que no figure como primera componente
de un par en el dominio de p. Sea g ∈ H la permutación que intercambia i con
j y deja fijos a los demás números. Entonces g ∈ EstH(B) ⊂ SimH(τ), luego
g(τ) = τ y también g(σ) = σ, g(ň) = ň y, según las observaciones previas al
teorema, g(σi) = σj . Por consiguiente

g(p)
S
⊩ (τ : ω −→ σ inyectiva ∧ τ(ň) = σj).

Además p y g(p) son compatibles, ya que los únicos pares en los que discrepan
empiezan por i o j, pero en el dominio de p no hay pares que empieces por j
y el el dominio de g(p) no hay pares que empiecen por i. Sea r ∈ P tal que
r ≤ p ∧ r ≤ g(p). Así

r
S
⊩ (τ : ω −→ σ inyectiva ∧ τ(ň) = σi ∧ τ(ň) = σj).

Por consiguiente r
S
⊩ σi = σj , en contradicción con que 1l

S
⊩ σi ̸= σj .

Conviene reflexionar sobre la prueba que acabamos de ver. Bajo el supuesto
de que A tiene un subconjunto numerable determinamos un σi mediante una
propiedad que lo caracteriza en términos de nombres τ y ň; fijamos una condi-
ción p que fuerce esta propiedad y construimos un automorfismo g que mantenga
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los parámetros ň y τ , pero transforme σi en un σj . El punto más delicado es que
p y g(p) han de resultar compatibles, pues entonces una extensión común fuerza
que σi y σj cumplan una misma propiedad que supuestamente caracteriza a un
único conjunto genérico, y así tenemos la contradicción. Garantizar la compa-
tibilidad de p y g(p) nos ha obligado a elegir j después de haber fijado p. Si el
lector intenta demostrar los apartados siguientes del teorema 8.13 se encontrará
con que necesitaría permutar dos nombres σi y σj elegidos antes de determi-
nar la condición p, y no después, pero entonces ya no es posible garantizar la
compatibilidad de p y g(p), y el argumento se viene abajo. Esto no es casual.
De hecho Pω (y en particular A), sí que puede ser totalmente ordenado en N
(puede biyectarse con el conjunto de los números reales sin necesidad del axioma
de elección, y el orden total de R se traslada así a Pω).

La conclusión es que para adaptar las pruebas de consistencia en ZFA no
podemos en general sustituir los átomos por subconjuntos de ω. A continuación
veremos que todo funciona bien si usamos subconjuntos de subconjuntos de ω.
Como el resto de 8.13 es un poco más complejo, veremos primero la versión del
teorema 8.14.

Teorema 8.28 Si ZFC es consistente, también lo es ZF más la existencia de
una familia numerable de pares desordenados que no tiene funciones de elección.

Demostración: Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC y sea
P = Fn(2×ω×ω×ω, 2,ℵ0). Sea G un filtro P-genérico sobre M y consideremos
la función genérica fG : 2× ω × ω × ω −→ 2. Sean

anm = {i ∈ ω | fG(0, n,m, i) = 1} ∈M [G],

bnm = {i ∈ ω | fG(1, n,m, i) = 1} ∈M [G],

an = {anm | m ∈ ω} ∈M [G],

bn = {bnm | m ∈ ω} ∈M [G],

Pn = {an, bn} ∈M [G],

P = {Pn | n ∈ ω} ∈M [G],

σnm = {(̌ı, p) | i ∈ ω ∧ p ∈ P ∧ (0, n,m, i, 1) ∈ p} ∈MP,

τnm = {(̌ı, p) | i ∈ ω ∧ p ∈ P ∧ (1, n,m, i, 1) ∈ p} ∈MP,

σn = {(σnm, 1l) | m ∈ ω} ∈MP,

τn = {(τnm, 1l) | m ∈ ω} ∈MP,

ρn = {(σn, 1l), (τn, 1l)} ∈MP,

ρ = {(ρn, 1l) | n ∈ ω} ∈MP.

Notemos que los conjuntos anm y bnm son los conjuntos genéricos simétricos
(con la notación de la definición general, estamos tomando X = 2 × ω × ω) y
σnm, τnm son sus nombres canónicos. Así pues, σnmG = anm, τnmG = bnm. Así
mismo es claro que σnG = an, τnG = bn, ρnG = Pn y ρG = P .

Definimos ahora H como el conjunto de todas las permutaciones g ∈ ΣM2×ω×ω
tales que existen g1 : 2× ω −→ 2 y g3 : 2× ω × ω −→ ω de modo que

g(a, n,m) = (g1(a, n), n, g3(a, n,m)).
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Se comprueba fácilmente que H ∈M y que es un subgrupo de ΣM2×ω×ω. La
definición de H puede parecer compleja a primera vista, pero responde a una
idea muy concreta que entenderemos tan pronto como pensemos en la forma en
que actúa sobre los conjuntos que hemos definido.

Sea g ∈ H con g(0, n,m) = (r0, n,m0), g(1, n,m) = (r1, n,m1). Notemos
que r0 ̸= r1, o si no g no sería suprayectiva. Es fácil ver que

g(σnm) =

{
σnm0

si r0 = 0,
τnm0

si r0 = 1, g(τnm) =

{
τnm1

si r1 = 1,
σnm1

si r1 = 0,

g(σn) =

{
σn si r0 = 0,
τn si r0 = 1, g(τn) =

{
τn si r1 = 1,
σn si r1 = 0,

Por consiguiente g(ρn) = ρn y g(ρ) = ρ.

Si el lector comprueba estos hechos entenderá la definición de H: al exigir
que n permanezca inalterada estamos exigiendo que cada σnm se transforme
en un σnm′ o en un τnm′ , y al exigir que la primera componente de la imagen
dependa sólo de a y de n estamos exigiendo que si un σnm0

se transforma en un
σnm′ , entonces lo mismo valga para todos los σnm, de modo que g permuta los
elementos de σn, mientras que si un σnm0

se transforma en un τnm′ , entonces g
transforma σn en τn.

Llamemos N = SM [G] a la extensión simétrica determinada por el filtro de
soportes finitos. Todos los nombres que hemos definido son hereditariamente
simétricos, lo cual se deduce inmediatamente de los hechos siguientes:

EstH({(0, n,m)}) ⊂ SimH(σnm), EstH({(1, n,m)}) ⊂ SimH(τnm),

EstH({(0, n, 0)}) ⊂ SimH(σn), EstH({(1, n, 0)}) ⊂ SimH(τn),

SimH(ρn) = SimH(ρ) = H.

Como consecuencia, P ∈ N . Para ver que P es numerableN basta tener en
cuenta que

µ = {(po(ň, ρn), 1l) | n ∈ ω} ∈ SMP

y así µG = {Pn}n∈ω ∈ N . Vamos a ver que P no tiene una función de elección
en N o, equivalentemente, que no existe una función f ∈ N tal que f sea una
función de dominio ω y

∧
n ∈ ω f(n) ∈ Pn.

Si existiera tal f , sería f = πG, con π ∈ SMP. Sea B ⊂ 2 × ω × ω tal
que EstH(B) ⊂ SimH(π). Tomemos un n ∈ ω que no figure entre las segundas
componentes de las ternas de B. Supongamos por ejemplo que f(n) = an. Sea
p ∈ G tal que

p
S
⊩ (π es una función de dominio ω ∧ π(ň) = σn).

Ahora vamos a permutar σn con τn para llegar a una contradicción. Sea
r ∈ ω tal que si m ≥ r entonces r no esté entre las terceras componentes de las
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ternas del dominio de p. Definimos g : 2 × ω × ω −→ 2 × ω × ω la aplicación
dada por

g(a, n′,m) = (a, n′,m) si n′ ̸= n,

g(0, n,m) =

 (1, n,m+ r) si m < r,
(1, n,m− r) si r ≤ m < 2r,
(1, n,m) si 2r ≤ m,

g(1, n,m) =

 (0, n,m+ r) si m < r,
(0, n,m− r) si r ≤ m < 2r,
(0, n,m) si 2r ≤ m.

La idea es la siguiente: queremos transformar las ternas que empiezan por
(0, n) en las que empiezan por (1, n) y viceversa. Si sólo tocamos este tipo de
ternas dejamos fijos los elementos de B, pues ninguna de ellas está en B por la
elección de n. Pero también queremos que al permutar las ternas mediante g,
las condiciones p y g(p) resulten compatibles. Para ello establecemos que todas
las ternas de la forma (0, n,m) con m ≤ r (entre las cuales se encuentran todas
las del dominio de p) sean enviadas a ternas (1, n,m′) con m′ ≥ r (ninguna de
las cuales está en el dominio de p). Así ninguna terna del dominio de g(p) con
segunda componente n aparece en el domino de p, con lo que p y g(p) no pueden
contradecirse.

Es fácil ver que g ∈ H y que de hecho g ∈ EstH(B) ⊂ SimH(π), de donde
g(π) = π, y por otra parte g(σn) = τn. Por consiguiente

g(p)
S
⊩ (π es una función de dominio ω ∧ π(ň) = τn),

luego una extensión común de p y g(p) fuerza que σn = τn, lo cual es imposible.

Nota En las condiciones del teorema anterior, tenemos que
⋃
P es un conjunto

que no puede ser totalmente ordenado, pues un orden total permitiría definir
una función de elección en P . Así pues, sin el axioma de elección no puede
probarse que todo conjunto puede ser totalmente ordenado.

Recordemos que un conjunto es Dedekind-infinito o, simplemente, D-infinito
si existe f : x −→ x inyectiva y no suprayectiva o, equivalentemente, si se puede
biyectar con un subconjunto propio. En caso contrario es D-finito. Es fácil
ver también que un conjunto es D-infinito si y sólo si tiene un subconjunto
numerable (véase el final de la sección 5.2 de [TC]).

En ZFC, los conjuntos D-finitos y D-infinitos coinciden respectivamente con
los conjuntos finitos e infinitos, pero en ZF esto no es necesariamente cierto,
como ya mostraba el teorema 8.13 en ausencia del axioma de regularidad, o
como muestra su traducción a extensiones simétricas sin excluir este axioma:

Teorema 8.29 Si ZFC es consistente también lo es ZF más la existencia de
un conjunto A ⊂ PPω de cardinal p tal que
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a) A es infinito, pero todos sus subconjuntos son finitos o cofinitos (es decir,
de complementario finito).

b) A no tiene subconjuntos (infinitos) numerables (o sea, es D-finito).

c) A no puede ser totalmente ordenado.

d) Los cardinales menores que p son exactamente:

0 < 1 < 2 < 3 < 4 · · · · · · < p− 4 < p− 3 < p− 2 < p− 1,

con lo que la clase C no está ni totalmente ordenada ni bien fundada.

e) Se cumple

p < p+ 1 < p+ 2 < · · · < p+ p < p2 < p3 < · · ·

f) No se cumple p2 ≤ 2p.

Demostración: partimos de un modelo transitivo numerable M de ZFC y
consideramos el c.p.o. P = Fn(ω×ω×ω, 2,ℵ0). Sea G un filtro P-genérico sobre
M y sean snm, sn, A, σnm. σn y σ como en el teorema anterior (omitiendo las
primeras componentes 0/1). Tomamos como H el grupo de las permutaciones
g : ω × ω −→ ω × ω tales que existen h1 : ω −→ ω biyectiva y h2 : ω × ω −→ ω
de modo que g(n,m) = (h1(n), h2(n,m)).

Esta construcción nos garantiza que si g ∈ H y g(n,m) = (r, s), entonces
g(σnm) = σrs, g(σn) = σr y g(σ) = σ.

Consideramos la extensión simétrica N = SM [G] determinada por H y el
filtro de soportes finitos. Las observaciones anteriores nos dan que todos los
nombres que hemos construido son hereditariamente simétricos y por lo tanto
A ∈ N .

Si existiera x ∈ N , x ⊂ A que no fuera finito ni cofinito, entonces x = τG para
cierto τ ∈ SMP. Sea B ⊂ ω × ω finito tal que EstH(B) ⊂ SimH(τ). Tomemos
i, j ∈ ω \B tales que si ∈ x ∧ sj /∈ x. Sea p ∈ G tal que p

S
⊩ σi ∈ τ ∧ σj /∈ τ .

Sea r ∈ ω tal que si m ≥ r entonces m no aparece como segunda componente
de ninguna terna del dominio de p. Como en el teorema anterior definimos g ∈ H
tal que g(n,m) = (n,m) para i ̸= n ̸= j, g(σi) = σj y ¬g(p) ⊥ p.

De este modo g(p)
S
⊩ σj ∈ τ ∧ σi /∈ τ , y una extensión común de p y g(p)

fuerza una contradicción.
Esto prueba a). Los apartados b) y c) son consecuencias de a) (ver 8.13).

d) La prueba del apartado correspondiente en 8.13 se basa únicamente en
los apartados anteriores, luego es válida igualmente en nuestro contexto.

e) Dejamos al lector la adaptación del apartado correspondiente de 8.13.

f) Supongamos que existe una aplicación f : A × A −→ PA ∩ N inyectiva
tal que f ∈ N . Entonces f = τG con τ ∈ SMP. Sea B ⊂ ω × ω tal que
EstH(B) ⊂ SimH(τ). Sean i, j ∈ ω dos números naturales distintos que no
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figuren como primera componente de ningún par de B. Tomemos x = f(si, sj)
o bien x = A \ f(si, sj) de modo que x sea finito (por a).

Digamos que x = {si1 , . . . , sin} y sea ρ = {(σi1 , 1l), . . . , (σin , 1l)}. Es inme-
diato comprobar que ρ ∈ SMP y x = ρG. Sea p ∈ G tal que

p
S
⊩ τ : σ × σ −→ Pσ inyectiva ∧ τ(σi, σj) = ρ,

(o bien σ \ τ(σi, σj) = ρ) según hayamos elegido x).
Si si y sj están ambos o ninguno en x permutaremos i con j, mientras que

si, por ejemplo, si ∈ x ∧ sj /∈ x, tomaremos k ∈ ω que no esté entre las primeras
componentes de los pares de B y que sea distinto de i, j, i1, . . . , in. En este
caso permutaremos j y k.

Jugando con las segundas componentes podemos construir g ∈ EstH(B)
que deje invariantes a todos los σr excepto a los dos que queremos permutar
y de modo que ¬p ⊥ g(p). Como es habitual, una extensión común de ambas
condiciones fuerza una contradicción.

Los conjuntos D-finitos son una rica fuente de anomalías. Notemos ante todo
que la existencia de un subconjunto infinito D-finito de Pω implica fácilmente la
existencia de un subconjunto análogo del conjunto de los números reales (porque
Pω puede biyectarse con R en ZF).

Ejercicio: Probar que es consistente con ZF la existencia de un subconjunto acotado
del conjunto R de los números reales (no vacío) que no contenga ninguna sucesión
convergente a su supremo. (Ayuda: considerar un subconjunto infinito D-finito del
intervalo ]0, 1[. Puede tomarse sin máximo elemento.)

Teorema 8.30 Sea A un conjunto infinito D-finito.

a) El conjunto S = {s ∈ A<ω | s es inyectiva} es infinito y D-finito.

b) El conjunto T = S \ {∅} tiene cardinal menor estrictamente que S pero
existe f : T −→ S suprayectiva.

Demostración: a) Si existiera un subconjunto numerable {sn}n∈ω ⊂ S,
podemos tomarlo con s0 ̸= ∅. Definimos a0 = s0(0) y, definido an ∈ A, sea k el
mínimo natural tal que sk toma un valor distinto de a0, . . . , an (existe porque
hay un número finito de elementos de A<ω que toman valores en {a0, . . . , an}).
Sea l el mínimo natural tal que sk(l) /∈ {a0, . . . , an}. Definimos an+1 = sk(l).
De este modo obtenemos un subconjunto numerable de A, contradicción.

b) Por definición de D-finitud, T no puede ser equipotente a S, luego su
cardinal es estrictamente menor. Sin embargo, a cada sucesión s ∈ T , digamos
s : n −→ A, podemos signarle f(s) = s|n−1 ∈ S y claramente f es suprayectiva.

Ejercicio: Probar que si existe un conjunto infinito D-finito entonces existe un con-
junto de cardinales R semejante en orden al conjunto de los números reales. (Ayuda:
Considerar una biyección entre ω y el conjunto Q de los números racionales. Para cada
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número real r sea Dr el conjunto de los números naturales cuya imagen es menor que
r. Así r ≤ s ↔ Dr ⊂ Ds. Sea S según el teorema anterior y Sr = {s ∈ S | |s| ∈ Dr},
claramente D-finito. El conjunto R de los cardinales de los conjuntos Sr cumple lo
pedido.)

Probamos ahora un teorema muy general sobre las posibilidades de ordena-
ción de los cardinales en ausencia del axioma de elección:

Teorema 8.31 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC y consideremos
un conjunto parcialmente ordenado (D,≤) ∈M . Existe una extensión simétrica
N de M en la cual existe un conjunto {pd}d∈D de cardinalesN de modo que∧
de ∈ D(d ≤ e↔ pd ≤ pe).

Demostración: Tomamos P = Fn(D × ω × ω × ω, 2,ℵ0) y como H el
conjunto de las biyecciones g : D × ω × ω −→ D × ω × ω, g ∈M , de la forma

g(d, n,m) = (d, g2(d, n), g3(d, n,m)).

Claramente H ∈M es un subgrupo de ΣMD×ω×ω que podemos identificar de
la forma usual con un grupo de automorfismos de P. Sea G un filtro P-genérico
sobre M y N = SM [G] la extensión simétrica determinada por el filtro de
soportes finitos. Consideramos los conjuntos simétricos sdnm y a partir de ellos
formamos los conjuntos sdn = {sdnm | m ∈ ω} ∈ M [G]. Sea J = (PD)M . Para
cada j ∈ J definimos sj = {sdn | d ∈ j ∧ n ∈ ω} ∈M [G]. Finalmente tomamos
S = {sj | j ∈ J} ∈M [G].

De forma natural se definen los nombres σdmn, σdn, σj y σ que nombran
respectivamente a sdnm, sdn, sj y S.

Es claro que si g ∈ H cumple g(d, n,m) = (d, n′,m′), entonces tenemos que
g(σdnm) = σdn′m′ , g(σdn) = σdn′ , g(σj) = σj y g(σ) = σ. De aquí se sigue que
todos los nombres considerados son hereditariamente simétricos y que todos los
conjuntos que hemos construido están en N . También es fácil comprobar que
1l fuerza que todos son distintos entre sí. Más aún, ρ = {(po(ȷ̌, σj), 1l) | j ∈ J}
también es hereditariamente simétrico, de donde {sj}j∈J ∈ N .

Para cada d ∈ D sea jd = {e ∈ D | e ≤ d} y sea pd el cardinal (en N) de
sjd . Claramente {pd}d∈D ∈ N . Si d ≤ e entonces jd ⊂ je, luego sjd ⊂ sje ,
luego (pd ≤ pe)

N . Recíprocamente, si d ̸≤ e, entonces jd ̸⊂ je. Si demostramos
que (pd ̸≤ pe)

N el teorema estará probado. En caso contrario existe f ∈ N tal
que f : sjd −→ sje inyectiva. Digamos f = µG, para un cierto µ ∈ SMP. Sea
B ⊂ D×ω×ω finito tal que EstH(B) ⊂ SimH(µ). Sean n1, n2 ∈ ω tales que no
aparezcan como segundas componentes de ninguna terna de B. Tenemos que
sdn1 ∈ sjd , luego f(sdn1) ∈ sje será de la forma f(sdn1) = sd′k, con d′ ≤ e, luego
en particular d′ ̸= d. Sea p ∈ P tal que

p
S
⊩ (µ : σjd −→ σje inyectiva ∧ σdn1 ∈ σjd ∧ µ(σdn1) = σd′k).

Sea r ∈ ω mayor que todas las terceras componentes de las ternas del dominio
de p. Definimos g : D × ω × ω −→ D × ω × ω mediante

g(a, n,m) = (a, n,m) si (n ̸= n1 ∧ n ̸= n2) ∨ a ̸= d,
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g(d, n1,m) = (d, n2, s),
g(d, n2,m) = d(n1, s), donde

s =

{
m+ r si m < r,
m− r si r ≤ m < 2r,
m si 2r ≤ m.

Así g(µ) = µ, g(σjd = σjd , g(σje = σje , g(σdn1) = σdn2 , g(σdn2) = σdn1 ,
g(σd′k) = σd′k y las condiciones p y g(p) son compatibles. Así, una extensión
común a ambas fuerza que

µ : σjd −→ σje inyectiva ∧ σdn1
, σdn2

∈ σjd ∧ µ(σdn1
) = σd′k = µ(σdn2

),

en particular, que σdn1 = σdn2 , cuando 1l fuerza lo contrario.

El teorema 8.28 implica que (sin AE) una unión numerable de conjuntos
numerables no tiene por qué ser numerable. El teorema siguiente va más allá:

Teorema 8.32 Si ZFC es consistente, también lo es ZF+ℵ1 es singular +Pω
es unión numerable de conjuntos numerables.

Demostración: La idea de esta prueba es muy diferente a la de las ante-
riores. Vamos a colapsar todos los cardinales no numerables menores que ℵω de
modo que ℵω se convierta en ℵ1.

Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC+V = L. Tomamos

P = {p | p ⊂ ω × ω × ωω ∧ p es una función ∧ p es finito

∧
∧
ni ∈ ω((n, i) ∈ Dp→ p(n, i) ∈ ωn)}M ,

ordenado por la inversa de la inclusión.
Sea G un filtro P-genérico sobre M y sea fG =

⋃
p∈G

p ∈M [G] la función gené-

rica. Considerando los conjuntos densos oportunos se comprueba sin dificultad
que fG : ω × ω −→ ωMω así como que las aplicaciones fn : ω −→ ωMω dadas
por fn(i) = f(n, i) son en realidad aplicaciones fn : ω −→ ωMn suprayectivas, y
obviamente fn ∈M [G].

Es claro que fG colapsa a ℵMω en M [G], pero vamos a construir una extensión
simétrica en la que esto no sucede. Tomamos como H el conjunto de las aplica-
ciones g : ω × ω −→ ω × ω biyectivas, g ∈M , de la forma g(n, i) = (n, g2(n, i)).
Así H ∈ M es un grupo de permutaciones de ω × ω. Para cada g ∈ H sea
g∗ : P −→ P dada por g∗(p) = {(g(n, i), α) | (n, i, α) ∈ p}. Aunque no esta-
mos exactamente en la misma situación que en los teoremas anteriores, es fácil
ver que la correspondencia g 7→ g∗ permite identificar a H con un grupo de
automorfismos de P.

Para cada n ∈ ω sea Hn = {g ∈ H |
∧
ki ∈ ω(k ≤ n→ g(k, i) = (k, i))}. Es

fácil ver que {Hn}n∈ω ∈M y es una familia de subgrupos de H, por lo que

F = {L ∈M | L es subgrupo de H ∧
∨
n ∈ ωHn ⊂ L} ∈M,
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y se comprueba así mismo que F es un filtro normalM de subgrupos de H. Sea
N = SM [G] la extensión simétrica determinada por H y F. Definimos

σn = {(po(̌ı, α̌), p) | i ∈ ω ∧ α ∈ ωMn ∧ p ∈ P ∧ (n, i, α) ∈ p}.

Así Hn ⊂ SimH(σn), luego σn ∈ SMP y fn = σnG ∈ N . Por consiguiente
ωMn es numerableN (notemos que la existencia en N de fn : ω −→ ωMn supra-
yectiva implica —sin el axioma de elección— que ωMn es numerable porque ω
está bien ordenado).

De este modo, los cardinales ℵMn se siguen colapsando en N . Ahora pro-
baremos que ℵMω no se colapsa. Si p ∈ P y n ∈ ω, llamaremos p|n = p|n×ω.
Necesitaremos el resultado siguiente:

(∗) Si ϕ(x1, . . . , xn) es una fórmula, σ1, . . . , σm ∈ SMP cumplen que

Hn ⊂ SimH(σ1) ∩ · · · ∩ SimH(σm)

y p ∈ P cumple p
S
⊩ ϕ(σ1, . . . , σm), entonces p|n+1

S
⊩ ϕ(σ1, . . . , σm).

En efecto, en caso contrario existiría una condición q ≤ p|n+1 tal que

q
S
⊩ ¬ϕ(σ1, . . . , σm).

Sea r ∈ ω mayor que todas las segundas componentes de los pares del domi-
nio de q. Definimos g : ω × ω −→ ω × ω mediante

g(m, i) =

 (m, i) si m ≤ n ∨ 2r ≤ i,
(m, i+ r) si n < m ∧ i < r,
(m, i− r) si n < m ∧ r ≤ i < 2r.

Así g ∈ Hn y g(p) es compatible con q. Por hipótesis g(σi) = σi para
i = 1, . . . ,m y, por lo tanto g(p)

S
⊩ ϕ(σ1, . . . , σn). Pero entonces una extensión

común de q y g(p) fuerza ϕ ∧ ¬ϕ, contradicción.

f ∈ N tal que f : ω −→ ωMω suprayectiva, sería f = τG, con τ ∈ SMP. Sea
p0 ∈ G tal que p0

S
⊩ τ : ω −→ ω̌Mω suprayectiva. Sea n ∈ ω suficientemente

grande como para que Hn ⊂ SimH(τ) y p0|n+1 = p0.
Si α ∈ ωMω , existe un m ∈ ω tal que f(m) = α, luego existe un p ∈ G, p ≤ p0

tal que p
S
⊩ τ(m̌) = α̌. Por lo tanto

ωMω =
⋃
m∈ω
{α ∈ ωMω |

∨
p ∈ P(p ≤ p0 ∧ p

S
⊩ τ(m̌) = α̌)}.

La familia de conjuntos de la derecha está en M , luego ha de existir un
m ∈ ω tal que el conjunto A = {α ∈ ωMω |

∨
p ∈ P(p ≤ p0 ∧ p

S
⊩ τ(m̌) = α̌)}

cumpla |A|M > ℵMn+1.
Usando el axioma de elección M , obtenemos una familia de condiciones

{pα}α∈A ∈ M tal que para todo α ∈ A se cumpla pα ≤ p0 ∧ pα
S
⊩ τ(m̌) = α̌.

Por (∗) se cumple, de hecho, que pα|n+1
S
⊩ τ(m̌) = α̌. Equivalentemente,

podemos suponer que pα ⊂ (n+ 1)× ω × ωMω .
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Se cumple que si α, β ∈ A son distintos, entonces pα ⊥ pβ , pues fuerzan
fórmulas contradictorias. Por lo tanto, el conjunto W = {pα | α ∈ A} ∈ M
cumple |W |M > ℵMn+1, cuando por otra parte sus elementos son aplicaciones
de ω × ω en ωn, y por consiguiente |W |M ≤ (ℵℵ0

n )M = ℵMn+1, ya que estamos
suponiendo que M cumple la HCG.

Esta contradicción prueba que ℵMω no es numerable en N , luego ℵMω = ℵN1 .
Cualquier aplicación cofinal f : ω −→ ℵMω tal que f ∈M está también en N

y sigue siendo cofinal, pues esto es absoluto. Esto prueba que (cf ℵ1 = ℵ0)N .

Nos ocupamos ahora de Pω. Dado n ∈ ω, llamamos ρn al conjunto de todos
los pares (σ, 1l), donde σ ∈ SMP contiene únicamente pares de la forma (̌ı, p),
con i ∈ ω y p ∈ P y las primeras componentes de los pares del dominio de p
son menores o iguales que n. Obviamente ρn es un P-nombre y cada g ∈ H
permuta a sus elementos, luego SimH(ρn) = H. Por consiguiente ρn ∈ SMP.
Sea An = ρnG ∈ N . Es claro que An ⊂ Pω. Sea ρ = {(ρn, 1l) | n ∈ ω} ∈ MP.
También SimH(ρ) = H, con lo que ρ ∈ SMP y A = {An | n ∈ ω} = ρG ∈ N .
Más aún, se cumple que µ = {(po(ň, ρn), 1l) | n ∈ ω} ∈ SMP, por lo que
{An}n∈ω = µG ∈ N . En particular A es numerableN .

Si llamamos B al conjunto de las condiciones de P en cuyo dominio sólo haya
pares con primera componente ≤ n, tenemos que |B|M ≤ (ℵℵ0

n )M = ℵMn+1 y, en
consecuencia,

|ρn|M =
∣∣{σ ∈ SV P | σ ⊂ {ı̌ | i ∈ ω} ×B

}∣∣M ≤ (2ℵ0·ℵn+1)M = ℵMn+2.

Sea f ∈M tal que f : ωMn+1 −→ ρn suprayectiva y llamemos

τ =
{(

po(α̌, f(α)), 1l
)
| α ∈ ωMn+1

}
∈MP.

Si g ∈ Hn y α ∈ ωMn+1, entonces g(f(α)) = f(α), por lo que Hn ⊂ SimH(τ).
Por consiguiente τ ∈ SMP y τG ∈ N es una aplicación de dominio ωMn+1 y cuyo
rango contiene a An. Teniendo en cuenta que ωMn+1 es bien ordenable en N , de
aquí se sigue que |An|N ≤ |ωMn+1|N = ℵ0.

En definitiva, {An}n∈ω es una familia numerableN de subconjuntos nume-
rablesN de (Pω)N . Para concluir la prueba basta ver que

(Pω)N =
⋃
n∈ω

An.

Si x ∈ (Pω)N , entonces x = πG, para cierto π ∈ SMP. Tomemos un n ∈ ω
tal que Hn ⊂ SimH(π). Sea

σ = {(̌ı, p) | i ∈ ω ∧ p ∈ P ∧ p ⊂ (n+ 1)× ω × ωMn+1 ∧ p S
⊩ ı̌ ∈ π}.

Es claro que Hn ⊂ SimH(σ), por lo que σ ∈ SMP, (σ, 1l) ∈ ρn y σG ∈ An.
Basta probar que x = πG = σG.

Si i ∈ σG, entonces existe p ∈ G tal que (̌ı, p) ∈ σ. En particular p
S
⊩ ı̌ ∈ π,

luego i ∈ πG.
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Recíprocamente, si i ∈ πG existe un p ∈ G tal que p
S
⊩ ı̌ ∈ π. Por (∗)

tenemos que p|n+1
S
⊩ ı̌ ∈ π, y como p ≤ p|n+1 también p|n+1 ∈ G. Claramente

(̌ı, p|n+1) ∈ σ, luego i ∈ σG.

En particular vemos que sin el axioma de elección no puede definirse con-
sistentemente la suma infinita de cardinales, pues ciertamente ω puede descom-
ponerse en unión numerable de conjuntos numerables, de modo que podemos
tener dos familias numerables {An}n∈ω y {Bn}n∈ω de conjuntos numerables
cuyas uniones tengan cardinales distintos.

Para terminar probamos que el principio de elecciones dependientes es es-
trictamente más fuerte que el axioma de elección numerable:

Teorema 8.33 Si ZF es consistente, también lo es ZF+AEN+¬ED.

Demostración: Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC + V = L,
sea κ = ωM1 y sea P = Fn(κ<ω × κ, 2, κ)M . Observemos que P es semejante
(en M) a Fn(κ, 2, κ), luego ambos c.p.o.s determinan las mismas extensiones
genéricas, pero nos será más cómodo trabajar con P.

Consideramos a κ<ω con la estructura de árbol dada por la inclusión y
llamamos H al grupo de todas las semejanzas de κ<ω, es decir, las biyecciones
que conservan la inclusión. Cada f ∈ H se identifica con el automorfismo de P
dado por

f(p) = {(f(s), α, i) | (s, α, i) ∈ p}.

Un subárbol de κ<ω es un subconjunto T ⊂ κ<ω tal que∧
s ∈ κ<ω

∧
t ∈ T (s ⊂ t→ s ∈ T ).

Diremos que es un árbol pequeño si además es numerable y no tiene ramas
infinitas.

Definimos F como el filtro formado por los subgrupos de H que contienen al
estabilizador de un árbol pequeño. Es fácil ver que se trata de un filtro normal
de subgrupos de H. Sea G un filtro P-genérico sobre M y sea N = SM [G] la
extensión simétrica correspondiente. Veamos que cumple lo requerido.

Es claro que FG =
⋃
G es una función FG : κ<ω × κ −→ 2, que a su vez nos

permite definir, para cada s ∈ κ<ω, el conjunto

as = {α ∈ κ | FG(s, α) = 1} ∈M [G].

De hecho, un nombre canónico para as es

σs = {(α̌, p) | α < κ ∧ p ∈ P ∧ (s, α, 1) ∈ p}.

Claramente Ts = {t ∈ κ<ω | t ⊂ s} es un árbol pequeño y EstH(Ts) ⊂ SimH(σs),
luego σs ∈ SMP y, por consiguiente, as = (σs)G ∈ N .

Como G es genérico, es fácil ver que si s ̸= t, entonces as ̸= at.
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Observemos que si f ∈ H entonces f(σs) = σf(s). Esto hace que

σ = {(σs, 1l) | s ∈ κ<ω} ∈ SMP,

pues su grupo de simetrías es H. Por lo tanto, A = σG = {as | s ∈ κ<ω} ∈ N .
Sea

ρ = {(p.o.(σs, σt), 1l) | s, t ∈ κ<ω ∧ t ⊂ s ∧ ℓ(s) = ℓ(t) + 1}.

Es claro también que SimH(ρ) = H, por lo que π ∈ SMP y R = ρG ∈ N , donde

R = {(as, at) | s, t ∈ κ<ω ∧ t ⊂ s ∧ ℓ(s) = ℓ(t) + 1}.

Por consiguiente, en N se cumple

R ⊂ A×A ∧
∧
a ∈ A

∨
b ∈ A bRa.

Si N cumpliera el principio de elecciones dependientes existiría h : ω −→ A
tal que h ∈ N y

∧
n ∈ ω h(n + 1)Rh(n). Existe (en M [G], pero no necesaria-

mente en N) una aplicación s : ω −→ κ<ω tal que
∧
n ∈ ω h(n) = as(n). A su

vez, esto implica que s(n+1) ⊂ s(n) y ℓ(s(n+1)) = ℓ(s(n))+1. Añadiendo un
número finito de términos a la sucesión, no perdemos generalidad si suponemos
que ℓ(s(n)) = n.

Sea h = τG, con τ ∈ SMP. Esto implica que existe un árbol pequeño T tal
que EstH(T ) ⊂ SimH(τ). Como es un árbol pequeño, existe un n0 ∈ ω \ {0} tal
que s0 = s(n0) /∈ T . Sea p ∈ G tal que

p
S
⊩ (τ : ω −→ σ ∧ τ(ň0) = σs0).

Como T es numerableM , existe un α < κ tal que

s1 = s0|n0−1 ∪ {(n0 − 1, α)} /∈ T ∧ s1 ̸= s0.

Más aún, como p es numerable podemos elegir α de modo que p no contenga
ninguna terna de la forma (t, β, i) con α ∈ Rt.

Sea f ∈ H la semejanza de κ<ω que deja invariantes a los nodos que no
extienden a s0 ni a s1 y que intercambia las extensiones de s0 con las de s1.
En particular f(s0)) = s1 y f ∈ EstH(T ), ya que, al ser T un árbol, ninguno
de sus elementos extiende a s0 o a s1. Además, ¬p ⊥ f(p), pues si (t, β, i) ∈ p,
entonces (f(t), β, i) es la misma terna (t, β, i) o bien t extiende a s0, en cuyo
caso f(t) extiende a s1, luego contiene a α en su rango, luego (f(t), β, 1− i) /∈ p.

Concluimos que f(p)
S
⊩ τ(ň0) = σs1 , luego una extensión común q de p y

f(p) cumple q
S
⊩ (τ : ω −→ σ ∧ τ(ň0) = σs0 ∧ τ(ň0) = σs1), luego llegamos a

que q
S
⊩ σs0 = σs1 , lo cual es imposible.

Esto prueba que N no cumple ED. Veamos ahora que sí que cumple AEN.

Sea {Xn}n∈ω ∈ N una familia numerable de conjuntos no vacíos y suponga-
mos que no tiene una función de elección en N , es decir, que no existe ninguna
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sucesión {xn}n∈ω ∈ N tal que
∧
n ∈ ω xn ∈ Xn. En cualquier caso, sí que

existe una función de elección {xn}n∈ω ∈ M [G], que a su vez determina una
función {σn}n∈ω tal que τn ∈ SMP y τnG = xn ∈ Xn.

Ahora usamos que P es claramente (ℵ1-cerrado)M , por lo que 5.8 nos da
que {τn}n∈ω ∈ M . Ahora usamos el axioma de elección en M para obtener
{Tn}n∈ω ∈ M tal que cada Tn sea un árbol pequeño y EstH(Tn) ⊂ SimH(τn).
Por otra parte, sea {Xn}n∈ω = πG, con π ∈ SMP y sea T un árbol pequeño tal
que EstH(T ) ⊂ SimH(π).

Sea p∗ ∈ G una condición tal que p∗
S
⊩ (π es una familia numerable de

conjuntos no vacíos sin función de elección). Podemos definir una sucesión
{pn}n∈ω de condiciones decrecientes en G tales que

pn ≤ p∗ ∧ pn
S
⊩ τn ∈ π(ň).

Usando nuevamente que (P es ℵ1-cerrado)M obtenemos una condición p ∈ P
que extiende a todas las condiciones pn (y en particular a p∗).

Ahora vamos a definir (en M) semejanzas fn ∈ EstH(T ) de manera que
T ∗ =

⋃
n∈ω

fn[Tn] sea un árbol pequeño y cada fn(p) sea compatible con p y con

todos los fi(p), para i < n.

Admitiendo esto, usando que (P es ℵ1-cerrado)M podemos obtener una con-
dición q ∈ P que extienda a p y todas las condiciones fn(p). Definimos

τ ′ = {(p.o.(ň, fn(τn), 1l) | n ∈ ω)},

y se cumple que

EstH(T ∗) ⊂ EstH(fn[Tn]) ⊂ EstH(fn(τn)),

luego EstH(T ∗) ⊂ EstH(τ ′) y τ ′ ∈ SMP. Además, claramente 1l
S
⊩ τ ′ : ω −→ V

y 1l
S
⊩ τ ′(ň) = fn(τn).

Entonces f(pn)
S
⊩ fn(τn) ∈ π(ň), luego q

S
⊩ τ ′(ň) ∈ π(ň). Es claro entonces

que q
S
⊩ (τ ′ es una función de elección para π) y, como q ≤ p, también fuerza

lo contrario, y tenemos una contradicción.

Sólo queda, pues, construir las semejanzas fn. Suponemos construidas fi,
para i < n. Consideramos el árbol Tn y sea {tα}α<β una enumeración de los
elementos de t ∈ Tn \ T tales que t|ℓ(t)−1 ∈ T (notemos que 0 ≤ β < κ). Sea
γα = tα(ℓ(tα)− 1) y sea {δα}α<β una sucesión de ordinales menores que κ que
no aparezcan en el rango de ningún elemento de T , ni de los árboles fi(Ti) para
i ≤ n, ni en los rangos de las primeras componentes de los elementos de p o de
algún fi(p).

Sea t′α la sucesión que coincide con tα salvo su último elemento, que es δα
en lugar de γα. Llamamos fn a la semejanza que intercambia las extensiones de
cada tα con las de t′α.
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Como ninguna extensión de ningún tα (ni mucho menos de ningún t′α) puede
estar en T , es inmediato que f ∈ EstH(T ).

Además fn(p) es compatible con p y con todos los fi(p), para i < n. En
efecto, un elemento de fn(p) es de la forma (fn(t), ϵ, i), donde (t, ϵ, i) ∈ p. Si
fn(t) = t, entonces (t, ϵ, i) no puede dar lugar a ninguna incompatibilidad con
p ni con ningún fi(p), pues todos ellos son compatibles con p.

Si fn(t) ̸= t, es porque t extiende a un tα (no puede extender a un t′α,
porque entonces contendría a δα en su rango, luego (t, ϵ, i) no podría estar
en p). Tenemos entonces que fn(t) contiene un δα en su rango, por lo que
(fn(t), ϵ, 1 − i) no puede aparecer ni en p ni en ningún fi(t), luego (t, ϵ, i) no
puede dar lugar a ninguna contradicción.

Sólo falta probar que T ∗ =
⋃
n∈ω

fn[Tn] es un árbol pequeño. Ciertamente es

un árbol numerable, y falta ver que no contiene cadenas infinitas. Si {tk}k∈ω
fuera una cadena infinita en T ∗ (digamos con ℓ(tk) = k), existirá un k tal que
tk ∈ T y tk+1 /∈ T (notemos que t0 = ∅ ∈ T ). Digamos que tk+1 ∈ fn[Tn].
Entonces, por construcción, tiene un δα en su rango que no está en el rango de
ningún elemento de ningún otro fi[Ti], luego todos los tl para l ≥ k+1 deberían
estar en fn[Tn], pero eso es imposible, porque fn[Tn] es un árbol pequeño.



Capítulo IX

El modelo de Solovay

En este capítulo vamos a construir un modelo N de ZF + ED en el que
todo subconjunto de R es medible Lebesgue, tiene la propiedad de Baire y, si
es no numerable, con tiene un subconjunto perfecto. Más precisamente, el mo-
delo N será la clase de los conjuntos hereditariamente definibles por sucesiones
de ordinales de una extensión genérica adecuada de un modelo transitivo nu-
merable M de ZFC + V = L. Por [TD 6.17] y [TD 6.18], el modelo M debe
contener necesariamente un cardinal inaccesible.

En la primera sección definiremos la clase de los conjuntos hereditariamente
definibles por sucesiones de ordinales, que es una variante debida a Solovay de
la clase de los conjuntos hereditariamente definibles por ordinales, que fue intro-
ducida por Gödel y que proporciona una prueba alternativa de la consistencia
del axioma de elección.

9.1 Conjuntos hereditariamente definibles por or-
dinales

Para definir los conjuntos constructibles hemos introducido el concepto de
subconjunto definible de un conjunto dado X, que es un conjunto de la forma

{x ∈ X | ϕX(x, x1, . . . , xn)},

donde x1, . . . , xn ∈ X. Aquí se entiende que ϕ es una fórmula metamatemática,
pero en la definición “real” del conjunto de partes definibles necesitamos con-
siderar las fórmulas definidas en ZF, de modo que los subconjuntos definibles
de X son en realidad de la forma

{x ∈ X | X ⊨ ϕ[x, x1, . . . , xn]}.

El considerar fórmulas relativizadas aX (o su equivalente formal, consistente
en usar X ⊨ ϕ) era justo lo que necesitábamos en ese contexto, en el que nuestro
objetivo era definir “nuevos” conjuntos a partir de conjuntos “ya definidos”, de
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modo que la definición no debía involucrar más conjuntos que los ya contenidos
en X. Sin embargo, podemos plantearnos estudiar los conjuntos definibles “en
general”, a partir de conjuntos cualesquiera, sin restringir la definición a un
conjunto de conjuntos “previamente definidos”. Esto supondría considerar como
conjuntos definibles a todos los conjuntos a que admiten una definición de la
forma ∧

x(x = a↔ ϕ(x, x1, . . . , xn)).

Ahora bien, aquí es fundamental precisar qué parámetros x1, . . . , xn admitimos,
porque si admitimos conjuntos arbitrarios como parámetros, nos encontramos
con que todo conjunto es definible a partir de sí mismo, considerando la fórmula
ϕ(x, a) ≡ x = a y la definibilidad se vuelve trivial. La alternativa más restrictiva
sería no admitir parámetros, de modo que un conjunto a es definible si y sólo si
existe una fórmula (metamatemática) ϕ(x) tal que∧

x(x = a↔ ϕ(x)).

Ciertamente, hay muchos conjuntos que cumplen esta propiedad (todos los que
tienen una definición en el sentido usual, como ∅, ω, etc.) Sin embargo, este
concepto de definibilidad no es formalizable en ZFC, porque no podemos expre-
sar lo de “existe una fórmula metamatemática”, y si tratamos de sustituir las
fórmulas metamatemáticas por fórmulas definidas en ZF no sabemos expresar
ϕ(x), ya que lo más que podemos escribir en su lugar es X ⊨ ϕ[x], pero eso in-
volucra ya un parámetro X y acabaríamos llegando al concepto de subconjunto
definible que ya hemos estudiado.

No es sorprendente que tengamos problemas a la hora de definir formalmente
la definibilidad, porque si pudiéramos hacerlo, como sólo hay una cantidad nu-
merable de fórmulas de Ltc, podríamos probar que sólo hay una cantidad nu-
merable de conjuntos definibles, luego podríamos demostrar que hay conjuntos
no definibles, mientras que ya hemos probado que existen modelos de ZFC en
los que todos los conjuntos son definibles.1

Sin embargo, Gödel demostró que es posible llegar a un concepto fructífero
de definibilidad (formalizable en ZF, pero no trivial) consistente en admitir como
parámetros los ordinales. Así pues, la idea es estudiar los conjuntos a “definibles
por ordinales” en el sentido de que existen ordinales α1, . . . , αn de modo que∧

x(x = a↔ ϕ(a, α1, . . . , αn)),

para una cierta fórmula metamatemática ϕ. Aparentemente tenemos el mismo
problema de antes, y es que no podemos formalizar lo de “existe una fórmula
metamatemática”, pero veremos en este caso podemos esquivar el problema.

1Notemos que no hay ningún problema en definir el concepto de conjunto definible en
un modelo, cosa que ya hicimos justo antes del teorema 3.27. El problema está en definir un
concepto de “definibilidad” mediante una fórmula “x es definible” con la propiedad de que si M
es un modelo de ZFC entonces

∧
a ∈ M (M ⊨ [a] es definible ↔ a es definible en M), donde

en la parte izquierda “definible” es el concepto de existencia dudosa y en la parte derecha es
el que ya tenemos definido.
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Definición 9.1 Se dice que un conjunto a es definible por ordinales si existen
β > rang (a), n ∈ ω, s ∈ βn y R ∈ Df(Vβ , n+ 1) tales que∧

x ∈ Vβ(x = a↔ s⌢x ∈ R).

Llamaremos D(Ω) a la clase de todos los conjuntos definibles por ordinales.

En lugar de R, podemos tomar una fórmula ϕ ∈ Form(Ltc) y escribir la
condición en la forma ∧

x ∈ Vβ(x = a↔ Vβ ⊨ ϕ[s, x]).

De este modo, un conjunto es definible por ordinales si en un Vβ suficien-
temente grande puede definirse mediante una fórmula cuyos parámetros sean
ordinales. La introducción de Vβ es un tecnicismo para evitar el problema de
que V ⊨ ϕ[s, x] no puede definirse en ZFC. No obstante, aunque técnicamente es
imprescindible, en el fondo es redundante, pues todo conjunto definible mediante
una fórmula (metamatemática) con parámetros en Ω está en D(Ω):

Teorema 9.2 Sea ϕ(x1, . . . , xn, x) una fórmula (metamatemática) con a lo su-
mo las variables libres indicadas. Entonces∧

α1 · · ·αna(
∧
x(x = a↔ ϕ(α1, . . . , αn, x))→ a ∈ D(Ω)).

Demostración: Fijemos α1, . . . , αn, a y supongamos∧
x(x = a↔ ϕ(α1, . . . , αn, x)).

Por el teorema de reflexión [LM 12.32] existe β > máx{α1, . . . , αn, rang (a)}
tal que ϕ es absoluta para Vβ − V . Esto implica que∧

x ∈ Vβ(x = a↔ ϕVβ (α1, . . . , αn, x)).

Si llamamos

R = {t ∈ V n+1
β | ϕVβ (t(0), . . . , t(n))} = {t ∈ V n+1

β | Vβ ⊨ ⌜ϕ⌝[t]},

(donde ⌜ϕ⌝ ∈ Form(L) es la fórmula que representa a la fórmula metamatemá-
tica ϕ) se cumple que R ∈ Df(Vβ , n+ 1) y, llamando

s = (α1, . . . , αn) ∈ βn.

tenemos que ∧
x ∈ Vβ(x = a↔ s⌢x ∈ R),

luego a ∈ D(Ω).

De este modo hemos probado que D(Ω) contiene a todos los conjuntos defini-
bles mediante una fórmula metamatemática con parámetros ordinales, es decir,
a todos los conjuntos que queríamos considerar definibles por ordinales. Pronto
demostraremos el recíproco.
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Observemos que el teorema anterior aplicado a la fórmula ϕ ≡ x = α nos da
que Ω ⊂ D(Ω). En particular, vemos que D(Ω) es una clase propia.

Si consideramos la fórmula ϕ(α, x) ≡
∧
u(u ∈ x ↔ u ⊂ α) concluimos

que Pα ∈ D(Ω). En cambio, no podemos asegurar que Pω ⊂ D(Ω), pues que
podamos definir Pω no significa que podamos definir todos y cada uno de los
subconjuntos de ω. En otras palabras, no está claro que la clase D(Ω) sea
transitiva.

Antes de ocuparnos de ésta y otras cuestiones, introducimos una extensión
debida a Solovay de la clase D(Ω) porque su tratamiento es totalmente paralelo,
así que merece la pena considerar las dos a la vez:

Definición 9.3 Se dice que un conjunto a es definible por una sucesión de
ordinales si existen s ∈ Ωω, β > máx{rang(a), rang(s)}, n ∈ ω y R ∈ Df(Vβ , 2)
tales que ∧

x ∈ Vβ(x = a↔ (s, x) ∈ R).
Llamaremos D(Ωω) a la clase de todos los conjuntos definibles por sucesiones
de ordinales.

La demostración de 9.2 se adapta fácilmente para el caso en que D(Ω) se
sustituye por D(Ωω), aunque una adaptación aún más directa de la prueba nos
da el teorema siguiente:

Teorema 9.4 Sea ϕ(s, x) una fórmula (metamatemática) con a lo sumo las
variables libres indicadas. Entonces∧

s ∈ Ωω
∧
a(
∧
x(x = a↔ ϕ(s, x))→ a ∈ D(Ωω)).

Por ejemplo, con ϕ ≡ x = s obtenemos que Ωω ⊂ D(Ωω), mientras que
con ϕ ≡ x = s(0) obtenemos que Ω ⊂ D(Ωω). No sería difícil probar que
D(Ω) ⊂ D(Ωω), pero un poco más adelante será inmediato.

También se cumple Pω ∈ D(Ωω), pero en este caso podemos añadir que
Pω ⊂ D(Ωω). En efecto, dado a ∈ Pω, aplicamos el teorema anterior a la
sucesión s = χ

a
∈ Ωω y la fórmula ϕ(s, x) ≡

∧
u(u ∈ x ↔ u ∈ ω ∧ s(u) = 1),

con lo que concluimos que a ∈ D(Ωω).

Podemos suponer que los signos del lenguaje Ltc de la teoría de conjuntos
son números naturales, y entonces Form(Ltc) ⊂ ω<ω. Esto da sentido a la
definición siguiente:

Definición 9.5 Si s ∈ Ω<ω (resp. s ∈ Ωω), definimos EΩ(s) (resp. EΩω (s))
como sigue:

a) Si s = (β, k)⌢ϕ⌢ t, donde β ∈ Ω, k ∈ ω, ϕ ∈ Form(Ltc) con n + 1
(resp. 2) variables libres, ℓ(ϕ) = k, t ∈ Ωn (resp. t ∈ Ωω) y existe un
(necesariamente único) a ∈ Vβ tal que∧

x ∈ Vβ(x = a↔ Vβ ⊨ ϕ[t, x]),

entonces E(s) = a.

b) Si no se dan las condiciones anteriores, E(s) = ∅.
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Teniendo en cuenta que, evidentemente, ∅ ∈ D(Ω) ∩D(Ωω), es obvio que

D(Ω) = {EΩ(s) | s ∈ Ω<ω}, D(Ωω) = {EΩω (s) | s ∈ Ωω}.

En el caso de D(Ω) podemos simplificar un poco la representación observando
que Ω<ω se puede biyectar con Ω. Para ello definimos en Ω<ω el orden dado
por s < t si y sólo si

a) máx s < máx t (donde, si ℓ(s) = n, representamos máx s = máx s[n]) o

b) máx s = máx t ∧ ℓ(s) < ℓ(t) o

c) máx s = máx t ∧ ℓ(s) = ℓ(t) ∧
∨
k < ℓ(s) (s|k = t|k ∧ s(k) < t(k)).

Es fácil ver que este orden es un buen orden en el que los segmentos iniciales
son conjuntos, por lo que existe una única semejanza F : Ω −→ Ω<ω. Si
llamamos EΩ a la composición de F con el EΩ definido previamente tenemos
aplicaciones suprayectivas

EΩ : Ω −→ D(Ω), EΩω : Ωω −→ D(Ωω).

Notemos que hemos definido explícitamente ambas funciones, con lo que
tenemos fórmulas (metamatemáticas)

ΦΩ(α, x) ≡ α ∈ Ω ∧ x = EΩ(α), ΦΩω (s, x) ≡ s ∈ Ωω ∧ x = EΩω (s)

de modo que, para todo a ∈ D(Ω) existe un α ∈ Ω tal que∧
x(x = a↔ ΦΩ(α, x)), (9.1)

e igualmente con Ωω, con lo que tenemos recíprocos de los teoremas 9.2 y 9.4, es
decir, todo conjunto definible por ordinales o sucesiones de ordinales se puede
definir mediante una fórmula metamatemática explícita (la misma para todos),
lo cual nos libera del problema de tener que expresar “existe una fórmula me-
tamatemática” en el lenguaje Ltc. No necesitamos decir “existe una fórmula”
porque podemos usar una misma fórmula explícita en todos los casos. Con esto
queda demostrado que las clases que hemos definido son exactamente las clases
que pretendíamos definir.

Más aún, ahora es fácil probar lo siguiente:

Teorema 9.6 V = D(Ω)→ AE.

Demostración: Un poco más en general, podemos probar que, al igual
que sucede con la clase L, existe una fórmula (metamatemática) x ≤ y con x e
y como únicas variables libres, que (en ZF) determina un buen orden de la clase
D(Ω). En efecto, basta tomar

x ≤ y ≡
∨
α(x = EΩ(α) ∧

∧
β < α y ̸= EΩ(β)).
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Esto significa que x es menor o igual que y si el menor ordinal que define a
x es menor o igual que el menor ordinal que define a y o, equivalentemente, si
x aparece antes que y en la enumeración de D(Ω) determinada por EΩ.

Claramente, esta fórmula cumple lo requerido. En particular, si suponemos
V = D(Ω) tenemos un buen orden sobre la clase universal V , lo cual implica a
su vez el axioma de elección.

No obstante, con esto no tenemos probada la consistencia del axioma de
elección si no demostramos la consistencia de V = D(Ω). Veamos primeramente
algunas propiedades elementales de la clase D(Ω):

Teorema 9.7 Se cumple:

a) Ω ⊂ D(Ω).

b) Si u, v ∈ D(Ω), entonces {u, v} ∈ D(Ω).

c) Si u ∈ D(Ω), entonces
⋃
x∈u

x, Pu ∈ D(Ω).

Todo esto vale también para D(Ωω) y además Ωω ⊂ D(Ωω), D(Ω) ⊂ D(Ωω).

Demostración: Ya hemos visto que Ω ⊂ D(Ω)∩D(Ωω) y que Ωω ⊂ D(Ωω).
La última inclusión se debe a que si a ∈ D(Ω) existe un α ∈ Ω que cumple (9.1),
luego, llamando s ∈ Ωω a la sucesión constante igual a α,∧

x(x = a↔ ϕ(s, x)),

donde ϕ(s, x) ≡ ΦΩ(s(0), x), luego a ∈ D(Ωω), por 9.4.

b) Si u, v cumplen (9.1) con ordinales α1 y α2 respectivamente, entonces
podemos aplicar a {u, v} el teorema 9.2 con

ϕ(α1, α2, x) ≡
∧
y(y ∈ x↔ ΦΩ(α1, y) ∨ ΦΩ(α2, y)).

En el caso de Ωω tenemos s0, s1 ∈ Ωω, y entonces tomamos

ϕ(s, x) ≡
∧
y(y ∈ x↔ ΦΩ(s0, y) ∨ ΦΩ(s1, y)).

donde si(n) = s(2n+ i).

Las dos afirmaciones de c) son similares. Demostramos la segunda: Si u
cumple (9.1) con un ordinal α, entonces podemos aplicar a Pu el teorema 9.2
con

ϕ(α, x) ≡
∨
z(ΦΩ(α, z) ∧ x = Pz).

Para Ωω basta cambiar α por una sucesión s.

Todo esto apunta hacia la posibilidad de que D(Ω) sea un modelo transitivo
de ZFC, pero enseguida veremos que no es posible demostrar que cumpla el
axioma de extensionalidad, lo cual a su vez está relacionado con que la clase
D(Ω) no es necesariamente transitiva. Para comprender la situación conviene
considerar la definición siguiente:



9.1. Conjuntos hereditariamente definibles por ordinales 363

Definición 9.8 Diremos que un conjunto a es hereditariamente definible por
ordinales (resp. por sucesiones de ordinales) si a ∈ D(Ω) y ct(a) ⊂ D(Ω) (resp.
si a ∈ D(Ωω) y ct(a) ⊂ D(Ωω)). Llamaremos HD(Ω) y HD(Ωω) a las clases de
los conjuntos hereditariamente definibles por ordinales y sucesiones de ordinales,
respectivamente.

Así pues, un conjunto es hereditariamente definible por ordinales si es defi-
nible por ordinales, y sus elementos son definibles por ordinales, y los elementos
de sus elementos también lo son, etc.

Las inclusiones siguientes son inmediatas:

Ω ⊂ HD(Ω) ⊂ D(Ω), Ω, Ωω ⊂ HD(Ωω) ⊂ D(Ωω), HD(Ω) ⊂ HD(Ωω).

Además, HD(Ω) y HD(Ωω) son claramente clases transitivas. Esto a su vez im-
plica el siguiente hecho elemental, que enunciamos para referencias posteriores:

Teorema 9.9 Si a ∈ D(Ω) y a ⊂ HD(Ω) entonces a ∈ HD(Ω), y lo mismo vale
para Ωω.

El teorema siguiente muestra que considerar clases de conjuntos hereditaria-
mente definibles es imprescindible si queremos obtener modelos de ZF:

Teorema 9.10 Las afirmaciones siguientes son equivalentes:

a) D(Ω) cumple el axioma de extensionalidad.

b) D(Ω) es transitiva.

c) D(Ω) = HD(Ω).

d) V = HD(Ω).

e) V = D(Ω).

Y lo mismo vale si cambiamos Ω por Ωω.

Demostración: Se cumple que a) ⇒ e), pues Vα, Vα ∩ D(Ω) ∈ D(Ω) y
ambos conjuntos tienen los mismos elementos en D(Ω). Por lo tanto, si D(Ω)
cumple el axioma de extensionalidad, entonces Vα = Vα ∩ D(Ω) ⊂ D(Ω) para
todo α, luego V = D(Ω).

La equivalencia d)⇔ e) es inmediata, como también lo son las implicaciones
e) ⇒ c) ⇒ b) ⇒ a).

Con este ajuste, no hay dificultad en probar que tenemos modelos de ZF:

Teorema 9.11 HD(Ω) y HD(Ωω) son modelos transitivos de ZF.
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Demostración: La prueba es idéntica para ambas clases. La veremos
únicamente para Ω. La clase HD(Ω) cumple el axioma de extensionalidad porque
es transitiva, y cumple el axioma de regularidad porque todas las clases lo
cumplen.

El axioma del par se cumple porque si u, v ∈ HD(Ω), entonces tenemos que
{u, v} ∈ D(Ω) por 9.7, luego {u, v} ∈ HD(Ω) por 9.9. El mismo razonamiento
se aplica al axioma de la unión y al axioma de partes. El axioma de infinitud
se cumple porque ω ∈ HD(Ω). Falta probar el axioma del reemplazo. Para
ello fijamos una fórmula ϕ(x, y, x1, . . . , xn) y conjuntos x1, . . . , xn, a ∈ HD(Ω) y
suponemos que∧

xyz ∈ HD(Ω)(ϕHD(Ω)(x, y) ∧ ϕHD(Ω)(x, z)→ y = z).

Sea b = {y ∈ HD(Ω) |
∨
x ∈ a ϕHD(Ω)(x, y)}, que es un conjunto por el

axioma del reemplazo. Se cumple que b ∈ D(Ω), pues∧
x(x = b↔

∧
v(v ∈ x↔ v ∈ HD(Ω) ∧

∨
u ∈ a ϕHD(Ω)(u, v))).

Esto prueba el axioma del reemplazo en HD(Ω).

Teorema 9.12 HD(Ω) es un modelo transitivo de ZFC.

Demostración: Basta probar que todo conjunto A ∈ HD(Ω) puede ser
bien ordenadoHD(Ω). Puesto que “ser un buen orden” es absoluto para modelos
transitivos de ZF, basta probar que existe un buen orden R sobre A tal que
R ∈ HD(Ω). Para ello basta definir

R = {(x, y) ∈ A×A | x ≤ y},

donde x ≤ y es la fórmula definida en la prueba del teorema 9.6. Así R es un
buen orden en A, y es fácil ver que si A es definible a partir de un ordinal γ,
lo mismo le sucede a R, luego R ∈ D(Ω) y como R ⊂ HD(Ω), concluimos que
R ∈ HD(Ω).

Puesto que el teorema anterior se demuestra en ZF, tenemos así una prueba
alternativa de la consistencia de AE basada en la clase HD(Ω) en lugar de
en L. El argumento no es adaptable a HD(Ωω), pues no podemos definir explí-
citamente un buen orden en Ωω. Sin embargo, sí que podemos demostrar que
HD(Ωω) satisface el principio de elecciones dependientes ED, para lo cual nos
basamos en lo siguiente:

Teorema 9.13 (ED) HD(Ωω)ω ⊂ HD(Ωω).

Demostración: Sea f : ω −→ HD(Ωω). Por transitividad, f ⊂ HD(Ωω),
luego sólo hemos de probar que f ∈ D(Ωω). Para cada n ∈ ω existe2 sn ∈ Ωω

tal que f(n) = EΩω (sn).

2Aquí usamos ED, pues estamos realizando una elección numerable.
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Fijemos una biyección definible ⟨ , ⟩ : ω×ω −→ ω, por ejemplo la semejanza
determinada por el orden canónico en ω×ω. Sea s ∈ Ωω la aplicación dada por
s(⟨n,m⟩) = sn(m). De este modo:∧

x(x = f ↔ x : ω −→ HD(Ωω) ∧∧
n ∈ ω

∨
t ∈ Ωω(

∧
m ∈ ω t(m) = s(⟨n,m⟩) ∧ x(n) = EΩω (t))),

y esta equivalencia demuestra que f ∈ D(Ωω).

Teorema 9.14 (ED) HD(Ωω) es un modelo transitivo de ZF + ED.

Demostración: Sean A,R ∈ HD(Ωω) en las hipótesis de ED, es decir,
R ⊂ A × A y

∧
x ∈ A

∨
y ∈ A yRx. Por ED existe f : ω −→ A tal que∧

n ∈ ω f(n + 1)Rf(n) y por el teorema anterior f ∈ HD(Ωω). Así pues,
HD(Ωω) cumple ED.

Como ya hemos observado, el teorema 9.12 nos proporciona una prueba
alternativa de la consistencia de AE distinta de la que obtenemos al considerar
la clase L, pero no hemos demostrado la consistencia de V = HD(Ω). Una
prueba elemental de este hecho consiste en observar que tenemos las inclusiones

L ⊂ HD(Ω) ⊂ D(Ω) ⊂ V, L ⊂ HD(Ωω) ⊂ D(Ωω) ⊂ V.

Y si V = L todas ellas son igualdades, luego es consistente que ése sea el
caso, es decir, es consistente que todo conjunto sea hereditariamente definible
por ordinales (y en particular por sucesiones de ordinales).

Podría pensarse que podríamos dar una prueba directa de este hecho (que no
involucrara a L) demostrando que la clase HD(Ω) es un modelo de V = HD(Ω),
pero sucede que esto no es necesariamente cierto. Equivalentemente, la fórmula
“x ∈ HD(Ω)” no es necesariamente absoluta para HD(Ω). Para probarlo nos
apoyamos en el teorema siguiente:

Teorema 9.15 (AE) Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, P ∈ M
un c.p.o. casi homogéneoM y G un filtro P-genérico sobre M . Entonces se
cumple que HD(Ω)M [G] ⊂M y si P es ℵ1-cerradoM también HD(Ωω)M [G] ⊂M .

Demostración: Supongamos que existe un x ∈ HD(Ω)M [G] \M . Podemos
tomarlo de rango mínimo δ, con lo que x ⊂ HD(Ω)M [G]. Sea α ∈ ΩM tal
que (

∧
u(u = x ↔ ΦΩ(α, u)))

M [G]. Así,
∧
y ∈ M(y ∈ x ↔ ΨM [G](α, y)),

donde Ψ(α, y) ≡
∨
u(y ∈ u ∧ ΦΩ(α, u)). De este modo, si y ∈ x, tenemos que

ΨM [G](α, y), luego existe un p ∈ G tal que p ⊩ Ψ(α̌, y̌), y por 4.45 tenemos que,
de hecho, 1lP ⊩ Ψ(α̌, y̌). El recíproco es trivial, luego

x = {y ∈ Vδ+1 | 1lP ⊩ Ψ(α̌, y̌)}M ∈M,

contradicción.
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Si consideramos HD(Ωω) la situación es la misma salvo que ahora tenemos
una sucesión s ∈ (Ωω)M [G] en lugar de un α ∈ ΩM , pero si P es ℵ1-cerradoM
entonces s ∈M y el argumento se aplica igualmente.

Así, por ejemplo, si aplicamos el teorema anterior a P = Fn(ω, 2,ℵ0) y a un
modelo de ZFC + V = L obtenemos una extensión genérica en la que V = L[a],
para un cierto a ⊂ ω y HD(Ω) = L.

Más concretamente, la prueba del teorema anterior muestra que a /∈ D(Ω),
con lo que, aunque claramente Pω ∈ D(Ω), es consistente que haya elementos
de Pω que no sean definibles por ordinales.

Usando P = Fn(ω1, 2,ℵ1)M obtenemos el resultado análogo para HD(Ωω)
(aunque ahora a ⊂ ω1, ya que Pω ∈ HD(Ωω)).

Más significativo es que, como anunciábamos, HD(Ω) no cumple necesaria-
mente V = HD(Ω):

Teorema 9.16 Si ZFC es consistente, también lo es

ZFC + L ⊊ HD(Ω) ⊊ V + HD(Ω)HD(Ω) = L.

Demostración: Razonamos en ZFC. Partimos de un modelo transitivo
numerable M de ZFC + V = L y tomamos Q = Fn(ω, 2,ℵ0) ∈ M y un filtro
Q-genérico H sobre M . De este modo, si llamamos a =

⋃
G a la función

genérica determinada por H, tenemos un modelo N = M [H] = M [a] que,
según el teorema anterior, cumple que HD(Ω)N ⊂ M y, como M = LN , de
hecho, (HD(Ω) = L)N . Por otra parte, (V = L[a])N . Además, como M cumple
la HCG, lo mismo le sucede a N .

Sea ahora A = {ℵNn | n ∈ ω} ∈ N y definamos

E(ℵn) =
{
ℵn+1 si a(n) = 1,
ℵn+2 si a(n) = 0.

Tomamos P = (
∏
n∈ω

Fn(E(ℵn), 2,ℵn))N y un filtro G P-genérico sobre N .

Entonces, según 5.36 la extensión N [G] tiene los mismos cardinales que N y,
según 5.38, ∧

n ∈ ω (2ℵn)N [G] = E(ℵn).

Esto hace que a ∈ D(Ω)N [G], pues

(
∧
x(x = a↔ x ∈ C ∧

∧
n ∈ ω(a(n) = 1↔ 2ℵn = ℵn+1)))

N [G].

Claramente entonces a ∈ HD(Ω)N [G], luego (N = L[a] ⊂ HD(Ω))N [G]. Por
otra parte, es inmediato comprobar que un producto de c.p.o.s casi homogéneos
es casi homogéneo, luego el teorema anterior nos da la inclusión opuesta. Así
pues, (HD(Ω) = L[a] ⊊ V )N [G], mientras que, según habíamos visto,

(HD(Ω)HD(Ω))N [G] = HD(Ω)N =M = LN [G].



9.1. Conjuntos hereditariamente definibles por ordinales 367

Notas Una variante del teorema anterior consiste en suponer que M tiene un
(mínimo) cardinal inaccesible κ y tomar como conjunto A el formado por los
cardinales ℵMκ+n en lugar de ℵn. De este modo obtenemos un modelo en el que
existe un a ∈ ω2 (o, equivalentemente, un x ⊂ ω) que cumple a ∈ HD(Ω), pero
a /∈ HD(Ω)Vκ , ya que V N [G]

κ = V Nκ y si a fuera hereditariamente definible por
ordinales en V Nκ también lo sería en N .

Así pues, vemos que “ser hereditariamente definible por ordinales” no es
absoluto ni siquiera para los modelos Vκ, para los que “prácticamente todo”
es absoluto. Hay que tener en cuenta todo V para determinar si un simple
subconjunto de ω es o no definible por ordinales.

Otra variante es en tomar Q = Fn(ω2 × ω, 2,ℵ0), con lo que (2ℵ0 = ℵ2)N (y
tomar como a una cualquiera de las ℵ2 funciones genéricas que hay en N). Así
vemos que es consistente que (2ℵ0 = ℵ2)HD(Ω), por lo que, al contrario que L,
la clase HD(Ω) no puede usarse para probar la consistencia de la hipótesis del
continuo.

Por último, todo el argumento se adapta al caso de HD(Ωω) sin más que
excluir el factor correspondiente a n = 0 en la definición de P, para que éste sea
ℵ1-cerrado.

Vemos así que el hecho de que el modelo HD(Ω) cumpla una determinada
propiedad (por ejemplo, 2ℵ0 = ℵ2) no implica necesariamente que dicha pro-
piedad sea consistente con V = HD(Ω). Por ejemplo, el teorema 9.12 no sirve
como prueba de que V = HD(Ω)→ AE.

Por consiguiente, hasta ahora el único argumento que hemos dado que prueba
la consistencia de V = HD(Ω) es que se cumple trivialmente si V = L. Veamos
a continuación que también es consistente con V ̸= L:

Teorema 9.17 Si ZFC es consistente, también lo es ZFC +L ⊊ HD(Ω) = V .

Demostración: Razonamos en ZFC. Partimos de un modelo transitivo
numerable M de ZFC + V = L y consideramos un cardinalM κ tal que κ = ωMκ .
Consideramos

P = (
∏
α<κ

Fn(ω2α+3 \ ω2α+1, 2,ℵ2α+1))
M ,

tomamos un filtro P-genérico G y formamos la extensión genérica M [G]. Note-
mos que P es semejante al producto de Easton (5.32) correspondiente (en M)
a la función E de dominio A = {ℵ2α+1 | α < κ} dada por E(µ) = µ++. Por lo
tanto, sabemos que M [G] tiene los mismos cardinales y cofinalidades que M y
que la función del continuo en M [G] (bajo κ) viene dada por

2ℵ2α+1 = ℵ2α+3, 2ℵ2α = ℵ2α+1.

Sea Pα = Fn(ω2α+3 \ ω2α+1, 2,ℵ2α+1)
M , sea iα : Pα −→ P la inmersión

completa, Gα = i−1
α [G] y fα =

⋃
Gα. Así fα : ω2α+3 \ ω2α+1 −→ 2.
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Notemos que {fα}α<κ ∈ M [G]. Ahora definimos en M [G] una sucesión
creciente {Bα}α≤κ de conjuntos Bα ⊂ ω2α+3 mediante

Bα =


⋃
δ<α

Bδ si α /∈ {0} ∪
⋃
δ<α

Bδ,

{0} ∪
⋃
δ<α

Bδ ∪ {δ ∈ ω2α+3 \ ω2α+1 | fα(δ) = 1} si α ∈ {0} ∪
⋃
δ<α

Bδ.

De este modo,

B0 = {0} ∪ {δ ∈ ω3 \ ω1 | f0(δ) = 1}

determina a f0. Los siguientes Bα son todos iguales a E0 hasta el mínimo
α < ω3 tal que f0(α) = 1, para el cual tenemos que

Bα = B0 ∪ {δ ∈ ω2α+3 \ ω2α+1 | fα(δ) = 1},

y así Bα codifica a f0 y fα, etc. Llamamos B = Bκ =
⋃
α<κ

Bα.

Notemos que, en general,
⋃
δ<α

Bδ ⊂ ω2α+1 y α ≤ ωα < ω2α+1, por lo que si

α < κ pertenece o no a B se determina antes de definir Bα.

Ahora consideramos el modelo N =M [B] ⊂M [G] dado por el teorema 4.53.
El hecho de que los cardinales y la cofinalidades en M se conserven en M [G]
implica que también se conservan en N , de modo que los tres modelos tienen
los mismos cardinales y cofinalidades. Observemos que si α ∈ B, entonces

fα(δ) = 1↔ δ ∈ B ∩ (ωN2α+3 \ ωN2α+1),

por lo que {fα}α∈B ∈ N . En particular, ahora es claro que N ̸= M , luego
(V ̸= L)N . Basta probar que B ∈ HD(Ω)N , pues la minimalidad de M [B]
implica entonces que N = M [B] ⊂ HD(Ω)N ⊂ N , y en definitiva concluimos
que (L ⊊ HD(Ω) = V )N .

A su vez, basta probar que∧
α < κ(α ∈ B ↔ 2ℵ2α+1 = ℵ2α+3)

N ,

pues esto, junto con el hecho de que B ⊂ κ, nos da una definición de B en N a
partir del ordinal κ.

Si α ∈ B, entonces fα ∈ N , luego Gα ∈ N , pero Gα es un filtro Pα-genérico
sobre M , donde Pα = Fn(ω2α+3, 2,ℵ2α+1)

M y M [Gα] ⊂ N . Sabemos que en
M [Gα] se cumple 2ℵ2α+1 = ℵ2α+3, luego en N hay al menos ℵ2α+3 subconjuntos
de ω2α+1 y, como en M [G] no hay más, ése tiene que ser el número exacto.

Supongamos ahora que α ∈ κ \B y sea

P∗ = (
∏

α̸=α0

Fn(ω2α+3 \ ω2α+1, 2,ℵ2α+1))
M ,

de modo que en M tenemos la descomposición P ∼= P∗ × Pα, que a su vez se
traduce en que M [G] =M [G∗][Gα] donde G∗ es P∗-genérico sobre M . Tenemos
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entonces que {fδ}δ ̸=α ∈ M [G∗] y es claro que B ∈ M [G∗], porque fα no inter-
viene realmente en la definición de B, en el sentido de que si aplicamos la misma
definición en M [G∗] tomando cualquier fα ∈ M [G∗] en lugar de “la auténtica”,
el conjunto definido es el mismo, pues al llegar a la definición de Bα se tiene
que α /∈

⋃
δ<α

Bδ y fα no se emplea en la definición.

Por lo tanto, N = M [B] ⊂ M [G∗], pero M [G∗] es una extensión mediante
un producto de Easton (con los mismos cardinales que M , luego que N) que
cumple 2ℵ2α+1 = ℵ2α+2, por lo que en N tiene que cumplirse esto mismo.

Ahora sí que podemos afirmar que V = HD(Ω) no implica la hipótesis del
continuo. Recordemos que, trivialmente, el axioma V = HD(Ω) es equivalente
a V = D(Ω). Notemos además que si se cumple V = HD(Ω), al igual que
si V = L, tenemos que la clase de todos los conjuntos admite un buen orden
definible mediante una fórmula (metamatemática) explícita.

9.2 Los c.p.o.s Col(κ) y Lv(κ)

En la sección siguiente presentaremos el modelo de Solovay en el que todo
subconjunto de R es medible Lebesgue, tiene la propiedad de Baire y, si es
no numerable, contiene un subconjunto perfecto. Según ya hemos señalado al
comienzo de este capítulo, para que esto suceda en tal modelo ℵ1 tiene que ser
inaccesible en L. La forma más elemental de conseguir esto es mediante el orden
colapsante de Lévy, que colapsa todos los cardinales no numerables menores que
un cardinal inaccesible para que éste pase a ser ℵ1. Solovay demostró que esto
basta para asegurar que todos los subconjuntos de R en HD(Ωω) sean medibles
Lebesgue. Lo veremos en la sección siguiente, pero antes estudiaremos el orden
de Lévy con más detalle.

Previamente obtendremos algunos resultados sobre el c.p.o. Fn(ω, κ,ℵ0), que
colapsa (vuelve numerable) a un cardinal κ, aunque, dado que está formado por
condiciones finitas, es más cómodo trabajar con Col(κ) = κ<n, que obviamente
es denso en Fn(ω, κ,ℵ0), luego equivalente a la hora de construir extensiones
genéricas. Llamaremos Col(κ) a la compleción de Col(κ).

Necesitamos una caracterización del álgebra Col(κ), que esencialmente está
contenida en el teorema siguiente:

Teorema 9.18 Sea Q un conjunto parcialmente ordenado separativo de cardi-
nal no numerable κ tal que 1lQ ⊩ κ̌ es numerable. Entonces Q tiene un subcon-
junto denso isomorfo a Col(κ).

Demostración: Basta demostrar el teorema relativizado a un modelo tran-
sitivo numerable arbitrario M de ZFC. Observemos que Q no puede cumplir la
condición de cadena κ, pues entonces3 conservaría cardinales ≥ κ. Más aún, si

3Según 5.6 tendríamos que exigir que κ fuera regularM , pero en realidad puede probarse
que el máximo cardinal µ tal que un c.p.o. cumple la condición de cadena µ es siempre regular,
por lo que la hipótesis es en realidad redundante. No obstante, nosotros sólo vamos a aplicar
este teorema al caso en que κ es regular.
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q ∈ Q, el conjunto
Qq = {r ∈ Q | r ≤ q}

tampoco puede cumplir dicha condición. En efecto: si G es un filtro Qq-genérico
sobre M , tenemos que G genera un filtro G∗ en Q, que claramente es Q-genérico
y M [G] =M [G∗], pues G = G∗ ∩Qq ∈M [G∗] y G∗ ∈M [G]. Así pues, también
se cumple que 1lQq

⊩ κ̌ es numerable.
Seguidamente observamos que, si G es un filtro Q-genérico sobre M , como

G ⊂ Q, ha de ser numerableM [G]. Sea σ ∈ MQ tal que 1l ⊩ σ : ω −→ Γ
suprayectiva.

Vamos a definir (en M) una aplicación q : Col(κ) −→ Q que sea un isomor-
fismo entre Col(κ) y un subconjunto denso de Q. Definimos q(p) por recurrencia
sobre la longitud de p. Hacemos q(1l) = 1l y veamos a continuación cómo definir
q sobre las condiciones de longitud 1.

Para ello consideramos una anticadena W ⊂ Q. Para cada w ∈W , podemos
tomar un filtro G Q-genérico sobre M tal que w ∈ G. Si σG(0) = q, existe
w′ ≤ w tal que w′ ⊩ σ(0̌) = q̌. Sustituyendo cada w ∈ W por un w′ en
estas condiciones, podemos suponer que para cada w ∈ W existe un qw ∈ Q
tal que w ⊩ σ(0̌) = q̌w. Sea W∅ una anticadena en Q maximal respecto de
esta propiedad, digamos W∅ = {wα}α<κ y, para cada condición p ∈ Col(κ) de
longitud 1, definimos q(p) = wp(0).

Supongamos definida q sobre las condiciones de longitud n. Dada una condi-
ción p ∈ Col(κ) de longitud n+1, tomamos una anticadena Wp|n en Q formada
por condiciones w ≤ q(p|n) tales que exista un qw ∈ Q tal que w ⊩ σ(ň) = q̌w y
que sea maximal respecto de estas propiedades. Puesto que Qq(p|n) no cumple la
condición de cadena κ (y la existencia de qw se puede exigir siempre), tenemos
que |Wp|n |M = κ. Elegimos una enumeración Wp|n = {wα}α<κ y definimos
q(p) = wp(n).

Así es evidente que el conjunto D = {q(p) | p ∈ Col(κ)} es isomorfo a Col(κ).
Sólo falta probar que es denso en Q. Para ello tomamos q ∈ Q. Si G es un filtro
Q-genérico sobre M que contenga a q, tenemos que σG : ω −→ G, luego existe
un n ∈ ω tal que σG(n) = q, luego existe un r ≤ q tal que r ⊩ σ(ň) = q̌.

La condición r ha de ser compatible con alguna condición de la anticadena
W∅, digamos que con la asignada a p1. A su vez, ha de ser compatible con alguna
condición de la anticadena Wp1 , digamos con la asignada a p2 y, repitiendo
el argumento, concluimos que r ha de ser compatible con q(p), para cierta
condición p ∈ Col(κ) de longitud n + 1. En principio, existe un q′ ∈ Q tal que
q(p) ⊩ σ(ň) = q̌′. Ahora bien, como podemos tomar un filtro genérico G que
contenga a q(p) y a r, en M [G] tendremos que σG(n) = q′ = q, de modo que
q(p) ⊩ σ(n) = q̌. En particular q(p) ⊩ q̌ ∈ Γ.

Finalmente observamos que q(p) ≤ q, ya que, en caso contrario, como Q es
separativo, existiría q′ ≤ q(p) tal que q′ ⊥ q, y si G es un filtro genérico que
contiene a q′, como q′ ⊩ q̌ ∈ G, tendríamos también que q ∈ G, lo cual es
imposible. Así hemos probado que D es denso en Q.

Equivalentemente, podríamos enunciar el teorema anterior con la conclu-
sión B(Q) ∼= Col(κ) (donde B(Q) es la compleción de Q), o también como que
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toda álgebra de Boole completa que contenga un subconjunto denso no nume-
rable de cardinal κ y tal que ∥κ̌ es numerable∥ = 1l es isomorfa a Col(κ). Otra
consecuencia sencilla es la siguiente:

Teorema 9.19 Si κ es un cardinal no numerable y B es un álgebra de Boole
completa con un subconjunto denso de cardinal ≤ κ, entonces existe una inmer-
sión completa i : B −→ Col(κ).

Demostración: Sea P denso en B con |P| ≤ κ. Entonces Q = P × Col(κ)
es un c.p.o. de cardinal κ que obviamente colapsa κ, luego su compleción es
isomorfa a Col(κ), luego tenemos inmersiones completas

P −→ P× Col(κ) −→ Col(κ)

cuya composición induce una inmersión completa B −→ Col(κ).

Nota La versión para κ = ℵ0 del teorema anterior es [TC 7.67].

Con esto podemos probar:

Teorema 9.20 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, sea δ un car-
dinal infinitoM , sea Q = Col(δ), sea G un filtro Q-genérico sobre M y sea
A ∈ M [G] tal que A ⊂ M . Entonces M [A] = M [G] o bien existe un filtro G0

Q-genérico sobre M [A] tal que M [G] =M [A][G0].

Demostración: Sea B ∈M la compleciónM de Q y llamemos G∗ al ultra-
filtro B-genérico sobre M generado por G en B. En la demostración del teorema
4.53 se ve que existe una subálgebra completa C de B tal que, si llamamos
H = G∗ ∩ C, entonces M [A] =M [H].

La inclusión i : C −→ B es una inmersión completa y H = i−1[G∗]. Por el
teorema 7.20 sabemos que G∗ es también un filtro B/H-genérico sobre M [H] y
que M [G] =M [G∗] =M [H][G∗].

Tenemos que Q es denso en B y en la demostración de 7.21 se ve que entonces
Q′ = Q ∩ (B/H) es denso en B/H, luego llamando G′ = G ∩ Q′, tenemos que
M [G] =M [A][G′], donde G′ es un filtro Q′-genérico sobre M [A].

Por otra parte, |Q′|M [A] ≤ |δ|M [A]. Si δ es no numerableM [A], como δ
es numerableM [G], tenemos que Q′ colapsa a |δ|M [A], luego necesariamente
|Q′|M [A] = |δ|M [A]. Más aún, para todo filtro G′ Q′-genérico sobre M [A] (no
necesariamente el que tenemos fijado) se cumple que G′ es Q-genérico sobre M
y M [A][G′] = M [G′], luego δ es numerableM [A][G′]. Así pues, se cumple que
1lQ′ ⊩ δ̌ es numerable y por 9.18 tenemos que Q′ contiene un subconjunto denso
isomorfo a Col(|δ|M [A]), que a su vez es isomorfo a Col(δ). Por consiguiente,
M [A][G′] =M [A][G0], para un cierto filtro G0 Q-genérico sobre M [A].

Supongamos ahora que δ es numerableM [A] y que M [A] ⊊ M [G]. Entonces
las complecionesM [A] deQ′ yQ son isomorfas por [TC 7.67], ya que ambos c.p.o.s
son numerablesM [A] (y no atómicos, luego las compleciones también). Así pues,
M [A][G′] =M [A][G0] en las mismas condiciones que en el caso anterior.
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Consideramos ahora el c.p.o. P = Lv(κ), donde κ es un cardinal débilmente
inaccesible, formado por las funciones definidas sobre subconjuntos finitos de
κ× ω tales que p(α, n) < α.

Así, si M es un modelo transitivo numerable de ZFC, κ es un cardinal
débilmente inaccesibleM y G es un filtro P-genérico sobre M , éste determina en
M [G] una familia de κ funciones que colapsan todos los ordinales (y en particular
los cardinales) menores que κ hasta ℵ0, de modo que κ = ℵM [G]

1 . Además, según
el teorema 5.46, se cumple que (2ℵ0 = ℵ1)M [G] y, para todo cardinalM [G] µ > κ,
tenemos que (2µ)M [G] = (2µ)M .

Esto significa que podemos conseguir que en M [G] se cumpla cualquier de-
terminación razonable de la exponenciación cardinal, salvo por el hecho de que
se cumple necesariamente la hipótesis del continuo. Para evitar esta restricción
vamos a considerar un c.p.o. ligeramente más general que el de Lévy:

Fijemos un cardinalM µ de cofinalidad ≥ κ y consideramos los c.p.o.s

P1 = Lv(κ), P2 = Fn(µ, 2,ℵ0), P = P1 × P2,

de modo que un filtro G P-genérico sobre M es de la forma G1 ×G2, donde G1

es P1-genérico sobre M y G2 es P2-genérico sobre M [G1], y entonces se cumple
que M [G] = M [G1][G2]. Es claro que en esta extensión 2ℵ0 = µ (lo cual se
puede concretar en 2ℵ0 = ℵ2 o 2ℵ0 = ℵω+1, etc.).

El teorema siguiente es una generalización obvia de 5.43:

Teorema 9.21 P cumple la condición de cadena κ.

Demostración: Supongamos que P admite una anticadena de cardinal κ.
Podemos ver cada par (p, q) ∈ P como una función de un subconjunto finito de
κ×ω×µ en κ×2. Si la familia de dominios tiene cardinal < κ, como κ es regular,
la anticadena tiene un subconjunto de cardinal κ cuyos miembros tienen todos
el mismo dominio. Si la familia tiene cardinal κ, entonces podemos tomar un
subconjunto de cardinal κ cuyos dominios formen una subfamilia cuasidisjunta
de raíz r. Esto último es válido trivialmente en el primer caso. Si (α, n, β) ∈ r,
entonces su imagen por cada elemento de la anticadena está en α× 2, luego, si
α < κ es el supremo de las primeras componentes de las ternas de r, tenemos
que todas las condiciones de la anticadena se restringen a funciones de r en
(α+1)× 2, y el número de posibilidades es < κ, luego existen κ condiciones en
la anticadena cuya restricción a r es la misma, pero entonces son compatibles,
contradicción.

El resultado fundamental que necesitamos es la variante siguiente de 9.20:

Teorema 9.22 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, sea κ un car-
dinal débilmente inaccesibleM , sea µ un cardinalM de cofinalidadM ≥ κ, sean
P1 = Lv(κ), P2 = Fn(µ, 2,ℵ0), P = P1×P2, sea G un filtro P-genérico sobre M
y sea X ∈M [G] un conjunto numerableM [G] tal que X ⊂M . Entonces podemos
descomponer P = Q1 × Q2 de modo que |Q1|M < κ, X ∈ M [Q1 ∩ G] y existe
un filtro H P-genérico sobre M [X] tal que M [G] = M [X][H]. Además κ y µ
cumplen las mismas hipótesis en M [X].
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Demostración: Podemos tomar α ∈ M tal que X ⊂ V
M [G]
α ∩M = VMα .

Sea f : ω −→ X biyectiva, f ∈M [G]. Como P cumpleM la condición de cadena
κ, por el teorema 5.5 existe una función F ∈ M tal que F : ω −→ PVMα y∧
n ∈ ω(|F (n)|M < κ ∧ f(n) ∈ F (n)). Así pues, tomando B =

⋃
n∈ω

F (n) ∈ M ,
tenemos que X ⊂ B y |B|M < κ.

Pongamos que X = τG, donde τ es un buen nombre para un subconjunto
de B̌, es decir:

τ =
⋃
x∈B
{x̌} ×Ax ∈M

y cada Ax es una anticadena en P, luego |Ax|M < κ. Es claro entonces que
existen un cardinalM ν < κ y un conjunto A ⊂ µ, A ∈ M , |A|M ≤ ν tales que
τ ∈MQ1 , donde

Q1 = {p ∈ P1 | Dp ⊂ (ν + 1)× ω} × Fn(A, 2,ℵ0).

Por lo tanto, X ∈M [Q1 ∩G∗] y, si llamamos

Q2 = {p ∈ P | Dp ⊂ (κ \ (ν + 1))× ω} × Fn(µ \A, 2,ℵ0),

claramente P puede identificarse con Q1 ×Q2.

Ahora observamos que 1lQ1 ⊩ ν̌ es numerable y |Q1|M = ν, luego el teo-
rema 9.18 nos da4 que Q1 tiene un subconjunto denso isomorfo a Col(ν). Esto
nos permite aplicar 9.20, de modo que existe un filtroK Q1-genérico sobreM [X]
tal que M [Q1 ∩G] =M [X][K]. Por lo tanto,

M [G] =M [X][K][Q2 ∩G] =M [X][H],

donde H = K × (Q2 ∩ G∗) es un filtro Q1 × Q2-genérico sobre M [X], que
obviamente se puede sustituir por un filtro P-genérico sobre M [X].

Para que κ y µ sigan cumpliendo las hipótesis en M [X] basta con que las
sigan cumpliendo en M [Q1 ∩ G], es decir, tras una extensión por Col(ν), con
ν < κ, lo cual es fácil de comprobar.

9.3 El modelo de Solovay
Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC + V = L. Supondremos

también que existe un κ ∈M tal que κ es un cardinal fuertemente inaccesibleM .

En lo sucesivo mantendremos la notación descrita en el teorema 9.22, es
decir, M será un modelo transitivo numerable de ZFC, µ será un cardinalM
de cofinalidadM ≥ κ, P = Lv(κ) × Fn(µ, 2,ℵ0) y G será un filtro P-genérico
sobre M . Así se cumple que ℵM [G]

1 = κ y (2ℵ0)M [G] = µ.

Definimos además N = HD(Ωω)M [G], es decir, la clase de los conjuntos
hereditariamente definibles por sucesiones de ordinales. Por 9.14 es un modelo
transitivo numerable de ZF + ED. Llamaremos S = (Ωω)M [G].

4Notemos que ν puede elegirse regularM , de acuerdo con la nota al pie en la demostración
de 9.18.
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Teorema 9.23 Para cada s ∈ S, el conjunto de los x ∈ NM [G] que no son
aleatorios sobre M [s] es nulo y el conjunto de los x ∈ NM [G] que no son genéricos
sobre M [s] es de primera categoría.

Demostración: Por 6.3, el conjunto de los x ∈M [G] que no son aleatorios
sobre M [s] es el conjunto

B = (
⋃
{Bc | c ∈ NL[s] ∧ Bc es nulo})M [G],

que claramente está en M [G]. Sólo hemos de demostrar que (nL[s])M [G] = NM [s]

es numerableM [G], pues entonces B será (en M [G]) una unión numerable de
conjuntos nulos, luego será nula.

Ahora bien, por 9.22 sabemos que s ∈M [Q1∩G], con |Q1|M < κ. Como κ es
fuertemente inaccesibleM , es inmediato que el conjunto de buenos Q1-nombres
para subconjuntos de ω̌ en M tiene cardinal < κ, luego (2ℵ0)M [Q1∩G] < κ, luego
NM [s] ⊂ NM [Q1∩G] tiene cardinalM [G] < κ = ℵM [G]

1 , luego es numerableM [G].

La demostración para los reales aleatorios es idéntica.

Teorema 9.24 Existe una fórmula (metamatemática) ϕ(s, x) tal que para todo
conjunto X ∈ N , X ⊂ N existe una sucesión s ∈ S tal que, para todo x ∈ NM [G],

x ∈ X ↔ ϕ(s, x)M [s][x].

Demostración: Como X ∈ N , existe s ∈ S tal que

(
∧
y(X = y ↔ ΦΩω (s, y)))M [G],

donde ΦΩω es la fórmula definida en 9.5. Consideremos ahora la fórmula ψ(s, x) ≡∨
y(x ∈ y ∧ ΦΩω (s, y)), de modo que∧

x ∈M [G] (x ∈ X ↔ ψM [G](s, x)).

Definimos ϕ(x, s) ≡ 1lP ⊩ ψ(š, x̌). Fijamos x ∈ NM [G] y vamos a probar que
cumple la equivalencia del enunciado o, lo que es lo mismo,

ψM [G](s, x)↔ (1lP ⊩ ψ(š, x̌))M [s][x].

Para ello aplicamos el teorema 9.22 (al conjunto X = s × {0} ∪ x × {1}),
según el cual existe un filtro H P-genérico sobre M [X] = M [s, x] de modo
que M [G] = M [s, x][H]. Ahora basta tener presente que P es claramente casi-
homogéneo, por lo que

ψM [G](s, x)↔ ψM [s,x][H](s, x)↔
∨
p ∈ P (p ⊩ ψ(š, x̌))M [s,x]

↔ (1lP ⊩ ψ(š, x̌))M [s][x].

Como consecuencia:
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Teorema 9.25 Todo X ∈ N tal que X ⊂ C es m-medible y tiene la propiedad
de Baire en M [G].

Demostración: Dado X ∈ N en las condiciones del enunciado, sea s ∈ S
en las condiciones del teorema anterior. Llamemos Bm al álgebra de medida en
M [s] y consideremos N0 = NM [s], C0 = CM [s]. Consideremos además la fórmula

ψ =
∨
x ∈ C(

∧
c ∈ Ň0(x ∈ Bc ↔

∨
C ∈ Γ Bc ∩ Č0 ∈ C) ∧ ϕ(š, x)),

donde Γ es el nombre canónico del ultrafiltro genérico y ϕ es la fórmula dada
por el teorema anterior. Notemos que ψ afirma que, en una extensión genérica
M [s][H], el real aleatorio xH cumple la propiedad ϕ. Entonces ∥ψ∥M [s] ∈ Bm,
luego existe un d ∈ N0 tal que [Bd]

M [s] = ∥ψ∥M .
Definimos B = B

M [G]
d , que es un conjunto de BorelM [G] en CM [G]. Vamos a

probar que si llamamos Al(M [s]) al conjunto de los puntos de CM [G] aleatorios
sobre M [s] (que pertenece a M [G], según hemos visto en 9.23), entonces

X ∩B = Al(M [s]) ∩B.

En efecto, dado x ∈ Al(M [s]), existe un ultrafiltro H Bm-genérico sobre
M [s] tal que x = xH , con lo que

x ∈ X ↔ ϕ(s, x)M [s][x] ↔ ϕ(s, x)M [s][H] ↔ ∥ψ∥M [s] ∈ H

↔ [Bd]
M [s] ∈ H ↔ xH ∈ BM [G]

d ↔ x ∈ B.

Teniendo en cuenta que, según 9.23, el complementario de Al(M [s]) tiene
medida nula, ahora es claro que X∆B es nulo, por lo que X es m-medibleM [G].
El razonamiento para la propiedad de Baire es idéntico.

Teorema 9.26 Todo X ∈ N tal que X ⊂ C no numerableM [G] contiene un
subconjunto perfectoM [G].

Demostración: Dado X, tomamos s ∈ S según el teorema 9.24. Por
9.22 existe un filtro H P-genérico sobre M [s] tal que M [G] = M [s][H] y κ
sigue siendo fuertemente inaccesibleM [s]. Por lo tanto, cambiando M por M [s]
podemos simplificar la notación y suponer que s ∈M .

Como C0 = CM es numerableM [G], existe x ∈ X \ C0. De nuevo por 9.22
tenemos que x ∈M [G1], donde G1 = Q1 ∩G y |Q1|M < κ. Así,

(
∨
x ∈ C(x /∈ C0 ∧ ϕL[s,x](s, x)))M [G1],

luego existen un nombre σ ∈MQ1 y una condición p ∈ G1 tales que

p ⊩ (σ ∈ C \ Č0 ∧ ϕL[š,σ](š, σ)).

Puesto que (PQ1)
M es numerableM [G], podemos considerar una enumeración

{Dn}n∈ω ∈ M [G] de los subconjuntos densos de Q1. Ahora construimos en
M [G] una familia {pt}t∈2<ω de condiciones en Q1 que extienden a p y de manera
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que t1 ⊂ t2 → pt2 ≤ pt1 . Para ello tomamos p∅ ≤ p tal que p∅ ∈ D0. Supuesto
definido pt ≤ p, existe nt ∈ ω tal que pt no decide σ(ňt), es decir, tal que

¬pt ⊩ σ(ňt) = 0 ∧ ¬pt ⊩ σ(ňt) = 1,

pues en caso contrario pt ⊩ σ = x̌ ∈ Č0, donde

x̌ = {(n, i) ∈ ω × 2 | pt ⊩ σ(ň) = ǐ} ∈ C0.

Por consiguiente, existen condiciones pt⌢0 y pt⌢1 que extienden a pt (y que
podemos tomar en Dℓ(t)) tales que

pt⌢i ⊩ σ(ňt) = ǐ.

Para cada z ∈ CM [G], definimos

Gz = {p ∈ Pν+1 |
∨
t ∈ 2<ω(t ⊂ z ∧ pt ≤ p)}.

Así Gz ∈ M [G] es un filtro en Q1 y pz|n ∈ Gz ∩Dn, luego se trata de un filtro
Q1-genérico sobre M . Como p ∈ Gz, tenemos que σGz

∈ CM [Gz ] ⊂ CM [G] y
ϕM [x](s, σGz

), lo cual equivale a que σGz
∈ X.

Por consiguiente, podemos definir f : CM [G] −→ X mediante f(z) = σGz .
Basta probar que f es inyectiva y continua, pero esto es claro: si z1 ̸= z2,
entonces existe un t ∈ 2<ω de modo que t ⊂ z1 ∪ z2, t⌢0 ⊂ z1 t⌢1 ⊂ z2 (o
viceversa). Por lo tanto, t⌢0 ∈ Gz1 y, en consecuencia, σz1(nt) = 0, mientras
que σz2(nt) = 1, es decir, f(z1) ̸= f(z2).

La continuidad en cada z0 ∈ CM [G] se debe a que, para cada n ∈ ω, llamando
h = σGz0

|n, existe q ∈ Gz0 tal que q ⊩ σ|ň = ȟ, luego existe un t ∈ 2<ω, t ⊂ z0
tal que pt ≤ q, y entonces z0 ∈ Bt ⊂ f−1[Bh], ya que si z ∈ Bt, entonces
pt ∈ Gz, luego q ∈ Bz, luego f(z)|n = h.

El teorema siguiente es ahora inmediato:

Teorema 9.27 (Solovay) Las teorías siguientes son equiconsistentes:

a) ZFC + “existe un cardinal inaccesible”.

b) ZFC + “en HD(Ωω) se cumple que todo subconjunto de todo espacio polaco
no numerable es universalmente medible, tiene la propiedad de Baire y, si
es no numerable, contiene un subconjunto perfecto”.

c) Lo mismo que b) pero con L(N) en lugar de HD(Ωω).

d) ZFC + “todo conjunto proyectivo en todo espacio polaco no numerable es
universalmente medible, tiene la propiedad de Baire y, si es no numerable,
contiene un subconjunto perfecto”.

e) ZF + ED + V = L(N) + “todo subconjunto de todo espacio polaco no
numerable es universalmente medible, tiene la propiedad de Baire y, si es
no numerable, contiene un subconjunto perfecto”.
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Demostración: Que b) – e) implican la consistencia de a) o, en otras
palabras, que la hipótesis sobre la existencia de un cardinal inaccesible en M es
necesaria5 para la construcción de un modelo con las características indicadas,
es consecuencia tanto de [TD 6.8] (más 3.36) como de [TD 6.18].

Trabajando en a) podemos construir el modelo de Solovay M [G], en el que
hemos probado que todos los subconjuntos de C que están en HD(Ωω) tienen las
tres propiedades (cambiando “universalmente medible” por m-medible). Ahora
bien, por [TD 6.32] esto es cierto también relativizado a HD(Ωω), que es un
modelo de ZF + ED y, razonando en ZF + ED y teniendo en cuenta que dos
espacios polacos no numerables son Borel-isomorfos, así como que el isomorfismo
se puede elegir para que transforme cualquier medida de Borel en cualquier
medida de Borel, es claro que el hecho de que C cumpla las tres propiedades (la
primera para la medida m) implica que cualquier espacio polaco no numerable
las cumple para cualquier medida de Borel, luego tenemos que M [G] es un
modelo de b).

La consistencia de c) se deduce de la de b) teniendo en cuenta la inclusión
L(N) ⊂ HD(Ωω) y [TD 6.32], o bien se razona a partir de a) exactamente igual
que hemos hecho en b).

Hemos probado que M [G] cumple d) para los subconjuntos proyectivos de C

y la medida m, pues todos ellos están en HD(Ωω), y a su vez esto implica que
se cumple d) para los subconjuntos proyectivos de cualquier espacio polaco no
numerable, por la existencia de isomorfismos de Borel.

La consistencia de e) se sigue inmediatamente de la de c) sin más que tener
en cuenta que L(N) es un modelo de ZF + ED + V = L(N).

Notas

• En realidad hemos demostrado la consistencia de una teoría ligeramente
más general que d): si entendemos que un espacio polaco X está en
HD(Ωω) cuando lo está como espacio topológico, es decir, cuando el par
(X,T) ∈ HD(Ωω), donde T es la topología de X (y esto les sucede cla-
ramente a todos los espacios que estamos manejando, N, C, R, Rn, H,
etc.) entonces es consistente con ZFC que todo subconjunto en HD(Ωω)
de todo espacio polaco no numerable X en HD(Ωω) tenga las tres propie-
dades consideradas en el teorema anterior. En efecto, razonando en b),
dado X ∈ HD(Ωω), existe un f ∈ HD(Ωω) tal que f : C −→ X es un
isomorfismo de BorelHD(Ωω), pero la σ-álgebra de Borel de X en HD(Ωω)
es la misma que en V (porque contiene a todos los abiertos de X), lo que
implica que f es un isomorfismo de Borel, que biyecta los subconjuntos
de X en HD(Ωω) con los de C, luego todos ellos tienen las tres propiedades
del teorema.

5Sin embargo, Shelah ha demostrado que la consistencia de que todo subconjunto de un es-
pacio polaco tenga la propiedad de Baire es equivalente a la consistencia de ZFC, sin necesidad
de cardinales inaccesibles.
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• De acuerdo con las observaciones hechas al principio de la sección, en los
apartados b), c), d) del teorema de Solovay podemos añadir que 2ℵ0 es
cualquier cardinal de cofinalidad no numerable.

• Teniendo en cuenta el teorema [TC B.10] (o [TC B.23]) en el modelo de
Solovay N se cumple (o, más en general, a partir de d) se puede demostrar)
que ℵ1 ̸≤ 2ℵ0 , de modo que los únicos subconjuntos de R que admiten un
buen orden son los numerables. Por otro lado, mientras que con AE puede
probarse que todo espacio polaco tiene exactamente 2ℵ0 conjuntos de Bo-
rel, a partir de d) se demuestra que |B| > 2ℵ0 . En efecto, la desigualdad
2ℵ0 ≤ |B| es elemental, pues los conjuntos con un punto son una familia
de 2ℵ0 conjuntos de Borel, pero en las condiciones de d) no puede darse
la igualdad ya que, según acabamos de observar, se cumple que ℵ1 ̸≤ 2ℵ0 ,
mientras que [TD 1.57] implica que ℵ1 ≤ |B|. Así pues, si es consistente
la existencia de un cardinal inaccesible, también es consistente

ZF + ED + V = L(N) + ℵ1 ̸≤ 2ℵ0 + 2ℵ0 < |B|.
Notemos también que los códigos de Borel definen una aplicación supra-
yectiva N −→ B. Con AE esto implica que |B| ≤ 2ℵ0 , pero ahora vemos
que sin AE no es así necesariamente.

Así pues, tenemos que es consistente (con ZFC) que todo subconjunto de
R definible por sucesiones de ordinales sea medible Lebesgue. En particular es
consistente que ninguna fórmula (metamatemática) sin parámetros defina un
conjunto no medible Lebesgue. Por supuesto, también sabemos que si V = L
podemos definir “explícitamente” un conjunto ∆1

2 no medible Lebesgue, con
lo que también es consistente que haya conjuntos “definibles” no medibles. El
teorema [TC B.12] implica ahora que lo mismo vale para la existencia de Bases de
Hamel (pues se comprueba sin dificultad que una base de Hamel que pertenezca
a HD(Ωω) es una base de Hamel en HD(Ωω)).

9.4 Uniones de conjuntos de Borel
Los teoremas [TD 2.26] y [TD 6.22] prueban la consistencia de que los únicos

conjuntos que pueden expresarse como unión de ℵ1 conjuntos de Borel son los
conjuntos Σ1

2. Por otro lado, si 2ℵ0 = ℵ1 es trivial que todo subconjunto de
cualquier espacio polaco no numerable es unión de ℵ1 conjuntos de Borel. No
obstante, este caso es demasiado trivial. En esta sección demostramos que, en el
modelo de Solovay construido en la sección precedente (donde 2ℵ0 puede tomar
cualquier valor prefijado de cofinalidad no numerable) se cumple igualmente que
todo conjunto proyectivo es unión de ℵ1 conjuntos de Borel. Más en general:

Teorema 9.28 En M [G] se cumple que todo conjunto X ∈ HD(Ωω), X ⊂ N

es unión de ℵ1 conjuntos de Borel.

Demostración: Sea X ∈ N = HD(Ωω)M [G], X ⊂ N, sea s ∈ S de modo
que se cumpla el teorema 9.24. Factorizando M [G] como en el teorema 9.26 po-
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demos suponer que s ∈M = L[s]M . Como P = P1×P2, podemos descomponer
M [G] =M [H1][H2]. Vamos a probar lo siguiente:

(∗) Para todo x ∈ X, existe un c ∈ CBM [H1] tal que x ∈ BM [G]
c ⊂ X.

Admitiendo esto de momento, podemos concluir queX es unión de conjuntos
de Borel con códigos en NM [H1]. Ahora bien, sabemos que M [H1] cumple la
hipótesis del continuo, luego |N|M [H1] = ℵM [H1]

1 ≤ ℵM [G]
1 , luego el cardinal de

CBM [H1] en M [G] es a lo sumo ℵM [G]
1 , luego X es unión de (a lo sumo) ℵ1

conjuntos de Borel y el teorema queda probado.

Aplicamos a x el teorema 9.22, según el cual P = Q1 ×Q2, donde

Q1 = {p ∈ P1 | Dp ⊂ (ν + 1)× ω} × Fn(A, 2,ℵ0),

para cierto cardinalM ν < κ y cierto A ⊂ µ con cardinalM ≤ ν, de modo que
x ∈M [Q1 ∩G]. Sabemos además que Q1 tiene un subconjunto denso isomorfo
a Col(ν). Por ello, a partir de aquí llamaremos Q1 = Col(ν), con lo que ahora
tenemos una inmersión completa i : Q1 −→ P (tal que i ∈ M). En estos
términos, x ∈ M [i−1[G]] ⊂ M [G], pues M [i−1[G]] es la misma extensión que
hasta ahora llamábamos M [Q1 ∩G].

Sea ahora G1 ∈M [G] un filtro Q1-genérico sobre M arbitrario. (Un ejemplo
sería G1 = i−1[G], pero necesitamos considerar uno arbitrario.) El filtro G1

determina una función genérica fG1
: ω −→ ν tal que M [G1] =M [fG1

] ⊂M [G].
Podemos aplicar a fG1

el teorema 9.22, de modo que existe un filtro G2 P-
genérico sobre M [G1] tal que M [G] =M [G1][G2].

En el caso particular en que G1 = i−1[G], por 9.24 tenemos ϕ(s, x)M [x],
luego también (ϕ(s, x)L[s,x])M [G1], y, si x = σG1 existe p0 ∈ i−1[G] tal que

p0 ⊩ σ ∈ N ∧ ϕL[š,σ](š, σ). (9.2)

Así, si G1 ∈ M [G] es cualquier filtro Q1-genérico sobre M tal que p0 ∈ G1,
se cumple σG1 ∈ N y ϕM [σG1

](s, σG1), luego, por 9.24, σG1 ∈ X. Definimos

T = {σG1
| p0 ∈ G1 ∧ G1 es un filtro Q1-genérico sobre L[s]}M [G].

Así tenemos que x ∈ T ⊂ X. Para concluir (∗) basta probar que, en M [G],
el conjunto T se descompone en unión de conjuntos de Borel con código en
M [P1 ∩G]. De hecho, probaremos que se descompone en unión de ℵ1 conjuntos
de Borel con dicha condición. Sea Q ∈ M el conjunto de los pares (p, w) tales
que:

a) p ∈ Q1, w : ℓ(p) −→ ω,

b) p es compatible con p0,

c) para todo k < ℓ(p) y todo l < ω, si p ⊩ σ(ǩ) = ľ entonces w(k) = l.
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Es claro que si (p, w), (p′, w′) son pares que cumplen a), p′ ≤ p, w ⊂ w′ y
(p′, w′) ∈ Q, entonces (p, w) ∈ Q.

Veamos ahora que

T = {t ∈ N |
∨
G1 ∈M [G](G1 es un filtro Q1-genérico sobre M

∧
∧
n ∈ ω (fG1

|n, t|n) ∈ Q)}. (9.3)

Para probarlo llamamos T ′ al término derecho de la igualdad anterior. Si
t ∈ T , entonces t = σG1

, para un cierto filtro genérico G1 tal que p0 ∈ G1.
Hemos de probar que, si n ∈ ω, se cumple que (fG1

|n, t|n) ∈ Q. Obviamente se
cumple la propiedad a) de la definición de Q y, como p0, fG1

|n ∈ G1, también
se cumple la propiedad b). Para probar c) tomamos k < n y suponemos que
fG1 |n ⊩ σ(ǩ) = ľ. Entonces, t(k) = σG1(k) = l, luego t|n(k) = l. Con esto
tenemos probado que T ⊂ T ′.

Tomemos ahora t ∈ T ′ y sea G1 ∈M [G] un filtro genérico según la definición
de T ′. Hemos de probar que p0 ∈ G1 y t = σG1

. Sea n = ℓ(p0). Como
(fG1
|n, t|n) ∈ Q, por la propiedad b) tenemos que fG1

|n es compatible con p0,
luego ha de ser p0 = fG1 |n ∈ G1.

Para probar que t = σG1 , supongamos que, por el contrario, existen k, l ∈ ω
tales que σG1

(k) = l pero t(k) ̸= l.
El conjunto de las condiciones p ∈ Q1 tales que ℓ(p) > k y p ⊩ σ(ǩ) = ľ o

p ⊩ σ(ǩ) ̸= ľ es denso en Q1, luego una de ellas, que será de la forma fG1
|n,

está en G1 y, necesariamente, fG1
|n ⊩ σ(ǩ) = ľ. Como (fG1

|n, t|n) ∈ Q, por la
propiedad c), t(k) = l, contradicción.

Definimos inductivamente en M [G] conjuntos Fγ ⊂ Q1 ×NM [G] mediante:

a) (p, t) ∈ F0 ↔ (p, t|ℓ(p)) /∈ Q.

b) Para γ > 0, (p, t) ∈ Fγ si y sólo si existe D ∈M denso en Q1 tal que para
todo p′ ∈ D tal que p′ ≤ p existe un β < γ tal que (p′, t) ∈ Fβ .

Observemos que β < γ → Fβ ⊂ Fγ . En efecto, si β = 0 y (p, t) ∈ F0,
tomamos D = Q1 y así, para toda extensión p′ de p se cumple que (p′, t) ∈ F0,
pues (p′, t|ℓ(p′)) /∈ Q o, de lo contrario, tendríamos que (p, t|ℓ(p)) ∈ Q. Para
β > 0 es obvio.

Veamos que si t ∈ NM [G], entonces

t ∈ T ↔
∧
γ ∈ ΩM (1l, t) /∈ Fγ . (9.4)

Supongamos que t ∈ T y sea G1 ∈ M [G] según (9.3). Supongamos, por
reducción al absurdo, que existe un γ tal que (1l, t) ∈ Fγ . Como 1l ∈ G1, podemos
tomar el menor ordinal γ ∈ ΩM tal que existe un p ∈ G1 tal que (p, t) ∈ Fγ .
Sea n = ℓ(p), de modo que p = fG1 |n. Por (9.3) tenemos que (p, t|n) ∈ Q, luego
(p, t) /∈ F0, luego γ > 0. Por consiguiente, existe un D ∈M denso en Q1 según
la parte b) de la definición de Fγ . Existe entonces un p′ ∈ G1∩D, que podemos
tomar p′ ≤ p, luego existe un β < γ tal que (p′, t) ∈ Fβ , en contradicción con la
minimalidad de γ.
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Antes de probar el recíproco veamos que si una condición p ∈ Q1 cumple
que

∧
γ ∈ ΩM (p, t) /∈ Fγ , entonces para todo conjunto D ∈ M denso en Q1

existe una condición p′ ∈ D, p′ ≤ p y
∧
γ ∈ ΩM (p′, t) /∈ Fγ .

En efecto, dado γ > 0, existe un p′γ ≤ p, p′γ ∈ D tal que
∧
β < γ (p′γ , t) /∈ Fβ .

Como D ∈ M , existe un p′ ∈ D tal que p′ = p′γ para un conjunto de ordinales
γ no acotado en ΩM . Entonces (p′, t) /∈ Fβ para todo β < ΩM .

Supongamos ahora que
∧
γ ∈ ΩM (1l, t) /∈ Fγ y veamos que t ∈ T . Para

ello construiremos un filtro G1 según 9.3. Como |Q1|M < κ y κ es fuertemente
inaccesibleM , tenemos que |PQ1|M < κ, luego (PQ1)

M es numerableM [G], luego
podemos tomar una enumeración {Dn}n<ω ∈M [G] de los subconjuntos densos
de Q1 en M . Definimos ahora una sucesión {qn}n∈ω ∈ M [G] de elementos de
Q1. Para ello tomamos q0 = 1l, con lo que, por hipótesis,

∧
γ ∈ ΩM (q0, t) /∈ Fγ .

Supongamos definido qn de modo que
∧
γ ∈ ΩM (qn, t) /∈ Fγ . Según acabamos

de probar, existe un qn+1 ≤ qn, qn+1 ∈ Dn y
∧
γ ∈ ΩM (qn+1, t) /∈ Fγ .

La sucesión construida de este modo genera un filtro G1 ∈ M [G], concre-
tamente, G1 = {q ∈ Q1 |

∨
n ∈ ω qn ≤ q}, que obviamente es Q1-genérico

sobre M .
Falta probar que

∧
n ∈ ω (fG1 |n, t|n) ∈ Q. Como fG1 |n ∈ G1, existe un m

tal que qm ≤ fG1
|n (con lo que r = ℓ(qm) ≥ n). Si (fG1

|n, t|n) /∈ Q, entonces
(qm, t|r) /∈ Q, luego (qm, t) ∈ F0, en contradicción con la construcción de qm.
Esto prueba que t ∈ T .

Veamos ahora que si γ ∈ ΩM [G] cumple∧
p ∈ Q1((p, t) ∈ Fγ →

∨
β < γ (p, t) ∈ Fβ), (9.5)

entonces ∧
δ < ΩM

∧
p ∈ Q1((p, t) ∈ Fδ →

∨
β < γ (p, t) ∈ Fβ).

En efecto, hay que probar la conclusión para δ > γ, pues para δ < γ es
trivial y para δ = γ es la hipótesis. Razonamos por inducción sobre δ, de modo
que la hipótesis de inducción es que, para todo η < δ∧

p ∈ Q1((p, t) ∈ Fη →
∨
β < γ (p, t) ∈ Fβ).

Suponemos ahora que (p, t) ∈ Fδ, con δ > γ. Por definición de Fδ existe
D ∈ M denso en Q1 tal que para toda extensión p′ ∈ D de p existe un β < δ
tal que (p′, t) ∈ Fβ , pero, por hipótesis de inducción, también existe un β < γ
tal que (p′, t) ∈ Fβ y, por definición de Fγ , esto significa que (p, t) ∈ Fγ , luego,
por (9.5) existe un β < γ tal que (p, t) ∈ Fβ .

Ahora podemos probar que para todo t ∈ NM [G] existe un γ < µ tal que∧
p ∈ Q1(

∨
δ < ΩM (p, t) ∈ Fδ →

∨
δ < γ (p, t) ∈ Fδ). (9.6)

Aplicamos a t el teorema 9.22, según el cual existe un ordinal ν′ < µ (que
podemos tomar ν′ > ν, el ordinal con el que construimos Q1) de modo que
t ∈ M ′ = M [i′−1[G]], donde i′ : Q′

1 −→ P es la inmersión completa análoga a i
(y Q′

1 = Col(ν′)).
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Tenemos que ν′ es numerable en M ′, luego ν también, mientras que µ es
inaccesibleM

′
, luego ν < γ = ℵM ′

1 < µ, y Q1 es numerableM
′
. Ahora basta

probar que γ cumple (9.5). Suponemos, pues, que (p, t) ∈ Fγ . Entonces existe
D ∈M denso en Q1 tal que si p′ ∈ D, p′ ≤ p, existe un β < γ tal que (p′, t) ∈ Fβ .
Sea βp′ < γ el mínimo ordinal tal que (p′, t) ∈ Fβp′ .

Ahora observamos que Y = {βp′ | p′ ∈ D ∧ p ≤ p′} ∈ M ′, porque t ∈ M ′

y la fórmula “(p, t) ∈ Fγ” es absoluta para modelos transitivos. Como Y es
numerableM

′
y γ = ℵM ′

1 , se cumple que Y tiene una cota superior δ < γ. Así
(p, t) ∈ Fδ por definición, como había que probar.

Con esto llegamos a la caracterización definitiva del conjunto T : si t ∈ NM [G],
se cumple que t ∈ T si y sólo si∨

γ < µ
∧
p ∈ Q1((p, t) ∈ Fγ →

∨
δ < γ (p, t) ∈ Fδ) ∧

∧
δ < γ (1l, t) /∈ Fδ

Supongamos en primer lugar que se cumple esta condición (para un cierto
γ < µ) y demostraremos que t ∈ T mediante (9.4). En efecto, si existe δ < ΩM

tal que (1l, t) ∈ Fδ, como γ cumple (9.5), podemos tomar δ < γ, pero esto
contradice la segunda parte de la condición.

Recíprocamente, si t ∈ T , tomamos γ < µ que cumpla (9.6), lo cual, junto a
(9.4), nos da la condición.

Ahora podemos definir

Bγ = {t ∈ NM [G] |
∧
p ∈ Q1((p, t) ∈ Fγ →

∨
δ < γ (p, t) ∈ Fδ)

∧
∧
δ < γ (1l, t) /∈ Fδ},

de modo que {Bγ}γ<µ ∈ M [G], y acabamos de probar que T =
⋃
γ<µ

Bγ . Como

x ∈ T , la afirmación (∗) quedará probada si demostramos que cada Bγ es un
conjunto de Borel con código en M [H1].

Empezamos demostrando que esto es cierto para los conjuntos

Cγ(p) = {t ∈ NM [G] | (p, t) ∈ Fγ},

donde p ∈ Q1 y γ < µ. Más precisamente, vamos a construir en M [H1] apli-
caciones cγ : Q1 −→ CBM [H1] de modo que cγ(p) sea un código de Borel para
Cγ(p).

En primer lugar observamos que si Ip = {h ∈ ωℓ(p) | (p, h) /∈ Q}, entonces

C0(p) =
⋃
h∈Ip

B
M [G]
h .

Como {Ip}p∈Q1
∈M , es fácil definir la aplicación c0 ∈M ⊂M [H1]. Supon-

gamos construida la sucesión {cβ}β<γ ∈ M [H1]. Entonces, de la definición de
Fγ se sigue que

Cγ(p) =
⋃
D

⋂
p′

⋃
β<γ

Cβ(p
′),
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donde D recorre los subconjuntos densos de Q1 en M (que, desde el punto
de vista de M [H1] son los subconjuntos densos de Q1 en L[s]) y p′ recorre
las extensiones de p en D. Teniendo en cuenta que (PQ1)

M [H1], D y γ son
numerablesM [H1], a partir de esta expresión, definir códigos de Borel cγ(p) en
M [H1] es una simple rutina. Por último:

Bγ =
⋂
p∈Q1

((NM [G] \ Cγ(p)) ∪
⋂
β<γ

Cβ(p)) ∩
⋂
β<γ

(NM [G] \ Cβ(1l)).

Teniendo en cuenta nuevamente la numerabilidadM [H1] de (PQ1)
M [H1] y γ, tam-

bién es fácil definir en M [H1] códigos de Borel para los conjuntos Bγ .

Más en general, hemos demostrado lo siguiente:

Teorema 9.29 (Lévy-Solovay) Si es consistente ZFC más la existencia de un
cardinal inaccesible, también lo es ZFC más cualquier determinación posible de
2ℵ0 (es decir, de cofinalidad no numerable) más la sentencia “todo subconjunto
proyectivo de todo espacio polaco no numerable es unión de ℵ1 conjuntos de
Borel”.

La primera nota tras el teorema 9.27 se aplica también a este caso: el teorema
es válido para subconjuntos en HD(Ωω) de espacios polacos en HD(Ωω).

Si 2ℵ0 > ℵ2 ningún subconjunto de cardinal ℵ2 en un espacio polaco puede
expresarse como unión de ℵ1 conjuntos de Borel, pues esto le obligaría a tener
cardinal ≤ ℵ1 o 2ℵ0 . Suponiendo únicamente que 2ℵ0 > ℵ1 tenemos igualmente
la existencia de conjuntos que no pueden expresarse como unión de ℵ1 conjuntos
de Borel, a saber, los conjuntos de Bernstein, ya que sólo contienen conjuntos
de Borel numerables (o de lo contrario contendrían conjuntos perfectos) y, por
lo tanto, si se pudieran expresar como unión de ℵ1 conjuntos de Borel, tendrían
cardinal ℵ1, cuando, por definición, tienen cardinal 2ℵ0 . Ahora bien, para de-
mostrar la existencia de subconjuntos de un espacio polaco de cardinal ℵ1 o la
existencia de subconjuntos de Bernstein es necesario AE. Vamos a probar que,
sin el axioma de elección, es consistente que todo subconjunto de un espacio
polaco no numerable se descomponga en unión de ℵ1 conjuntos de Borel.

Teorema 9.30 En N se cumple que todo subconjunto de N es unión de a lo
sumo ℵ1 conjuntos de Borel.

Demostración: Observemos en primer lugar que ℵN1 = ℵM [G]
1 = κ. Para

ello basta observar que si α < κ entonces α es numerableM [G], y un buen orden
en ω de ordinal α puede codificarse por un elemento de N, luego está en N ,
luego α es numerableN .

En la prueba del teorema 9.28 hemos visto que todo subconjunto X de N

en N es unión de una familia F de a lo sumo ℵ1 conjuntos de Borel. Vamos a
probar que F ∈ N y que F admite un buen orden en N . Observemos que esto
implica que (|F| ≤ ℵ1)N . En efecto, como F admite un buen orden en N , existe
una biyección f : ξ −→ F tal que f ∈ N , donde ξ es un cardinalN , luego también
es un cardinalM , luego es numerableM [G] si ξ < κ o bien es un cardinalM [G] en
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caso contrario. Por otra parte, (|ξ| ≤ ℵ1)M [G], luego ξ ≤ κ en cualquier caso, y
así |F|N = ξ ≤ κ = ℵN1 . Como los elementos de F siguen siendo conjuntos de
BorelN , concluimos que X es unión de a lo sumo ℵ1 conjuntos de Borel en N .

Para probar que F ∈ N basta observar que si X es definible a partir de la
sucesión s ∈ (Ωω)M [G], entonces lo mismo le sucede a F (notemos que, como
F ⊂ N , si es definible a partir de una sucesión de ordinales, es hereditariamente
definible, luego está en N). Más concretamente, analizando la demostración
del teorema 9.28 podemos concluir que F tiene una definición en M [G] de esta
forma:∧

y(y = F ↔
∧
B(B ∈ y ↔

∨
νσp0γ ∈ L[s] Φ(B, ν, σ, p0, γ, s)))M [G], (9.7)

donde Φ es la fórmula que describe la construcción del conjunto que hemos
llamado Bγ , si bien depende de todos los parámetros indicados. Notemos que
(aunque no habría problema en hacerlo) no necesitamos incluir a κ y µ entre
los parámetros porque κ = ℵM [G]

1 y µ = (2ℵ0)M [G]. Lo que sí es crucial es que
entre los parámetros no necesitamos incluir a G. Podría parecer lo contrario al
analizar la elección del nombre σ y la condición p0, pero basta pedir que σ y p0
cumplan σ ∈ L[s]Q1 y (9.2). (El filtro G sólo interviene en la demostración de
que todo x ∈ X pertenecerá a uno de los conjuntos B construidos a partir de
los parámetros indicados, pero no en la definición de los conjuntos B.)

Con esto podemos concluir que F ∈ N , y sólo nos falta demostrar que
admite un buen orden en N . Para ello observamos que la fórmula Φ determina
unívocamente un conjunto de Borel B para cada elección de los parámetros
ν, σ, p0, γ que cumplan los requisitos que ella misma impone. Pero, como los
cuatro parámetros están en L[s], podemos considerar el orden lexicográfico que
el orden constructible ⊴s induce sobre las cuádruplas de parámetros, de modo
que cada conjunto B tiene asociada una cuádrupla mínima de parámetros, y
podemos ordenar bien los elementos de F estableciendo que B ⪯s B′ si y sólo
si la cuádrupla mínima que define a B es menor o igual que la que define a B′.
Esto es un buen orden en M [G] definido únicamente a partir de s, luego está
en D(Ωω)M [G] y, obviamente, en N = HD(Ωω)M [G].

Nota Observemos que el teorema anterior es válido igualmente si sustituimos
N = HD(Ωω)M [G] por N ′ = L(N)M [G]. Para ello observamos en primer lugar
que si partimos de un conjunto X ∈ N ′ el teorema [PC 6.26] nos permite tomar
s ∈ N, de modo que L[s]M [G] ⊂ N ′. En segundo lugar, un análisis más detallado
de la demostración de 9.28 muestra que la fórmula Φ es absoluta paraN ′−M [G].
Esencialmente, se trata de observar que (9.2) y las definiciones de Q y {Fγ}γ
son absolutas porque M = L[s]M [G] ⊂ N ′, y de aquí se sigue que también lo es
la definición de Bγ (es decir, Φ).

Esto implica que F ∈ N ′ y que (9.7) se cumpla relativizada a N ′ en lugar de
a M [G]. A su vez, esto permite definir un buen orden en F dentro de N ′ con el
mismo criterio explicado en la demostración del teorema anterior, de donde se
sigue a su vez (por el mismo argumento) que (|F| = ℵ1)N

′
.
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En [TD 7.52] probamos que AD implica que todo subconjunto de N es unión
de ℵ1 conjuntos de Borel, luego podemos concluir que ni N ni N ′ cumplen AD.

Extendiendo la conclusión de forma obvia a espacios polacos arbitrarios a
través de los isomorfismos de Borel, tenemos lo siguiente:

Teorema 9.31 (Lévy-Solovay) Si ZFC + “Existe un cardinal inaccesible” es
consistente, también lo son las teorías indicadas en los apartados b), c), e) del
teorema 9.27 añadiendo en cada una de ellas que ℵ1 ̸≤ 2ℵ0 y “todo subconjunto
de todo espacio polaco es unión de a lo sumo ℵ1 conjuntos de Borel”.

Observemos que la generalización descrita en la primera nota tras el teo-
rema 9.27 (para espacios polacos en HD(Ωω)) es válida también en este caso.

Notemos que la relación ℵ1 ̸≤ 2ℵ0 equivale a que los únicos subconjuntos
de R bien ordenables son los numerables. Esto tiene una consecuencia curiosa:

Teorema 9.32 Si ℵ1 ̸≤ 2ℵ0 , es posible descomponer Pω =
⋃
i∈I

Ai, donde los

conjuntos Ai son no vacíos y disjuntos dos a dos, de modo que el cardinal de I
es estrictmente mayor que 2ℵ0 .

Demostración: Puesto que ω es equipotente a ω × ω (sin necesidad de
AE), basta probar el resultado para P(ω × ω). En este conjunto consideramos
la relación de equivalencia dada por R ∼ S si y sólo si R = S o bien R y S son
dos buenos órdenes en ω con el mismo tipo de orden. Llamamos C al conjunto
cociente y basta probar que su cardinal es estrictamente mayor que 2ℵ0 . En
efecto, podemos definir Pω −→ C inyectiva mediante A 7→ [{0}×A] = {{0}×A},
pues claramente {0}×A no es una relación de orden. Esto prueba que el cardinal
de C es mayor o igual que el de Pω, pero no puede darse la igualdad, pues
también tenemos la aplicación inyectiva ω1 −→ C que a cada ordinal α < ω1 le
asigna la clase de los buenos órdenes en ω de ordinal α. Como 2ℵ0 no es mayor
o igual que ℵ1 y el cardinal de C sí que lo es, no puede darse la igualdad.

9.5 Existencia de funcionales lineales
Hemos visto que el modelo de Solovay cumple la propiedad

(PB) Todo subconjunto de R tiene la propiedad de Baire.

De hecho, sabemos que es equivalente a que todo subespacio de todo espacio
polaco cumpla la propiedad de Baire. Vamos a extraer consecuencias de PB que
se cumplirán en particular en el modelo de Solovay, pero también, por ejemplo,
en cualquier modelo del axioma de determinación AD.

Teorema 9.33 (PB) Si f : X −→ Y es una aplicación lineal entre espacios
de Banach e Y es separable, entonces f es continua.
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Demostración: Supongamos en primer lugar que X también es separable,
de modo que X e Y son espacios polacos.

Por [T 6.47] sabemos que si f : X −→ Y es una aplicación medible Baire
entre espacios polacos, existe F ⊂ X de primera categoría tal que f |X\F es
continua. Sea {xn}∞n=0 una sucesión en X convergente a 0 y consideremos el

conjunto A = F ∪
∞⋃
n=0

(−xn + F ), que es de primera categoría, luego podemos

tomar z ∈ X \A. Así, z ∈ X \F y para todo n ∈ ω se cumple que z+xn ∈ X \F .
Tenemos que lím

n
(z + xn) = z y, como f es continua en X \ F , también

lím
n
f(z) + f(xn) = f(z), luego lím

n
f(xn) = 0. Esto prueba que f es continua

en 0, luego es continua.

Consideremos ahora el caso en que X no es necesariamente separable. To-
mamos igualmente una sucesión {xn}∞n=0 que tienda a 0 en X y llamamos X0 a
la clausura del subespacio generado por {xn | n ∈ ω}. Se trata de un espacio de
Banach separable (un conjunto denso numerable lo forman las combinaciones
lineales con coeficientes racionales de los xn), luego, por la parte ya probada,
f |X0

es continua, luego {f(xn)}∞n=0 converge a 0, y esto prueba la continuidad
de f (en 0).

En particular, si X es un espacio de Banach, su dual algebraico X∗ coincide
con su dual topológico X ′.

Por ejemplo, como ℓ2 es un espacio de Hilbert, su dual topológico es canó-
nicamente isomorfo a sí mismo, luego tenemos un ejemplo de espacio vectorial
de dimensión infinita sobre R que es isomorfo a su dual algebraico. Esto es
imposible con el axioma de elección, pues la dimensión del espacio dual de un
espacio vectorial de dimensión infinita es siempre mayor que la dimensión del
espacio [TC A.12].

Notemos que, en este contexto, cuando decimos que ℓ2 tiene dimensión in-
finita, sólo podemos entenderlo como que no es de dimensión finita, porque en
realidad no tiene dimensión, ya que no tiene bases. Si tuviera una base, sería
fácil construir ejemplos de funcionales no continuos.

Otra consecuencia relevante de PB es la siguiente:

Teorema 9.34 (PB) Toda medida finitamente aditivas en Pω que se anule en
los puntos es nula.

Demostración: Supongamos que µ : Pω −→ [0,+∞[ es una medida fini-
tamente aditiva no nula que se anula en los puntos. Dividiéndola entre µ(ω),
podemos suponer que µ(ω) = 1. Consideramos el cubo de Cantor C = ω2 y
definimos ν : C −→ [0,+∞[ mediante ν(χA) = µ(A). Basta probar que

X = {x ∈ C | ν(x) = 0}

no tiene la propiedad de Baire. Como µ se anula en los conjuntos finitos, tenemos
que ν(x) no se altera si modificamos x en un número finito de componentes.
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Esto significa que X es un conjunto final, en el sentido de [TC B.3]. Si tiene
la propiedad de Baire, el teorema [TC B.4] nos da que X o bien C \ X es de
primera categoría.

Supongamos en primer lugar que Y = C \X es de primera categoría. Así

Y = {x ∈ C | ν(x) > 0}.

Si llamamos x′ = 1 − x, es decir, la sucesión que resulta de intercambiar los
ceros y los unos de x, tenemos que ν(x) + ν(x′) = 1, luego

Y ′ = {x′ | x ∈ Y } = {x ∈ C | ν(x) < 1}.

Pero x 7→ x′ es un homeomorfismo de C en sí mismo, luego Y ′ también es de
primera categoría, y C = Y ∪ Y ′, contradicción. Así pues, tiene que ser X de
primera categoría. Vamos a ver que igualmente llegamos a una contradicción.

Pongamos que X =
∞⋃
n=0

Cn, donde cada Cn es diseminado, es decir, su

clausura tiene interior vacío. Entonces existen abiertos densos Un ⊂ C \ Cn.
Vamos a construir recurrentemente una sucesión de aplicaciones Fn : n2 −→ mn2
de modo que la sucesión {mn}∞n=0 sea estrictamente creciente y cada Fn extienda
a las precedentes. Partimos de m0 = 0 y F0 : 02 −→ 02 dada por F0(∅) = ∅.

Supuesta definida Fn, enumeramos n+12 = {ci}i<2n+1 y definimos recurren-
temente sucesiones finitas c̃i cuyas longitudes ℓ(c̃i) > mn formen una sucesión
estrictamente creciente. Supongamos definida c̃i−1. Para construir c̃i parti-
mos de Fn(ci|n) ∈ mn2. La extendemos con ceros hasta formar una sucesión
s ∈ ℓ(c̃i−1)2, a continuación añadimos un 1 y luego usamos que Un es un abierto
denso para extender s⌢1 hasta una sucesión c̃i con la propiedad de que

{x ∈ C | x|ℓ(c̃i) = c̃i} ⊂ Un ⊂ C \ Cn.

Más detalladamente, el abierto {x ∈ C | x|ℓ(s)+1 = s⌢1} contiene un elemento
d ∈ Un y, como Un es abierto, existe un k > ℓ(s) tal que c̃i = d|k cumple lo
requerido.

Una vez construida la sucesión {c̃i}i<2n+1 , prolongamos todos sus miem-
bros con ceros hasta que todos tengan la misma longitud mn+1 y definimos
Fn+1(ci) = c̃i.

Así tenemos garantizado que Fn(ci|n) ⊂ Fn+1(ci) y además si ci ̸= cj , se
cumple que Fn+1(ci) ̸= Fn+1(cj). Más aún, lo que se cumple es que el intervalo
mn ≤ j < mn+1 está dividido en 2n+1 subintervalos disjuntos de modo que cada
Fn(ci) sólo toma valores no nulos en uno de dichos subintervalos (y al menos
toma el valor 1 en el primer término del subintervalo que le corresponde).

Definimos ahora F : C −→ C mediante F (x) =
∞⋃
n=0

Fn(x|n). Por construc-

ción F es inyectiva, pues si x ̸= y, entonces existe un n tal que x|n ̸= y|n, y
entonces Fn(x|n) ̸= Fn(y|n), luego F (x) ̸= F (y).
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Más aún, por construcción, para todo j > mn, se cumple que F (x)(j) y
F (y)(j) no son ambos iguales a 1, pues las sucesiones Fn(x|n) y Fn(y|n) se
van prolongando de modo que cada extensión sucesiva añade nuevos unos en
bloques disjuntos entre sí. A su vez, esto se interpreta como que si F (x) = χA,
F (y) = χB , entonces A ∩B es finito.

También por construcción si x|n = ci, se cumple F (x)|ℓ(c̃i) = Fn+1(ci) = c̃i,
luego F (x) ∈ C \ Cn.

En otros términos, si llamamos A = F [C], tenemos que A ∩ Cn = ∅ para
todo n, luego A∩X = ∅ y, por otra parte, A no es numerable, luego existe un k
tal que {x ∈ A | ν(x) > 1/k} es infinito. Tomamos x1, . . . , xk en este conjunto,
es decir, tales que ν(xi) > 1/k.

Así, si xi = χAi , tenemos que los conjuntos Ai cumplen µ(Ai) > 1/k (lo que
implica en particular que son infinitos) y si i ̸= j, entonces Ai∩Aj es finito. Por
lo tanto, si a cada conjunto Ai le quitamos la unión de los demás, obtenemos
conjuntos de la misma medida disjuntos dos a dos, pero esto es imposible, pues
entonces µ(A1 ∪ · · · ∪Ak) > 1, cuando µ(ω) = 1.

Tras el teorema [T A.63] se prueba que, si identificamos (ℓ∞)′ = M(ω), la
inmersión canónica i : ℓ1 −→M(ω) en su bidual tiene por imagen a las medidas
signadas (numerablemente aditivas). Uniendo esto al teorema anterior, podemos
probar que el dual de ℓ∞ es ℓ1.

Teorema 9.35 (PB) La inmersión canónica i : ℓ1 −→ (ℓ∞)′ es biyectiva.

Demostración: Por la observación precedente, basta probar que toda me-
dida signada finitamente aditiva en Pω es, de hecho, una medida signada nu-
merablemente aditiva. Por [T A.61] toda medida signada finitamente aditiva
se descompone en diferencia de dos medidas finitamente aditivas, luego basta
probar que toda medida finitamente aditiva µ en Pω es numerablemente aditiva.
En caso contrario existen conjuntos {An}∞n=0 en Pω disjuntos dos a dos tales
que

∞∑
n=0

µ(An) < µ(
∞⋃
n=0

An)

(notemos que
k∑

n=0
µ(An) = µ(

k⋃
n=0

An) ≤ µ(
∞⋃
n=0

An), luego siempre se cumple que
∞∑
n=0

µ(An) ≤ µ(
∞⋃
n=0

An)). Sea A =
∞⋃
n=0

An.

Definamos una nueva medida finitamente aditiva ν mediante

ν(X) = µ(X ∩A)−
∑
n∈X

µ(X ∩An) ≥ 0.

Notemos que ν(ω) > 0, por lo que no es la medida nula, pero los puntos tienen
medida nula, en contra del teorema anterior.

Más aún, tenemos un ejemplo de espacio vectorial no nulo cuyo dual alge-
braico es nulo:
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Teorema 9.36 El dual algebraico de ℓ∞/c0 es nulo.

Demostración: Si existe un funcional lineal ℓ∞/c0 −→ R no nulo, al
componerlo con la proyección natural en el cociente obtenemos un funcional
lineal f : ℓ∞ −→ R que se anula sobre c0 y que es continuo por la observación
tras el teorema 9.33. Por el teorema anterior está inducido por un x ∈ ℓ1, es

decir, f(y) =
∞∑
n=0

xnyn. Ahora bien, la sucesión en que es nula salvo por un 1 en

la posición n-sima está en c0, luego xn = f(en) = 0, luego x = 0, luego f = 0,
contradicción.

Esto significa que no es posible definir explícitamente ningún funcional lineal
f : ℓ∞ −→ R que se anule en c0. La existencia de tales funcionales depende
esencialmente del axioma de elección.

En particular vemos que PB implica la negación del teorema de Hanh-
Banach, o, dicho al revés, que el teorema de Hahn-Banach implica la existencia
de un subconjunto de R sin la propiedad de Baire.





Capítulo X

El teorema de los ultrafiltros

Vamos a probar algunos resultados de consistencia sobre el teorema de los
ultrafiltros (TU) [TC 7.10] o a su equivalente, el teorema de los ideales primos
[TC 7.9]. Otras equivalencias son las dadas en el teorema [TC 10.8]. Ahora ya
sabemos que no puede demostrarse sin el axioma de elección, pues implica, por
ejemplo, que todo conjunto puede ser totalmente ordenado [TC 10.14] y hemos
visto (teorema 8.29) que esto no es necesariamente cierto sin AE.

El resultado principal que vamos a obtener es que TU no implica AE, por-
que TU es verdadero en el primer modelo de Cohen, que no es sino el modelo
considerado en el teorema 8.27 (mientras que el segundo modelo de Cohen es
el del teorema 8.29). Este resultado no es trivial en absoluto, y requiere que
estudiemos mucho más a fondo la estructura de dicho modelo.

10.1 El primer modelo de Cohen
Según acabamos de indicar, el primer modelo de Cohen es el modelo conside-

rado en el teorema 8.27, el más elemental de los modelos simétricos que prueban
la independencia del axioma de elección. Lo recordamos a continuación junto
con algunos hechos adicionales.

Las condiciones El conjunto de condiciones del primer modelo de Cohen
es, como ya sabemos, P = Fn(ω × ω, 2,ℵ0). En teoría podríamos considerar
equivalentemente Fn(ω, 2,ℵ0), pero es más cómodo tomar ω × ω como dominio
de las funciones parciales para construir infinitos conjuntos genéricos.

Necesitaremos trabajar también con la compleción B de P. Identificando
las condiciones de P con sus imágenes en B podemos suponer que P es un
subconjunto denso de B.

Veamos algunos hechos elementales:

• A través de esta identificación, si p, q ∈ P son condiciones compatibles, se
cumple que p ∧ q = p ∪ q.

391
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En efecto, p ∪ q ≤ p y p ∪ q ≤ q, luego p ∪ q ≤ p ∧ q y, si no se diera la
desigualdad opuesta, existiría r ∈ P tal que r ≤ p ∧ q y r ⊥ (p ∪ q), pero
entonces p ⊂ r y q ⊂ r, luego p ∪ q ⊂ r y r ≤ p ∪ q, contradicción.1

• Que P sea denso en B se traduce en que cada b ∈ B cumple

b =
∨
{p ∈ P | p ≤ b}.

En efecto, una desigualdad es obvia y, si no se da la contraria, entonces∨
{p ∈ P | p ≤ b} ∧ b′ ̸= O,

pero esto es absurdo, porque equivale a que
∨
{p ∧ b′ | p ∈ P ∧ p ≤ b} ≠ O,

cuando cada p ∧ b′ = O, luego el supremo es O.

• En particular, B = {
∨
X | X ⊂ P}.

Si e ⊂ ω, definimos Pe = Fn(e× ω, 2,ℵ0) ⊂ P. Es inmediato comprobar que
la inclusión Pe −→ P es una inmersión completa. Concretamente, una reducción
de una condición p ∈ P a Pe es la condición

p : e = p ∩ (e× ω × 2).

Si llamamos Be a la compleción de Pe, según [TC 7.49], la inclusión Pe −→ P se
extiende a un monomorfismo completo Be −→ B, que nos permite identificar a
Be con una subálgebra completa de B. Concretamente

Be = {
∨
X | X ⊂ Pe},

es decir, Be está formada por los elementos de B que son supremos de subcon-
juntos de Pe.

Teorema 10.1 Para cada b ∈ B no nulo, la condición

b : e =
∨
{p : e | p ∈ P ∧ p ≤ b} ∈ Be.

es la mayor reducción de b a Be.

Demostración: Observemos en primer lugar que esta definición coincide
sobre la que ya teníamos sobre elementos de P. En efecto, si llamamos de
momento (p : e)1 = p ∩ (e × ω × 2) y (p : e)2 a la condición definida en el
enunciado, por una parte, como p ≤ p, tenemos que (p : e)1 ≤ (p : e)2 y, si
q ≤ p, entonces (q : e)1 ≤ (p : e)1, luego tomando el supremo en q resulta que
(p : e)2 ≤ (p : e)1.

1En cambio, no es cierto en general que p ∨ q = p ∩ q. Basta considerar las condiciones
p = {(0, 0, 0), (0, 1, 0)}, q = {(0, 0, 0), (0, 2, 0)} y r = {(0, 0, 0), (0, 1, 1), (0, 2, 1)}. Se cumple
que r ≤ p ∩ q, pero r ∧ p = r ∧ q = O, luego r ∧ (p ∨ q) = O.



10.1. El primer modelo de Cohen 393

Ahora observamos que si b ̸= O existe p ∈ P tal que p ≤ b, luego p : e ≤ b : e,
luego b : e ̸= O.

Que b : e es una reducción significa que si c ∈ Be no nulo cumple c ≤ b : e,
entonces ¬c ⊥ b. Vamos a probar, de hecho, que si c ⊥ b entonces c ⊥ b : e.

En efecto, supongamos c ⊥ b, donde c =
∨
X, con X ⊂ Pe. Sea p ∈ X y sea

q ∈ P tal que q ≤ b. Entonces p ⊥ q y, como p ∈ Pe, necesariamente p ⊥ q : e.
Por consiguiente,

p ∧ b : e =
∨
{p ∧ q : e | q ∈ P ∧ q ≤ b} = O.

Y a su vez,
c ∧ b : e =

∨
{p ∧ b : e | p ∈ X} = O.

Supongamos ahora que c ∈ Be es una reducción de b a Be. Sea c =
∨
X, con

X ⊂ Pe. Basta probar que si x ∈ X, entonces x ≤ b :e. En caso contrario, como
x, b : e ∈ Be, también x ∧ (b : e)′ ∈ Be y es no nulo, luego existe p ∈ Pe tal que
p ≤ x y p ⊥ b : e, pero entonces p ≤ x ≤ c y, como c es una reducción de b, se
cumple que ¬p ⊥ b, luego existe q ∈ P tal que q ≤ p, q ≤ b, pero, como p ∈ Pe,
tenemos que q : e ≤ p : e = p, y también q : e ≤ b : e, contradicción.

Como consecuencia:

Teorema 10.2 Si e ⊂ ω y b ∈ B, entonces b ≤ b : e, y si b ∈ Be entonces
b = b : e.

Demostración: Si p ∈ P cumple p ≤ b entonces p ≤ p : e ≤ b : e, luego
b ≤ b : e. Si b ∈ Be pero no se cumple b : e ≤ b, existe un p ∈ Pe tal que p ≤ b : e
y p ⊥ b, pero esto contradice que b : e es una reducción de b a Be.

En particular vemos que Be = {b : e | b ∈ B}.

El grupo de simetrías Fijamos ahora H = Σω, el grupo de todas las per-
mutaciones de ω, e identificamos cada f ∈ H con el automorfismo de P dado
por

f(p) = {(f(i), n, r) | (i, n, r) ∈ p},

el cual a su vez se extiende a un único automorfismo de B. Para cada e ⊂ ω,
definimos su estabilizador como el subgrupo

Est(e) = {f ∈ Σω |
∧
i ∈ e f(i) = i}.

El automorfismo de B inducido por f ∈ Σω induce a su vez una biyección
f : V B −→ V B que nos permite definir el grupo de simetrías de τ ∈ V B como

Sim(τ) = {f ∈ Σω | f(τ) = τ}.

Consideramos el filtro F formado por todos los subgrupos de Σω que contie-
nen al estabilizador de un conjunto finito e ⊂ ω.
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Un nombre τ ∈ V B es simétrico si Sim(τ) ∈ F, es decir, si existe e ⊂ ω finito
tal que Est(e) ⊂ Sim(τ), y en tal caso diremos que e es un soporte de τ .

La clase SV B de los nombres hereditariamente simétricos está formada por
los nombres τ que son simétricos y Dτ ⊂ SV B.

El teorema siguiente es elemental, pero no es trivial en absoluto:

Teorema 10.3 Sean e1, e2 ⊂ ω finitos, sea e = e1 ∩ e2 y sea f ∈ Est(e).
Entonces f se descompone como f = f1◦· · ·◦fn con cada fi ∈ Est(e1)∪Est(e2).

Demostración: Vamos a probar que existe gk : ω −→ ω que es composición
de funciones en las condiciones del enunciado y que coincide con f en al menos
k elementos de e1 ∪ e2 (para k ≤ |e1 ∪ e2|).

En efecto, tomamos como g0 la identidad en ω. Supuesta definida gk y
suponiendo que k < |e1 ∪ e2|, sea A = {n ∈ e1 ∪ e2 | f(n) = gk(n)}. Notemos
que e ⊂ A.

Si |A| ≥ k+1 basta tomar gk+1 = gk. En caso contrario sea x ∈ (e1∪e2)\A
y sea y ∈ ω tal que gk(y) = f(x). Claramente y ̸= x, y a su vez esto implica que
y /∈ A, pues en tal caso tendríamos que f(y) = gk(y) = f(x), luego x = y ∈ A.
Sea z ∈ ω \ (e1 ∪ e2).

Definimos gk+1 = (x, z) ◦ (z, y) ◦ g, donde (x, z) representa la biyección que
intercambia x con z y (z, y) la que intercambia z con y. Claramente, cada una de
ellas fija a e1 o a e2, según a cuál de los dos conjuntos no pertenezca y (notemos
que y /∈ e ⊂ A). Entonces, gk+1(x) = g(y) = f(x) y gk+1|A = g|A = f |A, luego
gk+1 cumple lo pedido.

De este modo obtenemos una biyección g : ω −→ ω que es composición de
un número finito de funciones de Est(e1) ∪ Est(e2) y tal que f |e1∪e2 = g|e1∪e2 .
Entonces h = f ◦ g−1 ∈ Est(e1 ∪ e2), luego f = h ◦ g tiene la forma requerida
por el enunciado.

Como consecuencia obtenemos:

Teorema 10.4 Todo τ ∈ SV B tiene un soporte mínimo que está contenido en
cualquier otro de sus soportes.

Demostración: En primer lugar observamos que si e1 y e2 son soportes
de τ , entonces e1 ∩ e2 también lo es. En efecto, por el teorema anterior, toda
f ∈ Est(e1 ∩ e2) puede expresarse como composición de un número finito de
permutaciones fi ∈ Est(e1) ∪ Est(e2), lo que implica claramente que f(τ) = τ .

Por lo tanto, si e es un soporte de τ de cardinal mínimo, tiene que estar
contenido en cualquier otro soporte e′, ya que e∩ e′ ⊂ e es también un soporte,
luego e = e ∩ e′ ⊂ e′.

Definición 10.5 Llamaremos soporte de un nombre τ ∈ SV B a su soporte
mínimo, y lo representaremos por sop τ .
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Teorema 10.6 Si τ ∈ SV B y f , g ∈ Σω, se cumple:

a) sop f(τ) = f [sop τ ].

b) Si f |sop τ = g|sop τ , entonces f(τ) = g(τ).

Demostración: a) Si llamamos e = sop τ , para cada

g ∈ Est(f [e]) = Est(e)f

se cumple que gf
−1 ∈ Est(e) ⊂ Sim(τ), luego (f ◦ g ◦ f−1)(τ) = τ , es decir,

f−1(g(f(τ))) = τ , luego g(f(τ)) = f(τ), luego g ∈ Sim(f(τ)). Esto prueba que
f [e] es un soporte de f(τ), luego sop f(τ) ⊂ f [sop τ ].

En particular, esto vale para f−1 y f(τ), con lo que tenemos la inclusión
sop τ ⊂ f−1[sop f(τ)], de donde f [sop τ ] ⊂ sop f(τ) y tenemos la igualdad.

b) Basta observar que f ◦ g−1 ∈ Est(e), luego g−1(f(τ)) = τ , con lo que
f(τ) = g(τ).

Diremos que e es un soporte de una condición p ∈ P si p ∈ Pe. En este caso
es obvio que cada condición p tiene un soporte mínimo,

sop p = {i ∈ ω |
∨
nj ∈ ω (i, n, j) ∈ p}.

La extensión simétrica A partir de este punto relativizamos todo lo ex-
puesto en los apartados precedentes a un modelo transitivo numerable M de
ZFC + V = L. Se cumple que P es absoluto, pero a partir de ahora B será BM ,
es decir, la compleción de P en M . Definimos

σi = {(ň, p) | p ∈ P ∧ (i, n, 1) ∈ p} ∈ SMP,

σ = {(σn, 1l) | n ∈ ω} ∈ SMP.

Notemos que si f ∈ Σω se cumple que f(σi) = σf(i), por lo que sopσi = {i},
mientras que sopσ = ∅.

Así, fijado un filtro genérico G, el primer modelo de Cohen es la extensión
simétrica N = SM [G], que contiene a la función genérica fG : ω × ω −→ 2 y a
los conjuntos genéricos

si = σiG = {n ∈ ω | fG(i, n) = 1},

así como al conjunto formado por todos ellos:

A = σG = {si | i ∈ ω}.

Podemos pensar que cada condición p ∈ P contiene información posible sobre
algunos de los conjuntos genéricos si. Concretamente, si p ∈ Pe, entonces p sólo
aporta información sobre los conjuntos si con i ∈ e.



396 Capítulo 10. El teorema de los ultrafiltros

En el teorema 8.27 hemos visto que alguien que “viva” en N puede ver el
conjunto A ⊂ Pω (y, por lo tanto, todos sus elementos), pero no puede ver la
enumeración {si}i∈ω, ni ninguna otra. El conjunto A se puede “ver” pero “no se
puede contar”.

Una situación similar es la siguiente: alguien que “viva” en N o en M [G]
puede “ver” el conjunto SMB (aunque para él será la clase SLB), pero sólo
quien “vive” en M [G] puede ver el filtro genérico G (dicho filtro no está en N ,
pues si estuviera permitiría definir la sucesión {si}i∈ω).

Por lo tanto, dado un nombre τ ∈ SMB, alguien que “viva” en M [G] puede
determinar el conjunto τG a que hace referencia, mientras que, en principio,
alguien que “viva” en N “ve” los nombres, y puede reconocer que sean heredi-
tariamente simétricos, pero no sabe qué conjunto nombra cada uno. De hecho,
la sucesión {σi}i∈ω está en M ⊂ N , de modo que si en N pudiera determinarse
cuál es el conjunto nombrado por cada nombre, el conjunto A sería numerable
en N .

Pese a todo esto, vamos a ver que, con ciertas restricciones, es posible calcular
en N el valor de un nombre con soporte e a partir de la sucesión finita de
conjuntos genéricos {si}i∈e ∈ N .

Definición 10.7 Una asignación es una aplicación inyectiva t : e −→ A, donde
e ⊂ ω es finito. Llamaremos As ∈ N al conjunto de todas las asignaciones.

Definimos las asignaciones con dominios en conjuntos de números naturales
por comodidad, pero la idea es que cada asignación t determina una posible
interpretación en A de un número finito de nombres σi. Así, las interpretaciones
“verdaderas” son las que a cada σi les asignan como interpretación si (o, en
los términos en que hemos definido en la práctica las asignaciones, las de la
forma t(i) = si). Sin embargo, de momento necesitamos tratar por igual con
asignaciones “verdaderas” y “falsas” por razones de simetría.

Notemos que cada aplicación π : e −→ ω inyectiva determina una asigna-
ción, la dada por t(i) = sπi, y toda asignación es de esta forma, para una π
unívocamente determinada. Definimos

τπ = {(p.o.(̌ı, σπi), 1l) | i ∈ e} ∈ SMP.

A los nombres de esta forma los llamaremos nombres canónicos de asignacio-
nes. Es claro que sop τπ = π[e]. También es claro que (τπ)G es la asignación
determinada por π.

Dado α ∈ ΩM , consideramos el conjunto

Dα = {(ρ, t) ∈ (SMB ∩ Vα)×As | sop ρ ⊂ Dt} ∈ N,

es decir, el conjunto de los pares (ρ, t) formados por un nombre de rango < α y
una asignación cuyo dominio contenga el soporte del nombre.

Si (ρ, t) ∈ Dα y t : e −→ A viene dada por t(i) = sπi, consideramos cualquier
f ∈ ΣMω tal que f |e = π. Entonces, por el teorema 10.6 b), el nombre f(ρ)
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sólo depende de π, luego de t, luego podemos definir Valα(ρ, t) = f(ρ)G, y así
tenemos una aplicación Valα : Dα −→ N .

Teorema 10.8 Para todo ordinal α ∈ ΩM , la función Valα : Dα −→ N está
en N y, si α es suficientemente grande, se cumple:

a) Valα(σi, t) = t(i).

b) Valα(σ, t) = A.

c) Si t y t′ coinciden en sop ρ, entonces Valα(ρ, t) = Valα(ρ, t′).

d) Si s : e −→ A es la asignación dada por s(i) = si y ρ ∈ SMB tiene rango
< α y soporte contenido en e, entonces Valα(ρ, s) = ρG.

e) En particular, si sop ρ = ∅, se cumple que Valα(ρ, t) = ρG.

f) Más concretamente, si x ∈M entonces Valα(x̌, t) = x.

Demostración: Para probar que la función está en N le encontramos un
nombre canónico:

υα = {(p.o.(p.o.(ρ̌, τπ), f(ρ)), 1l) | ρ ∈ SV B ∩ Vα ∧∨
e(e ⊂ ω finito ∧ sop ρ ⊂ e ∧ f ∈ Σω ∧ π = f |e)}M .

Obviamente υ ⊂ SMB, pero también es simétrico (con soporte ∅). En
efecto, (razonando en M) si g ∈ Σω, entonces

(g(p.o.(p.o.(ρ̌, τπ), f(ρ))), g(1l)) = (p.o.(p.o.(ρ̌, g(τπ)), g(f(ρ))), 1l),

y

g(τπ) = {(p.o.(̌ı, g(σπi)), 1l) | i ∈ e} = {(p.o.(̌ı, σg(πi)), 1l) | i ∈ e} = τπ◦g,

luego

g(p.o.(p.o.(ρ̌, τπ), f(ρ)), 1l) = (p.o.(p.o.(ρ̌, τπ◦g), (f ◦ g)(ρ)), 1l) ∈ υα,

luego g(υα) ⊂ υα, y aplicando esto a g−1 obtenemos la inclusión opuesta. Por
consiguiente, υα ∈ SMB. Además

(υα)G = {(ρ, (τπ)G, f(ρ)G) | ρ ∈ SMB ∩ α ∧∨
e(e ⊂ ω finito ∧ sop ρ ⊂ e ∧ f ∈ ΣMω ∧ π = f |e)} = Valα.

El resto del enunciado no ofrece dificultad.

También es fácil ver que si α ≤ β entonces Valβ extiende a Valα. De hecho,
el ordinal α sólo se introduce para que Valα sea un conjunto y podamos asignarle
un nombre, pero no interviene a la hora de determinar quién es Valα(ρ, t). Por
lo tanto, podemos escribir simplemente Val(ρ, t), entendiendo que se trata de
Valα(ρ, t) para α suficientemente grande.
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La idea es que Val(ρ, t) es el conjunto que nombraría ρ si el nombre canónico
σi nombrara a t(i), de modo que, cuando le damos la asignación “correcta” s,
entonces Val(ρ, s) es realmente el conjunto nombrado por ρ.

De este modo, desde N se pueden calcular los valores de los nombres a
partir de las asignaciones s, pero hay que tener presente que, aunque cada una
de ellas está en N , no son definibles en N , de modo que, si definimos sn como
la asignación “verdadera” de dominio n, no es cierto que la sucesión {sn}n∈ω
esté en N . Por lo tanto, el cálculo de valores de nombres en N presenta ciertas
restricciones esenciales de finitud.

Notemos también que no hemos demostrado que las sucesiones Valα sean
definibles en N , por lo que no podemos hablar de una fórmula metamatemática
“Val” que determine una clase en N que extienda a todas las funciones Valα.
Dicha fórmula puede definirse en M [G], pero ahí puede hacerse de forma mucho
más directa y simple. No obstante, la función Val sí que es definible a efectos
del cálculo de valores booleanos de fórmulas:

Si rang(ρ) < α y τ es un nombre canónico de una asignación, se cumple que

ηG = Val(ρ, τG)↔ ηG = (υα)G((ρ̌G, τG)),

luego si definimos

∥η = Val(ρ, τ)∥S ≡ ∥η = υα(ρ̌, τ)∥S

se cumple
∥η = Val(ρ, τ)∥S ∈ G↔ ηG = Val(ρ, τG),

por lo que el teorema fundamental vale para fórmulas ϕ que contengan como
subfórmulas atómicas subfórmulas de tipo x = Val(y, z) (en la prueba del teo-
rema 8.20 por inducción sobre la longitud de ϕ podemos tomar la equivalencia
precedente como un paso del argumento inductivo).

Notemos que si una expresión ∥ϕ(τ1, . . . , τn)∥S contiene subfórmulas de tipo
η = Val(ρ, τ), en realidad ∥ϕ∥S contiene un parámetro υα que no explicitamos,
pero teniendo en cuenta que υα tiene soporte vacío, su presencia no afecta a la
hora de aplicar resultados como que

f(∥ϕ(τ1, . . . , τn)∥S) = ∥ϕ(f(τ1), . . . , f(τn))∥S ,

o como el teorema siguiente, en el que hay que considerar los soportes de todos
los nombres involucrados en ϕ. Más concretamente, el teorema afirma que para
determinar si N cumple una determinada afirmación sólo necesitamos conside-
rar condiciones que aporten información sobre los conjuntos genéricos corres-
pondientes al soporte de los nombres involucrados:

Teorema 10.9 Si e ⊂ ω finito es un soporte para τ1, . . . , τn ∈ SMB y p ∈ P
cumple p

S
⊩ ϕ(τ1, . . . , τn), entonces p : e

S
⊩ ϕ(τ1, . . . , τn).
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Demostración: En caso contrario, existiría un filtro genérico G tal que
p : e ∈ G pero en la extensión simétrica correspondiente se cumpliría ¬ϕ, luego
existiría un q ≤ p : e tal que q

S
⊩ ¬ϕ(τ1, . . . , τn). Sean e1 = sop p, e2 = sop q.

Entonces existe f ∈ Est(e) tal que e1 ∩ f [e2] ⊂ e. Así, ¬p ⊥ f(q) y tenemos
que f(q)

S
⊩ ¬ϕ(σ1, . . . , σn), puesto que f ∈ Est(e), pero entonces una extensión

común de p y f(q) debería forzar ϕ y ¬ϕ, contradicción.

Nota En las condiciones del teorema anterior se deduce inmediatamente que
∥ϕ(τ1, . . . , τn)∥S ∈ Be. En particular, si todos los nombres involucrados tienen
soporte vacío, entonces ∥ϕ(τ1, . . . , τn)∥S = O, 1l.

Demostramos ahora un resultado nada trivial, que muestra que podemos
reducir todavía más el soporte de un nombre si estamos dispuestos a cambiarlo
por otro equivalente:

Teorema 10.10 Sean τ1, τ2 ∈ SMB, sea p ∈ P tal que p
S
⊩ τ1 = τ2. Entonces

existe τ ∈ SMB con soporte contenido en sop τ1 ∩ sop τ2 tal que p
S
⊩ τ1 = τ .

Demostración: Sea e1 = sop τ1 y e2 = sop τ2. Sea e = e1 ∩ e2. Por el
teorema 10.9 podemos cambiar p por p : (e1 ∪ e2) y suponer que sop p ⊂ e1 ∪ e2.

En el conjunto SMB ∩ Vrang τ1 consideramos la relación de equivalencia

ρ1 ∼ ρ2 ↔
∨
f ∈ Est(e) ρ1 = f(ρ2).

Por el teorema 10.6, en cada clase de equivalencia podemos elegir siempre
un ρ∗ cuyo soporte e∗ = sop ρ∗ cumpla e∗ ∩ (e1 ∪ e2) ⊂ e. Vamos a comprobar
que, para cualquier otro elemento de la clase, que será de la forma ρ = f(ρ∗),
con f ∈ Est(e), el valor

τ(ρ) = f((p ∧ ∥ρ∗ ∈ τ1∥S) : (e∗ ∪ e))

es independiente de la elección de ρ∗ o de f . Esto significa que si f ′(ρ′) = f(ρ∗),
con la condición de que e′ = sop ρ′ y e∗ = sop ρ∗ cumplan ambos que

e′ ∩ (e1 ∪ e2) ⊂ e, e∗ ∩ (e1 ∪ e2) ⊂ e,

entonces

f ′((p ∧ ∥ρ′ ∈ τ∥S) : (e′ ∪ e)) = f((p ∧ ∥ρ∗ ∈ τ∥S) : (e∗ ∪ e)).

Equivalentemente, considerando g = f ′ ◦ f−1, basta probar que si g ∈ Est(e)
cumple ρ∗ = g(ρ′), entonces

g((p ∧ ∥ρ′ ∈ τ1∥S) : (e′ ∪ e)) = (p ∧ ∥ρ∗ ∈ τ1∥S) : (e∗ ∪ e).

Tenemos que g[e′] = e∗ y, como g fija a los elementos de e, se cumple que
g[e′ \ e] = e∗ \ e, por lo que claramente podemos construir g∗ de manera que
g∗|e′∪e = g|e′∪e y g∗ ∈ Est(e1 ∪ e2).
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La primera condición hace que g∗(ρ′) = g(ρ′) = ρ∗ y

g∗((p ∧ ∥ρ′ ∈ τ1∥S) : (e′ ∪ e)) = g((p ∧ ∥ρ′ ∈ τ1∥S) : (e′ ∪ e)),

pues g∗ y g coinciden sobre los elementos de Be′∪e, porque éstos son supremos de
elementos de Pe′∪e, sobre los que g y g∗ actúan igual. Esto significa que podemos
sustituir g por g∗ y suponer sin pérdida de generalidad que g ∈ Est(e1 ∪ e2).
Entonces g(τ1) = τ1, g(p) = p y

g((p ∧ ∥ρ′ ∈ τ1∥S) : (e′ ∪ e)) = g((p ∧ ∥ρ′ ∈ τ1∥S)) : g[e′ ∪ e]

= (p ∧ ∥ρ∗ ∈ τ1∥) : (e∗ ∪ e).

La primera igualdad se cumple porque g es un isomorfismo en B que restrin-
gido a P cumple g(p : (e ∪ e′)) = g(p) : g[e ∪ e′].

En definitiva, tenemos bien definida una aplicación τ sobre SMB ∩ Vrang τ1 ,
tal que si ρ ∈ Dτ y ρ = f(ρ∗) con f ∈ Est(e) y sop(ρ∗)∩ (e1∪ e2) ⊂ e, entonces,
para todo g ∈ Est(e), se cumple que

τ(g(ρ)) = τ((f ◦ g)(ρ∗)) = g(f((p ∧ ∥ρ∗ ∈ τ1∥S) : (e∗ ∪ e))) = g(τ(ρ)).

Por lo tanto, g(τ) = τ , luego τ ∈ SMB y sop τ ⊂ e.

Falta probar que p
S
⊩ τ1 = τ . Para ello basta ver que si un nombre ρ ∈ SMB

cumple rang ρ < rang τ1 entonces2

p ∧ ∥ρ ∈ τ1∥S = p ∧ τ(ρ).

Sea e′ = sop ρ y tomemos e0 ⊂ ω equipotente con e′ \ e y disjunto con
e1 ∪ e2 ∪ e′, sea e∗ = e0 ∪ (e′ ∩ e) y sea f ∈ Est(e ∪ ((e1 ∪ e2) \ e′)) una
permutación que intercambie los elementos de e0 con los de e′ \ e (de modo que
f−1 = f y f [e∗] = e′). Sea ρ∗ = f(ρ) (con lo que también ρ = f(ρ∗)). Así
f [e′] ∩ (e1 ∪ e2) ⊂ e y, por definición, τ(ρ) = f((p ∧ ∥ρ∗ ∈ τ1∥S) : (e∗ ∪ e)).

e1

e

e′ ∩ e

e2sop p

e′e0

f

2Aceptando esto, sea G un filtro genérico tal que p ∈ G. Entonces si x ∈ τ1G es porque
x = ρG, con ρ ∈ Dτ1 y ∥ρ ∈ τ1∥S ∈ G, luego τ(ρ) ∈ G, luego x = ρG ∈ τG. El recíproco se
prueba igualmente, luego τ1G = τG.
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Lo que hemos de probar es que

p ∧ ∥ρ ∈ τ1∥S = p ∧ ((f(p) ∧ ∥ρ ∈ f(τ1)∥S) : (e′ ∪ e)).

Para probar la desigualdad ≤, tomamos t ∈ P tal que t ≤ p ∧ ∥ρ ∈ τ1∥S , y
basta probar que t extiende también al miembro derecho de la igualdad anterior.

Como t ≤ p, se cumple que t
S
⊩ ρ ∈ τ2, luego por 10.9

t : (e′ ∪ e2)
S
⊩ ρ ∈ τ2,

luego (p ∪ (t : (e′ ∪ e2)))
S
⊩ ρ ∈ τ1, y de nuevo por 10.9 pasamos a

(p ∪ (t : (e′ ∪ e2))) : (e′ ∪ e1)
S
⊩ ρ ∈ τ1,

de donde
p ∪ (t : ((e′ ∪ e2) ∩ (e′ ∪ e1)))

S
⊩ ρ ∈ τ1,

pues esta condición extiende a la anterior, y esto es lo mismo que

q = p ∪ (t : (e′ ∪ e))
S
⊩ ρ ∈ τ1.

Observemos que sop(q \ p) ⊂ e′ ∪ e, y esto hace que ¬f(p) ⊥ q.

Podemos tomar g ∈ Est(e2) tal que g|e1 = f |e1 . Entonces g(τ1) = f(τ1),
g(τ2) = τ2 y g(p) ⊂ f(p) ∪ p.

e1 e2

sop p

e′e0

g

Como p
S
⊩ τ1 = τ2 se cumple que g(p)

S
⊩ g(τ1) = τ2, luego

f(p) ∪ p
S
⊩ (τ1 = τ2 ∧ g(τ1) = τ2)

y, a su vez, f(p) ∪ p
S
⊩ f(τ1) = τ1. Definimos

r = q ∪ f(p) ≤ p ∪ f(p)
S
⊩ τ1 = f(τ1),

y como r ≤ q
S
⊩ ρ ∈ τ1, también r

S
⊩ ρ ∈ f(τ1). Por 10.9, de hecho

r : (e′ ∪ f [e1])
S
⊩ ρ ∈ f(τ1),



402 Capítulo 10. El teorema de los ultrafiltros

y así r′ = f(p) ∪ r : (e′ ∪ f [e1]) ≤ f(p) ∧ ∥ρ ∈ f(τ1)∥S . Por último:

t ≤ p ∪ t : (e′ ∪ e) = p ∪ r′ : (e′ ∪ e) ≤ p ∧ (f(p) ∧ ∥ρ ∈ f(τ1)∥S) : (e′ ∪ e),

pues, teniendo en cuenta que e′ ∪ e ⊂ e′ ∪ f [e1], por una parte

t : (e′ ∪ e) ≤ q : (e′ ∪ e) ≤ r : (e′ ∪ e) ≤ r′ : (e′ ∪ e)

y recíprocamente:

r′ : (e′ ∪ e) = r : (e′ ∪ e) = (q ∪ f(p)) : (e′ ∪ e) ⊂ p ∪ t : (e′ ∪ e).

Esto termina la prueba de la desigualdad

p ∧ ∥ρ ∈ τ1∥S ≤ p ∧ ((f(p) ∧ ∥ρ ∈ f(τ1)∥S) : (e′ ∪ e)).

Para probar la desigualdad opuesta basta tomar una condición t ∈ P tal que
t ≤ f(p) ∧ ∥ρ ∈ f(τ1)∥S y demostrar que p ∧ t : (e′ ∪ e) ≤ ∥ρ ∈ τ1∥S .

Tenemos que t
S
⊩ ρ ∈ f(τ1) y, como t ≤ f(p)

S
⊩ f(τ1) = f(τ2), también

t
S
⊩ ρ ∈ f(τ2). Por 10.9 esto implica que t : (e′ ∪ f [e2])

S
⊩ ρ ∈ f(τ2), luego

f(p) ∪ t : (e′ ∪ f [e2])
S
⊩ ρ ∈ f(τ1). Aplicando de nuevo 10.9

(f(p) ∪ t : (e′ ∪ f [e2])) : (e′ ∪ f [e1])
S
⊩ ρ ∈ f(τ1),

de donde
f(p) ∪ (t : (e′ ∪ e))

S
⊩ ρ ∈ f(τ1).

Si no se cumpliera que p ∧ t : (e′ ∪ e) ≤ ∥ρ ∈ τ1∥S , existiría t̄ ∈ P tal que

t̄ ≤ p ∧ t : (e′ ∪ e), t̄
S
⊩ ρ /∈ f(τ1).

Ahora, partiendo de t̄ ≤ p y t̄
S
⊩ ρ /∈ f(τ1), aplicamos exactamente el mismo

razonamiento que hemos empleado en la prueba de la desigualdad opuesta cam-
biando sistemáticamente ∥ρ ∈ −∥S por ∥ρ /∈ −∥S , y la conclusión es que

r = p ∪ f(p) ∪ t̄ : (e′ ∪ e)
S
⊩ ρ /∈ f(τ1),

pero r ≤ f(p) ∪ t : (e′ ∪ e)
S
⊩ ρ ∈ f(τ1), contradicción.

Esto nos permite definir el soporte de un conjunto de N . Ahora bien, como
la numeración de los nombres {σi}i∈ω está en M , pero la enumeración de los
conjuntos genéricos {si}i∈ω no está en N , para que se pueda hablar de soportes
desde N necesitamos definirlos como subconjuntos de A y no de ω:

Definición 10.11 Si x ∈ N , diremos que E ⊂ A finito es un soporte de x existe
e ⊂ ω finito tal que E = {si | i ∈ e} y x = τG, para un cierto τ ∈ SMB tal que
sop τ ⊂ e.
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Del teorema anterior se sigue que la intersección de dos soportes de un con-
junto x es también un soporte de x. En efecto, si E1 y E2 son soportes de x,
esto significa que x = τ1G = τ2G, con sop τj ⊂ ej y Ej = {si | i ∈ ej}, para
j = 1, 2.

Entonces existe un p ∈ G tal que p
S
⊩ τ1 = τ2, luego por el teorema anterior

existe un τ ∈ SMB tal que p
S
⊩ τ1 = τ y sop τ ⊂ e1 ∩ e2, pero entonces x = τG,

luego E1 ∩ E2 es un soporte de x.

Por lo tanto, para cada x ∈ N , podemos definir su soporte sopx como el
menor soporte de x.

Si observamos la construcción de τ en la prueba del teorema anterior vemos
que si x admite un nombre τ1 de rango menor que un límite λ, entonces τ
tiene también rango menor que λ. Esto se traduce en que si x ∈ N admite un
soporte determinado por un nombre de rango menor que λ, entonces su soporte
mínimo está determinado por un nombre de rango menor que λ, por lo que no
es necesario considerar nombres de rangos mayores para encontrarlo.

Teorema 10.12 Si X ∈ N , la aplicación sopX : X −→ PfA que a cada x ∈ X
le asigna su soporte está en N .

Demostración: Para cada e ⊂ ω finito, sea Ẽ = {(σi, 1l) | i ∈ e} ∈ SMP.
Sea λ < ΩM un ordinal límite tal que todo elemento de X admita un nombre
de rango menor que λ. Sea

δλ = {(p.o.(ρ, Ẽ), 1l) | ρ ∈ SV B ∩ Vλ ∧ e ∈ Pfω ∧ sop ρ ⊂ e}M .

Si f ∈ ΣMω , vemos que

(f(p.o.(ρ, Ẽ)), f(1l)) = (p.o.(f(ρ), f̃ [e]), 1l) ∈ δλ,

luego f(δ) ⊂ δλ, y razonando con f−1 obtenemos la igualdad, luego δλ ∈ SMB

(y tiene soporte vacío). Además δλG ∩ (X × PfA) ∈ N es la relación

{(x,E) ∈ X × PfA | E es un soporte de x}.

Como esta relación está en N , es claro que a partir de ella podemos definir la
función del enunciado.

Nota Observemos que, dado cualquier τ ∈ SMB, tomando λ > rang τ , se
cumple que

ρG ∈ sop τG ↔
∧
E ∈ PfA((τG, E) ∈ δλG → ρG ∈ E)),

por lo que podemos definir

∥ρ ∈ sop τ∥S ≡ ∥
∧
E ∈ Pfσ((τ, E) ∈ δλ → ρ ∈ E))∥S ,
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que es independiente de la elección de λ, y se cumple que

∥ρ ∈ sop τ∥S ∈ G↔ ρG ∈ sop τG.

A su vez, esto se traduce que el teorema fundamental sigue siendo válido para
fórmulas que incluyan subfórmulas atómicas de tipo ρ ∈ sop τ . Como en el
caso de Val(ρ, τ), las expresiones ∥ϕ∥S para fórmulas que contienen subfórmulas
atómicas de este tipo contienen un parámetro δλ que no hacemos explícito, pero
como estos nombres tienen soporte vacío no son relevantes a la hora de aplicar
automorfismos.

Conviene asignar nombres canónicos a los subconjuntos de A:

Definición 10.13 Si e ⊂ ω es finito, definimos

ẽ = {(σi, 1l) | i ∈ e} ∈ SMP,

de modo que ẽG = {si | i ∈ e} ∈ N .

Aunque nos proponemos demostrar que N cumple el teorema de los ultrafil-
tros, con lo que tenemos probado hasta aquí podemos demostrar un resultado
más débil que, no obstante, ilustra el interés de los conceptos que hemos intro-
ducido:

Teorema 10.14 En N todo conjunto puede ser totalmente ordenado.

Demostración: Recordemos [TC 5.92] que Pω puede ser totalmente orde-
nado, luego A ⊂ Pω también (por un orden definible explícitamente en N).

Sea X ∈ N y fijemos un ordinal límite λ tal que todo elemento de X tenga
un nombre de rango menor que λ. Por el teorema anterior sabemos que la
aplicación sop : X −→ PfA está en N . Dado x ∈ X, consideramos

sopx = Ex = {tx0 , . . . , txn−1},

donde la enumeración puede tomarse en N y podemos elegirla concretamente
como la única que es creciente respecto al orden de A. Con esto tenemos definida
una asignación tx, de modo que la aplicación x 7→ tx está en N .

Ahora observamos que existe un ρ ∈ SMB ∩ Vλ tal que Valλ(ρ, tx) = x.

En efecto, sea π : n −→ ω la aplicación que determina tx, es decir, tal que
txi = sπi. Por definición de soporte de un conjunto, e = π[n] es el soporte de un
nombre de x, es decir, que x = ρ0G, con ρ0 ∈ SMB ∩ Vλ y sop ρ0 = e.

Sea f ∈ ΣMω tal que f |n = π y sea ρ = f−1(ρ0). Entonces

Valλ(ρ, tx) = f(f−1(ρ0))G = ρ0G = x.

Notemos que π no puede calcularse en N a partir de x, pero no importa. Lo
cierto es que existe un ρ ∈ SMB tal que Valλ(ρ, tx) = x y teniendo en cuenta
que SMB ⊂ M = LN , en N podemos definir la aplicación F : X −→ L que a
cada x ∈ X le asigna el menor nombre ρ (respecto al orden constructible) tal
que Valλ(ρ, tx) = x.
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Por último, la aplicación S : X −→ PA × L dada por S(x) = (sopx, F (x))
es inyectiva, pues a partir de sopx se determina tx y a partir de tx y F (x) se
determina x.

Como PA y L pueden ser totalmente ordenados en N , el orden lexicográfico
determina a través de S un orden total en X.

Así pues, a partir de que todo conjunto puede ser totalmente ordenado no
puede probarse que todo conjunto puede ser bien ordenado.

Terminamos esta sección con algunos resultados adicionales que vamos a
necesitar.

Definición 10.15 Si E ⊂ A es finito, definimos NE = {x ∈ N | sopx ⊂ E}.
Este conjunto es una clase en M [G] (es decir, es definible mediante una fórmula
relativizada a M [G]) y es localmente definible en N , en el sentido de que si
X ∈ N entonces

XE = NE ∩X = {x ∈ X | sopX(x) ⊂ E} ∈ N.

Más aún, según hemos visto en la prueba del teorema anterior, enN podemos
definir una aplicación inyectiva S|XE

: XE −→ PE × L. Es fácil ver que, de
hecho, la prueba se puede modificar ligeramente para obtener una aplicación
inyectiva XE −→ L o, alternativamente, podemos obtenerla a partir de S|XE

biyectando PE con su cardinal (finito). En cualquier caso, la conclusión es que
XE es bien ordenable en N .

Teorema 10.16 Si E ⊂ A es finito, entonces PfNE ⊂ NE.

Demostración: Sea E = {si | i ∈ e} y tomemos x ⊂ NE finito. Cada
u ∈ x es de la forma (τu)G, para cierto τu ∈ SMB tal que sop τu ⊂ e. Entonces
x = τG, donde τ = {(τu, 1l) | u ∈ x} ∈ SMB y sop τ ⊂ e. (Notemos que τ ∈ M
porque x es finito.) Por lo tanto x ∈ NE .

Más aún, todo conjunto definible a partir de parámetros en NE está en NE :

Teorema 10.17 Si E ⊂ A es finito, x1, . . . , xn ∈ NE y x ∈ N cumple∧
y ∈ N(ϕN (y, x1, . . . , xn)↔ y = x),

entonces y ∈ NE.

Demostración: Pongamos que E = {si | i ∈ e}, con e ⊂ ω, de modo que
xk = τkG con τk ∈ SMB y sop(τk) ⊂ e. Sea sopx = E′ = {si | i ∈ e′} y sea
x = τG, donde sop τ = e′. Entonces existe un p ∈ P tal que

p
S
⊩

1∨
xϕ(x, τ1, . . . , τn) ∧ ϕ(τ, τ1, . . . , τn) ∧ sop τ = ẽ′,

y podemos tomarlo de hecho tal que p ∈ Pe∪e′ . Sea ahora f ∈ Est(e) tal que
f [e′] ∩ e′ ⊂ e. Entonces

f(p)
S
⊩

1∨
xϕ(x, τ1, . . . , τn) ∧ ϕ(f(τ), τ1, . . . , τn) ∧ sop f(τ) = f̃ [e′],
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pero claramente f(p) es compatible con p, luego podemos tomar r ∈ P tal que
r ≤ p ∧ r ≤ f(p). Entonces

r
S
⊩

1∨
xϕ(x) ∧ ϕ(τ) ∧ ϕ(f(τ)),

luego r
S
⊩ τ = f(τ) ∧ sop τ = ẽ′ ∧ sop f(τ) = f̃ [e′], luego r

S
⊩ ẽ′ = f̃ [e′], pero

esto sólo es posible si e′ = f [e′], con lo que e′ ⊂ e y E′ ⊂ E, luego x ∈ NE .

En particular, XE puede definirse en N a partir de X, E y de la relación
“E es un soporte de x”, que tiene soporte vacío, luego si X ∈ NE , entonces
XE ∈ NE .

10.2 TU no implica AE
Pasamos ya a demostrar que el modelo N que hemos estudiado en la sección

precedente cumple el teorema de los ideales primos (luego también el teorema
de los ultrafiltros, que es equivalente). Necesitamos un resultado previo.

Para cada q ∈ ω<ω sea Aq = {s ∈ A | χ
s
|ℓ(q) = q} ∈ N . Notemos que

Aq ̸= ∅, pues el conjunto

D = {p ∈ P |
∨
i ∈ ω {i} × q ⊂ p} ∈M

es denso en P, luego corta al filtro genérico G. Como cada q admite infinitas
prolongaciones, de hecho Aq es infinito.

Observemos también que sopAq = ∅, pues Aq = (τq)G, donde

τq = {(σi, p) | i ∈ ω ∧ p ∈ P ∧ {i} × q ⊂ p} ∈ SMP

tiene soporte vacío.

Teorema 10.18 Sean E ⊂ A un conjunto finito, sean x1, . . . , xn ∈ NE, sea
m ∈ ω, sea {ak}k<m una sucesión de elementos de A \E distintos dos a dos de
modo que se cumpla una fórmula

ϕN (x1, . . . , xn, {ak}k<m).

Entonces existe una sucesión {qk}k<m de elementos de ω<ω tales que los con-
juntos Aqk son disjuntos dos a dos y disjuntos de E, ak ∈ Aqk y si una sucesión
{bk}k<m cumple bk ∈ Aqk , entonces también ϕN (x1, . . . , xn, {bk}k<m).

Demostración: Sea E = {si | i ∈ e}, con e ⊂ ω, sea s : e −→ E la asigna-
ción dada por s(i) = si, sea τ su nombre canónico, de modo que sop τ = e, sea
ρi un nombre de soporte contenido en e tal que ρiG = xi y, por consiguiente,
xi = Val(ρi, s), sea {ik}k<m tal que ak = sik , sea

π = {(p.o.(ǩ, σik), 1l) | k < m} ∈ SMB,
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de modo que πG = {ak}k<m, y sea p ∈ G tal que

p
S
⊩ ϕ(Val(ρ1, τ), . . . ,Val(ρn, τ), π).

Tomemos K ∈ ω tal que los χ
ak
|K y los χ

si
|K con i ∈ e sean distintos dos a dos

y Dp ⊂ ω ×K. Veamos que tomando qk = χ
ak
|K se cumple lo pedido.

Ciertamente los conjuntos Aqi son disjuntos dos a dos y disjuntos de E.
Tomemos bk ∈ Aqk , digamos que bk = sjk . Como sjk |K = sik |K ̸= sik′ |K , para
todo k′ ̸= k, vemos que jk ̸= ik′ , luego los conjuntos {ik, jk} son disjuntos dos a
dos y disjuntos de e, y podemos definir h ∈ Est(e) tal que h(ik) = jk, h(jk) = ik
y h(u) = u para todo u ∈ ω distinto de un ik o un jk.

Esto implica que h(p) ∈ G. En efecto, tenemos que

h(p) = {(h(u), n, r) | (u, n, r) ∈ p}.

Sea (u, n, r) ∈ p. Si u = ik, entonces n < K y

fG(h(u), n) = fG(jk, n) = sjk |K(n) = sik |K(n) = fG(u, n) = r,

e igualmente si u = jk, y trivialmente si u es distinto de todos los ik y jk. Por
lo tanto h(p) ⊂ fG y esto implica que h(p) ∈ G. Como

h(p)
S
⊩ ϕ(Val(ρ1, τ), . . . ,Val(ρn, τ), h(π)),

y claramente h(π) = {(p.o.(ǩ, σjk), 1l) | k < m}, con lo que h(π)G = {bk}k<m,
luego concluimos que se cumple ϕN (x1, . . . , xn, {bk}k<m).

En definitiva, si unos conjuntos genéricos ak cumplen una determinada pro-
piedad, podemos reemplazarlos por otros conjuntos genéricos cualesquiera que
no alteren χ

ak
|K para K suficientemente grande y se sigue cumpliendo la misma

propiedad.

Teorema 10.19 N cumple el teorema de los ideales primos.

Demostración: Sea C = (C,∧,∨,′ ) ∈ N un álgebra de Boole. Sea E ⊂ A
finito tal que sopC ⊂ E, es decir, tal que C ∈ NE . Entonces por 10.17 tenemos
también que C, ∧, ∨, ′, O, 1l ∈ NE . A partir de aquí seguiremos el convenio
usual de no distinguir entre C y C.

Tomemos ahora un ordinal límite µ < ΩM suficientemente grande como para
que (PC)N ∈ X = V Nµ . De nuevo por 10.17 tenemos que (PC)N ∈ XN .

Sea S = {I ∈ XE | I es un ideal de C} ∈ N . Obviamente {O} ∈ S ̸= ∅.
Como XE puede ser bien ordenado en N , tenemos que S tiene una función de
elección en N , y esto basta para demostrar que S tiene un elemento maximal.

En efecto, razonando en N , podemos definir por recurrencia F (0) = {O} y,
supuesto definido F (δ) ∈ S, definimos F (δ + 1) como el mínimo elemento de S
que contiene estrictamente a F (δ) si existe tal ideal y F (δ + 1) = F (δ) en caso
contrario. Finalmente F (λ) =

⋃
δ<λ

F (δ).
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La última parte requiere comprobar que F (λ) ∈ S. Ciertamente es un ideal
de B, porque es una unión de una cadena de ideales. También es obvio que
F (λ) ∈ Vµ. Por último basta observar que F (λ) es el único conjunto x ∈ N que
cumple una definición ϕN (x,XE , λ). (La fórmula afirma que existe una función
F : λ+ 1 −→ X tal que F (λ) = x ∧ F (0) = {O}, etc.). Entonces 10.17 nos da
que F (λ) ∈ XE , luego F (λ) ∈ S.

Como no podemos acabar con una función F : Ω −→ S inyectiva, la sucesión
tiene que estabilizarse, y el ideal en que lo haga será maximal en S.

A partir de aquí fijamos un ideal I de C maximal en S, es decir, maximal
entre los ideales de C con soporte contenido en E. Vamos a probar que I es un
ideal primo de C. En caso contrario existe x ∈ C tal que x /∈ I y x′ /∈ I.

Sea E′ ⊂ A finito tal que sopx ⊂ E′. Podemos suponer que E ⊂ E′. No
puede darse la igualdad, pues en tal caso el ideal generado por I ∪ {x} estaría
en S y contradiría la maximalidad de I.

Sea E = {si | i ∈ e} y sea E′ = E ∪ {si | i ∈ e′}, donde e ∩ e′ = ∅. Sean
s : e −→ E y s′ : e′ −→ E′ \ E las asignaciones dadas por s(i) = si y sea
x = τG, con sop τ ⊂ e∪ e′, de modo que x = Val(τ, s∪ s′). Sea d : Ae

′ −→ N la
aplicación dada por d(t) = Val(τ, s ∪ t). Así d(s′) = x, con lo que

d(s′) ∈ C ∧ d(s′) /∈ I ∧ d(s′)′ /∈ I.

Observemos que en esta fórmula (cambiando d por su definición), todos los
parámetros que intervienen (aparte de s′) están en NE , pues son τ (= τ̌G, que
tiene soporte ∅), s, I y C (y las operaciones de C). Componiendo s′ con una
enumeración de e′ podemos aplicar el teorema 10.18, que nos da una aplicación
q0 : e′ −→ ω<ω de modo que los conjuntos {Aq0i }i∈e′ son disjuntos dos a dos y
disjuntos de E, además s′i ∈ Aq0i y si t ∈

∏
i∈e′

Aq0i , entonces

d(t) ∈ C \ I ∧ d(t)′ ∈ C \ I.

Definimos S0
i = {q0i }, para i ∈ e′. Éste es el primer paso de la construcción

de una sucesión de sucesiones finitas {Smi }i∈e′ , para m < ω, de modo que se
cumplan las propiedades siguientes:

a) Smi es un subconjunto finito de ω<ω formado por elementos incompatibles
entre sí, es decir, tales que los conjuntos Aq con q ∈ Smi son disjuntos dos
a dos.

b) Cada elemento de Sm+1
i extiende a un elemento de Smi y todo elemento de

Smi tiene al menos una extensión a Sm+1
i . Equivalentemente, para cada

q ∈ Sm+1
i , el conjunto Aq está contenido en un Ar, para un r ∈ Smi y cada

Ar contiene un Aq.
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c) Si r ∈
∏
i∈e′

Smi y F ⊂ A es un conjunto finito que contiene exactamente un

elemento de cada elemento de
⋃
i∈e′
{Aq | q ∈ Sm+1

i }, entonces3

∧
{d(t) | t ∈

∏
i∈e′

(Ari ∩ F )} ∈ I,
∧
{d(t)′ | t ∈

∏
i∈e′

(Ari ∩ F )} ∈ I.

Observemos que {S0
i }i∈e′ cumple la propiedad a), que es la única que no

involucra términos de la sucesión correspondientes a valoresm > 0. Supongamos
definidas las sucesiones {Smi }i∈e′ para m ≤ n de modo que se cumplan las
propiedades anteriores. En particular, todos los Aq con q ∈ Smi están contenidos
en Aq0i . Por lo tanto, si r ∈

∏
i∈e′

Sni , entonces
∏
i∈e′

Ari ⊂
∏
i∈e′

Aq0i . Por lo tanto:

∧
r ∈

∏
i∈e′

Sni
∧
t ∈

∏
i∈e′

Ari (d(t) ∈ C \ I ∧ d(t)′ ∈ C \ I).

Sea J el ideal (no necesariamente propio) generado por

C = I ∪ {d(t) | t ∈
∏
i∈e′

Ari},

es decir,
J = {b ∈ C |

∨
Y ∈ PfC b ≤

∨
Y }.

Observemos que J ∈ NE , pues cada Ari ∈ NE (porque tiene soporte vacío),
luego {Ari}i∈e′ ∈ NE (aplicando varias veces 10.16), luego C ∈ NE (pues se
define a partir de I, C, τ , s ∈ NE y de {Ari}i∈e′ (y las operaciones de C), luego
J ∈ NE (pues se define a partir de C y C (y las operaciones de C).

Por lo tanto, J ∈ XE y contiene estrictamente a I, luego no puede ser
un ideal (propio) de C, ya que entonces sería J ∈ S en contradicción con la
maximalidad de I. Concluimos, pues, que J = C.

Consecuentemente, existe F ′′
1 (r) ⊂

∏
i∈e′

Ari finito y u ∈ I tales que

1l = u ∨
∨

t∈F ′′
1 (r)
d(t),

de donde
∧

t∈F ′′
1 (r)
d(t)′ = u ∧

∧
t∈F ′′

1 (r)
d(t)′ ∈ I. Razonando análogamente con el

ideal generado por
C ′ = I ∪ {d(t)′ | t ∈

∏
i∈e′

Ari}

obtenemos un conjunto finito F ′′
2 (r) ⊂

∏
i∈e′

Ari tal que
∧

t∈F ′′
2 (r)
d(t) ∈ I. Sea

F ′
j(r) =

⋃
t∈F ′′

j (r)

Rt ⊂ A, para j = 1, 2 y sea

F ′ =
⋃
{F ′

1(r) ∪ F ′
2(r) | r ∈

∏
i∈e′

Sni } ⊂
⋃
i∈e′

⋃
q∈Sn

i

Aq.

3Observemos que Ari ∩ F =
⋃

q∈Sm+1
i

(Aq ∩ F ), donde cada Aq ∩ F tiene un único elemento.
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Así, para j = 1, 2, F ′′
j (r) ⊂

∏
i∈e′

(Ari ∩ F ′). Consecuentemente,

∧
r ∈

∏
i∈e′

Sni (
∧
{d(t)′ | t ∈

∏
i∈e′

(Ari∩F ′)} ∈ I ∧
∧
{d(t) | t ∈

∏
i∈e′

(Ari∩F ′)} ∈ I).

Esta propiedad de F ′ se conserva si le añadimos elementos, luego podemos
suponer que F ′ contiene al menos un elemento de cada Aq, con q ∈ Sni , i ∈ e′.
Todos los parámetros que aparecen en la fórmula anterior (salvo F ′) están en
NE (el único que no había aparecido antes es

∏
i∈e′

Sni ∈M ⊂ NE). Por lo tanto,

podemos aplicar el teorema 10.18 a una enumeración de F ′ para concluir que
existe una sucesión {qk}k<l de elementos de ω<ω de modo que los conjuntos Aqk
son disjuntos dos a dos y F ′ consta exactamente de un elemento de cada uno
de ellos, y si F ⊂ A contiene exactamente un elemento de cada Aqk , entonces∧
r ∈

∏
i∈e′

Sni (
∧
{d(t)′ | t ∈

∏
i∈e′

(Ari ∩F )} ∈ I ∧
∧
{d(t) | t ∈

∏
i∈e′

(Ari ∩F )} ∈ I).

Más aún cada s ∈ F ′ está en un único Aq con q ∈ Sni , para cierto i, y en la
prueba de 10.18 se ve que podemos tomar el correspondiente qk de longitud
arbitrariamente grande, de modo que q ⊂ qk o, lo que es lo mismo, Aqk ⊂ Aq.
Definimos

Sn+1
i = {qk | k < l ∧

∨
q ∈ Sni q ⊂ qk}.

Así, por construcción,
⋃
i∈e′

Sn+1
i = {qk | k < l}, cada q′ ∈ Sn+1

i extiende a un

q ∈ Sni y cada q tiene al menos una extensión q′. Con esto tenemos asegurado
que {Sn+1

i }i∈e′ cumple las propiedades a), b), c).

En la construcción de {Sn+1
i }i∈e′ hemos hecho algunas elecciones (finitas)

arbitrarias, por lo que en principio no tenemos garantizado que la sucesión com-
pleta {{Smi }i∈e′}m∈ω esté en N . Ahora, bien, hemos probado, por inducción,
que para cada n existe una sucesión finita {{Smi }i∈e′}m≤n que cumple las pro-
piedades a), b), c), y como cada {Smi }i∈e′ ∈ M = LN (porque M es cerrado
para subconjuntos finitos), podemos redefinir la sucesión completa partiendo de
la sucesión {S0

i }i<e′ que hemos fijado y tomando como {Sn+1
i }i∈e′ la menor

sucesión respecto del orden constructible que hace que se cumplan las propie-
dades a), b), c) para n+1 supuesto que se cumplan para n. Así sí que podemos
concluir que la construcción puede realizarse en N .

Ahora definimos Ti =
⋃
m∈ω

Smi , que claramente es un árbol con la inclusión,

tiene altura ω, su nivel m-simo es Smi , tiene un único tallo q0i y cada nodo de
altura m tiene al menos otro nodo por encima.

En este punto tenemos que interrumpir la prueba para enunciar un resultado
auxiliar que demostraremos en la sección 10.4:

Definición 10.20 Si T es un ω-árbol (un árbol de altura ω con niveles finitos),
diremos que un conjunto A ⊂ T domina a otro conjunto B ⊂ T si todo elemento
de B está por debajo de un elemento de A.
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Representaremos T |n = {x ∈ T | altx ≤ n}.

Si m ∈ ω, diremos que A es m-dominante si existe un x ∈ T de altura m tal
que A domina el conjunto {y ∈ Nivm+1(T ) | x ≤ y}.

Si {Ti}i<k es una familia de ω-árboles, un producto m-dominante es un
conjunto de la forma

∏
i<k

Di, donde cada Di es m-dominante en Ti.

Teorema 10.21 (Halpern-Läuchli) Si {Ti}i<k es una familia de ω-árboles
sin nodos maximales, existe un n ∈ ω tal que si∏

i<k

Ti|n = Q1 ∪Q2, Q1 ∩Q2 = ∅,

entonces uno de los conjuntos Q1 o Q2 contiene un producto m-dominante, para
un m < n.

continuación de la demostración de 10.19: Sea n ∈ ω según el teorema
anterior aplicado a los árboles {Ti}i∈e′ . Sea H una función de elección sobre

W =
⋃
i∈e′

⋃
m≤n
{Aq | q ∈ Sni }.

Sea yi = {H(Aq) | q ∈
⋃
m≤n

Sni } ⊂ A, sea P =
∏
i∈e

yi. Vamos a probar que si

z ⊂ P entonces ∧
t∈z

d(t) ∈ I o
∧

t∈P\z
d(t)′ ∈ I.

Admitiendo esto, la conclusión es ya sencilla, pues

1l =
∧
t∈P

(d(t) ∨ d(t)′) =
∨

f∈2P

∧
t∈P

d(t)(f(t)),

donde, para cada b ∈ B, representamos b(1) = b y b(0) = b′. Definimos

zf = {t ∈ P | f(z) = 1},

y así llegamos a una contradicción:

1l =
∨

f∈2P

( ∧
t∈zf

d(t) ∧
∧

t∈P\zf
d(t)′

)
∈ I.

Fijamos, pues z ⊂ P y definimos

Q1 = {g ∈
∏
i∈e′

Ti|n | {H(Agi)}i∈e′ ∈ z}, Q2 =
∏
i∈e′

Ti|n \Q1.

Por el teorema de Halpern-Läuchli o bien Q1 o bien Q2 contiene un producto
m-dominante, V =

∏
i∈e′

Di para cierto m < n. Esto significa que existe ri ∈ Smi

tal que para todo q ∈ Sm+1
i que extienda a ri existe un q′ ∈ Di que extiende

a q.
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Definimos f :
⋃
i∈e′

Sm+1
i −→ A del modo siguiente: si q ∈ Sm+1

i extiende

a ri, entonces f(q) = H(Aq′), donde q′ ∈ Di es el elemento que extiende a q. En
caso contrario f(q) es cualquier elemento de Aq. Notemos que en ambos casos
f(q) ∈ Aq.

Sea F = {f(q) | q ∈
⋃
i∈e′

Sm+1
i }. Así F contiene exactamente un elemento de

cada elemento de
⋃
i∈e′
{Aq | q ∈ Sm+1

i }, luego por la propiedad c) tenemos que

∧
{d(t) | t ∈

∏
i∈e′

(Ari ∩ F )} ∈ I,
∧
{d(t)′ | t ∈

∏
i∈e′

(Ari ∩ F )} ∈ I.

A partir de aquí tenemos que distinguir dos casos, según si V está contenido
en Q1 o en Q2. Supongamos primero que V ⊂ Q1. Basta demostrar que∏
i∈e′

(Ari ∩ F ) ⊂ z, pues entonces
∧
t∈z

d(t) ∈ I.

En efecto, si t ∈
∏
i∈e′

(Ari ∩ F ), entonces ti ∈ Ari ∩ F , luego ti = f(qi), para

cierto qi ∈
⋃
j∈e′

Sm+1
j . Pero entonces ti ∈ Aqi y, como ri ∈ Smi , tiene que ser

ri ⊂ qi, luego, de hecho, qi ∈ Sm+1
i . Como qi extiende a ri, por definición de f

resulta que ti = H(Aq′i), donde q′i ∈ Di extiende a qi. Tenemos así una sucesión
q′ ∈

∏
i∈e′

Di = V ⊂ Q1, luego t = {H(Aq′i)}i∈e′ ∈ z.

Si V ⊂ Q2 llamamos z′ = P \ z y demostramos que
∏
i∈e′

(Ari ∩ F ) ⊂ z′, con

lo que concluimos que
∧

t∈P\z
d(t)′ ∈ I. El razonamiento es idéntico, salvo que

ahora llegamos a que q′ ∈ Q2, luego t /∈ z, y de hecho, t ∈ P \ z.

Así pues, si ZF es consistente, a partir de TU no puede probarse ninguna
de las formas del axioma de elección que fallan en el primer modelo de Cohen,
como que Pω puede ser bien ordenado, que todo conjunto infinito tiene un
subconjunto numerable, etc.

10.3 Formas débiles de TU

Sabemos que el teorema de los ultrafiltros no puede demostrarse sin AE,
pues implica, por ejemplo, que todo conjunto puede ser totalmente ordenado,
o el axioma de elección para familias de conjuntos finitos. Sin embargo, cabría
la posibilidad de que se pudiera demostrar sin AE la existencia de ultrafiltros
en conjuntos sencillos, como ω. Obviamente todo conjunto no vacío X tiene
ultrafiltros principales, es decir, ultrafiltros de la forma

Ux = {A ∈ PX | x ∈ A},

pero, vamos a ver que sin AE no puede probarse que ω tenga ultrafiltros no
principales.
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Consideramos P = Fn(ω × ω, 2, ω) y, para cada X ⊂ ω × ω, definimos
πX ∈ Aut(P) mediante

πX(p)(m,n) =

{
p(m,n) si (m,n) /∈ X,
1− p(m,n) si (m,n) ∈ X.

Se cumple entonces que H = {πX | X ∈ P(ω × ω)} es un subgrupo de Aut(P),
pues π∅ es la identidad, π−1

X = πX y πX ◦ πY = πX△Y .

Para cada e ⊂ ω, definimos Est(e) = {πX | X ∈ Pω ∧ X ∩ (e × ω) = ∅},
que es un subgrupo de H.

Sea F el conjunto de los subgrupos K de H tales que existe e ⊂ ω finito de
manera que Est(e) ⊂ K ⊂ H. Es fácil ver que se trata de un filtro normal de
subgrupos de H.

A partir de aquí relativizamos las definiciones anteriores a un modelo tran-
sitivo numerable M de ZFC, consideramos un filtro genérico G y la extensión
simétrica N = SM [G].

Teorema 10.22 En el modelo N que acabamos de describir, Pω no tiene ul-
trafiltros no principales.

Demostración: Supongamos que U ∈ N es un (ultrafiltro no principal)N
en ω. Sea U = τG, con τ ∈ SMP y sea p ∈ G tal que

p
S
⊩ τ es un ultrafiltro no principal en ω.

Sea e ⊂ ω finito tal que Est(e) ⊂ Sim(τ). Sea i ∈ ω \ e y sea

σi = {(ň, p) | p ∈ P | (i, n, 1) ∈ p} ∈ SMP.

Así, si = σiG ∈ N y si ⊂ ω, luego o bien si ∈ U , o bien ω \ si ∈ U .

Si se da el primer caso, existe un q ∈ G tal que q
S
⊩ σi ∈ τ . Sea m0 ∈ ω tal

que, para cada m ≥ m0, se cumple (i,m) /∈ Dq y sea

X = {(i,m) | m ∈ ω ∧ m ≥ m0}.

Así πX(q) = q y πX ∈ Est(e), luego πX(τ) = τ . Por lo tanto,

q
S
⊩ πX(σi) ∈ τ,

luego πX(σi)G ∈ U , pero es claro que πX(σi)G = ω \ si, con lo que tenemos una
contradicción.

Lo mismo sucede si se da el segundo caso: tomamos una condición q ∈ G tal
que q

S
⊩ ω \ σi ∈ τ , elegimos m0 y X del mismo modo, con lo que llegamos a

que q
S
⊩ ω \ πX(σi) ∈ τ , y así ω \ (ω \ si) ∈ U , es decir, si ∈ U , contradicción.

Sabemos [TC 10.8] que las dos afirmaciones siguientes son formas equivalen-
tes de TU:
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a) Toda álgebra de Boole tiene un ultrafiltro.

b) Todo filtro en un conjunto puede extenderse a un ultrafiltro.

Es obvio que b) no puede cambiarse por “todo conjunto (no vacío) tiene un
ultrafiltro”, pues ya hemos observado que la existencia de ultrafiltros (principa-
les) en un conjunto (no vacío) es un teorema de ZF. Sin embargo, cabría pensar
si TU es equivalente en ZF a que todo conjunto infinito tiene un ultrafiltro no
principal. La respuesta es nuevamente negativa.

Para probarlo consideramos una variación mínima del modelo construido en
el teorema 8.28, consistente en partir de P = Fn(2× ω1 × ω1 × ω, 2,ℵ1)M .

Con las modificaciones obvias, tenemos conjuntos aα,β , bα,β ∈M [G], donde
ahora α < ωM1 , que a su vez definen conjuntos aα, bα ∈ PPω, Pα = {aα, bα} y
P = {Pα | α < ωM1 }, todos los cuales tienen nombres canónicos en MP.

Definimos el grupo H ⊂ (Σ2×ω1×ω1
)M de mismo modo, sin más que cambiar

ω por ωM1 , pero consideramos el filtro F de soportes numerables, es decir, un
subgrupo K de H está en F si y sólo si existe E ⊂ 2× ωM1 × ωM1 numerableM
tal que EstH(E) ⊂ K ⊂ H.

Es fácil ver que F sigue siendo un filtro normal de subgrupos de H, por lo
que podemos considerar la extensión genérica N = SM [G]. Todos los nom-
bres canónicos de los conjuntos que estamos considerando son hereditariamente
simétricos, por lo que, en particular, P ∈ N .

Teorema 10.23 El modelo N que acabamos de describir cumple que todo con-
junto infinito tiene un ultrafiltro no principal, pero no cumple el teorema de los
ultrafiltros.

Demostración: Por 5.17 sabemos que ℵM [G]
1 = ℵM1 , de donde se sigue que

también ℵN1 = ℵM1 . El argumento de 8.28 nos da ahora que existe f ∈ N tal que
(f : ω1 −→ P biyectiva)N , y una mínima variante del argumento empleado allí
prueba que P no tiene una función de elección. Por lo tanto, N no cumple TU,
pues sabemos que TU implica el axioma de elección para familias de conjuntos
finitos ([TC 10.15]).

Consideremos ahora un conjunto infinito X ∈ N . Entonces X ∈ M [G]
es infinito, luego (usando AE) tiene un subconjunto Y ⊂ X numerableM [G].
Sea f : ω −→ Y biyectiva, f ∈ M [G]. Para cada i ∈ ω, existe σi ∈ SMP

tal que f(i) = σiG. Usando el axioma de elección en M [G] podemos exigir
que {σi}i∈ω ∈ M [G]. Ahora bien, por 5.8 tenemos que {σi}i∈ω ∈ M . Ahora
usamos el axioma de elección en M , que nos da {Ei}i∈ω ∈M de modo que cada
Ei ⊂ 2× ωM1 × ωM1 es numerableM y EstH(Ei) ⊂ SimH(σi).

Sea E =
⋃
i∈ω

Ei, que sigue siendo numerableM y, si llamamos

σ = {(p.o.(̌ı, σi), 1l) | i ∈ ω},

se cumple que EstH(E) ⊂ SimH(σ), luego σ ∈ SMP y f = σG ∈ N . En
definitiva, existe f : ω −→ X inyectiva, f ∈ N .
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Ahora, si A ∈ (PX)N , tenemos que f−1[A] ∈ (Pω)N , luego es numerable en
M [G], luego por 5.8 se cumple que f−1[A] ∈ (Pω)M .

Finalmente consideramos (un ultrafiltro no principal en ω)M U ∈ M y ob-
servamos que

U∗ = {A ∈ PX | f−1[A] ∈ U}N ∈ N

es un ultrafiltro no principal en X. Notemos que U∗ es un ultrafiltro porque
f−1[A] y f−1[X \A] = ω \f−1[A] están ambos en (Pω)M y U es un ultrafiltroM
y U∗ no es principal porque no puede ser que {x} ∈ U∗, ya que, como f es
inyectiva, |f−1[{x}]| ≤ 1, luego f−1[{x}] /∈ U , porque U no es principal.

Es fácil probar que el modelo del teorema anterior cumple el principio de elec-
ciones dependientes (ED), luego ahora sabemos que, si bien implica el axioma
de elección numerable, no garantiza la existencia de funciones de elección sobre
conjuntos de ℵ1 pares desordenados.

10.4 Apéndice: El teorema de Halpern-Läuchli
Para completar la demostración del teorema 10.19 nos falta probar 10.21. De

hecho demostraremos (en ZF) un resultado más general. Empezamos ampliando
la definición 10.20.

Nota En toda esta sección “árbol” significará ω-árbol con una única raíz y sin
elementos maximales, es decir, árbol de altura ω con niveles finitos, con un único
nodo de altura 0 y en el que todo nodo tiene al menos un nodo por encima.

Definición 10.24 Recordemos que si T es un árbol, un conjunto A ⊂ T domina
a otro conjunto B ⊂ T si todo elemento de B está por debajo de un elemento
de A.

Diremos que A es (h, k)-denso si existe un nodo x ∈ T de altura h tal que
A domina al conjunto de todos los nodos de altura h + k que extienden a x.
Escribiremos “k-denso” en lugar de (0, k)-denso. (Notemos que A es k-denso si
y sólo si domina al nivel k-ésimo de T ).

Si {Ti}i<d es una familia de árboles en las condiciones anteriores, un pro-
ducto (h, k)-dominante4 es un conjunto de la forma

∏
i<d

Di, donde cada Di es

(h, k)-denso en Ti. Diremos “k-dominante” en lugar de (0, k)-dominante.

Teorema 10.25 (Halpern-Läuchli) Sea {Ti}i<d una familia de ω-árboles con
una única raíz y sin nodos maximales y sea Q ⊂

∏
i<d

Ti. Entonces se da uno de

estos dos casos:

a) Q contiene un producto k-dominante para cada k ∈ ω.

b) Existe un h ∈ ω tal que, para todo k ∈ ω, el conjunto
∏
i<d

Ti \Q contiene
un producto (h, k)-dominante.

4Notemos que los conjuntos m-dominantes definidos en 10.20 son los (m, 1)-dominantes en
este sentido.
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Veamos en primer lugar que de aquí se deduce 10.21:

Demostración de 10.20: Más en general, vamos a probar que el teorema
es cierto para particiones {Qj}j<q de

∏
i<d

Ti|n (de modo que 10.20 es el caso

q = 2). Observamos que el teorema es trivial para q = 1. A continuación
suponemos que es cierto para particiones de q y lo probamos para q + 1.

Si no se cumple para q + 1, llamamos T el conjunto de todas las sucesiones
Q = {Qj}j<q+1 de conjuntos disjuntos dos a dos tales que existe un n ∈ ω de
modo que ∏

i<d

Ti|n =
⋃

j<q+1

Qj

y Q no cumple la conclusión del teorema, es decir, ningún Qj contiene un
producto (m, 1)-dominante, con m < n.

Al suponer que no se cumple el teorema estamos diciendo que para cada
n ∈ ω existe una partición en T de

∏
i<d

Ti|n en las condiciones indicadas.

Definimos en T la relación de orden según la cual Q′ ≤ Q si y sólo si Q′ es una
partición de

∏
i<d

Ti|m, Q es una partición de
∏
i<d

Ti|n, m ≤ n y Q′
j = Qj∩

∏
i<d

Ti|m
para cada i < q + 1.

Es inmediato que si Q ∈ T es una partición de
∏
i<d

Ti|n y m < n, la partición

Q′ dada por Q′
j = Qj ∩

∏
i<d

Ti|m también está en T, pues si un elemento de

Q′ contuviera un producto (m, 1)-dominante, lo mismo le sucedería al elemento
correspondiente de Q. Además, estas particiones Q′ son las únicas que tiene por
debajo.

Concluimos que T es un árbol y que sus elementos de altura n son preci-
samente las particiones de

∏
i<d

Ti|n (que incumplen el teorema). La hipótesis

de que el teorema falla para q + 1 se traduce ahora en que T tiene altura ω, y
obviamente sus niveles son finitos, pues sólo hay un número finito de particiones
de cada

∏
i<d

Ti|n. El teorema de König [TC 9.6] resulta que T tiene un camino C.

Definimos una partición Q = {Qj}j<q+1 de
∏
i<d

Ti tomando Qj =
⋃

Q′∈C
Q′
j .

Aplicamos a Q1 ∪ · · · ∪Qq el teorema anterior, con lo que se da uno de estos
dos casos:

a) Para cada k ∈ ω la unión Q1∪· · ·∪Qq contiene un producto k-dominante.

b) Existe un h ∈ ω tal que Qq+1 contiene un producto (h, 1)-dominante.

Pero el caso b) no puede darse, pues si llamamos
∏
i<d

Di al producto (h, 1)-

dominante, como los niveles de cada Ti son finitos, podemos suponer que cada
Di es finito (pues sólo necesitamos un conjunto finito de nodos para dominar
a un conjunto finito de nodos), luego podemos tomar un n ∈ ω tal que cada
Di ⊂ Ti|n, pero entonces la partición {Qj ∩

∏
i<d

Ti|n}j<q+1 cumple el teorema
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(pues su última componente contiene un producto (h, 1)-dominante), cuando
por otro lado se trata de un elemento del camino C, luego está en T y no
debería cumplirlo.

Por lo tanto se cumple a). Ahora aplicamos la hipótesis de inducción, según
la cual existe un k ∈ ω tal que toda partición en q conjuntos de

∏
i<d

Ti|k contiene
un producto (h, 1)-dominante, para cierto h < k.

Por a) aplicado a este k, tenemos que Q1 ∪ · · · ∪ Qq contiene un producto
k-dominante

∏
i<d

Di. Entonces Di es k-denso en Ti, luego domina a Ti|k. Sea

fi : Ti|k −→ Di tal que
∧
x ∈ Ti|k x ≤ fi(x). Para 0 ≤ j ≤ q definimos

Q′
j = {x ∈

∏
i<d

Ti|k | {fi(xi)}i<d ∈ Qi}.

Claramente Q′ = {Q′
j}j<q es una partición de

∏
i<d

Ti|k, luego, por la elección

de k, existe un j < q tal que Q′
j contiene un producto (h, 1)-dominante

∏
i<d

D′
i,

para cierto h < k, pero es claro entonces que
∏
i<d

fi[D
′
i] ⊂ Qi es un producto

(h, 1)-dominante, y a partir de aquí llegamos a la misma contradicción que en
el caso b).

A partir de aquí desarrollamos los conceptos necesarios para demostrar 10.25.

Definición 10.26 Si T es un árbol, x ∈ T , n ∈ ω y B ⊂ T , definimos

x(T ) = {y ∈ T | y ≥ x}, n(T,B) = {x(T ) ∩B | x ∈ Nivn(T )}.

Notemos que si B es h+k-denso en T y a ∈ n(T, b), para un n ≤ h, entonces
a es (h, k)-denso en T .

Fijado d ∈ ω, llamaremos signos a los elementos de Xd = d × 4, si bien
usaremos una notación especial para representarlos:

∃Ai ≡ (i, 0), ∀xi ≡ (i, 1), ∀ai ≡ (i, 2), ∃xi ≡ (i, 3).

Llamaremos fórmulas a las sucesiones W ∈ X≤2d
d que cumplan las condicio-

nes siguientes:

a) Para cada i, en W aparece a lo sumo uno de los dos los signos ∀xi y ∃xi,
y en tal caso sólo aparece una vez.

b) Para cada i, en W aparece a lo sumo uno de los dos los signos ∀ai y ∃Ai,
y en tal caso sólo aparece una vez.

c) Si W contiene a ∀ai, entonces contiene a ∃xi en una posición posterior.

d) Si W contiene a ∃Ai, entonces contiene a ∀xi en una posición posterior.
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Equivalentemente, las fórmulas son las sucesiones de signos que se pueden
construir empezando por un ∃xi o un ∀xi y añadiendo signos por la izquierda,
con la condición de que sólo podemos añadir un ∃xi o un ∀xi si no hemos incluido
ya uno de ellos, sólo podemos añadir un ∀ai si previamente hemos incluido ∃xi
(pero no otro ∀ai) y sólo podemos añadir un ∃Ai si previamente hemos incluido
∀xi (pero no otro ∃Ai).

Representaremos por Fd el conjunto de todas las fórmulas, y por Sd el con-
junto de todas las sentencias, que definimos como las fórmulas de longitud 2d.

Observemos que, para cada i, en cada sentencia tiene que aparecer necesa-
riamente un ∀xi o un ∃xi, así como un ∀ai o bien un ∃Ai.

Por ejemplo, S1 consta únicamente de las sentencias ∃A0∀x0 y ∀a0∃x0, mien-
tras que S2 consta de 24 sentencias, entre las que se encuentran

∃A0∀x0∃A1∀x1, ∀a1∃A0∀x0∃x1, etc.

Ahora vamos a asignar un significado a cada fórmula. Para ello fijamos
una familia de árboles {Ti}i<d, un conjunto Q ⊂

∏
i<d

Ti (de acuerdo con las

hipótesis de 10.25), así como una sucesión de números naturales n = {ni}i<d y
una sucesión B = {Bi}i<d, con Bi ⊂ Ti.

Vamos a definir una aplicación I : Fd ×
∏
i<d

PTi ×
∏
i<d

Ti −→ 2, aunque usa-
remos la notación:

⊨W [n,B, Y, y] ≡ F (W,Y, y) = 1.

Definiremos I por recursión sobre la relación bien fundada

(W,Y, y) ≺ (W ′, Y ′, y′)↔ ℓ(W ) < ℓ(W ′).

En la práctica, esto significa que podemos definir ⊨ W [n,B, Y, y] supuesto que
ya está definido para fórmulas de longitud menor.

Representaremos por Y Ai el elemento de
∏
i<d

PTi que coincide con Y salvo

que Yi = A, e igualmente yxi será el elemento de
∏
i<d

Ti que coincide con y salvo
que yi = x.

En primer lugar, establecemos que

⊨ ∅[n,B, Y, y]↔ y ∈ Q.

Para sucesiones no vacías, distinguimos casos según cuál sea su primer signo:

a) ⊨ ∃xiW [n,B, Y, y]↔
∨
x ∈ Yi ⊨W [n,B, Y, yxi ].

b) ⊨ ∀xiW [n,B, Y, y]↔
∧
x ∈ Yi ⊨W [n,B, Y, yxi ].

c) ⊨ ∃AiW [n,B, Y, y]↔
∨
A(A ⊂ Bi ∧ A es ni-denso en Ti

∧ ⊨W [n,B, Y Ai , y]).

d) ⊨ ∀aiW [n,B, Y, y]↔
∧
a ∈ ni(Ti, Bi) ⊨W [n,B, Y ai , y].
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Ejemplo Para d = 2 tenemos que

⊨ (∃A0∀a1∃x1∀x0)[n,B, Y0, Y1, y0, y1]↔
∨
A0(A0 ⊂ B0 ∧ A0 es n0-denso en T0

∧ ⊨ (∀a1∃x1∀x0)[n,B,A0, Y1, y0, y1])↔∨
A0(A0 ⊂ B0 ∧ A0 es n0-denso en T0 ∧∧

a1 ∈ n1(T1, B1) ⊨ (∃x1∀x0)[n,B,A0, a1, y0, y1])↔∨
A0(A0 ⊂ B0 ∧ A0 es n0-denso en T0 ∧∧

a1 ∈ n1(T1, B1)
∨
x1 ∈ a1 ⊨ (∀x0)[n,B,A0, a1, y0, x1])↔∨

A0(A0 ⊂ B0 ∧ A0 es n0-denso en T0 ∧∧
a1 ∈ n1(T1, B1)

∨
x1 ∈ a1

∧
x0 ∈ A0 ⊨ ∅[n,B,A0, a1, x0, x1])↔∨

A0(A0 ⊂ B0 ∧ A0 es n0-denso en T0 ∧∧
a1 ∈ n1(T1, B1)

∨
x1 ∈ a1

∧
x0 ∈ A0(x0, x1) ∈ Q).

Observamos que ⊨ (∃A0∀a1∃x1∀x0)[n,B, Y, y] no depende de (Y, y), y es
claro que esto no es casual. El teorema siguiente muestra la situación general:

Teorema 10.27 Sea W ∈ Fd y sean n, n′, B, B′, Y , Y ′, y, y′ según la defini-
ción anterior, y supongamos además que

a) Yi = Y ′
i para cada índice i tal que ni ∀ai ni ∃Ai está en W pero ∀xi o ∃xi

está en W ,

b) yi = y′i para cada i tal que ni ∀xi ni ∃xi están en W ,

c) ni = n′i y Bi = B′
i para cada i tal que ∀ai o ∃Ai está en W .

Entonces ⊨ W [n,B, Y, y)] ↔ ⊨ W [n′, B′, Y ′, y′]. En particular, si W es una
sentencia, la fórmula ⊨W [n,B, Y, y] es independiente de Y , y.

Demostración: Razonamos por inducción sobre la longitud de W . Para
W = ∅ la hipótesis es y = y′, y la conclusión es inmediata. Ahora basta supo-
nerlo cierto para W y probarlo para ∃xiW , ∀xiW , ∃AiW , ∀aiW (suponiendo
además que estas cadenas sean realmente fórmulas).

En el caso ∃xiW , tenemos que W no puede contener ni ∃Ai ni ∀ai, luego
tenemos que Yi = Y ′

i . Entonces

⊨ ∃xiW [n,B, Y, y]↔
∨
x ∈ Yi ⊨W [n,B, Y, yxi ]↔∨

x ∈ Y ′
i ⊨W [n′, B′, Y ′, y′

x
i ]↔ ⊨ ∃xiW [n′, B′, Y ′, y′],

donde hemos aplicado la hipótesis de inducción. En efecto:

a) Si ∀aj y ∃Aj no están en W , tampoco están en ∃xiW , y si ∀xj o ∃xj está
en W , también está en ∃xiW , luego se cumple que Yj = Y ′

j .
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b) Si ∀xj y ∃xj no están en W , o bien j ̸= i y tampoco están en ∃xiW , con lo
que yj = y′j , luego (yxi )j = (y′

x
i )j , o bien j = i, y la conclusión es trivial.

c) Si ∀aj o ∃Aj está en W , también está en ∃xiW , luego nj = n′j y Bj = B′
j .

El argumento para ∀xiW es idéntico, y los otros dos casos son incluso más
simples.

Definición 10.28 Si W ∈ Sd, n ∈ dω y B = {Bi}i<d ∈
∏
i<d

PTi, escribiremos

⊨W [n,B] ≡
∨
Y ∈

∏
i<d

PTi
∨
y ∈

∏
i<d

Ti ⊨W [n,B, Y, y],

y acabamos de ver que la elección del par (Y, y) es irrelevante.

Si p ∈ ω, escribiremos

Φ(W,n, p) ≡
∧
B ∈

∏
i<d

PTi(
∧
i < d Bi es p-denso en Ti → ⊨W [n,B]).

Por último:
⊨W ≡

∧
n ∈ dω

∨
p ∈ ω Φ(W,n, p).

Ahora vamos a construir un cálculo deductivo correcto respecto de la semán-
tica que acabamos de introducir.

Definimos “ser una consecuencia inmediata” como la relación ⊢d en Sd res-
pecto a la que dos sentencias están relacionadas si y sólo si cumplen uno de los
casos siguientes, en los que U , V representan cadenas de signos y α, β represen-
tan Ai, ai o xi:

Regla 1
U∃α∃βV ⊢d U∃β∃αV,
U∀α∀βV ⊢d U∀β∀αV,
U∃α∀βV ⊢d U∀β∃αV,

donde en la tercera se entiende que los dos miembros son realmente senten-
cias, es decir, que al invertir los signos no se violan las reglas de precedencia
que definen las fórmulas.

Regla 2
U∀ai∃xiV ⊢d U∃Ai∀xiV,
U∃Ai∀xiV ⊢d U∀ai∃xiV.

Regla 3 Si σ : d −→ d es biyectiva y 0 ≤ r < d− 1,

(∀aσi)r0(∃Aσi)d−1
r+1V ⊢d (∃Aσi)

d−1
r+1(∀aσi)r0 V,

donde (∀aσi)r1 es una abreviatura por ∀aσ1 · · · ∀aσr, y análogamente en los
otros casos.
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Un ejemplo concreto de la regla 3 es el siguiente:

∀a1∀a2∃A0∃A3∃x2∀x0∀x3∃x1 ⊢4 ∃A0∃A3∀a1∀a2∃x2∀x0∀x3∃x1

Más en general, escribiremos W ⊢d W ′ si existe una sucesión finita de sen-
tencias de Ld que empieza por W , termina por W ′ y cada sentencia es conse-
cuencia inmediata de la sentencia anterior. Si no hay posibilidad de confusión
suprimiremos el subíndice d.

Este cálculo deductivo es correcto en el sentido siguiente:

Teorema 10.29 Si W , W ′ ∈ Sd y W ⊢W ′, entonces ⊨W implica ⊨W ′.

Demostración: Claramente, basta probar el teorema para el caso en que
W ′ es consecuencia inmediata de W . Veamos primero el caso en que W ′ resulta
de aplicar a W la regla 2. Consideremos concretamente el primer caso de esta
regla.

Fijamos un n ∈ dω. Por hipótesis existe un p ∈ ω tal que Φ(U∀ai∃xiV, n, p).
Basta probar que se cumple Φ(U∃Ai∀xiV, n, p). Para ello tomamos una familia
de conjuntos Bi, cada uno de los cuales sea p-denso en Ti. Sabemos que se
cumple ⊨ U∀ai∃xiV [n,B] y tenemos que probar ⊨ U∃Ai∀xiV [n,B].

A su vez, basta probar que para todo Y ∈
∏
i<d

PTi y todo y ∈
∏
i<d

Ti se cumple
que

⊨ U∀ai∃xiV [n,B, Y, y]→ ⊨ U∃Ai∀xiV [n,B, Y, y]

para toda cadena de signos U . El único caso no trivial es U = ∅, luego, en
definitiva, tenemos que probar que

⊨ ∀ai∃xiV [n,B, Y, y]→ ⊨ ∃Ai∀xiV [n,B, Y, y].

La hipótesis es que∧
a ∈ ni(Ti, Bi)

∨
x ∈ a ⊨ V [n,B, Y ai , y

x
i ]

y tenemos que probar que∨
A(A ⊂ Bi ∧ A es ni-denso en Ti ∧

∧
x ∈ A ⊨ V [n,B, Y Ai , y

x
i ]).

Definimos

A = {x ∈ Bi |
∨
a ∈ ni(Ti, Bi) (x ∈ a ∧ ⊨ V [n,B, Y ai , y

x
i ]}.

Una simple inducción prueba que si en V no aparecen xi, ai, Ai, la relación
⊨ V [n,B, Y, y] no depende del valor de Yi, por lo que de hecho tenemos que

A = {x ∈ Bi |
∨
a ∈ ni(Ti, Bi) (x ∈ a ∧ ⊨ V [n,B, Y Ai , y

x
i ]}.

En particular
∧
x ∈ A ⊨ V [n,B, Y Ai , y

x
i ], y sólo falta probar que A es ni-

denso en Ti, pero esto se cumple, pues para todo u ∈ Nivni
(Ti), se cumple que

a = u(Ti) ∩Bi ∈ ni(Ti, Bi), luego existe un x ∈ a ∩A y u ≤ x ∈ A.
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Para probar la corrección del segundo caso de la regla 2 razonamos del mismo
modo hasta llegar a que, partiendo de∨

A(A ⊂ Bi ∧ A es ni-denso en Bi ∧
∧
x ∈ A ⊨ V [n,B, Y Ai , y

x
i ]),

hemos de probar ∧
a ∈ ni(Ti, Bi)

∨
x ∈ a ⊨ V [n,B, Y ai , y

x
i ].

Ahora bien, fijado A ⊂ Bi según la hipótesis, si a ∈ ni(Ti, Bi), esto significa
que a = u(T ) ∩ Bi, para cierto u ∈ Nivni

(Ti). Como A es ni-denso, existe un
x ∈ A ⊂ Bi tal que u ≤ x, pero entonces x ∈ a y además ⊨ V [n,B, Y Ai , y

x
i ], pero,

tal y como hemos observado en el caso anterior, esto equivale a ⊨ V [n,B, Y ai , y
x
i ],

porque en V no aparecen xi, ai, Ai.

Dejamos al lector la comprobación de la corrección de la regla 1, pues el
planteamiento de la prueba es idéntico al de la regla 2 y en la parte final sólo
hay que apelar a hechos lógicos obvios, como que dos cuantificadores del mismo
tipo se pueden intercambiar y que un cuantificador universal siempre se puede
pasar de detrás a delante de un cuantificador existencial.

Veamos la corrección de la regla 3. Reordenando la sucesión de árboles
{Ti}i<d (así como las sucesiones n y B) el problema se reduce al caso en que σ
es la identidad.

Llamemos W = (∀ai)r0(∃Ai)d−1
r+1V y W ′ = (∃Ai)d−1

r+1(∀ai)r0V . Suponemos
⊨W , es decir, que ∧

n ∈ dω
∨
p ∈ ωΦ(W,n, p).

Sea p : dω −→ ω una función tal que∧
n ∈ dωΦ(W,n, p(n)).

Notemos que si p < p′, entonces todo conjunto p′-denso es p-denso o, al
revés, si una propiedad vale para todo conjunto p-denso, entonces vale para
todo conjunto p′-denso. Esto hace que Φ(W,n, p)→ Φ(W,n, p′), luego podemos
cambiar cada p(n) por un número mayor sin que deje de cumplirse la propiedad
requerida. En particular podemos exigir que

∧
n ∈ dω

∧
i < d ni < p(n).

Ahora fijamos n ∈ dω y tenemos que encontrar un p ∈ ω tal que Φ(W ′, n, p).

Definimos G : ω −→ ω mediante

G(0) = máx{ni | i < d}, G(j + 1) = p(k), donde ki =
{
ni si i ≤ r,
G(j) si r < i < d.

Sea m = |
r∏
i=0

ni(Ti, Ti)| y sea pj = G(m − j), para 0 ≤ j ≤ m. Vamos a

probar que p0 cumple lo requerido.

Observemos que, como r < d − 1, G(j + 1) = p(k) > kd−1 = G(j), luego
pj+1 < pj , por lo que todo conjunto pj-denso es también pj+1-denso. Además,
pj ≥ ni, para todo i y todo j.
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Fijamos una sucesión B tal que cada Bi sea p0-denso en Ti. Tenemos que
probar ⊨W ′[n,B]. Por lo que acabamos de observar, Bi es pj-denso en Ti para
todo 0 ≤ j ≤ m.

Observemos que V contiene o bien a ∀xi o bien a ∃xi para cada i < d, y no
contiene ni a ∀ai ni a ∃Ai. El teorema 10.27 nos da entonces que ⊨ V [n,B, Y, y]
no depende ni de n, ni de B, ni de y, por lo que podemos escribir simplemente
⊨ V [Y ]. Así, ⊨ W ′[n,B] significa que existe A ∈

∏
r<i<d

PBi de modo que cada Ai
es ni-denso en Ti y ∧

a ∈
∏
i≤r

ni(Ti, Bi) ⊨ V [a⌢A].

Observemos que |
∏
i≤r

ni(Ti, Bi)| = m, pues p0 > ni, luego Bi es ni-denso en

Ti, lo que implica que si x, y ∈ ni cumplen x ̸= y, entonces x(Ti, Bi) ̸= y(Ti, Bi),
luego |ni(Ti, Bi)| = |Nivni

(Ti)| = |ni(Ti, Ti)|. Por lo tanto, basta probar, por
inducción sobre j ≤ m:

Para todo J ⊂
∏
i≤r

ni(Ti, Bi) con |J | = j, existe A ∈
∏

r<i<d

PBi tal que

Ai es pj-denso en Ti y para todo a ∈ J se cumple ⊨ V [a⌢A].

En efecto: Para j = 0 no hay nada que probar. Si se cumple para J y
J ′ = J ∪ {b}, por hipótesis de inducción existe A que cumple el resultado para
J y j. Sea k = (n0, . . . , nr, pj+1, . . . , pj+1), de modo que Φ(W,k, p(k)), que es
lo mismo que Φ(W,k, pj). Consideramos ahora

B′ =

{
Bi si i ≤ r,
Ai si r < i < d,

de modo que B′
i es pj-denso en Ti, luego, por definición de Φ, tenemos que

⊨ W [k,B′]. A su vez esto implica que existen conjuntos A′
i ⊂ Ai de modo que

A′
i es pj+1-denso en Ti y ⊨ V [b⌢A′].

Ahora, una simple inducción similar a la empleada en la prueba de 10.27
(aunque más simple) muestra que, para todo a ∈ J , como ⊨ V [a⌢A] y A′

i ⊂ Ai,
también se cumple ⊨ V [a⌢A′]. (La idea es que cada Ai sólo interviene en la
forma

∧
x ∈ Ai, y si todo x ∈ Ai cumple una propiedad, lo mismo vale para

todo x ∈ A′
i.) Por lo tanto, ⊨ V [a⌢A′] se cumple para todo a ∈ J ′, como había

que probar.

El último resultado previo que necesitamos es el siguiente:

Teorema 10.30 ∀a0 · · · ∀ad−1∃x0 · · · ∃xd−1 ⊢ ∃A0 · · · ∃Ad−1∀x0 · · · ∀xd−1.

Demostración: Veamos algunos resultados auxiliares:

a) ∀ad−1(∃Ai)d−2
0 (∀xi)d−2

0 ∃xd−1 ⊢ ∃Ad−1(∀ai)d−2
0 (∃xi)d−2

0 ∀xd−1.
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En efecto:

∀ad−1(∃Ai)d−2
0 (∀xi)d−2

0 ∃xd−1

(∃Ai)d−2
0 ∀ad−1 (∀xi)d−2

0 ∃xd−1 Regla 3

(∃Ai∀xi)d−2
0 ∀ad−1∃xd−1 Regla 1 (varias veces)

(∀ai∃xi)d−2
0 ∃Ad−1∀xd−1 Regla 2 (varias veces)

(∀ai)d−2
0 ∃Ad−1(∃xi)d−2

0 ∀xd−1 Regla 1 (varias veces)

∃Ad−1(∀ai)d−2
0 (∃xi)d−2

0 ∀xd−1 Regla 3

b) Si UV ∈ Sd, en U no aparecen ni ∀xi ni ∃xi para ningún i y U ′ es una
reordenación de U , entonces UV ⊢ U ′V .

Podemos suponer que U contiene cuantificadores de los dos tipos, pues en
caso contrario basta aplicar oportunamente la regla 1. Así pues, existe un
r < d− 1 y una permutación σ de modo que:

UV

(∀aσi)r0(∃Aσi)d−1
r+1V Regla 1 (varias veces)

(∃Aσi)d−1
r+1(∀aσi)r0V Regla 3

U ′V Regla 1 (varias veces)

c) Si W ⊢d−1 W
′, entonces

∀ad−1W ⊢d ∀ad−1W
′∃xd−1 y ∃Ad−1W ⊢ ∃Ad−1W

′∀xd−1.

En efecto, si W ′ se sigue de W por la regla 1 o la regla 2, la regla corres-
pondiente demuestra también las dos conclusiones.

Si W ′ se sigue de W por la regla 3, entonces W = W1W2, donde en W1

sólo aparecen signos de la forma ∀ai, ∃Ai y en W2 sólo aparecen ∀xi y ∃xi
y basta aplicar el apartado b) con U = ∀ad−1W1 y V = W2∃xd−1 en un
caso y U = ∃Ad−1W1, V =W2∀xd−1 en el otro.

En general, esto prueba que al anteponer ∀ad−1 y posponer ∃xd−1 a cada
sentencia de una deducción de W ′ a partir de W obtenemos una sucesión
de sentencias de Sd que puede prolongarse a una deducción, e igualmente
si anteponemos ∃Ad−1 y posponemos ∀xd−1.
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Ahora obtenemos la conclusión por inducción sobre d. Si d = 1 lo que hay
que probar es un caso particular de la regla 2. Si vale para d− 1, entonces

(∀ai)d−1
0 (∃xi)d−1

0

∀ad−1(∀ai)d−2
0 (∃xi)d−2

0 ∃xd−1 Regla 1 (varias veces)

∀ad−1(∃Ai)d−2
0 (∀xi)d−2

0 ∃xd−1 Hipótesis de inducción y c)

∃Ad−1(∀ai)d−2
0 (∃xi)d−2

0 ∀xd−1 a)

∃Ad−1(∃Ai)d−2
0 (∀xi)d−2

0 ∀xd−1 Hipótesis de inducción y c)

(∃Ai)d−1
0 (∀xi)d−1

0 Regla 1.

Demostración de 10.25: Fijados los árboles Ti y el conjunto Q que de-
terminan la relación ⊨, consideramos las sentencias

W0 = (∀ai)d−1
0 (∃xi)d−1

0 , W1 = (∃Ai)d−1
0 (∀xi)d−1

0 .

Distinguimos dos casos:

a) Si ⊨ W0, entonces también ⊨ W1. Vamos a comprobar que se cumple
el caso a) del enunciado. En efecto, dado k ∈ ω tomamos n ∈ dω dado por
ni = k, y sabemos que existe un p ∈ ω tal que Φ(W2, n, p). Fijamos Bi = Ti,
obviamente p-denso en Ti, con lo que ⊨ W2(n,B) y esto significa que existen
conjuntos Ai ⊂ Ti de modo que Ai es k-denso en Ti y

∧
x ∈

∏
i<d

Ai x ∈ Q, es

decir, que Q contiene al producto k-dominante
∏
i<d

Ai.

b) Si no ⊨ W0, vamos a probar el caso b) del enunciado. En principio
tenemos que existe un n ∈ dω tal que para todo p ∈ ω no se cumple Φ(W0, n, p).
Tomamos h = máx{ni | i < d} y, fijado k ∈ ω, consideramos p = h + k, con
lo que existen conjuntos Bi, cada uno de los cuales es p-denso en Ti, pero no
⊨ W0[n,B]. Esto significa que existen conjuntos ai ∈ ni(Ti, Bi) tales que para
todo x ∈

∏
i<d

ai se cumple que x /∈ Q, es decir, que
∏
i<d

ai ⊂
∏
i<d

Ti \Q.

Sólo falta observar que cada ai es (h, k)-denso en Ti, pues en principio existe
un x ∈ Ti de altura ni ≤ h tal que a = x(Ti) ∩ Bi, luego podemos tomar un
x′ ∈ Ti de altura h tal que x ≤ x′, y entonces ai domina a todas las extensiones
de x′ de altura h + k = p, pues si y es una de ellas existe un b ∈ Bi tal que
y ≤ b, luego b ∈ x(Ti) ∩Bi = ai.





Capítulo XI

Extensiones propias

En el capítulo VII hemos demostrado la consistencia del axioma de Martin
mediante una iteración con soportes finitos. Sin embargo, muchas pruebas de
consistencia requieren considerar soportes numerables. Una de las razones que
obligan a descartar los soportes finitos es que estas iteraciones añaden necesa-
riamente subconjuntos de ω. Para entender por qué, vamos a considerar una
iteración arbitraria ({Pδ}δ≤κ, {πδ}δ<κ) con soportes finitos, donde κ es un car-
dinal no numerable, y vamos a exigir únicamente una condición trivial, y es que
existan dos sucesiones {σδ}δ<κ, {τδ}δ<κ tales que σδ, τδ ∈ π̂δ y 1lPδ

⊩ σδ ⊥ τδ,
es decir, que cada c.p.o. de la iteración tenga al menos dos condiciones incom-
patibles.

Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, supongamos en M una
iteración en las condiciones descritas y sea G un filtro Pκ-genérico sobre M .
Para cada α < κ consideramos f ∈ ω2 dada por

f(n) = 1↔
∨
p ∈ Gα+ω p(n) = σα+n+1.

Claramente f ∈ M [Gα+ω]. Vamos a probar que f /∈ M [Gα]. Por el teo-
rema 7.32 tenemos que M [Gα+ω] puede obtenerse a partir de M [Gα] mediante
una iteración con soportes finitos ({P′δ}δ≤ω, {π′

δ}δ<ω), que claramente seguirá
cumpliendo la condición de no trivialidad que hemos impuesto. Así pues, no
perdemos generalidad si suponemos que α = 0.

Supongamos que f ∈M y sea

D = {p ∈ Pω |
∨
n ∈ ω(f(n) = 1 ∧ p(n) = τn)} ∈M.

Vamos a probar que D es denso en Pω. Para ello probamos en primer lugar
que f toma el valor 1 infinitas veces. En efecto, dado m ∈ ω, consideramos el
conjunto

Em = {p ∈ Pω |
∨
n > m p(n) = σn} ∈M.

Claramente es denso, pues si q ∈ Pω cumple sop q ⊂ k, basta tomar n > k
y n > m y q puede extenderse a una condición q′ que coincida con q salvo que
q(n) = σn. Entonces q′ ≤ q y q′ ∈ Em. Esto implica que existe p ∈ Gω ∩ Em,
lo que a su vez se traduce en que existe un n > m tal que f(n) = 1.

427
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Ahora pasamos a probar la densidad de D. Dada una condición p ∈ Pω,
tomamos un n ∈ ω tal que f(n) = 1 y sop p ⊂ n. Nuevamente, p puede
extenderse a una condición p′ ≤ p tal que p′(n) = τn, con lo que p′ ∈ D.

Por consiguiente, existe un p ∈ D∩Gω, luego existe un n ∈ ω tal que f(n) = 1
y p(n) = τn. Ahora bien, por otra parte, por definición de f , existe q ∈ Gω tal
que q(n) = σn. Ahora usamos que si Qn = (πn)Gn

y Hn = {p(n)Gn
| p ∈ Gn+1},

entonces Hn es un filtro Qn-genérico sobre M [Gn], y tenemos una contradicción,
pues (σn)Gn , (τn)Gn ∈ Hn, pero ambas condiciones son incompatibles.

Así pues, volviendo al contexto general, resulta que M [Gκ] contiene al menos
κ subconjuntos de ω que no están en M . Hay que tener en cuenta que κ podría
no ser un cardinal en M [Gκ], pero, por ejemplo, ahora podemos afirmar que en
una iteración de κ c.p.o.s con la c.c.n. y soportes finitos se cumple necesariamente
2ℵ0 ≥ κ. En particular, si queremos obtener un modelo de ZFC en el que no
haya árboles de Suslin destruyéndolos uno a uno, necesitamos como mínimo ℵ2
pasos, luego si queremos que en el modelo resultante se cumpla la hipótesis del
continuo, o bien renunciamos a la c.c.n. y nos las arreglamos para colapsar ℵ2
durante el proceso, o bien renunciamos a los soportes finitos.

En el capítulo siguiente probaremos la consistencia de ZFC + HS + 2ℵ0 = ℵ1
mediante una iteración de longitud ℵ2 con soportes numerables (que no colapsa
ningún cardinal). Aquí nos dedicaremos a presentar la teoría de Shelah sobre
extensiones propias, que no es sino una amplia gama de potentes resultados
sobre iteraciones con soportes numerables. Básicamente se trata de definir
varias propiedades que se conservan por iteraciones con soportes numerables
({Pδ}δ≤α, {πδ}δ<α) (en el sentido de que si cada πδ las posee entonces cada
Pδ las posee también) y que implican propiedades deseadas para los c.p.o.s Pδ,
como condiciones de cadena, conservación de cardinales, etc. La más básica de
todas ellas es la de ser un c.p.o. “propio”, que es la que estudiamos en primer
lugar.

El lector puede, si lo desea, compaginar la lectura de este capítulo y el
siguiente, analizando los ejemplos que se presentan allí a medida que estudia las
propiedades que introducimos aquí.

11.1 Preórdenes propios

En lo sucesivo vamos a usar que, tal y como se explica en el apéndice A,
podemos considerar extensiones genéricas de modelos transitivos numerables de
ZF−AP, de modo que la relación ⊩ es definible en tales modelos. Más aún,
también se explica allí que la relación p ⊩ ϕ puede definirse para fórmulas
matemáticas ϕ ∈ Form(Ltc), de modo que “p ⊩ ϕ” es (metamatemáticamente)
un término del que podemos probar que (p ⊩ ϕ) ∈ Form(Ltc).

Recordemos que H(κ) representa el conjunto de todos los conjuntos cuya
clausura transitiva tiene cardinal menor que κ, y que si κ es un cardinal no
numerable entonces H(κ) es un modelo de ZFC−AP. Vamos a mostrar que es
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posible hablar de extensiones genéricas de submodelos elementales de H(κ) que
nos llevarán al concepto de c.p.o. propio.

Observemos en primer lugar que si M es un modelo transitivo numerable de
ZFC, κ es un cardinal regular no numerableM y P ∈ H(κ)M un c.p.o., entonces
todos los subconjuntos densos en P que están en M están de hecho en H(κ)M ,
por lo que un filtro G es P-genérico sobre M si y sólo si es P-genérico sobre
H(κ)M . Por consiguiente, podemos considerar tanto la extensión M [G] como la
extensión H(κ)M [G] ⊂M [G]. El teorema siguiente nos precisa la relación entre
ambas:

Teorema 11.1 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, sea κ un cardi-
nal regular no numerableM y sea P ∈ H(κ)M un c.p.o. Sea G un filtro P-genérico
sobre M (luego sobre H(κ)M ). Entonces

H(κ)M [G] = H(κ)M [G], H(κ)M [G] ∩M = H(κ)M .

Demostración: Observemos en primer lugar que |P| < κ, luego P tiene la
c.c.κ en M , luego κ es un cardinal regular no numerable en M [G].

Claramente H(κ)M ⊂ H(κ)M [G], luego en particular P ∈ H(κ)M [G] y, como
G ⊂ P, también G ∈ H(κ)M [G], luego concluimos que H(κ)M [G] ⊂ H(κ)M [G].

Recíprocamente, si existiera x ∈ H(κ)M [G] \H(κ)M [G], podríamos tomarlo
∈-minimal, de modo que x ⊂ H(κ)M [G]. Sea µ = |x| < κ, sea f : µ −→ x
biyectiva, f ∈ M [G], sea g ∈ M [G] tal que g : µ −→ H(κ)M ∩MP y para todo
α ∈ µ se cumple f(α) = g(α)G.

Por el teorema 5.5 existe g̃ ∈M tal que g̃ : µ −→ P(H(κ)M ∩MP) de modo
que, para todo α ∈ µ, se cumple g(α) ∈ g̃(α) y |g̃(α)|M < κ. Sea A =

⋃
α<µ

g̃(α).

Así A ∈M es un conjunto de P-nombres A ⊂ H(κ)M y |A|M < κ.

Ahora tomamos x = ξG, con ξ ∈MP y definimos

σ = {(τ, p) ∈ A× P | p ⊩ τ ∈ ξ} ∈ H(κ)M ∩MP.

Claramente σG ⊂ x y, si u ∈ x, entonces u = g(α)G, para cierto α < µ, y
τ = g(α) ∈ G(α) ⊂ A. Por otra parte existe un p ∈ G tal que p ⊩ τ ∈ ξ, luego
(τ, p) ∈ σ y u = τG ∈ σG, luego x = σG ∈ H(κ)M [G], contradicción.

Claramente H(κ)M ⊂ H(κ)M [G] ∩ M . Si x ∈ H(κ)M [G] ∩ M , llamemos
µ = |ctx|M [G] < κ y sea g : µ −→ ctx biyectiva. De nuevo por 5.5 existe
g̃ : µ −→ Px tal que

∧
α ∈ µ g(α) ∈ g̃(α) y

∧
α ∈ µ |g̃(α)|M < κ. El conjunto

A =
⋃
α<µ

g̃(α) ∈M cumple |A|M < κ y ctx ⊂ A, luego x ∈ H(κ)M .

Para trabajar con estas extensiones conviene observar que se cumple la va-
riante siguiente del teorema 4.49:

Teorema 11.2 Sea ϕ(σ, σ1, . . . , σn) una fórmula cuyas variables libres estén
entre las indicadas. Sea P un c.p.o., p ∈ P, σ1, . . . , σn ∈ V P y κ un cardinal
regular no numerable. Entonces

p ⊩
∨
x ∈ H(κ̌)ϕ(x, σ1, . . . , σn)↔

∨
σ ∈ V P ∩H(κ) p ⊩ ϕ(σ, σ1, . . . , σn).
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Demostración: Una implicación es trivial, teniendo en cuenta que siempre
se cumple la desigualdad rang(σG) < rangσ. Para la otra sirve la misma prueba
de 4.49 con esta única modificación: en la definición del conjunto A cambiamos∨
σ ∈MP por

∨
σ ∈ H(κ)M , con lo que obtenemos {σq}q∈A en H(κ)M , y así el

nombre σ construido en 4.48 (allí se llama π) cumple σ ∈ H(κ)M . La prueba
vale igualmente sin más que comprobar que, cuando se aplica el teorema 4.47
h) a la hipótesis p ⊩

∨
x ∈ H(κ̌)ϕ(x), el nombre π puede tomarse en H(κ)M .

Esto se debe a que, por el teorema anterior, dado un filtro genérico G, todo
x ∈ H(κ)M [G] es de la forma πG con π ∈ H(κ)M .

Ahora vamos a ver que podemos definir “extensiones genéricas” de submo-
delos elementales de los modelos H(κ), no necesariamente transitivos. El hecho
básico al respecto es el teorema siguiente:

Teorema 11.3 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, sea κ un car-
dinal regular no numerableM , sea N ≺ H(κ)M , sea P ∈ N un c.p.o. y sea G un
filtro P-genérico sobre M . Llamamos

N [G] = {τG | τ ∈MP ∩N}.

Entonces N ⊂ N [G] ≺ H(κ)M [G].

Demostración: Si x ∈ N ⊂ H(κ)M , entonces x̌ es definible en H(κ)M ,
luego x̌ ∈ N , luego x = x̌G ∈ N [G]. Además en el teorema anterior hemos visto
que N [G] ⊂ H(κ)M [G] ⊂ H(κ)M [G].

Para probar que N [G] es un submodelo elemental, por [TC 11.22], basta
fijar una fórmula ϕ(x, x1, . . . , xn) y x1, . . . , xn ∈ N [G] y demostrar que∨

x ∈ H(κ)M [G] H(κ)M [G] ⊨ ϕ[x, x1, . . . , xn]→∨
x ∈ N [G] H(κ)M [G] ⊨ ϕ[x, x1, . . . , xn].

Sea xi = τiG, con τi ∈ N . Trivialmente

(1l ⊩
∨
y(y ∈ H(κ̌) ∧ H(κ̌) ⊨

∨
xϕ[τ1, . . . , τn]→ H(κ̌) ⊨ ϕ[y, τ1, . . . , τn])

M .

Por el teorema 11.2 existe σ ∈MP ∩H(κ)M tal que

(1l ⊩ σ ∈ H(κ̌) ∧ H(κ̌) ⊨
∨
xϕ[τ1, . . . , τn]→ H(κ̌) ⊨ ϕ[σ, τ1, . . . , τn])

M .

Entonces

H(κ)M ⊨ ( 1l ⊩
∨
xϕ[τ1, . . . , τn]→ ϕ[σ, τ1, . . . , τn]). (∗)

En efecto, si G es un filtro P-genérico sobre H(κ)M , también lo es sobre M y se
cumple que

(H(κ) ⊨
∨
xϕ[τ1G, . . . , τnG]→ H(κ) ⊨ ϕ[σG, τ1G, . . . , τnG])

M [G],
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que equivale a

H(κ)M [G] ⊨ (
∨
xϕ[τ1G, . . . , τnG]→ ϕ[σG, τ1G, . . . , τnG]),

o también a

H(κ)M [G] ⊨ (
∨
xϕ[τ1G, . . . , τnG]→ ϕ[σG, τ1G, . . . , τnG]),

y por la versión A.8 del teorema fundamental esto implica (∗), y por consiguiente∨
σ ∈ H(κ)M (H(κ)M ⊨ σ ∈ V [P] ∧ ( 1l ⊩

∨
xϕ[τ1, . . . , τn]→ ϕ[σ, τ1, . . . , τn]).

Como N ≺ H(κ)M , podemos tomar σ ∈ N que cumple lo mismo, es decir,

σ ∈MP ∩N ∧ H(κ)M ⊨ (1l ⊩
∨
xϕ[τ1, . . . , τn]→ ϕ[σ, τ1, . . . , τn]),

o también, invirtiendo el razonamiento por el que hemos llegado a (∗),

σ ∈MP ∩N ∧ 1l ⊩ H(κ̌) ⊨
∨
xϕ[τ1, . . . , τn]→ H(κ̌) ⊨ ϕ[σ, τ1, . . . , τn]).

Y de nuevo por A.8, si∨
x ∈ H(κ)M [G] H(κ)M [G] ⊨ ϕ(x, x1, . . . , xn),

también H(κ)M [G] ⊨ ϕ(σG, x1, . . . , xn), con σG ∈ N [G].

Observaciones Los modelos N [G] no son propiamente extensiones genéricas,
pues ni siquiera son necesariamente modelos transitivos. Esto último se puede
remediar considerando el colapso transitivo π : N [G] −→ C. Llamemos N̄ =
π[N ] ⊂ C, P̄ = π(P) ∈ C y Ḡ = π(G) ∈ C. Observemos que π|N : N −→ N̄ es
el colapso transitivo de N . Como π es un isomorfismo de modelos, resulta que
P̄ es un c.p.o.C y, como “ser un c.p.o.” es absoluto para modelos transitivos,
resulta que P̄ es un c.p.o. Similarmente, Ḡ es un filtro en P̄.

Todo elemento de C es de la forma π(τG) = π(τ)Ḡ, donde τ es un P-nombre
en N , luego un P-nombreN , luego π(τ) es un P̄-nombreN̄ , luego π(τ) ∈ N̄ P̄.
Recíprocamente, todo elemento de N̄ P̄ es de la forma π(τ), con τ ∈ V P ∩ N .
Por lo tanto

C = N̄ [Ḡ] = {τḠ | τ ∈ N̄ P̄ }.

En conclusión, el colapso transitivo de un modelo N [G] es de la forma N̄ [Ḡ],
donde Ḡ es un filtro en P̄, pero no es necesariamente cierto que sea un filtro
P̄-genérico sobre N̄ .

Definición 11.4 Sea N un modelo numerable de ZFC−AP, sea π : N −→ N̄
su colapso transitivo, sea P ∈ N un c.p.o. y sea P̄ = ϕ(P). Diremos que un filtro
G en P es (N,P)-genérico si Ḡ = π[G ∩N ] es un filtro P̄-genérico sobre N̄ .
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Si suponemos, más concretamente, que N ≺ H(κ), para cierto cardinal
regular no numerable κ, entonces un subconjunto denso de P̄ que esté en N̄ es
de la forma D̄ = ϕ(D), donde D ∈ N es denso en P, por lo que la genericidad de
G equivale a que D̄∩Ḡ ̸= ∅ para todo posibleD, o también a queD∩G∩N ̸= ∅,
es decir, no basta con que G corte a todo conjunto denso D ∈ N , sino que es
necesario que la intersección de D con G pueda atestiguarse en N . Vamos a dar
condiciones necesarias y suficientes para que esto suceda.

Definición 11.5 Si P es un c.p.o. y D ⊂ P, diremos que D es predenso (bajo
p ∈ P) si todo q ∈ P (q ≤ p) es compatible con un elemento de D. Diremos que
D es abierto si contiene a todas las extensiones de sus elementos.

Teorema 11.6 Bajo las hipótesis del teorema anterior, las condiciones siguien-
tes son equivalentes:

a) G es (N,P)-genérico.

b) G ∩N corta a todo D ∈ N que sea predenso (resp. denso, abierto denso)
en P.

c) N [G] ∩ Ω = N ∩ Ω.

d) N [G] ∩M = N .

Demostración: Claramente bp)⇒ bd)⇒ ba), donde los subíndices indican
la versión para predensos, densos y abiertos densos, respectivamente. Vamos a
ver que ba)⇒ d)⇒ c)⇒ bp), con lo que tendremos las equivalencias entre todas
ellas, y ya hemos visto que a)⇔ bd).

bp)⇒ d) Tomemos x ∈ N [G] ∩M . Entonces x = τG, con τ ∈MP ∩N . Sea

D = {p ∈ P | p ⊩ τ /∈ V̌ ∨
∨
y p ⊩ τ = y̌}M .

Claramente D es abierto denso en P. Observemos ahora que

(p ⊩ τ /∈ V̌ )M ↔ (p ⊩ τ /∈ V̌ )H(κ)M .

En efecto, como los filtros P-genéricos sobre M son los mismos que los P-
genéricos sobre H(κ)M , lo que hay que probar es que si H es uno de ellos y
p ∈ H, entonces τH /∈ M ↔ τH /∈ H(κ)M , y esto es cierto por el teorema 11.1,
pues τH ∈ H(κ)M [H].

Similarmente, si (p ⊩ τ = y̌)M , para un y ∈M , el teorema 11.1 implica que
y ∈ H(κ)M , y entonces

(p ⊩ τ = y̌)M ↔ (p ⊩ τ = y̌)H(κ)M .

Esto implica que D es definible en H(κ)M , y entonces el hecho de que N sea
un submodelo elemental implica queD ∈ N . Por lo tanto a) (en su versión débil,
para conjuntos densos) nos da que existe p ∈ D ∩N ∩ G. Como x = τG ∈ M ,
no puede ser que p ⊩ τ /∈ M̌ , luego (

∨
y p ⊩ τ = y̌)M , y hemos visto que esto
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equivale a (
∨
y p ⊩ τ = y̌)H(κ)M , y como N ≺ H(κ), de hecho (

∨
y p ⊩ τ = y̌)N ,

luego hay un y ∈ N tal que p ⊩ τ = y̌, pero entonces y = y̌G = τG = x, luego
x ∈ N .

d) ⇒ c) es obvio.

c) ⇒ bp) Sea D ∈ N un conjunto predenso en P, sea µ = |D|. Como
D ∈ H(κ), existe f ∈ H(κ) tal que f : µ −→ D biyectiva, luego existe una
f ∈ N que cumple lo mismo.

Consideramos una anticadena maximal A ⊂ P de condiciones r ∈ P tales
que existe un αr < µ de modo que r ⊩ α̌r = mín{α < µ̌ | f̌(α) ∈ Γ}. Notemos
que existen condiciones que cumplen esto porque D corta a todo filtro genérico.
Sea τ = {(δ̌, r) | r ∈ A ∧ δ ∈ αr} ∈ H(κ). Se cumple entonces que

(1l ⊩ τ = mín{α < µ̌ | f̌(α) ∈ Γ})M .

En efecto, si H es un filtro P-genérico sobre M , existe un r ∈ A∩H, con lo que
αr = mín{α < µ | f(α) ∈ H} y, por otra parte, τH = {δ | δ ∈ αr} = αr.

Más aún, esto se cumple en H(κ), y como N ≺ H(κ), existe τ ∈ N (no
necesariamente el que hemos construido) tal que τ ∈MP y

1l ⊩ τ = mín{α < µ̌ | f̌(α) ∈ Γ}.

Entonces τG ∈ N [G]∩Ω = N ∩Ω y f(τG) ∈ D ∩G, pero como f y τG están
en N ≺ H(κ)M , también f(τG) ∈ N , luego D ∩N ∩G ̸= ∅.

No todos los filtros genéricos cumplen estas condiciones. Introducimos ahora
una condición suficiente para que esto suceda:

Definición 11.7 Sea κ un cardinal no numerable, sea N ≺ H(κ) y sea P ∈ N
un c.p.o. Diremos que una condición q ∈ P es (N,P)-genérica si para todo
D ∈ N predenso en P se cumple que D ∩N es predenso bajo q.

Equivalentemente, en las condiciones de los teoremas anteriores, q es (N,P)-
genérica si y sólo si todo filtro P-genérico sobre M que cumpla q ∈ G es (N,P)-
genérico.

En efecto, si q es (N,P)-genérica, q ∈ G y D ∈ N es predenso en P, entonces
D ∩ N es predenso bajo q, luego por 4.6 se cumple que D ∩ N ∩ G ̸= ∅.
Recíprocamente, si todo filtro genérico tal que q ∈ G es (N,P)-genérico y D ∈ N
es predenso, si D ∩N no fuera predenso bajo q existiría un p ≤ q incompatible
con D ∩N . Tomamos un filtro genérico G tal que p ∈ G y entonces a) nos da
un r ∈ D ∩N ∩G, con lo que ¬r ⊥ p, contradicción.

Nota Como consecuencia de la observación precedente, dado que el apartado
a) del teorema es equivalente para conjuntos predensos o abiertos densos (luego
también para densos), concluimos que, en las condiciones de la definición, q es
(N,P)-genérica si y sólo si para todo D ∈ N abierto denso (o meramente denso)
se cumple que D ∩N es predenso bajo q.

Veamos otras equivalencias:



434 Capítulo 11. Extensiones propias

Teorema 11.8 Sea κ un cardinal regular no numerable, sea N ≺ H(κ), sea
P ∈ N un c.p.o. y sea q ∈ P. Las afirmaciones siguientes son equivalentes:

a) q es (N,P)-genérica.

b) Si un conjunto D ∈ N es predenso (resp. abierto denso) en P entonces
q ⊩ Ď ∩ Ň ∩ Γ ̸= ∅.

c) q ⊩ Ň [Γ] ∩ V̌ = Ň .

d) q ⊩ Ň [Γ] ∩ Ω = Ň ∩ Ω.

Demostración: Basta probar el teorema relativizado a un modelo tran-
sitivo numerable M . Ya hemos visto que a) equivale a que todos los filtros
P-genéricos sobre M que cumplen q ∈ G satisfacen las condiciones del teo-
rema anterior, y es claro que cada una de las condiciones a), b), c) del teorema
anterior (para filtros que contienen a q) equivale a la condición b), c), d), res-
pectivamente, del teorema que nos ocupa.

De este modo, una condición suficiente para que, al colapsar un modelo de la
forma N [G], el filtro Ḡ sea P̄-genérico sobre N̄ es que G contenga una condición
(N,P)-genérica. Esto nos lleva al concepto central de este capítulo:

Definición 11.9 Diremos que un c.p.o. P es propio si para todo cardinal regular
κ > 2|P|, para todo submodelo elemental numerable N ≺ H(κ) tal que P ∈ N y
para toda condición p ∈ P∩N existe una condición q ≤ p que es (N,P)-genérica.

Teorema 11.10 Todos los c.p.o.s con la c.c.n. o ℵ1-cerrados son propios.

Demostración: Si P cumple la c.c.n., κ > 2|P| regular y P ∈ N ≺ H(κ),
basta observar que 1l ⊩ Ň [Γ]∩Ω = Ň ∩Ω, pues esto implica que toda condición
q ∈ P es (N,P)-genérica. A su vez, basta probar la relativización de este hecho
a un modelo transitivo numerable M de ZFC. Fijamos un filtro genérico G y
tomamos un α ∈ N [G] ∩ Ω, de modo que α = τG con τ ∈ NP. Entonces
α ∈ M [G] ∩ Ω = M ∩ Ω, luego α ∈ M . Más aún, por el teorema 11.1 sabemos
que α ∈ H(κ)M [G] ∩M = H(κ)M .

Sea A ∈ M una anticadena maximal de condiciones p ∈ P que cumplan
(
∨
α ∈ H(κ) p ⊩ τ = α̌)M . Como P cumple la c.c.n.M tenemos que A es

numerableM , luego A ∈ H(κ)M y como sus propiedades son definibles enH(κ)M

podemos tomar A ∈ N . Más aún, como existe f ∈ H(κ) tal que f : ω −→ A
biyectiva, podemos tomar f ∈ N y, como ω ⊂ N , concluimos que A ⊂ N .

Para cada p ∈ A sea αp ∈ H(κ)M el único ordinal que cumple p ⊩ τ = α̌p.
El mismo razonamiento anterior nos da que B = {αp | p ∈ A} ⊂ N , y es claro
que 1l ⊩ τ ∈ B̌, luego en particular 1l ⊩ τ ∈ Ň , luego, para el filtro genérico que
habíamos considerado, se cumple que α = τG ∈ N , como había que probar.

Supongamos ahora que P es ℵ1-cerrado y fijemos igualmente κ > 2|P| regular
y P ∈ N ≺ H(κ) con N numerable y p ∈ P∩N . Sea {Dn}n∈ω una enumeración
(tal vez con repeticiones) de los subconjuntos predensos de P que están en N .
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Vamos a definir una sucesión decreciente de condiciones en P ∩ N . Tomamos
q0 = p y, supuesto definido qn ∈ P ∩N , como Dn es predenso en P, se cumple
que

∨
r ∈ Dn

∨
s ∈ P(s ≤ qn ∧ s ≤ r), pero esto mismo es cierto relativizado

a H(κ), luego también relativizado a N , luego existe r ∈ Dn ∩ N y existe un
qn+1 ∈ P ∩N de modo que qn+1 ≤ qn y qn+1 ≤ r.

Como P es ℵ1-cerrado, existe un q ∈ P que extiende a todos los qn, luego en
particular extiende a un elemento de cada Dn ∩N . Sucede entonces que q ≤ p
es (N,P)-genérico, pues Dn∩N es predenso bajo q, ya que existe r ∈ Dn∩N tal
que q ≤ r, luego toda extensión de q es compatible con un elemento de Dn ∩N .

Una propiedad común a los c.p.o.s con la c.c.n. y los ℵ1-cerrados es que
conservan el cardinal ℵ1. Esto es válido en general para los c.p.o.s propios:

Teorema 11.11 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC y sea P ∈ M
un c.p.o. propioM . Sea G un filtro P-genérico sobre M . Entonces todo conjunto
numerable de ordinales en M [G] está contenido en un conjunto numerable de
ordinales en M . En particular ℵM1 = ℵM [G]

1 .

Demostración: Sea B = σG ∈ M [G] un conjunto numerableM [G] de or-
dinales. Sea f : ω −→ B suprayectiva tal que f = τG ∈ M [G]. Consideremos
un ordinal β ∈ M tal que B ⊂ β. Si B no está contenido en ningún conjunto
numerableM , entonces existe p ∈ G tal que

p ⊩ τ : ω −→ σ suprayectiva ∧ σ ⊂ β̌ ∧
∧
g ∈ M̌(g : ω −→ Ω→ σ ̸⊂ g[ω]).

Para cada n ∈ ω, sea τn = {(α̌, q) ∈ β × P | q ≤ p ∧ q ⊩ α̌ ∈ τ(ň)}.
Claramente p ⊩ τn = τ(ň).

Fijamos (κ > 2|P|)M tal que P ∈ H(κ)M (luego también {τn}n∈ω ∈ H(κ)M )
y sea N ≺ H(κ)M numerableM que contenga a p y a {τn}n∈ω, con lo que
también contiene a cada τn. Sea q ≤ p una condición (N,P)-genérica y pasemos
a considerar un filtro genérico G tal que q ∈ G. Entonces cada x ∈ σG es de
la forma τG(n) = τnG ∈ N [G] ∩ Ω = N ∩ Ω, que es un conjunto de ordinales
numerableM que contiene a σG, cuando p fuerza que no existe tal conjunto.

Esto implica que P no colapsa a ℵ1, pues si ℵM1 fuera numerableM [G] debería
estar contenido en un conjunto numerableM , lo cual es absurdo.

11.2 Preórdenes α-propios
La definición que hemos dado de c.p.o. propio no garantiza que si dos c.p.o.s

son isomorfos, uno sea propio si y sólo si lo es el otro, porque depende de las
propiedades de modelos que contengan a P (de hecho a (P,≤, 1l)) y eso a su
vez depende en principio de la naturaleza conjuntista de P, y no sólo de su
estructura de orden. En esta sección presentamos algunas caracterizaciones
que no involucran modelos elementales, entre ellas una que es “intrínseca”, en
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el sentido de que sólo involucra al c.p.o. y a sus subconjuntos. En realidad
conviene considerar una definición que incluye a la de c.p.o. propio como caso
particular:

Definición 11.12 Sea α > 0 un ordinal numerable y κ un cardinal no nu-
merable. Una torre de longitud α en H(κ) es una sucesión N = {Nδ}δ<α de
submodelos elementales numerables de H(κ) tal que:

a) Para todo ordinal límite λ < α se cumple Nλ =
⋃
δ<λ

Nδ.

b) Para todo β < β + 1 < α se cumple que Nβ ⊂ Nβ+1 y {Nδ}δ≤β ∈ Nβ+1.

Un c.p.o. P es α-propio si para todo cardinal regular κ suficientemente grande
y toda torre N = {Nδ}δ<α en H(κ) tal que P ∈ N0 y toda condición p ∈ P∩N0,
existe una condición q ≤ p que es (Nδ,P)-genérica para todo δ < α (y diremos
entonces que q es (N,P)-genérica).

Es claro que los c.p.o.s propios son los 1-propios en este sentido. Más aún,
si β < α, toda torre de longitud β puede extenderse a otra de longitud α, de
donde se sigue que todo c.p.o. α-propio es β-propio.

Ejercicio: Todo c.p.o. α-propio es α+ 1-propio.

De la prueba de 11.10 se sigue trivialmente que todo c.p.o. con la c.c.n. es α-
propio para todo α < ω1, pues allí se ve que toda condición es (Nδ,P)-genérica.
También es fácil probar que todo c.p.o. ℵ1-cerrado es α-propio, usando dicho
teorema para construir una sucesión decreciente {pδ}δ<α de condiciones tales
que pδ es (Nδ,P)-genérica.

Para caracterizar intrínsecamente los c.p.o.s α-propios necesitamos la gene-
ralización de los conceptos de conjunto cerrado no acotado y estacionario que
presentamos en el apéndice B. El teorema siguiente los relaciona con la defini-
ción de c.p.o. α-propio:

Teorema 11.13 Si κ es un cardinal regular no numerable, X ⊂ H(κ) es nu-
merable y α > 0 es un ordinal numerable, el conjunto de las torres {Nδ}δ<α de
longitud α en H(κ) está en DαH(κ).

Demostración: Fijemos una familia (numerable) de funciones de Skolem
para el modelo H(κ) y sea S : [H(κ)]<ω −→ P1H(κ) la función que a cada x le
asigna las imágenes por todas las funciones de Skolem de todas las combinaciones
posibles de argumentos en x. De este modo, todo N ⊂ H(κ) cerrado para S
cumple N ≺ H(κ). Definimos F ∈ Fα(H(κ) mediante

F ({aδ}δ<β , x) = S(x) ∪ {{aδ}δ<β}.

De este modo, si {Nδ}δ<α ∈ G(F ), se cumple que cada Nδ ≺ H(κ) y

{Nδ}δ≤β ∈ F ({Nδ}δ<β+1,∅) ⊂ Nβ+1,
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lo cual, junto con la propia definición de PαH(κ), prueba que {Nδ}δ<α es una
torre en H(κ). Así pues, el conjunto de todas las torres contiene a G(F ) y, por
consiguiente, está en DαH(κ).

Dado un c.p.o. P, definimos A = P ∪ PP, que es un conjunto no numerable.
Definimos Tα(P) como el conjunto de las sucesiones a ∈ PαA tales que para todo
p0 ∈ a0 ∩ P existe p ∈ P tal que p ≤ p0 y para todo β < α y todo D ∈ aβ ∩ PP
denso en P se cumple que D ∩ aβ es predenso bajo p.

Teorema 11.14 Para todo c.p.o.P y todo ordinal numerable α > 0, las afir-
maciones siguientes son equivalentes:

a) P es α-propio.

b) Para todo cardinal regular κ suficientemente grande, el conjunto de las
torres N = {Nδ}δ<α en H(κ) tales que P ∈ N0 y para toda p ∈ P ∩ N0,
existe una condición (N,P)-genérica q ≤ p está en DαH(κ).

c) Existe un cardinal regular κ > 2|P| tal que P ∈ H(κ) y el conjunto de las
torres N = {Nδ}δ<α en H(κ) tales que P ∈ N0 y para toda p ∈ P ∩ N0,
existe una condición (N,P)-genérica q ≤ p está en DαH(κ).

d) Para todo cardinal µ no numerable y todo E estacionario en Pαµ, se
cumple que 1l ⊩ µ̌ es no numerable y Ě es estacionario en Pα̌µ̌.

e) Lo mismo que d), pero para µ = 2|P|.

f) Tα(P) ∈ DαA, donde A = P ∪ PP.

Demostración: Claramente a) ⇒ b) ⇒ c). Veamos simultáneamente que
b) ⇒ d) y que c) ⇒ e). Basta probar ambas implicaciones relativizadas a un
modelo transitivo numerable M arbitrario de ZFC. Fijamos, pues, en M un
cardinal µ no numerable que puede ser arbitrario o concretamente µ = 2|P|, y
tomamos E estacionario en Pαµ.

Observamos ahora que la conclusión del teorema 11.11 es válida tanto bajo
la hipótesis de b) como la de c). En efecto, en la prueba de 11.11 elegimos
arbitrariamente un cardinal κ > 2|P| tal que P ∈ H(κ), luego bajo la hipótesis
c) podemos tomar el dado por dicha hipótesis.

Por el teorema anterior (manteniendo la notación de la prueba de 11.11), el
conjunto de las α-torres tales que cumplen p, {τn}n∈ω ∈ N0 está en DαH(κ),
porque es la intersección del conjunto de todas las α-torres con el conjunto
{a ∈ PαH(κ) | {p, {τn}n∈ω} ⊂ a0} ∈ DαH(κ), luego podemos tomar una que
además cumpla lo indicado en b) o c). Esto nos permite tomar una condición
q ≤ p que sea, en particular, (N0,P)-genérica, y a partir de ahí la prueba de
11.11 continúa sin cambio alguno, considerando N0 en el papel de N .

Por lo tanto, P no colapsa a ℵ1 y concluimos que 1l ⊩ µ̌ es no numerable.
Supongamos, por reducción al absurdo, que existe un filtro genérico G tal que
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E no es estacionario en (Pαµ)M [G]. Eso significa que existe F ∈ Fα(µ)M [G] tal
que G(F )M [G] ∩ E = ∅. Pongamos que F = τG y sea p ∈ P tal que

p ⊩ τ ∈ Fα̌(µ̌) ∧ G(τ) ∩ Ě = ∅.

Bajo la hipótesis b) tomamos un cardinal regularM κ suficientemente grande
como para que P, p, τ , µ ∈ H(κ)M . Bajo la hipótesis c) el cardinal κ está fijado y
cumple claramente que P, p, µ ∈ H(κ)M , y como, por el teorema 11.1, se cumple
que F ∈ H(κ)M [G] = H(κ)M [G], también podemos suponer que τ ∈ H(κ)M .

Por los teoremas 11.13 y B.15 (relativizados a M) el conjunto de las suce-
siones de la forma {µ ∩ Nδ}δ<α, donde {Nδ}δ<α es una torre en H(κ) con P,
p, τ , µ ∈ N0, está en Dαµ, y también lo está la intersección de este conjunto
con el indicado en la hipótesis b) o c), luego existe una torre N que cumple la
hipótesis de genericidad y además a = {µ ∩Nδ}δ<α ∈ E.

Por consiguiente, existe una condición (N,P)-genérica q ≤ p. Sea G un
filtro P-genérico sobre M tal que q ∈ G. Entonces F = τG ∈ Fα(µ)M [G], pero
G(F )M [G] ∩ E = ∅. Vamos a probar que a ∈ G(F )M [G] y tendremos una
contradicción.

Fijamos β < α que no sea un limite. Pongamos que β = γ + 1 (el caso
β = 0 es más fácil). Sabemos que µ, {Nδ}δ≤γ ∈ Nβ , luego {µ ∩Nδ}δ<β ∈ Nβ ,
y si x ⊂ µ ∩ Nβ es finito, entonces x ∈ Nβ . Como F ∈ Nβ [G], se cum-
ple que F ({aδ}δ<β , x) ∈ Nβ [G]. También sabemos que F ({aδ}δ<β , x) ⊂ µ es
numerableM [G], luego Nβ [G] ≺ H(κ)M [G] implica que F ({aδ}δ<β , x) ⊂ Nβ [G],
luego en total

F ({aδ}δ<β , x) ⊂ Nβ [G] ∩ µ ⊂ Nβ [G] ∩M ∩ µ = Nβ ∩ µ = aβ .

Esto prueba que a ∈ G(F ) ∩ E.

Obviamente d) ⇒ e). Veamos que e) ⇒ f). Demostraremos la relativización
de la implicación a un modelo transitivo numerable M de ZFC. Observemos
que |A|M = µ. Supongamos que en M se cumple que Tα(P) /∈ DαA, con lo que
E = PαA \ Tα(P) es estacionario.

Si a ∈ E, existe p0 ∈ a0 ∩ P tal que para todo p ∈ P tal que p ≤ p0
existe un β < α y un D ∈ aβ ∩ PP denso en P tal que aβ ∩ D no es predenso
bajo p. Tenemos, pues una función g : E −→ A dada por g(a) = p0 ∈ a0. Por
el teorema B.14 existe E0 ⊂ E estacionario tal que todo a ∈ E incumple su
pertenencia a Tα(P) con la misma condición p0, es decir, para todo a ∈ E:∧

p ≤ p0
∨
β < α

∨
D ∈ aβ(D es denso en P ∧ aβ ∩D no es predenso bajo p).

Sea G un filtro P-genérico sobre M tal que p0 ∈ P. Es fácil ver que la
hipótesis de que P conserva los subconjuntos estacionarios de Pαµ y el hecho de
que |A| = µ se traduce en que también conserva los subconjuntos estacionarios
de PαA, de modo que E es estacionarioM [G].

Ahora razonamos en M [G] y fijamos una función F ∈ Fα(A)M [G] tal que si
D es denso en P

F ({aδ}δ<β , {D}) = {q} con q ∈ D ∩G.
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Podemos tomar a ∈ E ∩ G(F ). Esto significa que si D ∈ aβ es denso en P,
entonces F ({aδ}δ<β , {D}) ⊂ aβ , luego aβ ∩ D ∩ G ̸= ∅. Sea p ≤ p0 una
condición que fuerce esto, es decir, tal que

p ⊩
∧
β < α̌

∧
D ∈ aβ(D es denso en P̌→ aβ ∩D ∩ Γ ̸= ∅).

Por la elección de E (razonando en M) tenemos que existen β < α y D ∈ aβ
de modo que D es denso en P y aβ ∩D no es predenso bajo p, luego existe una
condición q ≤ p tal que q ⊥ (aβ ∩D). Tomamos entonces un filtro genérico G
tal que q ∈ G. Por la elección de p sucede que existe r ∈ aβ ∩ D ∩ G, pero
entonces q es compatible con r y tenemos una contradicción.

Veamos finalmente que f) ⇒ a). Por reducción al absurdo, supongamos
que existe un α > 0 numerable tal que Tα(P) ∈ DαA pero P no es α-propio.
Llamamos α al menor ordinal que cumple esto. Entonces existe un cardinal
regular κ > 2|P| y una torre {Nδ}δ<α en H(κ) tal que P ∈ N0 que no cumplen
la definición de c.p.o. α-propio.

Como P ∈ N0 y A = P ∪ PP ∈ H(κ), también A ∈ N0, y como α se define
a partir de P, resulta que α ∈ N0, luego a su vez PαA, Tα(P) ∈ N0. Como
{Nδ}δ<β+1 ∈ Nβ+1, también {Nδ ∩A}δ<β+1 ∈ Nβ+1.

Por hipótesis existe F ∈ FαA tal que G(F ) ⊂ Tα(P), y podemos tomar
F ∈ N0. Entonces, si x ∈ [N<ω

β+1, tenemos que F ({Nδ ∩ A}δ<β+1, x) ∈ Nβ+1

y, al ser numerable, F ({Nδ ∩ A}δ<β+1, x) ⊂ Nβ+1. Lo mismo vale claramente
para 0 en lugar de β + 1, luego {Nδ ∩A}δ<α ∈ G(F ) ⊂ Tα(P).

De este modo, por definición de Tα(P), si p0 ∈ N0 ∩P ⊂ (N0 ∩A)∩P, existe
p ∈ P tal que p ≤ p0 y para todo β < α y todo D ∈ (Nβ ∩A)∩PP denso en P se
cumple que D ∩A ∩Nβ es predenso bajo p. Observamos que la propiedad de p
equivale a que si D ∈ Nβ es denso en P entonces D ∩Nβ es predenso bajo p, lo
cual equivale a decir que p es (Nβ ,P)-genérico (véase la nota posterior a 11.7).
Por lo tanto, la torre {Nδ}δ<α sí que cumple la definición de c.p.o. α-propio, en
contra de lo supuesto.

Observaciones

a) La propiedad f) del teorema anterior depende únicamente de la estruc-
tura de orden de P, luego ahora podemos afirmar que si dos c.p.o.s son
semejantes y uno de ellos es α-propio el otro también lo es.

b) En particular tenemos que un c.p.o. es propio si y sólo si conserva los
subconjuntos estacionarios de Pℵ1

µ, para todo cardinal no numerable µ
o, equivalentemente, para µ = 2|P| (y en particular conserva la no nume-
rabilidad de µ).

c) Similarmente, para que un c.p.o. sea propio basta con que cumpla la defi-
nición 11.9 para un conjunto c.n.a. en Pℵ1

H(κ) de submodelos elementales
N ≺ H(κ).
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d) Si, dado un cardinal regular no numerable κ fijamos un buen orden ⊴ en
H(κ), podemos considerar a H(κ) como modelo del lenguaje formal que
resulta de añadir al lenguaje de la teoría de conjuntos un relator binario
que se interpreta como ⊴, y es claro que el teorema 11.13 vale con la misma
prueba si consideramos torres de submodelos elementales de (H(κ),∈,⊴).
Combinando esto con el teorema anterior, es inmediato que la definición
de c.p.o. α-propio es equivalente a la que resulta de restringir las torres
a torres de submodelos elementales de (H(κ),∈,⊴), para un buen orden
⊴ prefijado arbitrariamente. De hecho, el mismo argumento nos permite
incorporar cualquier otra relación, función o constante a H(κ).

e) En particular, la definición de c.p.o. propio puede restringirse sin pérdida
de generalidad a submodelos elementales de (H(κ),∈,⊴). El interés de
este hecho (y del caso general de la observación precedente) es que así
podemos garantizar que objetos definidos en H(κ) en términos del buen
orden ⊴ están realmente en los submodelos elementales considerados (si
todos los parámetros de la definición están en ellos).

11.3 Iteración de extensiones propias
Como hemos explicado al principio del capítulo, la característica común a

todas las propiedades que estudiamos aquí es que se conservan por iteraciones
con soportes numerables. Dedicamos esta sección a probar que esto es válido
para la propiedad de ser α-propio.

Observemos que si M es un modelo transitivo numerable de ZFC, P ∈ M
es un c.p.o. y π ∈ M es un nombre para un c.p.o.M , entonces podemos definir
nombres canónicos

Γ1 = {(p̌, (p, σ)) | (p, σ) ∈ P ∗ π}, Γ2 = {(σ, (p, σ)) | (p, σ) ∈ P ∗ π}

de modo que si G es un filtro P-genérico sobre M y H es un filtro πG-genérico
sobre M [G] entonces (Γ1)G∗H = G y (Γ2)G∗H = H.

Observemos ahora que las extensiones que estamos considerando de submo-
delos elementales no necesariamente transitivos se comportan bien respecto de
productos generalizados de c.p.o.s:

Teorema 11.15 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, sea κ un car-
dinal regular no numerableM , sea N ≺ H(κ)M , sea P ∈ N un c.p.o. y sea π ∈ N
un P-nombre para un c.p.o.M . Sea G un filtro P-genérico sobre M y sea H un
filtro πG-genérico sobre M [G]. Entonces N [G ∗H] = N [G][H].

Demostración: Si u ∈ N [G][H], entonces u = (σG)H , con σ ∈ N . Como
M [G][H] =M [G ∗H], es obvio que 1l ⊩

∨
x x = (σ̌Γ1

)Γ2
(aquí hay que entender

que τH se define trivialmente cuando τ no es un πG-nombre). Más aún, como
σ ∈ H(κ)M , de hecho 1l ⊩

∨
x ∈ H(κ̌) x = (σ̌Γ1)Γ2 , luego por 11.2 existe
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τ ∈ H(κ)M tal que 1l ⊩ τ = (σ̌Γ1
)Γ2

. Como σ̌, Γ1, Γ2 ∈ N , podemos tomar
τ ∈ N , y entonces u = (σG)H = τG∗H ∈ N [G ∗H].

Para probar la inclusión opuesta observamos que para todo σ ∈MP∗π existe
σ̄ ∈MP tal que 1l ⊩ σ = (σ̄Γ1

)Γ2
. Definimos σ̄ por recursión sobre el rango:

σ̄ = {(p.o.(τ̄ , ρ), p) | (τ, (p, ρ)) ∈ σ},

y claramente cumple lo pedido.

Por lo tanto, si u ∈ N [G ∗ H], tenemos que u = σG∗H , con σ ∈ N , pero
entonces σ̄ ∈ N , y u = (σ̄G)H ∈ N [G][H].

Las condiciones genéricas respecto de un producto generalizado tienen una
caracterización natural:

Teorema 11.16 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, sea P ∈ M
un c.p.o. y π un P-nombre para un c.p.o.M . Sea κ un cardinal regularM sufi-
cientemente grande y N ≺ H(κ)M numerableM tal que P, π ∈ N . Entonces
(p, σ) ∈ P ∗ π es (N,P ∗ π)-genérica si y sólo si p es (N,P)-genérica y

p ⊩ σ̌ es (Ň [Γ], π)-genérica.

Demostración: Usamos la caracterización 11.8 d). Si p es (N,P)-genérica
y p ⊩ σ̌ es (Ň [Γ], π)-genérica y G∗H es un filtro genérico tal que (p, σ) ∈ G∗H,
entonces p ∈ G, luego N [G] ∩ Ω = N ∩ Ω, y por otra parte σG ∈ H, luego
N [G][H] ∩ Ω = N [G] ∩ Ω. Por el teorema anterior

N [G ∗H] ∩ Ω = N [G][H] ∩ Ω = N [G] ∩ Ω = N ∩ Ω,

luego (p, σ) ⊩ Ň [Γ] ∩ Ω = Ň ∩ Ω, y esto implica que la condición (p, σ) es
(N,P ∗ π)-genérica.

Recíprocamente, si (p, σ) es (N,P ∗ π)-genérica y G es un filtro genérico tal
que p ∈ G, tomamos cualquier filtro genérico H que contenga a σG y entonces

N ∩ Ω ⊂ N [G] ∩ Ω ⊂ N [G][H] ∩ Ω = N [G ∗H] ∩ Ω = N ∩ Ω,

luego p ⊩ Ň ∩Ω = Ň [Γ]∩Ω, luego p es (N,P)-genérica. Este mismo argumento
prueba también que p ⊩ σ̌ es (Ň [Γ], π)-genérica.

Veamos a continuación que si P es propio y 1l ⊩ π es propio entonces el
producto P ∗ π es propio. Para extender el resultado a iteraciones de longitud
arbitraria necesitamos probar algo más general:

Teorema 11.17 Sea P un c.p.o. propio y π un nombre para un c.p.o. tal que
1l ⊩ π es propio. Sea R = P ∗ π, sea ϕ : R −→ P la proyección dada por
ϕ(p, σ) = p y sea i : P −→ R la inmersión completa dada por i(p) = (p, 1l). Sea
κ un cardinal regular no numerable y N ≺ H(κ) numerable tal que R ∈ N . Sea
p ∈ P una condición (N,P)-genérica y sea σ ∈ V P tal que

p ⊩ σ ∈ Ň ∩ Ř ∧ ϕ̌(σ) ∈ Γ.

Entonces existe τ ∈ π̂ tal que (p, τ) es (N,R)-genérica y (p, τ) ⊩ i(σ) ∈ Γ.
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(Notemos que Γ representa primero al P-nombre canónico del filtro genérico
y luego a R-nombre canónico del filtro genérico.)

Demostración: Basta probar la relativización del teorema a un modelo
transitivo numerable M de ZFC. Sea G un filtro P-genérico sobre M tal que
p ∈ G. Entonces σG ∈ N ∩ R es de la forma σG = (q, τ0), con q ∈ G y τ0 ∈ π̂.
A su vez τ0G ∈ πG. Como πG es propio, existe una condición r ≤ τ0G que es
(N [G], πG)-genérica. Con esto hemos probado que

p ⊩
∨
rqτ0(r ∈ π ∧ σ = (q, τ0) ∧ r ≤ τ0Γ ∧ r es (Ň [Γ], π)-genérica).

Por 4.49 existe τ ∈ π̂ tal que

p ⊩
∨
qτ0(τ ∈ π ∧ σ = (q, τ0) ∧ q ∈ Γ ∧ τ ≤ τ0Γ ∧ τ es (Ň [Γ], π)-genérica).

En particular (p, τ) es (N,R)-genérica por el teorema anterior.

Falta probar que (p, τ) ⊩ i(σ) ∈ Γ. En efecto, si G ∗H es un filtro genérico
tal que (p, τ) ∈ G ∗H, entonces p ∈ G, luego σG = (q, τ0) con q ∈ G, τG ≤ τ0G.
Como τG ∈ H, también τ0G ∈ H, luego i(σ)G∗H = σG ∈ G ∗H.

Para deducir aquí que los productos generalizados de c.p.o.s propios son pro-
pios conviene suponer que además son separativos (recordemos a este respecto
el teorema 7.16). Esto no supone ninguna pérdida de generalidad, pues todo
c.p.o. puede sumergirse densamente en un c.p.o. separativo (en un álgebra de
Boole completa, por ejemplo).

Concretamente, la propiedad básica que nos va a interesar es que si P es
separativo y p, q ∈ P cumplen p ⊩ q̌ ∈ Γ, entonces p ≤ q.

En efecto, en caso contrario existe p′ ≤ p, p′ ⊥ q, y si G es un filtro genérico
tal que p′ ∈ G, entonces también q ∈ G, contradicción.

Teniendo esto en cuenta ya es fácil probar:

Teorema 11.18 Sea P un c.p.o. propio y separativo y sea π un nombre para un
c.p.o. tal que 1l ⊩ π es propio y separativo. Entonces P∗π es propio y separativo.

Demostración: Por 7.16 sabemos que P∗π es separativo. Fijemos un car-
dinal κ suficientemente grande, y un submodelo elemental N ≺ H(κ) numerable
tal que R = P ∗ π ∈ N . Si r = (p, τ) ∈ R ∩ N , como P es propio existe una
condición p′ ≤ p que es (N,P)-genérica. Obviamente (manteniendo la notación
del teorema anterior) tenemos que p′ ⊩ ř ∈ Ň ∩Ř ∧ ϕ̌(ř) ∈ Γ, luego existe τ ∈ π̂
tal que la condición (p′, τ) ∈ R es (N,R)-genérica y (p′, τ) ⊩ ř ∈ Γ. Como R es
separativo, esto último implica que (p′, τ) ≤ r.

Ahora vamos a generalizar este hecho a iteraciones de longitud arbitraria.
Para ello necesitamos previamente un resultado sobre iteraciones de c.p.o.s se-
parativos:
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Teorema 11.19 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC−AP y en M
sea ({Pδ}δ≤γ , {πδ}δ<γ) una iteración de preórdenes separativos. Sean δ < ϵ ≤ γ,
sea D ∈M un conjunto denso en Pϵ, sea G un filtro Pδ-genérico sobre M y sea
q ∈ Pϵ tal que q|δ ∈ G. Entonces existe d ∈ D, d ≤ q tal que d|δ ∈ G.

Demostración: En caso contrario, en M [G] se cumple que∧
d ∈ D(d ≤ q → d|δ /∈ G),

luego podemos tomar p ∈ Pδ tal que p ⊩ q̌|δ̌ ∈ Γ ∧
∧
d ∈ Ď(d ≤ q̌ → d|δ̌ /∈ Γ).

Como p ⊩ q̌|δ̌ ∈ Γ y Pδ es separativo, la observación previa al teorema implica
que p ≤ q|δ. Definimos q′ ∈ Pϵ mediante

q′(α) =

{
p(α) si α < δ,
q(α) si δ ≤ α < ϵ,

entonces ciertamente q′ ∈ Pϵ (en los ordinales límite se cumple cualquiera de las
restricciones posibles sobre el soporte que estamos considerando, que sea finito,
numerable o arbitrario, dado que p y q las cumplen) y es fácil ver que q′ ≤ q, y
claramente q′|δ = p.

Ahora usamos que D es denso para tomar d ∈ D tal que d ≤ q′. En
particular d ≤ q y d|δ ≤ q′|δ = p, luego si G es un filtro Pδ-genérico sobre M
tal que d|δ ∈ G, tenemos una contradicción, pues p ∈ G y entonces debería ser
d|δ /∈ G.

El teorema principal es el siguiente:

Teorema 11.20 Sea ({Pδ}δ≤γ , {πδ}δ<γ) una iteración de preórdenes con so-
portes numerables tal que, para cada δ < γ, Pδ sea propio y separativo1 y
1lPδ

⊩ πδ es propio y separativo, sea κ un cardinal suficientemente grande y
N ≺ H(κ) numerable tal que γ, Pγ ∈ N . Sea γ0 ∈ γ ∩ N y q0 ∈ Pγ0 una
condición (N,Pγ0)-genérica. Entonces, si σ0 ∈ V Pγ0 cumple que

q0 ⊩ σ0 ∈ P̌γ ∩ Ň ∧ σ0|γ̌0 ∈ Γ,

existe una condición (N,Pγ)-genérica q tal que q|γ0 = q0 y q ⊩ iγ0γ(σ0) ∈ Γ.

Demostración: Razonamos por inducción sobre γ. Si γ = 0 no hay nada
que probar. Supongamos que γ = δ + 1. Si γ0 < δ, tenemos que

q0 ⊩ σ0|δ̌ ∈ P̌δ ∩ Ň ∧ σ0|δ̌|γ̌0 ∈ Γ,

luego por hipótesis de inducción existe una condición (N,Pδ)-genérica q1 de
manera que q1|γ0 = q0 y q1 ⊩ iγ0δ(σ0)|δ̌ ∈ Γ.

Puesto que q1 ≤ iγ0δ(q0), se cumple que q1 ⊩ iγ0δ(σ0) ∈ P̌γ ∩ Ň , luego
podemos suponer sin pérdida de generalidad que δ = γ0. En tal caso, puesto
que, Pγ ∼= Pγ0 ∗ πγ0 , basta aplicar el teorema 11.17.

1Una vez probado el teorema 11.21 la hipótesis de que Pδ sea propio y separativo puede
eliminarse.
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Supongamos ahora que γ es un ordinal límite, que puede ser no numerable,
pero en cualquier caso γ ∩ N es un conjunto numerable de ordinales. Como γ
es un ordinal límiteN , es claro que γ ∩N no está acotado, luego podemos tomar
una sucesión cofinal creciente {γn}n∈ω tal que γn ∈ γ ∩ N y no acotada en
γ∩N . Además podemos suponer que γ0 es el ordinal dado en el enunciado. Sea
{Dn}n∈ω una enumeración de los subconjuntos densos de Pγ pertenecientes a N .
Vamos a definir recurrentemente condiciones qn ∈ Pγn y nombres σn ∈ V Pγn

tales que:

a) q0 ∈ Pγ0 es la condición dada en el enunciado, qn es (N,Pγn)-genérica y
qn+1|γn = qn.

b) σ0 es el nombre dado en el enunciado y, para n > 0,

qn ⊩ σn ∈ Ň ∩ Ďn−1 ∧ σn|γ̌n ∈ Γ ∧ σn ≤ iγn−1γn(σn−1).

Admitamos que hemos construido estas sucesiones y sea q̄ =
⋃
n<ω

qn ∈ Pγ̄ ,

donde γ̄ =
⋃
n∈ω

γn (y aquí usamos que Pγ̄ tiene soportes numerables) y sea

q = iγ̄,γ(q̄). Sea σ′
n = iγnγ(σn).

Podemos relativizar toda la demostración a un modelo transitivo numerable
M de ZFC. Veamos que si m < n entonces

q ⊩ σ′
n ∈ P̌γ ∩ Ň ∩ Ďn−1 ∧ σ′

n ≤ σ′
m.

Para ello tomamos un filtro genérico G tal que q ∈ G y observamos que
q ≤ iγnγ(qn), luego qn ∈ Gγn , luego σ′

nG = σnGγn
∈ Pγ ∩N ∩Dn−1. Además

σ′
nG = (σn)Gγn

≤ iγn−1γn(σn−1)Gγn
= (σn−1)Gγn−1

= σ′
n−1G.

De aquí se sigue obviamente que σ′
n ≤ σ′

m.

Veamos ahora que q ⊩ σ′
n ∈ Γ. Sea q′ ≤ q y tomemos un filtro G tal que

q′ ∈ G. Entonces q ∈ G y como antes qn ∈ Gγn , luego p = σ′
nG ∈ Pγ ∩ N

y tomamos una condición q′′ ∈ G, q′′ ≤ q′, tal que q′′ ⊩ σ′
n = p̌. Ahora

pasamos a un filtro G tal que q′′ ∈ G. Nuevamente qn ∈ Gγm para todo m,
luego σ′

mG|γm = σmGγm
∈ Gγm . Así, si m > n, tenemos que σ′

mG ≤ σ′
nG, luego

σ′
mG|γm ≤ σ′

nG|γm , luego σ′
nG|γm ∈ Gγm . Equivalentemente, p|γm ∈ Gγm , para

todo m > n.
Si llamamos p′m = iγmγ(p|γm), tenemos que p′m ∈ G, luego hemos probado

que q′′ ⊩ p̌′m ∈ Γ, para todo m. Como Pγ es separativo, q′′ ≤ p′m = iγmγ(p|γm).
A su vez, de aquí concluimos que q′′ ≤ iγ̄γ(p|γ̄) = p, puesto que, como p ∈ N ,
se cumple que sop p ⊂ γ ∩ N ⊂ γ̄. Por lo tanto p ∈ G y esto prueba que
q′′ ⊩ σ′

n ∈ Γ. Con esto tenemos que el conjunto de condiciones que fuerzan
σ′
n ∈ Γ es denso bajo q, luego q ⊩ σ′

n ∈ Γ. En definitiva,

q ⊩ σ′
n ∈ Ň ∩ Ďn−1 ∩ Γ,

y el teorema 11.8 implica que q es una condición (N,Pγ)-genérica. Obviamente
cumple q|γ0 = q0 y hemos visto que q ⊩ σ′

0 ∈ Γ, como requiere el enunciado.
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Sólo falta construir las sucesiones {qn}n y {σn}n en las condiciones indicadas.

Partimos de la condición q0 y el nombre σ0 dados en el enunciado, que
claramente cumplen lo requerido. Supongamos definidos qn y σn. Tomemos un
filtro Pγn -genérico G tal que qn ∈ G. Entonces pn = σnG ∈ Pγ ∩ N cumple
que pn|γn ∈ G. Se cumple entonces que existe una condición pn+1 ∈ Dn ∩ N
tal que pn+1 ≤ pn y pn+1|γn ∈ G. En efecto, basta aplicar el teorema 11.19 al
colapso transitivo N̄ y al filtro colapsado Ḡ, que P̄ -genérico sobre N̄ porque la
condición qn ∈ G es (N,Pγn)-genérica. De este modo, hemos probado que

qn ⊩
∨
p ∈ Ďn ∩ Ň(p ≤ σn ∧ p|γ̌n ∈ Γ),

luego existe σ∗
n+1 ∈MPγn tal que

qn ⊩ (σ∗
n+1 ∈ Ďn ∩ Ň ∧ σ∗

n+1 ≤ σn ∧ σ∗
n+1|γ̌n ∈ Γ).

Ahora aplicamos la hipótesis de inducción tomando como γ0 el ordinal γn y
como γ el ordinal γn+1 (que es menor que γ, luego podemos aplicarle ciertamente
la hipótesis de inducción). Más concretamente, la “traducción” es:

γ0 γ q0 σ0
γn γn+1 qn σ∗

n+1|γ̌n
y la conclusión es que existe qn+1 ∈ Pγn+1 que es (N,Pγn)-genérica, qn+1|γn = qn
y, llamando σn+1 = iγnγn+1

(σ∗
n+1), se cumple que

qn+1 ⊩ σn+1 ∈ Γ.

De hecho entonces, como qn+1 ≤ iγnγn+1
(qn), es claro que qn+1 y σn+1 cumplen

todo lo requerido.

Ahora ya podemos probar:

Teorema 11.21 Sea ({Pδ}δ≤γ , {πδ}δ<γ) una iteración de preórdenes con so-
portes numerables tal que, para cada δ < γ, 1lPδ

⊩ πδ es propio y separativo.
Entonces Pδ es propio y separativo, para todo δ ≤ γ.

Demostración: Veamos por inducción sobre δ que Pδ es propio y separa-
tivo (la separatividad la tenemos por 7.28):

Como P0 = {1l}, el resultado es trivial en este caso. Si es válido para δ,
el teorema 11.18 nos da el resultado para δ + 1. Supongamos ahora que vale
para todo δ < λ ≤ γ. Equivalentemente, podemos suponer que γ = λ, de
modo que estamos en las condiciones del teorema anterior. Fijamos, como allí,
un cardinal κ, un submodelo elemental N ≺ H(κ) tal que γ, Pγ ∈ N y una
condición p ∈ Pγ ∩N . Tomamos γ0 = 0, de modo que

1lP0 ⊩ p̌ ∈ P̌γ ∩ Ň ∧ p̌|0 ∈ Γ.

Por el teorema anterior existe una condición (N,Pγ)-genérica q tal que q ⊩ p̌ ∈ Γ,
que por la separatividad equivale a q ≤ p.

Seguidamente generalizamos este resultado al caso de c.p.o.s α-propios. La
prueba del teorema siguiente es una modificación trivial de la del teorema 11.17:
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Teorema 11.22 Sea α > 0 un ordinal numerable, sea P un c.p.o. α-propio y
π un nombre para un c.p.o. tal que 1l ⊩ π es α̌-propio. Sea R = P ∗ π, sea
ϕ : R −→ P la proyección dada por ϕ(p, σ) = p y sea i : P −→ R la inmersión
completa dada por i(p) = (p, 1l). Sea κ un cardinal regular no numerable y
N = {Nδ}δ<α una torre en H(κ) tal que R ∈ N0. Sea p ∈ P una condición
(N,P)-genérica y sea σ ∈ V P tal que

p ⊩ σ ∈ Ň0 ∩ Ř ∧ ϕ̌(σ) ∈ Γ.

Entonces existe τ ∈ π̂ tal que (p, τ) es (N,R)-genérica y (p, τ) ⊩ i(σ) ∈ Γ.

A su vez, la prueba de 11.18 se adapta ahora trivialmente para obtener:

Teorema 11.23 Sea α > 0, sea P un c.p.o. α-propio y separativo y sea π un
nombre para un c.p.o. tal que 1l ⊩ π es α̌-propio y separativo. Entonces P ∗ π es
α-propio y separativo.

En cambio, la generalización de 11.20 no es inmediata:

Teorema 11.24 Sea α > 0 un ordinal numerable y ({Pδ}δ≤γ , {πδ}δ<γ) una
iteración de preórdenes con soportes numerables tal que, para cada δ < γ, Pδ
sea α-propio y separativo y 1lPδ

⊩ πδ es α̌-propio y separativo, sea κ un cardinal
regular suficientemente grande y N = {Nδ}δ≤α una torre de longitud α + 1
en H(κ) tal que α, γ, Pγ ∈ N0, sea γ0 ∈ γ ∩ N0 y q0 ∈ Pγ0 una condición
(N,Pγ0)-genérica. Entonces, si σ0 ∈ V Pγ0 cumple que

q0 ⊩ σ0 ∈ P̌γ ∩ Ň0 ∧ σ0|γ̌0 ∈ Γ,

existe una condición (N,Pγ)-genérica q tal que q|γ0 = q0 y q ⊩ iγ0γ(σ0) ∈ Γ.

Demostración: Basta probar el teorema relativizado a un modelo transi-
tivo numerable M de ZFC. Razonamos por inducción sobre α. Para α = 1 ya
lo tenemos probado.

Supongamos que α = β + 1. Sea G un filtro Pγ0-genérico sobre M tal que
q0 ∈ G y sea p0 = σ0G ∈ Pγ ∩ N0, que cumple p0|γ0 ∈ G. Por lo tanto, existe
q′0 ∈ G tal que q′0 ≤ q0 y q′0 ≤ p0|γ0 . Notemos que q′0 también es (N,Pγ0)-
genérica.

Ahora aplicamos la hipótesis de inducción a β, con la torre {Nδ}δ≤β , la
condición q′0 y el nombre p̌0. Obtenemos así una condición (Nδ,Pγ)-genérica
para todo δ < α, tal que q′|γ0 = q′0 y q′ ⊩ p̌0 ∈ Γ, es decir, q′ ≤ p0.

En particular tenemos que q′ es (Nδ,Pγ)-genérica para todo δ < α, q′|γ0 ∈ G
y q′ ≤ p0. Como Nα[G] ≺ H(κ)[G] y todos los parámetros están en Nα[G],
podemos tomar un q′ ∈ Nα[G] que cumpla estos hechos. Más aún, entonces
q′ ∈M ∩Nα[G] = Nα, ya que q0 ∈ G es (Nα,Pγ0)-genérica (teorema 11.8). Con
esto hemos probado que

q0 ⊩
∨
q′(q′ ∈ Ňα ∩ P̌γ ∧ q′ es (Ň ′, P̌γ)-genérica ∧ q′|γ̌0 ∈ Γ ∧ q′ ≤ σ0),
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donde N ′ = {Nδ}δ≤β , luego por 4.49 existe σ′
0 ∈MPγ0 tal que

q0 ⊩ (σ′
0 ∈ Ňα ∩ P̌γ ∧ σ′

0 es (Ň ′, P̌γ)-genérica ∧ σ′
0|γ̌0 ∈ Γ ∧ σ′

0 ≤ σ0).

A su vez ahora podemos aplicar el teorema 11.20, que nos da una condición
(Nα,Pγ)-genérica q tal que q|γ0 = q0 y q ⊩ iγ0γ(σ

′
0) ∈ Γ, luego también se

cumple que q ⊩ iγ0γ(σ0) ∈ Γ y de hecho q es (N,Pγ)-genérica, pues si G es un
filtro Pγ-genérico tal que q ∈ G, entonces σ0Gγ0

∈ G y es (Nδ,Pγ)-genérica, para
todo δ ≤ β, luego Nδ[G] ∩M = Nδ, por el teorema 11.8, y este mismo teorema
implica entonces que q es (Nδ,Pγ)-genérica. Como también es (Nα,Pγ)-genérica,
concluimos que es (N,Pγ)-genérica.

Ahora suponemos que α es un ordinal límite, y podemos tomar una sucesión
{αn}n∈ω ∈ N0 cofinal creciente en α. A su vez razonamos por inducción sobre γ.
Si γ = 0 no hay nada que probar. Supongamos que γ = δ + 1. Entonces, si
γ0 < δ, tenemos que

q0 ⊩ σ0|δ̌ ∈ P̌δ ∩ Ň0 ∧ σ0|δ̌|γ̌0 ∈ Γ,

luego por hipótesis de inducción existe una condición (N,Pδ)-genérica q1 tal que
q1|γ0 = q0 y q1 ⊩ iγ0γ′(σ0)|δ̌ ∈ Γ.

Puesto que q1 ≤ iγ0δ(q0), por otra parte q1 ⊩ iγ0δ(σ0) ∈ P̌γ̌ ∩ Ň , luego
podemos suponer sin pérdida de generalidad que δ = γ0, y en tal caso basta
aplicar el teorema anterior.

Supongamos por último que γ es un ordinal límite. Vamos a definir una
sucesión {γn}n<ω de ordinales menores que γ, para lo cual distinguimos dos
casos: si cf γ = ℵ0 entonces tomamos una sucesión cofinal creciente en γ tal que
{γn}n∈ω ∈ N0 y γ0 sea el dado en el enunciado. Si cf γ > ℵ0 entonces tomamos
γn = sup(γ ∩Nαn−1) < γ. Notemos que en ambos casos γn ∈ Nαn y la sucesión
es estrictamente creciente.

Vamos a definir recurrentemente una sucesión de condiciones {qn}n∈ω tal
que qn ∈ Pγn y una sucesión {σn}n∈ω tal que σn ∈MPγn y de modo que:

a) q0 es la condición dada en el enunciado y si n > 0 la condición qn es
(Nn,Pγn)-genérica, donde Nn = {Nδ}αn<δ≤α y qn+1|γn = qn.

b) σ0 es el nombre dado en el enunciado y si n > 0 entonces

qn ⊩ σn ∈ P̌γ ∩ Ňαn+1 ∧ σn|γ̌n ∈ Γ ∧ σn ≤ iγn−1γn(σn−1) ∧

σn es (Ň∗n, P̌γ)-genérica,

donde N∗n = {Nδ}δ≤αn
.

Supongamos que tenemos una sucesión en estas condiciones. Entonces pode-
mos tomar q̄ =

⋃
n∈ω

qn ∈ Pγ̄ , donde γ̄ =
⋃
n∈ω

γn (y aquí usamos que la iteración

tiene soportes numerables), sea q = iγ̄,γ(q̄) ∈ Pγ y sea σ′
n = iγnγ(σn). Entonces

q ⊩ σ′
n ∈ Γ. En efecto:
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Sea q′ ≤ q y tomemos un filtro G tal que q′ ∈ G. Entonces qn ∈ Gγn , luego
p = σ′

nG ∈ Pγ ∩ Nαn+1. Tomamos una condición q′′ ∈ G, q′′ ≤ q′, tal que
q′′ ⊩ σ′

n = p̌. Ahora pasamos a un filtro G tal que q′′ ∈ G.
Entonces qn ∈ Gγm para todo m, luego σ′

mG|γm = σmGγm
∈ Gγm . Así, si

m > n, tenemos que σ′
mG ≤ σ′

nG, luego σ′
mG|γm ≤ σ′

nG|γm , luego σ′
nG|γm ∈ Gγm .

Equivalentemente, p|γm ∈ Gγm , para todo m > n.
Si llamamos p′m = iγmγ(p|γm), tenemos que p′m ∈ G, luego hemos probado

que q′′ ⊩ p̌′m ∈ Γ, para todo m. Como Pγ es separativo, q′′ ≤ p′m = iγmγ(p|γm).
A su vez, de aquí concluimos que q′′ ≤ iγ̄γ(p|γ̄) = p, ya que, como p ∈ Nαn+1,
se cumple que sop p ⊂ γ ∩Nαn+1 ⊂ γn+2 ⊂ γ̄. Por lo tanto p ∈ G y esto prueba
que q′′ ⊩ σ′

n ∈ Γ. Con esto tenemos que el conjunto de condiciones que fuerzan
σ′
n ∈ Γ es denso bajo q, luego q ⊩ σ′

n ∈ Γ.

Como q ⊩ σ′
n es (Ň∗n, P̌γ)-genérica, de hecho q es (N∗n,Pγ)-genérica para

todo n, pues, dada una condición p ∈ Pγ ∩N0, podemos tomar un filtro genérico
G tal que p ∈ G, y entonces σ′

nG ∈ G es (N∗n,Pγ)-genérica, y existe una
condición p′ ∈ G tal que p′ ≤ p y p′ ≤ σ′

nG, y esto último implica que p′

también es (N∗n,Pγ)-genérica.

Pero esto es tanto como decir que es Pγ-genérica para la torre {Nδ}δ<α, pero
esto es lo mismo que ser (N,Pγ)-genérica, porque α es un ordinal límite y todo
D ∈ Nα predenso en Pγ está de hecho en un Nδ, con δ < α, luego D ∩ Nδ es
predenso bajo q, luego D ∩Nα también.

Por lo tanto, la condición q cumple lo requerido, de modo que basta probar
que existen las sucesiones indicadas.

Partimos de q0 y σ0, que son los dados en el enunciado. Supongamos cons-
truidos qn y σn de modo que cumplan las condiciones indicadas.

Fijemos un filtro Pγn -genérico G tal que qn ∈ G. Sea p = σnG ∈ Pγ ∩Nαn+1,
de modo que p|γn ∈ G. Podemos tomar una condición q′n ∈ G tal que q′n ≤ qn
y q′n ⊩ σn = p̌. Ahora podemos aplicar la hipótesis de inducción a αn+1.
Concretamente, aplicamos el enunciado a:

α γ0 γ q0 σ0 N
αn+1 γn γ q′n σn {Nδ}αn<δ≤αn+1

De este modo obtenemos una condición ({Nδ}αn<δ≤αn+1
,Pγ)-genérica q∗n tal

que q∗n|γn = q′n y q∗n ⊩ iγnγ(σn) ∈ Γ. Esto último equivale a que q∗n ≤ p.

Ahora usamos que Nαn+1+1[G] ≺ H(κ)M [G] para tomar q∗ ∈ Nαn+1+1 tal
que q∗ es ({Nδ}αn<δ≤αn+1

,Pγ)-genérica, q∗|γn ∈ G, q∗ ≤ p. En principio la
tomamos en Nαn+1+1[G], pero entonces q∗ ∈ Nαn+1+1[G] ∩ M = Nαn+1+1,
porque qn ∈ G es (Nαn+1+1,Pγn)-genérica.

Con esto hemos probado que

qn ⊩
∨
q∗ ∈ P̌γ ∩ Ňαn+1+1(q

∗ es ({Ňδ}α̌n<δ≤α̌n+1
, P̌γ)-genérica

∧ q∗|γ̌n ∈ Γ ∧ q∗ ≤ σn).
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Por lo tanto podemos tomar un σ∗
n+1 ∈MPγn tal que

qn ⊩ (σ∗
n+1 ∈ P̌γ ∩ Ňαn+1+1 ∧ σ∗

n+1 es ({Ňδ}α̌n<δ≤α̌n+1
, P̌γ)-genérica

∧ σ∗
n+1|γ̌n ∈ Γ ∧ σ∗

n+1 ≤ σn).

Notemos que como qn ⊩ σn es (Ň∗n, P̌γ)-genérica, lo mismo vale para σ∗
n+1,

luego de hecho qn ⊩ σ∗
n+1 es (Ň∗n+1, P̌γ)-genérica.

Ahora aplicamos la hipótesis de inducción para α y γn+1. Concretamente,
aplicamos el enunciado a:

α γ0 γ q0 σ0 N
α γn γn+1 qn σ∗

n+1|γ̌n+1
Nn+1

Concluimos que existe una condición (Nn+1,Pγn+1
)-genérica qn+1 de manera

que q|γn = qn y qn+1 ⊩ iγnγn+1
(σ∗
n+1|γn+1

) ∈ Γ. Finalmente basta llamar
σn+1 = iγnγn+1

(σ∗
n+1), y así, como qn+1 ≤ iγnγn+1

(qn), es claro que cumple
todo lo requerido.

Ahora la prueba de 11.21 se adapta trivialmente para concluir:

Teorema 11.25 Sea α > 0 un ordinal numerable y ({Pδ}δ≤γ , {πδ}δ<γ) una
iteración de preórdenes con soportes numerables tal que, para cada δ < γ, 1lPδ

⊩
πδ es α̌-propio y separativo. Entonces Pδ es α-propio y separativo, para todo
δ ≤ γ.

Veamos ahora que el teorema 7.32 vale también para iteraciones con soportes
numerables si suponemos que los c.p.o.s de la iteración son propios:

Teorema 11.26 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC y, en M , sea
({Pδ}δ≤γ , {πδ}δ<γ) una iteración de longitud γ = α+β con soportes numerables
tal que 1lPδ

⊩ πδ es propio y separativo, y sea Gα un filtro Pα-genérico sobre
M . Entonces en M [Gα] existe una iteración de c.p.o.s ({P′δ}δ≤β , {π′

δ}δ<β) con
soportes numerables y una familia de inmersiones densas jαδ : Pα+δ/Gα −→ P′δ
tales que si G′

δ es un filtro P′δ-genérico sobre M [Gα] y Gα+δ = j−1
αδ [G

′
δ], entonces

(π′
δ)G′

δ
= (πα+δ)Gα+δ

.

Demostración: Toda la prueba de 7.32 vale literalmente en este contexto
salvo el caso límite de la construcción recurrente, que es el único punto en el que
se usa que la iteración tiene soportes finitos. Así pues, suponemos que tenemos
la iteración ({P′δ}δ≤λ, {π′

δ}δ<λ) y definimos jαλ : Pα+λ/Gα −→ P′λ mediante
jαλ(p)(δ) = jα,δ+1(p|α+δ+1)(δ). El problema es demostrar que jαλ así definida
es también una inmersión densa, sabiendo que lo son las jαδ, para δ < λ.

Por 11.21 sabemos también que Pα es propio. Si cf λ > ℵ0 la demostración
para el caso de soportes finitos de adapta trivialmente, pero ahora daremos un
argumento válido para todo λ. En primer lugar demostraremos que la imagen
de jαλ es densa en P′λ.
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En M [Gα] tenemos las inmersiones densas jαδ que a cada P′δ-nombre le
asignan un Pα+δ/Gα-nombre (que en particular es un Pα+δ-nombre) según el
teorema 4.34. A partir de ella podemos construir una aplicación Fδ : π̂′

δ −→
π̂α+δ con la propiedad de que si G′

δ es un filtro P′δ-genérico sobre M [Gα] y
Gα+δ = j−1

αδ [G
′
δ], entonces Fδ(σ)Gα+δ

= σG′
δ
.

Más aún, todos los objetos que hemos construido en M [Gα] (la iteración, las
inmersiones, la sucesión de aplicaciones “traductoras” {Fδ}δ<λ han sido definidos
a partir exclusivamente de la iteración en M y del filtro genérico Gα, luego todos
los objetos construidos tienen un nombre en MPα , es decir, podemos definir
sucesiones de nombres {Πδ}δ≤λ, {ρδ}δ<λ, {ιδ}δ<λ y {ϕδ}δ<λ (que a su vez
permiten definir nombres para las sucesiones correspondientes, por ejemplo, Π =
{(p.o.(δ̌,Πδ), 1l) | δ < λ}, etc.) de modo que 1lPα fuerce a que ({Πδ}δ≤λ, {ρδ}δ<λ)
es la iteración que hemos definido, que ιδ : Pα+δ/Γ −→ Πδ es la inmersión
densa que hemos definido (para δ < λ) y que Φδ : ˆ̌ρ δ −→ ˇ̂πα+δ es la aplicación
“traductora”.

Tomemos ahora p′ ∈ P′λ y sea p′ = σGα de modo que 1lPα ⊩ σ ∈ Πλ.
Como sop p′ ⊂ λ es numerable, el teorema 11.11 nos da que existe F0 ∈ M
numerableM tal que sop p′ ⊂ F0 ∩ λ. Sea F = {α+ δ | δ ∈ F0 ∩ λ}. Así F ∈M
y sop p′ ⊂ {δ ∈ λ | α+ δ ∈ F}.

Ahora definimos p ∈ Pα+λ estableciendo que p(γ) = 1lπγ
si γ /∈ F y, en el

caso en que γ ∈ F , podemos expresar γ = α+ δ y definimos p(γ) ∈ π̂γ tal que

1lPγ
⊩ p(γ) = iαγ(Φ)δ̌(iαγ(σ)(δ̌))Γ.

Esto tiene sentido, pues si Gγ es un filtro Pγ-genérico sobre M , entonces

(iαγ(Φ)δ̌(iαγ(σ)(δ̌))Γ)Gγ
= (iαγ(Φ)δ̌(iαγ(σ)(δ̌))Gγ

)Gγ
= Fδ(p

′(δ))Gγ
∈ πγ .

Por lo tanto,
1lPγ

⊩ iαγ(Φ)δ̌(iαγ(σ)(δ̌))Γ ∈ πγ
y existe un nombre p(γ) ∈ π̂γ que cumple lo pedido.

Claramente sop p ⊂ F es numerableM , luego p ∈ Pα+λ. Además p|α = 1l,
luego p ∈ Pα+λ/Gα. Ahora tenemos que probar que jαλ(p) ≤ p′. Para ello
probamos inductivamente que para todo δ < λ se cumple jαλ(p)|δ ≤ p′|δ.

Esto vale trivialmente para δ = 0. Si vale para δ, entonces hay que compro-
bar que

jαλ(p)|δ ⊩ jαλ(p)(δ) ≤ p′(δ).

En realidad probaremos que 1lP′
δ
⊩ jαλ(p)(δ) = p′(δ). Si γ = α + δ /∈ F , el

resultado es trivial, pues ambos miembros de la igualdad valen 1lπ′
δ
. Suponemos,

pues que γ ∈ F y sea G′
δ un filtro P′δ-genérico sobre M [Gα]. Entonces Gγ =

j−1
αδ [G

′
δ] es un filtro Pγ/Gα-genérico sobre M [Gα], luego también un filtro Pγ-

genérico sobre M que se restringe a Gα. Según la construcción de jαλ(p)(δ)
dada en la prueba de 7.32, tenemos que
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jαλ(p)(δ)G′
δ
= (jα,δ+1(p|γ+1)(δ))G′

δ
= p(γ)G′

δ

= p(γ)Gγ = Fδ(p
′(δ))Gγ = p′(δ)G′

δ
.

Esto implica que jαλ(p)|δ+1 ≤ p′|δ+1. Es caso de ordinales límite es trivial.

Con esto tenemos probado que jαλ tiene imagen densa. Falta probar que es
una inmersión. Es inmediato que p ≤ q → jαλ(p) ≤ jαλ(q). Falta probar que
p ⊥ q → jαλ(p) ⊥ jαλ(q), pues el argumento dado en 7.32 usaba la finitud de
los soportes.

Supongamos que jαλ(p) y jαλ(q) son compatibles. Entonces, por la densidad
que hemos probado, existe una condición r ∈ Pα+λ/Gα tal que jαλ(r) ≤ jαλ(p)
y jαλ(r) ≤ jαλ(q). Sea G un filtro Pα+λ/Gα-genérico sobre M [Gα] tal que
r ∈ G. EntoncesG es también un filtro Pα+λ-genérico sobreM . Para cada δ < λ
tenemos que Gα+δ es Pα+δ/Gα-genérico sobreM [Gα], luego podemos considerar
el filtro G′

δ = ȷ̂(Gα+δ) en P′δ dado por 4.32. Entonces, como r|α+δ ∈ Gα+δ,
también jαδ(r|α+δ) = jαλ(r)|δ ∈ G′

δ, luego también jαλ(p)|δ = jαδ(p|α+δ) ∈ G′
δ

y, como Gα+δ = j−1
αδ [G

′
δ], obtenemos que p|α+δ ∈ Gα+δ, para todo δ < λ, luego

el teorema 7.26 nos da que p ∈ G, e igualmente q ∈ G, luego ¬p ⊥ q.

Con esto queda probado que jαλ es una inmersión, y ya hemos visto que es
densa.

Nota En las condiciones del teorema anterior es claro que, en M [Gα], se cum-
ple que 1lδ ⊩ π′

δ es propio y separativo, luego el teorema 11.21 nos da que cada
P′δ es propio y separativo. En particular, teniendo en cuenta 7.29, si G es un
filtro Pγ-genérico sobre M , entonces M [G] es una extensión genérica de M [Gα]
a partir de P′β , que es un c.p.o. propio.

11.4 Conservación de Pω

Ya sabemos que si P es un c.p.o. propio entonces 1l ⊩ ℵ1 = ℵ̌1, es decir, ℵ1
se conserva en toda extensión genérica propia. Ahora vamos a estudiar dar una
condición necesaria y suficiente para que un c.p.o. propio conserve Pω, es decir,
que cumpla 1l ⊩ Pω = P̌ω o, lo que es lo mismo, que las extensiones propias de
un modelo M tengan los mismos subconjuntos de ω que M . Conviene observar
algunas equivalencias de esta propiedad:

Teorema 11.27 Sea M un modelo transitivo de ZFC, sea P ∈M un c.p.o. y sea
G un filtro P-genérico sobre M . Las afirmaciones siguientes son equivalentes:

a) (Pω)M [G] = (Pω)M .

b) Si A ∈M [G] y A ⊂ B ∈M con B numerableM entonces A ∈M .

c) H(ℵ1)M [G] = H(ℵ1)M .
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Demostración: a) ⇒ b) Sea f : ω −→ B biyectiva tal que f ∈ M .
Entonces f−1[A] ∈ (Pω)M [G] = (Pω)M , luego f−1[A] ∈M , luego A ∈M .

b) ⇒ c) Claramente H(ℵ1)M ⊂ H(ℵ1)M [G], pues si x ∈ M tiene clausura
transitiva numerableM , lo mismo vale en M [G]. La inclusión opuesta la de-
mostramos por ∈-inducción. Tomamos x ∈ H(ℵ1)M [G] y podemos suponer que
ctx ⊂ M . Sea f : ω −→ ctx ∪ {x} biyectiva, con f ∈ M [G]. Sea R ⊂ ω × ω
tal que f : (ω,R) −→ (ctx ∪ {x},∈) sea un isomorfismo. Por b) tenemos que
R ∈ M , luego ctx ∪ {x} ∈ M (por ser el colapso transitivo de (ω,R)), luego
x ∈M .

c) ⇒ a) es trivial.

Definición 11.28 Sea κ un cardinal regular no numerable, sea N ≺ H(κ) un
submodelo elemental numerable y sea P ∈ N un c.p.o. diremos que una condición
p ∈ P es completamente (N,P)-genérica si el filtro Gp = {q ∈ P | p ≤ q} es
(N,P)-genérico, es decir, si, llamando ϕ : N −→ N̄ al colapso transitivo de N y
P̄ = ϕ(P), se cumple que Ḡp = ϕ[Gp ∩N ] es un filtro P̄-genérico sobre N̄ .

Recordemos que una caracterización más elemental es que si D ∈ N es
predenso (o denso, o abierto denso) entonces Gp ∩N ∩D ̸= ∅.

Equivalentemente, para que p sea completamente (N,P)-genérica basta con
que exista un filtro (N,P)-genérico G acotado inferiormente por p, pues esto
equivale a que G ⊂ Gp, con lo que Ḡ ⊂ Ḡp, y entonces Ḡp cumple las condiciones
del teorema 4.9, luego2 Ḡp es un filtro P̄-genérico sobre N̄ y p es completamente
(N,P)-genérica. Más aún, Ḡp = Ḡ, por el teorema 4.7.

Por otra parte, si p es completamente (N,P)-genérica en particular es (N,P)-
genérica, pues (relativizando todo lo anterior a un modelo transitivoM de ZFC),
si G es un filtro P-genérico sobre M tal que p ∈ G, entonces Gp ⊂ G, y, como
todo D ∈ N denso en P corta a Gp ∩ N , también corta a G ∩ N , luego G es
(N,P)-genérico.

Observemos también que si q ≤ p y p es completamente (N,P)-genérica
entonces q también lo es. De hecho, Gp ⊂ Gq, luego Ḡp ⊂ Ḡq y concluimos que
Ḡq es también P̄-genérico. Más aún, como antes concluimos que Ḡp = Ḡq.

Diremos que un c.p.o. P es completamente propio si satisface la definición 11.9
de c.p.o. propio con condiciones completamente (N,P)-genéricas en lugar de
meramente (N,P)-genéricas.

Puesto que toda condición completamente (N,P)-genérica es (N,P)-genérica,
es obvio que todo c.p.o. completamente propio es propio.

Teorema 11.29 Un c.p.o. propio y separativo es completamente propio si y
sólo si3 conserva Pω.

2El punto crucial es que dos condiciones de Gp∩N son compatibles, luego son compatibles
en N , aunque no podamos asegurar en principio que tienen una extensión en Gp ∩ N , luego
las condiciones de Ḡp son compatibles dos a dos.

3Conviene observar que la prueba de que los c.p.o.s completamente propios conservan Pω
no requiere la hipótesis de separatividad
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Demostración: Basta probar la relativización del teorema a un modelo
transitivo numerable M de ZFC. Sea P ∈M completamente propio y suponga-
mos que existe un filtro genérico G y un x ∈ (Pω)M [G] \ (Pω)M . Pongamos que
x = σG y sea p ∈ G tal que p ⊩ σ ⊂ ω ∧ σ /∈ M̌ .

Fijemos un cardinal κ suficientemente grande para que se aplique la defi-
nición de c.p.o. completamente propio y de modo que P, σ ∈ H(κ)M y sea
N ≺ H(κ)M un submodelo elemental numerableM tal que P, p, σ ∈ N . Por
hipótesis existe q ≤ p completamente (N,P)-genérica.

Para cada n ∈ ω, es claro que

Dn = {d ∈ P | d ⊩ ň ∈ σ ∨ d ⊩ ň /∈ σ} ∈ N

es abierto denso en P, luego existe d ∈ Dn ∩ N ∩ Gq, y entonces q ≤ d, luego
q ∈ Dn, para todo n ∈ ω. Así, si G es un filtro P-genérico sobre M tal que
q ∈ G, resulta que

σG = {n ∈ ω | q ⊩ ň ∈ σ} ∈M,

contradicción.

Para probar la implicación opuesta tomamos, siempre en M , un cardinal
regular κ suficientemente grande tal que P ∈ H(κ)M , sea N ≺ H(κ)M tal que
P ∈ N y sea p ∈ P ∩ N . Por hipótesis podemos tomar una condición p0 ≤ p
que sea (N,P)-genérica. Tomemos ahora un filtro P-genérico sobre M tal que
p0 ∈ G. Entonces G ∩ N ∈ M [G] y está contenido en N , que es numerableM ,
luego por 11.27 tenemos que X = G ∩N ∈M .

Podemos tomar q ∈ G tal que q ≤ p0 ≤ p y q ⊩ Γ ∩ Ň = X̌. Ahora usamos
que P es separativo para concluir que si x ∈ X, entonces q ⊩ x̌ ∈ Γ, luego q ≤ x,
luego G∩N = X ⊂ Gq ∩N , luego Ḡ ⊂ Ḡq, pero Ḡ es un filtro P̄-genérico sobre
N̄ porque p0 ∈ G, luego Ḡq también lo es (por 4.9), luego q es completamente
(N,P)-genérica.

Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC y, en M , sea κ un cardinal
regular no numerable, sea N ≺ H(κ)M numerable, sea P ∈ H(κ)M y sea p ∈ P
una condición completamente (N,P)-genérica. Sea G un filtro P-genérico sobre
M tal que p ∈ G. Entonces Gp ⊂ G y Ḡp = Ḡ. Esto implica que el colapso
transitivo ϕ : N −→ N̄ se extiende a ϕ : N [G] −→ N∗, donde llamamos
N∗ = N̄ [Ḡ] = N̄ [Gp]. Además

ϕ(G) = ϕ[G ∩N [G]] = ϕ[G ∩N ] = Ḡp,

pues si ϕ(p) ∈ ϕ[G ∩ N [G]] entonces ϕ(p) ∈ ϕ(P) ∈ N̄ , luego ϕ(p) ∈ N̄ , luego
p ∈ N . Notemos además que N∗ ∈ M es independiente de G. Usando el
teorema 4.49 podemos obtener un nombre φ ∈MP tal que

p ⊩ φ : Ň [Γ] −→ Ň∗ isomorfismo.

Por el teorema de reflexión esto es cierto aun sin relativizar a un modelo M .

Teorema 11.30 En las condiciones anteriores, supongamos además que π ∈ N
es un P-nombre para un c.p.o. y sea σ ∈ π̂. Entonces (p, σ) es completamente
P ∗ π-genérica sobre N si y sólo si:
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a) p es completamente P-genérica sobre N , con lo que podemos considerar
Q̄ = ϕ(π)Ḡp

∈ N∗.

b) Existe un filtro Q̄-genérico H̄ sobre N∗ tal que p ⊩ σ es una cota inferior
de φ−1[ ˇ̄H].

En tal caso, Ḡ(p,σ) = Ḡp ∗ H̄.

Demostración: Basta probar la relativización del teorema a un modelo
transitivo numerable M de ZFC. Supongamos que se cumplen a) y b). Entonces
Ḡp es un filtro P̄-genérico sobre N (por a) y Ḡp ∗ H̄ es un filtro P̄ ∗ π̄ genérico
sobre N , luego basta probar que Ḡ(p,σ) = Ḡp ∗ H̄ para concluir que (p, σ) es
completamente (P ∗ π)-genérica. De hecho basta probar que Ḡp ∗ H̄ ⊂ Ḡ(p,σ),
pues 4.9 y la maximalidad de los filtros genéricos implica entonces la igualdad.

Tomemos (q̄, τ̄) ∈ Ḡp ∗ H̄, de modo que q̄ = ϕ(q), τ̄ = ϕ(τ), con q ∈ Gp ∩N
y τ ∈ NP, luego en particular p ≤ q. Fijemos un filtro P-genérico sobre M tal
que p ∈ G. Entonces tenemos la función colapsante ϕ : N [G] −→ N∗. Además
Q = πG ∈ N [G], Q̄ ∈ N∗, ϕ(Q) = Q̄ y H̄ es un filtro Q̄-genérico sobre N∗.

Por otra parte tenemos que ϕ(τG) = τ̄Ḡp
∈ H̄ y por b) σG es una cota

inferior de ϕ−1[H̄], luego σG ≤ τG. Con esto hemos probado que p ⊩ σ ≤ τ ,
luego (p, σ) ≤ (q, τ), luego (q, τ) ∈ G(p,σ) ∩N , luego (q̄, τ̄) ∈ Ḡ(p,σ).

Ahora supongamos que (p, σ) es completamente P ∗ π-genérica. Entonces
Ḡ(p,σ) es un filtro P̄ ∗ π̄-genérico sobre N̄ , luego Ḡ(p,σ) = Ḡ0 ∗ H̄, donde Ḡ0 es
un filtro P̄-genérico sobre N̄ y H̄ es Q̄-genérico sobre N̄ [Ḡ0], donde Q̄ = π̄Ḡ0

.
Vamos a probar que Ḡ0 = Ḡp. De hecho basta probar que Ḡ0 ⊂ Ḡp.

Sea q̄ ∈ G0. Entonces (q̄, 1l) ∈ Ḡ0 ∗ H̄ = Ḡ(p,σ), luego (q̄, 1l) = ϕ(q, 1l), con
(q, 1l) ∈ G(p,σ) ∩N , luego q̄ = ϕ(q), con p ≤ q, luego q̄ ∈ Ḡp.

Esto prueba que Ḡp es P̄-genérico sobre N̄ , luego p es completamente P-
genérica y tenemos a). Para probar b) fijamos un filtro P-genérico sobre M tal
que p ∈ G. Entonces Gp ⊂ G, de donde Ḡp = Ḡ. Si τḠ ∈ ϕ−1[H̄], entonces
τ̄Ḡp

= ϕ(τG) ∈ H, luego (1l, τ̄) ∈ Ḡp ∗ H̄ = Ḡ(p,σ), luego (1l, τ) ∈ G(p,σ) ∩ N ,
luego (p, σ) ≤ (1l, τ), luego p ⊩ σ ≤ τ , luego σG ≤ τG, luego σG es una cota
inferior de ϕ−1[H], y esto prueba b).

En general, la propiedad de ser completamente propio no se conserva al iterar
extensiones, por lo que necesitamos introducir una propiedad más fuerte.

Definición 11.31 Un sistema de completitud es una función D(N,P, p0) defi-
nida cuando:

a) N es un modelo transitivo numerable de ZFC−AP,

b) P ∈ N es un c.p.o.,

c) p0 ∈ P.
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de manera que D(N,P, p0) es una familia no vacía de subconjuntos no vacíos del
conjunto Gen(N,P, p0) formado por los filtros P-genéricos sobreN que contienen
a p0.

Notemos que todo conjunto transitivo numerable está en H(ℵ1), luego el
dominio de D es un conjunto.

Si N es un modelo numerable (no necesariamente transitivo) de ZFC−AP,
P ∈ N es un c.p.o. y p0 ∈ P ∩ N , podemos considerar el colapso transitivo
ϕ : N −→ N̄ , P̄ = ϕ(P) y p̄0 = ϕ(p). Si G es un filtro P̄-genérico sobre N̄ tal
que p̄0 ∈ G, entonces p0 ∈ ϕ−1[G] ⊂ N , que no es necesariamente un filtro en P,
pero genera un filtro

G∗ = {p ∈ P |
∨
q ∈ ϕ−1[G] q ≤ p}.

Claramente G∗ ∩ N = ϕ−1[G], luego ϕ[G ∩ N ] = G. Por lo tanto, G∗ es un
filtro (N,P)-genérico y p0 ∈ G∗. Puesto que está definido D(N̄ , P̄, p̄0), para cada
X ∈ D(N̄ , P̄, p̄0) podemos definir X∗ = {G∗ | G ∈ X} y

D(N,P, p0) = {X∗ | X ∈ D(N̄ , P̄, p̄0)}.

Así D(N,P, p0) es un conjunto no vacío de conjuntos no vacíos de filtros
(N,P)-genéricos que contienen a p0, y si el modelo N es transitivo, D(N,P, p0)
es el mismo dado directamente por la función D.

Diremos que un c.p.o. P es D-completo (respecto a un sistema de completi-
tud prefijado D) si para todo cardinal regular κ suficientemente grande y todo
submodelo elemental numerable N ≺ H(κ) tal que P ∈ N y para toda condición
p0 ∈ P ∩ N existe un X ∈ D(N,P, p0) tal que todo filtro G ∈ X está acotado
inferiormente en P.

Notemos que una cota inferior de G será una condición completamente
(N,P)-genérica que extiende a p0, luego P es completamente propio y, en parti-
cular, propio.

Diremos que un sistema de completitud D es numerablemente completo si
toda familia numerable de elementos de D(N,P, p0) tiene intersección no vacía.

Sea ahora P un c.p.o., π un nombre para un c.p.o. y sea ∆ ∈ V P tal que

1l ⊩ ∆ ∈ V̌ es un sistema de completitud numerablemente completo ∧
π es completo respecto a ∆.

Sea κ un cardinal regular no numerable y sean N0 ≺ N1 ≺ H(κ) submodelos
elementales numerables tales que N0 ∈ N1 y P, π, ∆ ∈ N0. Sea además G0 un
filtro (N0,P)-genérico tal que G0 ∩N0 ∈ N1. Sea p0 = (a, σ) ∈ (P ∗ π)∩N0 con
a ∈ G0. Vamos a definir un filtro (N0,P ∗ π)-genérico

G = E(N0, N1,P ∗ π,G0, p0)

que contiene a p0.



456 Capítulo 11. Extensiones propias

Para ello fijamos el colapso transitivo ϕ : N0 −→ N̄0, así como P̄ = ϕ(P),
π̄ = ϕ(π), σ̄ = ϕ(σ), ∆̄ = ϕ(∆) y consideramos Ḡ0 = ϕ[G0∩M0], que es un filtro
P̄-genérico sobre N̄0. Entonces Q̄ = π̄Ḡ0

∈ N̄0[Ḡ0] es un c.p.o., q̄ = σ̄Ḡ0
∈ Q̄

y D̄ = ∆̄Ḡ0
∈ N̄0 es un sistema de completitud numerablemente completo en

N̄0[Ḡ0] respecto al cual Q̄ es D̄-completo.
Observemos que D̄ = ϕ(D), donde D ∈ N0 es un sistema de completitud

numerablemente completo. Como G0 ∩N0 ∈ N1, también Ḡ0 ∈ N1, y a su vez
Q̄, q̄, σ̄ ∈ N1, luego D(N̄0, Q̄, q̄) ∈ N1. Como N1 ∩ D(N̄0, Q̄, q̄) es numerable,
la completitud numerable de D implica que existe Ḡ1 ∈

⋂
(N1 ∩ D(N̄0, Q̄, q̄)).

En particular Ḡ1 es un filtro Q̄-genérico sobre N̄0 y q̄ ∈ Ḡ1. Podemos definir
entonces Ḡ = Ḡ0 ∗ Ḡ1, que es un filtro P̄ ∗ Q̄-genérico sobre N̄0, con lo que
G = Ḡ∗ es un filtro (N0,P ∗ π)-genérico que contiene a p0.

Nota Podemos definir una fórmula ψ(N0, N1,P ∗ π,G0, p0) tal que

G = E(N0, N1,P ∗ π,G0, p0)↔ H(κ) ⊨ ψ[N0, N1,P ∗ π,G0, p0],

aunque esto requiere algunas observaciones: En primer lugar, no es posible
expresar en H(κ) que N1 ≺ H(κ), pero para que la construcción de G sea
posible basta con que la definición de submodelo elemental se cumpla para un
número finito de fórmulas, y esto sí que es expresable en H(κ). Por otro lado,
la elección de Ḡ1 requiere una función de elección. Podemos suponer que N1

es en realidad un par (N1,≤), donde ≤ es un buen orden en N1 y G1 se elige
mediante dicho buen orden.

Teorema 11.32 Sea P un c.p.o. completamente propio y sean π, ∆ ∈ V P tales
que

1l ⊩ ∆ ∈ V̌ es un sistema de completitud numerablemente completo ∧
π es un c.p.o. completo respecto a ∆.

Sea κ un cardinal regular no numerable y sean N0 ≺ M1 ≺ H(κ) submodelos
elementales numerables tales que N0 ∈ N1 y P, π, ∆ ∈ N0. Sea q0 ∈ P una
condición (N1,P)-genérica y completamente (N0,P)-genérica y sea G0 = Gq0 .
Sea p0 ∈ (P ∗ π) ∩ N0 tal que p0 = (a, σ) con a ∈ G0. Entonces existe τ ∈ π̂
tal que (q0, τ) ≤ p0 es completamente (N0,P ∗ π)-genérica. Más concretamente,
(q0, τ) acota inferiormente a E(N0, N1,P ∗ π,G0, p0).

Demostración: Trabajamos en un modelo transitivo numerable M de
ZFC. Veamos primero que G0 ∩ N0 ∈ N1. Llamemos R ⊂ P al conjunto de
todas las condiciones completamente (N0,P)-genéricas. Es claro que R ∈ N1 y,
por hipótesis, q0 ∈ R. Que P sea completamente propio equivale por definición
a que R sea denso en P y, como q0 es (N1,P)-genérica, N1 ∩ R es predenso
bajo q0, luego q0 es compatible con un r ∈ N1 ∩ R. Ahora bien, si r′ ≤ r y
r′ ≤ q0 es completamente (N0,P)-genérica, tenemos que Ḡq0 = Ḡr′ = Ḡr ∈ N1,
luego también G0 ∩ N0 ∈ N1, pues es la antiimagen de Ḡ0 por la función
colapsante ϕ : N0 −→ N̄0, que está en N1.
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Por lo tanto, como G0 es un filtro (N0,P)-genérico, está definido el filtro
E(N0, N1,P ∗ π,G0, p0). Recordemos su definición:

Llamamos N∗
0 = N̄0[Ḡ0], Q̄ = π̄Ḡ0

, q̄ = σ̄Ḡ0
∈ Q̄, D̄ = ∆̄Ḡ0

∈ N̄0 y
D = ϕ−1(D̄) ∈ N0. Ahora elegimos Ḡ1 ∈

⋂
(N1 ∩ D(N̄0, Q̄, q̄)), formamos

Ḡ = Ḡ0 ∗ Ḡ1 y finalmente pasamos a G = Ḡ∗ (el filtro generado por ϕ−1[Ḡ]).

Fijemos ahora un filtro P-genérico sobre M tal que q0 ∈ H, de modo que
H̄ = Ḡ0, por lo que Q̄, q̄, etc. siguen siendo los mismos. Según hemos visto
antes del teorema 11.30, el colapso transitivo se extiende a ϕ : N0[H] −→ N∗

0 .

Basta probar que ϕ−1[Ḡ1] está acotado inferiormente en Q = ϕ−1(Q̄). En
tal caso, existe un τ ∈ π̂ tal que q0 ⊩ τ es una cota inferior de φ−1[ ˇ̄G1], luego el
teorema 11.30 nos da que Ḡ(q0,τ) = Ḡ, luego (q0, τ) es completamente (N0,P∗π)-
genérica y (q0, τ) acota inferiormente a G. Además, como q̄ ∈ Ḡ1, se cumple
que q0 ⊩ τ ≤ σ, luego (q0, τ) ≤ p0.

Notemos que Q = πH cumple ϕ(Q) = π̄H̄ = Q̄, luego es el mismo que ya
teníamos definido. Igualmente D = ∆H es el mismo que ya teníamos definido,
y por hipótesis Q es D-completo. Como q = σH ∈ Q ∩ N0, existe un conjunto
X ∈ D(N0,Q, q) tal que todos sus filtros están acotados inferiormente en Q.
Como N1[H] ≺ H(κ)[H], podemos tomar X ∈ N1[H], pero como D ∈ M ,
también X ∈ M , luego X ∈ M ∩ N1[H] = N1 por 11.8, ya que q0 es (N1,P)-
genérica, luego H es (N1,P)-genérico.

Observemos ahora que, por la definición de la extensión de D a modelos no
transitivos, X = X∗

0 , donde X0 ∈ D(N̄ , P̄, q̄) ∩N1, pues

X0 = {ϕ[K ∩N0] | K ∈ X} ∈ N1,

luego Ḡ1 ∈ X0, luego Ḡ∗
1 ∈ X, luego Ḡ∗

1 y, en particular, ϕ−1[Ḡ1] está acotado
inferiormente en Q.

Para generalizar este resultado a extensiones iteradas infinitas necesitamos
generalizar la definición de E:

Consideremos una iteración de preórdenes separativos ({Pδ}δ≤γ , {πδ}δ<γ)
con soportes numerables, de modo que, para cada δ < γ,

1lPδ
⊩
∨
D ∈ V̌ (D es un sistema de completitud numerablemente completo

∧ πδ es D-completo).

Fijemos un cardinal no numerable κ suficientemente grande. Vamos a definir
una función E(N0, N,Pγ , G0, p0), definida para los argumentos siguientes:

a) N0 ≺ H(κ) numerable, γ, Pγ ∈ N0, p0 ∈ Pγ ∩N0.

b) N = {Nδ}δ≤α es una torre en H(κ) tal que N0 es el anterior.

c) Existe γ0 ∈ N0 ∩ γ tal que G0 es un filtro (N0,Pγ0)-genérico, p0|γ0 ∈ G0 y
G0 ∈ N1.

d) α es el ordinal de N0 ∩ [γ0, γ[.
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En estas condiciones, E(N0, N,Pγ , G0, p0) será un filtro (N0,Pγ)-genérico Gγ
tal que p0 ∈ Gγ y las restricciones a γ0 de las condiciones de Gγ están en G0.

Definimos E por recursión sobre α < ω1. Notemos que la condición d) (junto
con que γ0 < γ) implica que α > 0. Supongamos en primer lugar que α = α∗+1.
Entonces la condición d) implica que γ = γ∗ +1. Consideremos primero el caso
α = 1, que equivale a γ∗ = γ0. Entonces tenemos únicamente dos submodelos
N0 y N1 y, como Pγ ∼= Pγ0 ∗ πγ0 , basta tomar

Gγ = E(N0, N1,Pγ0 ∗ πγ0 , G0, p0).

Supongamos ahora que γ0 < γ∗ y sea Nα∗
= {Nδ}δ≤α∗ . Entonces te-

nemos definido Gγ∗ = E(N0, N
α∗
,Pγ∗ , G0, p0|γ∗), que es un filtro (N0,Pγ∗)-

genérico que extiende a G0 y contiene a p|γ∗ . Más aún, podemos suponer
que se cumple Gγ∗ ∈ Nα. En efecto, en principio podemos definir Gγ trivial-
mente en el caso en que Gγ∗ /∈ Nα, pero el resultado final será una fórmula
Gγ = E(N0, N,Pγ , G0, p0) que puede relativizarse a H(κ) (en virtud de las mis-
mas observaciones que hemos hecho sobre la definición de E para α = 1), y
entonces podemos usar que Nα ≺ H(κ) (junto con el hecho de que Nα contiene
todos los parámetros de la definición de Gγ∗) para concluir que Gγ∗ ∈ Nα, por
lo que Gγ cumplirá realmente este caso de la definición.

Definimos entonces

Gγ = E(N0, Nα,Pγ∗ ∗ πγ∗ , Gγ∗ , p0).

Es fácil ver que cumple todo lo requerido.

Supongamos, por último, que α es un ordinal límite y sea4 {αn}n<ω ∈ N0

una sucesión cofinal creciente en α con α0 = 0. Llamemos {γn}n∈ω ∈ N0 a
la sucesión creciente dada por γn = γ0 + αn. Notemos que, como αn ∈ N0 es
numerable, de hecho, αn ⊂ N0, de donde N0 ∩ [γ0, γn[ = [γ0, γn[ y así αn es
el ordinal de N0 ∩ [γ0, γn[. En particular γn ≤ γn+1 ≤ γ. Sea {Dn}n∈ω una
enumeración de todos los conjuntos densos en Pγ que están en N0.

Vamos a definir recurrentemente dos sucesiones {pn}n∈ω y {Gn}n∈ω de modo
que pn ∈ Pγ ∩N0 y Gn ∈ Nαn+1 es un filtro (N0,Pγn)-genérico tal que:

a) G0 y p0 son los dados, y pn|γn ∈ Gn.

b) pn+1 ≤ pn y pn+1 ∈ Dn.

Supuestos definidos pn y Gn, por el teorema 11.19 aplicado al colapso tran-
sitivo de N0 existe pn+1 ∈ Dn∩N0 tal que pn+1 ≤ pn y pn+1|γn ∈ Gn. Entonces
podemos definir la torre Nn cuyo primer término es N0 y los siguientes son los
Nδ con αn + 1 ≤ δ ≤ αn+1 y a partir de ella

Gn+1 = E(N0, N
n,Pγn+1

, Gn, pn+1|γn+1
).

4Suponemos que N0 es en realidad un par (N0,≤), donde ≤ es un buen orden, y {αn}n∈ω

se elige mediante dicho buen orden.



11.4. Conservación de Pω 459

Ahora basta definir Gγ como el filtro generado por las condiciones pn. Obvia-
mente es (N0,Pγ)-genérico, contiene a p0 y extiende a G0, pues por construcción
cada Gn+1 extiende a Gn, luego todos extienden a G0. Por lo tanto, si p ∈ Gγ
existe un n tal que pn+1 ≤ p, luego pn+1|γn ≤ p|γn ∈ Gn, luego p|γ0 ∈ G0.

Teorema 11.33 Sea ({Pδ}δ≤γ , {πδ}δ<γ) una iteración de preórdenes con so-
portes numerables tal que, para cada δ < γ:

a) 1lPδ
⊩ πδ es α̌-propio y separativo, para todo α < ω1,

b) 1lPδ
⊩

∨
D ∈ V̌ (D es un sistema de completitud numerablemente completo

∧ πδ es D-completo),

c) Pδ es completamente propio.

Sea κ un cardinal regular suficientemente grande y N = {Nδ}δ≤α una torre de
longitud α + 1 en H(κ) tal que Pγ ∈ N0, sea p0 ∈ Pγ ∩ N0 y γ0 ∈ γ ∩ N0, de
modo que α es el ordinal de N0 ∩ [γ0, γ[. Entonces:

Para cada condición q0 ∈ Pγ0 completamente (N0,Pγ0)-genérica y (N,Pγ0)-
genérica tal que q0 ≤ p0|γ0 , existe una condición completamente (N0,Pγ)-
genérica q tal que q|γ0 = q0, q ≤ p0. De hecho, q acota inferiormente al filtro
E(N0, N,Pγ , G0, p0), donde G0 = Gq0 .

Demostración: Como q0 es (N1,Pγ0)-genérica, el mismo argumento em-
pleado al principio de la prueba del teorema 11.32 demuestra que G0∩N0 ∈ N1.
Probamos el teorema por inducción sobre α > 0 (el ordinal de N0 ∩ [γ0, γ[). Su-
ponemos en primer lugar que α = α∗+1, lo que a su vez implica que γ = γ∗+1.
Más aún, supongamos de momento que α∗ > 0, con lo que γ0 < γ∗.

Sea X ⊂ Pγ0 una anticadena maximal entre las que cumplen las propiedades
siguientes:

a) todo r ∈ X acota inferiormente a G0 ∩N0,

b) todo r ∈ X es (N |α,Pγ0)-genérico.

Podemos exigir que X ∈ Nα, y es predenso bajo q0, pues toda t ≤ q0 cum-
ple las dos condiciones anteriores, luego es compatible con un elemento de X.
Para cada r0 ∈ X, podemos aplicar la hipótesis de inducción a la iteración
({Pδ}δ≤γ∗ , {πδ}δ<γ∗) y la torre N |α, con p0|γ∗ y q0 = r0. (Notemos que
tenemos p0|γ0 ∈ G0 ∩ N0, luego r0 ≤ p0|γ0 .) La conclusión es que existe
r1 ∈ Pγ∗ tal que r1|γ0 = r0, r0 ≤ p0|γ∗ y r1 acota inferiormente al filtro
Gγ∗ = E(N0, N |α,Pγ∗ , G0, p0|γ∗). Como todos los parámetros están en Nα,
se cumple que Gγ∗ ∈ Nα, luego si r0 ∈ X ∩Nα podemos elegir r1 ∈ Nα.

Aplicamos ahora el teorema 4.48 (generalizado a V en lugar de M por el
teorema de reflexión), que nos da un σ0 ∈ V Pγ0 tal que cada r0 ∈ X cumple
r0 ⊩ σ0 = ř1. De aquí se sigue que

q0 ⊩ σ0 ∈ P̌γ∗ ∩ Ňα ∧ σ0|γ̌0 ∈ Γ.
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En efecto, el conjunto

D = {s ∈ Pγ0 | s ∈ X ∨
∧
r ∈ X s ⊥ r} ∈ Nα

es claramente predenso en Pγ0 y, relativizando todo lo anterior a un modelo
transitivo numerable M de ZFC, tenemos que si G es un filtro Pγ0-genérico
sobre M tal que q0 ∈ G, entonces existe r0 ∈ D ∩Nα ∩G, por el teorema 11.6,
ya que G es (Nα,Pγ0)-genérico porque q0 es (Nα,Pγ0)-genérica, luego existe
s ∈ G tal que s ≤ q0, s ≤ r0, luego s es compatible con un elemento de X, luego
r0 también, luego r0 ∈ X por definición de D. En definitiva, r0 ∈ X ∩Nα ∩G,
luego σ0G = r1 ∈ Pγ∗ ∩Nα. Además, σ0G|γ0 = r1|γ0 = r0 ∈ G.

Con esto estamos en las hipótesis del teorema 11.20, luego podemos concluir
que existe una condición (Nα,Pγ∗)-genérica q1 de manera que q1|γ0 = q0 y
q1 ⊩ iγ0γ∗(σ0) ∈ Γ.

Además q1 acota inferiormente a Gγ∗ , pues si t ∈ Gγ∗ , tomamos un filtro
Pγ∗ -genérico sobre M con q1 ∈ G, y entonces G′ = i−1

γ0γ∗ [G] es Pγ0-genérico
sobre M con q0 ∈ G′, luego hemos visto que existe un r0 ∈ X ∩ Nα ∩ G, de
modo que iγ0γ∗(σ0)G = σ0G′ = r1 ≤ t y iγ0γ∗(σ0)G ∈ G, luego t ∈ G, luego
concluimos que q1 ⊩ ť ∈ Γ, luego q1 ≤ t.

Hasta aquí habíamos supuesto que α∗ > 0. Ahora observamos que en el
caso en que α∗ = 0 y, por lo tanto, γ∗ = γ0, lo que hemos obtenido se cumple
trivialmente tomando Gγ∗ = G0, σ0 = q̌0 y q1 = q0. Por lo tanto, a partir de
aquí la prueba vale tanto si α∗ = 0 como si no.

Ahora basta aplicar el teorema 11.32 a los objetos siguientes:

P π N0 N1 q0 a
Pγ∗ πγ∗ N0 Nα q1 p0|γ∗

El resultado es que existe una condición completamente (N0,Pγ)-genérica
q tal que q ≤ p0, q|γ∗ = q1 (luego q|γ0 = q0) que acota inferiormente al
filtro E(N0, Nα,Pγ , Gq1 , p0). Ahora basta probar que este filtro coincide con
E(N0, N,Pγ , G0, p0). Éste es por construcción E(N0, Nα,Pγ , Gγ∗ , p0), pero te-
nemos que Gγ∗ ⊂ Gq1 y, como ambos son (N0,Pγ∗)-genéricos, se cumple que
N0 ∩Gγ∗ = N0 ∩Gq0 y la definición de E sólo depende de esta intersección.

Ahora suponemos que α es un ordinal límite y seguimos la definición del
filtro Gγ = E(N0, N,Pγ , G0, p0), que depende de una sucesión {αn}n∈ω ∈ N0

cofinal creciente en α, que a su vez determina las sucesiones {γn}n∈ω, {pn}n∈ω
y {Gn}n∈ω, de modo que Gγ es el filtro generado por las condiciones pn.

Ahora vamos a definir una sucesión {qn}n∈ω de modo que se cumpla lo
siguiente:

a) qn acota inferiormente a Gn,

b) qn ≤ pn|γn ,

c) qn+1|γn = qn,

d) qn es ({Nδ}αn+1≤δ≤α,Pγn)-genérica.
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Notemos que la primera condición implica que la condición qn es completa-
mente (N0,Pγn)-genérica.

Partimos del q0 dado por el enunciado, que cumple todo lo requerido. Su-
pongamos definido qn. Sea X ⊂ Pγn una anticadena maximal entre las que
cumplen las propiedades siguientes:

a) Si r ∈ X entonces r acota inferiormente a Gn ∩N0,

b) Toda r ∈ X es ({Nδ}αn+1≤δ≤αn+1 ,Pγn)-genérica.

Podemos elegir X ∈ Nαn+1+1 y es claramente predenso bajo qn. Para cada
r0 ∈ X podemos aplicar la hipótesis de inducción a ({Pδ}δ≤γn+1

, {πδ}δ<γn+1
) y

la torre que empieza por N0 y sigue con {Nδ}αn+1≤δ≤αn+1
. Tomamos pn+1|γn+1

en lugar de p0, γn en lugar de γ0 y r0 en lugar de q0.
Observemos que pn+1|γn+1

∈ Gn+1, luego pn+1|γn ∈ Gn ∩ N0 (por cons-
trucción de E), luego r0 ≤ pn+1|γn . La conclusión es que existe una condición
completamente (N0,Pγn+1)-genérica r1 tal que r1|γn = r0 y que acota inferior-
mente a Gn+1. Además, si r0 ∈ X ∩Nαn+1+1 podemos tomar r1 ∈ Nαn+1+1.

Notemos que estamos imitando el argumento de la primera parte de la
prueba. Como allí, ahora podemos obtener un nombre σ0 ∈ V Pγn tal que cada
r0 ∈ X cumple r0 ⊩ σ0 = ř1. A su vez, esto implica que

qn ⊩ σ0 ∈ P̌γn ∩ Ňαn+1+1 ∧ σ0|γ̌n ∈ Γ ∧ σ0 acota a Ǧn+1.

Ahora podemos aplicar el teorema 11.24 con la torre {Nδ}αn+1+1≤δ≤α, lo
que nos da una condición qn+1 que cumple las condiciones c) y d) y además
qn+1 ⊩ iγnγn+1

(σ0) ∈ Γ. Esto implica que qn+1 acota a Gn+1 (pues si p ∈ Gn+1

entonces qn+1 ⊩ p̌ ∈ Γ), con lo que tenemos a), que trivialmente implica b).

Finalmente definimos q∗ =
⋃
n
qn y q = iγ∗γ(q

∗) ∈ Pγ , donde γ∗ = sup
n
γn.

Así q|γ0 = q0 y, como qn ≤ pn|γn ≤ pm|γn , para m ≤ n, resulta que q∗ ≤ pm|γ∗ ,
para todo m ∈ ω.

Ahora observamos que pm ∈ N0, luego sop pm ∈ N0 y, como es numerable,
de hecho sop pm ⊂ N0. Si β ∈ sop pm∩[γ0, γ[, entonces es de la forma β = γ0+δ,
con δ < α, luego existe un n tal que δ < αn, luego β < γn, luego sop pm ⊂ γ∗,
luego q ≤ pm, y en particular q ≤ p0 como requiere el enunciado.

Pero además, como q ≤ qm para todo m ∈ ω y Gγ es el filtro generado por
las condiciones pm, concluimos que q acota inferiormente a Gγ , luego q es una
condición completamente (N0,Pγ)-genérica.

Ahora ya podemos dar condiciones suficientes para que una iteración con
soportes numerables conserve Pω:

Teorema 11.34 Sea ({Pδ}δ≤γ , {πδ}δ<γ) una iteración de preórdenes con so-
portes numerables tal que, para cada δ < γ,

a) 1lPδ
⊩ πδ es α̌-propio, para todo α < ω1
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b) 1lPδ
⊩

∨
D ∈ V̌ (D es un sistema de completitud numerablemente completo

∧ πδ es D-completo).

c) 1lPδ
⊩ πδ es separativo, para todo δ < γ.

Entonces Pγ es completamente propio y separativo. En particular conserva Pω.

Demostración: Por 11.25 sabemos que todos los Pδ son α-propios, para
todo α < ω1. Vamos a probar que todos ellos son completamente propios.
Razonando por inducción sobre γ podemos suponer que Pδ es completamente
propio para todo δ < γ. Por 7.28 sabemos que Pγ es separativo.

Para probar que es completamente propio tomamos un cardinal regular κ
suficientemente grande, un submodelo elemental numerable N0 ≺ H(κ) tal que
Pγ ∈ N y una condición p0 ∈ Pγ ∩ N0. Tomamos γ0 ∈ γ ∩ N0 y llamamos
α al ordinal de N0 ∩ [γ0, γ[. Claramente podemos construir una torre N de
submodelos elementales de H(κ) de longitud α + 1 cuyo primer término sea el
N0 dado.

Puesto que Pγ0 es α-propio la condición p0|γ0 tiene una extensión (N,Pγ0)-
genérica, y como es completamente propio ésta tiene a su vez una extensión q0
que es completamente (N0,Pγ0)-genérica (y seguirá siendo (N,Pγ0)-genérica).
Por el teorema anterior p0 tiene una extensión completamente genérica, como
había que probar.

11.5 C.p.o.s propios sobre isomorfismos

Los c.p.o.s propios conservan ℵ1, luego para conservar todos los cardinales
basta con que cumplan la condición de cadena ℵ2. Sin embargo, ésta no se
conserva en general por iteraciones con soportes numerables, así que vamos a
introducir una propiedad más fuerte que sí se conserva.

Definición 11.35 Sean ℵ2 ≤ µ < κ cardinales regulares, sea ⊴ un buen orden
en H(κ) y sean N0, N1 ≺ (H(κ),∈,⊴) submodelos elementales numerables
(respecto del lenguaje que resulta de añadir al lenguaje de ZFC un relator
binario que se interpreta como ⊴) tales que µ ∈ N0 ∩N1. Diremos que N0 y N1

están en situación normal respecto a µ si:

a) Los conjuntos A = N0 ∩N1 ∩ µ, B = (N0 \N1) ∩ µ y C = (N1 \N0) ∩ µ
cumplen A < B < C, en el sentido de que todo elemento de A es menor
que todo elemento de B y todo elemento de B es menor que todo elemento
de C.

b) Existe un isomorfismo de modelos h : N0 −→ N1 que se restringe a la
identidad en N0 ∩N1 (en particular en A).

En estas condiciones, si P ∈ N0∩N1 es un c.p.o., diremos que una condición
q ∈ P es (N0, N1,P)-genérica si:
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a) q es (N0,P)-genérica y (N1,P)-genérica.5

b) q ⊩
∧
r ∈ Ň0 ∩ P̌ (r ∈ Γ↔ ȟ(r) ∈ Γ).

En lo que sigue sobrentenderemos que H(κ) se considera como modelo del
lenguaje que resulta de añadir un relator binario al lenguaje de ZFC que se
interpreta como un buen orden ⊴ prefijado, y cuando escribamos N ≺ H(κ) se
entenderá que N es un submodelo elemental respecto de este lenguaje. Obser-
vemos que la propiedad b) tiene una interpretación natural:

Teorema 11.36 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, consideremos
ℵM2 ≤ µ < κ cardinales regularesM y sean N0, N1 ≺ H(κ)M en situación normal
respecto a µ, con isomorfismo h : N0 −→ N1. Sea P ∈ N0 ∩ N1 un c.p.o., sea
q una condición (N0, N1,P)-genérica y sea G un filtro P-genérico sobre M tal
que q ∈ G. Entonces existe h̄ ∈ M [G] tal que h̄ : N0[G] −→ N1[G] es un
isomorfismo que extiende a h y h̄(G) = G.

Demostración: Todo x ∈ N0[G] es de la forma x = σG, con σ ∈ NP
0 .

Supongamos que σG = τG, para otro τ ∈ NP
0 . Entonces existe r ∈ P tal que

r ⊩ σ = τ . Podemos tomarlo r ∈ N0. Por otra parte sabemos que en M [G]
se cumple que

∧
r ∈ N0 ∩ P(r ∈ G ↔ h(r) ∈ G), luego h(r) ∈ G, y claramente

h(r) ⊩ h(σ) = h(τ), luego concluimos que h(σ)G = h(τ)G.

Esto nos permite definir h̄ : N0[G] −→ N1[G] mediante h̄(σG) = h(σ)G, y es
fácil ver que es un isomorfismo cuyo inverso es h−1. Además, como h(Γ) = Γ,
es claro que h̄(G) = G. También es claro que h̄ ∈M [G].

Ahora ya podemos introducir la propiedad que vamos a estudiar en esta
sección:

Definición 11.37 Si µ ≥ ℵ2 es un cardinal regular, diremos que un c.p.o. P
es µ-propio sobre isomorfismos si para todo cardinal regular κ suficientemente
grande, cuando N0, N1 ≺ H(κ) son submodelos elementales numerables en
situación normal,6 x, P ∈ N0∩N1 y p ∈ N0∩P, existe una condición (N0, N1,P)-
genérica q ≤ p.

Observemos que todo c.p.o. µ-propio sobre isomorfismos es propio. En efecto,
si P cumple la definición de µ-propio sobre isomorfismos, por el teorema 11.14
(con α = 1) basta probar que P cumple la definición de c.p.o. propio para
submodelos elementales N ≺ (H(κ),∈,⊴) tales que µ, P ∈ N , pues el conjunto
de tales submodelos está en DH(κ), y para ello basta aplicar la definición de
c.p.o. µ-propio sobre isomorfismos con N0 = N1 = N y h igual a la identidad

Veamos la relación con las condiciones de cadena:
5Notemos que la condición b) implica que si q es (N0,P)-genérica, entonces es automáti-

camente (N1,P)-genérica, pues, relativizando a un modelo transitivo M y tomando un filtro
genérico tal que q ∈ G, para todo D ∈ N1 predenso en P se cumple que h−1(D) ∈ N0 es
predenso en P, luego existe r ∈ h−1(D) ∩ N0 ∩ G, luego, por b), h(r) ∈ D ∩ N1 ∩ G, y esto
implica que q es (N1,P)-genérica.

6Respecto de cualquier buen orden prefijado en H(κ).
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Teorema 11.38 Sea µ un cardinal regular tal que νℵ0 < µ para todo ν < µ.
Entonces todo c.p.o. separativo y µ-propio sobre isomorfismos cumple la c.c.µ.

Demostración: Sea P un c.p.o. µ-propio sobre isomorfismos y supongamos
que {pα}α<µ es una anticadena en P. Fijemos un cardinal regular κ tal que
P ∈ H(κ) y tomemos submodelos elementales numerables Nα ≺ H(κ) tales que
µ, pα ∈ Nα.

Observemos que ℵ1 y µ cumplen las hipótesis del lema de los sistemas ∆
(teorema [TC 5.12]), luego la familia {Nα | α < µ} contiene un sistema ∆ de
cardinal µ. Equivalentemente, pasando a una subfamilia, podemos suponer que
existe un K tal que7 Nα ∩Nβ = K para todo α, β < µ. El mismo argumento
aplicado a la familia {Nα ∩ µ}α<µ, y pasando nuevamente a una subfamilia si
es preciso, podemos suponer que existe un A tal que Nα ∩ Nβ ∩ µ = A, para
todo α, β < µ.

Consideremos ahora un lenguaje formal L que resulte de añadir al lenguaje
de la teoría de conjuntos una constante para cada elemento de K y una cons-
tante adicional c, y consideremos a cada Nα como modelo de L interpretando
c como pα y las demás constantes como los elementos de K correspondientes.
Es claro que un conjunto numerable fijo se puede dotar de a lo sumo 2ℵ0 es-
tructuras de modelo de L, luego existen a lo sumo 2ℵ0 < µ clases de isomorfía
de modelos numerables de L. Por lo tanto, restringiendo aún más la familia
podemos suponer que todos los modelos Nα son isomorfos como modelos de L,
es decir, que existen isomorfismos de modelos hαβ : Nα −→ Nβ que restringidos
a K son la identidad y hαβ(pα) = pβ .

Sea γ < µ una cota superior de A. Si el conjunto {α < µ | Nα∩ (γ \A) ̸= ∅}
tuviera cardinal µ, podríamos encontrar un elemento de γ \ A que estaría en
Nα para µ valores distintos de α, en particular para dos de ellos, en contra de
que A es la raíz del sistema ∆. Por lo tanto, restringiendo la familia podemos
suponer que todos los elementos de Nα \ A son mayores que γ, en particular
mayores que todos los elementos de A. En particular, si llamamos B = N0 ∩ µ,
tenemos que A < B.

Razonando análogamente con una cota de B obtenemos que, para cierto
valor de α > 0 (y reordenando podemos suponer α = 1, se cumple que si
llamamos C = N1 ∩ µ, entonces A < B < C. Por lo tanto, N0 y N1 están en
situación normal con un isomorfismo h = h01 que además cumple h(p0) = p1.

Ahora usamos que P es µ-propio sobre isomorfismos, lo que nos da una
condición (N0, N1,P)-genérica q ≤ p0. Como q ⊩ p̌0 ∈ Γ, también q ⊩ ȟ(p̌0) ∈ Γ,
luego q ⊩ p̌1 ∈ Γ y, como P es separativo, resulta que q ≤ p1, en contradicción
con que p0 ⊥ p1.

En general, no todo c.p.o. con la c.c.µ es µ-propio sobre isomorfismos, pero
si lo son los c.p.o.s que cumplen una propiedad más fuerte:

7Notemos que si el cardinal de {Nα | α < µ} fuera menor que µ, podríamos tomar una
subfamilia con todos los Nα iguales, que cumpliría trivialmente la misma conclusión.
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Teorema 11.39 Si µ ≥ ℵ2 es un cardinal regular y P es un c.p.o. propio tal
que |P| < µ, entonces P es µ-propio sobre isomorfismos.

Demostración: Sea κ > µ un cardinal regular suficientemente grande
(para que cumpla con P la definición de c.p.o. propio) tal que P ∈ H(κ). Con-
sideramos dos submodelos elementales numerables N0, N1 ⪯ H(κ) en situación
normal de modo que P ∈ N0 ∩N1 y una condición p ∈ N0 ∩ P.

Sea ξ = |P| ∈ N0 ∩N1 y sea g : ξ −→ P la menor biyección respecto al orden
prefijado ⊴. El hecho de que podamos determinar g mediante ⊴ se traduce en
que g ∈ N0 ∩N1. Como ξ ∈ N0 ∩N1 ∩ µ tenemos que N0 ∩ ξ = N1 ∩ ξ. Por lo
tanto, aplicando g, resulta que N0 ∩ P = N1 ∩ P ⊂ N0 ∩N1 y el isomorfismo h
es la identidad en N0 ∩ P. Por lo tanto, si q ≤ p es cualquier condición (N0,P)-
genérica, sucede que es también (N0, N1,P)-genérica, pues cumple trivialmente
la condición b), luego también es (N1,P)-genérica.

La prueba del teorema anterior ilustra el interés de considerar un buen orden
enH(κ): nos permite asegurar que una elección arbitraria a partir de parámetros
que están en los dos modelos N0 y N1 puede tomarse de modo que esté también
en los dos modelos.

El teorema 11.38 implica en particular que todo c.p.o. ℵ2-propio sobre iso-
morfismos cumple la c.c.ℵ2. Veamos que podemos afirmar un poco más:

Teorema 11.40 Si 2ℵ0 = ℵ1 y P es un c.p.o. ℵ2-propio sobre isomorfismos,
entonces 1l ⊩ 2ℵ0 = ℵ1.

Demostración: Relativizamos la prueba a un modelo transitivo numerable
M de ZFC. Si el resultado es falso, existen un p ∈ P y un σ ∈ MP tales que
p ⊩ σ : ω2 −→ Pω inyectiva. Sea κ > ℵ2 suficientemente grande tal que
P ∈ H(κ). Para cada α < ω2 sea Nα ≺ H(κ) numerable tal que α, P, σ ∈ Nα.

Como ℵ1 y ℵ2 cumplen las hipótesis del lema de los sistemas ∆ (teorema 5.12),
existe I ⊂ ω2 de cardinal ℵ2 tal que la subfamilia {Nα}α∈I es un sistema ∆ de
raíz K. Razonando igualmente con {Nα∩ω2}α∈I y restringiendo I si es preciso,
podemos suponer que esta familia también es un sistema ∆, de raíz A.

Consideramos a cada Nα como modelo del lenguaje formal que resulta de
añadirle al lenguaje de ZFC un relator diádico que se interpreta como el buen
orden que presuponemos en H(κ), una constante que se interpreta como α y un
conjunto numerable de constantes que se interpretan como los elementos de K.
Como a lo sumo hay 2ℵ0 = ℵ1 clases de isomorfía de modelos numerables de
dicho lenguaje (basta considerar modelos con universo ω), restringiendo aún
más el conjunto I podemos suponer que todos los modelos {Nα}α∈I son iso-
morfos, con isomorfismos hαβ : Nα −→ Nβ que se restringen a la identidad en
la intersección K = Nα ∩Nβ y que cumplen que hαβ(α) = β.

El mismo argumento empleado en la prueba del 11.38 nos permite seleccionar
α < β < ω2 de modo que hαβ : Nα −→ Nβ cumpla todos los requisitos de la
definición de situación normal. Por simplificar, pasamos a llamar N0 y N1 a
estos dos modelos, de modo que están en situación normal respecto de ω2 y el
isomorfismo h : N0 −→ N1 cumple h(α) = β > α.
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Por hipótesis podemos tomar una condición (N0, N1,P)-genérica q ≤ p. Sea
G un filtro P-genérico sobre M tal que q ∈ G. Entonces, en M [G] podemos
considerar f = σG ∈ N0[G]∩N1[G], de modo que f : ω2 −→ Pω inyectiva, pero
también tenemos que h se extiende a un isomorfismo h : N0[G] −→ N1[G] que
deja invariante a G, por lo que h(f) = h(σG) = h(σ)G = σG = f .

Observemos que h es la identidad en N0[G] ∩ Pω, pues si a ∈ N0[G] ∩ Pω y
n ∈ a, entonces n = h(n) ∈ h(a), mientras que si n ∈ ω \a, entonces n = h(n) /∈
h(a), luego a = h(a). Por consiguiente, f(α) = h(f(α)) = h(f)(h(α)) = f(β),
en contradicción con la inyectividad de f .

Veamos ahora que la propiedad de ser µ-propio sobre isomorfismos, a dife-
rencia de las condiciones de cadena, se conserva por iteraciones con soportes
numerables. Empezamos generalizando el teorema 11.16:

Teorema 11.41 Sea P un c.p.o. y π un nombre para un c.p.o. Sea R = P ∗ π,
sean ℵ2 ≤ µ < κ cardinales regulares, sean N0, N1 ≺ H(κ) en situación normal
respecto a µ de modo que R ∈ N0 ∩N1. Entonces una condición (p, σ) ∈ R es
(N0, N1,R)-genérica si y sólo si:

a) p es (N0, N1,P)-genérica y

b) p ⊩ σ es (Ň0[Γ], Ň1[Γ], π)-genérica.

Demostración: Basta probar la relativización del teorema a un modelo
transitivo numerable M de ZFC. Llamemos h : N0 −→ N1 al isomorfismo que
prueba que N0 y N1 están en situación normal. Observemos que si G es un
filtro P-genérico sobre M tal que p ∈ G, entonces el teorema 11.36 nos da un
isomorfismo h̄ : N0[G] −→ N1[G] que extiende a h y tal que h̄(G) = G. Además
por 11.3 tenemos que N0[G], N1[G] ≺ H(κ)M [G]. Si p es (N0,P)-genérica y
(N1,P), genérica, entonces el filtro G es (N0,P)-genérico y (N1, G)-genérico,
luego las extensiones N0[G] y N1[G] se colapsan a extensiones genéricas de los
colapsos de N0 y N1, respectivamente. Usando que las extensiones genéricas
no añaden ordinales concluimos inmediatamente que N0[G] y N1[G] están en
situación normal respecto de µ, lo cual da sentido a la propiedad b) supuesto
que se cumple a).

Supongamos ahora que se cumplen a) y b). Por 11.16 tenemos que (p, σ) es
(N0,R)-genérica y (N1,R)-genérica. Ahora tomamos un filtro R-genérico sobre
M que contenga a (p, σ), que será de la forma G ∗ H, donde G es un filtro
P-genérico sobre M tal que p ∈ G y H es un filtro Q-genérico sobre M [G],
donde Q = πG, tal que σG ∈ H. Por b) tenemos que la condición σG es
(N0[G], N1[G],Q)-genérica y por

Ahora tomamos (r, τ) ∈ R ∩ N0. Si (r, τ) ∈ G ∗ H entonces r ∈ G, luego
por a) tenemos que h(r) ∈ G. Por otra parte τG ∈ H, luego por b) tenemos que
h̄(τG) = h(τ)G ∈ H, luego h(r, τ) ∈ G ∗H, e igualmente se prueba la inclusión
opuesta, luego (p, σ) es (N0, N1,R)-genérica.
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Supongamos ahora que (p, σ) es (N0, N1,R)-genérica. Entonces, por 11.16
tenemos que p es (N0,P)-genérica y (N1,P)-genérica y que

p ⊩ σ es (Ň0[Γ], π)-genérica y (Ň1[Γ], π)-genérica.

Sea G un filtro P-genérico sobre M tal que p ∈ G y sea r ∈ N0 ∩ P∩G. Sea
Q = πG y sea H un filtro Q-genérico sobre M [G] tal que σG ∈ H. Entonces
tenemos que (r, 1lπ) ∈ N0 ∩R ∩ (G ∗H), luego por la hipótesis sobre (p, σ), que
está en G ∗H, resulta que (h(r), 1lπ) ∈ G ∗H, luego h(r) ∈ G, e igualmente se
prueba la implicación contraria, de modo que se cumple a).

Para probar b) tomamos un filtro P-genérico sobre M tal que p ∈ G, con lo
que sabemos que σG es (N0[G],Q)-genérica y (N1[G],Q)-genérica, donde Q =
πG. Consideramos la extensión h̄ : N0[G] −→ N1[G], con la que ambos modelos
están en situación normal respecto de µ. Ahora fijamos un filtro Q-genérico
sobre M [G] tal que σG ∈ H, y tomamos τG ∈ N0[G] ∩ Q ∩ H. No perdemos
generalidad si suponemos que τ ∈ π̂∩N0, de modo que (1l, τ) ∈ N0∩R∩(G∗H),
luego por hipótesis, como (p, σ) ∈ G ∗ H, resulta que h(1l, τ) ∈ G ∗ H, luego
h̄(τG) = h(τ)G ∈ H. Igualmente se prueba la implicación contraria, luego se
cumple b).

La prueba del teorema siguiente es idéntica a la de 11.17 usando el teorema
anterior en lugar de 11.16:

Teorema 11.42 Sea P un c.p.o. µ-propio sobre isomorfismos para cierto cardi-
nal µ y sea π un nombre para un c.p.o. tal que 1l ⊩ π es µ̌-propio sobre isomor-
fismos. Sea R = P ∗ π, sea ϕ : R −→ P la proyección dada por ϕ(p, σ) = p y sea
i : P −→ R la inmersión completa dada por i(p) = (p, 1l). Sea κ > µ un cardinal
regular suficientemente grande y sean N0, N1 ≺ H(κ) submodelos elementa-
les numerables en situación normal respecto de µ de modo que R ∈ N0 ∩ N1.
Supongamos que p ∈ P es (N0, N1,P)-genérica y sea σ ∈ V P tal que

p ⊩ σ ∈ Ň0 ∩ Ř ∧ ϕ(σ) ∈ Γ.

Entonces existe τ ∈ π̂ tal que (p, τ) es (N0, N1,R)-genérico y (p, τ) ⊩ i(σ) ∈ Γ.

Igualmente, la prueba de 11.18 se adapta trivialmente para probar:

Teorema 11.43 Sea P un c.p.o. separativo µ-propio sobre isomorfismos y sea
π un nombre para un c.p.o. tal que 1l ⊩ π es separativo y µ̌-propio para isomor-
fismos. Entonces P ∗ π es separativo y µ̌-propio para isomorfismos.

Pasamos ahora al resultado análogo a 11.20:

Teorema 11.44 Sea µ ≥ ℵ2 un cardinal regular y ({Pδ}δ≤γ , {πδ}δ<γ) una ite-
ración de preórdenes con soportes numerables de longitud γ < µ de modo que,
para cada δ < γ, Pδ sea separativo y µ-propio sobre isomorfismos8 y 1lPδ

⊩ πδ

8Una vez probado el teorema 11.45 la hipótesis de que Pδ sea separativo y µ-propio sobre
isomorfismos puede eliminarse.
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es separativo y µ̌-propio sobre isomorfismos, sea κ un cardinal suficientemente
grande y N0, N1 ≺ H(κ) numerables en situación normal respecto de µ y tales
que γ, Pγ ∈ N0 ∩N1. Sea γ0 ∈ γ ∩N0 y q0 ∈ Pγ0 una condición (N0, N1,Pγ0)-
genérica. Entonces, si σ0 ∈ V Pγ0 cumple que

q0 ⊩ σ0 ∈ P̌γ ∩ Ň0 ∧ σ0|γ̌0 ∈ Γ,

existe una condición (N0, N1,Pγ)-genérica q tal que q|γ0 = q0 y q ⊩ iγ0γ(σ0) ∈ Γ.

Demostración: Por brevedad vamos a indicar únicamente las variantes
no triviales respecto de la demostración de 11.20. Como pauta general, basta
sustituir N por N0 y “(N,P)-genérica” por “(N0, N1,P)-genérica”.

Razonamos igualmente por inducción sobre γ. El caso γ = 0 es trivial y el
caso γ = δ+1 se adapta trivialmente (notemos que se cumple que δ ∈ N0 ∩N1,
y esto permite aplicar la hipótesis de inducción). En el caso δ = γ0 usamos el
teorema 11.42.

En el caso en que γ es un ordinal límite empezamos observando que, por la
definición de situación normal, se cumple

γ ∩N0 = γ ∩N1 = γ ∩N0 ∩N1,

pues γ ∈ µ ∩ N0 ∩ N1 es menor que cualquier ordinal de µ ∩ (N0 \ N1) o de
µ∩ (N1 \N0). Esta observación nos permite tomar la sucesión {γn}n∈ω tal que
γn ∈ γ∩N0∩N1. Esto es necesario para poder aplicar la hipótesis de inducción
a los γn.

Tomamos igualmente una enumeración {Dn}n∈ω de los subconjuntos densos
de Pγ pertenecientes a N0 y construimos las sucesiones {qn}n∈ω y {σn}n∈ω en
las mismas condiciones (con N0 en lugar de N).

El mismo argumento prueba que la condición q es (N0,Pγ)-genérica. Para
probar que es (N0, N1,Pγ)-genérica basta probar la condición b) de la definición
(y eso ya implica que q es (N1,Pγ)-genérica). Para ello (trabajando en un modelo
numerable M) tenemos que probar que

q ⊩
∧
r ∈ Ň0 ∩ P̌γ(r ∈ Γ↔ ȟ(r) ∈ Γ).

Probamos la implicación→, pues la otra es análoga. En caso contrario existe
un filtro genérico tal que q ∈ G, pero existe r ∈ N0 ∩ Pγ ∩G tal que h(r) /∈ G.
Sea q′ ≤ q tal que q′ ⊩ ř ∈ Γ ∧ ȟ(ř) /∈ Γ y cambiemos G por otro filtro que
cumpla q′ ∈ G.

Entonces r ∈ N0 ∩ Pγ ∩ G, luego r|γn ∈ N0 ∩ Pγn ∩ Gγn y, puesto que
qn ∈ Gγn es (N0, N1,Pγn)-genérica, se cumple que h(r)|γn ∈ Gγn . Si llamamos
r∗n = iγnγ(h(r)|γn), tenemos que r∗n ∈ G, luego q′ ⊩ ř∗n ∈ Γ, luego q′ ≤ r∗n, y
esto implica que q′ ≤ iγ̄γ(h(r)|γ̄). Ahora bien, como h(r) ∈ N1, tenemos que
soph(r) ⊂ N1 ∩ γ ⊂ γ̄, luego iγ̄γ(h(r)|γ̄) = h(r) y resulta que q′ ≤ h(r), luego
h(r) ∈ G, contradicción.

El resto de las comprobaciones y la construcción de las dos sucesiones re-
queridas resultan de adaptar trivialmente los argumentos de 11.20.
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Ahora la primera parte de la prueba de 11.21 se adapta trivialmente para
concluir:

Teorema 11.45 Sea µ ≥ ℵ2 un cardinal regular y ({Pδ}δ≤γ , {πδ}δ<γ) una ite-
ración de preórdenes con soportes numerables de longitud γ < µ de modo que,
para cada δ < γ, se cumple que 1lPδ

⊩ πδ es separativo y µ̌-propio sobre isomor-
fismos, entonces cada Pδ es separativo y µ-propio sobre isomorfismos.

Por último, para concluir que Pγ cumple la c.c.µ no es necesario exigir γ < µ:

Teorema 11.46 Sea µ ≥ ℵ2 un cardinal regular tal que νℵ0 < µ para cada
ν < µ y ({Pδ}δ≤γ , {πδ}δ<γ) una iteración de preórdenes con soportes numerables
tal que, para cada δ < γ, se cumple que 1lPδ

⊩ πδ es separativo y µ̌-propio sobre
isomorfismos, entonces Pγ cumple la c.c.µ.

Demostración: Sea {pϵ}ϵ<µ una familia de condiciones de Pγ . El conjunto
E = {λ < µ | cf λ > ℵ0} es estacionario en µ y la función f : E −→ µ dada por
f(λ) = sup(λ ∩ sop pλ) cumple f(λ) < λ.

Por el teorema de Fodor [TC 6.15] existe E0 ⊂ E estacionario en µ tal que
f |E0 toma un valor constante γ0 < µ. Restringiendo la familia dada, podemos
suponer que sop pϵ ⊂ γ0, para todo ϵ < µ.

Si {sop pϵ | ϵ < µ} tiene cardinal < µ, entonces restringiendo aún más la
familia podemos suponer que todos los soportes son iguales, y en caso contra-
rio podemos aplicar el lema de los sistemas ∆ (teorema 5.12) y exigir que la
familia de soportes sea cuasidisjunta de raíz r ⊂ γ0 (cosa que también sucede
en el primer caso). Por el teorema anterior Pγ0 es separativo y µ-propio sobre
isomorfismos, y por 11.38 cumple la c.c.µ, luego existen ϵ < ϵ′ < µ tales que
¬pϵ|γ0 ⊥ pϵ′ |γ0 y por 7.23 f) esto implica que ¬pϵ ⊥ pϵ′ .

11.6 Acotación de ωω.

Estudiamos ahora una propiedad más débil que la conservación de Pω.

Definición 11.47 Si f , g ∈ ωω, diremos que g acota a f , y lo representaremos
por f ≤ g, si

∧
n ∈ ω f(n) ≤ g(n) (y análogamente f < g significará que∧

n ∈ ω f(n) < g(n)). Similarmente, diremos que g acota finalmente a f , y lo
representaremos por f ≤∗ g, si

∨
k ∈ ω

∧
n ≥ k f(n) ≤ g(n) (y análogamente se

define f <∗ g).

Una observación elemental es que si F ⊂ ωω es numerable, entonces existe
g ∈ ωω que acota finalmente a todos los elementos de F . En efecto, basta
enumerar F = {fn | n ∈ ω} y definir g(n) = máx

k≤n
fk(n).

Diremos que un c.p.o. P acota a ωω si

1l ⊩
∧
f ∈ ωω

∨
g ∈ ωω ∩ V̌ f <∗ g.
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Equivalentemente, si P está en un modelo transitivo numerable M de ZFC y
G es un filtro P-genérico sobre M , se cumple que P acota a ωω si y sólo si toda
f ∈ (ωω)M [G] está acotada por una g ∈ (ωω)M . Notemos que en la definición es
equivalente exigir f <∗ g, f ≤∗ g, f < g o f ≤ g.

Como en otros casos, el resultado principal que queremos obtener es que la
propiedad de ser un c.p.o. propio que acota ωω se conserva por iteraciones con
soportes numerables. Necesitamos algunos conceptos auxiliares:

Si P es un c.p.o. y ϕ ∈ V P cumple que 1l ⊩ ϕ ∈ ωω, diremos que una sucesión
decreciente {pn}n∈ω de condiciones interpreta ϕ como una función f ∈ ωω si∧
n ∈ ω pn ⊩ ϕ|ň = f̌ |ň.

Notemos que ϕ tiene a lo sumo una interpretación respecto de una sucesión
{pn}n∈ω, pues si f y g son dos interpretaciones distintas de ϕ, existirá un n ∈ ω
tal que f(n) ̸= g(n), pero pn+1 ⊩ f̌(ň) = ǧ(ň), lo cual es imposible. Por lo
tanto podemos escribir f = int({pn}n∈ω, ϕ).

Si una sucesión {pn}n∈ω interpreta un nombre ϕ, diremos que respeta una
función g ∈ ωω si int({pn}n∈ω, ϕ) < g.

Teorema 11.48 Sea P un c.p.o. que acote ωω, sea ϕ ∈ V P tal que 1l ⊩ ϕ ∈ ωω,
sea κ un cardinal regular, sea N ≺ H(κ) numerable tal que P, ϕ ∈ N y su-
pongamos que g ∈ ωω acota finalmente a ωω ∩ N y que {pn}n∈ω ∈ N es una
sucesión decreciente de condiciones que interpreta ϕ y respeta g. Entonces exis-
ten p ∈ P ∩N y h ∈ N , h < g tales que p ⊩ ϕ ≤ ȟ, con lo que p ⊩ ϕ < ǧ.

Demostración: Trabajamos en N . Sea f = int({pn}n∈ω, ϕ). Notemos que
f ∈ N y estamos suponiendo que f < g. Para cada n ∈ ω, elegimos p′n ∈ P∩N ,
p′n ≤ pn tal que

a) Existe hn ∈ ωω ∩N tal que p′n ⊩ ϕ ≤ ȟn,

b) hn|n = f |n.

Notemos que a) es posible porque P acota a ωω y b) es posible porque
pn ⊩ ϕ|ň = f̌ |ň. La elección puede realizarse en N , de modo que se cumple
{p′n}n∈ω, {hn}n∈ω ∈ N . Ahora definimos u ∈ ωω mediante u(n) = máx

i≤n
hi(n).

Caramente u ∈ N , luego u <∗ g, digamos que
∧
n ≥ l u(n) < g(n). De aquí

podemos deducir que hl < g. En efecto, si i < l, entonces hl(i) = f(i) < g(i),
mientras que si i ≥ l entonces hl(i) ≤ u(i) < g(i).

Finalmente observamos que p = p′l y h = hl cumplen lo requerido.

A partir de aquí consideramos una iteración ({Pδ}δ≤γ , {πδ}δ<γ) en un mo-
delo transitivo numerable M de ZFC, fijamos ordinales α ≤ β < γ y llamamos
Gα a un filtro Pα-genérico sobre M . En M [Gα] consideramos los c.p.o.s Pβ/Gα
y Pγ/Gα, donde, según vimos al final de la sección 7.2,

Pγ/Gα = {p ∈ Pγ | p|α ∈ Gα}.
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Consideremos ϕ ∈ MPγ tal que 1l ⊩ ϕ ∈ ωω. A partir de él podemos
formar el nombre ϕ̄ que se corresponde con ϕ a través de la inmersión densa
i : Pγ −→ Pα ∗ (Pγ/Γα) dada por 7.29, y a su vez el Pα-nombre ϕγΓα

= ϕ̄∗

dado por 7.11. Llamaremos ϕγGα
= (ϕγΓα

)Gα ∈ MPγ/Gα . De este modo, si Gγ
es cualquier filtro Pγ/Gα-genérico sobre M [Gα] (luego Pγ-genérico sobre M),
entonces (ϕγGα

)Gγ
= ϕGγ

. En particular, 1lPγ/Gα
⊩ ϕγGα

∈ ωω.

Sea Gβ un filtro Pβ/Gα-genérico sobre M [Gα] (con lo que i−1
αβ [Gβ ] = Gα)

y sea r = {rn}n∈ω ∈ M [Gα] una sucesión decreciente en Pγ/Gα que inter-
prete a ϕγGα

. Vamos a definir recurrentemente una sucesión decreciente s(r) =
{sn}n∈ω ∈ M [Gβ ] de condiciones de Pγ/Gβ que interprete a ϕγGβ

. Concreta-
mente:

a) Si rn|β ∈ Gβ tomamos sn = rn,

b) Si rn|β /∈ Gβ entonces definimos sn como una extensión de sn−1 en Pγ/Gβ
que determine el valor de ϕγGβ

|ň.

La condición b) significa que existe un tn ∈ nω tal que sn ⊩ ϕγGβ
|ň = ťn.

Notemos que si se da la condición a) para un n, se da también para todos los
anteriores. En particular, si todos los rn|β ∈ Gβ , entonces {sn}n∈ω = {rn}n∈ω.

Como la construcción se hace en M [Gβ ], tenemos que {tn}n∈ω ∈ M [Gβ ] y
como sn+1 ≤ sn, sn+1 ⊩ ťn+1|ň = ťn, luego tn+1|n = tn, luego podemos definir
f =

⋃
n∈ω

tn ∈ (ωω)M [Gβ ] de modo que {sn}n∈ω interpreta ϕγGβ
como f .

Las elecciones que requiere el apartado b) pueden hacerse respecto de un
buen orden prefijado R de Pγ en M , con lo que podemos definir un nombre
δβ(r, ϕ) ∈ M [Gα]

Pβ/Gα de modo que 1lPβ/Gα
fuerce que δβ(r, ϕ) es la sucesión

definida a partir de r, ϕ, Γ y Ř.

Teorema 11.49 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC y en M sea
({Pδ}δ≤γ , {πδ}δ<γ) una iteración de preórdenes. Sean α ≤ β < γ tales que
Pβ acote a ωω, sea Gα un filtro Pα-genérico sobre M y sea ϕ ∈ MPγ tal que
1l ⊩ ϕ ∈ ωω. Supongamos que en M [Gα] se cumple:

a) p ∈ Pγ/Gα y {rn}n∈ω es una sucesión decreciente de condiciones bajo p
de Pγ/Gα que interpreta a ϕγGα

.

b) κ es un cardinal regular y N ≺ H(κ) es un modelo numerable que cumple
Pγ/Gα, β, ϕ, {rn}n∈ω, p ∈ N .

c) g ∈ ωω acota finalmente a ωω ∩N y {rn}n∈ω respeta a g.

Entonces existe s ∈ N ∩ (Pβ/Gα), s ≤ p|β tal que s ⊩ δβ(r, ϕ) respeta a ǧ y
extiende a p̌.
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Demostración: Llamemos δ = δβ(r, ϕ) ∈ MPβ/Gα . Tomemos un nombre
ψ ∈MPβ/Gα tal que9 1l ⊩ ψ = int(δ, (ϕγΓβ

)βGα
). En particular 1l ⊩ ψ ∈ ωω.

Sea pn = rn|β ∈ Pβ/Gα. Vamos a ver que podemos aplicar el teorema
anterior en M [Gα] a Pβ/Gα con la sucesión {pn}n∈ω ∈ N , el nombre ψ y la
función g.

Observemos en primer lugar que Pβ/Gα acota a ωω, pues si Gβ es un fil-
tro Pβ/Gα-genérico sobre M [Gα], entonces también es Pβ-genérico sobre M ,
y M [Gα][Gβ ] = M [Gβ ], luego todo f ∈ ωω ∩M [Gα][Gβ ] está acotado por un
g ∈ ωω ∩M ⊂ ωω ∩M [Gα].

Veamos ahora que {pn}n∈ω interpreta ψ. Concretamente, vamos a ver que
lo interpreta como f = int(r, ϕγGα

) ∈M [Gα]. Para ello fijamos un filtro Pβ/Gα-
genérico sobre M [Gα] tal que pn ∈ Gβ y llamamos h = ψGβ

.

En M [Gβ ] tenemos que rn|β = pn ∈ Gβ , luego rn ∈ Pγ/Gβ y, por definición,
(δGβ

)n = rn. Por tanto en M [Gβ ] se cumple que rn ⊩ ϕγGβ
|ň = ȟ|ň.

Por otra parte, si Gγ es un filtro Pγ/Gβ-genérico sobre M [Gβ ] que cumpla
rn ∈ Gγ , sabemos que también es Pγ-genérico sobre M y Pγ/Gα-genérico sobre
M [Gα], así como que M [Gβ ][Gγ ] = M [Gβ ] = M [Gα][Gγ ]. Por definición de f
tenemos que (ϕγGβ

)Gγ
|n = ϕGγ

|n = (ϕγGα
)Gγ
|n = f |n, luego concluimos que en

M [Gβ ] se cumple que rn ⊩ ϕγGβ
|ň = f̌ |ň. Esto implica que h|n = f |n.

Por consiguiente, en M [Gα] se cumple que pn ⊩ ψ|ň = f̌ |ň, como había que
probar.

La hipótesis de que {rn}n∈ω respeta a g significa que f < g, luego {pn}n∈ω,
que interpreta a ψ como f , también respeta a g. Con esto tenemos comprobadas
todas las hipótesis del teorema anterior, que nos da que existe una condición
s ∈ (Pβ/Gα) ∩N tal que s ⊩ ψ < ǧ, pero esto significa que s ⊩ δβ(r, ϕ) respeta
a ǧ.

Más aún, en la prueba del teorema anterior se ve10 que s ≤ p0 = r0|β ≤ p|β ,
luego s ⊩ δ0 = ř0 ≤ p̌, luego s fuerza que toda la sucesión δβ(r, ϕ) extiende a p.

Teorema 11.50 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC y en M sea
({Pδ}δ≤γ , {πδ}δ<γ) una iteración con soportes numerables de preórdenes propios
y separativos. Sean α < β < γ tales que Pα y Pβ acoten a ωω. Supongamos que
en M se cumple:

9Notemos que ϕ ∈ MPγ , luego ϕγ
Γβ

∈ MPβ , luego (ϕγ
Γβ

)βGα
∈ M [Gα]

Pβ/Gα y tiene la
propiedad de que si Gβ es Pβ/Gα-genérico sobre M [Gα], entonces

((ϕγ
Γβ

)βGα
)Gβ

= (ϕγ
Γβ

)Gβ
= ϕγ

Gβ
∈ M [Gβ ]

Pγ/Gβ ,

que es el nombre al que interpreta δGβ
.

10Con la notación de la prueba es p′l ≤ pl ≤ p0.
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a) ϕ ∈MPγ cumple 1l ⊩ ϕ ∈ ωω.

b) κ es un cardinal regular y N ≺ H(κ) cumple α, β, γ, Pγ , ϕ ∈ N .

c) q0 ∈ Pα es una condición (N,Pα)-genérica.

d) g ∈ ωω acota finalmente a ωω ∩N .

e) π ∈MPα cumple que q0 ⊩ π ∈ Ň ∩ (Pγ/Γα).

f) q0 fuerza que en Ň [Γ] existe una sucesión decreciente de condiciones de
Pγ/Γα bajo π que interpreta a ϕγΓα

y respeta a ǧ.

Entonces existe una condición (N,Pβ)-genérica q1 tal que:

a) q1|α = q0.

b) q1 ⊩ iαβ(π) ∈ Pγ/Γβ.

c) q1 fuerza que en Ň [Γ] existe una sucesión decreciente de condiciones de
Pγ/Γβ bajo iαβ(π) que interpreta a ϕγΓβ

y respeta a ǧ.

Demostración: Sea Gα un filtro Pα-genérico sobre M tal que q0 ∈ Gα.
Por la hipótesis c) tenemos que Gα es un filtro (N,Pα)-genérico, luego podemos
considerar N [Gα] ≺ H(κ)M [Gα] (podemos suponer κ suficientemente grande
para que siga siendo un cardinal regular en M [Gα]). Vamos a comprobar que
podemos aplicar el teorema anterior al modelo N [Gα]. Ciertamente cumple las
hipótesis a) y b) tomando como r = {rn}n∈ω la sucesión dada por la hipótesis f)
del enunciado. Además llamamos p = πGα ∈ N ∩ (Pγ/Gα), que está por encima
de todos los rn.

Como Pα acota a ωω (y esto se cumple también en N), todo elemento de
ωω∩N [Gα] está finalmente acotado por un elemento de ωω∩N y, en particular,
por g. (Aquí hay que tener en cuenta que el colapso transitivo de N [Gα] es una
extensión genérica del colapso transitivo de N .) Esto completa la comprobación
de que se cumplen las hipótesis del teorema anterior.

Concluimos que existe una condición s ∈ N [Gα] ∩ (Pβ/Gα) tal que s ≤ p|β
y s fuerza que la sucesión δβ(r, ϕ) respeta a ǧ y extiende a p̌.

Observemos que en realidad s ∈ N , pues podemos tomar una biyección
f : |Pβ | −→ Pβ tal que f ∈ N , con lo que existe un δ ∈ N [Gα] tal que f(δ) = s
y, como N y N [Gα] tienen los mismos ordinales, de hecho δ ∈ N y s = f(δ) ∈ N .

Pongamos que s = σ0Gα , donde q0 fuerza que σ0 tiene las propiedades ante-
riores, es decir, que σ0 ∈ Ň ∩ Pβ/Γα ∧ σ ≤ π|β̌ y que existe una sucesión r en
las condiciones de la hipótesis f) de modo que además11

σ0 ⊩ δβ̌(r, ϕ̌) respeta a ˇ̌g y extiende a π̌.

11En ˇ̌g hay que entender que ǧ ∈ MPα y el siguiente ˇ (al igual que el de ϕ̌) representa al
nombre canónico respecto de Pβ/Γα.
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Ahora aplicamos el teorema 11.20 (tomando como γ de 11.20 el ordinal
que aquí llamamos β y γ0 = α). Obtenemos entonces una condición (N,Pβ)-
genérica q1 tal que q1|α = q0 y q1 ⊩ iαβ(σ0) ∈ Γ. Vamos a probar que q1 cumple
lo requerido. Para ello fijamos un filtro Pβ-genérico sobre M tal que q1 ∈ Gβ
y llamamos Gα = i−1

αβ [Gβ ], de modo que q0 ∈ Gα, luego q1 ∈ Pβ/Gα y Gβ es
también Pβ/Gα-genérico sobre M [Gα].

Llamamos p = πGα
∈ N ∩ Pγ/Gα y s = σ0Gα

∈ N ∩ (Pβ/Gα) (más aún,
s = iαβ(σ0)Gβ

∈ Gβ) de modo que se siguen cumpliendo todos los hechos que
teníamos antes: s ≤ p|β (luego p|β ∈ Gβ , luego p ∈ Pγ/Gβ , y con esto ya
tenemos que q1 ⊩ iαβ(π) ∈ Pγ/Γβ , como había que probar), existe una sucesión
r = {rn}n∈ω en N [Gα] ∩ (Pγ/Gα) que extiende a p, interpreta a ϕγGα

y respeta
a g, y además la sucesión {sn}n∈ω ∈ Pγ/Gβ construida a partir de {rn}n∈ω y ϕ
también extiende a p, interpreta a ϕγGβ

(por construcción) y respeta a g.

Ahora ya podemos probar la conservación de la acotación de ωω:

Teorema 11.51 Si ({Pδ}δ≤γ , {πδ}δ<γ) una iteración con soportes numerables
de preórdenes propios y separativos que acotan ωω, entonces cada Pδ acota ωω.

Demostración: Basta probar la relativización del teorema a un modelo
transitivo numerable M de ZFC. Razonamos por inducción sobre δ. Para δ = 0
es trivial. Si Pδ acota ωω es claro que lo mismo vale para Pδ+1

∼= Pδ ∗πδ, pues si
G∗H es un filtro Pδ ∗πδ-genérico sobre M tenemos que M [G∗H] =M [G][H] y
sabemos que tanto Pδ (por hipótesis de inducción) como (πδ)G (por hipótesis)
acotan ωω, luego todo f ∈ ωω∩M [G∗H] está acotado por una función en M [G]
que a su vez está acotada por una función en M .

Consideremos, pues, el caso de un ordinal límite. No perdemos generalidad
si suponemos que es el propio γ. Fijamos ϕ ∈ MPγ tal que 1l ⊩ ϕ ∈ ωω y una
condición p0 ∈ Pγ , y hemos de encontrar g ∈ ωω ∩M y p ≤ p0 de modo que
p ⊩ ϕ < ǧ. (Así, el conjunto de las condiciones p que cumplen esto para cierta
g es denso y corta a todo filtro genérico.)

Fijemos un cardinal regularM κ suficientemente grande y sea N ≺ H(κ)M

numerable tal que γ, Pγ , ϕ, p0 ∈ N . Sea {γn}n∈ω una sucesión cofinal creciente
en γ∗ = N ∩ γ. Podemos suponer que γ0 = 0. Sea r = {rn}n∈ω una sucesión
decreciente de condiciones de Pγ tal que r0 = p0 y que interprete a ϕ como una
cierta f∗ ∈ ωω∩M . Podemos exigir que r, f∗ ∈ N . Sea g ∈ ωω∩M una función
que acote finalmente a ωω∩N y tal que f∗ < g. Basta encontrar q ≤ p0 tal que
p ⊩ ϕ < ǧ.

Para ello vamos a construir recurrentemente sucesiones {qn}n∈ω y {πn}n∈ω
de modo que qn ∈ Pγn , πn ∈MPγn y se cumplan las propiedades siguientes:

a) q0 = 1l, qn es (N,Pγn)-genérica y qn+1|γn = qn.

b) π0 = p̌0 y qn ⊩ πn ∈ Ň ∩ (P̌γ/Γγn) ∧ πn ≤ iγn−1γn(πn−1).

c) qn ⊩ πn determina a ϕγΓγn
|ň y πn ⊩ ϕγΓγn

|ň < ˇ̌g|ň.
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d) qn fuerza que en Ň [Γ] existe una sucesión decreciente de condiciones de
Pγ/Γγn bajo πn que interpreta ϕγΓγn

y respeta ǧ.

Admitiendo que existan estas sucesiones, basta tomar q∗ =
⋃
n∈ω

qn ∈ Pγ∗ y

q = iγ∗γ(q
∗) ∈ Pγ . En efecto, si G es un filtro Pγ-genérico sobre M tal que

q ∈ G, entonces qn = q|γn ∈ Gγn y podemos considerar pn = (πn)Gγn
∈ Pγ , que

forman una sucesión decreciente (en la que p0 es la condición de la que hemos
partido). Además, pn|γn ∈ Gγn , luego, de hecho, pn|γm ∈ Gγm para todo m ≥ n,
ya que pm|γm ≤ pn|γm , luego pn|γ∗ ∈ Gγ∗ , por 7.26 y, como sop pn ⊂ γ∗, porque
pn ∈ N , de hecho pn ∈ G. En particular esto prueba que q ⊩ p̌0 ∈ Γ, luego
q ≤ p0. La propiedad c) nos da que existe sn ∈ nω tal que pn ⊩ ϕγGγn

|ň = šn y
sn < g|n, lo que a su vez se traduce en que ϕG|n = sn < g|n, luego ϕG < g.

Pasamos a construir las sucesiones requeridas. En primer lugar, teniendo en
cuenta que γ0 = 0, es claro que q0 = 1l y π0 = p̌0 cumplen trivialmente todo lo
necesario. La sucesión que cumple d) es la sucesión r que habíamos tomado.

Supongamos definidos qn y πn. Consideremos un filtro Pγn -genérico sobre
M tal que qn ∈ Gγn . En particular Gγn es (N,Pγn)-genérico. Entonces, por
la propiedad d), en N [Gγn ] existe una sucesión decreciente r = {rn}n∈ω de
condiciones de Pγ/Gγn por debajo de pn = (πn)Gγn

que interpreta a ϕγGγn
y

respeta a g. Definimos pn+1 = rn+1, que determina a ϕγGγn
|n+1, es decir, existe

un v ∈ n+1ω tal que pn+1 ⊩ ϕγGγn
|ň+1 = v̌ y v < g|n+1. Sea π∗

n+1 ∈ MPγn tal
que pn+1 = (π∗

n+1)Gn+1
. Podemos exigir que q0 fuerce que π∗

n+1 es el término
ň+1 de una sucesión r que cumpla la condición d). En particular, tenemos que
q0 ⊩ π∗

n+1 ∈ Ň ∩ (Pγ/Γγn). Llamamos πn+1 = iγnγn+1(π
∗
n+1).

Finalmente aplicamos el teorema anterior a:

α β γ q0 π
γn γn+1 γ qn π∗

n+1

Observemos que la condición f) del teorema anterior se cumple con la su-
cesión que resulta de eliminar los primeros términos a la sucesión dada por la
condición d). Concluimos que existe una condición (N,Pγn+1)-genérica qn+1 que
cumple qn+1|γn = qn así como que qn+1 ⊩ πn+1 ∈ Pγ/Γγn+1

y la propiedad d)
para n+ 1. Tenemos, por lo tanto, que se cumple también a) y, en cuanto a b)
y c), se comprueban inmediatamente tomando un filtro Pγn+1 -genérico usando
que qn y π∗

n+1 cumplen las propiedades análogas.





Capítulo XII

Aplicaciones de las
extensiones propias

En el capítulo anterior hemos explicado que la construcción que hemos visto
en el capítulo VII de un modelo transitivo de ZFC + HS no puede modificarse
ligeramente para obtener un modelo en el que además se cumpla la hipótesis
del continuo, sino que, al ser necesaria una iteración de c.p.o.s con la c.c.n. de
longitud al menos ω2 (para garantizar que colapsamos todo árbol de Suslin que
pueda ir surgiendo durante la iteración), es necesario que en el modelo resultante
se viole la hipótesis del continuo, al menos si tomamos soportes finitos.

El hecho de que la hipótesis del continuo “se resista” a conservarse en un
modelo de HS podría llevarnos a sospechar si no será que 2ℵ0 = ℵ1 → ¬HS. En
[TC 9.14] hemos visto que ♢→ ¬HS, y en [TC 6.36] demostramos ♢→ 2ℵ0 = ℵ1.
Podría ocurrir que en realidad bastara 2ℵ0 = ℵ1 para probar ¬HS. Incluso, a la
vista de [TC 6.37], que afirma que ♢κ+ ↔ 2κ = κ+ siempre que κ > ℵ0, podría
sospecharse que lo mismo vale para κ = ℵ0, es decir, que ♢↔ 2ℵ0 = ℵ1.

Sin embargo, sucede que no es así. Jensen demostró que la hipótesis de Suslin
es consistente con la hipótesis del continuo generalizada. Para ello realizó una
construcción muy complicada cuyo “esqueleto” era una iteración con soportes
numerables. El modelo obtenido por Jensen es, en particular, un modelo de
2ℵ0 = ℵ1 + ¬♢ + HS. Por lo tanto, la hipótesis del continuo no implica por sí
sola ni ♢ ni ¬HS. Aquí vamos a probar este hecho con una simplificación drástica
del argumento de Jensen gracias a los resultados de Shelah sobre extensiones
propias que hemos presentado en el capítulo anterior. Nos ocupamos de ello en
la sección 12.3, pero antes exponemos otras pruebas técnicamente más sencillas.

El lector que quiera compaginar el estudio de estos ejemplos con el de la
teoría del capítulo anterior deberá tener en cuenta que la sección 12.1 sólo
requiere las secciones 11.1 e 11.3 hasta el teorema 11.21, mientras que la sección
12.2 sólo requiere además el teorema 11.26 (que no depende de los anteriores),
así como la sección 11.6.

477
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12.1 Existencia de ℵ2-árboles de Aronszajn
En [TC 9.10] demostramos en ZFC que existen ℵ1-árboles de Aronszajn, y

en [TC 9.12] demostramos que si 2<κ = κ entonces existe un κ+-árbol de Arons-
zajn. En particular, esto demuestra la existencia de un ℵ2-árbol de Aronszajn
a partir de la hipótesis del continuo, 2ℵ0 = ℵ1. Cabe preguntarse si, no obs-
tante, no será posible demostrar igualmente en ZFC la existencia de ℵ2-árboles
de Aronszajn, sin necesidad de la hipótesis del continuo. A este respecto tene-
mos el teorema [CG 2.8], según el cual si no existen ℵ2-árboles de Aronszajn
entonces ℵ2 es débilmente compactoL. Esto sigue dejando abierta la posibilidad
de que la existencia de ℵ2-árboles de Aronszajn sea demostrable en ZFC, pero
nos dice que si queremos probar que no es así, no bastará suponer que ZFC es
consistente, sino que tendremos que suponer, como mínimo, la consistencia de
ZFC más la existencia de un cardinal débilmente compacto. Esto es justo lo
que vamos a demostrar en esta sección:

Teorema 12.1 Si ZFC más la existencia de un cardinal débilmente compacto
es consistente, también lo es ZFC + 2ℵ0 = ℵ2 + no existen ℵ2-árboles de
Aronszajn.

Demostramos primero un resultado auxiliar:

Teorema 12.2 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC + 2ℵ0 > ℵ1,
sea P ∈ M un c.p.o. ℵ1-cerradoM y sea T ∈ M un ℵ2-árbol de AronszajnM .
Entonces

1l ⊩ Ť no tiene caminos.1

Demostración: En caso contrario existen p0 ∈ P y σ ∈MP tales que

p0 ⊩ σ es un camino en Ť .

Vamos a definir dos funciones F : 2<ω −→
⋃
δ<α

Nivδ(T ), para cierto α < ω2,
y S : 2<ω −→ P tales que:

a) F (∅) es la raíz de T y S(∅) = p0.

b)
∧
x ∈ 2<ω S(x) ⊩ F (x) ∈ σ.

c)
∧
xy ∈ 2<ω(x ⊊ y → (S(y) ≤ S(x) ∧ F (x) < F (y))).

d)
∧
xy ∈ 2<ω F (x⌢0) ⊥ F (x⌢1).

Definimos F y G por recursión sobre la longitud de x. La condición a)
determina ambas funciones para x = ∅. Supongamos que F (x) y S(x) están
definidos y veamos cómo definir ambas funciones sobre x⌢0, x⌢1.

Consideremos el conjunto

C = {t ∈ T | F (x) ≤ t ∧
∨
p ∈ P(p ≤ S(x) ∧ p ⊩ ť ∈ σ)} ∈M.

1Notemos que T puede tener cardinal ℵ1 en las extensiones genéricas de M , luego no
podemos decir que 1l fuerza que T sigue siendo un ℵ2-árbol de Aronszajn.
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Como S(x) ≤ p0, es claro que C contiene elementos de altura < ωM2 arbitra-
riamente grande. Si sus elementos fueran comparables dos a dos, determinaría
una rama en T , luego C contiene dos elementos incompatibles. Elegimos cual-
quier par de ellos y los tomamos como F (x⌢0) y F (x⌢1). A su vez, tomamos
como S(x⌢0) y S(x⌢1) las condiciones dadas por la definición de C.

Esto completa la definición de ambas funciones. Como la imagen de F es
numerableM , las alturas de sus elementos están acotadas por un α < ωM2 , tal y
como se exige.

Como P es ℵ1-completoM , para cada x ∈ ω2, existe un px ∈ P de manera
que

∧
n ∈ ω px ≤ F (x|n). En particular px ≤ p0, luego existe un qx ≤ px y un

tx ∈ Nivα(T ) de modo que qx ⊩ ťx ∈ σ.
Si x, y ∈ ω2 son distintos, consideramos el mínimo n ∈ ω tal que x|n ̸= y|n.

Entonces F (x|n) ⊥ F (y|n).
Como qx ≤ px ≤ S(x|n), tenemos que qx ⊩ F (x|n) ∈ σ, y es claro entonces

que F (x|n) ≤ tx (porque la altura de F (x|n) es menor que α, que es la altura
de tx). Igualmente F (y|n) ≤ ty, luego tx ̸= ty. Así pues Nivα(T ) contiene al
menos (2ℵ0)M > ℵM1 , en contradicción con que T es un ℵ2-árbolM .

Para demostrar 12.1 partimos de un modelo transitivo numerable M de ZFC
en el que exista un cardinal débilmente compacto κ, y vamos a definir recurren-
temente una iteración de c.p.o.s ({Pα}α≤κ, {πα}α<κ) con soportes numerables.

Supuesto definido ({Pα}α≤β , {πα}α<β), distinguimos dos casos, según que
β = 2γ o β = 2γ + 1.

Si β = 2γ definimos πβ de modo que 1lPβ
⊩ πβ = Fn(ω1, ω2,ℵ1). Como este

c.p.o. es ℵ1-cerrado, se cumple que 1lPβ
⊩ πβ es propio (11.10).

Si β = 2γ + 1, consideramos el siguiente razonamiento general en ZFC:

Existen muchos árboles de cardinal ℵ1 y altura ω1 sin caminos (por ejemplo,
basta tomar árboles formados por una raíz seguida de ramas disjuntas de cada
altura posible < ω1). Cada uno de ellos será isomorfo a uno cuyo conjunto
de nodos sea ω1 con un orden adecuado, que a su vez será isomorfo a otro
cuyo conjunto soporte sea ω1 × {i} donde i varía en un conjunto I (a lo sumo
de cardinal 2ℵ1). Podemos considerar ω1 × I como un árbol de altura ω1 sin
caminos con a lo sumo 2ℵ1 raíces.

Si llamamos A a este árbol, podemos considerar el conjunto Q0 de todas las
aplicaciones p : a ⊂ A −→ ω con a finito tales que

∧
st ∈ a (s < t→ p(s) ̸= p(t)),

que es un c.p.o. con el orden dado por la inversa de la inclusión.

Este c.p.o. aparece en la demostración del teorema [TC 9.28], allí construido
sobre un árbol de Aronszajn, pero sucede que en la prueba de que el c.p.o.
cumple la c.c.n. se usa que A tiene altura ω1 y no tiene caminos, pero no que
sea un ℵ1-árbol, es decir, no se usa en ningún momento que sus niveles sean
numerables. Por lo tanto, dicho argumento prueba que Q0 cumple la c.c.n.
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Observemos que Q0 es un c.p.o. concreto, definible en ZFC sin parámetros,
por lo que podemos definir πβ de modo que

1lPβ
⊩ πβ = Q0.

En particular, por la c.c.n., también se cumple que 1lPβ
⊩ πβ es propio (de nuevo

por 11.10).

Con esto tenemos definida la iteración y, por 11.21, se cumple que todos
los Pα (en particular Pκ) son c.p.o.s propios (todos los c.p.o.s considerados son
trivialmente separativos). Fijamos un filtro Pκ-genérico sobre M y formamos la
extensión genérica M [G].

El teorema 11.11 nos da que ℵM1 sigue siendo ℵ1 en M [G] y en todas las
extensiones intermedias M [Gα].

Sea ahora µ ≤ κ un cardinal inaccesibleM . Observemos que si β < µ entonces
({Pα}α≤β , {πα}α<β) ∈ VMµ . En efecto, si esto se cumple para β, en particular
|Pβ |M < µ, y Pβ conserva cardinales y cofinalidades ≥ (|Pβ |+)M , luego si Gβ es
un filtro Pβ-genérico sobre M , tenemos que µ sigue siendo inaccesible en M [Gβ ].
Según 11.1 tenemos que VM [G]

µ = VMµ [G], y claramente (πβ)G ∈ VM [G]
µ (tanto

si β es par o impar). Esto hace que si en la elección de los nombres πβ exigimos
tomarlos siempre de rango mínimo, se cumple que πβ ∈ VMµ . Es claro entonces
que también π̂β ∈ VMµ , luego Pβ+1 ∈ VMµ . El caso límite es trivial, es decir, si
se cumple la hipótesis para todo β < λ < µ, entonces se cumple para λ.

En particular, si β < µ entonces |Pβ |M < µ. De aquí se sigue que Pµ cumple
la c.c.µ.

En efecto, razonando en M , si A ⊂ Pµ tiene cardinal µ, podemos aplicar
el lema de los sistemas ∆ (teorema 5.12) a la familia de los soportes de las
condiciones de A de modo que, cambiando A por un subconjunto, podemos
suponer que dichos soportes son cuasidisjuntos de raíz r ⊂ µ numerable. Fijamos
β < µ tal que r ⊂ β. Entonces {p|β | p ∈ A} ⊂ Pβ tiene cardinal < µ, luego
existen p, p′ ∈ A tales que p|β = p′|β , luego, por 7.23 f), tenemos que ¬p ⊥ p′.

En particular µ es un cardinal regular en M [Gµ] y, como ℵM1 también se
conserva, concluimos que (µ ≥ ℵ2)M [Gµ].

Por otra parte, |Pµ|M = µ, luego el número de buenos nombres en M para
subconjuntos de ω̌ es a lo sumo (µ<µ)ℵ0 = µ, luego (2ℵ0 ≤ µ)M [Gµ]. Veamos
que, de hecho, (2ℵ0 = µ)M [Gµ].

Para ello basta probar que si γ < µ entonces M [G2γ+2] \M [G2γ+1] contiene
un elemento de Pω. (En M podemos definir la sucesión {Cβ}β<µ, donde Cβ es
el conjunto de buenos Pβ-nombres para subconjuntos de ω̌, y entonces en M [G]
podemos asociar a cada γ < µ un subconjunto de ω que tiene un nombre en
C2γ+2, pero no en C2γ+1, y la aplicación es inyectiva.)

Llamemos N = M [G2γ+1] y Q = (π2γ+1)G2γ+1
, que es el c.p.o. que espe-

cializa el árbol A ∈ N que hemos indicado en la definición de la iteración. Así
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M [G2γ+2] = N [H], donde H es un filtro Q-genérico sobre N . Éste determina
una función F : A −→ ω tal que

∧
st ∈ A(s < t→ F (s) ̸= F (t)) o, lo que es lo

mismo, si F (s) = F (t), entonces s ⊥ t.

Sea R = Fn(ω, 2, ω) y fijemos una sucesión {sn}n∈ω ∈ N creciente en el
árbol A. Sea K ∈ N [H] el conjunto de las condiciones p ∈ R tales que, para
todo i ∈ Dp, se cumple

p(i) =

{
0 si F (sn) es par,
1 si F (sn) es impar.

Basta probar que K es un filtro R-genérico sobre N , pues entonces tenemos las
inclusiones N ⊂ N [K] ⊂ N [H] y N [K] contiene un subconjunto de ω que no
está en N .

Para ello fijamos D ∈ N denso en R y probamos que D∩K ̸= ∅. Para cada
p ∈ Q sea p∗ ∈ R tal que Dp∗ = {i ∈ ω | si ∈ Dp} y

p∗(i) =

{
0 si p(sn) es par,
1 si p(sn) es impar.

Sea D = {p ∈ Q | p∗ ∈ D} ∈ N . Basta probar que D es denso en Q, pues
entonces existe p ∈ D ∩H, y esto implica que p∗ ∈ D ∩K.

Fijamos q ∈ Q, de modo que q∗ ∈ R, luego existe un r ∈ D tal que r ≤ q∗.
Sea n una cota superior estricta de la imagen de q. Sea

p = q ∪ {(si, 2n+ 2i+ r(i)) | i ∈ Dr ∧ si /∈ Dq}.

Claramente p ∈ Q, p ≤ q y p∗ = r ∈ D, luego p ∈ D.

Seguidamente demostramos que (µ = ℵ2)M [Gµ]. Ya tenemos probada una
desigualdad. Supongamos que ℵM [Gµ]

2 = ν < µ. Sea F : ν × ω1 −→ ν (donde
llamamos ω1 = ωM1 = ω

M [Gµ]
1 ) tal que F ∈ M [Gµ] y si 0 < α < ν, se cumple

que {F (α, β) | β < ω1} = α. Sea F = σGµ
y sea p0 ∈ Gµ una condición que

fuerce que σ cumple la propiedad que define a F .
Para cada α < ν y β < ω1, sea Cα,β ∈ M una anticadena maximal en el

conjunto de condiciones p ∈ Pµ tales que
∨
δ < ν p ⊩ σ(α̌, β̌) = δ̌. Hemos visto

que Pµ cumple la c.c.µ, luego |Cα,β | < µ. Sea C =
⋃
{Cα,β | α < ν, β < ω1}.

Como µ es regular, también |C| < µ. Como las condiciones de Pµ tienen soporte
numerable, existe un γ < µ tal que C ∪ {p0} ⊂ P2γ . Entonces F ∈ M [G2γ ],
pues

F (α, β) = δ ↔
∨
q ∈ Cα,β ∩G2γ q ⊩ σ(α̌, β̌) = δ̌.

Por lo tanto (ν ≤ ℵ2)M [G2γ ] y, como (ν = ℵ2)M [G], de hecho (ν = ℵ2)M [G2γ ].
Ahora bien, M [G2γ+1] =M [G2γ ][H], donde H es un filtro genérico en el c.p.o.
Fn(ω1, ω2,ℵ1)M [G2γ ], es decir, en Fn(ω1, ν, ω1)

M [G2γ ], luego (ν < ℵ2)M [G2γ+1],
luego (ν < ℵ2)M [G], contradicción.

Por lo tanto (2ℵ0 = ℵ2)M [Gµ] (y en particular esto vale para µ = κ).
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Supongamos ahora que en M [G] hay ℵ2-árboles de Aronszajn. Entonces
podemos tomar uno de la forma (κ,R), donde R ⊂ κ × κ es una relación de
orden estricto. Llamamos F : κ −→ κ a la función que asigna a cada ordinal su
altura en el árbol determinado por R. Entonces:∧

αβγ ∈ κ(αRβ ∧ β Rγ → αRγ) ∧
∧
αβ ∈ κ(αRβ → F (α) < F (β))

∧
∧
αγ ∈ κ(γ < F (β)→

∨
α ∈ κ(αRβ ∧ F (α) = γ))

∧
∧
γ ∈ κ

∨
δ ∈ κ

∧
α ∈ κ(F (α) = γ → α ≤ δ) ∧∧

B ∈M [G](B ⊂ κ→(
∨
αβ ∈ B(α ̸= β ∧ ¬αRβ ∧ ¬β Rα) ∨

∨
δ ∈ κ B ⊂ δ)).

Notemos que las dos primeras líneas expresan que R define un árbol sobre κ,
la tercera que sus niveles tienen cardinal < κ y la cuarta que no tiene cadenas
de cardinal κ (en M [G]). En suma, estas propiedades expresan que (κ,R) es un
κ-árbol de Aronszajn en M [G]. Tomemos R = σG, F = τG y p0 ∈ Pκ tales que

p0 ⊩ σ ⊂ κ̌× κ̌ ∧ τ : κ̌ −→ κ̌ ∧
∧
αβγ ∈ κ̌(ασ β ∧ β σ γ → ασ γ)

∧
∧
αβ ∈ κ̌(ασ β → τ(α) < τ(β)) ∧ (12.1)∧

αγ ∈ κ̌(γ < τ(β)→
∨
α ∈ κ̌(ασ β ∧ τ(α) = γ)) ∧∧

γ ∈ κ̌
∨
δ ∈ κ̌

∧
α ∈ κ̌(τ(α) = γ → α ≤ δ).

Suponemos también que

p0 ⊩
∧
B(B ⊂ κ̌→ (

∨
αβ ∈ B(α ̸= β ∧ ¬ασ β ∧ ¬β σ α) ∨

∨
δ ∈ κ̌ B ⊂ δ)),

pero vamos a expresar esta condición de otro modo:

Para todo buen nombre ρ ∈MPκ para un subconjunto de κ̌ se cumple que

p0 ⊩ (
∨
αβ ∈ ρ(α ̸= β ∧ ¬ασ β ∧ ¬β σ α) ∨

∨
δ ∈ κ̌ ρ ⊂ δ). (12.2)

Además podemos suponer que σ y τ son buenos nombres para subconjuntos
de κ̌× κ̌, es decir, que

σ =
⋃

α,β∈κ
{p.o.(α̌, β̌)} × Cσαβ , τ =

⋃
α,β∈κ

{p.o.(α̌, β̌)} × Cταβ ,

donde Cσαβ , C
τ
αβ son anticadenas en Pκ ⊂ Vκ. En particular σ, τ ⊂ Vκ × Vκ,

luego podemos considerar a Mκ = (Vκ,∈, σ, τ, {p0}) como modelo del lenguaje
formal L∗ que resulta de añadir al lenguaje de ZFC dos relatores diádicos y un
relator monádico.

Más en general, como |Cσαβ | < κ y |Cταβ | < κ (porque Pκ cumple la c.c.κ),
tenemos que Cσαβ , C

τ
αβ ⊂ Pλ, para cierto λ < κ, luego el conjunto

C = {λ < κ |
∧
αβ < λ (Cσαβ ⊂ Pλ ∧ Cταβ ⊂ Pλ)}
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es c.n.a. en κ, y si µ ∈ C ∪ {κ} es un cardinal inaccesible tal que p0 ∈ Pµ,
entonces σ ∩ Vµ, τ ∩ Vµ son buenos Pµ-nombres para subconjuntos de µ̌× µ̌, y
podemos considerar el modelo Mµ = (Vµ,∈, σ ∩ Vµ, τ ∩ Vµ, {p0}).

Ahora observamos que (12.1) cambiando κ por µ (y σ, τ por σ ∩Vµ, τ ∩Vµ)
es equivalente a una fórmula de tipo Mµ ⊨ ϕ, donde ϕ es una sentencia de L∗.

En efecto, en primer lugar observamos que Pµ (o, mejor dicho, la pertenencia
a Pµ) es definible en Vµ, al igual que la pertenencia a µ̌. Un poco más delicado
es observar que p ⊩Pκ

ϕ es expresable en Mµ, no para toda fórmula ϕ, pero sí
para la fórmula que aparece en (12.1), en la que todas las variables ligadas están
acotadas por σ, τ o κ̌.

Más precisamente, vamos a razonar que si ϕ(k, s, t, x1, . . . , xn) es una fórmula
de tipo ∆0 del lenguaje de ZFC (en la que las variables k, s, t sólo aparecen
en subfórmulas de tipo x ∈ k, (x, y) ∈ s, (x, y) ∈ t), ρ1, . . . , ρn ∈ Vµ y p ∈ Pµ,
entonces existe una fórmula ϕ̄(p, x1, . . . , xn) de L∗ tal que

p ⊩ ϕ(κ̌, σ, τ, ρ1, . . . , ρn)↔Mµ ⊩ ϕ̄[p, ρ1, . . . , ρn].

En efecto, sabemos que la fórmula p ⊩ ρ1 = ρ2 es absoluta para modelos
transitivos de ZFC, luego

p ⊩ ρ1 = ρ2 ↔ Vµ ⊨ [p] ⊨ [ρ1] = [ρ2].

Lo mismo vale para p ⊩ ρ1 ∈ ρ2, pero si consideramos concretamente la
caracterización dada por A.2, vemos que también las fórmulas p ⊩ ρ1 ∈ σ,
p ⊩ ρ1 ∈ τ , p ⊩ ρ1 ∈ κ̌ pueden expresarse en la forma Mµ ⊨ ϕ[p, ρ1].

Esto prueba la afirmación cuando ϕ es una fórmula atómica. Las caracteri-
zaciones 4.47 d), f) prueban que si la afirmación es cierta para ϕ, ψ, también lo
es para ¬ϕ y ϕ ∧ ψ, de donde también lo es para ϕ→ ψ.

Por último consideramos 4.47 i), que nos da la equivalencia:

p ⊩
∨
x ∈ ρ ϕ(x, κ̌, σ, τ, ρ1, . . . , ρn)↔

∨
q ∈ Pµ

∨
π ∈ Dρ(q ≤ p ∧ q ⊩ ϕ(π, . . .)).

Es claro que esto implica que si ϕ cumple la afirmación, también la cumple∨
x ∈ ρ ϕ, tanto si ρ = ρi como si ρ = κ̌, σ, τ .

Por consiguiente, concluimos que (12.1) (con µ en lugar de κ) es equivalente
a una fórmula de tipo Mµ ⊨ ϕ, para cierta sentencia ϕ de L∗. (No necesi-
tamos dejar p0 como variable libre gracias al relator de L∗ que se interpreta
precisamente como “ser p0”.)

A su vez, (12.2) (siempre con µ en lugar de κ y entendiendo que ρ es un
buen Pµ-nombre para un subconjunto de µ) es equivalente a una fórmula de
tipo Mµ ⊨ ϕ[ρ], donde ϕ(X) es una fórmula cuya variable libre X es de segundo
orden, es decir, que tiene que interpretarse en Mµ como un subconjunto de Vµ.

Observemos que la fórmula “ρ es un buen Pµ-nombre para un subconjunto de
µ̌” también es expresable en la forma Mµ ⊩ ϕ[ρ], donde ϕ(X) es una fórmula con
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su variable libre X de segundo orden. Por lo tanto, (12.2) con el cuantificador∧
ρ incluido equivale a una fórmula de tipo

Mµ ⊩
∧
X ϕ(X),

para cierta fórmula ϕ(X) con una variable de segundo orden, y lo mismo vale
entonces para la conjunción de (12.1) y (12.2).

En definitiva, existe una sentencia ψ de tipo Π1
1 tal que la conjunción de

(12.1) y (12.2) para µ equivale a

(Vµ,∈, σ ∩ Vµ, τ ∩ Vµ, {p0}) ⊨ ψ.

Por la hipótesis de reducción al absurdo de la que hemos partido, tenemos
que (Vκ,∈, σ, τ, {p0}) ⊨ ψ, y ahora usamos que κ, al ser débilmente compacto,
es Π1

1-indescriptible, por [CG 2.13]. El teorema [CG 2.12] nos da que existe
un conjunto estacionario E ⊂ κ formado por cardinales inaccesibles tales que si
µ ∈ E (y p0 ∈ Pµ) entonces (Vµ,∈, σ∩Vµ, τ∩Vµ, {p0}) ⊨ ψ. Más concretamente,
podemos tomar µ ∈ C ∩ E, de modo que podemos afirmar que (12.1) y (12.2)
se cumplen en Vµ con σ0 = σ ∩ Vµ y τ0 = τ ∩ Vµ.

Más aún, el conjunto de los µ < κ tales que Mµ ≺ Mκ (como modelos de
L∗ considerado como lenguaje de primer orden) es también c.n.a. en κ, luego
también podemos suponer que Mµ ≺Mκ.

Por consiguiente, si R0 = σ0Gµ
= R ∩ (µ × µ), tenemos que (µ,R0) es un

µ-árbol de Aronszajn en M [Gµ] y que la función F0 = τGµ = F ∩ (µ×µ) asigna
a cada ordinal su altura en el árbol.

Veamos que µ =
⋃
γ<µ

Nivγ(κ,R).

Ciertamente, todo α < µ tiene altura F (α) = F0(α) < µ en (κ,R). Recípro-
camente, si γ < µ, existe un δ ∈ µ tal que

∧
α ∈ µ(F0(α) = γ → α ≤ δ), luego

existe p ∈ Gµ tal que

p ⊩
∧
α ∈ µ̌(τ0(α) = γ̌ → α ≤ δ̌).

Hemos visto que esto puede expresarse en la forma Mµ ⊨ ϕ[p, γ, δ] y, como
Mµ ≺Mκ, también tenemos que

p ⊩
∧
α ∈ κ̌(τ(α) = γ̌ → α ≤ δ̌).

y como p ∈ Gµ ⊂ G, concluimos que
∧
α < κ(F (α) = γ → α ≤ δ), es decir,

todos los α < κ de altura γ cumplen α ≤ δ < µ.

En resumen, hemos supuesto que A ∈ M [G] es un κ-árbol de Aronszajn en
M [G] (con A ⊂ κ) y hemos encontrado un cardinal inaccesibleM µ < κ tal que
A0 =

⋃
γ<µ

Nivγ(A) es un µ-árbol de Aronszajn en M [Gµ].

A partir de aquí ya es fácil llegar a una contradicción. En primer lugar
M [Gµ+1] =M [Gµ][H], dondeH es un filtro Fn(ω1, µ, ω1)-genérico sobreM [Gµ],
por lo que (|µ| = ℵ1)M [Gµ+1]. De hecho, (cf µ = ω1)

M [Gµ+1], ya que si f : ω −→ µ
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fuera cofinal, con f ∈ M [Gµ+1], como Fn(ω1, µ, ω1) es ω1-cerrado tendríamos
que f ∈ M [Gµ], lo cual es absurdo. Por lo tanto, existe a ∈ M [Gµ+1] tal que
a ⊂ µ no acotado con ordinal ωM1 .

Por el teorema 12.2 sabemos que A0 no tiene caminos en M [Gµ+1]. Sea A′

el conjunto de los elementos de A0 = µ cuya altura está en a. Así A′ es un árbol
en M [Gµ+1] de altura ℵ1 que no tiene caminos, pues un camino en A′ determina
obviamente un camino en A0.

Sea ahora Q = (πµ+1)Gµ+1 , de modo que M [Gµ+2] = M [Gµ+1][H
′], donde

H ′ es un filtro Q-genérico sobre M [Gµ+1].

El c.p.o. Q está construido a partir de un árbol A1 que contiene un subár-
bol isomorfo a A′ (porque contiene subárboles isomorfos a todos los árboles de
cardinal ℵ1 y altura ω1 en M [Gµ+1]) y en M [Gµ+2] existe h : A1 −→ ω tal que∧
st ∈ A1(s < t → h(s) ̸= h(t)). Si restringimos esta función al subárbol iso-

morfo a A′ y la transportamos a través del isomorfismo obtenemos otra función
h : A′ −→ ω que cumple lo mismo.

Para terminar razonamos en M [G]. Aquí tenemos un κ-árbol de Aronszajn
A y A′ es un árbol contenido en Aµ =

⋃
γ<µ

Nivγ(A) (no un subárbol) cuyas

ramas son todas numerables, porque h ∈ M [G] es inyectiva sobre cada rama.
Esto implica a su vez que las ramas de Aµ tienen altura < µ, pues una rama
en Aµ de altura µ da lugar a una rama en A′ con elementos de todas las alturas
de a, luego de altura ω1 en A′. Pero esto es absurdo, pues cualquier elemento
de A de altura µ deja por debajo a una rama en Aµ de altura µ.

12.2 Un modelo sin p-puntos

Recordemos que en [T 8.49] hemos probado la consistencia de que existan
p-puntos en ω∗ (en particular, es una consecuencia de la hipótesis del continuo).
Veamos ahora que es posible construir un modelo en el que no los haya (en el
que necesariamente tiene que fallar la hipótesis del continuo).

Definición 12.3 Si X ⊂ ω es un conjunto infinito, llamaremos fX a la única
semejanza fX : ω −→ X. Si F es un filtro en ω que no contenga conjuntos
finitos, definimos F = {fX | X ∈ F}, donde ≤∗ es la relación definida en 11.47.

Diremos que el filtro F no está acotado si el conjunto F no está (finalmente)
acotado, en el sentido de que no existe ninguna g ∈ ωω tal que

∧
f ∈ F f ≤∗ g.

Veamos algunas caracterizaciones:

Teorema 12.4 Sea F un filtro en ω que no contenga conjuntos finitos. Enton-
ces, las afirmaciones siguientes son equivalentes:

a) F no está acotado.
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b) Para toda función (estrictamente creciente) g ∈ ωω existe un X ∈ F tal
que |X ∩ g(k)| ≤ k para infinitos valores de k.

c) Para toda función h : ω −→ ω creciente y suprayectiva, existe un X ∈ F
tal que |X ∩ k| ≤ h(k) para infinitos valores de k.

Demostración: Observemos en primer lugar que en la definición de filtro
no acotado podemos exigir que g sea estrictamente creciente, pues dada cual-
quier función g ∈ ωω, podemos construir g∗ ∈ ωω estrictamente creciente tal
que g <∗ g∗. En efecto, basta definir g∗(n) como el menor natural mayor que
g(n) y que todos los elementos de g∗[n]. De este modo, si g acota F , también
lo hace g∗.

a) ⇒ b) Dada g, tiene que existir un X ∈ F tal que ¬fX ≤∗ g, lo que
significa que g(k) < fX(k) para infinitos valores de k, y implica claramente a
que |X ∩ g(k)| ≤ k (pues todo elemento de X ∩ g(k) es menor que el k+1-ésimo
elemento de X, luego a lo sumo hay k elementos en la intersección).

b)⇒ a) Dada g (que podemos suponer creciente), tomamos g∗(k) = g(k)+1,
que también es creciente, luego existe un X ∈ F tal que |X ∩ g∗(k)| ≤ k para
infinitos valores de k, pero esto equivale a que g(k) < g∗(k) ≤ fX(k), pues si
fuera fX(k) < g∗(k) entonces en X ∩ g∗(k) habría al menos k + 1 elementos.

b) ⇒ c) Sea h creciente y suprayectiva y sea g ∈ ωω la función dada por
g(n) = mín g−1[{n}]. Claramente es estrictamente creciente, luego existe X ∈ F
tal que |X ∩ g(k)| ≤ k para infinitos valores de k. Cada uno de ellos será de
la forma k = h(g(k)), de modo que |X ∩ g(k)| ≤ h(g(k)), que es lo mismo que
|X ∩ k′| ≤ h(k′), para infinitos valores de k′ = g(k).

c) ⇒ b) Si g es estrictamente creciente, definimos h mediante

h(n) = g−1(máx(g[ω] ∩ (n+ 1))),

que claramente es creciente y suprayectiva. Sea X ∈ F tal que |X ∩ k| ≤ h(k)
para infinitos valores de k. Para cada uno de ellos, g(h(k)) ≤ k, luego también
se cumple que |X ∩ g(h(k))| ≤ h(k), luego |X ∩ g(k′)| ≤ k′ para los infinitos
k′ = h(k).

Veamos otra caracterización un poco más sofisticada:

Teorema 12.5 Un filtro F en ω que no contenga conjuntos finitos es no aco-
tado si y sólo si para toda sucesión estrictamente creciente de numeros naturales
{nk}k∈ω existe un X ∈ F tal que X ∩ [nk, nk+1[ = ∅ para infinitos valores de k.

Demostración: Si F no está acotado, dada una sucesión {nk}k∈ω, defini-
mos g ∈ ωω mediante g(i) = n2i. Entonces existe un X ∈ F tal que ¬fX ≤∗ g,
es decir, para todo m ∈ ω existe un i > m tal que g(i) < fX(i). Esto significa
que |X ∩ g(i)| ≤ i, es decir, que |X ∩ n2i| ≤ i. Si X cortara a cada intervalo
[nk, xk+1[, para k = m, . . . , 2i− 1, entonces |X ∩ n2i| ≥ 2i−m > i, luego existe
un k ≥ m tal que X ∩ [nk, nk+1[ = ∅.
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Si F cumple esta condición, tomamos g ∈ ωω y vamos a probar que no acota
a F . Sea g′ ∈ ωω dada por g′(k) = g(k) + k+ 1. Entonces la sucesión dada por
n0 = 0 y nk+1 = g′(nk) es estrictamente creciente. Por lo tanto, existe X ∈ F
que cumple la condición del enunciado.

Dado n ∈ ω, podemos tomar k ∈ ω tal que nk ≥ n y X ∩ [nk, nk+1[ = ∅.
Entonces X ∩ nk+1 = X ∩ nk, luego

|X ∩ g′(nk)| = |X ∩ nk+1| = |X ∩ nk| ≤ nk,

luego fX(nk) ≥ g′(nk) > g(nk), luego g no acota a fX .

Como consecuencia:

Teorema 12.6 Todo ultrafiltro libre en ω es no acotado.

Demostración: Sea U un ultra filtro libre. Vamos a probar que no está
acotado usando la caracterización del teorema anterior. Tomamos una sucesión
estrictamente creciente {nk}k∈ω y definimos X =

⋃
k∈ω

[x2k, x2k+1[. Entonces

X ∈ U o bien ω \X ∈ U , y en ambos casos X es disjunto de infinitos intervalos
determinados por la sucesión dada.

Definición 12.7 Sea F un filtro en ω y sea F ′ su ideal dual. Definimos PF
como el conjunto de todas las aplicaciones p : D ⊂ ω −→ 2 tales que D ∈ F ′.
Consideraremos a PF como c.p.o. con el orden dado por la inversa de la inclusión.
Obviamente tiene máximo 1l = ∅. También es claro que es separativo.

Teorema 12.8 Sea F un filtro no acotado en ω, sea P = PF , sean n ∈ ω, p ∈ P
y σ0, . . . , σm ∈ V P tales que 1l ⊩ σi ∈ ω, para i = 0, . . . ,m. Entonces existe
q ≤ p y H ⊂ ω finito tal que q|ω\n ⊩ σi ∈ H, para todo i ≤ m.

Demostración: Sea {si}i<2n una enumeración de n2. Podemos definir
sucesiones {qj}j<2n y {dj}j<2n de condiciones y subconjuntos finitos de ω, res-
pectivamente, de modo que q0 ≤ p|ω\n y además

a) Dqj ∩ n = ∅,

b) sj ∪ qj ⊩ σi ∈ šj , para i = 0, . . . ,m,

c) qj+1 ≤ qj .

En efecto, como s0 ∪ p|ω\n ⊩ σi ∈ ω, existe q∗ ≤ s0 ∪ p|ω\n y d0 ⊂ ω finito
de modo que q∗ ⊩ σi ⊂ ď0, para todo i ≤ m, y definimos q0 = q∗ \ s0. Supuesto
definido qj , razonamos igualmente a partir de que sj+1 ∪ qj ⊩ σi ∈ ω. Basta
tomar H =

⋃
j<2n

sj y q = q2n ∪ p|n.

En efecto, si relativizamos la construcción a un modelo transitivo numerable
M de ZFC y tomamos un filtro P-genérico sobre M tal que q|ω\n = q2n ∈ G,
como el conjunto de las condiciones definidas en n es denso en P, existe un
j < 2n tal que sj ∪ q2n ∈ G, con lo que sj ∪ qj ∈ G, luego (σi)G ∈ sj ⊂ Hj para
todo i ≤ m.
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Observación El teorema anterior vale igualmente (con la misma prueba) si
cambiamos ω por Ω.

Definición 12.9 Un p-filtro es un filtro F en ω que no contiene subconjuntos
finitos y, para toda familia {An}n∈ω de elementos de F existe A ∈ F tal que
cada A \ An es finito. De este modo, un p-punto es un p-filtro que además es
un ultrafiltro.

Teorema 12.10 Si F es un p-filtro no acotado en ω, entonces PF acota a ωω.

Demostración: Basta probar la relativización del teorema a un modelo
transitivo numerable M de ZFC. Llamemos P = PF , sea G un filtro P-genérico
sobre M y sea f ∈ (ωω)M [G]. Entonces f = τG, con τ ∈MP, y podemos suponer
que

1l ⊩ τ : ω −→ ω.

Sea B = (ωω)M . Si f no estuviera acotada por B podríamos tomar una
condición p ∈ P tal que

p ⊩
∧
h ∈ B̌ τ ̸≤∗ h.

A partir de aquí razonamos enM . Usando el teorema anterior podemos cons-
truir una sucesión decreciente de condiciones {qn}n∈ω y una sucesión {Hn}n∈ω
de subconjuntos finitos de ω de modo que q0 ≤ p y qn|ω\n ⊩ τ (̌ı) ∈ Ȟn, para
i = 0, . . . , n. Llamemos Xn = Dqn|ω\n ∈ F ′. Como F es un p-filtro, existe
un A ∈ F tal que cada A \ (ω \ Xn) = A ∩ Xn es finito. Sea g ∈ ωω tal que
A ∩Xn ⊂ [n, g(n)], con lo que

X =
⋃
n∈ω

(Xn \ g(n)) =
⋃
n∈ω

(Xn \ [n, g(n)]) ⊂ ω \A,

luego X ∈ F ′. Definamos n0 = 0 y ni+1 = g(ni) + 1. Tenemos así una sucesión
estrictamente creciente y, como F no está acotado, el teorema 12.5 nos da un
Y0 ∈ F ′ tal que infinitos intervalos [nk, g(nk)] están contenidos en Y0, luego,
pasando a una subsucesión, podemos suponer que

Y =
⋃
k∈ω

[nk, g(nk)] ⊂ Y0,

luego Y ∈ F ′. Definimos entonces q =
⋃
k∈ω

qnk
|ω\nk

. Se cumple que q ∈ P, pues

su dominio es⋃
k∈ω

Xnk
=

⋃
k∈ω

((Xnk
\ g(nk)) ∪ [nk, g(nk)]) ⊂ X ∪ Y ∈ F ′.

Además, como cada qnk
≤ p, es claro que q ∪ p ∈ P. Por último definimos

h(k) = máxHnk
, de modo que h ∈ B, pero si tomamos un filtro P-genérico

sobre M tal que q ∪ p ∈ G, tenemos una contradicción, ya que p fuerza que
f = τG no puede estar acotada por B, pero q fuerza que h acota a f . En
efecto, para todo k ∈ ω, tenemos que q ≤ qnk

|ω\nk
, luego q ⊩ τ(ǩ) ∈ Hnk

, luego
f(k) ≤ h(k).
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Teorema 12.11 Si F es un p-filtro no acotado, entonces PF es propio.

Demostración: Basta probar la relativización del teorema a un modelo
transitivo numerable M de ZFC. En M , sea κ un cardinal regular suficiente-
mente grande y sea N ≺ H(κ) tal que P ∈ N . Esto implica que F ∈ N . Sea
p ∈ P ∩N . Vamos a encontrarle una extensión (N,P)-genérica.

Sea {σn}n∈ω ∈M una enumeración de todos los P-nombres σ ∈MP tales que
σ ∈ N y 1l ⊩ σ ∈ Ω. Por la versión para Ω del teorema 12.8 podemos construir
una sucesión decreciente de condiciones {qn}n∈ω y una sucesión {Hn}n∈ω de
subconjuntos finitos de Ω de modo que q0 ≤ p y qn|ω\n ⊩ σi ∈ Ȟn, para i ≤ n.
Más aún, podemos exigir que cada qn y cada2 Hn esté en N (no podemos decir
lo mismo de las sucesiones completas {qn}n∈ω, {Hn}n∈ω porque su construcción
depende de la sucesión {σn}n∈ω, que no está en N).

A partir de aquí calcamos la prueba del teorema anterior para construir
una sucesión {nk}k∈ω tal que q = p ∪

⋃
k∈ω

qnk
|ω\nk

∈ P. Basta probar que q es
(N,P)-genérica.

Para ello basta probar a su vez que si G es un filtro P-genérico sobre M tal
que q ∈ G, entonces N [G] ∩ Ω = N ∩ Ω. En efecto, si α ∈ N [G] ∩ Ω, es claro
que existe un k ∈ ω tal que α = (σk)G. Entonces, como q ≤ qnk

|ω\nk
, tenemos

que q ⊩ σk ∈ Ȟnk
, luego α ∈ Hnk

⊂ N .

Teorema 12.12 Si F es un p-filtro no acotado, existe otro p-filtro no acotado
F ∗ tal que PωF ∼= PF∗ , donde consideramos a PωF como c.p.o. con el orden
definido componente a componente.

Demostración: Sea f : ω × ω −→ ω biyectiva. Para cada X ⊂ ω × ω y
n ∈ ω, definimos

X(n) = {m ∈ ω | f(n,m) ∈ X}.

Sea F ∗ = {X ∈ Pω |
∧
n ∈ ω X(n) ∈ F}. Definimos π : PωF −→ PF∗ de modo

que Dπ(p) = {f(n,m) | m ∈ Dpn} y π(p)(f(m,n)) = pn(m). Claramente π es
una semejanza. Sólo tenemos que probar que F ∗ es un p-filtro no acotado.

Para ver que es un p-filtro tomamos una familia {An}n∈ω de elementos de F ∗,
de modo que los conjuntos (An)(k) están todos en F , luego existe un Y ∈ F tal
que Y \ (An)(k) es finito, para todo k y todo n. Sea

Yk = Y ∩
⋂
n≤k

(An)(k) ∈ F

y definamos A = {f(k,m) | m ∈ Yk}. De este modo A(k) = Yk ∈ F , luego se
cumple que A ∈ F ∗. Veamos que A \An es finito, para todo n. En efecto:

A \An ⊂ {f(k,m) | m ∈ Yk \ (An)(k)} ⊂
⋃
k≤n
{f(k,m) | m ∈ Yk \ (An)(k)},

2Notemos que en la prueba de 12.8 se ve que los elementos de cada Hn son interpretaciones
posibles de los nombres σi, por lo que son ordinales de H(κ), lo que implica que Hn ∈ H(κ).
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porque si k > n entonces Yk ⊂ (An)(k), y claramente la última unión es finita.

Veamos ahora que F ∗ no está acotado. Para ello vamos a exigir que f biyecte
cada n × n con n2. Emplearemos la caracterización dada por 12.4 c). Fijamos
h : ω −→ ω creciente y suprayectiva. Podemos tomar h∗ : ω −→ ω creciente y
suprayectiva tal que

∧
k ∈ ω h∗(k)2 ≤ h(k2). En efecto, definimos h∗(0) = 0 y,

en general

h∗(n+ 1) =

{
h∗(n) si h((n+ 1)2) < (h∗(n) + 1)2,
h∗(n) + 1 si (h∗(n) + 1)2 ≤ h((n+ 1)2).

Como F no está acotado, existe Y ∈ F tal que |Y ∩k| ≤ h∗(k) para infinitos
valores de k. Definimos

X = {f(n,m) | m ∈ Y \ fY (n)} ∈ F ∗.

Basta probar que |X ∩k| ≤ h∗(k)2 ≤ h(k) para infinitos valores de k. De hecho,
vamos a probar que esto se cumple siempre que |Y ∩ k| ≤ h∗(k). En efecto, en
tal caso (Y \ fY (n)) ∩ k = ∅ para todo n ≥ h∗(k), luego

X ∩ k2 = {f(n,m) | n < k ∧ m ∈ (Y \ fY (n)) ∩ k}

=
⋃

n<h∗(k)

{f(n,m) | m ∈ (Y \ fY (n)) ∩ k},

luego, como |(Y \ fY (n)) ∩ k| ≤ |Y ∩ k| ≤ h∗(k), concluimos que

|X ∩ k2| ≤ h∗(k)2 ≤ h(k2).

Teorema 12.13 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, sea F un p-
filtro no acotadoM , sea G un filtro PωF -genérico sobre M , sea P ∈M [G] un c.p.o.
que acote a ωω y sea H un filtro P-genérico sobre M [G]. Entonces en M [G][H]
no hay p-puntos que contengan a F .

Demostración: Supongamos que P ∈ M [G][H] es un p-punto tal que
F ⊂ P . Sea ξn ∈MPω

F dado por

ξn = {(p.o.(m̌, ı̌), p) | p ∈ PωF ∧ (m, i) ∈ pn}.

Los argumentos de densidad habituales prueban que xn = (ξn)G ∈ (ω2)M [G].
Más aún, es obvio que {xn}n∈ω ∈ M [G]. Para cada n, tenemos que uno de los
dos conjuntos siguientes está en P :

{m ∈ ω | xn(m) = 0}, {m ∈ ω | xn(m) = 1}.

Por lo tanto, podemos definir ϵ ∈ (ω2)M [G][H] de modo que, para cada n, se
cumpla que

{m ∈ ω | xn(m) = ϵ(n)} ∈ P.
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Supongamos en primer lugar que ϵ no es finalmente constante, con lo que
podemos definir f ∈ (ωω)M [G][H] mediante

f(k) = mín{i ∈ ω |
∨
j ∈ ω(k < j < i ∧ ϵ(k) = ϵ(j))}.

Como los dos c.p.o.s que estamos considerando acotan a ωω, existe f∗ ∈ (ωω)M

tal que
∧
k ∈ ω f(k) ≤ f∗(k). Ahora definimos enM la sucesión dada por k0 = 0

y kn+1 = f∗(kn). Notemos que es estrictamente creciente, pues se cumple que
k < f(k) ≤ f∗(k). Además, si kn < j < f(kn) cumple que ϵ(kn) = ϵ(j), según
la definición de f , entonces también kn < f(kn) ≤ f∗(kn) = kn+1, luego en
definitiva tenemos que∧

n ∈ ω
∨
j ∈ ω(kn < j < kn+1 ∧ ϵ(kn) = ϵ(j)).

Si ϵ es finalmente constante, digamos a partir de k0, entonces definimos
kn+1 = kn + 2, e igualmente se cumple la propiedad anterior. Definimos

An = {m ∈ ω |
∨
j ∈ ω(kn < j < kn+1 ∧ xkn(m) = xj(m))} ∈M [G].

Vamos a probar que An ∈ P . En efecto, para cada kn < j < kn+1 tenemos que

{m ∈ ω | xkn(m) = xj(m)} ⊂ An,

y por la construcción de la sucesión {kn}n∈ω existe un j tal que ϵ(kn) = ϵ(j), y
por definición de ϵ

{m ∈ ω | xkn(m) = ϵ(m)}, {m ∈ ω | xj(m) = ϵ(m)} ∈ P,

luego la intersección también está en P :

{m ∈ ω | xkn(m) = xj(m) = ϵ(m)} ⊂ {m ∈ ω | xkn(m) = xj(m)} ∈ P,

luego An ∈ P . Como P es un p-punto, existe X ∈ P tal que X \ An es finito,
para todo n. En otras palabras, existe g ∈ (ωω)M [G][H] tal que X ⊂ An ∪ g(n).
Más aún, usando de nuevo que los c.p.o.s acotan a ωω podemos suponer que
g ∈ (ωω)M . Entonces X ⊂

⋂
n∈ω

(An ∪ g(n)) ∈ P . En particular

¬
∨
Y ∈ F ′ ⋂

n∈ω
(An ∪ g(n)) ⊂ Y,

donde F ′ es el ideal dual de F , ya que si existiera tal Y estaría en P ′, y la
intersección también.

Recordemos que cada xn tiene un nombre canónico ξn ∈MPω
F . Más aún, la

sucesión {xn}n∈ω tiene por nombre canónico a

ξ = {(p.o.(ň, ξn), 1l) | n ∈ ω} ∈MPω
F .

Consideramos ahora σn ∈MPω
F tal que

1l ⊩ σn = {m ∈ ω |
∨
j ∈ ω(ǩn < j < ǩn+1 ∧ ξκn

(m) = ξj(m))}.
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Así (σn)G = An. Vamos a probar que

1l ⊩
∨
Y ∈ F̌ ′ ⋂

n∈ω
(σn ∪ ǧ(n)) ⊂ Y.

con lo que tendremos una contradicción. Basta probar que el conjunto de las
condiciones que fuerzan dicha sentencia es denso en PωF . Fijamos una condición
p ∈ PωF y vamos a encontrar una extensión que cumpla lo requerido. Tenemos
que p = {pj}j∈ω, y cada pj tiene su dominio en F ′. Sea

Yn =
⋃

kn≤j<kn+1

Dpj ∈ F ′.

Como F es un p-filtro, existe un Y ∈ F ′ tal que Yn\Y es finito, para todo n, luego
existe h ∈ ωω tal que

∧
n ∈ ω Yn \ h(n) ⊂ Y . Podemos tomar h estrictamente

creciente y tal que
∧
n ∈ ω g(n) ≤ h(n). Más aún, cambiando Y por un conjunto

mayor podemos suponer que h(0) ⊂ Y .
Definimos como sigue una condición q = {qj}j∈ω ∈ PωF : Si j < k0, tomamos

qj = pj . En caso contrario existe un único n tal que kn ≤ j < kn+1 y definimos
qj de modo que Dqj = Dpj ∪ {m ∈ ω | h(n) ≤ m < h(n+ 1)} y

qj(m) =


pj(m) si m ∈ Dpj ,
1 si m /∈ Dpj ∧ j = kn,
0 si m /∈ Dpj ∧ j > kn.

Es inmediato que q ∈ PωF , así como que
∧
j ∈ ω pj ⊂ qj , luego q ≤ p. Sólo

falta ver que si G es un filtro PωF -genérico sobre M tal que q ∈ G entonces⋂
n∈ω

(An ∪ g(n)) ⊂ Y.

Tomamos, pues, m ∈
⋂
n∈ω

(An ∪ g(n)). Si m < h(0), basta tener en cuenta que

h(0) ⊂ Y . En caso contrario existe un único n ∈ ω tal que h(n) ≤ m < h(n+1).
Basta probar que m ∈ Yn, pues entonces m ∈ Yn \h(n) ⊂ Y . En caso contrario,
por definición de Yn, para cada kn ≤ j < kn+1 se cumple que m /∈ Dpj y para
j ̸= kn se cumple que qkn(m) = 1 ̸= 0 = qj(m), por definición de q. Como
q ∈ G, esto implica que xkn(m) ̸= xj(m), luego m /∈ An, por definición de An.
Por otra parte, como g(n) ≤ h(n), tenemos que m /∈ g(n), luego llegamos a que
m /∈ An ∪ g(n), en contradicción con la elección de m.

Teorema 12.14 Si M es un modelo transitivo numerable de ZFC en el que
se cumple 2ℵ0 = ℵ1 y 2ℵ1 = ℵ2, entonces existe una extensión genérica de
M con los mismos cardinales, las mismas cofinalidades y la misma función del
continuo, salvo que 2ℵ0 = ℵ2, en la que no existen p-puntos.

Demostración: Vamos a construir enM una iteración {{Pδ}δ≤ω2
, {πδ}δ<ω2

}
con soportes numerables junto con una sucesión {ϕδ}δ<ω2

de modo que, para
cada δ < ω2, se cumpla que ϕδ ∈MPδ y

1lPδ
⊩ ϕδ es un p-filtro no acotado ∧ πδ = Pωϕδ

.



12.2. Un modelo sin p-puntos 493

Veamos que, en estas condiciones, para cada δ < ω2 se cumple

1lPδ
⊩ 2ℵ0 = ℵ1 ∧ |πδ| = ℵ1.

En efecto, si es cierto apara todo δ < γ < ω2, entonces por el teorema 11.39
tenemos que 1lPδ

⊩ πδ es ℵ2-propio sobre isomorfismos, luego por 11.45 también
lo es Pγ , luego por 11.40 tenemos que 1lPγ

⊩ 2ℵ0 = ℵ1, y es claro entonces que
1lPγ ⊩ |πγ | = ℵ1 (pues si se cumple la hipótesis del continuo el cardinal de un
c.p.o. PωF es claramente ℵ1).

Más aún, por 11.46, para todo δ ≤ ω2 tenemos que Pδ cumple la c.c.ℵ2.
Como también es propio, concluimos que conserva cardinales y cofinalidades.

Vamos a ver que en estas circunstancias (razonando enM), para cada δ < ω2,
existe un conjunto π̄δ ⊂ π̂δ tal que |π̄δ| ≤ ω1 y para todo σ ∈ π̂δ existe un σ̄ ∈ π̄δ
tal que 1lPδ

⊩ σ = σ̄. Podemos suponer además que 1lπδ
∈ π̄δ.

En efecto, si Gδ es un filtro Pδ-genérico sobre M , tenemos que en M [Gδ] se
cumple que 2ℵ0 = ℵ1, luego |(πδ)Gδ

| = ℵ1, luego

1lPδ
⊩
∨
f f : ω1 −→ πδ suprayectiva ∧ f(0) = 1lπδ

,

luego podemos tomar un nombre σδ tal que

1lPδ
⊩ σδ : ω1 −→ πδ suprayectiva ∧ σδ(0) = 1lπδ

.

Para cada α < ω1, tenemos que 1lPδ
⊩

∨
x ∈ πδ x = σδ(α̌), luego existe un

ξα ∈ π̂δ tal que 1lPδ
⊩ ξδ = ϕδ(α̌). Concretamente, podemos elegir ξ0 = 1lπδ

.
Ahora basta tomar π̄δ = {ξα | α < ω1}.

Observamos ahora que el subconjunto Pδ ⊂ Pδ formado por p ∈ Pδ tales que∧
ϵ < δ p(ϵ) ∈ π̄ϵ es denso en Pδ. En efecto, dada cualquier condición p ∈ Pδ,

podemos formar otra condición p̄ de modo que
∧
ϵ < δ 1lPδ

⊩ p̄(ϵ) = p(ϵ), y
es claro entonces que, ciertamente, p̄ ∈ Pδ (y entonces de hecho p̄ ∈ Pδ) y
p̄ ≤ p ∧ p ≤ p̄.

Además, para δ < ω2, se cumple que |Pδ| ≤ ℵ1. En efecto, para P0 = {1l}
es trivial. Si vale para δ, entonces |Pδ+1| = |Pδ × π̄δ| ≤ ℵ1, y si vale para todo
δ < λ < ω2, entonces λ tiene a lo sumo ℵℵ0

1 = (2ℵ0)ℵ0 = ℵ1 subconjuntos
numerables. Para cada uno de ellos, digamos s, (un posible soporte de una
condición),

⋃
δ∈s

π̄δ tiene cardinal ℵ1, luego hay a lo sumo ℵℵ0
1 = ℵ1 condiciones

en Pλ con soporte s, luego hay a lo sumo ℵ1 · ℵ1 = ℵ1 condiciones en Pλ.

Un cálculo similar nos da que |Pω2
| = ℵ2. A su vez, para δ ≤ ω2, si ν ≥ ℵ0

es un cardinal (siempre en M), el teorema 5.20 nos da que el número de buenos
Pδ-nombres para subconjuntos de ν̌ es a lo sumo

|Pδ|<ℵ2ν ≤ |Pδ|ℵ1ν ≤ (2ℵ1)ℵ1ν =

{
2ν si ν ≥ ℵ1,
ℵ2 si ν = ℵ0.
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y el teorema 5.22 nos da entonces que, en una extensión genérica M [G] de M
(respecto de Pδ), se cumplirá que (2ν)M [G] ≤ (2ν)M para ν ≥ ℵ1, y la otra
desigualdad es trivial. Obviamente, lo mismo vale para extensiones respecto de
Pδ, pues son las mismas, y por lo tanto la función del continuo se conserva en
todos los pasos de la iteración, salvo que

1lPω2
⊩ 2ℵ0 ≤ ℵ2.

Cuando hayamos probado que

1lPω2
⊩ no existen p-puntos

podremos concluir que, necesariamente, 1lPω2
⊩ 2ℵ0 = 2ℵ1 = ℵ2.

Antes de definir la iteración veamos qué podemos decir en el caso en que
exista un filtro Pω2-genérico sobre M tal que exista un p-punto P ∈M [G].

En todo lo que sigue, ω2 representará a ωM2 = ω
M [G]
2 , e igualmente con otros

cardinales.

Para cada α < ω2, sea Fα = P ∩M [Gα], donde, naturalmente, Gα = i−1
α [G].

Tenemos que Fα ∈M [G], pero no necesariamente Fα ∈M [Gα].

Claramente Fα es un filtro en el álgebra (Pω)M [Gα]. Diremos que es un
p-filtro no acotado respecto de β ≤ α si

• Si {Xn}n∈ω ∈ M [Gβ ] es una familia de elementos de Fβ , existe X ∈ Fα
tal que X \Xn es finito, para todo n.

• Para cada g ∈ ωω ∩M [Gβ ] existe un X ∈ Fα tal que g ≤∗ fX .

Veamos ahora que, para cada β < ω2, existe un β < J(β) < ω2 tal que FJ(β)
es un p-filtro no acotado respecto de β.

En efecto, dada {Xn}n∈ω ∈ M [Gβ ], sabemos que existe X ∈ P tal que
X \Xn es finito, para todo n. En particular X ∈ M [G], y el teorema 7.25 nos
da que existe un β′ < ω2 tal que X ∈M [Gβ′ ].

Como M [Gβ ] cumple la hipótesis del continuo, hay ℵ1 sucesiones posibles
{Xn}n∈ω ∈M [Gβ ], a cada una de las cuales le asignamos un ordinal β′ tal que
existe un X ∈M [Gβ′ ] que cumpla lo requerido (la asignación se hace en M [G]).
El conjunto de los β′ está acotado en ω2 por un cierto α0 < ω2, y para este α0

(o cualquier ordinal mayor) se cumple que Fα0
es un p-filtro respecto de β.

Similarmente, dada g ∈ ωω ∩ M [Gβ ], existe X ∈ F tal que g ≤∗ fX , y
como antes podemos encontrar un β′ < ω2 tal que X ∈M [Gβ′ ]. Igualmente, el
número de aplicaciones g posibles es ℵ1, luego podemos encontrar un α1 < ω2

que acote a todos los β′ posibles, y J(β) = máx{β+1, α0, α1} cumple claramente
lo requerido.

Veamos ahora que existe un α < ω2 tal que Fα es un p-filtro no acotado
respecto de α.
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En efecto, basta definir recurrentemente una sucesión {αδ}δ≤ω1
mediante

α0 = 0, αδ+1 = J(αδ) y αλ =
⋃
δ<λ

αδ. Entonces α = αω1
cumple lo pedido.

Notemos que cf α = ℵ1.

En efecto, si {Xn}n∈ω ∈ M [Gα] es una familia en Fα, cada Xn ∈ M [G],
consideramos una biyección f : ω × ω −→ ω tal que f ∈ M y definimos el
conjunto C =

⋃
n∈ω

f [{n} × Xn] ∈ M [G]. Por 7.25 existe un β < α tal que

C ∈M [Gβ ], lo que a su vez implica que {Xn}n∈ω ∈M [Gβ ]. A su vez existe un
δ < ω1 tal que β < αδ, luego J(β) < J(αδ) = αδ+1 < α. Por lo tanto, existe un
X ∈M [GJ(β)] ⊂M [Gα] tal que X \An es finito, para todo n. Esto prueba que
Fα es un p-filtro respecto de α, y la prueba de que no está acotado respecto de
α es similar.

Ahora aplicamos 7.25 a X = Fα, S = (Pω)M [Gα]. Esto es posible, pues
|S| = ℵ1 < cf ω2. La conclusión es que existe un ϵ < ω2, que podemos tomar
> α, de modo que Fα ∈ M [Gϵ]. Llamamos F ∗

α ∈ M [Gϵ] al filtro generado por
Fα en (Pω)M [Gϵ], es decir,

F ∗
α = {X ∈ (Pω)M [Gϵ] |

∨
Y ∈ Fα Y ⊂ X} ⊂ P.

Ahora probamos un hecho general que no depende de la hipótesis de reduc-
ción al absurdo que hemos supuesto:

Si α ≤ ϵ < ω2 y F ∈ M [Gϵ] es un p-filtro en (Pω)M [Gα] no acotado
respecto de α, entones el filtro F ∗ generado por F en (Pω)M [Gϵ] es
un p-filtro no acotado en M [Gϵ].

En efecto, por el teorema 11.26 sabemos queM [Gϵ] es una extensión genérica
de M [Gα] por un c.p.o. propio Q que acota a ωω (véase la nota posterior al
teorema, que se aplica igualmente a la propiedad de acotar a ωω teniendo en
cuenta 11.51).

Veamos que F ∗ no está acotado. Para ello supongamos que existe una fun-
ción g ∈ (ωω)M [Gϵ] tal que para todo X ∈ F ∗ se cumple que fX <∗ g. Como
Q acota a ωω, existe g′ ∈ (ωω)M [Gα] tal que

∧
n ∈ ω g(n) ≤ g′(n). En particu-

lar,
∧
X ∈ Fα fX <∗ g′, en contradicción con que F es un p-filtro no acotado

respecto de α.

Para probar que F ∗ es un p-filtro tomamos una familia numerable {Zn}n∈ω
de elementos de F ∗. Como F ∗ es el filtro generado por F , podemos formar (en
M [Gϵ]) una familia {Yn}n∈ω de conjuntos de F tales que

∧
n ∈ ω Yn ⊂ Zn.

Sea f ∈M [Gα] tal que (f : ω1 −→ Pω biyectiva)M [Gα]. Entonces el conjunto
C = f−1[{Yn | n ∈ ω}] está en M [Gϵ] y es numerable. Como Q es propio,
el teorema 11.11 nos da que existe C ′ ∈ M [Gα] numerable tal que C ⊂ C ′.
Entonces A = f [C ′] ∩ F es una familia numerable (en M [Gα]) de elementos de
F que contiene a {Yn}n∈ω. Como F es un p-filtro existe X ∈ F ⊂ F ∗ tal que
cada X \U es finito para todo U ∈ A. En particular, cada X \ Yn es finito, y lo
mismo vale para X \ Zn.
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En particular, volviendo a nuestra hipótesis de reducción al absurdo, en el
supuesto de que existe un p-punto P ∈ M [G] hemos probado que existe un
ϵ < ω2 tal que existe un F ∈M [Gϵ] que es un p-filtro no acotado y F ⊂ P .

Ahora ya podemos construir la iteración. Para ello consideramos una función
f : ω2 −→ ω2 × ω2 suprayectiva, f ∈M , tal que∧

αβγ ∈ ω2(f(α) = (β, γ)→ β ≤ α).

(Véase la prueba de 7.35.) Además de ({Pδ}δ≤ω2 , {πδ}δ<ω2) y {ϕδ}δ<ω2 , vamos
a construir una sucesión {Φδ}δ<ω2

tal que Φδ ∈MPδ y

1lPδ
⊩ Φδ : ω2 −→ {F | F es un p-filtro no acotado} suprayectiva.

Tomamos P0 = {∅} y, supuesta construida la iteración ({Pβ}β≤α, {πβ}β<α)
junto con las sucesiones {ϕβ}β<α y {Φβ}β<α en las condiciones indicadas, sa-
bemos que 1lPα

⊩ 2ℵ0 = ℵ1 ∧ 2ℵ1 = ℵ2, de donde se sigue inmediatamente que
1lPα

fuerza que hay como máximo ℵ2 p-filtros no acotados. Esto nos permite
escoger una función Φα en las condiciones requeridas.

Ahora calculamos f(α) = (β, γ) y, como β ≤ α, está definido Φβ y

1lPα
⊩

∨
x x = ⟨iβα(Φβ)(γ̌)⟩ ,

donde ⟨ ⟩ representa al filtro generado en Pω. A su vez, existe un ϕα ∈MPα tal
que 1lPα ⊩ ϕα = ⟨iβα(Φβ)(γ̌)⟩.

Si Gα es un filtro Pα-genérico sobre M tenemos que (Φβ)Gβ
(γ) es un p-filtro

no acotado en M [Gβ ], y hemos probado que el filtro que genera en (Pω)M [Gα],
es decir, (ϕα)Gα

es también un p-filtro no acotado. Así pues, 1lPα
⊩ ϕα es un

p-filtro no acotado. A su vez, existe πα ∈MPα tal que 1lPα
⊩ πα = Pωϕα

.

Con esto queda definida la iteración ({Pβ}β≤α+1, {πβ}β<α+1) junto con las
sucesiones {ϕβ}β<α+1 y {Φβ}β<α+1. Para ordinales límite la iteración está
completamente determinada por la propia definición de iteración (con soportes
numerables).

Ahora volvemos a la reducción al absurdo: en el supuesto de que existe un
p-punto P ∈ M [G] hemos encontrado un ϵ < ω2 tal que existe un p-filtro no
acotado F ∈ M [Gϵ] contenido en P . Entonces tiene que existir un γ < ω2 tal
que F = (Φϵ)Gϵ

(γ), y a su vez existe un ϵ ≤ α < ω2 tal que f(α) = (ϵ, γ).

Entonces F ∗ = (ϕα)Gα ⊂ P es el filtro generado por F en (Pω)M [Gα], que
también es un p-filtro no acotado, y por construcción (πα)Gα = PωF∗ .

Así pues el teorema 7.24 nos da que M [Gα+1] = M [Gα][H], para cierto
filtro PωF∗ -genérico H sobre M [Gα] y el teorema 11.26 (véase la observación
posterior) nos da que M [G] = M [Gα+1][H

′], para cierto filtro Q-genérico H ′

sobre M [Gα+1] respecto de cierto c.p.o. Q propio y que acota a ωω. En total
tenemos que M [G] = M [Gα][H][H ′], y podemos aplicar el teorema 12.13, que
nos asegura que en M [G] no hay p-puntos que extiendan a F ∗, cuando por otra
parte P cumple esto. Esta contradicción prueba que en M [G] no hay p-puntos.
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12.3 Especialización de árboles de Aronszajn
Dado un árbol de Aronszajn T , vamos a definir un c.p.o. PT de manera que

1l ⊩ Ť es especial. Después, mediante una iteración de estos c.p.o.s, obtendremos
un modelo en el que todo árbol de Aronszajn es especial. En [TC 9.28] hemos
visto que AM(ℵ1) implica este hecho, pero el modelo que obtendremos aquí
cumplirá además la hipótesis del continuo, con lo que tendremos una prueba de
que HC no implica ni ♢ ni HS.

Antes de entrar en materia demostraremos un resultado técnico que vamos a
necesitar más adelante sobre árboles de Aronszajn. Conviene introducir alguna
notación:

Si T es un árbol de altura ω1 y n ∈ ω es no nulo, llamaremos

Tn =
⋃

α<ω1

(Nivα T )n

al conjunto de n-tuplas de elementos de T de la misma altura. Se trata de un
árbol con la relación dada por x ≤ x′ si y sólo si xi ≤ x′i para todo i ∈ n.

Si x ∈ T tiene altura α y γ < α, representaremos por x|γ al único ele-
mento de altura γ menor que x. En particular, si x ∈ Tn, tenemos que
x|γ = (x0|γ , . . . , xn−1|γ). Si B ⊂ Tn y γ < ω1, representamos Bγ = B ∩Nivγ T .
Si B ⊂ Nivγ T y β < γ, entonces B|β = {x|β | x ∈ B}.

Teorema 12.15 Sea T un árbol de Aronszajn, sea n ∈ ω no nulo, sea α0 < ω1,
sea B ⊂ Tn un conjunto no numerable formado por elementos de altura ≥ α y
tal que si x ∈ Nivγ Tn con α ≤ γ < ω1 y x ≤ x′ ∈ B, también x ∈ B. Entonces
existe α ≤ β < ω1 y B′ ⊂ B no numerable tal que:

a) Si β ≤ γ0 < γ1 < ω1, entonces B′
γ0 = B′

γ1 |γ0 .

b) Si β ≤ γ < ω1, entonces B′
γ es disperso, es decir, para todo subconjunto

finito t ⊂ Nivγ T , existe x ∈ B′
γ tal que Rx ∩ t = ∅.

Demostración: Dividimos la prueba en varios pasos:

• Podemos suponer que cada x ∈ B admite extensiones de cualquier altura
numerable.

En efecto, llamamos B∗ al conjunto de los elementos de B que admiten ex-
tensiones de cualquier altura numerable. Si α ≤ γ < ω1 entonces B∗

γ ̸= ∅,
pues en caso contrario algún Bγ no contendría elementos con extensiones
de cualquier altura numerable, pero eso es imposible, ya que todo elemento
de B de altura mayor que γ se restringe a un elemento de Bγ (por hipó-
tesis) y Bγ es numerable. Así pues B∗ no es numerable, y basta probar
que B∗ contiene un subconjunto B′ en las condiciones requeridas.

• Si α ≤ γ < ω1, x ∈ Bγ e i < n, para cada p < ω no nulo existen
γ ≤ γ′ < ω1 y x0, . . . , xp−1 ∈ Bγ′ tales que x ≤ xj (para todo j) y los xji
son distintos dos a dos.
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En efecto, en caso contrario sea p el máximo número natural para el que
esto se cumple (trivialmente vale para p = 1). Sean x0, . . . , xp−1 según el
enunciado. Si z, z′ son extensiones de x0 de altura γ′′ ≥ γ′, necesariamente
zi = z′i, pues, de lo contrario, extendiendo cada xi, con i > 0 a un x′i de
altura γ′′ tendríamos p+1 extensiones de x con las componentes i-ésimas
distintas dos a dos. Así pues, las componentes i-ésimas de las extensiones
de x0 forman una cadena no numerable en T , en contradicción con que es
un árbol de Aronszajn.

• Si α ≤ γ < ω1 y x ∈ Bγ , existen γ ≤ γ′ < ω1 y z, z′ ∈ Bγ′ tales que
x ≤ z, x ≤ z′ y Rz, Rz′ son disjuntos.
En efecto, veamos por inducción sobre k ≤ n que podemos construir pares
de extensiones zk, z′k de x de una misma altura tales que zk[k]∩z′k[n] = ∅.
Entonces basta tomar zn y z′n.
Tomamos z0 = z′0 = x. Si tenemos definidas zk y z′k, con k < n, por el
punto anterior podemos tomar extensiones w0, . . . , wn de zk de la misma
altura con las k-ésimas componentes distintas dos a dos. Sea v′ una ex-
tensión de z′k de la misma altura. Entonces, existe un j tal que wjk /∈ v′[n]
y basta tomar zk+1 = wj , z′k+1 = v′.

• Existe α ≤ β < ω1 tal que Bβ contiene infinitos elementos disjuntos dos
a dos.
Partimos de cualquier z0 ∈ Bα, lo extendemos a z1, z′1 disjuntos según el
punto anterior. A su vez extendemos z1 a z2 y z′2 disjuntos, y así sucesi-
vamente. Llamamos β al supremo de las alturas de los zn y extendemos
todos los z′n hasta la altura β. Dichas extensiones serán disjuntas dos a
dos.

• Fijada una familia infinita B∗ ⊂ Bβ de elementos disjuntos dos a dos, defi-
nimos B′ como el conjunto de todas las extensiones en B de los elementos
de B∗. Claramente cumple lo pedido.

Pasamos ya a ocuparnos del problema de definir un c.p.o. PT que espe-
cialice a un árbol de Aronszajn dado T . La forma natural de hacerlo sería
tomar como condiciones las funciones f tales que existe un α < ω1 tal que
f :

⋃
δ<α+1

Nivδ T −→ Q estrictamente creciente. De este modo, si relativizamos

toda la construcción a un modelo transitivo numerable M de ZFC y tomamos un
filtro genérico G, la función fG =

⋃
f∈G

f cumple que f : T −→ Q estrictamente
creciente.

Ahora bien, esto no significa que T sea un árbol de Aronszajn especial en
M [G], porque ℵ1 se colapsa, luego T ya no es ni siquiera un ℵ1-árbol en M [G].

En efecto, basta tener en cuenta que si n ∈ ω el conjunto Dn formado por
las condiciones definidas hasta Nivα(T ) tales que

∧
s ∈ Nivα(T ) f(s) ≥ n es

denso, con lo que en M [G] podemos tomar un αn < ωM1 tal que∧
s ∈ Nivαn

T fG(s) ≥ n.
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Si fuera ωM1 = ω
M [G]
1 , existiría un α < ω

M [G]
1 tal que

∧
n ∈ ω αn ≤ α, y entonces

un s ∈ Nivα+1T cumpliría
∧
n ∈ ω f(s) ≥ n, lo cual es absurdo.

Esto nos obliga a imponer más condiciones en la definición de PT , y vamos
a hacerlo de modo que sea propio. En todo lo que sigue T será un árbol de
Aronszajn arbitrario, pero fijo.

Definición 12.16 Una aproximación es una función

f :
⋃

δ<α+1

Nivδ T −→ Q

estrictamente creciente, donde α < ω1 está unívocamente determinado por f ,
por lo que lo representaremos por αf y lo llamaremos altura de f .

Si γ ≥ αf , diremos que una función finita h : d ⊂ Nivγ T −→ Q acota a f
si

∧
x ∈ d f(x|α) < h(x), donde x|α representa al elemento de Nivα T situado

bajo x.
Diremos que H es un requisito de altura γ < ω1 si existe un n = n(H) tal

que H es un conjunto de funciones h : d ⊂ NivγT −→ Q con |d| = n.

Una aproximación f de altura α cumple un requisito H de altura α si para
todo t ⊂ Nivα T finito existe un h ∈ H que acota a f y t ∩Dh = ∅.

Una promesa Γ es una sucesión {Γγ}β≤γ<ω1
(donde β está unívocamente

determinado por Γ, así que lo representaremos por β(Γ)) tal que

a) Cada Γγ es un conjunto numerable (no vacío) de requisitos de altura γ.

b) Cada H ∈ Γγ es disperso, es decir, para cada t ⊂ Nivγ T finito existe
h ∈ H tal que t ∩Dh = ∅.

c) Si β ≤ γ < δ < ω1, para cada h ∈ H ∈ Γδ, la aplicación Dh −→ Nivγ T
dada por s 7→ s|γ es inyectiva, con lo que podemos definir h|γ(s|γ) = h(s),
y se cumple que Γγ = {H|γ | H ∈ Γδ}, donde H|γ = {h|γ | h ∈ H}.

Diremos que una aproximación f cumple una promesa Γ si β(Γ) ≤ αf y f
cumple cada requisito H ∈ Γαf

.

Definimos P = PT como el conjunto de todos los pares (f,Γ) tales que f es
una aproximación, Γ es una promesa y f cumple Γ.

Si p = (f,Γ) ∈ P, escribiremos fp = f , Γp = Γ, αp = αfp , βp̄ = β(Γp).

Consideramos en P el preorden dado por q ≤ p si y sólo si fp ⊂ fq y para
todo αq ≤ γ < ω1 se cumple que Γpγ ⊂ Γqγ .

En principio, P no tiene máximo elemento, pero podemos añadirle un nuevo
conjunto 1l y extender el preorden de modo que éste pase a ser el máximo de P.

Observemos que existen condiciones no triviales. Por ejemplo, basta tomar
un ordinal α tal que NivαT sea infinito, elegir una aproximación f de altura
α que esté acotada por un cierto r ∈ Q y, para cada α ≤ γ < ω1, definir el
compromiso Hγ = {{(s, r)} | s ∈ NivγT} y finalmente tomar Γγ = {Hγ}.
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Nota Si p = (f,Γ) ∈ P es una condición de altura α y g es una aproximación
de altura α tal que

∧
s ∈ Df g(s) ≤ f(s), entonces obviamente g cumple la

promesa Γ.

Si p1 ≤ p0 < 1l y llamamos αi = αpi , fi = fpi y j : Q+ −→ Q+ es una función
estrictamente creciente tal que

∧
r ∈ Q+ j(r) ≤ r, para cada x ∈ Nivα T , con

α0 < α ≤ α1, definimos

g(x) = f0(x|α0
) + j(f1(x)− f0(x|α0

)),

y si x ∈
⋃

δ≤α0

Nivα0 T definimos g(x) = f0(x). Entonces, en virtud de la ob-

servación precedente, la condición (g,Γp1) es también una extensión de p0 de
altura α1.

Necesitamos algunos resultados sobre extensión de condiciones. El funda-
mental es el siguiente:

Teorema 12.17 Si p ∈ P y αp < α < ω1, existe q ∈ P tal que q ≤ p, αq = α
y Γq = Γp. Más aún, si h : d ⊂ Nivα T −→ Q es una función finita que acota
a p, podemos exigir que también acote a q.

Demostración: La segunda parte se sigue fácilmente de la primera. En
efecto, si tenemos una extensión q, podemos modificarla como sigue. Fijamos
δ ∈ Q+ tal que

∧
x ∈ Dh h(x) > fp(x|αp

) + δ, tomamos j : Q+ −→ ]0, δ[
estrictamente creciente tal que

∧
r ∈ Q+ j(r) < r. Ahora basta tomar la

modificación q∗ de q definida en la nota precedente. Así, si x ∈ Nivα T , tenemos
que

fq∗(x) = fp(x|αp) + j(fq(x)− fp(x|αp)) < fp(x|αp) + δ < h(x),

luego h acota a q∗.

Para probar la primera parte razonamos por inducción sobre α. Si α = α∗+1,
por hipótesis de inducción podemos extender p a una condición de altura α∗,
por lo que no perdemos generalidad si suponemos que α = αp + 1. Se trata
entonces de extender fp hasta Nivαp+1T de modo que cumpla los requisitos de
Γp,α. Sabemos que, para cada H ∈ Γp,α, se cumple que H|αp ∈ Γp,αp , luego es
satisfecho por fp.

Existe una sucesión {hm}m∈ω de funciones finitas con dominios disjuntos dos
a dos que acotan a fp y que contiene infinitos elementos de cada H ∈ Γp,αp

. En
efecto, tomamos una enumeración {Hk}k∈ω de Γp,α y fijamos una enumeración
{km}m∈ω de ω en la que cada número natural aparezca infinitas veces.

Supuestas construidas h0, . . . , hm−1, como fp cumple el requisito Hkm |αp
,

podemos tomar hm ∈ Hkm tal que hm|αp
acote a fp y tenga dominio disjunto

de
⋃
i<m

Dhi|αp
, luego el dominio de hm también será disjunto de

⋃
i<m

Dhi.

Para cada x ∈ Dhm definimos

fq(x) =
fp(x|αp

) + hm(x)

2
,
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mientras que si x ∈ Nivα T \
⋃
n<ω

Dhm, definimos fq(x) = fp(x|αp
) + 1.

Así, la extensión fq de fp definida de este modo es estrictamente creciente
y cumple claramente la promesa Γp, pues dado H ∈ Γp,α y t ⊂ Nivα T finito,
existe un m < ω tal que H = Hkm y el dominio de hm es disjunto de t. Entonces
hm ∈ H acota a fq.

Supongamos ahora que α es un ordinal límite y sea {αm}m<ω una sucesión
cofinal creciente en α con α0 = αp. Vamos a definir una cadena de extensiones
{pm}m<ω, todas con la misma promesa Γp, de modo que p0 = p y la altura de
pm es αm, así como una sucesión de funciones finitas hm : dm ⊂ Nivα T −→ Q
cada una de las cuales acota a la correspondiente fpm .

Como antes, tomamos una enumeración {Hk}k<ω de Γp,α y fijamos una
enumeración {km}m∈ω de ω en la que cada número natural aparezca infinitas
veces. Sea además {xm}m<ω una enumeración de Nivα T .

Supuesta definida pm, como cumple el requisitoHkm |αm
, podemos tomar una

función h ∈ Hkm cuyo dominio sea disjunto del dominio de hm−1 (entendiendo
que esto se cumple trivialmente si m = 0) y que acote a fpm . Claramente
podemos modificar h para obtener otra función h′ con el mismo dominio, que
siga acotando a fpm y tal que

∧
x ∈ Dh′ h′(x) < h(x).

Definimos hm = hm−1 ∪ h′, que claramente acota a fpm , y si xm /∈ Dhm,
lo añadimos asignándole una imagen tal que hm(xm) > fpm(xm|αm). De este
modo hm sigue acotando a fpm y, por la hipótesis de inducción, existe pm+1 ∈ P
que extiende a pm con altura αm+1, con la misma promesa y acotada por hm.

Esta construcción garantiza que h∗ =
⋃
m∈ω

hm : Nivα T −→ Q y que, para

cada k < ω y cada m ≥ k, se cumple que xk ∈ Dhm, luego

fpm(xk|αm
) < hm(xk) = h∗(xk).

Esto hace que fq =
⋃
m∈ω

fpm ∪ h∗ sea una aproximación, y además cumple cada

requisito de Γp,α, pues, dado cualquier conjunto finito t ⊂ Nivα T y H ∈ Γp,α,
existe un m < ω tal que H = Hkm , t ⊂ Dhm−1, y entonces, por la construcción,
existe un h ∈ H tal que h′ ⊂ hm ⊂ h∗ (con lo que h acota a fq) y cuyo dominio
es disjunto de t. Por lo tanto, q = (fq,Γp) ∈ P y αq = α.

A su vez, como consecuencia demostramos un resultado de adición de requi-
sitos a la promesa de una condición:

Teorema 12.18 Sea p ∈ P una condición, sea α = αp y sea ∆ una promesa
tal que α < β = β(∆). Si existe una aplicación finita g : d ⊂ Nivα T −→ Q que
acota fp y ∧

γ ∈ ω1 \ β
∧
H ∈ ∆γ

∧
h ∈ H h|α = g,

entonces existe q ∈ P tal que q ≤ p, αq = β y
∧
γ ∈ ω1 \ β ∆γ ⊂ Γq,γ .

Demostración: Fijemos un δ ∈ Q+ tal que
∧
x ∈ Dg g(x) > fp(x) + δ.

Por el teorema anterior existe q′ ∈ P tal que q′ ≤ p y αq′ = β. Fijamos una
aplicación j : Q+ −→ ]0, δ[ estrictamente creciente y tal que

∧
r ∈ Q+ j(r) < r.
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Entonces, según hemos observado en la nota tras la definición 12.16, la extensión
f∗ de fp de altura β determinada por

f∗(x) = fp(x|α) + j(fq′(x)− fp(x|α)).

cumple que (f∗,Γp) ∈ P es una extensión de p. Además, si h ∈ H ∈ ∆β y
x ∈ Dh, tenemos que h|α = g, luego

f∗(x) < fp(x|α) + δ < g(x|α) = h|α(x|α) = h(x)

luego f∗ cumple el requisito H. Como también cumple los requisitos de Γp,β ,
podemos formar una condición q dada por fq = f∗ y la promesa Γq determinada
por Γq,γ = Γp,γ ∪∆γ para β ≤ γ < ω1. Es inmediato que q ≤ p.

Para demostrar que P es propio nos apoyaremos en el resultado siguiente,
en cuya prueba se pone de manifiesto el papel que representan las promesas:

Teorema 12.19 Sea κ un cardinal regular no numerable, sea N ≺ H(κ) nu-
merable tal que T , P ∈ N , sea p ∈ N ∩ P, α = ω1 ∩N y h : d ⊂ Nivα T −→ Q
una función finita que acote a fp. Sea D ∈ N un abierto denso en P. Entonces
existe r ∈ D ∩N tal que r ≤ p y fr está acotada por h.

Demostración: Vamos a probar algo ligeramente más general. Suponga-
mos que d es un conjunto finito de ramas de altura α en T y vamos a fijar una
enumeración d = {di}i<n. Cuando decimos que h acota a fp queremos decir que
si di|αp

es el elemento de altura αp en la rama di, entonces fp(di|αp)) < h(di).
El enunciado se obtiene como caso particular cuando aplicamos esta versión a
las ramas {u ∈ T | u < s}, para cada s ∈ d.

Supongamos que no existe tal r. Podemos suponer que los di|αp
son distintos

dos a dos, pues en caso contrario podemos tomar un ordinal α′ < αp tal que los
di|α′ sean distintos dos a dos y cambiar p por una extensión de p de altura α′

(que podemos tomar en N). Si dicha extensión pudiera extenderse hasta un r
en las condiciones del enunciado, también podría extenderse p.

Llamemos g0 = h|αp
. Diremos que una función finita g : dg ⊂ Nivγ T −→ Q

es mala si αp ≤ γ < ω1, |dg| = n, existe g|αp
= g0 (es decir, las restricciones de

los elementos de dg son distintas dos a dos) y ninguna condición r ∈ D, r ≤ p,
αr ≤ γ está acotada por g.

En particular, si αp ≤ γ < α, se cumple que h|γ es malaN , pues si existiera
r ∈ D∩N con r ≤ p, αr ≤ γ y acotada por h|γ , entonces también lo estaría por
h y cumpliría el teorema.

Esto implica que en N y, por lo tanto, en H(κ), existe una cantidad no
numerable de funciones malas. En efecto, si el conjunto de las aplicaciones
malas fuera numerable, existiría una cota γ ∈ N de sus alturas, γ < ω1, y
entonces αp ≤ γ < α, con lo que h|γ no sería malaN , contradicción.

Observemos también que si g : dg ⊂ Nivγ T −→ Q es mala y αp ≤ γ′ < γ,
entonces g|γ′ también es mala.



12.3. Especialización de árboles de Aronszajn 503

Llamamos B ⊂ Tn al conjunto de los dominios de las funciones malas (vistos
como n-tuplas). Así Bγ ̸= ∅ para todo αp ≤ γ < ω1 (luego es no numerable)
y tiene la propiedad de que si x ∈ B y x′ ∈ Nivγ T con αp ≤ γ < ω1 cumple
x′ ≤ x entonces x′ ∈ Bγ .

Podemos aplicar el teorema 12.15, que nos da un conjunto B0 ⊂ B y un
ordinal αp ≤ β < ω1 tales que si β ≤ γ < γ′ < ω1 entonces B0

γ = B0
γ′ |γ y

B0
β es disperso (todo conjunto finito en Nivβ T es disjunto de un elemento de

B0
β). Más aún, como B ∈ N y la propiedad con la que hemos escogido B0 está

definida en términos de parámetros en N , podemos exigir que B0 ∈ N .

Para cada β ≤ γ < ω1, definimos el requisito

Hγ = {g | g es mala ∧ Dg ∈ B0
γ}.

Claramente ∆γ = {Hγ} define una promesa, y todas las funciones de cada
Hγ extienden a g0, que acota a fp. Por el teorema anterior existe q ∈ P de
altura β tal que q ≤ p y

∧
γ ∈ ω1 \ β Hγ ∈ Γq,γ . Se cumple que ∆ ∈ N , lo que

a su vez implica que podemos tomar q ∈ N .
Finalmente tomamos r ∈ D tal que r ≤ q. Claramente podemos exigir

que r ∈ N . Como fr satisface Γq,αr , en particular satisface Hαr , luego existe
g ∈ Hαr que acota a fr, en contradicción con que g tiene que ser mala.

Teorema 12.20 Existe un sistema de completitud numerablemente completo D
tal que P es D-completo.

Demostración: Tomemos un cardinal regular κ suficientemente grande,
sea N ≺ H(κ) un submodelo elemental numerable de manera que P ∈ N y sea
p0 ∈ P ∩ N . Sea ϕ : N −→ N̄ el colapso transitivo de N , sea P̄ = ϕ(P) y
p̄0 = ϕ(p0). Sea α = ω1 ∩N , de modo que ϕ(α) = ωN̄1 .

Observemos que T ∈ N , pues puede reconstruirse a partir de P, y si δ < α,
entonces NivδT ∈ N y, al ser numerable, NivδT ⊂ N . Es claro entonces que ϕ
se restringe a un isomorfismo

ϕ : Tα =
⋃
δ<α

NivδT −→ T̄ = ϕ(T ).

Así T̄ es un árbol de AronszajnN̄ y P̄ es (en N̄) el c.p.o. asociado a T̄ . Obser-
vemos que T̄ tiene altura α, por lo que no existe Nivα T̄ . Sin embargo, vamos a
ver que podemos traspasar a N̄ mediante ϕ toda la información relevante sobre
Nivα T .

Para ello observamos que cada s ∈ NivαT determina una rama

Rs = {s|δ | δ < α}

cofinal en Tα, que a su vez determina una rama s̄ = ϕ[Rs] ⊂ N̄ cofinal en T̄ .
No puede suceder que s̄ ∈ N̄ , porque entonces T̄ no sería un árbol de Aronszajn
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en N̄ . Podemos pensar en s̄ como la “mejor traducción posible” de s a N̄ . Si
δ < α, llamaremos s̄|δ = ϕ(s|δ), que es el elemento de altura δ en la rama s̄.

Sea {sn}n∈ω una enumeración de NivαT y sea {s̄n}n∈ω dada por s̄n = sn.

Si p ∈ P ∩N , H ∈ Γp,α y h ∈ H, entonces h : d −→ Q, donde d ⊂ NivαT es
finito. Definimos h̄ : d̄ −→ Q, donde d̄ = {n ∈ ω | sn ∈ d} y h̄(n) = h(sn). Así
h̄ “codifica” h. Definimos H̄ = {h̄ | h ∈ H} y Γ̄p̄ = {H̄ | H ∈ Γp,α}.

Claramente se cumplen las propiedades siguientes, a las que nos referiremos
con (∗):

• s̄ = {s̄n}n∈ω es una sucesión de caminos (ramas cofinales) en T̄ .

• Γ̄ es una función definida en P̄ que asocia a cada p̄ ∈ P̄ un conjunto
numerable Γ̄p̄ de “requisitos” H̄, entendidos como conjuntos de funciones
h̄ : d̄ ⊂ ω −→ Q, con d̄ finito.

• Los dominios de las funciones de H̄ forman un conjunto disperso, en el
sentido de que para todo conjunto finito t ⊂ ω existe h̄ ∈ H̄ tal que
t ∩Dh̄ = ∅.

• Si βq̄ ≤ δ < α, entonces Γp̄,δ = {H̄|δ | H̄ ∈ Γ̄p̄}, donde

H̄|δ = {h̄δ | h̄ ∈ H̄},

donde a su vez, si Dh̄ = {n1, . . . , nk}, entonces Dh̄δ = {s̄n1
|δ, . . . , s̄nk

|δ},
con todos los s̄ni

distintos dos a dos, y h̄δ(s̄ni
|δ) = h̄(ni).

• Si p̄ ≤ p̄′, entonces Γ̄p̄′ ⊂ Γ̄p̄.

También contamos con que N̄ , P̄ y T̄ cumplen la traducción a través de ϕ
del teorema anterior (no de su enunciado, sino del hecho más general que hemos
probado, precisamente para poder aplicarlo aquí), es decir:

(∗∗) Si p̄ ∈ P̄, D̄ ∈ N̄ es denso en P̄ y h̄ : d̄ −→ Q es una aplicación
definida en un conjunto finito d̄ de caminos en T̄ (que necesaria-
mente no están en N̄) que acota a fp̄ (en el sentido de que, para
todo s̄ ∈ d̄, se cumple que fp̄(s̄|αp̄

) < h̄(s̄)), entonces existe r̄ ∈ D̄
tal que r̄ ≤ p̄ y fr̄ está acotada por h̄.

Más aún, en la prueba del teorema se ve que podemos tomar r̄ de altura
arbitrariamente grande (menor que α). Concretamente, esto se debe a que en
la parte final de la prueba podemos elegir β ∈ N arbitrariamente grande.

En esta situación tenemos que definir D(N̄ , P̄, p̄0) de modo que la definición
valga para cualquier modelo transitivo numerable N̄ de ZFC−AP, cualquier
c.p.o. P̄ ∈ N̄ y cualquier p̄0 ∈ P̄, y proporcione una familia no vacía de conjuntos
no vacíos de filtros P̄-genéricos sobre N̄ que contienen a p̄0, de tal manera que,
en el caso particular en que N̄ , P̄ y p̄0 sean los que hemos descrito, entonces las
antiimágenes por ϕ de los filtros de alguno de los elementos de D(N̄ , P̄, p̄0) estén
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acotadas inferiormente en P. Además toda intersección numerable de elementos
de D(N̄ , P̄, p̄0) debe ser no vacía.

Para definir D(N̄ , P̄, p̄0) distinguimos dos casos:

a) P̄ es (en N̄) el c.p.o. asociado a un árbol de AronszajnN̄ T̄ , se cumple la
propiedad (∗∗) y existe al menos un par (s̄, Γ̄) que cumple (∗).

b) Cualquier otro caso.

En el caso b) definimos D(N̄ , P̄, p̄0) como el conjunto cuyo único elemento
es el conjunto de todos los filtros P̄-genéricos sobre N̄ que contienen a p̄0. A
partir de aquí nos centramos en el caso a). Para cada par (s̄, Γ̄) que cumpla (∗)
vamos a definir un conjunto Xs̄,Γ̄ de filtros P̄-genéricos sobre N̄ que contienen a
p̄0, y así definiremos D(N̄ , P̄, p̄0) como el conjunto de todos los conjuntos Xs̄,Γ̄.

De este modo, en el caso en que N̄ sea el colapso de un modelo N en las
condiciones iniciales de la prueba, entre los elementos de D(N̄ , P̄, p̄0) figurará
en particular el construido a partir de la auténtica sucesión s̄ que codifica a
través de la función colapsante ϕ el nivel α-ésimo de P y la auténtica función
Γ̄ que codifica las promesas Γ̄p,α, y será dicho conjunto el que probará la D-
completitud de P, es decir, el que cumplirá que las antiimágenes por ϕ de sus
filtros estarán acotadas inferiormente en P.

Fijamos una sucesión {αm}m∈ω cofinal creciente en α con α0 = αp̄0 y una
enumeración {D̄m}m∈ω de todos los abiertos densos en P̄ que están en N̄ . Fi-
jamos una biyección ȷ̄ : ω −→ ω3 y definimos j : ω −→ ω2 mediante

j(m) =

{
(n, k) si ȷ̄(m) = (n, k, i) ∧ n ≤ m,
(0, 0) en otro caso.

De este modo j(m) = (n, k) → n ≤ m y cada para (n, k) aparece infinitas
veces en la sucesión {j(m)}m∈ω. Vamos a definir una sucesión decreciente de
condiciones {p̄m}m∈ω en P̄ de alturas α′

m ≥ αm, una sucesión {h̄m}m∈ω de
funciones finitas h̄m : d̄m ⊂ ω −→ Q, así como enumeraciones {H̄m

k }k∈ω de los
conjuntos Γ̄p̄m .

Partimos del p̄0 dado y fijamos una enumeración {H̄0
k}k∈ω de Γ̄p̄0 . Supon-

gamos definidos p̄0, . . . , p̄m (con las enumeraciones correspondientes de los Γ̄p̄i)
y h̄0, . . . , h̄m−1. Calculamos j(m) = (n, k). Como n ≤ m, está definido el requi-
sito H̄n

k ∈ Γ̄p̄n ⊂ Γ̄p̄m y p̄m cumple el requisito H̄n
k |α′

m
, luego podemos tomar

h̄ ∈ H̄n
k con dominio disjunto del dominio de h̄m−1 tal que h̄α′

m
acote a fp̄m .

Así, si k ∈ d̄, se cumple que fp̄m(sk|α′
m
) < h̄(k). Podemos modificar h̄ hasta

una función h̄′ con el mismo dominio pero que cumpla
∧
k ∈ Dh̄′ h̄′(k) < h̄(k).

Definimos h̄m = h̄m−1 ∪ h̄′ y, si m /∈ Dh̄m, extendemos h̄m para que contenga
a m de modo que h̄m siga acotando a fp̄m .

Ahora usamos la propiedad (∗∗) para obtener p̄m+1 ∈ D̄m acotada por h̄m
tal que p̄m+1 ≤ p̄m. Además, según hemos observado tras (∗∗), podemos to-
mar p̄m+1 de altura arbitrariamente grande, de modo que podemos exigir que
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α′
m+1 = αpm+1

≥ αm+1. Ahora podemos fijar la enumeración {H̄m+1
k }k∈ω de

Γ̄p̄m+1
y continuar la construcción.

Ahora definimos Xs̄,Γ̄ como el conjunto de todos los filtros P̄-genéricos sobre
N̄ generados por una sucesión decreciente de condiciones {p̄n}n∈ω de alturas
cofinales en α que empieza en el p̄0 dado y tal que exista una función h̄∗ : ω −→ Q
que cumpla las propiedades siguientes:

a)
∧
km ∈ ω fp̄m(s̄k|α′

m
) < h̄∗(k),

b) Si H̄ ∈
⋃
m∈ω

Γ̄p̄m y t̄ ⊂ ω es finito, existe h̄ ∈ H̄ tal que Dh̄ ∩ t̄ = ∅ y∧
k ∈ Dh̄ h̄∗(k) < h̄(k).

Observamos que Xs̄,Γ̄ ̸= ∅, pues el filtro generado por la sucesión {p̄m}m∈ω
que hemos construido es obviamente P-genérico sobre N̄ , y además cumple estas
propiedades con h̄∗ =

⋃
m∈ω

h̄m : ω −→ Q. En efecto:

a) Para cada k ∈ ω y cada m ≥ k, se cumple que k ∈ Dh̄m, luego

fp̄m(sk|α′
m
) < h̄m(k) = h̄∗(k).

Y si m < k entonces igualmente fp̄m(sk|α′
m
) = fp̄k(sk|α′

m
) < fp̄k(sk|α′

k
) < h̄∗(k).

b) Si H̄ ∈
⋃
m∈ω

Γ̄p̄m , existen n, k ∈ ω tales que H̄ = H̄n
k y existen infinitos

valores de m tales que j(m) = (n, k). Para alguno de estos m se cumplirá
que t̄ ⊂ Dh̄m−1, con lo que, por construcción, existe un h̄ ∈ H̄ = H̄n

k tal que
h̄′ ⊂ h̄m ⊂ h∗ (luego

∧
k ∈ Dh̄ h̄∗(k) < h̄(k)) y su dominio es disjunto con t̄.

Esto termina la definición de D(N̄ , P̄, p̄0). Ahora observamos que, en las
condiciones del inicio de la demostración, donde hemos partido de una terna
(N,P, p0) y la hemos colapsado a (N̄ , P̄, p̄0), si tomamos concretamente el Xs̄,Γ̄

determinado por el par (s̄, Γ̄) que hemos construido, si Ḡ es el filtro generado
por una sucesión {p̄m}m∈ω en las condiciones indicadas, entonces el filtro G en
P generado por ϕ−1[Ḡ] está, de hecho, generado por la sucesión {pm}m∈ω en
P ∩N formada por las antiimágenes por ϕ de las condiciones p̄m.

Se trata de una sucesión decreciente de condiciones de alturas cofinales en α,
por lo que si llamamos h∗ : Nivα T −→ Q a la función dada por h∗(sn) = h̄∗(n),
la propiedad a) se traduce en que

∧
m ∈ ω fp̄m(sk|α′

m
) < h∗(sk), por lo que

fq =
⋃
m∈ω

fpm ∪ h∗ es una aproximación de altura α. Para cada α ≤ γ < ω1,

podemos definir
Γq,γ =

⋃
m∈ω

Γpm,γ ,

Es claro entonces que Γq es una promesa, y la propiedad b) se traduce en que
fq la cumple, pues si H ∈ Γq,α y t ⊂ Nivα T finito, existe un m ∈ ω tal que
H ∈ Γpm,α, luego H̄ ∈ Γ̄p̄m . Además podemos definir t̄ = {k ∈ ω | sk ∈ t}, con
lo que por b) existe un h̄ ∈ H̄ con dominio disjunto con t̄ tal que h̄∗ < h̄, luego
h ∈ H acota a h∗, luego a fq.
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Por consiguiente (fq,Γq) es una condición q ∈ P que claramente cumple
q ≤ pm, para todo m ∈ ω, luego q acota inferiormente a G.

Esto prueba que P es D-completo. Para terminar sólo falta ver que D es
numerablemente cerrado. La propiedad se cumple trivialmente para ternas
(N̄ , P̄, p̄0) en el caso trivial de la definición de D. En el caso no trivial tene-
mos que considerar una familia numerable de pares {(s̄k, Γ̄k)}k∈ω y demostrar
que existe un filtro en

⋂
k∈ω

X(s̄k,Γ̄k).

Para ello fijamos una biyección π : ω −→ ω × ω, definimos s̄n = s̄
π1(n)
π2(n)

, con
lo que {s̄n}n∈ω incluye los caminos de todas las sucesiones s̄k. Si h̄ ∈ H̄ ∈ Γ̄kp̄,
definimos h̄′k como la función definida sobre d̄′k = {π−1(k,m) | m ∈ Dh̄} de
modo que h̄′k(n) = h̄(π2(n)). Así definimos H̄ ′

k = {h̄′k | h̄ ∈ H̄} y

Γ̄′k
p̄ = {H̄ ′

k | H̄ ∈ Γ̄kp̄}, Γ̄p̄ =
⋃
k∈ω

Γ̄′k
p̄ .

Es fácil comprobar que (s̄, Γ̄) así definidos cumplen (∗∗), por lo que deter-
minan un conjunto X(s̄,Γ̄). Vamos a probar que está contenido en

⋂
k∈ω

X(s̄k,Γ̄k).

En efecto, si {p̄m}m∈ω es una sucesión que genera un elemento de X(s̄,Γ̄) (es
decir, que cumple a) y b) para una cierta función h̄∗ : ω −→ Q), fijamos un
k ∈ ω y definimos la función h̄∗k : ω −→ Q mediante h̄∗k(n) = h̄∗(π−1(k, n)).
Así, si n,m ∈ ω, se cumple que

fp̄m(s̄kn|α′
m
) = fp̄m(s̄π−1(k,n)|α′

m
) < h̄∗(π−1(k, n)) = h̄∗k(n),

luego {p̄m}m∈ω y h̄∗k cumplen la propiedad a) para (s̄k, Γ̄k).

Similarmente, si H̄ ∈
⋃
m∈ω

Γ̄kp̄m y t̄ ⊂ ω es finito, entonces H̄ ′
k ∈

⋃
m∈ω

Γ̄p̄m ,

y podemos considerar t̄′ = {π(k, n) | n ∈ t̄}, con lo que existe h̄′k ∈ H̄ ′
k cuyo

dominio es disjunto de t̄′ y
∧
n ∈ Dh̄′k h̄

∗(n) < h̄′k(n), pero entonces h̄ ∈ H̄ tiene
dominio disjunto con t̄ y∧

n ∈ Dh̄ h̄∗(π−1(k, n)) < h̄′k(π
−1(k, n)),

que a su vez equivale a que
∧
n ∈ Dh̄ h̄∗k(n) < h̄(n). Esto prueba que {p̄m}m∈ω

y h̄∗k cumplen también la propiedad b) para (s̄k, Γ̄k), luego el filtro generado por
la sucesión está en X(s̄k,Γ̄k).

Observaciones Vamos a necesitar algunas consecuencias de la demostración
del teorema anterior:

• El c.p.o. P no es separativo, pero si llamamos P̂ al c.p.o. separativo cons-
truido en la prueba de [TC 7.50] a partir de P, sucede que el teorema
anterior vale igualmente para P̂.
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Observemos en primer lugar que P̂ determina a P como conjunto, el cual
determina a T como árbol, el cual determina a P como c.p.o., por lo que P̂
determina a P. Esto nos permite modificar la definición de D distinguiendo un
tercer caso, a saber, que P̄ sea de la forma ˆ̄P′, para un (único) c.p.o. P̄′ asociado
a un (único) árbol de Aronszajn T . En tal caso, para cada p̄0 ∈ P̄ elegimos un
p̄′0 ∈ p̄0 y definimos

D(N̄ , P̄, p̄0) = {X̂ | X ∈ D(N̄ , P̄′, p̄′0)},

donde a su vez X̂ está formado por los filtros en P̄ generados por las imágenes de
los filtros de X. Es claro que D sigue siendo un sistema de completitud nume-
rablemente completo, y se cumple que P̂ es también D-completo (y separativo).

En efecto, si P̂ ∈ N , p̂0 ∈ P̂ ∩ N según la definición de D-completitud y
(N̄ , P̄, p̄0) resulta de colapsar (N, P̂, p̂0), tenemos que también P ∈ N , luego
podemos considerar su colapso transitivo P̄′, de modo que P̄ = ˆ̄P′ (y podemos
elegir p0 ∈ P de modo que su colapso sea la condición p̄′0 ∈ p̄0 elegida para la
definición de D). Por el teorema anterior D(N̄ , P̄′, p̄′0) contiene un conjunto X
tal que las antiimágenes de sus filtros están acotadas inferiormente en P, y es
claro entonces que las antiimágenes de los filtros de X̂ también están acotadas
en P̂ (por la imagen de la cota).

• Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC, sea M [G] una extensión
genérica de M respecto de un c.p.o. que conserva Pω, sea T ∈ M [G] un
árbol de AronszajnM [G] y sea P ∈ M [G] el c.p.o. asociado. Entonces, el
sistema de completitud D ∈ M [G] construido en M [G] según el teorema
anterior (y la modificación que hemos definido en la observación prece-
dente) coincide con el definido en M , es decir, DM = DM [G].

En efecto, si N̄ ∈ M [G] es un modelo transitivo numerable de ZFC−AP,
entonces N̄ ∈ H(ℵ1)M [G] = H(ℵ1)M ⊂ M , luego el dominio de D está en
M . Dada una terna (N̄ , P̄, p̄0) en dicho dominio que se encuentre en el caso
trivial, es claro que todo filtro P̄-genérico sobre N̄ que esté en M [G] está de
hecho en M (pues P̄ es numerableM ), de donde se sigue que D(N̄ , P̄, p̄0)M [G] =
D(N̄ , P̄, p̄0)M . En el caso no trivial en que P̄ es el c.p.o. asociado a un árbol
de Aronszajn, la situación es similar: una comprobación rutinaria muestra que
todo par (s̄, Γ̄) ∈ M [G] que define un conjunto X(s̄,Γ̄) está de hecho en M y la
definición de X(s̄,Γ̄) es absoluta para M −M [G], con lo que igualmente llegamos
a que D(N̄ , P̄, p̄0)M [G] = D(N̄ , P̄, p̄0)M .

Por último, si P̄ = ˆ̄P′, para un cierto c.p.o. P̄′ asociado a un árbol de Arons-
zajn, llegamos a la misma conclusión sin más precaución que tomar en M la
función con la que elegimos el representante de cada p̄0 ∈ P̄.

Las dos observaciones precedentes nos permitirán más adelante aplicar el
teorema 11.34 a iteraciones de (c.p.o.s separativos determinados por) c.p.o.s
asociados a árboles de Aronszajn.

En particular el teorema anterior implica que el c.p.o. P asociado a un árbol
de Aronszajn T es propio.
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Un buen ejercicio para el lector sería particularizar la demostración del teo-
rema anterior para probar esto directamente, pues para ello no es necesario
considerar colapsos transitivos ni trabajar con pares arbitrarios (s̄, Γ̄), sino que
podemos trabajar directamente con una enumeración {sn}n∈ω de Nivα T y con
las promesas de los elementos de P.

Más concretamente, dada cualquier condición p0 ∈ P ∩ N , podemos definir
una sucesión decreciente {pm}m∈ω de condiciones en P∩N junto con funciones
{hm}m∈ω definidas en subconjuntos finitos de Nivα T que a su vez definan una
función h∗ : Nivα T −→ Q tal que fq =

⋃
m∈ω

fpm ∪ h∗ sea una aproximación

que, con la promesa dada por Γq,γ =
⋃
m∈ω

Γpm,γ (para α ≤ γ < ω1), forme una

condición completamente (N,P)-genérica q ≤ p0.

Y ahora observamos que si fijamos una función finita ĥ : d ⊂ Nivα T −→ Q
que acote a fp0 , podemos formar otra función ĥ′ con el mismo dominio que
siga acotando a fp0 y que sea estrictamente menor que ĥ, y entonces podemos
incorporar ĥ′ a la definición de h0 y acabar con que ĥ′ ⊂ h∗ ⊂ fq, de modo
que fq está acotada por ĥ. Usaremos esta observación en la prueba del teorema
siguiente:

Teorema 12.21 P es α-propio, para todo ordinal numerable α no nulo.

Demostración: Razonamos por inducción sobre α. Más concretamente,
vamos a probar que si {Nδ}δ<α es una torre de submodelos elementales de un
H(κ) tal que P ∈ N0 (luego también T ∈ N0), p ∈ P∩N0, α∗ =

⋃
δ<α

(Nδ ∩ ω1) y

h : d ⊂ Nivα∗ T −→ Q acota a fp, entonces existe una condición q ≤ p de altura
α∗ que es (Nδ,P)-genérica para todo δ < α y tal que fq está acotada por h.
Teniendo en cuenta la observación precedente al teorema, esto es justo lo que
tenemos probado para α = 1.

Si se cumple para α es fácil ver que también se cumple para α + 1. En
efecto, ahora tenemos una torre {Nδ}δ<α+1. Si α es un ordinal límite, entonces
es trivial, pues, ante todo, α∗ = (α+ 1)∗, ya que Nα es la unión de los modelos
anteriores, y por hipótesis de inducción existe una condición q ≤ p de altura α∗

que es (Nδ,P)-genérica para todo δ < α y de modo que fq está acotada por h.
Pero entonces q es trivialmente (Nα,P)-genérica, pues todo conjunto predenso
en P que esté en Nα está en un Nδ anterior.

Si α = β +1 entonces α∗ < (α+1)∗ y podemos definir una función h′ sobre
las restricciones a Nivα∗ T de los elementos del dominio de h haciendo que sobre
cada uno de ellos tome el menor valor que toma h sobre sus extensiones. Es
claro que h′ también acota a fp, luego por hipótesis de inducción existe una
condición q0 ≤ p de altura α∗ que es (Nδ,P)-genérica para todo δ ≤ β y acotada
por h′.

Ahora usamos que {Nδ}δ≤β ∈ Nα, α∗ = Nβ ∩ ω1 ∈ Nα (pues es el menor
ordinal numerable que no está enNβ , y es definible enH(κ) a partir deNβ ∈ Nα,
luego está en Nα) y p, h′ ∈ Nα (porque Tα∗ ∈ Nα, luego Tα∗ ⊂ Nα por ser
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numerable, luego h′ ∈ Nα por ser finita). Esto implica que la condición q0
puede tomarse en Nα (y sigue estando acotada por h′, luego también por h).
Por último, como P es propio, existe q ≤ q0 de altura Nα ∩ω1 = (α+1)∗ que es
(Nα,P)-genérica de altura (α+1)∗ y acotada por h. Obviamente, como extiende
a q0, es (Nδ,P)-genérica para todo δ < α+ 1.

Sea ahora un ordinal límite λ, de modo que λ∗ = Nλ∩ω1, y supongamos que
P es α-propio para todo α < λ. Tenemos una torre {Nδ}δ<λ. El razonamiento
es esencialmente idéntico al del caso α = 1:

Fijamos una sucesión {αm}m∈ω cofinal creciente en α con α0 = 0 y una
enumeración {xm}m<ω de Nivα∗ T . Fijamos también una función j : ω −→ ω2

en las mismas condiciones que antes, es decir, j(m) = (n, k) → n ≤ m y cada
para (n, k) aparece infinitas veces en la sucesión {j(m)}m∈ω.

Vamos a definir una sucesión decreciente de condiciones {pm}m∈ω, donde
pm ∈ Nαm+1 tiene altura (αm+1)∗, y es (Nδ,P)-genérica para todo δ ≤ αm, así
como una sucesión creciente de funciones {hm}m∈ω definidas en subconjuntos
finitos de Nivα∗ T tales que hm acota a fpm , y enumeraciones {Hm

k }k∈ω de los
conjuntos Γpm,α∗ .

Observemos que (α0 + 1)∗ = 1∗ = N0 ∩ ω1. Sea h′ la función definida sobre
las restricciones a Niv1∗ T de los elementos de Dh, a los cuales les asigna el
menor valor que toma h sobre sus extensiones.

Por el caso α = 1 ya probado, existe una condición (N0,P)-genérica p0 ≤ p de
altura (α0+1)∗ = N0∩ω1 y acotada por h′. Como p, P, N0, 1∗, h′ ∈ N1 ≺ H(κ),
podemos exigir que p0 ∈ N1. Fijamos una enumeración {H0

k}k∈ω de Γp0,α∗ .

Supongamos ahora definidas p0, . . . , pm y h0, . . . , hm−1 (entendiendo que, en
el caso m = 0, la función hm−1 es una función con el mismo dominio que h pero
estrictamente menor y que acote igualmente a p0). Calculamos j(m) = (n, k).
Como n ≤ m, está definido el requisito Hn

k ∈ Γpn,α∗ ⊂ Γpm,α∗ y pm cumple
Hn
k |(αm+1)∗ , luego podemos tomar h′ ∈ Hn

k con dominio disjunto del dominio
de hm−1 y que acote a fpm . La modificamos hasta una función h′′ con el
mismo dominio pero de modo que cumpla

∧
x ∈ Dh′′ h′′(x) < h′(x). Definimos

hm = hm−1 ∪ h′′ y, si xm /∈ Dhm, extendemos hm para que contenga a xm de
modo que hm siga acotando a fpm .

Ahora aplicamos la hipótesis de inducción a la torre {Nδ}αm+1≤δ≤αm+1
, a

pm ∈ Nαm+1 y a la función h′m definida sobre las restricciones a Niv(αm+1+1)∗ T
de los elementos de Dhm que asigna a cada uno de ellos el menor valor que hm
toma sobre sus extensiones. Obtenemos una condición pm+1 ≤ pm de altura
(αm+1+1)∗ acotada por h′m (luego por hm) y que es (Nδ,P)-genérica para todo
αm + 1 ≤ δ ≤ αm+1 (y de hecho para todo δ ≤ αm+1, porque extiende a pm).
Como todos los parámetros de estas condiciones están en Nαm+1+1, podemos
tomar pm+1 ∈ Nαm+1+1. Ahora podemos fijar la enumeración {Hm+1

k }k∈ω de
Γpm+1,α∗ y continuar la construcción.

Obtenemos así una función h∗ =
⋃
m∈ω

hm : Nivα T −→ Q tal que, para cada
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xk ∈ Nivα T y cada m ≥ k se cumple que xk ∈ Dhm, luego

fpm(xk|(αm+1)∗) < hm(xk) = h∗(xk).

Esto hace que fq =
⋃
m∈ω

fpm ∪ h∗ sea una aproximación acotada por h. Para

cada α∗ ≤ γ < ω1 definimos

Γq,γ =
⋃
m∈ω

Γpm,γ .

Es claro entonces que Γq es una promesa, y fq la cumple, pues si H ∈ Γq,α∗ ,
existen n, k ∈ ω tales que H = Hn

k y existen infinitos valores de m tales que
j(m) = (n, k). Fijado t ⊂ Nivα∗ T finito, para alguno de estos m se cumplirá
que t ⊂ Dhm−1, con lo que por construcción existe un h′ ∈ H = Hn

k tal que
h′′ ⊂ hm ⊂ h∗ (con lo que h′ acota a fq) y cuyo dominio es disjunto de t.

Por lo tanto, q = (fq,Γq) ∈ P tiene altura α∗ y extiende a todas las condi-
ciones pm, luego es (Nδ,P)-genérica para todo δ < α, y fq está acotada por h.

En particular, como P es propio, el teorema 11.11 nos da que conserva ℵ1, y
esto es lo único que nos faltaba para poder demostrar que cumple su finalidad:

Teorema 12.22 1l ⊩ Ť es un árbol de Aronszajn especial.

Demostración: Basta probar la relativización del teorema a un modelo
transitivo numerable M de ZFC. Fijamos un filtro genérico G y observamos
que, como ℵM [G]

1 = ℵM1 , se cumple que T sigue siendo un ℵ1-árbol en M [G].

Para cada α < ωM1 , el conjunto Dα = {p ∈ P | αp ≥ α} es denso en P por el
teorema 12.17, luego G ∩Dα ̸= ∅. Esto implica que

fG =
⋃
p∈G

fp : T −→ Q

es una función estrictamente creciente en M [G]. En particular f es inyectiva
sobre las cadenas de T , luego T no tiene cadenas no numerables en M [G], es
decir, que sigue siendo un árbol de Aronszajn, obviamente especial.

Ahora sólo nos falta demostrar que P es ℵ2-propio sobre isomorfismos. La
prueba sería una ligera variante de la prueba de que P es propio si no fuera
porque ésta la hemos obtenido como caso particular de 12.20, por lo que tenemos
que particularizar este teorema a lo realmente necesario para demostrar que P
es propio y luego generalizar la prueba para concluir que es ℵ2-propio sobre
isomorfismos.

Teorema 12.23 P es ℵ2-propio sobre isomorfismos.

Demostración: Tomemos un cardinal regular κ suficientemente grande,
sean N0, N1 ≺ H(κ) submodelos elementales numerables en situación normal
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respecto de ℵ2 con isomorfismo I : N0 −→ N1 de modo que P ∈ N0 ∩N1 y sea
p0 ∈ P ∩N0.

Observemos que T ∈ N0 ∩ N1, porque puede reconstruirse a partir de P.
Llamemos α = ω1 ∩ N0 = ω1 ∩ N1. La igualdad se debe a la definición de
situación normal pues, como ω1 ∈ N0 ∩ N1, si un δ ∈ ω1 ∩ N0 no estuviera en
N1 entonces sería ω1 < δ.

Observemos que si δ < α entonces Nivδ T ∈ N0∩N1, luego Nivδ T ⊂ N0∩N1,
porque es numerable, luego el isomorfismo I deja invariantes los elementos de
T de altura menor que α. Como también Q ⊂ N0 ∩N1, resulta que I también
deja invariantes a las aproximaciones de altura menor que α, y a los requisitos
de altura menor que α. Concluimos que si r ∈ P ∩ N0, entonces fI(r) = fr y,
para cada δ < α, ΓI(r),δ = Γr,δ, donde usamos que son conjuntos numerables.

Fijamos una sucesión {αm}m∈ω cofinal creciente en α con α0 = αp0 , una
enumeración {xm}m∈ω de NivαT y una enumeración {Dm}m∈ω de todos los
abiertos densos en P que están en N0. Fijamos una biyección ȷ̄ : ω −→ ω3 y
definimos j : ω −→ ω2 mediante

j(m) =

{
(n, k) si ȷ̄(m) = (n, k, i) ∧ n ≤ m,
(0, 0) en otro caso.

De este modo j(m) = (n, k) → n ≤ m y cada para (n, k) aparece infinitas
veces en la sucesión {j(m)}m∈ω. Vamos a definir una sucesión decreciente de
condiciones {pm}m∈ω en P∩N0 de alturas α′

m ≥ αm, una sucesión {hm}m∈ω de
funciones finitas hm : dm ⊂ Nivα T −→ Q, así como enumeraciones {Hm

k }k∈ω
de los conjuntos Γpm,α ∪ ΓI(pm),α.

Partimos del p0 dado y fijamos una enumeración {H0
k}k∈ω de Γp0,α∪ΓI(p0),α.

Supongamos definidos p0, . . . , pm (con las enumeraciones correspondientes de los
Γpi,α) y h0, . . . , hm−1. Calculamos j(m) = (n, k). Como n ≤ m, está definido el
requisito Hn

k ∈ Γpn,α∪ΓI(pn),α ⊂ Γpm,α∪ΓI(pm),α y la pm cumple Hn
k |α′

m
, pues,

en el caso de que Hn
k ∈ ΓI(pn),α, tenemos que Hn

k |α′
m
∈ ΓI(pm),α′

m
= Γpm,α′

m
.

Por lo tanto, podemos tomar h ∈ Hn
k con dominio disjunto del dominio de

hm−1 que acote a fpm . Podemos modificarla hasta una función h′ con el mismo
dominio pero que cumpla

∧
x ∈ Dh′ h′(x) < h(x). Definimos hm = hm−1 ∪ h y,

si xm /∈ Dhm extendemos hm para que esté definida sobre xm y siga acotando
a fpm .

Ahora usamos el teorema 12.19 para obtener pm+1 ∈ Dm ∩N0 acotada por
hm tal que pm+1 ≤ pm. En la prueba del teorema se ve que podemos tomar
pm+1 de altura arbitrariamente grande (menor que α). Por lo tanto, podemos
suponer que α′

pm+1
= αpm+1 ≥ αm+1. Ahora podemos fijar la enumeración

{Hm+1
k }k∈ω de Γpm+1,α ∪ ΓI(pm+1),α y continuar la construcción.

Obtenemos así una función h∗ =
⋃
m∈ω

hm : NivαT −→ Q tal que, para cada

xk ∈ NivαT y cada m ≥ k se cumple que xk ∈ Dhm, luego

fpm(xk|α′
m
) < hm(xk) = h∗(xk).
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Esto hace que fq =
⋃
m∈ω

fpm ∪ h∗ sea una aproximación. Para cada α ≤ γ < ω1

definimos
Γq,γ =

⋃
m∈ω

(Γpm,γ ∪ ΓI(pm),γ).

Es claro entonces que Γq es una promesa y fq la cumple, pues si H ∈ Γq,α,
existen n, k ∈ ω tales que H = Hn

k y existen infinitos valores de m tales que
j(m) = (n, k). Fijado t ⊂ NivαT finito, para alguno de estos m se cumplirá
que t ⊂ Dhm−1, con lo que por construcción existe un h ∈ H = Hn

k tal que
h′ ⊂ hm ⊂ h∗ (con lo que h acota a fq) y cuyo dominio es disjunto de t.

Por construcción tenemos que q ≤ pm y q ≤ I(pm), para todo m ∈ ω. En
efecto, por una parte, fq extiende a cada fpm = fI(pm) y, por otra parte, si
α ≤ γ < ω1, trivialmente Γpm,γ ⊂ Γq y ΓI(pm),γ ⊂ Γq.

Sea G∗ el filtro en P generado por la sucesión {pm}m∈ω. Claramente es
(N0,P)-genérico, pues si D ∈ N0 es abierto denso en P, existe un m ∈ ω tal
que D = Dm, y entonces tenemos que pm ∈ G∗ ∩D ∩N0. Como G∗ está aco-
tado inferiormente por q, concluimos que q es completamente (N0,P)-genérica
y en particular (N0,P)-genérica. Para probar que es (N0, N1,P)-genérica re-
lativizamos la prueba a un modelo transitivo numerable M de ZFC y toma-
mos un filtro P-genérico sobre M tal que q ∈ G. Tenemos que probar que∧
r ∈ N0 ∩ P(r ∈ G↔ I(r) ∈ G).

Observemos que G∗ ⊂ G y que G ∩N0 = G∗ ∩N0, pues si consideramos el
colapso transitivo ϕ : N0 −→ N̄0, entonces Ḡ∗ ⊂ Ḡ son dos filtros P̄-genéricos
sobre N̄0, luego son iguales. Así pues, r ∈ N0 ∩ G si y sólo si existe un m ∈ ω
tal que pm ≤ r, luego q ≤ I(pm) ≤ I(r), luego I(r) ∈ G. Igualmente se prueba
la implicación opuesta.

Nota Si llamamos P̂ al c.p.o. separativo construido a partir de P en la prueba
del teorema [TC 7.50], se cumple que también es ℵ2-propio sobre isomorfismos.
En efecto, si P̂ ∈ N0 ∩N1, para dos submodelos elementales numerables de un
H(κ) en situación normal respecto de ℵ2 y p̄0 ∈ P̂ ∩N0, entonces T ∈ N0 ∩N1,
pues T puede reconstruirse a partir de P̂, luego también P ∈ N0∩N1, y podemos
tomar p0 ∈ p̄0 ∩ N0. Por el teorema anterior existe una condición (N0, N1,P)-
genérica q ≤ p0, y basta probar que su clase q̄ ∈ P̂ es (N0, N1, P̂)-genérica, pues
ciertamente q̄ ≤ p̄0.

La comprobación es trivial. Por ejemplo, q ⊩ Ň0[Γ]∩V̌ = Ň0, luego lo mismo
vale para q̄, y esto significa que q̄ es (N0, P̂)-genérico (e igualmente resulta ser
(N1, P̂)-genérico). Por otra parte tenemos que

q ⊩
∧
r ∈ Ň0 ∩ P̌ (r ∈ Γ↔ ȟ(r) ∈ Γ),

donde h : N0 −→ N1 es el isomorfismo que cumple la definición de situación
normal. Para probar el hecho análogo para q̄ relativizamos la prueba a un
modelo transitivo numerable M de ZFC y tomamos un filtro P̂-genérico sobre
M tal que q̄ ∈ Ĝ. Entonces, llamando i : P −→ P̂ a la inmersión suprayectiva
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natural, se cumple que G = i−1[Ĝ] es un filtro P-genérico sobre M tal que q ∈ G,
luego

∧
r ∈ N0 ∩ P (r ∈ G↔ h(r) ∈ G). Si r̄ ∈ N0 ∩ P̂, entonces r̄ ∈ Ĝ si y sólo

si r ∈ G, si y sólo si h(r) ∈ G, si y sólo si h(r̄) = h(r) ∈ Ĝ, luego, ciertamente∧
r ∈ N0 ∩ P̂ (r ∈ Ĝ↔ h(r) ∈ Ĝ).

Definición 12.24 A partir de aquí, si T es un árbol de Aronszajn, llamaremos
PT al c.p.o. P̂ que acabamos de considerar en la nota precedente. Tenemos
demostrado lo siguiente:

a) PT es un c.p.o. separativo y α-propio (para todo ordinal α < ω1).

b) PT es D-completo, para un cierto sistema de completitud numerablemente
completo D y, más aún, si tomamos PT en una extensión genérica M [G]
de un modelo transitivo numerable M de ZFC respecto de un c.p.o. que
conserva Pω, entonces D ∈M .

c) PT es ℵ2-propio sobre isomorfismos.

d) 1l ⊩ Ť es un árbol de Aronszajn especial.

Además, es fácil ver que |PT | ≤ 2ℵ1 . En efecto, basta acotar el c.p.o. P
asociado a T , pues al pasar a P̂ el cardinal resultante será menor o igual. Ob-
servamos que el número de aproximaciones

f :
⋃

δ<α+1

Nivδ T −→ Q

es a lo sumo ℵℵ0
0 = 2ℵ0 y, como α < ω1, al variar α obtenemos a lo sumo

ℵ1 · 2ℵ0 = 2ℵ0 . A su vez, el número de aplicaciones finitas h : d ⊂ Nivγ T −→ Q
es ℵ0, luego el número de requisitos de altura γ es a lo sumo ℵℵ0

0 = 2ℵ0 , luego
si Γ es una promesa, las posibilidades para Γγ son a lo sumo (2ℵ0)ℵ0 = 2ℵ0

y las posibilidades para Γ son a lo sumo (2ℵ0)ℵ1 = 2ℵ1 , luego a lo sumo hay
2ℵ02ℵ1 = 2ℵ1 condiciones en P.

Estos son todos los ingredientes que necesitamos para adaptar la prueba de
la consistencia del axioma de Martin para construir una iteración que especialice
todos los árboles de Aronszajn conservando la hipótesis del continuo:

Teorema 12.25 Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC en la que
2ℵ0 = ℵ1. Entonces existe una extensión genérica N de M que tiene los mismos
cardinales y cofinalidades, la misma función del continuo y en la que todo árbol
de Aronszajn es especial.

Demostración: Llamemos κ = (2ℵ1)M . En todo lo que sigue ω1 repre-
sentará en realidad a ωM1 . Vamos a definir una iteración ({Pδ}δ≤κ, {πδ}δ<κ)
con soportes numerables y una sucesión {σδ}δ<κ de modo que σδ ∈ MPδ y, si
llamamos τδ = p.o.(ω̌1, σδ), entonces

1lPδ
⊩ τδ es un árbol de Aronszajn ∧ πδ es el c.p.o. que especializa a τδ.
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Así, los resultados de este capítulo y el precedente (véase 11.34) implican que
cada Pδ es propio (luego conserva ℵ1) y conserva Pω (luego 1lδ ⊩ 2ℵ0 = ℵ1), así
como que tiene la c.c.ℵ2 (por 11.46), luego conserva cardinales y cofinalidades
(por 5.6).

Vamos a ver que en estas circunstancias (razonando en M), para cada δ < κ,
existe un conjunto π̄δ ⊂ π̂δ tal que |π̄δ| ≤ κ y para todo σ ∈ π̂δ existe un σ̄ ∈ π̄δ
tal que 1lPδ

⊩ σ = σ̄. Podemos suponer además que 1lπδ
∈ π̄δ.

Admitiendo esto, el subconjunto Pδ ⊂ Pδ formado por p ∈ Pδ tales que∧
ϵ < δ p(ϵ) ∈ π̄ϵ es denso en Pδ. En efecto, dada cualquier condición p ∈ Pδ,

podemos formar otra condición p̄ de modo que
∧
ϵ < δ 1lPδ

⊩ p̄(ϵ) = p(ϵ), y
es claro entonces que, ciertamente, p̄ ∈ Pδ (y entonces de hecho p̄ ∈ Pδ) y
p̄ ≤ p ∧ p ≤ p̄.

Además, se cumple que |Pδ| ≤ κ. En efecto, para P0 = {1l} es trivial. Si vale
para δ, entonces |Pδ+1| = |Pδ × π̄δ| ≤ κ, y si vale para todo δ < λ ≤ κ, entonces
λ tiene κℵ0 = (2ℵ1)ℵ0 = κ subconjuntos numerables. Para cada uno de ellos,
digamos s, (un posible soporte de una condición),

⋃
δ∈s

π̄δ tiene cardinal κ, luego

hay a lo sumo κℵ0 = κ condiciones en Pλ con soporte s, luego hay a lo sumo
κ · κ = κ condiciones en Pλ.

A su vez, si ν ≥ ℵ1 es un cardinal (siempre en M), el teorema 5.20 nos da
que el número de buenos Pδ-nombres para subconjuntos de ν̌ es a lo sumo

|Pδ|<ℵ2ν ≤ |Pδ|ℵ1ν ≤ (2ℵ1)ν = 2ν ,

y el teorema 5.22 nos da entonces que, en una extensión genérica M [G] de M
(respecto de Pδ, se cumplirá que (2ν)M [G] ≤ (2ν)M , y la otra desigualdad es
trivial. Obviamente, lo mismo vale para extensiones respecto de Pδ, pues son
las mismas, y por lo tanto la función del continuo se conserva en todos los pasos
de la iteración.

Probamos inductivamente la existencia de los conjuntos π̄δ. Para ello supo-
nemos que ya los hemos obtenido para ordinales ϵ < δ, lo cual implica, según
hemos visto, que Pδ conserva la función del continuo. En particular, si Gδ es
un filtro Pδ-genérico sobre M , tenemos que en M [Gδ] se cumple que 2ℵ1 = κ,
luego |(πδ)Gδ

| ≤ κ, luego

1lPδ
⊩
∨
f f : κ̌ −→ πδ suprayectiva ∧ f(0) = 1lπδ

,

luego podemos tomar un nombre ϕδ tal que

1lPδ
⊩ ϕδ : κ̌ −→ πδ suprayectiva ∧ ϕδ(0) = 1lπδ

.

Para cada α ∈ κ, tenemos que 1lPδ
⊩

∨
x ∈ πδ x = ϕδ(α̌), luego existe un

ξα ∈ π̂δ tal que 1lPδ
⊩ ξδ = ϕδ(α̌). Concretamente, podemos elegir ξ0 = 1lπδ

.
Ahora basta tomar π̄δ = {ξα | α < κ}.
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Con esto tenemos probado que cualquier iteración de c.p.o.s en las condicio-
nes descritas conserva la función del continuo en todos sus niveles. Más aún, se
cumple que

1lPκ
⊩ iδκ(τδ) es un árbol de Aronszajn especial.

En efecto, si G es un filtro Pκ-genérico sobre M , en principio sabemos que
T = τδ Gδ

es un árbol de Aronszajn en M [Gδ] y que Qδ = πδ,Gδ
es el c.p.o.

que lo especializa, por lo que T es un árbol de Aronszajn especial en M [Gδ+1],
y esto sigue siendo trivialmente cierto en M [G] (teniendo en cuenta que ℵ1 se
conserva).

Así pues, lo único que tenemos que cuidar es definir adecuadamente la ite-
ración para que todo árbol de Aronszajn en M [G] sea isomorfo a uno de los
árboles iδκ(τδ)G. Pero vamos a simplificar un poco este objetivo. Sea T ∈M [G]
un árbol de Aronszajn. Entonces (|T | = ℵ1)M [G], luego podemos construir un
árbol isomorfo de la forma (ω1, R) ∈ M [G], para cierta relación R ⊂ ω1 × ω1.
Obviamente, T será especial si y sólo si lo es (ω1, R), luego podemos restringir-
nos a considerar árboles de esta forma. Fijamos una biyección f : ω1×ω1 −→ ω1

tal que f ∈ M y consideramos R∗ = f [R] ∈ M [G]. Entonces R∗ = ρG, donde
ρ ∈ MPκ es un buen nombre para un subconjunto de ω̌1, que será de la forma
ρ =

⋃
α<ω1

{α̌} × Aα, donde cada Aα es una anticadena en Pκ. Como Pκ cumple

la c.c.ℵ2, tenemos que |Aα| ≤ ℵ1, luego
⋃

α<ω1

⋃
p∈Aα

sop p tiene cardinal ≤ ℵ1,

pero cf κ = cf 2ℵ1 > ℵ1, luego existe un α < κ tal que ρ = iακ(ρ
′), para cierto

ρ′ ∈MPα , luego R∗ = ρ′Gα
∈M [Gα], luego (ω1, R) ∈M [Gα].

Concluimos que, para que todo árbol de Aronszajn en M [G] sea especial
basta con que todo árbol de Aronszajn de la forma (ω1, R) ∈M [Gα] es especial,
para todo α < κ.

Finalmente construimos la iteración. Para ello consideramos una función
f : κ −→ κ× κ suprayectiva, f ∈M , tal que∧

αβγ ∈ κ(f(α) = (β, γ)→ β ≤ α).

(Véase la prueba de 7.35.) Además de ({Pδ}δ≤κ, {πδ}δ<κ) y {σδ}δ<κ, vamos a
construir una sucesión {{≤δϵ}ϵ<κ}δ<κ de modo que {≤δϵ}ϵ<κ sea una enumera-
ción de todos los buenos Pδ-nombres de subconjuntos de ω1×̌ω1. Observemos
que hemos probado que hay a lo sumo κ, y obviamente tiene que darse la igual-
dad, pero en cualquier caso podríamos admitir repeticiones.

Tomamos P0 = {∅} y elegimos una enumeración {≤0
ϵ}ϵ<κ de todos los bue-

nos P0-nombres para subconjuntos de ω1×̌ω1.

Supongamos construida la iteración ({Pβ}β≤α, {πβ}β<α), junto con las su-
cesiones {σβ}β<α y {{≤βϵ }ϵ<κ}β≤α, para un α < κ. Calculamos entonces el par
f(α) = (β, γ) y, como β ≤ α, está definido ≤βγ . Claramente podemos tomar
σα ∈MPα de modo que

1l ⊩ (ω1, σα) es un árbol de Aronszajn ∧
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((ω1, i
α
β(≤βγ )) es un árbol de Aronszajn→ σα = iαβ(≤βγ )).

A su vez, podemos tomar πα ∈MPα tal que

1l ⊩ πα es el c.p.o. que especializa a (ω1, σα).

Con esto queda definida la iteración ({Pβ}β≤α+1, {πβ}β<α+1) junto con la su-
cesión {σβ}β<α+1, y podemos elegir una enumeración {≤α+1

ϵ }ϵ<κ de todos los
buenos Pα+1-nombres para subconjuntos de ω1×̌ω1.

Para ordinales límite la iteración está completamente determinada por la
propia definición de iteración (con soportes numerables). Sólo falta probar que
la iteración cumple lo requerido, es decir, tomamos un filtro Pκ-genérico G, un
β < κ y un árbol de Aronszajn (ω1, R) ∈ M [Gβ ]. Entonces R = (≤βγ )Gβ

, para
cierto γ. Consideramos un α < κ que cumpla f(α) = (β, γ), con lo que

1l ⊩ (ω1, i
α
β(≤βγ )) es un árbol de Aronszajn,

luego 1l ⊩ σα = iαβ(≤βγ ), luego (τα)Gα = (ω1, R), luego, según hemos visto,
(ω1, R) es especial en M [Gα+1] y también en M [G].

Así pues, que todo árbol de Aronszajn sea especial, y en particular la hipó-
tesis de Suslin, es consistente con 2ℵ0 = ℵ1 y con cualquier determinación del
resto de la función del continuo que podamos conseguir en un modelo. En par-
ticular tenemos la consistencia de ZFC + HCG + HS, y por lo tanto podemos
concluir que 2ℵ0 = ℵ1 ̸→ ♢.





Capítulo XIII

El axioma de los preórdenes
propios

El axioma de Martin afirma que para toda familia D de menos de 2ℵ0 con-
juntos densos en un c.p.o. P con la c.c.n. existe un filtro P-genérico sobre D. La
exigencia de que el c.p.o. cumpla la c.c.n. no se puede suprimir sin más, pero
cabe plantearse la posibilidad de relajarla a otra condición más débil sin que
el axioma así generalizado deje de ser consistente con ZFC. Sucede que existen
varias generalizaciones de AM en este sentido cuya consistencia sólo puede ser
probada suponiendo la de algunos cardinales grandes. Aquí estudiaremos una
de ellas.

13.1 La consistencia de APP

Según 11.10, todo c.p.o. con la c.c.n. es propio, luego una posible generali-
zación de AM se obtiene reemplazando “c.c.n.” por “propio”. En realidad, lo
máximo que podemos aspirar en esta línea es a probar la consistencia del axioma
siguiente:

Axioma de los preórdenes propios (APP) Para cada c.p.o. propio P
y toda familia D de a lo sumo ℵ1 subconjuntos densos en P, existe un filtro
P–genérico sobre D (es decir, un filtro en P que corta a todos los elementos
de D).

Notemos que ahora no consideramos familias de menos de 2ℵ0 conjuntos
densos, como en AM, sino únicamente de ℵ1 conjuntos densos. La razón es que
APP para familias de ℵ2 conjuntos densos es obviamente contradictorio. Basta
considerar P = Fn(ω1, ω2,ℵ1), que es un c.p.o. ℵ1-cerrado, luego propio, por el
teorema 11.10, pero si toda familia de ℵ2 conjuntos densos en P tuviera un filtro
genérico podríamos construir una f : ω1 −→ ω2 suprayectiva.

519
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Así pues, sería más justo decir que APP extiende a AM(ℵ1) y no a todo AM,
pero en realidad sí que es una generalización de AM porque vamos a demostrar
que APP→ 2ℵ0 = ℵ2. De momento, lo que es inmediato es que APP→ AM(ℵ1),
luego en particular, APP → 2ℵ0 ≥ ℵ2.

En primer lugar vamos a demostrar la consistencia de APP a partir de la
consistencia de que exista un cardinal supercompacto. Se desconoce si es posible
probar la consistencia de APP a partir de un cardinal más débil.

Teorema 13.1 Si M es un modelo transitivo numerable de ZFC en el que existe
un cardinal supercompacto, entonces existe una extensión genérica de M en la
que se cumple APP.

Demostración: Sea f : κ −→ VMκ una función en las condiciones del
teorema [CG 10.18]. Consideramos la iteración de c.p.o.s ({Pδ}δ<κ, {πδ}δ<κ)
con soportes numerables determinada como sigue: Si f(δ) = π, con π ∈MPδ y

1lPδ
⊩ π es un c.p.o. propio y separativo

entonces πδ = π, y en caso contrario πδ es un Pδ-nombre para un c.p.o. trivial.

El teorema 11.21 nos da que Pκ es propio y 11.46 implica que cumple la
c.c.κ. En efecto, dado δ < κ, es claro que Pδ, πδ ∈ VMκ , luego existe un cardinal
µ inaccesibleM tal que Pδ, πδ ∈ VMµ , y entonces, si G es Pδ-genérico sobre M , se
cumple que (πδ)G ∈ VM [G]

µ (por [CG 10.16]), y µ sigue siendo inaccesible M [G],
luego |(πδ)G|M [G] < µ < κ, luego por 11.39 tenemos que 1lPδ

⊩ πδ es κ̌-propio
sobre isomorfismos, luego 11.46 es aplicable.

Sea G un filtro Pκ-genérico sobre M . Por 11.11 tenemos que ℵM1 = ℵM [G]
1 y

por la c.c.κ sabemos también que κ es un cardinal en M [G].

Veamos que en M [G] se cumple el APP. Basta probar que es cierto para
c.p.o.s propios y separativos, pues todo c.p.o. propio puede sumergirse densa-
mente en otro que sea propio y separativo (un álgebra de Boole completa, por
ejemplo). Sea, pues, Q ∈ M [G] un c.p.o. propio y separativo. Podemos expre-
sarlo en la forma Q = πG, donde 1lPκ

⊩ π es propio y separativo.

Tomemos un cardinal regularM ν tal que π ∈ Hν y sea µ > 22
ν

. Por el
teorema [CG 10.18] existe una medida normal U en P<κµ tal que jU (f)(κ) = π,
donde jU : M −→ N = UltU (M) es la inmersión natural en la ultrapotencia.
Tenemos además que Nµ ∩M ⊂ N .

Como la iteración ({Pδ}δ<κ, {πδ}δ<κ) está contenida en Vκ y jU fija a Vκ,
tenemos que su imagen por jU es una sucesión cuyos primeros términos son los
mismos, es decir, j(P)δ = j(Pδ). Esto vale también para Pκ porque, al igual
que j(P)κ, es el límite de los c.p.o.s anteriores con soportes numerables. En
definitiva, podemos llamar ({Pδ}δ≤jU (κ), {πδ}δ<jU (κ)) a la imagen por jU de la
iteración que hemos construido, que es una iteración de c.p.o.s en N que cumple
la misma definición (con jU (f) en el lugar de f). En particular Pκ ∈ N .

Veamos ahora que (1lPκ ⊩ π es propio y separativo)N .
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Si G es un filtro Pκ-genérico sobre N , entonces lo es sobre M , pues M y N
tienen los mismos subconjuntos de Pκ. Por el teorema [CG 10.20] se cumple
que N [G]µ ∩M [G] ⊂ N [G].

Sabemos que Q = πG es propio y separativo en M [G] y tenemos que probar
que lo mismo vale en N [G]. Ser separativo es absoluto, luego sólo hay que
asegurar que Q es propio. Para ello nos fijamos en la caracterización 11.14 c),
según la cual para que Q sea propio en N [G] basta con que ξ = ((2|Q|)+)N [G]

cumpla que para todo N ≺ H(ξ)N [G] numerable tal que Q ∈ N y todo p ∈ Q∩N
exista una condición q ≤ p que sea (N,Q)-genérica, y sabemos que esto se
cumple con M [G] en lugar de N [G]. Ahora basta observar que, como ξ < µ,
se cumple ξ = ((2|Q|)+)M [G] y H(ξ)N [G] = H(ξ)M [G], y que todo lo demás es
absoluto.

A partir de aquí G vuelve a ser el filtro genérico tomado al principio. Como
jU (f)(κ) = π y (1lPκ

⊩ π es propio y separativo)N , la definición de la iteración
(relativizada ahora a N) nos da que πκ = π. El teorema 11.26 (junto con 7.29)
nos permite factorizar la iteración en N :

Pj(κ) ∼= Pκ+1 ∗ ρ ∼= Pκ ∗ π ∗ ρ,

para cierto nombre ρ. Sea H un filtro Q-genérico sobre M [G], que en particular
será Q-genérico sobre N [G]. En N [G][H] ⊂ M [G][H] podemos considerar el
c.p.o. R = ρG∗H . Sea K un filtro R-genérico sobre M [G][H], luego también
sobre N [G][H]. Por consiguiente G∗H ∗K es un filtro jU (Pκ)-genérico sobre N
y jU [G] ⊂ G∗H∗K, pues los soportes de Pκ son numerables, luego todo p ∈ Pκ es
de la forma iακ(pα), para un cierto α < κ, luego jU (p) = iα j(κ)(pα) = iκ j(κ)(p),
luego si p ∈ G se cumple que j(p) ∈ G ∗H ∗K.

El teorema [CG 10.12] nos da entonces que jU se extiende a una inmersión
elemental

j :M [G] −→ N [G ∗H ∗K].

Observemos que j[H] ∈ N [G ∗H ∗K]. En efecto,

j[H] = {jU (σ)G∗H∗K | σ ∈ Dπ ∧
∨
p ∈ G (σ, p) ∈ π},

y basta ver que jU |Dπ ∈ N . Pero claramente jU |Dπ ⊂ N , jU |Dπ ∈ M (porque
jU es definible en M) y su cardinal en M es menor que µ, luego basta tener en
cuenta que Nµ ∩M ⊂ N . Es claro que j[H] genera un filtro H ′ en j(Q), que
obviamente cumple H ′ ∈ N [G ∗H ∗K].

Consideremos ahora cualquier familia D = {Dα}α<β ∈ M [G], con β < κ,
de subconjuntos densos en Q. Como H es Q-genérico sobre M [G], tenemos que
corta a todos los conjuntos Dα, luego el filtro H ′ corta a todos los elementos de
j({Dα}α<β) = {j(Dα)}α<β (y aquí es esencial que β < κ por lo que j(β) = β
y no aparecen términos nuevos). Así pues, en N [G ∗ H ∗ K] existe un filtro
j(Q)-genérico sobre j(D). Como j es una inmersión elemental, en M [G] existe
un filtro Q-genérico sobre D.
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Observaciones En la prueba del teorema anterior hemos visto que M [G]
cumple APP para familias de menos de κ conjuntos densos. Como no puede
cumplirse para familias arbitrarias de ℵ2 conjuntos densos, ha de ser κ = ℵM [G]

2 ,
por lo que todos los cardinales comprendidos estrictamente entre ℵ1 y el super-
compacto κ se colapsan en M [G]. Es fácil razonar también que en M [G] se
cumple 2ℵ0 = ℵ2, pero, como ya hemos adelantado, esto es en realidad una
consecuencia de APP.

13.2 El principio de reflexión de aplicaciones

En lugar de probar directamente que APP → 2ℵ0 = ℵ2 vamos a probar una
cadena de principios demostrables a partir de APP, pues todos ellos tendrán
interés en sí mismos. Para introducir el primero de ellos necesitamos algunos
conceptos previos:

Definición 13.2 Sea X un conjunto no numerable, y Pℵ1
X el conjunto de sus

subconjuntos numerables, considerado como espacio topológico con la topología
de Ellentuck, que es la que tiene por base a los conjuntos de la forma

[x,N ] = {Y ∈ Pℵ1
X | x ⊂ Y ⊂ N}, N ∈ Pℵ1

X, x ∈ Pℵ0
N.

(notemos que [x,N ] ∩ [x′, N ′] = [x ∪ x′, N ∩N ′]).

Los cerrados para esta topología son precisamente los cerrados en el sentido
usual definido en [PC B.1]. En efecto, si C ⊂ Pℵ1

X es cerrado para la topología
y {xn}n∈ω es una sucesión creciente de elementos de C, vamos a probar que
a =

⋃
n∈ω

xn ∈ C = C. Para ello tomamos un entorno básico a ∈ [x,N ], y

observamos que existe un n tal que x ⊂ xn ⊂ N , luego xn ∈ [x,N ] ∩ C ̸= ∅.

Recíprocamente, si C es cerrado en el sentido de B.1 y a ∈ C, podemos
expresar a =

⋃
n
xn como unión creciente de conjuntos finitos, y así a ∈ [xn, a],

luego existe yn ∈ [xn, a] ∩ C, luego a ⊂
⋃
n
yn ⊂ a, luego a =

⋃
n
yn ∈ C.

Definición 13.3 Si κ es un cardinal regular no numerable, llamaremos Eκ al
conjunto de los submodelos elementales numerables de H(κ), que es c.n.a. en
Pℵ1

H(κ).
Sea X un conjunto no numerable, sea κ un cardinal regular y sea M ∈ Eκ.

Un conjunto Σ ⊂ Pℵ1
X es M -estacionario si para todo C ∈M c.n.a. en Pℵ1

X,
se cumple que C ∩ Σ ∩M ̸= ∅.

Una aplicación Σ : C −→ Pℵ1X es estacionaria abierta si X es un conjunto
no numerable, κ es un cardinal regular tal que Pℵ1X ∈ H(κ), C ⊂ Eκ es c.n.a. en
Pℵ1

H(κ) y para todo M ∈ C se cumple que Σ(M) es abierto y M -estacionario.

Ahora ya podemos definir:
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Principio de reflexión de aplicaciones (PRA) Si Σ : C −→ Pℵ1
X es

una aplicación estacionaria abierta, existe una sucesión {Nα}α<ω1
en C tal

que si α < β < ω1 entonces Nα ∈ Nβ y si λ < ω1 es un ordinal límite,
entonces Nλ =

⋃
δ<λ

Nδ y existe un δ < λ tal que si ϵ < λ y δ ∈ Nϵ, se cumple

Nϵ ∩X ∈ Σ(Nλ).

Observaciones Aunque los modelos no sean transitivos, la relación Nα ∈ Nβ
implica que Nα ⊂ Nβ , debido a que Nα es numerable. En efecto, existe una
aplicación f : ω −→ Nα biyectiva, que podemos tomar f ∈ H(κ), luego también
f ∈ Nβ , y entonces Nα = f [ω] ⊂ Nβ .

Notemos también que si να = Nα ∩ ω1, la sucesión {να}α<ω1
es normal,

luego, si δ < λ están en las condiciones de PRA, para todo δ < ϵ < λ se cumple
que δ < ϵ ≤ νϵ, luego δ ∈ Nϵ, y cambiando δ por δ + 1 tenemos en particular
que si δ ≤ ϵ < λ entonces Nϵ ∩X ∈ Σ(Nλ).

Vemos que PRA es un principio un tanto técnico, pero que tiene la ventaja de
que involucra conceptos relativamente “elementales”, de modo que una prueba
de consistencia a partir de PRA puede ser seguida incluso por alguien que no
tenga conocimientos sobre extensiones genéricas en general o sobre extensiones
propias en particular. Empezamos probando la consistencia de PRA:

Teorema 13.4 APP → PRA.

Demostración: Sea Σ : C −→ Pℵ1
X en las condiciones del PRA y sea P

el conjunto de las aplicaciones p : γ + 1 −→ C tales que γ < ω1, si α < β ≤ γ
se cumple p(α) ∈ p(β) y si λ ≤ α entonces p(λ) =

⋃
δ<λ

p(δ) y existe un δ < λ tal

que si ϵ < λ y δ ∈ p(ϵ), se cumple p(ϵ) ∩X ∈ Σ(p(λ)).

Consideramos a P como c.p.o. con la relación inversa de la inclusión (pode-
mos convenir en que además ∅ ∈ P, y así P tiene un máximo elemento). Vamos
a probar que P es propio, pero antes veamos que, admitiendo esto, podemos
concluir la prueba.

Para cada x ∈ H(κ), el conjunto Dx = {p ∈ P |
∨
α ∈ Dp x ∈ p(α)} es denso

en P, pues dada cualquier condición p : γ + 1 −→ C, el conjunto de los N ∈ Eκ
tales que Pℵ1X, p(γ), x ∈ N es c.n.a. en Pℵ1X, luego podemos extender p hasta
γ + 2 de modo que p(γ + 1) sea un N en estas condiciones, y es claro entonces
que la extensión está en Dx.

Si γ < ω1, también es denso el conjunto Dγ = {p ∈ P | γ ∈ Dp}. Para
probarlo relativizamos el argumento a un modelo transitivo numerable M de
ZFC, tomamos un filtro P-genérico sobre M y llamamos f =

⋃
G, que es una

función f : η −→ C. Tenemos que probar que γ ∈ η. En caso contrario A =⋃
δ<η

f(δ) es un conjunto numerableM [G] y, para todo x ∈ X, como G ∩Dx ̸= ∅

se cumple que x ∈ A, es decir, que X ⊂ A, pero esto es imposible porque, al ser
propio, P conserva ℵ1, y X es no numerableM [G].
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Ahora APP nos da un filtro G en P que corta a todos los conjuntos Dα, para
α < ω1, y

⋃
G es una sucesión en las condiciones requeridas por PRA.

Veamos, pues, que P es propio. Siguiendo la definición 11.9, tomamos un
cardinal regular µ > 2|P| y N ≺ H(µ) numerable tal que P ∈ N . Ahora bien,
por 11.14 podemos suponer que µ es tan grande como queramos y tomar N en
un c.n.a. en H(µ). Concretamente, podemos suponer que N contiene a todos
los conjuntos relevantes: P, PP, C, X, H(κ), e incluso a un H(ξ) que contenga
a estos conjuntos. Tomamos p ∈ P ∩ N y tenemos que probar que tiene una
extensión (N,P)-genérica.

Notemos que si p : γ + 1 −→ C, como p ∈ N y es numerable, se cumple que
p ⊂M . Esto implica a su vez que p : γ + 1 −→ C ∩N .

Sea {Dn}n<ω una enumeración de los subconjuntos densos en P que están
en N . Podemos formar una sucesión decreciente {pn}n∈ω de condiciones en
P ∩ N tales que pn ∈ Dn y p0 ≤ p. En efecto, tenemos que existe p0 ∈ D0 tal
que p0 ≤ p y, como D0 y p están en N , podemos tomar p0 ∈ N . Igualmente se
construyen los términos siguientes de la sucesión. Llamamos pω =

⋃
n∈ω

pn, que
será una función pω : λ −→ C ∩N .

Usando que pn(δ) ∈ N es numerable, concluimos que pn(δ) ⊂ N , luego⋃
δ<λ

pω(δ) ⊂ N ∩ H(κ). Pero también se cumple la inclusión opuesta, pues si

x ∈ N ∩H(κ), el conjunto denso Dx que hemos considerado antes está en N ,
luego es uno de los Dn, luego existe un δ tal que x ∈ pn(δ) = pω(δ). Así pues,⋃

δ<λ

pω(δ) = N ∩H(κ).

En particular, como cada pω(δ) ∈ C y éste es cerrado, resulta que N ∩H(κ) ∈ C
(podemos expresar λ =

⋃
n∈ω

δn creciente, y la sucesión {pω(δn)}n∈ω es creciente

respecto de la inclusión).

Vamos a probar que si ϵ ∈ λ \ (γ + 1), entonces p(ϵ) ∩ X ∈ Σ(N ∩ H(κ)).
Admitiendo esto, es inmediato que p′ = pω ∪{(λ,N ∩H(κ))} ∈ P, y claramente
p′ es una condición (N,P)-genérica que extiende a p, pues esto significa que
para todo D ∈ N denso en P (es decir, para todo Dn) se cumple que Dn ∩ N
es predenso bajo p′, es decir, que toda extensión de p′ es compatible con un
elemento de Dn ∩N , lo cual es trivial porque pn ∈ Dn ∩N y p′ ≤ pn.

En realidad lo que vamos a probar es que la sucesión {pn}n∈ω se puede
escoger de modo que se cumpla lo requerido, para lo cual basta ver que si
p ∈ P ∩N y D ∈ N es denso en P, existe un p∗ ∈ D ∩N tal que p∗ ≤ p y para
todo ϵ ∈ Dp∗ \Dp se cumple p∗(ϵ) ∈ Σ(N ∩H(κ)).

Sea C∗ el conjunto de los submodelos N∗ ≺ H(ξ) numerables que cumplen
P, p, D ∈ N∗. Claramente es c.n.a. en Pℵ1

H(ξ), y por B.11 el conjunto de
las intersecciones N∗ ∩ X contiene un c.n.a. C∗∗ en Pℵ1

X. Como todos los
parámetros están en N , podemos tomarlo C∗∗ ∈ N . Como C∗∗ ⊂ H(κ) y
|C∗∗| ≤ |Pℵ1X| < κ, de hecho C∗∗ ∈ N ∩H(κ).
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Ahora usamos que Σ(N∩H(κ)) esN∩H(κ)-estacionario, por lo que podemos
tomar un N∗ en las condiciones indicadas tal que N∗∩X ∈ Σ(N∩H(κ)). Como
este conjunto es abierto, existe un conjunto finito a tal que

N∗ ∩X ⊂ [a,N∗ ∩X] ⊂ Σ(N ∩H(κ)).

Pongamos que p : γ + 1 −→ C. El conjunto de todos los P ≺ H(κ) numera-
bles tales que a∪{p(γ)} ⊂ P es c.n.a. en Pℵ1

H(κ), luego podemos tomar P ∈ C
en estas condiciones. Más aún, como todos los parámetros de las condiciones
están en N , podemos tomar P ∈ C∩N . Entonces p′ = p∪{(γ+1, P )} ∈ P∩N ,
luego existe un p∗ ∈ D ∩ N tal que p∗ ≤ p′ ≤ p. Ahora observamos que
si ϵ ∈ Dp∗ \ Dp, entonces a ⊂ P = p∗(γ + 1) ⊂ p∗(ϵ) ⊂ N ∩ X, luego
p∗(ϵ) ∈ [a,N ∩X] ⊂ Σ(N ∩H(κ)).

Vamos a deducir a su vez de PRA otro principio general, para el cual nece-
sitamos nuevas definiciones:

Fijemos una sucesión {Cλ}λ<ω1
, donde λ recorre los ordinales límite menores

que ω1, tal que Cλ sea un subconjunto cofinal en λ de ordinal ω.

Si M es un conjunto numerable de ordinales sin máximo, λ < ω1 es su
ordinal y ϕM :M −→ λ es la semejanza, llamaremos CM = ϕ−1

M [Cλ], que es un
subconjunto cofinal en M de ordinal ω. Notemos que Cλ en este sentido es el
conjunto correspondiente de la sucesión {Cλ}λ<ω1

.

Si N ⊂ M son conjuntos numerables de ordinales, M no tiene máximo y
supN < supM , definimos

w(N,M) = | supN ∩ CM |,

que es claramente un número natural. Observemos que si N1 ⊂ N2 ⊂ M
con supN2 < supM , entonces w(N1,M) ≤ w(N2,M). Consideramos ahora la
fórmula siguiente1:

(vAE) Para todo A ⊂ ω1 existen un ordinal límite ω1 ≤ η < ω2 y
una sucesión creciente para la inclusión {Nδ}δ<ω1

que es c.n.a. en
Pℵ1

η tales que para todo λ < ω1 existe δ < λ tal que si δ < ϵ < λ
entonces

Nλ ∩ ω1 ∈ A↔ w(Nϵ ∩ ω1, Nλ ∩ ω1) < w(Nϵ, Nλ).

Teorema 13.5 PRA → vAE.

Demostración: La implicación se deduce fácilmente del hecho siguiente: si
κ = (2ℵ1)+ y M ∈ Eκ, los conjuntos siguientes son abiertos y M -estacionarios:

Σ<(M) = {N ∈ Pℵ1ω2 | sup(N ∩ ω1) < sup(M ∩ ω1) ∧ supN < supM

∧ w(N ∩ ω1,M ∩ ω1) < w(N,M ∩ ω2)},

1Las iniciales AE hacen referencia al axioma de elección, por motivos que veremos más
adelante.



526 Capítulo 13. El axioma de los preórdenes propios

Σ≥(M) = {N ∈ Pℵ1
ω2 | sup(N ∩ ω1) < sup(M ∩ ω1) ∧ supN < supM

∧ w(N ∩ ω1,M ∩ ω1) ≥ w(N,M ∩ ω2)}.

En efecto, si admitimos esto, fijado A ⊂ ω1, podemos definir C = Eκ y, para
cada M ∈ C,

ΣA(M) =

{
Σ<(M) si M ∩ ω1 ∈ A,
Σ≥(M) si M ∩ ω1 /∈ A.

Tenemos que ΣA es estacionaria abierta, luego podemos tomar {N∗
α}α<ω1

en las
condiciones de PRA. Sea να = N∗

α ∩ ω1, sea Nα = N∗
α ∩ ω2 y η =

⋃
α<ω1

Nα.

Claramente να ∈ ω1 y si α < β < ω1, comoN∗
α ∈ N∗

β , se cumple que να < νβ ,
y claramente entonces, la sucesión {να}α<ω1

es normal en ω1. En particular no
está acotada, luego ω1 ⊂ N∗ =

⋃
α<ω1

N∗
α ≺ H(κ), y también ω1 ∈ N∗.

Esto implica a su vez que todo elemento de N∗ de cardinal ℵ1 está contenido
en N∗, y de aquí deducimos que η es un ordinal, pues si δ ∈ η ⊂ N∗, entonces
δ ⊂ N∗, luego δ ⊂ η. También es claro que se trata de un ordinal límite no
numerable, que Nα ∈ Pℵ1

η, y que {Nα | α < ω1} es c.n.a. en Nα ∈ Pℵ1
η.

Por último, si λ < ω1, sabemos que existe un δ < λ tal que si δ ≤ ϵ < λ,
luego

Nϵ ∈ ΣA(N
∗
λ) =

{
Σ<(N

∗
λ) si νλ ∈ A,

Σ≥(N
∗
λ) si νλ /∈ A.

Por lo tanto (teniendo en cuenta que νϵ < νλ y supNϵ < supNλ),

Nλ ∩ ω1 = νλ ∈ A↔ Nϵ ∈ Σ<(N
∗
λ)↔ w(νϵ, νλ) < w(Nϵ, Nλ),

como exige la definición de vAE.

Pasamos, pues, a estudiar los conjuntos Σ<(M) y Σ≥(M). Para probar que
Σ<(M) es M -estacionario tomamos C∗ ∈M c.n.a. en Pℵ1

ω2. Claramente

ω2 =
⋃

γ<ω1

{α ∈ ω2 |
∨
N ∈ C∗(α < supN ∧ N ∩ ω1 = γ},

luego existe un γ < ω1 tal que {supN | N ∈ C∗ ∧ N ∩ ω1 = γ} no está acotado
en ω2. Como M ≺ H(κ), existe γ ∈M ∩ ω1 tal que

{supN | N ∈ C∗ ∩M ∧ N ∩ ω1 = γ}

no está acotado en M ∩ ω2. Sea n = w(γ,M ∩ ω1) y sea β ∈ M ∩ ω2 tal que
w(M ∩ β,M ∩ ω2) > n. Por la elección de γ, podemos tomar N ∈ C∗ ∩M tal
que N ∩ ω1 = γ y supN > β. Entonces N ∈ C∗ ∩ Σ<(M) ∩M , pues

w(N ∩ ω1,M ∩ ω1) = n < w(M ∩ β,M ∩ ω2) ≤ w(N,M ∩ ω2).

Veamos ahora que Σ≥(M) también es M -estacionario. Para ello tomamos
C∗ ∈ M c.n.a. en Pℵ1

ω2 y consideremos N ≺ H(κ) tal que ω1 ∪ {C∗} ∈ N y
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|N | = ℵ1. Podemos exigir N ∈ M , y así sup(N ∩ ω2) ∈ M y por consiguiente
sup(N ∩M ∩ ω2) < sup(M ∩ ω2), luego podemos calcular

n = w(N ∩M ∩ ω2,M ∩ ω2).

Si P ∈ C∗ ∩M ∩ N se cumple que w(P,M ∩ ω2) ≤ n, puesto que claramente
supP ∈M ∩N ∩ ω2, luego supP ≤ sup(N ∩M ∩ ω2).

Por otra parte, el conjunto {sup(P ∩ω1) | P ∈ C∗∩M ∩N} no está acotado
en M ∩ ω1, pues si α ∈ M ∩ ω1, también α ∈ ω1 ⊂ N y como C∗ es c.n.a. en
ω2, existe un P ∈ C∗ tal que α ∈ P , pero como C∗ ∈ M ∩ N y α ∈ M ∩ N ,
podemos tomar un P ∈ N que cumpla lo mismo, y como N ∈ M , podemos
exigir además que P ∈ M . Esto nos permite tomar P ∈ C∗ ∩M ∩ N tal que
w(P ∩ ω1,M ∩ ω1) ≥ n. Claramente entonces P ∈ C∗ ∩ Σ≥(M) ∩M .

Sólo falta probar que los conjuntos son abiertos. Para ello tomamos un
N ∈ Σ<(M) y consideramos el mínimo α ∈ N tal que α > máx(N ∩ CM∩ω1

),
salvo si N ∩ω1 tiene máximo elemento y está en CM∩ω1

, en cuyo caso no existe
tal mínimo y tomamos α = máx(N ∩ ω1).

Similarmente, consideramos el mínimo β ∈ N tal que β > máx(N ∩CM∩ω2),
salvo que N tenga un máximo elemento y esté en CM∩ω2 , en cuyo caso tomamos
β = máxN . Es fácil ver entonces que, si P = sup(N ∩ ω1) ∩ CM∩ω1

, entonces

supα ∩ CM∩ω1
=

P \ {α} si α ∈ CM∩ω1 y es un límite o 0,
P \ {α, α′} si α = α′ + 1 ∈ CM∩ω1

,
P en cualquier otro caso.

En cualquier caso, w(α,M ∩ω1) = w(N ∩ω1,M ∩ω1)−nα, donde el número
nα ∈ {0, 1, 2} depende únicamente de α y deM . Similarmente podemos concluir
que w(β,M ∩ ω2) = w(N,M ∩ ω2) − n′β . De aquí se desprende a su vez que
[{α, β}, N ] ⊂ Σ<(M), pues si α, β ∈ N ′ ⊂ N , entonces

sup(N ′ ∩ ω1) ≤ sup(N ∩ ω1) < sup(M ∩ ω1), supN ′ ≤ supN < sup(M ∩ ω2)

w(N ′ ∩ ω1,M ∩ ω1) = w(α,M ∩ ω1) + nα = w(N ∩ ω1,M ∩ ω1)

< w(N ∩ ω2,M ∩ ω2) = w(β,M ∩ ω2) + n′β = w(N ′ ∩ ω2,M ∩ ω2).

El mismo razonamiento vale para Σ≥(M) sin más que cambiar la desigualdad
en la última línea.

Teorema 13.6 vAE → 2ℵ1 = ℵ2.

Demostración: Fijamos una sucesión {Cλ}λ<ω1
en las condiciones que

exige vAE y para cada A ∈ Pω1 llamemos ηA < ω2 al mínimo ordinal que
cumple vAE para A. Llamemos NE al ideal de Pω1 formado por los conjuntos
no estacionarios y vamos a probar que

ηA = ηB ↔ A△B ∈ NE.
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Esto implica que A 7→ ηA induce una aplicación inyectiva Pω1/NE −→ ω2,
por lo que 2ℵ1 = |Pω1/NE| ≤ ℵ2. La primera igualdad se debe al teorema
de Solovay [TC 6.17], según el cual ω1 puede descomponerse en unión de ℵ1
conjuntos estacionarios disjuntos, luego las uniones de subconjuntos de dicha
familia forman 2ℵ1 elementos distintos del álgebra cociente.

Si A△B ∈ NE, sea C un c.n.a. en ω1 tal que C∩(A△B) = ∅, sea {Nδ}δ<ω1

una sucesión que cumpla vAE con A y ηA y sea

C ′ = {λ < ω1 | Nλ ∩ ω1 = λ} ∩ C.

Es fácil ver que C ′ es c.n.a. en ω1, luego podemos enumerarlos con una sucesión
normal {γδ}δ<ω1

. Consideramos ahora la sucesión {Nγδ}δ<ω1
.

Dado λ < ω1, sea δ0 < γλ según vAE y sea δ < λ tal que δ0 < γδ < γλ. Así,
si δ < ϵ < λ, se cumple que δ0 < γϵ < γλ, luego

γϵ = Nγϵ ∩ ω1 ∈ A↔ w(Nγϵ ∩ ω1, Nγλ ∩ ω1) < w(Nγϵ , Nγλ).

Ahora bien, como γϵ ∈ C, sucede que γϵ ∈ A ↔ γϵ ∈ B, luego concluimos
que {Nγδ}δ<ω1

cumple vAE para B, pero con ηA, lo cual implica que ηB ≤ ηA,
porque ηB es, por definición, el mínimo posible. Por simetría, de hecho ηA = ηB .

Supongamos ahora que ηA = ηB , sea {Nδ}δ<ω1
una sucesión que cumpla vAE

para A y sea {N ′
δ}δ<ω1 otra que lo cumpla para B. Sea C0 = {δ < ω1 | Nδ = N ′

δ}
y veamos que C es c.n.a. en ω1. Trivialmente es cerrado y, dado α0 < ω1,
podemos tomar α′

0 > α tal que Nα0
⊂ N ′

α′
0
, y a su vez α1 > α′

0 tal que
N ′
α′

0
⊂ Nα1

, y así sucesivamente, de modo que el supremo λ de la sucesión

α0 < α′
0 < α1 < α′

1 < α2 < α′
2 < · · ·

cumple Nλ =
⋃
n∈ω

Nαn
=

⋃
n∈ω

Nα′
n
= N ′

λ, luego α0 < λ ∈ C0.

Similarmente, es fácil ver que C1 = {λ ∈ C0 | Nλ ∩ ω1 = λ} es c.n.a. en ω1

y a su vez que lo es C = {λ ∈ C1 | C1 ∩ λ no está acotado en λ}.

Ahora basta probar que C∩(A△B) = ∅. Ahora bien, dado λ ∈ C, sabemos
que existe un δ < λ tal que si δ < ϵ < λ,

λ = Nλ ∩ ω1 ∈ A↔ w(Nϵ ∩ ω1, Nλ ∩ ω1) < w(Nϵ, Nλ),

λ = N ′
λ ∩ ω1 ∈ B ↔ w(N ′

ϵ ∩ ω1, N
′
λ ∩ ω1) < w(N ′

ϵ, N
′
λ).

Como podemos tomar ϵ ∈ C1 ∩ λ, tenemos que Nϵ = N ′
ϵ y Nλ = N ′

λ, luego
λ ∈ A↔ λ ∈ B, luego λ /∈ A△B.

Observemos que en realidad hemos probado algo más fuerte: consideremos
el modelo L(Pω1), que es un modelo de ZF que, en general, no tiene por qué
cumplir el axioma de elección. La sucesión {Cλ}λ<ω1

queda determinada por⋃
λ<ω1

{λ} × Cλ ⊂ ω1 × ω1, que a su vez se codifica fácilmente mediante un

subconjunto de ω1, por lo que {Cλ}λ<ω1
∈ L(Pω1). Si suponemos vAE, dado
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A ⊂ ω1, podemos tomar un buen orden R ⊂ ω1×ω1 de ordinal ηA, con lo que la
semejanza f : ω1 −→ ηA está en L(Pω1) y a través de ella podemos codificar la
sucesión {Nδ}δ<ω1

mediante
⋃

δ<ω1

({δ}× f−1[Nδ]) ⊂ ω×ω1, con lo que también

{Nδ}δ<ω1
∈ L(Pω1) y es claro entonces que L(Pω1) cumple vAE. Pero es claro

que la construcción de la inyección Pω1/NE −→ ω2 no requiere el axioma de
elección, luego concluimos que en L(Pω1) se cumple que Pω1/NE admite un
buen orden.

Similarmente, si {Eα}α<ω1 es una familia de conjuntos estacionarios dis-
juntos dos a dos, podemos codificarla mediante un subconjunto de ω1 y así
{Eα}α<ω1

∈ L(Pω1). Esto nos permite construir una inyección Pω1 −→ Pω1/NE
en L(Pω1), luego Pω1 admite un buen orden en L(Pω1). En definitiva:

Teorema 13.7 vAE → L(Pω1) ⊨ AE.

Recapitulando, tenemos que APP → PRA → vAE → 2ℵ1 = ℵ2. Como
también APP → AM(ℵ1)→ 2ℵ0 ≥ ℵ2, concluimos que APP → 2ℵ0 = ℵ2 y, por
consiguiente, APP → AM + 2ℵ0 = ℵ2.

Notemos que el modelo construido en la prueba del teorema 13.1 cumple la
hipótesis de los cardinales singulares. En efecto, en el modelo de partida M se
cumple la HCS sobre κ, porque κ es compacto, y es fácil ver que la función del
continuo sobre κ no se ve alterada en M [G], pero κ = ℵM [G]

2 , luego en M [G] se
cumple la HCS. Esto no es casual, sino que vamos a probar a continuación que
APP (de hecho PRA) implica la HCS. Necesitamos un resultado previo:

Definición 13.8 Si κ es un cardinal infinito, una matriz recubridora de κ+ es
una sucesión C = {K(n, β)}(n,β)∈ω×κ+ tal que:

a) K(n, β) ⊂ β es cerrado para la topología de orden.

b) |K(n, β)| < κ.

c) Si n < m entonces K(n, β) ⊂ K(m,β).

d) β =
⋃
n<ω

K(n, β).

e) Si α < β y n ∈ ω existe un m tal que K(n, α) ⊂ K(m,β).

Teorema 13.9 Si κ es un cardinal singular de cofinalidad numerable, entonces
existe una matriz recubridora para κ+.

Demostración: Sea {κn}n∈ω una sucesión creciente cofinal en κ de car-
dinales regulares. Para cada β < κ+ sea ϕβ : κ −→ β suprayectiva. Va-
mos a definir sucesiones {K(n, β)}n∈ω por recurrencia sobre β de modo que se
cumplan las propiedades requeridas cambiando b) por la condición más fuerte
|K(n, β)| ≤ κn. Para β = 0 tomamos K(n, β) = ∅ y, para β > 0 definimos

K(n, β) = ϕβ [κn] ∪
⋃
{K(n, α) | α ∈ ϕβ [κn]} ∩ β,



530 Capítulo 13. El axioma de los preórdenes propios

donde la clausura se toma respecto de la topología de orden. La propiedad
a) se cumple trivialmente. Para la propiedad b) observamos que el conjunto
bajo la clausura tiene claramente cardinal ≤ κn, y esto se conserva al tomar la
clausura, pues, en general, si X es un conjunto de ordinales y ϕ : X −→ η es
la semejanza en su ordinal, es fácil ver que la aplicación ψ : X \ X −→ η + 1
dada por ψ(α) = supϕ[{δ ∈ X | δ < α}] es inyectiva. Las propiedades c) y
d) también son claras y, para e), tomamos m tal que α ∈ ϕβ [κm] y entonces
K(n, α) ⊂ K(m,α) ⊂ K(m,β).

Teorema 13.10 PRA → HCS.

Demostración: Suponemos PRA. Tenemos que probar que si κ es un
cardinal (límite) tal que 2cf κ < κ, entonces κcf κ = κ+. Supongamos que no
es cierto y sea κ el mínimo cardinal que no lo cumple. Por el teorema de
Silver [TC 6.18], tenemos que cf κ = ℵ0, por lo que κ es el mínimo cardinal
de cofinalidad numerable tal que κℵ0 > κ+. Observemos que si ℵ1 < µ < κ,
entonces

µℵ0 =

{
µ si cf µ > ℵ0,
µ+ si cf µ = ℵ0.

En efecto, en caso contrario sea µ < κ el mínimo cardinal que no cumple esto.
No puede ser µ = ℵ2, pues ℵℵ0

2 = (2ℵ0)ℵ0 = ℵ2. Si µ = ν+ > ℵ2, entonces, por
la minimalidad de µ, se cumple µℵ0 = µ νℵ0 = µ. Si µ es un cardinal límite y
cf µ > ℵ0, entonces µℵ0 =

∑
ν<µ

νℵ0 = µ, por hipótesis de inducción. Por último,

si cf µ = ℵ0, entonces µℵ0 = µ+ por la minimalidad de κ.

En particular, (∗) si µ < κ, entonces µℵ0 < κ.

Fijamos una matriz recubridora C = {K(n, β)}(n,β)∈ω×κ+ de κ+. Por (∗)
se cumple que |Pℵ1

K(n, β)| < κ. Fijemos también una sucesión {Cλ}λ<ω1
de

subconjuntos Cλ cofinales en λ de ordinal ω. Para cada conjunto numerable X
definimos

αX = sup(X ∩ ω1), δX = sup(X ∩ κ+),

si α < λ < ω1, sea aλ(α) = |Cλ ∩ α|, si δ < β < κ+, sea

w(δ, β) = mín{n ∈ ω | δ ∈ K(n, β)}.

Ahora fijemos un cardinal regular µ suficientemente grande como para que
H(µ) contenga todos los conjuntos que estamos considerando y sea M ≺ H(µ).
Veamos que existe δM ≤ βM < κ+ tal que para todo γ < κ+ y todo n ∈ ω
existe un m ∈ ω tal que K(n, γ) ∩M ⊂ K(m,βM ).

Para ello observamos que el conjunto {K(n, γ)∩M | n ∈ ω ∧ γ < κ+} tiene
a lo sumo cardinal 2ℵ0 ≤ ℵ2, mientras que cf κ+ > 2ℵ0 . Por lo tanto, existe
δM < βM < κ+ tal que todo K(n, γ) ∩M = K(n′, γ′) ∩M , con γ′ < βM , y
basta aplicar la propiedad e) de la definición de matriz recubridora. Sea

Σ(M) = {X ∈ P(M ∩ κ+) | αX < αM ∧ δX < δM ∧ aαM
(αX) < w(δX , βM )}.
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Veamos que Σ(M) es abierto. Para ello tomamos X ∈ Σ(M) y tenemos
que encontrar x ⊂ X finito tal que [x,X] ⊂ Σ(M). Si δX ∈ X basta tomar
x = {δX}. Supongamos que, por el contrario, X no tiene máximo y llamemos
n = w(δX , βM ) > 0. Entonces δX /∈ K(n − 1, βM ), luego K(n − 1, βM ) ∩ δX
está acotado en δX , pues K(n − 1, βM ) es cerrado en βM . Por lo tanto, existe
γ ∈ X tal que (δX \ γ) ∩K(n − 1, βM ) = ∅. Entonces [{γ}, X] ⊂ Σ(M), pues
si γ ∈ X ′ ⊂ X entonces γ ≤ δX′ ≤ δX , luego δX′ /∈ K(n − 1, βM ), luego
w(δX′ , βM ) ≥ n > aαM

(αX) ≥ aαM
(αX′).

Ahora veamos que Σ(M) es M -estacionario. Para ello tomamos C ∈M que
sea c.n.a. en Pℵ1

κ+. Por [PC B.8] existe una aplicación f : Pfκ+ −→ Pℵ1
κ+

tal que cl f ⊂ C, y podemos exigir que f ∈ M . Basta encontrar un conjunto
Y ∈ cl f ∩ Σ(M) ∩M .

Observemos que |f | = κ+, por lo que f ∈ H(κ++). Sea N ≺ H(κ++) tal que
f ∈ N . Podemos suponer que N contiene todos los conjuntos que vayamos a
necesitar que contenga, así como queN ∈M . Seam = aαM

(αN ). Consideremos
el conjunto

E = {γ < κ+ | cf γ = ω ∧
∧
x ∈ Pfγ f(x) ⊂ γ}.

Es claro que E no está acotado en κ+, luego |E| = κ+ y, por hipótesis,
|[E]ℵ0 | = κ+κℵ0 > κ+. Por lo tanto, [E]ℵ0 no puede estar contenido en⋃

{[K(n, β)]ℵ0 | n ∈ ω ∧ β < κ+},

ya que por (∗) este conjunto tiene cardinal ≤ κ+. Por consiguiente, existe un
X ∈ [E]ℵ0 tal que X ̸⊂ K(n, β) para todo n y β. Además podemos exigir que
X ∈ N . En particular X ̸⊂ K(m,βM ). Puesto que X ∈ N es numerable,
X ⊂ N . Por lo tanto, tomando γ ∈ X \K(m,βM ), tenemos que γ ∈ E ∩N y
w(γ, βM ) > m.

Como cf γ = ω, podemos tomar y0 ⊂ ω cofinal numerable, a partir del cual
obtenemos fácilmente un Y ⊂ γ cofinal numerable tal que Y ∈ cl f . Más aún,
podemos exigir que Y ∈ N ⊂ M . Entonces δY = γ < δM y, como Y ⊂ N ,
αY ≤ αN < αM , luego

aαM
(αY ) ≤ aαM

(αN ) = m < w(δY , βM ).

Por lo tanto Y ∈ cl f ∩ Σ(M) ∩M .

Así tenemos definida Σ : Eµ −→ Pℵ1
κ+ estacionaria abierta, luego podemos

tomar {Nϵ}ϵ<ω1
en las condiciones de PRA. Llamemos

αϵ = sup(Nϵ ∩ ω1), δϵ = sup(Nϵ ∩ κ+).

Claramente {δϵ}ϵ<ω1 es una sucesión normal, por lo que C = {δϵ | ϵ < ω1}
es c.n.a. en δω1

= supC < κ+. Además cf δω1
= ℵ1, por lo que existe un n

tal que K(n, δω1
) no está acotado en δω1

. Como K(n, δω1
) es cerrado, existe un

c.n.a. C ′ en ω1 tal que {δϵ | ϵ ∈ C ′} ⊂ K(n, δω1
). Sea λ ∈ C ′ tal que λ ∩ C ′ no

esté acotado en λ y sea M = Nλ.
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Según PRA, existe un cierto δ < λ tal que si ϵ < λ y δ ∈ Nϵ, entonces
Nϵ ∩ κ+ ∈ Σ(M). Notemos que, para que se cumpla δ ∈ Nϵ basta con que
δ < αϵ, pues αϵ ⊂ Nϵ. Así pues, si δ ∈ αϵ se cumple que αϵ < αM , δϵ < δM y
aαM

(αϵ) < w(δϵ, βM ).

Por la elección de βM , existe un m tal que K(n, δω1
) ∩ M ⊂ K(m,βM ).

Claramente, si ϵ ∈ C ′ ∩ λ, entonces δϵ ∈ K(n, δω1
) ∩M ⊂ K(m,βM ), luego

w(δϵ, βM ) ≤ m.
Por otra parte, {αϵ}ϵ<ω1 también es normal en ω1, luego {αϵ}ϵ<λ no está

acotada en αλ = αM , luego {aαM
(αϵ) | ϵ ∈ λ} no está acotado en ω, luego

podemos tomar ϵ ∈ C ′∩λ tal que δ < αϵ y aαM
(αϵ) > w(δϵ, βM ), contradicción.

Aquí terminan las consecuencias de APP sobre la hipótesis del continuo.
En efecto, a partir de APP no puede demostrarse nada del estilo de 2ℵ5 = ℵ7.
En efecto, a partir de un modelo con un cardinal supercompacto el teorema
[CG 10.21] nos da otro en el que el cardinal supercompacto κ sigue siéndolo en
cualquier extensión por un c.p.o. fuertemente κ-cerrado, luego podemos pasar
a una extensión por un producto de Easton según 5.38 para una función de
Easton cuyo dominio sea un conjunto de cardinales regulares ≥ κ. El c.p.o.
correspondiente es fuertemente κ-cerrado, por lo que en la extensión κ sigue
siendo supercompacto y la función del continuo sobre cualquier conjunto prefi-
jado de cardinales regulares ≥ κ pasa a ser cualquier determinación razonable
que queramos exigir. Entonces aplicamos la construcción del teorema 13.1 y
obtenemos un modelo de ZFC + APP en el que la función del continuo sobre
cualquier conjunto de cardinales regulares ≥ ℵ2 es la que hayamos querido que
sea. La función del continuo sobre los cardinales singulares queda determinada
entonces por la HCS.

Veamos una última consecuencia de PRA que implica la consistencia de
que existan cardinales más altos que los débilmente compactos en la escala de
consistencia. Para ello introducimos un principio combinatorio:

Definición 13.11 Si κ es un cardinal no numerable, llamamos □(κ) a la afir-
mación siguiente: Existe una sucesión {Cλ}λ<κ que cumple las propiedades
siguientes:

a) Cλ es c.n.a. en λ.

b) Si λ′ < λ cumple que Cλ∩λ′ no está acotado en λ′, entonces Cλ′ = Cλ∩λ′.

c) No existe un c.n.a. C ⊂ κ tal que si λ < κ y C ∩ λ no está acotado en λ
entonces Cλ = C ∩ λ.

No hay que confundir este principio con el □κ definido2 en [TC 6.41]. La
relación es que si κ > ℵ0 entonces □κ → □(κ+). En efecto, la única diferencia

2Los principios □κ son los únicos principios combinatorios definidos en [TC] cuya consis-
tencia no hemos probado en [PC] ni en este libro. Puede probarse que se cumplen si V = L,
aunque la prueba es complicada, y su consistencia también puede obtenerse mediante exten-
siones genéricas. Por otra parte, se sabe que ¬□κ con κ singular implica la consistencia de
infinitos cardinales de Woodin.
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entre □κ y □(κ+) es que en lugar de la condición c) una sucesión □κ debe
cumplir que si cf λ < κ entonces |Cλ| < κ, pero una sucesión □κ cumple también
la condición c). En efecto, si existiera C ⊂ κ+ en las condiciones de c), el
conjunto

C ′ = {λ < κ+ | C ∩ λ no está acotado en λ}

sería c.n.a. en κ+, luego su ordinal sería κ+. Si f : κ+ −→ C ′ es la semejanza,
basta tomar λ = f(κ+ω), que cumple cf λ = ℵ0 < κ, pero Cλ = C ∩λ contiene
a f [κ+ ω], luego |Cλ| = κ.

Teorema 13.12 (PRA) Para todo cardinal regular κ > ℵ1 se cumple ¬□(κ).
En particular, para todo cardinal κ ≥ ℵ1 se cumple ¬□κ.

Demostración: Supongamos, por reducción al absurdo, que existe una
sucesión □(κ), digamos {Cλ}λ<κ. Sea E el conjunto de todos los M ≺ H(κ+)
numerables tales que {Cλ}λ<κ ∈ M , que claramente es c.n.a. en Pℵ1

H(κ+).
Para cada M ∈ E, sea Σ(M) el conjunto de todos los N ⊂ M ∩ κ tales que
supN ∈ λ \ Cλ, donde λ = sup(M ∩ κ).

Veamos que Σ(M) es abierto. Para ello tomamos N ∈ Σ(M) y llamemos
γ = supN /∈ Cλ. Como Cλ es cerrado, existe un γ0 ∈ N tal que si γ0 ≤ δ < γ,
entonces δ /∈ Cλ. Notemos que si γ ∈ N basta tomar γ0 = γ y la condición se
cumple trivialmente. Es claro entonces que [{γ0}, N ] ⊂ Σ(M).

Ahora probamos que Σ(M) es M -estacionario. Para ello tomamos C ∈ M
c.n.a. en Pℵ1κ. Sea S = {supN | N ∈ C}. Tenemos que probar que S∩M ̸⊂ Cλ,
pues esto implica que existe un N ∈ C tal que supN ∈ M ∧ supN /∈ Cλ.
Ahora bien, si llamamos δ = supN , como M es elemental y C, δ ∈ M , de∨
N ∈ C supN = δ podemos deducir

∨
N ∈ C ∩M supN = δ y entonces

N ∈ C ∩ Σ(M) ∩M .

Suponemos, pues, que S ∩M ⊂ Cλ. Entonces, si λ1 < λ2 < λ cumplen que
S ∩M ∩λi no está acotado en λi, entonces Cλ ∩λi no está acotado en λi, luego
Cλi = Cλ∩λi, luego Cλ1 = Cλ2 ∩λ1. En otros términos, hemos probado que en
M se cumple que si λ1 < λ2 cumplen que S∩λi no está acotado en λi, entonces
Cλ1

= Cλ2
∩λ1. Como M es un submodelo elemental, esto es cierto también en

H(κ+), luego en V .
Ahora bien, como C es c.n.a. en Pℵ1κ, es claro que S contiene un c.n.a. en

κ, luego el conjunto

S′ = {λ′ ∈ S | S ∩ λ′ no está acotado en λ′},

no está acotado en κ. Entonces C∗ =
⋃

λ′∈S′
Cλ′ es c.n.a. en κ. En efecto,

claramente es no acotado y, si C∗ ∩ λ no está acotado en λ, tomamos λ′ ∈ S′

tal que λ′ > λ, y así C∗ ∩ λ = Cλ′ ∩ λ, luego λ ∈ Cλ′ ⊂ C∗. Más aún, entonces
Cλ = Cλ′ ∩λ = C∗∩λ, lo que contradice la propiedad c) de la definición de □κ.

Así pues, tenemos una aplicación estacionaria abierta Σ : E −→ Pℵ1
κ. Sea

{Nα}α<ω1 en las condiciones de PRA. Sea να = sup(Nα ∩ κ). Claramente
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{να}α<ω1
es una sucesión normal, luego el conjunto C = {να | α < ω1} es c.n.a.

en η = supC, al igual que C ′ = C ∩ Cη. Fijemos λ ∈ C ′ tal que C ′ ∩ λ no
esté acotado en λ. Entonces C ∩ λ no está acotado en λ, luego λ = νλ′ , para
cierto λ′ < ω1, necesariamente un ordinal límite. Por otra parte Cη ∩ λ no está
acotado en λ, luego Cλ = Cη ∩ λ.

Según PRA, existe un δ < λ′ tal que si δ ≤ ϵ < λ′, entonces Nϵ∩κ ∈ Σ(Nλ′).
Sea α ∈ C ′ tal que νδ < α < λ = νλ′ . Entonces existe un δ < ϵ < λ′ tal que
α = νϵ. Como Nϵ ∩ κ ∈ Σ(Nλ′), tenemos que νϵ ∈ λ′ \ Cλ, pero por otra parte
νϵ ∈ C ′ ∩ λ ⊂ Cη ∩ λ = Cλ, contradicción.

13.3 Más consecuencias de APP
Veamos un par de consecuencias más de APP. La primera es que implica el

Axioma de las Coloraciones Abiertas 7.45:

Teorema 13.13 APP → ACA

Demostración: Recordemos que N = ωω, considerado como espacio topo-
lógico con la topología producto de la topología discreta en ω, es decir, con la
topología que tiene como base a los conjuntos Bs = {x ∈ N | s ⊂ x}, para cada
s ∈ ω<ω.

Podemos relativizar toda la prueba a un modelo transitivo numerable M de
ZFC. Consideramos P = Fn(ω1, 2,ℵ1), de modo que si G es P-genérico sobre M ,
según 5.40 en M [G] se cumple 2ℵ0 = ℵ1. Como P es ℵ1-cerrado, se cumple que
NM [G] = NM . Escribiremos simplemente N para referirnos a este espacio.

En M , tomamos X ⊂ N y una coloración abierta C de X, es decir, C ⊂ [X]2

y se identifica con un subconjunto abierto de X ×X. Suponemos que X no es
unión numerable de subconjuntos totalmente no coloreados y vamos a demostrar
que tiene un subconjunto no numerable totalmente coloreado.

Obviamente, C sigue siendo una coloración abierta deX enM [G], y enM [G]
sigue siendo cierto que X no es unión numerable de conjuntos no coloreados. En
efecto, si fuera X =

⋃
n∈ω

Xn, por 7.46 podemos suponer que cada Xn es cerrado

en X. Entonces existe f : ω × ω −→ ω<ω tal que X \Xn = X ∩
⋃
i∈ω

Bf(n,i).

En principio f ∈ M [G], pero como P es ℵ1-cerrado, de hecho f ∈ M , luego
{Xn}n∈ω ∈ M , y llegamos a que X es unión numerable en M de conjuntos
totalmente no coloreados, en contradicción con lo supuesto.

Por 7.47 en M [G] existe Y = σH ⊂ X no numerable tal que

Q = {q ∈ PfY | q está totalmente coloreado},

considerado como c.p.o. con la relación inversa de la inclusión, cumple la c.c.n.
Sea τG : ω1 −→ Y biyectiva (donde ω1 representa a ωM1 = ω

M [G]
1 ) Podemos

elegir los nombres σ y τ , al igual que Q = πG, de modo que

1lP ⊩ π = {q ∈ Pfσ | q está totalmente coloreado} ∧ · · ·
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donde los puntos suspensivos representan las propiedades que conocemos de
π, σ y τ (incluyendo toda la conclusión de 7.47). En particular 1lP ⊩ π es
propio y separativo (es propio por la c.c.n. y la separatividad es trivial), y
también tenemos que P es propio y separativo (es propio por ser ℵ1-cerrado. El
teorema 11.18 nos da que P ∗ π es propio. Para cada α < ω1 sea

Dα = {(p, ρ) ∈ P ∗ π |
∨
β < ω1

∨
xr (β > α ∧ p ⊩ (x̌ = τ(β̌) ∈ ρ = ř))}.

Se trata de un subconjunto denso, pues dado (p, ρ) ∈ P ∗ π, podemos tomar
un filtro genérico tal que p ∈ G, y entonces ρG ∈ πG es un subconjunto finito
de σG totalmente colorado. Por la parte b) del teorema 7.47 existe un β > α
tal que r = ρG ∪ {τG(β)} ∈ πG, luego podemos elegir un nombre ρ′ ∈ π̂ de
modo que ρ′G = r. A su vez, tomando x = τG(β), existe q ∈ G, que podemos
tomar q ≤ p, de modo que q ⊩ (x̌ = τ(β̌) ∈ ρ′ = ř), y entonces es claro que
(q, ρ′) ≤ (p, ρ) y (q, ρ′) ∈ Dα.

Por APP existe un filtro H ∈ M que corta a todos los conjuntos Dα. Para
cada α < ω1, tomamos (pα, ρα) ∈ Dα ∩H, de modo que existen α < βα < ω1,
xα y r′α tales que pα ⊩ xα = τ(β̌α) ∈ ρα = řα, lo que en particular implica que
rα es un subconjunto finito de X y que xα ∈ rα. Entonces Y =

⋃
α<ω1

rα ∈M , y
es un conjunto no numerable totalmente coloreado.

En efecto, para ver que Y es no numerable basta ver que lo es el conjunto
A = {xα | α < ω1} ⊂ Y , pero dado cualquier δ < ω1 siempre podemos tomar
un ordinal

⋃
ϵ<δ

βϵ < α < ω1, y así, para todo ϵ < δ, como (pϵ, ρϵ), (pα, ρα) ∈ H,

existe una condición (p, ρ) ∈ H que extiende a ambas, y tomando un filtro tal
que p ∈ G, enM [G] se cumple que xϵ = τG(βϵ) y xα = τG(βα), con βϵ < α < βα,
y además τG es inyectiva, luego xϵ ̸= xα. Esto significa que xα /∈ {xϵ | ϵ < δ},
luego A no es numerable en M .

Similarmente, Y es totalmente coloreado porque si u1, u2 ∈ Y , u1 ̸= u2,
existen α1, α2 < ω1 tales que ui ∈ rαi

. Como (pi, ραi
) ∈ H, existe un (p, ρ) ∈ H

que los extiende a ambos, y si G es un filtro P-genérico sobre M que contenga
a p, entonces en M [G] se cumple que ri = (ραi)G ⊂ ρG ∈ πG, luego ρG está
totalmente coloreado, luego {u1, u2} ⊂ [ρG]

2 ⊂ C.

Los resultados que hemos deducido de APP (salvo ¬□(κ)) no son demostra-
bles en ZFC, pero su consistencia puede demostrarse sin suponer la consistencia
de ningún cardinal grande. Veamos ahora una consecuencia que, como sabemos,
implica la consistencia de que exista un cardinal débilmente compacto:

Teorema 13.14 (APP) No existen ℵ2-árboles de Aronszajn.

Demostración: Relativizamos la prueba a un modelo transitivo numera-
ble M de ZFC. Supongamos que existe (en M) un ℵ2-árbol de Aronszajn A. Sea
P = Fn(ω1, 2,ℵ1) y sea G un filtro P-genérico sobre M . Según 5.40, en M [G]
se cumple 2ℵ0 = ℵ1, pero P es ℵ1-cerrado, luego M y M [G] tienen los mismos
elementos de Pω, luego ℵM2 se colapsa en M [G] a un ordinal de cardinal ℵ1.

Si llamamos ω1 = ωM1 = ω
M [G]
1 y κ = ωM2 , entonces κ es en M [G] un

ordinal de cardinal ℵ1 y, más aún, tiene cofinalidad ω1 en M [G], pues si tuviera
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cofinalidad numerable, una sucesión cofinal estaría en M , lo cual es absurdo.
Podemos tomar, pues, τ ∈MP tal que 1l ⊩ τ : ω̌1 −→ κ̌ cofinal y normal.

Sea AτG =
⋃

α<ω1

NivτG(α)(A) ∈ M [G], que es un árbol de altura ω1. El

teorema 12.2 nos da que A no tiene caminos en M [G], luego AτG tampoco, pero
no podemos decir que es un ℵ1-árbol de Aronszajn en M [G] porque sus niveles
pueden tener cardinal ℵ1.

Sea Q ∈ M [G] el conjunto formado por todas las aplicaciones q : a −→ ω,
donde a ⊂ AτG es finito y

∧
st ∈ a(s < t→ q(s) ̸= q(t)), considerado como c.p.o.

con la relación inversa de la inclusión. En la prueba del teorema [TC 9.28] se
ve que si AτG es un ℵ1-árbol de Aronszajn entonces Q cumple la c.c.n. Sin
embargo, se observa sin dificultad que la prueba vale sin cambio alguno bajo las
hipótesis que cumple AτG en M [G], es decir, que es un árbol de altura ℵ1 sin
ramas no numerables.

Pongamos que Q = πG, donde π es un P-nombre para un c.p.o. tal que 1l
fuerza que π cumple la definición de Q. En particular 1l ⊩ π cumple la c.c.n.,
luego P ∗ π es propio en M .

Sea {fγ}γ<κ ∈ M tal que fγ : ω1 −→ Nivγ(A) suprayectiva. Para cada α,
δ < ω1, consideramos el conjunto

Dα,δ = {(p, σ) ∈ P ∗ π |
∨
γn (p ⊩ τ(α̌) = γ̌ ∧ f̌γ(δ̌) ∈ Dσ ∧ σ(f̌γ(δ̌)) = ň}.

Observemos que es denso, pues si (p, σ) ∈ P ∗ π y G es un filtro P-genérico
sobre M tal que p ∈ G, entonces τG : ω1 −→ κ, luego podemos considerar
γ = τ(α). Entonces s = fγ(δ) ∈ A y, por otra parte, DσG ⊂ A. Si s ∈ DσG
tomamos n = σG(s) y llamamos q = σG. En caso contrario consideramos una
extensión q = σG ∪ {(s, n)} ∈ Q, lo cual es posible sin más que elegir n fuera de
la imagen de σG. Expresamos q = σ′

G, con σ′ ∈ π̂, y tomamos p′ ∈ G, p′ ≤ p
tal que

p′ ⊩ σ′ ≤ σ ∧ τ(α̌) = γ̌ ∧ f̌γ(δ̌) ∈ Dσ′ ∧ σ′(f̌γ(δ̌)) = ň.

Así es claro que (p′, σ′) ∈ Dα,δ y extiende a (p, σ).

Por APP existe un filtro H ∈ M que es P ∗ π-genérico sobre la familia
formada por los conjuntos Dα,δ. Esto significa que para cada α, δ < ω1 existe
(pα,δ, σα,δ) ∈ Dα,δ ∩H.

Definimos gH : ω1 −→ κ mediante gH(α) = γ si y sólo si existe (p, σ) ∈ H
tal que p ⊩ τ(α̌) = γ̌. Esto es correcto, porque cualquier (pα,δ, σα,δ) cumple lo
requerido y dos condiciones que cumplan esto tienen una extensión común en
H, lo que obliga a que el γ correspondiente sea el mismo. Es claro que gH es
estrictamente creciente.

Sea AH =
⋃

α<ω1

NivgH(α)(A), que es un árbol de altura ℵ1. Definimos tam-

bién fH : AH −→ ω mediante fH(s) = n si y sólo si existe (p, σ) ∈ H tal que
p ⊩ š ∈ Dσ ∧ σ(š) = ň. Esto es correcto porque si s ∈ Nivγ(A), con γ = gH(α)
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y s = fγ(δ), entonces (pα,δ, σα,δ) cumple lo requerido y el hecho de que H sea
un filtro implica que sólo hay un valor posible para n. Es claro que∧

st ∈ AH(s < t→ fH(s) ̸= fH(t)).

De aquí se desprende que toda cadena en AH tiene que ser numerable, pero si
λ = sup gH [ω1] < κ, podemos tomar s ∈ Nivλ(A) y para cada α < ω1 existe un
único sα ∈ NivgH(α)(A) tal que sα < s, y así {sα | α < ω1} es una cadena no
numerable en AH , contradicción.

APP tiene muchas otras consecuencias, especialmente en topología, pero
exponerlas aquí requeriría introducir un gran número de preliminares. Citemos,
por ejemplo una de ellas:

Si X es un espacio de Hausdorff cuyos subespacios discretos son
todos numerables, entonces |X| ≤ 2ℵ0 .

Otra consecuencia destacada de AEP, más concretamente, de ¬□κ, donde κ
es un cardinal límite fuerte singular, es que L(Pω) ⊨ AD.

13.4 El Axioma de Martin Máximo
Para terminar vamos a presentar sin probar su consistencia la mayor gene-

ralización posible del axioma de Martin. Partimos del resultado siguiente:

Teorema 13.15 Si P es un c.p.o. propio y E ⊂ ω1 es estacionario, entonces
1l ⊩ Ě es estacionario en ω̌1.

Demostración: Por 11.14 sabemos que P fuerza que todo conjunto esta-
cionario en Pℵ1

ω1 se conserva estacionario (y por 11.11 se conserva el cardinal
ℵ1).

Observemos ahora que si E ⊂ ω1 es estacionario, entonces

E∗ = {A ∈ Pℵ1ω1 | supA ∈ E}

es estacionario en Pℵ1
ω1. En efecto, si C es c.n.a. en Pℵ1

ω1, se cumple que
C∗ = {supA | A ∈ C} contiene un c.n.a. en ω1, pues podemos construir una
sucesión {Aα}α<ω1 en C creciente para la inclusión, de modo que Aλ =

⋃
δ<λ

Aδ

y que la sucesión {supAα}α<ω1
sea estrictamente creciente, luego normal. Por

consiguiente existe un A ∈ C tal que supA ∈ E, luego A ∈ C ∩ E∗.

Recíprocamente, si E∗ es estacionario en Pℵ1
ω1, entonces E es estacionario

en ω1, pues si C es c.n.a. en ω1, podemos restringirlo para que esté formado por
ordinales límite, y entonces es claro que C es c.n.a. en Pℵ1ω1 (viendo a cada
λ ∈ C como subconjunto numerable de ω1). Por lo tanto, existe λ ∈ C ∩ E∗,
luego λ = supλ ∈ C ∩ E.

Ahora la conclusión es inmediata: si E ⊂ ω1 es estacionario, entonces 1lP
fuerza que Ě∗ es estacionario en Pℵ1

ω1, luego fuerza que Ě es estacionario
en ω1.
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Diremos que un c.p.o. P conserva los subconjuntos estacionarios de ω1 si
cumple la conclusión del teorema anterior. Observemos que un conjunto esta-
cionario en un ordinal de cofinalidad numerable tiene necesariamente comple-
mento acotado, pues si el complemento es no acotado contiene una sucesión
cofinal creciente, que es trivialmente un c.n.a.

Por lo tanto, todo c.p.o. que conserva los subconjuntos estacionarios de ω1

conserva ℵ1, ya que en ω1 existen conjuntos estacionarios con complemento no
acotado, que tienen que seguir siendo estacionarios en las extensiones genéricas.

Axioma de Martin Máximo (MM) Si P es un c.p.o. que conserva los sub-
conjuntos estacionarios de ω1 y D es una familia de a lo sumo ℵ1 subconjuntos
densos en P, existe un filtro P–genérico sobre D (es decir, un filtro en P que
corta a todos los elementos de D).

El teorema anterior implica que MM → APP. El nombre de “axioma de
Martin máximo” está justificado por el resultado siguiente:

Teorema 13.16 Si P es un c.p.o. tal que existe E ⊂ ω1 de modo que 1l ⊩ Ě no
es estacionario en ω̌1, entonces existe una familia D de ℵ1 subconjuntos densos
de P tal que ningún filtro es P-genérico sobre D.

Demostración: Sea σ ∈ V P tal que

1l ⊩ σ es c.n.a. en ω̌1 ∧ σ ∩ Ě = ∅.

Para cada α < ω1 consideremos los conjuntos densos

Dα = {p ∈ P |
∨
β(α ≤ β < ω1 ∧ p ⊩ β̌ ∈ σ)},

Eα = {p ∈ P | (p ⊩ α̌ ∈ σ) ∨
∨
γ < α

∧
δ(γ < δ < α→ p ⊩ δ̌ /∈ σ)}.

Veamos que ningún filtro G en P puede cortar a todos estos conjuntos. En
tal caso el conjunto

C = {α < ω1 |
∨
p ∈ G p ⊩ α̌ ∈ σ}

sería c.n.a. en ω1. En efecto, dado α < ω1, como Dα ∩G ̸= ∅, existe un β ∈ C
tal que α ≤ β, luego C no está acotado. Si C ∩ λ no está acotado en λ, como
Eλ ∩G ̸= ∅, se cumple que λ ∈ C, pues la alternativa sería que existe p ∈ G y
γ < α tal que si γ < δ < α entonces p ⊩ δ̌ /∈ σ, pero podríamos tomar δ ∈ C
tal que δ > γ, y entonces existe q ∈ G (que podemos tomar q ≤ p) tal que
q ⊩ δ̌ ∈ σ, contradicción.

Por consiguiente, existe α ∈ G∩E, luego existe p ∈ G tal que p ⊩ α̌ ∈ σ∩ Ě,
contradicción.

Más precisamente, es fácil ver que MM implica que su enunciado es válido
también para c.p.o.s P tales que si E ⊂ ω1 es estacionario, entonces ¬1l ⊩ Ě no
es estacionario en ω̌1, y el teorema anterior implica que cualquier extensión de
MM a una familia de c.p.o.s que extendiera estrictamente a la formada por los
que tienen esta propiedad sería contradictoria.
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Nota El teorema 13.1 puede generalizarse para probar la consistencia de MM,
de modo que a partir de un modelo con un cardinal supercompacto puede cons-
truirse una extensión genérica que cumpla MM. Sin embargo, las técnicas que
hemos usado para probar 13.1 se quedan cortas para este fin. En lugar de uti-
lizar una iteración con soportes numerables, es necesario usar lo que se llama
“soportes numerables revisados” y una clase de c.p.o.s intermedios entre los
c.p.o.s propios y los c.p.o.s que conservan los subconjuntos estacionarios de ω1,
los llamados c.p.o.s semipropios. No vamos a entrar en los detalles.

Varias de las consecuencias de APP que hemos mostrado son refinamientos
de demostraciones que originalmente partían de MM. Por ejemplo, PRA es una
variante del principio que vamos a introducir a continuación:

Definición 13.17 Diremos que un conjunto E ⊂ Pℵ1
X es proyectivamente

estacionario si para todo F ⊂ ω1 estacionario, el conjunto {A ∈ E | A∩ω1 ∈ F}
es estacionario en Pℵ1

X.

Principio de Reflexión Fuerte (PRF) Para todo cardinal regular κ ≥ ℵ2,
si E es proyectivamente estacionario en Pℵ1

H(κ), existe una sucesión {Nα}α<ω1

en E de submodelos elementales de H(κ) tal que si α < β < ω1 entonces
Nα ∈ Nβ y si λ < ω1 es un ordinal límite entonces Nλ =

⋃
δ<λ

Nδ.

Para probar que MM implica este principio usaremos algunos resultados
previos:

Teorema 13.18 Si E ⊂ ω1 es estacionario y α, γ < ω1, existe C ⊂ E \ γ
cerrado y de ordinal α+ 1.

Demostración: Vamos a probar que, para cada α < ω1 existe C ⊂ E \ γ
de ordinal α que es cerrado en ω1 si α es un ordinal sucesor y que es cerrado en
ξ = supC si α es un ordinal límite.

Razonamos por inducción sobre α. El caso α = 0 es trivial. Si C ⊂ E \ γ
es un cerrado de ordinal α, es claro que existe ξ ∈ E tal que C ⊂ ξ, luego
C ∪ {ξ} ⊂ E \ γ tiene ordinal α + 1. Ahora bien, si α es un ordinal límite
necesitaríamos que fuera ξ = supC (para que C ∪ {ξ} sea cerrado) y no es
necesariamente cierto que ξ ∈ E.

Para tratar este caso no trivial construimos una sucesión {Aδ}δ<α de conjun-
tos contenidos en E \γ de ordinal α y con la propiedad de que si γδ = sup

⋃
ϵ<δ

Aϵ

entonces Aδ ⊂ E\γδ y Aδ es cerrado en γδ+1. Esto es posible por la hipótesis de
inducción para α (tomando γ = γδ). Es claro entonces que la sucesión {γδ}δ<ω1

es normal, luego {γλ | λ < ω1} es c.n.a. en ω1, luego existe un λ < ω1 tal que
γλ ∈ E. Sea {δn}n∈ω una sucesión cofinal creciente en λ y sea {αn}n∈ω cofinal
creciente en α.

Para cada n ∈ ω, tenemos que Aδn tiene ordinal α > αn, luego podemos
tomar Bn como el conjunto de los elementos de Aδn que, a través de la semejanza
con α, se corresponden con los ordinales αn < ϵ ≤ αn+1. Finalmente, llamamos
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B =
⋃
n∈ω

Bn ⊂ E \ γ. Es fácil ver que tiene ordinal α, que supB = γλ ∈ E y

que B es cerrado en γλ, por lo que B ∪ {γλ} cumple lo requerido.

Suponemos ahora que el resultado es cierto para todo α < λ. Tomamos
una sucesión {αn}n∈ω cofinal creciente en λ formada por ordinales sucesores y
elegimos An ⊂ E \ γ cerrado de ordinal βn tal que αn + βn = αn+1, con la
propiedad adicional de que si γn = supAn entonces An ⊂ E \ γn. Basta tomar
A =

⋃
n∈ω

An.

Teorema 13.19 Si E ⊂ Pℵ1 [Hκ] es estacionario y γ < ω1, existe una sucesión
{Nα}α≤γ en E en las condiciones de PRF (salvo que su longitud es numerable).

Demostración: Relativizamos la prueba a un modelo transitivo numera-
ble M de ZFC. Sea P ∈M el conjunto formado por las sucesiones {Nα}α≤β de
submodelos elementales numerables de H(κ) de longitud β < ω1 (no exigimos
que estén en E) tales que Nα ∈ Nα+1 y Nλ =

⋃
δ<λ

Nδ. Consideramos a P como

c.p.o. de modo que una condición extiende a otra si la extiende como sucesión.

Observemos que P es ℵ1-cerrado, pues si {pn}n<ω es una sucesión decreciente
de condiciones, entonces p∗ =

⋃
n∈ω

pn es una condición salvo por que su longitud

es un ordinal límite λ < ω1 (excepto en el caso trivial en que la sucesión dada
sea finalmente constante), pero claramente p = p∗ ∪ (λ,

⋃
δ<λ

p∗(δ)) ∈ P extiende
a la sucesión dada.

Sea G un filtro P-genérico sobre M . Es inmediato que, para todo δ < ω1, el
conjunto Dδ de las condiciones de longitud ≥ δ es denso en P, por lo que si G es
un filtro P-genérico sobre M , en M [G] determina una sucesión {Nα}α<ω1

que
enumera un cerrado en Pℵ1

H(κ)M . De hecho es no acotado, porque, para todo
x ∈ H(κ)M , el conjunto Ex formado por las condiciones p tales que x ∈ p(δ),
para cierto δ en su dominio, es denso en P.

Por otra parte, como P es propio, el teorema 11.14 d) implica que E es
estacionario en Pℵ1

H(κ)M , y de aquí se sigue que {α < ω1 | Nα ∈ E} es
estacionario en ω1, pues si C es c.n.a. en ω1, entonces {Nα | α ∈ C} es c.n.a. en
Pℵ1

H(κ)M , luego corta a E.

Por el teorema anterior, {α < ω1 | Nα ∈ E} contiene un cerrado {αδ}δ≤γ
de ordinal γ + 1, luego la sucesión {Nαδ

}δ≤γ cumple lo requerido salvo que,
en principio, está en M [G] y la necesitamos en M . Ahora bien, de hecho está
en M porque P es ℵ1-cerrado, todos los Nαδ

⊂ H(κ)M son numerables y γ es
numerable.

Ahora ya podemos probar:

Teorema 13.20 MM → PRF.

Demostración: Sea κ ≥ ℵ2 y E ⊂ Pℵ1
H(κ) proyectivamente estacionario.

Sea P el conjunto de las sucesiones {Nα}α≤γ , con γ < ω1 que cumplen la
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conclusión de PRF salvo que su longitud no es ω1. Consideramos a P como
c.p.o. con el orden que hace que una condición extiende a otra si la extiende
como sucesión.

Para cada α < ω1 y cada x ∈ H(κ), sean

Dη = {p ∈ P | η ∈ Dp}, Ex = {p ∈ P |
∨
α ∈ Dp x ∈ p(α)}.

Se cumple que ambos conjuntos son densos. En efecto, dados η, x y una
condición p = {Nα}α≤γ (donde no perdemos generalidad si suponemos que
γ < η), el conjunto E∗ = {M ∈ E | {Nγ , x} ⊂ M} es estacionario en Pℵ1(κ),
luego por el teorema anterior existe {Mα}α≤η+1 ∈ P con todos sus elementos
en E∗. Definimos q ∈ P mediante

q(α) =

{
p(α) si α ≤ γ,
Mα si γ < α ≤ η.

Observemos que Nγ ∈ q(γ + 1), por lo que ciertamente se cumple que q ∈ P, y
además x ∈ q(γ + 1), por lo que q ∈ Dη ∩ Ex y q ≤ p.

Ahora basta probar que P conserva conjuntos estacionarios, pues entonces
por MM existirá un filtro G en P que corte a todos los conjuntos Dα, el cual
determinara una sucesión {Nα}α<ω1

en las condiciones requeridas por PRF.

Ahora relativizamos la prueba a un modelo transitivo numerable M de ZFC.
Sea F ⊂ ω1 un conjunto estacionario, sea G un filtro P-genérico sobre M y vea-
mos que E sigue siendo estacionario en M [G]. Para ello tomamos un c.n.a.
C ⊂ ωM1 en M [G]. Digamos que C = σG, donde 1l ⊩ σ es c.n.a. en ω̌1. Basta
probar que 1l ⊩ σ ∩ Ě ̸= ∅. A partir de aquí trabajamos en M o, equivalente-
mente, podemos volver a trabajar en V .

Por hipótesis tenemos que el conjunto EF = {N ∈ E | N ∩ ω1 ∈ F} es
estacionario en Pℵ1

H(κ). Fijemos una condición p ∈ P y sea µ un cardinal
regular suficientemente grande y sea N ≺ H(µ) numerable que contenga a σ,
E, EF , p, P, etc. Como el conjunto de los modelos N que cumplen esto es c.n.a.
en Pℵ1H(µ), el conjunto de las intersecciones N ∩H(κ) es c.n.a. en Pℵ1H(κ),
luego podemos exigir que N ∩H(κ) ∈ EF , y por lo tanto que δ = N ∩ ω1 ∈ F .

Sea {Dn}n∈ω una enumeración de todos los subconjuntos densos en P que
están en N . Definimos p0 = p y elegimos pn+1 ≤ pn tal que pn+1 ∈ Dn ∩ N .
Pongamos que el dominio de pn es γn+1. Entonces δ = sup

n
γn. En efecto, para

cada α < δ tiene que ser Dα ∈ N , luego algún pn ∈ Dα.
Similarmente, N ∩H(κ) =

⋃
n∈ω

pn(γn), usando ahora que si x ∈ N ∩H(κ),
entonces Ex ∈ N .

Por consiguiente, q =
⋃
n∈ω

pn ∪ {(δ,N ∩H(κ))} ∈ P y extiende a todas las
condiciones pn.

Si α < δ, como 1l ⊩ σ no está acotado en ω̌1, existe un τ ∈ V P tal que
1l ⊩ τ ∈ σ ∧ α̌ < τ , y como α, σ ∈ N , podemos exigir que τ ∈ N . A su vez,

{r ∈ P |
∨
β < ω1 r ⊩ τ < β̌} ∈ N,

y es un conjunto denso en P, luego contiene a algún pn, luego existe un β ∈M
(es decir, β < δ) tal que q ⊩ τ < β̌, luego q ⊩ α̌ < τ ∈ σ ∩ δ̌. De aquí se sigue
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que q fuerza que σ ∩ δ̌ no está acotado en δ̌ y, como también fuerza que σ es
cerrado, q ⊩ δ̌ ∈ σ ∩ Ě.

Hemos probado que el conjunto de las condiciones q tales que q ⊩ σ∩ Ě ̸= ∅
es denso en P, luego 1l ⊩ σ ∩ Ě ̸= ∅.

Como aplicación probamos que [CG 6.30] no puede extenderse a κ = ℵ1:

Teorema 13.21 (PRF) El ideal de los conjuntos no estacionarios en ω1 es
ℵ2-saturado.

Demostración: SeaW una anticadena maximal de conjuntos estacionarios
en ω1 (es decir, una familia de conjuntos estacionarios tal que la intersección de
dos cualesquiera de sus miembros es no estacionaria). Tenemos que probar que
|W | ≤ ℵ1. Para ello consideramos el conjunto

E = {N ∈ Pℵ1
H(ℵ2) | N ≺ H(ℵ2) ∧W ∈M ∧

∨
A ∈W ∩N N ∩ ω1 ∈ A}.

Veamos que E es proyectivamente estacionario. Si F ⊂ ω1 es estacionario,
entonces, por la maximalidad de W , existe un A ∈W tal que A ∩ F es estacio-
nario en ω1. Sea C un c.n.a. en Pℵ1H(ℵ2). Cortando C con otro c.n.a. podemos
suponer que todo N ∈ C cumple que N ≺ H(ℵ2) y que W , A ∈ M . Entonces
podemos construir una cadena {Nα}α<ω1

en C creciente para la inclusión tal
que la sucesión {Nα∩ω1}α<ω1

sea también creciente, luego normal, luego existe
un N ∈ C (uno de los términos de la cadena) tal que N ∩ ω1 ∈ A ∩ F . Así
N ∈ C ∩ {N ∈ E | N ∩ ω1 ∈ F}, como había que probar.

Sea {Nα}α<ω1
una cadena en E en las condiciones de PRF. Basta probar

que, si N =
⋃

α<ω1

Nα, se cumple que W ⊂ N .

Supongamos que existe A ∈W \N . Sea M el núcleo de Skolem de N ∪ {A}
y, para cada α < ω1, sea Mα el núcleo de Skolem de Nα ∪ {A}. Pasando a
una subsucesión podemos suponer que la sucesión {Nα ∩ ω1}α<ω1

sigue siendo
normal, y que también lo es {Mα ∩ ω1}α<ω1

. Entonces

C = {λ < ω1 | Nλ ∩ ω1 =Mλ ∩ ω1 = λ}

es c.n.a. en ω1, luego podemos tomar λ ∈ C ∩ A. Como Nλ ∈ E, existe
B ∈ W ∩Nα tal que λ = Nλ ∩ ω1 ∈ B. Como B ∈ N , tenemos que A ∩ B no
es estacionario, luego existe un c.n.a. D en ω1 tal que A ∩ B ∩D = ∅, y como
A, B ∈ Mλ, podemos exigir que D ∈ Mλ, pero entonces se cumple que (D no
está acotado en ω1)Mλ , y como λ =Mλ ∩ω1, resulta que D∩λ no está acotado
en λ, luego λ ∈ A ∩B ∩D, contradicción.

Así pues, aunque la propiedad de tener un ideal κ+ saturado implica la
consistencia de que exista un cardinal medible, el propio cardinal κ no tiene
por qué ser grande, al contrario de lo que sucede si tiene un ideal κ-saturado
(teorema [CG 6.25]). Puede probarse que el hecho de que ℵ1 tenga un ideal
ℵ2-saturado implica la consistencia de que existan cardinales grandes mayores
que los medibles.



Apéndice A

Extensiones sin álgebras de
Boole

En el capítulo IV, para definir la relación ⊩ asociada a un c.p.o. P y para
probar que cumple el teorema fundamental de la teoría de extensiones, nos he-
mos apoyado en que P puede completarse hasta un álgebra de Boole completa B
y hemos demostrado en primer lugar el teorema para este tipo de álgebras.
En este apéndice demostraremos que es posible definir ⊩ directamente a partir
de P, sin hacer referencia a B, aunque la definición y la prueba del teorema
fundamental se vuelven más sofisticadas.

Una de las ventajas de este enfoque es que permite construir extensiones
genéricas de modelos de ZF − AP, y en este contexto no vale el enfoque que co-
nocemos porque para demostrar que todo c.p.o. tiene una compleción se requiere
el axioma de partes.

Teorema A.1 Existe una fórmula (metamatemática) p ⊩ σ1 = σ2 con las
variables libres p, P, ≤, 1l, σ1, σ2, que es absoluta para modelos transitivos de
ZF−AP y que verifica:

Si P es un c.p.o., p ∈ P y σ1, σ2 ∈ V P, entonces p ⊩ σ1 = σ2 si y sólo si

a) Para todo (π1, s1) ∈ σ1, el conjunto

{q ∈ P | q ≤ p ∧ (q ≤ s1 →
∨
π2s2((π2, s2) ∈ σ2 ∧ q ≤ s2 ∧ q ⊩ π1 = π2))}

es denso bajo p.

b) Para todo (π2, s2) ∈ σ2, el conjunto

{q ∈ P | q ≤ p ∧ (q ≤ s2 →
∨
π1s1((π1, s1) ∈ σ1 ∧ q ≤ s1 ∧ q ⊩ π1 = π2))}

es denso bajo p.

Demostración: Definimos H : V P× V P −→ PP de modo que H(σ1, σ2) es
el conjunto de todas las condiciones p ∈ P tales que

543
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a) Para todo (π1, s1) ∈ σ1, el conjunto

{q ∈ P | q ≤ p ∧ (q ≤ s1 →
∨
π2s2((π2, s2) ∈ σ2 ∧ q ≤ s2 ∧ q ∈ H(π1, π2)))}

es denso bajo p.

b) Para todo (π2, s2) ∈ σ2, el conjunto

{q ∈ P | q ≤ p ∧ (q ≤ s2 →
∨
π1s1((π1, s1) ∈ σ1 ∧ q ≤ s1 ∧ q ∈ H(π1, π2)))}

es denso bajo p.

Se trata de una definición por recursión sobre la relación bien fundada

(π1, π2) R (σ1, σ2)↔ π1 ∈ ctσ1 ∧ π2 ∈ ctσ2.

Basta definir p ⊩ σ1 = σ2 ≡ p ∈ H(σ1, σ2). El carácter absoluto de esta
fórmula se demuestra fácilmente por inducción sobre la misma relación bien
fundada.

A partir de aquí definimos recurrentemente una fórmula p ⊩ ϕ para cada
fórmula metamatemática sin descriptores:

Definición A.2 Si P es un c.p.o. y σ1, σ2 ∈ V P, definimos

p ⊩ σ1 ∈ σ2 ≡ {q ∈ P |
∨
πs((π, s) ∈ σ2 ∧ q ≤ s ∧ q ⊩ π = σ1)}

es denso bajo p.

Para cada fórmula metamatemática ϕ(x1, . . . , xn) sin descriptores definimos
la fórmula p ⊩ ϕ(σ1, . . . , σn) como la construida según las reglas siguientes:

a) p ⊩ σi = σj y p ⊩ σi ∈ σj son las ya definidas,

b) p ⊩ ¬ϕ ≡ ¬
∨
q ∈ P(q ≤ p ∧ q ⊩ ϕ),

c) p ⊩ ϕ→ ψ ≡ {q ∈ P | q ⊩ ϕ→ q ⊩ ψ} es denso bajo p,

d) p ⊩
∧
xϕ(x) ≡ {r ∈ P |

∧
σ(σ es un P-nombre → r ⊩ ϕ(σ))} es denso

bajo p.

En los teoremas siguientes ponemos entre paréntesis la hipótesis “sin descrip-
tores” porque después veremos que todos los resultados son igualmente válidos
para fórmulas con descriptores.

Teorema A.3 Sea ϕ(x1, . . . , xn) una fórmula (sin descriptores). Sea P un
c.p.o., sea p ∈ P y san σ1, . . . , σn ∈ V P. Las afirmaciones siguientes son equi-
valentes:

a) p ⊩ ϕ(σ1, . . . , σn),

b)
∧
r ∈ P(r ≤ p→ r ⊩ ϕ(σ1, . . . , σn)),

c) {r ∈ P | r ⊩ ϕ(σ1, . . . , σn)} es denso bajo p.
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Demostración: Es inmediato que b) → a) y que b) → c). Probaremos las
implicaciones a) → b) y c) → a) por inducción sobre la longitud de ϕ.

Supongamos que ϕ ≡ σ1 = σ2.

a) → b). Sea r ≤ p. Por a) y el teorema A.1, si (π1, s1) ∈ σ1 el conjunto

Dp = {q ∈ P | q ≤ p ∧ (q ≤ s1 →
∨
π2s2((π2, s2) ∈ σ2 ∧ q ≤ s2 ∧ q ⊩ π1 = π2))}

es denso bajo p.
Sea s ≤ r. Entonces existe q ∈ Dp tal que q ≤ s ≤ r y, claramente, q ∈ Dr,

luego tenemos que Dr es denso bajo r. Esto prueba la parte a) de A.1 para
la fórmula r ⊩ σ1 = σ2. Igualmente se comprueba la parte b), con lo que
concluimos que r ⊩ σ1 = σ2.

c) → a). Supongamos que {r ∈ P | r ⊩ σ1 = σ2} es denso bajo p. Sea
(π1, s1) ∈ σ1 y t ≤ p. Entonces existe r ≤ t tal que r ⊩ σ1 = σ2. Por A.1, el
conjunto Dr es denso bajo r, luego existe un q ∈ Dr tal que q ≤ r ≤ t ≤ p.
Entonces q ∈ Dp, lo que prueba que Dp es denso bajo p. Esto es la parte a) de
A.1, e igualmente se prueba la parte b), con lo que concluimos que p ⊩ σ1 = σ2.

Supongamos ahora que ϕ ≡ σ1 ∈ σ2.

a) → b). Sea r ≤ p. Por a) tenemos que el conjunto

D = {q ∈ P |
∨
πs((π, s) ∈ σ2 ∧ q ≤ s ∧ q ⊩ π = σ1)}

es denso bajo p, luego también es denso bajo r, lo que prueba que r ⊩ σ1 ∈ σ2.

c) → a). Supongamos que {r ∈ P | r ⊩ σ1 ∈ σ2} es denso bajo p. Si t ≤ p,
entonces existe un r ≤ t tal que r ⊩ σ1 ∈ σ2, luego el conjunto D es denso
bajo r, luego existe un q ∈ D tal que q ≤ r ≤ s ≤ p. Esto prueba que D es
denso bajo p, luego p ⊩ σ1 ∈ σ2.

Supongamos el teorema para ϕ y veámoslo para ¬ϕ.

a) → b). Suponemos que p ⊩ ¬ϕ. Entonces ¬
∨
q ∈ P(q ≤ p ∧ q ⊩ ϕ) luego,

dado r ≤ p, también se cumple ¬
∨
q ∈ P(q ≤ r ∧ q ⊩ ϕ), de donde r ⊩ ¬ϕ.

c)→ a). Suponemos que {r ∈ P | r ⊩ ¬ϕ} es denso bajo p. Hemos de probar
que ¬

∨
q ∈ P(q ≤ p ∧ q ⊩ ϕ). Si existiera tal q, podríamos tomar r ≤ q tal que

r ⊩ ¬ϕ. Por hipótesis de inducción se cumple a)→ b) para ϕ, luego r ⊩ ϕ, pero
esto contradice la definición de r ⊩ ¬ϕ.

Supongamos el teorema para ϕ y ψ y veámoslo para ϕ→ ψ.

a) → b). Suponemos que p ⊩ ϕ → ψ. Esto significa que {q ∈ P | q ⊩
ϕ → q ⊩ ψ} es denso bajo p, luego es denso bajo q para todo q ≤ p y, por
consiguiente, todo q ≤ p cumple q ⊩ ϕ→ ψ.

c) → a). Supongamos que el conjunto {r ∈ P | r ⊩ ϕ→ ψ} es denso bajo p.
Hemos de probar que el conjunto D = {q ∈ P | q ⊩ ϕ → q ⊩ ψ} es denso bajo
p y, en efecto, dado q ≤ p, existe un r ≤ q tal que r ⊩ ϕ → ψ, de donde D es
denso bajo r. Por consiguiente, existe un s ≤ r ≤ q tal que s ∈ D.
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Supongamos el teorema para ϕ y veámoslo para
∧
xϕ(x).

a) → b). Supongamos que p ⊩
∧
xϕ(x). Esto significa que el conjunto

D = {r ∈ P |
∧
σ ∈ V P r ⊩ ϕ(σ)}

es denso bajo p, luego es denso bajo r para todo r ≤ p, luego todo r ≤ p cumple
r ⊩

∧
xϕ(x).

c) → a). Supongamos que {r ∈ P | r ⊩
∧
xϕ(x)} es denso bajo p. Si s ≤ p,

existe un r ≤ s tal que r ⊩
∧
xϕ(x), luego el conjunto D anterior es denso

bajo r, luego existe un q ≤ s ≤ p tal que q ∈ D. Esto para todo s ≤ p, luego D
es denso bajo p, y esto significa que p ⊩

∧
xϕ(x).

El teorema siguiente contiene lo básico del teorema fundamental:

Teorema A.4 Sea ϕ(x1, . . . , xn) una fórmula (sin descriptores) con la lo sumo
x1, . . . , xn como variables libres. Sea M un modelo transitivo de ZF−AP, sea
P ∈ M un c.p.o., sean σ1, . . . , σn ∈ MP y sea G un filtro P-genérico sobre M .
Entonces

a) Si p ∈ G y (p ⊩ ϕ(σ1, . . . , σn))
M , entonces ϕM [G](σ1G, . . . , σnG).

b) Si ϕM [G](σ1G, . . . , σnG), entonces
∨
p ∈ G(p ⊩ ϕ(σ1, . . . , σn))

M .

Demostración: Por inducción sobre la longitud de ϕ. Supongamos primero
que ϕ ≡ σ1 = σ2.

a) Si (p ⊩ σ1 = σ2)
M , de hecho tenemos que p ⊩ σ1 = σ2, pues la fórmula

es absoluta. Suponemos además que p ∈ G y hemos de probar que se cumple
(σ1G = σ2G)

M [G], es decir, que σ1G = σ2G.

Consideramos en MP ×MP la relación dada por (π1, π2)R (σ1, σ2) si y sólo
si cada πi está en el dominio del correspondiente σi. Obviamente está bien
fundada. Demostraremos el teorema por inducción sobre R. Tomamos σ1 y
σ2 ∈MP y suponemos como hipótesis de inducción que si πi está en el dominio
de σi, q ∈ G y q ⊩ π1 = π2 entonces π1G = π2G. Suponemos así mismo que
p ∈ G cumple p ⊩ σ1 = σ2 y hemos de probar que σ1G = σ2G. Por simetría
basta probar una inclusión.

Tomamos x ∈ σ1G, con lo que existe (π1, s1) ∈ σ1 de modo que x = π1G y
s1 ∈ G. Sea r ∈ G tal que r ≤ p ∧ r ≤ s1. Por el teorema anterior r ⊩ σ1 = σ2,
lo que significa que el conjunto

E = {q ∈ P | q ≤ r ∧ (q ≤ s1 →
∨
π2s2((π2, s2) ∈ σ2 ∧ q ≤ s2 ∧ q ⊩ π1 = π2))}

es denso bajo r. Claramente E = EM ∈ M , y el teorema 4.6 nos da que
existe un q ∈ G ∩ E. Entonces q ≤ r ≤ s1, luego existe (π2, s2) ∈ σ2 según la
definición de E. En particular q ⊩ π1 = π2, luego por hipótesis de inducción
x = π1G = π2G. Por otra parte, q ≤ s2, luego s2 ∈ G, lo que implica que
x = π2G ∈ σ2G, como queríamos probar.
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b) Supongamos ahora como hipótesis de inducción que si πi está en el domi-
nio de σi y π1G = π2G entonces existe un q ∈ G tal que q ⊩ π1 = π2. Suponemos
también que σ1G = σ2G. Sea D el conjunto de las condiciones r ∈ P tales que
r ⊩ σ1 = σ2 o bien cumplen una de las dos afirmaciones siguientes:

a’)
∨
π1s1((π1, s1) ∈ σ1 ∧ r ≤ s1 ∧

∧
π2s2q((π2, s2) ∈ σ2 ∧ q ∈ P ∧ q ≤ s2 ∧

q ⊩ π1 = π2 → q ⊥ r)),

b’)
∨
π2s2((π2, s2) ∈ σ2 ∧ r ≤ s2 ∧

∧
π1s1q((π1, s1) ∈ σ1 ∧ q ∈ P ∧ q ≤ s1 ∧

q ⊩ π1 = π2 → q ⊥ r)),

Se tiene que D ∈M porque la fórmula que lo define es absoluta. Veamos que
es denso en P. Para ello tomamos p ∈ P y observamos que, o bien p ⊩ σ1 = σ2,
en cuyo caso p ∈ D, o bien no se cumple una de las dos propiedades a) o b)
del teorema A.1. Supongamos, por ejemplo, que no se cumple a). Esto significa
que existe un par (π1, s1) ∈ σ1 tal que el conjunto

{q ∈ P | q ≤ p ∧ (q ≤ s1 →
∨
π2s2((π2, s2) ∈ σ2 ∧ q ≤ s2 ∧ q ⊩ π1 = π2))}

no es denso bajo p. Por consiguiente existe un r ≤ p tal que∧
q ∈ P(q ≤ r → (q ≤ s1 ∧

∧
π2s2((π2, s2) ∈ σ2 → ¬(q ≤ s2 ∧ q ⊩ π1 = π2)))).

Vamos a probar que r cumple a’), con lo que r ∈ D ∧ r ≤ p. La propiedad
anterior aplicada a q = r nos da que r ≤ s1. Si (π2, s2) ∈ σ2, q ∈ P, q ≤ s2 y
q ⊩ π1 = π2, entonces q ⊥ r, pues si existiera una extensión común q′ ≤ q ∧
q′ ≤ r entonces tendríamos q′ ≤ r ∧ q′ ≤ s1 ∧ q′ ≤ s2 ∧ q′ ⊩ π1 = π2.

Así pues, D es denso en P, luego existe r ∈ D ∩G. Ahora bien, r no puede
cumplir a’) ni b’), pues si, por ejemplo, existiera un par (π1, s1) ∈ σ1 según a’)
tendríamos que r ≤ s1, luego s1 ∈ G, luego π1G ∈ σ1G = σ2G, luego π1G = π2G
con (π2, s2) ∈ σ2 y s2 ∈ G. Por hipótesis de inducción existe q0 ∈ G tal que
q0 ⊩ π1 = π2. Sea q ∈ G tal que q ≤ q0 ∧ q ≤ s2. Por el teorema anterior
q ⊩ π1 = π2 y entonces, por a’), q ⊥ r, lo cual es absurdo porque ambos están
en G.

Supongamos ahora que ϕ ≡ σ1 ∈ σ2. Como p ⊩ σ1 ∈ σ2 es absoluta para
modelos transitivos, podemos olvidar las relativizaciones que aparecen en el
enunciado.

a) Sea p ∈ G tal que p ⊩ σ1 ∈ σ2. Entonces el conjunto

D = {q ∈ P |
∨
πs((π, s) ∈ σ2 ∧ q ≤ s ∧ q ⊩ π = σ1)}

es denso bajo p y claramente D ∈ M . Sea q ∈ G ∩D. Sea (π, s) ∈ σ2 tal que
q ≤ s ∧ q ⊩ π = σ1. Como q ≤ s se cumple que s ∈ G, luego πG ∈ σ2G. Como
q ∈ G y q ⊩ π = σ1, por a) para la fórmula π = σ1 se cumple que πG = σ1G, y
así σ1G ∈ σ2G.

b) Suponemos ahora que σ1G ∈ σ2G. Entonces σ1G = πG, con (π, s) ∈ σ2 y
s ∈ G. Por b) para la fórmula π = σ1 existe un r ∈ G tal que r ⊩ π = σ1. Sea
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p ∈ G tal que p ≤ s y p ≤ r. Veamos que el conjunto D anterior es denso bajo
p, y así tendremos que p ⊩ σ1 ∈ σ2.

Si q ≤ p existe (π, s) ∈ σ2 (el par que ha habíamos elegido) de modo que
q ≤ p ≤ s ∧ q ⊩ π = σ1 (pues q ≤ p ≤ r ∧ r ⊩ π = σ1), luego q ∈ D.

Supongamos el teorema para ϕ y veámoslo para ¬ϕ.

a) Sea p ∈ G tal que (p ⊩ ¬ϕ)M , es decir, ¬
∨
q ∈ P(q ≤ p ∧ (q ⊩ ϕ)M ).

Hemos de probar ¬ϕM [G]. Si se cumpliera ϕM [G], por a) existe un r ∈ G
tal que (r ⊩ ϕ)M . Sea q ∈ G tal que q ≤ p ∧ q ≤ r. Entonces tenemos
(q ≤ r ∧ r ⊩ ϕ)M . Por el teorema anterior relativizado a M concluimos que
(q ⊩ ϕ)M , contradicción.

b) Supongamos ¬ϕM [G] y sea D = {p ∈ P | (p ⊩ ϕ)M ∨ (p ⊩ ¬ϕ)M}.
Entonces D ∈ M y es denso por definición de p ⊩ ¬ϕ. Sea p ∈ D ∩ G. No
puede ser (p ⊩ ϕ)M ya que entonces por a) tendríamos ϕM [G]. Por consiguiente
(p ⊩ ¬ϕ)M .

Supongamos el teorema para ϕ y ψ y demostrémoslo para ϕ→ ψ.

a) Si p ∈ G cumple (p ⊩ ϕ → ψ)M , hemos de probar que ϕM [G] → ψM [G],
luego suponemos ϕM [G]. Por b) existe q ∈ G tal que (q ⊩ ϕ)M . Sea r ∈ G tal
que r ≤ p ∧ r ≤ q. Tenemos que el conjunto {s ∈ P | (s ⊩ ϕ)M → (s ⊩ ψ)M}
es denso bajo p, luego el conjunto {s ∈ P | s ≤ r ∧ (s ⊩ ϕ)M → (s ⊩ ψ)M} es
denso bajo r y está en M , por lo que podemos tomar s ∈ G tal que s ≤ r ∧
(s ⊩ ϕ)M → (s ⊩ ψ)M . Como s ≤ r ≤ q, se cumple que (s ⊩ ϕ)M y así también
(s ⊩ ψ)M . Como s ∈ G, por a) concluimos ψM [G].

b) Supongamos ϕM [G] → ψM [G], es decir, ¬ϕM [G] ∨ ψM [G]. Distinguimos
los dos casos.

Si ¬ϕM [G], por el caso de ¬ϕ ya demostrado, contamos con a) y b) para ¬ϕ.
Así pues, existe un p ∈ G tal que (p ⊩ ¬ϕ)M . Veamos que (p ⊩ ϕ→ ψ)M , para
lo cual hemos de probar que el conjunto D = {q ∈ P | (q ⊩ ϕ)M → (q ⊩ ψ)M}
es denso bajo p. Ahora bien, si q ≤ p entonces (q ⊩ ¬ϕ)M , luego ¬(q ⊩ ϕ)M y
trivialmente (q ⊩ ϕ)M → (q ⊩ ψ)M . Así pues, q ∈ D.

Si ψM [G] existe un p ∈ G tal que (p ⊩ ψ)M . Como antes, D es denso bajo
p, pues si q ≤ p entonces (q ⊩ ψ)M y también (q ⊩ ϕ)M → (q ⊩ ψ)M .

Supongamos el teorema para ϕ(x) y probémoslo para
∧
xϕ(x).

a) Sea p ∈ G tal que (p ⊩
∧
xϕ(x))M . Entonces el conjunto

D = {r ∈ P |
∧
σ ∈MP(r ⊩ ϕ(σ))M}

es denso bajo p. Como D ∈M existe un r ∈ D∩G. Para todo σ ∈MP tenemos
que (r ⊩ ϕ(σ))M , luego por a) se cumple ϕM [G](σG). Así pues, concluimos que∧
x ∈M [G]ϕM [G](x).

b) Si
∧
x ∈M [G]ϕM [G](x), hemos de encontrar una condición p nG tal que

el conjunto
D = {q ∈ P |

∧
σ ∈MP(q ⊩ ϕ(σ))M}
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sea denso bajo p. De hecho basta probar que existe un p ∈ D ∩ G, pues en
tal caso todo q ≤ p está en D. Supongamos, por reducción al absurdo, que
D∩G = ∅. Por el teorema 4.6, si D∩E = ∅, existe un p ∈ G incompatible con
todas las condiciones de D. Sea E = {q ∈ P |

∨
σ ∈ MP(q ⊩ ¬ϕ(σ))M} ∈ M y

veamos que es denso bajo p.
En efecto, si q ≤ p se cumple que q es incompatible con todos los elementos de

D y, en particular, q /∈ D. Por lo tanto existe un σ ∈MP tal que ¬(q ⊩ ϕ(σ))M .
Ha de existir un r ≤ q tal que (r ⊩ ¬ϕ(σ))M o, de lo contrario, por definición de
r ⊩ ¬ϕ, para todo r ≤ q existiría un s ≤ r tal que (s ⊩ ϕ(σ))M . Esto significaría
que el conjunto {r ∈ P | (r ⊩ ϕ(σ))M} sería denso bajo q, y tendríamos así que
(q ⊩ ϕ(σ))M , contradicción.

Sea, pues, r ≤ q tal que (r ⊩ ¬ϕ(σ))M . Así r ≤ q ∧ r ∈ E.

Como G es genérico y p ∈ G, existe un q ∈ E ∩ G, luego (q ⊩ ¬ϕ(σ))M
para un cierto σ ∈MP . Por a) aplicado a ¬ϕ (usamos el paso ya probado de la
inducción correspondiente a ¬ϕ) obtenemos ¬ϕ(σG)M [G], en contradicción con
la hipótesis.

Antes de sacar consecuencias vamos a extender la definición de ⊩ a fórmulas
con descriptores.

Definición A.5 Sea ϕ una fórmula metamatemática y sea ψ una fórmula sin
descriptores que sea equivalente a ϕ bajo los axiomas de extensionalidad y del
conjunto vacío (podemos dar un procedimiento explícito para fijar una en con-
creto). Definimos

p ⊩ ϕ ≡ p ⊩ ψ.

Del teorema siguiente se desprende en particular que la elección de ψ es
irrelevante. La hipótesis entre paréntesis que excluye a los axiomas de reem-
plazo y partes es provisional. La podremos eliminar en cuanto sepamos que las
extensiones genéricas satisfacen todo ZFC.

Teorema A.6 Sean ϕ(x1, . . . , xn) y ψ(x1, . . . , xn) fórmulas equivalentes en ZF
(sin los axiomas de reemplazo y partes). Si P es un c.p.o. p ∈ P y σ1, . . . , σn
son P-nombres se cumple

p ⊩ ϕ(σ1, . . . , σn)↔ p ⊩ ψ(σ1, . . . , σn).

Demostración: Supongamos en primer lugar que ϕ y ψ no tienen des-
criptores. Si se cumpliera p ⊩ ϕ(σ1, . . . , σn) pero ¬p ⊩ ψ(σ1, . . . , σn), entonces
existe q ≤ p tal que q ⊩ ¬ψ(σ1, . . . , σn). En efecto, en caso contrario para
todo q ≤ p se tendría ¬q ⊩ ¬ψ(σ1, . . . , σn), luego existiría un r ≤ q tal que
r ⊩ ψ(σ1, . . . , σn). Esto significa que el conjunto {r ∈ P | r ⊩ ψ(σ1, . . . , σn)}
sería denso bajo p y, por lo tanto, se cumpliría p ⊩ ψ(σ1, . . . , σn).

Así pues, se cumple la sentencia∨
Pσ1 · · ·σn pq(P es un c.p.o. ∧ σ1, . . . σn ∈ V P ∧ p ∈ P ∧ q ∈ P ∧ q ≤ p ∧

p ⊩ ϕ(σ1, . . . , σn) ∧ q ⊩ ¬ψ(σ1, . . . , σn)).
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Por el teorema de reflexión existe un modelo transitivo numerable M de ZFC
tal que esta sentencia es absoluta para M y, por lo tanto, es verdadera en M .
Entonces tenemos un c.p.o. P ∈ M , nombres σ1, . . . , σn ∈ MP y condiciones
q ≤ p tales que

(p ⊩ ϕ(σ1, . . . , σn))
M ∧ (q ⊩ ¬ψ(σ1, . . . , σn))M .

Sea G un filtro P-genérico sobre M tal que q ∈ G (y por lo tanto p ∈ G). Por
el teorema anterior debería cumplirse ϕM [G] ∧ ¬ψM [G], pero M [G] es un modelo
de ZF (menos los axiomas de partes y reemplazo), luego ϕM [G] es equivalente a
ψM [G], contradicción.

Ahora es claro que la definición anterior no depende de la elección de ψ, es
decir, si ϕ es una fórmula con descriptores y ψ y ψ′ son fórmulas sin descriptores
equivalentes a ϕ bajo los axiomas de extensionalidad y vacío, entonces ψ y ψ′

son equivalentes entre sí bajo estos axiomas, luego acabamos de probar que
p ⊩ ψ es equivalente a p ⊩ ψ′. Similarmente se llega ahora al caso general del
teorema.

Es fácil ver que todas las propiedades de ⊩ que teníamos para fórmulas sin
descriptores (incluyendo las que hemos usado como definición) valen ahora para
fórmulas arbitrarias.

Teorema A.7 (Teorema fundamental de la teoría de extensiones) Sea
ϕ(x1, . . . , xn) una fórmula con a lo sumo las variables libres indicadas. Sea
M un modelo transitivo de ZF−AP, P ∈M un c.p.o. y σ1, . . . , σn ∈MP.

a) Si M es numerable y p ∈ P entonces (p ⊩ ϕ(σ1, . . . , σn))
M si y sólo si para

todo filtro P-genérico sobre M con p ∈ G se cumple ϕM [G](σ1G, . . . , σnG).

b) Si G es un filtro P-genérico sobre M entonces

ϕM [G](σ1G, . . . , σnG)↔
∨
p ∈ G (p ⊩ ϕ(σ1, . . . , σn))

M .

Demostración: a) Si p cumple la condición sobre filtros genéricos consi-
deramos el conjunto

D = {r ∈ P | (r ⊩ ϕ(σ1, . . . , σn))
M} ∈M.

Veamos que D es denso bajo p. En caso contrario existiría un q ≤ p tal que
¬
∨
r ∈ P(r ≤ q ∧ r ∈ D), o sea, ¬

∨
r ∈ P(r ≤ q ∧ r ⊩ ϕ(σ1, . . . , σn))

M , y esto
implica que (q ⊩ ¬ϕ(σ1, . . . , σn))M . Sea G un filtro P-genérico sobre M tal que
q ∈ G (aquí usamos que M es numerable). Como q ≤ p, también p ∈ G, pero
entonces el teorema A.4 nos da que ϕM [G] ∧ ¬ϕM [G], contradicción.

Por consiguiente (D es denso bajo p)M y el teorema A.3 nos permite concluir
que (p ⊩ ϕ(σ1, . . . , σn))

M .

Supongamos ahora que (p ⊩ ϕ(σ1, . . . , σn))
M . Si G es un filtro P-genérico

sobre M y p ∈ G, entonces el teorema A.4 nos da ϕM [G](σ1G, . . . , σnG). (Esta
implicación no requiere la numerabilidad de M .)

b) es consecuencia directa de A.4.
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A partir de aquí ya podemos probar sin ningún cambio el teorema del mo-
delo genérico 4.22 y, en general, todos los resultados básicos de la teoría de
extensiones genéricas sin hacer referencia en absoluto a álgebras de Boole.

Formalización de la relación fundamental Hemos definido p ⊩ ϕ para
fórmulas metamatemáticas ϕ, de modo que “p ⊩ ϕ” no es una fórmula, sino
una fórmula distinta para cada fórmula metamatemática ϕ. Sin embargo, la
definición recurrente de p ⊩ ϕ puede reinterpretarse como la definición de un
único término p ⊩P ϕ con las variables libres p, ϕ y P, ≤, 1l, de modo que se
demuestra que si ϕ ∈ Form(Ltc), P es un c.p.o. entonces (p ⊩P ϕ) ∈ Form(Ltc)
es una fórmula cuyas variables libres son p, P, ≤, 1l y las variables libres de
ϕ. (Consideramos únicamente fórmulas que no contengan las cuatro variables
precedentes.)

Más concretamente, p ⊩P (x = y) y p ⊩P (x ∈ y) no son sino las formaliza-
ciones de las fórmulas metamatemáticas definidas en A.1 y A.2, respectivamente
y, en general, p ⊩P ϕ se define por inducción sobre la longitud de ϕ exactamente
igual que en A.2. La demostración del esquema teoremático A.7 se adapta
trivialmente para probar el (único) teorema siguiente:

Teorema A.8 (Teorema fundamental de la teoría de extensiones) Sea
ϕ(x1, . . . , xn) ∈ Form(Ltc) una fórmula con a lo sumo las variables libres indi-
cadas. Sea M un conjunto transitivo tal que M ⊨ ZF−AP, sea P ∈M un c.p.o.
y σ1, . . . , σn ∈MP.

a) Si M es numerable y p ∈ P entonces M ⊨ [p] ⊩ ϕ[P][σ1, . . . , σn] si y sólo
si para todo filtro P-genérico sobre M con p ∈ G se cumple

M [G] ⊨ ϕ[σ1G, . . . , σnG].

b) Si G es un filtro P-genérico sobre M entonces

M [G] ⊨ ϕ[σ1G, . . . , σnG]↔
∨
p ∈ GM ⊨ [p] ⊩[P] ϕ[σ1, . . . , σn].





Apéndice B

Conjuntos cerrados no
acotados y estacionarios

En este apéndice vamos a desarrollar una teoría sobre conjuntos cerrados
no acotados y estacionarios análoga a la expuesta en el capítulo VI de [TC],
pero en un contexto distinto. En lugar de tratar con subconjuntos de ordinales
vamos a fijar un conjunto no numerable arbitrario A y un cardinal regular no
numerable κ ≤ |A|, y vamos a trabajar con subconjuntos del conjunto

PκA = {X ∈ PA | |X| < κ}.

B.1 Subconjuntos de PκA

Definición B.1 Diremos que un conjunto C ⊂ PκA es cerrado si para toda
sucesión creciente1 (respecto de la inclusión) {xδ}δ<µ con µ < κ de elementos
de C se cumple que

⋃
δ<µ

xδ ∈ C.

Diremos que C es no acotado si para todo x ∈ PκA existe un y ∈ C tal que
x ⊂ y. Como es habitual, c.n.a. significará “cerrado no acotado”.

Por ejemplo, si x ⊂ A cumple |x| < κ, es claro que x̂ = {y ∈ PκA | x ⊂ y}
es c.n.a.

Una de las propiedades básicas de los conjuntos c.n.a. es la siguiente:

Teorema B.2 La intersección de menos de κ conjuntos cerrados no acotados
es cerrada no acotada.

1No perdemos generalidad si suponemos que µ es un cardinal infinito, pues dada una
sucesión {xδ}δ<α, con α < µ, si α = β + 1 entonces

⋃
δ<α

xδ = xβ ∈ C trivialmente, y

si α es un límite tomamos µ = cf α y una sucesión cofinal creciente {δγ}γ<µ, y entonces⋃
δ<α

xδ =
⋃

γ<µ
xδµ . En particular, si κ = ℵ1 basta considerar sucesiones {xn}n∈ω .
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Demostración: Es inmediato que la intersección de cualquier familia de
subconjuntos cerrados de PκA es cerrada.

Veamos ahora que si C1 y C2 son c.n.a.s, entonces C1 ∩ C2 también lo es.
Para ello fijamos x ∈ PκA y vamos tomando extensiones

x ⊂ x0 ⊂ x1 ⊂ x2 ⊂ · · ·

de modo que x2n ∈ C1 y x2n+1 ∈ C2. Entonces

x ⊂ y =
⋃
n∈ω

x2n =
⋃
n∈ω

x2n+1 ∈ C1 ∩ C2,

luego C1 ∩C2 no está acotado. Supongamos ahora que existe un cardinal µ < κ
tal que existe una familia {Cδ}δ<µ de c.n.a.s cuya intersección no es c.n.a.
Podemos suponer que µ es el menor posible (necesariamente infinito, por la
parte ya probada). En particular, tenemos que, para todo δ < µ, la intersección
Dδ =

⋂
γ<δ

Cγ es c.n.a., y
⋂
δ<µ

Dδ =
⋂
δ<µ

Cδ, luego no perdemos generalidad si

suponemos que la sucesión {Cδ}δ<µ es decreciente. Vamos a probar que no está
acotada y tendremos una contradicción.

Dado x ∈ PκA vamos a construir una sucesión {xδ}δ<µ creciente en PκA.
Tomamos x0 ∈ C0 tal que x ⊂ x0. En general, supuesta construida {xδ}δ<γ , con
γ < µ, tomamos xγ ∈ Cγ tal que

⋃
δ<γ

xδ ⊂ xγ . Esto es posible porque la unión

tiene cardinal menor que κ y Cγ no está acotado. De este modo, xγ ∈ Cγ ⊂ Cδ
para todo δ ≥ γ, luego y =

⋃
δ<µ

xδ =
⋃

γ≤δ<µ
xδ ∈ Cγ , porque Cγ es cerrado,

luego x ⊂ y ∈
⋂
δ<µ

Cδ, lo que prueba que la intersección no está acotada.

Definición B.3 Si {Ca}a∈A es una familia de subconjuntos de PκA, definimos
su intersección diagonal como

△
a∈A

Ca = {X ∈ PκA | X ∈
⋂
a∈X

Ca}.

Teorema B.4 La intersección diagonal de una familia de c.n.a.s es c.n.a.

Demostración: Sea {Ca}a∈A una familia de c.n.a.s y sea C su intersección
diagonal. Sea {xδ}δ<µ una sucesión creciente de elementos de C y tomemos
a ∈

⋃
δ<µ

xδ. Sea γ < µ tal que a ∈ xγ . Entonces, para todo γ ≤ δ < µ, se

cumple que a ∈ xγ ⊂ xδ ∈ C, luego xδ ∈ Ca, luego⋃
δ<µ

xδ =
⋃

γ≤δ<µ
xδ ∈ Ca,

porque Ca es cerrado, y esto prueba que está en C, luego C es cerrado.
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Ahora tomamos x ∈ PκA y tomamos x ⊂ x0 ∈
⋂
a∈x

Ca, lo cual es posible

porque la intersección es c.n.a., luego tomamos x0 ⊂ x1 ∈
⋂
a∈x1

Ca, y de este

modo construimos una sucesión {xn}n∈ω. Veamos que x ⊂ y =
⋃
n∈ω

xn ∈ C.

En efecto, si a ∈ y, existe un m ∈ ω tal que a ∈ xm, luego para todo n > m
se cumple que a ∈ xn−1 ⊂ xn ∈

⋂
a∈xn−1

Ca, luego xn ∈ Ca, luego

y =
⋃

m<n∈ω
xn ∈ Ca,

porque Ca es cerrado, y esto prueba que y ∈ C, luego C no está acotado.

Conviene observar que los conjuntos cerrados cumplen una propiedad de
clausura más general que la que exige la definición. Para ello necesitamos el
concepto siguiente:

Definición B.5 Se dice que un conjunto D es dirigido si∧
xy ∈ D

∨
z ∈ D(x ⊂ z ∧ y ⊂ z).

Teorema B.6 Si C es cerrado y D ⊂ C es un conjunto dirigido tal que |D| < κ,
entonces

⋃
D ∈ C.

Demostración: Observemos en primer lugar que si D es un conjunto di-
rigido y X ⊂ D, existe un conjunto dirigido D0 tal que X ⊂ D0 ⊂ D y
|D0| ≤ ℵ0|X|. En efecto, podemos tomar una función f : D × D −→ D que
cumpla

∧
xy ∈ D x ∪ y ⊂ f(x, y), y a partir de ella definimos

X0 = X, Xn+1 = f [Xn ×Xn], D0 =
⋃
n∈ω

Xn.

Si el teorema es falso, existe un D ⊂ C dirigido tal que |D| < κ pero⋃
D /∈ C. Podemos tomarlo del menor cardinal posible µ < κ, que será infinito,

porque claramente un conjunto dirigido finito tiene máximo. Sea {dα}α<µ una
enumeración de D. Podemos construir recurrentemente una sucesión creciente
{Dα}α<µ de subconjuntos dirigidos de D de cardinal < µ tal que dα ∈ Dα.

En efecto, basta tomar como Dα un conjunto dirigido de cardinal < µ que
contenga a

⋃
δ<α

Dδ ∪ {dα}. Por la minimalidad de µ tenemos que
⋃
Dδ ∈ C y

estas uniones forman una sucesión creciente, luego
⋃
D =

⋃
δ<µ

⋃
Dδ ∈ C, con-

tradicción.

Definición B.7 Si f : [A]<ω −→ PκA, definimos

cl f = {X ∈ PκA |
∧
x ∈ [X]<ω f(x) ⊂ X}.

Teorema B.8 Si f : [A]<ω −→ PκA entonces cl f es c.n.a. y si C es c.n.a.
existe f : [A]<ω −→ PκA tal que cl f ⊂ C.
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Demostración: Sea {Xδ}δ<µ una sucesión creciente en cl f , con µ < κ
infinito. Si x ⊂

⋃
δ<µ

Xδ es finito, existe un δ < µ tal que x ⊂ Xδ, y entonces

f(x) ⊂ Xδ ⊂
⋃
δ<µ

Xδ, luego la unión está en cl f , que es, por tanto, cerrada.

Tomemos ahora X ∈ PκA y definamos una sucesión {Xn}n∈ω como sigue:

X0 = X, Xn+1 =
⋃

x∈[Xn]<ω

f(x), Y =
⋃
n∈ω

Xn.

Es claro entonces que |Y | < κ y si x ⊂ Y finito, existe un n tal que x ⊂ Xn,
luego f(x) ⊂ Xn+1 ⊂ Y , luego Y ∈ cl f , que es, por tanto, acotada.

Tomemos ahora un c.n.a. arbitrario C. Definimos f : [A]<ω −→ C por
recurrencia sobre |x|. Elegimos f(∅) arbitrariamente y si tenemos f definida
para conjuntos de cardinal n y |x| = n+ 1, definimos f(x) ∈ C de modo que

x ∪
⋃
a∈x

f(x \ {a}) ⊂ f(x),

lo cual es posible porque C no está acotado. Observemos que esta construcción
garantiza que si x ⊂ y, entonces f(x) ⊂ f(y), por lo que {f(x) | x ∈ [A]<ω} es
un subconjunto dirigido de C. Además, si X ∈ cl f , tenemos que

X =
⋃

x∈[X]<ω

x ⊂
⋃

x∈[X]<ω

f(x) ⊂ X,

luego X =
⋃

x∈[X]<ω

f(x) ∈ C, por el teorema B.6. Esto prueba que cl f ⊂ C.

Definición B.9 Llamaremos

DκA = {X ⊂ PκA |
∨
C ⊂ PκA(C es c.n.a. ∧ C ⊂ X)}.

El teorema B.2 implica que DκA es un filtro κ-completo, el teorema B.4 nos da
que es cerrado para intersecciones diagonales y B.6 implica que está generado
por los conjuntos de la forma cl f , con f : [A]<ω −→ PκA.

Un conjunto E ⊂ PκA es estacionario si corta a todo c.n.a. o, equivalente-
mente, a todo elemento de DκA, o también si PκA \ E /∈ DκA.

Una aplicación f : D ⊂ PκA −→ A es regresiva si∧
x ∈ D(x ̸= ∅→ f(x) ∈ x).

Así, pues, en este contexto las aplicaciones regresivas (análogas a las definidas
en [TC 6.14]) son simplemente las funciones de elección. Vamos a probar un
análogo parcial de [TC 6.15]:

Teorema B.10 Si E ⊂ PκA es estacionario y f : E −→ A es regresiva, enton-
ces existe un a ∈ A tal que {x ∈ E | f(x) = a} es estacionario.
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Demostración: En caso contrario, para cada a ∈ A existe un c.n.a. Ca
disjunto con Ea = {x ∈ E | f(x) = a} y podríamos formar el c.n.a. C = △

a∈A
Ca.

Como E es estacionario existe x ∈ E ∩ C. Sea a = f(x) ∈ x, de modo que
x ∈ Ca ∩ Ea, contradicción.

Teorema B.11 Supongamos que A ⊂ B. Si P ∈ DκB, entonces

PA = {X ∩A | X ∈ P} ∈ DκA.

Demostración: Existe f : [B]<ω −→ PκB tal que cl f ⊂ P . Para cada
X ⊂ PκB definimos

X0 = X, Xn+1 = Xn ∪
⋃

x∈[Xn]<ω

f(x), clf (X) =
⋃
n∈ω

Xn.

Es claro entonces que clf (X) es el menor elemento de cl f que contiene a X.
Observemos que

clf (X) =
⋃

x∈[X]<ω

clf (x),

pues claramente, si llamamos U al miembro derecho, X ⊂ U ⊂ clf (X), y además
U ∈ cl f , pues si u ∈ [U ]<ω, teniendo en cuenta que clf (x)∪ clf (y) ⊂ clf (x∪ y),
existe un x ∈ [X]<ω tal que u ⊂ clf (x), y entonces f(u) ⊂ clf (x) ⊂ U . Esto
nos da la igualdad.

Definimos g : [A]<ω −→ PκA mediante g(x) = clf (x) ∩ A. Así, si X ∈ cl g,
se cumple que

X ⊂ clf (X) ∩A =
⋃

x∈[X]<ω

clf (x) ∩A =
⋃

x∈[X]<ω

g(x) ⊂ X,

luego X = clf (X) ∩A. Además clf (X) ∈ cl f , luego

cl g ⊂ {X ∩A | X ∈ cl f} ⊂ {X ∩A | X ∈ P}.

Ejercicio: Si A ⊂ B y C es c.n.a. en PκA, entonces CB = {X ∈ PκB | X ∩ A ∈ C}
es c.n.a. en PκB. Por consiguiente, si P ∈ DκA, entonces PB ∈ DκB.

B.2 Subconjuntos de Pαℵ1A

Finalmente vamos a generalizar los conceptos y resultados de las secciones
anteriores a un contexto menos habitual, pero que resulta necesario en el capí-
tulo XI para caracterizar los c.p.o.s α-propios. Por simplicidad nos limitaremos
al caso κ = ℵ1. Trabajaremos con un conjunto no numerable A y un ordinal
numerable α > 0.

Definición B.12 Sea A un conjunto no numerable y α un ordinal numerable.
Definimos Pαℵ1

A como el conjunto de todas las sucesiones {aδ}δ<α que cumplen
las propiedades siguientes:
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a) Cada aδ ∈ Pℵ1
A.

b) Si δ < ϵ < α, entonces aδ ⊂ aϵ.

c) Si λ < α es un ordinal límite, entonces aλ =
⋃
δ<λ

aδ.

En lo sucesivo escribiremos PαA en lugar de Pαℵ1
A. Notemos que, en parti-

cular, podemos identificar P1(A) = Pℵ1
A.

Definimos Fα(A) como el conjunto de todas las funciones

F :
⋃
β<α

Pβ(A)× [A]<ω −→ P1A.

Diremos que a ∈ PαA es cerrada para F si para todo β < α que no sea un
ordinal límite y cada x ∈ [aβ ]

<ω, se cumple F ({aδ}δ<β , x) ⊂ aβ .

Llamamos G(F ) al conjunto de todos los elementos de PαA cerrados para F .
Notemos que G(F ) ̸= ∅, pues podemos definir a ∈ G(F ) como sigue:

Supuesto definido {aδ}δ<γ , con γ < α, que cumpla la definición de sucesión
cerrada para β < γ, si β = 0 o β = δ + 1 definimos como sigue aβ :

a0β =

{
∅ si β = 0,
aδ si β = δ + 1, ak+1

β =
⋃

x∈[akβ ]
<ω

F ({aδ}δ<β , x), aβ =
⋃
k<ω

akβ .

Claramente la prolongación {aδ}δ<β+1 sigue cumpliendo la definición de su-
cesión cerrada. Si β es un límite definimos simplemente aβ según la tercera
condición de la definición de PαA. Es obvio que la sucesión obtenida de este
modo está en G(F ).

Si {Fn}n<ω son funciones de Fα(A), se cumple que
⋂
n∈ω

G(Fn) ̸= ∅, pues

basta tomar F ({aδ}δ<β , x) =
⋃
n∈ω

Fn({aδ}δ<β , x). Es inmediato comprobar que

∅ ̸= G(F ) ⊂
⋂
n∈ω

G(Fn).

Definición B.13 Si A es un conjunto no numerable y α > 0 es un ordinal nu-
merable, definimos DαA [= Dα

ℵ1
(A)] como el conjunto de todos los subconjuntos

de PαA que contienen un conjunto G(F ), para cierta F ∈ Fα(A).

Las observaciones precedentes muestran que Dα(A) es un filtro ℵ1-completo
en PαA. Diremos que E ⊂ PαA es estacionario si PαA \ E /∈ DαA.

Observemos que el filtro D1A puede identificarse con el filtro Dℵ1
A definido

en la sección precedente. En efecto, si α = 1 los elementos de F1(A) son
funciones F : {∅} × [A]<ω −→ P1A, que pueden identificarse con funciones
f : [A]<ω −→ Pℵ1

A, y entonces G(f) = cl f . Por lo tanto, D1A está formado
por los subconjuntos de Pℵ1

A que contienen a algún cl f , y eso es precisamente
Dℵ1

A. Por lo tanto, la noción de conjunto estacionario también coincide en este
caso con la que teníamos definida.
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Teorema B.14 Sea A un conjunto no numerable, α > 0 un ordinal no nu-
merable y E ⊂ PαA estacionario. Si g : E −→ A es una función tal que si
a ∈ E cumple a0 ̸= ∅, entonces g(a) ∈ a0, entonces existe un u ∈ A tal que
Eu = {a ∈ E | g(a) = u} es estacionario.

Demostración: Observemos que C = {a ∈ PαA | a0 ̸= ∅} ∈ DαA (pues
cualquier F ∈ Fα(A) que cumpla F (∅,∅) ̸= ∅ cumple G(F ) ⊂ C), por lo que
E′ = C ∩E es estacionario y basta probar que algún E′

u es estacionario, ya que
E′
u ⊂ Eu. Equivalentemente, podemos suponer que todo a ∈ E cumple a0 ̸= ∅.

Si ningún Eu es estacionario, para cada u ∈ A existe una función Fu ∈ Fα(A)
tal que G(Fu) ∩ Eu = ∅. Llamemos fu : [A]<ω −→ P1A a la función dada por
fu(x) = F (∅, x). Entonces C = △

u∈A
cl fu es c.n.a. en P1A, luego existe una

función f : [A]<ω −→ P1A tal que cl f ⊂ C.

Definimos como sigue una función F ∈ Fα(A):

F (∅, x) = f(x), F ({aδ}δ<β , x) =
⋃
u∈a0

Fu({aδ}δ<β , x),

donde la segunda parte vale cuando β ̸= 0. Como E es estacionario existe
a ∈ G(F ) ∩ E. Sea u = g(a) ∈ a0, puesto que sabemos que a0 ̸= ∅. Vamos
a probar que a ∈ G(Fu) ∩ Eu, con lo que tendremos una contradicción. En
efecto, si x ∈ [a0]

<ω, tenemos que f(x) = F (∅, x) ⊂ a0, luego a0 ∈ cl f ⊂ C
y, como u ∈ a0, esto implica que a0 ∈ cl fu, luego si x ∈ [a0]

<ω se cumple que
Fu(∅, x) = fu(x) ⊂ a0.

Si β es un ordinal sucesor y x ∈ [aβ ]
<ω, usando de nuevo que u ∈ a0, vemos

que Fu({aδ}δ<β , x) ⊂ F ({aδ}δ<β , x) ⊂ aβ , luego, en efecto, a ∈ G(F ).

Teorema B.15 Si A ⊂ B son conjuntos no numerables, α > 0 es un ordinal
numerable y P ∈ DαB, entonces

PA = {{aδ ∩A}δ<α | a ∈ P} ∈ DαA.

Demostración: Tomemos F ∈ FαB tal que G(F ) ⊂ P . En la prueba
del teorema B.11 hemos definido la clausura de un elemento de P1B respecto
de una aplicación f : [B]<ω −→ P1B. Ahora generalizamos como sigue dicha
definición: dado a ∈ PαB, definimos como sigue āF ∈ PαB:

āF0 = clf0a0, donde f0(x) = F (∅, x),

āFβ+1 = clfβ+1
(āFβ ∪ aβ+1), donde fβ+1(x) = F ({āFδ }δ<β+1, x),

āFλ =
⋃
δ<λ

āFδ .

Es claro entonces que āF ∈ G(F ) y que
∧
δ < α aδ ⊂ āFδ . Definimos H ∈ FαA

de modo que

H(∅, x) = clf0x ∩A, H({aδ}δ<β+1, x) = clfβ+1
(āFβ ∪ x) ∩A,

donde f0 y fβ+1 tienen el mismo significado que en la definición de āF . Basta
probar que G(H) ⊂ {{aδ ∩A}δ<α | a ∈ G(F )} ⊂ PA.
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Tomamos, pues, a ∈ G(H), de modo que āF ∈ G(F ), y basta probar que
para todo δ < α se cumple que aδ = āFδ ∩A. En efecto,

a0 ⊂ āF0 ∩A = clf0a0 ∩A =
⋃

x∈[a0]<ω

clf0x ∩A =
⋃

x∈[a0]<ω

H(∅, x) ⊂ a0.

Similarmente,

aβ+1 ⊂ āFβ+1 ∩A = clfβ+1
(āFβ ∪ aβ+1) ∩A =

⋃
x∈[aβ+1]<ω

clfβ+1
(āFβ ∪ x) ∩A

=
⋃

x∈[aβ+1]<ω

H({āFδ }δ<β+1, x) ⊂ aβ+1,

y si λ < α es un ordinal límite y la igualdad es cierta para todo δ < λ,

āFλ ∩A =
⋃
δ<λ

āFδ ∩A =
⋃
δ<λ

aδ = aλ.
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