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Introduccion

Aunque es posible encontrar antecedentes de algunos conceptos topologicos
incluso en la matematica griega, éstos empezaron a ganar terreno paulatina-
mente con el desarrollo del calculo diferencial en el siglo XVII, y empezaron
a cristalizar en lo que terminé siendo la aparicién de la topologia como disci-
plina matemética en el siglo XIX, durante el largo proceso de fundamentaciéon
del calculo. Asi, el primer uso registrado de la palabra “topologia” se debe a
Johann Benedict Listing en su tratado Vorstudien zur Topologie, de 1847, si bien
Listing llevaba ya unos diez anos empleando el término en su correspondencia.
No obstante, los primeros trabajos que pueden considerarse de topologia en el
sentido moderno estricto del término datan ya de principios del siglo XX.

Los conceptos topologicos surgen de forma natural mezclados con otros con-
ceptos algebraicos, geométricos y analiticos. Por ejemplo, Leibniz ya conocia la

formula
g rrro
3 5 79 4

en la que estd implicita la nocién topoldgica de limite, o de convergencia de
sucesiones, pero mezclada con operaciones aritméticas. Entre los conceptos to-
pologicos més antiguos tenemos también el de “continuidad”. Cuando, en el
siglo XIX, los mateméaticos tomaron conciencia de la necesidad de fundamen-
tar con rigor el célculo diferencial e integral, fueron introduciendo definiciones
precisas de conceptos como “limite”, “funcién continua”, etc., y paulatinamente
se dieron cuenta de que unos conceptos pensados inicialmente para describir
objetos del espacio euclideo (lo que en términos de la topologia moderna serfan
los espacios R™), podian ser aplicados igualmente en contextos mas abstractos.
Asi, igual que es posible hablar de la convergencia de una sucesion de pun-
tos, es posible hablar exactamente en los mismos términos de la convergencia
de una sucesiéon de funciones, de modo que la topologia permite —entre otras
muchas cosas— tratar a las funciones —y a muchos otros objetos matematicos
abstractos— de forma analoga a como se trata a los puntos del espacio euclideo.

Uno de los trabajos precursores de la idea de considerar “espacios abstrac-
tos” fue la famosa memoria de Riemann de 1854, donde introdujo el concepto
de superficie de Riemann abstracta. Fue el inicio de una linea de investiga-
cion en la que los mateméticos aprendieron a identificar aquellas propiedades
de los objetos geométricos que son independientes de tamano o incluso de su

X
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forma concreta, y que se conservan a través de deformaciones. La culmina-
cion de este proceso fue el Analisis situs de Poincaré (1895), que es uno de
los tratados fundacionales de lo que hoy se conoce como topologia algebraica.
En él Poincaré introduce el concepto de “homeomorfismo”, si bien le da el sen-
tido de lo que modernamente se conoce como “difeomorfismo”. Llevaria algunos
anos la destilaciéon del concepto puramente topologico de homeomorfismo como
transformacion continua reversible. Este aparece por primera vez en el libro
Topologie, (1935) de Alexandroff y Hopf.

Entre las dos ultimas fechas se sitia la definicion de lo que constituye el
objeto de estudio de la topologia en sentido moderno, es decir, del concepto de
“espacio topologico”, la estructura matematica en la que tiene sentido considerar
los conceptos topologicos. En su tesis doctoral (de 1906), Fréchet introdujo la
nocién abstracta de “espacio métrico” junto con una nocién de espacio topoldgico
abstracto que era muy restrictiva en términos modernos, pues se basaba en el
concepto de convergencia de sucesiones, por lo que estaba mas cerca de los
espacios métricos que de la nocién general moderna de espacio topologico.

La definicion de los espacios topologicos en sentido moderno se debe a Haus-
dorff (1914), que axiomatizaba ideas de Hilbert y Weyl, y estaba basada en el
concepto de “entorno”, si bien lo que Hausdorff llamoé “espacio topologico” es
lo que actualmente se conoce como “espacio de Hausdorff”, una nocién ligera-
mente mas restrictiva que la que actualmente se adopta. El concepto actual de
“espacio topologico” fue introducido por primera vez por Kuratowski (1922) en
términos del concepto de “clausura”, si bien actualmente se prefiere la definicion
en términos del concepto de “abierto”. Las nociones de “conjunto abierto” y
“conjunto cerrado” habian sido introducidas por Cantor en el contexto de los es-
pacios euclideos y fueron generalizadas por Hausdorff al contexto de la topologia
abstracta. La Topologie ya citada de Alexandroff y Hopf, basada en el trabajo
de Kuratowski, llevo a cabo la unificacion conceptual entre las dos grandes areas
en las que hasta entonces estaba dividida la topologia: la topologia conjuntista
(que estudiaba los espacios mas abstractos relacionados con el analisis funcional)
y la topologia algebraica (que estudiaba espacios més proximos a la geometria
diferencial clasica desde un punto de vista puramente topologico).

Los parrafos precedentes pretenden ser un breve resumen de la tortuosa
historia de la topologia, en la que a menudo se encuentran muchos conceptos
definidos de formas muy diversas, a veces equivalentes y mas frecuentemente
no equivalentes. Se trata de un largo proceso que tiene sus raices en ideas geo-
meétricas muy intuitivas, pero que asciende hasta generar una de las disciplinas
més abstractas de la matematica, que en sus vertientes de mayor abstraccion es
una auténtica “geometria puramente conjuntista’, en la que cuesta reconocer su
origen geométrico. Por ello, antes de pasar a introducir el concepto moderno de
espacio topologico en el primer capitulo, dedicaremos unos parrafos a mostrar la
conexiéon entre éste y la intuicién geométrica subyacente, ahora ya sin ninguna
pretension de fidelidad historica.

La idea principal que queremos transmitir aqui es que, aunque la definicion
moderna de “espacio topolégico” toma como concepto fundamental el concepto
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de “conjunto abierto”, seria més natural —aunque menos practico— tomar como
tal el concepto de “entorno”. En otras palabras, vamos a tratar de explicar aqui
como la nocién de “entorno” explica la transicién entre la intuicién subyacente
al concepto de “espacio topologico” y su definicion moderna.

Puede decirse que el objeto de la topologia es formalizar con rigor mateméa-
tico las nociones de “convergencia”’, “continuidad”, etc., pero, a corto plazo, la
nocién de espacio topoldgico, a partir de la cual se pueden definir todos los de-
més conceptos topologicos, se propone formalizar la nocién geométrica intuitiva
de “puntos de alrededor de”.

Lo primero que deberia hacer el lector es convencerse de que “alrededor de”
es un concepto escurridizo. Por ejemplo, si el lector no se para a pensar mucho,
verd completamente naturales las afirmaciones siguientes:

1. El intervalo |—1, 1] contiene todos los nimeros reales situados “alrededor
de” 0.

2. El intervalo ]—1/1000,1/1 000[ también contiene todos los nimeros reales
situados “alrededor de” 0.

3. El intervalo [0, 1] no contiene todos los nimeros reales situados “alrededor
de” 0, porque deja fuera todos los nameros “de alrededor” situados a la
izquierda.

4. El conjunto {0} no contiene todos los nimeros reales situados “alrededor
de” 0. De hecho, los deja a todos fuera, salvo al propio 0.

En cambio, si el lector se para a pensar, tal vez se dé cuenta de que las
afirmaciones anteriores no parecen ser del todo coherentes, pues, dado cualquier
nimero real o # 0, podemos tomar otro nimero real € tal que 0 < € < |qf
y, por el mismo motivo que hemos considerado “intuitivamente razonables” las
afirmaciones 1) y 2), podemos afirmar que el intervalo |—e, €[ contiene todos los
nimeros reales situados “alrededor de” 0, luego « no es uno de ellos. Y asi,
concluimos que ningin ndmero real o # 0 estd “alrededor de ” 0. A su vez,
esto nos deberia llevar a afirmar que {0} contiene a todos los nimeros reales
situados “alrededor de” 0 (porque no hay ninguno mas), cuando la afirmacion
“intuitivamente correcta” es 4, que dice justo lo contrario.

Si, pese a la paradoja, el lector mantiene su convicciéon de que si tiene pleno
sentido intuitivo sostener las cuatro afirmaciones precedentes, la conclusiéon que
tenemos que asumir es que tiene que ser posible hablar con rigor de “los puntos
de alrededor de un punto dado” sin necesidad de especificar qué puntos estan y
qué puntos no estan alrededor de un punto dado. Sucede que, en efecto, esto es
asi, y la forma de lograrlo es a través del concepto topologico de “entorno”. Una
pseudodefiniciéon de entorno seria:

Un conjunto E es un entorno de un punto z si E contiene a “todos
los puntos de alrededor de” x.
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Naturalmente, esto no sirve como definicion matematica rigurosa porque el
concepto de “puntos de alrededor”, no sé6lo no lo tenemos definido, sino que es
sospechoso de ser paradéjico, pero nos sirve como transiciéon para pasar a la
definicion siguiente, que si que es completamente satisfactoria desde un punto
de vista matematico:

Un conjunto E C R es un entorno de un punto z € R si existe un
€ >0 tal que ]z — €,z + €[ C F.

Si consideramos “intuitivamente correcto” que todo intervalo |z — €, 2 + €]
contiene a “todos los puntos de alrededor de” x, entonces lo mismo tiene que
valer para cualquier conjunto FE que contenga a un intervalo de esta forma, por
lo que la definicion que acabamos de dar, no s6lo es mateméaticamente rigurosa,
sino que a la vez captura la nocién intuitiva de “alrededor de”. En particular,
ahora podemos afirmar con rigor que el intervalo [0, 1] o el conjunto {0} no son
entornos de 0.

Ahora bien, definir especificamente los entornos de un ntmero real no nos
ayuda en mucho. Nuestra intencion es llegar a un concepto general de “entorno”
que pueda ser aplicado en los contextos mas diversos posibles. Pero entonces,
lo que necesitamos no es una definicién, sino méas bien una axiomatica. Nece-
sitamos establecer qué propiedades debe tener algo para que podamos llamarlo
“entorno” sabiendo que se comportard como cabe esperar que se comporte el
concepto intuitivo de “entorno”.

Esto nos lleva a una posible definicién de “espacio topologico”, que no es la
que vamos a adoptar:

Definicion Un espacio topoldgico es un par (X, €), donde X es un conjunto
y € es una funcién que a cada punto x € X le asigna una familia €, de subcon-
juntos de X (a los que llamaremos entornos de x) que cumple las propiedades
siguientes:

E1 €, # @ (todo punto de X tiene al menos un entorno).
E2 Si E € &,, entonces « € E (x pertenece a todos sus entornos).

E3 SiEe€é,y ECF CX,entonces F € £, (todo conjunto que contiene un
entorno es un entorno).

E4 Si E,F € &,, entonces ENF € &, (la interseccion de dos entornos es un
entorno).

E5 Si F € &, existe Fy € €, tal que Ey C E y para todo y € Fy se cumple
que Ey € &, (todo entorno de = contiene otro que es entorno de todos sus
puntos).

Ejercicio: Probar que la definiciéon particular de “entorno” que hemos dado para R
cumple estos cinco axiomas, por lo que dota a R de estructura de espacio topolégico.
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Quiz4 el altimo axioma requiera una ilustracion. El intervalo F = [—1,1] es
un entorno de 0 segin la definiciéon que hemos dado para R, pero no es cierto
que sea entorno de todos sus puntos. Concretamente, no es un entorno ni de 1
ni de —1. Sin embargo, contiene al intervalo Ey = |—1,1[, que también es
un entorno de 0 pero, mas ain, es entorno de todos sus puntos. En general,
si F/ es un entorno de un numero real x, por definicién existe un € > 0 tal que
Ey =]—¢,¢[ C E, y entonces Ey cumple el axioma E5.

Definicion Un subconjunto U de un espacio topologico X es abierto si es
entorno de todos sus puntos.

En estos términos, E5 afirma que todo entorno de un punto contiene un
entorno abierto.

Ejercicio: Probar que un subconjunto F de un espacio topolégico X es entorno de
un punto z € X siy sélo si existe un abierto U tal que z € U C X.

El altimo ejercicio muestra que, igual que hemos definido el concepto de
“abierto” a partir del concepto de “entorno”, también es posible definir el con-
cepto de “entorno” a partir del concepto de “abierto”, lo cual tiene sentido si
previamente hemos introducido axioméaticamente los abiertos como hemos he-
cho con los entornos. Y sucede que esto, no sélo es posible, sino que es reco-
mendable, porque una definicién de espacio topologico a partir de unos axiomas
para los conjuntos abiertos es formalmente mucho méas simple y manejable, y el
resultado es equivalente a la definicion que hemos considerado aqui, en el sentido
de que los abiertos de un espacio topologico definido en términos de entornos
cumplen la definicién de espacio topolégico definido en términos de abiertos, y
los entornos de un espacio topolégico definido en términos de abiertos cumplen
la definicion de espacio topolégico definido en términos de entornos.

Sera en el capitulo 1 donde presentaremos la definicion moderna de espacio
topologico en términos de abiertos, pero ahora vamos a prolongar un poco esta
discusion enfatizando que es la topologia la que define la forma de un espacio
topoldgico. Por ejemplo, R no es, en principio, més que un conjunto de puntos,
y la estructura topologica que acabamos de introducir en él es la que refleja
que es (o que queremos considerarlo como) una recta. Pero el concepto abs-
tracto de espacio topolégico nos da muchas otras alternativas. Vamos a discutir
brevemente algunas de ellas.

La topologia trivial Una estructura alternativa de espacio topologico en R
se obtiene especificando que &, = {R}, para todo punto z € R. De hecho,
esto puede hacerse para cualquier conjunto en lugar de R. Con ello estamos
diciendo que todos los nimeros reales estan inevitablemente cualquiera de ellos.
Hemos convertido a R en un tnico bloque topolégicamente indivisible, sin par-
tes diferenciadas. En esta estructura los tnicos conjuntos abiertos son & (que
siempre es trivialmente abierto, de acuerdo con la definicion que hemos dado)
y el propio R. m
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La topologia discreta En el extremo opuesto, podemos definir como con-
junto de entornos de cada namero real z el conjunto &, = {E € PR | z € E}, de
modo que incluso {x} es un entorno de x. De aqui se sigue que todo conjunto
es entorno de todos sus puntos, es decir, que todos los subconjuntos de R son
abiertos. Como en el caso precedente, esto tiene sentido igualmente en cualquier
conjunto.

Como {z} ya contiene a todos los puntos de alrededor de z, en este caso si
que es cierto que no hay puntos alrededor de x aparte del propio z. Con esto
hemos “hecho estallar” a R hasta convertirlo en una nube de puntos, aislados
unos de otros, sin que ninguno tenga cerca a ningin otro. L]

La recta de Sorgenfrey Veamos ahora un ejemplo mucho més sutil, que
muestra como, al haber axiomatizado la nociéon de “alrededor de” a través del
concepto de entorno, tenemos una gran libertad para reinterpretar a voluntad
este concepto —en origen intuitivo— de “alrededor de”. Se llama recta de Sor-
genfrey al espacio topologico que tiene como conjunto subyacente a R, pero con
el sistema de entornos definido mediante:

E e &, siysolosiexisteun e >0 tal que [z,z+¢[ C E.

Ejercicio: Comprobar que los entornos asi definidos cumplen los cinco axiomas de
espacio topolégico.

Con esto hemos tomado la decision (con la libertad que la definicion de
espacio topologico nos da para hacerlo) de considerar que los puntos situados
“alrededor de” un nimero real son tnicamente los situados a su derecha. Esto
puede parecer insoélito o arbitrario, pero es legitimo de acuerdo con la definiciéon
de espacio topolégico, y podemos razonar intuitivamente con la recta de Sor-
genfrey sin méas que esforzarnos por no olvidar que “alrededor” significa ahora
“alrededor por la derecha”.

Por ejemplo, el intervalo |0, 1], no es abierto, porque contiene al 1, pero no a
los puntos de su alrededor (a los de su derecha). En cambio, el intervalo [0, 1] st
que es abierto. No lo seria con la topologia usual de R, porque contiene al 0 y
no a los puntos de su alrededor, pero en la topologia de Sorgenfrey el intervalo
s{ que contiene a todos los puntos de alrededor de 0, porque sblo cuentan los de
su derecha. n

En definitiva, la idea que el lector tiene que asimilar a corto plazo es que
un espacio topologico es una forma de especificar con rigor (y con un amplio
margen de arbitrariedad) qué queremos decir cuando hablamos de “los puntos
de alrededor de un punto” en un conjunto dado. Aunque los axiomas de entorno
que hemos dado pueden parecer muy pobres, veremos que son suficientes para
fundamentar una rica y potente teoria matematica.

La estructura de este libro Precisamente, la riqueza conceptual de la to-
pologia la convierte en una red de resultados fuertemente relacionados que no
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se presta a ser expuesta linealmente de forma natural, es decir, que todo intento
de exponerla en un orden que un lector pueda seguir en su aprendizaje obliga,
o bien a separar en el tiempo conceptos e ideas relacionadas que convendria
tratar conjuntamente, o bien a que la estructura global de la exposicién sea
un tanto caotica, con saltos bruscos de una parte a otra, de forma que resulta
dificil formarse una idea global de lo expuesto sobre cada parte especifica. Los
libros de topologia general suelen buscar una solucién de compromiso entre am-
bos extremos que resulte razonable, pero aqui hemos optado por una estrategia
completamente distinta.

El libro esta dividido en dos partes principales, la primera dedicada a la
teoria general sobre espacios topolégicos y uniformes, mientras que la segunda
consta de varios capitulos dedicados a clases particulares de espacios (espa-
cios métricos y normados, grupos topolégicos, espacios vectoriales topologicos
y espacios ordenados). Ademés, hemos reunido en un apéndice los numerosos
ejemplos de espacios topologicos que usamos para ilustrar la teoria.

El orden de lectura logico de la primera parte es el orden de lectura natural
de cualquier libro, salvo en el caso de unas pocas secciones cuya lectura es ne-
cesario posponer. Por ejemplo, las secciones sobre espacios pseudocompactos y
paracompactos estan en el capitulo de compacidad por coherencia logica, pero
requieren resultados del capitulo sobre axiomas de separacion, que es posterior.
Aun asi, pese a nuestro intento de agrupar los contenidos en capitulos temati-
cos, hemos considerado conveniente anticipar al primer capitulo los conceptos y
resultados basicos sobre espacios de Hausdorff y regulares, que son desarrollados
sistematicamente en el capitulo 5.

En cambio, los contenidos de la segunda parte estdn pensados para ser lei-
dos de forma intercalada con los de la primera parte a medida que van siendo
necesarios o que resulta interesante tenerlos en cuenta. Para que el lector tenga
claro el orden logico de lectura en el que cada resultado se apoya tnicamente
en resultados demostrados previamente, cada vez que es necesario saltar a un
punto de la segunda parte del libro, ademas de indicarse en el texto, en el mar-
gen de la hoja aparece el ntimero de pagina al que hay que saltar. (En la version
en pdf los nameros funcionan como enlaces en los que se puede pinchar.)

Por ejemplo, el ntimero que se muestra al final de este parrafo indica (fal-
samente en este ejemplo ilustrativo) que hay que saltar a la pagina 3, donde
empieza el capitulo 1. 3

Cuando termina el texto del inciso, se indica igualmente con el niimero de
pagina al que hay que saltar y ademas con una raya horizontal como ésta:

Asi, desde cualquier punto de la primera parte puede iniciarse un ciclo de
saltos por varios pasajes relacionados de la segunda parte que finalmente regresa
al punto de partida para proseguir la lectura. Asi el lector interesado en una
exposicion lineal tiene claramente indicado el orden de lectura, mientras que el
lector interesado en hacerse una idea general de los resultados expuestos sobre
un tema en concreto los encontrara agrupados de forma natural.

Similarmente, cada vez que es ilustrativo considerar un ejemplo de espacio
topoldgico se remite al apéndice A, pero el lector debe tener presente que el
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criterio ha sido el que acabamos de decir: remitir a cada ejemplo cuando es
interesante saber que existe dicho ejemplo, lo cual no significa que esté expuesta
va toda la teoria necesaria para entenderlo. Nos ha parecido mas informativo
anunciar la existencia del ejemplo en cuanto puede apreciarse su interés, en
parte porque lo contrario seria ocultar temporalmente al lector una informa-
ci6n ilustrativa sin ninguna necesidad, y en parte porque esto puede servir de
motivacion para los resultados que todavia es necesario estudiar para seguir el
ejemplo.

Por otra parte, cabe senalar que el orden de exposicién en la primera parte
ha sido pensado con la intenciéon de que pueda captarse lo més claramente
posible las relaciones entre los distintos conceptos topologicos, y en particular
como muchos resultados bien conocidos son casos particulares de otros mucho
més generales y profundos cuyo grado de generalidad no es gratuito, sino que
tiene interés entenderlos a ese nivel. Esto hace que, aunque en términos logicos
este libro no presupone ningin conocimiento previo de topologia por parte del
lector, lo cierto es que no estd pensado para introducir en la topologia a un
lector que no esté familiarizado con ella, pues el orden de exposicion elegido
dista mucho de ser el més didactico para tal fin, sino que esta dirigido méas
bien a un lector ya familiarizado con la topologia, al menos en el contexto de
R™, y que quiera asimilar el “punto de vista topolégico abstracto” y el interés de
este punto de vista a la hora de aplicar la topologia a contextos conjuntistas que
distan mucho del contexto geométrico propio del célculo diferencial de funciones
de varias variables o de la geometria diferencial.

En cuanto a los requisitos de teoria de conjuntos que acabamos de mencio-
nar, hemos organizado los capitulos de este libro para que puedan leerse para-
lelamente a los primeros capitulos de mi libro de Teoria de Conjuntos, al que
haremos referencia como [TC]. La tabla siguiente muestra un orden de lectura
alternado posible:

TEORIA DE CONJUNTOS TOPOLOGIA
TC1I

Fundamentos

TC II TI, II

El sistema numérico Espacios topoldgicos / uniformes
TC III T III

Ordinales Conexién

TC IV T IV

Regularidad, eleccién Compacidad

TC V TV

Cardinales Separacién

TC VI T VI

Cerrados no acotados Espacios polacos

TC VII T VII

Algebras de Boole Compactificaciones
TC VIII T VIII

Cardinales caracteristicos | Cardinales invariantes
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Asi, los dos primeros capitulos de este libro s6lo suponen conocidos los con-
ceptos conjuntistas basicos y el sistema numérico, expuestos en los dos primeros
capitulos de [TC]. A partir de ahi, cada capitulo de la primera parte puede
leerse justo a continuacion del correspondiente de [TC|. En algunos casos no
hay conexion directa, sino que el orden es meramente circunstancial. Por ejem-
plo, no es que el capitulo de espacios polacos dependa para nada del capitulo
sobre cerrados no acotados.

Dado que existen teorias de conjuntos interesantes que contradicen al axioma
de eleccion (especialmente la que resulta de sustituirlo por el principio de elec-
ciones dependientes mas el axioma de determinacion) hemos considerado con-
veniente marcar con (AE) los resultados que dependen del axioma de eleccion,
e incluso con (TU) los que dependen tnicamente del teorema de los ultrafil-
tros, que es un poco mas débil, pero en todo momento aplicamos tacitamente el
axioma de eleccion cuando se trata de consecuencias deducibles en realidad del
principio de elecciones dependientes® (es decir, aplicaciones relacionadas esen-
cialmente con elecciones numerables). El lector no interesado en estas sutilezas
puede simplemente pasarlas por alto si asi lo desea.

LEl principio de elecciones dependientes se discute en el capitulo IV de [TC], mientras que
el Teorema de los Ultrafiltros como axioma se discute en el capitulo X.
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Capitulo 1

Espacios topolbogicos

En este primer capitulo introduciremos el concepto de espacio topolégico
y definiremos los conceptos topolégicos basicos, asi como las operaciones méas
importantes que permiten construir unos espacios topologicos a partir de otros
(subespacios, productos y cocientes), a la vez que ilustramos la teoria con ejem-
plos oportunos.

1.1 Topologias, bases y subbases

Tal y como advertiamos en la introduccion, la definicién moderna de espacio
topologico toma como concepto fundamental (como concepto introducido axio-
maticamente) el concepto de “abierto”, de modo que un espacio topologico se
define especificando cuéles son sus subconjuntos abiertos, y los demés conceptos
topologicos se definen a partir de éste:

Definicién 1.1 Una topologia en un conjunto X es una familia T C PX que
cumpla las propiedades siguientes:

1. 9, XeT,

2. Si {A;}icr es una familia de elementos de 7, entonces |J A4; € T,
icl

3. SiA, BeT, entonces ANBeT.

Un espacio topoldgico es un par (X,T), donde X es un conjunto y T es una
topologia en X. Los elementos de T se llaman subconjuntos abiertos de X.

Asi pues, la definicién de topologia exige que @ y X sean abiertos, que la
union de cualquier familia de abiertos sea abierta y que la interseccién de dos
abiertos sea abierta. Una simple induccién a partir de esta tultima propiedad
nos da que la intersecciéon de cualquier cantidad finita de abiertos es abierta.

Notemos que la propiedad 2) podria expresarse mas concisamente como que
si F C T, entonces | JF € 7.
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En la practica escribiremos X en lugar de (X, T) y sobrentenderemos que T
es la topologia del espacio topolégico X, teniendo en cuenta que T serd una
topologia distinta en cada caso.

El primer concepto topologico que definimos a partir del de “abierto” es el
de “entorno’

Si C, U son subconjuntos de un espacio topologico X, se dice que U es un
entorno de C si existe un abierto A tal que C € A C U. Se dice que U es
entorno de un punto z € X si es un entorno de {z}. En particular, un entorno
abierto de x es simplemente un abierto que contenga a x.

Los entornos de los puntos en un espacio topolégico determinan los abiertos:

Teorema 1.2 Si X es un espacio topoldgico y A C X, entonces A es abierto si
y solo si es entorno de todos sus puntos.

DEMOSTRACION: Si A es abierto cumple trivialmente la definiciéon de en-
torno para cada uno de sus puntos, mientras que si cumple la condiciéon sobre
entornos, entonces A = |JF, donde F = {U € T | U C A}, luego A es abierto
porque la unién de abiertos es abierta. L]

Remitimos al lector a la introduccién para la discusion sobre el trasfondo
intuitivo de los conceptos que acabamos de introducir, que se resume en que “FE
es un entorno de z”7 expresa la idea intuitiva de que F contiene todos los puntos
de “alrededor de” z, lo que a su vez se traduce en que un conjunto es abierto si
y s6lo si contiene a todos los puntos de alrededor de cualquiera de sus puntos.

Ejercicio: Probar que si X es un espacio topologico y, para cada punto z € X,
llamamos €, al conjunto de todos los entornos de x, entonces la funcién & cumple las
condiciones E1-E5 de la pagina xii, asi como que si X es un espacio topolédgico definido
en términos de entornos, entonces el conjunto T de sus abiertos es una topologia en el
sentido definido aqui.

Ejemplos Dado un conjunto X, la topologia discreta en X es T = PX, y la
topologia trivial es T = {@, X }.

Asi, la topologia discreta es la mayor topologia que puede definirse en un
conjunto, en la que todos sus subconjuntos son abiertos, mientras que la topo-
logia trivial es la menor topologia posible, pues tiene tnicamente los abiertos
exigidos por la definicién.

Se dice también que un espacio topologico es discreto o trivial si su topologia
es la discreta o la trivial, respectivamente.

Un punto x de un espacio topologico X es aislado si {x} es abierto. Es claro
que un espacio topoléogico es discreto si y sblo si todos sus puntos son aislados.

Intuitivamente, un punto z es aislado si {} contiene a los puntos de alrede-
dor de z o, lo que es lo mismo, si x no tiene ningtn punto a su alrededor (salvo
él mismo), si esta “aislado” de los demés puntos del espacio.
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Los conceptos de “espacio discreto” y “espacio trivial” son los mismos que
hemos definido en la introduccién en términos de entornos y, como ya sefialamos
alli, un espacio discreto representa una ‘nube de puntos” en la que cada punto
esté separado de los deméas, mientras que en un espacio trivial todos los puntos
forman un todo topologicamente inseparable.

Bases Para dar ejemplos més representativos de espacios topologicos conviene
introducir el concepto de base de una topologia:

Definicién 1.3 Una base de un espacio topoldgico X es una familia de abier-
tos B (llamados abiertos bdsicos) tal que todo abierto de X se expresa como
unién de abiertos basicos.

Aqui hay que entender que @ = |J @ es siempre union de “cero” abiertos
béasicos, luego no hace falta que @ sea él mismo un abierto basico. Notemos
que una definicién equivalente es que B C T es base de X si para todo abierto
A € Ty todo x € A, existe un abierto basico B € B tal que x € B C A.

En efecto, si se cumple esto y A € T, entonces A = JF, donde
F={BeB|BCA}
El interés de este concepto se debe a los dos teoremas siguientes:

Teorema 1.4 Si B es una base de un espacio topoldgico X, se cumplen las dos
propiedades siguientes:

1. UB =X,
2. SiA,BeByxe ANB, existe un C € B tal quex € C C AN B.

DEMOSTRACION: Como X es abierto, debe expresarse como uniéon de una
familia ¥ C B de abiertos basicos, luego X = JF € UB C X y tenemos la
igualdad.

Sixz € AN B, donde A y B son abiertos, entonces AN B es también abierto,
luego existe un abierto basico C' que cumple lo pedido. [

Lo interesante es que estas propiedades bastan para que una familia de con-
juntos sea la base de una topologia:

Teorema 1.5 Sea X un conjunto y B C PX una familia de subconjuntos de X
que tenga las propiedades siguientes:

1. UB =X,
2. SiA,BeByxe ANB, existe un C € B tal que x € C C AN B.

Entonces existe una inica topologia en X que tiene a B por base, y es la minima
(respecto de la inclusion) para la que los elementos de B son abiertos.
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DEMOSTRACION: Definimos T = {{JF | § € B}. La condicion 1) afirma
que X € Ty trivialmente @ = J @ € 7.

Si F C T, para cada A € F definimos F4 = {B € B | B C A}, de modo que

A=JTFa. Sea F* = |J Fy C B. Claramente | JF =JF* € T.
AeF

Por altimo, si A, B € T,sea ¥ = {B € B | B C AN B}. Veamos que
AN B = JF Una inclusion es inmediata. Para probar la otra tomamos
x € AN By, por la hipotesis 2) existe un C' € B tal que z € C € F, luego
zelUF.

La unicidad y la parte final son inmediatas: si 7’ es una topologia en la que
los elementos de B son abiertos, necesariamente T C 77, luego T es la tnica
topologia de base B. L]

Asi pues, para definir una topologia en un conjunto dado es suficiente con
establecer una familia B en las condiciones del teorema anterior. Hay otro
concepto relacionado que conviene introducir:

Definiciéon 1.6 Si X es un espacio topologico y x € X, una base de entornos
(abiertos) de x es una familia B C T de entornos (abiertos) de x tal que, si U
es un entorno de z, existe un B € B tal que x € B C U.

Si en un espacio topologico X tenemos una familia {B,}.cx de modo que
cada B, es una base de entornos abiertos de z, es claro que B = J B, es una
base de X. weX

Reciprocamente, si B es una base, entonces B, = {A € B | x € A} es una
base de entornos de x.

Ejemplo: Espacios métricos El lector puede leer en este punto el principio
de la seccién 9.1, donde se introducen los espacios métricos, que ilustran per-
fectamente todos los conceptos que hemos introducido hasta aqui y a su vez,
desde allf puede pasar (cuando se indica) al principio del capitulo 2, donde se
introduce la estructura de “espacio uniforme”, intermedia entre las estructura
de “espacio métrico” y “espacio topolégico”. 287

Subbases Presentamos ahora un concepto similar al de base que también es
atil para definir topologias:

Definicién 1.7 Una subbase de un espacio topolégico X es una familia § C T
tal que la familia de las intersecciones finitas' de elementos de § es una base
de X.

La diferencia respecto de las bases es que una familia de conjuntos no necesita
cumplir ninguna condicién para ser la subbase de una topologia:

Teorema 1.8 Sea X un conjunto y 8§ C PX una familia de subconjuntos de X.
Entonces existe una tunica topologia en X de la cual 8 es subbase, y es la minima,
respecto de la inclusion, para la que los elementos de 8§ son abiertos.

LAqui convenimos en que, para familias de subconjuntos de X, se cumple (@ = X.
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DEMOSTRACION: Sea B = {(1S | S C 8§ A S A S finito} y veamos que
cumple las condiciones del teorema 1.5. Como X = (@ € B, la primera se
cumple trivialmente. Si A, B € By x € AN B, entonces A =[S, B=T,
para ciertos conjuntos finitos S, T'C 8. Pero entonces AN B =[(SUT) € 8.

Por lo tanto, B es la base de una topologia en X, la cual tiene obviamente
a 8 por subbase. Si 7’ es una topologia respecto a la que los elementos de 8
son abiertos, entonces también lo son los elementos de B, luego todos los de 7T,
s decir, T C 77, y esto nos da la unicidad. [

Ejemplo: La topologia de orden El lector puede leer en este punto el
principio del capitulo 12, en el que dotamos de estructura de espacio topoldgico
a todo conjunto ordenado. 445

En particular, en R tenemos la topologia de orden y la topologia inducida
por la métrica usual, pero sucede que son la misma topologia (y es por esto que
hemos definido ambas como la “topologia usual” de R). Esto es consecuencia de
que, claramente, las bolas abiertas en R son intervalos Be(z) = |z —€,2 + €],
luego todo abierto métrico es un abierto para la topologia de orden y, reciproca-
mente, si |a, b| es un abierto basico en R para la topologia de orden y x € |a, b,
tomamos € = min{z — a,b — x} y entonces es claro que

B.(z) =]z —e,x + €[ Cla,b[,

luego todos los abiertos de la topologfa de orden son abiertos métricos. m

Producto de espacios topologicos Sin duda el lector sabra que la distancia
natural en R? es la llamada distancia euclidea, dada por

d(z,y) = V(z1 — 1) + (22 — 12)2,

que representa la longitud del segmento de extremos x e y. Respecto de esta
distancia, una bola abierta B(z) es el circulo (abierto, es decir, sin su borde)
de centro x y radio €, que ciertamente contiene a todos los puntos “de alrededor”
de z.

Sin embargo, si nuestro propédsito es deter-
minar con precision cuando un subconjunto de
R? contiene a “los puntos de alrededor” de un
punto dado z, es indiferente considerar circulos
o rectangulos de centro x, pues un rectangulo ., _ .,
de centro z como

T + €2 [----

1 1
1 1
]LEl761,I1+€1[X]1’2762,$2+62[ 1 _;_
Tr1 — €1 1 €1

contiene a todos los puntos que estan intuitiva-
mente alrededor de x exactamente igual que un circulo de centro x, y la ventaja
es que al considerar rectdngulos llegamos a un procedimiento que permite en
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general dotar de estructura topologica al producto X x Y de dos espacios topo-
logicos, y que consiste en observar que los productos de abiertos U x V' forman
la base de una topologia en X x Y.

De hecho, esto es cierto incluso para productos de infinitos factores. Si
{X.}ier es una familia de espacios topologicos, podemos considerar su producto
cartesiano [] X;. Para cada i € I tenemos la proyeccion p; : [ X; — X;.

iel i€l
Ejercicio: Probar que si {X;}icr es una familia de espacios topoldgicos, la familia B
de todos los conjuntos [] U; tales que cada U; es abierto en X; es la base de una
topologia en [] X;. i€l
iel

Sin embargo, fue Tychonoff el que se dio cuenta de que la topologia determi-
nada en un producto tomando como abiertos béasicos los productos de abiertos
no se comporta adecuadamente cuando el producto es infinito. A ¢él se debe, en
cambio, la definicion siguiente:

Definicion 1.9 Se llama topologia producto en un producto cartesiano de espa-
cios topolégicos a la que tiene por subbase a los conjuntos de la forma p; 1[A],
donde A es un abierto en Xj;.

El teorema siguiente muestra que, en general, los abiertos basicos para la
topologia producto no son los productos de abiertos:

Teorema 1.10 Sea {X;};cr una familia de espacios topoldgicos y sea {B;}ticr

una familia tal que B; sea una base de X;. Entonces una base de la topologia

producto la forman los productos [[ B; tales que existe Iy C I finito de modo
i€l

que B; € B; para todo i € Iy y B; = X; parai € I\ Iy.

DEMOSTRACION: Sea T la topologia que tiene por subbase los conjuntos de
la forma p;” 1[B]7 donde B € B,;. Estos abiertos son abiertos para la topologia
producto, luego todo abierto de T es abierto para la topologia producto.

Reciprocamente, un abierto subbasico para la topologia producto es de la
forma pi_1 [A], donde A es abierto en X;, pero entonces A se puede expresar como
unién de conjuntos de B;, luego p; '14] es union de abiertos subbasicos de 7T,
luego todo abierto de la topologia producto es abierto de T. En definitiva, T es
la topologia producto.

Llamemos B a la familia de los conjuntos descritos en el enunciado. Todo
elemento de B es de la forma [ p; *[B;], luego es un abierto béasico de T (luego
de la topologfa producto).  €lo

Si probamos que B es base de una topologia, entonces todos los abiertos de
esta topologia serdn abiertos para la topologia producto y, como cada abierto
subbasico de T esta en B, todo abierto de la topologia producto sera abierto
para la topologia de B, y quedara demostrado que B es una base de la topologia
producto.

Ahora bien, la primera propiedad de 1.5 es inmediata y, si tenemos que

r€UNV,donde U = ( p;'[Bi] y V = () p; '[B!, podemos cambiar I,
i€l i€l
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e I* = I por Iy UI; si definimos B; = X; para i € I} \ Iy y B, = X, para
i € Ip\ I,. Entonces

unv= N p'[BIn N p; ' 1Bl = N 7 '[Bilnp; ' [B]) = N p; ' [BiNB]]
iel* i€l* iel* iel*

y, como x € U NV, tenemos que p;(x) € B; N B, luego existe B! € B; tal que
pi(z) € B/ C B; N By, luego

ze N pl[BYlcUNV.
i€l*

Esto prueba que B es una base, y que por tanto lo es de la topologia producto.
|

Notemos que en el caso de los productos finitos el teorema anterior afirma
que una base de un producto X; x --- x X, estd formada por los conjuntos de
la forma By X - -+ X B, donde cada B; esta en una base prefijada de X;.

Nota Es importante tener presente que los productos de abiertos son una base
de la topologia producto, pero eso no significa que sean los tnicos abiertos. Por
ejemplo, puede probarse (y un poco mas adelante sera inmediato) que un circulo
sin su borde es abierto en la topologia usual de R?, pero no es un producto de
abiertos. Lo que sucede es que el circulo es unién de productos de abiertos. =

Definicién 1.11 Se llama producto de cajas de una familia {X;};c; de espacios
topologicos al espacio [ X; dotado de la topologia que tiene por base a los
icl
productos [] U;, donde cada U; es abierto en X;.
i€l

Salvo que indiquemos lo contrario, cuando hablemos de un producto [] X;
iel

de espacios topoldgicos se sobreentendera que consideramos en él la topologia

producto definida en 1.9 y no la topologia de cajas. Cuando es necesario enfati-

zar la diferencia, al producto de espacios topologicos con la topologia producto

se le llama también producto de Tychonoff.

Hemos visto que el producto de Tychonoff coincide con el producto de cajas
cuando el namero de factores es finito, pero en el caso de productos infinitos
el producto de Tychonoff tiene un comportamiento mucho mas satisfactorio, y
por ello el producto de cajas apenas se utiliza.

Se llama topologia usual en R™ a la topologia producto que resulta de consi-
derar en R la topologia usual.

En la seccion 2.1 probamos que todo producto de espacios uniformes admite
una uniformidad que induce la topologia producto y a su vez en la secciéon 9.1
vemos que en el producto de un numero finito de espacios métricos podemos
definir una distancia que induce la topologia (y la uniformidad) producto. 46
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Topologia relativa Todo subconjunto de un espacio topologico hereda de
éste una topologia:

Teorema 1.12 57 X es un espacio topoldgico e Y C X, el conjunto
Ty ={ANY |AeT}
es una topologia en Y .

DEMOSTRACION: En primer lugar, =2 NY €Ty, Y =XNY € Jy. En
segundo lugar, si F C Ty, consideramos la familia de abiertos

F={UeT|UNY €7}

y llamamos A = |JJF* € T. Es facil ver que ANY =JF, con lo que JF € Ty.
Por ultimo, dados U, V € Ty, existen A, B € T tales que U = ANY,
V=BnNY,luegoUNV =(ANB)NY € Ty. "

Definicion 1.13 Si X es un espacio topoldgico e Y C X, se llama topologia
relativa de Y respecto de X a la topologia Ty = {ANY | A€ T}

Observemos que si B es una base de X y 8 es una subbase de X, entonces
By ={BNY | B e B}, Sy ={SNnY|Ses8}

son, respectivamente, una base y una subbase de la topologia relativa.

En efecto, un abierto de la topologia relativa es de la forma A NY, donde
A=UF, con FC B, luego F*={UNY |U€TF} CBy y ANY =JF*. Esto
prueba que By es base de la topologia relativa.

Similarmente, si B es la base inducida por 8, es facil ver que By (que ya
hemos probado que es una base de la topologia relativa) es la base inducida por
Sy, luego Sy es subbase de la topologia relativa.

En lo sucesivo consideraremos a los subconjuntos de los espacios topologicos
como espacios topolégicos con la topologia relativa. Esto es coherente, pues es
facil ver que si X es un espacio topologico y tenemos subconjuntos Z C Y C X,
entonces la topologia relativa de Z respecto de X es la misma que la relativa
respecto de Y cuando en Y consideramos la topologia relativa respecto de X.

En los productos tenemos el resultado siguiente de coherencia:

Teorema 1.14 Sea {X;}ic; una familia de espacios topoldgicos y sea {Y;}ier
una familia de conjuntos, de modo que cada Y; C X;. EntoncesY = [[Y; es un
i€l
subconjunto de X = [[ X;. Si consideramos a cada Y; como espacio topoldgico
i€l
con la topologia relativa, entonces la topologia producto de Y es la misma que
la topologia relativa respecto de X .
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DEMOSTRACION: Un abierto basico para la topologia relativa de Y es

[[Yin ]I Ai=[1(Yin 4),

icl icl icl
donde cada A; es abierto en X; y todos salvo una cantidad finita coinciden con
X;, pero es claro que el miembro derecho es un abierto basico para la topologia
producto de Y, y viceversa. Por lo tanto, ambas topologias coinciden. m

El lector puede estudiar ahora los apartados sobre la topologia relativa en
las secciones 2.1 (espacios uniformes) 9.1 (espacios métricos) y 12 (topologia de
orden). 47

Por ejemplo, si no se indica lo contrario, consideraremos a N, Z y Q con
la topologia que heredan desde R (que es tanto la topologia métrica como la
topologia de orden). Claramente Z (y por lo tanto N) es un espacio discreto, ya
que, si n € Z, tenemos que n — 1,n + 1[NZ = {n}, luego todos los enteros son
puntos aislados de Z.

Espacios de Hausdorff Cuando Hausdorff introdujo el concepto de “espacio
topologico” en términos de entornos, exigié una propiedad completamente na-
tural, pero que en la definicion general moderna se ha eliminado porque existen
algunas topologias de interés que no la satisfacen. Vamos a introducir, de hecho,
tres propiedades relacionadas:

Definicién 1.15 Se dice que un espacio topoldgico X cumple la propiedad:

Ty si cuando x, y son dos puntos distintos en X, existe un abierto que contiene
s6lo a uno de ellos.

Ty si cuando z, y son dos puntos distintos en X, existe un abierto U tal que
zeU,y¢U.

T> si cuando u, v € X son dos puntos distintos, existen abiertos disjuntos U,
Ven X talesqueu e U,veV.

La propiedad T5 se llama también propiedad de Hausdorffy los espacios que la
cumplen se llaman espacios de Hausdorff.

En otras palabras, un espacio es de Hausdorff si y sélo si puntos distintos
tienen entornos disjuntos. Es inmediato que los espacios métricos y los espacios
ordenados son espacios de Hausdorff.

En efecto, si M es un espacio métrico y u, v € M son dos puntos distintos,
basta considerar las bolas B /3(u) y Be2(v), donde € = d(u,v) > 0.

Si X es un espacio ordenado, y u < v son dos puntos de X, o bien existe
u < w < v, en cuyo caso los abiertos |—oo, w[ y Jw, +00[ son entornos disjuntos
de los puntos dados, o bien no existe tal w, en cuyo caso sirven |—oo,v[ y
Ju, +-00l.

Respecto a las otras dos propiedades, es inmediato que todo espacio Ts es Tj
y que todo espacio T; es Tj.
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Observemos que un espacio X incumple la propiedad Ty si y solo si contiene
dos puntos distintos x e y contenidos exactamente en los mismos entornos. Se
dice entonces que son puntos topoldgicamente indistinguibles, pues cualquier
propiedad topologica que cumpla uno la cumplira también el otro.

Por ejemplo, en un espacio trivial, todos los puntos son topolégicamente
indistinguibles, por lo que si tiene méas de un punto no cumple la propiedad Tj.

Un ejemplo menos dréstico es el caso de un espacio pseudométrico M que no
sea metrizable. Si z, y son dos puntos distintos tales que d(z,y) = 0, entonces
son topolégicamente indistinguibles, pues uno esta en todas las bolas de centro
el otro, por lo que ambos tienen los mismos entornos. Por lo tanto, los espacios
pseudomeétricos que no son metrizables son ejemplos de espacios que no cumplen
la propiedad Tj.

Por ejemplo, con la pseudométrica en R? dada por d(z,y) = |z1 — y1| sucede
que todos los puntos de una misma recta vertical son topoldgicamente indistin-
guibles. Cada recta vertical forma un todo topolégicamente inseparable.

La propiedad Tj se entenderda mejor un poco mas abajo, cuando introduz-
camos el concepto de “cerrado”, pues veremos que equivale a que los puntos del
espacio sean cerrados.

De todos modos, un ejemplo muy sencillo de espacio Ty que no es 77 es el
espacio de Sierpinski S = {0,1} con la topologia T = {@,{1},{0,1}}. Vemos
que los dos puntos son topologicamente distinguibles, pero no existe ningtn
abierto que contenga a 0 y no a 1, por lo que falla la propiedad T}.

Teorema 1.16 Todo subespacio de un espacio T; es T; (para i =0,1,2).

DEMOSTRACION: Si X es un espacio de Hausdorff, Y C X y u, v € Y son
dos puntos distintos, entonces existen abiertos disjuntos U, V en X tales que
ueU,veV, conloque UNY y VNY son abiertos disjuntos en Y que cumplen
lo requerido. La prueba para las otras dos propiedades es similar. L]

Teorema 1.17 Si {X;};cr es una familia de espacios topoldgicos de manera

que? X = [[ X; # @, entonces X es un espacio Ty (parai=0,1,2) siy sélo si
icl
lo es cada X;.

DEMOSTRACION: Veamos el caso de la propiedad de Hausdorff. Los otros
dos casos son similares.

Si X es un espacio de Hausdorff y u;, v; € X; son dos puntos distintos,
tomamos dos puntos u, v € X cuya coordenada j-esima sea precisamente u;
v vj, respectivamente.? Por hipétesis existen abiertos disjuntos U y V en X

2 Admitiendo el axioma de eleccion, esto equivale a que todos los X; sean no vacios, pero en
muchas ocasiones es posible encontrar explicitamente elementos en un producto sin necesidad
de usar el axioma de eleccién.

3Basta tomar a € X y llamar u y v al punto a con su coordenada j-ésima modificada.
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tales que u € U, v € V. Reduciéndolos, podemos suponer que son abiertos

basicos, U = [[U;, V = [[ Vi, y es facil ver que los abiertos U; y V; son
i€l i€l

disjuntos y u; € U;, v; € V.

Reciprocamente, si cada factor es un espacio de Hausdorff y u, v € X son
dos puntos distintos, entonces existe un indice j € I tal que u; # v;, con lo que
existen abiertos disjuntos U y V' en X; tales que u; € U, v; € V. Entonces
p}l[U] y p}l[V] son abiertos disjuntos en X tales que u € p}l[U] yvueE p}l[V].

Ya hemos observado que todos los espacios métricos y todos los espacios
ordenados son de Hausdorff. En la seccion 2.1 estudiamos la situacion para los
espacios uniformes. 47

1.2 Algunos conceptos topologicos

Ya hemos visto cémo en un espacio topolégico podemos definir algunos con-
YR N3 RIS

ceptos relacionados, como “entorno”, “base”, “subbase”, “punto aislado”, etc. Va-
mos a introducir algunos més.

Conjuntos cerrados Si X es un espacio topologico, un conjunto A C X es
cerrado si X \ A es abierto. Es inmediato comprobar que los conjuntos cerrados
cumplen propiedades “duales” de las que cumplen los abiertos por definicién de
topologia:

1. @, X son cerrados.

2. Si{A;}icr es una familia de cerrados en X, entonces (| A; es cerrado.
el

3. Si A, B son subconjuntos cerrados de X, entonces AU B es cerrado.

Para discutir la interpretacion intuitiva de este concepto conviene introducir
antes algunos mas. De momento observemos que si Y C X, entonces los cerrados
de Y (para la topologia relativa) son los conjuntos de la forma Y N C, donde C
es cerrado en X.

En efecto, en principio son los conjuntos de la forma Y \ (ANY), donde A
es abierto en X, pero obviamente Y\ (ANY) =Y N (X \ A4). "

Ahora podemos dar la caracterizacion de los espacios 77 que habiamos an-
ticipado:

Teorema 1.18 Un espacio topologico cumple la propiedad Ty si y sélo si sus
puntos son cerrados.

DEMOSTRACION: Sea X un espacio topologico. Cuando decimos que un
punto x € X es cerrado hay que entender que nos referimos al conjunto {z}. En
efecto, si X es Ty y ¢ € X, se cumple que X \ {z} es abierto, puessi y € X \ {z}
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la propiedad T3 implica que existe un abierto U tal quey € U y « ¢ U, es decir,
tal que y € U C X \ {2}, lo que significa que X \ {z} es entorno de todos sus
puntos, luego es abierto.

Reciprocamente, si todos los puntos de X son cerrados y z, y € X son dos
puntos distintos, entonces U = X \ {y} es un abierto tal que z € U, y ¢ U,
como requiere la propiedad T7. L]

Notemos que en un espacio T} todos los subconjuntos finitos son cerrados,
por lo que un espacio finito es 77 si y sélo si es discreto (pues todos sus subcon-
juntos son cerrados, luego todos son abiertos).

Ya hemos visto el espacio de Sierpiniski como ejemplo de espacio Ty que
no es T7. Se trata de un caso particular de espacio con la topologia del punto
particular (ejemplo A.1). Un ejemplo de espacio T7 que no es Ts lo proporciona
la topologia cofinita (ejemplo A.3).

Hay una caracterizaciéon ttil de los espacios de Hausdorff en términos de
cerrados:

Teorema 1.19 Un espacio topoldgico X es de Hausdorff si y sélo si la diagonal
A={(z,z)|x € X} es cerrada en X x X.

DEMOSTRACION: Si X es de Hausdorff y (z,y) € (X x X) \ A, entonces
x # y, luego x e y pueden ser separados por abiertos disjuntos U y V. Entonces
(z,y) e UxV C (X x X)\ A, luego el complemento de la diagonal es entorno
de todos sus puntos, es decir, es abierto, y la diagonal es cerrada.

Reciprocamente, si la diagonal es cerrada, dados dos puntos distintos x,
y € X, entonces (z,y) € (X x X)\ A, que es un abierto, luego existe un abierto
basico (x,y) e UxV C (X x X)\ A, donde U y V son abiertos, necesariamente
disjuntos, con lo que separan a x e y. L]

En el capitulo 12 probamos un par de resultados adicionales sobre cerrados
en espacios ordenados. 448

Interior y clausura Si X es un espacio topologico y A C X, se define el
interior de A como la unién de todos los abiertos contenidos en A. Lo repre-
sentaremos por

A =int(A) = {U | U C A, Uabierto}.

La clausura de A es la interseccion de todos los cerrados que contienen a A. La
representaremos por

A=cl(A)=N{C | AcCC cCX,C cerrado}.

Los puntos de A se llaman puntos interiores de A, mientras que los puntos
de A se llaman puntos adherentes de A.

Como la unién de abiertos es abierta y la interseccion de cerrados es cerrada,
resulta que el interior A es abierto y la clausura A es cerrada. Ademés tenemos
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que AcAc4 y, méas aun, Aes el mayor abierto contenido en A (en el sentido
de que contiene a cualquier otro) y A es el menor cerrado que contiene a A (en
el sentido de que esta contenido en cualquier otro).

Mas explicitamente, esto significa que si U C A es un abierto, entonces
U C A, ysi ACC esun cerrado, entonces A C C. A su vez, esto implica que
si AC BC X, entonces AC By AC B.

En efecto, tenemos que AcAcCB y, como el interior de A es abierto, esto
implica que A C B. El argumento para las clausuras es anélogo.

También es inmediato que A es abierto si y s6lo si A = fi, y que A es cerrado

siy sélosi A=A.
. . . [ J— J— f_;\ o o
Ejercicio: Probar que AUB = AU B, asi como que ANB=ANDKB.
Una relacién fundamental entre interior y clausura es la siguiente:

Teorema 1.20 Si A es un subconjunto de un espacio topoldgico X, entonces

— . —_—— _
X\A=X\A,  X\A=X\4

DEMOSTRACION: En efecto, como A C A, también X\ACX\ A Y, COmMo
el segundo conjunto es cerrado, de hecho X \ A C X \ A. Por otra parte, como
X\AC X\ A, también X \ X \ A C Ay, como el primer conjunto es abierto,
X\X\AC A, luego X \ AcX \ A, y tenemos la igualdad. La segunda
relacion se prueba andlogamente. m

La interpretacion del interior y de la clausura se desprende de los hechos
siguientes:

ez cAsi y solo si A es un entorno de x.
e 2 € A siy sdlo si todo entorno U de x cumple UN A # @.

La primera afirmaciéon es inmediata. En cuanto a la segunda, si 2 € A
y U es un entorno de z, entonces existe un abierto x € G C U. Si fuera
ANG = @, entonces A C X \ G, luego A C X \ G, luego x ¢ G, contradiccion.
Reciprocamente, si todo entorno de z corta a A, no puede ser que z € X \ 4,
pues este abierto seria un entorno de x disjunto de A.

Asi pues, los puntos interiores de A son simplemente los puntos cuyo alre-
dedor esté contenido en A, mientras que un punto esté en la clausura de A si x
“estéa pegado” a A, en el sentido de que A contiene puntos de alrededor de x
(sea cual sea el entorno de x con el que determinamos lo que entendemos por
“puntos de alrededor”).

Ejemplo Consideremos A = [0,1] como subconjunto de R con la topologia
usual. Entonces A =]0,1[ y A = [0, 1], pues en el interior hay que excluir al 0,
va que A no contiene a todos los puntos de su alrededor, y en la clausura hay
que anadir al 1, ya que, aunque no esta en A, “esta pegado” a A, en el sentido
de que cualquier entorno de 1 tiene que contener puntos de A. m
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Esta interpretacion de la clausura es mas evidente en el caso de los espacios
métricos a través del concepto de distancia a un conjunto (véase el teorema 9.10,
con la definicién previa). 293

Ejercicio: Probar que si A C B C X, entonces las clausuras de A en B y en X
verifican la relacion A~ = A" N B. Mostrar un ejemplo en el que AXnB G APB.

En espacios producto tenemos el teorema siguiente:

Teorema 1.21 Sea {X;}icr una familia de espacios topoldgicos y sea {Y;}icr
una familia tal que cada Y; C X;. Entonces

Y, =]1Y.

il il
En particular, el producto de cerrados es cerrado.
DEMOSTRACION: Si llamamos X al espacio producto, se cumple que
X\pi 'Yl = p X\ Y]

de donde p; '[Y;] es cerrado, y [[ Y = () p; *[Y] es cerrado por ser interseccion
iel i€l

de cerrados. Esto implica que [[Y; C [[ YVi.
el i€l

Reciprocamente, si y € [] Y;, vamos a probar que esta en la clausura del
iel
producto viendo que todo entorno de y corta al producto. Podemos tomar como
entorno un abierto basico U = [] A;, donde cada A; es abierto en X; y existe
i€l
un conjunto Iy C I finito tal que si 7 € [ \ I entonces A; = X;. Para cada
i € Ip tenemos que y; € A; NY;, luego existe y, € A; NY;. Definimos

,_ [y siiel,
Yi = Yi SiiEI\IQ,

Asiy e UN ] Y: # @, luego y es un punto adherente del producto y tenemos
iel
la igualdad requerida. ]
Notemos que en un producto finito se cumple que el producto de interiores es
el interior del producto, y en particular que el producto de abiertos es abierto,
pero esto ya no es cierto en un producto infinito, donde es facil ver que el
producto de infinitos abiertos Y; & X; tiene interior vacio.

Un subconjunto D de un espacio topolégico X es denso en X si D = X.
Equivalentemente, si D corta a todo abierto no vacio de X.

Por ejemplo, se cumple que Q y R\ Q son densos en R. Esto se debe a que
todo abierto no vacio contiene un intervalo abierto no vacio, y todo intervalo
abierto no vacio contiene tanto niimeros racionales como irracionales.

Maés en general, es claro que en un espacio métrico M un subconjunto D es
denso si todo punto de M tiene puntos de D a una distancia arbitrariamente
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pequefia. Sin embargo, en un espacio que no cumpla la propiedad 77, como es
el caso de la topologia del punto particular (ejemplo A.1) puede suceder que un
punto sea denso en todo el espacio.

He aqui una propiedad elemental que a menudo resulta tutil:

Teorema 1.22 51 X es un espacio topoldgico, D C X es un subconjunto denso
y U C X es un abierto, entonces U =U N D.

DEMOSTRACION: Si z € U y W es un abierto tal que x € W, entonces
W NU es un abierto no vacio, luego WNUND # @&, luego x € UND. La
inclusion opuesta es obvia. [

En el contexto de los espacios ordenados el concepto de “conjunto denso”
tiene una doble interpretacién sobre la que el lector debe estar prevenido. Lo
discutimos en el apartado sobre clausuras y conjuntos densos del capitulo 12.

449

Espacios regulares Introducimos ahora una propiedad mas restrictiva que
la propiedad de Hausdorff que, no obstante, cumplen casi todos los espacios
topologicos de interés:

Definicion 1.23 Se dice que espacio topologico X es reqular o que cumple la
propiedad T3 si es 71 y cuando C' C X es cerrado y p € X \ C, existen abiertos
disjuntos U y V talesque pe U, C C V.

Al haber exigido que los puntos sean cerrados, es inmediato que todo espacio
regular es de Hausdorff. Sin embargo, el ejemplo A.7 corresponde a un espacio
de Hausdorff no regular. Veamos dos caracterizaciones de interés:

Teorema 1.24 Un espacio X que cumpla el axioma T es reqular st y solo si
para todo x € X y todo entorno V de x existe otro entorno U de x tal que
x €U CUC V. De hecho, basta con que esto se cumpla para todo entorno V.
perteneciente a una subbase prefijada.

DEMOSTRACION: Si X es regular, basta aplicar la regularidad al punto z y
al cerrado X \ V, pues asi obtenemos abiertos disjuntos z € U y X \ vV c U,
conloque UC X \U* luego U C X\U*CV CV.

Si no restringimos V' a una subbase, la implicaciéon opuesta es igual de ele-
mental. Con esta restriccion, dados un punto z € X y un cerrado C' tal que
x € X\ C, tenemos que X \ C' es un entorno de z, luego existen abiertos subasi-

n
cos Vi,...,V, talesque x € (| V; C X\ C. Por hipotesis, existen abiertos tales

i=1
—_ n no__
que x € U; C U; C V;. Tomamos U = ﬂUZ-7 V =X\ ﬂUZ-, que son dos
i=1 =1
abiertos disjuntos, xGUyCCX\ﬂVCX\ﬂU =V. "

=1 =1

En particular:
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Teorema 1.25 Un espacio topoldgico es reqular si y sélo si es Ty y todo punto
tiene una base de entornos cerrados.

DEMOSTRACION: Si X es un espacio Tj, C C X es un cerrado, z € X \ C

y « tiene una base de entornos cerrados, entonces existe un entorno cerrado C”

de z tal que x € C' C X\ C, luego U = C'yV=X \ C’ son abiertos disjuntos

tales que x € U, C' C V. La implicaciéon opuesta se sigue del teorema anterior.
| |

La regularidad se conserva por las operaciones topologicas béasicas:
Teorema 1.26 Todo subespacio de un espacio topoldgico reqular es regular.

DEMOSTRACION: Sea X un espacio regular e Y C X, ciertamente Y es T}
y, si C C Y es cerrado y ¢ € Y \ C, entonces existe un cerrado F C X tal
que C =Y N F, luego existen abiertos U y V en X que separan a x y F, pero
entonces U NY, VNY son abiertos en Y que separan a 'y C. L]

Teorema 1.27 Un producto no vacio de espacios requlares es reqular si y sélo
si lo es cada factor.

DEMOSTRACION: Como en la prueba del teorema 3.24, si X = [[ X; es
il
un producto no vacio de espacios topoldgicos y es regular, entonces gontiene
subespacios homeomorfos a cada factor, luego todos ellos son regulares.
Reciprocamente, si cada factor es regular, hemos visto que el producto es 7.
Vamos a aplicar el teorema 1.24 considerando los abiertos subbasicos de la forma
fl[V], donde V es abierto en X;. Entonces, si z € pi_l[V], tenemos que

x; € V, luego existe un abierto U en X; tal que x; € U C U C V;, y entonces
€ p; (U] Cpi U] oy U] 7 V], .

Ejercicio: Probar que todo espacio ordenado es regular.

En la seccién 2.1 probamos algunos resultados sobre abiertos, cerrados, inte-
riores y clausuras en espacios uniformes, y entre otras cosas probamos que todo
espacio uniforme Ty (en particular todo espacio métrico) es regular. 48

Puntos frontera Si X es un espacio topologico y A C X, se define la frontera
de A como el conjunto

9A=ANX\ A

La interpretacion es clara: los puntos de la frontera de A son los que tienen
alrededor tanto puntos de A como puntos de X \ A, es decir, los que estan en
“el borde” (o en la frontera) de A. Por el teorema 1.20:

DA=AN(X \A) =4\ A4,

de modo que los puntos de la frontera de A son los puntos que marcan la
diferencia entre el interior y la clausura de un conjunto.
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Es claro entonces que un conjunto es abierto si y s6lo si no contiene puntos
de su frontera, mientras que es cerrado si y solo si contiene a todos los puntos de
su frontera. En otras palabras, los abiertos son los conjuntos que no contienen
a “su borde” y los cerrados los que si que lo contienen.

Notemos que 0Q = R, porque todo niimero real tiene cerca tanto niimeros
racionales como irracionales. Sin embargo, la frontera de un abierto no puede
ser muy grande:

Teorema 1.28 Si A es un abierto en un espacio topoldgico X, entonces A es
un cerrado de interior vacio.

DEMOSTRACION: Usamos dos veces el teorema 1.20:

o o
o

o —T . ° o Y o A e _
OA=ANX\A=ANX\A=ANX\A=ANnX\A=ANn(X\4) =w2.

Puntos de acumulacién La inclusion A C A se puede interpretar como que
todo punto x € A tiene trivialmente algiin punto de su alrededor en A, a saber, el
propio x, pero a veces es relevante que un punto tenga puntos de alrededor en A
sin contarlo a él mismo. Esto nos lleva al concepto de punto de acumulacion:

Si A es un subconjunto de un espacio topologico X, un punto x € X es un
punto de acumulacion de A si todo entorno U de = cumple U N (A \ {z}) # @.
El conjunto de todos los puntos de acumulacion de A se llama conjunto derivado
de A, y se representa por A’.

Equivalentemente, z € A’ si y solo si z € A\ {z}. Por otra parte, es facil
verque A=AUA.

Siz e A\ A’, entonces x tiene un entorno U tal que UN(A\{z}) = &, luego
UnN A = {z}, lo cual significa que {z} es abierto en A respecto de la topologia
relativa. En otras palabras, A\ A’ es el conjunto de los puntos aislados de A.

Por consiguiente, A\ A’ es abierto en A (porque es uniéon de puntos abiertos),
luego A’ N A es cerrado en A. Notemos que A’ N A es simplemente el conjunto
de los puntos de acumulacion de A respecto de la topologia de A. En particular,
si X es un espacio topolégico, tenemos que X’ es cerrado en X.

En un espacio que no sea de Hausdorff hay una sutileza en lo tocante a los
puntos de acumulacion:

Si A es un subconjunto de un espacio topologico X, un punto x € X es un
punto de w-acumulacion si todo entorno U de x cumple que U N A es infinito.

Evidentemente, todo punto de w-acumulacién es un punto de acumulacion,
pero el reciproco s6lo es valido en espacios Ti:

Teorema 1.29 Si X es un espacio topoldgico Ty y A C X, entonces un punto
x € X es un punto de acumulacion de A si y sdlo si es un punto de w-
acumulacion.
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DEMOSTRACION: Supongamos que x es un punto de acumulacion de A y
sea U un entorno de z. Entonces x € U N A. Si la interseccion fuera finita,
digamos U N A = {xg,21,...,2,}, con & = xg, como los puntos son cerrados,
tenemos que F = {x1,...,2,} es cerrado en X, luego V =U \ F es un entorno
(abierto) de z tal que VN A = {z}, lo que contradice que x sea un punto de
acumulacion de A. La implicacién contraria se cumple siempre. L]

Por ejemplo, el teorema siguiente requiere la hipotesis que garantiza que los
puntos de acumulaciéon coinciden con los puntos de w-acumulacion:

Teorema 1.30 Si X es un espacio topoldgico cuyos puntos son cerrados (en
particular, si es un espacio de Hausdorff) y A C X, entonces A” C A’.

DEMOSTRACION: Six € A” y U es un entorno abierto de x, entonces existe
yeUNA"y, como U es un entorno de y, por el teorema anterior tenemos que
UNA es infinito, luego existe un z € UNA tal que z # x, luego z € UN(A\{z}),
y esto prueba que z € A’. "

El ejemplo A.2 muestra un espacio topologico en el que hay puntos de acu-
mulaciéon que no son puntos de w-acumulacién y en el que no se cumple la
conclusiéon del teorema anterior.

Convergencia de sucesiones Una sucesion en un conjunto X es simple-
mente una aplicacién? x : N — X, aunque habitualmente la representaremos
con la notacion {z, fnen 0 {,}22,.

Una subsucesion de una sucesion dada es una sucesion de la forma {z,, } 32,
donde {ny}32, es una sucesion de nimeros naturales estrictamente creciente,
es decir, tal que ng < ng41 para todo k. Notemos que esto implica que k < ny.

La nocién de convergencia de sucesiones esta en las raices del célculo infini-
tesimal. Su formulacion topoldgica es la siguiente:

Diremos que una sucesion {z,}52, en un espacio topologico X converge a
un limete | € X si para todo entorno U de [ existe un ntimero natural ng tal que
si n > ng entonces x,, € U.

Diremos que x € X es un punto adherente a {x,, }2, si para todo entorno U
de x y todo ntumero natural ng existe un n > ng tal que x,, € U.

En general, cuando los términos de una sucesién cumplen una propiedad a
partir de uno de ellos en adelante, se dice que la cumplen finalmente, mientras
que si una sucesiéon tiene términos x, para n arbitrariamente grande que cum-
plen una determinada propiedad, diremos que la sucesiéon cumple la propiedad
eventualmente.

4En la préctica consideraremos también sucesiones de la forma {z,}%2,, es decir, suce-
siones que so6lo estan definidas a partir de un nimero natural k. Estas sucesiones siempre se
pueden convertir en sucesiones con dominio N sin mas que definir y, = ,, k.
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Asi, en estos términos podemos decir que una sucesién converge a un punto
si esté finalmente contenida en cada entorno del punto, y que tiene a un punto
por punto adherente si esta eventualmente contenida en cada entorno del punto.

Es claro que para que una sucesion {x,}>2 , converja a un limite [ basta
con que cumpla la definicién de convergencia para todo entorno de una base
prefijada de entornos de .

Por ejemplo, si en un espacio métrico consideramos los entornos bésicos
determinados por las bolas Bc(l), la convergencia a [ equivale a que, para
todo € > 0, todos los términos a partir de uno dado cumplen d(z,,l) < e,
es decir, que la sucesién se aproxima cada vez més al limite [.

Si una sucesion converge en un espacio de Hausdorff X, su limite es tinico,
pues si convergiera a dos limites, éstos tendrian entornos disjuntos y la sucesiéon
tendria que estar finalmente en dos conjuntos disjuntos, lo cual es imposible.

La hipotesis de Hausdorff es esencial, pues, por ejemplo, en un espacio trivial
toda sucesion converge a la vez a todos los puntos del espacio. Incluso en
un espacio 77, como es cualquier conjunto infinito con la topologia cofinita
(ejemplo A.3) hay sucesiones que convergen a todos los puntos del espacio.

En espacios de Hausdorff representaremos por lim x,, al limite de una suce-
., n
sion convergente.

También es claro que si una sucesién converge a un limite /, lo mismo sucede
con todas sus subsucesiones, asi como que si tenemos espacios Y C X, la con-
vergencia de una sucesion {z,,}22 , contenida en Y a un limite y € Y se cumple
respecto de la topologia de X si y s6lo si se cumple respecto de la topologia
de Y. (Aunque, naturalmente, una sucesion en Y puede converger en X a un
limite que no esté en Y).

El teorema siguiente nos proporciona una primera muestra de por qué los
productos de Tychonoff son preferibles a los productos de cajas, ya que la con-
clusion no es cierta para éstos (ejemplo A.23):

Teorema 1.31 Sea X = [[ X; un producto de espacios topoldgicos. Una su-
iel

cesion {xp 152, en X converge a un punto © € X si y sélo si cada una de las

sucesiones {xn; 152, converge a ;.

DEMOSTRACION: Si converge la sucesiéon en el producto, fijado i € I y un
entorno U de x;, tenemos que p[l [U] es un entorno de x, luego existe un ntimero
natural m tal que para n > m se cumple x, € p;l[U], luego z,; € U, luego
{xni}22, converge a x;.

Reciprocamente, si todas las sucesiones de coordenadas convergen, dado un
entorno U de z, podemos suponer que es un abierto basico U = [] 4;, donde

i€l
cada A; es abierto en X; y existe Iy C I finito tal que si i € I\ Iy entonces
A; = X;. Para cada i € I, tenemos que A; es un entorno de x;, luego existe
un m; tal que si n > m;, entonces x,; € A;. Tomamos m = max{m; | i € Iy},
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con lo que si n > m, se cumple z,; € A; para todo i € Iy, y trivialmente si
1€ I\ Iy, luego z,, € U, y esto prueba que la sucesion converge a x. L]

Ejemplos He aqui algunos ejemplos elementales de convergencia de sucesiones
de ntimeros reales:

1
1. Se cumple que lim — = 0.
non

Un entorno bésico de 0 es de la forma ]—e, €[, con € > 0. Por la propie-
dad arquimediana, existe un ntimero natural ng > 1/¢, luego, para todo
namero natural n > ng, tenemos que 0 < 1/n < €, luego la sucesion esta
finalmente en todo entorno de 0.
2. Si 0 < a <1 esun namero real, entonces liTan a™ = 0.

Tenemos que 1/a > 1, luego 1/a = 1+ 7, con n > 0. Una simple in-
duccion demuestra la relacion 1/a™ > 1 4 nn (alternativamente, el lector
puede demostrar la formula del binomio de Newton, de la cual se deduce
inmediatamente este hecho). Con el mismo planteamiento del caso an-
terior, dado 0 < € < 1, la propiedad arquimediana hace que exista un
nimero natural ng > 7~(1/e — 1), de modo que si n > ng se cumple que
1/a™ > 1+ nn > 1/e, luego 0 < a™ < € y tenemos la convergencia.

3. Sia > 1 es un namero real, entonces lim a,, = +oo.
n

Aqui consideramos la sucesiéon en la recta ampliada R = R U {#oc}, de
modo que los entornos basicos de +oo son los intervalos ]z, +00], donde
podemos suponer z > 0. Asi, como 0 < 1/a < 1, el apartado anterior
prueba que la sucesion 1/a™ estd finalmente en ]0,1/x[, luego a™ esta
finalmente en |z, +00].

Todos los conceptos que hemos introducido aqui tienen una caracterizacién
en términos de convergencia de sucesiones valida para una clase de espacios algo
mas general que la de los espacios métricos, pero que es bastante restrictiva en el
contexto de la topologia conjuntista. Mas adelante la estudiaremos con detalle,
pero la anticipamos aqui:

Definicién 1.32 Diremos que un espacio topologico satisface el primer axioma
de numerabilidad (1AN) si todo punto tiene una base de entornos numerable.

De momento nos bastara observar que todo espacio métrico es 1AN, pues las
bolas By, (z), donde n > 1 es un ntimero natural, forman una base de entornos
de cada punto z. Por otra parte, el ejemplo A.17 muestra que un espacio puede
ser numerable y no cumplir el primer axioma de numerabilidad.

Observemos que si {Up}nen es una base (numerable) de entornos de un

punto x de un espacio topologico X y llamamos V;, = (| Uy, entonces {V, }nen
k<n
es también una base de entornos con la propiedad adicional de que es decreciente,

es decir, que si m < n, entonces U, C U,,. Por lo tanto, cuando tomemos
una base numerable de entornos de un punto, siempre podemos pedir que sea
decreciente.
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Teorema 1.33 Sea X un espacio topoldgico y sea x € X un punto con una
base numerable de entornos. Entonces x es un punto adherente de una sucesion
{xn}22, siy sdlo si ésta tiene una subsucesion que converge a x.

DEMOSTRACION: Si {z,,}5%, tiene una subsucesion convergente a x es facil
ver que x es un punto adherente, sin necesidad de la hipotesis de numerabili-
dad.Si z es un punto adherente, sea {V,,}22 , una base decreciente de entornos
de x. Para cada natural n existe otro n; de manera que a,, € V,. Si construi-
mos inductivamente la sucesién n; podemos exigir que sea creciente. De esta
forma tenemos una subsucesién convergente a x. m

Teorema 1.34 Sea X un espacio topolégico, sea A C X y sea x € X un punto
con una base numerable de entornos. Entonces:

1. = es un punto adherente de A si y sélo si existe una sucesion {x,}5>,
convergente a x contenida en A.

2. x es un punto interior de A si y sélo si toda sucesion {x, }2, que converja
a x estd finalmente en A.

3. = es un punto de acumulacion de A siy sdlo si existe una sucesion {x, 5
convergente a x contenida en A\ {z}.

DEMOSTRACION: 1) Sea {Up,}52 una base decreciente de entornos abiertos
dez. Siz € A, entonces U,NA # @, luego podemos elegir un punto x, € U,NA.
Es inmediato que la sucesion {x,}52 , esta contenida en A y converge a x.

El reciproco es trivial: si existe la sucesiéon y U es un entorno de x, entonces
existe un n tal que x,, € U N A # &, luego z es adherente a A.

2) Si x no es un punto interior de A, entonces x € X\ A = X \ A, luego por 1)
existe una sucesion en X \ A que converge a x. El reciproco es consecuencia
inmediata de la definicién de convergencia.

La prueba de 3) es anéloga a la de 1). L]

Nota Cada apartado del teorema anterior podria haberse dividido en dos par-
tes, de las cuales solo una requiere la hipotesis de numerabilidad (la parte que
requiere probar la existencia de la sucesion). Por ejemplo, si existe una su-
cesion convergente a x contenida en A, es cierto que x € A, sin hipotesis de
numerabilidad. n

Como consecuencia vemos que, si un espacio topologico X cumple 1AN, un
conjunto A C X es cerrado cuando es imposible que el limite de una sucesiéon
contenida en A esté fuera de A, y A es denso en X si todo punto de X es el
limite de una sucesion contenida en A.

Antes de pasar al estudio del concepto de aplicaciéon continua, al que de-
dicamos la seccion siguiente, es conveniente que el lector se familiarice con los
espacios normados en la seccién 9.3. 309
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1.3 Aplicaciones continuas

Aunque hasta ahora hemos relacionado la topologia con la formalizacion del
concepto de “puntos de alrededor”, en realidad, el concepto de espacio topoldgico
esta disenado para dar un sentido preciso (en el contexto mas general posible)
de lo que se entiende por “aplicacién continua”. La idea es que una aplicaciéon
f: X — Y entre dos espacios topologicos es continua si cuando z varia “de
forma continua” en X, entonces f(z) varia “de forma continua” en Y, es decir,
sin saltos bruscos. En la definiciéon abstracta dificilmente se reconoce esta idea:

Definiciéon 1.35 Una aplicacion f: X — Y entre dos espacios topologicos es
continua si cuando U es abierto en Y, entonces f~1[U] es abierto en X. Se dice
que f es un homeomorfismo si es biyectiva, continua y f~! también es continua.

Asi, un homeomorfismo es una biyeccion con la propiedad de que U es abierto
en Y siy solosi f71[U] es abierto en X, por lo que es evidente que dos espacios
topologicos homeomorfos (es decir, tales que existe un homeomorfismo entre
ellos) son indistinguibles topolégicamente, en el sentido de que cumplen las
mismas propiedades que dependan exclusivamente de su topologia.

Pasemos a analizar la definicién de continuidad. Una primera consecuencia
obvia de la definicion es que para que una funciéon f sea continua basta con que
f7U] sea abierto cuando U recorre una base o una subbase de Y prefijada.

También conviene observar que la continuidad equivale a que para todo
cerrado C' C Y se cumple que f~1[C] es cerrado en X.

En efecto, si f es continua y C C Y es cerrado, f71[Y \C] = X\ f71[C] es
abierto, luego f~1[C] es cerrado. El reciproco es anilogo.

Para comprender la idea subyacente a la nocién de continuidad conviene
expresarla de otro modo:

Diremos que una funciéon f : X — Y entre dos espacios topologicos es
continua en un punto x € X si cuando V es un entorno de f(z), entonces f~1[V]
es un entorno de z. Obviamente, basta con que esto se cumpla cuando V recorre
una base de entornos de f(x).

Teorema 1.36 Una aplicacion f : X — Y entre dos espacios topoldgicos es
continua st y solo si lo es en cada punto de X.

DEMOSTRACION: Supongamos que f es continua, sea x € X y sea V un
entorno de f(x). Entonces existe un abierto A en Y tal que f(z) € A C V,
luego = € f1A] C f1[V]y f~1[A] es abierto por definicién de continuidad.
Asi pues, f~1[V] es un entorno de z.

Reciprocamente, si f es continua en todos los puntos de x y V' es un abierto
en Y, tenemos que f~![V] es abierto en X, pues si € f~1[V], entonces V es
un entorno de f(z), luego f~1[V] es un entorno de . n
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Asi, si f no es continua en un punto x, esto significa /

que, fijado un entorno V' de f(x), siempre podemos en-

contrar puntos en cualquier entorno de z cuya imagen |

tinuidad en x, en el sentido de que hay puntos arbitra-
riamente cercanos a x (en la figura los que estdn a su —]
derecha) cuya imagen no esta cerca de f(x). La funcion
f separa de z algunos de los puntos de su alrededor.

esta fuera de V. Esto expresa que f tiene una discon- f (55)77
-—7 ="
1

Veamos algunas propiedades elementales de la continuidad:

1.

Sif: X —Y,g9:Y — Z son aplicaciones entre espacios topoldgicos, f
es continua en x € X y g es continua en f(x), entonces f o g es continua
en x. En particular, la composicion de aplicaciones continuas es continua.

En efecto, si U es un entorno de g(f(x)), entonces g~*[U] es un entorno
de f(z)y f~ g U]] es un entorno de z.

Toda funcion constante f: X — Y es continua.

Basta observar que si A es abierto en Y, entonces f~1[A] es @ o X, luego
es abierto.

Si X CY son espacios topoldgicos, la inclusion i : X — Y es continua.

En efecto, si U C Y es abierto, entonces i 1 [{U] = U N X es abierto en X
por definicién de topologia relativa.

Ahora probamos que la continuidad no depende del espacio final de la
aplicacion:

SiY C Z, una aplicacion f : X — Y es continua en un punto x € X si
y sélo si lo es como aplicacion f: X — Z.

Sif:X —Y escontinua en x y llamamos ¢ : Y — Z, entonces f o1 es
continua en x, pero f o7 es simplemente f : X — Z. Reciprocamente, si
ésta es continua en x y U es un entorno de f(z) en Y, sera de la forma
U =V NY, para cierto entorno V de f(z) en Z, y entonces f~1[U] =
f~Y[V] es un entorno de .

Sixe X CY yf:Y — Z es continua en x, entonces flx : X — Z
es continua en x.

En efecto, si U es un entorno de f(x), se cumple que f~1[U] C Y es un
entorno de z, luego (f|x) ' [U] = f~}[U] N X es un entorno de x en X.

La propiedad siguiente expresa que la continuidad es una propiedad local,
es decir, que el hecho de que una funcién sea o no continua en un punto
s6lo depende de su restricciéon a un entorno del punto:

SixeU CY, donde U es abiertoy f: Y — Z, entonces [ es continua
en x siy solo silo es flu.
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Si V es un entorno de f(z), entonces f~![V] es un entorno de = en Y si
ysolosi f7HV]INU = (f|y)1[V] es un entorno de z en U (porque todo
abierto en U loes en V).

Si {X;}icr es una familia de espacios topoldgicos, entonces las proyeccio-
nes p; : |[[ Xi — Xi son continuas.

il
Si U es abierto en X;, entonces p; *[U] es abierto en el producto por la
propia definicion de la topologia producto. Ahora es claro que la topologia
producto es la menor topologia que hace continuas a las proyecciones.

Una aplicacion f : X — [] X; es continua si y sélo si lo son sus funcio-
i€l

nes coordenadas f; = f o p;.

Si f es continua, también lo son las f; porque son composiciones de dos

funciones continuas. Si las f; son continuas, para probar que lo es f basta

probar que la antiimagen de un abierto subbésico del producto es abierta,

pero un abierto subbésico es de la forma p; '[U], donde U es abierto en

X;, luego £~ p; H[U]] = f; ' [U] es abierto en X.

7

Si {fi}ier una familia de aplicaciones continuas f; : X; — Y; entre
espacios topologicos, entonces la aplicacion f=] fi: [[ Xi — [ Y:
dada por f(x) = {fi(x;)}icr es continua. el ael el

Basta observar que fop)l = pX o fi, luego la composicién es continua,
luego f también, por la propiedad precedente.

El criterio siguiente es ttil para probar la continuidad de una funcién
definida por partes:

n
Sif:X — Y es una funcion entre espacios topologicos y X = |J C; es
i=1
una union finita de cerrados, entonces f es continua en X siy solo si lo es
cada f|c,.

Si f es continua, hemos probado que también lo es cada f|¢,. Silas restric-
ciones son continuas y C' C Y es cerrado, entonces f\a} [C] = fYCINC;

es cerrado en Cj, luego en X y f~1[C] es union finita de cerrados, luego
es cerrado.

Veamos finalmente la caracterizaciéon de la continuidad en términos de
convergencia de sucesiones:

Sea f: X — Y una aplicacion entre espacios topoldgicos, sea {xn}5e
una sucesion en X que converja a un punto x € X. Si f es continua en x,

entonces {f(xn)}5Ly converge a f(z).

En efecto, si U es un entorno de f(z), entonces f~![U] es un entorno de
z, luego existe un ng tal que si n > ng, se cumple que x,, € f~[U], luego
f(zy) € U, lo cual prueba que {f(z,)}>2, converge a f(x).
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12. Sea f: X — Y wuna aplicacion entre espacios topoldgicos y sea x € X un

punto con una base numerable de entornos. Entonces, f es continua en x
sty solo si para toda sucesion {x,}°2 o en X que converja a  la sucesion
{f(2n)}32 converge a f(z).
El apartado anterior nos da una implicaciéon. Fijemos una base decreciente
{Un}52 de entornos de z. Si f no es continua en z, existe un entorno V'
de f(x) tal que f~[V] no es un entorno de z, luego U, ¢ f~1[V], luego
podemos tomar z,, € U, \ f~1[V].

Que la base de entornos sea decreciente implica que x,, € U, para todo
m > n, luego la sucesion {z, }52, converge a x, pero f(z,) € Y\ V, luego
{f(zn)}22, no converge a f(x).

Algunos resultados sobre continuidad requieren la hipotesis de que los espa-
cios involucrados sean de Hausdorff:

Teorema 1.37 Si f,g: X — Y son funciones continuas entre espacios topo-
logicos e Y es un espacio de Hausdorff, entonces el conjunto

{reX|f(zx)=9g(@)}

es cerrado en X. FEn particular, si f y g coinciden en un conjunto denso,
entonces f = g.

DEMOSTRACION: Llamemos A al conjunto del enunciado. La aplicacién
h: X — Y xY dada por h(z) = (f(x),g(x)) es continua, porque lo son sus
funciones coordenadas, y por 1.19 la diagonal A C Y X Y es cerrada. Basta
observar que A = h™1[A].

Si existe D C X denso tal que f|p = g|p, entonces D C A, de modo que
X=DcCA=AC X, lo que significa que f = g. ]

Teorema 1.38 Si f : X — Y es una aplicacion continua en un espacio de
Hausdorff Y entonces f es cerrada® como subconjunto de X x Y.

DEMOSTRACION: Si (z,y) € (X x YY)\ f, es decir, si y # f(x), existen
abiertos disjuntos U, V en Y tales que f(z) € U, y € V, y por continuidad
f7U] es abierto en X. Entonces f~1[U] x V es un abierto en X x Y tal que
(v,y) € AU xV C (X xY)\ f. .

Antes de seguir estudiando la continuidad, conviene comparar el concepto de
continuidad que estamos analizando con el concepto de continuidad uniforme,
definible en espacios métricos (seccion 9.1) y, més en general, en espacios uni-
formes (seccion 2.1). 294

En ocasiones son ttiles las caracterizaciones siguientes, més técnicas, de la
continuidad:

5Esto se suele expresar diciendo que la grafica de f es cerrada, aunque técnicamente la
grafica de f es la propia f.
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Teorema 1.39 Si f: X — Y es una aplicacion entre dos espacios topoldgicos,
las afirmaciones siguientes son equivalentes:

1. f es continua.

2. Para todo A C X, se cumple f[A] C f[A].

3. Para todo B CY, se cumple f~1[B] C f~1[B].
o

4. Para todo B CY, se cumple f~'[B] C f~}[B].

DEMOSTRACION: 1) = 2) Si f es continua, f~![f[A]] es cerrado y contiene

a A, luego A C f=1[f[A]], luego f[A] C f[A].
2) = 3) Aplicamos 2) a A = f~1[B], con lo que f[f~1[B]] C f[f~![B]] C B,

de donde f~1[B] C f~}[B].
3) = 4) Aplicamos 3) a Y \ B, con lo que f~1[Y \ B] C f~![V \ B]. Usando
el teorema 1.20:

FUBI =T IY\Y\B]=X\fT'Y\B]C X\ f'[Y\ B]
ST T
= X\X\ /Bl = f"[B]
—_—~
4) = 1) Si U es abierto en Y, tenemos que f~'[U] C f~ U] C f~1[U], luego
f71[U] es abierto. .
Conviene observar que en general las inclusiones del teorema anterior no

son igualdades. Para comprender la situacién conviene introducir los conceptos
siguientes:

Definicion 1.40 Una aplicacion f: X — Y entre dos espacios topoldgicos es
abierta (resp. cerrada) si cuando A C X es abierto (resp. cerrado) se cumple
que f[A] es abierto (resp. cerrado) en Y.

Ejercicio: Probar que una igualdad en la propiedad 2) del teorema anterior equivale
a que f, ademéas de continua, sea cerrada, mientras que una igualdad en 3) o en 4)
equivale a que f sea abierta.

Hemos visto que, para una aplicacion f dada, es equivalente que las anti-
imagenes de los abiertos sean abiertas o que las antiimagenes de los cerrados
sean cerradas (ambas propiedades equivalen a la continuidad). Sin embargo, in-
cluso para una aplicacion continua, que sea abierta no implica que sea cerrada,
o viceversa. No obstante, es claro que una biyeccién es abierta si y solo si es
cerrada. En particular, una biyeccion continua es un homeomorfismo si y sélo
si es abierta o cerrada (y en tal caso es ambas cosas).

Una observacion obvia es que una funcién f: X — Y es continua siempre
que X es un espacio discreto o Y es un espacio trivial. Mas en general, notemos
que una aplicacién f es siempre continua en los puntos aislados de su dominio,
pues si U es un entorno de f(z), entonces f~1[U] es entorno de z, ya que {z}
es abierto.
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Por lo tanto, una biyeccién f : X — Y entre un espacio topolégico dis-
creto X y un espacio cualquiera Y es siempre continua, pero no es un homeo-
morfismo —luego no es ni abierta ni cerrada— a menos que Y también sea
discreto (pues si fuera un homeomorfismo, Y tendria que ser homeomorfo a X).

Enseguida pondremos ejemplos de aplicaciones abiertas que no son cerradas
y viceversa, pero antes conviene ver ejemplos mas destacados de funciones con-
tinuas. El lector puede ver los mas relevantes en la seccién 9.3, desde donde
puede empezar a familiarizarse con los grupos topologicos en la secciéon 10.1 y
a continuacion con los espacios vectoriales topologicos en la seccion 11.1. En
el capitulo 12 se incluyen algunos resultados adicionales sobre continuidad en
espacios ordenados. 315

Ahora ya podemos poner ejemplos comodamente de aplicaciones abiertas y
cerradas. Por ejemplo, una aplicaciéon constante R — R es cerrada, pero no es
abierta, mientras que las proyecciones en un producto son abiertas (lo probamos
en el teorema siguiente), pero en general no son cerradas. Por ejemplo, la
aplicacion f : R?> — R dada por f(z,y) = xy es continua y {1} es cerrado
en R, luego C' = f~1[{1}] es cerrado en R?, pero su proyecciéon en la primera
componente es R\ {0}, que no es cerrado.

Teorema 1.41 Las proyecciones p; : [[ X; — X; son aplicaciones abiertas.

icl
DEMOSTRACION: Si U = [] U; es un abierto basico, entonces p;[U] = U;
icl
es abierto en X;, y si G = |J U; es una unién de abiertos bésicos, entonces
jeJ
pi|G] = U pi[U;] también es abierto. "

jeJ
El argumento que acabamos de emplear muestra en general que, para que
una aplicaciéon sea abierta, basta con que las imagenes de los abiertos de una
base sean abiertos.

A menudo nos resultara util el teorema siguiente:

Teorema 1.42 Sea {X;};cr una familia de espacios topoldgicos de manera que

11 X: # @. Entonces el producto contiene subespacios homeomorfos a cada X;.
il

DEMOSTRACION: Tomamos a € [[ X; y definimos ¢; : X; — [] X; me-

diante: el =
u  Slj =1,
Lj(u)i = .. .
a; sij#i.

Se cumple que ¢; es continua porque lo es compuesta con todas las proyeccio-
nes (las composiciones son constantes o la identidad), y ¢; : X; — ¢;[X]] tiene
por inversa a la restricciéon de la proyecciéon i-esima, luego la inversa también es
continua. Por lo tanto, ¢;[X;] es un subespacio de X homeomorfo a X;. No-
temos que si los X; son espacios T, entonces ¢;[X;] es cerrado en el producto.

|

En este punto el lector puede pasar a la seccion 2.2, donde, entre otras cosas,
vemos un criterio para que un espacio uniforme sea metrizable. 52
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1.4 Identificaciones

Hay tres técnicas fundamentales para construir nuevos espacios topologicos
a partir de otros dados, de las cuales ya hemos visto dos: formar productos y
pasar a subespacios. La tercera consiste en definir una relacién de equivalencia
y considerar el conjunto cociente. La topologia natural en un conjunto cociente
es la que presentamos a continuacion:

Definicién 1.43 Si R es una relaciéon de equivalencia en un espacio topolo-
gico X, sea p : X — X/R la proyeccion en el conjunto cociente. Definimos
la topologia cociente en X /R como la topologia respecto de la cual un conjunto
U C X/R es abierto si y solo si p~1[U] es abierto en X.

Es facil ver que se trata realmente de una topologia, y claramente es la menor
topologia respecto de la cual la proyecciéon p es continua.

En las condiciones anteriores, es claro que C' C X/R es cerrado si y solo si
p~1[C] es cerrado en X. Otra consecuencia inmediata de la definicion es que
una aplicacion f : X/R — Y en un espacio topologico Y es continua si y sélo
si lo es la composicion po f: X — Y.

Mas en general, si f : X — Y es una aplicacién continua y suprayectiva
entre espacios topolégicos, podemos considerar en X la relaciéon dada por

uRpv < fu) = f(v),
cuyas clases de equivalencia son las fibras de f, es decir, los conjuntos de la
forma f~1[{y}], con y € Y. Es claro entonces que f induce una biyecciéon f que
hace conmutativo el diagrama siguiente:
f

X ——Y

x Tf
X/Ry
Por la observaciéon precedente, f es continua respecto de la topologia cociente.

Diremos que f es una identificacion (o que la topologia de Y es la topologia
cociente determinada por f) si f es un homeomorfismo.

Es claro que toda proyeccién en un cociente es una identificaciéon. El teorema
siguiente proporciona dos caracterizaciones en las que no intervienen cocientes:

Teorema 1.44 Si f : X — Y es una aplicacion continua y suprayectiva entre
espacios topoldgicos, las afirmaciones siguientes son equivalentes:

1. f es una identificacion.

2. Para todo U C Y, se cumple que f~1[U] es abierto en X siy sélo si U es
abierto en Y.

3. Para todo C CY, se cumple que f~1[C] es cerrado en X si y solo si C es
cerrado en 'Y .
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DEMOSTRACION: 1) = 2) Si f es una identificacién, con la notacién previa
al enunciado, U C Y es abierto en Y siy solo si f~![U] es abierto en X/Ry, si
y solo si p~1[f1[U]] = f~![U] es abierto en X.

2) < 3) es inmediata.

2 = 1) Tenemos que f es biyectiva y continua. Basta ver que es abierta,
pero si U C X/Ry es abierto, entonces p~*[U] es abierto en X y es facil ver que
FUflp MUY = pt[U]. En efecto, si u € f~1[f[p~*[U]]], entonces existe un
punto v € p~ U] tal que f(u) = f(v), pero entonces tenemos que u Ry v, luego
p(u) = p(v) € U, luego u € p~![U]. La otra inclusion es inmediata. Por 2)
tenemos que f[p~![U]] = f[U] es abierto en Y, luego f es abierta. "

A partir de aqui es inmediato comprobar que la composiciéon de identifica-

ciones es una identificacion. Mas ain:

Teorema 1.45 Si f: X — Y yg:Y — Z son aplicaciones continuas entre
espacios topoldgicos y f o g es una identificacion, también lo es g.

En cambio, f no tiene por qué ser una identificaciéon, aunque sea suprayec-

tiva. Basta pensar en el caso en que g es constante y Z se reduce a un punto.

Un caso particular del teorema anterior es quesi f : X — Y y A C X
cumple que f|4 : A — Y es una identificacion, entonces f también lo es, pues
fla=iof,dondei: A — X es la inclusion.

Otra consecuencia del teorema 1.44 es que las identificaciones engloban a
todas las aplicaciones continuas suprayectivas abiertas o cerradas.

Teorema 1.46 Toda aplicacion continua suprayectiva abierta o cerrada es una
identificacion.

Basta tener en cuenta que f[f~'[U]] =U.

Sin embargo, una identificacién no es necesariamente abierta ni cerrada:

Ejemplo La aplicaciéon f : [0,2] U]3,5] — [0, 3] dada por
T si0<z <2,
f(w)_{x2 si3<x <5,

es una identificacién, pero no es abierta ni cerrada.

En efecto, no es abierta porque [0, 2] es un abierto cuya imagen no es abierta,
y no es cerrada porque ]3,5] es un cerrado cuya imagen no es cerrada. En
cambio es una identificacion, pues si llamamos X = [0,2] U ]3,5], podemos
definir ¢ : [0, 3] — X/R; mediante

= {1 si0<t<15,
I =\ t+2 sits<t<s.
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Se trata de una aplicacién continua por la propiedad 10 de la pagina 26, y
claramente f o gy g o f son la identidad, luego f~! = g es continua y f es un
homeomorfismo. n

Hemos visto que todo subespacio y todo producto de espacios de Hausdorff
es un espacio de Hausdorff. Sin embargo, no es facil dar condiciones (operativas)
necesarias y suficientes para que un espacio topologico cociente sea de Hausdorfl.
He aqui una condicién necesaria:

Teorema 1.47 Si R es una relacion de equivalencia en un espacio topoldgico X
y X/R es un espacio de Hausdorff, entonces R es un subconjunto cerrado del
producto X x X.

DEMOSTRACION: Si (z,y) € (X x X) \ R, entonces [z], [y] son dos puntos
distintos en X /R, luego tienen entornos abiertos disjuntos [x] € Uy, [y] € Us.
Sea V; = p~1[U;], donde p es la proyeccién en el cociente. Se cumple entonces
que (z,y) € Vox Vi C (X x X)\ R, luego este conjunto es abierto y R es cerrado.

|

El ejemplo A.5 muestra que esta condicion no es suficiente. Una condiciéon
que si que es suficiente, pero no necesaria, es ésta otra:

Teorema 1.48 Sea R una relacion de equivalencia en un espacio topoldgico X
que sea cerrada como subconjunto de X x X. Si se cumple que la proyeccion
p: X — X/R es abierta, el cociente X/R es un espacio de Hausdorff.

DEMOSTRACION: Dados dos puntos distintos 1], [x2] € X/R, tenemos que
(x1,22) € (X x X) \ R, luego existen abiertos U;,Us C X de manera que
(x1,22) € Uy xUy C (X x X)\ R. Como p es abierta, p[Us] y p[Uz] son entornos
de [z1], [z2], y son disjuntos, pues si [z] € p[Ui] N p[Uz], tenemos que existen
y; € U; tales que y; Rx Rys, luego (y1,y2) € (U; x Us) N R. "

El ejemplo precedente al teorema 1.47 muestra que no es necesario que p sea
abierta (ni cerrada) para que un espacio cociente sea de Hausdorff.

El lector puede leer ahora el apartado sobre cocientes de grupos y espacios
vectoriales topoldgicos de la secciéon 10.4. 348

1.5 Convergencia de filtros

Presentamos ahora una alternativa a las sucesiones para los espacios que no
cumplen el primer axioma de numerabilidad. Si reflexionamos sobre la razon que
hace necesaria la hipotesis de numerabilidad al tratar con sucesiones, veremos
que se debe a que muchos argumentos requieren garantizar la presencia de un
punto de una sucesion (o la presencia final de toda la sucesion) en un entorno
arbitrario de un punto, y si la cantidad de entornos es no numerable puede
ocurrir que una sucesion no tenga términos suficientes para estar en todos los
entornos a la vez. Es el caso del espacio Fortissimo (ejemplo A.16), que contiene
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un subconjunto D y un punto co € D tal que no existe ninguna sucesién en D
que converja a co. Asi, en este espacio no se cumple el primer apartado del
teorema 1.34. n

Para evitar este problema podemos razonar como sigue: que una sucesion
{zn}52 converja a un punto z significa que el conjunto B formado por todas
las “colas” B,, = {x, | n > m} de la sucesion constituye un conjunto de
aproximaciones a x cada vez mejores. Que las “colas” B,, sean numerables
y que el conjunto B de todas ellas forme una sucesion ordenada por la inclusion
son hechos prescindibles, y al prescindir de ellos llegamos a las nociones de
“base de filtro” y de “convergencia de bases de filtro” (introducidas por Cartan
en 1937):

Definicion 1.49 Una base de filtro en un conjunto no vacio X es una familia B
de subconjuntos de X tal que:

1. o3¢ B,

2. Si A, B € B existeun C' € B tal que C C AN B.

Asi cada sucesion {z,,}52, en un conjunto X determina una base de filtro
B ={{z,|n>m}|meN}

Diremos que una base de filtro B en un espacio topologico X converge a
un punto z € X (o que z es un lémite de B) si todo entorno de = contiene un
elemento de B.

Asi es inmediato que una sucesién converge a un punto si y solo si lo hace

su base de filtro asociada. En general, que una base de filtro B converja a un
punto z se interpreta como que cada elemento de B es un nivel de aproximaciéon
a x, en el sentido de que contiene una seleccion de aproximaciones a x “suficien-
temente buenas”. La propiedad 2) se interpreta entonces como que cada par de
niveles de aproximacién a x contiene siempre un tercer nivel de aproximaciones
mejores que las de los niveles dados.
Ejemplo Continuando con el ejemplo precedente, hemos visto que no existen
sucesiones en D convergentes a 0o, pero, claramente, el conjunto B formado
por todos los subconjuntos de D de complementario numerable es una base de
filtro en D convergente a oco. Enseguida veremos que esto no es casual, sino
que la convergencia de bases de filtro satisface en espacios arbitrarios teoremas
analogos a los que satisfacen las sucesiones en espacios 1AN.

Para tratar con la convergencia de bases de filtro resulta tutil introducir la
nocioén de filtro propiamente dicho:

Definicién 1.50 Sea X un conjunto no vacio. Un filtro en X es una familia F'
de subconjuntos de X tal que:

l.g¢ FyXeF.
2. Si A, B€ F entonces ANB € F
3.SiAe FyACBC X, entonces B € F.
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La conexion con las bases de filtros es la siguiente: si B es una base de filtro
en un conjunto X, entonces el conjunto formado por todos los A C X para los
que existe un B € B con B C A es claramente un filtro en X, el menor filtro
en X que contiene a B, al que llamaremos filtro generado por B. Por otra parte
es claro que todo filtro es una base de filtro (que se genera a si misma), luego
todo lo que digamos para bases de filtro vale en particular para filtros.

La convergencia de filtros es conceptualmente més simple, pues claramente
un filtro F' converge a un punto z si y sblo si contiene a todos los entornos de x.

Sin embargo, en general necesitamos tratar con bases de filtro porque, cla-
ramente, si A C X, una base de filtro en A es también una base de filtro en X,
pero un filtro en A ya no es un filtro en X (aunque sigue siendo una base de
filtro en X).

Al igual que sucede con las sucesiones, la propiedad de Hausdorff implica la
unicidad de los limites:

Teorema 1.51 En un espacio de Hausdorff X toda base de filtro B tiene a lo
sumo un limite, y si existe lo representaremos por lim B.

DEMOSTRACION: Si B converge a = e y, sean U y V entornos disjuntos de
x e y. Por definicion de convergencia ambos deberian pertenecer al filtro F'
generado por B, luego su interseccion también, lo que contradice la definicion
de filtro. n

Veamos ahora que, tal y como hemos anunciado, las bases de filtro sustituyen
satisfactoriamente a las sucesiones sin requerir la hipotesis de numerabilidad.
El resultado fundamental es:

Teorema 1.52 Sea X un espacio topoldgico, A C X yx € X. Entonces x € A
si y solo si existe una base de filtro B en A convergente a x. En particular, A es

cerrado si y sdlo si toda base de filtro en A convergente (en X ) tiene su limite
en A.

DEMOSTRACION: Si x € A, entonces B = {U N A | U es un entorno de x}
es una base de filtro que cumple lo pedido. Reciprocamente, si existe tal base
de filtro B, es obvio que todo entorno de x contiene un elemento de B, y por
tanto corta a A, o sea, x € A. n

Igualmente se prueba:

Teorema 1.53 Sea X un espacio topoldgico, A C X yx € X. Entoncesx € A’
si y sdlo si existe una base de filtro B en A\ {x} convergente a x en X.

Para caracterizar la continuidad en términos de bases de filtro hemos de
definir qué entendemos por imagen de una base por una aplicacion:

Definicion 1.54 Sea f: X — Y una aplicacién entre conjuntos y F' un filtro
en X. Llamaremos f[F] = {A CY | f~![A] € F}, que es un filtro en Y.
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Si B es una base de filtro en X podemos definir f[B] como la imagen del
filtro que genera. Ante esta definicion, el teorema siguiente puede enunciarse
indistintamente en términos de filtros o de bases de filtro:

Teorema 1.55 Sea f : X — Y wuna aplicacion entre espacios topoldgicos.
Entonces f es continua en un punto x € X si y solo si para todo filtro F' en X
convergente a x, el filtro f[F| converge a f(x).

DEMOSTRACION: Si f es continua en z, sea U un entorno de f(z). Entonces
f7[U] es un entorno de z, por lo que f~'[U] € F y asi U € f[F], luego f[F]
contiene a todos los entornos de f(z), es decir, converge a f(x).

Si se cumple la condiciéon de convergencia, sea U un entorno de f(x) y
supongamos que f~*[U] no fuera entorno de x. Entonces la familia F de todos
los entornos de z es un filtro en X que converge a x, mientras que f[F] no
converge a f(x), ya que no contiene a U, en contradiccion con lo supuesto. Por
tanto f es continua en x. n

Nos falta definir los conceptos analogos en filtros a los de subsucesiéon y punto
adherente de una sucesion. Si queremos expresar que x es un punto adherente
de una sucesion {z,}2°, en términos de su base de filtro asociada, tendremos
que exigir que todo conjunto B,, = {x,, | m > n} corte a todo entorno de X.
En general:

Definicién 1.56 Diremos que un punto x en un espacio topolégico X es un
punto adherente de una base de filtro B en X si todo entorno de x corta a todo
elemento de B. Equivalentemente, six € [ A.
AeB
Es claro que todo punto limite de una base de filtro es un punto adherente.

Si By C By son bases de filtro, diremos que By es un refinamiento de B1.
Es facil ver que en estas condiciones todo punto limite de B, lo es de B, y todo
punto adherente de By lo es de By. Al igual que sucede con los limites, los
puntos adherentes de una base de filtro son los mismos que los del filtro que
genera.

Teorema 1.57 Un punto x en un espacio topologico X es un punto adherente
de una base de filtro B si y solo si B tiene un refinamiento convergente a x.

DEMOSTRACION: Si z es un punto adherente basta tomar B’ como la familia
de todos los conjuntos Y C X tales que existe un entorno U de z y un A € B
de modo que U N A C Y. EI reciproco es obvio, pues un punto limite de
un refinamiento de B es también un punto adherente del refinamiento, luego
también de B. m

Veamos ahora el anélogo al teorema 1.31. Puede enunciarse equivalente-
mente en términos de bases de filtro.

Teorema 1.58 Sea {X;}icr una familia de espacios topoldgicos. Un filtro F

converge en [] X; a un punto x si y sdlo si cada p;[F] converge a x;, donde p;
iel

es la proyeccion del producto en X;.



36 Capitulo 1. Espacios topolégicos

DEMOSTRACION: Si F' converge a x, cada p;[F| converge a x; porque las
proyecciones son continuas. Si cada p;[F] converge, dado un entorno bésico

I Gi de z, sean iy,...,1i, los indices del soporte. Cada G;, es un entorno de

iel

i;, luego Gy, € pi[F] y p;'[Gy,] € F, de donde [] G; = p;'[G;,] € F. En
iel

consecuencia F' converge a x. "

Veamos una aplicacion de la convergencia de filtros:

Teorema 1.59 Sea f : X — Y wuna aplicacion entre espacios topoldgicos,
donde Y es regular, y sea D C X un subespacio denso de X tal que f|p es con-
tinua. Supongamos que six € X y B, ={UND | U es un entorno de x en X},
entonces f[B,] converge a f(x). Entonces f es continua.

DEMOSTRACION: Sea z € X y sea V/ un entorno cerrado de f(z) en Y
(vamos a usar que, como Y es regular, los entornos cerrados de f(z) son una
base de entornos de f(z), por 1.24). Por hipotesis f|5'[V’] es un entorno de x
en D, es decir, que existe un entorno abierto V de z en X tal que f[VND] C V'.
Vamos a probar que f[V] C f[V N D] C V', con lo que f~![V’] sera un entorno
de x y esto probara la continuidad de f en x.

Si z € V, tenemos que f[B,] converge a f(z), luego W es un entorno de
f(2), se cumple que W € f[B.], luego f~[W]N D contiene un elemento de B,
luego VN DN f7HW] # @, luego fIVN D] NW # &, luego f(z) € f[V N DJ.

Nota En el teorema anterior B, es una base de filtro en D convergente a =,
luego también converge a x el filtro que genera en D. Por lo tanto, una hipdtesis
alternativa consiste en suponer que, para todo filtro F' en D que converge a z,
se cumple que f[F] converge a f(x). "

El ejemplo A.10 muestra que la hipotesis de regularidad no puede suprimirse.

Para terminar introducimos un concepto que a menudo resulta practico para
tratar con bases de filtro:

Definicién 1.60 Una subbase de filtro en un conjunto X es una familia § de
subconjuntos de X tal que la intersecciéon de cualquier subfamilia finita es no
vacia.

Es inmediato que si 8 es una subbase de filtro en X, entonces el conjunto B
de las intersecciones finitas de elementos de § es una base de filtro en X, por lo
que podemos hablar de convergencia de una subbase de filtro entendida como
la convergencia de la base de filtro que genera.

El lector puede abordar ahora la seccién 2.3 sobre completitud en espacios
uniformes. 56
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1.6 Espacios de Baire

Hay una clase muy amplia de espacios topolégicos en los que es posible
distinguir entre conjuntos “grandes” y “pequenos”, de modo que toda unién
numerable de conjuntos “pequenos’ siga siendo “pequena’. Esto da lugar a
una técnica de demostracion segin la cual, tras haber despreciado una cantidad
numerable de conjuntos “pequenos” de puntos, tenemos garantizado que todavia
nos queda una cantidad “grande” de puntos con los que trabajar.

La idea basica es que es razonable considerar que un abierto denso en un
espacio topolégico es un conjunto “muy grande”. En efecto, al ser denso, esta
distribuido por todo el espacio, y al ser abierto, en cualquier entorno de cada
punto, no s6lo hay puntos del conjunto, sino que hay un abierto entero contenido
en el conjunto. En realidad, por estas mismas razones, cualquier conjunto que
contenga un abierto denso (sin ser él mismo abierto) merece ser tenido por “muy
grande”.

Un conjunto sera “muy pequeno” si su complementario es “muy grande”.
Claramente, el complementario de un abierto denso es un cerrado de interior
vacio, por lo que un conjunto “muy pequeno” sera un conjunto contenido en un
cerrado de interior vacio.

Definicion 1.61 Un subconjunto A de un espacio topologico X es diseminado

si cumple A = @. Diremos que A es de primera categoria si es unién numera-
ble de conjuntos diseminados. En caso contrario se dice que A es de sequnda
categoria.

Asi, A es diseminado si y solo si esta contenido en un cerrado de interior
vacio (en principio A, segin la definicion, pero si A C C, donde C es cualquier

cerrado de interior vacio, claramente A C C' = ).
A su vez, un conjunto es de primera categoria si estd contenido en una

oo
union numerable de cerrados de interior vacio. En efecto, si A = |J A,, donde
n=0

oo
cada A, es diseminado, entonces A C |J A,, que es una unién numerable de

n=0
o0
cerrados de interior vacio, y si A C |J C,, donde cada C,, es un cerrado de
=0
oo n
interior vacio, entonces A = |J (AN C,), donde cada AN C,, es diseminado,
n=0

pues ANC, C C,.

Por lo tanto, los conjuntos diseminados se corresponden con la idea de “con-
junto muy pequeno” que hemos discutido antes de la definicién, y los conjuntos
de primera categoria son simplemente “pequenos”, pues no son necesariamente
diseminados, pero son todo lo pequenos que pueden ser para asegurar que una
unién numerable de conjuntos “pequenos” siga siendo “pequena’.

Maéas concretamente, el teorema siguiente recoge el argumento que hemos
dado para considerar “muy pequenos” a los conjuntos diseminados, pues afirma
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que el complementario de un conjunto diseminado es “muy grande” en el sentido
de que todo abierto no vacio contiene un abierto contenido en dicho complemen-
tario:

Teorema 1.62 Un subconjunto A de un espacio topoldgico X es diseminado si
y s6lo si todo abierto mo vacio U en X contiene un abierto no vacio U’ tal que
UnNA=wo.

DEMOSTRACION: Si A es diseminado y U es un abierto no vacio, entonces
A tiene interior vacio, luego X \ A es un abierto denso, luego U’ = (X \ A)NU
es un abierto no vacio tal que U N A = @.

Reciprocamente, si A tiene esta propiedad, entonces X \ A es denso, pues,
dado cualquier abierto no vacio U, existe un abierto no vacio U’ C U tal que
UNA=g, luego U NA =, luego U C UN (X \ A) # @. Por lo tanto,

tenemos que A=0. u

Si X es un espacio topolégico, llamaremos I.(X) (o simplemente I. cuando X
pueda sobreentenderse) al conjunto de todos los subconjuntos de X de primera
categoria. Casi podemos demostrar que I, cumple las propiedades siguientes:

l.oel, X ¢l

2.SiACBCXyBe€l,., entonces A € ..

(oo}
3. Si {A4,}22, es una familia de conjuntos de I.., entonces |J A4, € L.
n=0

La propiedad 1) afirma que @ es “pequeno” y que X es “grande”. La pro-
piedad 2) afirma que todo subconjunto de un conjunto “pequenio” es “pequeno”,
mientras que 3) afirma que toda unién numerable de conjuntos “pequetios” es
“pequena’”.

Todos estos hechos se demuestran trivialmente a partir de las definiciones
excepto uno, a saber, que X ¢ I.. Esto no es necesariamente cierto, como
muestra el caso X = Q. Cada punto {¢q} es un cerrado de interior vacio, luego es
de primera categoria y, como Q es numerable, resulta que Q € I.. La distinciéon
entre conjuntos de primera y segunda categoria no sirve de nada cuando el
espacio total resulta ser de primera categoria, como es el caso de Q. En la
préactica conviene exigir algo méas fuerte que X ¢ I

Teorema 1.63 En un espacio topoldgico, las afirmaciones siguientes son equi-
valentes:

1. Toda interseccion numerable de abiertos densos es densa.
2. Toda union numerable de cerrados de interior vacio tiene interior vacio.
3. Todo conjunto de primera categoria tiene interior vacio.

4. Todo abierto no vacio es de segunda categoria.
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DEMOSTRACION: 1) < 2) Si {C),}52, es una familia de cerrados de interior

vacio en un espacio X, entonces {X \ C),}22 ; es una familia de abiertos densos,
oo

luego por hipotesis () (X \ Cy,) es un conjunto denso, luego su complementario,
oo n=0
J C,, tiene interior vacio. La implicacion opuesta se prueba analogamente.
n=0

2) = 3) Todo conjunto de primera categoria estda contenido en una unién
numerable de cerrados de interior vacio, luego tiene interior vacio.

3) = 4) Obvio.

4) = 2) Una unién numerable de cerrados de interior vacio es de primera
categoria. Si tuviera interior no vacio, dicho interior seria un abierto de primera
categoria. -

Definicién 1.64 Un espacio de Baire es un espacio topologico que cumpla cual-
quiera de las propiedades del teorema anterior.

El nombre se debe a que Baire demostré en 1889 que R es un espacio de
Baire. El teorema siguiente lo prob6 Hausdorff en 1914:

Teorema 1.65 (de Baire) Todo espacio métrico completo es un espacio de
Baare.

DEMOSTRACION: Sea X un espacio métrico completo y sea {D,,}>°; una
familia de abiertos densos en X. Vamos a probar que su interseccion es densa.
Para ello fijamos un abierto no vacio Uy. Como D; es denso, Uy N Dy es un
abierto no vacio, luego podemos tomar un punto x € UyN D; y una bola abierta
Uy = B, (z) C Be,(x) CUpN Dy con €1 < 1.

Similarmente, U; N Dy es un abierto no vacio, luego podemos tomar un punto
x € Uy N Dy y una bola abierta Uz = Be, () C Be,(z) CU1 N Dy y €2 < 1/2.

De este modo construimos una sucesion {U, }°2 ; de bolas abiertas de radio
€n < 1/n tal que U,, C U,_1 N Dy,

U():)Ul DUQD"'

co 0o

Entonces () U, C UpN [\ Dy. Si tomamos un punto z, € U,, la sucesion
n=1 n=1

{zn}52, es claramente de Cauchy, y su limite estd en la interseccion de las

o0
clausuras, luego Uy N (| D, # @ y la interseccion es densa. m
n=1

Mas adelante veremos que la clase de los espacios de Baire es mucho mas

amplia que la de los espacios métricos completos. La recta de Sorgenfrey (ejem-
plo A.25) es un caso de espacio de Baire que no es metrizable.

Para poner algunos ejemplos de espacios de Baire conviene probar lo si-
guiente:
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Teorema 1.66 SiY C X y A CY es un conjunto diseminado (resp. de pri-
mera categoria) en'Y, también lo es en X. Reciprocamente, si Y es abierto o
denso en X y A es diseminado (resp. de primera categoria) en X, también lo
esenY.

DEMOSTRACION: Si A es diseminado en Y, vamos a aplicar el teorema 1.62
para probar que también lo es en X. Si U C X es un abierto no vacio y
UNY = @, entonces ya tenemos UNA=@. SIUNY # , existe V' CUNY
abierto no vacio en Y tal que V' N A = @, luego existe un abierto U’ en X tal
que V' =U'NY,conloque UUNA=U'NYNA=V'NA=2.

Supongamos ahora que Y es abierto en X y que A es diseminado en X. Si
V es un abierto no vacio en Y, también es abierto en X, luego existe V' C V
abierto no vacio tal que V' N A = @, y esto prueba que A es diseminado en Y.

Ahora supongamos que Y es denso en X y de nuevo que A es diseminado
en X. SiV esun abierto no vacio en Y, existe U abierto en X tal que V. =UNY.
Tomamos un abierto U’ C U no vacio tal que U'NA = &, conlo que V! = U'NA
es un abierto no vacio en Y (porque Y es denso) tal que V.NA=YNVNA=02.

El resultado para conjuntos diseminados implica inmediatamente el corres-
pondiente a conjuntos de primera categoria. n

Como primera aplicacion:

Teorema 1.67 Todo Gs denso y todo abierto en un espacio de Baire es un
espacio de Baire.

DEMOSTRACION: Sea X un espacio de Baire e Y C X. Si Y es abierto,
todo abierto no vacio en Y es un abierto no vacio en X, luego es de segunda
categoria en X y, por el teorema anterior, también es de segunda categoria en
Y, luego Y es un espacio de Baire.

o0
Supongamos ahora que Y es un Gg denso en X. Digamos que Y = () V,,,
n=1
donde cada V,, es un abierto denso. A su vez, sea {U,}52; una familia de
abiertos densos en Y y sea U, =Y NW,,, donde W,, es abierto en X. Entonces
V., N W, es denso en X, pues si U es un abierto no vacio, U N'V,, es un abierto

no vacio, luego UNV,, NY es un abierto no vacio en Y, luego UNV, NU, # @,
luego U N'V,, N W,, # @. Por consiguiente, D = ﬂ (VN W,,) es denso en X.

Sea U un abierto no vacioen Y y sea U =V ﬂ Y donde V es abierto en X.
Entonces
gAVND=VNYn ﬂ W,=Un ﬂ U,

n= n=1

luego ﬂ U, es denso en Y. "

n=1
Por ejemplo, esto muestra que @ no es un G5 en R, ya que en tal caso seria

un Gy denso y seria un espacio de Baire, cuando ya hemos visto que no lo es.
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Notemos que la definicién de espacio de Baire no so6lo exige que el espacio
sea de segunda categoria, sino que lo sean todos sus abiertos no vacios.

Ejemplo El espacio X = (R x {0}) U (Q x {1}) C R? es de segunda categoria,
pero no es un espacio de Baire.

En efecto, no es un espacio de Baire porque Q x {1} es abierto en X, luego
si fuera de Baire también lo serfa Q x {1} y también Q. Pero X es de segunda
categoria, pues si fuera de primera categoria también lo seria R x {0}, luego éste
seria también de primera categoria en si mismo (por 1.66), lo cual es absurdo,
porque R es un espacio de Baire. n

Teorema 1.68 Todo espacio topoldgico que contiene un subespacio de Baire
denso es de Baire.

DEMOSTRACION: Sea X un espacio topolégico y D C X un subconjunto
denso de Baire. Si X no es de Baire, contiene un abierto no vacio U de primera
categoria. Entonces UND es un abierto no vacio en D y es de primera categoria,
porque lo es en X (teorema 1.66). Por lo tanto, D tampoco es un espacio de
Baire. [

El ejemplo A.35 muestra que el producto de dos espacios de Baire no es
necesariamente un espacio de Baire. Para subespacios tenemos lo siguiente:

Ejemplo Veamos un ejemplo de subespacio cerrado de un espacio de Baire
que no es un espacio de Baire. Basta tomar X = R?\ ((R\ Q) x {0}). Como
contiene a R? \ (R x {0}) como abierto denso, es un espacio de Baire. Sin
embargo, C' = Q x {0} es cerrado en X y no es un espacio de Baire, porque es
homeomorfo a Q. m

Hemos usado en varias ocasiones que Q no es un espacio de Baire, esencial-
mente porque es numerable y esto hace que sea de primera categoria, pero no
es cierto que todo espacio numerable sea de primera categoria. De hecho, todo
espacio discreto es un espacio de Baire, pues es completamente metrizable (o
también se ve directamente a partir de la definicion, pues el tnico subespacio
diseminado o de primera categoria es el conjunto vacio). Lo que si que es cierto
es que un espacio numerable 77 sin puntos aislados es de primera categoria
(porque cada punto es diseminado).

En general, los puntos aislados son un tanto “patololégicos” en lo tocante a
la categoria, pues son siempre de segunda categoria.

El teorema de Baire y el principio de elecciones dependientes La
prueba de teorema de Baire 1.65 muestra un uso tipico del principio de elecciones
dependientes ED (véase la seccion 4.3 de [TC]), pues consiste en elegir una
sucesion numerable de bolas abiertas U,, de modo que cada elecciéon depende de
la anterior. Méas precisamente, para ajustarlo a la formulacién de ED, tenemos
que considerar el conjunto A de todas las sucesiones finitas {U, }n<k, donde
cada U, es una bola abierta en X de radio menor que 1/ny U,, C U,_1 N D,,.
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En A consideramos la relacion R dada por {U] }n<p+1 R{U, }n<k siy solo
si U] = U, para n < k. Entonces ED nos proporciona una sucesion infinita en
las condiciones requeridas.

Es interesante observar que el teorema de Baire es, de hecho, equivalente a
ED, es decir, que si suponemos el teorema 1.65 podemos demostrar ED.

En efecto, Sea A # @ un conjunto arbitrario y sea R una relaciéon en A tal
que Aa € AVb € A bRa. Consideramos el conjunto X = AN de todas las
sucesiones en A con la distancia dada por

. 0 Slf:g7
d(f,g9) = { 1/n sin=min{i € N| f(i) # g(4)}.

Es inmediato comprobar que X es un espacio métrico completo con esta distan-
cia. La completitud® se debe a que si {f,,}5° es una sucesién de Cauchy en X,
entonces cada sucesion { f,,(i)}°2, es finalmente constante, por lo que podemos
definir f(¢) como el valor comun f, (i) para todo n suficientemente grande, y se
comprueba inmediatamente que f es el limite de la sucesion dada.

Ahora consideramos los abiertos densos

U, ={g€ X |VmeN(n<mAg(m)Rg(n))}.

Por el teorema de Baire la interseccion (U, es densa, luego en particular no

es vacia, y si g esta en la interseccion, podemos definir kg = 0 y k,41 como el
minimo natural > k, tal que g(k,+1) R g(k,). Entonces, la funcion f: N — A
dada por f(n) = g(k,) cumple An € N f(n+1)R f(n), como requiere ED. m

58

6 Aqui hay que entender que, en el enunciado del teorema de Baire, la completitud de un
espacio métrico se entiende definida directamente en términos de sucesiones de Cauchy y no
de filtros.



Capitulo 11

Espacios uniformes

En un espacio topologico tenemos definido el concepto de “entorno” de un
punto, cuya interpretaciéon intuitiva es que un entorno de un punto x contiene
todos los puntos “suficientemente préoximos” a x. Cuando menor es el entorno,
maés cercanos a x son los puntos que contiene. En un espacio métrico, la distan-
cia cuantifica esta “cercania’, pero esta cuantificacion es irrelevante en muchas
ocasiones, donde la nocién topologica de “entorno”’ es mas que suficiente. De
entre las cosas “topolégicamente interesantes” que podemos hacer en un espacio
métrico sin que sean “puramente topologicas” destacamos la siguiente:

Si M es un espacio métrico y € > 0, podemos considerar el conjunto
Ve= {(Z,y) EMxM | d(xay) < 6}'

Este conjunto contiene todos los pares de puntos que se encuentran “uniforme-
mente proximos” en el sentido de que dos pares en V,, digamos (z,y) y (2',v’),
pueden estar muy alejados entre si, pero el grado de proximidad entre = e y es
de la misma magnitud (no superior a €) que el grado de proximidad que hay
entre 7’ e y'.

Si M fuera un mero espacio topolégico no podriamos definir nada parecido
a esto. Dados dos puntos x, 2/, podemos tomar un entorno U, de x todo lo
pequeiio que queramos, y otro U, de 2’ todo lo pequefio que queramos, pero
no tenemos forma de expresar que si y € U, e 3y’ € U, entonces la “proximidad”
de y a  es “del mismo orden” que la “proximidad” de y’ a z’, no tenemos forma
de comparar la magnitud de los entornos U, y U,.

Hay muchos conceptos definibles en espacios métricos que en realidad no
dependen de la presencia de una métrica, sino tinicamente del hecho de que ésta
permite comparar las magnitudes de entornos de puntos distintos. Si axioma-
tizamos este hecho obtenemos una estructura mas restrictiva que la de espacio
topologico pero mucho més general que la de espacio métrico, y es la que vamos
a estudiar en este capitulo.

43
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2.1 Uniformidades

El concepto de uniformidad axiomatiza las propiedades de los conjuntos V
que acabamos de definir en el contexto de los espacios métricos:

Definiciéon 2.1 Una banda en un conjunto X es un conjunto V C X x X que
cumpla las dos propiedades siguientes:

1. Para todo punto z € X se cumple (z,z) € V.

2. Para todo par de puntos u, v € X se cumple que (u,v) € V siy solo si
(v,u) € V.

Llamaremos D x al conjunto de todas las bandas en X.

La menor banda en un conjunto X es obviamente la diagonal
A={(z,z) |z e X}.

La propiedad 1) afirma que A esta contenida en todas las bandas. La propie-
dad 2) es una condicién de simetria que podriamos suprimir, pero que simplifica
la teoria.

Vamos a definir los espacios uniformes como conjuntos en los que se ha selec-
cionado una cierta familia de bandas. Para establecer las propiedades minimas
que ha de cumplir un sistema de bandas para que sea aceptable conviene in-
troducir méas notaciéon. Vamos a imitar formalmente el lenguaje de los espacios
métricos:

Definicion 2.2 Sea X un conjunto, V una banda en X y x, y € X. Diremos
que la distancia de z a y es menor que V, y lo representaremos d(z,y) < V, si
(x,y) € V. Si A, B C X x X, llamaremos

A+ B ={(z,z) | existe y € X tal que (z,y) € Ay (y,2) € B}.

En general para cada numero natural n llamaremos nA = A+ S

Claramente (m +n)A = mA + nA.

+A.

Los hechos siguientes son inmediatos:

1. d(z,z) < V.

2. d(z,y) <V siysolosid(y,z)<V.

3. Sid(z,y) <V yd(y,z) <W entonces d(x,z) <V + W.

Vemos asi que las bandas en un conjunto arbitrario se comportan como los
nimeros reales positivos en un espacio métrico, y la suma de bandas que hemos
definido se comporta como la suma de nameros reales.

Diremos que un subconjunto A C X tiene didmetro menor que V (y lo
representaremos por d(A) < V) si para todo x, y € A se cumple que d(z,y) < V,
es decir, si Ax ACV.
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Definicion 2.3 Una uniformidad en un conjunto X es un conjunto U C Dx
tal que

1. SiVelUlyV CW e Dx entonces W € U.
2. SiV, W e Uentonces VNW € U.

3. SiV €U existe un W € U tal que 2W C V.

Diremos que la uniformidad es de Hausdorff si ademéas cumple:
4. (U= A.

Un espacio uniforme es un par (X,U), donde U es una uniformidad en el
conjunto X. En la practica omitiremos toda mencién explicita a la uniformidad
si no hay confusién. Cuando hablemos de una banda en un espacio uniforme se
entendera que no nos referimos a una banda arbitraria, sino a una banda de su
uniformidad.

Notemos que, por la condicion 3) aplicada varias veces, si V' es una banda
de una uniformidad U, para todo ntimero natural n existe un W € U tal que
nW CV.

Veamos ahora que toda uniformidad determina una topologia. Para ello
conviene introducir algunas definiciones adicionales:

Definicién 2.4 Sea V' una banda en un conjunto X. Llamaremos bola de cen-
tro x y radio V' al conjunto

By(z) ={y € X | d(z,y) <V}
Obviamente d(By (z)) < 2V.

Teorema 2.5 Todo espacio uniforme X es un espacio topoldgico tomando como
abiertos los conjuntos G C X tales que para todo x € G existe un 'V € U tal que
BV (J}) CG.

DEMOSTRACION: Es obvio que @ y X son abiertos, asi como que la unién
de abiertos es abierta. Respecto a la interseccion, sean G 'y H dos abiertos y
x € GN H. Por definicion de abierto existen bandas V' y W de la uniformidad
tales que By (x) C Gy Bw(x) C H, luego Byrw (z) C GN H, lo que prueba
que G N H es abierto. n

En lo sucesivo consideraremos siempre a los espacios uniformes como espacios
topoldgicos con la topologia dada por el teorema anterior.

Un espacio topologico es uniformizable si existe una uniformidad que induce
su topologfia.

Por ejemplo, a continuaciéon probamos que los espacios triviales y discretos
son uniformizables:
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Ejemplos: La uniformidad trivial y la discreta Si X es un conjunto
arbitrario, es claro que U = {X x X} es una uniformidad en X, a la que
llamaremos uniformidad trivial. Se trata de una uniformidad con una tunica
banda V = X x X, para la cual By (z) = X, por lo que la topologia que induce
en X es la topologia trivial.

En el extremo opuesto tenemos la uniformidad discreta W = Dx, que con-
tiene en particular la banda A, respecto de la cual Ba(x) = {z}, por lo que la
topologia que induce es la discreta. L]

Mas interesante es que toda pseudométrica en un conjunto induce una uni-
formidad. Para probarlo conviene introducir antes el concepto de base de una
uniformidad:

Definicién 2.6 Una base de un espacio uniforme X es un conjunto B C U tal
que todo V € U contiene un W € B.

El teorema siguiente es inmediato:
Teorema 2.7 Si B es una base de un espacio uniforme X entonces se cumple:
1. SiV, W € B entonces existe un Z € B tal que Z CVNW.

2. SiV € B entonces existe un W € B tal que 2W C V.

Reciprocamente, cualquier conjunto de bandas B que cumpla tales condiciones
define una unica uniformidad

U={AeDx|existe VeDB tal que V C A}
de la cual es base. La uniformidad es de Hausdorff si y sdlo si (B = A.

En este punto el lector puede regresar a la seccion 9.1, donde introducimos
la uniformidad definida por una métrica. 291

Productos de espacios uniformes Veamos ahora que un producto de es-
pacios uniformes admite una estructura natural de espacio uniforme:

Teorema 2.8 Sean {X;}icr espacios uniformes y B la familia de todos los
conjuntos de la forma

{(a@y) € [1X: x T1X: | d(=i,ys) < Vi para todo i € J},
i€l i€l

donde J C I es un conjunto finito y cada V; es una banda en X;. Entonces B

es base de una uniformidad en [] X; que induce la topologia producto.
i€l
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DEMOSTRACION: Comprobar que B es una base para una uniformidad no

presenta ninguna dificultad. Si z € [] X;, una base de entornos de z para la
il
topologia inducida por la uniformidad producto son las bolas de centro z y radio
las bandas bésicas de la uniformidad producto. Cada una de estas bolas es de
la forma [] G;, donde G; = X, salvo en un ntimero finito de casos, en los cuales
iel
G; = By, (x;), para ciertas bandas V; de X;. Como estas bolas son bases de
entornos de las coordenadas de x en cada factor, es facil ver que las bolas del
producto son una base de entornos de x para la topologia producto, luego ésta

coincide con la topologia de la uniformidad. m

En la seccién 9.1 probamos que el producto de un nimero finito de unifor-
midades metrizables es metrizable. 292

Subespacios uniformes Veamos ahora que todo subconjunto de un espacio
uniforme hereda una uniformidad de forma natural:

Teorema 2.9 Sea X un espacio uniforme yY un subconjunto de X. Entonces
el conjunto Uy = {VN(Y xY) |V € U} es una uniformidad en'Y tal que la
topologia inducida por Uy en'Y es la inducida por la topologia de X .

DEMOSTRACION: Comprobar que Uy es una uniformidad no ofrece ninguna
dificultad. Es inmediato comprobar que una bola de Uy es la interseccién con
Y de una bola de U, por lo que los entornos bésicos de un punto de Y para la
topologia de Uy son una base de entornos para la topologia inducida por X, de
donde ambas coinciden. m

Es claro que si Z C Y C X son espacios uniformes, la uniformidad que X
induce en Z es la misma que la inducida por Y cuando en Y consideramos la
uniformidad inducida desde X.

Ejercicio: Enunciar y demostrar un resultado analogo al teorema 1.14 para espacios

uniformes.
293

La propiedad de Hausdorff Ya hemos observado que un espacio pseudomé-
trico que no sea metrizable es un ejemplo de espacio uniforme que no cumple la
propiedad Ty. Sin embargo, la presencia de puntos topoldgicamente indistingui-
bles es lo tinico que puede hacer que un espacio uniforme no sea de Hausdorft:

Teorema 2.10 Un espacio uniforme es Ty si y sélo si su uniformidad es de
Hausdorff en el sentido de la definicion 2.3, y en tal caso es un espacio de
Hausdorff en el sentido topoldgico.

DEMOSTRACION: Supongamos que un espacio uniforme X cumple Ty y con-
sideremos puntos z # y en X. Entonces existe un entorno de uno de los dos
puntos que no contiene al otro. Pongamos que se trata de un entorno de x.
Dicho entorno contendra una bola By (z), con V € U, de modo que y ¢ By (z).
Esto significa que (z,y) ¢ V, luego (z,y) ¢ (\U. Esto prueba que (U = A.
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Supongamos ahora que (U = A y veamos que X es un espacio de Hausdorff.
Dados dos puntos « # y en X, existe V € U tal que (z,y) ¢ V. Sea W otra
banda en X tal que 2WW C V. Entonces By (2) y Bw (y) son entornos disjuntos
de x e y, pues si existiera un punto z en la interseccion, seria d(z,z) < W,
d(y,z) < W, luego d(z,y) < W + W C V, contradiccion. m 13

Interiores y clausuras Vamos a probar un resultado técnico del que dedu-
ciremos varias consecuencias de interés:

Teorema 2.11 St X es un espacio uniforme, A C X x X y V es una banda
en X, entonces el conjunto V. 4+ A+ V es un entorno de A y

A= N(V+A+V).
Veu

DEMOSTRACION: Si (z,y) € V + A+ V), esto significa que existen p, ¢ € X
tales que (x,p) € V, (p,q) € A, (¢,y) € V, pero esto a su vez equivale a que
(z,y) € By(p) x By(q). Por lo tanto,

AcC U(Bv(p) xByv(q) CV+A+YV,
(p,q)€A

y, como cada By (p) x By (q) es un entorno de (p, ¢), tenemos que A esta con-
tenido en el interior de la union.

Por otra parte, (z,y) € V + A+ V equivale también a que existe un punto
(p,q) € AN(By(z) x By (y)) # &, pero, al variar V, el producto By (z) x By (y)
recorre una base de entornos de (z,y), luego (x,y) esta en la interseccion del
enunciado si y s6lo si todos sus entornos cortan a A, es decir, si y solo si esta
en A. "

A partir de aqui podemos obtener una expresion para la clausura de un
subconjunto de X. Para ello conviene introducir la notacién siguiente:

Definicion 2.12 Si X es un espacio uniforme, A C X y V es una banda en X,
definimos el entorno uniforme de A determinado por V' como

VAl = U Bv(a),

a€A

es decir, el conjunto que resulta de cubrir A con bolas de radio V' con centro en
Sus puntos.

Teorema 2.13 Si X es un espacio uniforme, A C X yV es una banda en X,
entonces V[A] es un entorno de A y

A= N VAL



2.1. Uniformidades 49

DEMOSTRACION: Si V' es una banda en X, es facil ver que
V+(AxA)+V =V[A] x VI]A].

Usando 1.21 y el teorema anterior aplicado a A x A, vemos que

AxA=AxA= N (V[A] x V]A4]),

y usando que r € A equivale a que (z,7) € A x A obtenemos la igualdad del
enunciado. m

De aqui deducimos un hecho notable:

Teorema 2.14 Si X es un espacio uniforme, los interiores (resp. las clausuras)
en X x X de las bandas de X son una base de su uniformidad. En particular,
las bandas abiertas (resp. cerradas) forman una base de su uniformidad.

DEMOSTRACION: Si V' es una banda en X, existe otra banda W tal que
3W C V, y el teorema 2.11 aplicado a A = V = W nos da que 3W es un
entorno de W, luego W C \O/, luego V es una banda de V. A partir de aqui es
inmediato que los interiores de las bandas forman una base.

Por otra parte, el teorema anterior nos da que W C 3W C V, luego toda
banda contiene a la clausura de otra, y asi las clausuras forman también una
base. ]

Asi pues, al tomar bandas de un espacio uniforme no perdemos generalidad
si las tomamos abiertas. Por ejemplo, mas arriba hemos senalado que las bolas
definidas por una banda no tienen por qué ser abiertas, pero es facil ver que si
una banda V' es abierta (resp. cerrada), entonces las bolas By (x) son abiertas
(resp. cerradas).

En efecto, basta tener en cuenta que la aplicacion i : X — X x X dada por
y+— (x,y) es continua, y que By (z) =i~ [V].

A su vez, si A C X es un conjunto arbitrario, el entorno V|[A] es abierto,
pues es uniéon de bolas abiertas. En cambio, aunque V sea cerrada, esto no
implica necesariamente que V[A] sea cerrado. Veamos algunas aplicaciones:

Teorema 2.15 Todo espacio uniforme Ty es Tj.

DEMOSTRACION: Por el teorema 2.10 un espacio uniforme Ty es 15, en
particular 77, y todo punto z tiene una base de entornos cerrados, pues basta
considerar la base de entornos formada por las bolas By (x), donde V recorre
las bandas cerradas. [

Teorema 2.16 Si X es un espacio uniforme y D C X es un subespacio denso,
entonces las clausuras de las bandas de D son una base de la uniformidad de X .
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DEMOSTRACION: Si V' es una banda en D, existe una banda abierta V' en
X tal que V' N (D x D) C V, luego, usando 1.22,

VcV =VnDxD)CV,

por lo que las clausuras de las bandas de D son bandas de X. Reciprocamente,
si V' es una banda en X, existe otra banda cerrada W C V', y V.= WN(D x D)
es una banda en D tal que V=WnN (D xS)CcW C V" u

Teorema 2.17 Sea X un conjunto en el que hay definidas dos uniformidades
Uy, Us que inducen topologias To C T1. Sea D C Xy un subconjunto denso tal
que Uip C Usp. Entonces U; C Us.

DEMOSTRACION: Sea V € U; una banda cerrada (vamos a usar que, segin
el teorema 2.14, las bandas cerradas son una base de U; ). Entonces tenemos que
VN (D x D) €U p C Usp, luego, por 2.14, existe una banda abierta W € U,
tal que W N (D x D) c VN (D x D).

En principio, W es abierta en Xs x X5, es decir, respecto de la topologia To
inducida por Us, pero por hipdtesis también lo es en X7 X X1, y V es cerrada
también en X; x X7, luego, como D x D es denso en X; x X7, el teorema 1.22
nos da que

WcCcW=Wn(DxD)cV =YV,

luego V' € Us. "

En particular, si dos uniformidades inducen la misma topologia y coinciden
en un subespacio denso, necesariamente son iguales.

Terminamos con un resultado elemental sobre clausuras que necesitaremos
més adelante:

Teorema 2.18 Sea A un subconjunto de un espacio uniforme X yV una banda

en X tal que d(A) < V. Entonces d(A) < 3V.

DEMOSTRACION: Si 2, y € A, entonces AN By (z) # @y AN By(y) # @.
Sean u, v € A tales que d(z,u) < V y d(y,v) < V. Como d(A) < V, también
d(u,v) <V, luego en total d(z,y) < 3V. = 18

Continuidad uniforme La continuidad uniforme en espacios métricos es un
concepto métrico y no topologico, pues exige comparar grados de proximidad
a puntos distintos, cosa que la topologia no determina, pero en realidad es un
concepto uniforme. De hecho, la estructura de espacio uniforme (introducida
por Weil en 1938) esté pensada precisamente para capturar el concepto de “con-
tinuidad uniforme” en espacios no necesariamente metrizables.

En efecto, observemos que la definicion de continuidad uniforme de una
aplicacién entre espacios métricos equivale a que, para todo € > 0 existe un
§ > 0tal que Vs C (f x f)~1[V4], lo cual nos lleva inmediatamente a la definicién
general:
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Definicion 2.19 Sean X, Y espacios uniformes. Una aplicacion f: X — Y
es uniformemente continua si para toda banda V' de Y existe una banda U en X
tal que para todo z, y € X tales que d(z,y) < U se cumple d(f(z), f(y)) <V
o, equivalentemente, si (f x f)71[V] € Ux.

Una aplicacion f : X — Y es un homeomorfismo uniforme si es biyectiva
y tanto f como f~! son uniformemente continuas. En tal caso tenemos una bi-
yeccion entre las uniformidades que respeta las operaciones conjuntistas y, por
consiguiente, los espacios son indistinguibles. Si existe un homeomorfismo uni-
forme entre dos espacios X e Y diremos que son uniformemente homeomorfos.

Asi, un homeomorfismo uniforme hace corresponder biunivocamente las ban-
das de los dos espacios que relaciona, por lo que conservan todas las propiedades
definibles a partir de una uniformidad. En otras palabras, si los conceptos y
resultados topoldgicos son los que se conservan por homeomorfismos, los con-
ceptos y resultados uniformes son los que se conservan por homeomorfismos
uniformes.

Veamos ahora algunos hechos elementales sobre aplicaciones uniformemente
continuas. Notemos que una aplicacién es uniformemente continua si podemos
aproximar (uniformemente) sus imagenes sin mas que aproximar los puntos en
una misma cantidad valida para todos ellos.

1. Toda aplicacion uniformemente continua es continua. En particular un
homeomorfismo uniforme es un homeomorfismo.

En efecto, sea f : X — Y una aplicacién uniformemente continua y G
un abierto en Y. Si z € f71(G), tenemos que f(z) € G, luego existe una
banda V en Y tal que By (f(z)) C G. Tomemos U = (f x f)~*(G), que es
una banda en X que cumple ademés By (z) C f~1(G), pues si y € By ()
entonces d(z,y) < U, luego d(f(x), f(y)) < Vyasi f(y) € By(f(z)) C G,
y € f~Y(G). En consecuencia f~1(G) es abierto y f es continua.

2. La composicion de aplicaciones uniformemente continuas es uniforme-
mente continua.

3. Toda aplicacion constante es uniformemente continua.
4. Si X es un espacio uniforme e Y C X, la inclusion i : Y — X es

uniformemente continua.

En efecto, las bandas de Uy son precisamente las antiimagenes por @ X 4
de las bandas de U.

Notemos que, como consecuencia de este hecho, la restricciéon a un subes-
pacio de una aplicaciéon uniformemente continua es uniformemente conti-
nua, ya que resulta de componer la aplicacién con la inclusion.

5.8 f : X — Y es uniformemente continua e Y es subespacio de Z,
también f: X — Z es uniformenente continua y viceversa.
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6. Las proyecciones p; : [[ Xi — X; en un producto de espacios uniformes
el
son uniformemente continuas.
En efecto, las antiimagenes de las bandas de los factores por las pro-
yecciones son bandas béasicas, luego las proyecciones son uniformemente
continuas.

7. Una aplicacion f: X — [] X; es uniformemente continua si y s6lo si lo
i€l
son sus funciones coordenadas f; = f o p;.

8. Si {fi}ier es una familia de aplicaciones f; : X; — Y; uniformemente

continuas entre espacios uniformes, entonces f = [[ fi : [[ Xi — [ Y:
iel el i€l

dada por f(x) = {fi(x;)}ics es uniformemente continua. 28

2.2 Pseudométricas uniformes

Hasta ahora hemos visto que muchos resultados sobre espacios métricos pue-
den enunciarse, mas en general, para espacios pseudométricos, pero no hemos
visto el interés de esta generalizacién. Ahora vamos a ponerlo de manifiesto,
porque vamos a probar que toda uniformidad puede ser descrita en términos de
pseudométricas, y esta descripcion aproxima el tratamiento de los espacios uni-
formes al de los espacios métricos. Concretamente, las pseudométricas ligadas
a un espacio uniforme son las pseudométricas uniformemente continuas:

Definicion 2.20 Si X es un espacio uniforme, llamaremos pseudométricas uni-
formes de X a las pseudométricas p : X x X — R que son uniformemente
continuas.

Las pseudométricas uniformes admiten una caracterizacion més simple que
la definicion general de aplicacion uniformemente continua:

Teorema 2.21 Una pseudométrica p: X X X — R en un espacio uniforme X
es uniforme si y sélo si para todo € > 0 existe una banda V en X tal que si
d(z,y) <V entonces p(z,y) < €.

DEMOSTRACION: Recordemos que, segin el teorema 9.2, toda pseudomé-
trica satisface la desigualdad

lp(z,y) — pa’,y") < p(x,2") + ply, v).

Si p cumple la condicién del enunciado, dado ¢ > 0, existe una banda V'
en X tal que si d(z,y) < V, entonces p(z,y) < €/2, por lo que si d(z,z') <V
y d(2’,y") <V, en virtud de la desigualdad anterior, |p(x,y) — p(2/,9/)| <€, vy
esto prueba que p es uniformemente continua.



2.2. Pseudométricas uniformes 53

Reciprocamente, si una pseudométrica p es uniformemente continua, para
cada € > 0 existe una banda V en X tal que si d(z,2') < V y d(y,y') < V,
entonces |p(z,y) — p(a’,y')| < e. Entonces, si d(z,y) <V, tomamos 2’ =y’ =y
y se cumple d(z,2") <V, d(y,y’") <V, luego p(z,y) < e. "

Ejemplo Obviamente, toda pseudométrica uniforme es continua, pero el reci-
proco no es cierto. Existen pseudométricas continuas que no son uniformemente
continuas. Basta considerar p : R x R — R dada por p(z,y) = |22 — y?|. Cla-
ramente es continua, pero no es uniforme para la uniformidad usual de R (la
inducida por la métrica). Si lo fuera, dado ¢ = 1, existirfa un § > 0 tal que
si d(x,y) < Vs entonces p(x,y) < 1, pero esto equivale a que si |z — y| < J,
entonces |z + y|lz — y| < 1. En particular, tomando y = = + 6/2, tendria que
cumplirse |2z + 0/2]6/2 < 1 para todo x € R, lo cual es obviamente falso. =

Segin anuncidbamos, toda uniformidad puede definirse especificando una
familia de pseudomeétricas. En primer lugar especificamos en qué sentido unas
pseudométricas determinan una uniformidad:

Teorema 2.22 Sea X un conjunto y P una familia de pseudométricas en X.
Entonces los conjuntos

V(Fye) ={(z,y) € X x X | p(x,y) < € para todo p € F},

donde F' recorre los subconjuntos finitos de P y € > 0, forman la base de una
uniformidad en X respecto de la cual todas las pseudométricas de P son unifor-
mes. Dicha uniformidad es de Hausdorff si y sélo si para cada par de puntos
x#y en X existe p € P tal que p(x,y) > 0.

DEMOSTRACION: Es obvio que los conjuntos V(F,¢) son bandas en X, asi
como que
V(F1 @] FQ, min{q, 62}) C V(Fl, 61) N V(FQ, 62).

Ademaés, 2V (F,¢/2) C V(F,¢), luego en efecto las bandas indicadas son la
base de una uniformidad U en X, respecto a la cual son obviamente uniformes.
Ademas,

AU ={(z,y) € X x X | p(x,y) = 0 para todo p € P}.

La uniformidad sera de Hausdorff si y solo si esta interseccion es la diagonal A,
lo cual equivale claramente a la condicién indicada en el enunciado. [

Definicion 2.23 Si P es una familia de pseudométricas en un conjunto X, lla-
maremos uniformidad generada por P a la uniformidad dada por el teorema
anterior, que claramente es la menor uniformidad respecto de la cual las pseu-
dométricas de P son uniformes.

Vamos a probar que toda uniformidad esta generada por sus pseudométri-
cas uniformes. Para ello tenemos que construir pseudométricas uniformes y la
construccién es un tanto técnica. El resultado central es el teorema siguiente:
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Teorema 2.24 Sea X un espacio uniforme y {V,}52, una sucesion de ban-
das de X de manera que Vo = X x X y 3V,41 C V,. Entonces existe una
pseudométrica p en X tal que para todo n > 1 se cumple

{(z,y) € X x X | p(z,y) <1/2"} C Vi C{(2,y) € X x X | p(z,y) < 1/2"}.
En particular p es una pseudométrica uniforme.

DEMOSTRACION: Dado un par (z,y) € X x X consideramos todas las su-
cesiones finitas xq, ...,z de puntos de X tales que g = x, zp = y. Defi-
nimos p(z,y) como el infimo de las cantidades 1/2% + --- + 1/2% tales que
(wj_1,25) € V4.

Es claro que p es una pseudométrica. Observemos que, como (z,z) € V;
para todo i, resulta que p(x,z) < 1/2% para todo i, con lo que p(x,z) = 0. Por
otra parte p(z, z) es menor o igual que el infimo de las cantidades citadas antes
restringidas a sucesiones con un punto y entre sus términos, y esta cantidad es
precisamente p(x,y) + p(y, z).

Se cumple que V;, C {(z,y) € X x X | p(x,y) < 1/2"}, ya que si (z,y) € V,,,
entonces rg = x, x1 = y es una de las sucesiones consideradas cuya cantidad
asociada es 1/2™.

Falta demostrar que si p(z,y) < 1/2% entonces (z,y) € V;. Para ello proba-
remos que para toda sucesion xy, ...,z tal que

(zj_1,2;) €V y 1/2% +. 4 1/2% <1/2°
se cumple que (xg,zy) € V;. Haremos la prueba por induccion sobre k.
Si k =1 tenemos 1/2% < 1/2%, luego i < i1 y por tanto (zg,z1) € Vi, C Vi.

Sim > 1y la propiedad se cumple para todo k < m, tomemos una sucesién
To, ..., Ty, tal que (z;_1,2;) € Vi, y

1/20 .. 4 1/2m < 1/2°, (2.1)

O bien 1/211 < 1/2i! o bien 1/2'm < 1/2iT!) pues en otro caso la suma
excederfa de 1/2'. Por simetria podemos suponer que se da la primera desigual-
dad.

Sea entonces n el mayor natural menor que m tal que
1/20 ... +1/2 < 1/2% (2.2)

Sin < m —1 se cumple que 1/2% + .- + 1/2+1 > 1/2iF1 y por (2.1), ha
de ser , 4 4
1/20m+1 oo 1/20m < /20 (2.3)

Aplicando la hipotesis de induccion a (2.2) y (2.3) resulta que (2o, z,) € Viyq
V (Tpi1,Tm) € Viz1. Ademds, como 1/2i+1 < 1/2¢ | resulta que i + 1 < d,41,
de donde (zp,zny1) € Vi, C Viy1, luego (zo, 2m) € 3Viy1 C Vi
Sin =m — 1 por hipétesis de induccion tenemos (zg, Ty—1) € Vi1, y como
1/2im < 1/2% también (2,,_1,2m) € Vi, C Vit1, luego (29, 2m) € 2Vie1 C Vi.
u
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Para muchas de las aplicaciones basta el siguiente caso particular del teorema
que acabamos de probar.

Teorema 2.25 Sea X un espacio uniforme y V una banda en X. FExiste una
pseudométrica uniforme p tal que {(z,y) € X x X | p(x,y) <1} C V.

DEMOSTRACION: Sea Vy = X x X, V3 = V y completemos una sucesion
{Vn}n en las hipotesis del teorema anterior. Obtenemos asi una pseudomé-
trica pg de manera que p = 2pg cumple lo pedido. m

Como consecuencia;:

Teorema 2.26 Toda uniformidad en un conjunto X estd generada por sus
pseudométricas uniformes.

DEMOSTRACION: Es claro que las bandas de la uniformidad generada por las
pseudométricas uniformes de X (es decir, las consideradas 2.22) son bandas de la
uniformidad dada en X. Reciprocamente, por el teorema 2.25, toda banda de la
uniformidad de X contiene una banda V ({p}, 1) de la uniformidad generada por
las pseudométricas uniformes de X, luego es una banda de dicha uniformidad.

n

Ahora podemos dar una condicién necesaria y suficiente muy sencilla para
que una uniformidad sea metrizable, es decir, para que sea la uniformidad gene-
rada por una métrica. Un poco més en general, podemos determinar cuando es
pseudometrizable, es decir, cudndo la uniformidad esté generada por una tnica
pseudométrica.

Teorema 2.27 Un espacio (de Hausdorff) uniforme es pseudometrizable (me-
trizable) si y solo si su uniformidad tiene una base numerable.

DEMOSTRACION: Si la uniformidad de un espacio uniforme X esta generada
por la pseudométrica p, entonces tiene por base a {V({p},1/n)}tnen.

Supongamos ahora que X es un espacio uniforme con una base numerable
{Un}2,. Sea Vj = X x X vy, si tenemos definida la banda V,,, tomemos una
banda V,,;1 de la uniformidad tal que 3V,,41 C V,, y V.41 C U,. Entonces la
pseudométrica p en 2.24 genera claramente la uniformidad de X.

(o] oo
Si X es un espacio de Hausdorff, entonces (| V;, = (| U, = A, de donde

n=1 n=1 o)
se sigue que p es una meétrica, pues si p(z,y) = 0, entonces (z,y) € (| V., = A,
luego = = y. n=1 "

Notemos que si p es una pseudomeétrica uniforme en un espacio uniforme X,
esto significa por definiciéon que las bandas

{(@,y) € X x X [ p(x,y) <€}

pertenecen a la uniformidad de X, y el teorema 2.25 prueba que (al variar p)
son una base de la uniformidad (incluso si fijamos € = 1). Por otra parte, es
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claro que si p es una pseudométrica uniforme en X también lo es 2p, por lo que
las bandas

{(z,y) € X x X | p(z,y) <1}
también forman una base.

En la seccién 10.3 estudiamos las pseudométricas que definen las uniformi-
dades de los grupos y espacios vectoriales topoldgicos. 345.

2.3 Completitud

La completitud de R (como espacio ordenado) tiene una caracterizacion en
términos de convergencia de sucesiones que depende de su estructura de espa-
cio métrico, pero no de su estructura de conjunto ordenado, lo que hace que
sea aplicable a otros espacios métricos y, mas en general, a espacios uniformes
arbitrarios, lo cual tiene muchas consecuencias.

La idea basica es que un anélisis detallado del conjunto Q de los ntmeros
racionales muestra que tiene infinitos “huecos” que hemos puesto de manifiesto
en forma de subconjuntos no vacios acotados superiormente que no tienen su-
premo. Sin embargo, otra forma de poner en evidencia la presencia de “huecos”
en Q es a través del concepto de sucesion de Cauchy. Su definicién para suce-
siones de nimeros racionales se generaliza inmediatamente al caso sucesiones en
espacios métricos arbitrarios:

Una sucesion {z,}>2, en un espacio métrico M es de Cauchy si
para todo € > 0 existe un ng € N tal que si m,n > ng, entonces
d(zpm, xn) < €.

Asi, una sucesion es de Cauchy si sus términos se aproximan entre si cada vez
més, pero la definicién no hace referencia a ningtn posible limite. Por ejemplo,
es facil ver que toda sucesion de numeros racionales convergente a un nimero
irracional es una sucesién de Cauchy en Q que no converge en Q, y la presencia
de sucesiones de Cauchy no convergentes en un espacio métrico resulta ser una
forma alternativa de senalar “huecos” en el espacio que no depende de ninguna
relacion de orden.

Antes de desarrollar esta idea conviene observar que el concepto de sucesion
de Cauchy puede definirse en realidad en cualquier espacio uniforme:

Definiciéon 2.28 Una sucesion {z,, }52, en un espacio uniforme X es de Cauchy
si para toda banda V en X existe un ng € N tal que si m,n > ng, entonces
AT, Tn) < V.

Es obvio que basta con que la definicion la cumplan las bandas de una base
de la uniformidad, y a su vez esto muestra que en el caso de un espacio métrico
la definicion equivale a la que habiamos dado previamente.
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Ahora bien, para trabajar con espacios uniformes arbitrarios, el concepto de
“sucesion de Cauchy” se queda corto, y debe ser sustituido por el de “base de
filtro de Cauchy”

Una base de filtro B en un espacio uniforme X es de Cauchy si para toda
banda V en X existe un A € B tal que d(4) < V.

Es inmediato que una sucesion {x,}52, en un espacio uniforme X es de
Cauchy si y s6lo si lo es su base de filtro asociada, es decir, la base de filtro
B = {{zn | n > m} | m € N} formada por sus “colas”. Esto hace que el teorema
siguiente se cumpla en particular para sucesiones de Cauchy:

Teorema 2.29 Sea X un espacio uniforme. Entonces

1. Toda base de filtro convergente en X es de Cauchy.
2. Toda base de filtro de Cauchy con un punto adherente es convergente.

3. Si f: X — Y es una aplicacion uniformemente continua en un espacio
uniforme Y y B es una base de filtro de Cauchy en X, entonces f[B] es
un filtro de Cauchy en Y .

DEMOSTRACION: 1) Supongamos que una base de filtro B converge al
punto z. Dada una banda V en X, existe otra W tal que 2W C V y por
hipétesis existe un B € B tal que B C By (z), luego d(B) < V.

2) Supongamos ahora que B es de Cauchy y que x es un punto adherente.
Sea A un entorno de x. Existe una bola By (z) C A. Tomemos 2W C V.
Como B es de Cauchy, existe un conjunto B € B tal que d(B) < W. Como z
es adherente a B, se cumple que z € B, luego existe un y € BN By (z), y de
aqui que B C By (x) C A, pues si z € B entonces

d(z,z) <d(z,y)+dy,z) <W+WCV.
Esto prueba que B converge a x.

3) Sea V es una banda en Y. Como f es uniformemente continua tenemos
que W = (f7! x f~1)(V) es una banda en X, luego existe un A € B tal
que d(A) < W. Entonces f(A) € f[B], pues A C f~1[f[4]], y claramente
d(f[A]) < V. Esto prueba que f[B] es un filtro de Cauchy. "

Notemos que la propiedad 2) para sucesiones de Cauchy afirma que si una
sucesion de Cauchy tiene una subsucesién convergente, entonces la sucesiéon
converge al mismo limite. Es ilustrativo dar una prueba directa de este hecho.

Asi pues, toda sucesion / base de filtro convergente es de Cauchy y basta
con que una sucesion / base de filtro de Cauchy tenga un punto adherente para
que converja a él. La idea subyacente es que las sucesiones / bases de filtro
de Cauchy “deberian” coincidir con las convergentes, de modo que la presencia
de una sucesion / base de filtro de Cauchy no convergente delata la existencia
de un “hueco” en el espacio correspondiente, pues muestra que existen puntos
que se aproximan arbitrariamente entre si sin aproximarse a ningin punto en
particular. Esto nos lleva a las definiciones siguientes:
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Definicion 2.30 Un espacio uniforme es completo si en €l todo filtro de Cauchy
es convergente, y es sucesionalmente completo si en él toda sucesion de Cauchy es
convergente. Los K-espacios normados completos se llaman espacios de Banach,
los espacios prehilbertianos completos se llaman espacios de Hilbert.

Notemos que una base de filtro es de Cauchy si y sélo si lo es el filtro que
genera, por lo que en un espacio uniforme completo toda base de filtro de Cauchy
es convergente.

Es inmediato que todo espacio uniforme completo es sucesionalmente com-
pleto, y en espacios métricos se cumple el reciproco. Lo probamos en la sec-
cion 9.2 junto con otros resultados basicos, como la completitud de R. 300

Veamos ahora que la completitud se conserva por productos:

Teorema 2.31 Un producto no vacio de espacios uniformes es completo si y
sdlo si lo son todos los factores.

DEMOSTRACION: Sea X = [] X; un producto de espacios completos y
i€l

llamemos p; : X — X, a la proyeccién i-ésima. Si F' es un filtro de Cauchy

en X, entonces cada p;[F] es un filtro de Cauchy en X;, luego converge a un

punto z; y, por tanto, F' converge al punto x = (z;);cs. Asipues, X es completo.

Reciprocamente, si X es completo y o € X, dado un filtro de Cauchy Fy
en un factor X, consideramos el filtro ' en X que tiene por base los conjuntos
de la forma

A* = Aio X H {3701}

i€\ {io}
Es facil ver que F' es un filtro de Cauchy en X, luego converge a un punto z € X,
y de aqui se sigue que Fp converge a ;. L]

Por otra parte, la completitud la heredan los subespacios cerrados:

Teorema 2.32 Sea X un espacio uniforme. Entonces
1. Si X es completo e Y C X es cerrado entonces Y es completo.

2. 5iY C X es completo y X es de Hausdorff, entonces Y es cerrado en X.

DEMOSTRACION: 1) Si F es un filtro de Cauchy en Y, es claro que F es una
base de filtro de Cauchy en X, luego converge a un punto que, al ser Y cerrado,
estd en Y. Por lo tanto F' converge en Y.

2) Sea x € Y. Entonces existe una base de filtro en Y convergente a x.
Por 2.29 es de Cauchy y, por ser Y completo, converge en Y, es decir, x € Y.
u

He aqui algunos ejemplos de interés en torno a la completitud:
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1. El primero es un ejemplo de que la propiedad de Hausdorff es necesaria
en el segundo apartado del teorema anterior. Sea X un espacio uniforme
arbitrario, sea J un conjunto no vacio, sea jo € J y consideremos en
X* = X x J la uniformidad que tiene por base a las bandas

Ve ={((z,1),(y,4)) € X* x X" | (2,y) € V}}.

Es inmediato que estas bandas son ciertamente la base de una uniformi-
dad en X*, y la aplicacion ¢ : X — X* dada por i(z) = (z,j0) es un
homeomorfismo uniforme en su imagen, pues

Ve (X] < i[X]) = {((2,Jo), (y,40)) | (z,y) € V} = (i x §)[V].

Asi i[X] es un subespacio completo de X* (y sera completo o de Hausdorff
si X lo es), pero no es cerrado en X*. De hecho, es denso, pues un abierto
bésico en X* es By« ((z,7)) y se cumple que (x,jo) € i[X] N By« ((z,j)).

2. El ejemplo A.52 muestra un espacio vectorial topologico sucesionalmente
completo que no es completo.

3. Es muy importante tener presente que la completitud es una propiedad
uniforme, no topolédgica, es decir, que depende de la uniformidad consi-
derada en un espacio uniforme dado y no sélo de la topologia que ésta
induce.

Asi, R y ]0,1[ son espacios topologicos homeomorfos (por ejemplo, por
[TC 2.51]), pero R es completo con la distancia usual y ]0,1[ no lo es
(porque no es cerrado en R).

Sif:R —]0,1[ es una semejanza (y en particular un homeomorfismo), la
distancia en R dada por d(z,y) = |f(z) — f(y)| es equivalente a la usual,
pero R no es completo con ella, pues la sucesion {n}°, es de Cauchy
(porque lo es su imagen en ]0, 1[) y no es convergente (porque no lo es su
imagen, que converge a 1, luego no converge en |0, 1[).

4. Otro ejemplo sobre el mismo asunto: Es inmediato que todo espacio uni-
forme discreto es completo, pues es metrizable y si {z,, }22, es una sucesion
de Cauchy, finalmente debe cumplir d(z,,, x,) < A, es decir, z,, = z,, por
lo que la sucesion es finalmente constante y, por consiguiente, convergente.

Ahora bien, esto hay que entenderlo debidamente: el conjunto
A={1/n|neN\{0}}

no es completo, pues no es cerrado en R o, explicitamente, porque {1/n}2 ;
es una sucesion de Cauchy no convergente en A, pero es claramente un
espacio métrico discreto.

Esto no contradice a la primera afirmacion que hemos hecho en este ejem-
plo, porque A es un espacio métrico discreto como espacio topologico, pero
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no como espacio uniforme. La uniformidad de A no es discreta. No hay
ninguna banda V en R tal que VN (A x A) = A. Si la hubiera, podriamos
tomarla de la forma V; y eso significarfa que d(z,y) > € siempre que x # y
son puntos de A, lo cual es falso. La uniformidad de A es una uniformidad
distinta de la discreta que induce la topologia discreta.

5. Es evidente que si dos espacios son uniformemente homeomorfos y uno es
completo, el otro también lo es. Sin embargo, el ejemplo siguiente muestra
que una imagen uniformemente continua de un espacio métrico completo
no tiene por qué ser completas:

Consideremos C' = {(z,y) € R? | 2y = 1}, que es un espacio métrico
completo (por ejemplo, con la distancia d..), porque es cerrado en RZ.
Sea p: C — R\ {0} la proyeccion en la primera coordenada. Tenemos
que p es continua y suprayectiva y, como cumple:

d(p(z,y),p(x',y") = |z — 2| < dso((z,9), («",9)),

evidentemente es uniformemente continua. Pero R\ {0} no es completo,
pues no es cerrado en R.

Una consecuencia notable de la completitud de R es que las series infinitas
absolutamente convergentes son convergentes. Este es un resultado clasico que
se usa constantemente en el anélisis matematico, pero también es muy ttil en la
topologia general a la hora de construir aplicaciones continuas y otros objetos
topologicos. En la seccion 9.4 presentamos una version general de este hecho
junto con algunas aplicaciones. 323

Compleciéon de un espacio uniforme Vamos a probar que todo espacio
uniforme se puede sumergir uniformemente como subespacio denso en un espacio
uniforme completo. Para ello conviene introducir el concepto de filtro de Cauchy
minimal:

Definicién 2.33 Si X es un espacio uniforme, un filtro de Cauchy F' en X es
minimal si no contiene estrictamente a ningin otro filtro de Cauchy.

Teorema 2.34 Si X es un espacio uniforme, cada filtro de Cauchy F en X
contiene un unico filtro de Cauchy minimal Fy. St B es una base de F y B*
es una base de la uniformidad de X, entonces una base de Fy la forman los
conjuntos V[A], para cada V € B* y cada A € B.

DEMOSTRACION: Si V, V' € B* y A, A’ € B, entonces existen V" € B* y
A" e Btalesque V" c VNV’', A” Cc ANA’, con lo que V"[A"] Cc VIAINV'[A"].
Esto prueba que los conjuntos V(A) son ciertamente la base de un filtro Fj
en X. Ademas, como A C V[A4], tenemos que V[A] € F, luego Fy C F.

Ademés, si W es una banda en X, podemos tomar otra V € B* tal que
3V C W, asi como un A € B tal que d(A) < V. Entonces d(V(A)) <3V C W,
pues si y, ¥ € V[A], existen x, 2’ € A tales que (y,z) € V, (z,2') € V,
(«',y') € V, luego (y,y’) € 3V. Esto prueba que Fj es un filtro de Cauchy.
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Finalmente, supongamos que F} C F es otro filtro de Cauchy. Si A € B
y V € B*, podemos tomar A’ € F| tal que d(A’) < V. Como A’ € F, existe
x € AN A’, y entonces A’ C V[A], pues si y € A" entonces (z,y) € V. Por lo
tanto V(A) € F1, luego Fy C Fj. n

Como consecuencia:

Teorema 2.35 Todo filtro de Cauchy minimal en un espacio uniforme tiene
una base formada por conjuntos abiertos.

DEMOSTRACION: Sea F' un filtro de Cauchy minimal en un espacio uni-
forme X. Entonces F' coincide con el filtro Fjy descrito en el teorema anterior,
donde, en virtud del teorema 2.25, podemos tomar como base B* el conjunto
de las bandas abiertas en X, de modo que los conjuntos V[A] son abiertos y
forman una base de F'. m

De aqui podemos deducir un resultado que usaremos en varias ocasiones:
si D es un subespacio denso de un espacio uniforme X, para que X sea completo,
es decir, para que todos los filtros de Cauchy en X converjan, es suficiente con
que lo hagan los filtros de Cauchy en D:

Teorema 2.36 Sea X un espacio uniforme y D C X un subespacio denso tal
que todo filtro de Cauchy en D converge en X. Entonces X es completo.

DEMOSTRACION: Sea F' un filtro de Cauchy en X y sea Fy C F el filtro de
Cauchy minimal que contiene. Como Fj tiene una base formada por abiertos,
resulta que {AND | A € Fy} es un filtro de Cauchy en D, luego converge a un
cierto x € X, luego también Fy converge a x, y lo mismo vale para F'. m

El teorema siguiente pone de manifiesto el interés de los filtros de Cauchy
minimales, pues de él se desprende que si un espacio uniforme X es un sub-
conjunto denso de otro espacio uniforme completo X, entonces los puntos de X
estan en correspondencia biunivoca con los filtros de Cauchy minimales de X.

Teorema 2.37 Sea Y un espacio uniforme y X C Y. Sixz € X, el conjunto
FE, ={UNX | U es un entorno de x en Y} es el dnico filtro de Cauchy minimal
en X que converge a x.

DEMOSTRACION: Es inmediato que F, es un filtro en X y es de Cauchy
porque, de hecho, converge a z (todo entorno de z esta en el filtro que F,
genera en Y). Es minimal, pues si Fy C F, es un filtro de Cauchy, entonces
r€ () AC [ A, luego z es un punto adherente de Fp, luego Fy converge

A€EF, A€Fy
a x, y esto implica que F, C Fy (si U es un entorno de z, existe A € Fy tal que
AcCU,luego ACUNX, luego UNX € Fy, luego F, C Fy). Asi pues, F, es
minimal.

Por el mismo argumento, si Fj es cualquier filtro de Cauchy en X que con-
verge a x tenemos que F, C Fj, luego si Fy es minimal tiene que ser F,,. m
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Definicion 2.38 Si X es un espacio uniforme, llamamos X al conjunto de todos
los filtros de Cauchy minimales de X. Para cada banda V en X, definimos V
como el conjunto de todos los pares (F, Fy) € X x X tales que existe A € F1NF,
tal que d(A4) < V.

Definimos i : X — X como la aplicacion que a cada x € X le asigna el filtro
formado por todos sus entornos (que es un filtro de Cauchy minimal convergente
a x en virtud del teorema anterior, aplicado a X =Y'). Vamos a probar que las
bandas V forman una base de una uniformidad de Hausdorff en X. Mas atin:

Teorema 2.39 Si X es un espacio uniforme, los conjuntos 1% que acabamos de
definir, donde V' recorre las bandas de X, son la base de una uniformidad de
Hausdorff completa en X, de modo que i : X — X es uniformemente continua
e i[X] es denso en X. Si X es de Hausdorff, entonces i : X — i[X] es un
homeomorfismo uniforme.

Si f: X — Y es cualquier aplicacion uniformemente continua de X en un
espacio uniforme de Hausdorff completo Y, existe una unica aplicacion unifor-
memente continua g : X —Y que hace conmutativo el diagrama siguiente:

X 2-v

i

X

DEMOSTRACION: Si V es una bandaen X y F € X, existe Ac F=FNF
tal que d(A) <V, y esto implica que (F, F') € V. Por otra parte, es evidente
que (Fy, Fy) € V siy solo si (Fy, F1) € V, luego V es una banda en X.

Vamos a probar que estas bandas cumplen las condiciones del teorema 2.7:

Si Vv yl/i/son bandas en X, se cumple que VNV’ € V N V', pues si
(F1,Fy) e VNV/ existe un A € F; N F; tal que d(A) <V NV’ lo que implica
que (F1,Fy) e VNV,

Si V es una banda en X, tomamos otra banda W tal que 2W C V. Entonces,
2W C V, pues si (F1, Fy), (Fy, F3) € W, existen A € Fy N Fy, B € FyN F; tales
que d(A) < W, d(B) < W, yentonces AUB € F1NF;3yd(AUB) <2W CV,
(pues existe u € ANBysiz, y € AUB, entonces (z,u) € W, (u,y) € W) luego
(F1,F3) €V.

Asi pues, las bandas V generan ciertamente una uniformidad en X, que es
de Hausdorff, pues si (F1, F3) € [V, los conjuntos de la forma A; U A, con
v

Ay € F, Ay € F5 forman la base de un filtro F3 en X, pues
(A1 UA2)N (B UBsy) = (A1 N(B1UBs))U (A N (B U By)),

y el primer conjunto esta en F; y el segundo en F5. Claramente F3 C FyNEFy y
es de Cauchy, pues, para toda banda V', existe un A € Fy N F» tal que d(4) <V
y A= AUA € F3. Por la minimalidad de F} y F5, tiene que ser F; = F3 = F5.



2.3. Completitud 63

Veamos ahora que i es uniformemente continua. Més aiin, vamos a probar
que si V' es una banda en X, entonces

(i x i)' [V]CV C(ixi) ' [3V].
La segunda inclusiéon implica la continuidad uniforme de 4, pues si V' es una

banda en X y 3W C V, entonces W C (i x i)~ ![V], luego (i x i)~'[V] es una
banda en X.

Si (x,y) € (i x i)~ V], existe A € i(x) Ni(y) tal que d(A) < V, pero z,
y € A, luego (z,y) € V.

Si (z,y) € V, entonces A = By (z) U By (y) € i(z) Ni(y) y d(A) <3V, luego
(i(z),i(y)) € 3V.

Observemos ahora que
{(z,y) e X x X |i(z) =i(y)} = FVW,

por lo que 7 es inyectiva si y sélo si X es un espacio de Hausdorff.

En efecto, i(x) = i(y) si y sblo si z e y tienen los mismos entornos en X,
es decir, si y solo si, para toda banda V en X, se cumple que y € By (x),
x € By (y), lo cual equivale a que (z,y) € V.

Ademas, si X es un espacio de Hausdorff, la relacion (i xi)~'[V] € V implica
que i~! es uniformemente continua, pues (i~ x i 1) V] = (i x 9)[V], luego
VN G[X] xi[X]) C (i xi)[V]= ("t xi )7HV].

Observemos ahora que si F' € X y V es una banda en X, entonces, por
el teorema 2.35 tenemos que el filtro F' tiene una base formada por conjuntos
abiertos, luego contiene abiertos de diametro menor que V. Si A € F es la uniéon

de los interiores de los elementos de F' de didmetro menor que V', se cumple que
i[X]N By (F) =i[A].

En efecto, si i(x) € By (F), esto significa que (i(z),F) € V, lo que a su
vez equivale a que existe U € F que es un entorno de z y d(F) < V, pero
entonces z € U C A, luego z € i[A]. Reciprocamente, si x € A, existe U € F
tal que z € U y d(U) <V, luego U € i(x) y a de aqui que (i(x),F) € V, luego
i(x) € i[X] N By (F).

En particular i[X] N By (F) # @, lo cual prueba que i[X] es denso en X.
Mis afin, tenemos que i[F] = {i[A] | A € F'} Ci[X] es una base de filtro en X

tal que todas las bolas By (F) estan en el filtro que genera en X, por lo que i[F]
converge a F'.

Veamos ahora que X es completo. Por el teorema 2.36 basta probar que todo
filtro de Cauchy F en i[X] converge en X. Veamos quei~*[F] = {i"1[A] | A € T}
es un filtro de Cauchy en X.

En efecto, obviamente es un filtro y, si V' es una banda en X, existe un A € &
tal que d(A) <V y entonces d(i~'[A]) <V, pues si z, y € i~ '[A], tenemos que
(i(z),i(y)) € V, luego (z,y) € (i x i)~[V] C V, segtin hemos probado méas
arriba.
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Sea F' C i~ 1[F] un filtro de Cauchy minimal. Entonces i[F] C i[i ' [F]] = F,
y sabemos que i[F] converge a F, luego F también converge a F, por la propia
definicion de convergencia.

Solo falta probar la ultima parte del enunciado. Para ello consideramos
una aplicacién f : X — Y uniformemente continua, donde Y es un espacio
uniforme de Hausdorff. Veamos en primer lugar que existe una tnica aplicacion
uniformemente continua gg : i[X] — Y que hace conmutativo el diagrama
analogo al del enunciado.

Recordemos que i(z) es el filtro de todos los entornos de z, que converge
a z. Como f es continua, el filtro f(i(z)) converge a f(z), y el limite es Gnico
porque Y es un espacio de Hausdorff. Por lo tanto, podemos definir gg mediante
go(i(x)) = lim f(i(x)) = f(x), con lo que i o gy = f. Obviamente go es la tnica
aplicacién que cumple esto. Vamos a probar que es uniformemente continua.

Sea V una banda en Y. Como f es uniformemente continua, existe una
banda Vj en X tal que Vo C (fx f)~'[V]. Hemos probado que (ixi) " [Vo] € Va,
luego (i x i)~ [Vo] € (f x f)71[V], de donde Vo N (i[X] x i[X]) C (go X go) " *[V].

Ahora, go se extiende a una aplicaciéon uniformemente continua g : X =Y
en virtud del teorema siguiente, que completa la prueba del teorema. L]

Teorema 2.40 Sean X eY espacios uniformes, donde Y es completo, y sea D
un subespacio denso de X. Entonces toda aplicacion uniformemente continua
f: D —Y se extiende a una aplicacion uniformemente continua f: X — Y.

DEMOSTRACION: Para cada x € X el conjunto
{By ()N D |V es una banda de X}

es una base de filtro de Cauchy en D. Si F, es el filtro que genera en D,
entonces el teorema 2.29 nos da que f[F;] es un filtro de Cauchy en Y, que por
completitud es convergente. Si Y es un espacio de Hausdorff, su limite es tnico
y lo llamamos f(z). En caso contrario tomamos como f(z) cualquier limite!
de f[F,], salvo si € D, en cuyo caso, por la continuidad de f, sabemos que
f[Fs] converge a f(z), por lo que tomamos concretamente f(z) = f(z). En
cualquier caso se cumple que f[F,] converge a f (x). Tenemos asi definida una
aplicacion f X —Y.

Notemos que f extiende a f, pues si x € D, entonces F, converge a x, luego
por continuidad f(F}) converge a f(z), luego f(x) = f(x). Veamos que fes
uniformemente continua.

Sea W una banda en Y y tomemos otra banda V tal que 6V C W. Sea U
una banda en X (abierta en X x X) tal que si a, a’ € D cumplen d(a,a’) < 2U,
entonces d(f(a), f(a')) < V. Basta ver que U C (f~! x f~1)(W).

1Este paso hace que la prueba requiere AE tnicamente en el caso en que el espacio Y no
sea de Hausdorff.
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Tomemos 1 y x2 € X tales que d(x1,22) < U. Como D es denso en X,
existe un punto d € D N By(z1) N By (z2) (notemos que las bolas son abiertas
por serlo U).

Tenemos que d € By (z;) N D, luego

f(d) € f[Bu(z:)n D]y d(f[Bu(x:)ND]) <V. (2.4)

Por otra parte, como f[By (x;)ND] € f(F,,) y F,, converge a f(x;), tenemos
que f(z;) € f[Bu(x;) N D]. Por el teorema 2.18,

d(f(BU(l‘l) N D)) < 3V. (25)

Por (2.4) y (2.5) concluimos que d(f (1), f(x2)) < 6V C W. "

Definicion 2.41 Una complecion de un espacio uniforme X es un par (X*,1),
donde i : X — X* es un homeomorfismo uniforme entre X y un subespacio
i[X] denso en X*. En tal caso podemos identificar a X con su imagen por i,
con lo que X es denso en X*.

Hemos demostrado que todo espacio uniforme de Hausdorff X tiene una
complecion X, y el teorema siguiente muestra que es tnica salvo homeomorfismo
uniforme:

Teorema 2.42 Sean X e Y espacios uniformes de Hausdorff, A y B sub-
conjuntos densos de X e Y respectivamente y f : A — B un homeomor-

fismo uniforme. Entonces f se extiende a un unico homeomorfismo uniforme
f: X—Y.

DEMOSTRACION: Sean f X — Yy F :Y — X extensiones unifor-
memente continuas de fy f~ 1, que existen por el teorema anterior. Entonces
f= f1o f deja fijos a los puntos de A, y como A es denso en X, ha de ser la identi-
daden X. Ig/u\ahnente f of~ F—1 es la identidad en Y, luego f es un homeomorfismo

uniforme y f-1 = f~1. n

Nota Conviene destacar que en la prueba del teorema 2.39 hemos visto que

si X es un espacio uniforme, cada punto F' € X es el tnico filtro de Cauchy

minimal en X que (a través de la identificacién de X con i[X]) converge a F.
n

Si X no es un espacio de Hausdorff, el espacio X que hemos construido
no es una compleciéon de X porque ¢ no es un homeomorfismo uniforme en su
imagen (nl siquiera es un homeomorfismo, pues si lo fuera X serfa de Hausdorff,
ya que X lo es). Pese a ello, a X se le llama en este caso la complecion de
Hausdorff del espacio uniforme X.

Veamos, no obstante, que una modificacién de la construccién de X prueba
que todo espacio uniforme admite una complecion:
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Teorema 2.43 Si X es un espacio uniforme, el conjunto X de todos los filtros
de Cauchy en X es un espacio uniforme completo con la uniformidad determi-
nada por las bandas

V = {(F\, Fy) € X | eziste A € Fy N Fy tal que d(A) <V},

donde V' recorre las bandas de X. Ademds, la aplicacion i : X —» X dada
pori(z) = {A € PX | x € A} es un homeomorfismo uniforme de X en un
subespacio denso de X.

DEMOSTRACION: Las bandas indicadas son la base de una uniformidad en X
por el mismo argumento empleado en la prueba del teorema 2.39, en el cual no
hemos usado que los filtros que forman X sean minimales. Como {z} €i(x), se
cumple que {z} = (i(x), luego i es inyectiva.

Se cumple que i[X] es denso en X, pues si F' € X y V es una banda en X,
entonces existe un A € F tal que d(A) < V. Tomamos a € A, con lo que
A € Fni(a), luego i(a) € By (F) Ni[X] # @.

Si V es una banda en X, vamos a probar que V C (i x i)"[V], lo que
implica que i es uniformemente continua. En efecto, si (z,y) € V, entonces

{z,y} €i(x) Niy) y d({z,y}) <V, luego (i(x),i(y)) € V.

Ahora probamos que i es un homeomorfismo uniforme en su imagen. Para
ello basta probar que V N (i[X] x i[X]) € (i7! x i~1)7[V].

En efecto, si (i(z),i(y)) € V, existe A € i(z) Ni(y) tal que d(A) < V, luego
2,y € A, luego (x,y) € V, y esto equivale a que (i(z),i(y)) € (it x i~ H)~L[V].

So6lo falta probar que X es completo. Por el teorema 2.36 basta probar que
todo filtro de Cauchy F en i[X] converge en X. Se cumple que F = i~ '[] es
un filtro de Cauchy en X, pues i~! es uniformemente continua. Por lo tanto,
FeX y se cumple que F converge a F. En efecto, basta ver que F es un
punto adherente de . Tomamos A € F, de modo que i~ 1[A] € F. Sea V una
banda en X, de modo que existe B € F tal que d(B) < V. Six € i '[A]N B,
se cumple que i(x) € AN By (F), pues B € i(x) N F. Por lo tanto tenemos que

F e ﬂA. ]
A€EF

Sin embargo, las compleciones de los espacios uniformes que no son de Haus-
dorff no son tunicas. Basta considerar el ejemplo 1 tras el teorema 2.32, con el
que, a partir de una complecién X de un espacio uniforme X, podemos cons-
truir otra X* de cardinal arbitrariamente grande. En efecto, el teorema 2.36
implica que si X es completo, también lo es X*, pues todo filtro de Cauchy

en X converge en X, luego también en X*.

Teorema 2.44 St X es un espacio uniforme de Hausdorff, toda pseudométrica
uniforme en X se extiende a una dnica pseudométrica uniforme en X. Siuna
familia F de pseudométricas uniformes genera la uniformidad de X, la familia
F de sus extensiones genera la uniformidad de X.
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DEMOSTRACION: Segin el teorema 2.40, tenemos que toda pseudométrica
uniforme p : X x X — [0, +oo[ se extiende a una aplicacion uniformemente
continua p : XxX — [0,400[. Si probamos que es una pseudomeétrica, sera
de hecho una pseudométrica uniforme.

Ahora bien, es claro que la diagonal de X es A, donde A es la diagonal de X,
de donde se sigue que p(z,z) = 0 para todo = € X.

La aplicacion f: X x X x X — [0, +o0o[ dada por
f($7y7z) = p(x,y) + p(yvz) - p(l‘,Z)

es uniformemente continua, y su extension f : X x X x X —» [0, +o00[ coincide
en X x X x X con p(z,y)+p(y, z) — p(x, z), luego ambas aplicaciones son iguales,
y esto prueba que p(x, z) < p(x,y) + p(y, 2), para todo x, y, z € X. Igualmente
se prueba que p(z,y) = p(y,

Si ¥ es una familia de pseudométricas que inducen la uniformidad de X y &
es la familia de sus extensiones a X, sea U4 la uniformidad en X definida por

F y sea U la uniformidad de X. Como las psqudometrlcas de F son uniformes,
tenemos que Uz C U, luego la identidad (X,U) — (X, U, 4) es uniformemente
continua. Ademab ambas uniformidades coinciden en X, que es denso respecto
de u luego el teorema 2.17 nos da que U= Us L]

En particular:

Teorema 2.45 La complecion de un espacio métrico es un espacio métrico.
Mas explicitamente, si X es un espacio métrico, la distancia d en X se extiende
a una unica distancia d: X x X — R que induce la uniformidad de X.

En las secciones 10.5 y 11.2 estudiamos las compleciones de los grupos y
espacios vectoriales topologicos. 350

2.4 Convergencia uniforme

Si X es un conjunto arbitrario e Y es un espacio topolégico, en el con-
junto YX de todas las aplicaciones f : X — Y tenemos definida la topologia
producto, que en este contexto se llama de topologia de la convergencia puntual.

El nombre se debe a que si consideramos una sucesion de funciones {f,,}22,
en Y, el teorema 1.31 se traduce en que? lim f,, = f si y solo si para todo
x € X se cumple que lim f,, (z) = f(x). "

n

En otras palabras, una sucesiéon de funciones con valores en Y converge
puntualmente a una funcion f siy solo si en cada punto z € X converge a f(z).

Puede parecer concepto muy natural de convergencia de funciones, pero no es
muy satisfactorio desde un punto de vista topoldgico, como muestra el ejemplo
siguiente:

2Por simplicidad, podemos suponer que los espacios son de Hausdorff para que los limites
sean unicos, pero esto no es esencial en la discusion.
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Ejemplo Para cadan > 1 sea f, : R — R la funcion dada por

0 siz<0
fal@y=<¢ nz si0<z<1/n
1 sil/n<z

1/n

Si & < 0 entonces f,(z) es constante igual a 0 y si
x > 1 entonces f,(x) es finalmente constante igual a 1,
luego esta sucesion funcional converge puntualmente a la
* funcion f que muestra la figura de la izquierda. Tenemos
asi una sucesion de funciones continuas cuyo limite puntual no es continuo. =

Equivalentemente, el ejemplo anterior muestra que si X es también un es-
pacio topologico, el espacio C(X,Y) de las funciones continuas de X en Y no
es necesariamente cerrado en YX respecto de la topologia de la convergencia
puntual. Por lo tanto, si definimos una funciéon como limite puntual de una
sucesion de funciones continuas, no tenemos garantizado que la funcién definida
sea continua.

Esto se debe a que el hecho de que una funciéon sea limite puntual de una
sucesion de funciones aporta muy poca informacion. La razon es que los entornos
de la topologia puntual son muy grandes. En efecto, en el caso de R es claro
que un entorno basico de una funcion f es un conjunto de la forma

donde e >0y z1,...,z, € R.

Por consiguiente, si una sucesiéon funcional tiende a f, lo méaximo que po-
demos garantizar tomando un indice grande es que los términos de la sucesion
se pareceran a f en un numero finito de puntos, pero dos funciones pueden pa-
recerse en un numero finito de puntos y ser muy diferentes entre si. Es mucho
més natural considerar que dos funciones estan proximas cuando distan menos
de un € en todos los puntos a la vez.

Esto nos lleva a la definicién siguiente:

Definicién 2.46 Si X es un conjunto e Y es un espacio uniforme, definimos la
uniformidad de la convergencia uniforme en YX como la uniformidad que tiene
por base a las bandas

V ={(f,g) € Y | para todo = € X (f(x),g(x)) € V},

donde V recorre las bandas de Y. Usaremos la notacion F, (X, Y") para referirnos
al espacio Y con la uniformidad de la convergencia uniforme.

Es inmediato comprobar que estas bandas son ciertamente la base de una
uniformidad en Y, que es de Hausdorff si y solo si lo es la uniformidad de Y.
Observemos que si V' varia en una base de la uniformidad de Y, las bandas V son
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también una base de la uniformidad de la convergencia uniforme. La topologia

inducida por esta uniformidad se llama topologia de la convergencia uniforme
en YX.

En particular, si Y es un espacio pseudomeétrico, una base de la uniformidad
de la convergencia uniforme la forman las bandas

V. ={(f,g) € YX | para todo z € X d(f(z),g(z)) < €}.

Para cada € > 0. Es claro que si sustituimos la pseudométrica d por min{d, 1}
las bandas W, para 0 < € < 1 no se ven alteradas, por lo que podemos supo-
ner que la distancia d estd acotada por 1. En tal caso, podemos definir una
pseudométrica d : YX x YX — R mediante

d(f,g9) = sup d(f(z),g(x))

que serd una métrica si d lo es, y las bandas V. no son sino las bandas basicas V.,
de la uniformidad definida por d. Por lo tanto:

Teorema 2.47 Si X es un conjunto e Y es un espacio métrico, el espacio
uniforme F,(X,Y) es metrizable.

De este modo, para la convergencia uniforme, una bola B.(f) contiene tni-
camente a las funciones g tales que |f(z) — g(z)| < € para todo punto z € X, es
decir, que dos funciones estan proximas respecto de la topologia de la conver-
gencia uniforme si y so6lo si distan menos de un € en todos los puntos de X, tal
y como queriamos que sucediera.

Veamos ahora que, al contrario de lo que sucede con la convergencia puntual,
el limite uniforme de funciones continuas si que es necesariamente una funciéon
continua:

Teorema 2.48 Sea X un espacio topoldgico e Y un espacio uniforme. El con-
junto de las funciones f : X — Y que son continuas en un punto rg € X es
cerrado en F,(X,Y). Por consiguiente, C(X,Y) es cerrado en F,(X,Y).

DEMOSTRACION: Sea Cy, C F(X,Y) el conjunto indicado en el enunciado y
tomemos f € C. Un entorno basico de f(x¢) es de la forma By, (f(x)), donde Vg
es una banda en Y. Sea V otra banda tal que 3V C V) y sea g € By (f) N Cy,.
Como g es continua en g, tenemos que U = ¢g~![By(f(z0))] es un entorno
de mg en X. Vamos a probar que U C f~}[By,(f(z0))], y asi f serd continua
en xo.

Si x € U, entonces (g(z),g(x0)) € V' y, como (f,g) € V, también tenemos
que (/(z), 9(2)), (9(x0), f(x0)) € V', Tuego (£(x), f(z0)) € 3V C Vo, luego con-
cluimos que f(z) € By, (f(z0)). La ultima afirmaciéon del enunciado se sigue de

que C(X,Y) = () C,, es interseccion de cerrados. "
ro€EX

Nota Es obvio que la uniformidad de la convergencia uniforme en YX depende
de la uniformidad de Y, pero conviene observar que, en general, la topologia de



70 Capitulo 2. Espacios uniformes

la convergencia uniforme en Y también depende de la uniformidad de Y, y no
sblo de su topologia, sino que dos uniformidades en Y que induzcan la misma
topologia pueden dar lugar a distintas topologias de convergencia uniforme.

Por ejemplo, consideremos X =Y = ]0,4o00[, con la topologia usual, que
es tanto la topologia inducida por la uniformidad natural en R (la uniformidad
aditiva) como la topologia inducida por la uniformidad de Y como grupo topo-
logico con el producto usual de niimeros reales (la uniformidad multiplicativa).
Sin embargo, la topologia de la convergencia uniforme en YX respecto de ambas
uniformidades es distinta. Para comprobarlo consideramos la sucesion {f,}52 ;
dada por f,(z) =x+1/ny la funcion f(z) = z. Como |f,(x) — f(z)| = 1/n es
inmediato que {f,}5°; converge uniformemente a f respecto de la uniformidad
aditiva. En cambio, si 0 < z < 1/n,

fn(z)
f(z)

luego (fn, f) ¢ Vi o, equivalentemente, f, ¢ By, (f), por lo que {f,}32; no
converge uniformemente a f respecto de la topologia inducida por la unifor-
midad multiplicativa. Ademés, todas las funciones consideradas son continuas,
luego de hecho la convergencia uniforme aditiva y multiplicativa corresponden
a topologias distintas en C(X,Y). "

1
—4—>L
nT

Cabe senalar que la topologia de la convergencia uniforme también tiene sus
inconvenientes. Consideremos el caso en el que Y es un espacio métrico y sea
F5(X,Y) el conjunto de todas las funciones acotadas f : X — Y. Observemos
que es abierto en F,(X,Y), pues si f es acotada, cualquier funcién g € By, (f)
lo es también, ya que esto significa que d(f(z), g(x)) < 1 para todo z € X, luego

d(g(z),9(y)) < d(g(z), f(x)) +d(f(z), f(y) +d(f(y),g(y)) <2+ d(f[X]),
luego d(g[X]) <2+ d(f[X]) y asi g € F*(X,Y).

Pero un razonamiento analogo prueba que F(X,Y) es cerrado, pues si f es
una funcién no acotada, cualquier funcién en By, (f) sera no acotada.

De aqui se sigue que si Y es un espacio vectorial topologico, entonces Y X
es un espacio vectorial topolégico con la topologia de la convergencia puntual
(porque el producto de espacios vectoriales topologicos es un espacio vectorial
topologico), pero F,(X,Y) no es un espacio vectorial topologico con las ope-
raciones definidas puntualmente ni siquiera si Y es un espacio normado. Més
precisamente, si Y es un espacio normado el producto por escalares

K x Fu(X,Y) — F (X,Y)

no puede ser continuo. En efecto, si @« € K cumple |a| <1y f € Fu(X,Y) es
una funciéon no acotada, la sucesion {(a”, f)}22, converge a (0, f), luego, si el
producto por escalares fuera continuo, la sucesion {a" f}22, deberia converger
a 0f = 0, pero no converge a 0 porque las funciones a” f son todas no acotadas,
luego la sucesion no entra en F(X,Y), que es un entorno de la funcién 0.
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Maés atn, si X es un espacio topoldgico tal que en C(X,Y) existen funciones
no acotadas, entonces C'(X,Y’) tampoco es un espacio vectorial topolégico, por
el mismo argumento.

El unico problema es la presencia de funciones no acotadas, ya que el espacio
F:(X,Y) es un espacio normado:

Teorema 2.49 Si Y es un espacio normado y X es un conjunto arbitrario,
el espacio vectorial F1(X,Y) de las funciones acotadas f : X — Y (con
las operaciones definidas puntualmente) es un espacio normado con la norma

1 flloc = sup || f()]]-
reX

DEMOSTRACION: Es facil comprobar que || [|oo €s una norma en ¥ (X,Y)
y la distancia que induce es precisamente la distancia

d(f,g) = sup [ f(z) —g(@)|,

que ya hemos visto que induce la topologia uniformidad de F(X,Y). ]

Para estudiar con mas detalle la convergencia uniforme conviene trabajar en
un contexto mas general:

Definicion 2.50 Sea X un conjunto, sea > C PX y sea Y un espacio uniforme.
Definimos la uniformidad de la convergencia uniforme en los conjuntos de %
como la uniformidad en Y que tiene por base a las intersecciones finitas de
bandas de la forma

Vy = {(f,9) € Y* x Y¥ | para todo = € A (f(z),g(z)) € V},

para cada A € ¥y cada banda V en Y. La topologia inducida se llama topologia
de la convergencia uniforme en los conjuntos de 3.

Usaremos la notacion Fx(X,Y) para representar el espacio Y con la uni-
formidad de la convergencia uniforme en los conjuntos de 3.

Asi pues, para que dos funciones estén proximas respecto a la uniformidad
que acabamos de definir s6lo pedimos que se parezcan uniformemente en todos
los puntos de un namero finito de elementos de X.

Notemos que podemos considerar tnicamente (intersecciones finitas de) ban-

das W(A;V) con V en una base de la uniformidad de Y.

Observemos también que si X tiene la propiedad de que para cada A, B € X
existe C € X tal que AU B C C, las bandas V4 forman ya una base de la
uniformidad, sin necesidad de tomar intersecciones finitas.

Esto no es ninguna restriccion, pues si llamamos ¥’ al conjunto de uniones
finitas de elementos de X es facil ver que ¥ y Y’ definen la misma uniformidad.
Lo mismo sucede si llamamos ¥’ al conjunto de los subconjuntos de las uniones
finitas de elementos de X. La uniformidad definida por ¥’ sigue siendo la misma,
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por lo que no perdemos generalidad si suponemos que todo subconjunto de un
elemento de X esta en X.

En el caso ¥ = {X} obtenemos la uniformidad de la convergencia uniforme.

En el extremo opuesto, si tomamos como X el conjunto de los conjuntos {z},
con ¢ € X (o, equivalentemente, la familia de todos los subconjuntos finitos
de X) obtenemos una unformidad que, independientemente de la uniformidad
de Y, induce en Y¥ la topologia de la convergencia puntual.

En efecto, una base de entornos de una funciéon f esta formada por las bolas

By, (f) ={g € YX | para todo a € A (f(a),g(a)) € V} = le_[X Uz,

donde U, = By (f(z)) siz € Ay U, =Y en caso contrario, y estos abiertos
forman también una base de entornos de f en la topologia producto.

Veamos algunas propiedades elementales:

1. Si A € X, la restriccion Fu(X,Y) — Fu(A,Y) es uniformemente conti-
nua.

Basta observar que la antiimagen de una banda V en F,(A,Y) no es sino
la banda V4 en Fxn(X,Y).

2. Size %, la evaluacion vy : Fn(X,Y) — Y dada por vy (f) = f(z) es
uniformemente continua.

Esto es un caso particular de la propiedad anterior, pues podemos suponer
que {z} € 3.

3. Una base de filtro B en Fx(X,Y) converge a f € Fx(X,Y) si y sélo si las
imdgenes B4 de B por las restricciones g — gla convergen a la restriccion
fla en Fu(AY), para cada A € 3.

Una implicacion se debe a que las funciones g +— g|a son continuas. Si
los filtros B4 convergen y V4 es una banda basica en F=(X,Y) (aqui
suponemos —sin pérdida de generalidad— que X es cerrado para unio-
nes finitas), entonces By, (f|a) es un entorno de f|4 en F,(A,Y), luego
Bw,(f|a) € Ba, de donde By, (f) esta en el filtro generado por B.

En la practica, en lugar de decir que B 4 converge uniformemente (o pun-
tualmente) a f|4 diremos simplemente que B converge uniformemente (o
puntualmente) a f en A.

4. Una base de filtro B en Fx(X,Y) converge puntualmente a f € F5(X,Y)
si y sdlo si los filtros vy[B] convergen a f(x) enY, para cada x € X.

Esto es esencialmente un caso particular de la propiedad precedente, pues
podemos identificar F,({z},Y) = Y y entonces g — g|(,} se identifica
con vy.
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5. S1Y es un espacio de Hausdorff y | JX = X, entonces Fx(X,Y) también
es un espacio de Hausdorff.

En efecto, si un par (f,g) estd en todas las bandas de la uniformidad,
dado z € X, existe un A € 3 tal que x € A, y entonces (f,g) € Va, para
todo banda V de Y, luego (f(z),g(x)) € V y, como Y es de Hausdorft,

f(z) = g(z), luego f = g.

Vamos a probar que si Y es un espacio uniforme completo, entonces los
espacios Fx(X,Y) son completos. Para ello probamos primero lo siguiente:

Teorema 2.51 Si X es un conjunto, ¥ es una familia de subconjuntos de X
eY es un espacio uniforme, un filtro F' en Fx(X,Y) converge a una funcion f
sty solo si es de Cauchy y converge puntualmente a f en |JX.

DEMOSTRACION: Si F' converge, entonces es de Cauchy y, como las evalua-
ciones v;(f) = f(z) (con z € |JX) son continuas, los filtros v, [F] convergen
enY a f(x), lo cual equivale a que F converja puntualmente a f en |JX.

Reciprocamente, Un entorno bésico de f (suponiendo que ¥ es cerrado para
uniones finitas) es de la forma By, (f), donde V' es una banda en Y que podemos
tomar cerrada. Sea C € F tal que d(C) < V4. Sig,g0o € C'y a € A, tenemos
que (g(a),go(a)) € V, luego g(a) € By (go(a)), luego v,[C] C By (go(a)). Pero
Vo[C] € vo[F], y este filtro converge a f(a), luego f(a) € v,[C] C By (go(a)).
Equivalentemente, (go(a), f(a)) € V, para todo go € C y todo a € A. Esto
prueba que (go, f) € Va, para todo go € C, luego C' C By (f)yasi By, (f) € F.
Por lo tanto, F' converge a f. L]

Como consecuencia:

Teorema 2.52 Si X es un conjunto, ¥ es una familia de subconjuntos de X
eY es un espacio uniforme completo, entonces Fx(X,Y) es completo.

DEMOSTRACION: Sea F' un filtro de Cauchy en F5(X,Y). Sixz € JX, la
evaluacion v, es uniformemente continua, luego v,[F] es un filtro de Cauchy
en Y, luego es convergente. Sea f(z) € Y un punto limite® de v,[F]. Para los
puntos z € X \ v, [F] tomamos como f(x) cualquier punto de Y. Asi tenemos
definida una funciéon f € YX tal que F converge puntualmente a f en [ JX. El
teorema anterior implica que F' converge a f en Fxn(X,Y). n

En particular, como hemos probado que C(X,Y) es cerrado en F,(X,Y),
tenemos el teorema siguiente:

Teorema 2.53 Si X es un espacio topoldgico e Y es un espacio uniforme com-
pleto, entonces el espacio C(X,Y) de todas las funciones continuas de X en'Y
es completo con la uniformidad de la convergencia uniforme.

3La prueba solo usa el axioma de eleccion si Y no es un espacio de Hausdorff, pues en otro
caso f(z) estda univocamente determinado.
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También hemos probado que F(X,Y) es cerrado en F(X,Y), por lo que
si Y es un espacio uniforme completo, también lo es F(X,Y), y también el
espacio C*(X,Y) de las funciones continuas acotadas de X en Y, pues es la
interseccion de dos cerrados C*(X,Y) = C(X,Y)NFi(X,Y).

Por otra parte, hemos mostrado que F(X,Y’) no es necesariamente un es-
pacio vectorial topolégico aunque Y sea un espacio normado, y el problema lo
presentaba la continuidad del producto por escalares. Ahora vamos a ver que
la suma definida puntualmente siempre es continua:

Teorema 2.54 Si X es un conjunto arbitrario, 3 es una familia de subconjun-
tos de X eY es un grupo topoldgico abeliano, entonces Fxn(X,Y) es un grupo
topoldgico con la suma definida puntualmente. Si X es un espacio topoldgico, lo
mismo vale en particular para C(X,Y).

DEMOSTRACION: Sea Uy un entorno de 0 equilibrado en Yy A € X, de
modo que (VUO)A es una banda basica de Fx(X,Y). Sea U otro entorno de 0
equilibrado tal que U4+U C Uy. Veamos que d(f,g) < (Vo)ayd(f',d) < (Vu)a
implica que d(f + g, f' + ¢') < (Vi, ) a, pues esto significa que la suma es uni-
formemente continua. En efecto, si a € A, entonces

f(a)+g(a) — f'(a) — ¢'(a) = f(a) — f'(a) + g(a) — ¢'(a) € U+ U C Uy,

luego ((f + g)(a), (f'+¢')(a)) € VU, luego (f + g, f' +¢') € (Vis,) a-
La aplicacién f + —f también es continua, pues es inmediato que si se
cumple d(f,g) < (Vi) a, también d(—f, —g) < (Vu)a.

Maés atn, vamos a probar que la uniformidad de Fx(X,Y") coincide con la
uniformidad derivada de la estructura de grupo.

En efecto, si U es un entorno equilibrado de 0 en Y, una banda béasica de Y
es Vi, y asi una banda bésica en Fx(X,Y) es una interseccion finita de bandas

(VU)A ={(f,9) € YX xvyX | para todo z € A f(x) — g(x) € U},

con A € 3. Por lo tanto, un entorno basico (equilibrado) de la funcién constante
0 en Fx(X,Y) es una interseccion finita de entornos

V(AU) ={f eF=(X,Y) | fl[A]C U}

y la banda determinada por este entorno de 0 en la uniformidad asociada a la
estructura de grupo es

{(f,9) eY* xYX | f—geV(A4U)} = (Vu)a.
Por lo tanto, las dos uniformidades comparten una base, luego son iguales. =

En la seccion 11.3 estudiamos cuéando un subespacio de Fx (X, V) adquiere

estructura de espacio vectorial topologico si V' es un espacio vectorial topolégico.

397

Terminamos probando un un resultado importante sobre convergencia de
series funcionales.
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Definicion 2.55 Si K es un cuerpo métrico completo, diremos que una serie
o0 o0

> fn en KX es absoluta y uniformemente convergente si la serie Y. |f,| es
n=0 n=0
uniformenente convergente en RX, donde |f,,|(z) = |fa(2)|.

Notemos que en tal caso la serie es uniformemente convergente en KX. En

oo
efecto, basta probar que es uniformemente de Cauchy. Como la serie > |f,| es
n=0
uniformemente de Cauchy, dado 0 < € < 1, existe Ny tal que si Ny < N; < No,

la distancia entre las sumas parciales correspondentes a N1 y N3 es < ¢, es decir,

sup{ :Z [fa(@)] |2 € X} <e

Si consideramos en K la dlstanc1a acotada min{|z —y|,1} y en K la distancia
inducida por ésta, las sumas parciales de la serie sin valores absolutos cumplen

Ny
> fu(@)
’I’L:Nl

N3
< sup{ ;V [fo(@)| |2 € X} <,

d(Sn,,Sn,) = sup{min{ 1} |z e X}

luego la serie dada es uniformemente de Cauchy. L]

Teorema 2.56 (Criterio de Mayoracién de Weierstrass) Sea K un cuer-
po métrico completo, X un conjunto y sea Z fn una serie funcional en KX.

Sea { M}, una sucesion en [0, +oo| tal que pam todo natural n y todo x € X

se cumpla |frn(x)] < M,. Sila serie Z M,, es convergente, entonces la serie
n=0

Z fn es absoluta y uniformemente convergente en X.

n=0

DEMOSTRACION: La serie M,, es de Cauchy, luego dado € > 0 existe un ng

P
tal que si ng < m < p, entonces Y, M, < e. Asi, para todo z € X,

n=m

@l = ¥ @) < X M, <.

n=m n=—m

Esto significa que la serie > |f.| es de Cauchy en C(X, K), luego (unifor-
n=0

o0
memente) convergente, luego Y f,, es absoluta y uniformemente convergente.

n=0
n

En particular, si X es un espacio topologico y todas las funciones f, son
N
continuas, también lo son las sumas parciales Y f, y, como el limite uniforme
de funciones continuas es una funcién continug,: ‘(c)ambién es continua la funcion
o0
> fn: X — Y. Esto hace del criterio de Weierstrass una herramienta muy

potente para construir funciones continuas con caracteristicas deseadas.






Capitulo III

Conexién

La definicién de topologia establece que, en un espacio topologico X, los
conjuntos & y X son a la vez abiertos y cerrados, pero en general no tienen
por qué ser los tnicos subconjuntos con esta propiedad. Por ejemplo, en un
espacio discreto todos los subconjuntos son abiertos y cerrados. Un ejemplo
menos drastico es X = [0,1] U [2, 3], con la topologia usual. Es inmediato que
U =101y V = [2,3] son cerrados disjuntos y, por consiguiente, también
abiertos, pues uno es el complementario del otro. Esto expresa el hecho de que
el espacio X esta formado por dos “piezas’ independientes, y esto también es
cierto para el espacio Y = [0,1[ U |1, 2], aunque en este caso las “piezas” estén
mas proximas. En este capitulo estudiaremos la posibilidad de descomponer
espacios topologicos en “piezas separadas” mediante abiertos cerrados.

3.1 Espacios conexos

Definicion 3.1 Un espacio topologico X es disconezo si existen subconjuntos
abiertos U y Ven X talesque X =U UV, UNV =0y U=#@=#V. En caso
contrario se dice que X es conexo.

Notemos que si X = U UV es una descomposiciéon en abiertos disjuntos
no vacios, entonces U y V son a la vez abiertos y cerrados. Por otra parte, si
un espacio se descompone en uniéon de dos cerrados disjuntos no vacios, dichos
cerrados son también abiertos (pues uno es el complementario del otro), luego
el espacio es también disconexo.

Es claro entonces que un espacio X es conexo si y s6lo si los tinicos abiertos
cerrados son @ y X, ya que cualquier otro abierto cerrado U contradice la
definicion de conexion sin mas que tomar V = X \ U.

Un resultado fundamental sobre conexién es que R es un espacio topologico
conexo. Los teoremas 12.12 y 12.13 prueban algo mas general. Para el caso
de R afirman que los tnicos subespacios conexos de R son los intervalos. 454

Este hecho, enlazado con una propiedad elemental de los espacios conexos,
tiene consecuencias muy notables:

7
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Teorema 3.2 Las imdgenes continuas de los espacios coneros son coneras.

DEMOSTRACION: Si f: X — Y es una aplicaciéon continua y suprayectiva
pero Y no es conexo, entonces X tampoco puede serlo, pues si A es una abierto
cerrado no vacio en Y y distinto de Y, entonces f~![A] cumple lo mismo en X.

| |

Teorema 3.3 (Teorema de los valores intermedios) Si X es un espacio
conexo, [ : X — R es una aplicacion continua, x, y son puntos de X y
f(z) < a< f(y), entonces existe un punto z € X tal que f(z) = .

DEMOSTRACION: Por el teorema anterior f[X] es un conexo, luego un in-
tervalo. Como f(x)y f(y) estan en f[X], también o € f[X]. n

El lector puede pasar ahora a la ultima seccién de este capitulo, donde
usamos el teorema anterior para construir la exponenciacién de nimeros reales.
88

En general, un subespacio de un espacio conexo no tiene por qué ser conexo,
pero se cumple lo siguiente:

Teorema 3.4 Sea {A;}icr una familia de subespacios conexos de un espacio X
tal que (| A; # @. Entonces |J A; es conexo.
el i€l
DEMOSTRACION: Supongamos que |J A; = UUV, donde U y V son abiertos
iel

disjuntos. Entonces para un i cualquiera se tendra que 4, = (UNA;)U(VNA,),
pero U N A;, V N A; son abiertos disjuntos en A;, luego uno de ellos es vacio, y
asi A; C U o bien A; C V.

Pero si A; C U, entonces U contiene a [ A;, luego U corta a todos los A;

il
y por conexion los contiene a todos. Asi |J A; =U, y V = @. Igualmente, si
A; CV se deduce que U es vacio. i€l n

Definicion 3.5 Si X es un espacio topologico y z € X, llamaremos componente
coneza de x en X a la unién C(z) de todos los subespacios conexos de X que
contienen a x.

Como {z} es trivialmente conexo, siempre hay al menos un subespacio co-
nexo de X que contiene a z, y la union C(z) de todos ellos es conexa por
el teorema anterior. Ademés, si z, y € X son dos puntos distintos, o bien
C(z) = C(y), o bien C(x) N C(y) = &, pues si existe z € C(z) N C(y), el teo-
rema anterior nos da que C(z)UC (y) es conexo, luego C'(x)UC(y) C C(x)NC(y)
(pues la union es un subespacio conexo que contiene tanto a & como a y), y esto
implica que C(x) = C(y).

Asi pues, las componentes conexas de los puntos de X forman una particion
de X en conjuntos conexos disjuntos dos a dos. Los tres son abiertos y cerrados
en X.

Por ejemplo, el espacio X = [0,1] U [2,3[ U ]3,4] tiene tres componentes
conexas, que son los tres intervalos que aparecen en su definicion.
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El teorema siguiente implica que las componentes conexas son siempre ce-
rradas:

Teorema 3.6 Si A es un subespacio conexo de un espacio X, entonces A es
conexo.

DEMOSTRACION: Supongamos que A = U UV, donde U y V son abiertos
disjuntos en A. Entonces A = (UNA)U(VNA),yUNA, VN A son abiertos
disjuntos en A. Por conexién uno es vacio, luego A C U o bien A C V. Digamos
A C U C A. Pero U es cerrado en A, luego A C U = U, es decir, U = A y
V = @. Esto prueba que A es conexo. m

Si un espacio tiene un numero finito de componentes conexas, el teorema
anterior prueba que son abiertas y cerradas, pero en general las componentes
conexas no tienen por qué ser abiertas. Por ejemplo, las componentes cone-
xas de Q se reducen a sus puntos (porque todo subespacio conexo de Q es un
intervalo en R, luego tiene que ser un punto, porque cualquier otro intervalo
contendria nimeros irracionales), luego son cerradas y no abiertas.

Teorema 3.7 Un producto no vacio de una familia de espacios topoldgicos es
conexo si y solo si todos los factores lo son.

DEMOSTRACION: Sea {X;};cr una familia de espacios topologicos. Si [] X;
icl
es conexo y no vacio, como las proyecciones p; : [[ X; — X; son continuas y
iel
suprayectivas, el teorema 3.2 nos da que cada X; también lo es.

Veamos ahora que el producto X x Y de dos espacios conexos es conexo.
Fiamos un punto (zg,y0) € X x Y. Dado cualquier otro punto (z,y), tenemos
que X x {yo} v {x} x Y son espacios conexos, pues son homeomorfos a X y
a Y, respectivamente, luego (X x {yo}) U ({z} x Y) también es conexo por el
teorema 3.4, ya que (x,40) € (X X {yo}) N ({z} xY), y la unién contiene tanto
a (2o, yo) como a (z,y). Por consiguiente, (z,y) € C((xo,y0)) ¥y, como (x,y) es
arbitrario, de hecho C'((zg,30)) = X x Y, luego es conexo.

Esto implica que el producto de cualquier cantidad finita de espacios topo-
logicos conexos es conexo. En el caso general, fijemos un punto a € [] X; (si
i€l
el producto fuera vacio seria trivialmente conexo) y sea F' el conjunto de todos
los subconjuntos finitos de I. Para cada J € F, sea C; = ][ A;, donde

i€l
A — Xz SiiEJ,
=} siiel\J.

Es claro que C; es homeomorfo a [] X, luego es conexo por el caso finito ya
i€
probado. Como a € [\ Cj, el teorema 3.4 nos da que C' = J C; es conexo,
JEF JEF
pero C es denso en ] X;, pues todo abierto basico no vacio del producto es de
i€l
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la forma U = [] U;, donde cada U; es un abierto no vacio en X; y existe un
iel

J e FtalqueU; = X;siiel\J,luego, tomando z; € X; parai € Jy x; = a;

para i € I\ J, obtenemos un punto € U N C. El teorema 3.6 nos permite

concluir que el producto es conexo. L]

3.2 Espacios localmente conexos

El espacio X = [0, 1]U[2, 3[U]3, 4] que hemos considerado antes no es conexo,
pero si que es localmente conexo en el sentido siguiente:

Definiciéon 3.8 Un espacio topologico es localmente conexo si todo punto tiene
una base de entornos conexos.

En la definicion no exigimos que la base de entornos esté formada por abier-
tos, pero el teorema siguiente muestra que podemos exigirlo sin alterar el con-
cepto:

Teorema 3.9 Un espacio topoldgico es localmente conexo si y solo si las com-
ponentes conexas de sus abiertos son abiertas (luego también cerradas).

DEMOSTRACION: Si X es localmente conexo, U es un abierto en X, C es
una componente conexa de U y z € C, como z tiene una base de entornos
conexos, existe un subconjunto conexo ¥ C X tal que z € YCYC U, pero
entonces ¢ € Y C Y C C, porque C contiene a todo subespacio conexo de U
que contenga a x. Asi pues, x € C'y C es abierto.

Reciprocamente, si las componentes conexas de los abiertos de X son abier-
tas, dado cualquier punto z € X y cualquier entorno W de z, éste contiene un
abiertox € U C W, luego x € C C U C W, donde C es una componente conexa
de U, que es abierta, luego los entornos abiertos conexos de x son una base de
entornos conexos de x.

Por 1ltimo observamos que si las componentes conexas son abiertas, también
son cerradas, pues el complementario de una de ellas es la unién de las restantes,
luego es abierto. n

Tal y como indicAbamos, de este teorema se sigue que un espacio topologico
es conexo si y solo si los abiertos conexos forman una base y, por consiguiente,
si y s6lo si todo punto tiene una base de entornos abiertos conexos.

Del teorema se desprende también que todo abierto en un espacio localmente
conexo es localmente conexo. En cambio, un cerrado no tiene por qué serlo.
Basta pensar en {1/n | n > 1} U {0}, que es cerrado en R.

Claramente R es conexo y localmente conexo, [0,1] U [2, 3] es localmente co-
nexo, pero no conexo, mientras que Q no es ni conexo ni localmente conexo.
Menos obvio es que un espacio topologico puede ser conexo y no localmente
conexo. Es el caso del espacio escoba (ejemplo A.20), que ilustra también que
la imagen continua de un espacio localmente conexo no es necesariamente local-
mente conexa.
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La concatenacion de infinitas escobas (ejemplo A.21) es también conexa y
no localmente conexa, pero ademés contiene un punto que tiene una base de
entornos conexos, pero no una base de entornos abiertos conexos. Esto contrasta
con el hecho de que si un espacio es localmente conexo (es decir, si todo punto
tiene una base de entornos conexos) entonces, tal y como hemos probado, todo
punto tiene una base de entornos abiertos conexos.

Acabamos de senalar que las imégenes continuas de espacios localmente co-
nexos no son necesariamente localmente conexas. Sin embargo:

Teorema 3.10 Si f : X — Y es una identificacion y X es localmente conezxo,
también lo es Y.

DEMOSTRACION: Basta probar que si U C Y es un abierto y C C U es una
de sus componentes conexas, entonces C' es abierta. Para ello a su vez basta
con que f~1[C] sea abierto. Si x € f71[C] C f~!U], como X es localmente
conexo, existe un abierto conexo z € V C f~1[U]. Entonces f(x) € f[V] C U
es conexo y, como C' es una componente conexa de U, tiene que ser f[V] C C,
luego x € V C f71[C], luego f~1[C] es abierto. .

Teorema 3.11 Un producto no vacio de espacios topoldgicos es localmente co-
nexo si y solo si todos los factores son localmente conexos y todos salvo a lo
sumo un numero finito de ellos son conexos.

DEMOSTRACION: Es claro que el producto de un nimero finito de espacios
localmente conexos es localmente conexo (los productos de abiertos conexos for-
man una base de abiertos conexos en el producto). Por otro lado, un producto
arbitrario de espacios conexos localmente conexos es conexo y localmente co-
nexo. Basta observar que los abiertos basicos con factores conexos son una base
de abiertos conexos del producto. Por lo tanto, un producto en las condicio-
nes del enunciado es un producto de dos espacios localmente conexos, luego es
localmente conexo.

Reciprocamente, si un producto [] X; es localmente conexo y no vacio,
il

como las proyecciones son abiertas y suprayectivas, son identificaciones, luego

cada factor es localmente conexo. Si hubiera infinitos factores disconexos el

producto no tendria abiertos conexos no vacios, pues si G es cualquier abierto

no vacio, contendra un abierto basico de la forma [] U;, donde U; = X; salvo
i€l

en un numero finito de casos. Si iy € I es cualquier indice tal que U;, = X; y X;

es disconexo, entonces, una descomposicién X; = U UV en abiertos disjuntos

no vacfos da lugar a una descomposicion G = (G ﬂp{ol[U]) u(G ﬂp{OI [V]) de G

en unién de dos abiertos disjuntos no vacios. m

3.3 Espacios arcoconexos

Hay una propiedad maés fuerte que la conexiéon y que en muchas ocasiones
es mas facil de comprobar:
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Definicion 3.12 Si X es un espacio topologico, un arco de extremos z, y € X
es una aplicacion continua f : [0,1] — X tal que f(0) =z y f(1) =y.

Se dice que X es arcoconexo si para todo par de puntos x, y € X, existe un
arco en X de extremos z, ¥.

Como el espacio [0,1] es conexo, las iméagenes de los arcos son conjuntos
conexos, luego si dos puntos de X pueden conectarse por un arco, ambos estéan
en la misma componente conexa, luego todo espacio arcoconexo es conexo. El
reciproco no es cierto. Por ejemplo, el espacio [0, 1]?, con la topologia inducida
por el orden lexicografico (ejemplo A.27) es conexo y localmente conexo, pero
no es arcoconexo.

Los espacios arcoconexos comparten muchas propiedades con los conexos:

Teorema 3.13 Las imdgenes continuas de los espacios arcoconexros son arco-
conezas.

DEMOSTRACION: Sea f : X — Y una aplicacién continua y suprayectiva,
sean u,v € Y dos puntos cualesquiera, sean p, g € X tales que f(p) = u, f(qg) = v
y sea g : [0,1] — X un arco tal que g(0) = py ¢g(1) = ¢, Entonces g o f es un
arcon en Y que une u con v. "

Teorema 3.14 Sea {A;}icr una familia de subespacios arcoconexos de un es-
pacio X tal que () A; # &. Entonces |J A; es arcoconexo.
i€l i€l
DEMOSTRACION: Sea x € (] A; y sean u,v € |J A;, digamos u € A
i€l i€l
v € Ay ysean f;:[0,1] — A;; arcos tales que fo(0) = u, fo(1) =z = f1(0),
f1(1) = v. Entonces

10

_ [ r@) si0<t<1/2,
1) = {9(2(t— 1/2)) sil/2<t<1,

es un arco en A;, U A;, que une u con v. "

Definicion 3.15 Si X es un espacio topologico y « € X, llamaremos compo-
nente arcoconera de x en X a la union Cy(2) de todos los subespacios arcoco-
nexos de X que contienen a x.

Asi, el mismo razonamiento que hemos aplicado a las componentes conexas
prueba que Cy, () es el mayor subespacio arcoconexo de X que contiene a z, y
que las componentes arcoconexas de dos puntos son iguales o disjuntas. También
es evidente que C, () C C(x). En cambio, no es cierto en general que las
componentes arconconexas sean cerradas, porque no es cierto que la clausura
de un subespacio arcoconexo sea necesariamente arcoconexa. Un ejemplo lo
proporciona el llamado “seno del topologo” (en el ejemplo A.19 presentamos
una variante equivalente), que no es arcoconexo, pero tiene un subespacio denso
arcoconexo.
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Teorema 3.16 (AE) El producto de una familia de espacios topoldgicos arco-
coneros no vacios es arcoconexo si y solo si todos los factores lo son.

DEMOSTRACION: Sea {X,};c; una familia de espacios topolégicos no vacios.
Si J] X; es arcoconexo, como las proyecciones p; : [[ X; — X; son continuas
iel iel
y suprayectivas, el teorema 3.13 nos da que cada X; también lo es.
Reciprocamente, si u,v € [] X;, elegimos arcos f; : [0,1] — X tales que
i€l
fi(0) = wy, fi(1) = v;, y asila funcion f : [0,1] — H X; dada por f(t) = (fi(t))
€S un arco que une u con v. i€l =

3.4 Espacios localmente arcoconexos
El concepto analogo a la conexién local es la arcoconexion local:

Definicion 3.17 Un espacio topologico es localmente arcoconezo si todo punto
tiene una base de entornos arcoconexos.

Obviamente, todo espacio localmente arcoconexo es localmente conexo. Fl
teorema siguiente se demuestra exactamente igual que el teorema 3.9:

Teorema 3.18 Un espacio topoldgico es localmente arcoconexo si y sélo si las
componentes arcoconexas de sus abiertos son abiertas (luego también cerradas).

En particular, un espacio topolégico es localmente arcoconexo si y so6lo si
tiene una base formada por abiertos arcoconexos, o si todo punto tiene una base
de entornos abiertos arcoconexos. Las tnicas relaciones que podemos probar
entre los cuatro conceptos de conexién y arcoconexién local y global son el
hecho de que todo espacio (localmente) (arco)conexo es (localmente) conexo
junto con la dada por el teorema siguiente:

Teorema 3.19 Todo espacio topoldgico conexo y localmente arcoconexo es ar-
coconero.

DEMOSTRACION: Basta considerar una componente arcoconexa cualquiera
del espacio, que sera abierta y cerrada, luego por conexion tiene que ser todo el
espacio. n

Los ejemplos siguientes muestran que no hay mas relaciones:

1. El“seno del topologo” (o la variante X estudiada en el ejemplo A.19) es un
ejemplo de espacio conexo (por ser la clausura de un espacio arcoconexo)
que no es arcoconexo ni locamente conexo.

2. El espacio [0, 1]? con el orden lexicografico es conexo y localmente conexo,
pero no es arcoconexo luego tampoco puede ser localmente arcoconexo,
por el teorema anterior.
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3. El espacio “escoba” (ejemplo A.20) es arcoconexo, pero no es localmente
conexo.

4. La circunferencia larga (ejemplo! A.29) es un espacio arcoconexo y local-
mente conexo, pero no localmente arcoconexo.

5. El espacio [0,1]? x {0,1}, donde en [0, 1]? consideramos la topologia deri-
vada del orden lexicografico, consiste en dos subespacios abiertos y cerra-
dos homeomorfos a [0, 1]?, luego sigue siendo localmente conexo y sigue
sin ser localmente arcoconexo, pero ademéas no es conexo.

6. Claramente R cumple las cuatro propiedades de conexion que estamos
considerando.

7. El espacio [0, 1] U [2, 3] es localmente arcoconexo, pero no es conexo.

8. Es claro que QQ no cumple ninguna de las cuatro propiedades de conexién.
La componente conexa de cada punto se reduce al propio punto, luego lo
mismo sucede con las componentes arcoconexas.

/Conexo ) 4 ) ) Localmente conexo )
\
3 4 5
é 6 7
\_ Arcoconexo \ ) Localmente arcoconexo )

El teorema siguiente se demuestra igual que 3.10:

Teorema 3.20 Si f : X — Y es una identificacion y X es localmente arcoco-
nexo, también lo es Y.

Pero el espacio escoba proporciona también un ejemplo de que una imagen
continua de un espacio localmente arcoconexo no tiene por qué ser siquiera
localmente conexa.

La prueba del teorema siguiente es andloga a la del teorema 3.11:

Teorema 3.21 Un producto no vacio de espacios topoldgicos es localmente ar-
coconexo si y solo si todos los factores son localmente arcoconexos y todos salvo
a lo sumo un nudmero finito de ellos son conezos.

I Este ejemplo es una modificacion del ejemplo previo (la recta larga, ejemplo A.28) y supone
conocido que existen ordinales no numerables, el menor de los cuales recibe el nombre de w;.
Esto lo probaremos en [TC 5.9], pero el argumento no requiere nada mas alla del capitulo IIT
de [TC]. En efecto, basta considerar el conjunto A C P(w X w) de todos los buenos 6rdenes
en w y la aplicaciéon f: A — Q dada por f(R) = ord(w, R). Todo ordinal o € Q\ f[A] es no

numerable.
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3.5 Espacios totalmente disconexos

Definicion 3.22 Un espacio topoldgico es totalmente disconero si sus Gnicos
subespacios conexos no vacios son los puntos. Equivalentemente, si sus compo-
nentes conexas son los puntos.

Por ejemplo, ya hemos observado que Q es totalmente disconexo. En realidad
cumple algo mas fuerte, como veremos enseguida.

Si X es un espacio topologico, la cuasicomponente de un punto z es la
interseccion Q(x) de todos los abiertos cerrados que contienen a x.

Un espacio topologico es cerodimensional si es no vacio, sus puntos son ce-
rrados y tiene una base formada por abiertos cerrados.

Teorema 3.23 Si X es un espacio topoldgico y x € X :

1. Las cuasicomponentes de X son una particion de X en cerrados disjuntos
dos a dos.

2. C(z) C Q(x).

3. Si X es cerodimensional, entonces sus cuasicomponentes se reducen a los
puntos, luego es totalmente disconexo.

DEMOSTRACION: 1) Dados x, y € X, o bien ambos estan contenidos en los
mismos abiertos cerrados, en cuyo caso Q(z) = Q(y), o bien existe un abierto
cerrado C tal que x € C, y € X \ C, en cuyo caso Q(z) C C, Q(y) Cc X \ C.

2) Si C es un abierto cerrado en X que contiene a z, entonces C(z) N C es
un abierto cerrado no vacio en C(z), que es conexo, luego C(z) N C = C(z),
luego C(z) C C'y, por consiguiente, C'(z) C Q(z).

3) Sip, g € X son puntos distintos, como {p} es cerrado, X \ {p} es abierto,
luego existe un abierto cerrado U tal que ¢ € U C X \ {p}, luego p € X \ U,

luego Q(p) C X \ U, luego sq ¢ Q(p), luego Q(p) = {p}. =

Segun deciamos, el espacio Q es, de hecho, cerodimensional, pues los conjun-
tos Ja,b[NQ, donde a < b son numeros irracionales forman una base de abiertos
cerrados en Q. De hecho, el teorema 12.15 prueba que todo espacio ordenado
totalmente disconexo es cerodimensional. 455

El ejemplo A.64 es un espacio en el que las cuasicomponentes se reducen a
los puntos, pero que no es cerodimensional. Por otra parte, el ejemplo A.22 es
un espacio en el que las componentes conexas no coinciden con las cuasicompo-
nentes.

Obviamente, todo subespacio (no vacio) de un espacio totalmente disconexo
(cerodimensional) es totalmente disconexo (cerodimensional).

Teorema 3.24 Un producto no vacio de espacios topoldgicos es totalmente dis-
conezo (resp. cerodimensional) si y sélo si lo es cada factor.
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DEMOSTRACION: Sea {X;};c; una familia de espacios topolégicos. Si el
producto es no vacio, por el teorema 1.42 tiene subespacios homeomorfos a
cada factor, luego si es totalmente disconexo o cerodimensional, lo mismo vale
para todos los factores.

Si los factores son totalmente disconexos y C' es un subconjunto conexo no
vacio en el producto, entonces las proyecciones p;[C] son conexas no vacias,
luego se reducen a un punto, luego C' también se reduce a un punto.

Supongamos finalmente que los factores son cerodimensionales. Si tomamos
un punto z € [[ X;, entonces {x} = [[{x;} es un producto de cerrados, luego
es cerrado. €1 el

También es claro que los abiertos bésicos del producto formados a partir de
una base de abiertos cerrados de cada factor son una base de abiertos cerrados
en el producto. L]

En este punto el lector puede abordar el apartado sobre conexién en grupos
topologicos de la seccion 10.1 y la seccion 11.4 sobre convexidad en espacios
vectoriales topoldgicos. 358

3.6 Espacios extremadamente disconexos

En 1929, Alexandroff y Urysohn preguntaron si existe un espacio compacto
infinito que no contenga ninguna sucesion convergente no trivial (es decir, no
finalmente constante). La respuesta la proporcionaron independientemente Ty-
chonoff (en 1935) y Cech (en 1937). Ambos encontraron el mismo ejemplo,
aunque su presentacion fue muy diferente. Cech desarroll6 en general el con-
cepto que hoy se conoce como la compactificacion de Stone-Cech de un espacio
completamente regular, y demostré que Sw (la compactificacion de Stone-Cech
de un espacio discreto numerable) no tiene sucesiones convergentes no triviales.
El mismo ano, Stone publicé también una construccién general diferente de la
compactificacion de Stone-Cech. Este concepto lo estudiaremos en el capitulo 7,
pero aqui podemos presentar la propiedad de desconexion que hace que Sw no
tenga subsucesiones convergentes no triviales.

Definiciéon 3.25 Un espacio topolégico de Hausdorff es extremadamente disco-
nezxo si las clausuras de sus abiertos son abiertas. Equivalentemente:

Teorema 3.26 Un espacio topoldgico de Hausdorff es extremadamente disco-
nexo st y solo si abiertos disjuntos tienen clausuras disjuntas.

DEMOSTRACION: Sea X un espacio de Hausdorff con la propiedad indicada.
Si U es abierto, los abiertos U y X \ U son abiertos disjuntos, y la interseccion
de sus clausuras es U N (X \ U) = @, lo que equivale a que U C U, es decir, a
que U sea abierto. El reciproco se prueba sin dificultad. L]

Obviamente todo espacio discreto es extremadamente disconexo, pero todos
los ejemplos de espacios extremadamente disconexos no discretos que vamos a
citar estan relacionados con la compactificacion de Stone-Cech, asi que dependen
de los resultados del capitulo 7.
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Teorema 3.27 Todo espacio extremadamente disconexo es totalmente disco-
nexo.

DEMOSTRACION: Sea X un espacio extremadamente disconexo y sean p,
q € X dos puntos distintos. Por definiciéon, X es un espacio de Hausdorff, luego
podemos tomar abiertos disjuntos p € U, ¢ € V. Entonces U es un abierto-
cerrado disjunto de V', luego p € U, ¢ ¢ U, de donde se sigue que ¢ no pertenece
a la componente conexa de p, luego ésta se reduce a {p}. m

En la prueba del teorema anterior es esencial el hecho de que hayamos exigido
la propiedad de Hausdorff en la definicién de espacio extremadamente disconexo.
De no haberlo hecho, nos encontrariamos con que si X es un conjunto infinito
con la topologia cofinita (ejemplo A.3), entonces X es un espacio Ty conexo y
—con la definicion relajada— seria también extremadamente disconexo, ya que
la clausura de cualquier abierto no vacio es todo X, luego es abierta.

Por otra parte, el ejemplo A.15 es un caso de espacio extremadamente disco-
nexo que no es ni regular ni cerodimensional. Sin embargo, un espacio extrema-
damente disconexo regular es cerodimensional. Posponemos la prueba porque
en 5.69 demostraremos algo més fuerte.

En el ejemplo A.36 se muestra que el producto de espacios extremadamente
disconexos no tiene por qué ser extremadamente disconexo? y que un subespacio
cerrado de un espacio extremadamente disconexo no tiene por qué ser extrema-
damente disconexo. No obstante, los abiertos si que heredan la desconexion
extrema:

Teorema 3.28 Todo subespacio abierto o denso en un espactio extremadamente
disconexo es extremadamente disconexo.

DEMOSTRACION: Si X es extremadamente disconexo y U C X es abierto,
entonces todo abierto V' C U es abierto en X, luego la clausura V en X es
abierta, y la clausura en U es V N U, que también es abierta en U.

Si D C X, un abierto en D es de la forma V' = UND, donde U es un abierto
en X. El teorema 1.22 nos da que V' = U es abierta, luego la clausura de V
en D, que es V N D, es abierta en D. n

Teorema 3.29 Si X es extremadamente disconexo y f : X — Y es una
aplicacion continua, abierta, entonces f[X] es extremadamente disconezo.

DEMOSTRACION: Podemos suponer que f es suprayectiva. Si U es abierto
en Y, el hecho de que f sea continua y abierta implica que f~1[U] = f~1[U]
y este conjunto es abierto porque X es extremadamente disconexo, luego la
clausura U = f[f~1[U]] también es abierta. .

Finalmente probamos la propiedad de los espacios extremadamente discone-
x0s a la que haciamos referencia al principio de esta seccion:

2Véase también el teorema 8.34.
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Teorema 3.30 Un espacio compacto de Hausdorff extremadamente disconexo
no conliene sucesiones convergentes no triviales (es decir, no finalmente cons-
tantes).

Sea X un espacio compacto extremadamente disconexo y sea S C X un
subconjunto infinito numerable. Basta probar que existe un abierto-cerrado
C C X tal que SNC y S\ C son ambos infinitos, pues entonces es imposible
que S tenga un dnico punto de acumulacién, luego no puede ser el conjunto de
términos de una sucesion convergente no finalmente constante.

Por el teorema 5.4 tenemos que S contiene un subespacio infinito discreto,
luego no perdemos generalidad si suponemos que el propio S es discreto Si
S = {z, | n € w}, esto significa que cada x,, tiene un entorno U,, abierto cerrado
tal que SNU,, = {x,}. Llamando V,, = U, \ |J U, se cumple igualmente que

m<n
SNV, ={x,}, pero ademés los abiertos cerrados V,, son disjuntos dos a dos.

Para i = 0,1, sea C; = (J{Vam+i | m € w}, de modo que Cy y C1 son abiertos
disjuntos, luego Cg y C1 son abiertos-cerrados disjuntos cada uno de los cuales
contiene infinitos puntos de S, luego Cy cumple lo requerido. m 151

3.7 Apéndice: Exponenciacién de nimeros reales

El teorema de los valores intermedios implica que todo ntimero real positivo
tiene una raiz n-sima:

Teorema 3.31 Para cada nimero natural n > 1 y cada nimero real o > 0
existe un inico nimero real f > 0 tal que ™ = «.

DEMOSTRACION: Si a@ = 0 o0 @ = 1 la conclusién es inmediata, asi que
podemos suponer que a > 0y o # 1, asi como que n > 2. Sea f : [0, 400 — R
la funcion dada por f(z) = 2™ — . Sabemos que es continua y f(0) = —a < 0.
Sia < 1, entonces f(1) = 1—a > 0. Sia > 1, entonces a™ > a, luego f(a) > 0.
En cualquier caso f toma valores positivos y negativos, luego por el teorema
anterior existe un S € [0, +o0[ tal que f(8) = 0, es decir, tal que f” = a. La
unicidad se debe a que si 0 < 1 < f2, entonces 57 < 55. n

Definicién 3.32 Si a > 0, el Gnico nimero real 8 > 0 que cumple " = « se
llama raiz n-sima de «, y se representa por ¥/a.

La funcion [0, 4+00] — [0,400[ dada por z — z™ es biyectiva y creciente,
luego se trata de una semejanza, y lo mismo vale para su inversa, que es la
funcion {/z, luego ésta también es una semejanza y, por consiguiente, es un
homeomorfismo. La unicidad hace que {/a™ = ({/a)™, para todo niimero
entero m.

Teorema 3.33 Sia > 0 es un nimero real, entonces lim /a = 1.
n
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DEMOSTRACION: Si a = 1 tenemos que {/a = 1, por lo que la conclusion
es trivial. Si a > 1 se cumple que {/a > {/1 = 1. Dado € > 0, puesto que
14+ ne < (14+¢€)™, para todo n suficientemente grande se cumple que a < (1+¢€)™,
luego 1 < {/a < 1+ ¢, luego tenemos la conclusion.

Si0 < a < 1,dado € > 0, en la pagina 1.2 hemos probado que li}ln(l—e)" =0,

luego para todo n suficientemente grande se cumple que (1 — €)” < a, luego
1—€< ¥a <1 yllegamos a la misma conclusion. m

Observemos ahora que si a > 1, p, r son nimeros enteros y ¢, s Son nimeros
naturales no nulos tales que p/q < r/s, entonces qr — ps > 0, luego a?"P% > 1,
luego aP®* < a?", luego a? < v/a? = (v/a")9, luego (a)? = aP < /a".
Si 0 < a < 1 llegamos andlogamente a que v/a” < (a)?. Esto justifica la
definicién siguiente:

Definicién 3.34 Si a > 0 es un namero real y r = p/q es un namero racional,
llamaremos a” = v/aP.

Hemos probado que la definicién no depende de la representaciéon de r como
fraccion, asi como que la funcion al) : Q — ]0, +-00[ es mondtona creciente si
a > 1 y monotona decreciente si a < 1 (y es constante si a = 1).

Es facil ver que a"** = a"a®, asi como que (a”)* = a”*.

Veamos ahora que, si a # 1, esta aplicacion es densa, es decir, que, dados
nimeros reales 0 < u < v, existe un nimero racional » > 0 tal que u < a” < v.
Supongamos en primer lugar que a > 1.

Si 1l < u < v, por el teorema anterior existe un nimero natural ¢ > 0 tal
que Ya—1< (v—u)/u, 1 < ¢a < u. Como a > 1, se cumple que u < (/a)"
para todo k suficientemente grande, luego podemos tomar el maximo ndmero
natural k > 1 tal que ({/a)* < u < v. Entonces

a®tD/a _gkla — gkla(g1 1 1) < w(Ya—1) <v—u,

luego u < a*+1/4 < gk/4 4y —y < v.

Si w < 1 pero v > 1, basta aplicar la parte ya probada con u <1 < u' < v.
Por lo tanto, podemos suponer que 0 < u < v < 1 < a, pero entonces 1 <
1/v < 1/u, y por la parte ya probada existe un r tal que 1/v < a” < 1/u, y asi
u<l/a"=a"" <w.

Finalmente, si 0 < a < 1, tenemos que 1/a < 1, luego existe un r tal que
1/v < (1/a)" < 1/u, de donde u < a™" < w.

El teorema siguiente es ahora consecuencia directa del teorema [TC 2.43]:
Teorema 3.35 Para cada niumero real a > 0, existe una unica funcion expo-

nencial al ) : R — 10, +o0[ que es una semejanza y que cumple a” = ¥/aP para
todo nimero racional r = p/q.

De hecho, la exponencial de base a es la unica funciéon continua de R en
10, 400 que cumple aP/? = ¥/aP, pues, en general, si dos funciones continuas
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f,g: R™ — X coinciden en Q™, entonces son iguales. En efecto, dado un punto
a € R", como Q" es denso en R", podemos encontrar una sucesion {g}°, en
Q™ convergente a x, y entonces

fla) =lim f(qy) = limg(qr) = g(z).

Mas atin, esto hace que las propiedades algebraicas de la exponenciacién con
exponentes racionales valgan también para exponentes reales:

Teorema 3.36 Sia, b >0 y «a, 5 son numeros reales, se cumple:
1. a®tP = qaP.
2. a®f = (a®)P.
3. (ab)® = a“bP.
4. Sia< B, entonces a® < aP sia>1ya® <a® s 0<a<l.

DEMOSTRACION: Por ejemplo, para probar la primera tomamos una suce-
sion {(pn, 4n) 132, en Q2 que converja a (o, 3) y usamos que

a®t8 = lmaPr T = lim aPr a9 = a“a”.
n n

Las demaés propiedades se prueban analogamente, excepto la ultima, que ya la
tenemos demostrada. m 78



Capitulo IV

Compacidad

La compacidad es el mas abstracto de los conceptos topoldgicos bésicos y
a la vez el mas potente. Su gestacion puede rastrearse en multiples resultados
topologicos previos. Entre los mas antiguos se encuentra el teorema de Bolzano
(1817), segtn el cual toda sucesion acotada de niimeros reales tiene una subsu-
cesion convergente. La relevancia de este hecho paso inadvertida durante casi 50
afios, hasta que fue redescubierta por Weierstrass. Por otro lado, en 1870, Heine
habia demostrado que toda funcién continua definida en un intervalo acotado
es uniformemente continua, y en la prueba habia usado un lema previo segiin
el cual de todo cubrimiento numerable por intervalos abiertos de un intervalo
cerrado es posible extraer un subcubrimiento finito. Borel se dio cuenta de la
importancia de este hecho en 1895, que fue generalizado por Cousin y Lebesgue
en 1895 y 1904, respectivamente, y Fréchet introdujo en 1906 el concepto de
“espacio compacto” para referirse a un espacio con dicha propiedad sobre los
cubrimientos numerables. Finalmente, fueron Alexandroff y Urysohn quienes
formularon la definicion moderna de compacidad (aunque llamaron “espacios
bicompactos” a los que la satisfacen, reservando el término “compacto” para lo
que hoy se conoce como “compacidad sucesional”). En 1929 demostraron que
las demas versiones de la compacidad eran equivalentes a su definicién general
en determinadas clases de espacios topologicos.

4.1 Espacios compactos

La definicion moderna de compacidad es esencialmente una condicion de
finitud, en el sentido de que los espacios que la cumplen presentan muchas
caracteristicas en comun con los espacios finitos sin limitar por ello el tamafno
que puede tener el espacio.

Definicion 4.1 Sea X un espacio topolégico. Un cubrimiento abierto de X es
una familia € de abiertos de X tal que X = [JC. Un subcubrimiento de un
cubrimiento € es un cubrimiento contenido en C.

91
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Un espacio topolégico K es compacto' si de todo cubrimiento abierto de K
se puede extraer un subcubrimiento finito.

Es obvio que si X es un espacio finito, de todo cubrimiento abierto se puede
extraer un subcubrimiento finito. Basta tomar un abierto que contenga a cada
uno de los puntos del espacio. Asi pues, todo espacio topoldgico finito es com-
pacto.

Observemos que si B es una base de un espacio topologico K, se cumple
que K es compacto si y so6lo si todo cubrimiento de K por abiertos basicos
admite un subcubrimiento finito. En efecto, si € es un cubrimiento arbitrario,
consideramos el conjunto €y de los abiertos basicos contenidos en algin abierto
de G, que es también un cubrimiento abierto de K, pues para cada z € K existe
un U € € tal que x € U, y entonces existe un B € B tal que x € B C U, luego
x € B € Cy. Por hipotesis Cy admite un subcubrimiento finito {Bi,..., B} v
paracada j =1,...,nexiste un U; € Ctal que B; C Uj, conlo que {U1,...,U,}
es un subcubrimiento finito del cubrimiento dado.

La compacidad puede caracterizarse en términos de cerrados en lugar de
abiertos:

Una familia ¥ de subconjuntos de un conjunto X tiene la propiedad de la
interseccion finita si para todo F' C F finito se cumple que (| F # @.

Teorema 4.2 Un espacio topoldgico K es compacto si y solo si toda familia de
cerrados de K con la propiedad de la interseccion finita tiene interseccion no
vacia.

DEMOSTRACION: A cada familia F de cerrados de K le corresponde la familia
de abiertos ¥ = {K \ A | A € F}. La condicion (|F # & equivale a que F’ no
sea un cubrimiento abierto, mientras que la propiedad de la interseccion finita
equivale a que F no admita subcubrimientos finitos, luego la condicion del
enunciado equivale a que toda familia de abiertos que no contenga cubrimientos
finitos no es un cubrimiento, es decir, a la compacidad de K. L]

Veremos méas adelante que un espacio métrico es compacto si y sélo si toda
sucesion tiene una subsucesion convergente. Esto no es cierto en general, pero
el teorema anterior es en esencia la version correspondiente para la convergencia
de filtros:

Teorema 4.3 Un espacio topoldgico es compacto si y solo si todo filtro en él
tiene un punto adherente.

DEMOSTRACION: Si K es un espacio compacto y F' es un filtro en K, en-
tonces la familia {A | A € F'} tiene la propiedad de la interseccion finita, luego

existe x € [ A, y « es un punto adherente de F.
AeF

1No es raro que se exija la propiedad de Hausdorff en la definicién de compacidad. Aqui
no lo hacemos.
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Si los filtros tienen puntos adherentes y F es una familia de cerrados con
la propiedad de la interseccion finita, entonces F es una subbase de filtro, que
esta contenida en un filtro F', y si x es un punto adherente de F', tenemos que

x € [ A# 2, luego X es compacto. n
AeF

Hay muchos espacios que no son compactos pero tienen subespacios com-
pactos. Por ello resulta util caracterizar la compacidad de un subespacio en
términos de la topologia de todo el espacio y no de la topologia relativa. Con-
cretamente:

Teorema 4.4 Sea X un espacio topoldgico y K un subespacio de X. Enton-
ces K es compacto si y sdlo si para toda familia C de abiertos (bdsicos) de X
tal que K C |JC se puede extraer una subfamilia finita que cumpla lo mismo.

DEMOSTRACION: Supongamos que K es compacto. Entonces el conjunto
{UNK | U € C} es claramente un cubrimiento abierto de K, del que podemos
extraer un subcubrimiento finito de modo que K = (U1 NK)U---U (U, N K),
luego K C U1 U---UU,.

Reciprocamente, si K cumple esta propiedad y € es un cubrimiento abierto
de K, entonces para cada U € C consideramos

U*=J{B C X | B abierto A BN K =U},

de modo que U* es abierto en X y U*NK = U. Sea C* = {U* | U € C}.
Entonces K = |J€ C | €*, luego por hipotesis existe un subcubrimiento finito
talque K C U U---UUS, luego K = (U NK)U---UUNK)=U,U---UU,.
Asi pues, K es compacto. ]

Si la unién de una familia de abiertos de un espacio X contiene a un subes-
pacio K, diremos que forma un cubrimiento abierto de K en X. Asi pues, un
subespacio K de X es compacto si y solo si de todo cubrimiento abierto de K
en X puede extraerse un subcubrimiento finito (en X también). Aqui estamos
considerando la topologia de X, pero deberemos tener siempre presente que la
compacidad es una propiedad absoluta, es decir, que depende exclusivamente
de la topologia del propio espacio K.

Los teoremas siguientes muestran la anunciada similitud entre los espacios
compactos y los espacios finitos. Por lo pronto, todo espacio finito es cerrado
en un espacio de Hausdorff. El anélogo con compactos es el siguiente:

Teorema 4.5 Se cumplen las propiedades siguientes:

1. Si X es un espacio de Hausdorff y K C X es compacto, entonces K es
cerrado en X.

2. Si K es un compacto y C C K es un cerrado, entonces C' es compacto.

DEMOSTRACION: 1) Veamos que X \ K es abierto. Para ello tomamos
z € X \ K y vamos a probar que X \ K es entorno de z. Sea C la familia de
todos los abiertos V en X tales que existe un abierto U en X tal que UNV = &
yrxeU.
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Tenemos que € es un cubrimiento abierto de K, pues si v € K existen
abiertos disjuntos U, V en X que separan a x y v, lo que implica que v € V € C.
Como K es compacto, € admite un subcubrimiento finito {V1,...,V,}, de modo
que K C VyU---UV,. Para cada i, existe un abierto U; tal que x € U; y

n
U;NV; =@. Pero entonces z € (| U; C X \ K, luego K es cerrado.
i=1

2) Si {A;}ier es un cubrimiento abierto de C, entonces {A;}ier U {K \ C}
es un cubrimiento abierto de K, luego existe un subcubrimiento finito

K=A4,U---UA; U(K\CQC).

Claramente entonces C' C A;, U---UA; , luego C' es compacto. "

Asi pues, en un espacio de Hausdorff compacto, los subespacios compactos
son exactamente los cerrados, pero en ausencia de la propiedad de Hausdorff
es posible incluso que todos los subespacios sean compactos, como sucede en el
caso de la topologia cofinita (ejemplo A.3).

Los espacios ordenados compactos estan perfectamente caracterizados por el
teorema 12.17, mientras que 12.18 caracteriza los subespacios compactos de un
espacio ordenado completo. 457

En particular tenemos que los subespacios compactos de R son los cerra-
dos acotados. Notemos que 12.18 es la generalizaciéon de que en un conjunto
totalmente ordenado todo subconjunto finito tiene maximo y minimo.

Ejemplo Es facil ver que el conjunto C = {1/n | n € N\ {0}} U {0} es
un subespacio compacto de R (el espacio de Hausdorff infinito compacto mas
sencillo posible). No es dificil probar que es cerrado y acotado, pero resulta
incluso més sencillo comprobar directamente la definicién de compacidad, pues,
dado un cubrimiento abierto de C, un abierto que contenga a {0} debe contener
a todos los demas puntos salvo a lo sumo a un numero finito de ellos, luego
basta un namero finito de abiertos mas para cubrir todo el espacio. L]

Si f: A— By A es finito, entonces f[A] también es finito. La version
topologica es:

Teorema 4.6 St f : K — X es una aplicacion continua, K es compacto,
entonces f[K] es compacto.

DEMOSTRACION: Si {U;}ier es un cubrimiento abierto de f[K] en X, en-
tonces {f~1[U;]}icr es un cubrimiento abierto de K, luego admite un subcubri-
miento finito {f~*[U;,]}?_,, pero entonces es claro que {U;, }?_, es un subcu-
brimiento finito del cubrimiento dado. "

Como consecuencia:
Teorema 4.7 Toda aplicacion continua f : X — Y de un espacio compacto X

en un espacio de Hausdorff Y es cerrada. Si f es biyectiva es un homeomor-
fismo.
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Una aplicaciéon de un conjunto finito en un conjunto totalmente ordenado
alcanza un valor méximo y un valor minimo. Igualmente:

Teorema 4.8 Si f : K — X es una aplicacion continua de un compacto K
en un conjunto totalmente ordenado, entonces f toma un valor mdximo y un
valor minimo.

DEMOSTRACION: Tenemos que f[K] es compacto en X, luego tiene méaximo
y minimo por el teorema 12.18. n

Como consecuencia inmediata obtenemos una clase destacada de espacios de
Banach:

Teorema 4.9 Si K es un espacio compacto, el espacio C(K,K) de todas las
funciones continuas en K con valores en K es un espacio de Banach con la
norma || f|| = max{|f(z)| | z € K}, cuya topologia asociada es la topologia de
la convergencia uniforme.

DEMOSTRACION: Se trata de la norma considerada en el teorema 2.49, que
ya hemos visto que induce la uniformidad de la convergencia uniforme. El
teorema 2.53 nos da la completitud. n

Veamos ahora que la propiedad de Hausdorff se aplica a cualquier par de
subespacios compactos:

Teorema 4.10 Si X es un espacio de Hausdorff y Cy, Cy son dos subespacios
compactos disjuntos en X, existen abiertos disjuntos Uy y Us tales que C; C U;.

DEMOSTRACION: Supongamos primero que C; = {z}. Para cada punto
y € Cs, por la propiedad de Hausdorfl, existen abiertos disjuntos Uy, V,, tales
que z € Uy, y € V. Asi, {Vy}yey es un cubrimiento abierto de Cy, que
es compacto, luego existe un subcubrimiento finito V,,,...,V,,. Basta tomar
v=U0,n---n0,,, V=V, U---UV, .

En el caso general repetimos el argumento, pero ahora tomando abiertos
disjuntos Uy, V}, tales que Cy C Uy, y € V,, (que existen por la parte ya probada
aplicada a C e y € C5). n

Veamos una aplicacion, para lo cual demostramos primero una variante del
teorema 4.4:

Teorema 4.11 Sea U abierto en un espacio topoldgico X y sea {F;}icr una
familia de cerrados en X al menos uno de los cuales sea compacto y tal que
( F; C U. Entonces eziste In C I finito tal que (| F; C U.
il i€l

DEMOSTRACION: Sea F;, compacto. Cambiando X por Fj, y, consecuente-
mente, U por U N F;, (abierto en F;,) y cada F; por F; N F;,, podemos suponer
que X es compacto. Los abiertos X \ F; forman un cubrimiento del cerrado
(luego compacto) X \ U, por lo que existe un subcubrimiento finito, es decir,

X\UcC U (X \F,),y asi Iy cumple lo requerido. "
i€l
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Teorema 4.12 FEn un espacio de Hausdorff compacto, las componentes conezxas
coinciden con las cuasicomponentes.

DEMOSTRACION: Sea K un espacio compacto. Por el teorema 3.23, toda
componente conexa de K esta contenida en una cuasicomponente, luego basta
probar que las cuasicomponentes son conexas. Supongamos que @ = Q(z) es
una cuasicomponente de K disconexa, de modo que Q = Uy U Uz, donde los
U, son abiertos disjuntos en @), luego también cerrados disjuntos y, como @ es
cerrado en K, tenemos que U; y Us son cerrados disjuntos en K.

Por el teorema 4.10 existen abiertos disjuntos V7, V5 tales que U; C V;. Asi
Q C V1 U Vs, pero @ es la interseccion de todos los abiertos cerrados de K que
contienen a x, luego por el teorema anterior existe un nimero finito de abiertos
cerrados, digamos W1,... , W, talessquez €c Q C W =WinNn---NnW,, C VUVx.
Pero entonces, el propio W es un abierto cerrado.

Si, por ejemplo, = € Uy, entonces x € W N Vi, que es abierto cerrado en K,
pues

WnvicwnVicWn(WViuWw) NV, =WwWn,

va que Vo NV = @. Por consiguiente, Q C W NV, luego Uy C Vi NV, = @.

Ya hemos visto que la compacidad se conserva al pasar a subespacios cerrados
y al tomar imagenes continuas. Ahora vamos a probar que todo producto de
espacios compactos es compacto. La prueba se apoya en algunos resultados
generales elementales sobre ultrafiltros.

Recordemos [TC 4.30], que un ultrafiltro en un conjunto X es un filtro tal
que todo A C X cumple A € U o bien X \ A € U.

Teorema 4.13 St U es un ultrafiltro en un espacio topoldgico X y x es un
punto adherente de U, entonces U converge a x.

DEMOSTRACION: Si A es un entorno de z pero A ¢ U, entonces X \ A € U,
luego z € X \ A = X\ A, pero esto contradice que A sea un entorno de z. =

Esto nos da una caracterizacion de la compacidad en términos de conver-
gencia de ultrafiltros:?

Teorema 4.14 (TU) Un espacio topoldgico es compacto si y solo si en él todo
ultrafiltro es convergente.

DEMOSTRACION: Si X es compacto, por el teorema 4.3 todo ultrafiltro tiene
un punto adherente, y por el teorema anterior converge a él. Reciprocamente,
si F' es un filtro en X, por el teorema de los ultrafiltros est4 contenido en un
ultrafiltro U, y si U converge a x, entonces es un punto adherente de U, y
trivialmente también lo es de F'. Por consiguiente, K es compacto por 4.3. =

2El teorema siguiente usa el axioma de eleccién, pero conviene observar que sélo lo hace a
través del teorema de los ultrafiltros (TU) [TC 4.32]
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Finalmente observemos que si f : X — Y es una aplicacién suprayectiva
entre dos conjuntos y U es un ultrafiltro en X, el filtro

flUl={AcY | f Al eU}
es claramente un ultrafiltro.

Teorema 4.15 (Tychonoff) (AE) Todo producto de espacios compactos es
compacto.

DEMOSTRACION: Basta probar que todo ultrafiltro U en X converge. Para
ello consideramos las proyecciones p;[U], que son ultrafiltros en cada X;, luego
convergen. Elijamos un z; € X; tal que p;[U] converja a x;. Entonces U converge
ax. ]

Nota En la prueba del teorema anterior hemos usado AE en dos ocasiones:
primero al elegir un z; al que converja cada ultrafiltro p;[X] y luego al aplicar la
caracterizacion de los compactos en términos de ultrafiltros. Ahora bien, si los
espacios X; son de Hausdorff, entonces cada p;[U] tiene un tnico limite, luego
podemos suprimir el primer uso de AE, y el segundo requiere tnicamente el
teorema de los ultrafiltros, luego tenemos que (TU) implica que el producto de
espacios de Hausdorff compactos es compacto.

Por otra parte, el hecho de que el producto de espacios compactos (no nece-
sariamente de Hausdorff) es compacto es una forma equivalente del axioma de
eleccion. En efecto, ya hemos visto que AE implica que el producto de espacios
compactos es compacto y, admitiendo esto, tomemos una familia {X;};c; de
conjuntos no vacios y vamos a probar que [[ X; # &, lo que, por la observacion

iel
tras el teorema [TC 4.27], equivale al axioma de eleccion.

Sea p cualquier conjunto que no esté en |J X; y sea ¥; = X; U{p}. Conside-
i€l

ramos a cada Y; como espacio topologico con la topologia que tiene por cerrados
a Y;, X; vy los conjuntos finitos. Se comprueba sin dificultad que realmente es
una topologia (no de Hausdorff si X; es infinito). Ademas Y; es un espacio com-
pacto, pues, dado un cubrimiento abierto C de Y;, tomamos un punto = € X;
y un abierto U € C tal que = € U, pero entonces U contiene todos los puntos
de Y; salvo a lo sumo un nimero finito de ellos, luego tomando un abierto de €
para cada uno de los puntos de Y; \ U obtenemos un subcubrimiento finito.

Por lo tanto, tenemos que Y = [] Y; es compacto. Para cada i € I, sea
iel

Zi={feY [ [(i) € Xi}.
Se trata de un cerrado, pues Y\Z; = |J p; *[{p}] v {p} es abierto en V;. Ademas,
i€l

la familia {Z; | i € I} tiene la propiedad de la interseccion finita, pues si Iy C I

es finito, podemos tomar s € [[ X; (porque los conjuntos finitos siempre tienen
i€ly
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funciones de eleccion) y extenderlo a Y mediante s(i) = p para i € I\ I, con lo
que obtenemos un s € () Z;. Por la compacidad existe f € () Z;, con lo que
f c H Xi 7& 7. i€l el -

i€l

Sin embargo, hay muchos casos particulares del teorema de Tychonoff que
no requieren el axioma de eleccion y otros que solo requieren formas débiles del
mismo. Vamos a dar una prueba alternativa més complicada, pero que muestra
claramente en qué medida es necesario el axioma de eleccién. El teorema de
Tychonoff es consecuencia inmediata del teorema siguiente:

Teorema 4.16 Sea {X;}ic; una familia de espacios topoldgicos compactos. Su-
pongamos que I admite un buen orden y que, si I es infinito, existe una funcion
de eleccion sobre el conjunto de todos los cerrados en todos los espacios X;.
Entonces el producto X = [[ X; es compacto.
i€l
DEMOSTRACION: No perdemos generalidad si sustituimos I por un ordi-
nal . Podemos suponer que X # &, pues si no la conclusion es trivial.

Sea P = |J ][ X, considerado como conjunto parcialmente ordenado por
BLaiep

la inclusion. Definimos la altura de un p € P como alt p = Dp, es decir, el Gnico

ordinal § < a tal que p € X, Asi, los elementos de X son los elementos de P

de altura o.

Para cada p € P llamaremos M(p) = {# € X | p C z}. Notemos que
M (p) # &, pues, como estamos suponiendo que X no es vacio, podemos tomar
r € X y, sialt p= 3, basta considerar p’ = pU (z[y\5) € M(p).

Fijemos un cubrimiento abierto € de X. No perdemos generalidad si supo-
nemos que sus elementos son abiertos basicos del producto.

Sea A el conjunto de todos los p € P tales que M(p) no esta contenido en
ninguna unién finita de abiertos de €. Basta probar que A = &, pues entonces
X = M (o) esta contenido en una union finita de abiertos de €. Suponemos,
pues, que A # @&. Notemos que si p € Ay ¢ C p entonces M (p) C M(q), luego
q € A.

Llamaremos A® = AN X?, el conjunto de los elementos de A de altura J.
Veamos que si 3 < ay s € AP entonces C(s) = {t(8) |t € AN s & t} es
cerrado en Xg. Para ello tomamos un a € X3 \ C(s) y vamos a encontrar un
abierto a € U C Xg \ C(s).

Sea t = sU{(B,a)} € XP*L. Como t no puede justificar que a € C(s),
necesariamente t ¢ A, luego M(t) C |JG, para cierto G C € finito. Reduciendo
G si es preciso podemos suponer que todo V' € G corta a M (t).

Cada V € G es un abierto bésico, de la forma () p; ' [Wy;], donde Jy C o

deJv
es finito y Wy s es abierto en X5. Podemos suponer que 3 € Jy anadiendo si es

preciso Wy g = Xg. Como V N M(t) # @, existe un z € V tal que z|g41 = t,

luego a = z(B) € Wypg. Sea U = (| Wy, que es un entorno abierto de a.
VeG
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Veamos que {x € X |sCaAz(B) e U} Cc UG.

En efecto, si x € X cumple que s C z A z(8) € U, sea y € X la aplicacion
que coincide con z salvo por que y(8) = a. Entonces t C y, luego y € M(t),

luego existe un V € G tal que y € V = (N p; ' [Wys). Como z(8) € U C Wy,
dedy
es claro entonces que z € V, luego = € |JG. Por consiguiente U C X3\ C(s),

como habia que probar.

Veamos ahora que C(s) # @. En caso contrario, el paso anterior prueba que
la familia de todos los abiertos U en X; tales que {x € X | s Cx A z(B8) € U}
esté contenido en una unién finita de elementos de € es un cubrimiento abierto
de X3 (pues hemos probado que cubre a Xg\ C(s)). Por la compacidad de Xz

podriamos extraer un subcubrimiento finito Xg = |J Uy, pero entonces
k<n

M(s):kg {reX|sCaxznz(B) e U}

estaria contenido en una unién finita de elementos de €, en contra de que s € A.

En particular tenemos que si s € A tiene altura f < «a, entonces existe un
t € A tal que s & t. Si « es finito, esto basta para concluir que existe un p € A
de altura « (pues podemos considerar la maxima altura de un elemento de A
y acabamos de probar que no puede ser menor que «), pero esto es absurdo,
porque entonces p € X y M(p) = {p} no deberia estar contenido en una union
finita de elementos de C, y esto contradice que € sea un cubrimiento de X. Asi
pues, si « es finito tenemos que A = @ y X es compacto.

A partir de aqui suponemos que « es un ordinal infinito y por hipotesis
contamos con una funcién de elecciéon e que a cada cerrado C' # @ de cada X;
le asigna un elemento e(C') € C. Vamos a definir recurrentemente una sucesion
{ss}s<a de modo que s5 € Ay Noe(d < e < a— s5 C se).

Tomamos sy = @. Si § < «, definimos s5,1 € A%T! como el tinico elemento
que cumple s5 C ss41 A 8541(0) = e(C(ss)). Por ultimo, si A < «, definimos
sy = U ss y veamos que sy € A*. En principio tenemos que s, € X*,

<A
pero falta probar que sy € A. En caso contrario, existe G C C finito tal que

M(sy) C UG. Podemos suponer que todo V € G corta a M(sy).

Como antes, cada V € G es de la forma () p;'[Wys), donde Jy C a es
Sedy
finito y Wy s es abierto en X;5. Sea J = |J Jy, que es un subconjunto finito
vVeG
de a. Sea 8 < X una cota superior de J N A. Vamos a ver que M(sg) C [JG, en
contradiccion con que sg € A. En efecto, observemos en primer lugar que, para
todo V € G, como existe un y € VN M(s)), para cada § € Jy N A tenemos que

sa(0) = y(9) € Wys.

Si x € M(sg), sea y = sy Ux|q\x. Entonces y € M(sy), luego existe un

VeGtalqueyeV = ﬂpgl[Wvg], pero entonces x € V, porque x e y sblo
sedv
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se distinguen bajo A y x(d) € Wys para todo § € Jy N A. Esto nos da que
M (sg) C |JG, como habia que probar.

Con esto concluimos que sy € A*, luego tenemos definida la sucesion {ss }s<a,
y en particular s,, que es un elemento de A de altura «, lo que nos lleva a la
misma contradiccion que el caso en que « era finito. n

Asi pues, no se necesita AE para demostrar que el producto de una familia
finita de espacios topoldégicos compactos es compacto, ni tampoco para el caso
en que I admite un buen orden y cada X; es un subespacio compacto de R. En
efecto, en tal caso, en virtud de 12.18, podemos definir una funcién de elecciéon
sobre los cerrados de los espacios X; sin mas que tomar e(C') = minC, luego
es aplicable el teorema anterior. En particular, podemos afirmar sin AE la
compacidad de los espacios [0, 1]* o 2%, para cualquier ordinal «.

Por ultimo, para probar que el producto de una familia numerable de com-
pactos es compacto s6lo necesitamos el principio ED de elecciones dependientes.
Esto no se sigue del teorema anterior, sino de una ligera modificacién de la parte
final de la demostracién. En este caso podemos tomar @ = w y basta observar
que no necesitamos la funcion de elecciéon e para construir la sucesion {s, bnew,
sino que basta considerar en A la relacion dada por

tRs<sCtANaltt=alts+1.

Como C(s) # @, tenemos que \s € A\t € AtRs, y ED es aplicable. A partir

de ahi se define s, = |J s, y el argumento de la prueba vale sin cambio alguno
new
para concluir que s, € A, lo que nos lleva a a contradiccion.

Aplicando el teorema 4.6 a las proyecciones de un producto obtenemos tri-
vialmente el reciproco del teorema de Tychonoff:

Teorema 4.17 (AE) Un producto de espacios topoldgicos no vacios es com-
pacto si y sdlo si lo son todos sus factores.

En particular, si X e Y son espacios de Hausdorff compactos, la proyeccion
X xY — Y es cerrada, por el teorema 4.7. Vamos a probar que, de hecho,
basta con que lo sea X y que, de hecho, esto caracteriza a la compacidad de X:

Teorema 4.18 (Kuratowski) Un espacio X es compacto siy sélo si para todo
espacio topoldgico Y la proyeccion p: X XY — Y es cerrada.

DEMOSTRACION: Supongamos que X es compacto y sea F' C X XY cerrado.
Supongamos que y € Y \ p[F|. Entonces, para cada x € X, tenemos que
(x,y) ¢ F, luego existen abiertos tales que (z,y) € U, xV, C (X xY)\F. Como
los abiertos U, cubren X, por compacidad podemos extraer un subcubrimiento
finito, digamos Uy, ,... Uy, . Sea V =V, N---NV,, , que es un entorno de y tal
que V Np[F] = @. En efecto, si existe v € V N p[F], entonces existe un u € X
tal que (u,v) € F, pero existe un 4 tal que u € U,,, y entonces v € V,, luego
(u,v) € (U, x Vz,;) N F, contradiccion. Por lo tanto, p[F] es cerrado en Y.
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Supongamos ahora que X cumple la propiedad indicada y sea {F;};c; una
familia de cerrados en X con la propiedad de la interseccion finita pero con
interseccion vacia. Sea Y = X U {oo} donde oo es cualquier punto que no
esté en X. Consideramos en Y la topologia que tiene por abiertos a todos los
subconjuntos de X y a todos los subconjuntos de Y que contengan a co y a una
interseccion finita de la familia dada. Notemos que {oco} no es abierto en Y,
luego X =Y.

Sea F = {(z,z) |z € X} C X xY. Por hipotesis, sip: X XY — Y es la
proyeccion, tenemos que p[F| es cerrado en Y. Pero X C p[F]y X =Y, luego
p[F] =Y. Por lo tanto, existe un o € X tal que (xg,00) € F. Entonces, si
U es un entorno de xg y ¢ € I, tenemos que U X ({oo} U F;) es un entorno de
(wg,00), luego corta a {(z,z) | * € X}, luego U N F; # @, luego zg € F; = F;
para todo i@ € I, en contra de la hipotesis de que la interseccién era vacia. m

Veamos una aplicacién:
Teorema 4.19 Sea f : X — Y wuna aplicacion entre espacios topoldgicos

donde Y es de Hausdorff y compacto. Entonces f es continua si y sdlo si es
cerrada como subconjunto de X X Y.

DEMOSTRACION: Llamemos G = {(z, f(z)) | + € X} a la gréfica de f
(que conjuntistamente es la propia f, pero asi expresamos que la vemos como
subconjunto de X x Y'). Si f es continua, entonces G es cerrada por 1.38.
Reciprocamente, si la grafica G es cerraday A C Y es cerrado, consideramos

A= (X x A)NG,

que es cerrado en X xY. Por el teorema anterior, la proyeccion 7 : X xY — X
es cerrada, luego 7[A] = f~![A] es cerrado en X, luego f es continua. =

Ejemplo La funcién f: R — R dada por

o= {47 3228

es discontinua, pero su grafica es cerrada. m

4.2 Espacios localmente compactos

Vamos a introducir un concepto de “espacio localmente compacto” analogo
al de “espacio localmente conexo” que estudiamos en el capitulo anterior. Em-
pecemos probando el teorema siguiente:

Teorema 4.20 Si X es un espacio de Hausdorff, las afirmaciones siguientes
son equivalentes:

1. Todo punto de X tieme un entorno compacto.

2. Todo punto de X tiene una base de entornos compactos.
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DEMOSTRACION: Obviamente 2) = 1). Supongamos 1) y vamos a probar
que, para cada x € X, los entornos compactos de z forman una base de entornos.
Fijemos un entorno compacto K de x y sea U un entorno abierto arbitrario.
Veamos que U contiene un entorno compacto de x. Cambiando U por U N K
podemos suponer que U C K. Ahora bien, aplicando el teorema 4.10 a los
cerrados {z} y K\ U de K, obtenemos abiertos en K, digamos Uy, Us, tales que
son disjuntos y x € Uy, K \ U C Uy, pero entonces x € Uy CU; C K\ Uy C U.

Como U; es abierto en K y éste es un entorno de z en X, es claro que U; es
un entorno de x en X y U, es un entorno compacto de x (es compacto porque
es cerrado en K) contenido en U. "

Los espacios de Hausdorff que cumplen cualquiera de las dos propiedades
del teorema anterior se llaman localmente compactos, pero no existe consenso
sobre coémo definir la compacidad local en espacios no de Hausdorff. Siguiendo
la analogia con la conexién local, nosotros adoptaremos el convenio siguiente:

Definicion 4.21 Un espacio topologico es localmente compacto si todo punto
tiene una base de entornos compactos. Diremos que es localmente compacto en
sentido débil si todo punto tiene un entorno compacto.

Segin acabamos de senalar, un espacio de Hausdorff es localmente compacto
en sentido débil si y sélo si es localmente compacto. Veamos algunos ejemplos
elementales:

1. Todo espacio de Hausdorff compacto es localmente compacto (pues todo
punto tiene al propio espacio como entorno compacto).

2. R es un espacio localmente compacto no compacto (todo punto z tiene un
entorno compacto [z — 1, 2+ 1] o también una base de entornos compactos
[z — €,z + €]).

3. Cualquier espacio discreto es localmente compacto, pero no es compacto
si es infinito.

4. Q es un ejemplo de espacio de Hausdorff que no es localmente compacto.

En efecto, si fuera localmente compacto, todo punto estaria contenido en
un entorno compacto, el cual serfa un compacto K de interior no vacio.
Sin embargo, todos los subespacios compactos K de Q tienen interior
vacio. Lo contrario significaria que existe un intervalo Ja,b)[NQ C K, para
ciertos nimeros racionales a < b, pero entonces, como K es cerrado en Q,
también [a, b)) N Q = Ja,b[NQ C K, luego [a,b] N Q seria compacto (por
ser cerrado en un compacto), pero entonces tendria que ser cerrado en R,
y claramente no lo es.

5. Igualmente se prueba que los subespacios compactos de R\ Q tienen tam-
bién interior vacio, por lo que R\ Q tampoco es localmente compacto.

Para espacios no de Hausdorff, es claro que la compacidad local implica la
compacidad local en sentido débil, pero el reciproco no es cierto. Para mostrar
un ejemplo vamos a realizar una construccién general:
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Definicion 4.22 Sea X un espacio topologico y tomemos cualquier conjunto
oo ¢ X. Definimos la compactificacion por un punto de X como el espacio
X* = X U{oo} con la topologia

T® =TU{(X\ K)U{oo} | K es cerrado compacto en X},
donde T es la topologia de X.

Observemos que T es realmente una topologia en X°°. En primer lugar es
claro que contiene a X*° = (X \ @)U{oo} y a @ € TJ. La union de elementos de
T estd en T porque la interseccion arbitraria de compactos en X cerrados es
compacta y cerrada (es compacta por ser cerrada en cualquiera de los compactos
que forman la interseccion).

Finalmente, la interseccion de dos elementos de T de la forma (X \ K)U{oo}
estda en T porque la unién de dos cerrados compactos en X es cerrada y
compacta, mientras que la intersecciéon de un elemento de esta forma con un
abierto U C X es U \ K, que es abierto en X, luego esta en T°°.

Cuando X*° es un espacio de Hausdorff, se llama compactificacion de Ale-
zandroff de X.

El teorema siguiente muestra entre otras cosas que un espacio topolégico
admite una compactificacion de Alexandroff si y so6lo si es de Hausdorff y local-
mente compacto.

Teorema 4.23 Si X es un espacio topoldgico, entonces:
1. X es abierto en X y la topologia relativa en X es la topologia dada.
2. X es un espacio topoldgico compacto.
3. X es cerrado en X*° si y sélo si X es compacto.

4. X es un espacio de Hausdorff si y solo si X es de Hausdorff y localmente
compacto.

DEMOSTRACION: 1) Por la propia definicion de la topologia de X°°, todo
abierto de X (en particular el propio X) es abierto en X°°). Por lo tanto,
los abiertos de X en la topologia relativa son simplemente los abiertos de X
contenidos en X, que son claramente los abiertos de X.

2) Si U es un cubrimiento abierto de X°, existe U € U tal que oo € U,
con lo que existe K C X cerrado y compacto tal que (X \ K)U {oco} C U. El
compacto K puede cubrirse por un nimero finito de abiertos de U que, junto
con U, forman un subcubrimiento finito de U.

3) Si X es compacto, entonces {oo} = (X \ X) U {co} es abierto en X,
luego X es cerrado. Si X es cerrado, entonces es compacto, porque todo cerrado

en un compacto es compacto.

4) Si X es un espacio de Hausdorff, también lo es todo subespacio, en
particular X. Ademés, si z € X, existen abiertos disjuntos U y V tales que



104 Capitulo 4. Compacidad

x €U, oo €V, luego existe un compacto K C X tal que (X \ K) U {oo} C V.
Entonces U C K, luego K es un entorno compacto de z. Como X es un espacio
de Hausdorff, esto implica que es localmente compacto.

Supongamos ahora que X es de Hausdorff y localmente compacto. Entonces
dos puntos distintos en X estan contenidos en abiertos disjuntos en X, que
también seran abiertos en X*°. Por otra parte, todo x € X tiene un entorno
compacto K C X, que sera cerrado, porque X es un espacio de Hausdorff, luego
existe un abierto x € U C K y ademéas V = (X \ K)U{oco} es un abierto en X
disjunto de U tal que oo € V. Esto prueba que X es un espacio de Hausdorff.

| |

Ahora es facil concluir (véase el ejemplo A.6) que Q> es un espacio local-
mente compacto en sentido débil que no es localmente compacto.

En los espacios de Hausdorff la compacidad local tiene otras caracterizaciones
tatiles. Para enunciarlas conviene introducir este concepto:

Definicién 4.24 Si X es un espacio topologico, un subespacio Y C X es rela-
tivamente compacto si su clausura Y (en X) es compacta.

Teorema 4.25 FEn un espacio de Hausdorff X, las afirmaciones siguientes son
equivalentes:

1. X es localmente compacto.
2. Todo punto de X tiene un entorno abierto relativamente compacto.

3. Todo punto de X tiene una base de entornos abiertos relativamente com-
pactos.

DEMOSTRACION: Claramente 3) = 2) = 1). Veamos que 1) = 3). Si X es
localmente compacto, z € X y U es un entorno de x, existe un entorno compacto
(en particular cerrado) x € V C U. Entonces V C U es un entorno abierto de z
relativamente compacto, pues su clausura es compacta al estar contenida en V.
Por lo tanto, = tiene una base de entornos relativamente compactos. ]

En espacios de Hausdorff, la compacidad local la heredan los subespacios
abiertos y los cerrados. De hecho, la heredan las combinaciones de ambos en el
sentido siguiente:

Teorema 4.26 Un subespacio de un espacio de Hausdorff localmente compacto
es localmente compacto si y sdlo si es la interseccion de un abierto y un cerrado.

DEMOSTRACION: Sea X un espacio de Hausdorff localmente compacto. Es
obvio que todo abierto Y en X es localmente compacto, pues todo punto z € Y
tiene un entorno compacto x € K C Y, luego K es también un entorno compacto
dexenY.

Si Y es cerrado, también es localmente compacto, pues todo punto x € Y
tiene un entorno compacto K en X, luego K NY es un entorno compacto en Y.
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Por lo tanto, si Y = U NC, donde U es abierto y C es cerrado, tenemos
que C es localmente compacto por ser cerrado en X e Y es localmente compacto
por ser abierto en C.

Supongamos ahora que Y C X es localmente compacto. Tomamos C' =Y,
que es cerrado en X, y vamos a probar que Y es abierto en C, con lo que seré
de la forma Y = U N C, para cierto abierto U en X.

Equivalentemente, basta probar que todo subespacio denso y localmente
compacto Y de un espacio de Hausdorff X es abierto. Todo punto y € Y tiene
un entorno abierto U en Y relativamente compacto en Y, es decir, tal que su
clausura en Y, que es UNY’, es compacta, luego cerrada en X. Como U C UNY,
tenemos que U C UNY C Y. Como U es abierto en Y, existe un abierto V en
X tal que U =V NY. Entonces, usando el teorema 1.22,

yevVcv=vny=UcY.
Por lo tanto Y es un entorno de y, luego es abierto. m

Por otra parte, el teorema 4.23 nos da que un espacio de Hausdorff X es
localmente compacto si y solo si es homeomorfo a un abierto en un espacio de
Hausdorff compacto. Sin embargo, por ese mismo teorema, cualquier espacio
topoldgico es homeomorfo a un abierto en un espacio compacto.

Notemos que el teorema anterior nos da una prueba inmediata de que Q no
es localmente compacto, pues si lo fuera tendria que ser abierto en R.

Al contrario de lo que sucede con la compacidad, no toda imagen continua
de un espacio localmente compacto es localmente compacta (basta pensar en
que todo espacio discreto es localmente compacto, y toda aplicaciéon de un es-
pacio discreto en cualquier otro espacio es continua). No obstante, se cumple lo
siguiente:

Teorema 4.27 Si f : X — Y es una aplicacion continua, abierta y supra-
yectiva entre espacios topoldgicos y X es localmente compacto (en sentido débil)
entonces Y también lo es.

DEMOSTRACION: Siz € X y f(x) € U C Y con U abierto, entonces
f7U] es un entorno de z, luego existe un entorno compacto de z tal que
x € K C f7U]. El hecho de que f sea abierta implica que f[K] C U es un
entorno de x, y es compacto, luego Y es localmente compacto. Si X sé6lo es
localmente compacto en sentido débil, en lugar de tomar U, tomamos cualquier
entorno compacto de x y razonamos igualmente. [

Sin embargo, el ejemplo A.24 muestra que una imagen continua y cerrada de
un espacio de Hausdorff localmente compacto no tiene por qué ser localmente
compacta.

El ejemplo A.22 muestra también que, al contrario de lo que sucede en
los espacios compactos, en un espacio localmente compacto las componentes
conexas pueden diferir de las cuasicomponentes.

Respecto a productos, tenemos el teorema siguiente:
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Teorema 4.28 (AE) Un producto de espacios topoldgicos no vacios es local-
mente compacto (en sentido débil) si y sdlo si todos ellos son localmente com-
pactos (en sentido débil) y todos salvo un numero finito de ellos son compactos.

DEMOSTRACION: Sea X = [] X; un producto de espacios topologicos no
iel
vacios. Supongamos que todos son localmente compactos y que existe Iy C I
finito tal que X; es compacto cuando 7 € I\ Iy. Entonces, dado z € X y un
abierto basico « € [] U;, donde U; = X; salvo si ¢ € I, para cierto conjunto
il
I; C I finito, para cada i € Iy U I; tomamos un entorno compacto x; € V; C U;
y Vi = X, en otro caso. Asi x € [[ V; C U y, por el teorema de Tychonoff, el
iel

producto es un entorno compacto de .

Si los X; son localmente compactos en sentido débil, dado x € X, para cada
i € Iy tomamos un entorno compacto z; € V; C X; y llamamos V; = X, para
1 € I\ Iy. Entonces [[V; es un entorno compacto de x, lo que prueba que X

iel
es localmente compacto en sentido débil.

Reciprocamente, si X es localmente compacto (en sentido débil), como las
proyecciones son abiertas, el teorema anterior nos da que todos los factores son
localmente compactos (en sentido débil). Por otra parte, un punto cualquiera
de X tiene un entorno compacto K C X, el cual contiene un abierto bésico
U =[] U; C K. Existe un conjunto finito Iy C I tal que si i € I\ I entonces

icl
U, = X;, luego X; C p;[U] C pi[K], luego X; = p;[K] es compacto para todo
ie I\ . .

Nota El teorema anterior utiliza el axioma de eleccion s6lo en la aplicacion
del teorema de Tychonoff, luego puede probarse sin necesidad del axioma de
eleccion en los mismos casos que éste. L]

Teorema 4.29 Un espacio de Hausdorff localmente compacto no vacio es ce-
rodimensional si y solo si es totalmente disconexo.

DEMOSTRACION: En general, todo espacio cerodimensional es totalmente
disconexo. Tenemos que probar la implicaciéon opuesta. Sea X un espacio de
Hausdorff localmente compacto, no vacio y totalmente disconexo. Tomamos un
punto x € X y un entorno V de x, que por 4.25 podemos suponer relativamente
compacto. Como x no pertenece a ningin subconjunto conexo de X distinto de
{x}, lo mismo vale en V, luego la componente conexa de x en V es {z}. Por el
teorema 4.12, coincide con su cuasicomponente, es decir, con la interseccion de
todos los abiertos cerrados de V que contienen a z. Por el teorema 4.11 existe
un numero finito de tales abiertos cerrados de modo que

xeU=Cin---NnC, CV.

Entonces U es cerrado en X por serlo en V, y es abierto en X por serlo en V.
Por lo tanto, los abiertos cerrados de X forman una base. n
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Los espacios localmente compactos tienen una propiedad en comun con los
espacios 1AN que conviene destacar:

Definicion 4.30 Un espacio topologico X estd generado por sus subespacios
compactos si un conjunto A C X es abierto si y so6lo si para todo compacto
K C X se cumple que AN K es abierto en K.

Teorema 4.31 Todo espacio 1AN y todo espacio localmente compacto estd ge-
nerado por sus subespacios compactos.

DEMOSTRACION: Si X es localmente compacto y ANK es abierto en K para
todo compacto K C X, todo x € A tiene un entorno abierto U con clausura
compacta, pero entonces AN U es abierto en U, luego AN U es abierto en U,
luego en X, y asi A es entorno de x.

Supongamos ahora que X es IAN. Siz € X \ A, existe una sucesion {x,, }°2
en X \ A que converge a x. Entonces K = {z,, | n € w}U{z} es un compacto y
AN K es abierto en K, y la sucesién esta en K \ (AN K), que es cerrado en K,
luego = € K\ (AN K), es decir, que z € X \ A, luego X \ A es cerrado y A es
abierto. m

La propiedad més relevante de estos espacios es la siguiente:

Teorema 4.32 Si un espacio X estd generado por sus subespacios compactos,
una aplicacion f: X — Y en un espacio topoldgico Y es continua si y solo si
para todo compacto K C X se cumple que f|x : K — Y es continua.

DEMOSTRACION: Si U es abierto en Y, para cada compacto K C X tenemos
que fHUINK = (f|x)"[U] es abierto en K, luego f~1[U] es abierto en X y
f es continua. n

4.3 Formas débiles de compacidad

Compacidad numerable Segin hemos senalado en la introduccion a este
capitulo, la nocién de compacidad introducida por Fréchet es la que actualmente
se conoce como compacidad numerable:

Definicién 4.33 Un espacio topologico es numerablemente compacto si todo
cubrimiento abierto numerable de X admite un subcubrimiento finito.

La demostracion de 4.2 se adapta trivialmente para probar:

Teorema 4.34 Un espacio topoldgico X es numerablemente compacto st y solo
si toda familia numerable de cerrados con la propiedad de la interseccion finita
tiene interseccion no vacia.

Los espacios numerablemente compactos tienen una caracterizacion muy
simple:
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Teorema 4.35 Si X es un espacio topoldgico, las afirmaciones siguientes son
equivalentes:

1. X es numerablemente compacto.
2. Todo subconjunto infinito de X tiene un punto de w-acumulacion.

3. Todo subconjunto infinito numerable de X tiene un punto de w-acumula-
cion.

DEMOSTRACION: Supongamos que A C X es un subconjunto infinito sin
puntos de w-acumulacién. Lo mismo vale para todos sus subconjuntos, luego
podemos suponer que A = {z; | i € N} es numerable. Entonces los cerrados
F, = {z; | i > n} tienen la propiedad de la interseccion finita, luego existe un

oo
punto z € [\ F,, pero entonces = es un punto de w-acumulacion de A, pues todo

n=0
entorno de z contiene puntos x; con ¢ arbitrariamente grande, luego contiene

infinitos puntos de A.

Reciprocamente, si X no es numerablemente compacto, por el teorema an-
terior existe una familia numerable {F), }52 , de cerrados con la propiedad de la
interseccion finita, pero con intersecciéon vacia. Cambiando F), por la intersec-
cion de los n primeros, podemos suponer que la sucesion es decreciente. Elegimos
un punto z,, € F,, y entonces el conjunto A = {z,, | n € N} es infinito, pues en
otro caso un mismo punto estarfa en infinitos F,, y por consiguiente estaria en
la interseccion de todos. Ademés no tiene puntos de w-acumulacion, pues, para
todo z € X, existe un n tal que x € U = X \ F},, luego UN A C {xg,...,Tpn_1}
es finito. ]

Recordemos que, segtn el teorema 1.29, los puntos de w-acumulacién coinci-
den con los puntos de acumulacién en espacios en los que los puntos son cerra-
dos (en particular en espacios de Hausdorff). El mismo ejemplo A.2 que hemos
usado para distinguir los puntos de acumulacién de los puntos de w-acumulaciéon
nos muestra que un espacio puede cumplir que todos sus subconjuntos infinitos
tienen puntos de acumulacién sin ser numerablemente compacto.

Por otra parte, ahora es facil mostrar un ejemplo de espacio numerable-
mente compacto que no es compacto. Basta considerar el menor ordinal no
numerable® w; con la topologia de orden (ejemplo A.30).

Los espacios numerablemente compactos conservan algunas de las propieda-
des de los espacios compactos, que se demuestran de forma totalmente anéaloga.
El teorema 4.34 es un ejemplo de ello. Otros dos son los siguientes, que se
prueban igual que la parte analoga de 4.5 y 4.6, respectivamente:

Teorema 4.36 Todo cerrado en un espacio numerablemente compacto es nu-
merablemente compacto.

Teorema 4.37 St f : X — Y es una aplicacion continua entre dos espacios
topoldgicos y X es numerablemente compacto, entonces f[X] también lo es.

3Véase la nota al pie de la pagina 84.
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No es cierto, en cambio, que todo subespacio numerablemente compacto
tenga que ser cerrado, segin se observa también en el ejemplo A.30. Tampoco
es cierto que el producto de espacios numerablemente compactos sea numera-
blemente compacto (ejemplo A.38). No obstante, el producto de un espacio
compacto por un espacio numerablemente compacto es numerablemente com-
pacto. Probamos algo més general:

Teorema 4.38 Si f : X — Y es una aplicacion continua, cerrada, con fi-
bras numerablemente compactas e Y es numerablemente compacto, entonces X
también lo es.

DEMOSTRACION: Sea {U, }72, un cubrimiento numerable de X. Podemos
suponer sin pérdida de generalidad que es cerrado para uniones finitas. Para
caday € Y, lafibra f~1[{y}] es numerablemente compacta, luego puede cubrirse
por un nimero finito de abiertos U,,, pero como suponemos que el cubrimiento
es cerrado para uniones finitas, existe un n, tal que f~1[{y}] C Uy, .

Como f es cerrada, los conjuntos V,, = Y'\ f[X'\U,,] son abiertos, y forman un
cubrimiento abierto de Y, pues y € V,, . Ademés f “1V,] C U,. Como Y es nu-
merablemente compacto, podemos tomar un subcubrimiento finito V,,,, ..., Vy,,
y los Uy, forman un subcubrimiento finito del cubrimiento dado. L]

Teorema 4.39 Si X es un espacio compacto e Y es numerablemente compacto,
entonces X XY es numerablemente compacto.

DEMOSTRACION: La proyeccién p: X X Y — Y es cerrada por 4.18 y sus
fibras son homeomorfas a X, luego son compactas. El teorema anterior nos da
la conclusion. n

Espacios de Lindel6f Cuando Alexandroff y Urysohn introdujeron el con-
cepto general de compacidad, introdujeron también el concepto de espacio de
Lindelsf,* que lo relaciona con el de compacidad numerable:

Definicion 4.40 Un espacio topolégico es un espacio de Lindeldf si todo cu-
brimiento abierto tiene un subcubrimiento numerable. Un espacio topologico es
hereditariamente de Lindeldf si todos sus subespacios son de Lindeldf.

El teorema siguiente es inmediato:

Teorema 4.41 Un espacio topoldgico es compacto si y solo si es numerable-
mente compacto y de Lindeldf.

Sucede que la propiedad de Lindel6f es mucho menos restrictiva que la com-
pacidad numerable. Por ejemplo, es inmediato que todo espacio numerable es
hereditariamente de Lindelof y, més aun:

4Le dieron dicho nombre porque Lindeléf habia probado previamente que R™ cumple la
propiedad del teorema 4.48.
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Teorema 4.42 Si un espacio topoldgico tiene una base numerable, entonces es
hereditariamente de Lindeldf.

DEMOSTRACION: Es inmediato que si un espacio X tiene una base nume-
rable, todos sus subespacios la tienen, asi que basta probar que todo espacio X
con una base numerable B es de Lindeléf. Ahora bien, si U es un cubrimiento
abierto de X, el conjunto V formado por todos los abiertos basicos contenidos
en un abierto de U es un cubrimiento numerable de X, y basta tomar un abierto
en U que contenga a cada abierto de V para tener un subcubrimiento numerable
de U. L]

Asi pues, R™ y todos sus subespacios vectoriales son de Lindelof, luego un
subespacio de R es numerablemente compacto si y sé6lo si es compacto. Esto se
traduce en una propiedad adicional que los espacios numerablemente compactos
comparten con los compactos:

Teorema 4.43 Si f : X — R es una aplicacion continua en un espacio nume-
rablemente compacto X, entonces f toma un valor mdzximo y un valor minimo.

DEMOSTRACION: Basta tener en cuenta que f[X] es numerablemente com-
pacto por el teorema 4.37, luego es compacto por la observaciéon precedente, y
basta aplicar el teorema 12.18. L]

El teorema 4.42 tiene un reciproco en el caso de los espacios métricos:
Teorema 4.44 Todo espacio métrico de Lindeldf tiene una base numerable.

DEMOSTRACION: Sea X un espacio métrico de Lindelof. Para cadan > 1, las
bolas abiertas de radio 1/n forman un cubrimiento abierto de X, luego podemos
extraer un subcubrimiento numerable. Sea B la unién de un subcubrimiento
para cada n. Asi B es una familia numerable de abiertos de X tal que todo
punto de X esté contenido en un elemento de B de diametro arbitrariamente
pequeno. Esto implica que es una base, pues si z € U C X, donde U es abierto,
basta tomar B € B tal que x € By d(B) < d(x,X \ U). Entonces © € B C U.

Como sucede con la compacidad numerable, las demostraciones de las pro-
piedades béasicas de los espacios compactos pueden adaptarse ligeramente para
demostrar propiedades analogas de los espacios de Lindelof:

Teorema 4.45 Un espacio topoldgico X es de Lindeldf si y solo si toda familia
de cerrados en X con la propiedad de la interseccion numerable (es decir, que la
interseccion de cualquier subfamilia numerable sea no vacia) tiene interseccion
no vacia.

Teorema 4.46 Si f : X — Y es una aplicacion continua y X es un espacio
de Lindeldf, entonces f|X] también lo es.

Teorema 4.47 Si X es un espacio de Lindelif e Y C X es cerrado, entoncesY
es un espacio de Lindeldf.
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Sin embargo, no es cierto que un subespacio de Lindel6f tenga que ser necesa-
riamente cerrado. Cualquier espacio hereditariamente de Lindel6f lo desmiente.
He aqui una caracterizacion ttil de los espacios hereditariamente de Lindel6f:

Teorema 4.48 Un espacio topoldgico X es hereditariamente de Lindeldf si y
solo si para toda familia U de abiertos de X existe una subfamilia numerable
VU tal que YV =UU.

DEMOSTRACION: Si X es hereditariamente de Lindeldf y U es una familia
de abiertos en X, llamamos A = |JU, que es un subespacio abierto de X y U
es un cubrimiento abierto de A. Si A es de Lindeldf, tiene un subcubrimiento
numerable V. que claramente es una subfamilia numerable de U que cumple lo
requerido.

Reciprocamente, si X tiene la propiedad indicada, A C X es un subespacio
arbitrario y Uy es un cubrimiento abierto de A, para cada Uy € Uy podemos
considerar la unién U de todos los abiertos en X tales que U N A = Uy. Llama-
mos U a la familia formada por todos estos abiertos de X y sea V una subfamilia
numerable con la misma unién. Entonces los abiertos VN A, con V € V forman
un subcubrimiento numerable de Uy. n

Observemos que en la prueba del teorema anterior, aunque hemos supuesto
que X era hereditariamente de Lindel6f, sé6lo hemos usado que todos los subes-
pacios abiertos de X son de Lindel6f, luego tenemos la equivalencia siguiente:

Teorema 4.49 Un espacio topoldgico es hereditariamente de Lindeldf si y solo
si todos sus subespacios abiertos son de Lindeldf.

La recta de Sorgenfrey (ejemplo A.25) es un ejemplo de espacio hereditaria-
mente de Lindelof que no tiene una base numerable.

Otra clase de espacios de Lindel6f son los o-compactos:

Definicion 4.50 Un espacio topologico es o-compacto si es uniéon numerable
de subespacios compactos.

oo
Es claro que todo espacio o-compacto X es de Lindeldf, puessi X = (J K,

n=0
donde cada K, es compacto y tenemos un cubrimiento abierto de X, cada K,
estd cubierto por un nimero finito de abiertos del cubrimiento, luego X esta
cubierto por una cantidad numerable de ellos.

Es el caso de R que es uni6n numerable de subespacios compactos [—m, m],
luego es o-compacto, por lo que es de Lindeldf, como ya habiamos razonado por
otro camino. De hecho, R es localmente compacto y sucede que la propiedad de
Lindelof y la o-compacidad coinciden en los espacios locamente compactos:

Teorema 4.51 Un espacio localmente compacto es de Lindeldf si y sdlo si es
o-compacto.
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DEMOSTRACION: Si X es localmente compacto y de Lindel6f, los interiores
de los subespacios compactos forman un cubrimiento de X, del cual podemos
extraer un subcubrimiento numerable, que a su vez da lugar a un cubrimiento
numerable por compactos. Por lo tanto X es o-compacto. L]

Por otro lado, la recta de Sorgenfrey S es un espacio de Lindel6f que no
es o-compacto. El mismo ejemplo ilustra una diferencia entre los espacios o-
compactos y los espacios de Lindelof, y es que el producto de dos espacios
de Lindeldf no es necesariamente de Lindelof (en el ejemplo A.26 probamos
que S x S no es de Lindelof), mientras que el producto finito de espacios o-
compactos si que es o-compacto (y en particular de Lindelof). La prueba del
teorema siguiente no ofrece ninguna dificultad:

Teorema 4.52 Se cumple:
1. Toda imagen continua de un espacio o-compacto es o-compacta.
2. Todo subespacio cerrado de un espacio o-compacto es o-compacto.

3. Todo producto finito de espacios o-compactos es o-compacto.

o0
Sin embargo, un producto numerable X = [] X; de espacios o-compactos
no compactos no puede ser og-compacto. =0

En efecto, si {K,}22, es una familia de compactos en X, como p[K;] es
compacto en X, existe un punto z; € X; \ p[K;], y estos puntos forman un
oo
punto z € X tal que p;(z) ¢ p[K;], luego x € X \ |J K,.

n=0
Afinando un poco podemos probar:

Teorema 4.53 El producto de un espacio de Lindeldf por un espacio compacto
es un espacio de Lindeldf.

DEMOSTRACION: Sea L un espacio de Lindel6f y K un espacio compacto.
Consideremos un cubrimiento abierto U de L x K. No perdemos generalidad
si suponemos que esta formado por abiertos basicos de la forma {U; x V;}ier.
Para cada x € L tenemos que {z} x K es compacto, pues es homeomorfo
a K, luego puede cubrirse por un nimero finito de abiertos de U, digamos los

correspondientes a un conjunto finito de indices I, C I. Sea U, = |J U;, que
es un abierto en L que contiene a x. Estos abiertos forman un cub;ieri;iento de
L, luego podemos tomar J C L numerable tal que L = |J U,. El conjunto
Iy = U I, es numerable, y vamos a probar que los abiermtig con indice en Iy
formailei]m subcubrimiento numerable del cubrimiento dado.

En efecto, si (a,b) € L x K, existe un = € Iy tal que a € U,, Por su parte,
(z,b) esta en uno de los abiertos U; x V;, con i € I, C Iy, pero entonces a € U;
(porque a € U,) y b € V;, luego (a,b) € U; x V;. .
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Espacios sucesionalmente compactos Veamos ahora otro de los conceptos
asociados a la compacidad a partir de los cuales se desarroll6 la nocién moderna:

Definicién 4.54 Un espacio topolégico es sucesionalmente compacto si en él
toda sucesiéon tiene una subsucesiéon convergente.

Este concepto esta estrechamente relacionado a la compacidad numerable:

Teorema 4.55 Todo espacio topoldgico sucesionalmente compacto es numera-
blemente compacto.

DEMOSTRACION: Basta aplicar el teorema 4.35. Si X es sucesionalmente
compacto y A C X es un conjunto infinito numerable, tomamos una biyecciéon
z: N — A, que no es sino una sucesion {z,}>2, que no pasa dos veces por
el mismo punto. Por hipétesis tiene una subsucesion {z,, }72, convergente a
un punto x € X, que es obviamente un punto de acumulaciéon de A, pues todo
entorno contiene infinitos términos de la subsucesion, luego corta a A en infinitos
puntos. ]

Teorema 4.56 Un espacio topoldgico que cumpla el primer azioma de nume-
rabilidad es sucesionalmente compacto si y sdlo si es numerablemente compacto.

DEMOSTRACION: Una implicacién nos la da el teorema anterior. Supon-
gamos que X es un espacio topologico numerablemente compacto que cumpla
el primer axioma de numerabilidad y sea {x,}52, una sucesién en X. Si el
conjunto A = {x,, | n € N} es finito entonces tiene que haber infinitos térmi-
nos de la sucesion iguales entre si, y éstos determinan una subsucesiéon conver-
gente. Si A es infinito, entonces por hipotesis tiene un punto de acumulaciéon
x € X. Fijamos una base numerable {U}}72, de entornos de x, que podemos
tomar decreciente. Tomamos ng € N tal que z,, € Up y, supuestos definidos
ng < --- < ng de modo que xz,, € U;, como Ug41 N A contiene infinitos términos
de la sucesién, podemos tomar ngy1 > ny tal que zp,,, € Ugy1. De este modo
hemos construido una subsucesion de la sucesion dada convergente a xz. m

En el ejemplo A.30 mostramos que w; es un ejemplo de espacio sucesional-
mente compacto que no es compacto, mientras que en el ejemplo A.40 mostramos
un ejemplo compacto (luego numerablemente compacto) que no es sucesional-
mente compacto. Sin embargo, en la seccién 9.1 probamos (teorema 9.15) que
un espacio métrico es compacto si y sélo si es numerablemente compacto si y
sblo si es sucesionalmente compacto. 296

Los espacios sucesionalmente compactos cumplen los teoremas habituales
sobre subespacios e imagenes continuas:

Teorema 4.57 Todo cerrado en un espacio sucesionalmente compacto es suce-
stonalmente compacto.

Teorema 4.58 Si f : X — Y es una aplicacion continua entre dos espacios
topoldgicos y X es sucesionalmente compacto, f[X] también lo es.
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En cambio, su comportamiento respecto a productos es mejor que la de los
espacios numerablemente compactos:

Teorema 4.59 FEl producto de una cantidad numerable de espacios sucesional-
mente compactos es sucesionalmente compacto.

[ee]
DEMOSTRACION: Sea X = []| X un producto de espacios sucesionalmente
k=0
compactos y sea {z¥}22 ; una sucesién en X. Por hipétesis la sucesion {z§}22
. . . 0,k
tiene una subsucesion convergente a un punto xy € X, digamos {xg( ’ )}/?;0'

. 0,k . .
A su vez, la sucesion {:Eif( ’ )}20:0 tiene una subsucesion convergente a un punto

x1 € X1, digamos {xlf(l’k)}zozo.
Procediendo de este modo obtenemos subsucesiones {:mun(mk) 122, convergen-
tes a puntos x,, € X,,. Asi formamos un punto z € X y vamos a ver que la

- k.
subsucesion {z"“(*F)}%  converge a x. Para ello basta observar que {xﬁ( ’ )}2‘;”
|

es una subsucesion de {xz(n )}2":”, luego sigue convergiendo a x,.

El ejemplo A.40 muestra que un producto arbitrario de espacios homeo-
morfos a {0,1} (por lo tanto sucesionalmente compactos y compactos) no es
necesariamente sucesionalmente compacto.

Terminamos esta secciéon con una serie de ejemplos sobre las principales
clases de compacidad que hemos considerado:

1. El espacio “Fortissimo” (ejemplo A.16) es un ejemplo de espacio de Lindelof
que no es o-compacto ni hereditariamente de Lindeldf.

2. La recta de Sorgenfrey (ejemplo A.25) o también R \ Q, son ejemplos de
espacios hereditariamente de Lindel6f que no son o-compactos.

3. SiI es cualquier conjunto de cardinal mayor o igual que el de R, el producto
27 x w es o-compacto, no compacto y no hereditariamente de Lindeldf.
(Esto se sigue facilmente del ejemplo 5.)

4. R es un ejemplo de espacio hereditariamente de Lindel6f, o-compacto, no
compacto.

5. Si I es cualquier conjunto® de cardinal mayor o igual que el de R, el espacio
27 (ejemplo A.40) es compacto, pero no hereditariamente de Lindeldf ni
sucesionalmente compacto.

6. El espacio [0, w1] (ejemplo A.31) es compacto y sucesionalmente compacto,
pero no es hereditariamente de Lindelof.

5En el ejemplo A.40 tomamos concretamente como I el conjunto de todas las sucesiones
estrictamente crecientes de nimeros naturales, que no es dificil probar que coincide con el
cardinal de R, aunque como ejemplo nos basta con tomar dicho conjunto en particular. Por
otra parte, es facil ver que el hecho de que este espacio cumpla las propiedades indicadas
implica que las cumple cualquier otro con un conjunto I de cardinal mayor.
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7. Claramente [0,1] es un espacio compacto, sucesionalmente compacto y
hereditariamente de Lindelof.

8. El espacio [0,w1[ (ejemplo A.30) es sucesionalmente compacto, pero no
compacto.

9. Si I es un conjunto de cardinal mayor o igual que el de R, el espacio pro-
ducto [0, w;[x 2! es numerablemente compacto (por el teorema 4.39), pero
no compacto ni sucesionalmente compacto (porque ambas propiedades se
conservan por imagenes continuas).

10. Cualquier espacio discreto no numerable es un ejemplo de espacio que no
es de Lindel6f ni numerablemente compacto.

Lindelof
(hereditariamente Lindelsf
1 2
o-compacto 3 4
Gompacto 5 ( 6 \ 7 )
10 L 8 sucesionalmente compacto
9 numerablemente compacto

El esquema oculta un teorema, y es que todo espacio (numerablemente)
compacto hereditariamente de Lindeldf es sucesionalmente compacto.® Esto lo
demostraremos en 8.45. En la seccion 4.6 introduciremos otra forma débil de
compacidad conocida como pseudocompacidad.

4.4 Compacidad en espacios uniformes

Uno de los resultados cléasicos situado en las raices de la topologia uniforme
es el teorema de Heine, segin el cual toda funciéon continua en un intervalo
[a, b] es uniformemente continua. Esto es consecuencia de un hecho mucho mas
general:

Teorema 4.60 Si K es un espacio de Hausdorff compacto, existe una tunica
uniformidad en X que induce su topologia, y tiene por base a todas las bandas
abiertas en K x K.

DEMOSTRACION: El hecho de que todo espacio de Hausdorff compacto ad-
mite una uniformidad serd inmediato mas adelante (teorema 5.60). Aqui pro-
baremos tinicamente la unicidad, que es lo tinico que usaremos en este capitulo.

Supongamos que U es cualquier uniformidad que induce la topologia de K y
veamos que tiene por base al conjunto de todas las bandas abiertas en K x K.

SPonemos “numerablemente” entre paréntesis porque todo espacio de Lindel6f numerable-
mente compacto es compacto.
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Sea W una banda abierta en K x K. El teorema 2.14 nos da que el conjunto
B C U de las bandas cerradas de U es una base de U, luego la propiedad de
Hausdorff implica que (1B = A C W. Como A es compacto, el teorema 4.11
implica que existe un namero finito Vi,...,V,, de bandas cerradas de U tales
que ViN---NV, C W, luego W € U. Por otra parte, 2.14 nos da también que
las bandas abiertas de U (que ahora sabemos que son todas las bandas abiertas
en K x K) son una base de U. "

Por consiguiente:

Teorema 4.61 Si f : X — Y es una aplicacion continua entre espacios uni-
formes y X es un espacio de Hausdorff compacto, entonces f es uniformemente
continua.

DEMOSTRACION: Es claro que para comprobar la continuidad uniforme
basta ver que si U es una banda abierta de Y, entonces (f x f)~![U] es una
banda de X. Ahora bien, por la continuidad de f tenemos que (f x f)~![U] es
una banda abierta en X x X, pero el teorema 4.60 nos da que todas las bandas
abiertas en X x X son bandas de X. L]

Espacios totalmente acotados Segun el teorema 12.18, los subconjuntos
compactos de R son los cerrados y acotados (respecto de la distancia usual).
Usando el teorema de Tychonoff es facil probar que lo mismo vale para R™ (con
la acotacion respecto a cualquier norma, ya que todas son equivalentes). Sin
embargo, veremos que esto ya no es cierto para espacios normados de dimensiéon
infinita. En efecto, si un espacio normado sobre R cumple que sus subespa-
cios cerrados y acotados son compactos, en particular las bolas cerradas seran
compactas, luego el espacio sera localmente compacto, pero probaremos (teo-
rema 11.59) que los tnicos R-espacios normados localmente compactos son los
de dimension finita.

En 11.8 definimos una nocién de “acotacion lineal” en espacios vectoriales
topologicos que, en el caso de espacios normados, coincide con la acotaciéon res-
pecto de la norma, luego no es cierto que todo conjunto cerrado y linealmente
acotado en un espacio vectorial topologico sea compacto, pues de ahi deduciria-
mos nuevamente que todo R-espacio normado es de dimensioén finita.

Ahora vamos a introducir una nocién de “acotacion total” que tiene sentido
en cualquier espacio uniforme, que en el caso de los espacios vectoriales topo-
logicos es més restrictiva que la acotaciéon lineal y respecto a la cual si que es
posible dar una caracterizaciéon de la compacidad a la que conocemos para R.

Definicion 4.62 Un espacio uniforme X es totalmente acotado si para toda
banda V de X existe un subconjunto finito A C X tal que X = V[A4].

Es claro que en la definicién basta considerar bandas bésicas, en particular
bandas abiertas. En espacios métricos la acotaciéon total equivale a que el espacio
puede expresarse como uniéon de un namero finito de bolas abiertas de un radio
arbitrario prefijado.
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Teorema 4.63 (TU) Un espacio uniforme X es compacto si y solo si es to-
talmente acotado y completo.

DEMOSTRACION: Si X es compacto todo filtro de Cauchy tiene un punto
adherente y por tanto converge, lo que prueba que X es completo. También es
totalmente acotado pues, dada una banda abierta V', el cubrimiento X = V[X]
tiene un subcubrimiento finito X = V[A].

Supongamos que X es totalmente acotado y completo. Tomemos un ul-
trafiltro F' en X y veamos que converge. Como X es completo, basta ver
que F' es de Cauchy. Dada una banda V en X, sea W una banda tal que
2W C V. Como X es totalmente acotado, existe un conjunto finito A C X tal
que X = WJA]. Puesto que X € F, alguna bola By (a) ha de pertenecer a F'.
Como d(Bw (a)) < 2W < V, esto prueba que F es de Cauchy. "

En particular, un subespacio de un espacio uniforme de Hausdorff completo
es compacto si y sélo si es cerrado y totalmente acotado, pues los subespacios
de un espacio uniforme de Hausdorff completo son cerrados si y sélo si son com-
pletos. He aqui las principales propiedades de los espacios totalmente acotados:

Teorema 4.64 Se verifica:

1. Si f : X — Y es uniformemente continua y X es totalmente acotado,
entonces f[X] es totalmente acotado.

2. Si X es un espacio totalmente acotado e Y C X, entoncesY es totalmente
acotado.

3. 8i'Y es un subespacio totalmente acotado de un espacio uniforme X, en-
tonces Y es totalmente acotado.

4. Un producto de espacios uniformes es totalmente acotado si y sélo si lo es
cada factor.

DEMOSTRACION: 1) Sea V una banda en f[X]. Sea W = (f x f)~%(V),
que es una banda en X. Entonces existe un conjunto finito A C X tal que
X = W[A], luego f[X] = VIf[A]].

2) Sea V=W N (Y xY) una banda en Y, donde W es una banda en X,
y consideremos otra banda en X tal que 2U C W. Existe un conjunto finito A
tal que X = V[A]. Sea H el conjunto de los puntos a € A tales que existe un
b €Y de modo que d(a,b) < U. Sea B un conjunto finito formado por uno de
estos b para cada punto de H.

Siy €Y existe un a € A tal que d(a,y) < U, luego a € H, luego existe un
b € B tal que d(a,b) < U, de donde d(b,y) < W, y por tanto y € By (b), es
decir, Y = V[B]. Esto prueba que Y es totalmente acotado.

3) Supongamos que Y es totalmente acotado. Sea V una banda en Y y W
otra banda tal que 2W C V. Sea U = WN(Y xY). Existe un subconjunto finito

ACY talqueY = |J By(a). Siz €Y, entonces existe un y € By (z)NY.
acA
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A su vez existird un a € A tal que d(a,y) < U y por tanto d(a,y) < W. Como
d(y,x) < W concluimos que d(z,a) < V. Esto prueba que Y = V[A].

4) Si el producto es totalmente acotado, cada factor lo es también por el
apartado 1). Sea X = ] X; un producto de espacios totalmente acotados y
i€l
V={(z,y) € X x X | d(z;,y;) <V; parai € J}

una banda en X, donde J C I es un conjunto finito y cada V; es una banda
en X;. Para cada i € J sea A; C X; un conjunto finito tal que X; = V;[A;].
Para indices fuera de J sea A; = {a;}, donde a; es un punto arbitrario de Xj;.
Sea A = J p; '[4;]. Claramente A es un conjunto finito (sus puntos son
icJ
los que tienen las coordenadas de I\ J iguales a a; y las coordenadas de J
en el correspondiente A;). Si & € X, para cada i € J sea a; € A; tal que
d(z;,a;) < V;. Sea a el punto de coordenadas a;. Claramente d(z,a) < V, luego
X =VIA]. "

De los teoremas anteriores se desprende que en los espacios completos la
compacidad relativa equivale a la acotaciéon total, pues un espacio relativamente
compacto estd contenido en su clausura, que es compacta, luego totalmente
acotada, y un espacio totalmente acotado tiene clausura totalmente acotada y
completa, luego compacta. Una variante de este argumento nos da el teorema
siguiente:

Teorema 4.65 (TU) Un espacio uniforme de Hausdorff es totalmente acotado
sty solo si su complecion es compacta.

DEMOSTRACION: Si X es totalmente acotado, entonces X también lo es, por
el apartado 3) del teorema anterior, luego X es totalmente acotado y completo,
luego es compacto.

Reciprocamente, si X es compacto, entonces es totalmente acotado, y X
también lo es por el apartado 2) del teorema anterior (y aqui usamos que X es
de Hausdorff, pues en caso contrario X no es un subespacio de X ). L]

Nota Un espacio uniforme de Hausdorff se dice precompacto si su complecion es
compacta. Hemos probado que, en un espacio de Hausdorff, la precompacidad
equivale a la acotaciéon total, pero en ausencia del axioma de eleccion estos
conceptos no son equivalentes. u

Otra caracterizacion 1util de la acotacion total es la siguiente:

Teorema 4.66 Un espacio uniforme es totalmente acotado si y sélo si sus uni-
cos subconjuntos uniformemente discretos son los finitos.

DEMOSTRACION: La condicién es necesaria, pues un subconjunto infinito
uniformemente discreto (es decir, cuya uniformidad sea la discreta) no es to-
talmente acotado. Reciprocamente, si X es un espacio uniforme que no es
totalmente acotado, entonces existe una banda V en X tal que X # V[A], para
todo subconjunto finito A de X.
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Esto nos permite construir recurrentemente una sucesion {a, >, de puntos

de X de modo que ant+1 € X \ X[{ao,...,an}], y asi A = {a, | n € N} es un
subconjunto infinito de X tal que VN (A x A) = A, luego A es uniformemente
discreto. ]

En particular un espacio uniforme es totalmente acotado si y solo si todos
sus subespacios numerables lo son, y todo espacio uniforme sucesionalmente
compacto es totalmente acotado.

La secciones 10.7 y 11.5 contienen algunas aplicaciones de la compacidad y
la compacidad sucesional a los grupos y espacios vectoriales topoloégicos. 359

4.5 Compacidad en espacios de funciones

Convergencia casi uniforme En la seccion 2.4 hemos definido una familia
de uniformidades en el conjunto YX de funciones definidas en un conjunto X
con valores en un espacio uniforme Y. Més concretamente, si ¥ es una familia
de subconjuntos de Y, hemos definido Fs(X,Y) como el conjunto Y~ dotado
de la uniformidad de la convergencia uniforme en los conjuntos de X, aunque
s6lo hemos considerado dos casos concretos, a saber, la convergencia puntual y
la convergencia uniforme. Introducimos ahora una tercera entre ambas:

Definicion 4.67 Si X es un espacio topologico e Y es un espacio uniforme,
llamaremos uniformidad de la convergencia uniforme en compactos o conver-
gencia casi uniforme a la uniformidad definida en YX segtin 2.50 por la familia
Y. de todos los subconjuntos compactos de X. Representaremos por F.(X,Y)
al conjunto YX con dicha uniformidad.

Usaremos las notaciones C,(X,Y), Cc(X,Y) y Cyu(X,Y) para referirnos al
conjunto C'(X,Y’) de todas las funciones continuas de X en Y con la uniformidad
heredada de la uniformidad de la convergencia puntual, uniforme en compactos
o uniforme, respectivamente, en Y X.

Observemos que si X es compacto, entonces F.(X,Y) = F,(X,Y), mientras
que si X es discreto entonces F.(X,Y) = F,(X,Y) (es decir, la convergen-
cia uniforme en compactos coincide con la convergencia puntual). También
es inmediato que todo filtro en YX que converja uniformemente converge casi
uniformemente, asi como que todo filtro que converja casi uniformemente con-
verge puntualmente. El teorema 2.52 implica que si Y es un espacio uniforme
completo, entonces F.(X,Y’) también lo es.

Hemos visto que en general C'(X,Y) no es cerrado en YX respecto de la
convergencia puntual, pero si respecto de la uniforme. Para la convergencia casi
uniforme tenemos el resultado siguiente:

Teorema 4.68 Si X es un espacio topoldgico generado por sus subespacios com-
pactos, entonces Co(X,Y) es cerrado en F(X,Y). Por consiguiente, si Y es
completo, también lo es C.(X,Y).
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DEMOSTRACION: Sea F' un filtro en C.(X,Y’) convergente a f € F.(X,Y) y
sea K C X compacto. Entonces, la imagen Fx de F' por la aplicacion g — g|x
converge uniformemente a f|x, luego tenemos que f|x € C,(K,Y) = C(K,Y),
es decir, que f|x es continua. Por 4.32 concluimos que f es continua. ]

Si Y es un espacio vectorial topologico, f : X — Y es una aplicacion
continua y K C X es compacto, entonces f[K] es compacto, luego es totalmente
acotado (teorema 4.63) luego acotado (teorema 11.60). Esto nos permite aplicar
el teorema 11.21 para concluir lo siguiente:

Teorema 4.69 Si X es un espacio topoldgico e Y es un espacio vectorial topo-
logico, entonces C.(X,Y) es un espacio vectorial topoldgico con las operaciones
definidas puntualmente. Si Y es un K-espacio vectorial localmente convezo,

también lo es C.(X,Y).

La dltima afirmacion se sigue de la observacion precedente al teorema 11.43.

El teorema 2.47 implica que C,(X,Y’) es metrizable cuando Y lo es. Para
el caso de la convergencia casi uniforme necesitamos una hipdtesis adicional:

Teorema 4.70 Sea X un espacio topoldgico tal que existe una sucesion {K,}22
de subespacios compactos de X tal que todo subespacio compacto de X estd
contenido en uno de ellos y sea Y un espacio métrico. Entonces C.(X,Y) es
metrizable.

DEMOSTRACION: En las condiciones del enunciado, las bandas (Vi/m,)k,
forman una base numerable de la uniformidad, por lo que ésta es metrizable,
por el teorema 2.27. n

Notemos que el teorema anterior se aplica en particular cuando X es local-
mente compacto y o-compacto.

La topologia compacto-abierto El teorema siguiente muestra que la topo-
logia de la convergencia casi uniforme en C.(X,Y") no depende de la uniformidad
de Y, sino tnicamente de su topologia:

Teorema 4.71 Si X es un espacio topoldgico e Y es un espacio uniforme, la
topologia de la convergencia casi uniforme en C.(X,Y) tiene por subbase a los
conjuntos

T(K;U)={f € Cc(X,Y) | fIK] C U},

donde K recorre los subespacios compactos de X y U los abiertos de Y.

DEMOSTRACION: Veamos en primer lugar que los conjuntos T(K;U) son
abiertos. Si f € T(K;U), entonces f[K] C U. Vamos a probar que existe una
banda V en Y tal que V[f[K]] C U.

Para ello observamos que el conjunto de todas las bolas By (f(z)) tales que
2 € K,V es una banda abierta en Y y Boy (f(2)) C U es un cubrimiento abierto
de f[K], luego existe un subcubrimiento finito

fIK] C By, (f(21)) U+ U By, (f(zy)) C U.
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Llamamos V =ViN---NV,, y asi V[f[K]] C U, pues si y € V[f[K]], existe un
x € K tal que (y, f(z)) € V, luego existe un 4 tal que (f(x), f(x;)) € Vi, luego
(y, f(2)) € 2V;, luego y € Bay,(f(x)) C U.

De aqui se sigue que f € By, (f) CT(K;U), puessi g € By, (f), para cada
x € K se cumple que (f(z),g(z)) € V, luego g(x) € By (f(x)) C VIf[K]] C U,
luego g[K] C U. Esto prueba que T(K;U) es abierto.

Falta probar que si f € C,(X,Y), existen compactos K; en X y abiertos U;
en Y tales que f € (| T(Ky;U;) C By, (f)-
i=1

Tomemos una banda cerrada W tal que 3W C V. Los interiores de las bolas
Bw (f(x)), con x € K, cubren f[K], luego podemos extraer un subcubrimiento

finito f[K] C LLJ Bw (f(z;)). Los conjuntos K; = K N f~[Bw (f(z;))] son ce-
i=1

rrados en K, luego son compactos, mientras que U; = éQW(f(fEl')) son abiertos.
Veamos que cumplen lo requerido.

Ciertamente f[K;] C Bw(f(z;)) C U;, pues si y € By (f(x;)), entonces se
cumple que y € Bw (y) C Baw (f(2;)), pues si tenemos z € By (y), entonces
(Z7y) € W (yaf(ml)) € W7 luego (Z,f(l‘z)) €2W.

Por lo tanto f € (| T(K;;U;). Ademas, sig € (| T(K;;U;) y ¢ € K, enton-
i=1 i=1
ces existe un i tal que f(z) € Bw(f(x;)), con lo que = € K;, luego g(x) € Uj,
luego g(x) € Baw (f(x;)), y también f(x) € Bw (f(x;)). En total tenemos que
(f(z), f(z:)) € W, (f(z:),9(x)) € 2W, luego (f(z),g(z)) € 3W C V, y asi
(f,9) € Vi, es decir, g € By, (f). "

Definicion 4.72 Si X e Y son dos espacios topoldgicos, se llama topologia
compacto-abierto en C(X,Y) a la topologia que tiene por subbase a los conjuntos

T(K;U) ={f € Co(X,Y) | f[K] C U},
donde K C X es compactoy U C Y es abierto.

El teorema anterior puede enunciarse diciendo que, si Y es un espacio uni-
forme, la topologia de la convergencia casi uniforme en C(X,Y") coincide con la
topologia compacto-abierto, con lo que en particular no depende de la unifor-
midad de Y.

Si X e Y son espacios topologicos arbitrarios, usaremos igualmente la no-
tacion Cp(X,Y) y Co(X,Y) para representar el conjunto C(X,Y) de las fun-
ciones continuas de X en Y dotado de la topologia de la convergencia puntual
o compacto-abierto, respectivamente. Notemos, en cambio, que C,(X,Y) no
tiene sentido si Y no es un espacio uniforme.

Ejercicio: Probar que la topologia de la convergencia puntual en C'(X,Y’) tiene por
subbase los conjuntos T'(K,U), donde K C X es finito y U C Y es abierto.

Veamos ahora que las operaciones naturales entre funciones y puntos son
continuas bajo hipoétesis adecuadas:
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Teorema 4.73 Si X es un espacio de Hausdorff localmente compacto e Y es un
espacio topoldgico, la aplicacion v : C.(X,Y)x X — Y dada por (f,z) — f(x)
es continua.

DEMOSTRACION: Tomamos (fo, o) € Cc(X,Y)x X y un abierto U en Y tal
que fo(wo) € U. Entonces f~1[U] es un entorno de o, luego existe un entorno
compacto rg € K C f~1U], y entonces (fo, z0) € T(K;U) x K C v~ [U], luego
v es continua en (fo, zp). "

Teorema 4.74 Si X, Y, Z son espacios topoldgicos e Y es de Hausdorff y
localmente compacto, la composicion ¢ : Co(X,Y) X Co(Y,Z) — Co(X, Z) es
continua.

DEMOSTRACION: Consideremos un par (fp, go) € Co(X,Y) x C.(Y, Z) de
modo que foogg € T(K;U), para cierto K C X compactoy U C Z abierto. En-
tonces fo[K] C g5 *[U]. Como Y es localmente compacto, cada punto de f; ' [K]
tiene un entorno compacto contenido en gy ! [U], y tomando un subcubrimiento
finito podemos formar un compacto K’ tal que fo[K] ¢ K’ ¢ K' C g5'[U].
Ahora basta observar que

(fo, 90) € T(K; K') x T(K';U) € ¢ [T(K;U)].
Por lo tanto la composicion es continua en (fo, go)- n

Para el ultimo teorema vamos a necesitar un resultado técnico:

Teorema 4.75 Sean X e Y espacios de Hausdorff, sea 8 una subbase de Y y
sea K una familia de subconjuntos compactos de K tal que si K C U C X con K
compacto y U abierto, existen K1, ..., K, € X tales que K C K1U---UK,, CU.
Entonces los conjuntos T(K;U), donde K € X y U € 8, forman una subbase
de C.(X,Y).

DEMOSTRACION: Basta probar que si K C X es compacto, U C Y es abierto
y f € T(K;U), entonces
n
fe NT(K;U;) CT(K;U),
i=1
con K; e Xy U; €38.

Observemos en primer lugar que basta probar esto en el supuesto de que 8
es una base de Y. En efecto, admitiendo que en tal caso se cumple la relaciéon
anterior, lo aplicamos a la base B formada por las intersecciones finitas de
elementos de 8, y asi obtenemos la conclusién salvo por el hecho de que U; € B

n; ) )
en lugar de U; € 8, es decir, que U; = () U/, con U; € 8, pero entonces basta
j=1
ng .
observar que T'(K;;U;) = () T(K;;U}) y concluimos igualmente.
j=1

Para cada = € K, tenemos que f(z) € U, luego existe un abierto basico
U, € 8 tal que f(z) € U, C U. Podemos extraer un subcubrimiento finito
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fIK] c Uy U---UU, C U, con cada U; € 8. Para cada = € K, existe un
i tal que x € f~YU;] y, como K es localmente compacto, existe un entorno
compacto K, de x en K tal que x € K, C f_l[Ui]. Los interiores en K de
los K, forman un cubrimiento de K, luego podemos extraer un subcubrimiento
finito

K=K/ U ---UK,,

donde cada K; es compacto y estd contenido en un f ’1[U1-].]. Por la hipétesis
sobre X, podemos susitituir cada K; por una union finita de elementos de X o,
equivalentemente, podemos suponer que K; € X.
n n
ASf, f[K]] C Uij cU y asi f S ﬂ T(KJ,UZ]) y si g € ﬂ T(KJ,UZJ)
n =1 j=1
tenemos que g[K] C |J U;; C U, luego g € Y (K;U). "
j=1

Teorema 4.76 Si X, Y, Z son espacios de Hausdorff, la aplicacion
O:C.(X xY,Z) — C.(X,C.(Y,2))

dada por ®(f)(x)(y) = f(z,y) es un homeomorfismo en su imagen y, si Y es
localmente compacto, es suprayectiva y, por consiguiente, un homeomorfismo.

DEMOSTRACION: Es obvio que ®(f)(z) : Y — Z es una funcion continua,
pero tenemos que probar que ®(f) : X — C.(Y,Z) es continua. Para ello
basta con que la antiimagen V' de un abierto subbésico T(K;U) (donde K C Y
es compacto y U C Z es abierto) sea abierta en X.

Sea g € V. Para cada y € K, tenemos que f(zg,y) € U. Como f es
continua existen abiertos V,, C X, W, C y tales que (zq,y) € V, x W, C f~1[U].
Como K es compacto, existe un subcubrimiento finito K C Wy, U---UW,, . Sea
V=V, N---NV,,, que es un entorno de xy. Asi, si x € V' e y € K, tenemos
que f(z,y) € U, pues existe un i tal que y € W,,, luego (z,y) € V,, x W,,,
luego f(x,y) € U. Esto prueba que ®(x) € T(K;U), luego zg € V' C VyasiV
es abierto. Con esto queda probado que ® esta bien definida.

Los abiertos T'(K;U), con K C Y compacto y U C Z abierto forman una
subbase de C.(Y, Z), luego por el teorema anterior los abiertos T(K'; T'(K;U)),
con K’ C X compacto, forman una subbase de C.(X, C.(Y, Z)), luego para pro-
bar que ® es continua basta ver que las antiimégenes de estos abiertos subbasicos
son abiertas. Ahora bien, es inmediato comprobar que

O T(K; T(K;U))] = T(K' x K;U),

con lo que, en efecto, ® es continua. También es obvio que es inyectiva. Para
probar que es un homeomorfismo en su imagen observamos que la igualdad
precedente implica a su vez que

O(T(K' x K;U)) = T(K; T(K;U)) N @[C(X x Y, Z)],

luego ®(T(K' x K;U)) es abierto en ®[C.(X x Y, Z)] y basta probar que los
abiertos T (K’ x K;U) forman una subbase de C.(X x Y;U), pero esto es con-
secuencia del teorema anterior, porque la familia X formada por los compactos
de la forma K’ x K cumple la hipotesis requerida.
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En efecto, si (z,y) € Ko CU C X x Y, con Kj compacto, entonces existe
un abierto basico (x,y) € Uy x Uy C U, luego = € p1[Ko] N Uy, y € p2[Ko] NUs
y, como las proyecciones son compactas, luego localmente compactas, existen
entornos compactos x € K., C Uy, y € K, C Us, luego

(.ﬁ,y)EK;XKyCUlXUQCU.

Los abiertos Ka’c X Io(y forman un cubrimiento abierto de K, luego extrayendo
un subcubrimiento finito, tenemos K C K| x Ko U---UK], x K,, CU.

Supongamos ahora que Y es localmente compacto y veamos que ® es supra-
yectiva. Observemos que ® se extiende a una biyeccion ® : ZX*Y — (ZY)X,
con lo que toda h € C.(X,C.(Y,Z)) es de la forma h = ®(f), para una tnica
f e ZX*Y_ Solo tenemos que probar que f es continua.

Para ello tomamos un punto (zg,y0) € X X Y y un abierto U en Z tal
que f(xo,y0) € U. Como ®(f)(xg) € C.(Y,Z) e Y es localmente compacto,
existe un entorno compacto K C Y de yo tal que f[{zo} x K] C U. Entonces
T(K;U) es abierto en C.(Y, Z), luego V = ®(f) L [T(K;U)] es abierto en X y
fIV x K] C U, luego f es continua. "

El teorema de Ascoli Finalmente vamos a caracterizar la compacidad en
los espacios C.(X,Y) a través del concepto de equicontinuidad:

Definicion 4.77 Sea X un espacio topologico y sea Y un espacio uniforme. Un
conjunto H C F(X,Y) es equicontinuo en un punto xo € X si para toda banda
V en Y existe un entorno U de zp en X tal que para todo z € U y todo f € H
se cumple que d(f(z), f(zo)) < V. Se dice que H es equicontinuo si lo es en
todos los puntos de X.

Es inmediato que si H es equicontinuo en xq entonces todas las funciones
de H son continuas en zy. Lo que aporta la equicontinuidad es que el mismo
entorno U de x satisface la definicién de continuidad para todas las funciones
de H. Como f(xg) varia al variar f, no podemos fijar un entorno de f(xg) en
Y, sino que necesitamos que Y sea un espacio uniforme para fijar una banda
independiente de f(zo).

Es inmediato que todo subconjunto finito de C(X,Y") es equicontinuo, asi
como que todo subconjunto de un conjunto equicontinuo es equicontinuo.

Teorema 4.78 Sea X un espacio topoldgico, sea Y un espacio uniforme y sea
H C F(X,Y) un subconjunto equicontinuo. Entonces, la clausura de H respecto
de la topologia de la convergencia puntual es equicontinua.

DEMOSTRACION: Sea xp € X y sea V una banda en Y, que podemos tomar
cerrada en Y x Y. Por hipotesis existe un entorno U de x( tal que para todo
x € U ytodo f € H se cumple que d(f(x), f(z¢)) < V. Ahora bien, el conjunto

C={feFX,Y)|d(f(zx), f(zo)) <V para todo z € U}
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es cerrado en J,(X,Y) = Y X, pues la aplicacion ¢, : YX — Y x Y dada por

¢a(f) = (f(2), f(x0)) es continua y €= () ¢7'[V].

zeU
Como H C €, también H C €, lo que significa que H es equicontinuo en z.
|

Teorema 4.79 Sea X un espacio topoldgico, sea Y un espacio uniforme y sea
H C C(X,Y) un conjunto equicontinuo. Entonces, la uniformidad inducida
en H por la uniformidad de la convergencia casi uniforme coincide con la indu-
cida por la uniformidad de la convergencia puntual.

DEMOSTRACION: Vamos a probar algo ligeramente més fuerte: si D C X
es un conjunto denso, la uniformidad inducida en H por la uniformidad de la
convergencia casi uniforme coincide con la inducida por la uniformidad de la
convergencia puntual en D, es decir, por la inducida por la familia > de los
subconjuntos finitos de D. Mas explicitamente, si A C D es finito y W es
una banda en Y, una banda bésica para la convergencia puntual en D es una
interseccion finita de bandas de la forma

Wa={(f,g9) € Hx H | para todo = € D d(f(x), g(z)) < W}.

Puesto que D es compacto, estas bandas son también bandas para la uni-
formidad de la convergencia casi uniforme en H. Tenemos que probar que toda
banda para la convergencia casi uniforme contiene una banda de este tipo.

Maés precisamente, basta probar que si V' es una banda en Y y K C X es
compacto, existe una banda W en Y y un conjunto A C D finito tales que
Wa C Vi.

Tomemos una banda W tal que 5W C V. Cada punto x € X tiene un en-
torno Uy tal que siz’ € U, y f € H, entonces d(f(z), f(z')) < W. Por lo tanto,
podemos cubrir el compacto K con un ntmero finito de abiertos Uy, ..., U, tales
que si 2/, " € U; y f € H, entonces d(f(z), f(z")) < 2W. Fijemos puntos
a; € DNU; ysea A={ay,...,a,}. Asi,si (f,g) € Wa y z € K, tenemos que
existe un indice ¢ tal que = € Uj;, con lo que

d(f(x), f(a:)) <2W, d(f(x),g(a:)) < W, d(g(a:),g(x)) < 2W,
luego d(f(z),g(x)) <5W C V. "

Finalmente podemos caracterizar los subespacios compactos de C.(X,Y):

Teorema 4.80 (Ascoli) (TU) Sea X un espacio de Hausdorff generado por
sus subespacios compactos e Y un espacio uniforme de Hausdorff. Entonces un
conjunto H C C.(X,Y) es relativamente compacto si y sélo si:

1. Para cada compacto K C X, el espacio Hy de las restricciones a K de
las funciones de H es equicontinuo.

2. Para cada x € X, el conjunto H(x) = {f(z) | f € H} es relativamente
compacto en'Y .
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DEMOSTRACION: Veamos que las condiciones son necesarias. Como la apli-
cacion v, : C.(X,Y) — Y dada por v.(f) = f(z) es continua, v,[H] es
compacto y H(z) = v,[H] C v, (H), luego H(z) es relativamente compacto.

Si K C X es compacto, la restriccion C.(X,Y) — C,(K,Y) es continua,
luego H i es compacto en Cy,(K,Y). Vamos a probar que H x es equicontinuo,
con lo que también lo serd Hy .

Sea z € K y sea V una banda en Y. Sea W otra banda tal que 2W C V.
Como K es regular, para cada funcion f € H existe un entorno U ¢ de x tal
que f[Uf] C Bw(f(z)). De acuerdo con 4.71, el conjunto T(U s; Bw (f(z)))
es un entorno de f en C,(K,Y), luego podemos cubrir el compacto H por un
nimero finito de estos entornos, digamos T'(U ,; Bw (fi(z))), parai =1,...,n.
Sea U =Uys N---NUy,. Asi, si f € H, existe un i tal que

flU] € flUr] € Bw(fi(2))),

y para cada u € U tenemos que d(f(u), fi(z)) < W, d(fi(x), f(z)) < W, luego
d(f(u), f(x)) < 2W C V. Esto prueba la equicontinuidad de H.

Veamos ahora que las condiciones son suficientes. Llamemos H a la clausura
de H en F,(X,Y") (es decir, respecto de la convergencia puntual), mientras que
H sera su clausura respecto de la convergencia casi uniforme.

Si K C X es compacto, como la aphcamon f — flx es continua para la
convergencia puntual, tenemos que (H)g C Hy y Hg es equicontinuo por 4.78,
luego (H)x también lo es.

En particular, vemos que (H)x C C (K,Y). Como X esta generado por sus
subespacios compactos, esto implica que H C C(X,Y). Por 4.79 sabemos que
la topologia de la convergencia uniforme en (ﬁ )k coincide con la topologia de
la convergencia puntual. Veamos que lo mismo vale para H.

En efecto, de acuerdo con 4.71 (v aqui usamos que HC C(X,Y), un abierto
subbasico de H para la topologia de la convergencia casi uniforme es de la forma

T(K;U)={f € H| f[K] C U},
con K C X compactoy U CY abierto, que es la antiimagen por f — f|x de

{f eIk | [IK] C U},

que es abierto en (I:I )k para la convergencia compacto-abierto (la convergencia
uniforme), luego también para la convergencia puntual, luego T'(K; U) es abierto
para la topologia de la convergencia puntual.

Como las topologias de la convergencia puntual y casi uniforme coinciden en
H y H C H, de hecho tenemos que H = H. En particular, H es cerrado para
la convergencia puntual.

Finalmente observamos que H C [[ H(z), y el producto es compacto, luego
rzeX

contiene H, luego concluimos que H es compacto. L]
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Notas En las condiciones del teorema anterior, H sera compacto si exigimos
ademas que sea cerrado en C.(X,Y’), pero en la prueba hemos visto que, si
se cumplen las dos condiciones del enunciado, la clausura de H respecto a la
topologia de la convergencia casi uniforme coincide con la clausura respecto de
la topologia puntual, luego, en realidad, para que H sea compacto basta exigir
que sea cerrado respecto de la convergencia puntual.

Es claro que una condicion suficiente para que se cumpla la condicién 1 del
enunciado es que H sea equicontinuo, y si X es localmente compacto la condiciéon
también es necesaria, es decir, que 1 puede reemplazarse por la equicontinuidad
de H.

SiY = R"”, la condicién 2 equivale a que los conjuntos H (z) estén acotados
(respecto a cualquier norma). Esto se expresa diciendo que H esta puntualmente
acotado. m

Al final de la seccion 11.4 estudiamos la equicontinuidad en espacios de
aplicaciones lineales, y en la seccién 11.6 aplicamos dichos resultados al estudio
de la dualidad en espacios vectoriales topologicos. 414

4.6 Espacios pseudocompactos

Presentamos a continuacion lo que en realidad es una forma débil de com-
pacidad, pero cuyo estudio hemos pospuesto porque requiere los axiomas de
separacion presentados en el capitulo 5.

Definicion 4.81 Un espacio topologico X es pseudocompacto si es completa-
mente regular y toda funcién continua f : X — R esta acotada o, equivalente-
mente, si C(X) = C*(X).

El teorema 4.43 afirma que todo espacio numerablemente compacto es pseu-
docompacto. Por otra parte:

Teorema 4.82 Todo espacio normal pseudocompacto es numerablemente com-
pacto.

DEMOSTRACION: Supongamos que X es normal y pseudocompacto, pero
que no es numerablemente compacto. Por el teorema 4.35, existe un conjunto
numerable A C X sin puntos de acumulaciéon. En particular, A es cerrado y
discreto, luego cualquier biyeccion f : A — N es continua y, por el teorema de
Tietze 5.40 tenemos que f se extiende a una funcion continua (y no acotada)

f: X —R m

El espacio de Mrowka ¥ (ejemplo A.43) es pseudocompacto, pero no nume-
rablemente compacto. De la propia definicion de pseudocompacidad se sigue
inmediatamente que las imagenes continuas de espacios pseudocompactos son
pseudocompactas:

Teorema 4.83 Si f : X — Y es continua y X es pseudocompacto, entonces
fIX] también lo es.
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En particular, si X es pseudocompacto y f € C(X), entonces f[X] es un
subespacio pseudocompacto de R, luego es numerablemente compacto (porque
es normal) y, de hecho compacto (porque tiene una base numerable, luego es de
Lindeldf). Esto implica que f[X] es cerrado y acotado, luego f alcanza un valor
maximo y un valor minimo en X.

La pseudocompacidad puede caracterizarse en términos de cubrimientos:

Una familia de subconjuntos de un espacio topologico es localmente finita si
cada punto tiene un entorno que corta a lo sumo a un nimero finito de elementos
de la familia.

Teorema 4.84 Sea X un espacio topoldgico completamente reqular. Las afir-
maciones siguientes son equivalentes:

1. X es pseudocompacto.
2. Toda familia localmente finita de abiertos en X es finita.
3. Todo cubrimiento abierto de X localmente finito es finito.

4. Todo cubrimiento abierto de X localmente finito tiene un subcubrimiento
finito.

DEMOSTRACION: 1) = 2) Si {U;}$2, es una familia infinita localmente finita
de abiertos de X, podemos suponer que son no vacios (pues en caso contrario sélo
tenemos que quitar un elemento). Tomemos un punto z; € U; y consideremos
funciones continuas f; : X — [0, 1] tales que f;(z;) =1, fi[X \ U;] = {0}. La

finitud local implica que podemos definir f(x) = > f;(z), pues en cada punto x
i=0

hay so6lo una cantidad finita de sumandos no nulos. Por esto mismo, f € C(X),
pero no esté acotada.

Las implicaciones siguientes son todas triviales menos 4) = 1). Si f € C(X),
entonces {f~! [],z —1,i+ 2[} }icz es un cubrimiento abierto localmente finito y
la existencia de un subcubrimiento finito implica que f esté acotada. L]

Teorema 4.85 Sea X un espacio topoldgico completamente reqular. Las afir-
maciones siguientes son equivalentes:

1. X es pseudocompacto.

2. Si{U;}22, es una familia decreciente de abiertos, (\ U; # 2.
=0

7=

3. 81 {U;}2, es una familia numerable de abiertos con la propiedad de la

oo ___
interseccion finita, (\ U; # <.
i=0

1=
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DEMOSTRACION: 1) = 2) Si la familia {U;}$2,, es finita (es decir, si todos los
términos son iguales a partir de uno dado), la conclusién es inmediata. En caso
contrario, por el teorema anterior la familia no puede ser localmente finita, luego
existe un punto x € X tal que todos sus entornos cortan a infinitos abiertos de la
familia, luego de hecho a todos, luego z esta en la intersecciéon de las clausuras.

i
2) = 3) Basta aplicar 2) a la sucesion { () U;}52,.
3=0
3) = 1) Si f: X — R es una funcién no acotada, entonces los abiertos
U, ={xz € X ||f(x)| > i} tienen la propiedad de la interseccion finita, pero la
interseccion de sus clausuras es vacia. "

Como consecuencia (compérese con la prueba de 1.65):

Teorema 4.86 Todo espacio completamente reqular pseudocompacto es un es-
pacio de Baire.

DEMOSTRACION: Sea X un espacio completamente regular pseudocompacto
y sea {D,}°%; una familia de abiertos densos en X. Vamos a probar que su
interseccion es densa. Para ello fijamos un abierto no vacio Uy. Como D es
denso, Uy N Dy es un abierto no vacio, luego, por la regularidad de X, podemos
tomar un punto x € Uy N Dy y un abierto Uy C U, Cc UyN Ds.

Similarmente, U; N Dy es un abierto no vacio, luego podemos tomar un punto
z € Uy N Dy y un abierto Uy C Uy C Uy N Do

Asf construimos una sucesion {U, }52; de abiertos tal que U, CU,_1ND,,

U()Dﬁ1 DUQD"'

oo [e's)
Por el teorema anterior, @ # (| U, C Uy N (| Dy, luego la interseccion es
densa. n=1 n=1 n

No es cierto que todo subespacio cerrado de un espacio pseudocompacto sea
pseudocompacto. De hecho:

Teorema 4.87 Si X es un espacio completamente reqular y todos sus subespa-
cios cerrados son pseudocompactos, entonces X es numerablemente compacto.

DEMOSTRACION: Por el teorema 4.35, basta probar que si A C X es nume-
rable, entonces tiene un punto de acumulacién. En caso contrario es cerrado y
discreto. Por hipotesis A es pseudocompacto, pero eso es imposible, pues sus
puntos son un cubrimiento abierto infinito localmente finito. [

En particular, todo espacio compacto, o sucesionalmente compacto, o nume-
rablemente compacto, es un espacio de Baire. En realidad, la prueba anterior
vale igualmente para concluir que todo espacio localmente compacto es un es-
pacio de Baire (basta exigir que U; sea compacto para concluir igualmente que
la interseccion final es no vacia). No obstante, en el capitulo 7 obtendremos este
hecho como consecuencia de un teorema mas general (teorema 7.88).

En este punto el lector puede pasar al capitulo 7 o bien continuar con la
seccion siguiente, que no seréd necesaria en el resto del libro. 207
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4.7 Espacios paracompactos

El concepto de paracompacidad fue introducido por Dieudonné en 1944 como
una generalizacion de la compacidad, pero en 1948 Stone sorprendié a los topo-
logos probando que también generaliza a la metrizabilidad. Pronto se vio que
resultaba ser la hipotesis de trabajo mas natural en varias areas de la topologia,
del analisis matemaético y de la geometria diferencial. En esta seccién usamos
el axioma de eleccion sin mencién explicita.

Definicién 4.88 Sea X un espacio topolégico. Un cubrimiento abierto de X
es localmente finito si cada punto de X esta contenido tan sblo en un nimero
finito de abiertos del cubrimiento. Un cubrimiento abierto V es un refinamiento
de otro U si todo abierto de V esta contenido en uno de U.

Un espacio topolégico X es paracompacto si todo cubrimiento abierto de X
admite un refinamiento abierto localmente finito.

Es inmediato que la clase de los espacios paracompactos incluye a la de los
espacios compactos y, por el teorema 9.16, también a la de los espacios métricos.

Nota En la definicién de paracompacidad es fundamental que hablamos de
refinamientos y no de subcubrimientos. Por ejemplo, es inmediato que todo
espacio discreto es paracompacto, pues el cubrimiento formado por los puntos
es localmente finito y refina a cualquier otro cubrimiento, pero el cubrimiento
{n}new de w no admite subcubrimientos localmente finitos.

Por el contrario, es facil ver que un espacio topologico X es compacto si
y soOlo si todo cubrimiento abierto admite un refinamiento finito. Més atn, el
grado de Lindelof L(X) es el menor cardinal x tal que todo cubrimiento abierto
de X admite un refinamiento de cardinal «. L]

Conviene observar este hecho elemental:

Teorema 4.89 Si {A;};cr es una familia localmente finita de subconjuntos de

un espacio topoldgico X, entonces |J A; = |J Ai.
i€l i€l

DEMOSTRACION: Una inclusién es obvia. Siz € |J 4;, tomamos un entorno
i€l
abierto U de x tal que Iy = {i € T | A;NU # &} sea finito. Entonces
x¢ |J A, pero

i€I\Io
i€l iclo i€\Io
luegozre |J 4i= U 4 U A .
i€ly i€lp el

Teorema 4.90 Todo espacio de Hausdorff paracompacto es normal.
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DEMOSTRACION: Veamos en primer lugar que si A = {z} y B es un cerrado
disjunto con A, existen abiertos disjuntos U; y U, tales que A C Uy, B C Us.

Por la propiedad de Hausdorff, para cada y € B existen abiertos disjuntos
Uy, U tales que A C U/, y € UY. Entonces {UY | y € B} U{X \ B} es
un cubrimiento abierto de X, luego tiene un refinamiento localmente finito U.
Llamamos Uy al conjunto de los abiertos de U que cortan a B.

Si W € Uy, entonces W esta contenido en un UY C X\UY, luego W C X \UY,

luego WNA =@, luego ACU; =X\ |J W. Por otro lado, es obvio que
Welo
B c U =JUp y que U; NUs = &. Basta probar que U; es abierto.

En efecto, cada x € U; tiene un entorno abierto G que corta a lo sumo a un
numero finito de abiertos de Uy, digamos W71, ..., W,,, pero entonces tenemos

n -
que z € GN (X \ W;) C Uy, luego U; es entorno de todos sus puntos.
i=1

Ahora que sabemos que es posible separar puntos de cerrados repetimos el
argumento con dos cerrados disjuntos A y B y tomando abiertos disjuntos U7,
Ul tales que A C U/, y € Y). Asi obtenemos abiertos disjuntos U y Us que
separan A y B. n

Puesto que no todo espacio de Hausdorff compacto es hereditariamente nor-
mal, tampoco es cierto que todo espacio de Hausdorff paracompacto sea here-
ditariamente normal. Sin embargo, podemos probar un poco mas:

Teorema 4.91 Todo espacio de Hausdor(f paracompacto es colectivamente nor-
mal.

DEMOSTRACION: Sea X un espacio de Hausdorff paracompacto y sea {A; }icr
una familia discreta de subconjuntos cerrados de X disjuntos dos a dos, es decir,
tal que la union de cualquier subfamilia sea cerrada. Entonces cada punto x € X
tiene un entorno abierto U, que corta a lo sumo a uno de los conjuntos A;. En
efecto, si € A;, entonces, basta tomar U, = X \ | A v, si « ¢ A; para todo

)
indice i, basta tomar como U, el complementario d;eé toda la unién.

Maés atin, como X es regular (por el teorema anterior), podemos suponer
que U, corta a lo sumo a un A; (sin mas que cambiar cada U, por un abierto
zeU. cU, CU,).

Asi tenemos un cubrimiento abierto U de X formado por abiertos cuyas
clausuras cortan a lo sumo a un A; cada una. Pasando a un refinamiento
abierto, podemos suponer que es localmente finito. Para cada i € I, sea

U=X\U{U|UeUAUNA; =2}

Asi A; C Uy, y basta probar que los abiertos U; son disjuntos dos a dos. Ahora
bien, si U € U, tenemos que U corta a lo sumo a un A;, luego U corta a lo sumo
a un Uj, luego U corta a lo sumo a un U;. Si x € U; NUj, entonces existiria un
Ue€Utalque x € U, y U cortaria a U; y a Uj, contradiccion. m

La definicion de paracompacidad admite algunas variantes en el caso de
espacios regulares:
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Teorema 4.92 Si X es un espacio topoldgico regular, las afirmaciones siguien-
tes son equivalentes:

1. X es paracompacto.

2. Todo cubrimiento abierto de X admite un refinamiento abierto o-local-
mente finito.

3. Todo cubrimiento abierto de X admite un refinamiento (no necesaria-
mente abierto) localmente finito.

4. Todo cubrimiento abierto de X admite un refinamiento cerrado localmente
finito.

DEMOSTRACION: 1) = 2) es inmediato. Para probar 2) = 3) basta ver que
todo cubrimiento abierto o-localmente finito admite un refinamiento localmente
finito. En efecto, supongamos que U = J U, donde cada U,, es localmente

new
finito. Para cada U € U,, sea U} = U\ U UUy,,. La familia formada por
m<n
todos los conjuntos U es un cubrimiento de X, pues para cada z € X podemos
considerar el minimo n tal que existe U € U,, tal que z € U, y entonces x € U}:.
También es claro que se trata de un refinamiento de U, luego sblo tenemos que
probar que es una familia localmente finita.

Nuevamente, si x € X, tomamos el minimo m tal que existe Uy € U,, tal
que z € Up. Asi Uy es un entorno de x disjunto de todos los conjuntos U
conm<nyUé€U,. Por otra parte, si n < m, como U,, es localmente finita,
restringiendo Uy podemos exigir que Uy s6lo corte a un nimero finito de abiertos
de cada U,,, con lo que Uy corta sélo a un nimero finito de conjuntos U}.

3) = 4) Sea U un cubrimiento abierto de X. Para cada = € X existe
un U € U tal que z € U y, por la regularidad, existe un abierto V' tal que
x €V CV CU. Asi obtenemos un cubrimiento V tal que {V | V € V} refina
al cubrimiento U. Sea W un refinamiento de V localmente finito. Para cada
W €W, sea W* € U tal que W C W* y, para cada U € U, sea

Fo=U{W |WeWAW*=U}.

Es inmediato que si W es localmente finito, lo mismo vale para la familia de las
clausuras de los conjuntos de W, luego por 4.89 tenemos que los conjuntos Fi;
forman un cubrimiento cerrado que claramente refina a U. Falta probar que es
localmente finito. Ahora bien, todo punto en X tiene un entorno que corta a un
numero finito de conjuntos de W, luego también a un namero finito de clausuras
de conjuntos de W, luego también a un ntmero finito de cerrados Fy .

4) = 1) Sea U un cubrimiento abierto de X. Sea V un refinamiento cerrado
localmente finito. Para cada z € X sea (G, un entorno abierto que corte a un
naumero finito de elementos de V. Sea W un refinamiento cerrado localmente
finito del cubrimiento abierto {G,}.cx. Para cada V €V, sea

V*=X\UWeWw|wnvVv =g}
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Por 4.89 tenemos que cada V* es abierto. Ademéas V C V*, puessixz € V \ V*
existiriaun W € W tal que x € Wy W NV = &, pero esto es absurdo porque
zeWnV.

Mas atn, si W € W, tenemos que V*NW # @ siysélosi VNW # &. En
efecto, si VW = &, tenemos que V*NW = & por la propia definicion de V*,
y la otra implicacién se debe a que W NV CV C V*.

Para cada V € V, existe un V € U tal que V C V. Llamamos V = V*N V.
Claramente V es abierto y V C V, luego los abiertos V forman un refinamiento
abierto de U. Basta probar que es localmente finito. Ahora bien, todo punto
z € X tiene un entorno que corta a un niamero finito de elementos de W, y cada
elemento de W esta contenido en un abierto G, luego corta a un nimero finito
de elementos de V, luego también a un nitmero finito de abiertos V* y por lo
tanto a un namero finito de abiertos V. L]

Como toda familia numerable es trivialmente o-localmente finita, todo espa-
cio de Lindel6f cumple la condicion 2) del teorema anterior. Por consiguiente:

Teorema 4.93 Todo espacio de Lindeldf reqular es paracompacto.

El teorema siguiente generaliza el hecho de que todo espacio de Lindelof
numerablemente compacto es compacto:

Teorema 4.94 Todo espacio paracompacto numerablemente compacto es com-
pacto.

DEMOSTRACION: Basta probar que todo cubrimiento abierto admite un
refinamiento abierto finito. Puesto que todo cubrimiento abierto admite un
refinamiento localmente finito, basta probar que, en un espacio numerablemente
compacto X, toda familia localmente finita {A,, },e,, de conjuntos no vacios es
finita.

o J—

En caso contrario, por el teorema 4.89, los conjuntos F,, = |J A, son
cerrados, y forman una familia con la propiedad de la intersecciénnﬁr?ilta, pero
su interseccion es vacia, pues un punto en la interseccion tiene que estar en

infinitos conjuntos A,,, luego cualquier entorno abierto corta a infinitos A,
contradicciéon. Esto a su vez contradice la compacidad numerable. L]

Por ejemplo, el ordinal w; con la topologia de orden es numerablemente
compacto, pero no compacto, luego es un ejemplo de espacio topologico (un
espacio ordenado, de hecho) no paracompacto.

Por otra parte, la recta de Sorgenfrey S es de Lindeldf, luego es paracom-
pacta, mientras que el plano de Sorgenfrey S x S no es normal, luego no es
paracompacto, y esto prueba que el producto de espacios paracompactos no es
necesariamente paracompacto.

De la definicion de paracompacidad se sigue facilmente que todo subespacio
cerrado de un espacio paracompacto es paracompacto, pero podemos probar un
poco mas:
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Teorema 4.95 Todo subespacio F, de un espacio paracompacto es paracom-
pacto.

DEMOSTRACION: Sea X un espacio paracompacto y M = |J F,, un subes-
new
pacio tal que cada F, es cerrado en X. Sea U un cubrimiento abierto de M

y, para cada U € U, sea U* abierto en X tal que U* N M = U. Para cada
n € w, los abiertos U* junto con X \ F, forman un cubrimiento abierto de
X, luego podemos tomar un refinamiento abierto localmente finito U,. Sea
V., ={UnM|UeU,, UNF, # o}. Claramente, |J V, es un cubrimiento

new
abierto de M que refina a U y es o-localmente finito, luego M es paracompacto

por el teorema 4.92. =

A la hora de trabajar con subcubrimientos, a veces es tutil saber que la
definicion de paracompacidad equivale a otras aparentementemente mas fuertes.
Para precisar esto necesitamos algunas definiciones:

Definiciéon 4.96 Si U es una familia de subconjuntos de un conjunto X, para
cada A C X, definimos la estrella de A como el conjunto

Ai=U{UeU|UNA#o}.
Si U es un cubrimiento de X, diremos que otro cubrimiento V es un refina-
miento baricéntrico de U si para todo z € X existe un U € U tal que {z}}, C U.

Diremos que un cubrimiento V es un refinamiento estelar de U si para cada
V €V existe un U € U tal que Vy; C U.

Claramente, todo refinamiento estelar es un refinamiento baricéntrico, y todo
refinamiento baricéntrico es un refinamiento.

Si definimos V* = {V35 | V' € V}, entonces V es un refinamiento estelar de U
si y s6lo si V* es un refinamiento de U.

Por ultimo, recordemos que antes del teorema 9.16 definimos una familia
discreta de subconjuntos de un espacio topolégico como una familia tal que
cada punto tiene un entorno que corta a lo sumo a un conjunto de la familia, y
una familia o-discreta como una uniéon numerable de familias discretas.

Teorema 4.97 Si X es un espacio de Hausdorff, las afirmaciones siguientes
son equivalentes:

1. X es paracompacto.

2. Todo cubrimiento abierto de X admite un refinamiento abierto baricén-
trico.

3. Todo cubrimiento abierto de X admite un refinamiento abierto estelar.

4. X es regular y todo cubrimiento abierto de X admite un refinamiento
abierto o-discreto.
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DEMOSTRACION: 1) = 2) Sea U un cubrimiento abierto de X. Por 4.92
admite un refinamiento cerrado U localmente finito. Para cada F' € U, elegimos
Feltalque F C F. Siz € X, el conjunto F, —{FES"|$EF}esﬁmto
luego el conjunto .

Vo= (N Fn(X\ U F)
FeF, FeF\F,

es abierto, donde usamos que la union es cerrada por el teorema 4.89. Como
x € Vg, tenemos que V = {V, | € X} es un cubrimiento abierto de X. Vamos

a probar que es un refinamiento baricéntrico de U. Para ello observamos que
sizg € Xy F € Jy,, entonces, si g € V, tenemos que F € Fs, pues en caso
contrario zo € X\ |J F C X\ F, luego V, C F, luego {zo}% C F.

FeF\F,

2) = 3) Sea U un cubrimiento abierto de X, sea V un refinamiento abierto
baricéntrico y sea V' un refinamiento abierto baricéntrico de V. Basta ver que
V' es un refinamiento abierto estelar de U.

Tomamos V" € V. Para cada x € V" elegimos V,, € V tal que {z}3,, C V.

Entonces
VN/S/F == U {x};// C U Vl
xev// xev//
Fijemos 2o € V”. Entonces, si x € V", se cumple que zo € {z}3, C V,,
luego V,; C {x}%. Por consiguiente,

U Ve C{zo}p.
eV

Ahora tomamos U € U tal que {z¢}3 C U, con lo que Vii C U.

3) = 4) Veamos en primer lugar que X es regular. Para ello consideramos
un cerrado F' C X y un punto x € X \ F. Entonces {X \ F, X \ {z}} es un
cubrimiento abierto de X, luego admite un refinamiento abierto estelar V. Sea
V € Vtal que x € V. Entonces z € V.C Vyy C X\ F, luego VN F = &,
pues si y € VNF, existe V! € V tal que y € V', luego V' NV # @, luego
V' C Vi C X\ F, contradiccion. Asi pues, V y X \ V separan az y F.

Sea U un cubrimiento abierto de X. Sea Uy = U y, para cada natural n, sea
U,+1 un refinamiento abierto estelar de U,,. Para cada U € U y cada n > 1 sea
U, el abierto formado por los puntos x € X tales que z tiene un entorno V' tal
que Vy; C U. Notemos que en particular U, C U.

Notemos que {U, | U € U} es un refinamiento abierto de U, pues U,, C U y
siz € X, existe V € U, tal que x € V' y a su vez (como n > 0) existe un U € U
tal que x € V. C Vi C U, luego x € U,,.

Observemos ahora que si € Uy, y € X \ U,41, entonces no existe ningtin
Velysr talquez, y e V.

En efecto, si V' € U1, existe un W € Uy, tal que Vyy  C W. Siz eV,
entonces, como x € X, por la definicién de estrella y por la definicion de U,
tenemos que W C {x}un C U, luego VunJrl C U, luego V C U, 41, por definicion
de Up41, luego no puede haber un y € V\ Up41,
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Fijemos un buen orden en U y, para cada U € U, sea

U,=U,\ U ULy,

U'<vU

La familia {ﬁn}Ueu es discreta, pues si @ € X, existe un V € U, 41 tal que
a € V. SiV cortara a dos abiertos distintos U, y U{l, digamos que x € V' N U,’L,
yeVn Un, podemos suponer que U’ < U, con lo que Un C X\ U1, luego
rzeU),ye X\U},, luego z,y € V € U,41 contradice lo que hemos probado
antes.

Obviamente U, esta contenido en U,, C U, luego si probamos que la familia
{Up | U €U, n € w\{0}} es un cubrimiento de X, tendremos que es un
refinamiento o-discreto de U.

Dado x € X, hemos visto que, para cada n > 1, existe un U tal que x € U,,
luego podemos tomar el minimo U € U tal que € U,, para cierto n > 1.
Entonces

{x};}.n+2 N U U’V’L+1 = ®7
U'<vu

pues si y esta en la interseccion, entonces existe un U” € U,,1o tal que z, y € U”
y existe un U" < U tal que y € U, ,, pero ¢ U] 5, por la minimalidad
de U, luego, segtin hemos probado antes, =, y no pueden pertenecer a un mismo
elemento de U,,+2 y tenemos una contradiccion.

* / .
Como {z};; ., esunentorno de z, tenemos que z ¢ |J Uy, es decir, que
~ U'<u
xz e U,.

4) = 1) Puesto que toda familia o-discreta es o-localmente finita, basta
aplicar el teorema 4.92. n

Como aplicacion generalizamos un hecho que ya conocemos para espacios
compactos:

Teorema 4.98 Todo espacio de Hausdorff paracompacto es completamente uni-
formizable.

DEMOSTRACION: Sea X un espacio de Hausdorff paracompacto y sea B el
conjunto de todas las bandas abiertas de X x X. Vamos a probar que B es la
base de una uniformidad en X. Para ello basta probar que si V € B, existe un
W € B tal que 2W C V.

Dado V € B, sea U el conjunto de todos los abiertos U # @ en X tales que
U x U C V. Claramente es un cubrimiento abierto de X, luego podemos tomar

un refinamiento abierto baricéntrico V. Sea W = |J (V x V) € B.
vev
Si (z,z) € 2W, existe un y € X tal que (x,y), (y,z) € W. Entonces existen
Vi, Vo € V tales que z,y € Vi, y,z € Vo. Como y € V1 NV, existe un U € U tal

que V1 UVa C {y}y C U, luego (x,2) € U x U C V. Esto prueba que 2W C V.

Veamos ahora que la uniformidad determinada por B es completa. Sea F
un filtro que no converja y vamos a ver que no es de Cauchy. Consideremos
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U= {X\F|F €3J}. Setrata de un cubrimiento abierto de X, pues si x € X

no estuviera en ningiin abierto de U, esto significarfa que x € (] F, es decir,
Feg
que x es un punto adherente de F. Si el filtro fuera de Cauchy, convergeria a x.

Sea 'V un refinamiento abierto baricéntrico de Uy sea U = |J (V xV) € B.
vev
Si F fuera un filtro de Cauchy, existiria ' € F tal que F' x ' C U. Dado

x € F, para cada y € F se cumple que (x,y) € U, luego existe un V € V tal que
z,y € V, luego y € {z}3, Con esto hemos probado que F' C {z}} C X \ Fy,
para cierto Fy € F, luego F' N Fy = @, contradiccion.

Solo falta probar que la topologia inducida por la uniformidad determinada
por B es la topologia de X. Como las bandas de B son abiertas en X x X, es
claro que los abiertos de la topologia de la uniformidad son abiertos en X. Sea
ahora V un abierto en X no vacio y sea x € V. Como X es regular, existe un
abierto U tal que x € U C U C V. Asi {V, X \ U} es un cubrimiento abierto de
X, luego W = (VxV)U((X\U)x (X\U)) €Byaze Bw(xr)=V,luego V
es abierto para la topologia de la uniformidad. [

Veamos ahora otra caracterizaciéon muy importante de la paracompacidad,
en términos de particiones de la unidad.

Definicion 4.99 Si X es un espacio topolégico, el soporte de una funcién con-
tinua f : X — R es la clausura del conjunto de puntos donde f no se anula.

Una particion de la unidad en X es una familia { f; };c; de funciones continuas
fi + X — [0,1] tales que cada punto x € X so6lo hay un conjunto finito de
indices ¢ € I tales que f;(z) # 0, y ademés ) fi(z) = 1.

i

Una particion de la unidad es localmente finita si cada punto « € X tiene un
entorno U tal que sélo hay un conjunto finito de indices ¢ € I tales que f;|y # 0.

Una particién de la unidad estd subordinada a un cubrimiento abierto U si
cada soporte sop f; esta contenido en un abierto de U.

Teorema 4.100 Si X es un espacio de Hausdorff, las afirmaciones siguientes
son equivalentes:

1. X es paracompacto.

2. Todo cubrimiento abierto de X tiene una particion de la unidad localmente
finita subordinada.

3. Todo cubrimiento abierto de X tiene una particion de la unidad subordi-
nada.

DEMOSTRACION: 1) = 2) Dado un cubrimiento abierto de X, tomamos un
refinamiento U = {U; | ¢ € I} localmente finito y por el teorema 4.92 éste tiene
a su vez un refinamiento cerrado localmente finito, digamos” {F; | i € I}.

7En la prueba del teorema 4.92 se ve que podemos tomar el mismo conjunto de indices.
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El lema de Urysohn nos da funciones continuas g; : X — I tales que
gilx\v, =0y gilr, = 1. Asisopg; C U, luego esta contenido en un abierto del
cubrimiento original y, como U es localmente finito, todo punto tiene un entorno
que corta a un numero finito de soportes. Esto hace que esté bien definida la
suma g(z) = > ¢;(z), que es una funcién continua, ya que en un entorno de

iel

cada punto es suma de un nimero finito de funciones continuas, y no se anula en
ningtn punto, porque no hay sumandos negativos y siempre hay uno que vale 1
(pues todo punto esta en un F;). Es claro entonces que las funciones f; = g;/g
forman una particion de la unidad localmente finita subordinada al cubrimiento
dado.

2) = 3) es inmediato.

3) = 1) Sea U un cubrimiento abierto de X y sea {f;}icr una particion de la
unidad subordinada. Observemos que si g : X — [0, 1] es una funcioén continua
y o € X cumple g(zg) > 0, existe un entorno Uy de zg y un conjunto finito
Iy C I tal que f;i(z) < g(x) para todo € Uy y todo i € T\ Ip. En efecto,
podemos tomar Iy tal que

L= > fi(wo) = 0 < g(zo)

i€lp

yUo={zeX|1- 3 filz) <g(z)}.
i€ly
Para cada x € X existe un i, € I tal que f;_(x) > 0. Por la observacion
precedente, existe un entorno abierto Uy de x y un conjunto finito Iy C I de
modo que f;(u) < f;, (u) para todo ¢ € I\ Iy y todo u € Uy. Por consiguiente,
para todo u € Uy

sup fi(u) = sup fi(u)
il ieI\Io
lo que implica que la funcion f(x) = sup f;(u) es continua en X, ya que lo es en
un entorno de cada punto. el
Mas concretamente, tenemos que f: X — ]O7 1], por lo que los conjuntos

Vi={z € X | fi(w) > 3/(@)} Csop i

forman un cubrimiento abierto de X subordinado a U. Si xz € X, la observacion

inicial nos da un abierto Uy y un conjunto finito de indices Iy C I de modo que

fi(x) < f(x)/2 para todo x € Uy y todo ¢ € I'\ Iy. Esto implica que UyNV; = &

para todo i € I\ Iy, luego {V;};cs es un refinamiento de U localmente finito.
u

Nota En la prueba del teorema anterior se ve que si el cubrimiento de partida es
localmente finito, U = {U; | i € I}, entonces la particion de la unidad se puede
tomar con el mismo conjunto de indices, {f;}icr, de modo que sop f; C U;. =

207



Capitulo V

Axiomas de separacion

En los capitulos anteriores hemos podido comprobar como la modesta defini-
ciéon de “topologia” sirve de soporte a la definicién de una rica gama de conceptos
topoldgicos. Sin embargo, muchos resultados requieren suponer que los espacios
topolégicos involucrados cumplen propiedades mas fuertes que las que prescribe
la pura definicion de espacio topolégico, como la compacidad, o la compacidad
local, etc.

En este capitulo estudiamos una jerarquia de propiedades adicionales que
podemos anadir a la definicion de espacio topolégico y que se conocen como
“axiomas de separacion”. En realidad ya hemos considerado cuatro de ellos, los
que hemos llamado Ty, T3, T3 y T3, y hemos podido constatar la relevancia de los
tres primeros. Aqui introduciremos otros axiomas de separacion méas potentes.

5.1 Espacios de Hausdorff y regulares

Repetimos aqui las definiciones 1.15 y 1.23 en la que hemos introducido los
primeros axiomas de separacion:

Definicién 5.1 Se dice que un espacio topolégico X cumple la propiedad:!

Ty si cuando x, y son dos puntos distintos en X, existe un abierto que contiene
s6lo a uno de ellos.

T; si cuando z, y son dos puntos distintos en X, existe un abierto U tal que
zxeU,y¢U.

T> si cuando u, v € X son dos puntos distintos, existen abiertos disjuntos U,
Ven X talesqueu e U, v e V.

T3 sies Ty y cuando C C X es cerrado y p € X \ C, existen abiertos disjuntos
UyVtalesquepe U, C CV.

1La T es por el aleman Trennung (separacion).

139
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La propiedad Ty (resp. T se llama también propiedad de Kolmogorov (resp.
de Hausdorff) y los espacios que la cumplen se llaman espacios de Kolmogorov
(resp. espacios de Hausdorff.) Los espacios que cumplen la propiedad T3 se
llaman también espacios regulares.

La propiedad Ty equivale a que no haya puntos topologicamente indistin-
guibles, la propiedad T equivale a que los puntos sean cerrados, y es facil ver
que la propiedad T5 equivale a que las sucesiones y filtros convergentes tengan
limites tinicos. La propiedad T3 equivale a que todo punto tenga una base de
entornos cerrados (teorema 1.25).

Ejercicio: Si X es un espacio topoldgico, la relaciéon en X dada por z Ry si y sélo
si x e y son topologicamente indistinguibles (sin excluir que sean el mismo punto) es
una relacion de equivalencia, y el cociente X/R tiene la propiedad To.

Es inmediato que todo espacio T3 es 15, todo espacio Ts es T1 y todo espacio
T) es Tp. En cambio, hemos visto ejemplos de espacios que no son Ty (por
ejemplo, un espacio pseudométrico no metrizable), espacios que son Ty y no T;
(la topologia del punto particular, ejemplo A.1), espacios que son 77 y no 75 (la
topologia cofinita, ejemplo A.3) y espacios que son 75 y no T3 (ejemplo A.7).

Por otra parte, los teoremas 1.16, 1.17, 1.26 y 1.27 se resumen en que todo
subespacio y todo producto de espacios T; es T; para ¢ =0,1,2, 3.

Respecto a cocientes, el teorema siguiente es inmediato a partir del teo-
rema 1.44:

Teorema 5.2 Si f: X — Y es una identificacion entre espacios topoldgicos,
entonces Y cumple la propiedad Ty si y solo si las fibras f~[{y}], cony € Y
son cerradas en X.

También hemos demostrado el teorema 1.48 que nos da una condicién sufi-
ciente para que un espacio cociente con proyeccioén abierta sea de Hausdorff. El
teorema 5.27, mas abajo, nos daré una condicién suficiente para que un cociente
con proyeccion cerrada sea un espacio de Hausdorfl.

La mayor parte de los espacios topologicos de interés son regulares. Por
ejemplo, el teorema 2.10 prueba que todo espacio uniforme Ty es regular. En
particular esto se aplica a los espacios métricos. Todo espacio de Hausdorff
localmente compacto es regular, pues cada punto tiene una base de entornos
compactos, luego cerrados. En particular todo espacio compacto es regular. No
es dificil probar que los espacios ordenados también son regulares, pero en la
seccion siguiente serd inmediato. Otro caso elemental es el siguiente:

Teorema 5.3 Todo espacio cerodimensional es regqular.

DEMOSTRACION: Si X es cerodimensional, por definiciéon es Ty, y si C' C X
es cerrado y x € X \ C, existe un abierto cerrado U en X tal que x € U C X\ C,
luego U y X \ U son abiertos que separan a = de C. ]

En varias ocasiones necesitaremos este hecho sencillo:
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Teorema 5.4 Todo espacio de Hausdorff infinito contiene un subespacio infi-
nito discreto.

DEMOSTRACION: Si X es un espacio de Hausdorff infinito, existe un abierto
infinito U; € X y un punto xyp € X \ U;. En efecto, si X es discreto es
trivial, y en caso contrario tomamos un punto no aislado y € X, otro punto
xo # y y abiertos disjuntos y € Uy, o € V. Repitiendo el proceso, tomamos un
abierto infinito Us C Uy y un punto z; € U \Ug. De este modo obtenemos un
subespacio discreto D = {z,, | n € N}, pues, llamando Uy = X, se cumple que
DN (Up\Upy1) ={zn} ]

Ejemplo Si X es un conjunto infinito con la topologia cofinita, entonces X
es T1, pero no contiene subespacios infinitos discretos, pues la topologia de cada
subespacio es también la topologia cofinita, por lo que sélo es discreto si es
finito. [

La regularidad permite probar una version fuerte de la propiedad de Haus-
dorff:

Teorema 5.5 Si X es un espacio topoldgico regular y D C X es un subconjunto
numerable discreto, entonces existe una familia {Ug}acp de abiertos disjuntos
dos a dos tal que d € Uy.

DEMOSTRACION: Pongamos que D = {d,, | n € N}. Que D,, sea discreto
significa que existen abiertos V;, tales que V,, N D = {d,}. Por la regularidad
(teorema 1.24) existen abiertos d,, € W,, C W, C V,,. Asi, los abiertos dados
por U, =W, \ U W,, cumplen lo requerido. n

m<n

Sin embargo, no podemos probar algo similar para conjuntos discretos de
cardinal arbitrario. En su lugar, tenemos una nueva propiedad de separacion:

Definicion 5.6 Un espacio topologico X es colectivamente de Hausdorff si para
todo subconjunto cerrado discreto D C X existe una familia {Ug}4ep de abier-
tos de X disjuntos dos a dos tales que d € Uy.

Notemos que el hecho de que D sea discreto es una condicién necesaria para
que pueda existir una familia de abiertos que separe los puntos de D segin la
definicién que acabamos de dar. Sin embargo, la exigencia de que D sea cerrado
no es imprescindible:

Teorema 5.7 Si X es un espacio topoldgico, las condiciones siguientes son
equivalentes:

1. Todo subespacio de X es colectivamente de Hausdorff.
2. Todo abierto en X es colectivamente de Hausdorff.

3. Para todo subconjunto discreto D C X existe una familia {Ug}aep de
abiertos de X disjuntos dos a dos tales que d € Uy.
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DEMOSTRACION: Obviamente 1) = 2). Veamos que 2) = 3). Sea A el
conjunto de los puntos de acumulacion de D. Claramente es cerrado y, como
D es discreto, D C X \ A. Mas atn, D es cerrado en X \ A. Como X \ A es
colectivamente de Hausdorff, existe una familia {Uz}qep de abiertos de X \ A
(luego de X) disjuntos dos a dos de modo que d € Uy.

La implicacion 3) = 1) es trivial, pues si Y C X es un subespacio arbitrario
y D C Y es un subespacio discreto cerrado en Y, por 3) existe una familia
{Ua}dep de abiertos en X disjuntos dos a dos tales que d € Uy, luego los
abiertos Uy N'Y prueban que Y es colectivamente de Hausdorff. L]

Definicion 5.8 Los espacios que cumplen las condiciones del teorema anterior
se llaman espacios hereditariamente colectivamente de Hausdorff.

En la seccién 5.2 probaremos que los espacios métricos y los espacios orde-
nados son hereditariamente colectivamente de Hausdorff.

El teorema 5.5 implica que si en un espacio topolégico regular todos los
subespacios cerrados discretos son numerables, entonces es colectivamente de
Hausdorff, y si todos los subespacios discretos son numerables, entonces es he-
reditariamente colectivamente de Hausdorff.?

Obviamente todo espacio hereditariamente colectivamente de Hausdorff es
colectivamente de Hausdorff, y todo espacio colectivamente de Hausdorff es de
Hausdorff. El plano de Sorgenfrey S x S (ejemplo A.26) es un caso de espacio
de Hausdorff que no es colectivamente de Hausdorff.

Mas adelante serd inmediato® que S x S puede sumergirse en un espacio de
Hausdorff compacto K. Pero todo espacio de Hausdorff compacto es trivial-
mente colectivamente de Hausdorff, ya que sus subespacios cerrados discretos
son compactos discretos, luego finitos. Por lo tanto, dicho K es un ejemplo de
espacio colectivamente de Hausdorff que no es hereditariamente colectivamente
de Hausdorff.4

Un espacio colectivamente de Hausdorff es obviamente de Hausdorff, pero el
ejemplo® A.8 muestra que incluso un espacio hereditariamente colectivamente
de Hausdorff no es necesariamente regular. Por otra parte, el plano de Sorgen-
frey (ejemplo A.26) es un caso de espacio regular que no es colectivamente de
Hausdorff. No obstante:

Teorema 5.9 Todo espacio colectivamente de Hausdorff que cumpla el primer
azxioma de numerabilidad es regqular.

2En términos de los cardinales invariantes que introduciremos en 8.18, las hipotesis equi-
valen a que e(X) = RN y a que eh(X) = N, respectivamente, y ambas se dan si X tiene una
base numerable.

3Esto se debe a que S x S es completamente regular, y todo espacio completamente regular
es compactificable.

4Un ejemplo menos trivial se obtiene considerando una unién disjunta K U X, donde X es
cualquier espacio colectivamente de Hausdorff.

5Este ejemplo requiere que el lector esté familiarizado con los conjuntos cerrados no aco-
tados en ordinales, que se estudian en [TC VI].
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DEMOSTRACION: Sea X un espacio colectivamente de Hausdorff 1AN y
supongamos que existen un cerrado C' C X y un punto g € X \ C' de modo que
zo y C no puedan separarse por abiertos. Sea {U,}>2; una base de entornos
abiertos de xg, que podemos tomar decreciente. Para cada n, se cumple que
U, NC # @, pues de lo contrario U,, y X \ U,, separarian a xg y a C. Tomemos
x, € U, NC y consideremos el conjunto D = {x,, | n € N}.

Se cumple que D es cerrado, pues si # € D\ D, como X es un espacio de
Hausdorff, zg y z tienen entornos disjuntos, digamos zg € U,, x € V, pero
entonces V NU, = @, luego V N D es finito y, reduciendo V, obtenemos un
entorno de = que no corta a D, contradiccion.

Ademas D es discreto, pues por el mismo argumento, todo x, con n > 1
tiene un entorno tal que VN D = {x,} y (X \C)ND = {x0}. Como X es
colectivamente de Hausdorff, deberia existir una familia de abiertos {V,}5%,
disjuntos dos a dos que separen a los puntos de D, pero entonces existe un
n > 1 tal que U,, C Vp, luego =, € VoNV,, luego Vo NV,, # @, contradiccion.

n

5.2 Espacios normales

Quizé el lector haya pensado que, en lugar de haber definido el concepto de
espacio regular, lo natural hubiera sido definir el concepto siguiente:

Definicion 5.10 Se dice que un espacio topologico X es normal, o que cumple
el azioma Ty, si es T1 y cuando C7, Cy C X son cerrados disjuntos, existen
abiertos disjuntos U; y Us tales que C; C Uj;.

En otras palabras, un espacio es normal si sus puntos son cerrados y dos ce-
rrados disjuntos cualesquiera pueden separarse por abiertos. Asi, la regularidad
es el caso particular de la normalidad que resulta de reducir uno de los cerrados
a un punto, por lo que todo espacio normal es regular.

Existe una versién analoga al teorema 1.24 para espacios normales:

Teorema 5.11 Un espacio X que cumpla el azioma Ty es normal si y sdlo
si cuando C C U son un cerrado y un abierto, respectivamente, existe otro
abierto V tal que C CV CV CU.

DEMOSTRACION: Si X es normal, aplicamos la definicién a los cerrados
disjuntos C'y X \ U, con lo que existen abiertos disjuntos V' y W tales que
CcUyX\UCcCW,peroentonces VC X\W CU,luegoV C X\W CU.

Si X cumple la condicién del enunciado y C7, Cy son cerrados disjuntos,

Cy C X\ Oy, luego existe un abierto Vtalque C; CV CV CX \ Cs.
Entonces, los abiertos Uy =V y Uy = X \ V separan a los cerrados dados. =

El teorema 4.10 admite este enunciado alternativo:

Teorema 5.12 Todo espacio de Hausdorff compacto es normal.
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Si aumentamos “Hausdorff” hasta “regular” podemos rebajar “compacto”
hasta “Lindel6f™:

Teorema 5.13 Todo espacio de Lindeldf regular es normal.

DEMOSTRACION: Sea X un espacio de Lindel6f regular y sean A y B dos
cerrados disjuntos en X. Por el teorema 4.47 ambos son espacios de Lindeldf.

Por 1.24, para cada a € A existe un abierto tal que a € U, C U, C X \ B.
Extrayendo un subcubrimiento numerable del subrimiento {U,}4ca podemos

o0 —
cubrir A ¢ |J U,, de modo que U,, N B = &. Igualmente podemos cubrir

n=0
Bc JVhoconV,NA=ga.
n=0
Sea G; =U;\ U Van, H; =V;\ U U,. Claramente, son abiertos tales que
n<i n<i

GiNV, =9 = H;NU, paran < i, luego G; N H; = &, para todo par de indices
i, j. Ademas
i=0 i=0

conUNV =g. n
El ejemplo A.14 muestra un espacio de Hausdorff de Lindelof no regular.

La razon por la que conviene haber estudiado aparte la regularidad es porque
ésta se conserva mucho mejor que la normalidad, ya que, como veremos, no es
cierto en general que todo subespacio o todo producto de espacios normales sea
normal. Por ejemplo, de 5.12 deducimos:

Teorema 5.14 Todo espacio de Hausdorff localmente compacto es regular.

DEMOSTRACION: Si X es un espacio de Hausdorff localmente compacto,
entonces es un subespacio de su compactificacion de Alexandroff X°°, que por el
teorema 4.23 es un espacio de Hausdorff compacto, luego normal y, en particular,
regular, luego X es regular. L]

Pero no podemos afinar méas y concluir que todo espacio de Hausdorff local-
mente compacto es normal, porque no es cierto en general que todo subespacio
abierto de un espacio normal sea normal.

Por ejemplo, la placa perforada de Tychonov (ejemplo A.34) es un caso de
espacio localmente compacto cerodimensional que no es normal, pero que es
un subespacio abierto de un espacio compacto (luego normal). No obstante, la
normalidad es hereditaria por cerrados:

Teorema 5.15 Todo subespacio cerrado de un espacio normal es normal.

DEMOSTRACION: Sea X un espacio normal, sea Y C X cerrado y conside-
remos dos cerrados disjuntos Cy, Co C Y. Como también son cerrados en X
estan separados por abiertos en X, luego también por abiertos en Y. n

En cambio, ya hemos visto que la normalidad no se conserva por abiertos.
Sobre los subespacios abiertos de los espacios normales podemos probar lo si-
guiente:
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Teorema 5.16 Si X es un espacio topoldgico Ty, las afirmaciones siguientes
son equivalentes:

1. Todo subespacio de X es normal.
2. Todo subespacio abierto de X es normal.

3. 8 A, B C X cumplen ANB = AN B = 0, entonces existen abiertos
disjuntos U y V en X tales que ACU, BCV.

DEMOSTRACION: Obviamente 1) = 2). Veamos que 2) = 3). Puesto que
Y = X \ (AN B) es un subespacio abierto de X, tenemos que es normal, y
claramente A, B C Y. Ademas, las clausuras de Ay B en Y son disjuntas, luego
por la normalidad, dichas clausuras (y, en particular, A y B) estan separadas
por abiertos (en Y, luego también en X).

Veamos ahora que 3) = 1). Sea Y C X un subespacio arbitrario y consi-
deremos dos subespacios A, B C Y cerrados disjuntos en Y. Es claro entonces
que A y B cumplen en X la hipotesis de 3), luego estan separados por abiertos
en X, luego también en Y. ]

Definicion 5.17 Se dice que un espacio topologico X es hereditariamente nor-
mal, o que cumple el axioma T5, si es T y, cuando dos subconjuntos A, B C X
cumplen AN B = AN B = 0, existen abiertos disjuntos U y V en X tales que
AcU,BcCV.

El teorema anterior implica que todo espacio T5 es Ty.

Cuando dos conjuntos cumplen la condiciéon AN B = AN B = @, se dice
que estan separados, asi que la normalidad hereditaria equivale a que todo par
de conjuntos separados puede ser separado por abiertos.

La placa de Tychonoff (ejemplo A.34) es un caso de espacio compacto que es
normal, pero no hereditariamente normal. Pronto veremos que los espacios mé-
tricos y los espacios ordenados son hereditariamente normales, pero en realidad
cumplen propiedades mas fuertes que vamos a introducir a continuacién:

Un espacio topologico X es colectivamente normalsi es Ty y cuando {F; }ier
es una familia discreta de subconjuntos cerrados de X disjuntos dos a dos (donde
discreta significa que la union de cualquier subfamilia es cerrada) existe una
familia {U;};cr de abiertos disjuntos dos a dos tales que F; C U;.

Se cumple el analogo al teorema 5.5:
Teorema 5.18 Si X es un espacio normal y {F,}52 es una familia numerable

y discreta de subconjuntos cerrados de X disjuntos dos a dos, existe una familia
{Un}22, de abiertos disjuntos dos a dos de modo que F,, C U,.
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DEMOSTRACION: Sea V,, = X\ |J F,, que por hipotesis es un abierto que

m#n
contiene tdnicamente a F,. Por la normalidad de X, podemos tomar abiertos
F, cW, CcW, CV,,y basta definir U, = W,, \ | W,. "

m<n

Por lo tanto, si en un espacio topologico normal todos los subespacios ce-
rrados discretos son numerables, entonces es colectivamente normal (porque to-
mando un punto de cada elemento de una familia discreta de cerrados disjuntos
dos a dos obtenemos un cerrado discreto del mismo cardinal).

Obviamente, todo espacio colectivamente normal es normal y colectivamente
de Hausdorff. Por otra parte, el ejemplo A.44 es un caso de espacio hereditaria-
mente normal que no es colectivamente de Hausdorff, mientras que A.45 es un
espacio normal y colectivamente de Hausdorff que no es colectivamente normal.

También tenemos un teorema anélogo a 5.7 y a 5.16:

Teorema 5.19 Si X es un espacio topologico Ti, las afirmaciones siguientes
son equivalentes:

1. Todo subespacio de X es colectivamente normal.
2. Todo subespacio abierto de X es colectivamente normal.

3. St {A;}ier es una familia de subconjuntos de X tal que A, N |J A; = @,
J#i
existe una familia {U;}icr de abiertos en X disjuntos dos a dos tales que
A; CU;.

DEMOSTRACION: 1) = 2) es trivial. Supongamos 2) y consideremos una
familia {A4;}icr en las condiciones de 3). Sea C' el conjunto de los puntos x € X
tales que todo entorno de = corta al menos a dos conjuntos A;.

Se cumple que C' es cerrado en X, pues si z € C' 'y U es un entorno de x,
entonces existe y € U N C, luego U corta al menos a dos conjuntos A;, luego
también x € C.

Cada A; C X \ C, pues por hipotesis todo « € A; tiene un entorno que no
corta a ningun otro A;. Sea F; la clausura de A; en X \ C. Los conjuntos F;
son cerrados (en X \ C) disjuntos dos a dos, pues si € F; N F}, entonces un
entorno de x en X corta a A; y a A;, luego x € C, contradiccion.

Maés aun, si J C I, la union |J B; es cerrada en X \ C, puessiz € |J B; y

ieJ icJ
U es un entorno de x, existe un i € J tal que UNB; # &, de donde UN A; # &,
pero por definicién de C' tenemos que U so6lo puede cortar a un A;, luego todos

los entornos de x cortan a ese mismo A;, luego x € By, luego = € |J B;.
icJ
Por hipétesis X \ C es colectivamente normal, luego existen abiertos U; en
X \ C (luego en X) disjuntos dos a dos tales que A; C B; C U,.

3) = 1) Sea Y C X un subespacio arbitrario y sea {4;};c; una familia
discreta de cerrados en Y disjuntos dos a dos. Los conjuntos A; no son necesa-

riamente cerrados en X, pero cumplen la hipotesis de 3), puessiz € A;N J 4,
J#i
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en particular € A; C Y, pero entonces x estd en la clausura de |J Aj en Y,
J#i
que es un conjunto cerrado en Y (porque la familia es discreta), luego x € |J A4;,
en contradiccion con que los conjuntos A; son disjuntos dos a dos. e
Por lo tanto, existe una familia {U,};c; de abiertos en X disjuntos dos a
dos tales que A; C U;, y entonces {U; NY };e; cumplen la definicion de espacio
colectivamente normal en Y. m

Definicion 5.20 Los espacios 17 que cumplen las propiedades del teorema an-
terior se llaman hereditariamente colectivamente normales.

Las familias que cumplen la propiedad 3) del teorema anterior se dice que son
familias de conjuntos separados, de modo que un espacio es hereditariamente
colectivamente normal si toda familia de conjuntos separados puede ser separada
por abiertos.

Obviamente, todo espacio hereditariamente colectivamente normal es here-
ditariamente normal y heredidariamente colectivamente de Hausdorff.

Finalmente, introducimos una variante mas de la normalidad que nos ayu-
dara a identificar muchos espacios hereditariamente colectivamente normales:

Si Ay B son cerrados disjuntos en un espacio normal X, el teorema 5.11
aplicado a C = Ay U = X \ B nos da que existe un abierto, que podemos
llamar G(A, B), tal que A C G(A,B) y B C X \ G(A, B). Vamos a introducir
un ultimo concepto relacionado con la normalidad consistente en imponer una

condicién de monotonia a la funcién G:

Definicién 5.21 Un espacio topolégico X es mondtonamente normalsies 1) y
existe una funcion G que a cada par (A, B) de cerrados disjuntos en X le asigna
un abierto G(A, B) de modo que

1. AC G(A,B), BC X\ G(A,B).

2. Si (A, B)y (A’, B") son dos pares de cerrados disjuntosy A C A’, B’ C B,
entonces G(A, B) C G(A', B').

Se dice que G es un operador mondtono de normalidad en X.

Notemos que si un espacio es monétonamente normal, admite un operador
mondétono de normalidad que cumpla ademéas que G(A4, B)NG(B, A) = @.

En efecto, si Gy es cualquier operador monotono de normalidad, basta definir

G(A, B) = Go(A, B)\ Go(B, A).

Existen varias definiciones equivalentes del concepto de espacio mondtona-
mente normal. La que hemos dado es la original y la que entronca de forma
més natural con la definicion de normalidad, pero en la practica vamos a usar
tnicamente la caracterizacién dada por el teorema siguiente, que el lector puede
tomar como definicion si asi lo prefiere.
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Teorema 5.22 Un espacio topologico X que cumpla la propiedad Ty es mo-
nétonamente normal si y sélo si existe una funcion H que a cada par (p,U),
donde U es un abierto en X yp € U, le asigna un abierto H(p,U) que cumple
las propiedades siguientes:

1.pe H(p,U) CU.

2. Si H(p,U)NH(q,V) # &, entoncesp €V o0 bien q € U.

DEMOSTRACION: Supongamos que X es monétonamente normal y sea G
un operador mondétono de normalidad en X que cumpla ademaés la condiciéon
G(A,B)NG(B,A) = @, segin la observacion precedente al teorema.

Definimos H(p,U) = G({p}, X\U). Asip e H(p,U) y X\U C X\ H(p,U),

luego H(p,U) C H(p,U) C U. Ademés, sip ¢ V' y q ¢ U, entonces
H(p,U)NnH(q,V) =G({p}, X \U)NG({q}, X \V)

C G({p}{a}) NG({q}, {p}) = @.

Reciprocamente, si existe una funciéon H en las condiciones del enunciado,
definimos
GA,B)=U{H(a,U) |a€ A, UNB = o}.

Sia € A, entonces a € H(a,X \ B) C G(A, B), luego A C G(A,B). Si
be B,entoncesb eV =H(b,X\A)y VNG(A, B) = &, pues en caso contrario
existiria un a € Ay un abierto U tal que UNB = @y H(b, X\A)NH (a,U) # @,

en contradiccién con la propiedad 2) del enunciado. Por lo tanto b ¢ G(A, B),
y asi B C X \ G(4, B).

Finalmente, si AC A’y B  C By x € G(A,B), existen una € A C A’y
un abierto U disjunto con B (luego con B’) tales que x € H(a,U) C G(A’, B’),

luego G(A,B) Cc G(A', B'). .

De aqui se deducen varias consecuencias de interés, pero empezamos por un
hecho técnico:

Teorema 5.23 57 X es un espacio topoldgico Ty con una base B y existe una
funcion Hg que cumple las condiciones del teorema anterior salvo por que estd
definida unicamente para pares (p,U) con p € U € B, entonces X es mondto-
namente normal.

DEMOSTRACION: Si U C X es un abierto arbitrario y p € U, podemos
definir
H(p, U) = U{Hﬁ(po) | B C U}a

y es claro que H cumple las condiciones de teorema anterior. L]

La monotonia normal fue definida (aunque sin nombre) por C.R. Borges
en 1966, y durante un tiempo fue un problema abierto si es hereditaria, pero
con la caracterizacion que hemos dado es facil ver que si que lo es:
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Teorema 5.24 Todo subespacio de un espacio mondtonamente normal es mo-
ndtonamente normal.

DEMOSTRACION: Supongamos que X es mondtonamente normal, sea H
segun el teorema 5.22 y consideremos un subespacio Y C X. Paracada U C Y
abierto en Y, definimos

U*=|J{V |V abiertoen X, VNY =U},

de modo que U*NY = U, y si p € U, definimos Hy (p,U) = H(p,U*)NY y
claramente Hy cumple el teorema 5.22 para Y. n

Asi pues, todo espacio mondtonamente normal es hereditariamente normal,
pero en realidad se cumple mucho mas:

Teorema 5.25 Todo espacio mondtonamente normal es hereditariamente co-
lectivamente normal.

DEMOSTRACION: Sea X un espacio mondtonamente normal. Por el teo-
rema anterior, basta probar que es colectivamente normal, asi que tomamos
una familia discreta {F;};c; de cerrados disjuntos dos a dos, y definimos

Ui= U H(p, X\ U Fr).
pEF; k#i

Es claro entonces que U; es abierto, que F; C U; y, si U; NU; # &, existen
p € F;, g € Fj tales que H(p, X \ J Fr)NH(q,X \ U Fr) # @, pero entonces
ki k#j

pe X\ U Frobienge X\ J Fi, luego p ¢ F; 0 ¢ ¢ I}, contradicciéon. m
k#j k#i
La simplicidad de la prueba del teorema siguiente muestra la utilidad del
concepto de monotonia normal:

Teorema 5.26 Todo espacio métrico es mondtonamente normal.

DEMOSTRACION: Sea M un espacio métrico. Si U es abiertoen M y p € U,
definimos H(p,U) = By x\v)/2(p). Entonces H cumple las condiciones del
teorema 5.22. Obviamente p € H(p,U) C U y si existe x € H(p,U) N H(q,V),
podemos suponer que d(p, X \ U) < d(q, X \ V), de modo que

A(p.q) < d(p, ) +d(e,q) < 3d(p, X \U) + 5d(a, X\ V) < dlg, X\ V),

luego p e V. n

Por consiguiente, todo espacio métrico es hereditariamente colectivamente
normal, y en particular hereditariamente colectivamente de Hausdorff y, més en
particular, normal.

La prueba de que todo espacio ordenado es monétonamente normal es un
poco maés delicada (teorema 12.20), pero adn asi la monotonia normal resulta
ser un enfoque conveniente. 458
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Mas atn, ahora podemos concluir que la recta de Sorgenfrey S es mono-
tonamente normal, pues hemos probado que es un subespacio de un espacio
ordenado (aunque puede probarse que su topologia no est4 inducida por ningan
orden total).

Admitiendo el lema de Jones que demostraremos un poco mas abajo (teo-
rema 5.30), en el ejemplo A.26 se muestra que el plano de Sorgenfrey S x S no
es normal. Esto nos da un ejemplo de espacio hereditariamente colectivamente
normal cuyo producto por si mismo (el plano de Sorgenfrey S x S, ejemplo A.26)
no es siquiera colectivamente de Hausdorff.

Por otra parte, en el ejemplo® A.42 se muestra que N¥! tampoco es normal.
Esto es interesante porque N“! es cerrado en R“?, por lo que R“* tampoco es
normal, y es un ejemplo de espacio vectorial topologico localmente convexo que
que no es normal.

Aunque la normalidad no se conserva por subespacios ni, por productos, en
cambio se conserva por imagenes cerradas, algo que no sucede con los axiomas
de separacion mas débiles:

Teorema 5.27 Si f : X — Y es una aplicacion continua, cerrada y supra-
yectiva y X es normal, también lo es Y.

DEMOSTRACION: Como los puntos son cerrados en X y f es suprayec-
tiva, concluimos que los puntos también son cerrados en Y, luego Y cumple
el axioma T7.

Supongamos ahora que A; y As son cerrados disjuntos en Y y llamemos
Vi = Y \ A, que son abiertos tales que Y = V5 U V2. Entonces tenemos que
X = fYwvi]u f7Va], luego X \ f~1[V;] son cerrados disjuntos en X. Por
tanto, existen abiertos disjuntos X \ f~1[Vi] C U;, luego X \ U; C f~1[V;], son
cerrados tales que (X \ Uy) U (X \ Uz2) = X, luego f[X \ U;] C V; son cerrados
tales que f[X \U1]U fIX\Uz] =Y, luego A; C Y \ fIX \ U;] = U/, que son
abiertos disjuntos en Y. L]

Observacion Sin la hipotesis de normalidad una identificacion cerrada no tiene
por qué conservar siquiera la propiedad de Hausdorff.

En efecto, si X un espacio de Hausdorff que no sea normal y C7, Cs sin dos
cerrados en X que no estén contenidos en abiertos disjuntos, llamamos R a la
relacion que identifica los puntos de cada C;, es decir,

R:{(Z‘,LL‘) | CUEX}U(C1 X Cl)U(CQ XCQ).

Claramente R es cerrada en X x X y la proyeccion p : X — X/R es cerrada,
pues si C' es un cerrado en X, entonces p~![p[C]] puede ser C, C U Cy, C U Cy
o CUC; UCy segun si C corta o no a cada C;. Sin embargo, X/R no es un
espacio de Hausdorff, pues los puntos p[C;] no tienen entornos disjuntos. m

6Este ejemplo requiere un caso particular del teorema de Hewitt-Marczewski-Pondiczery,
que demostraremos mas adelante (teorema 8.7), a saber, que el espacio N¥1 tiene un subcon-
junto denso numerable.
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Teorema 5.28 Si f : X — Y es una aplicacion continua, cerrada y supra-
yectiva y X es mondtonamente normal, también lo es Y .

DEMOSTRACION: Si Gx es un operador monétono de normalidad en X,
entonces

Gy (A, B) =Y \ fIX\Gx(f1[A], f[B])]
es un operador monétono de normalidad en Y. [

En la seccién siguiente haremos referencia al concepto de desconexién ex-
trema estudiado en la seccién 3.6, cuya lectura habiamos pospuesto hasta este
punto. 86

5.3 Separaciéon completa

En 1924 Urysohn prob6 un resultado general sobre existencia de funciones
continuas que Tietze habia demostrado en 1914 para el caso (mucho mas sencillo)
de los espacios métricos:

Teorema 5.29 (Lema de Urysohn) Un espacio X es normal si y sélo si
es Ty y para todo par de cerrados disjuntos Ay y Ay en X existe una funcion
continua f : X — [0,1] tal que fla, =0y fla, = 1.

DEMOSTRACION: Una implicacion es inmediata. Dados los cerrados Ay,
A1, para cada namero racional r € [0, 1] vamos a definir un abierto V;. con la

propiedad de que si r < 7’ entonces V. C V.

Para ello fijamos una enumeracion {r,}°, de los ntimeros racionales en
[0, 1], en la que exigimos que g = 0y r; = 1 y definiremos V;., recurrentemente.

Sean U y U’ abiertos disjuntos en X tales que Ag C U, A; C U’. De este
modo Ay CU CU C X\ U’ C X\ A;. Definimos Vo =U y V; = X \ A;. Asi
se cumple que Vy C V4, como se requiere.

Supongamos definidos V,.,, ..., V; de modo que cumplan lo requerido. Lla-
memos r; y rq a los ntmeros entre rg,...,r, que cumplen r; < rp41 < g
de modo que no haya otros r; intermedios, para j = 0,...,n. Por construc-
cién tenemos que Vri C V,,. El teorema 5.11 nos da un abierto V, tal que
Vi, CVopir CVeyy C Voo

Con esto tenemos construida la sucesion de abiertos, y ahora definimos la
funcion f : X — I mediante

n+1

@) = inf{re INQ|zeV,} sizel,
71 sizeX\ Wi

Como Aj C Vp, tenemos que f|a, = 0y como V4 = X\ A; también f|a, = 1.
Solo falta probar que f es continua.

Basta probar que la antiimagen por f de todo abierto basico ]a,b|, [0,b] o
Ja, 1] es abierta, pero como la, b = ]a, 1] N [0, b], basta considerar los intervalos
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semiabiertos. Ahora bien, f(z) < b equivale a que exista un ntimero racional
r < b tal que z € V,., luego

o0 = U v,

r<b

es abierto. Igualmente, f(z) > a equivale a que exista un r’ > a tal que
x € X\ Vv, lo que a su vez equivale a que exista un r > a tal que x € X \ V..
Por lo tanto,

fH e )] = UX\Vy)

r>a

también es abierto. n

Una formulacion alternativa del lema de Urysohn es la siguiente: Si X es
un espacio normal y C C U C X, donde C es cerrado y U es abierto, entonces
existe una funcion continua en X que toma el valor 1 sobre C' y se anula fuera
de U. En otras palabras, podemos hacer que la funcién constante igual a 1
sobre el cerrado C' descienda continuamente hasta 0 realizando la transiciéon en
un conjunto que no sobresalga del abierto U.

Como primera aplicacién podemos demostrar un resultado muy ttil a la hora
de justificar que muchos espacios no son normales:

Teorema 5.30 (Lema de Jones) Sea X un espacio normal, sea C C X un
subconjunto cerrado discreto y sea D C X un subconjunto denso. Entonces se
cumple que |C| < 2I€1 < 2IPI,

DEMOSTRACION: Sea C(X) el conjunto de todas las aplicaciones continuas
de X en R. Para cada A C C, el lema de Urysohn nos da una funcién continua
fa 1 X — R tal que fala = 1, falena = 0. La aplicacion A — f|4 es
claramente inyectiva, luego 2!¢l = |PC| < |C(X)].

Por otra parte, la aplicacion C(X) — R dada por f + f|p es inyectiva,
luego |C(X)| < |RP| = 2IPI, "

Para entender la importancia del lema de Urysohn conviene introducir algu-
nos conceptos:

Definicion 5.31 Diremos que dos conjuntos A y B en un espacio topologico X
estan completamente separados si existe una funcion continua f : X — [0, 1]
tal que f[A] = {0} v f[B] = {1}. Se dice entonces que f es una funcion de
Urysohn para Ay B.

Se dice que A y B estan perfectamente separados si existe una funcién con-
tinua f: X — [0,1] tal que f~1[{0}] = A, f~'[{1}] = B.

Obviamente, dos conjuntos perfectamente separados estdn completamente
separados, y dos conjuntos completamente separados estdn separados por los

abiertos f71[[0,1/2[] y f1[]1/2,1]].
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Ejercicio: Probar que dos subconjuntos A y B de un espacio topologico X estan
completamente separados si y sélo si existe una funcién continua f : X — R de
manera que sup f(z) < inf f(z).
z€EA zEB

En estos términos el lema de Urysohn afirma que un espacio 77 es normal
si y so6lo si todo par de cerrados disjuntos estan completamente separados, de
modo que es indiferente definir la normalidad en términos de separaciéon o de
separacion completa.

Si X es un espacio topologico y f : X — R es una funcién continua,
llamaremos cero de f al conjunto Z(f) = {x € X | f(z) = 0} = f~1[{0}]. Un
subconjunto A de X es un cero en X si es el cero de alguna funcién continua
f: X — R. Los complementarios de los ceros se llaman coceros.

Se llaman conjuntos G a los que pueden expresarse como interseccién nu-
merable de abiertos, y conjuntos F, a los que se expresan como unién numerable
de cerrados.

A continuacién reunimos las principales propiedades de los ceros y coceros
de un espacio topolégico:

Teorema 5.32 Sea X un espacio topoldgico.
1. Todo cero en X es un cerrado Gs y todo cocero es un abierto F.

2. Si Z es un cero de X existe una funcion f : X — [0,1] continua tal que
Z=2(f).

3. La union finita de ceros es un cero y la interseccion finita de coceros es
cocero.

4. La interseccion numerable de ceros es cero y la union numerable de coceros
es cocero.

5. Dos ceros disjuntos estdn perfectamente separados.

6. Si f: X — R es continua y r € R, los conjuntos {x € X | f(z) < r},
{reX | flz) >r}, {z e X |r < f(x) < s} son ceros de X, y si
cambiamos las desigualdades por desigualdades estrictas son coceros.

o0

DEMOSTRACION: 1) Como {0} = (] |-1/n,1/n[ es un G5 en R y clara-
n=1

mente la antiimagen de un G5 por una aplicaciéon continua es de nuevo un Gy,

tenemos que todos los ceros son conjuntos Gs. Igualmente, como {0} es cerrado,
los ceros son cerrados. Claramente el complementario de un cerrado G es un
abierto F.

2) Si Z = Z(g), basta tomar f = |(—1V g) A1].

3)SiZ=2Z(f)y Z = Z(f'), entonces ZU Z' = Z(ff'). Claramente de
aqui se sigue la correspondiente propiedad de los coceros.
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4) Sea {Z,,}22 ; una familia de ceros de X, digamos que Z,, = Z(f,), donde
cada f,, toma valores en [0, 1]. Sea

13 5ok
= 2n
Por el teorema de Weierstrass f es continua y claramente Z(f) = () Z(fn).

5) Sean Z y Z' ceros disjuntos. Sea Z = Z(f) y Z' = Z(f’) donde f
y f' toman valores en [0,1]. En estas condiciones f + f’ no se anula, luego
h = f/(f + f') es continua en X y es una funciéon de Urysohn que separa
perfectamente a Z y Z'.

6) Claramente

{reX|fa)<r}=2((f-r)V0), {seX]|fl@)=r}=2Z((f-r)A0),

los demés casos se obtienen de éstos tomando intersecciones y complementos.
| |

Existe una relaciéon obvia entre los ceros y la separacién completa:

Teorema 5.33 Dos subconjuntos de un espacio topoldgico estdn completamente
separados si y solo si estdn contenidos en ceros disjuntos.

DEMOSTRACION: Si Ay B son subconjuntos de un espacio X estéan conteni-
dos en ceros disjuntos, como éstos estan completamente separados, es claro que
Ay B también lo estan.

Si A y B estan completamente separados, sea f una funcién de Urysohn
para Ay B. Entonces Z = f~1[{0}] y Z' = f~[{1}] = (f~1)"'[{0}] son ceros
disjuntos que contienen a A y B respectivamente. n

Por otra parte, los ceros admiten una caracterizacién sencilla en los espacios
normales:

Teorema 5.34 Un subconjunto de un espacio normal es un cero si y sélo si es
un cerrado Gg.

DEMOSTRACION: Sea X un espacio normal. Todo cero es un cerrado Gy
por el teorema 5 32. Supongamos ahora que C es un cerrado Gs. Entonces

A=X\C= U F, donde los F,, son cerrados disjuntos de C. Por el teorema

de Urysohn ex1ste una funcion de Urysohn f,, para C'y F,, (que se anula en C),
con lo que podemos definir
oo
1
n=1

Por el teorema de Weierstrass f es continua y claramente cumple f[C] = {0},
pero ademas, si x € A, existe un n para el cual x € F,,, luego f,(z) =1y

f(z) # 0, luego C = Z(f). "
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Veamos ahora que la separacién completa esta relacionada con la posibilidad
de extender funciones reales continuas desde un subespacio. Conviene distinguir
la extension de funciones acotadas del caso general.

Definicién 5.35 Si X es un espacio topologico, representaremos por C(X)
al conjunto de todas las funciones continuas f : X — R y por C*(X) al
subconjunto formado por las funciones continuas acotadas.

Notemos que C(X) es lo que hasta ahora llamabamos C(X,R), y sabemos
que tiene estructura de anillo conmutativo y unitario y de espacio vectorial”
sobre R con las operaciones definidas puntualmente. Es claro que C*(X) es a
su vez una subalgebra de C(X). En este espacio también tenemos definidos el
modulo, el supremo y el infimo de dos funciones.

Diremos que un subespacio Y de X esta C*-sumergido en X si para toda
funcion f € C*(Y) existe una funcion g € C*(X) de manera que g|ly = f.
Diremos que Y esta C-sumergido en X si cumple esto mismo con C(Y) y C(X),
respectivamente.

El teorema siguiente es el resultado fundamental en cuanto a existencia de
funciones continuas. En él caracterizamos la C*-sumergibilidad en términos de
separacion por ceros:

Teorema 5.36 Sea X un espacio de Hausdorff. Un subespacio Y de X estd
C*-sumergido en X si y sdlo si todo par de ceros disjuntos en' Y estdn comple-
tamente separados en X, o sea, estdn contenidos en ceros disjuntos de X.

DEMOSTRACION: Si se da la inmersion y Z, Z’ son ceros disjuntos de Y,
sea f una funcion de Urysohn que separe a Z y Z’ en Y. Entonces una extension
de fa X separaa Zy Z' en X.

Si se da esta condicion vamos a probar en primer lugar que para toda apli-
cacion continua f : Y — [—c¢, ] existe otra aplicacion g : X — R continua tal
que

1. Para todo z € X se cumple |g(z)| < ¢/3.
2. Para todo y € Y se cumple |f(y) — g(y)| < (2/3)c.

Para ello consideremos A = f~![[¢/3,d]], B = f~'[[-¢,—¢/3]]. Por el
teorema 5.32 tenemos que A y B son ceros disjuntos en Y, luego estan comple-
tamente separados en Y. Podemos tomar una funcién de Urysohn que los separe
y modificandola adecuadamente obtenemos la existencia de una funcién conti-
nua g : X — [—¢/3,¢/3] tal que g[A] = {¢/3} v g[B] = {—¢/3}. Claramente g
cumple lo pedido.

"Mas precisamente, tiene estructura de algebra, que no es sino una doble estructura de
anillo y de espacio vectorial en la que ademés se cumple que «a(fg) = (af)g = f(ag), para
todo escalar a.
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Vamos a buscar una extension para cada funcion f € C*(Y). No perdemos
generalidad al suponer que f : Y — [—1,1]. Definiremos la extension de f
como la suma de una serie -

F=5 gn, (5.1)
n=1
para ciertas funciones g, € C*(X) que construiremos recurrentemente y que
verificaran las propiedades siguientes:

1 /2\"
1. Para todo =z € X, |gn(2)] < 3 (3) ,
2

k k
2. Para todoy €V, [f(5) = 3 gu(0)] < (3) |

Al aplicar la construccion anterior a la funcién f con ¢ = 1 obtenemos una
funcién ¢g; que cumple lo pedido. Para obtener gx41 a partir de ¢y, ..., gi basta
aplicar la misma construcciéon con ¢ = (2/3)% a la funcién

k
f=22 gnly-
n=1

La propiedad 1) garantiza que la serie (5.1) define realmente una funcién
continua F en X (por el teorema de mayoracién de Weierstrass) y tomando
limites en 2) concluimos que Fly = f. n

Analizando la demostracion del teorema anterior observamos que, en reali-
dad, si partimos de una funcién con imagen en un intervalo [a,b], la extension
que le encontramos tiene también imagen en [a, b], luego hemos probado:

Teorema 5.37 Sea X un espacio de Hausdorff. Un subespacio Y de X estd
C*-sumergido en X si y sdlo si toda aplicacion continua f Y — [a,b] (donde
a, b € R) tiene una extension continua g : X — [a,b)].

Como consecuencia de estos resultados tenemos una caracterizacion de los
espacios normales en términos de extension de funciones continuas.

Teorema 5.38 (Teorema de Tietze) Un espacio de Hausdorff es normal si
y sdlo si todo cerrado estd C*-sumergido.

DEMOSTRACION: Si en un espacio X todo cerrado estd C*-sumergido, dados
dos cerrados disjuntos A y B, la funcién f : AU B — [0,1] que cumple
f[A] = {0} v f[B] = {1} es continua, y como AU B es un cerrado, se extiende
a una funcion de Urysohn para A y B en X, luego X es normal.

Si X esnormal e Y es un cerrado en X, dos ceros disjuntos en Y son cerrados
disjuntos en X, luego estan completamente separados en X, luego por el teorema
5.36, Y esta C*-sumergido. n

A continuacion caracterizamos la C-sumergibilidad en términos similares a
como hemos hecho con la C*-sumergibilidad:
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Teorema 5.39 Sea X un espacio de Hausdorff e Y un subespacio C*-sumergido
en X. Entonces Y estd C-sumergido si y sdlo si todo cero en X disjunto de Y
estd completamente separado de Y .

DEMOSTRACION: Si se cumple esta condicion y f € C(Y) entonces, conside-
rando un homeomorfismo h : |—1,1[ — R, tenemos que foh™!: X — [-1,1]
continua, y como Y estd C*-sumergido existe una funcion g : X — [—1,1]
continua tal que gy = foh™ %

Sea Z = {zx € X | |g(x)| = 1}, que es un cero de X disjunto con Y. Por
hipotesis Z e Y estdn completamente separados, luego existe Z' € Z(X) tal
queY C Z'y ZNZ' = @. Tomemos una funcion de Urysohn r para Z y Z’
(rlZ] = {0} y r[Z'] = {1}). Sea g : X — |—1,1][ la funcién continua dada por
g(x) = g(x)r(z).

Finalmente sea F' = go h : X — R. Se cumple que F extiende a f, pues si
y € Y, entonces

F(y) = h(g(y)) = h(g(y)r(y)) = h(g(y)) = h(h(f(y))) = f(y).

Asi pues Y esta C-sumergido.

SiY esta C-sumergido consideremos un cero Z = Z(f) disjunto de Y. En-
tonces h = (1/f)|y es una funciéon continua y se extiende a g : Y — R. Tome-
mos r : Y — R dada por r(y) = f(y)g(y), aplicacion continua que claramente
cumple r[Y] = {1}, r[Z] = {0}, es decir, separa a Y y Z. "

Como consecuencia obtenemos.

Teorema 5.40 (de Tietze) Todo cerrado en un espacio normal estd C-su-
mergido.

DEMOSTRACION: Si X es un espacio normal, C' es un cerrado y Z un cero
disjunto con C, entonces C'y Z son cerrados disjuntos en X, luego estan com-
pletamente separados en X. m

El teorema 5.36 nos permite caracterizar también la desconexién extrema en
términos de extensiones de funciones continuas:

Teorema 5.41 Si X es un espacio de Hausdorff, las afirmaciones siguientes
son equivalentes:

1. X es extremadamente disconezo.
2. Todo subespacio denso en X estd C*-sumergido.
3. Todo abierto en X estd C*-sumergido.

DEMOSTRACION: 1) = 2) Si D C X es denso, vamos a aplicar el teorema
5.36, para lo cual tomamos ceros disjuntos Zy y Z; en D. Tenemos que estan
separados en D, es decir, que existen abiertos U; en X tales que Z; C U; N D
y UsNU; ND = &, lo cual equivale a que Uy N U; = & (porque D es denso),
y, como X es extremadamente disconexo, Uy N U; = @, luego los abiertos U;
separan a Z; en X.
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2) = 1) Si U es abierto en X, el abierto U U (X \U) = X \ 9U es denso
en X, luego la funcién que vale 1 en U y 0 en X \ U se extiende a una funcion

continua f : X — [0, 1], pero entonces f[U] = {1} y f[X \ U] = {0}, lo que
implica que U = U.

1) = 3) Si U C X es abierto y Zy, Z; son ceros disjuntos en U, existen
abiertos disjuntos Z; C U; C U, pero entonces U; son abiertos cerrados (luego
ceros) disjuntos en X que separan a Zy y Zi, luego 5.36 nos da que U esta
C*-sumergido en X.

3) = 1) Si Up y Uy son abiertos disjuntos, la funcién que vale i en U; se
extiende a una funcién continua f : X —» [0,1], de modo que U; C f~1[{i}],
luego las clausuras son disjuntas. L]

En 1925, un ano después de la publicacién del lema que hoy lleva su nom-
bre, Urysohn se planted algunas cuestiones relacionadas con el mismo. Para
plantearlas conviene dar algunas definiciones:

Definicion 5.42 Un espacio topologico X que cumpla la propiedad T} es:

e completamente de Hausdorff® si cuando p, ¢ € X son puntos distintos,
estan completamente separados.

o completamente regular si cuando C' C X es un cerrado y p € X \ C,
entonces p y C estan completamente separados.

e completamente normal si cuando C7, Co C X son cerrados disjuntos en
X, estan completamente separados.

En estos términos, el lema de Urysohn prueba que los espacios completa-
mente normales coinciden con los espacios normales, y Urysohn se planted si la
regularidad coincide también con la regularidad completa, o si al menos los es-
pacios regulares son completamente de Hausdorff. Dado que no obtuvo ningtn
resultado en esta linea, dej6é planteado incluso el caso mas radical: jes posible
demostrar que en un espacio regular con mas de un punto existe al menos una
funcién continua no constante con valores en R?

En un intento de responder a esta tltima pregunta, en 1930 Tychonoff encon-
tré el primer ejemplo de espacio regular que no es completamente regular. Un
ejemplo mas moderno es el ejemplo A.12 que, de hecho, no es completamente de
Hausdorfl, es decir, que se trata de un espacio X en el que hay dos puntos distin-
tos oo tales que toda funcion continua f : X — R cumple f(—o0) = f(+00).
Solo en 1946 Hewitt encontro el primer ejemplo de espacio regular (no trivial)
en el que las tnicas funciones reales continuas son las constantes. Un ejemplo
méas moderno es el ejemplo A.13.

8Usamos aqui este nombre porque sélo introducimos el concepto provisionalmente para
comparar con las otras definiciones de este grupo, pero en realidad los espacios con esta
propiedad se llaman espacios de Urysohn, mientras que se llama espacios completamente de
Hausdorff a los que cumplen una propiedad mas débil, a saber, que puntos distintos tengan
entornos cerrados disjuntos.
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La clase de los espacios completamente regulares es una de las més relevantes
en topologia, y la estudiaremos con més detalle en la seccién 5.5.

5.4 Espacios perfectamente normales

Introducimos ahora el més restrictivo de los axiomas de separaciéon que se
consideran habitualmente:

Definicion 5.43 Se dice que un espacio topologico X es perfectamente normal,
o que cumple el azioma Tg, si es normal y todos sus cerrados son conjuntos G
(0, equivalentemente, si todos sus abiertos son conjuntos Fy).

Los resultados de la seccién anterior explican por qué el requisito adicional
que estamos imponiendo no es caprichoso:

Teorema 5.44 Si X es un espacio topoldgico Ty, las afirmaciones siguientes
son equivalentes:

1. X es perfectamente normal.

2. Todo cerrado en X es un cero (o equivalentemente, todo abierto es un
cocero).

8. Todo par de cerrados disjuntos en X estdn perfectamente separados.

DEMOSTRACION: 1) = 2) Si X es perfectamente normal, todo cerrado es un
G5 y, como ademéas X es normal, por el teorema 5.34, todo cerrado es un cero.

2) = 3) Si A y B son cerrados disjuntos en X, por 2) son ceros, luego por
el teorema 5.32 estan perfectamente separados.

3) = 1) es inmediato. "

Al contrario que la normalidad, la normalidad perfecta es hereditaria:

Teorema 5.45 Todo subespacio de un espacio perfectamente normal es perfec-
tamente normal.

DEMOSTRACION: Supongamos que X es perfectamente normal y considere-
mos un subespacio Y C X. Si C C Y es cerrado en Y, existe FF C X cerrado
tal que C = FNY. Entonces existe f : X — R continua tal que F = Z(f),
pero entonces fly : Y — R es continua y Z(f|y) = C. n

Como consecuencia, todo espacio T es también T5.
Teorema 5.46 Todo espacio métrico es perfectamente normal.

DEMOSTRACION: Si M es un espacio métrico y A, B son cerrados disjuntos
en M, es claro que la funcion f: M — [0, 1] dada por

d(z, A)
(z,A) +d(x, B)

es continua y separa perfectamente a Ay B. n

fla) ==
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Teorema 5.47 Un espacio de Lindeldf reqular es hereditariamente de Lindeldf
si y solo si es perfectamente normal.

DEMOSTRACION: Supongamos que X es hereditariamente de Lindelof y
sea U C X un abierto. Por regularidad, para cada x € U existe un abierto
reUU, CU y, como U es de Lindel6f, podemos extraer un subcubrimiento
numerable U = U U,, de modo que U,, C U,y asi U = U U, esun F,. Como

n=0
X es normal por 5 13, concluimos que X es perfectamente normal.

Reciprocamente, si X es un espacio de Lindel6f perfectamente normal y U
es abierto en X, entonces es un F,, es decir, U = U F,,, donde cada F), es

cerrado en X. Por el teorema 4.47 sabemos que cada F,, es de Lindeldf, y
una union numerable de subespacios de Lindeldf es claramente un espacio de
Lindeldf. Finalmente, el teorema 4.49 implica que X es hereditariamente de
Lindelof. [

Por ejemplo, la recta de Sorgenfrey es hereditariamente de Lindel6f y nor-
mal, luego es perfectamente normal. El ejemplo A.31 muestra que [0,w] no es
perfectamente normal con la topologia de orden, luego no todo espacio orde-
nado (ni en particular todo espacio mondtonamente normal) es perfectamente
normal.

5.5 Espacios completamente regulares

En las secciones precedentes hemos visto que la regularidad es una propie-
dad demasiado débil para garantizar un buen comportamiento de las funciones
continuas con valores reales en un espacio topologico, pues puede darse incluso
el caso extremo de que en un espacio regular no haya méas funciones continuas
con valores reales que las constantes. En los espacios normales la situacion es
completamente opuesta, pero se trata de una clase demasiado restrictiva, ya que
no es hereditaria ni productiva (no se conserva ni por subespacios ni por pro-
ductos). En esta seccion veremos que la regularidad completa tiene las ventajas
esenciales de la normalidad sin compartir sus inconvenientes. Ya hemos definido
la regularidad completa en 5.42, pero repetimos la definicién por claridad:

Definiciéon 5.48 Se dice que un espacio topologico X es completamente reqular
o un espacio de Tychonoff o que tiene la propiedad TB% sies T} y cuando C C X
es cerrado y p € X\ C, entonces p y C estan completamente separados, es decir,
existe una funcion continua f: X — [0,1] tal que flc =0y f(p) = 1.

El nombre de T: 31 se debe, obviamente, a que la jerarquia de los axiomas de
separacion se defini6 antes de que Tychonoff introdujera los espacios completa-
mente regulares, y sucede que su lugar esta estrictamente comprendido entre la
regularidad (T3) y la normalidad (7). En efecto, el lema de Urysohn implica
que todo espacio normal es completamente regular, mientras que trivialmente
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todo espacio completamente regular es regular, pues si los puntos y los cerrados
se pueden separar completamente (es decir, por funciones continuas) también
se pueden separar por abiertos.

Los ejemplos A.12 y A.13 son ejemplos de espacios regulares que no son
completamente regulares, mientras que el plano de Sorgenfrey (A.26) o N«1
(ejemplo A.42) son espacios completamente regulares que no son normales.

Notemos que una ligera reformulacion de la regularidad completa afirma que
un espacio X con la propiedad 77 es completamente regular si cuando U es un
abierto en X y p € U, existe una funciéon continua f : X — [0,1] tal que
fp) =1y flx\u = 0, es decir, que f empieza valiendo 1 en p y desciende
hasta 0 dentro de U.

Otra reformulacién de la regularidad completa es la siguiente:

Teorema 5.49 Un espacio X con la propiedad Ty es completamente regular si
y sdlo si la familia de sus coceros es una base de X .

DEMOSTRACION: Si X es completamente regular y p € U, donde U es un
abierto en X, existe una funciéon continua f : X — [0,1] tal que f(p) =1y
flx\v = 0, lo que equivale a que p € X \ Z(f) C U, luego los coceros forman
una base.

Reciprocamente, si los coceros forman una base de X y p € U, donde U es un
abierto en X, existe una funcion continua f : X — Rtalquep € X\ Z(f) Cc U.
Esto significa que f(p) # 0y que f|x\y = 0. Cambiando f por f/f(p) podemos
suponer que f(p) = 1, y cambiando f por (f V 0) A 1 podemos suponer que
f: X —[0,1], con lo que se cumple la formulacion de la regularidad completa
previa al enunciado. [

Un resultado relacionado es el siguiente:

Teorema 5.50 Si X es un espacio completamente reqular y p € X el conjunto
de los ceros en X que son entornos de p es una base de entornos de p.

DEMOSTRACION: Si p € U, donde U es un abierto, existe una funcién
continua f : X — [0, 1] tal que f(p) =0y f[X \ U] = {1}. Entonces

pe f7H0,1/20] c f7H0,1/2))] cU

el primer conjunto es un cocero y el segundo es un cero, luego éste es un entorno
de p. n

Como aplicacion de la caracterizacion precedente probamos que, en la defi-
nicion de la regularidad completa, los puntos pueden sustituirse por subespacios
compactos:

Teorema 5.51 Si X es un espacio completamente reqular y K, C son subespa-

cios cerrados disjuntos y K es compacto, entonces existe una funcion continua
[ X —0,1] tal que f[C] ={0} y f[K] = {1}.
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DEMOSTRACION: Para cada punto p € K, existe un cocero U, de manera
que p € U, C X \ C. Los abiertos U, cubren K, luego podemos tomar un
subcubrimiento finito de K. La unién de los coceros de dicho cubrimiento finito
es un cocero U tal que K C U C X \ C, luego existe una funciéon continua
g: X — [0,1] tal que g[C] = {0} y g no es nula en K. Como K es compacto,
la funcién g toma un valor minimo m > 0 en K. A su vez, la funcion gy = f A'm
es continua y cumple ¢1[C] = {0}, ¢1[K] = {m}. Finalmente, f = ¢g1/m cumple
lo requerido. n

Equivalentemente, en un espacio X completamente regular, si K C U C X,
con K compacto y U abierto, existe una funciéon continua f : X — [0, 1] tal

que fIK]= {1}y f[X\ U] ={0}.
Del teorema anterior se sigue también que dos cerrados disjuntos en un

espacio completamente regular, de los cuales al menos uno es compacto, estéan
completamente separados. Como consecuencia:

Teorema 5.52 FEn un espacio completamente reqular todo subespacio compacto
estda C-sumergido.

DEMOSTRACION: Sea X un espacio completamente regular y K C C' un
compacto. Podemos aplicar el teorema 5.36, pues dos ceros disjuntos en K
son dos compactos disjuntos en X, luego por la observacion precedente estan
completamente separados. Esto prueba que K esta C*-sumergido en X, pero,
como todas las funciones continuas en K estan acotadas, esto es lo mismo que
decir que K estd C-sumergido en X. L]

Teorema 5.53 Un subespacio compacto en un espacio completamente reqular
es un cero si y solo si es Gy.

DEMOSTRACION: Si X es completamente regular y K C X es un compacto

o0
Gs, es decir, K = () U,, por el teorema 5.51 podemos tomar funciones conti-

n=0
nuas f, : X — [0, 1] tales que f,[K] =0, f,[X\U] =1. Asi K C Z(f,) C U,,
luego K = () Z(fn) es un cero. n
n=0

Teorema 5.54 Todo subespacio de un espacio completamente regular es com-
pletamente regular.

DEMOSTRACION: Si X es completamente regular e Y es un subespacio de X,
para cada funcion continua f : X — R es claro que Z(f) NY = Z(f|y), luego
(X\Z(f))NY =Y\ Z(f|y). Esto significa que si U es un cocero en X, entonces
UNY esun cocero en Y, luego si los coceros de X forman una base, los de Y
también. ]

Teorema 5.55 Un producto no vacio de espacios completamente requlares es
completamente regular si y sélo si lo son todos los factores.
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DEMOSTRACION: Sea X = ][] X; un producto no vacio de espacios topo-
il

logicos. Si X es completamente regular, también lo es cada X; por el teorema

anterior y el teorema 1.42. Si todos los X; son completamente regulares, en-

tonces los coceros son una base de cada X;, luego una base de X la forman los

abiertos de la forma U = [] U;, tales que existe Iy C I finito de manera que
iel

U=X;stie€lI\IyyU, =X;\ Z(fi) sii€ Iy, donde f; : X; — R continua.

Pero entonces U = X \ Z(f), donde f(x) = [] fi(z:), luego los coceros son una

base de X. i€lo "

Tenemos que todos los espacios métricos y todos los espacios de Hausdorff
compactos son completamente regulares, pues son normales. Mas atn:

Teorema 5.56 Todo espacio de Hausdorff localmente compacto es completa-
mente regular.

DEMOSTRACION: Si X es un espacio de Hausdorff localmente compacto, es
un subespacio abierto de su compactificacion de Alexandroff X °°, la cual es nor-
mal, porque es un compacto de Hausdorff, luego en particular es completamente
regular, luego X también lo es. [

Teorema 5.57 Todo espacio cerodimensional es completamente regular.

DEMOSTRACION: En un espacio cerodimensional los abiertos cerrados for-
man una base, pero es inmediato que todo abierto cerrado es un cocero. =

Sin embargo, la placa de Tychonoff perforada (ejemplo A.34) es un espacio
cerodimensional que no es normal.

Teorema 5.58 Todo espacio uniforme que cumpla la propiedad Ty cumple de
hecho Ty .

DEMOSTRACION: Sea X un espacio uniforme T} (con lo que sabemos que es
de Hausdorff). Si F' C X es cerrado y € X \ F, entonces existe una banda V
en X tal que By (z) C X \ F. Por 2.25 existe una pseudométrica uniforme p tal
que {(z,y) € X x X | p(z,y) < 1} C V. Entonces la funcion f : X — [0,1]
dada por f(y) = min{1, p(x,y)} es continua en X y cumple f(z) =0y flr = 1.

El teorema anterior prueba que los espacios uniformizables Ty son comple-
tamente regulares. El ejemplo siguiente prueba que el reciproco también es
cierto:

Uniformidades definidas por funciones continuas Sea X un espacio to-
polégico completamente regular. Para cada funcion f € C'(X), definimos

pr(x,y) = [f(x) — f(y)l.
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Es inmediato comprobar que py es una pseudométrica en X. Consideremos

P=ApslfeCX)}, P =Aps | feC(X)},

y vamos a probar que las uniformidades C y C* en X definidas por estas dos
familias inducen la topologia de X.

En efecto, si F' C C'(X) es finito y
V=V (F,e) ={(z,y) € X x X | ps(x,y) < € para todo f € F},

tenemos que By (z) = {y € X | |f(y) — f(z)| < e paratodo f € F}, que
claramente es abierto en X, por lo que todo abierto para cualquiera de las dos
uniformidades es abierto en X.

Reciprocamente, si U es abierto en X y « € U, existe f : X — [0, 1] tal que
f(x) =0y flx\v = 1. En particular f € C*(X) ysi V = V({p},1/2), entonces
x € By(x) C U, pues siy € By (z), entonces p(z,y) = f(y) < 1/2, luego y € U.
Por lo tanto, todo abierto de X es abierto para las dos uniformidades.

Observemos ahora que toda funcion f € C(X) (resp. f € C*(X)) es unifor-
memente continua en (X, C) (resp. (X, C*)).

En efecto, dado € > 0, la banda V = V({f}, €) cumple que si d(z,y) < V,
entonces |f(z) — f(y)| < e.

Veamos que (X,C*) es totalmente acotado. Tenemos que probar que si
F C C*(X) es finito y € > 0, existe A C X finito tal que X = V(F,€)[A], es
decir tal que para todo z € X existe 2’ € A de modo que ps(x,z’) < € para
todo f € F.

Sea J = [a,b] C R tal que f[X] C J para todo f € F. Por compacidad po-
demos cubrir J con un ntmero finito de intervalos abiertos {J;}7; de diametro
menor que €. Entonces los conjuntos

N 1l
fer

para cada aplicaciéon i : F — {1,...,n}, cubren X y tienen didmetro menor
que € respecto de todas las pseudométricas py con f € F. Basta considerar un
conjunto A C X que contenga un punto de cada uno de estos conjuntos que sea
no vacio.

Por consiguiente:

Teorema 5.59 (TU) Si X es un espacio topoldgico completamente regular,
las funciones uniformemente continuas (X,C) — R (resp. (X,€*) — R) son
exactamente las de C(X) (resp. C*(X)).

DEMOSTRACION: En el caso de (X, @) es trivial, pues ya hemos probado
que las funciones de C(X) son uniformemente continuas, y toda funciéon uni-
formemente continua es continua. En el caso de (X,C*) sabemos que todas
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las funciones de C*(X) son uniformemente continuas y, si f : (X,C*) — R
es uniformemente continua, entonces f se extiende a una funcién continua en
la complecion SX de X, pero ésta es totalmente acotada y completa, luego es
compacta, luego la extension esté acotada en SX, luego también en X. =

Una consecuencia inmediata de la discusién precedente es:

Teorema 5.60 Un espacio topoldgico Ty es uniformizable si y sdlo si es com-
pletamente reqular.

En particular todo espacio compacto es uniformizable, lo que completa la
prueba del teorema 4.60 que habfamos dejado pendiente.

Recordemos que el ejemplo A.42 muestra que N“* no es normal y, como este
espacio es cerrado en R“!, tenemos un ejemplo de espacio vectorial topoldgico
que no es Ty, por lo que el teorema anterior no se puede mejorar, ni siquiera en
el caso de los espacios vectoriales topologicos.

Es frecuente que muchos libros incluyan en las definiciones de las clases mas
importantes de espacios topolégicos la hipdtesis de separacién necesaria para
garantizar que sean al menos completamente regulares. Concretamente:

Clase Se les exige | Resultan ser
Espacios métricos — T
Espacios ordenados — T;
Espacios uniformes To T31
Espacios cerodimensionales T T3
Espacios compactos Ty T,
Espacios localmente compactos Ty T, 1
Espacios extremadamente disconexos® T3 T, 1
Espacios de Lindelof T; T,

Los resultados que hemos obtenido sobre la estructura uniforme (X, €*) nos
dan otra caracterizacion de los espacios completamente regulares:

Teorema 5.61 (TU) Un espacio topoldgico es completamente regqular si y sdlo
si es homeomorfo a un subespacio de un espacio de Hausdorff compacto.

DEMOSTRACION: Obviamente, los subespacios de los espacios compactos
son completamente regulares. Reciprocamente, si X es completamente regular,
hemos visto que la complecion X de (X, C*) es compacta. L]

Vamos a dar una prueba alternativa de este hecho que, entre otras cosas,
mostrard que el axioma de eleccién no es necesario cuando X tiene una base
bien ordenable (en particular, si tiene una base numerable). Necesitamos probar
un hecho general de interés en si mismo:

9E] teorema 5.69, més abajo, prueba en particular que todo espacio extremadamente dis-
conexo regular es completamente regular. Por otra parte, A.37 es un espacio extremadamente
disconexo completamente regular que no es normal.
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Teorema 5.62 Si un espacio topoldgico X tiene una base infinita de cardinal &,
toda base infinita de X contiene una base de cardinal < k.

DEMOSTRACION: Sea B una base de cardinal x y sea B’ otra base de X.
Para cada B € B y cada x € B, podemos tomar B!, € B’ y luego B, € B tales
que x € B, C B, C B. El conjunto Bg = {B, | * € B} C By tiene cardinal
< Ky, para cada U € Bp podemos tomar un B}, € B’ tal que U C B}, C B.
De este modo, Bz = {B}; | U € B} C B’ es un conjunto de cardinal < k y
B = |JB’;. Es claro entonces que |J Bz C B’ es una base de cardinal < k.

BEB .

Los espacios de la forma [0, 1]* se llaman cubos de Tychonoff.

Teorema 5.63 Si X es un espacio completamente reqular con una base infinita
de cardinal k, entonces X es homeomorfo a un subespacio del cubo [0, 1]".

DEMOSTRACION: Por el teorema anterior X tiene una base de cardinal
< k formada por coceros. Pongamos que es de la forma {X \ Z(f,)}a<r (con
repeticiones si la base tiene cardinal menor que k). Sea f : X — [0,1]% la
aplicacion dada por f(z) = {fa(2)}a<x. Obviamente es continua, y es inyectiva,
pues si & # y son dos puntos de X, existe un a tal que z € X\ Z(fo), v € Z(fa),
luego fa(z) # fa(y), uego £(z) # F(y).

Vamos a probar que f : X — f[X] es un homeomorfismo, para lo cual
probaremos que f es cerrada. Sea C' C X un cerrado. Basta probar que
fIC] = f[C] N f[X]. Una inclusiéon es obvia y, si existe f(z) € f[C]\ f[C],
entonces x ¢ C, luego existe un « < k tal que x € X \ Z(f,), C C Z(f,), pero
entonces U = {y € [0,1]" | yo > 0} es un entorno de f(x) tal que UN f[C] = @,
contradiccion. n

Por otra parte, todo subespacio de un cubo de Tychonoff es completamente
regular (pues los cubos son compactos, luego normales). Esto nos da el teorema
siguiente: 10

Teorema 5.64 (AE) Si X es un espacio topoldgico, las afirmaciones siguien-
tes son equivalentes:

1. X es completamente regular.
2. X es homeomorfo a un subespacio de un cubo de Tychonoff.

3. X es homeomorfo a un subespacio de un espacio de Hausdorff compacto.

Los espacios de la forma 2% se llaman cubos de Cantor. Una ligera variante
del argumento que hemos empleado demuestra lo siguiente:

Teorema 5.65 St X es un espacio cerodimensional con una base infinita de
cardinal k, entonces X es homeomorfo a un subespacio del cubo 2%.

10E] axioma de eleccién se usa Gnicamente para asegurar que el espacio considerado tiene
una base con un cierto cardinal x bien ordenable.
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En la prueba del teorema 5.62 sélo tenemos que sustituir la base de coceros
por una base de abiertos cerrados, con los que las funciones f, se pueden tomar
con valores en 2.

He aqui una aplicacion de 5.63:

Teorema 5.66 (Teorema de metrizacion de Urysohn) Todo espacio regu-
lar con una base numerable es metrizable.

DEMOSTRACION: Un espacio con una base numerable es hereditariamente
de Lindeldf, luego si es regular, el teorema 5.47 nos da que es Tg, y 5.63 im-
plica entonces que es homeomorfo a un subespacio del cubo [0,1]¥, luego es
metrizable. n

En el apartado sobre pseudocompacidad de la seccién 9.1 damos dos condi-
ciones necesarias y suficientes para que un espacio regular sea metrizable. 297

5.6 Espacios fuertemente cerodimensionales

El concepto de separaciéon completa nos permite introducir una clase mas
especifica de espacios cerodimensionales:

Definicion 5.67 Un espacio topolégico X es fuertemente cerodimensional si es
completamente regular, no vacio y, cuando A, B C X son disjuntos y estéan
completamente separados, existe un abierto cerrado C' en X de manera que
AcC,BcX\C.

Teorema 5.68 Todo espacio fuertemente cerodimensional es cerodimensional
y todo espacio de Lindeldf cerodimensional es fuertemente cerodimensional.

DEMOSTRACION: Supongamos que X es fuertemente cerodimensional, y
tenemos que probar que los abiertos cerrados son una base de X. Sea p € U,
donde U es abierto en X. Como X es completamente regular, p y X \ U estan
completamente separados, luego existe un abierto cerrado C tal que p € C'y
X\UCX\C,esdecir,peCCU.

Supongamos ahora que X es cerodimensional de Lindelof. Basta probar que
todo par de cerrados disjuntos en X puede ser separado por un abierto cerrado.
Para cada = € X, podemos tomar un abierto cerrado C) tal que z € C, y
C,NA =@ obien C, N B = &. Los abiertos C, cubren X, luego podemos
tomar un subcubrimiento numerable {C,,}22, de abiertos cerrados, cada uno
de los cuales es disjunto de uno de los dos cerrados dados.

Los conjuntos U, = C,,\ |J Ci, son una particion de X en abiertos cerrados
m<n
disjuntos dos a dos, y cada uno de ellos sigue siendo disjunto de al menos uno

de los dos cerrados dados. El conjunto C = J{C), | ANC,, # @} cumple que
ACC,BcX\C. .

Notemos que el espacio del ejemplo A.13, es decir, un espacio regular cuyas
funciones continuas son todas constantes, no tiene conjuntos completamente
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separados y es conexo, luego seria trivialmente fuertemente cerodimensional si
no hubiéramos exigido la regularidad completa en la definicién.

El ejemplo A.39 muestra un espacio normal cerodimensional que no es fuer-
temente cerodimensional. Sin embargo, el teorema 12.16 prueba que en espacios
ordenados ambos conceptos son equivalentes. 456

Teorema 5.69 Todo espacio extremadamente disconexo reqular es fuertemente
cerodimensional.

DEMOSTRACION: Sea X un espacio extremadamente disconexo regular y
supongamos que x € U C X, donde U es abierto. Por la regularidad existe
otro abierto z € V. C V C X, de modo que V es abierto y cerrado, por lo que
podemos definir f : X — R que valga 0 en V y 1 en su complementario, y esto
prueba que X es completamente regular.

Supongamos que ahora A, B C X estan completamente separados, de modo
que existe una funcion f : X — [0,1] que vale 0 en A y 1 en B. Basta tomar

U= ffl[[O,l/Q[], que es abierto y cerradoy A C U, BC X\ U. "

Teorema 5.70 Todo espacio regular numerable es fuertemente cerodimensio-
nal.

DEMOSTRACION: Sea X regular y numerable. Veamos que es cerodimen-
sional. Si z € U, donde U es un abierto en X, por la regularidad existe una
funcion continua f : X — [0,1] tal que f(x) =1y f[X \ U] =0. Como f[X]
es numerable, existe un r € 0,1\ f[X], y X = f71[[0,7[] U f7![]r,1]] es una
particion de X en abiertos cerrados, y € f~! []T, 1]] C U, luego los abiertos
cerrados son una base de X.

Como X es un espacio de Lindeldf, el teorema anterior implica que es fuer-
temente cerodimensional. L]

En particular, todo espacio regular numerable es disconexo, pero la hipotesis
de regularidad es necesaria, como muestra el ejemplo A.11.

Puede probarse que un producto de espacios fuertemente cerodimensionales
no tiene por qué ser fuertemente cerodimensional, y que incluso un cero en un
espacio fuertemente cerodimensional no tiene por qué ser fuertemente cerodi-
mensional. No obstante, tenemos el resultado siguiente:

Teorema 5.71 Si X es fuertemente cerodimensional yY subset X es un subes-
pacio C*-sumergido no vacio, entonces Y es fuertemente cerodimensional. En
particular todo cerrado en un espacio normal fuertemente cerodimensional es
fuertemente cerodimensional.

DEMOSTRACION: Si A, B C Y son subconjuntos disjuntos completamente
separados, esto significa que existe una funcion continua f : Y — [0, 1] tal que
f[A] = {0}, f[B] = {1}. Por hipotesis f se extiende a una funcién continua en
X que separa completamente a A y B, luego existe un abierto cerrado C' en X
que separa a A y B, luego C' NY es un abierto cerrado en Y que separa a A
y B. L]
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5.7 Apéndice: Medidas de Borel

En la seccién 10.8 demostraremos que en todo grupo topolégico de Hausdorft
localmente compacto existen medidas invariantes por traslaciones izquierdas y
derechas, que son tnicas salvo producto por una constante si les exigimos una
condicion topologica de regularidad que vamos a estudiar aqui. El contenido de
este apéndice no tiene que ver directamente con axiomas de separacion, pero
vamos a necesitar algunos resultados sobre separacién —tanto aqui como en la
seccién 10.8— que impedian tratar este asunto antes. Remitimos a la seccién
B.3 para los resultados puramente conjuntistas sobre medidas.

Una medida razonable en un espacio topologico debe incluir entre sus con-
juntos medibles a los abiertos y los cerrados. Esto nos lleva necesariamente al
concepto de medida de Borel, que vamos a introducir a continuacion.

Definicién 5.72 Si X es un espacio topologico, la o-dlgebra de Borel de X es
la o-algebra generada por los subconjuntos abiertos de X.

Notemos que la o-algebra de Borel de un espacio topologico contiene también
a los subconjuntos cerrados, luego, si el espacio de de Hausdorff, en particular
contiene a los subespacios compactos.

Una medida de Borel en un espacio topolégico X es una medida definia sobre
la o-algebra de Borel de X.

Conviene observar un hecho elemental:

Teorema 5.73 Si f : X — Y es una aplicacion continua entre espacios topo-
l6gicos y B es un conjunto de Borel en Y, entonces f~1[B] es un conjunto de
Borel en X.

DEMOSTRACION: Sean Bx, B, las o-algebras de Borel de X e Y, respec-
tivamente y sea By = {B € By | f1[B] € Bx}. Es facil comprobar que se
trata de una o-algebra en Y y, como f es continua, contiene a los abiertos, luego
By C Bg. ]

Sea (X, A, 1) un espacio medida donde X es un espacio topologico y la o-
algebra A contiene a la o-algebra de Borel B de X. Diremos que la medida p
es reqular si cumple las propiedades siguientes:

1. Si K C X es compacto, entonces p(K) < 400,
2. Si A € A, entonces pu(A) =inf{u(U) | ACU C X, U abierto},
3. Si U C X es abierto, entonces u(U) = sup{u(K) | K C U, K compacto}.

La propiedad 2) se llama reqularidad exterior, y la propiedad 3) regulari-
dad interior. Notemos que sblo exigimos la regularidad interior para conjuntos
abiertos, pero podemos probar que en realidad se cumple algo mas fuerte:
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Teorema 5.74 Si (X, A, p) es una medida regular y A € A es un conjunto o-
finito (es decir, si es union numerable de conjuntos de medida finita), entonces

w(A) =sup{p(K) | K C A, K compacto}.

DEMOSTRACION: Supongamos en primer lugar que p(A4) < +o0o y sea € > 0.
Por la regularidad exterior existe un abierto tal que A C U y u(U) < p(A) + e.
Entonces (U \ A) < €, luego existe un abierto tal que U\N A CV y u(V) < e.
Por otra parte, la regularidad interior de U nos da un compacto Ky C U tal que
w(U) — e < u(Kp). Entonces K = Ko\ V C A es compacto y

H(K) = p(Ko) = p(V) > pu(U) = e — p(V) > p(4) - 2¢,
luego A cumple la formula de la regularidad interior.

En el caso general, A = |J A,, donde p(A,) < +o00. Podemos suponer que
n=0

w(A) = 400, en cuyo caso, f)ara cada numero real M > 0, existe un n tal que
w(Ay) > M, luego por la parte ya probada existe un compacto K C A,, C A
tal que pu(K) > M, lo que prueba en este caso la regularidad interior. "

En particular toda medida regular o-finita satisface la condicién de regula-
ridad interior para conjuntos medibles arbitrarios, no necesariamente abiertos.

En muchos casos de interés la regularidad de una medida de Borel no es
ninguna restriccion. Un primer resultado en esta direccion es el siguiente:

Teorema 5.75 Sty es una medida de Borel finita en un espacio perfectamente
normal X y A C X es un conjunto de Borel, entonces

w(A) = inf{pu(U) | A C U, abierto} = sup{u(C) | C C A, cerrado}.

DEMOSTRACION: Sea € el conjunto de todos los conjuntos de Borel A C X
que cumplen la conclusiéon. Es facil ver que € esta formado por los conjuntos de
Borel A tales que, para todo € > 0, existen conjuntos C' C A C U de modo que
C' es cerrado, U es abierto y u(U \ C) < ¢, y a partir de aqui es facil ver que C
es una o-algebra (la prueba se basa en las mismas ideas que la de B.15).

Basta probar que € contiene a los conjuntos abiertos. Ciertamente, todo
abierto A cumple la propiedad de regularidad exterior. Veamos que también

o0
cumple la version débil de la regularidad interior. Por hipédtesis A = |J C,,
n=0
donde cada C), es cerrado, y la sucesion se puede tomar creciente, con lo que
u(A) = lim u(Cy,), de donde se sigue inmediatamente que A € C. "
n

Teorema 5.76 Toda medida de Borel localmente finita (es decir, tal que todo
punto tiene un entorno de medida finita) en un espacio de Hausdorff localmente
compacto con una base numerable es reqular y o-finita.

DEMOSTRACION: Sea X un espacio de Hausdorff localmente compacto con
una base numerable y sea p una medida de Borel en X. Notemos que la condi-
cion de que p sea localmente finita equivale a que p es finita en los subconjuntos
compactos de X, que es una de las condiciones que exige la regularidad.
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Por otra parte, es claro que X es o-compacto, luego i es o-finita. Mas atn, si
o0
U C X es abierto, podemos expresar U = |J K, donde cada K, es compacto,
n—=
y la sucesion puede tomarse creciente. Entonces p(U) = lim p(K,), y de aqui
n
se sigue inmediatamente la regularidad interior.
o0
Para probar la regularidad exterior observamos que X = |J U,, donde los
n=0
conjuntos U,, forman una sucesion creciente de abiertos con clausura compacta,
luego de medida finita. El espacio X es de Hausdorff, localmente compacto
y tiene una base numerable, luego es completamente regular y, por 5.66 es
metrizable, luego es perfectamente normal y le podemos aplicar el teorema an-
terior, no a la medida i, que no es necesariamente finita, pero si a las medidas

pn(A) = un(AUU,). Entonces, si A C X es un conjunto de Borel y € > 0, para
cada n existe un abierto V;, tal que A C V,, v pn (Vi) < pn(A) + /271, Equi-
[e9)

valentemente, u(V,, NU,) < u(ANU,)+ /2" Llamando V = |J (V,, NU,),
n=0
tenemos que A C V' y

(v \ 4) < i::ou«Un NVa)\ A) < e.

Por lo tanto, u(V) < u(A) 4 € y tenemos la regularidad exterior. "

Si X es un espacio topologico y f: X — R, el soporte de f se define como

sopf = {z e X | J(@) £ 0.

Teorema 5.77 Si p es una medida de Borel en un espacio topoldgico X y es
finita en los compactos, entonces toda funcion continua f : X — R es medible
Y, si tiene soporte compacto, es integrable.

DEMOSTRACION: Obviamente si f es continua las antiimagenes de los abier-
tos son abiertas, luego conjuntos de Borel, y por lo tanto f es medible. Si K
es el soporte de f, entonces f estd acotada en K, luego por la propiedad 10 del
teorema B.34, es integrable. [

En el teorema B.39 construimos el producto de dos medidas o-finitas. En
espacios con bases numerables el producto de dos medidas de Borel o-finitas es
una medida de Borel, debido al teorema siguiente:

Teorema 5.78 Si X e Y son dos espacios topoldgicos con bases numerables,
entonces el producto de las o-dlgebras de Borel es la o-dlgebra de Borel del
producto.

DEMOSTRACION: SiU y V son conjuntos de Borel en X e Y respectivamente,
entonces U X Y es un conjunto de Borel en el producto, pues es la antiimagen
de U por la proyecciéon en X, que es continua, luego medible. Igualmente X x V'
es un conjunto de Borel, y también lo es U x V por ser la interseccion de ambos.
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De aqui se sigue que todos los productos A x B de conjuntos de Borel son
conjuntos de Borel, luego el producto Bx X By de las o-algebras de Borel esta
contenido en Bx«y. Reciprocamente, los productos de abiertos béasicos U x V
forman una base numerable de X X Y, luego todo abierto de X X Y es unién
numerable de estos abiertos bésicos, que estdn en Bx x By, luego todo abierto
de X XY estd en Bx X By, luego Bxxy C Bx X By. n

Sin la hipoétesis de o-finitud la situacién es més compleja porque si X e Y
son dos espacios topologicos (incluso localmente compactos), puede suceder que
Bx x By & Bxxy. En el caso de espacios localmente compactos es posible
definir un producto de medidas de Borel que sea una medida de Borel en el
producto, pero no vamos a entrar en ello. Nos limitaremos a demostrar un
resultado sobre cambio de orden de integracion que nos haré falta para demos-
trar la unicidad de las medidas de Haar en los grupos topologicos localmente
compactos:

Teorema 5.79 Sean X, Y espacios topoldgicos de Hausdorff localmente com-
pactos y sean i, v medidas de Borel requlares en X e Y, respectivamente. Sea
f: X XY — R una funcién continua de soporte compacto. Entonces

1. Las funciones f, : Y — R y f¥: X — R dadas por
faly) = Y (x) = f(z,y)

son continuas de soporte compacto.

2. Las funciones

e /Y fay) o), g /X f(@,y) du(z)

también son continuas de soporte compacto.

//fxydv ) dpu(z //fxydu 2) dv(y).

DEMOSTRACION: 1) Es claro que las funciones f, y f¥ son continuas. Sea K
el soporte de f y sean K3 y Kj sus proyecciones en X e Y, respectivamente, que
son compactas. Pero es inmediato que el soporte de f, esta contenido en K7 y
el de fY esta contenido en Ko, luego ambas funciones tienen soporte compacto.

2) Notemos que los integrandos son f, y f¥, respectivamente, que son fun-
ciones integrables por el apartado anterior. Sea zg € X y sea ¢ > 0. Para
cada yo € Ko, existen abiertos zg € Uy, C X, yo € V}, C Y tales que si
(x,y) € Uy, x V,, entonces |f(x,y) — f(xo,y0)| < €/2. Por compacidad K5 esta
cubierto por un nimero finito de abiertos V,,. Llamamos U a la interseccién
de los Uy, correspondientes, con lo que U es un entorno abierto de z( tal que si
z €U, y € Ky, entonces |f(z,y) — f(zo,y)| < e

En efecto, existird un yo del cubrimiento finito tal que y € V,,, con lo que

‘f(xay) _f Lo, )‘ < ‘f(l' y) f(1'07y0)| + |f(=750,y0) - f(any)l <€
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Por lo tanto, si x € U, tenemos que

‘/fmydu /fxo, dv(y ‘ /\fxy flxo,y)|dv(y) < ev(Ks).

Como ¢ es arbitrario, esto prueba la continuidad en zg de la primera funcién
integral. La prueba para la segunda es anédloga. Es inmediato que los soportes
estan contenidos en K7 y Ko, respectivamente, luego son compactos.

3) Sea e > 0y, como en el apartado anterior, para cada zy € K; tomamos una
entorno Uy, de x¢ tal que si z € U,,, y € K3 entonces |f(z,y) — f(zo,y)| < €.
Por compacidad existen x1,...,x, € K; cuyor entornos abiertos respectivos
Usys ..., Uy, cubren Kj.

Definimos inductivamente 4, = (K1 NU,,) \ U Ai C U,,, de modo que
j<i
los conjuntos A; son de Borel disjuntos dos a dos y K1 = A; U---U A,. Sea

g: X xY — R dada por

M:

g(x,y) = > xa, (@) f(xi,y).

i=1

Las funciones f y g se anulan fuera de K7 x Ko y |f(x,y) — g(x,y)| < €. Por lo
tanto,

[ i du) ) [ [ ot dute) doty >\<eu<Kl> (£K2),

‘//fxydv Jauta) = [ [ o) doty) duta)

pero las dos integrales de g son iguales a

(4)) /Y F () dv(y),

< E/.L(Kl) (KQ)

luego

2,) dp(z) dv(y //f 2, ) dv(y) dp(a)| < 2en(Ky)v(Ks).

Como € es arbitrario, las dos integrales son iguales. m

Con esto ya estamos en condiciones de estudiar las medidas de Haar. 364






Capitulo VI

Espacios polacos

Estudiamos ahora una clase de espacios topologicos que constituye uno de
los nexos méas importantes entre la topologia mas tradicional y la teoria de
conjuntos moderna. Se trata de los espacios completamente metrizables con una
base numerable, a los que Bourbaki dio el nombre de “espacios polacos”, como
homenaje al trabajo de los matematicos polacos como Kuratowski o Sierpiriski.

6.1 Ejemplos de espacios polacos
Ya hemos indicado lo que es un espacio polaco:

Definicién 6.1 Un espacio polaco es un espacio topolégico completamente me-
trizable con una base numerable.

Conviene destacar que no hemos definido un espacio polaco como un espacio
métrico completo, sino como un espacio topolégico completamente metrizable.
Esto hace que “ser un espacio polaco” sea una propiedad meramente topologica y
no métrica. Exigimos que la topologia esté inducida por una métrica completa,
pero si dos métricas completas inducen la misma topologia en un conjunto, no
tenemos dos, sino un mismo espacio polaco.

Por ejemplo, un subespacio de un espacio métrico completo es completo si
y solo si es cerrado, pero, por el teorema 9.31, un subespacio de un espacio
polaco es polaco si y solo si es un Gs (teniendo en cuenta ademés que todo
subespacio de un espacio con una base numerable tiene una base numerable).
El “truco” esta en que al hablar de subespacios de espacios métricos se entiende
que nos referimos a subespacios con la restriccion de la métrica, pero al hablar de
subespacios de espacios polacos solo se entiende que la topologia es la relativa,
pero no hay ningtan inconveniente en cambiar de métrica si es necesario.

Recogemos en un teorema la observaciéon que acabamos de hacer:
Teorema 6.2 Un subespacio de un espacio polaco es polaco si y sélo si es Gg.

175
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Por otra parte, los teoremas 9.26 y 2.31 implican que todo producto nume-
rable de espacios completamente metrizables es completamente metrizable, y
es claro que la base del producto obtenida a partir de bases numerables de los
factores es numerable. Por lo tanto:

Teorema 6.3 Todo producto numerable de espacios polacos es polaco.

Con esto ya podemos mostrar una amplia gama de ejemplos de espacios
polacos:

1. R™ es claramente un espacio polaco localmente compacto.
2. El intervalo unidad I = [0, 1] es un espacio polaco compacto.

3. w también es un espacio polaco, pues la topologia discreta es obviamente
completamente metrizable.

4. R\ Q es un espacio polaco, pues Q es claramente F, en R, luego su
complementario es G, y basta aplicar el teorema 6.2.

En cambio, Q no es un espacio polaco, pues claramente no es un espacio
de Baire (es de primera categoria), cuando todo espacio completamente
metrizable lo es.

5. El espacio de Baire N = “w es un espacio polaco, por el teorema 6.3.

6. El cubo de Cantor € = “2 también es un espacio polaco, por la misma
razon.

7. El cubo de Hilbert H = [0,1]* también es un espacio polaco, por la misma
razon.

A menudo usaremos el siguiente hecho elemental:

Teorema 6.4 Si X es un espacio con una base numerable, toda base de X
contiene una base numerable.

DEMOSTRACION: Sea B una base numerable de X y sea B’ una base arbi-
traria. Fijemos B € B y sea

Fp={UeB|VVeB(UCVCB)}.

Para cada U € Fp, elegimos un V € B’ tal que U C V C B, con lo que

formamos una familia numerable F5 C B’. Claramente B = |J V, luego
6= U JF% C B’ es una base numerable de X. VET n
BeB

Los tres ultimos ejemplos que hemos puesto de espacios polacos son mas
representativos de lo que en principio podria parecer. Por ejemplo, en el caso
del cubo de Hilbert, sucede que contiene a todos los demés espacios polacos:
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Teorema 6.5 Un espacio topoldgico X es polaco si y sdlo si es homeomorfo a
un Gg del cubo de Hilbert.

DEMOSTRACION: Todo espacio homeomorfo a un G§ de H es polaco por
el teorema 6.2. Reciprocamente, si X es un espacio polaco, por ser metrizable
es completamente regular, y el teorema 5.63 nos da que es homeomorfo a un
subespacio de Hl, necesariamente un G5 de nuevo por 6.2. L]

Una variante del mismo argumento prueba:

Teorema 6.6 Todo espacio de Hausdorff localmente compacto con una base
numerable es polaco.

DEMOSTRACION: Si X es un espacio de Hausdorff compacto y tiene una base
numerable, por 5.63 es homeomorfo a un subespacio (necesariamente cerrado)
de H, luego es completamente metrizable y, por consiguiente, polaco.

Si X es localmente compacto y tiene una base numerable, entonces por 6.4
tiene una base numerable formada por abiertos de clausura compacta, de donde
se sigue que la compactificacion de Alexandroff X°° también tiene una base
numerable, luego es polaco, por la parte ya probada, y X es abierto en X°,
luego también es polaco. m

Teorema 6.7 Si K es un espacio métrico compacto y X es un espacio polaco,
entonces el espacio C(K, X) de las funciones continuas de K en X es un espacio
polaco con la topologia de la convergencia uniforme.

DEMOSTRACION: Sabemos que C,, (K, X) es metrizable por 2.47. De hecho,
una distancia viene dada por

d(f’ g) = sup d(f(x),g(:z:)),

rzeK

y de hecho es completamente metrizable por 2.53. Falta probar que es separable.
Para cada m,n € w\ {0}, definimos

Crnn ={f € C(K,X) | Nay € K(d(z,y) < 1/m — d(f(z), f(y)) <1/n)}.

Cubriendo K con bolas de radio 1/m y tomando un subcubrimiento obtenemos
un conjunto finito K, = {xo,...,zx_1} C K tal que todo x € K dista menos
de 1/m de un punto de K,,. Por otro lado, para cada [ € w \ {0}, sea {U}};c.,
un cubrimiento de X por bolas de didmetro menor que 1/! (basta tomar todas
las bolas con centro en un subconjunto denso numerable).

Para cada s € Fw elijamos (si existe) una funciéon fs € Cp,, que cumpla
fs(zj) € Uij. Sea Dy ni C Chypn el conjunto de todas las f, asi elegidas y
formemos la union Dy, », = |J Di.n, (que es un conjunto numerable).

1

Vamos a probar que

Af € CrunNe >0V g € Dy n Az € Ky d(f(2),9()) < e.
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Dadas f y €, tomamos [ > 1/e y elegimos s € *w tal que fs(z;) € Uéi.
Entonces esta definida g = f; € Dy, pn, que también cumple g(z;) € Uéj, luego
d(f(zj),g9(x;)) <1/l <e.

Finalmente llamamos D = |J D, y vamos a probar que D es denso en
C(K, X). m.n

En efecto, dada f € C(K,X) y € > 0, tomamos n > 3/e. Como f es
uniformemente continua, existe un m tal que f € C,, ,, luego podemos tomar
g € Dy tal que Az € K,,, d(f(),9(x)) < €/3. Entonces, si p € K, existe
un z € K, tal que d(p,z) < 1/m, luego d(f(p), f(z)) < 1/n < €/3 y también
d(g(p),g(x)) < 1/n < ¢/3. Concluimos que d(f(p), g(p)) < e. .

6.2 FEl espacio de Baire

El espacio de Baire es N = “w, donde w tiene la topologia discreta y en N
consideramos la topologia producto. Observemos que, como una base de w la
forman los conjuntos {k}, con k € w, una base de N la forman los conjuntos

By ={z e N| z|, = s},

donde n € wy s € "w es una sucesiéon de n nimeros naturales. Notemos que
B; es abierto y cerrado, pues

N\ BS = U Bt
temw\{s}

es abierto. Es facil ver que una base de entornos abiertos de x € N es { B, }new-

Veamos ahora que el espacio de Baire N también tiene una “propiedad uni-
versal” andloga a la que hemos probado para el cubo de Hilbert. Para ello
introducimos el concepto siguiente:

Un esquema de Suslin en un conjunto X es una aplicacion A : w<¢ — PX.

La operacion de Suslin es la aplicacién S que a cada esquema de Suslin A
en X le asigna el conjunto

S = U N Alel) € X.
zeEN n€w
Si X es un espacio métrico, diremos que un esquema de Suslin A es abierto,
cerrado, etc. si lo son todos los conjuntos A(s). Diremos que A cumple la
condicion de los didmetros si para todo € N se cumple que

lim d(A(z]n)) = 0,

donde d denota al diametro de un conjunto y convenimos en que d(@) = 0. Si A
cumple esta condicion es claro que (| A(x|,) contiene como maximo un punto.
Definimos "

Z(A) ={z eN| ) Alz]n) # 2},

necw
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de modo que existe una tnica aplicacion ¢ : Z(A) — X tal que, para todo
x € Z(A),

N A(zfn) = {o(2)}-

new

Claramente, la imagen de ¢ es S(A). Veamos ademés que ¢ es continua.

En efecto: tomamos un abierto U C X y un z € ¢~ ![U]. Sea € > 0 tal
que Be(¢(x)) C U y sean € w tal que d(A(z|,)) < e. Entonces tenemos que
A(z]n) C Be(¢(x)) C U, luego = € By, C ¢~ '[U], ya que todo y € By, cumple
que ¢(y) € A(yln) = A(z],) C U. Esto prueba que ¢~1[U] es abierto, luego ¢
es continua.

Con esto podemos probar la relacién mas general entre el espacio de Baire
y los demas espacios polacos:

Teorema 6.8 Todo espacio polaco no vacio es imagen continua del espacio de
Bajre.

DEMOSTRACION: Sea X un espacio polaco no vacio. Veamos en primer lugar
que si U C X es un abierto no vacio, dado ¢ > 0, existen abiertos no vacios
{Un}new de didmetro < € tales que

U= U Up= U T..

new new

En efecto, sea D un subconjunto denso numerable de X y sea {Up}ncw
una enumeracion de las bolas abiertas By /,(d) tales que d € D, 1/n < ¢/2y

By/n(d) C U. Dado x € U, existe un n > 0 tal que 1/n < €, By/p(x) C U.

Existe un d € D N By a,(x). Entonces x € By/2,(d) y Byjan(d) C U. Por lo
tanto, By /2, (d) es uno de los abiertos U; y asi x est4 en la unién de todos ellos.

Con esto podemos construir recurrentemente un esquema de Suslin abierto
A tal que, para todo s € w™, los abiertos! {A(s™n)},e. son los que resultan de
aplicar el resultado que acabamos de probar al abierto A(s) con € = —1-. Esto

n+1-°
hace que el esquema A cumpla las propiedades siguientes:
1. A(o) =X.

2. d(A(s)) < 1/4(s) (donde £(s) representa la longitud de la sucesién s, es
decir, su dominio).

3. Si s Ct, entonces A(t) C A(s).

4. A(s)= |J A(s™n).

new

IRepresentamos por s™n la sucesién que resulta de prolongar la sucesiéon finita s con n
como ultimo término.
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Dado x € N, podemos tomar puntos p, € A(x|,). La condicion sobre los
diametros hace que la sucesion {p, }>2, sea de Cauchy en X, luego converge a

un punto p € (| A(zl,) = N Alz|n).

new new
La ultima igualdad se debe a la propiedad c): p € A(z|n41) C A(z|,), para
todo n € w. Esto prueba que la aplicacion

¢o:N— X

asociada al esquema de Suslin estid definida sobre todo N. Sabemos que es
continua. Falta probar que es suprayectiva, y esto es consecuencia de la propie-
dad 4). Dado p € X, tomamos so = &, de modo que A(sg) = X. Por 4) existe
un s1 D Sp tal que p € A(s1), y existe un so D s1 tal que p € A(sa) y, repitiendo
el proceso, obtenemos un = € N tal que p € () A(x|,), pero esto implica que
p = ¢(). e .

Una modificacion de la prueba del teorema anterior nos da un resultado mas
fino:

Teorema 6.9 Si X es un espacio polaco, existe un cerrado C C N y una bi-
yeccion continua f: C' — X.

DEMOSTRACION: Vamos a probar que si F' C X es un conjunto F, (es decir,
una unién numerable de cerrados) y € > 0, entonces F se descompone en uniéon
disjunta F' = |J F,, donde F,, es un F, de diametro < ey F,, C F.

new
En efecto, sea F' = |J C,,, donde cada C,, es cerrado. Por 6.4 sabemos
new
que X tiene una base numerable formada por bolas de didmetro < e. Las

correspondientes bolas cerradas también tienen didmetro < € y cubren todo el
espacio X. Sean {B,,}mew estas bolas cerradas. Entonces F = | (Cy, N Byy,),

n,m

donde cada conjunto C,,NB,, es un cerrado de didmetro < e. Equivalentemente,
podemos suponer que cada C,, tiene didmetro < e.

Llamemos G, = C,, \ |J Ck, de modo que F = |J G,, donde ahora la
k<n new
unién es disjunta y cada G, tiene didmetro < e. Ademés, G,, es la intersecciéon

de un cerrado y un abierto, pero en un espacio métrico todo abierto? es un

conjunto F,, luego G,, es también F,. Pongamos, pues, que G, = |J D7,
mew
donde cada Dy, es cerrado. Podemos suponer que D}, C Dy, ;. Nuevamente,

G, = U D} \ DI_,, con el convenio de que D", = &, y los conjuntos
mew

D \ D' _, son F,, disjuntos dos a dos (para todo m y n), de didmetro < € y

ademéas D \ DI* | C D C F. Basta definir {F),},e, como una ordenacién

de {D7, \ D7, 1 }monew-

Usando este hecho que acabamos de probar, construimos un esquema de
Suslin A con las caracteristicas siguientes:

2Notemos que todo cerrado C' en un espacio métrico M es un Gy, porque puede expresarse

como C = ({zeM|dzC)<1/n}.
n=1
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1. A(9) = X.
2. d(A(s)) < 1/£(s).

3. Si s Ct, entonces A(t) C A(s) y A(s) es un conjunto F (o).

4. A(s) = |J A(s™n), donde la union es disjunta.

new

Veamos que la aplicacion continua ¢ : Z(A) — X cumple lo pedido. La
suprayectividad se prueba igual que en el teorema anterior, como consecuencia
de la propiedad 4).

Ahora tenemos ademas que ¢ es inyectiva, pues si z,y € Z(A) son distintos
y n es el primer natural en el que difieren, de modo que z|,, = y|, = s, tenemos
que ¢(x) € A(s"x(n)), mientras que ¢(y) € A(s"y(n)), y ambos conjuntos son
disjuntos, luego ¢(z) # ¢(y).

Solo falta probar que Z(A) es cerrado. Ahora bien, si z € N\ Z(A), tenemos
que [ A(z|,) = @. Basta probar que existe un n € w tal que A(z|,) = &, pues

new
entonces x € By, C N\Z(A). En caso contrario, podriamos tomar p, € A(x|,),

y por las propiedades 2) y 3), la sucesion {p,}nc., es de Cauchy en X, luego
converge a un p € A(z|,41) C A(x|,) para todo n, luego p € (| A(z|,), lo que

new
equivale a que p = ¢(x), luego x € Z(A), contradiccion. =

Si el espacio polaco es cerodimensional, obtenemos un homeomorfismo:

Teorema 6.10 Todo espacio polaco cerodimensional es homeomorfo a un sub-
espacio cerrado de N.

DEMOSTRACION: Sea X un espacio polaco en las condiciones del enunciado.
Por 6.4 el espacio X tiene una base numerable formada por abiertos cerrados de
didmetro menor que €. En particular, dado un abierto U, podemos expresarlo
como unién

U= U U,
new
de abiertos cerrados de didmetro menor que e. Cambiando U, por U, \ | U;
podemos suponer que la unién es disjunta. i<n

Ahora construimos un esquema de Suslin en las mismas condiciones que el del
teorema anterior, con la tinica diferencia de que los conjuntos A(s) son abiertos
cerrados. La aplicacion ¢ : Z(A) — X sigue siendo biyectiva y continua, y
Z(A) sigue siendo cerrado, pero como ¢[Z(A) N Bs] = A(s), ahora tenemos
que las imégenes de los abiertos en Z(A) son abiertos en X, y asi ¢ es un
homeomorfismo. m

Para obtener un homeomorfismo definido sobre todo N nos falta imponer
una condicién que nos asegure que cada abierto de X se puede descomponer
en unién disjunta de una cantidad numerable de abiertos cerrados no vacios de
didmetro arbitrariamente pequeno:
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Teorema 6.11 (Alexandrov-Urysohn) Todo espacio polaco cerodimensional
no vacio cuyos compactos tengan todos interior vacio es homeomorfo al espacio
de Basire.

DEMOSTRACION: Notemos en primer lugar que N cumple la propiedad que
estamos exigiendo: Si K C N es compacto y tiene interior no vacio, contiene
un abierto basico Bj, que serd compacto porque también es cerrado. Ahora
bien, By no puede ser compacto, porque sus proyecciones en w tendrian que ser
compactas (en w con la topologia discreta), luego finitas, cuando en realidad
infinitas de ellas son infinitas.

Reciprocamente, si X es un espacio en las condiciones del enunciado y U
es un abierto cerrado no vacio, por hipdtesis no puede ser compacto, por lo
que tiene un cubrimiento del que no se puede extraer un subcubrimiento finito.
Cada abierto de dicho cubrimiento puede descomponerse en uniéon de abiertos
cerrados de diametro < e pertenecientes a una base numerable de X, y es claro
que estos abiertos cerrados determinan otro cubrimiento (pero ahora formado
por una cantidad numerable de abiertos cerrados U = |J U,,) del que tampoco
puede extraerse un subcubrimiento finito. new

Por lo tanto, al cambiar U,, por U,, \ |J U;, sigue sin ser posible obtener un
i<n

cubrimiento finito, luego, si eliminamos los U,, que puedan ser vacios, seguimos

teniendo una descomposicién en una cantidad numerable de abiertos cerrados

disjuntos dos a dos, y no vacios. Toda la prueba del teorema anterior es valida,

s6lo que ahora podemos asegurar que Z = N. L]

Como caso particular:
Teorema 6.12 N =R\ Q.

DEMOSTRACION: Ya hemos observado que R\ Q es un espacio polaco. Los
intervalos abiertos de extremos racionales son una base de R, luego sus inter-
secciones con R \ Q son una base de este espacio, pero es claro que dichas
intersecciones son abiertas y cerradas. Por consiguiente R \ Q es cerodimensio-
nal.

Finalmente, si un compacto K C R\ Q tuviera interior no vacio, podriamos
tomarlo abierto y cerrado, luego habria un intervalo I en R con extremos racio-
nales tal que I N (R \ Q) seria compacto, pero entonces tendria que ser cerrado
en R, y claramente no lo es. Ahora basta aplicar el teorema anterior. L]

En particular, en todas aquellas situaciones (relativamente frecuentes) en las
que los niimeros racionales resulten despreciables, el espacio N nos proporciona
una descripcion alternativa topolégicamente muy simple de “casi todo” R.

De la caracterizacion que hemos obtenido de R\ Q podemos obtener a su
vez una caracterizacion de Q como espacio métrico:

Teorema 6.13 (Sierpinski) Todo espacio métrico numerable, cerodimensio-
nal sin puntos aislados es homeomorfo a Q.
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DEMOSTRACION: Sea X un espacio en las condiciones del enunciado. La
condicién de que no tenga puntos aislados se traduce en que si U es un abierto
cerrado no trivial (es decir, distinto de @ y de X), entonces hay infinitos puntos
de X dentro de U e infinitos puntos de X fuera de U. Esto nos asegura que
cada abierto cerrado no trivial U se puede expresar como unioén disjunta de
una familia numerable de abiertos cerrados no vacios de didmetro menor que
cualquier e prefijado.

En efecto, sea U = {¢; }ic,- Tomamos un abierto cerrado Uy & U de diame-
tro < € y tal que gg € Uy, luego tomamos un abierto cerrado Uj, siempre de
didmetro < €, tal que @ # Uy C U \ Up y de modo que ¢; € Uy U U;. De este
modo llegamos a obtener una sucesion {U, }ne., de abiertos cerrados disjuntos
dos a dos, de didmetro < € y cuya unién contiene a todos los g, luego es igual
a todo U.

Asi podemos construir un esquema de Suslin A que nos proporciona un
homeomorfismo ¢ : Z — X. (por el mismo argumento que en 6.10). No
podemos probar que Z sea cerrado en N, ni mucho menos que sea todo N, porque
en los teoremas anteriores esta parte de la prueba se basaba en la completitud de
X. No obstante, podemos afirmar que Z es denso en N. En efecto, si tomamos
x € Ny un entorno bésico By, de n, sabemos que A(z|,) # @, y que, fijado
q € A(z|,), tiene una antiimagen y € Z que ha de cumplir y € By, , pues
o(y) € A(z|n) N A(yln), y estos abiertos son disjuntos salvo si x|, = yln.

Por consiguiente, tenemos que X es homeomorfo a un subconjunto denso
D c R\ Q. Naturalmente, D es numerable y, respecto al orden usual en R,
no puede tener maximo ni minimo elemento, ya que entonces habria ntimeros
irracionales mas alla de su maximo o su minimo que no estarian en su clausura
y, por el mismo motivo, ha de ser denso en si mismo, pues si existieran d; < ds
en D sin ningin punto de D entre ambos, un irracional d; < £ < ds no estaria
en la clausura de D.

Ahora basta aplicar [TC 2.39] para concluir que D y, por consiguiente X, es
homeomorfo a Q. -

Observacién El teorema anterior implica que Q? = Q, y trivialmente N2 = N
(ambos son el producto de w por si mismo una cantidad numerable de veces)
luego (R\ Q)2 = R\ Q. Por otra parte, es facil ver que R? % R. "

6.3 El espacio de Cantor

Estudiamos ahora el cubo de Cantor € = “2. Es un subespacio compacto
del espacio de Baire, que tiene por base los conjuntos (abiertos y cerrados)

B, ={z€C|z|, =s},
para cadan € wy cada s € "2.

Empezamos demostrando lo siguiente:
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Teorema 6.14 Si: C C C es cerrado, existe una retraccion f : € — C, es
decir, una aplicacion continua que restringida a C' es la identidad.

DEMOSTRACION: En la prueba del teorema 9.26 hemos visto que una dis-
tancia que induce la topologia de € es la dada por

> |517n - yn|
d(z,y) =Y o

n=0

pero es claro que la prueba vale igualmente si cambiamos el 2 por un 3, asi que
vamos a considerar como distancia en C la dada por

— |1'n B yn|
d(z,y) = Z T 3n

n=0

Siz € @, la funcion continua d(x, —) toma un valor minimo en el compacto C,
es decir, existe un y € C tal que la distancia d(x,y) es minima. Observemos
que y es Unico, pues si d(a:, y) = d(z, y’), tenemos que

y esto significa que un mismo ntmero real admite dos desarrollos decimales
distintos en base 3 formados por ceros y unos, lo cual es imposible (uno de los
dos desarrollos tiene que ser finalmente igual a 2).

Esto nos permite definir f : € — C como la aplicaciéon que a cada = € C
le asigna el tnico f(z) € C para el que la distancia d(z, f(z)) es minima.
Obviamente f|c es la identidad. Basta probar que f es continua, para lo cual
basta ver que, para todo n € w, si x|, = Y|, entonces f(x)|, = f(y)|n-

Supongamos que x|, = y|n, pero que f(z)|n # f(y)|n. Sea i < n el minimo
namero natural tal que f(z); # f(y);. Entonces i es también el minimo nimero
natural en el que difieren las series

Podemos suponer que |z; — f(x);| =0, |y; — f(y):| = 1. Entonces:

oo
Z\yn— <Z|yn— In +|$z‘—3{($>z‘|+n;1;

<3 = el gy g,

lo que contradice la minimalidad de f(y). "
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Con esto podemos probar:

Teorema 6.15 (Alexandroff-Hausdorff) Todo espacio métrico compacto es
imagen continua del espacio de Cantor.

DEMOSTRACION: En primer lugar observamos que por 9.25 existe una apli-
cacion continua y suprayectiva f : € — [0, 1], a saber, la dada por

f@) =3 a(n)2m L.

En segundo lugar, observamos que f permite definir una aplicacién continua
y suprayectiva €Y — H = [0,1]¥, y es facil ver que €“ es homeomorfo a C
(ambos son el producto de una cantidad numerable de copias de 2). Con esto
hemos probado que existe una aplicacién continua y suprayectiva ¢ : € — H.

En tercer lugar observamos que, por 4.44, todo espacio métrico compacto
X tiene una base numerable, luego es un espacio polaco, luego por 6.5 es ho-
meomorfo a un cerrado K del cubo de Hilbert H. Sea K’ = ¢~1[K] C C, que
es cerrado en C. Asf tenemos una aplicacion K/ — X continua y suprayec-
tiva que, compuesta con la retraccion dada por el teorema anterior, nos da una
aplicacién € — X continua y suprayectiva. [

Muchos resultados que hemos obtenido para el espacio de Baire pueden adap-
tarse a resultados andlogos para el espacio de Cantor sustituyendo los esquemas
de Suslin por esquemas de Hausdorff, que no son sino aplicaciones

A 25 — PX,

para un conjunto arbitrario X.

Todas las definiciones que hemos dado para esquemas de Suslin (como la
condicion de los didmetros, etc.) se adaptan de forma obvia a esquemas de
Hausdorff. En particular, cada esquema de Hausdorff con la condicién de los
didmetros en un espacio métrico X define una aplicaciéon continua ¢ : Z7 — X,
para cierto Z C C.

Conviene dar nombre a un requisito que nos va a aparecer a menudo en lo
que sigue:
Definicion 6.16 Un espacio topologico es perfecto si no tiene puntos aislados.

Claramente, R™, I, H, N o € son ejemplos de espacios polacos perfectos.

Teorema 6.17 (Brouwer) Todo espacio métrico compacto, perfecto y cerodi-
mensional es homeomorfo al espacio de Cantor.

DEMOSTRACION: Sea X un espacio en las condiciones indicadas. Recorde-
mos que todo espacio métrico compacto es completo. Si U es un abierto cerrado
no vacio de X, no puede contener un tnico punto (porque seria aislado), luego
podemos dividirlo en unién disjunta de dos abiertos cerrados no vacios. Cada
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uno de ellos podemos cubrirlo por abiertos cerrados de didmetro < € (para un e
prefijado) y, como ambos son compactos, podemos extraer un subcubrimiento
finito. Ordenando los abiertos, restando a cada uno los precedentes y elimi-
nando los vacios, podemos exigir que sean no vacios y disjuntos dos a dos, y el
hecho de que los abiertos del cubrimiento original estuvieran contenidos en uno
de dos abiertos disjuntos implica que el subcubrimiento al que hemos llegado ha
de contener al menos dos abiertos. En resumen:

Todo abierto cerrado no wvacio de X puede descomponerse en una
union finita de al menos dos abiertos cerrados disjuntos dos a dos
de didmetro menor que €.

Si cada descomposicién tuviera exactamente dos abiertos seria facil construir
a partir de aqui un esquema de Hausdorff sobre X. En el caso general hemos
de hacer algunos arreglos. Partimos de A(@) = X, luego descomponemos X en
abiertos cerrados X = Uy U---UU, de didmetro < 1 (con n > 2) y definimos

A0)= Uu., A= U,
A00) = U s, A1) = Uy,
=3

A0---0)= U,,  A0---01)= U,_1,

es decir, en cada ramificacién “desgajamos” un abierto de la unién hasta que
todos quedan separados. La figura muestra la estructura del esquema para el
caso de cuatro abiertos:

U, Us

000001

Us UU, Us
ocvn
U,uUsUUy Uy
0 1
X

A continuacion prolongamos este esquema descomponiendo cada uno de los
abiertos U; en abiertos cerrados de didmetro menor que 1/2. Procediendo de este
modo obtenemos un esquema de Hausdorff abierto y cerrado A con la condicion
de los diametros tal que:

1. A(o) =2.
2. Para cada s € 2<%, A(s) = A(sT0) U A(s71), A(sT0) N A(s71) = @.

Es inmediato que la aplicacién continua asociada a este esquema es un ho-
meomorfismo ¢ : € — X. n
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Observemos que si X es cualquier espacio topologico finito discreto con al
menos dos puntos, X* cumple las hipétesis del teorema anterior, luego es ho-
meomorfo a €. En particular, “2, “3, “4, ...son todos homeomorfos. Por eso
los tnicos espacios polacos que pueden obtenerse como productos de espacios
discretos son Ny C.

Soélo con la condicion de que el espacio no tenga puntos aislados conseguimos
una inmersion:

Teorema 6.18 Todo espacio polaco perfecto mo vacio contiene un subespacio
homeomorfo al espacio de Cantor.

DEMOSTRACION: Sea X un espacio polaco perfecto no vacio. Vamos a
definir un esquema de Hausdorff A en X con la condicion de los didmetros y
que ademas cumpla lo siguiente:

1. Cada A(s) es un cerrado de interior no vacio en X.
2. Para cada s € 2<%, se cumple que A(s70)N A(s71) = @.
3. Para cada s € 2<% y cada i € 2, se cumple que A(s7%) C A(s).

Estas condiciones aseguran que la aplicaciéon asociada ¢ es un homeomor-
fismo de € es un subespacio (necesariamente cerrado) de X. En efecto, si x € C,
tenemos una sucesion decreciente {A(z|y)}new de cerrados no vacios en X. Si
tomamos un punto p, en cada uno de ellos, la condicién de los didmetros ase-
gura que es de Cauchy, luego converge a un punto que ha de estar en [ A(z|,),
luego esta definido ¢(x). new

La propiedad 2) asegura que ¢ es una aplicacion inyectiva y, como C es
compacto, una aplicaciéon ¢ : € — X biyectiva y continua es un homeomorfismo
en la imagen.

Para construir el esquema partimos de cualquier cerrado de interior no va-
clo, por ejemplo A(@) = X y, supuesto definido A(s), tomamos dos puntos
distintos x, y en su interior (que existen, pues X no tiene puntos aislados) y
tomamos como A(s™0) y A(s™ 1) dos bolas cerradas disjuntas de centros x e
y contenidas en A(s) con el didmetro suficientemente pequeiio para garantizar
la condicién de los didmetros. m

El conjunto de Cantor Conviene destacar un caso particular del teorema
anterior. Para cada intervalo I = [a, b], definimos los subintervalos

Iy =[a,a+ (b—a)/3], ILi=[b—(b—a)/3,b].

Al aplicar sucesivamente este proceso de extraccion de dos subintervalos disjun-
tos a partir de uno dado partiendo de A(@) = I = [0, 1] formamos un esquema
de Hausdorff A en I cuyos primeros términos son:

A(0) =[0/3,1/3], A1) =[2/3,3/3],

A(00) = [0/9,1/9], A(01) = [2/9,3/9),
A(10) = [3/9,4/9], A(11) = [8/9,9/9).
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Claramente cumple los requisitos indicados en la prueba del teorema anterior,
luego a partir de él obtenemos una aplicacién ¢ : € — T que es un homeomor-
fismo en su imagen. Dicha imagen C' se conoce como el conjunto ternario de
Cantor.

Observemos que los subintervalos Iy e I; de un intervalo I que hemos conside-
rado en la construccion del esquema de Hausdorff coinciden con los subintervalos
Iy e I considerados al construir los desarrollos ternarios (b = 3) en la prueba
del teorema 9.25, por lo que A(0) = Iy, A(1) = Iz, A(00) = Iy, A(01) = Iy
y, en general, cada intervalo A(s) coincide con Is;, donde j : 2 — 3 es la
aplicacion dada por j(0) = 0, j(1) = 2. Es claro entonces que

{o(N)} = N Alfln) = N Lpj05 = {2(f 05},
n=0 n=0
donde ¢ : “3 — 1 es la aplicacién dada por 9.25 para b = 3. En otras palabras,
¢ es la composicion “2 — “3 N I, donde la primera aplicaciéon es f — f o j.

Esto significa que el conjunto de Cantor C' estda formado por los ntmeros
reales en I cuyo desarrollo en base 3 consta tinicamente de ceros y doses. Como es
homeomorfo al espacio de Cantor €, vemos que es un compacto cerodimensional.

Llamamos C, = |J A(s), de modo que C,, es un subconjunto cerrado
se2m

de T (es unién de un namero finito de cerrados disjuntos dos a dos), la sucesion

{Cp}new es decreciente y C = [ C,,. Los conjuntos C,, admiten una definiciéon

recurrente méas simple: new

Teorema 6.19 Se cumplen las relaciones:

1 2 1 1 2 1

DEMOSTRACION: Probamos primero las relaciones siguientes:
1 2 2 1
A0Ts)=-A A(17s)= -+ A(07s) = - + - A(s).
(07s) = 3A(s), (17s) = 3+ A(07s) = 5 + S A(s)

Vamos a probar la primera, pues el razonamiento para la segunda es com-
pletamente analogo. Teniendo en cuenta que A(0) = [0,1/3], A(1) = [2/3,1], es
inmediato comprobar que la igualdad se cumple cuando ¢(s) = 0. Si se cumple
cuando £(s) = n, tenemos que A(s) = [u,v] y A(07s) = [u/3,v/3]. Entonces

v—u

3

— 1 1
A(0TsT0) = [g, % + 2 9 u} =3 {u,uﬁ— ] = gA(sAO),

—~ vov—u v 1 v—u 1.,

luego la igualdad se cumple para todas las sucesiones de longitud n + 1.
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Ahora:

Cupr = U (A7 5)UA(1I7 ) = U FAS)U(F + 3A(9)) = 5CaU (G +5C) -
se2n se2n
Tomemos ahora z € C'. Entonces, para cada ntimero natural n, tenemos que
2 € Cpy1 = $C, U (2 4+ 1C,). En particular z € C1 = [0, 1] U [2,1], luego
si ¢ € [0, 1] necesariamente & € £C, para todo n, mientras que si z € [2,1]
necesariamente x € % + %C’n para todo n, luego
ze(N 3C)UNE+iC)=3:CU(Z+10).
new new
La inclusién contraria es méas sencilla. Por ejemplo, si z € % + %C , entonces
T € % + %Cn C Cp 41 para todo n, luego z € C. n

La relacién dada por el teorema anterior se interpreta como que C es la
union de dos cerrados (luego también abiertos) disjuntos: %C’ y % + %C, cada
uno de los cuales es homeomorfo a C' (pues el primero es una homotecia y el
segundo una homotecia seguida de una traslacion). Mas explicitamente, C' es la
unién de dos copias a escala de s{ mismo tres veces mas pequenas. Veamos una
consecuencia:

Teorema 6.20 Se cumple que C + C = [0, 2].

DEMOSTRACION: Probamos en primer lugar que C,, + C,, = [0, 2] para todo
n € w. Para Cy = [0, 1] es inmediato. Si vale para C,,, entonces

Cnt1+ Cnp1 = (3Ca U (3+3C0)) + (3Ca U (3 +3Cn))
(A + 10 UG + 2+ 10 U2 410, + 2 +10,)
= %[072] U (% + %[0’2]) + U(% + %[072]) = [0’ %] U [%a %} U [%72} = [032]

Es claro que C + C C [0,2]. Para probar la inclusiéon opuesta tomamos
a € [0,2]. Acabamos de probar que se puede expresar como a = x, + Y, con
T, Yn € Cp. Como I es un espacio métrico compacto, toda sucesion contiene una
subsucesion convergente, luego podemos tomar una subsucesion {z,, } conver-
gente a un cierto x € I, con lo que la subsucesion {y,, } converge necesariamente
a a — z, luego tenemos que a = = + y. Solo falta probar que x,y € C.

Ahora bien, fijado un m € w, tenemos que ng; > m para todo k suficien-
temente grande, luego x,, € C,, y, como Cy, es cerrado, resulta que x € C,,,
para todo m, luego = € C, e igualmente se argumenta con y. m

Ejemplo Vamos a usar el conjunto de Cantor para construir una aplicaciéon
f : T — T2 continua y suprayectiva.

Esto viene a decir que es posible “arrugar” un segmento de forma continua
hasta que cubra todo un cuadrado. El primer ejemplo de “curva” que llena
un cuadrado fue descubierto por Peano en 1890, y por eso las curvas de estas
caracteristicas se conocen como “curvas de Peano”.



190 Capitulo 6. Espacios polacos

Peano defini6 explicitamente la curva que lleva su nombre, mientras que aqui
vamos a dar una prueba muy simple no constructiva.

El teorema 6.15 nos da una aplicacion ¢ : € — [0, 1]? continua y suprayec-
tiva. Componiéndola con la inversa del homeomorfismo € — C en el conjunto
de Cantor C' C T obtenemos una aplicacién continua y suprayectiva f : C — I2.

Como C C [y el intervalo es normal, el teorema de Tietze nos da que C' esta
C*-sumergido en [0, 1], luego las dos funciones coordenadas de f se extienden
a todo el intervalo I, y al combinar ambas extensiones obtenemos una funcion
f : T — I? continua y suprayectiva. L]

El teorema siguiente implica que tener un subespacio homeomorfo a € es
equivalente a tener un subespacio homeomorfo a N:

Teorema 6.21 La aplicacion f: N — C dada por
flz)=0%7"170"m7170" 71 7 -

donde 0 representa una sucesion de x ceros, es un homeomorfismo en su ima-
J
gen, que es el conjunto de las sucesiones no finalmente constantes.

DEMOSTRACION: Obviamente, f es inyectiva y su imagen Cgy es la que dice
el enunciado. Una base de €y la forman los abiertos By N Gy, donde s € 2<%
termina en 1, y es claro que la antiimagen de uno de estos abiertos es de la
forma By, donde t € w<¥ es la sucesion que cuenta la longitud de cada bloque
de ceros consecutivos de s. Por lo tanto, f es continua. Similarmente, la imagen
de cada abierto basico B; es de la forma B, N Cy, donde s se define a partir de ¢
de forma analoga a f. Concluimos que f es un homeomorfismo en su imagen.

| |

Los teoremas 6.18 y 6.21 implican que todo espacio polaco perfecto no vacio
contiene un subespacio homeomorfo al espacio de Baire N. El teorema de Baire
nos permite demostrar un resultado mas fuerte:

Teorema 6.22 Todo espacio polaco perfecto no vacio contiene un subespacio
G5 denso homeomorfo a N.

DEMOSTRACION: Sea X un espacio polaco perfecto no vacio y sea { By, }new
una base numerable. En general, las fronteras de los abiertos son cerrados de
interior vacio, luego por el teorema de Baire |J 9B, tiene interior vacio. En

new
particular Y = X \ |J 9B, es un Gs denso en X. Los conjuntos B), = B, NY
new
forman una base de Y y claramente 0B] = @& (donde la frontera hay que

entenderla respecto de la topologia de Y'), luego los B, son abiertos y cerrados
en Y. Esto significa que Y es cerodimensional.

Sea D un subconjunto denso numerable en Y. Como X no tiene puntos
aislados, si d € D tenemos que {d} es un cerrado de interior vacio, luego, por el
teorema de Baire,

Z=Y\D=X\ (nLeraBn U dLGJD{d})
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es también un G§ denso en X, que sigue siendo cero-dimensional, pero con
la propiedad adicional de que todos sus compactos tienen interior vacio, pues
un compacto con interior no vacio contendria un abierto béasico K = B], \ D,
que seria cerrado en Z, luego compacto, luego cerrado en Y, pero entonces
B!\ K = B], N D seria abierto en Y (no vacio, porque D es denso), y esto
significaria que D tendria interior no vacio en Y, en contradiccién con el teorema
de Baire. Ahora basta aplicar el teorema 6.11 para concluir que el espacio Z es
homeomorfo a N. =

Teorema 6.23 (Cantor-Bendixson) Todo espacio polaco X se descompone
de forma dnica como X = PUN, conde P es un cerrado perfecto (tal vez vacio)
y N es un abierto numerable. Ademds la union es disjunta.

DEMOSTRACION: Diremos que un punto z € X es un punto de condensacion
si todos sus entornos abiertos son no numerables. En general, para cualquier
espacio topolégico X, representaremos por X* al conjunto de sus puntos de
condensacion. Evidentemente, X* es cerrado en X, pues si z € X \ X*, entonces
existe un abierto numerable U tal que x € U, y U C X \ X*.

En nuestro caso, tomamos P = X* y N = X \ P. Asi P es cerradoy N es
abierto. Ademas, si {Up, }new s una base numerable de X, es claro que N es la
union de los U, que son numerables, luego N es numerable. Falta probar que
P es perfecto. Si z € P fuera un punto aislado, existiria un abierto U tal que
U NP = {z}, pero entonces U \ {z} C N, luego U \ {x} seria numerable y U
también, lo que contradice a que x € P.

Supongamos ahora que X = P’ U N’ es otra descomposicion en las condicio-
nes del enunciado. Veamos en primer lugar que P’ C P. Esto se debe a que si
x € P’ y U es un entorno abierto en X, tenemos quex e UNP #@yUNP’
es un espacio polaco (es un Gs en X porque todo cerrado lo es) perfecto, pues
un punto aislado de U N P’ es también un punto aislado de P’. Por 6.18 resulta
que U N P’ contiene una copia del espacio de Cantor, luego es no numerable,
luego U también lo es y x € P'.

Por otra parte, si z € N’, como N’ es abierto numerable, resulta que x € N,
es decir, que N’ C N. Esto implica que P = P’ y esto a su vez que N = N'.

Hay que tener presente que cualquiera de los dos conjuntos P o N puede ser
vacio. Como consecuencia:

Teorema 6.24 Todo espacio polaco es numerable o tiene cardinal 2%°.

DEMOSTRACION: Teniendo en cuenta el teorema anterior, si un espacio po-
laco no tiene subconjuntos cerrados no vacios sin puntos aislados es numerable,
y en caso contrario tiene cardinal 2% por el teorema 6.18. Notemos que, en
general, el cardinal de un espacio polaco no puede ser mayor que 28° por el
teorema 6.5. m

Observemos que en [TC 2.53] probamos que el cardinal de R es 2% mos-
trando precisamente que contiene al conjunto de Cantor.
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6.4 Isomorfismos de Borel

Existen espacios polacos con caracteristicas topologicas muy diferentes. Por
ejemplo, R es conexo, mientras que N es cerodimensional, I es compacto, R es
localmente compacto y N no es localmente compacto, etc. Sin embargo, vamos
a ver que todos los espacios polacos no numerables tienen o-algebras de Borel
isomorfas o, dicho de otro modo, todos tienen “la misma’ o-algebra de Borel.
Para ello necesitamos algunos resultados previos.

Cambio de topologia Vamos a probar que la topologia de un espacio polaco
puede modificarse de modo que siga siendo un espacio polaco con los mismos
conjuntos de Borel, pero de modo que un conjunto de Borel prefijado pase a ser
abierto y cerrado. Empezamos con un hecho elemental:

Teorema 6.25 Sean X e Y dos espacios polacos disjuntos. Entonces X UY
admite una topologia de espacio polaco que restringida a cada uno de los dos
conjuntos es su topologia original y en la que ambos son abiertos y cerrados.

DEMOSTRACION: Fijemos métricas completas dx y dy en X y en Y. Pode-
mos suponer que ninguna de ellas toma valores mayores que 1. Basta definir la
distancia en X UY dada por

dy(l',y) si x,er,

dx(xz,y) siz,ye€ X,
d(z,y) =
2 en otro caso.

Es facil ver que d es ciertamente una distancia y que la unioén, con la topologia
inducida, cumple lo requerido. L]

Teorema 6.26 Sea X un espacio polaco y F C X un subespacio cerrado. En-
tonces existe una topologia en X, mds fina que la dada, con la que X es un
espacio polaco, sus conjuntos de Borel son los mismos y F' es abierto y cerrado.

DEMOSTRACION: Tanto F' como X \ F' son subconjuntos Gs, luego ambos
son espacios polacos. Llamemos X* al mismo conjunto X pero con la topologia
dada por el teorema anterior. Asi F' es abierto y cerrado en X*. Si U es abierto
en X, entonces UNF y UN (X \ F) son abiertos en F'y X \ F tanto para
la topologia inducida por X como para la de X* (pues son las mismas), luego
U={UNF)UUN(X\F))es abierto en X*, es decir, la topologia de X* es
mas fina que la de X. En particular, B(X) C B(X™).

Por altimo, si U es abierto en X*, entonces U= (UNF)UUN(X\F))y
los dos términos de la unién son conjuntos de Borel en X, luego U € B(X) y
esto implica que B(X*) C B(X). En definitiva, B(X*) = B(X). u

Teorema 6.27 Sea X un espacio polaco y B C X un conjunto de Borel. En-
tonces existe una topologia mdas fina en X con la que éste sigue siendo un espacio
polaco con los mismos conjuntos de Borel y en la que B es abierto y cerrado.
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DEMOSTRACION: Sea B el conjunto de todos los conjuntos B C X que
cumplen el teorema. Por el teorema anterior contiene a los cerrados, y también
a los abiertos pues, méas en general, es claro que B es cerrado para complementos.

Vamos a probar que B es cerrado para intersecciones numerables, con lo
que serd una o-algebra y tendremos que B(X) C B y asi el teorema quedard
demostrado.

Sea {A; }new una sucesion en B y sea A = [ A,. Llamemos X,, al mismo
new
conjunto X con una topologia en las condiciones del enunciado para A,. El

producto P = [ X, es también un espacio polaco. Sea j : X — P la
necw
aplicacion diagonal, es decir, la dada por j(z) = {z}ney-

Notemos que j[X] es cerrado en P, pues si z € P\ j[X], existen indices 4, j
tales que x; # x; y existen abiertos U;, U; en X tales que z; € U;, x; € Uj,
U; NU; = @. En principio U; y U; son abiertos en la topologia original de
X, pero también lo son en X; y en X; porque sus topologias son mas finas.
Entonces = € p; '[U;] N pj_l[Uj] y este conjunto es un abierto en P disjunto
de j[X].

Sea X* el conjunto X con la topologia que tiene por abiertos las antiimagenes
por j de los abiertos de P, es decir, la topologia que hace a X* homeomorfo a
j[X] cuando en éste consideramos la topologia inducida desde P. Como j[X] es
cerrado en un espacio polaco, j[X] es un espacio polaco, y X* también.

Observemos ahora que una base de P la forman las intersecciones finitas de
abiertos p; '[U;], donde U, es abierto en X;, luego una base de j[X] la forman
las intersecciones finitas de abiertos p; '[U;] N j[X], luego una base de X* la
forman las intersecciones finitas de los abiertos j~[p; ! [U;] N j[X]] = U;.

En particular, todo abierto de X es abierto en cualquier X;, luego es abierto
en X*. Esto significa que la topologia de X* es mas fina que la de X y, por
consiguiente, B(X) C B(X*). Por otra parte, los abiertos bésicos de X* son
conjuntos de Borel de X, luego B(X™*) C B(X) y tenemos la igualdad.

Finalmente, cada A; es abierto y cerrado en X, luego es abierto y cerrado
en X*, luego A es cerrado en X*. EI teorema anterior nos permite refinar
aun mas la topologia de X* para obtener un nuevo espacio polaco X** en las
condiciones del enunciado y en el que A es abierto y cerrado. m

En sus intentos de demostrar o refutar la hipotesis del continuo, Cantor
investig6 la cardinalidad de subconjuntos “sencillos”. Probé que todo abierto
no vacio en R tiene el cardinal del continuo (es inmediato) y el teorema de
Cantor-Bendixon le permiti6é concluir que todo cerrado es numerable o tiene el
cardinal del continuo, es decir, que ningiin subconjunto abierto o cerrado de R
puede refutar la hipotesis del continuo. El teorema siguiente muestra que un
hipotético contraejemplo a la hipodtesis del continuo tiene que ser mucho més
complicado que un abierto o un cerrado, pues, de hecho, ningin conjunto de
Borel puede servir:

Teorema 6.28 (Alexandroff) Todo conjunto de Borel no numerable en un
espacio polaco contiene un subconjunto perfecto y, por tanto, tiene cardinal c.
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DEMOSTRACION: Sea X un espacio polaco y B un subconjunto de Borel
no numerable. Sea X* el propio X con otra topologia més fina en la que B es
abierto y cerrado. En particular B* (es decir, el conjunto B con la topologia
relativa inducida por X*) es un espacio polaco no numerable. Por el teorema
de Cantor-Bendixson 6.23 y 6.18 sabemos que existe un homeomorfismo en la
imagen f : € — B*. Ahora bien, la topologia de B* es mas fina que la de
B, luego f sigue siendo una biyeccion continua como aplicacion f : € — By,
como € es compacto, f es un homeomorfismo en su imagen. "

Isomorfismos de Borel Pasamos ya a demostrar que todos los espacios po-
lacos del mismo cardinal tienen la misma o-algebra de Borel. Para el caso de
espacios numerables es inmediato, pues claramente B(X) = PX, luego las al-
gebras de dos espacios son isomorfas si y s6lo si ambos son finitos del mismo
cardinal o ambos son infinitos numerables. S6lo hemos de analizar el caso no
numerable. Conviene introducir algunos conceptos:

Definicion 6.29 Una biyeccion f : X — Y entre dos espacios polacos es un
isomorfismo de Borel si la aplicacion F : B(Y) — B(X) dada por F(A) =
F7[A] es biyectiva (y, por consiguiente, un isomorfismo de o-algebras).

Teorema 6.30 FExiste un isomorfismo de Borel entre el espacio de Cantor C y
el intervalo unidad 1.

DEMOSTRACION: Sea C' el conjunto de las sucesiones x € € que son final-
mente constantes y sea f: €\ C' — I la aplicacién dada por

x(n)2 "L

fz) =

i

Sabemos que f es inyectiva (pues los Gnicos nameros reales que admiten dos
desarrollos binarios distintos son los que admiten desarrollos finalmente cons-
tantes). Mas atn, f es un homeomorfismo en su imagen, pues si una sucesion
en I converge a r € ¢[C\ C], la sucesion de sus antiimagenes tiene que tener una
subsucesion convergente a una sucesion x € € que es un desarrollo binario de r,
luego = € C\ C es la tnica antiimagen de r por f, luego todas las subsucesiones
convergentes de la sucesion de antiimagenes convergen al mismo limite x, luego
se trata de una sucesion convergente a x.

Si llamamos G = f[€\ C] y C' =1\ G, tenemos que C’ C Q, luego C’ es
numerable, y C' también lo es, luego existe una biyeccion g : C' — C’. Asi pues,
[ v g determinan entre ambas una biyeccion h : € — [0,1] tal que hle\¢ = f
y hlc = g. Observemos ademéas que, al ser numerables, C'y C’ son conjuntos
de Borel.

Asi, si B € B(I), tenemos que BN G € B[G] y BNC" € B[C’'], luego
f71BNG] e B(€\ ) (porque f es continua) y g~ '[B N C’'] € B(C) (porque
es numerable). Ahora bien, B(C\ C’) C B(€) y B(C) C B(C) (porque todo
abierto en €\ C es la interseccion con €\ C de un abierto en C, luego esta
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en B(C), luego toda la o-algebra generada por los abiertos esta en B(C)). Por
consiguiente, h~![B] = f{BNG]Ug BN ('] € B(C).

Exactamente igual se prueba que si B € B(C€) entonces h[B] € B([0,1]),
luego h es un isomorfismo de Borel. n

Teorema 6.31 Si X es un espacio polaco, existe un conjunto B € B(C) y un
isomorfismo de Borel f: X — B.

DEMOSTRACION: Veamos en primer lugar que el isomorfismo de Borel del
teorema anterior induce un isomorfismo de Borel h : € — H.

En efecto, si h es la aplicacion definida de forma natural (coordenada a
coordenada) y A € C¥ es abierto, entonces

A= Uo X "'Un—l X 2w\n7
para ciertos abiertos U; en €. Sea B; € B(I) tal que h=1[B;] = U;. Por lo tanto
B =By X - X Bp_1 x[0,1]°\" € B(H)

(porque es la interseccion de los n conjuntos de Borel p;*[B;]) vy claramente

h=1[B] = A.

Asi pues, B’ = {h~![B] | B € B(H)} es una o-algebra en € que contiene a
los abiertos, luego B(C¥) C B, es decir, que todo B € B(C¥) se expresa en la
forma h~![B’'], para cierto B’ € B(H), que necesariamente es h[B]. En defini-
tiva, hemos probado que si B € B(C¥), entonces h[B] € B(H), e igualmente se
prueba la implicacién inversa.

Como €¥ es homeomorfo a € (y un homeomorfismo es un isomorfismo de
Borel), componiendo obtenemos un isomorfismo de Borel ¢ : H — C.

Por el teorema 6.5 existe un conjunto de Borel A € B(H) y un homeomor-
fismo g : X — A (notemos que, como X es polaco, A también lo es, luego es
Gs en H). Sea B = i[A] € B(C). Claramente, i se restringe a un isomorfismo
de Borel i|4 : A — B, con lo que al componer obtenemos un isomorfismo de
Borel f: X — B. m

Por otra parte, si X es un espacio polaco no numerable, existe un homeomor-
fismo de € en un subespacio C' de X, que, en particular, es un isomorfismo de
Borel g : € — C. Ahora so6lo necesitamos la adaptacion siguiente del teorema
de Cantor-Bernstein:

Teorema 6.32 Sean X e Y espacios polacos y f : X — Y, g: Y — X iso-
morfismos de Borel en sus imdgenes respectivas (es decir, f es un isomorfismo
de Borel f : X — f[X] € B(Y), y andlogamente con g). Entonces existe un
isomorfismo de Borel entre X eY .

DEMOSTRACION: Definimos F': B(X) — B(X) mediante

F(A) = X\ g[Y \ fIA]l.
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Se comprueba inmediatamente que si A C B entonces F(A) C F(B). Defi-
nimos Xy = X, X,,4+1 = F(X,). Se cumple que X,,11 C X,,, pues obviamente
X1 C X y basta aplicar la monotonia de F. Definimos Xo, = [ X,, € B(X).
Se comprueba a partir de la definicién de F' que new

F(Xoo)= ) F(Xn) = ] Xn+1 = Xeo.
new new

Esto significa que X \ Xoo = g[Y \ f[X]]. Por lo tanto, tenemos dos
isomorfismos de Borel

f‘Xoo Xoo_>f[Xoc]v g|Y\f[Xoo] Y\f[Xoo]_>X\Xoo
que se combinan para formar un isomorfismo de Borel A : X — Y. L]

Asi ya podemos concluir:

Teorema 6.33 Dados dos espacios polacos X e Y, existe un isomorfismo de
Borel f: X —Y siy solo si X eY tienen el mismo cardinal.

DEMOSTRACION: La condicion es obviamente necesaria. Antes de la defi-
nicién 6.29 hemos razonado el caso de espacios numerables. Sélo falta probar
que si X es un espacio polaco no numerable existe un isomorfismo de Borel
f: € — X, pero los teoremas 6.18 y 6.23 prueban que existe una aplicaciéon
continua f : € — X que es un homeomorfismo en la imagen y, en particular,
un isomorfismo de Borel en la imagen, y el teorema 6.31 prueba que existe un
isomorfismo de Borel en la imagen g : X — €. El teorema anterior nos da
entonces la conclusion. n

En particular, todos los espacios polacos no numerables tienen la misma
o-algebra de Borel.

Vamos a necesitar el refinamiento siguiente del teorema anterior:

Teorema 6.34 Sean X e Y dos espacios polacos, B € B(X) y B’ € B(Y).
Eziste un isomorfismo de Borel f : X — Y tal que f[B] = B’ si y solo si
|B| = [B'| y [ X\ B| =Y\ B.

DEMOSTRACION: La condicién es obviamente necesaria. Sean X* e Y* los
mismos espacios X e Y con topologias en las que B y B’ sean abiertos cerrados,
segtn el teorema 6.27. Por el teorema anterior, existen isomorfismos de Borel
B — B'y X\ B— Y\ B’, que claramente pueden combinarse para formar
un isomorfismo de Borel f que cumple el teorema. L]

Medidas Vamos a probar que, cuando en dos espacios polacos tenemos defi-
nidas medidas, es posible encontrar un isomorfismo de Borel entre ambos que
transforme una medida en otra, supuesto que las medidas cumplan unas condi-
ciones obviamente necesarias. Antes vamos a probar que toda medida de Borel
o-finita en un espacio polaco es regular. El teorema 5.76 lo prueba en el caso
de espacios localmente compactos con una base numerable, pero vamos a ver
que, sin més que exigir que la medida sea o-finita, lo mismo vale para espacios
polacos arbitrarios:
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Teorema 6.35 Sea X un espacio polaco y p una medida de Borel finita en X .
Entonces, para cada conjunto pu-medible> A C X se cumple que

u(A) =sup{u(K) | K C A es compacto}.

DEMOSTRACION: Por el teorema 5.75, la medida de A puede aproximarse
por la de un cerrado, luego basta aproximar la de este cerrado por la de un
compacto. Equivalentemente, podemos suponer que A es cerrado. Entonces A
es ¢l mismo un espacio polaco. Si u(A) = 0 no hay nada que probar y, en caso
contrario, restringiendo la medida a B(A), podemos suponer que A = X. Asi
pues, hay que probar que

w(X) =sup{u(K) | K C X es compacto}.

Para cada n € w, la familia de bolas abiertas de radio 27" forma una base
de X, luego por 6.4 podemos extraer una subbase numerable. Sean {B!'};c.
las bolas cerradas correspondientes. Como

u( U B?) = u(X),

i<k

podemos tomar un k,, € w tal que ,u(X\ U Bf) <¢€/2"tL. Sea
i<ky,

K= U B

new i<k,

Entonces K es cerrado, luego es un espacio métrico completo, y es precompacto,
pues, dado € > 0 tomamos un n tal que 27" < € y K puede cubrirse por las
bolas abiertas de radio € y centros en los centros de las bolas cerradas B. Por
lo tanto K es compacto. Ademas,

p(X) = p(K) = p(X\K) < 5 p(X\ U BY) <e

new i<kn n
Lla hipotesis de finitud puede suprimirse:

Teorema 6.36 Toda medida de Borel o-finita p en un espacio polaco X es
reqular, es decir, para todo conjunto p-medible A, se cumple que

w(A) = sup{u(F) | K C A es compacto} = inf{u(U) | A C U es abierto}.

DEMOSTRACION: Tenemos el teorema probado para el caso de medidas fi-
nitas. (Notemos que 5.74 garantiza la regularidad interior para conjuntos de
Borel arbitrarios.) Como p es o-finita, existen conjuntos p-medibles {4, }new
con pu(A,) < +ooy X = |J A,. Uniendo cada A, a los precedentes podemos

new
suponer que la sucesion es creciente, y eliminando los términos nulos si los hay,

3Por conjuntos p-medibles nos referimos a los conjuntos medibles respecto de la complecion
de p, en el sentido del teorema B.15.
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podemos suponer que p(Ay,) > 0 para todo n. Si M, es la o-algebra de los
conjuntos p-medibles, definimos p’ : M, — [0, 1] mediante

, ANA,) 1
4= S

new

y es facil ver que p/ es una medida de Borel finita en X con los mismos conjuntos
medibles y nulos. Dado un conjunto p-medible A, tenemos que A = |J (4, N A)
y la unién es creciente, luego new

p1(A) = sup p(A, N A).

new

Si se cumple p(A) < +oo, fijamos 0 < € < 1 y tomamos un ng € w tal que
H(A) — (AN Ay,y) < €/2; 81 u(A) = +oo, fijamos N € w y tomamos ng € w tal
que (AN Ay)>N+1.

Por el teorema anterior aplicado a la medida p’ existe un compacto K C A

tal que
€

W(A) - (K) <

H(Ano)2n0+2 .
Esto implica, en particular, que
wWANA,,) —n(KNA,,) 1 - €
1(An,) 2rotl " p(Ay,)2m0t2’

luego p(ANA,,) — p(KNA,,) < e€/2. En el caso en que A tiene medida finita,
de aqui deducimos que p(A) — p(K N Ay,,) < €, luego también pu(A) — u(K) < e.
En el caso de medida infinita queda que p(K) > u(K N A,,) > N, luego en
ambos casos se cumple la primera igualdad del enunciado.

La segunda es trivial si u(A) = 400, y en caso contrario se razona andloga-
mente a como acabamos de hacer. "

Como consecuencia tenemos que los conjuntos de medida positiva han de
tener cardinal grande:

Teorema 6.37 Sea X un espacio polaco y p una medida de Borel o-finita en X
respecto a la que los puntos tengan medida nula. Si un conjunto p-medible A
cumple que (A) > 0, entonces |A| = 2%,

DEMOSTRACION: Tenemos que A contiene un cerrado F' de medida positiva,
luego F' no puede ser numerable, luego por 6.28 tiene cardinal 2%° y A también.
u

Vamos a necesitar el hecho siguiente:

Teorema 6.38 El conjunto ternario de Cantor C C 1 es nulo para la medida
de Lebesgue.
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DEMOSTRACION: El conjunto ternario de Cantor es de la forma

C=N U Als)

nEw se2n

donde cada A(s) es un intervalo cerrado de longitud 37!*). Por lo tanto,

mC)< Y 3= (3)"

se2m

para todo n € w, luego m(C) = 0. ]

Definicién 6.39 Diremos que una medida es continua si respecto a ella los
puntos tienen medida nula.

Ahora ya podemos probar:

Teorema 6.40 Sea X un espacio polaco y p una medida de Borel continua y
unitaria en X. Entonces existe un isomorfismo de Borel f : X — 1 tal que,
para todo A € M,,, u(A) = m(f[A]), donde m es la medida de Lebesgue.

DEMOSTRACION: Para que X pueda tener una medida no nula tiene que
ser no numerable, luego por el teorema 6.33 tenemos que existe un isomorfismo
de Borel g : X — 1. Podemos definir una medida de Borel en I mediante
@' (B) = u(g~t[B]). Se cumple entonces que si A € B(X), u(A) = p'(g[A]).
De hecho, lo mismo vale para A € M, pues en tal caso A = B U N, donde
N C C € B(X) y C es nulo. Por lo tanto, g[A] = ¢g[B] U g[N] con g[B] € B(I)
y g[N] C g[C] € B(I) y 1/(g9[C]) = 0. Esto prueba que g[A] € M,/ y

w'(glA]) = 1/ (g[B]) = w(B) = pu(A).

Es claro entonces que basta demostrar el teorema para la medida p' o, lo
que es lo mismo, podemos suponer que X =1I.

Sea g : I — T la funcién dada por g(x) = wu([0,z]). Claramente g es
continua, mondtona creciente y g(0) =0, g(1) = 1.

Definimos ahora otra medida de Borel en I mediante m(B) = u(g~!'[B]). La
hemos llamado m porque, como vemos a continuacion, es la medida de Lebesgue.
En efecto,

m([0,z]) = u(g~ [0, 2]) = u([0,9]) = g(y) = =,

donde y es el maximo del intervalo cerrado g~![z]. De aqui se sigue a su vez
que m([z,y]) = y — x, y esto caracteriza a la medida de Lebesgue.

Atn no tenemos probado el teorema porque la aplicacion g no tiene por qué
ser biyectiva, luego no es un isomorfismo de Borel. Para arreglarlo observamos
que, para cada z € [0, 1], como ya hemos observado, g~![x] es un intervalo que
puede reducirse a un punto. De hecho, el conjunto N formado por los puntos
x € [0,1] tales que g~![z] contiene mas de un punto ha de ser numerable, pues
los intervalos seran disjuntos dos a dos, y cada uno de ellos tendré que contener
un nimero racional distinto.
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Llamemos M = g~ '[N]. Asf, la aplicacion g se restringe a un homeomorfismo
g: I\ M — T\ N. Sea C el conjunto ternario de Cantor y Q = C' \ N, que es
no numerable y nulo para la medida de Lebesgue. Sea P = ¢~1[Q] C I\ M, que
cumple p(P) = u(g7[Q]) = m(Q) = 0. Restringiendo atin mas g, obtenemos
un homeomorfismo
g: I\ (PUM) — T\ (QUN).

Notemos que si A C I\ (P U M) es un conjunto de Borel, entonces g[A]
es un conjunto de Borel (porque g es un homeomorfismo en este dominio) y

g glA]] = A, luego m(g[A]) = pu(A).

Por otra parte, P U M y Q U N son conjuntos de Borel no numerables,
y sus complementarios respectivos también son no numerables (pues g es una
biyeccion entre ellos y el del segundo es (I\ C') U N, donde T\ C es abierto,
luego no numerable). El teorema 6.34 nos da un isomorfismo de Borel de I en
s{ mismo que se restringe a un isomorfismo de Borel h : PUM — Q U N.
Combinando g y h obtenemos un isomorfismo de Borel f : I — I que cumple
el enunciado para subconjuntos de Borel A C I'\ (P U M) (porque g tiene esta
propiedad) y también para A C P U M (porque en tal caso A es nulo para p
y su imagen por f es nula para m). De aqui se sigue inmediatamente que f
cumple el teorema para todo conjunto de Borel, y de aqui a su vez se sigue sin
dificultad que se cumple para todo conjunto medible. L]

Asi pues, no solo es posible encontrar un isomorfismo de Borel que transforme
los conjuntos de Borel de un espacio dado en otro, sino que es posible hacerlo
de modo que transforme cualquier medida de Borel dada (unitaria y continua)
en cualquier otra.

6.5 La propiedad de Baire

En cualquier espacio polaco no numerable X existen medidas de Borel* con-
tinuas y unitarias u. Cualquiera de estas medidas tiene un comportamiento
analogo al de la medida de Lebesgue en I o I" y, entre otras cosas, nos permite
distinguir entre conjuntos “muy pequenios” (los de medida 0), “muy grandes” (los
de medida 1) y “no muy pequefios” (los de medida positiva). Si llamamos

I ={A € PX | u(X) =0},

nos estamos refiriendo a los conjuntos que cumplen A € I,,, X\ A € I, y
A ¢ I, respectivamente.

Ahora bien, los espacios polacos son espacios de Baire, por lo que pode-
mos hacer una distincién anédloga en términos estrictamente topologicos, con-
siderando en lugar de I, el conjunto I. de los subconjuntos de X de primera
categoria.

4Como es habitual, entendemos que g es la complecién de una medida de Borel, de modo
que la o-algebra de los conjuntos medibles es mayor que la o-algebra de Borel.
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Sucede que muchos resultados no cuantitativos sobre teoria de la medida
(es decir, en los que no es relevante la medida concreta de ningin conjunto,
més alla de si es nulo 0 no y que no involucren integrales en su enunciado)
tienen un analogo en términos de categoria y viceversa. De hecho, algunos de
los resultados sobre categoria que vamos a presentar aqui fueron conjeturados
precisamente por su analogia con resultados conocidos de la teoria de la medida.

A la hora de poner de manifiesto esa analogia (se suele decir “dualidad”)
entre medida y categoria nos encontramos con un primer obstaculo, y es que al
considerar una medida en un espacio X no consideramos todos los subconjuntos
de X, sino Ginicamente los del algebra M, de conjuntos medibles y, en principio,
no tenemos algo analogo para la categoria.

Si nos fijamos bien en lo que queremos imitar, cuando un conjunto A C X es
medible, por regularidad existen conjuntos K, C A C U, donde K, es cerrado
(compacto, de hecho) y U, es abierto, de modo que u(K,) > u(A) — 1/n,
w(Uy) < p(A) + 1/n. Formando la unién de los K, y la interseccion de los U,
obtenemos lo siguiente:

Sea i una medida de Borel unitaria y continua en un espacio polaco
X. Si AC X, entonces A es un conjunto medible si y sdlo si existen

conjuntos F C A C G, de modo que F es F,, G es Gs y u(G\F') = 0.

Podriamos haber escrito u(F) = p(A) = pu(G), pero entonces el enunciado
seria cuantitativo (en él intervendrian las medidas de los conjuntos), mientras
que asi es cualitativo (s6lo estamos diciendo que G\ F' € I,,).

Hemos probado una implicacién, pero la otra es también sencilla: si existen
Fy G, entonces A\F C G\ F, luego A\ F es medible (es nulo, por la completitud
de ) y F' es medible por ser de Borel, luego A = FU(A\ F') también es medible.

Asi pues, los conjuntos medibles se caracterizan por ser los que se diferencian
en un conjunto nulo tanto de un conjunto F, como de un conjunto Gs. En
particular, esto vale para los conjuntos de Borel: todo conjunto de Borel en X
es “casi” un F, y “casi” un Gs en el sentido de que puede convertirse en tal
anadiéndole o quitdndole un conjunto nulo adecuado.

En particular, vemos asi que la o-dlgebra de los conjuntos medibles sea la
menor o-dlgebra que contiene tanto a la o-algebra de Borel como al conjunto
I, de los conjuntos nulos.

En el caso de la categoria, el algebra correspondiente tiene una definicion
maés simple:

Definicion 6.41 Un subconjunto A de un espacio polaco X tiene la propiedad
de Baire si existe un abierto U en X tal que AAU = (A\U)U (U \ A) es de
primera categoria. Llamaremos Ba(X) al conjunto de todos los subconjuntos
de X con la propiedad de Baire.

La operacion AAU = (A\U)U U\ A) = (AuU)\ (ANU) se llama
diferencia simétrica de conjuntos, y una comprobacion rutinaria muestra que,
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si X es cualquier conjunto, entonces PX se convierte en un anillo conmutativo
y unitario con la suma dada por la diferencia simétrica y el producto dado por
la, interseccién.® Se cumple ademéas que 0 =@, 1 =X y —A = A.

Por ejemplo, teniendo esto en cuenta, es inmediato que AAU = P € I,
es equivalente a® A = U A P. En cualquier caso la idea subyacente es que A
tiene la propiedad de Baire si puede obtenerse de un abierto U anadiéndole un
conjunto de primera categoria (A \ U) y quitandole otro (U \ A).

Para seguir la prueba del teorema siguiente resulta ttil observar ademas que
I. es un ideal de PX. En efecto, si A, B € I., entonces A—B=AAB C AUB,
luego A—Bel.,yA-B=ANBel..

Teorema 6.42 Si X es un espacio polaco, Ba(X) es una o-dlgebra que contiene
a todos los conjuntos de Borel y a todos los conjuntos de primera categoria.

DEMOSTRACION: Obviamente, todo abierto A tiene la propiedad de Baire
(pues AA A = &) y lo mismo le sucede a todo conjunto de primera categoria
(pues A A= A).

Si U es abierto, entonces (X \U) A (X \U) = U\ U = 9U es un cerrado de
interior vacio, luego de primera categoria. Esto prueba que X \ U € Ba(X).

Si A € Ba(X) es arbitrario y U es un abierto tal que A AU € I, es inmediato
que

(X\NAAX\U)=AAU=P€l.

y hemos visto que o
(X\U) = (X\T) A,
luego
X\A=(X\U)AP=(X\U)AOUAP,
luego o
(X\AA(X\U)=0UAP €I,

por lo que X \ A € Ba(X).
Por ltimo, si {A4,}ne, es una familia de conjuntos en Ba(X), entonces
existen abiertos U, tales que A, AU, € I., luego

(U An>A(U Un> c U A AU €L,

new

luego |J A, € Ba(X).

new
Esto prueba que Ba(X) es una o-algebra y, como contiene a los abiertos,
contiene a todos los conjuntos de Borel. L]

Nota Si consideramos la medida de Lebesgue en [0, 1], no es cierto que para
todo conjunto de Borel A exista un abierto U tal que A AU € I,,,. Ni siquiera
es cierto cuando A es cerrado.

5En [TC 7.4] probamos esto en el contexto mas general de las dlgebras de Boole.
6Con el lenguaje usual de la teoria de anillos, estamos pasando de A+U = Pa A = —U+P.
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En efecto, sea {g,}new una enumeracion de Q N [0,1] y, para cada n € w,
llamemos I,, a un intervalo abierto de centro ¢, y didmetro —o sea, medida—
menor que 1/2"*2. Llamemos V a la unién de los intervalos I,, y consideremos
el cerrado A = [0,1]\ V. Tenemos que V es denso en [0,1] y m(V) < 1/2, luego
A tiene interior vacio en [0,1] y m(A) > 1/2. Esto implica que no existe ningin
abierto U en [0, 1] tal que U A A sea nulo, pues esto implicaria que el abierto
U \ A seria nulo, pero un abierto s6lo puede ser nulo si es vacio, luego U C A,
pero A tiene interior vacio, luego U = &, luego A = @ A A es nulo, y esto es
falso.

Si intentamos adaptar la prueba del teorema anterior, lo que nos lo impide
es que hemos usado que OU es de primera categoria, pero no es cierto en general
que la frontera de un abierto tenga medida nula. Por ejemplo, en la construccion
precedente, tenemos que 9V = [0, 1]. ]

Otro ejemplo que muestra que la analogia entre medida y categoria no es
perfecta es el teorema siguiente, donde las inclusiones estéan invertidas respecto
al caso de la medida:

Teorema 6.43 Si X es un espacio polaco, un conjunto B C X tiene la propie-
dad de Baire si y solo si existen conjuntos G C B C F tales que G es G5 y F
es Fy, y ademds F'\ G es de primera categoria.

DEMOSTRACION: Si P es un conjunto diseminado (estda contenido en un
cerrado de interior vacio), entonces su clausura es un cerrado de interior vacio,
luego es de primera categoria. Un conjunto de primera categoria es unién nu-
merable de conjuntos diseminados, luego estd contenido en un F,, de primera
categoria (la uniéon de las clausuras de los diseminados).

Un conjunto con la propiedad de Baire es de la forma B = AA P, donde A
es abierto y P es de primera categoria. Si F' es un F, de primera categoria que
contenga a P, tenemos que

B=AAP=(A\F)U(AN(F\P)U(P\ A),

donde el primer conjunto es un Gy y los otros dos son de primera categoria. En
definitiva, hemos encontrado un G C B tal que G es G5 y B\ G es de primera
categoria. Igualmente X \ B contiene un G5 en estas condiciones, luego B C F,
para un cierto F, F' tal que F'\ B es de primera categoria.

Reciprocamente, en las condiciones del enunciado, B\ G C F\G € I, luego
B\ G € Ba(X), y G € Ba(X) porque es un conjunto de Borel. Por consiguiente,
B=GU(B\G) € Ba(X). n

Consideremos la version cualitativa siguiente del teorema de Fubini B.41
(basta aplicarlo a la funcion f = xa):

Teorema 6.44 (Fubini) Sean X, Y dos espacios polacos dotados de dos me-
didas de Borel o-finitas p y v, respectivamente, y sea A C X XY un conjunto
medible respecto de pu X v. Entonces:
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1. El conjunto Ay = {y € Y | (z,y) € A} es medible para todo x € X salvo
un conjunto nulo.

2. A es nulo si y sélo si A, es nulo para todo x € X salvo un conjunto nulo.

Sucede que tiene un perfecto analogo para la categoria, lo cual es especial-
mente sorprendente, porque no se conoce ninguna demostracién del teorema
anterior que no involucre integrales:

Teorema 6.45 (Kuratowski-Ulam) Sean X, Y dos espacios polacos y sea
A C X XY un conjunto con la propiedad de Baire. Entonces:

1. El conjunto Ay, = {y € Y | (x,y) € A} tiene la propiedad de Baire para
todo x € X salvo un conjunto de primera categoria.

2. A es de primera categoria si y sélo si A, es de primera categoria para todo
x € X salvo un conjunto de primera categoria.

DEMOSTRACION: Veamos en primer lugar que si A es diseminado, enton-
ces A, es diseminado para “casi todo” x € X.

En efecto, como A también es diseminado y A, C A,, no perdemos genera-
lidad si suponemos que A es cerrado (con interior vacio). Sea U = (X xY)\ A4,
que es un abierto denso. Basta probar que U, es denso para casi todo z € X.
Sea {V,,}new una base de Y formada por abiertos no vacios. Entonces U, =
mx[U N (X x V,,)] es abierto en X, y es denso, pues si G C X es un abierto
no vacio, U N (G x V,,) # &, luego U,, # @. El conjunto E = [\ U, tiene

new
complementario de primera categoria, y si € F entonces U, N'V,, # & para

todo n, luego U, es denso.

De aqui se sigue inmediatamente la implicacion = de 2). Por otra parte,
tenemos que A = U A C, donde U es abierto y C' es de primera categoria, pero
entonces A, = U, A C,, donde U, es abierto y C,, es de primera categoria para
casi todo = € X, luego A, tiene la propiedad de Baire para casi todo z € X.
Esto prueba 1).

Por dltimo, si A, es de primera categoria para casi todo z € X pero A no
es de primera categoria, entonces A = U A C, con U abierto y C' de primera
categoria, y U no puede ser vacio, luego contiene un abierto basico G x H C U
no vacio. Como G es de segunda categoria, existe x € G tal que A, y C, son
de primera categoria. Entonces

H\C,CcU,\C, CU,ANC, = A,

luego el abierto no vacio H es de primera categoria, lo cual es absurdo. =

El teorema siguiente muestra que la medida y la categoria son en realidad se
contradicen necesariamente a la hora de clasificar determinados conjuntos como
“grandes” o “pequenos”:
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Teorema 6.46 Si i es una medida de Borel o-finita y continua en un espacio
polaco X, se puede descomponer X = AUB con ANB = @&, de modo que A sea
un congunto nulo (respecto a la medida prefijada) y B sea de primera categoria.

DEMOSTRACION: Sea D un subconjunto denso numerable en X. Como
u(D) = 0 (por ser numerable), tenemos que para cada n € w \ {0} existe un
abierto A,, tal que D C A, y u(A,) < 1/n. Como D C A,, resulta que 4, es
un abierto denso, luego, llamando

A= N A, B=X\4= U X\A,,
new\{0} new\{0}

tenemos que B es de primera categoria (es union de cerrados de interior vacio)
y u(A) < u(A,) < 1/n para todo n, luego A es nulo. "

El teorema siguiente marca otra diferencia entre la medida y la categoria:

Teorema 6.47 Una aplicacion f : X — Y entre espacios polacos es medible
Baire (es decir, las antiimdgenes por f de los abiertos de Y tienen la propiedad
de Buaire) si y sélo si existe FF C X de primera categoria tal que la restriccion
flx\r : X\ F — Y es continua.

DEMOSTRACION: Sea {U,, },ec. una base numerable de Y. Entonces f~1[U,,]
tiene la propiedad de Baire, luego existe un abierto V,, C X tal que f~1[U,]AV,
es de primera categoria. Por lo tanto, existe un F, de interior vacio F), tal
que fHU,)AV, C F,. Asi F = |JF, es también un F, de interior vacio y

n

JTHURI\F =V, \ F, luego f|x\r es continua.

Reciprocamente, si f|X\F : X\ F — Y es continua y F es de primera
categoria, para todo abierto U C Y existe un abierto V' C X de manera que
f|)_(1\F[U] = V \ F. Claramente entonces V \ F C f~1[U] € V UF, luego
llamando

Q=(F\V)NfHUDU(FNV)\ fHU]) C F,

tenemos que f~ U] = VAQ, por lo que tiene la propiedad de Baire. m

Si consideramos en X una medida de Borel continua y unitaria y una aplica-
cion f : X — Y es medible, no es necesariamente cierto que exista un conjunto
nulo N tal que f|x\n : X \ N — Y sea continua.

En efecto, fijada una base numerable {U, }ne., de X, construimos una su-
cesion {Cp,}ne, de cerrados de interior vacio disjuntos dos a dos tales que
CQn U 02n+1 C Un-

Esto es posible, pues, supuestos definidos los cerrados Cy,...,Cs,_1, la
union C* = Cy U --- U Cy,—1 es también cerrada de interior vacio, luego el
abierto U, \ C* es no vacio, contiene dos abiertos disjuntos no vacios y por el
teorema 6.46 cada uno de ellos contiene un cerrado de interior vacio de medida
positiva, lo que nos da los conjuntos Cs,, y Ca,41 que cumplen lo requerido.
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Sea F'= |J (4, y consideremos la funcion caracteristica f = x X —R
new
Como F' es medible, se comprueba trivialmente que la antiimagen de todo

subconjunto de R es medible. Sin embargo, si N C X es un conjunto nulo,
la restriccion f|x\ny — R no es continua en ningtn punto z € X \ N, pues
si f(z) =iy U es cualquier abierto en R tal que i € U, 1 — i ¢ U, entonces
zef -1 [U], pero este conjunto no es un entorno de x, ya que en tal caso existirfa
un n tal que z € U, \ N C f~YU], es decir, f[U, \ N] = {i}, pero Ca,, y Cap11
tienen medida positiva, luego existe z; € Copy; \ N C U, y f(z;) = j, para
7 = 0,1, contradiccién. L]

En cambio:

Teorema 6.48 (Lusin) Si f : X — Y es una aplicacion entre espacios po-
lacos y en X fijamos una medida de Borel o-finita y continua, entonces f es
medible (en el sentido de que las antiimdgenes de los abiertos de' Y son medibles
en X ) st y solo si para todo € > 0 existe un conjunto medible A C X tal que
wA) <ey flx\a: X\ A—Y es continua.

DEMOSTRACION: Sea {U, }ncw una base numerable de Y. Si f es medible,
en la pagina 201 hemos visto que existen abiertos V,, y cerrados F,, tales que

F, C YU, C V,, w(Vy \ F) < e/27T1

Entonces A = |J (V,, \ Fy,) cumple que p(A) < ey

new
f|;(1\A[Un] :fil[Un]\A:Fn\A: Vn\Av

luego la antiimagen es abierta y cerrada en X \ A, por lo que la restriccion es
continua.

Reciprocamente, si f cumple la propiedad indicada, sea A, C X medible
con p(Ay,) < 1/ny de modo que f, = f|x\a, sea continua. Sea A = []A,,

n
que es un conjunto nulo. Si U C Y es abierto, existe un abierto V,, C X tal que
U] =V, \ A,,. Entonces

fHUIN A = g(f‘l[U] \ An) =U S U],

n

luego

f_l[U} = (f_l[U] N E) U U(Vn \An)

n

es un conjunto medible (porque el primer término de la derecha es nulo). =



Capitulo VII

Compactificaciones

Observemos que el teorema 5.64 implica que los espacios completamente re-
gulares son exactamente los espacios que pueden sumergirse densamente en un
espacio de Hausdorff compacto, lo que nos lleva a un concepto de “compactifi-
cacién” analogo al concepto que ya conocemos de “complecién” de un espacio
uniforme, pero con la diferencia de que las compactificaciones no son tnicas en
general. En algunos resultados necesitaremos el concepto de pseudocompacidad
estudiado en la seccion 4.6. 127

En este capitulo usaremos el axioma de eleccion sin senalarlo explicitamente.

7.1 Comparacion de compactificaciones

Definicion 7.1 Una compactificacion de un espacio topologico X es un par
(K,i), donde K es un espacio de Hausdorff compacto e i : X — K es un
homeomorfismo en su imagen tal que K = i[X]. Dos compactificaciones (K1)
y (K',i") de un mismo espacio X son equivalentes si existe un homeomorfismo
que hace conmutativo el diagrama

f /

K——K
X

El teorema 5.64 implica que un espacio topologico X admite una compacti-
ficacion si y so6lo si es completamente regular (pues si es completamente regular,
lo sumergimos en un cubo de Tychonoff y tomamos la clausura de su imagen,
con lo que obtenemos una compactificacion).

También es obvio que si X es compacto, toda compactificacion de X es un
homeomorfismo ¢ : X — K y es equivalente a la identidad 7 : X — X.

207
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Como ya hemos senalado, en general un espacio completamente regular ad-
mite muchas compactificaciones no equivalentes, pero podemos establecer una
relacion de orden entre ellas:

Si (K,i) y (K',i") son dos compactificaciones de un mismo espacio X, dire-
mos que (K';i') < (K,1) si existe una aplicacion continua y suprayectiva que
haga conmutativo el diagrama

K—1 K

%

X

Es obvio que (K,i) < (K,1i), asi como que si (K,i) < (K',#') < (K”,i")
entonces (K,i) < (K”,i"). Ademaés:

Teorema 7.2 Dos compactificaciones (K,i), (K',i') de un espacio X son equi-
valentes si y sdlo si (K1) < (K',i') y (K',i') < (K,1).

DEMOSTRACION: Una implicacion es inmediata. Si existen f: K — K’y
/' K’ — K continuas y suprayectivas tales que io f = i’, i’ o f' = i, entonces
iofof' =i of =i luego f o f' es la identidad en i[X], que es denso en K,
luego 1.37 nos da que f o f es la identidad, e igualmente f’ o f es la identidad,
luego f v f' son biyectivas y f' = f~!, luego f es un homeomorfismo y las
compactificaciones son equivalentes. L]

A partir de aqui identificaremos a cada espacio X con su imagen i[X] en
cualquiera de sus compactificaciones, de modo que consideraremos que X C K
y que i es la inclusion. El espacio K \ X se llama resto de la compactificacion.

Por ejemplo, en estos términos, dos compactificaciones K y K’ de un espa-
cio X son equivalentes si existe un homeomorfismo f : K — K’ que restringido
a X es la identidad, y K’ < K si existe una aplicacion continua f : K — K’
que restringida a X es la identidad (la aplicacién sera necesariamente supra-
yectiva, dado que f[K] tiene que ser cerrado en K’ y a la vez denso, porque
contiene a X).

En estas circunstancias, es ttil observar que f[K \ X] = K’ \ X, es decir,
que cualquier aplicacién entre compactificaciones hace corresponder los restos.
Esto se deduce del teorema siguiente:

Teorema 7.3 Sea f: X — Y wuna aplicacion continua, donde X es un espacio
de Hausdorff y sea D C X denso tal que f|p : D — f[D] sea un homeomor-
fismo. Entonces f[X \ D] N f[D] = .

DEMOSTRACION: Supongamos que z € X \ D cumple que f(z) € f[D]. No
perdemos generalidad si suponemos que X = DU {z} y que Y = f[D]. Sea
f(z) = f(d), con d € D. Sean x € U, d € V entornos disjuntos. Entonces
fID\ V] = f|p[D\ V] es cerrado en Y = f[D], luego f~[f[D\V]]=D\V es
cerrado en X, luego X = D = (D\V)UV = (D\V)UV, pero z ¢ V, luego
x ¢ X, contradiccion. .
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Como consecuencia:

Teorema 7.4 Si [ : K — K’ es una aplicacion continua entre dos compacti-

ficaciones de X tal que f|x es la identidad, entonces f[K\ X] =K'\ X.

DEMOSTRACION: Claramente f es suprayectiva, pues su imagen es cerrada
(por compacidad) y densa (porque contiene a X), y el teorema anterior nos da
que f[K\ X] C K"\ X, luego para que f sea suprayectiva tiene que darse la
igualdad. m

En 4.22 introdujimos la compactificacién de Alexandroff X°°, que esta defi-
nida para todo espacio localmente compacto no compacto X (en realidad esta
definida para cualquier espacio topologico X, pero s6lo es una compactifica-
cion de X en el sentido que hemos establecido aqui cuando éste es localmente
compacto no compacto) y cuyo resto se reduce a un punto. He aqui algunas
propiedades generales de las compactificaciones de los espacios localmente com-
pactos:

Teorema 7.5 Si X es un espacio completamente regular, las afirmaciones si-
guientes son equivalentes:

1. X es localmente compacto.
2. X es abierto en todas sus compactificaciones.
3. X es abierto en alguna de sus compactificaciones.

DEMOSTRACION: 1) = 2) Si X es localmente compacto y K es una compac-
tificacion de X, el teorema 4.26 nos da que X = U N C, donde U es abierto y
C es cerrado en K, pero como X es denso en K, necesariamente C' = K, luego
X = U es abierto en K.

2) = 3) es trivial y 3) = 1) se debe a que todo abierto en un espacio de
Hausdorff compacto es localmente compacto. m

En particular, vemos que s6lo los espacios localmente compactos pueden ad-
mitir compactificaciones cuyo resto se reduzca a un punto, o incluso a un nimero
finito de puntos, pues los subconjuntos finitos de los espacios de Hausdorff son
finitos. Notemos que, por ejemplo, [0, 1] es una compactificacion de |0, 1] cuyo
resto consta de dos puntos.

Veamos ahora que X es la menor compactificaciéon de un espacio local-
mente compacto respecto de la comparaciéon de compactificaciones que hemos
introducido:

Teorema 7.6 Si K es una compactificacion de un espacio localmente com-
pacto X, entonces X*° < K.

DEMOSTRACION: Basta observar que la aplicaciéon f : K — X*° dada por

r sizéeX,
f(‘”){oo size K\ X
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es continua, pues si U es un abierto en X, entonces, o bien U C X es abierto
en X, luego f~1[U] = U también es abierto en K, pues X es abierto en K
por el teorema anterior, o bien co € U, con lo que X \ U es compacto, luego
K\ f7[U] = X \ U es compacto, luego f~1[U] también es abierto en K. =

Maés aun:

Teorema 7.7 Si un espacio topolégico no compacto X tiene una compactifica-
cion minima Kq, en el sentido de que cualquier otra compactificacion cumple
Ky < K, entonces X es localmente compacto y Kq es equivalente a X°°.

DEMOSTRACION: Vamos a probar que Ky \ X consta de un tnico punto, lo
cual ya implica que X es localmente compacto y, como X y K son ambas
compactificaciones minimas, tienen que ser equivalentes.

Supongamos que existen dos puntos distintos p;, ps € Ky \ X. Entonces
X1 = Ko\ {p1,p2} es un espacio localmente compacto y la compactificacion de
Alexandroff X{° es también una compactificaciéon de X. Por hipotesis existe
[+ Xt° — Ky continua y suprayectiva que restringida a X es la identidad.
Como X es denso en X7, también f|x, es la identidad, luego, considerada como
aplicacion entre compactificaciones de X, el teorema 7.4 nos permite concluir
que f[{oo}] = {p1,p2}, lo cual es absurdo. n

Aunque no todo espacio completamente regular admite una compactificacion
minima, ahora vamos a probar que si que admite una compactificacién maxima.
Para ello probaremos un resultado general:

Teorema 7.8 Sea X un espacio topoldgico, sea D C X un subconjunto denso
y sea f: D — K una aplicacion continua en un espacio de Hausdorff com-
pacto K. Las afirmaciones siguientes son equivalentes:

1. f admite una extension continua f: X — K.

2. Si A, B C K son cerrados disjuntos, entonces f~1[A] N f~1[B] = .

3. Si A, B C K son ceros disjuntos, entonces f~1[A]N f~1[B] = @.

DEMOSTRACION: 1) = 2) Si f : X — K es continua y extiende a f,
entonces f~1[A] C f~1[A], f~1[B] C f~![B], y claramente f [A]Nf~1[B] = @.

2) = 3) es trivial. Para probar 3) = 1) aplicaremos el teorema 1.59. Para
cada x € X consideramos la base de filtro

B, ={DNU|U es un entorno de z}

convergente a x. Como K es compacto, el filtro f[B,] tiene un punto adherente
y € () B. Vamos a probar que es tinico.

Bef[B.]

Supongamos que la interseccion contiene dos puntos y; # yo. Como K es
normal, existen abiertos y; € V; tales que V,NVy = @ y, mas atin, existen ceros
disjuntos Z; tales que V; C Z;. Por 2), f~1[Z1] N f~1[Zs] = @, luego z no esta
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en al menos uno de estos dos cerrados. Supongamos sin pérdida de generalidad

que z ¢ f~1[Z1]. Entonces U = X \ f~1[Z1] es un entorno de z, luego existe
un A € B, tal que A C U, luego f[A] € f[B.], luego y; € f[A] y, como Z; es
un entorno de yi, tiene que ser Z; N f[A] # @, luego f~1[Z1] N A # @, luego
Y21 NU # @, contradiccion.

Asf pues, existe una tnica funcion f: X — K tal que para todo x € X se
cumple que f[B,] converge a f(z). Como f es continua, es claro que f extiende
a f,y el teorema 1.59 implica que f es continua. m

Como primera aplicaciéon obtenemos un criterio sobre cuando una compac-
tificacién es mayor que otra:

Teorema 7.9 Si K y K’ son dos compactificaciones de un espacio X, enton-
ces K' < K si y sdlo si cuando dos cerrados (o ceros) en X tienen clausuras
disjuntas en K', también tienen clausuras disjuntas en K.

En particular, K y K' son equivalentes si y sélo si cumplen que dos cerrados
(o ceros) en X tienen clausuras disjuntas en K si y sdlo si tienen clausuras
disjuntas en K'.

DEMOSTRACION: Se cumple que K’ < K siy solo si la inclusion ¢ : X — K’
admite una extensién continua a K. Por el teorema anterior, esto equivale a que
si Ay B son cerrados (o ceros) disjuntos en K', entonces ANXNBNX =&
en K.

Ahora bien, si se cumple la condicién del enunciado y A, B son cerrados
(o ceros) disjuntos en K’, es claro que AN X y BN X son cerrados (o ceros)
disjuntos en X, luego por hipotesis AN X NBNX =9 en K y se cumple que
K <K.

Reciprocamente, si K/ < K, existe f : K — K’ continua suprayectiva que
extiende a la identidad en X. Si A, B C X son cerrados con clausuras disjuntas
en K', entonces f~'[A] y f~1[B] son cerrados disjuntos en K que contienen,
respectivamente, a las clausuras de A y B, luego éstas son disjuntas. m

La prueba del teorema 5.63 nos da una compactificaciéon de un espacio com-
pletamente regular X a partir de una base cualquiera formada por coceros.
Vamos a estudiar con mas detalle la mas simple de todas ellas:

Teorema 7.10 Todo espacio completamente reqular X admite una compactifi-
cacion K en la que X estd C*-sumergido, es decir, toda funcion continua y aco-
tada f : X — R se extiende a una funcion continua (y acotada) f: K — R.

DEMOSTRACION: Sea J = C(X,[0,1]) el conjunto de todas las funciones
continuas f : X — [0,1] y consideramos la base {X \ Z(f)}ses, que consta de
todos los coceros en X (repetidos). La prueba del teorema 5.63 muestra que la
aplicacion ¢ : X — [0,1]” dada por ¢(z) = {f(z)}es es un homeomorfismo

en su imagen, luego K = ¢[X] es una compactificacion de X. Vamos a probar
que cumple lo requerido.

Consideremos en primer lugar una funcién continua f : X — [0,1]. En-
tonces la proyeccion py : [0,1]7 — [0,1] cumple que ¢ o py = f, luego, al
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identificar X con ¢[X] se cumple que py|x = f, luego ps|x : K — [0,1] es una
extension continua de f a K.

Si, en general, f : X — [a,b], consideramos cualquier homeomorfismo
h :la,b] — [0,1], de modo que foh : X — [0,1] tiene una extensioén continua
f: K —[0,1], y entonces f o h~! es una extension continua de f. n

Definicién 7.11 Si X es un espacio completamente regular, se llama com-
pactificacion de Stone-Cech de X a la compactificacion X construida en la
prueba del teorema anterior, es decir, la clausura de ¢[X] en [0,1]7, donde
J=0C(X,[0,1]) y ¢ : X — [0,1]” es la aplicacién dada por ¢(z) = {f(2)}fes.

Teorema 7.12 Sea X un espacio topoldgico completamente regular. Entonces
la compactificacion de Stone-Cech X es, salvo equivalencia, la inica compac-
tificacion de X que cumple cualquiera de las propiedades siguientes:

1. X esta C*-sumergido en 5X.
2. Ceros disjuntos en X tienen clausuras disjuntas en 3X.

3. Toda funcion continua f : X — K, donde K es un espacio de Hausdorff
compacto, admite una unica extension continua f : X — K.

4. BX es mayor o igual que cualquier otra compactificacion de X .

DEMOSTRACION: El teorema anterior prueba que SX cumple 1). Por otra
parte, toda compactificacion K de X que cumple 1), cumple también 2), pues
si Zp,Z1 son dos ceros disjuntos en X, entonces, segun el teorema 5.32, estéan
completamente separados, es decir, que existe una funcion f : X — [0,1]
continua tal que Zy C f~1[{0}], Z1 C f~1[{1}]. Podemos tomar una extensién
continua f : K — [0, 1], y es claro entonces que Zo C f~1[{0}], Z1  f1[{1}],
porlo que ZoNZ; = @.

El teorema 7.9 implica que toda compactificacion K de X que cumple 2),
también cumple 3), y 3) implica trivialmente 4). Ademaés, dos compactifica-
ciones que cumplan 4) son obviamente equivalentes, luego lo mismo vale para
dos compactificaciones que cumplan cualquiera de las propiedades precedentes.

| |

El apartado 2) del teorema anterior implica lo siguiente:

Teorema 7.13 Si X un espacio completamente reqular y C C X es abierto-
cerrado, entonces C' es abierto-cerrado en BX.

DEMOSTRACION: Si C' C X es abierto cerrado, entonces C'y X \ C son
ceros disjuntos, luego CN X\ C =g,y CUX\C = X = gX. Por lo tanto,
X\ C =pX\C,lo que prueba que C' es abierto cerrado en SX. "

Usamos este hecho para estudiar la desconexion de SX:
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Teorema 7.14 Si X es un espacio completamente regular, entonces:
1. X es conexo si y sdlo si lo es BX.
2. X es fuertemente cerodimensional si y sdlo si lo es BX.

3. X es extremadamente disconexo si y solo si lo es BX.

DEMOSTRACION: 1) Si X es conexo, X lo es por el teorema 3.6. Si X
es disconexo, a partir de una descomposiciéon de X en unién de dos abiertos
cerrados disjuntos no vacios obtenemos una funciéon continua y suprayectiva
f: X — 2, que se extiende a una funcién en X con las mismas caracteristicas,
luego 58X es disconexo.

2) Supongamos que X es fuertemente cerodimensional y sean p # ¢ dos
puntos de fX. Podemos tomar ceros disjuntos 71, Z; en X tales que p € Z7,
q € Zy. Sea f: X — [0,1] una funcién continua tal que f(p) =0, f(q) = 1.
Sean Ay = f7'[[0,1/3[], A1 = f~'[]2/3,1]]. Entonces A; N X son abiertos
completamente separados en X, luego por hipotesis existe un abierto cerrado
C C Xtalque AgNX C C, A;NX C X\ C. Por la observacion anterior
al enunciado, C' es abierto cerrado en X y Ay = AgNX C C, luego p € C,
e igualmente ¢ € 3X \ C. Esto prueba que las cuasicomponentes de 3X son
triviales, lo cual equivale a que 8X es totalmente disconexo por lo 4.12 y a su
vez a que sea cerodimensional por 4.29 y fuertemente cerodimensional por 5.68.

Reciprocamente, si X es fuertemente cerodimensional, X también lo es por
el teorema 5.71.

3) Supongamos que X es extremadamente disconexo y sea U un abierto en
BX. Entonces UNX es abierto en X, luego su clausura en X es abierta-cerrada.
Dicha clausura es C' = X N U NX. Como X es denso en $X, el teorema 1.22
nos da que

U=UNXcUNnX=UNXNXcUnX=U,

luego U = C, que es abierto cerrado en 83X por 7.13.

Reciprocamente, si SX es extremadamente disconexo y U es un abierto en X,
sea W C X abierto tal que W N X = U. Entonces, por 1.22 tenemos que

U=WnX=W,

luego U es abierto en X y la clausura de U en X, que es U N X, también lo
es. m

Nota En virtud del teorema 5.68, la segunda parte del teorema anterior puede
enunciarse también como que SX es cerodimensional (o totalmente disconexo)
si y solo si X es fuertemente cerodimensional. Por lo tanto, el ejemplo A.39 de
espacio cerodimensional que no es fuertemente cerodimensional es también un
ejemplo de espacio cerodimensional X tal que X no es cerodimensional. m
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El teorema 3.30 implica ahora que Sw no tiene sucesiones convergentes no
triviales.

Observemos que ya habiamos construido de otro modo la compactificacion
de Stone-Cech:

Teorema 7.15 Si X es un espacio completamente regular, su compactificacion
de Stone-Cech es la complecion del espacio uniforme (X, C*).

DEMOSTRACION: En la pagina 163 hemos probado que la complecién de
(X, C*) es compacta y que toda funcion de C*(X) es uniformemente continua,
luego se extiende a la complecion, es decir, que X estd C*-sumergido en ella,
luego se trata de X. n

Para terminar senalamos que el espacio wy de todos los ordinales numerables
es un ejemplo en el que la compactificacion de Stone-Cech fw; = wy +1 coincide
con la compactificacion de Alexandroff (véase el ejemplo A.30).

7.2 Compactificaciones de tipo Wallman

El teorema 7.15 nos da una representacion de la compactificacién de Stone-
Cech de un espacio X como el espacio formado por todos los filtros de Cauchy
minimales respecto de la uniformidad C*. Vamos a ver que existe una repre-
sentacion mas sencilla, que es una generalizacion debida a Frink (1964) de una
construccion de Wallman (1938), basada a su vez en los trabajos de Stone sobre
algebras de Boole.

A Frink se debe la definicién general de “base normal” que presentamos a
continuacion:

Definicion 7.16 Si X es un espacio topologico, una base normal de cerrados
en X es una familia Z de cerrados en X que cumpla las propiedades siguientes:

1. Z la unién y la interseccion de dos elementos de Z esté en Z.
2. SiCescerradoen X yz € X\C,existe Z € Ztalquex € Zy ZNC = 2.
3. Todo cerrado de X es intersecciéon de elementos de Z.

4. Si Zy, Zy € Z son disjuntos, existen Z1, Z5 € Z tales que U; = X \ Z! son
abiertos disjuntos y Z; C Uj;.

Wallman trabajé concretamente con la clase Z de todos los cerrados de un
espacio topologico T7, que cumplen trivialmente las propiedades de 1) a 3),
mientras que 4) equivale a que el espacio X sea normal. En cambio, si tomamos
como Z la clase de todos los ceros de X, entonces Z es una base normal siempre
que X es completamente regular.

Nota Toda base normal Z en un espacio topolégico 77 cumple que &, X € Z.
En efecto, X € Z por la propiedad 3) y, si X es finito, entonces @ € Z por las
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propiedades 1) y 3). Si X es infinito, en particular contiene dos puntos = # y.
Entonces, la propiedad 2 aplicada ay € X \{z} nosdaun Z € Z tal que y € Z,
x ¢ Z,y aplicada ahora a € X \ Z nosdaun Z’ € Z tal que x € Z' y
ZNZ' = @. Asi pues, Z contiene dos cerrados disjuntos y, por la propiedad 1),
llegamos de nuevo a que @ € Z. n

Si X es un conjunto y Z es cualquier familia no vacia de subconjuntos de X
cerrada para uniones e intersecciones finitas y tal que @, X € Z, definimos un
Z-filtro en X como un conjunto F C Z que cumpla las propiedades siguientes:!

1. XeF, o0¢7,
2. Si Zy, Zy € F, entonces Z1 N Zy € F,
3.82€F,72' €2,7ZC 7, entonces Z' € F.

Diremos que JF es un Z-ultrafiltro si no estéa contenido estrictamente en ningtn
otro Z-filtro.

Notemos que si Z = PX, entonces los Z-filtros son simplemente los filtros en
X en el sentido de la definicion 1.50.

En general, los Z-filtros son bases de filtro, luego, si X es un espacio topo-
logico, tenemos definida la convergencia de Z-filtros. Toda familia de elementos
de Z con la propiedad de la interseccion finita genera un Z-filtro.

Una simple aplicacién del lema de Zorn al conjunto de todos los Z-filtros que
contienen a uno dado nos da la existencia de Z-ultrafiltros:

Teorema 7.17 Si Z es una familia de subconjuntos de X cerrada para uniones
e intersecciones finitas con &, X € Z, todo Z-filtro en X estd contenido en un
Z-ultrafiltro.

No podemos decir que un Z-ultrafiltro es un Z-filtro F tal que, para todo
Z € Z,se cumple que Z € F o X\ Z € F porque no es necesariamente cierto que
X\ Z € Z, por lo que no tiene sentido pedir que pertenezca a F. No obstante
se cumple algo muy similar:

Teorema 7.18 Si Z es una familia de subconjuntos de X cerrada para uniones
e intersecciones finitas con &, X € Z, un Z-filtro F en X es un Z-ultrafiltro si
y solo si para todo Z € Z tal que Z ¢ F, existe un Z' € F tal que ZNZ' = .

DEMOSTRACION: Si J es un Z-ultrafiltro en X y Z ¢ F, entonces el conjunto
{Z'NZ | Z" € F} no puede tener la propiedad de la interseccion finita, pues en
tal caso generaria un Z-filtro que contendria a Fy a Z, luego seria Fy Z € F.
Esto significa que existe un Z’ € F tal que Z' N Z = @.

Reciprocamente, si F tiene esta propiedad y existe otro Z-filtro F ¢ F/|
tomamos Z' € '\ F, con lo que existe Z € F tal que Z N Z' = @, pero esto es
absurdo, porque Z, 7' € F'. n

En particular:

INotemos que los Z-filtros son simplemente los filtros en el sentido de [TC 7.40] en el
conjunto P = Z \ {@}, considerado como conjunto parcialmente ordenado con la inclusion.
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Teorema 7.19 Si Z es una familia de subconjuntos de X cerrada para uniones
e intersecciones finitas con &, X € Z, F es un Z-ultrafiltro en X y Z1, Zs € Z,
entonces Z1 U Zy € F si y sélo si Z1 € F o bien Zy € F.

DEMOSTRACION: Si Z1, Zy ¢ F, el teorema anterior nos da Z7, Z; € F tales
que Z; N Z; = <, pero entonces Z; N Z35 € F, y es disjunto de Z; U Z», luego
Z1 U Zy ¢ F. La otra implicacion es consecuencia inmediata de la definicion de
Z-filtro. "

Definiciéon 7.20 Sea X un conjunto y Z una familia de subconjuntos de X
cerrada para uniones e intersecciones finitas con @, X € Z. Llamaremos? w (X)
al conjunto de todos los Z-ultrafiltros en X. Para cada Z € Z, definimos

Z={pewX|Zep}
Observemos que se cumplen las relaciones siguientes:

1. =02, X =wX.
Pues @ no esta en ningun Z-ultrafiltro y X esté en todos.

2. ZyNZy=2Z1N2Zs.

En efecto, p € Z1NZysiysolosi Z, € py Zy € p, siy solosi Z1NZy € p,
siysolosipeZ;NZs.

3. Z1UZy =71 UZs.

La prueba es anéloga a la anterior, pero usando el teorema 7.19.

Ahora observamos que los conjuntos wX \ Z son la base de una topologia
en wX. En efecto, tenemos que X = wX vy, por otra parte, la propiedad 3)
precedente equivale a que la interseccion de abiertos bésicos es un abierto basico.

Vamos a probar que si X es un espacio topologico 77 y Z es una base normal
en X, entonces wX es una compactificacion de X. No obstante, iremos intro-
duciendo gradualmente las condiciones de base normal. El primer resultado es
valido en el contexto general que estamos consdierando hasta ahora, en el que
ni siquiera suponemos una topologia en X:

1. wX es compacto.

Basta probar que todo cubrimiento abierto de wX formado por abiertos
bésicos admite un subcubrimiento finito. Esto es equivalente a que toda
familia de complementarios de abiertos bésicos con la propiedad de la
interseccion finita tenga interseccién no vacia. Sea, pues X C Z tal que
{Z | Z € ¥} tenga la propiedad de la interseccién finita. Entonces ¥ tiene
también la propiedad de la interseccion finita, luego genera un Z-filtro,
el cual estd a su vez contenido en un Z-ultrafiltro p € wX. Como cada
Z € X cumple Z € p, tenemos que p € Z, es decir, que p € ([{Z | Z € X}.

20mitiremos el subindice Z cuando este conjunto esté fijado de antemano y no haya ambi-
giiedad posible.
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2. wX esT;.

En efecto, dados p # ¢ en wX, como son dos Z-ultrafiltros, no puede ser
que ¢ C p, luego existe un Z € ¢ tal que Z ¢ p, luego p € wX \ Z,
qg¢wX\Z.

Ahora suponemos que X es un espacio topologico T} y que Z es una familia
de cerrados en X que cumple las dos primeras propiedades de la definicion
de base normal.

3. Para cada x € X, el conjunto F, ={Z € Z | x € Z} es un Z-ultrafiltro
en X. Ademds (| F, = {z}.

Claramente F, es un Z-filtro y, si F, C F’ es un Z-filtro mayor, tomamos
7' € F'\ F,, con lo que z € X \ Z'. Por la propiedad 2) de la definicion
de base normal, existe Z € Z tal que x € Zy Z N Z' = &, pero entonces
Z € F, C F' y F’ tiene dos elementos disjuntos, contradiccion.

Siy € X es distinto de z, aplicamos la propiedad 2) al cerrado {y}, con lo
que existe un Z € F, tal que y ¢ Z, luego y ¢ (| F, y tenemos la segunda
afirmacion.

Asi tenemos una aplicacién inyectiva ¢ : X — wX dada por i(z) = F,.

4. Si Z € 2, entonces i[Z] = Z Ni[X].

En efecto, i(z) € i[Z] siy solo si x € Z, si y solo si Z € i(x), si y solo si
i(z) € ZNi[X].

5. Si Z € 2, entonces Z es la clausura en wX de i[Z]. En particular, i[X]
es denso en wX.

Claramente i[Z] C Z, luego i[Z] C Z. Por otro lado, wX \ i[Z] es la
unién de todos los abiertos basicos que son disjuntos de i[Z], y éstos
son los mismos que los abiertos basicos disjuntos de i[Z], luego i[Z] es
la interseccion de los cerrados Z que contienen a i[Z]. Ahora bien, si
i[Z] C 7, entonces i[Z] C Z' Ni[X] = i[Z'], luego Z C Z’, luego Z C 7.
luego Z C i[Z].

A partir de aqui suponemos la propiedad 3) de la definiciéon de base normal.

6. La aplicacion i : X — i[X] es un homeomorfismo.

En efecto, la propiedad 4) anterior equivale a que i[X \ Z] = i[X]\ Z, ¥,
por la propiedad 3) de la definicién de base normal, los conjuntos X \ Z
con Z € Z forman una base de X, mientras que los conjuntos i[X] \ Z
forman una base de la topologia relativa de i[X].

Finalmente, si Z es una base normal, podemos probar:

7. wX es un espacio de Hausdorff.

En efecto, sean p # ¢ dos puntos de wX. Como p no estd contenido
en ¢, existe un Z € p tal que Z ¢ ¢, y por 7.18 existe un Z’ € ¢ tal que
Znz =wo.
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Recapitulamos lo que hemos obtenido junto con un hecho adicional:

Teorema 7.21 Sea X un espacio topologico Ty y Z una familia de cerrados
en X que cumpla la definicion de base normal salvo a lo sumo la propiedad 4).
Entonces:

1. El conjunto wX de todos los Z-ultrafiltros en X es un espacio Ty compacto
con la topologia que tiene por base a los complementarios de los conjuntos

Z={pewX|Ze€p}.

2. La aplicacion i : X — wX dada por i(x) = {Z € Z | v € Z} es un
homeomorfismo en su imagen.

3. Si identificamos X = i[X] C wX, entonces X es denso en wX y, mds en
general, Z es la clausura de Z, para todo Z € Z.

4. Para Zy, Zy € Z, se cumple?

Z1UZy=21UZs Z1NZy=21NZ5.

5. 81 Z cumple también la cuarta propiedad de la definicion de base normal,
entonces wX es un espacio de Hausdorff.

6. SipewX, entonces, como Z-filtro en X, converge a p.

DEMOSTRACION: Sélo falta probar la ultima afirmacién. Se trata de probar
que el filtro F generado por p en wX contiene a todos los entornos de p. Basta
probar que contiene a los entornos basicos, es decir, los de la forma wX \ Z.
Pero p esta en este abierto si y solo si Z ¢ p, luego existe Z/ € p C F tal que
ZNZ =@, luego Z' C wX \ Z, pues si € Z', identificado con F, tenemos
que Z' € Fy, luego Z ¢ F,, luego F, € wX \ Z. Asi pues, wX\Z€TF. =

Asi pues, cada Z-ultrafiltro en X converge a un tnico punto de wX.

Las compactificaciones de un espacio topologico T; de la forma wX se llaman
compactificaciones de tipo Wallman, porque son generalizaciones de la compac-
tificacion de Wallman, que es la que resulta de aplicar el teorema anterior a
la familia Z de todos los cerrados de X. Ya hemos senalado que Z cumple la
definicién de base normal salvo a lo sumo la ultima propiedad, que equivale a
que X sea un espacio normal.

Si X no es normal, entonces wX no cumple la definicién que hemos dado de
compactificacion porque en ella hemos exigido que el compacto sea de Hausdorff,
pero, salvo por este hecho, es ciertamente una “compactificacion T;” del espacio
dado?* X.

3Notemos que la primera igualdad es una propiedad de la clausura valida en todo espacio
topolodgico, pero la segunda no.

4Recordemos que la compactificaciéon por un punto de un espacio topolégico X es un espacio
compacto que contiene a X como subconjunto denso, y que claramente es T7 si y solo si lo es
X, luego la existencia de tales “compactificaciones no de Hausdorfl” ya la teniamos probada,
de hecho sin necesidad del axioma de eleccion.
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En cambio, si X es normal, la propiedad 4) del teorema anterior implica que
cerrados disjuntos en X tienen clausuras disjuntas en wX, por lo que 7.12 nos
da que wX es equivalente a la compactificacion de Stone-Cech 5X.

Sin embargo, si consideramos como Z la familia Z(X) de los ceros de cual-
quier espacio topolégico completamente regular, entonces Z es una base normal,
y de nuevo la propiedad 4) del teorema anterior afirma que ceros disjuntos tienen
clausuras disjuntas, por lo que wX es equivalente a SX:

Definicion 7.22 Si X es un espacio topologico completamente regular, llama-
mos Z(X) al conjunto de todos los ceros de X. Los Z(X)-(ultra)filtros se llaman
simplemente z-(ultra)filtros.

Teorema 7.23 Si X es un espacio completamente regular, entonces la compac-
tificacion de Stone-Cech de X puede identificarse con el conjunto BX de todos
los z-ultrafiltros en X, con la topologia que tiene por base a los complementarios
de los conjuntos

Z={pepX|Zep}

identificando cada x € X con el z-ultrafiltro i(z) ={Z € Z(X) | x € Z}.

Por otra parte, hemos probado que si un espacio topologico T tiene una
base normal, entonces puede sumergirse en un espacio de Hausdorff compacto,
luego es completamente regular. Por lo tanto:

Teorema 7.24 (Frink) Un espacio topoldgico X es completamente regular si
y sdlo si tiene una base normal.

Lo interesante de esta caracterizacion es que es interna. Todos los axiomas
de separacion los hemos enunciado exclusivamente en términos de la topologia
del espacio X considerado excepto la regularidad completa, cuya definicion in-
volucra objetos “externos” a X, a saber, las funciones continuas de X en R.
Aqui tenemos una caracterizacion de la regularidad completa que sélo depende
de la topologia de X.

Observemos también que si X es un espacio topoldgico discreto, entonces
Z(X)="PX, por lo que los z-ultrafiltros son simplemente los ultrafiltros en X,
y es claro entonces que BX coincide con el espacio de Stone del algebra de
Boole PX, en el sentido de [TC 7.14].

Frink preguntoé si toda compactificacion de un espacio de Hausdorff es nece-
sariamente de tipo Wallman, lo cual fue un problema abierto hasta 1977, cuando
V. M. Ul’yanov encontr6é un contraejemplo.

7.3 Anillos de funciones continuas

Si X es un espacio topologico, el conjunto C'(X) de las funciones continuas
de X en R tiene estructura de anillo con las operaciones definidas puntualmente
y contiene como subanillo al espacio C*(X) de las funciones continuas y acotadas
de X en R. Podemos identificar R con el subanillo formado por las funciones
constantes, y asi R € C*(X) C C(X).
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En C(X) tenemos también definidas puntualmente las operaciones méaximo
y minimo f V g, f A g y el valor absoluto |f|. Se cumple que el méaximo, el
minimo y el valor absoluto de funciones de C*(X) estan en C*(X).

También tenemos definido en C'(X) un orden parcial dado por f < g siy
solo si f(z) < g(x) para todo x € X. Todas estas operaciones adicionales estan
determinadas por la estructura de anillo, en el sentido siguiente:

Teorema 7.25 Sean X e Y dos espacios topoldgicos y ¢ : C(X) — C(Y) un
homomorfismo de anillos. Entonces, para todas las funciones f, g € C(X):

. Si f < g, entonces ¢(f) < ¢(g).
2. (|f) = lo(f)]-

3. ¢(fVg)=a(f)V olg).
4. o(f Ng)=o(f) A o(g).

5. Si f € C*(X), entonces (f) € C*(Y).

~

Vo
A

DEMOSTRACION: 1) Claramente f > 0 si y solo si existe g € C'(X) tal que

f=¢% vy ental caso ¢(f) = ¢(9)*, luego ¢(f) > 0.
A su vez, si f < g, entonces g — f > 0, luego ¢(g9) — ¢(f) > 0, luego

o(f) < o(g)-

2) o(If)* = &(If1*) = &(f*) = ¢(f)* ¥, como |f| > 0, también ¢(|f]) > 0,
por el apartado anterior, luego ¢(|f|) = |#(f)|-

3) Se cumple que fV g+ fVg=f+g+|f— gl luego, por los apartados
anteriores,

oV 9 +o(fV g) = o(f)+6(9) +1o(f) — d(9)l = o(f) V ¢(9) + o(f) V ¢(9),
de donde ¢(f V g) = ¢(f) V ¢(g)-

4) Se razona analogamente al apartado anterior, usando ahora que

fAhNg+fAg=Ff+g—|f—gl

5) Como 1 > 0y ¢(1) = ¢(1-1) = ¢(1)¢(1), tenemos que ¢(1) > 0y
solo toma los valores 0 y 1. Sim > 1 es un ntmero natural, entonces ¢(n) =
d(1+---+1) =nep(1) sélo toma los valores 0 y n.
Por lo tanto, si f € C*(X), existe un n tal que f < n, luego ¢(f) < ¢(n) <mn,
luego @(f) € C*(Y). .
Notemos que el argumento del dltimo apartado vale igualmente si tenemos un

homomorfismo ¢ : C*(X) — C(Y'), por lo que no puede haber un epimorfismo
(ni en particular un isomorfismo) ¢ : C*(X) — C(Y) salvo que C(Y) = C*(Y)).

Otra consecuencia es que todo isomorfismo de anillos ¢ : C(X) — C(Y') se
restringe a un isomorfismo de anillos ¢ : C*(X) — C*(Y).



7.3. Anillos de funciones continuas 221

En efecto, s6lo tenemos que probar que la restriccion es suprayectiva. Mas
en general, vamos a ver que si un homomorfismo de anillos ¢ : C(X) — C(Y)
cumple que C*(Y) C ¢[C(X)], entonces ¢[C*(X)] = C*(Y).

En efecto, por hipotesis existe k € C(X) tal que ¢(k) = 1, pero entonces
o(1) = o(k)o(1) = ¢(k) = 1, luego ¢(n) = n parra todo nimero natural n.

Tomemos g € C*(Y), con lo que existe h € C(X) tal que ¢(h) = g. Sea n
un namero natural tal que |g| <n ysea f = (—n V h) A n € C*(X). Entonces

(f) =(=nVg)An=g.

Ideales Existe una correspondencia natural entre los ideales de C'(X) y los
z-filtros en X:

Teorema 7.26 Sea X un espacio topoldgico.

1. Si I es un ideal (propio) en C(X), entonces Z[I| ={Z(f) | f € I} es un
z-filtro en X.

2. Si F es un z-filtro en X, entonces Z '[F] = {f € C(X) | Z(f) € F} es
un ideal (propio) en C(X).

DEMOSTRACION: Si & € Z[I], esto significa que existe una funcion f € [
tal que Z(f) = @, pero entonces 1/f € I, luego 1 = f/f € I, luego I = C(X),
en contra de la hipotesis de que I es un ideal propio. Por lo tanto, @ ¢ Z[I].
Como 0 € I, tenemos que X = Z(0) € Z[I].

Si Z1,Zy € Z[I], existen f; € C(X) tales que Z; = Z(f;), y claramente
entonces Z1 N Zy = Z(fE + f2), con f£ + f3 € I, luego Z1 N Zy € Z[I].

Si Z e Z[Ily Z' € Z(X) cumple Z C Z', tomamos funciones f € I,
f e C(X) tales que Z = Z(f), Z' = Z(f'). Entonces ff’ € I, luego tenemos
que Z'=2ZUZ" =Z(ff') € Z|I]. Esto prueba que Z[I] es un z-filtro.

Sea ahora F' un z-filtro. Entonces 1 ¢ Z7[F], luego Z71[F] # C(X), y
0€ Z ' F], pues Z(0) =X € F.

Si f, g € Z7'[F], entonces Z(f)NZ(g) C Z(f+g), por lo que Z(f+g) € F,
luego f +g € Z~[F].

Si feZ Y F]yge C(X),entonces Z(f) C Z(fg), por lo que Z(fg) € F'y
fg € Z71[F). Por lo tanto Z~![F] es un ideal propio de C(I). n

Es inmediato comprobar que las correspondencias anteriores satisfacen las
relaciones:

ZIZ7NF) =F,  IcZz'z[1].
Sin embargo, la inclusién no es necesariamente una igualdad.

Ejemplo Consideremos en C(R) el ideal I = (i) generado por la identidad (que
no hay que confundir con la funcién constante 1). Esta formado por todas las
funciones de la forma g = fi, es decir, las funciones que cumplen g(z) = f(x)x,
para todo = € R. Notemos que entonces 0 € Z(g).

Se cumple que g € Z71[Z[]] si y solo si Z(g) € Z[I] si y solo si g(0)
pues en tal caso Z(g) = Z(ig) € Z[I|y si Z(g9) € Z

[I] hemos visto que 0 € Z(g).
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Asi pues, Z7Z[I]] = {g € C(R) | g(0) = 0}, pero este ideal no coincide
con I, pues, por ejemplo g(z) = x cumple g(0) = 0 pero g ¢ I. Si fuera
g(x) = f(x)z, necesariamente f(z) = 2~2/3 para todo = # 0, luego f no seria
continua en 0. "

También conviene observar que si I es un ideal de C*(X), no es cierto en
general que Z[I] sea un z-filtro. Por ejemplo, el conjunto I C C*(N) formado por
las sucesiones que convergen a 0 es claramente un ideal, pero contiene sucesiones
que no se anulan, por lo que @ € Z[I].

Teniendo en cuenta que las aplicaciones Z y Z~! conservan las inclusiones,
el teorema siguiente es inmediato:

Teorema 7.27 Si X es un espacio topologico y M es un ideal mazximal en
C(X), entonces Z[M] es un z-ultrafiltro en X, y si U es un z-ultrafiltro en X,
entonces Z U] es un ideal maximal. Las aplicaciones Z y Z~* son biyecciones
mutuamente inversas entre los conjuntos de ideales mazimales y z-ultrafiltros.

No obstante, si Z[I] es un z-ultrafiltro, de ahi no se deduce que I sea un
ideal maximal. Solo que Z~1[Z[I]] lo es.

Definiciéon 7.28 Si X es un espacio topologico, un ideal T de C(X) es un z-
ideal si, para toda f € C(X), cuando Z(f) € Z[I], necesariamente f € I. Esto
equivale a que I = Z~[Z[I]].

Claramente, si F' es un z-filtro, entonces Z ~![F] es un z-ideal. Asi Zy Z~!
son biyecciones mutuamente inversas entre el conjunto de los z-filtros de X y el
conjunto de los z-ideales de C(X).

En estos términos, el ejemplo precedente es un ejemplo de ideal en C'(R) que
no es un z-ideal.

Si J es cualquier ideal de C(X), entonces I = Z~[Z[J]] es un z-ideal, el
menor z-ideal que contiene a J. (Basta aplicar la igualdad Z[Z71[F]] = F a
F=2Z[])

Es claro que todo ideal maximal es un z-ideal, asi como que la interseccién
de z-ideales es un z-ideal. No es cierto en general que todo ideal sea interseccion
de ideales maximales, pero si de ideales primos:

Teorema 7.29 Si X es un espacio topoldgico, todo z-ideal en C(X) es inter-
seccion de ideales primos.

DEMOSTRACION: Sea I un z-ideal y sea R la interseccion de todos los ideales
primos que contienen a I (notemos que todo ideal estd contenido en un ideal
maximal, luego en un ideal primo). Tenemos que I C R y vamos a probar la
inclusién contraria. Si f € R, entonces existe un natural n tal que [ € I.

En efecto, en caso contrario, consideramos la familia de todos los ideales que
contienen a I pero no contienen ninguna potencia de f. Por el lema de Zorn,
existe un ideal P maximal respecto a la inclusiéon en dicha familia. Basta probar
que P es primo, pues entonces tendriamos que f € R C P, contradiccion. Para
ello tomamos g, h € C(X) \ P.
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Es facil ver que los elementos de la forma p + tg, con p € Py t € C(X),
forman un ideal de C'(X) o bien recorren todo C'(X). Por lo tanto, existe un
numero natural m tal que f™ = p + tg, por la maximalidad de P en el primer
caso o trivialmente en el segundo. Igualmente existe un n tal que f™* = p’ +t'h.
Entonces f™*" = p” + tt'gh, con p” € P, luego gh ¢ P o, de lo contrario,
ferl c P. |

Nota Como la intersecciéon de z-ideales es un z-ideal y hemos visto que existen
ideales que no son z-ideales, ahora podemos concluir que existen ejemplos de
ideales primos que no son z-ideales. L]

Teorema 7.30 Sea X un espacio topoldgico e I un z-ideal de C(X). Las afir-
maciones siguientes son equivalentes:

1. I es un ideal primo.

2. I contiene un ideal primo.

3. Si f, g€ C(X) cumplen fg =0, entonces f € I o bien g € I.

4. Para cada f € C(X), existe Z € Z[I| donde f tiene signo constante.

DEMOSTRACION: Obviamente 1) = 2).

2) = 3). Supongamos que I contiene el ideal primo P. Si fg = 0, entonces
fge P, luego fe PCITobienge PCI.

3) = 4) Claramente (f V 0)(f A0)=0,luego fv0O€To fA0€eIly basta
tomar como Z el cero de la funcion que esta en I.

4) = 1) Si gh € I, consideramos la funcion |g| — |h|. Por hipotesis existe
Z € Z|[I] donde |g| — |h| tiene signo constante. Supongamos que no es negativa.
Entonces Z(g) N Z C Z(h), luego

ZNZ(gh) = ZNZ(h) C Z(h),

y la interseccion esta en Z[I], luego Z(h) € Z(I). Como I es un z-ideal, esto
implica que h € I. n

En cualquier anillo conmutativo y unitario se cumple que si si I7, Is son dos
ideales que no se contienen el uno al otro, entonces Iy N I3 no es un ideal primo.
En efecto, sia € Iy \ Io y b € Iy \ I, entonces ab € I; N I3, pero ninguno de los
dos estd en Iy N I>. De aqui deducimos:

Teorema 7.31 Si X es un espacio topoldgico, cada ideal primo de C(X) estd
contenido en un unico ideal mazrimal.

DEMOSTRACION: En general, todo ideal esta contenido en un ideal maximal,
pero si M y M’ son dos ideales maximales distintos, la observacion precedente
muestra que M N M’ no es un ideal primo, pero es un z-ideal, luego por el
teorema anterior no puede contener ningtun ideal primo. [



224 Capitulo 7. Compactificaciones

Definicion 7.32 Si X es un espacio topologico, un z-filtro F' en X es primo si
cuando 7y, Zs € Z(X) cumplen Z; U Zy € F, entonces Z; € F o Zy € F.

El teorema 7.19 prueba que todo z-ultrafiltro es primo.

Teorema 7.33 Si X es un espacio topoldgico y P es un ideal primo en C(X),
entonces Z|P] es un z-filtro primo. Si F es un z-filtro primo, entonces Z'[F]
es un ideal primo.

DEMOSTRACION: Si P es un ideal primo y llamamos Q = Z~![Z[P]], en-
tonces Z[P] = Z[Q] y Q es un z-ideal que contiene al ideal primo P. Por 7.30
tenemos que @ es un ideal primo. Si Z(f)UZ(g) € Z[P], entonces Z(fg) € Q v,
como @ es un z-ideal, fg € @, luego f € Q o g € Q. Suponiendo, por ejemplo,
que f € Q, entonces Z(f) € Z[Q] = Z[P], luego Z[P] es primo.

Si F es un z-filtro primo, P = Z7![F] es un z-ideal. Si fg € P, entonces
Z(fg) = Z(f)VZ(g) € Z[P] = F,

luego Z(f) € F o Z(g) € F,luego f e Po g€ P. "

El teorema 7.31 se traduce ahora en que cada z-filtro primo esté contenido
en un unico z-ultrafiltro.

Teorema 7.34 Sea X un espacio topoldgico completamente reqular y F' un z-
filtro primo en X. Si x € X es un punto adherente de F', entonces F' converge
ax.

DEMOSTRACION: Tenemos que probar que todo entorno de x contiene un
elemento de F. Como entorno basico de x podemos tomar un cero Z, el cual
contendra a su vez un cocero p € X \ Z' C Z. Entonces ZU Z' = X € F, luego
Z € FoZ eF,pero no puede ser Z' € F porque p es un punto adherente de
Fyp¢Z'. Porlo tanto, Z € F. "

Hemos visto que cada z-filtro primo P esta contenido en un tnico z-ultrafil-
tro U, y ahora vemos que P converge a un punto x si y s6lo si lo hace U.

En efecto, es inmediato que si P converge a x, también lo hace U y, si U
converge a x, entonces x es un punto adherente de P, luego P converge a x.

Espacios de ideales maximales Hasta aqui hemos considerado espacios to-
pologicos arbitrarios, pero el teorema siguiente muestra que, en lo tocante al
estudio de anillos de funciones continuas, no perdemos generalidad si conside-
ramos Unicamente espacios completamente regulares:

Teorema 7.35 Si X es un espacio topoldgico, existe un espacio topoldgico Y
completamente regular y una aplicacion continua 7 : X — Y tal que la aplica-
cion ¢ : C(Y) — C(X) dada por ¢(f) =mo f es un isomorfismo de anillos.
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DEMOSTRACION: Consideramos en X la relacion de equivalencia dada por
x Rysiysolosi f(x) = f(y) paratoda f € C(X). SeaY = X/R y consideremos
la proyecciéon canénica m: X — Y.

Claramente, para cada f € C(X), existe una tnica f : ¥ — R tal que
7o f = f. Llamamos C’ al conjunto de todas estas funciones f. Consideramos
en Y la menor topologia que hace continuas a todas las funciones de C’, es decir,
tal que C’ C C(Y). Mas concretamente, nos referimos a la topologia que tiene
por subbase a las antiimagenes de abiertos de R por funciones de C”.

Notemos que 7 es continua, pues si f~1[U] es un abierto subbasico de Y,
donde U es abierto en Ry f € C(X), entonces 7~ [f~L[U]] = f~1[U] es abierto
en X.

Ahora vemos que C(Y) = C’, pues si g € C(Y), entonces f = wog € C(X),
luego g = f € C".

La aplicaciéon ¢ del enunciado es claramente un homomorfismo de anillos
y, como 7 es suprayectiva, es inmediato que ¢ es inyectiva, y es suprayectiva
porque ¢(f) = f.

Solo falta probar que Y es completamente regular. Veamos en primer lugar
que es un espacio de Hausdorff. Si p, ¢ € Y, entonces 7~ 1[{p}] y 7~ 1[{q}] son
dos clases de equivalencia de R, luego existe una funciéon f € C(X) que toma
un mismo valor a en todos los puntos de 7~ 1[{p}] y otro valor b # a en todos
los puntos de 7 1[{q}]. Sean U; y Us entornos abiertos disjuntos de a y b en R
v sea f = ¢(g), de modo que g(p) = a, g(g) = b. Claramente, g~ L[U7] y g~1[U]
son entornos disjuntos de py gen Y.

El teorema 5.49 implica ahora que Y es completamente regular, pues todo
abierto subbasico f~1[U] es un cocero en Y (pues todo abierto U es un cocero
en R), luego también son coceros los abiertos basicos (las intersecciones finitas
de abiertos subbasicos). "

Definicién 7.36 Si X es un espacio topolégico, un ideal I de C'(X) o de C*(X)
es fijo si (Z[I] # @. En caso contrario diremos que el ideal es libre.

Es facil identificar los ideales maximales fijos de C(X) y C*(X):

Teorema 7.37 Sea X un espacio topoldgico completamente regular. Los ideales
mazximales fijos de C(X) son los de la forma

My, ={f e C(X)| f(p) =0},

para cada p € X. Sip # q, entonces M, # My. Lo mismo es vdlido si
cambiamos C(X) por C*(X).

DEMOSTRACION: La aplicacion C'(X) — R dada por f — f(p) es un
epimorfismo de anillos, que induce un isomorfismo C(X)/M, — R. Esto
prueba que C(X)/M, es un cuerpo, luego M, es un ideal maximal, claramente
fijo, pues p € () Z[M,].

Si M es cualquier ideal maximal fijo y p € (| Z[M],entonces M C M, luego
M = M,.
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Si p # q, como X es completamente regular existe una funcion f € C(X)
tal que f(p) =0y f(g) =1, lo que prueba que M, # M,. Toda la prueba vale
literalmente para C*(X) en lugar de C(X). n

Definiciéon 7.38 Si X es un espacio completamente regular, llamaremos M(X)
al conjunto de todos los ideales maximales de C(X). Consideraremos a M(X)
como espacio topologico con la topologia que tiene por base a los complemen-
tarios de los conjuntos Z(f) = {M € M(X) | f € M}, para f € C(X).

Esto es correcto, pues Z(f)UZ(g) = Z(fg), luego la interseccion de abiertos
basicos es un abierto basico (y Z(0) = M(X)).

Teorema 7.39 Si X es un espacio completamente regular, entonces la aplica-
cion ¢ : X — M(X) dada por ¢(p) = M, es un homeomorfismo en su imagen.
Si X es compacto, es un homeomorfismo.

DEMOSTRACION: El teorema anterior nos da que ¢ es inyectiva y, para cada
f € C(X), tenemos que 6[Z(f)] = 2(f) N 6[X].

En efecto, si p € Z(f), entonces f(p) = 0, luego f € M, luego tenemos
que ¢(p) = M, € Z(f) N ¢[X]. Reciprocamente, si ¢(p) = M, € Z(f) N ¢[X],
entonces f € M, luego f(p) =0, luego p € Z(f), luego &(p) € ¢[Z(f)].

Equivalentemente, ¢[X \ Z(f)] = (M(X)\ Z(f)N¢[X]), luego ¢ hace corres-
ponder una base de X con una base para la topologia relativa de ¢[X], luego ¢
es un homeomorfismo en su imagen.

Si X es compacto, entonces ¢ es suprayectiva, pues su imagen esta formada
por todos los ideales maximales fijos, pero en un espacio compacto, todo ideal
I es fijo, pues Z[I] es un z-filtro, luego es convergente. Asi pues, los ideales
maximales fijos son todos los ideales maximales, es decir, son todo M(X). =

Como consecuencia:

Teorema 7.40 Dos espacios de Hausdorff compactos X eY son homeomorfos
sty sdlo si C(X) y C(Y) son isomorfos.

DEMOSTRACION: Es obvio que un homeomorfismo A : X — Y induce un
isomorfismo f — hof de C(Y') en C(X). Reciprocamente, si ¢ : C(X) — C(Y)
es un isomorfismo de anillos, es claro que la aplicacion ¢ : M(X) — M(Y)
dada por ¢(M) = ¢[M] es biyectiva y, mas atin es un homeomorfismo, pues si
f € C(X), se cumple que ¢[Z(f)] = Z(¢(f)). Por lo tanto, X es homeomorfo a
M(X), que es homeomorfo a M(Y'), que es homeomorfo a Y. "

Ahora podemos determinar los ideales maximales de C*(X):

Teorema 7.41 Si X es un espacio completamente regular, el conjunto M*(X)
de los ideales mazimales de C*(X) es un espacio topoldgico con la topologia que
tiene por base a los complementarios de los conjuntos

25(f) ={M e M*(X) | f € M},
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con f € C*(X). Los elementos de M*(X) son de la forma
My ={f € C*(X)| f(p) =0},

para cada p € X donde f € C(BX) es la tnica extension continua de f. La
aplicacion p w— M, es un homeomorfismo X — M*(X).

DEMOSTRACION: Sabemos que la restriccion es un isomorfismo de anillos
C(BX) — C*(X), que a su vez induce una biyeccion M*(X) — M(BX), a
saber,

M= M={feC(BX)| flx € M}.

Como los ideales de M(SX) son los de la forma
M, ={f € C(BX)| f(p) =0} = M,

para p € $X, tenemos que los ideales de M*(X) son los de la forma M.

Si M es un ideal maximal en C*(X) y f € C*(X), tenemos que M € Z*(f)
si y solo si f € My, siy solo si f(p) = 0, si ysolosi fe M, siy solo si

M, € Z(f). Esto significa que la biyeccion M, — M, hace corresponder cada
conjunto Z*(f) con Z(f), lo que a su vez se traduce en que los complementarios
de los conjuntos Z*(f) son la base de una topologia en M*(X), concretamente,
de la topologia que convierte en un homeomorfismo a la biyeccion M — M.
Como p — M, es un homeomorfismo entre SX y M(B8X), concluimos que

p — M, también es un homeomorfismo. n

Por otra parte, si p € X, podemos ver a p como un z-ultrafiltro en X, que
se corresponde biunivocamente con el ideal maximal Z~1(p) de C'(X). Explici-
tamente:

fez p) = Z(f)ep+pe Z(f).

Asi pues:

Teorema 7.42 (Gelfand-Kolmogoroff) Si X es un espacio completamente
reqular, el espacio M(X) de los ideales mazimales de C(X) estd formado por
los ideales

M, ={feCX)|pecZ(f)}
para cada p € BX, donde la clausura se toma en BX. La biyeccion p — M, es
un homeomorfismo fX — M(X). Ademds, Z[M,] = p.

DEMOSTRACION: Ya hemos razonado que los elementos de M(X) son de la
forma indicada. Ahora observamos que M, € Z(f) si y solo si p € M, siy
solo si p € Z(f), y una base de M(X) esta formada por los complementarios
de los conjuntos Z(f), mientras que una base de SX esta formada por los com-
plementarios de los conjuntos Z(f), luego p — M, es un homeomorfismo. Por

altimo:

Z(f) € Z[Mp) < [ € My <> p € Z(f) & Z(f) € p.
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Asi pues, si X es un espacio topoldgico completamente regular, los anillos
C*(X) y C(X) determinan algebraicamente a X, como el espacio de los idea-
les maximales con una topologia definida en términos puramente algebraicos.
Todavia hay un aspecto mas de esta relacion que podemos precisar:

Si feC*(X)y M e M*(X), entonces M se corresponde con un punto
p € BX, por lo que el valor f(p) de la extension f de f a BX estd determinado
por fy M. Vamos a ver que también esta determinado en términos puramente
algebraicos:

Teorema 7.43 Sea X un espacio topoldgico completamente regular, f € C*(X)
y M € M*(X). Entonces, el valor f(p) que la extension continua de f a fX
toma en el punto p € BX tal que M = M7 es el inico nimero real r tal que

f—reM.

DEMOSTRACION: El isomorfismo C(8X) — C*(X) hace corresponder el
ideal maximal M = M de C*(X) con el ideal maximal M, de C(8X), luego
también induce un isomorfismo C(8X)/M, — C*(X)/M. Por otra parte, la
aplicacion f — f(p) determina un isomorfismo de anillos C(8X)/M, — R de
modo que f(p) es el tnico nimero real 7 tal que f —r € M, luego f(p) también
es el tinico numero real r tal que f —r € M. n

La situacion en el caso de C(X) es mas complicada. Nos ocupamos de ella
en el apartado siguiente, pero antes haremos algunas observaciones adicionales
sobre ideales de C(X) y filtros en X:

Definicién 7.44 Si X es un espacio completamente regular y p € X, definimos

O, ={f €C(X)|pe Z()}

Claramente se trata de un z-ideal de C'(X), y Z[O,] esta formado por todos
los ceros de X que son entornos de p, luego es el menor z-ideal en X que converge
a p, luego O, C M, y todos los ideales primos contenidos en M, tienen que
estar, de hecho, entre O, y M, (pues todos convergen a p).

Pero O, no es necesariamente un ideal primo, pues, por ejemplo, en R,
tenemos que [—1,0] U [0,1] € Z[O¢], pero [—1,0],[0,1] ¢ Z[Op], luego Z[Op] no
es un z-filtro primo.

Se cumple que M, es el tnico ideal maximal de C(X) que contiene a O,,
pues si O, C M y M es maximal, entonces Z[M] es un z-ultrafiltro que contiene
a Z[0,], converge a p, luego M es un ideal fijo y, por 7.37, tiene que ser M.

Cocientes ordenados Si X es un espacio topologico, diremos que un ideal I
en C(X) es convezo si cuando 0 < f < gy g € I, entonces f € I.

Mas en general, esto hace que si f < g < h con f, h € I, entonces g € I,
pues tenemos que 0 < g— f <h—fel, luego g— f €I, luego g € I.

Mas aun, si |f| € I, entonces f € I, pues —|f| < f <|f].
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Un ideal I de C(X) es absolutamente convezo si cuando |f| < |g| y g € I,
entonces f € I. En particular, en tal caso f € I implica que |f| € I.

Es inmediato que todo ideal absolutamente convexo es convexo, pero el re-
ciproco no es cierto.

Ejemplo El ideal () en C(R), donde ¢ es la identidad, es convexo, pero no
absolutamente convexo.

Es convexo porque si 0 < f < gi, la condicién gi > 0 implica que g(x) > 0
siz >0y g(xr) <0six <0, luego por continuidad ¢g(0) = 0, y entonces
f(z)/|z] < |g(x)| siempre que = # 0, de donde se sigue que ht(z) = f(z)/|z|
es continua en R si se prolonga con h*(0) = 0, pero entonces h(z) = f(z)/x
también es continua, luego f = hi € (i). No es absolutamente convexo, pues

il & (2)- .

El interés de la convexidad es el siguiente:

Teorema 7.45 Si X es un espacio topoldgico e I es un ideal convezxo de C(X),
entonces C(X)/I estd parcialmente ordenado por la relacion dada por x <y si
y solo si y —x = [h], con h > 0. La proyeccion natural p : C(X) — C(X)/I
conserva el orden.

DEMOSTRACION: Obviamente z — 2z = [0] y 0 > 0, luego z < z.

Siz <y, y <z, entonces x —y = [h1], y — & = [ha] con hy, hy > 0, pero
[h1] = —[ha], luego 0 < hy < hy + hy € I, luego hy € I, luego = = y.

Siax <y <z entonces y —x = [hy], 2 —y = [ha], con hy, ha > 0, luego
z—x = [h1 + ha], con hy + ha >0, luego = < z.

lis obvio que si f < g, entonces p(f) < p(g), pues p(g) —p(f) =1[g— f]y
g—f=>0. m

Notemos ademés que si z < y, entonces t+ 2z < y+ 2z, y que si , y > 0,
entonces xzy > 0. Por lo tanto, si C(X)/I esta totalmente ordenado, entonces
es un anillo ordenado.

Veamos lo que aporta que el ideal I sea absolutamente convexo:

Teorema 7.46 Sea X un espacio topoldgico e I un ideal convero de C(X). Las
afirmaciones siguientes son equivalentes:

1. I es absolutamente convezo.
2. f eI implica que |f| € I.
3. Sif,gel, entonces fVgel.

4. Si f, g € C(X), existen el supremo y el infimo de [f] y [g] en C(X)/I,
dados por [f]V [g] = [f V gl, [f] A lg] = [f A g].

5. Si f € C(X), entonces [f] >0 si y solo si [f] =[|f]]-



230 Capitulo 7. Compactificaciones

DEMOSTRACION: Ya hemos observado que 1) = 2), y también es claro que
2) = 1), pues si |f| < |g| con g € I, por 2) tenemos que |g| € I, luego por la
convexidad de I se cumple que |f| € I y asuvez f € I.

2) = 3) Tenemos que |f| + |g|] € I, y ademés

=(If1+1g) < fvg<Ifl+]lgl,
luego fVgel.

3) = 4) Claramente [f] < [f V g], [g] < [f V g]. Supongamos que [f] < [A],
[9] < [h] ¥ tenemos que probar que [f V g] < [h]. Tenemos que [h — f] = [hq]
[h—g] = [ha], con h1, ho > 0. Sean f+hi —h=x€l,g+ha—h=yel.
Entonces

)

fvg<s(h+z)V(h+y)=h+(zVy),
luego fVg+t=h+(xVy) parat>0yxzVy€l, luego [h— fVg]=1[t],
luego [f V g] < [h].
Claramente [f A g] = —([—f] V [—g]) es el infimo de [f] y [g]-
4) = 5) Si [f] = [| f]], obviamente [f] > 0.
Si [f] > 0, entonces [—f] < 0 < [f], luego
1=V ==V ==l

5) = 2) Si f € I, entonces [f] =0 > 0, luego [|f]] = [f] =0, luego |f] € I.

Observemos que todo z-ideal I de C'(X) es absolutamente convexo, pues si
|f] < lgl, con g € I, entonces Z(g) C Z(f), luego Z(f) € Z[I], luego f € I.
Usaremos varias veces este hecho elemental:

Teorema 7.47 Sea X un espacio topoldgico e I un z-ideal de C'(X). Entonces
f e C(X) cumple [f] > 0 si y sdlo si existe Z € Z[I] tal que f|z > 0.

DEMOSTRACION: Como I es absolutamente convexo, [f] > 0 es equivalente
aque f—|f| €1, luego a que Z = Z(f — |f|) € Z|I], y claramente f|z > 0.
Reciprocamente, si existe Z € Z[I] tal que f|z > 0, entonces Z C Z(f — |f]),
luego Z(f —|f]) € Z[I].

Teorema 7.48 Si X es un espacio topoldgico, todo ideal primo P en C(X) es
absolutamente convexo, y el cociente C(X)/P estd totalmente ordenado.

DEMOSTRACION: Supongamos que |f| < |g|, con g € P. Definimos

_  f(@)?/g(x) six ¢ Z(g),
h(x)_{ 0 si z € Z(g).

Veamos que h es continua. Obviamente lo es en el abierto X \ Z(g), luego falta
probar que también lo es en cualquier punto 2o € Z(g) C Z(f). Observemos
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que si z ¢ Z(g), entonces |f(x)/g(x)| < 1, luego |h(z)| < |f(x)| para todo
x € X\ Z(g). Dado € > 0, existe un entorno U de zg tal que si x € U, entonces
|f(z)] < e, luego también |h(z)| < €, lo cual prueba que h es continua en x.
Claramente f? = hg € Py, como P es primo, f € P.

Ahora, como (f — | f)(f+|f]) = f2—|f> =0 € Py P es primo, f || € P,
luego [f] > 0 o bien [f] < 0. Esto implica a su vez que [f] < [g] o [g] < [f], para

todo par de funciones f y g. m

En particular, si M es un ideal maximal de C(X), el cociente C'(X)/M es un
cuerpo ordenado, y tenemos un monomorfismo de cuerpos R — C(X)/M que
conserva el orden. En otras palabras, podemos identificar los ntimeros reales
con las clases de las funciones constantes. Sin embargo, este monomorfismo no
tiene por qué ser suprayectivo.

Definicion 7.49 Si X es un espacio topologico y M es un ideal maximal de
C(X), diremos que M es real si el monomorfismo R — C(X)/M es un isomor-
fismo. En caso contrario diremos que M es hiperreal.

Si M es un ideal maximal hiperreal y K = C(X)/M, entonces K es un
cuerpo ordenado que contiene estrictamente al cuerpo R de los ntimeros reales.
Necesariamente, K es no arquimediano, es decir, existen elementos oo € K que
son mayores que todos los ntimeros naturales. Més precisamente:

Llamamos Ok al conjunto de todos los @ € K tales que |a| > n, para
cierto nimero natural n. A sus elementos los llamaremos elementos finitos o
infinitamente grandes de K. Equivalentemente, son los elementos tales que
|| > 7, para todo r € R.

Llamaremos ox al conjunto de todos los o € K tales que |o| < 1/n, para
todo nimero natural n > 1. A sus elementos los llamaremos infinitésimos o
elementos infinitamente pequenos de K. Equivalentemente, son los elementos
tales que |a| > ¢, para todo € > 0 (real).

Es facil ver que Ok es un subanillo de K y que ok es un ideal de Og. Lo
que no es inmediato es que Ox & K y que ox # 0. Las dos afirmaciones son
equivalentes, porque también es evidente que ox esta formado por el 0 y por
los inversos de los elementos de K \ O.

Lo que si que sabemos es que existe un @ € K \ R. Supongamos que no es
infinitamente grande ni infinitesimal. Entonces existen niimeros naturales tales
que 1/m < a < n. El conjunto A = {r € R | r < a} es no vacio (pues 1/m € A)
y estd acotado superiormente (en R) por n, luego tiene supremo s € R. No
podemos asegurar que s < «, pero por hipotesis s # «. Para todo numero
natural £ > 1, tenemos que s — 1/k < a < s + 1/k, luego |s — a| < 1/k, luego
s — a € 0ok es no nulo.

Asi pues, no s6lo hemos probado que en K existen elementos infinitos e
infinitesimales no nulos, sino que todo elemento finito « se diferencia de un
namero real s en una cantidad infinitesimal (lo hemos probado bajo el supuesto
de que a no es infinitesimal, pero es trivialmente cierto en este caso, con s = 0).
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Esto equivale a que el monomorfismo R — Ok /ox es de hecho un iso-
morfismo. Notemos que es un monomorfismo porque ningin nimero real no
nulo es infinitesimal. Esto nos da una unicidad: cada elemento finito de K esta
infinitamente cerca de un tinico nimero real.

Todo lo dicho es trivialmente cierto en el caso en que el ideal M es real,
entendiendo que O = K =R y que og = 0.

Teorema 7.50 Sea X un espacio topoldgico, sea M un ideal mazimal de C(X),
sea K =C(X)/M y f € C(X). Las afirmaciones siguientes son equivalentes:

1. [f] es infinitamente grande en K.
2. f no estd acotada en los elementos de Z[M].

3. Para cada natural n, el cero Z, = {x € X | |f(x)| > n} estd en Z[M].

DEMOSTRACION: Por 7.47, se cumple [f] > n siy solo si existe Z € Z[M] tal
que |f(z)] < n para todo z € Z, luego la negacion de 1) equivale a la negacion

de 2).
Igualmente, [|f|] > n siy solo si Z,, contiene un elemento de Z[M], lo cual
equivale a que Z,, € Z[M]. Esto prueba que 1) < 3). n

El teorema siguiente prueba que existen ideales hiperreales salvo en casos
triviales:

Teorema 7.51 Sea X un espacio topoldgico y f € C(X). FEuxiste un ideal ma-
zimal M en C(X) tal que [f]ar es infinitamente grande si y solo si f no estd
acotada en X.

DEMOSTRACION: El teorema anterior nos da que si [f]y es infinitamente
grande, entonces f no esta acotada. Supongamos ahora que f no esté acotada.
Entonces los conjuntos Z,, considerados en el teorema anterior forman una fami-
lia con la propiedad de la interseccion finita, luego pertenecen a un z-ultrafiltro
Fen X,y el ideal M = Z~![F] es maximal y, por el teorema anterior, [f]as es
infinitamente grande. n

Asi pues:

Teorema 7.52 Si X es un espacio topoldgico, todos los ideales mazximales de
C(X) son reales si y sdlo si X es pseudocompacto.

Ahora ya podemos determinar algebraicamente las extensiones de las funcio-
nes continuas de C*(X) a C(SX) cuando identificamos X con M(X). Como
las funciones no acotadas no se extienden a X, conviene considerar la compac-
tificacion de Alexandroff R* de R:

Definicion 7.53 Sea X un espacio completamente regular. Para cada funcion
f € C(X), lamamos f*: X — R* a la tnica extension continua de f a X
(que existe, por el teorema 7.12).
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Claramente, si f € C*(X), entonces f* : fX — R es la tnica extension
continua de f a 8X.

Teorema 7.54 Sea X un espacio completamente regular y f € C(X). Para
cada p € BX, se cumple:

1. f*(p) = oo si y sdlo si [f]m, es infinitamente grande.

2. f*(p) =r € R siysdlo sir es el unico nimero real infinitamente proximo

a [f]Mp~

DEMOSTRACION: Si f*(p) = oo, entonces, para cada nimero natural n, se
cumple que p € Z,, donde

Zn ={z € X |[f(2)| = n}.
En efecto, como R* \ [—n,n] es un entorno de oo, tenemos que

Un={q€BX |[f*(9)] = n}

es un entorno de p. Si U es cualquier entorno de p, entonces U N U,, es un
entorno de p, luego AU NU,NX C Z,.

El teorema 7.42 nos da que Z,, € p = Z[M,)], luego [f]rs, es infinitamente
grande por 7.50.

Por otra parte, si f*(p) = r, se razona igualmente que p € Y,,, donde
Yo={ze X ||f(x)—r| <1/n}.
De aqui que Y,, € Z[M,] y en Y,, se cumple que —1/n < f —r < 1/n, luego 7.47
nos da que —1/n < [f]n, —r < 1/n, luego [f]nr, esté infinitamente cerca de r.
Como los dos casos son excluyentes y no hay mas posibilidades, el teorema
queda probado. n
En particular, si M es un ideal maximal de C'(X) y f € C*(X), entonces el

valor f(p) que la extension continua de f a X toma en el punto p correspon-
diente a M = M, es el tinico nimero real tal que r estd infinitamente préximo

a [flm-

Nota Observemos que los ideales maximales de C'(X) se corresponden con los
de C*(X) a través de la biyeccion M), — My, pero que ésta correspondencia no
consiste en general en que M; = M, N C*(X). Lo que tenemos es que

My ={feC"(X)| flp)=0},  M,={feC(X)|peZ(f)}

Es facil ver que M, N C*(X) C M, pero no tiene por qué darse la igualdad.
Concretamente, el teorema anterior implica que

My ={f € C*(X) | [f]m, es infinitesimal},
mientras que, obviamente
M, N CH(X) ={f € C*(X) | [f]a, = 0}. "

Terminamos con una caracterizacion de los ideales maximales reales en tér-
minos de sus conjuntos de ceros:
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Teorema 7.55 Sea X un espacio topoldgico y M un ideal mazimal en C(X).
Las afirmaciones siguientes son equivalentes:

1. M es real.
2. El z-ultrafiltro Z[M] es cerrado para intersecciones numerables.

3. El z-ultrafiltro Z[M)] tiene la propiedad de la interseccion numerable (la
interseccion de una cantidad numerable de sus elementos es no vacia,).

DEMOSTRACION: 1) = 2) Sea {Z(f,,)}32; una familia de elementos de Z[M]
y supongamos que su interseccion no pertenece a Z[M]. Consideremos la funcion

g(x) = > (|fu(z)] A 27™), claramente continua y no negativa. Ademaés
n=1
2(9) = 0\ 2(4) ¢ ZIM).

Entonces [g]ar > 0y [g]amr # 0. Por otra parte, Z(f1)N---NZ(fm) € Z[M] no
es vacio, luego, si = esta en la interseccion,

g@) = Y (fa@r2zm)< 3 2 =1/2m,
n=m-+1 n=m+1

luego el teorema 7.47 nos da que [g]yr < 1/2™ para todo m, lo que significa que
[g9]as es infinitesimal, luego M es hiperreal.

2) = 3) es trivial.

3) = 1) Si M es hiperreal, existe f € C(X) tal que [f]a es infinitamente
grande. El teorema 7.50 implica que Z,, = {z € X | |f(z)| > n} € Z[M] y,
obviamente, la intersecciéon de estos conjuntos es vacia. L]

En vista del teorema anterior, a veces se llama ultrafiltros reales a los z-
ultrafiltros cerrados para intersecciones numerables. Asi, un ideal maximal de
C(X) es real si y solo si su z-ultrafiltro asociado es real.

7.4 Espacios realcompactos

El teorema 7.40 afirma que un espacio compacto X estd completamente
determinado por su anillo de funciones continuas C(X). Trivialmente, esto es
lo mismo que decir que esta completamente determinado por el anillo C*(X). Si
expresamos el resultado en términos de C* (X)), podemos afirmar que es el mejor
resultado posible en esta linea, pues si X es cualquier espacio completamente
regular no compacto, tenemos que C*(X) = C*(5X), luego C* no permite
distinguir un espacio X de su compactificacion X.

Sin embargo, en términos de C'(X), el teorema 7.40 dista mucho de ser el
mejor posible, pues existe una clase mucho mas amplia de espacios topologicos
que estan completamente determinados por su anillo de funciones continuas. Se
trata de los espacios realcompactos, que vamos a introducir ahora.
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El teorema 7.37 muestra que los ideales maximales fijos de C'(X) son reales,
pues si p € X, entonces [f]a, = f(p). En cambio, los ideales maximales libres
pueden ser reales o hiperreales.

Definicién 7.56 Un espacio completamente regular X es realcompacto si todo
ideal maximal real de C'(X) es fijo.

La mera definicién nos basta para demostrar lo que hemos afirmado:

Teorema 7.57 Dos espacios topoldgicos realcompactos X eY son homeomorfos
sty solo si C(X) y C(Y) son isomorfos.

DEMOSTRACION: Sea ¢ : C(X) — C(Y') un isomorfismo de anillos. Si M
es un ideal maximal de C(X) y ¢(M) = ¢[M], tenemos también un isomorfismo
de cuerpos ordenados C(X)/M — C(Y)/p(M), luego M es real si y solo si lo
es p(M).

Asi, si p € X, tenemos que M, es un ideal real de C'(X), luego ¢(M,,) es un
ideal real de C(Y), luego por la realcompacidad es fijo, es decir, es de la forma
&(Mp) = Mj(y), para cierto punto f(p) € Y. Tenemos entonces un diagrama
conmutativo:

X — s i[X] M(X)
!
Y iy M(Y)

donde las flechas horizontales son las inmersiones canénicas i(p) = My, que son
homeomorfismos en sus imégenes respectivas. La aplicacion f es biyectiva y la
conmutatividad del primer cuadrado implica que es un homeomorfismo. =

En el resto de esta seccién estudiaremos la clase de los espacios realcompactos
y veremos, entre otras cosas, que es muy amplia. Empezamos observando que
la realcompacidad tiene una caracterizacion topologica muy simple que puede
tomarse como definicion:

Teorema 7.58 Un espacio completamente reqular X es realcompacto si y sélo
si todo z-ultrafiltro real en X (es decir, cerrado para intersecciones numerables)
es convergente.

DEMOSTRACION: Por el teorema 7.55, un ideal M maximal de C(X) es real
si y solo si Z[M] es un z-ultrafiltro con la propiedad de la interseccién numerable
y por definicion M es fijo si y solo si (| Z[M] # &, luego X es realcompacto si y
sOlo si todo z-ultrafiltro real tiene un punto adherente, pero en un z-ultrafiltro
esto equivale a la convergencia (teorema 7.34) "

Es claro entonces que todo espacio compacto es realcompacto, pero en reali-
dad tenemos algo mas general:

Teorema 7.59 Todo espacio de Lindeldf reqular es realcompacto.
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DEMOSTRACION: Vamos a probar algo més general: un espacio completa-
mente regular X es de Lindeldf si y solo si todo z-filtro con la propiedad de la
interseccion numerable tiene un punto de acumulacién.

En efecto, si F es un z-filtro con la propiedad de la intersecciéon numerable y
su interseccion fuera vacia, entonces {X \ Z | Z € F'} es un cubrimiento abierto
de X, luego existe un subcubrimiento numerable, {X \ Z,,}22,, de modo que
{Z,}5% es una familia de elementos de F' con interseccion vacia.

Si X tiene la propiedad indicada y U es un cubrimiento abierto de X, como
los coceros en X forman una base, el conjunto € de todos los coceros contenidos
en algun elemento de U es también un cubrimiento abierto de X, luego el
conjunto ¥ de todos los complementarios de los coceros de € es una familia
de ceros con interseccién vacia.

Si ¥ tuviera la propiedad de la interseccién numerable, generaria un z-filtro
con la propiedad de la interseccion numerable, luego por hipotesis (X # &, lo
que equivale a que € no es un cubrimiento. Por lo tanto existe un subconjunto
numerable Xy C ¥ tal que (Xp = &, luego el conjunto Cy C € formado por
los complementarios de los elementos de ¥y es un cubrimiento abierto de X y
entonces U tiene un subcubrimiento numerable formado por un abierto de U
que contenga a cada cocero de Cg. L]

Teorema 7.60 Un espacio de Hausdorff X es compacto y sélo si es realcom-
pacto y pseudocompacto.

DEMOSTRACION: Obviamente los espacios de Hausdorff compactos son real-
compactos y pseudocompactos. Reciprocamente, en un espacio realcompacto y
pseudocompacto X todos los z-ultrafiltros son reales (por el teorema 7.52), luego
todos son convergentes (por la realcompacidad). Esto implica que X = X,
luego X es compacto. ]

Asi, wy con la topologia de orden (ejemplo A.30) es un caso de espacio no
realcompacto, pues es pseudocompacto y no compacto.

La pregunta de si los espacios discretos son realcompactos tiene una respuesta
sorprendente. Si X es un espacio discreto, todos los ultrafiltros son z-ultrafiltros,
luego X mno es realcompacto si existe un ultrafiltro libre en X cerrado para
intersecciones numerables, es decir, un ultrafiltro libre 8;-completo, pero eso
es justamente lo que en [TC 7.70] hemos llamado una medida de Ulam, y un
conjunto X tiene una medida de Ulam si y sélo si la tiene su cardinal, es decir,
si y sélo si su cardinal es medible Ulam. Por consiguiente:

Teorema 7.61 Un espacio discreto X es realcompacto si y sélo si su cardinal
no es medible Ulam.

No puede demostrarse que existan cardinales medibles Ulam, pero hemos
demostrado [TC 7.77] que si existe un cardinal medible Ulam, el menor de ellos
es medible, luego en particular fuertemente inaccesible. Por lo tanto, un espacio
discreto que no sea realcompacto tiene que tener cardinal mayor que 280, o
que 22N0, etc. Reciprocamente, todo espacio discreto de cardinal 2%°, o 22%,
etc. es realcompacto.
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Como consecuencia vemos que una imagen continua de un espacio realcom-
pacto no tiene por qué ser realcompacta, pues la identidad f : w; — wy
es continua cuando a la izquierda consideramos la topologia discreta (con la
que w; es realcompacto) y a la derecha la topologia de orden (con la que no es
realcompacto).

Definicion 7.62 Una realcompactificacion de un espacio topologico X es un par
(Y,i), donde Y es un espacio realcompacto e i : X — Y es un homeomorfismo
en su imagen tal que Y = i[X]. Dos realcompactificaciones (Y,4) y (Y’,4)
de un mismo espacio X son equivalentes si existe un homeomorfismo que hace

conmutativo el diagrama

y Loy

17

X

Obviamente, toda compactificacion de un espacio X es una realcompactifica-
cién, pero el reciproco no es cierto en general. Como los espacios realcompactos
son completamente regulares, es inmediato que un espacio topolégico admite
una realcompactificacion si y so6lo si es completamente regular. Como en el caso
de las compactificaciones, en la practica identificaremos a cada espacio X con
su imagen en cualquiera de sus realcompactificaciones.

Teorema 7.63 Todo espacio completamente regular tiene una realcompactifi-
cacion vX univocamente determinada salvo equivalencia por cualquiera de las
propiedades siguientes:

1. vX es equivalente al mayor subespacio de BX en el que X estd C'-sumer-
gido.

2. vX es equivalente al menor subespacio realcompacto de X que contiene
a X.

3. X estd C-sumergido en vX.

4. Toda aplicacion continua f : X — Y en un espacio realcompacto Y se
extiende a una aplicacion continua f:vX — Y.

DEMOSTRACION: Si tomamos como SX el conjunto de todos los z-ultrafiltros
de X, llamamos vX C X al conjunto de todos los z-ultrafiltros reales. Puesto
que todos los z-ultrafiltros fijos son reales, asi tenemos que X C vX C gX.

Mas precisamente, si no identificamos X con su imagen i[X] C 8X (que es el
conjunto de todos los z-ultrafiltros fijos), lo que tenemos es que i[X] C vX, y asi
se ve claramente que la igualdad i[X] = vX equivale a que X sea realcompacto
(el conjunto de los z-ultrafiltros fijos coincide con el de los z-ultrafiltros reales).

Obviamente X es denso en vX, pero, aunque tenemos que X = vX siy
sblo si X es realcompacto, esto no implica que v.X sea realcompacto en general.
Enseguida veremos que si que lo es.
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El teorema 7.54 implica que, si X es un espacio completamente regular y
p € BX, se cumple que f*(p) # oo para toda f € C(X) siy s6lo si el ideal
maximal M, es real, es decir, si y solo si el z-ultrafiltro Z[M,] = p es real.
Por consiguiente, f* no toma el valor co en vX y asi concluimos que X esta
C-sumergido en vX. Maés atn, que vX es el mayor subespacio de X en el
que X estad C-sumergido.

Notemos que esto no depende de la construcciéon particular que hemos hecho
de vX, es decir, hemos probado que en (una realizacion concreta de) fX existe
un maximo espacio vX en el que X estd C-sumergido y tal que X = vX siy
solo si X es realcompacto, pero entonces, si K7 y K5 son dos compactificaciones
de X en las que X estd C*-sumergido, es decir, dos compactificaciones equiva-
lentes a la compactificacion de Stone-Cech de X , tanto en K como en Ky existe
un maximo subespacio v; X en el que X estd C-sumergido y tal que X = v; X
siy solo si X es realcompacto. Como todo esto son propiedades topologicas,
la equivalencia f : K; — K5 se restringe obviamente a un homeomorfismo
f:v1 X — 12X, que podremos decir que es una equivalencia de realcompacti-
ficaciones en cuanto hayamos probado que v.X es realcompacto.

En efecto, podemos considerar a X como la compactificacién de Stone-Cech
de vX, y entonces
X CvX CovX C BX,

donde vvX es el menor subespacio de X donde vX estd C-sumergido. Pero
entonces X estd C-sumergido en vvX, luego tiene que ser vvX = vX, y esto
prueba que v X es realcompacto.

Con esto tenemos probado que existe una realcompactificacién de X univo-
camente determinada salvo equivalencia por la propiedad 1) del enunciado. (Y
ademas sabemos que X = vX siy solo si X es realcompacto.)

2) Supongamos ahora que X C Y C X con Y realcompacto. Entonces fX
es también la compactificacion de Stone-Cech de Y, luego Y = vY es el mayor
subespacio de 8X en el que estd C-sumergido. Pero Y estd C-sumergido en
Y UovX, pues si f € C(Y), podemos extenderla a f* : fX — R>® y la
extension serd finita en v(X), y obviamente en Y, luego también en Y UvX.
Por consiguiente, Y UvX C Y, luego vX CY.

3) Si Y es una realcompactificacion de X en la que X estd C-sumergido,
entonces X estda C*-sumergido en Y, luego podemos considerar a Y como
compactificacion de Stone-Cech de X, de modo que X € Y C X. Como X
estd C-sumergido en Y, tenemos que Y C vX por 1), y como Y es realcompacto,
vX CY por 2).

Notemos que el hecho de que X es realcompacto si y solo si X = vX es
ahora un caso particular de 3), por lo que ya no necesitamos considerarlo como
una afirmacion adicional.

4) En principio f se extiende a una aplicaciéon continua f : X — Y. Sin
necesidad de suponer que Y es realcompacto, vamos a ver que f[vX] C vY.
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Tomamos p € vX. Para probar que f(p) € vY basta ver que si g € C(Y),
entonces la extension g* : BY — R es finita en f(p). Tenemos el diagrama

conmutativo

x— .y R

]

g

Por la unicidad de las extensiones, tenemos que (f o g)* = f o g%, de donde

resulta que g*(f(p)) = (fog)*(p) # oo, porque p € vX. Asi pues, f se restringe
a una aplicacion continua f:vX — vY. L]

Conviene recordar que una realizaciéon concreta de vX es el conjunto de los
z-filtros reales en X o, equivalentemente, los limites de los ultrafiltros reales
de X en 5X.

La restriccion induce un isomorfismo de anillos C(vX) — C(X), por lo que
el teorema 7.57 no puede extenderse a una clase mas amplia de espacios: todo
espacio no realcompacto X tiene el mismo anillo de funciones continuas que el
espacio realcompacto v.X.

Como consecuencia del teorema anterior tenemos una caracterizacion de los
espacios pseudocompactos:

Teorema 7.64 Un espacio completamente reqular X es pseudocompacto si y
solo si vX = X.

DEMOSTRACION: En efecto, si X es pseudocompacto entonces esta C-
sumergido en X, luego tiene que ser vX = FX. Si se cumple esta igualdad,
toda funcién continua en X se extiende a SX, luego esta acotada. m

Teorema 7.65 Todo subespacio cerrado de un espacio realcompacto es realcom-
pacto.

DEMOSTRACION: Sea X C Y, donde X es cerradoen Y e Y es realcompacto.
La inclusion X — Y se extiende a una aplicacion continua f : vX — Y. El
teorema 7.3 nos da que f[vX \ X]NX = @, luego f~}[X] = X, luego X es
cerrado en vX, luego X = vX y asi X es realcompacto. m

Teorema 7.66 Todo producto de espacios realcompactos es realcompacto.

DEMOSTRACION: Sea X = ][ X; un producto de espacios realcompactos.
i€l

Cada proyeccion p; se extiende a una funcién continua p; : vX — X;, y con

estas funciones formamos una funcién continua f : vX — X que restringida a

X es la identidad. De nuevo el teorema 7.3 nos da que floX \ X]| N f[X] = &,

lo que solo es posible si vX = X, luego X es realcompacto. [
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Teorema 7.67 Si f : X — Y es continua con X realcompacto y A CY es
realcompacto, entonces f‘l[A] es realcompacto.

DEMOSTRACION: La inclusion f~!'[A] — X se extiende a una aplicacion
continua g : vf~'A] — X, pero también f|p-1(4 : fT'[A] — A se extiende
a una aplicacién continua h : vf~1[A] — A. Tanto go f como h toman valores
en X y coinciden en f~![A], luego h = g o f. El teorema 7.3 nos da que

glof AN FHA C X\ fHAL
luego, aplicando f,
hlof AN AN C FIX\ FHAl C X\ 4,

lo cual solo es posible si vf~1[A]\ f71[4] = @. .

Como consecuencia:
Teorema 7.68 Todo cocero en un espacio realcompacto es realcompacto.
(Basta aplicar el teorema anterior con A =R\ {0}.)

Teorema 7.69 Toda interseccion de subespacios realcompactos de un espacio
topologico es realcompacta.

DEMOSTRACION: Sea {X;};c; una familia de subespacios realcompactos de
un espacio topologico y sea X = () X;.
iel
La inclusion X — X se extiende a una aplicacion continua f; : v X — X,
pero todas las f; coinciden en X, luego coinciden en v.X, por lo que cualquiera
de ellas es una aplicaciéon continua f : vX — X. El teorema 7.3 implica que
vX = X. L]

Teorema 7.70 Si X es realcompacto y todos los puntos de X son Gs, entonces
todo subespacio de X es realcompacto.

DEMOSTRACION: Por el teorema 5.53, los puntos de X son ceros, luego
los conjuntos X \ {p} son coceros, luego son realcompactos, por 7.68, y todo
subespacio A C X es de la forma A= () (X \ {p}), luego es realcompacto
por el teorema anterior. pPeEX\A n

Veamos otra caracterizaciéon notable de los espacios realcompactos:

Teorema 7.71 Un espacio topoldgico X es realcompacto si y solo si es homeo-
morfo a un subespacio cerrado de un cubo RL.

DEMOSTRACION: Sea X un espacio completamente regular, sea I = C'(X)
y consideremos la aplicacién ¢ : X — R dada por ¢(z) = {f(x)}ses. Cla-
ramente ¢ es continua e inyectiva (pues dados dos puntos distintos hay una
funcion continua que los distingue).
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Vamos a probar que ¢ : X — ¢[X] es un homeomorfismo, para lo cual
probaremos que ¢ es cerrada. Sea C' C X un cerrado. Basta probar que
@|C] = ¢[C] N ¢[X]. Una inclusion es obvia y, si existe ¢(x) € ¢[C] \ ¢[C],
entonces = ¢ C, luego existe f € I tal que f(z) =1y f[C] = 0, pero entonces
U={y € R| fly) > 0} es un entorno de ¢(z) tal que U N ¢[C] = 2,
contradiccion.

Sea Y = ¢[X], cerrado en R’. Como R es realcompacto (es Lindelsf),
también lo es R!, luego también lo es Y. Ahora observamos que ¢[X] esté
C-sumergido en Y, pues si g € C(¢[X]), podemos expresarla como g = ¢ o f,
con f € C(X), y la proyeccién py es una extensién de g a RY. Por lo tanto
Y = v¢[X], luego si X es realcompacto, tiene que ser Y = ¢[X]. n

Del teorema anterior se desprende que todo espacio realcompacto es comple-
tamente uniformizable, pues R es completamente uniformizable, luego R tam-
bién y todo cerrado en un espacio uniforme completo es completo. En realidad,
refinando la prueba del teorema anterior obtenemos el analogo al teorema 7.15:

Teorema 7.72 Si X es un espacio completamente regular, su realcompactifica-
cion de Hewitt es la complecion del espacio uniforme (X, C).

DEMOSTRACION: Consideremos la aplicacion ¢ : X — R’ construida en la
prueba del teorema anterior. Si py es la proyeccién en la componente f € I,
tenemos que popy = f : X — R, pero f es uniformemente continua si
consideramos en X la uniformidad € y en R la uniformidad usual, luego ¢
también es uniformemente continua y ¢[X] es un subespacio completo de RY
(porque es cerrado). Por lo tanto, ¢ se extiende a una aplicaciéon uniformemente
continua ¢ : X — Y, luego la complecién X de (X, @) es uniformemente
homeomorfa a Y, que hemos probado que es homeomorfa a v.X. [

El reciproco (que todo espacio completamente uniformizable sea realcom-
pacto) no puede ser cierto, porque todo espacio discreto es completamente uni-
formizable, pero si su cardinal es medible Ulam no es realcompacto. No obstante,
con una hipdétesis minima para evitar este caso, si que se cumple. Para probarlo
necesitamos algunos resultados previos.

Teorema 7.73 Si X es un espacio pseudométrico y € > 0, existen conjuntos
Zns CX (conneN\{0} yx e X) que cumplen las propiedades siguientes:

1. U Zp. =X,

n,r
2. Cada Z,, 5 es cerrado de didmetro menor que e.

3. Para cada n € N, la familia {Z, ,}rex es discreta, es decir, existe un
0 > 0 tal que si x # y, entonces d(Zy, o, Zny) > 6.

DEMOSTRACION: Fijemos un buen orden < en X. Fijado n, construimos
Zn,z Por recursion sobre z. Sea § = ¢/2. Definimos Z,, , como el conjunto de
todos los z € X que cumplen:
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1. Para todo y < @, d(Z, 4, 2) > 0/n,
2. d(z,z) <6 —0d/n.

Como la distancia y la distancia a un conjunto son funciones continuas, es
claro que cada Z, , es cerrado. Ademés d(Z, ) < 26 =€y siy < z, se cumple
que d(Zy 3, Zpn,y) > 6/n. Por lo tanto, se cumplen las propiedades 2) y 3) del
enunciado.

Para probar 1) tomamos z € X y sea € X el minimo (respecto del buen
orden) tal que d(z,z) < 0 (notemos que x = z cumple lo requerido, luego
estamos calculando el minimo de un conjunto no vacio). Tomamos n tal que
d(z,z) < 6 —d/n. Asi, si y < x tenemos que d(y,z) > I, luego para todo
w € Zp,y, se cumple

d(w, 2) > d(y, z) — d(y,w) > 6 = (6 = 6/n) = é/n,

luego d(Zy, y, z) > 6/n, luego z € Z,, 4. "

Observemos que, en las condiciones del teorema, cualquier unién de conjun-
tos Z,,» (con n fijo) es cerrada, pues si z no esta en la union, la bola B5_s/n)/2(2)
corta a lo sumo a uno de los cerrados, luego reduciendo el radio podemos hacer
que no corte a ninguno.

En particular, podemos aplicar este teorema cuando X es un espacio uni-
forme y d es una pseudométrica uniforme en X. En tal caso, cada unién

Z = | Z,, es cerrada para la topologia inducida por d, luego se cumple
zel
que Z ={z € X | d(#2,Z) = 0} y, como la funcion d( ,Z) es continua (para la

topologia de X)), concluimos que Z es cerrado en Z. Mas atn, es un cero. En

particular, Z, = |J Z,,esunceroen X y |JZ, = X.
zeX n
Si U es un z-ultrafiltro real, existe un n tal que Z,, € U, pues en caso contra-

rio U contendria un elemento disjunto de cada Z,,, luego también la interseccion,
que seria disjunta con X, lo cual es absurdo. Asi hemos probado lo siguiente:

Teorema 7.74 Sea X un espacio uniforme de Hausdorff, sea d una pseudomé-
trica uniforme en X, sea € > 0 y F un z-ultrafiltro real en X. Entonces existe
una familia {Z;}icr de subconjuntos de X no vacios tal que:

i€l

2. {Z;}ier es discreta respecto de d.

3. Para todo J C I, la union |J Z; es un cero.
€J

(La familia { Z; };er no es mas que {Z, , }zex para un n adecuado eliminando
los conjuntos que sean vacios.)
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Ahora formamos un conjunto S C X que conste de un punto z; en cada Z;,
de modo que S es d-discreto, es decir, existe un § > 0 tal que d(z;,z;) > 0
siempre que @ # j. Definimos Fg C PS mediante

AeFs+ | Z;,eF.
s;€EA

Ahora observamos que Fg es un z-ultrafiltro real en S. Claramente es un
z-filtro y si A C S, entonces A € Fs o bien S\ A € Fg, por 7.19.

Teorema 7.75 Sea X un espacio uniforme de Hausdorff. Si para cada pseu-
dométrica uniforme d en X se cumple que todo subespacio d-discreto de X es
realcompacto, entonces todo z-ultrafiltro real en X es un z-filtro de Cauchy.

DEMOSTRACION: Sea F' un z-ultrafiltro real en X. Segun el teorema 2.25,
una banda bésica en X es de la forma V = {(z,y) € X x X | d(z,y) < €}, para
cierta pseudométrica uniforme d en X. El conjunto S que hemos construido
a partir de I’ es discreto, luego, por hipdtesis es realcompacto. Por lo tanto,
el z-ultrafiltro real Fg es fijo, luego existe un ¢ € I tal que {s;} € Fj4, lo que
equivale a que Z; € F, y d(Z;) < €, luego d(Z;) < V. .

Teorema 7.76 (Shirota) Sea X un espacio completamente regular cuyos sub-
espacios cerrados discretos tengan cardinal no medible Ulam. Entonces X es
completamente uniformizable si y sdlo si es realcompacto.

DEMOSTRACION: El teorema 7.72 (o, mas facilmente, las observaciones pre-
vias) prueba que si X es realcompacto es completamente uniformizable. Si
X es completamente uniformizable y cumple la hipdtesis sobre medibilidad, el
teorema anterior nos da que todo z-ultrafiltro real es un z-filtro de Cauchy,
luego converge, y esto equivale a que el z-ultrafiltro sea fijo. Asi pues, X es
realcompacto. m

En particular, un espacio completamente regular de cardinal no medible
Ulam es completamente metrizable si y s6lo si es realcompacto.

Un enunciado equivalente que no menciona explicitamente los cardinales
medibles Ulam es el siguiente: Un espacio X completamente metrizable es real-
compacto si y sdlo si todos sus subespacios cerrados discretos lo son.

7.5 P-espacios

La definicion de topologia pide tinicamente que las intersecciones finitas de
abiertos sean abiertas, pero, jes posible que en un espacio topolégico las inter-
secciones numerables de abiertos sean abiertas? La respuesta es que si que es
posible, pero se trata de una condicién muy restrictiva que, no obstante, tiene
interés estudiar, porque muestra que otras propiedades que podrian parecer
razonables son en realidad igualmente restrictivas.
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Definicién 7.77 Un P-punto en un espacio topolégico X es un punto p € X
tal que toda interseccion numerable de entornos de p es también un entorno
de p. Un P-espacio es un espacio topoloégico cuyos puntos son todos P-puntos.

Claramente un P-espacio es un espacio en el que la interseccién numerable
de abiertos es abierta o, en otros términos, en el que todo Gy es abierto. Equi-
valentemente, la unién numerable de cerrados es cerrada, o también todo F,, es
cerrado.

Observemos que siY C X y p € Y es un P-punto en X, también lo es en Y,
por lo que todo subespacio de un P-espacio es un P-espacio.

Mas aun, el conjunto de todos los P-puntos de cualquier espacio topologico
es un P-espacio.

También se comprueba sin dificultad que el producto de dos P-espacios es

un P-espacio. Sin embargo, un producto infinito X = [] X; de P-espacios
i€l
no triviales no es nunca un P-espacio, pues si Iy C I es infinito numerable y
@ # U; G X, son abiertos, para i € Iy, entonces (| p~![U;] es un G5 de interior
i€ly
vacio en X.

Si no exigimos propiedades de separacion, es facil encontrar ejemplos de P-
espacios, por ejemplo, un conjunto con la topologia del punto particular (ejem-
plo A.1) es un P-espacio que no cumple el axioma T, mientras que un conjunto
con la topologia conumerable (ejemplo A.4) es un P-espacio Ty, pero no T. El
ejemplo A.9 es un caso de P-espacio de Hausdorff no regular. En cambio, la
regularidad equivale a la regularidad completa:

Teorema 7.78 Todo P-espacio regular es completamente reqular.

DEMOSTRACION: Sea X un P-espacio regular, sea C' C X cerrado y sea
p € X\ C. Por la regularidad podemos tomar un abierto p € Uy C Uy C X \ C,
y a su vez podemos construir recurrentemente una sucesion de abiertos {Up, }n<w
tal que p € Up11 C Upyq C U,. Asi

pceU= NU,=NU,CX\C.
new new
La interseccion U es abierta (porque X es un p-espacio) y es cerrada (porque
es interseccion de cerrados), luego U y X \ U son ceros disjuntos que separan
completamente a py a C. u

El “espacio Fortissimo” (ejemplo A.16) es un caso de P-espacio T5, pero un
P-espacio no discreto no puede ser Tg. El ejemplo A.33 es un caso de P-espacio
completamente regular que no es normal.

En los espacios completamente regulares los P-puntos tienen una caracteri-
zacion algebraica:

Teorema 7.79 Sea X un espacio completamente reqular y p € X. Las afirma-
ciones siguientes son equivalentes:
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1. p es un P-punto.
2. My = Op.
3. Toda funcion f € C(X) es constante en un entorno de p.

DEMOSTRACION: Recordemos que M, esta definido en 7.37 y O, en 7.44.
La igualdad M, = O, equivale a Z[M,] = Z[0O,], es decir, a que el conjunto
de los ceros a los que pertenece p coincida con el conjunto de los ceros que son
entornos de p.

1) = 2)Si Zesunceroy p € Z, como Z es un Gs, es una interseccion
numerable de entornos de p, luego es un entorno de p.

2) = 1) Sip € () Uy, donde cada U, es un entorno de p, podemos tomar

necw

ceros p € Z,, C Uy, conloquep € [\ Z, C () U,. La interseccién numerable
new new
de ceros es un cero, luego por hipotesis es un entorno de p, luego la intersecciéon

de los entornos dados también.

2) = 3) Si f € C(X), entonces p € Z(f — f(p)), luego U = Z(f — f(p)) es
un entorno de p donde f es constante igual a f(p).

3)=2)Si feC(X)ype Z(f), entonces f es constante (igual a 0) en un
entorno de p, lo que significa que Z(f) es un entorno de p. m

Cuando esto sucede en todo punto tenemos méas equivalencias:

Teorema 7.80 Si X es un espacio completamente regular, las afirmaciones
stguientes son equivalentes:

1. X es un P-espacio.

2. Todo Gy es abierto.

Todo cero es abierto.

Todo ideal en C(X) es un z-ideal.

Todo ideal en C(X) es interseccion de ideales primos.
Si f € O(X), existe fo € C(X) tal que f = fof?.

Todo ideal primo en C(X) es mazimal.

S N R

M, = O, para todo p € X.

DEMOSTRACION: Ya hemos visto que 1) = 2) y 2) = 3) es evidente, pues
todo cero es un Gs.

3) = 4) Sea I un ideal en C(X) y sea f € C(X) tal que Z(f) € Z[I], es
decir, que existe g € I tal que Z(f) = Z(g). Por 3) tenemos que los ceros son
abiertos y cerrados, luego podemos definir h € C'(X) mediante

_{f@)/g(z) size X\ Z(g),
h(x)_{O ’ stz € Z(g). !

Asi f=hgel.
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4) = 5) Por 7.29, todo z-ideal es interseccion de ideales primos, luego por
4) esto vale para todo ideal.
5) = 6) Por hipotesis (f?) = () P;, donde cada P; es un ideal primo en C'(X).
iel
Entonces f2 € P;, luego f € P;, luego f € (f?), luego f = fof?, para cierta
funcion fy € C(X) (pues el ideal generado por f2 no es sino el conjunto de los
miltiplos de f?).

6) = 7) Sea P un ideal primo en C(X). Por [TC 1.39] basta probar que
C(X)/P es un cuerpo. Para ello tomamos [f] € C(X)/P no nula, y por 6)
f = fof?, para cierta fo € C(X). Entonces [f](1 — [fo][f]) = 0 con [f] # 0.
Como P es un ideal primo, el cociente es un dominio integro, luego [fo][f] = 1,
lo cual significa que [f] tiene inverso, y asi C'(X)/P es un cuerpo.

7) = 8) Si O, # M, como O, es un z-ideal, tiene que ser interseccién de
ideales primos, pero, segiin hemos observado tras la definicién 7.44, todos ellos
tienen que estar contenidos en el ideal maximal M,,, luego tiene que haber otros
ademas de M, y todos ellos seran ideales primos no maximales.

8) = 1) se sigue del teorema anterior. "

Asi pues, las buenas propiedades algebraicas que parecen en el teorema an-
terior (que los ideales primos coincidan con los maximales, etc.) sblo se dan en
la reducida clase de los P-espacios.

En efecto, es una clase bastante reducida, pues:

1. En un P-espacio, no puede ser que todos los puntos sean Ggs, salvo que
sea discreto. En particular no puede ser metrizable o siquiera 1AN (salvo
en el caso discreto).

En efecto, si los puntos son Gy, son abiertos, luego la topologia es la
discreta.
2. Un P-espacio infinito que sea T1 no puede ser numerablemente compacto.

En efecto, en un espacio numerablemente compacto todo conjunto nume-
rable tiene un punto de acumulacién, mientras que en un P-espacio tiene
que ser cerrado, pues los puntos son cerrados y las uniones numerables de
cerrados son cerradas.

3. Un P-espacio que sea Ty no puede ser localmente compacto, salvo que sea
discreto.
En tal caso tendria subespacios de Hausdorff compactos infinitos que se-
rian P-espacios, en contra del apartado anterior.

4. Todo P-espacio TS% es cerodimensional.
Porque los coceros son abiertos y cerrados y forman una base.

5. Un P-espacio que sea TS% no puede ser pseudocompacto, salvo que sea
finito.
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Si X es un P-espacio infinito completamente regular, podemos tomar un
subconjunto numerable discreto N = {y,}necw. Como X es cerodimen-
sional, podemos tomar abiertos cerrados C,, tales que C, " N = {y,}.
Cambiando C,, por C,, \ |J C., podemos suponer que son disjuntos dos
a dos. m<n

Como X es un P-espacio, la union de cualquier cantidad de abiertos C,, es
abierta y cerrada, luego IV esta C*-sumergido en X por el teorema 5.36,
y entonces el teorema 5.39 nos da que N estd, de hecho, C-sumergido
en X, pues todo cero en X disjunto de N es abierto y cerrado, luego esta
completamente separado de N (por él mismo). Por lo tanto, en C'(X) hay
funciones no acotadas.

Como hemos caracterizado a los P-espacios por propiedades algebraicas del
anillo C(X), es obvio que un espacio completamente regular X es un P-espacio
si y solo si lo es su realcompactificacion vX. El ejemplo A.32 muestra que
existen P-espacios que no son realcompactos.

7.6 Espacios Cech-completos

Vamos a definir una nocién topolédgica de “completitud” que “aproxima” al
concepto uniforme de completitud:

Definicion 7.81 Si X es un conjunto, A C X y U es un cubrimiento de X,
diremos que A tiene didmetro menor que U si existe un U € U tal que A C U.
Lo representaremos por 6(A4) < U.

Un espacio completamente regular X es Cech-completo si existe una familia
numerable de cubrimientos abiertos {U,}22; de X tal que si F es una familia
de cerrados en X con la propiedad de la interseccién finita y contiene conjuntos
de didmetro menor que cada U, entonces [ F # 2.

Por ejemplo, todo espacio métrico completo es éech—completo7 pues basta
tomar como U,, el conjunto de todas las bolas abiertas de radio 1/n. Entonces,
una familia F en las condiciones de la definicién anterior es una base de filtro
de Cauchy, luego es convergente, lo cual implica que su intersecciéon no es vacia.

La completitud de Cech de un espacio completamente regular puede carac-
terizarse en términos de sus compactificaciones:

Teorema 7.82 Sea X wun espacio completamente regular. Las afirmaciones
siguientes son equivalentes:®

1. X es éech—completo.

2. X es G5 en todas sus compactificaciones.

536lo requieren AE las implicaciones con 3), por lo que, si omitimos 3) de la cadena de
implicaciones y suponemos que X admite al menos una compactificacion, el teorema se prueba
sin AE.
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3. X es Gs en BX.
4. X es G§ en una de sus compactificaciones.

DEMOSTRACION: 1) = 2). Sea {U, };2, una familia de cubrimientos abier-
tos de X segun la definicion de espacio Cech-completo. Para cada U € U,
sea U* un abierto en K tal que U = U* N X. Entonces

Xc Uvucn U v~

n=0U€el, n=0U€el,
[oe]
Basta probar que (| |J U* C X, pues entonces X serd un Gy en K.
n=0UcU,,
oo —
Tomemos z € (| |J U*yseadF, ={VNX|V es un entorno de z}.
n=0UeU,,

Claramente F, es una familia de cerrados en X con la propiedad de la
interseccioén finita. Para cada indice n, existe U € U,, tal que z € U*. Como K
es regular, z € V C V C U*, para cierto entorno abierto V de z. Asi VN X C
U*NX =U €Uy, luego 6(V N X) <U,. Por 1) tenemos que (F, # I, pero
NF. =NV = {z}, luego x € N F. C X.

1%

Obviamente 2) = 3) = 4). Veamos que 4) = 3). Si X es un G en una com-
pactificaciéon K, sea f : X — K suprayectiva. Por el teorema 7.4, tenemos
que f71[K \ X] = BX \ X, pero por hipétesis K \ X es un F,, luego fX \ X
también lo es, luego X es un G5 en 5X.

Veamos ahora que 3) = 2). Sea K cualquier compactificacion de X y sea

oo
f: BX — K suprayectiva. Por hipotesis fX \ X = |J F,,, donde cada F,, es
n=0

cerrado en $X. Por 7.4 tenemos que K\ X = f[BX\X] = |J f[F.] es también
0

n=

una unién de cerrados, luego X es un G5 en K.

o0

4) = 1) Sea K una compactificacion de X tal que X = () U,, con U,
n=0

abierto en K. Llamamos U, al conjunto de todas las intersecciones V N X,

donde V es un abierto en K tal que V C U,. Como K es regular, es claro que
U,, es un cubrimiento abierto de X.

Supongamos ahora que F es una familia de cerrados en X con la propiedad
de la interseccion finita que contiene elementos de todos los cubrimientos. Las
clausuras en K de los elementos de F tienen igualmente la propiedad de la
interseccion finita, luego existe z € (] A.

AeTF
Para cada indice n, existe un 4,, € FNU,, con lo que =z € A4,, C U, luego
oo
ze N U, =X.
n=0 o
Por consiguiente, z € (| (ANX)= N A=NF n
AeTF AeT

De aqui se deducen varias consecuencias notables:
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Teorema 7.83 (AE) Un espacio topoldgico metrizable es completamente me-
trizable si y solo si es Cech-completo.

DEMOSTRACION: Tras la definicién 7.81 hemos razonado que todo espacio
completamente metrizable es Cech—completo Supongamos ahora que X es un
espacio metrizable Cech- completo. Sea X su complecion y sea aX una compac-
tificacion de X. Claramente oX es también una compactificacion de X. Por el
teorema anterior X es un Gy en aX, luego también en X', y por el teorema 9.31
tenemos que X es completamente metrizable. m

Por otra parte:

Teorema 7.84 Todo espacio topoldgico de Hausdorff localmente compacto es
Cech-completo.

DEMOSTRACION: Si X es un espacio de Hausdorff localmente compacto,
entonces X es abierto (en particular Gs) en su compactificacion de Alexandroff,
luego es Cech-completo. [

Asi pues, la clase de los espacios Cech—completos es mas amplia que la de
los espacios completamente metrizables. El ejemplo A.38 muestra un espacio
numerablemente compacto que no es Cech-completo. Por otra parte:

Teorema 7.85 Un espacio C’ech—completo con una base numerable es comple-
tamente metrizable.

DEMOSTRACION: Por el teorema 5.66 es metrizable y por 7.83 es completa-
mente metrizable. m

En particular, vemos que todo espacio localmente compacto con una base
numerable es metrizable.

Teorema 7.86 (AE) Todo subespacio cerrado o Gs de un espacio Cech-com-
pleto es Cech-completo.

DEMOSTRACION: El caso de los subespacios cerrados se sigue inmediata-
mente de la definicién, mientras que el caso de los subespacios Gs se sigue del
teorema 7.82 (si A es G5 en X y K es una compactificacion de X, entonces X
es Gs en K, luego A también, luego A es G5 en A, luego A es éech—completo).

Respecto a productos, tenemos lo siguiente:

Teorema 7.87 (AE) Todo producto numerable de espacios C'ech-completos es
Cech-completo.

6Necesitamos AE so6lo en una implicaciéon para justificar que el espacio tiene una compac-
tificacién, pero no es necesario si tiene una base numerable.
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DEMOSTRACION: Sea {X,,}°2; una familia de espacios Cech-completos. Sea
aX,, una compactificacion de X,,, de modo que aX,, \ X, es F,. Es claro

oo o0
entonces que [[ aX, es una compactificacion de [] X, y las antiimigenes
n=0 n=0

F, = p,l[aX, \ X,] son F, en el producto

=
Q
>
3

1=
I
I
-
e

0 n=0 n=0

> ~
y asi vemos que [[ X, es G5 en una compactificacion, luego es Cech-completo.
n=0 .
El espacio discreto N es éech—completo, pues es localmente compacto, pero
en el ejemplo A.42 probamos que N“! no es Cech-completo, lo que prueba que
el teorema anterior no es valido para productos no numerables.

Algunos argumentos que valen en principio para espacios métricos comple-
tos se generalizan a espacios éech—completo y automaéticamente se aplican a
los espacios de Hausdorff localmente compactos. Un ejemplo notable de esta
situacion es el siguiente:

Teorema 7.88 (de Baire) Todo espacio regular Cech-completo es un espacio
de Buaire.

DEMOSTRACION: Sea X un espacio Cech-completo y sea {U,, }22; una fami-
lia de cubrimientos abiertos de X segun la definicion. Sea {D,,}32 ; una familia
de abiertos densos en X. Tenemos que probar que su intersecciéon es densa.

Fijamos un abierto no vacio Uy. Como D; es denso, Uy N D; es un abierto
no vacio, luego podemos tomar un punto z € Uy N D; y un abierto U; tal que
z el CUl cUypnNDy y5(U1) < Uj.

Similarmente, U; N Dy es un abierto no vacio, luego podemos tomar un punto
x € Uy N Dy y un abierto Us tal que x € Uy C Uy C Uy N Dy y 6(Us) < Us.

De este modo construimos una sucesion {U, }°, tal que U, CU,_1ND,,

U DU DU -

v 8(U,) <U,. Entonces (| U, CUyN () D, y la definicién de espacio Cech-

n=1 n=1
completo nos da que la interseccioén no es vacia, lo que prueba que la intersecciéon

es densa. L]
En particular todo espacio localmente compacto es un espacio de Baire.

La recta de Sorgenfrey (ejemplo A.25) es un caso de espacio de Baire que no
es Cech-completo.

El juego de Choquet Vamos a probar que los espacios éech—completos son
algo més que espacios de Baire. En primer lugar probamos que éstos pueden
caracterizarse en términos de un juego infinito:
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Sea X un espacio topologico. Consideramos el juego Ch(X) entre dos ju-
gadores I y II definido como sigue: El jugador I empieza la partida eligiendo
un abierto no vacio Uy C X. A continuacién juega II, que tiene que elegir un
abierto no vacio Vy C Uy, luego I elige un abierto no vacio Uy C Vj, y asi se va
generando una sucesion de abiertos no vacios

U VoDoU DViDUs DV D---

(oo} oo
El jugador I gana la partida si (| U, = () V. = &, mientras que II gana la
n=0 n=0

oo o0

partidasi (| U, = [ Va # .
n=0 n=0

Una estrategia para el jugador I es una aplicacion o que a cada sucesion

finita decreciente de longitud par de abiertos de X
P = Uy, Vo,...,Un, Vi)

(incluyendo el caso P = @) le asigna un abierto no vacio o(P) C V,,. Una
estrategia para el jugador II se define analogamente, s6lo que esté definida sobre
las sucesiones decrecientes de longitud impar.

Una estrategia o para I es ganadora si toda partida

UyoVooU DViDUs D VoD ---

tal que Uy = 0(9) y Up = o(Up, Vo, ..., Un—1, V1) para todo n > 1 cumple
o0
que [\ U, = @, es decir, si I gana la partida siempre que sigue la estrategia

indegel(l]dientemente de cuéles sean las jugadas de II. Las estrategias ganadoras
para II se definen andlogamente.

Obviamente, el juego Ch(X) no puede tener a la vez una estrategia ganadora
para I y II (aunque si puede suceder que no haya estrategia ganadora para
ninguno de ellos).

Teorema 7.89 (AE) Un espacio topoldgico X es de Baire si y sdlo si el juga-
dor I no tiene una estrategia ganadora para el juego Ch(X).

DEMOSTRACION: Supongamos que X no es un espacio de Baire. Sea enton-
ces {G;}2, una sucesion de abiertos densos cuya interseccion no es densa. Sea
o0
W C X un abierto no vacio tal que WnN (] G; = @.
i=0
Una estrategia ganadora para I es como sigue: la jugada inicial es o(@) = W
y, dada una partida incompleta

P = Uy, Vo,...,Upn,Vp),

tomamos o(P) C V,, N G,,. De este modo, si I juega aplicando la estrategia o,
(o] o0

la partida completa cumple U, 1 C V, NGy, luego N U, CWN N G, =92.
n=0 n=0
Por lo tanto, la estrategia es ganadora.
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Supongamos ahora que X es un espacio de Baire y sea o cualquier estrategia
para I. Vamos a ver que no es ganadora, es decir, vamos a ver que II tiene una
estrategia que es ganadora bajo el supuesto de que I va a jugar aplicando en todo
momento la estrategia 0. Sea Uy = o(&). Consideramos todos los abiertos de
la forma o (Ug, V), donde V' C Uy vy, por el lema de Zorn, tomamos una familia
maximal {Ua }a<g, de tales abiertos disjuntos dos a dos. Asi, para cada a < Sy
existe V,, C Uy tal que U, = 0(Ug, V4,).

Si hemos definido abiertos Uy, ...0; ¥ Vag,...,0;, consideramos una familia
maximal {Ua,,....ai 0041 faisi<Biss de abiertos disjuntos dos a dos tal que para
cada a;11 existe un abierto V... aiaim1 C Uag,...,a; tal que

Ua0,~»-70¢z‘,ai+1 = J(Ug, Vaoa Uaoalvvaoau et UO‘Ov--vai’VO‘O»--~>ai»ai+1)

Veamos que la unién W; de todos los abiertos Uy,.....a,_, para un i fijo
es densa en Ugy. Lo probamos por induccién sobre ¢. Para i = 0 tenemos
tnicamente Uy y la conclusion es trivialmente cierta. Supongamos que es cierto
para i. Sea GG un abierto no vacio en Ug.

Por hipotesis de induccion W; NG # &, luego existe una sucesion de indices
ag, ..., talque V =Uq,. 0, . NG #DB. Si W11 NU = &, esto significa
que Uqy,....qi,0i4, (VG = D para todo a;41, pero entonces

U=0Ug,Vay;Uapass Vagarr- s Uag,vas_1, V) CV CG

es disjunto de todos los U,,,....a;, lo que contradice la maximalidad de esta
familia.

o0
Como X es un espacio de Baire, también lo es Uy, luego existe z € (| W,.
i=0
Como x € Wy = |JU,,, existe un oy tal que z € U,,. Como = € Wa, existe
@o
un a; tal que x € Uy, (notemos que el primer indice tiene que ser el ag
anterior porque Uyya, C Uy, ¥y los U,, son disjuntos dos a dos). De este modo

generamos una sucesion g, g, « : 2,... que corresponde a una partida
Us D Voo D Usy O Vapars 2 Ungay D -

jugada con la estrategia o tal que x € (|Us,,....a,, POT lo que el jugador II gana
la partida. i "
Definicion 7.90 Un espacio de Choquet es un espacio topolégico X en el cual
el jugador II tiene una estrategia ganadora para el juego Ch(X).

Por el teorema anterior, todo espacio de Choquet es un espacio de Baire.
Teorema 7.91 Todo espacio éech-completo es de Choquet.

DEMOSTRACION: Sea X un espacio Cech-completo y sea {U,}22; una fa-
milia de cubrimientos abiertos de X segun la definicion. Si I juega U, existe un
U e U, tal que U, NU # @. La estrategia para II es jugar un abierto V,, # @
talque V,, CV,, cU,NU.
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Asi, si IT juega una partida siguiendo esta estrategia, al final
2+ NV, C N U,
n n
luego IT gana la partida. m

Ejercicio: Probar que todo espacio pseudocompacto es de Choquet.

Si B es una base de un espacio topologico X, llamaremos Ch(X, B) al juego
anélogo a Ch(X), pero en el que ambos jugadores estan obligados a jugar abier-
tos de la base B. En particular, si B es la base formada por todos los abiertos,
tenemos el juego Ch(X). Vamos a probar que restringir el juego a una base no
afecta a la existencia de estrategias ganadoras.

Teorema 7.92 (AE) Si X es un espacio topoldgico y By, Bo son dos bases de
X, entonces un jugador tiene una estrategia ganadora en el juego Ch(X,Bq) si
y sdlo si la tiene en el juego Ch(X, Boy).

DEMOSTRACION: Sea o3 una estrategia ganadora para el jugador II en el
juego Ch(X,B1) y vamos a construir otra para el juego Ch(X, B,).

Sean ¢12 : By — Bo y ¢o1 : Bo — By aplicaciones que si U € Bq no es
vacio, entonces ¢12)(U) C U también es no vacio, e igualmente con ¢o;. Dada
una partida incompleta

P = Uy, Vo,...,Upn—1,Vi1,Up),
definimos

02(P) = ¢12(01(d21(U0), Vg, - . ., $21 (Un—1), Vir_1, $21(Un))),

donde los V/ son los abiertos que resultan de aplicar la estrategia oq. Asi, si II
juega con esta estrategia o9, cada partida en el juego Ch(X, Bs)

UyoVoDoUi DViDUy; DV D ...
tiene asociada una partida auxiliar del juego Ch(X, Bq):
UioVygDU DV DU, DVyD ...

de modo que, si I juega Up, entonces Uf = ¢21(Uy) C Uy, Vg = o1(Uf) v
Vo = ¢12(Vy) C Vg, si entonces I juega Uy, a su vez U = ¢21(Uy) C Uy,
Vi = o1(UL,Vy,U7) y Vi = ¢12(V]) C V/, etc. Como II gana la partida auxiliar,
tenemos que

o0 o0

g# N U, C ) Un,

n=0 n=0
luego IT también gana la partida principal. El razonamiento para una estrategia
ganadora de I es analogo. m

Una ventaja de los espacios de Choquet frente a los éech—completos es la
siguiente:
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Teorema 7.93 Todo producto de espacios de Choquet es de Choquet.

DEMOSTRACION: Sea {X;}ies una familia de espacios de Choquet (no va-

cios) y lamemos X = [] X;. Para cada i, sea o; una estrategia ganadora para
i€l

IT en el juego Ch(X;) y vamos a construir una estrategia ganadora para II en el

juego de Choquet de X restringido a la base usual del producto.

Supongamos que I juega el abierto basico UY = [] U?, donde todos los
il
U? = X; salvo para i € FY C I finito. Entonces calculamos V? = o;(U?) para
i € FO y llamamos V° al abierto bésico de X determinado por estos factores.

En general, si tenemos
U'ovios..ourttovrtt oyt

y F* es el soporte de U* (es decir, el conjunto finito de indices correspondientes
a factores no triviales), como U/+! C U7, necesariamente F* C F'*! y asi, para
cada i € F", existe un tnico j tal que i € F7\ F/~!. Definimos

VI =o;(U) V7, R v o).

y con estos factores formamos el abierto basico V". Vamos a probar que la
o0 .

estrategia es ganadora. Dada una partida completa, llamamos F = |J F7. Si
j=0

i € F, existe un tnico j tal que i € F7\ Fi~ly

Ulsviou/ttovitt o

es una partida en X; jugada con la estrategia o;, luego la gana II, lo que significa
que existe un z; € (| U7, pero si n < j tenemos que U = X;, luego de hecho
o0 n>j
T; € ﬂ Uzn
n=0
Por otra parte, si i € I\ F, entonces U* = X; para todo n, luego podemos

oo
tomar cualquier z; € X; y entonces x € (| U™ n
n=0

Como consecuencia:

Teorema 7.94 Todo producto de espacios éech—completos es un espacio de
Baqare.

Lo mismo vale para productos de espacios pseudocompactos.



Capitulo VIII

Cardinales invariantes

A todo espacio topologico le podemos asociar una serie de cardinales que
aportan mucha informacién sobre sus caracteristicas, y ahora vamos a estudiar
con detalle algunos de ellos. Se conocen como “cardinales invariantes”, porque
se conservan por homeomorfismos.

En todo este capitulo usaremos libremente el axioma de eleccion.

8.1 El peso, el caracter y la densidad

El cardinal invariante mas elemental que podemos asociarle a X, que no es
topologico propiamente dicho, sino puramente conjuntista, es su propio cardinal
como conjunto, |X|. He aqui algunos maés:

Definicién 8.1 Sea X un espacio topologico.

1. El peso de X es el menor cardinal de una base. Se representa por w(X).
Si w(X) < Vg, es decir, si X tiene una base numerable, se dice que X
satisface el sequndo axioma de numerabilidad.

2. El cardcterde un punto x € X es el menor cardinal de una base de entornos
de z. Se representa por x(z,X). El cardcter de X es el supremo de los
caracteres de sus puntos. Se representa por x(X). En estos términos, X
cumple el primer axioma de numerabilidad si y solo si x(X) < Ng.

3. La densidad de X es el menor cardinal de un subconjunto denso. Se
representa por d(X). Si d(X) = N, es decir, si X tiene un subconjunto
denso numerable, se dice que X es separable.

4. Si X es Ty, el pseudocardcter de un punto x € X es el menor cardinal de
una familia V de entornos abiertos de x tal que [V = {x}. Se representa
por ¢ (z, X). El pseudocardcter de X es el supremo de los pseudocaracteres
de sus puntos. Se representa por x(X).

255
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5. Una red en X es una familia R de subconjuntos de X tal que todo abierto
puede expresarse como union de elementos de R. El peso reticular de X
es el menor cardinal nw(X) de una red en X.

Nota Debido a la simplicidad de la aritmética de los cardinales infinitos, muchas
relaciones entre cardinales invariantes requeririan una expresion diferente, més
complicada, para el caso en que los cardinales involucrados son finitos, por lo que
adoptaremos el convenio habitual de que cuando un cardinal invariante deberia
ser finito segiin su definicion, consideramos que vale .

Asi, por ejemplo, convendremos en que w(2) = d(2) = x(2) = Ny, cuando,
segun las definiciones, deberia ser w(2) = d(2) =2, x(2) = 1. n

Los cardinales ¥(X) y nw(X) pueden parecer artificiales, pero su interés
radica —entre otras cosas— en que, por una parte, proporcionan cotas més
finas, ya que, obviamente,

PX) <x(X), X)) <X] nwX) <w(X)  nw(X) <X

y, por otra parte, vamos a ver que existen amplias clases de espacios, como los
espacios métricos, los espacios localmente compactos o los espacios ordenados,
en los que se dan las igualdades ¥(X) = x(X), nw(X) = w(X), por lo que los
resultados probados para 1 o nw valen, de hecho, para x y w en estos espacios.
El caso de los espacios ordenados esta probado en los teoremas 12.22 y 12.23.
459

Algunas relaciones obvias entre estos cardinales son
d(X) < w(X) <2¥ x(X) < w(X) < (X)X, d(X) < |X].

En cambio, no es cierto en general que x(X) < |X]| o que w(X) < |X]|.
El espacio descrito en el ejemplo A.17 es numerable, pero tiene un punto de
caracter no numerable. Méas aidn, tras el teorema 8.7 mostramos otro ejemplo
de espacio numerable cuyos puntos tienen todos caracter c.

Sin embargo, en espacios ordenados (y luego veremos que también en espa-
cios localmente compactos o metrizables) estas desigualdades si que se cumplen,
debido a las igualdades x(X) = ¢(X), w(X) = nw(X).

Teorema 8.2 Si f: X — Y es una aplicacion continua y suprayectiva entre
espacios topoldgicos, entonces nw(Y) < w(X). Si f es abierta, entonces

x(Y) < x(X), w(Y) < w(X).

DEMOSTRACION: Si B es una base de X, entonces R = {f[B] | B € B} es
una red en Y. En efecto, si U es abierto en Y, entonces f~1[{U] = |J B;, donde
cada B; € B, luego U = |J f[Bi]. i€l

i€l

Esto prueba que nw(Y) < w(X). Si f es abierta, entonces R es una base
de Y, luego de hecho tenemos w(Y) < w(X).

Similarmente, si B es tnicamente una base de entornos de x, entonces R es
una base de entornos de f(z), luego x(f(z),Y) < x(z, X), y a su vez concluimos

que x(Y) < x(X). .
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Si la aplicacién f no es abierta, no tiene por qué cumplir que w(Y) < w(X) o
X(Y) < x(X). Basta considerar cualquier biyeccion f : w — X, donde w tiene
la topologia discreta y X es un espacio numerable de caracter no numerable.

Una vez maés, si Y es un espacio ordenado (o localmente compacto, o metri-
zable), el teorema anterior se cumple con w(Y') en lugar de nw(Y).

Veamos ahora otras relaciones menos obvias entre los cardinales invariantes
de un espacio topolégico:

Teorema 8.3 Sea X un espacio topoldgico.
1. Si X es Ty, entonces |X| < 2w(X),
2. Si X es Ty, entonces (X) < |X]|.
8. 8i X es Ty, entonces | X| < w(X)¥X),

. d(X
. Si X es Ty, entonces | X| < 92!

4
5. Si X es Ty, entonces | X| < d(X)XX),
6. Si X es Tz, entonces w(X) < 24X,

DEMOSTRACION: 1) Sea B una base con |B| = w(X). Entonces, la aplicacion
X — PB que a cada punto x le asigna sus entornos en la base es inyectiva
(porque X es Tp), luego |X| < |PB| = 2v(X),

2) Basta observar que! [ (X \{y}) = {z}.
yeX\{z}
3) Si z € X, podemos tomar V, C B con |V,| < ¢(X) tal que 'V = {z}.

Asi la aplicaciéon x — V, es inyectiva, y su imagen tiene cardinal a lo sumo
[[B]¥(X) ] = w(X)¥(X),

4) Sea D un subconjunto denso de X con |A| = d(X) y, para cada z € X,
sea B, una base de entornos de z con |B;| = x(z, X). Sea

D,={UND|U € B,} € PPD.
Como UND = U, se cumple que (U = {z}. Por consiguiente, la aplicacién

UeD,
x — D, es inyectiva, lo cual prueba que | X| < |PPD].

5) Para cada U € By, sea d(z,U) € UN Dy sea
D, ={d(z,U)|U € B,} € [D]Sx(X)'
Llamemos ahora

D ={UND, | U e B,} e [[D]XF))=x(X),

INotemos que esto prueba que el pseudocaracter esta definido para todo espacio Ty. Si
un espacio no es Ti, contiene un punto p que no es cerrado y, para cada € {p} \ {p}, no
existe ninguna familia de abiertos cuya intersecciéon sea x, pues todo abierto que contiene a =
contiene a p.
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Nuevamente, como € UN D, C U, luego (U = {z}, luego una vez mas
UeD!,
x +— D!, es inyectiva y tenemos la desigualdad requerida.

6) Sea D denso en X con |D| = d(X) y sea B = {Z | AC D}. SizeU,
donde U es abierto en X, por la regularidad de X existe un abierto V tal que

reVCcVcU,peroV=VND,luegoW =V € Bycumplex €¢ W C U.
Esto prueba que B es una base de X, y |B| < 2/P1. "

Nota La cota de 2) puede parecer poco ajustada, pero no es asi. Por ejemplo,
el espacio Sw (ejemplo A.36) cumple d(fw) = Rg y |Bw| = 2°. "

SiY C X, es facil ver que
wY) <w(X), x(%Y)<xX), x(Y)<xX).

Es claro que en general no tienen por qué darse las igualdades. Un caso en
el que si que se da la igualdad es el siguiente:

Teorema 8.4 Si X es un espacio reqular, D C X es denso y d € D, entonces
x(d, D) = x(d, X).

DEMOSTRACION: Basta ver que si U es una base de entornos de d en D,

entonces U* = {U | U € U} es una base de entornos de d en X.
En efecto, siy € W C X, con W abierto, por la regularidad existe un abierto
Vitalquey e V. CV C W, y entonces existe U € U tal quey €e U C VN D,

luegoy cUCVND=VCW,luegoU*=UcU* cumpley c U*CW. =
Por otra parte, no es cierto en general que si Y C X se cumpla d(Y) < d(X).
Un ejemplo es fw (ejemplo A.36), que cumple d(Sw) = Ny, mientras que

w* = fw \ w cumple d(w*) =c.

Definicion 8.5 Si f es una funcién que asocia un cardinal a cada espacio to-
pologico y no es mondtona, es decir, no cumple que, cuando Y C X, entonces
f(Y) < f(X), podemos definir la version hereditaria de f como

fh(X) =sup{f(y) | Y C X}.

Asi, la densidad hereditaria dh(X) de un espacio topologico X es el supremo
de las densidades de sus subespacios. Los espacios que cumplen dh(X) < Rj se
llaman hereditariamente separables. Obviamente, dh(X) < nw(X) < w(X).

En cuanto a productos, tenemos lo siguiente:

Teorema 8.6 Sea X = [[ X; un producto de espacios de Ty con mds de un
i€l
punto cada uno y sea x € X. Entonces

w(X) = [supw(Xs),  x(w, X) = |[|supx (i, Xs).
ic i€
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DEMOSTRACION: Si tomamos en cada X; una base de cardinal w(X;), es
facil ver que la base de X que obtenemos con tales abiertos basicos tiene cardinal
|| sup w(X;), e igualmente si construimos una base de entornos de un punto a

i€l

partir de bases de entornos de sus coordenadas. Esto nos da las desigualdades

w(X) < [I[supw(X;),  x(z,X) < [I]sup x(zi, X).
icl iel
Por otra parte, como las proyecciones en los factores son abiertas, es facil
ver que las proyecciones en un factor de los elementos de una base (o base de

entornos) en X es una base (o base de entornos) del factor correspondiente, lo
que nos da las desigualdades w(X;) < w(X), x(x;, X;) < x(z, X).

Basta ver que |I| < x(z, X), pues entonces también |I| < x(z, X) < w(X).

En caso contrario sea B una base de entornos de = con |B| < |I| (podemos
suponer que I es infinito). Para cada abierto B € Bseax € Ug = [[U; C B
iel
un abierto de la base usual, de modo que U; = X; salvo si¢ € Ip Ce I finito.
Sea I la union de todos los conjuntos Ig.
Entonces |Iy| < |I]. Sea j € I\ Ip. Como X, tiene més de un punto (y es
un espacio T7) existe un abierto z; € G; # X,;. Sea G = pj_l[Gj]. Como z € G,

ha de existir un cierto B € B no vacio tal que x € Ug = [[ U; C B, luego
il
U; C G;, pero como j ¢ Iy ha de ser U; = X; = G, contradiccién. n

En particular el peso y el caracter de un cubo X* vienen dados por
w(X") = rw(X), x(X%)=rx(X).

Asi, por ejemplo, el producto de una cantidad no numerable de espacios 1AN
(no triviales) no puede ser 1AN, luego en particular un producto no numerable
de espacios metrizables no puede ser metrizable.

En vista de este resultado resulta sorprendente la situacion para la densidad,
que es sustancialmente distinta:

Teorema 8.7 (Hewitt, Marczewski, Pondiczery) Sik es un cardinal infi-

nito y X = [] X; es un producto de espacios de Hausdorff con al menos dos
i€l
puntos, entonces d(X) < k si y sélo si d(X;) < k para todo i € I y |I| < 25,

DEMOSTRACION: Supongamos que |I| < 2% y que d(X;) < k para cada
¢ € I. Vamos a probar que d(X) < k (esta implicacion no requiere que los
espacios sean de Hausdorff o que tengan al menos dos puntos).

Veamos en primer lugar que existe una familia A C PI tal que |[A| < ky
sid1,...,%, son elementos de I distintos dos a dos, entonces existen conjuntos
A; € A; disjuntos dos a dos de manera que i; € A;, para j =1,...,n.

En efecto, como el conjunto de indices I es arbitrario, podemos suponer
que es I = "2 (si el resultado vale para un conjunto I, vale para cualquier
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subconjunto suyo, luego no perdemos generalidad por suponer que I tiene el
mayor cardinal posible). Basta tomar como A una base de *2 de cardinal &,
pues n puntos distintos de I tienen entornos disjuntos, y dentro de cada uno
podemos tomar un entorno de la base A.

Para cada i € I sea D; = {Z;n }a<x un subconjunto denso en X;. Para cada
n-tupla I' = {A4,},<,, de elementos de A disjuntos dos a dos y cada n-tupla
A ={d;};<n de ordinales en &, definimos f(n,I', A) € X mediante

N ) T sii € Aj,
f(n7F7A)(Z){:L.iO SIZ¢ U A]
j<n
Sea D C X el conjunto de todos los elementos de X definidos de este modo.
Claramente |D| < k. Basta probar que D es denso en X.

Sea U = [] U; un abierto basico en X, de modo que U; = X; salvo si
i€l
i € {io,...,in-1} C I. Sea I' = {A;};j<, una n-tupla de elementos de A
disjuntos dos a dos tal que i; € A; y sea A = {d;}j<, tal que x5, € Uj,.
Entonces f(n,I',A) e UND.

Ahora supongamos que d(X) < &, sea D C X un subconjunto denso tal que
|D| < k y observemos que p;[D] es denso en X; (donde p; es la proyeccion en
el factor i-ésimo), luego d(X;) < |p;[D]| < |D| < k. En efecto, si U C X; es un
abierto no vacio, entonces pi_l[U] N D # &, luego U N p;[D] # 2.

Si cada X; es de Hausdorff y contiene al menos dos puntos, existen abiertos
disjuntos no vacios U;, V; C X; (en realidad, para que se cumpla esta implica-
cion no hace falta que los espacios sean de Hausdorff, sino que basta con que
contengan dos abiertos disjuntos no vacios). Sea f : I — PD la aplicacion
dada por f(i) = p[l[Ua] N D. Basta probar que es inyectiva, pues entonces
|I| < |PD| < 2~.

Ahora bien, si i # j, tenemos que p; '[Us] N p;*[Vs] # @ (sélo tenemos
que construir un punto z € X tal que z; € Uy y z; € V), luego existe un
punto d € p; *[Ua] N p; *[Vs] N D, que claramente cumple d € f(i) \ f(j), luego

f@) # f0)- .
En particular, el producto de a lo sumo ¢ espacios separables es separable.

Ejemplo El cubo de Cantor 2 tiene un subespacio denso numerable que,
por los teoremas 8.4 y 8.6, es un ejemplo de espacio completamente regular,
numerable cuyos puntos tienen todos caracter c.

Peso y caracter en espacios compactos Veamos ahora algunas relaciones
entre cardinales invariantes vélidas para espacios compactos, localmente com-
pactos o de Lindelof. Empezamos por las que ya habiamos anticipado:

Teorema 8.8 Si X es un espacio de Hausdorff localmente compacto y x € X,
entonces Y(z, X) = x(z, X).
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DEMOSTRACION: Podemos suponer que x no es un punto aislado, con lo que
el caracter y el pseudocaracter son infinitos. Sustituyendo X por un entorno
compacto de x, podemos suponer que X es compacto.

Sea V una familia de abiertos en X con |V| = ¢(z,X) y 'V = {z}. Para
cada U € V, sea Vi un abierto tal que € Viy C Viy C U. Entonces

{JT}C ﬂ Vu C ﬂVUC n U:{l‘},
veVv veVv ueVv

luego todas las inclusiones son igualdades. Si U es un entorno abierto arbitrario

de z, tenemos que [ Vy C U, luego X \U C |J X \ Vi, luego existe un
uev vev
conjunto finito Uy, ..., U, € V tal que

zxe Vv C r]T7U cU.
i=1 1

i i=

Por lo tanto, las intersecciones finitas de los abiertos Vi forman una base de
entornos de x de cardinal i(z, X), luego ¥ (z, X) < x(z, X). =

Teorema 8.9 Si X es un espacio de Hausdorff localmente compacto infinito,
entonces w(X) = nw(X) < |X]|.

DEMOSTRACION: Supongamos en primer lugar que X es compacto. Sea R
una red en X de cardinal nw(X). Para cada par Ry, Ry de elementos de R que
estan contenidos en abiertos disjuntos Uy, Us, elegimos un par de tales abiertos
y llamamos By a la familia de todos los abiertos obtenidos de este modo, que
tiene el mismo cardinal de R. Sea X; el espacio X con la topologia que tiene
a B por subbase. Se trata de una topologia de Hausdorff, pues si p, ¢ € X son
puntos distintos, existen abiertos disjuntos V3 y Vo en X con p € Vi, q € Vs,
luego existen Ry y Ro en R tales que p € Ry C Vi, ¢ € Ry C Vo, luego Ry y
Ry son disjuntos, luego estan contenidos en elementos disjuntos de B, que son
abiertos en Xj.

La identidad 7 : X — X7 es continua, pues los abiertos de X7 son abiertos
de X y, como X es compacto, se trata de un homeomorfismo, luego, teniendo en
cuenta que las intersecciones finitas de elementos de B forman una base de X
de cardinal nw(X), tenemos que w(X) = w(X;) < |Bo| = nw(X).

Consideremos ahora el caso general en que X es localmente compacto. Si
R es una red en X, cada x € X tiene un entorno compacto C, y existe R € R
tal que z € R C RC, por lo que el conjunto {R;};c; de los elementos de R
con clausura compacta es un cubrimiento de X. Podemos cubrir cada R; por
abiertos de clausura compacta y, extrayendo un subcubrimiento finito y tomando
la union de sus elementos, concluimos que R; C U;, para cierto abierto U; de
clausura compacta. Asi, los abiertos {U;};c; forman también un cubrimiento
de X.

Por la parte ya probada, w(U;) < w(U;) < nw(U;) < nw(X), y uniendo una
base de cada U; de cardinal < nw(X) obtenemos una base de X de cardinal
< nw(X). "
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En espacios compactos, la cota |X| < d(X)X(X) dada por el teorema 8.3
puede rebajarse a | X| < 2X(X) " De hecho, vamos a probar una desigualdad méas
general valida para espacios de Lindelof. Para ello tenemos que introducir otro
cardinal invariante:

Definiciéon 8.10 El grado de Lindeldf de X es el menor cardinal L(X) tal que
todo cubrimiento abierto tiene un subcubrimiento de cardinal L(X).

Asi, X es un espacio de Lindelof si y solo si L(X) = Ry. Es facil ver que
L(X) < w(X), pero podemos afinar mas:

Teorema 8.11 Todo espacio topoldgico cumple L(X) < nw(X).

DEMOSTRACION: Sea R una red en X de cardinal nw(X) y sea U un cu-
brimiento abierto de X. Cada z € X estd en un U, € U y entonces existe un
R, € Rtal que z € R, C U, € U, luego el conjunto Ry de los R € R contenidos
en un abierto de U es un cubrimiento de X y si, para cada R € Ry, tomamos
un Ui € U tal que R C Ug, tenemos que {Ug | R € Ry} es un subcubrimiento
de U de cardinal < nw(X). n

Probamos ahora una de las desigualdades méas profundas vélidas para espa-
cios (de Hausdorff) arbitrarios:

Teorema 8.12 (Arhangelskii) Si X es un espacio de Hausdorff, entonces
|X| < 2EFCOX(X),

En particular, todo espacio de Lindeldf cumple | X| < 2X(X) g todo espacio de
Lindelof que cumpla el primer azioma de numerabilidad cumple | X| < c.

DEMOSTRACION: Sea k = L(X)x(X). Para cada p € X, sea V,, una base
de entornos de p tal que |V,| < k. Vamos a construir una sucesion creciente
{Hu} acrt de cerrados en X y una sucesion {V,}o<,.+ de familias de abiertos
en X que cumplan:

1. |Ha| <27,

2. Vo={VeVv,|pe UHs},
B<a

3. Si W # X es la union de < k elementos de V,,, entonces H, \ W # &.

Supongamos supongamos construido {Hg}g<q (y que Vg son los dados
por 2.) de modo que se cumplen las propiedades indicadas. Notemos que 2.
define entonces V,, y que |V, | < 2.

Para cada conjunto W # X que sea union de < k elementos de V,, elijamos
un punto de X \ W y sea A, el conjunto de todos los puntos obtenidos de

este modo. Asi |4,| < 2%. Definimos H, = A, U |J Hg. Asi H, es cerrado,
B<a
contiene a todos los Hg anteriores y cumple la propiedad 3. El teorema 8.3 nos

da que |H,| < 2%.
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Ahora definimos H = |J H,, que es cerrado, pues si p € X \ H, para cada
a<kt

a < kT existe un U, € V, tal que U, C X \ H,, pero |V,| < &, luego tiene
que haber un U € V, tal que {a < k™ | U, = U} tiene cardinal k™, y entonces,
como la familia H, es creciente, resulta que p € U C X \ H. También es claro
que |H| < 2%. Basta probar que H = X.

En caso contrario, sea ¢ € X \ H. Para cada p € H sea V, € V,, tal que
q ¢ Vp. Entonces {V,, | p € H} U{X \ H} es un cubrimiento abierto de X, luego
admite un subcubrimiento de cardinal k. Equivalentemente, existe A C H con
|A| < k tal que {V, | p € A} cubre H. Sea W = |J V},, de modo que H C W

pEA
y W # X, pues ¢ ¢ W. Podemos tomar o < T tal que A C |J Hp, y asi
B<a
W es union de < k elementos de V,, luego por 3. deberia ser H, \ W # &, en
contradiccién con que W C H. [

Notemos que L(X) no es monotono, pues, por ejemplo, la compactificacion
de Alexandroff X°° de un espacio discreto X cumple L(X*) = Ny, mientras
que L(X) = |X|.

Por consiguiente, podemos considerar el grado de Lindel6f hereditario. Del
teorema 8.11 se sigue que Lh(X) < nw(X) < w(X).

A continuacion vemos que Lh proporciona una cota para el pseudocaracter:
Teorema 8.13 Si X es un espacio de Hausdorff, ¥(X) < Lh(X).

DEMOSTRACION: Si z € X, para cada y € X \ {z}, tomamos abiertos
disjuntos x € Uy, y € V,;, de modo que {Vy}yGX\{x} es un cubrimiento abierto
de X\{z}. Sik = Lh(X), tenemos que L(X\{z}) < k, luego existe A C X\ {z}
tal que |[A| <k y X\ {z} = U V,. Esto implica que

yeA
NU,c NEX\V)=X\UV,={z}
yeA yeA yEA
luego ¥(z) < k. "

En espacios compactos el teorema anterior proporciona una cota para el
caracter. Como aplicacion encontramos una cota inferior para el cardinal de un
espacio compacto:

Teorema 8.14 (Cech-Pospﬁil) Si K es un espacio compacto y para todo
punto x € K se cumple que x(K,x) > k > Vg, entonces | X| > 2%.

DEMOSTRACION: Notemos que la hipotesis implica en particular que K no
tiene puntos aislados. Para cada o < k y cada f € *2, vamos a construir un
cerrado no vacio Ky C K de modo que la sucesion { Ky, }s<q sea decreciente
respecto a la inclusion y si f,g € *2 son distintas, entonces Ky N K, = @.
Admitiendo que tenemos tal familia de cerrados, es obvio que, para cada f € ©2,
podemos tomar un punto zy € | Ky, y que la aplicacion f +— z¢ es inyectiva,

B<k

luego tenemos la conclusion deseada.
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Supongamos en primer lugar que £ = w y veamos como construir los cerrados
Ky de modo que ademaés todo ellos tengan interior no vacio.

Para o = 0 tomamos Ky = K y, supuesto que hemos construido { Ky} re<no
de modo que todos los K tienen interior no vacio, fijamos f € "2y, como K
no tiene puntos aislados, el interior de Ff contiene al menos dos puntos xg, x1,
y los podemos separar por abiertos V) y V7 con clausuras disjuntas contenidas
en K. Basta definir K, para las dos prolongaciones g € "2 de f como V
y Vl.

Supongamos ahora que x es no numerable y vamos a construir los cerrados
K con la condicién adicional de que si f € ¢ f, entonces K es la interseccion de
a lo sumo |a| + Xg abiertos. Supongamos construidos los cerrados {Kf}re<as.

Si o =0, tomamos Kg = K. Si a es un ordinal limite y f € *2, definimos
Ky= N Ky lg-

B<a

Supongamos ahora que o = 34 1 y sea f € #2. Entonces, por hipotesis de
induccion, Ky = () Us, donde = |B| + N < £ y los Us son abiertos en K.

No puede ser‘sﬂg = {J:}, para un cierto punto x € K, pues entonces,
x(z,X) = ¥(x,X) < p < kK, en contra de lo supuesto, luego podemos to-
mar xg, 1 € K4 y podemos separarlos por dos cerrados que sean intersecciones
numerables de abiertos. En efecto, basta tomar abiertos g € Uy y 1 € Ui
con clausuras disjuntas y, definidos Uj ,,, tomamos z; € U; 41 C Ui’n+1 C Uin,
de modo que

T € Ui,w = ﬂ Ui,n = ﬂ Ui,m
new necw
v, si fo y fi1 son las dos extensiones de g a “2, basta definir K¢, como K,NU, .
| |

Como consecuencia:

Teorema 8.15 Si un espacio compacto K cumple el primer axioma de nume-
rabilidad, entonces |K| < Vg o bien |K| = c.

DEMOSTRACION: Por el teorema 8.12 tenemos que |K| < ¢. Basta probar
que si K no es numerable, entonces | K| > ¢. Sea A el conjunto de los puntos de
X cuyos entornos son todos no numerables. Entonces A # &, pues en caso con-
trario todo punto tendria un entorno numerable y, tomando un subcubrimiento
finito, K serfa numerable. Ademés A es cerrado en K, pues si p € K \ A,
entonces p € U C K\ A, donde U es un entorno numerable de p.

Ademés A no tiene puntos aislados, pues si p € A cumple que V N A = {p},
para cierto abierto V en K, tomamos una base decreciente {V}, } ,e., de entornos
de p tal que Vo C V' y Vi1 C Vy. Entonces Vo \ {p} = U (Vi \ Vais1), luego

new
existe un n < w tal que |V, \ V41| > Rg. Como antes, tiene que haber un punto

q €V, \ Vi1 CV con todos sus entornos no numerables, pues si todo punto
tiene un entorno numerable, tomando un subcubrimiento finito, V, \ V41 seria
numerable. Por lo tanto ¢ € VN A, ¢ # p.

Asi pues, x(p, A) > Ry y el teorema 8.14 nos da que |A| > c. "
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Terminamos este apartado con una relaciéon entre el peso de un espacio
compacto y el de su espacio de funciones continuas:

Teorema 8.16 Si K es un espacio de Hausdorff compacto, w(K) = w(C(K)),
donde en C(K) consideramos la topologia de la convergencia uniforme.

DEMOSTRACION: Sea B una base de K con |B| = w(K). Podemos supo-
ner que es cerrada para uniones finitas. Igualmente podemos tomar una base
numerable B’ de R cerrada para uniones finitas. Segtn 4.71, la topologia de
la convergencia uniforme en C(K) tiene por subbase los conjuntos T'(Ko; Up),
donde Ky C K es compacto y Uy C R es abierto. Vamos a probar que también
tiene por subbase a los conjuntos 7'(V,U), donde V € By U € B’. Asi la base
formada por las intersecciones finitas de estos abiertos subbasicos tiene cardinal
< w(K) y podremos concluir que w(C(K)) < w(K).

En efecto, si f € T(Ky;Uy), podemos cubrir f[Kp] por un nimero finito de
abiertos de B’ contenidos en Uy, y la unién U € B’ de este nimero finito de
abiertos basicos cumple f[Ko] CU C Uy y f € T(Ko;U) C T(Ko; Up).

Similarmente, podemos cubrir Ky con un ntmero finito de abiertos de B
cuyas clausuras estén contenidas en f~1[U], y la unién V € B de estos abiertos
cumple Ko CV C f7HU]y f € T(V;U) C T(Ko;U) C T(Ko; Up).

Esto implica que los abiertos T'(V; U) forman una subbase, como querfamos
probar.

Reciprocamente, tomando un elemento en cada abierto basico, podemos for-
mar un conjunto D C C(K) denso en C(K) tal que |D| < w(C(K)). Vamos a
probar que los abiertos

Vo ={z € K| g(z) > 1/n}, conge D, new) {0}

forman una base de K, con lo que w(K) < w(C(K)).

Tomamos zg € U C K, donde U es abierto. Por 5.49 existe f : K — [0, 1]
tal que
xo€{z e K| f(x)>0}CU.

Pongamos que f(zg) > 1/n y tomemos g € D tal que || f — g|| < 1/2n. Asi
2o € Vyon={z € K |g(x)>1/2n} C{z e K| f(x) >0} C U.
Nota Como C(K) es metrizable, es inmediato que w(C(K)) = d(C(K)) (véase

el teorema 8.21 mas abajo). Teniendo en cuenta ademas el teorema 5.66, con-
cluimos que si C'(K) es separable, entonces K es metrizable. n

Conexion La conexion también nos proporciona una cota inferior para el
cardinal de un espacio topologico:

Teorema 8.17 Si X es un espacio topoldgico conexo completamente regular
con mds de un punto, entonces | X| > c.
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DEMOSTRACION: Si z, y € X son puntos distintos, la regularidad completa
nos da una funcién continua f : X — [0,1] tal que f(z) =0, f(y) =1, y la
conexion hace que f sea suprayectiva, luego |X| > [[0,1]| =¢. n

En cambio, el ejemplo A.11 es un espacio de Hausdorfl conexo numerable.
Por otra parte, todo espacio regular numerable es normal, por 5.13, luego no
puede ser conexo. Sin embargo, puede probarse que existe un espacio regular
conexo de cardinal N;.

8.2 La celularidad y la extension

Introducimos ahora otros cardinales invariantes que aportan informacion
més fina sobre la estructura de un espacio topologico:

Definicién 8.18 Sea X un espacio topologico.

1. La celularidad de X es el menor cardinal ¢(X) tal que toda familia de
abiertos disjuntos dos a dos tiene cardinal < ¢(X). Si ¢(X) = N, es
decir, cuando toda familia de abiertos disjuntos dos a dos es a lo sumo
numerable, se dice que X cumple la condicion de cadena numerable.

2. El menor cardinal s tal que todo subespacio cerrado discreto de X tiene
cardinal < k se llama extension de X, y se representa por e(X).

1. Obviamente, tenemos las cotas ¢(X), e(X) < |X].

2. Mas precisamente, ¢(X) < d(X) < |X|.

En efecto, si {Uq, }a<x es una familia de abiertos disjuntos no vacios dos a
dos y D C X es un conjunto denso tal que |D| = d(X), entonces podemos
tomar d, € U,, y la aplicacion a — d,, es inyectiva, luego k < |D| = d(X),
luego z(X) < d(X).

3. Se cumple también que e(X) < L(X).

En efecto, si C C X es discreto de cardinal k, para cada = € C hay
un abierto U, tal que U. N C = {x}, luego {U. | c € C}U{X \ C} es
un cubrimiento abierto de X que no admite subcubrimientos de cardinal
menor que K.

4. Si X es normal, entonces e(X) < 24X,

En efecto, esta desigualdad no es sino una reformulaciéon del lema de Jones
(teorema 5.30).

5. El teorema 4.35 afirma que un espacio X numerablemente compacto que
cumpla el axioma 77 cumple e(X) = N;.

Ninguno de estos dos cardinales invariantes es mon6tono, por lo que podemos
considerar sus versiones hereditarias ch(X) y eh(X) (definicion 8.5), pero sucede
que son el mismo cardinal:



8.2. La celularidad y la extension 267

Teorema 8.19 Si X es un espacio topoldgico, ch(X) = eh(X) es el minimo
cardinal k tal que todo subespacio discreto de X tiene cardinal < k.

DEMOSTRACION: Llamemos f(X) al minimo cardinal  tal que todo subes-
pacio discreto de X tiene cardinal menor o igual que k.

Si un subespacio de X tiene una familia de abiertos disjuntos dos a dos de
cardinal x entonces un punto de cada uno de ellos forma un subespacio discreto
de cardinal &, luego ch(X) < f(X). Reciprocamente, si X tiene un subconjunto
discreto D de cardinal &, entonces k < ¢(D) < ch(X), luego f(X) < ch(X).

Si X tiene un subespacio discreto D de cardinal x entonces D tiene un
subespacio cerrado discreto de cardinal x (el propio D), luego ch(X) < eh(X).
La desigualdad contraria es obvia. m

Notemos que el teorema 5.4 asegura que todo espacio de Hausdorff infinito X
contiene un subespacio infinito discreto, por lo que ch(X) > Yy propiamente,
es decir, no por el convenio que estamos adoptando por el que los cardinales
invariantes que deberian ser finitos toman el valor Ng.

1. ¢(X),e(X) < ch(X) = eh(X) < dh(X), Lh(X).
Basta tener en cuenta que, en general, e(X) < L(X) y ¢(X) < d(X).

2. Si X es hereditariamente colectivamente de Hausdorff, ¢(X) = ch(X).

En efecto, si k < ch(X), existe D C X discreto con |D| > &, luego
existe una familia de abiertos disjuntos dos a dos de cardinal > k, luego
¢(X) > k. Por lo tanto, ch(X) < ¢(X), y la otra desigualdad se da
siempre.

Teorema 8.20 Si X es mondtonamente normal, ¢(X) = Lh(X).

DEMOSTRACION: Solo hay que probar que Lh(X) < ¢(X). Para ello lla-
mamos k = ¢(X) y tenemos que probar que todo subespacio Y C X cumple
L(Y) < k. En caso contrario, existe un Yy C X con un cubrimiento abierto U
que no admite un subcubrimiento de cardinal .

Tomamos Uy € U y un punto zg € Uy. Como Uy no cubre Yj, existe
21 € Y\ Uy, y a su vez existe un abierto U; € U tal que x; € U;. En general,
podemos definir una sucesion {z,}o<.+ de puntos de Yy y otra {Uy}ace+ de

abiertos de U de modo que z, € Uy \ U Us.
B<a
En efecto, si hemos construido la sucesion {zqs}a<p, {Ua}a<p, como los
estos abiertos no pueden ser un cubrimiento de Y;, siempre podemos tomar un

g € Yy con el que prolongar la sucesion.

Llamamos Y = {x, | a < k*}, de modo que, para todo a < k™,

{zg|B<a}=YnN U Up
B<a

es abierto en Y.
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Sea Yj el conjunto de los puntos aislados de Y. Entonces Y es un subespacio
discreto de X, pero, como X es hereditariamente colectivamente de Hausdorff,
ch(X) = ¢(X) = &, luego |Yp| < k.

Ademas Yj es denso en Y, pues si U es un abierto en Y no vacio, podemos
tomar el minimo « tal que z, € U, y entonces {z,} =UN{zs| B <a+1}es
abierto en Y, luego z, € Yj.

Como X es regular, para cada o < k7, podemos tomar un abierto V,, en Y’
tal que

To €Vo CVy Clag| B<al.

Sea G un operador mondtono de normalidad que cumpla la condicién adi-
cional G(A, B)NG(B, A) = @. Definimos W, = G({za},Y \ Va).
Se cumple que si a < 8 < kT y W, N W3 # &, entonces z, € V.

En efecto, si 2, ¢ V3, como también zg ¢ V,, tenemos que
WoanNWs CGY \ Vg, Y\ Vo) NG\ Vo, Y\ V) =2.

Como Yy es denso en Y, cada W, contiene un punto de Yy, pero, como
[Yo| < k, tiene que haber un mismo y € Yy que esté en kT abiertos, es decir,

tiene que haber un A C k* con |A| = kT tal que y € (| W,
acA
Sea A = {as}5<.+ la Gnica enumeracion creciente de A y llamemos ys = ;-

Asi, si § < €, tenemos que W,, N W, # &, luego ys € V,_, es decir, que
{ys [0 < e} CVa, CVa, C{zp | B < ack
Si llamamos D al conjunto de todos los ys, tenemos que
{ysld<e}CVaNDCVa NDC{ys|d<e},

luego tenemos la igualdad, y asi C. = {ys | 6 < €} es abierto y cerrado en D,
luego Dy = {yer1 | € < T} es discreto, pues (Cey1 \ Cc) N Do = {yey1}. Asi
hemos llegado a que X contiene un subespacio discreto de cardinal k™ > ¢(k),
contradiccion. "

Si X es colectivamente normal, cample también que d(X) = dh(X), pero la
prueba es complicada. En su lugar, en el capitulo 12 lo probamos para espacios
ordenados (teorema 12.24) junto con otros resultados y aqui lo probamos para
espacios métricos. 461

Teorema 8.21 Sea M un espacio métrico. Entonces
w(M) =d(M) =dh(M)=e(M) =c(M) =ch(M) =L(X) = Lh(X).

DEMOSTRACION: Si M tiene un conjunto denso D de cardinal k es facil ver
que las bolas B /,,(p) con p € D forman una base de M de cardinal x, de donde
w(M) < d(M). La otra desigualdad se da siempre.

Si N C M, entonces d(N) < w(N) < w(M), luego d(M) < dh(M) < w(M)
y tenemos probadas las dos primeras igualdades de enunciado.
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Veamos que ch(M) < e(M). Asi ¢(M) < ch(M) < e(M) < w(M).

Sea e(M) = k. Sea D un subespacio discreto de M. Entonces D es abierto
en D, pues si # € D, existe un abierto U en D tal que U N D = {z}, pero ha
de ser U = {z}, ya que si existe y € U, y # z, entonces podriamos tomar un
entorno menor de y que no cortara a D, lo que contradice que y € D. Por lo
tanto cada {z} es abierto en D, luego D es unién de abiertos en D.

Como D es un espacio métrico, es perfectamente normal, y asi D es union
de un conjunto numerable de subespacios cerrados en D, luego en M. Como
obviamente seran discretos, cada uno de ellos tiene cardinal < k, luego D tam-
bién.

Veamos ahora que d(M) < ¢(M), con lo que quedaran probadas las cinco
primeras igualdades del enunciado.

Llamamos k = ¢(M) y tenemos que probar que d(M) < k.

Para cada numero natural no nulo n sea A,, una familia maximal de puntos
de M tales que d(z,y) > 1/n para todo par z, y € A,, (existe por el lema de
Zorn).

Las bolas con centros en A4, y radio 1/(2n) son una familia de abiertos

o0
disjuntos, luego |A,| < k. En consecuencia el conjunto A = |J A, cumple
n=1
|A] < k y ademés es denso, ya que si existiera un punto x € M fuera de
A, entonces d(z, A) > 1/n para cierto namero natural n luego, en particular,
d(z,A,) > 1/n,y x podria ser anadido a A,, contradiciendo su maximalidad.

Las ultimas igualdades se deducen de las relaciones generales siguientes:

ch(M) < Lh(M) <w(M),  e(M) < L(M) < w(M).
Por ejemplo, de aqui obtenemos otra prueba? del teorema 9.15:

Teorema 8.22 Si M es un espacio métrico, las afirmaciones siguientes son
equivalentes:

1. M es compacto.
2. M es numerablemente compacto.

3. M es sucesionalmente compacto.

DEMOSTRACION: Como M cumple el primer axioma de numerabilidad, el
teorema 4.56 nos da que 2) <» 3), y claramente 1) = 2).

Por otra parte, si M es numerablemente compacto, e(M) = g, luego por
el teorema anterior w(M) = Rg y esto implica que es de Lindelof, luego es
compacto. ]

2 Aunque ésta usa AE, mientras que la que dimos en su momento no.
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El cuadro siguiente resume todas las desigualdades entre cardinales invarian-
tes que hemos demostrado. En un espacio métrico todas ellas son igualdades
excepto x(z) = Ny < w(X) y nw(X) < |X|.

w(X) Ry
SN T
X(X) nw(X)
/ \
dh(X) Lh(X)
N TN
d(X) ch(X) = eh(X) L(X)
N TN S
o(X) e(X)

celularidad y extension en productos Observemos que la extensiéon de un
producto puede ser mayor que la de los factores. Un ejemplo lo proporciona la
recta de Sorgenfrey S (ejemplo A.25), que cumple e(S) = Vg, pero e(S x S) = ¢.

El caso de la celularidad es mas delicado. En [TC 8.52] hemos probado el
teorema siguiente:

Teorema 8.23 Sea k un cardinal infinito y sea X = [] X; un producto de
iel
espacios topoldgicos tal que, para cada Iy C I finito, ¢( [[ Xi) < k. Entonces

i€ly
e(X) < k.

El teorema 8.7 implica que si todos los factores cumplen d(X;) < , entonces
cualquier producto finito P cumple ¢(P) < d(P) < k, luego:

Teorema 8.24 Sea k un cardinal infinito y sea X = [[ X; un producto de
i€l
espacios topoldgicos tales que d(X;) < k. Entonces ¢(X) < k.

Es interesante que el teorema no exige ninguna cota al nimero de factores.
Si solo queremos exigir ¢(X;) < k, lo mas que podemos probar es lo siguiente:

Teorema 8.25 (Kurepa) Sea x un cardinal infinito y sea X = [] X; un pro-
iel
ducto de espacios topoldgicos tales que ¢(X;) < k. Entonces ¢(X) < 2.

DEMOSTRACION: Por 8.23, basta probar el teorema cuando I = n € w.
Supongamos que V es una familia de abiertos en X disjuntos dos a dos con
|V| > 2. Podemos suponer que cada V' € V es un abierto basico V = [] V;.

€N
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Sea P, = {{V,W} e V? | V;nW,; = @}. Asi [V]? = |J P;. Por el teorema
i<n
de Erdss-Rado [TC 11.6], existe i < ny W C 'V, con |W| > & tal que [W]? C P,
con lo que {W; | W € W} es una familia de abiertos disjuntos dos a dos en X;
de cardinal > k, contradiccién. n

En [TC 8.57] hemos visto que AM(R;) implica que todo producto de espacios
de celularidad Ny tiene celularidad Ng, mientras que en [TC 8.60] (teniendo en
cuenta [TC 8.51]) hemos probado que la hipotesis del continuo implica que exis-
ten dos espacios topolégicos con celularidad Ry cuyo producto tiene celularidad
no numerable.

8.3 La celularidad local

Introducimos ahora un nuevo cardinal invariante que nos permitira extraer
consecuencias notables sobre los productos de espacios extremadamente disco-
nexos.

Definicion 8.26 Diremos que una familia A de abiertos disjuntos en un espacio
topoldgico X es celular en un punto p € X si, para todo U € € se cumple que
p ¢ U, pero p € |JA.

Obviamente, si p es un punto aislado, no puede haber familias celulares en p.
Pero, si X es un espacio de Hausdorff, es la tnica posibilidad. En efecto, si p no
es aislado, el lema de Zorn nos da una familia maximal A de abiertos disjuntos
dos a dos tales que, para cada U € A, se cumpla que p ¢ U. Dicha familia es
necesariamente celular en p, pues si p ¢ A, entonces, como p no es aislado, el
abierto V' = X \ |J A tiene que contener otro punto ¢ # p, y podemos tomar
abiertos disjuntos p € Uy, ¢ € Uy, de modo que p ¢ Uy, por lo que A U {U;}
contradice la maximalidad de A.

Maés atn, si {V; }ier es una base de entornos de p, cada V; corta a | JA, luego
corta a un U; € A, luego A’ = {U; | i € I} sigue siendo una familia celular en p.

Asi pues, si X es un espacio de Hausdorff y p es un punto no aislado, podemos
definir la celularidad de X en p como el menor cardinal ¢(p, X) de una familia
celular en p. Para los puntos aislados podemos adoptar el convenio de que
e(p, X) = Ro.

Teorema 8.27 Si X es un espacio de Hausdorff y p € X, entonces c(p, X) es
un cardinal infinito reqular, c(p, X) < ¢(X) y ¢(p, X) < x(p, X).

DEMOSTRACION: Hemos probado que si p no es un punto aislado, entonces
existe una familia celular en p de cardinal menor o igual que x(p, X), luego
c(p, X) < x(p, X). La desigualdad ¢(p, X) < ¢(X) es obvia. Veamos ahora que
k = ¢(p, X) es regular. En caso contrario, si A es una familia celular en p de

cardinal k, podemos partirla como A = |J A,, donde 8 < Ky |[Aq| < k. Si
a<f

U, = JAa, por la minimalidad de x tenemos que p ¢ U,, pero si llamamos
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A" ={U, | @ < B}, entonces p € | JA', luego A’ es celular en p y tiene cardinal
menor que k, contradiccion. n

Vamos a relacionar este cardinal con la desconexién extrema. Para ello
definimos una versioén local:

Definiciéon 8.28 Diremos que un espacio topolégico X es extremadamente dis-
conezo en un punto p € X si existen abiertos disjuntos U y V' en X tales que
pelUNV.

Claramente, X es extremadamente disconexo si y solo si lo es en todos sus
puntos.

Teorema 8.29 Sean X, Y dos espacios de Hausdorffyx € X, y € Y puntos no
aislados. Sic(x, X) =c(y,Y), entonces X xY no es extremadamente disconezo
en el punto (z,vy).

DEMOSTRACION: Sean {Uy}a<kx ¥ {Va}a<r familias celulares en z e y,
respectivamente, donde k = ¢(z, X) = ¢(y,Y). Sean

Gy =Us x (Y\W), Hy = (X\ U Ua) x Vs,

a<lp a<lp
G=UGs H= | H;
B<k B<k

Claramente Gy H son abiertos en X x Y, y son disjuntos, pues si (u,v) €
G N H, existen §, ' < k tales que (u,v) € Gg N Hg. Pero si, por ejemplo,

B <, tendria queser u € Ug y u € X\ |J U,, lo cual es absurdo.
asp’

Basta probar que (x,y) € G N H. Para ello tomamos un entorno basico
A x B. Entonces existe un 5 < « tal que ANUg # @&. Por la minimalidad de &,
tenemos que y ¢ |J Uq, peroy € |J Vi, luego también y € |J V,.

a<p a<k B<a<lk

Por lo tanto, podemos tomar § < v < & tal que BNV, # &. Entonces,

como V, N |J Vo =@, también V, N |J V, = @, luego
as<p a<p

@#(ANUg) x (BNV,) C(AxB)NGs C (Ax B)NG.
Igualmente se prueba que (A x B)N H # @. n

Asi, por ejemplo, ahora podemos afirmar que si X es un espacio de Hausdorf,
X x X no es extremadamente disconexo salvo que X sea discreto, pues si tiene
un punto x no aislado, entonces el producto no es extremadamente disconexo
en (z,z), por el teorema anterior.

Para extraer consecuencias mas fuertes del teorema anterior vamos a obtener
una caracterizacion de la celularidad local. Recordemos que un abierto U en un
espacio topologico X se dice regular si U = U. En [TC 7.30] se demuestra que

si U es un abierto arbitrario, entonces U y X \ U son abiertos regulares.
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Definicion 8.30 Si k es un cardinal infinito y X es un espacio de Hausdorff,
un punto p € X es un P*(k)-punto si cuando la interseccion de x entornos de p
que sean abiertos regulares es también un entorno de p.

Si eliminamos la condiciéon de que los abiertos sean regulares obtenemos la
definicion de P(x)-punto, de modo que un P(Rg)-punto es lo que en 7.77 hemos
llamado P-punto.

La razén para introducir la regularidad es para trabajar con espacios de
Hausdorff arbitrarios, porque en un espacio regular los abiertos regulares forman
una base, asi que los P*(k)-puntos coinciden con los P(k)-puntos.

En efecto, si p € U, donde U es abierto, por regularidad existe un abierto V'
talquepe VCV CU,luegop €V CU yV es un abierto regular.

Teorema 8.31 Si X es un espacio de Hausdorff y p € X no es un punto
aislado, entonces c¢(p, X) es el menor cardinal  tal que p no es un P*(k)-punto.

DEMOSTRACION: Veamos que si p es un P*(k)-punto, entonces no existen
familias celulares en p de cardinal k. Si A fuera una, para cada U € A tenemos
que p € X \ U, que es un abierto regular, luego p esta en el interior de la

interseccion B -
N X\U)=X\ U U.
UeA UcA

Dicho interior es

luego p ¢ [JA, contradiccion.

Esto prueba que p no es un P*(¢(p, X))-punto, luego ¢(p, X) es mayor o igual
que el cardinal indicado en el enunciado. Para probar la desigualdad opuesta
suponemos que p no es un P*(k)-punto y vamos a probar que existe una familia
celular en p de cardinal k.

Sea {Uq }a<x una familia de abiertos regulares que contengan a p, pero cuya
interseccion no sea entorno de p. Sea Vy = X \ Uy y, en general,

—— __
Vo= N Ua \ Up.
a<f

Vamos a probar que {Vs}s<, es una familia celular en p. Son claramente
conjuntos abiertos y, si a < 3, entonces Vo, NVg C Uy \ Uy = @. Como
Uz NV = @, ciertamente p ¢ V3. Solo falta probar que p € |J Vj.

B<k
Para ello tomamos un abierto tal que p € G. Entonces G ¢ () U,, luego

a<k

existe un minimo 3 < « tal que G ¢ Uz. Como Ug es regular, si fuera G C Ug,

entonces G C Ug = Ug, contradiccion, luego G\ Ug # @ y, por la minimalidad

de 3, de hecho, GNVp # @, luego GN |J Vg # 2. ]
B<k
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Asi, si un espacio regular X no es un P-espacio, existe un punto z € X que no
es un P-punto, luego no es un P*(Rg)-punto, luego no es aislado y ¢(z, X) = No.

Por lo tanto, si X e Y son espacios topolégicos regulares y ninguno de
los dos es un P-espacio, existen puntos x € X, y € Y no aislados tales que
c(z,X) = Ny = ¢(y,Y), luego el teorema anterior nos da que X x Y no es
extremadamente disconexo en (z,y).

Observemos que, como las aplicaciones abiertas conservan la desconexion
extrema (teorema 3.29), si un producto X x Y es extremadamente disconexo,
ambos factores lo son, y acabamos de probar que, ademés, al menos uno de ellos
tiene que ser un P-espacio extremadamente disconexo. En realidad podemos
llegar a una condicién necesaria mucho mas fuerte:

Teorema 8.32 Si X es un espacio de Hausdorff extremadamente disconexo y
p € X, entonces c(p, X) = N o bien ¢(p, X) es un cardinal medible.

DEMOSTRACION: Supongamos que ¢(p, X) = k > Ry. En particular, esto
implica que p no es un punto aislado de X. Sea {U,}a<, una familia celular
en p y definamos

U={ACkr|pe U Us}
acA

Vamos a probar que U es un ultrafiltro k-completo no principal en &, lo
cual es justamente lo que requiere la definicién de cardinal medible [TC 7.70].
Claramente, Kk € U, ¥ ¢ Uy si A C B C kcon A € U, también B € U. Si
A C K, los abiertos

U U, U Ua

acA aEr\A

son disjuntos, luego

X=UUs=UJUaU U Ua

a<k acA a€r\A

es la union de dos abiertos disjuntos, de donde se sigue que A € Lo xk\ A € U.
Solo falta probar que si S C U con |S| < &, entonces () S € U.
Para cada A € S, sea Vi = X\ U Us. Asi {Va}lacs es una familia de
acr\A
abiertos regulares entornos de p. Por el teorema anterior p no es un P*(k)-
punto, luego la interseccion de los V4 es entorno de p, es decir, existe un abierto
G tal que p € G C [\ V4. Por lo tanto

AesS
pgX\ N Va=U U Ua
Aes AES aer\A
luego U (k\A) ¢ U, luego S = ) Acll. u
A€s Aes

Asi pues:

Teorema 8.33 Si X, Y son espacios requlares extremadamente disconexos y
X xY es también extremadamente disconexo, los puntos no aislados de uno de
los factores deben tener todos celularidad medible.
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En efecto, en caso contrario ambos factores tienen puntos no aislados de
celularidad numerable por el teorema anterior, y entonces el producto no es
extremadamente disconexo por 8.29.

Notemos que si z € X cumple que c¢(z, X) es medible, entonces se cumple
c(x,X) < |X|, pues en caso contrario |X| < c¢(z,X) < 22! pero esto es
imposible, porque los cardinales medibles son inaccesibles [TC 7.75].

Recordemos que un cardinal x es medible Ulam si existe un cardinal medible
menor o igual que k. Por lo tanto:

Teorema 8.34 Si X eY son espacios requlares extremadamente disconexos de
cardinal no medible Ulam y X XY es extremadamente disconezo, entonces X e
Y son discretos.

Ahora también es inmediato:

Teorema 8.35 Todo P-espacio regular extremadamente disconexo de cardinal
no medible Ulam es discreto.

El ejemplo A.46 prueba que, si existen cardinales medibles, si que es posi-
ble que un producto de dos espacios extremadamente disconexos regulares no
discretos sea extremadamente disconexo.

8.4 Cardinales caracteristicos del continuo

En el capitulo VIII de [TC] hemos introducido varios cardinales comprendi-
dos entre X; y ¢ cuyo valor exacto no puede determinarse a partir de los axiomas
usuales de la teoria de conjuntos. Aqui vamos a ver algunos resultados topolo-
gicos que dependen de ellos. Varios de ellos tienen que ver con la convergencia
de sucesiones, asi que conviene hacer algunas observaciones generales previas.

Definicion 8.36 Diremos que una sucesion es trivial si es finalmente constante,
con lo que, en un espacio de Hausdorff, converge al punto que toma finalmente.
Diremos que una sucesion converge estrictamente a un punto x si no toma nunca
el valor z.

Asi, si una sucesion convergente no es trivial, pasando a una subsucesion,
obtenemos otra sucesiéon que converge estrictamente al mismo limite.

Si X es un espacio topolégico y A C X es un subespacio numerable, diremos
que A converge a un punto z € X \ A si para todo entorno U de x se cumple
que A C* U, es decir, que A\ U es finito.

La relacion con la convergencia de sucesiones es que si {2, }new €s cualquier
enumeracion de A, entonces A converge a x en el sentido precedente si y solo si
{Zpn}new converge a x en el sentido usual de convergencia de sucesiones, y esto
es independiente de la enumeracion de A elegida.

Reciprocamente, si {z,, },c. €s cualquier sucesion estrictamente convergente
a x, entonces el conjunto S = {z, | n € w} converge a x.
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Compacidad sucesional Si A C X es numerable y z € A, en general no
tiene por qué existir una sucesion en A que converja a x. Sabemos que una
condicion suficiente es que = tenga una base numerable de entornos. Ahora
vamos a probar que basta una hipodtesis ligeramente més débil:

Teorema 8.37 Sea X un espacio topoldgico, sea A C X un conjunto numerable
y sea x € A un punto tal que x(x,X) < p. Entonces existe una sucesion en A
que converge a .

DEMOSTRACION: Sea U una base de entornos abiertos de z tal que |U| < p.
Podemos suponer que x ¢ A, de modo que, para cada U € U, la interseccion
U N A es infinita.

De este modo {UN A | U € U} es una familia de subconjuntos de A con la
propiedad fuerte de la interseccion finita y cardinal < p, luego existe un conjunto
B ={z, | n € w} C A infinito tal que B\ U es finito, para todo U € U. Asi
pues, la sucesion {z, }ne, converge a x. n

Para sacar partido a este hecho conviene introducir un nuevo concepto:

Definiciéon 8.38 Diremos que un espacio topolégico X es subsucesional si cuan-
do A C X es numerable y p es un punto de acumulaciéon de A, existe una sucesion
en A que converge a p.

Teorema 8.39 FEl cardinal p es el minimo cardinal k que cumple una cualquiera
de las propiedades siguientes:

1. ®2 no es subsubsucesional.

2. Euiste un espacio (de Hausdorff) compacto X no subsucesional que cumple
X(X) = k.

3. Existe un espacio (de Hausdor(f) numerablemente compacto X no subsu-
cesional que cumple x(X) = k.

4. Eziste un espacio topoldgico X no subsucesional que cumple x(X) = k.

DEMOSTRACION: Como 1) = 2) = 3) = 4), el minimo cardinal que cum-
ple 1) es mayor o igual que el minimo que cumple 2), etc. Ademas, el teorema
anterior implica que el menor cardinal que cumple 4) es mayor o igual que p.

Solo falta probar que p es mayor o igual que el minimo cardinal que cum-
ple 1), para lo cual basta probar que el espacio P2 no es subsucesional. Ahora
bien, por el teorema 5.65, basta encontrar un espacio cerodimensional X con
w(X) < p que no sea subsucesional (pues obviamente un espacio que contiene
un espacio no subsucesional no es subsucesional).

Sea S C [w]“ una familia de conjuntos con la propiedad de la interseccion
fuerte de la interseccion finita que no admita una pseudointerseccion y |S| = p.
Podemos suponer que S es cerrado para intersecciones numerables. Entonces
(S es finita y, eliminando los elementos de la interseccion de cada elemento de
S, podemos suponer que (S = @.
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Basta considerar X = w + 1 con la topologia que tiene por abiertos a los
conjuntos U tales que si w € U entonces existe un A € S tal que A C U.

Claramente estos conjuntos definen una topologia en X, que cumple el
axioma T7 y es cerodimensional, pues tiene por base a los abiertos-cerrados
{n}, conn €w,y {whUA, con A € S. Esto muestra también que w(X) < p.

Por tltimo, X no es , pues si A = w, tenemos que w € A, pero ninguna
sucesion en A converge a w. Si asi fuera, el conjunto A de términos de la
sucesion (necesariamente infinito) seria una pseudointerseccion de S. u

Asi pues, todo espacio topologico X tal que x(X) < p es subsucesional y,
teniendo en cuenta el teorema 4.35, todo espacio 77 numerablemente compacto
y es sucesionalmente compacto, luego:

Teorema 8.40 Todo espacio topoldgico T1 numerablemente compacto X de ca-
rdcter x(X) < p es sucesionalmente compacto.

Si en lugar de una cota sobre el caracter queremos una cota sobre el cardinal
del espacio, entonces tenemos que considerar el cardinal t:

Teorema 8.41 Todo espacio de Hausdorff compacto de cardinal menor que 2*
es sucesionalmente compacto.

DEMOSTRACION: Sea X un espacio de Hausdorff compacto que no es sucesio-
nalmente compacto. Sea {x,, }nec. una sucesion en X que no tenga subsucesiones
convergentes. Sea N = {z,, | n € w}, necesariamente infinito.

Entonces, si T € [N]“, existen T1, Ty € [T]* tales que T NTy = & (donde T’
representa el conjunto de puntos de acumulacion).

En efecto, como X es compacto, T tiene un punto de acumulacién, pero no
puede ser tnico (o la subsucesion de {z,, } ne,, formada por los puntos de T seria
convergente), luego podemos tomar dos de ellos p; y p2 y dos entornos cerrados
disjuntos, cada uno de los cuales contendra un subconjunto infinito T; C Y de
modo que T/ NTy = @.

Ahora podemos construir como sigue una aplicaciéon T : <*2 — [N]¥ con
la propiedad de que si s C t entonces T'(t) C* T(s):

Partimos de T(@) = N. Supuesto definido T'(s), elegimos dos conjuntos
T(s70), T(s71) € [T(s)]” tales que T(s70) NT(s71)" = @. Supuesta definida
T|<x9, con A < t, para cada f € *2 tomamos como T'(f) una pseudointerseccién
de la torre {T'(f|s)}s<a-

Notemos que si Ty C* Ty, entonces 1] C T4, por lo que, para cada f € 2,
la sucesion {T'(f|a) }a<t es una familia decreciente de cerrados en X, luego
por compacidad podemos definir ¢ : 2 — X de modo que ¢(f) € () T(f|a)-
Claramente es inyectiva, luego | X| > 2%. a<t g

Notemos que 2t puede ser mayor que ¢. En cambio, si sustituimos “compacto”
por “numerablemente compacto”, tenemos lo siguiente:

Teorema 8.42 ¢ es el menor cardinal de un espacio de Hausdorff numerable-
mente compacto que no es sucesionalmente compacto.
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DEMOSTRACION: Veamos que si X es numerablemente compacto y |X| < ¢,
entonces es sucesionalmente compacto. Suponiendo que no lo es, podemos cons-
truir una aplicacion T : <*2 — [N]“ exactamente en las mismas condiciones
de la prueba del teorema anterior, pero no vamos a poder aprovecharla comple-
tamente. Nos basta considerar su restriccion T : <“2 — [N]“. En efecto, asi
{T(f|n) }n<w es una familia decreciente numerable de cerrados, y como X es
numerablemente compacto, obtenemos una aplicacién inyectiva ¢ : “2 — X,
que nos permite concluir que | X| > c.

Pero ahora podemos probar que existe un espacio X de cardinal ¢ que es
numerablemente compacto y no sucesionalmente compacto. Partamos de un es-
pacio cualquiera X que cumpla lo segundo, por ejemplo X = 2 (ejemplo A.40)
y consideremos en él el conjunto S de los términos de una sucesiéon sin subsuce-
siones convergentes.

Sea f : [X]¥ — X una funcién que a cada A € [X]¥ le escoge un punto de
acumulacion. Definimos una sucesion {Sy }o<w, de subespacios de X, partiendo
de So=Sy

Sarr = U S5 U{f(A) [Ae[U S5}

B<a B<a

Llamamos T'= |J S,. Una simple inducciéon prueba que |S,| < ¢, de donde
a<wy
también |T'| < c.

Ademés T es numerablemente compacto por el teorema 4.35, porque para
todo conjunto numerable A C T existe un o < wj tal que A C S, y entonces
f(A) € Saq1 C T es un punto de acumulacion de A en 7.

Por dltimo, la sucesiéon S C T sigue sin tener subsucesiones convergentes
en T, pues también serian subsucesiones convergentes en X, luego T no es
sucesionalmente compacto. u

Si queremos cotas sobre el peso, tenemos que considerar el cardinal s:

Teorema 8.43 Fl cardinal s es el minimo cardinal k que cumple una cualquiera
de las propiedades siguientes:

1. "2 no es sucesionalmente compacto.

2. Existe un espacio de Hausdorff compacto X mo sucesionalmente compacto
que cumple w(X) = k.

3. Eziste un espacio de Hausdorff numerablemente compacto X no sucesio-
nalmente compacto que cumple w(X) = k.

DEMOSTRACION: Basta probar que s es mayor o igual que el menor cardinal
que cumple 1) y menor o igual que el menor cardinal que cumple 3). Para probar
lo segundo tomamos un espacio numerablemente compacto X con w(X) < sy
vamos a probar que es sucesionalmente compacto.

Sea N € [X]“, sea B una base de X con |B| < s y sea

B = {BeB||BNN|=2N}.
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Entonces {BN N | B € B’} tiene cardinal < s, luego existe A € [N]“ tal
que, para todo B € B’, o bien A C* BN N, o bien A C* N\ B.

Como X es numerablemente compacto, A tiene un punto de acumulacion p.
Asi, si B € B cumple p € B, entonces BN A C BN N es infinito, luego B € B/,
luego A C* BN N, o bien A C* N\ B, pero el segundo caso no puede darse, ya
que |[BN A| = Rg, luego A C* BN N, es decir, B contiene a todos los puntos de
A salvo un ntimero finito.

Asi, si {@y, }new €s una sucesion en X y tomamos N = {z,, | n € w}, la sub-
sucesion formada por los puntos de A converge a p, luego X es sucesionalmente
compacto.

Ahora falta probar que °2 no es sucesionalmente compacto. Equivalente-
mente, probaremos que 2° no es sucesionalmente compacto, donde S es una
familia de escision en w de cardinal s. Definimos o : w — 2° mediante
o(n)a =1+« n € Ay vamos a probar que la imagen de {o(n)},e, €s una
sucesion en 2° sin subsucesiones convergentes.

En caso contrario, existiria I € [w] tal que {o(n)},ecr seria convergente.
Sea z € 2° el limite. La convergencia en 2° equivale a la convergencia en cada
coordenada, es decir, a que, para cada A € S, la sucesion {o(n)4}ner converge
a x(A) en 2, luego {n € I | o(n)a =1 —x(A)} es finito. Pero esto equivale a
que{n el |ne€ A}l obien{n eI |n ¢ A} es finito, es decir, aque INAo I\ A
sea finito para todo A € S, lo que contradice que S sea una familia de escision.

n

En particular, los axiomas de la teoria de conjuntos no permiten decidir si
el espacio “12 es 0 no sucesionalmente compacto. Mas atn, si 2° = ¢, entonces
92 es un espacio compacto de cardinal ¢ que no es sucesionalmente compacto,
mientras que si 2* > ¢ (por ejemplo, si t = ¢) entonces todo espacio compacto
de cardinal ¢ es sucesionalmente compacto.

El cardinal t también nos proporciona una condicién suficiente para la equi-
valencia entre la compacidad numerable y la compacidad sucesional:

Teorema 8.44 Sea X un espacio topoldgico tal que Lh(X) < t. Entonces X
es numerablemente compacto si y solo si es sucesionalmente compacto.

DEMOSTRACION: Una implicacién se cumple siempre, por el teorema 4.55.
Supongamos que X es numerablemente compacto, pero no sucesionalmente com-
pacto. Sea {Z, }ne, una sucesion en X que no tenga subsucesiones convergentes.
Sea S = {z, | n € w} C X. Entonces S no tiene subconjuntos cerrados infinitos
en X, pues tales subconjuntos serfan numerablemente compactos y sucesional-
mente compactos por 8.42, luego S tendria subsucesiones convergentes.

Asi pues, si C' C S, existen puntos # € C'\ C, y para cada uno de ellos existe
un entorno abierto U, tal que C \ U, es infinito (pues en caso contrario una
enumeracion de C' convergeria a ).

Vamos a construir una sucesion {Zq o<t en X, otra {Sq o<t en [S]¥ y otra
{Uqa}a<t de abiertos de X de modo que se cumplan las propiedades siguientes:
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1. zo € Uy,

2. Zo € (Sa \ Sa) \ Uy, para todo v < a < t,
3. Sq C* S, \U,, para todo v < a < t,

4. S, \ U, es infinito.

Empezamos por Sy = S, tomamos 29 € Sy \ Sp y un entorno abierto Uy de
xo tal que Sy \ Uy sea infinito. Supongamos definidos zg, Sg y Us para todo
8 < a < t cumpliendo lo requerido.

Si = B +1, tomamos S, = Ss \ Ug, que es infinito por 4) y asi claramente
se cumple 3). Si a es un ordinal limite, por 3) tenemos que {Sg}s<q €s una
torre en [S]¥ y, como a < t, la podemos prolongar con un S, C S, que cumplira
So C* Sg C* Sy \ Uy para todo v < 8 < «, luego para todo v < a. Asi pues,
en ambos casos se cumple 3).

Tomamos ahora x, € S, \ S, ¥ un entorno abierto U, tal que S, \ U, sea
infinito. Asise cumplen 1) y 4) y solo falta comprobar que z, ¢ U,, paray < a,
y asi tendremos 2), pero zo € S, C (S, \U,) C (X\U,) C X \U,.

Finalmente, sea L = {z, | @ < t} C X. Tenemos que
2o €EUsNL C{zp | p < al,

por lo que {U, N L}4<¢ es un cubrimiento abierto de L que no admite subcu-
brimientos de cardinal < t, luego Lh(X) > L(L) > t. n

En particular:

Teorema 8.45 Todo espacio compacto hereditariamente de Lindeldf es suce-
stonalmente compacto.

Teorema 8.46 Todo producto de menos de t espacios sucesionalmente compac-
tos es sucesionalmente compacto, y si el nimero de factores es < t, entonces el
producto es al menos numerablemente compacto.

DEMOSTRACION: Sea k < ty sea X = ][ X, un producto de espacios
a<k
sucesionalmente compactos. Sea {xn}new una sucesion en X. Entonces existe

Iy C w tal que la subsucesion {x,0}ner, converge a ag € Xo. En general,
supongamos que hemos definido {I,}q<y de modo que si a < 8 < v entonces
Ig C* I, y de modo que {z, o }ner, converge a a, en X,.

Si vy = B+ 1, podemos tomar I, C Iz infinito tal que {x, - }ner, converge a
un a, en X.,. Si~y es un ordinal limite, la torre {I,}.<~ se puede prolongar con
un cierto I*, y podemos tomar I, C I* tal que {zy - }necr, converge igualmente
aun a, en X,.

Asi tenemos definida una sucesion {I,}a<x. Si & < t, todavia podemos
prolongarla con un I* C* I, para todo «, y como {Z,, o }ner, converge a aq,
también {Tp q}ner- converge a ao, para todo a < &, luego {zp}ner« €s una
subsucesion convergente de la sucesion dada, lo que prueba que X es sucesio-
nalmente compacto.
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Si k = t, tenemos construido igualmente un punto a € X de modo que
{Zn,atner, converge a a, en X, aunque ahora no podemos pasar a un conjunto
de indices comun. No obstante, vamos a probar que a es un punto adherente
de la sucesion dada, lo que probard que X es numerablemente compacto. Con-
sideremos un entorno bésico de a, digamos U = [] U,, donde U, = X, salvo
si a € J C k finito. a<k

Entonces, si J C 8 < K, tenemos que {Ty,q fner, converge a a, en X, para
todo o < f3, luego U contiene infinitos términos de la sucesion {xy }ner,, luego
a es un punto adherente de la sucesion dada. [

P-puntos en w* Recordemos que, si X es un espacio topolégico, un punto
p € X es un P-punto si toda interseccién numerable de entornos de p sigue siendo
un entorno de p. Es suficiente considerar entornos de una base de entornos
prefijada, de modo que en el caso de un espacio 8D, donde D es discreto,
podemos considerar entornos basicos de la forma A, con A C D. Teniendo en
cuenta que un ultrafiltro p € 8D cumple p € A si y sélo si A € p, el teorema
siguiente es inmediato:

Teorema 8.47 Si D es un espacio topoldgico discreto, un ultrafiltro p € 8D es
un P-punto si y sdlo si es Ny-completo.

Los ultrafiltros libres X;-completos en un conjunto D son lo que en [TC 7.70]
hemos llamado medidas de Ulam en D, por lo que los tnicos P-puntos de 8D
son los puntos (aislados) de D (los ultrafiltros fijos) salvo que | D| sea un cardinal
medible Ulam, en cuyo caso existen también P-puntos de 8D en D* = 3D\ D,
que en particular seran P-puntos de D*. En particular, los tinicos P-puntos de
Bw son los puntos de w.

Pero la situacion es muy diferente si consideramos P-puntos de w* = fw\ w.
Su caracterizacién conjuntista es muy simple:

Teorema 8.48 Un ultrafiltro p en w es un P-punto de w* si y sdlo si es libre y,
cuando S C p es numerable, existe una pseudointerseccion de S que pertenece
ap.

DEMOSTRACION: Se cumple que p € w* siy solo si p es libre, y un entorno
bésico de p en w* es entonces de la forma A*, con p € A*, que es equivalente
a A € p. Por lo tanto, una familia numerable de entornos basicos de p es de
la forma {A* | A € S}, donde S C p es numerable, y la condicion de P-punto
equivale a que, para toda S en estas condiciones, (| A* sea un entorno de p,

es decir, que exista B € p tal que B* C (| A*. A€S
AeS
A su vez, esto equivale a que B* C A*, para todo A € S, que a su vez es equi-

valente a B C* A, para todo A € S, es decir, a que B sea una pseudointerseccion
de S. n

Un espacio de Hausdorff compacto como w* no puede ser un P-espacio,
luego sin duda contiene puntos que no son P-puntos. Sin embargo, la posible
existencia de P-puntos en w* no es decidible a partir de los axiomas de la teoria
de conjuntos.
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La situacion es sutil, porque en el ejemplo A.36 punto 7 probamos que todo
G5 no vacio en Sw tiene interior no vacio, de donde se sigue que lo mismo vale
en w* (porque el interior del G5 no puede estar contenido en w, o podriamos
construir otro Gs de interior vacio). Por lo tanto, toda interseccion numerable
de entornos de un punto p € w* tiene interior no vacio, sin embargo, para que p
fuera un P-punto tendria que ocurrir que p estuviera siempre en dicho interior,
cosa que no podemos probar.

Vamos a ver que t = ¢ (y en particular el axioma de Martin o la Hipotesis
del Continuo) implica que hay P-puntos en w*:

Teorema 8.49 Sit=c, existen P-puntos en w*.

DEMOSTRACION: Sea {Ag}a<c una enumeracion de Pw. Definimos como
sigue una sucesion {X,}a<c casi decreciente de subconjuntos infinitos de w:
Tomamos X¢ = w. Supuesto definido X,, (infinito), definimos

¥ [ XaNnA, si XN A, es infinito,
atl ™\ X, \ A, en caso contrario.

Claramente X, es infinito y X,41 C X,. Supuesto definido {X;s}s< casi
decreciente, con A < ¢, la hipdtesis t = ¢ implica que no es una torre, luego
podemos prolongarla con un X infinito casi contenido en todos los conjuntos
precedentes. Consideremos ahora

U={X Ccw|Va<cX,\X es finito}.

Vamos a probar que U es un P-punto en w*. Claramente es un filtro no
principal, y es un ultrafiltro, pues todo A C w es de la forma A,, para cierto
a < ¢, y entonces, o bien X, C A,, o bien X, C w\ Ag, luego A € U o bien
w\AeUl.

Para probar que es un P-punto tomamos una familia { B, },e,, de elementos
de U, de modo que para cada n existe un o, < ¢ tal que X,, C* B,. Sea
a = supa, < ¢ (donde usamos que cfc¢ > Ng). Entonces X, € U esta casi

n
contenido en todos los X, y, por lo tanto, en todos los B,,. L]

En realidad el teorema anterior puede probarse con una hipotesis ligeramente
mas débil, a saber, 0 = ¢. Nos basaremos en el teorema siguiente:

Teorema 8.50 Si F' es un filtro libre en w generado por menos de 9 conjuntos y
S C F es numerable, existe una pseudointerseccion de S que tiene interseccion
no vacta con todos los elementos de F'.

DEMOSTRACION: Sea {Y; };er un generador de F, con |I| < 0. Esto significa
que A € F siy solo si existe un i € [ tal que Y; C A. Podemos suponer que
S = { X, }new es una familia decreciente de subconjuntos de w (en caso contrario
cambiamos cada X, por su interseccion con los sus predecesores). Para cada
i € I definimos f; : w — w mediante f;(n) = min(X,, NY;). Como |I| < 4,
existe una funcion f : w — w no dominada por ninguna de las funciones f;,
es decir, tal que para todo i € I existen infinitos valores de n para los que
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Definimos X = |J (X, N f(n)) y vamos a probar que cumple lo requerido.
new

Para cada k > n, tenemos que Xy N f(k) C X,,, luego

X\ (U nfm) € U @Xanfk) c X,

k<n k>n

y el conjunto que resta en el primer término es finito, luego X C* X,,, para
todo n, es decir, que X es una pseudointerseccion de S. Ahora basta probar
que X NY; # @, para todo i € I. Ahora bien, tomamos n € w tal que

f(n) > fi(n) = min(X, NY;),
luego min(X,, NY;) € f(n)N X, NY; C XNY,. -

Ahora ya podemos probar:
Teorema 8.51 Si 0 = ¢, entonces existen P-puntos en w*.

DEMOSTRACION: Sea {S,}a<c una enumeracion de todas las sucesiones
numerables decrecientes S, = {X}new de subconjuntos infinitos de w (con
posibles repeticiones dentro de cada sucesiéon). Vamos a construir una sucesion
creciente de filtros {F, }o<. con generadores de cardinal menor que ¢. Partimos
del filtro Fy de todos los subconjuntos cofinitos de w, que es numerable. Supuesto
definido F,, consideramos la familia S, y distinguimos dos casos:

Si algin X es disjunto de algin elemento de Fy,, definimos F,, 11 = F,.

En caso contrario, consideramos el filtro F,, generado por F, y S, es decir
generado por los conjuntos Y N X% con Y € F,. Si F, tiene un generador de
cardinal menor que ¢, lo mismo le sucede a F,.

Por el teorema anterior, existe una pseudointerseccion X de S, que tiene
interseccion no vacia con todos los elementos de F,, luego podemos considerar
el filtro F,,41 generado por F, y por X, que también esté generado por menos
de ¢ conjuntos.

Supuestos definidos {Fs}s<n, definimos F\ = |J Fs. Llamamos F = F..

O<A

Sea S C F numerable y veamos que F' contiene una pseudointerseccion de
S. No perdemos generalidad si suponemos que los elementos de S forman una
sucesion decreciente, y entonces existe un « < ¢ tal que S, es una enumeraciéon
de S. Como los elementos de S, estan en F', no pueden tener intersecciéon vacia
con ningain elemento de F' ni, en particular, de F,, luego en la construcciéon
hemos incorporado S, a F,11, a la vez que una pseudointerseccion X de S,,
que de modo que X € F,; C F.

Solo falta probar que F' es un ultrafiltro, pero si X C w, existe un o < ¢ tal
que S, es la sucesién constante igual a X. Si existe un Y € F, C F, entonces
Y Cw\ X, luego w\ X € F. En caso contrario, X € Foy; C F. "

Nota En la prueba del teorema anterior, en lugar de tomar como Fy el filtro
de los conjuntos cofinitos, podemos partir del filtro generado por Fy y cualquier
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conjunto infinito prefijado A C w, y el resultado es que construimos un P-
punto tal que A € F o, lo que es lo mismo, F' € A*. Por lo tanto, lo que
obtenemos realmente es que en w* hay un conjunto denso de P-puntos, por lo
que el conjunto de todos ellos forma un P-espacio sin puntos aislados.
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Capitulo IX

Espacios métricos

En este capitulo reuniremos las propiedades basicas de los espacios métricos,
incluyendo como caso particular los espacios normados. El estudio de los espa-
cios normados continuara luego en el capitulo 10 en el contexto mas general de
los espacios vectoriales topologicos.

9.1 Espacios métricos

Los espacios métricos son el eslabon que conecta la topologia abstracta con
sus raices geométricas y constituyen una de las clases mas importantes de espa-
cios topologicos.

Definicion 9.1 Una pseudométrica en un conjunto M es una aplicacion
d: M x M — [0, +00]
que cumpla las propiedades siguientes, para todos los puntos x,y,z € M:
1. d(z,xz) =0,
2. d(z,y) = d(y, z),
3. d(z,y) < d(z,z)+d(z,y)
Diremos que d es una métrica o una distancia en M si ademés cumple:
4. d(z,y) =0siysolosiz =y,

Un espacio pseudométrico (resp. métrico) es un par (M,d), donde M es
un conjunto y d es una pseudométrica (resp. métrica) en M. En la practica
escribiremos M en lugar de (M, d).

Es claro que el concepto de “distancia” es una abstracciéon natural que con-
serva las propiedades esenciales de la idea intuitiva de “distancia”. La propie-
dad 3) recibe el nombre de “desigualdad triangular”, y su interpretacién geomé-
trica es clara.

287
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Ejemplos Si M es un conjunto arbitrario, la métrica discreta en M es
1 siz=y,
d(w,y) = {0 sizty

Es inmediato comprobar que se trata realmente de una distancia en M.

La métrica usualen R es la dada por d(z,y) = |r—y|. También se comprueba
sin dificultad que es una distancia.

El interés del concepto de “pseudométrica” no se pondra de manifiesto hasta
algo mas adelante, pero lo introducimos aqui para enunciar en general los resul-
tados sobre métricas que valgan igualmente para pseudométricas. Veamos, no
obstante, un ejemplo de pseudométrica que no es una métrica:

Definimos en R? la aplicacion d : R? — [0, +o0o[ dada por

d((l’,y), (xlay/)) = |£C - 1'/|.

Es féacil comprobar que se trata de una pseudométrica, pero no es una métrica,
pues, por ejemplo, x = (1,0), y = (1,7) cumplen d(z,y) =0, perox #y. =

La desigualdad triangular de las pseudométricas implica una desigualdad de
interés que conviene destacar:

Teorema 9.2 Si M es un espacio pseudométrico y x,x’,y,y € M, se cumple:
ld(z,y) — d(@',y)| < d(z,2") + d(y,y

) +da,y),

).
DEMOSTRACION: Por la desigualdad triangular: d(z,y) < d(x,x
d(z,y) < d(z,z’'), luego

luego d(z,y) — d(z’,y) < d(x,2’). Igualmente d(z’,y) —

ld(z,y) — d(a',y)| < d(z,2"),

(z,
e igualmente se concluye que |d(z',y) — d(2’,y")| < d(y,y’). Por lo tanto:
|d(z,y) —d(z',y")| = |d(z,y) — d(z’,y) +d(2’, y) — d(z",y)]
<|d(z,y) — d(2',y)| +|d(z',y) — d(2',y)| < d(z,2") +d(y,y'). 4

Si M es un espacio pseudométrico, x € M y € > 0 es un namero real,
definimos la bola abierta de centro z y radio € en M como el conjunto

B(z)={y e M |d(z,y) < €}

Intuitivamente, es claro que cualquier bola abierta de centro x contiene todos
los puntos “de alrededor” de x, y los axiomas que hemos postulado para las
distancias son suficientes para asegurar que esta idea conduce ciertamente a la
definicion de un espacio topolégico:

Teorema 9.3 Si M es un espacio pseudométrico, el conjunto T de todas las
bolas abiertas en M es la base de una topologia en M.



9.1. Espacios métricos 289

DEMOSTRACION: Aplicamos el teorema 1.5. Puesto que z € B;(x), es obvio
que JB = X. Siz € B, (u) N B, (v), tomamos

e = min{e; — d(z,u),e2 — d(z,v)} >0

y observamos que
x € B(x) C B, (u) N Be,(v),

pues si z € Be(x) entonces d(z,u) < d(z,z) + d(z,u) < €+ d(z,u) < €, €
igualmente d(z,v) < €. "

Definicion 9.4 La topologia dada por el teorema anterior recibe el nombre de
topologia inducida por la pseudométrica. En lo sucesivo consideraremos siem-
pre a los espacios pseudométricos como espacios topologicos con la topologia
inducida por la métrica, que es la menor topologia en M para la cual las bolas
abiertas son abiertas en el sentido topologico.

La topologia inducida por la métrica usual en R se llama topologia usual en R.
Si M es un espacio métrico con la métrica discreta, es claro que By (z) = {z},
luego todos los puntos son aislados y la topologfa inducida no es sino la topologia
discreta.

Teorema 9.5 Si x es un punto de un espacio pseudométrico M, una base de
entornos abiertos de x en M estd formada por las bolas abiertas de centro x.

DEMOSTRACION: Si A es un entorno de z, existe un abierto U tal que
x € U C Ay, como las bolas abiertas son una base, esto implica que existe
un €, > 0 y un punto u € M de modo que z € B, (u), pero en la prueba
del teorema anterior hemos visto que esto implica que existe un € > 0 tal que
x € Be(z) C Be(u) CU C A. .

Observemos que del teorema anterior se sigue inmediatamente que en un
espacio pseudométrico M, fijado un ¢y > 0, las bolas B(x) de radio € < ¢
forman claramente una base de entornos abiertos del punto x, luego todas las
bolas de radio menor que €g forman también una base de de M.

En principio, dado un espacio topologico, puede ser dudoso si existe una
(pseudo)métrica que induce la topologia dada. Por otra parte, pseudométricas
distintas pueden inducir la misma topologia. Esto nos lleva a las definiciones
siguientes:

Definiciéon 9.6 Un espacio topologico M es (pseudo)metrizable si existe una
(pseudo)métrica d en M que induce su topologia. Dos pseudométricas en un
mismo conjunto se dicen equivalentes si inducen la misma topologia.

Asi, por ejemplo, todo espacio topologico discreto es metrizable (pues la
topologia discreta esta inducida por la métrica discreta) y la topologia usual
en R también es metrizable (por definicion).

Veamos un ejemplo de pseudométricas equivalentes:
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Teorema 9.7 Toda (pseudo)métrica en un conjunto M es equivalente a una
(pseudo)métrica acotada d : M x M — [0, 1].

DEMOSTRACION: Basta observar que si d’ es una (pseudo)métrica en M
entonces

d(z,y) = min{d'(z,y),1}

también es una (pseudo)métrica en M y, como las bolas de radio < 1 para las
distancias d’ y d son las mismas, las topologias inducidas tienen una misma
base, luego son la misma. ]

En particular, la métrica usual en R no esta acotada (hay puntos a distancias
arbitrariamente grandes), pero acabamos de probar que existe otra métrica aco-
tada (que no es, por consiguiente, la usual) que induce en R la misma topologia
que la métrica usual.

Tenemos, pues, que distinguir entre las propiedades topoldgicas de un espacio
(pseudo)métrico (las que dependen tnicamente de la topologia inducida por
la (pseudo)métrica, pero no de la métrica en concreto que la induce) de las
propiedades métricas (las que si que dependen de la (pseudo)métrica).

Por ejemplo, diremos que un subconjunto A C M de un espacio pseudomé-
trico esta acotado si existe un ntumero real C > 0 tal que si x, y € A, entonces
d(z,y) < C.

Ejercicio: Probar que si M es un espacio pseudométrico y * € M, entonces un
subconjunto A C M esta acotado si y solo si estd contenido en una bola abierta, si y
solo si estd contenido en una bola abierta de centro x.

El teorema anterior prueba que la acotaciéon de un subconjunto es una pro-
piedad métrica y no meramente topologica, en el sentido de que si tenemos dos
(pseudo)métricas equivalentes en un mismo conjunto, ambas inducen la misma
topologia, pero un conjunto puede estar acotado para una y no estarlo para
la otra. Dicho con otras palabras, conociendo la topologia inducida por una
(pseudo)métrica, no podemos saber si un conjunto dado esta acotado o no para
dicha (pseudo)métrica.

Una de las razones por las que tiene interés identificar los conceptos pura-
mente topoldgicos y distinguirlos de los conceptos métricos es que los conceptos
topologicos son aplicables en todos los espacios topoldgicos, incluyendo muchos
espacios de interés que resultan no ser metrizables, por lo que si el lector toma
una conciencia clara de qué conceptos y resultados son puramente topologicos,
podra aplicarlos con seguridad al tratar con dichos espacios, sabiendo que la
ausencia de una métrica es irrelevante.

Por otra parte, hay muchos conceptos definibles en espacios métricos que no
son topologicos y, aun asi, pueden ser definidos en términos de una estructura
mas general que la de espacio métrico, a mitad de camino entre los espacios
métricos y los espacios topolégicos, y que conviene conocer por el mismo motivo.
Se trata de la estructura de “espacio uniforme”, que introducimos en el capitulo 2.
43
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La uniformidad inducida por una métrica Si M esun espacio (pseudo)mé-
trico, las bandas

Ve=A{(z,y) € M x M | d(x,y) < e}

son la base de una uniformidad (de Hausdorff en |4
el caso de un espacio métrico) en M que induce
la misma topologia que la pseudométrica d. De
hecho, se cumple que By, (z) = Bc(z).

La figura muestra una banda V' que contiene a
una banda bésica V.. n

En lo sucesivo consideraremos siempre a los espacios métricos como espa-
cios uniformes con la uniformidad que acabamos de definir. Asi, al tratar con
espacios métricos conviene tener presente en todo momento cuales de los con-
ceptos y resultados manejados son puramente “topologicos” (es decir, que tienen
sentido en espacios topologicos arbitrarios, aunque no sean metrizables), cua-
les son “uniformes” (tienen sentido en espacios uniformes arbitrarios, aunque la
uniformidad no derive de una métrica) y cuales son propiamente “métricos”.

Un espacio uniforme es (pseudo)metrizable si su uniformidad esta inducida
por una (pseudo)métrica.

Observaciones FEn este punto el lector debe reflexionar sobre algunas sutile-
zas: distintas uniformidades pueden inducir la misma topologia en un conjunto.
Incluso puede suceder que una de ellas sea metrizable y la otra no. Esto lo
ilustra el ejemplo A.18, donde se muestra una uniformidad no metrizable' que
induce la topologia discreta (metrizable).

Por otro lado, métricas distintas pueden inducir la misma uniformidad. Por
ejemplo el teorema 9.7 muestra que si en un espacio métrico sustituimos su
distancia d’ por d(x,y) = min{d'(x,y), 1} la topologia inducida no se ve alterada.
Ahora podemos precisar que la uniformidad inducida tampoco, pues las bandas
Ve con € < 1 son las mismas para ambas métricas y constituyen una base de
ambas uniformidades. Asi pues, cuando una uniformidad esté inducida por una
métrica, no perdemos generalidad si suponemos que ésta esté acotada.

En otro orden de cosas, conviene recordar que las bandas béasicas V, no son
las tnicas bandas de la uniformidad inducida por una métrica, sino que cualquier
otra banda que contenga a una de ellas pertenece también a la uniformidad. Por
ejemplo, podemos considerar

V={(z,y) € M x M | d(z,y) < €},

y entonces sucede que By (z) = {y € M | d(x,y) < €}, que en general no es un
conjunto abierto en M (por ejemplo, no lo es si M = R con la métrica usual).

1La prueba de que la uniformidad no es metrizable se basa en el teorema 2.27, pero en
realidad s6lo requiere su implicacién trivial: una uniformidad metrizable tiene una base nume-
rable, a saber, la formada por las bandas V; /,,, paran = 1,2, ..., mientras que la uniformidad
del ejemplo no admite bases numerables.
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Asi pues, conviene recordar que las bolas definidas por bandas en un espacio
uniforme no son necesariamente abiertas. En cualquier caso, una bola By (x)
siempre es, por definicién, un entorno de x. n 6

Productos finitos de espacios métricos Vamos a probar que todo pro-
ducto finito de espacios uniformes metrizables es metrizable. De hecho hay
muchas distancias distintas que inducen la uniformidad producto El teorema
siguiente presenta dos de ellas:

Teorema 9.8 Si M, ..., M, son un nimero finito de espacios (pseudo)métri-
cosy M = My x --- x M,, entonces

n

di(z,y) = Z di(zi, yi), doo(7,y) = méx{d(z;,y;) [i=1,...,n}

i=1

son dos (pseudo)métricas en M que inducen el producto de las uniformidades
de los factores, y en particular la topologia producto.

DEMOSTRACION: Es facil comprobar que son realmente (pseudo)meétricas.
Si en las bandas bésicas descritas en el teorema 2.8 restringimos las bandas V; a
bandas de una base del factor correspondiente obtenemos una base de la misma,
uniformidad, que en nuestro caso esta formada por las bandas

{($7y) eMxM | dl(l‘“yl) < €, 1= 1,...,77,},

donde €1, ..., €, son nimeros reales positivos. Mas atn, si llamamos € al minimo
de todos ellos, vemos que toda banda bésica contiene una de la forma

Ve={(z,y) e M x M | di(z;,y;) <€, i=1,...,n}.

Por lo tanto, estas bandas son también una base de la uniformidad pro-
ducto, y claramente son también una base para la uniformidad inducida por la
distancia deo.

Las desigualdades siguientes son inmediatas:

dOO(xay) < d1($,y) < ndoo(wvy)a

y a su vez nos dan las inclusiones V2, C V! C V°, de donde concluimos que
las bandas basicas de ambas distancias son base de la misma uniformidad. m

La distancia d; se conoce a veces como “distancia de Manhattan”, porque
en R? es la distancia que hay que recorrer para ir de  a y si sélo podemos hacer
movimientos horizontales y verticales (como si caminaramos por las calles de una
ciudad “cuadriculada”). La segunda es la menos intuitiva,? pero la mas sencilla

2La métrica mas natural en un producto (especialmente en R™) es la métrica euclidea

da(z,y) = (i —vi)2,

-
Il 3
—

pero es méas complicada de manejar y, topolégicamente, es equivalente a las dos anteriores.
Esto serd inmediato en cuanto hayamos introducido la norma euclidea en R™ (véase la pa-
gina 314). Por ello rara vez necesitaremos considerar esta distancia.
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de manejar. Por ejemplo, es con ella con la que hemos probado directamente
que la uniformidad inducida es la uniformidad producto.

Maés adelante veremos que en un producto numerable de espacios (pseudo)
métricos también es posible definir una distancia que induzca la topologia pro-
ducto, pero esto ya no es cierto para productos no numerables. En cambio, en
el apartado sobre productos de espacios uniformes de la seccién 2.1 hemos pro-
bado que esta limitacion desaparece cuando consideramos espacios uniformes en
lugar de espacios métricos. 10.

La topologia relativa Si M es un espacio métrico y N C M, entonces la
distancia d de M se restringe a una distancia d|yxy : N x N — R que
convierte a N en un espacio métrico.

Si llamamos U‘fw a la uniformidad inducida por d en M, es claro que la
uniformidad U%, que induce en N la restriccién de la métrica coincide con la
uniformidad Uy que U4, induce en N.

En efecto, basta observar que las bandas basicas para la métrica restringida
a N son las intersecciones con N x N de las correspondientes en M, luego la
uniformidad inducida por la métrica restringida tiene la misma base que Uy .

En particular la topologia que d induce en N es la topologia relativa a la
topologia que d induce en M.

Por lo tanto, en lo sucesivo consideraremos a todo subconjunto de un espacio
métrico como espacio métrico con la restriccién de la métrica, lo cual es a su
vez consistente con considerarlo como subespacio uniforme con la uniformidad
relativa o como subespacio topologico con la topologia relativa. 447

Distancia de un punto a un conjunto En un espacio pseudométrico, los
puntos de la clausura de un conjunto tienen una caracterizacién muy intuitiva,
pues resultan ser los puntos que se encuentran a “distancia 0” del conjunto, en
el sentido de la definiciéon siguiente:

Definicion 9.9 Sea M un espacio pseudométrico, sea @ # A C M yseax € M,
definimos la distancia de x a A como

d(z, A) = inf{d(x,y) |y € A}.

Teorema 9.10 Sea X un espacio pseudométrico y A C M wun conjunto no
vacio. Entonces A= {x € M | d(xz,A) = 0}.

DEMOSTRACION: Si d(z, A) = 0, para probar que es adherente basta ver que
toda bola abierta de centro x corta a A. Dado € > 0 tenemos que d(z, A) < €,
lo que significa que existe un y € A tal que d(x,y) < ¢, es decir, y € B.(z) N A.
El reciproco se prueba igualmente. m 16
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Continuidad uniforme Si f : M — N es una aplicacion entre espacios
métricos y x € M, la continuidad de f en x equivale a que la antiimagen
f7YB(f(z))] sea un entorno de x, es decir, a que contenga una bola Bs(z).
Mas explicitamente:

Teorema 9.11 Una aplicacion f : M — N entre dos espacios pseudométricos
es continua en un punto x € M si y sdlo si para todo € > 0 existe un § > 0 tal
que st &' € M cumple d(z,z') < §, entonces d(f(z), f(z)) < e.

En otras palabras, si queremos asegurar que f(z’) diste de f(x) menos que e,
solo tenemos que tomar z’ a una distancia de z menor que un § adecuado.

Ejemplo Consideremos la funcién f : [0, +00[ — [0, +o0o[ dada por f(z) = x2.

Vamos a probar que es continua en un punto arbitrario x de su dominio. Para
ello, dado € > 0, tenemos que encontrar 6 > 0 tal que si |z — y| < §, entonces
|f(z) — f(y)| < € 0, méas explicitamente

|2* — | = (z+y)lz —y| <e.

Basta tomar ¢ = min{1,€/(2x + 1)}, pues entonces, si |z —y| < d < 1, en
particular y < x + 1, luego

|22 — | = (z+y)lz—y| < (2x+1)J <e

Esto prueba la continuidad, pero observemos que el § que marca lo proximo
a = que debe estar un punto y para que |f(z) — f(y)| < € depende del punto z.
Cuando mayor es z, menor es el § que hemos encontrado para asegurar que se
cumple la definicion de continuidad. Si intentamos encontrar un mismo § > 0
que satisfaga la definicion de continuidad para todos los puntos x, enseguida
vemos que es imposible, pues, dado § > 0, siempre podemos considerar
S € 0
X < T
o 4
y entonces
o\ 0
e +6/2) = (@) = (204 5) 5 > &
pues la ultima desigualdad equivale a la que hemos usado para elegir x. Asi pues,
cualquiera que sea el § > 0 elegido, siempre hay puntos z, y que distan /2 tales
que f(z) y f(y) distan mas de e. Esto prueba que f no es uniformemente
continua en el sentido que definimos a continuacién. L]

Definicion 9.12 Una funciéon f : M — N entre dos espacios métricos es
uniformemente continua si para todo € > 0 existe un § > 0 tal que, cuando x,
y € M cumplen |z — y| < 0, entonces |f(z) — f(y)| < e

La diferencia con el enunciado del teorema 9.11 es que para que f sea conti-
nua en M, fijados € > 0y x € M, tenemos que encontrar un § > 0 que cumpla la
definicion para todo punto y € M, mientras que en la definicion de continuidad
uniforme so6lo fijamos un € > 0 y tenemos que encontrar un § > 0 que cumpla
la definicion para cualquier par de puntos x, y € M.
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El ejemplo anterior muestra que una funcion puede ser continua sin ser
uniformemente continua. Es posible que, para garantizar que f(y) se parezca
suficientemente a f(x), sea necesario fijar un grado de aproximacion ¢ > 0 para y
que dependa necesariamente del punto x considerado.

La nocion de continuidad uniforme aparece implicita en los trabajos de Bol-
zano, quien probo que una funcién continua en el intervalo ]0,1[ no es nece-
sariamente uniformemente continua, y afirmo, sin dar una prueba completa,
que toda funcién continua en [0, 1] es uniformemente continua. El concepto fue
definido por Heine en 1870 y en 1872 publicé una prueba de los resultados de
Bolzano que copiaba casi literalmente unas lecciones de Dirichlet de 1854 sobre
integrales definidas.

Una condicion suficiente para que una funcién entre espacios métricos sea
uniformemente continua es que cumpla la propiedad de Lipschitz:

Definicion 9.13 Una funcién f : M — N entre espacios pseudométricos tiene
la propiedad de Liptschitz si existe una constante C' > 0 tal que, para todo par
de puntos de M se cumple que d(f(z), f(y)) < Cd(z,y).

En efecto, esto garantiza que si d(z,y) < ¢/C entonces d(f(x), f(y)) <e.
Veamos algunos ejemplos de funciones con la propiedad de Lipschitz:

Una inmersion isométrica f : M — N entre dos espacios métricos es una
aplicacion tal que d(f(x), f(2")) = d(z,2’), para todo z, ' € M. Una isometria
es una inmersion isométrica biyectiva.

En otras palabras, las inmersiones isométricas son las aplicaciones que con-
servan las distancias, por lo que los conceptos y resultados métricos son los que
se conservan por isometrias. Notemos que, como z = ' si y solo si d(x,z’) = 0,
las inmersiones isométricas entre espacios métricos son necesariamente inyecti-
vas. Dos espacios métricos son isométricos si existe una isometria entre ambos.

Es inmediato que toda inmersién isométrica entre espacios pseudométricos
tiene la propiedad de Lipschitz, luego es uniformemente continua. De hecho,
como la inversa de una inmersion isométrica es trivialmente una isometria (de-
finida tinicamente sobre su imagen), tenemos que toda inmersion isométrica es
un homeomorfismo en su imagen.

Teorema 9.14 En un espacio pseudométrico, la distancia d : M x M — R
es uniformemente continua y, para todo subconjunto A C M, también lo es la
funcion d( ,A) : M — R.

DEMOSTRACION: La continuidad de la distancia se sigue de la relaciéon dada
por el teorema 9.2, que podemos expresar en la forma:

|d(z, y) — d(«, y")| < di((2,p), (2", 9)),

por lo que d tiene la propieda de Lipschitz con constante C' = 1.
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Lo mismo sucede con d( , A), que satisface la relacion:
|d(z, A) — d(y, A)| < d(z,y).

Para probarla observamos que si z € A, se cumple d(z,2) < d(z,y) + d(y, 2).
De aqui se sigue claramente d(z, A) < d(z,y)+d(y, z), y tomando el infimo en z
vemos que d(z, A) < d(z,y)+d(y, A). Analogamente, d(y, A) < d(x,y)+d(z, A),
de donde se sigue la relaciéon con valores absolutos. L]

Por ejemplo, ahora es inmediato que las bolas cerradas
Be(x) = {y eM | d(.%’,y) < 6}'

y las esferas
Se(x) = {y eEM | d(x,y) = 6}

son cerradas, pues son las antiimagenes por la aplicacion continua d(—, {z}) de
los cerrados [0, €] y {€}, respectivamente.

Ahora bien, aunque en R" se prueba sin dificultad que una bola cerrada es
la clausura de la bola abierta del mismo radio y la esfera es su frontera, esto no
es cierto en espacios métricos arbitrarios. Por ejemplo, si M = [0,1] U [2,3], la
bola abierta By(0) = [0, 1] es también cerrada, luego es su propia clausura, y su
frontera es vacia, mientras que By(0) = [0,1] U {2} y S5(0) = {2}.

En la seccién 2.1 generalizamos la nocién de aplicacion uniformemente con-
tinua al contexto de aplicaciones entre espacios uniformes arbitrarios. 50

Compacidad Veamos ahora que un espacio métrico es compacto si y solo si
toda sucesion tiene una subsucesién convergente:

Teorema 9.15 St M es un espacio métrico, las afirmaciones siguientes son
equivalentes:

1. M es compacto.
2. M es numerablemente compacto.

3. M es sucesionalmente compacto.

DEMOSTRACION: Como los espacios métricos cumplen el primer axioma de
numerabilidad, el teorema 4.56 implica que en ellos la compacidad numerable
equivale a la compacidad sucesional, luego obviamente todo espacio compacto
es numerablemente compacto y sucesionalmente compacto.

Supongamos ahora que M es sucesionalmente compacto, pero no compacto.
Entonces existiria un cubrimiento abierto M = |J A; que no admite subcubri-
mientos finitos. i€l

Sea e > 0y xg € M. Si B(zp) # M, existe un punto z; € M tal que
d(z1,70) > €. Si Be(wg) U Be(z1) # M, existe un punto zo € M tal que
d(xa,x0) > €, d(x9,11) > €.
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Si M no pudiera cubrirse por un nimero finito de bolas de radio €, podriamos
. . o .
construir una sucesion {z, }52, con la propiedad de que d(z;,z;) > € para
todos los naturales ¢, j. Es claro que tal sucesiéon no puede tener subsucesiones
convergentes, pues una bola de centro el limite y radio €/2 deberia contener
infinitos términos de la sucesion, que distarian entre si menos de e.

Concluimos que para todo € > 0 existen puntos zg,...,z, € M de modo
que M = Bc(zg) U+ U Be(xy,).
Lo aplicamos a € = 1 y obtenemos tales bolas. Si todas ellas pudieran

cubrirse con un nimero finito de abiertos A; también M podria, luego al menos
una de ellas, digamos Bj(xp) no es cubrible por un namero finito de abiertos
del cubrimiento.

Igualmente, con € = 1/2 obtenemos una bola B /5(x1) no cubrible por un
nimero finito de abiertos del cubrimiento. En general obtenemos una sucesion
de bolas B /(n+1)(7n) con esta propiedad.

Sea z un punto adherente de la sucesion {x,}52,. Sea i € I tal que x € A,.
Como A; es un abierto existe un ntimero natural & tal que By (41)(z) C A;. Sea
n > k tal que d(z,,r) < 1/(k+1). Entonces By/(nt1)(Tn) C Bajut1)(z) C Ajy
en contradiccion con que By /(,41)(2y) no era cubrible con un nimero finito de
abiertos del cubrimiento. m 113

Paracompacidad Probamos a continuacion que todo espacio (pseudo)métrico
es paracompacto. La paracompacidad la estudiamos en la seccion 4.7, pero la
prueba del teorema siguiente solo requiere la mera definicion 4.88.

En realidad vamos a probar algo ligeramente més fuerte, para lo cual defi-
nimos una familia discreta de subconjuntos de un espacio topoloégico como una
familia tal que cada punto tiene un entorno que corta a lo sumo a un conjunto de
la familia. Claramente, toda familia discreta de conjuntos es localmente finita.

Diremos que una familia de conjuntos es o-localmente finita (resp. o-discreta)
si es union numerable de familias localmente finitas (discretas).

Teorema 9.16 (AE) (Stone) Si M es un espacio pseudométrico, entonces
todo cubrimiento abierto de X admite un refinamiento abierto localmente finito
y o-discreto.

DEMOSTRACION: Sea p la pseudométrica de M y sea {U; };c; un cubrimiento
abierto de X. Fijemos un buen orden en el conjunto I. Vamos a definir recu-
rrentemente familias {V,,}°2, de abiertos de M de modo que V,, = {V ,, }ier,
donde

Vi,n = U Bl/2” (C)7
(&3
donde ¢ recorre los puntos de X que cumplen:
1. i es el menor elemento de I tal que c € U;.

2. ¢c¢Vim,pram<nyjel.
3. Bg/Qn(C) CUZ
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o0
Asi V;,, C U; es abierto. Vamos a probar que V = |J V,, es un cubrimiento
n=0
de X, con lo que sera un refinamiento del cubrimiento dado. En efecto, siz € X,

podemos tomar el menor indice i € I tal que x € U;, y un ntimero natural n
tal que Bj/on(x) C U;. Entonces, o bien x € Vj,,, para un cierto j € I y un
m < n, o bien x € V; ,,.

Veamos ahora que, para cada nimero natural n, si z; € Vj, », 2 € Vi, 5, con
i1 # 19, entonces p(z1,x2) > 1/2™.

Esto implica que la familia V,, es discreta, porque cada bola de radio 1/2"*!
corta a lo sumo a un V; ;.

Podemos suponer que i1 < ip. Sean ¢; y ¢y tales que x € By on (ck) C Vipn-
Por la propiedad 3) tenemos que Bsjon(c1) C U, y por 1) ca & Uj,, luego
pler,ca) > 3/2", Tuego

p(cr,c2) < pler, 1) + p(x1, x2) + p(cz, x2)

0, equivalentemente,

1
p(x1,22) > p(er, ca) — pler, x1) — p(ea, z2) > on-

Solo falta probar que V es localmente finita. Para ello probaremos que para
todo j € I y todo par p, ¢ de ntiimeros naturales, si By /9 (z) C Vj4, entonces
By joptatr(z) NV, = @ para todon > p+qy todo i € I.

Con esto tenemos que si ¢ € X, existen naturales p, ¢ y un j € I tales que
B e () C Vj g, luego la bola By jgp+a+1(x) corta a lo sumo p + g + 1 elementos
de V (pues corta a lo sumo a un elemento de cada V,, con n < p + q).

En efecto, sii € I yn > p+ q > ¢, los puntos ¢ € X segun la definiciéon de
Vi.n no pertenecen a Vj , (por la condicion 2). Como By jor(x) C Vj 4, tenemos
que p(r,c) > 1/2P para todos los c. Entonces By jgp+q+1(2) N By/gn(c) = &, pues
en caso contrario

1 1 1 1 1

plz,c) < oprarl T gn S 9pr T ool T op
Por lo tanto, Bl/2p+q+1 (1') N ‘/;,n = Q. .

Asi pues, todo espacio pseudométrico es paracompacto. Del teorema anterior
se deduce también lo siguiente:

Teorema 9.17 (AE) Todo espacio pseudométrico tiene una base o-discreta.

DEMOSTRACION: Por el teorema anterior, para cada n > 1, las bolas de
radio 1/n forman un cubrimiento abierto que admite un refinamiento abierto

o-discreto V,,, y es claro entonces que |JV,, es una base o-discreta del espacio.

n
u

En particular, todo espacio pseudometrizable tiene una base o-localmente
finita.
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Teorema 9.18 Todo espacio reqular con una base o-localmente finita es per-
fectamente normal.

DEMOSTRACION: Sea X un espacio regular y sea B = |J B, una base de X
new
tal que cada familia B,, sea localmente finita.

Si W es un abierto en X, para cada z € W existe un ny, € w y un U, € B,,,
tal que x € U, C U, C W. Sea U, = |J{U, | n, = n}. Asi el abierto U, es
la unién de una familia localmente finita de abiertos, luego por el teorema 4.89
tenemos que U,, C W. De hecho, W = |J U, = |J U,. Asi pues, todo abierto

new new
es un F, luego el teorema quedaréd probado si demostramos que X es normal.

En efecto, si Ay B son dos cerrados disjuntos en X, tomando W = X \ B

tenemos abiertos tales que A ¢ W = |J U, con U, N B = &, y tomando

new
W = X \ A obtenemos abiertos tales que B C |J V,, con V,,N A = &, y ahora
new
basta razonar como en la prueba del teorema 5.13. m

Vamos a probar que la existencia de una base o-discreta o g-localmente finita
no sb6lo es una condicién necesaria, sino también suficiente, para que un espacio
regular sea metrizable. Para ello probamos lo siguiente:

Teorema 9.19 Sea X un espacio Ty y sea {pn}ncw una familia de pseudo-
métricas continuas en X acotadas por 1 tales que para todo cerrado no vacio
AC X ytodox € X\ A existe unn € w tal que p,(x,A) > 0. Entonces X es
metrizable.

DEMOSTRACION: Basta definir d : X x X — R mediante
= Pal@,y)
d(z,y) = Z Ton -
n=0

Es facil ver que d es una pseudométrica, y de hecho es una métrica, pues si z,
y € X son dos puntos distintos, existe un abierto U que contiene a uno y no al
otro (digamos x € U, y ¢ U), luego A = X \ U es un cerrado no vacio tal que
x € X\ A. Por hipotesis existe un n € w tal que p,(x,y) > pn(x, A) > 0, luego
d(xz,y) > 0.

Vamos a probar ahora que si A C X, entonces x € A (donde la clausura se
toma respecto a la topologia dada en X) si y solo si d(x, A) = 0. Esto implicara
que A es la misma respecto a la topologia dada en X y respecto a la métrica,
luego ambas topologias tienen los mismos cerrados, luego también los mismos
abiertos, luego son la misma.

Si x € X \ A, por hipotesis existe un n € w tal que
d(z,A) > d(z, A) > pp(x, A)/2" > 0.

Por otra parte, como cada p,, es continua en X x X el criterio de mayoracion
de Weierstrass nos da que d también lo es, asi como la aplicacion f : X — R

dada por f(z) = d(x, A). Asi, si x € A, tenemos que f(z) € f[A] C f[A] =0,
luego d(z, A) = 0. "
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Teorema 9.20 (Teorema de metrizacion de Nagata-Smirnov) (AE) Un
espacio topoldgico es metrizable si y sdlo si es regular y tiene una base o-
localmente finita.

DEMOSTRACION: Ya hemos probado que las condiciones son necesarias.

Supongamos ahora que X es regular y que B = |J B, es una base de X,
new
donde cada B,, es localmente finita. Por el teorema 9.18 sabemos que X es Tg.

Por lo tanto, para cada U € B existe una funcion fy : X — [0, 1] tal que
Z(fu) = X\U.

Para cada abierto U, llamamos U* = (U x X) U (X x U), que es un abierto
en X x X, y es claro que {U* | U € B,} es una familia localmente finita.
Ademass, |fu(z) — fu(y)| =0si (z,y) € (X x X) \ U*. Por lo tanto, la funciéon
pn » X x X — R dada por

pn(2,y) = Z |fu(@) = fu(y)]

UeB,

es continua, ya que cada punto (z,y) € X x X tiene un entorno que corta a un
numero finito de abiertos U*, con U € B,,, luego la suma en dicho entorno es
una suma finita de funciones continuas. Claramente p,, es una pseudométrica
en X y, cambiandola por méax{p,, 1}, podemos exigir que esté acotada por 1.
Solo falta probar que estas pseudométricas cumplen la condicién del teorema
anterior.

Sea A C X cerrado no vacio y sea z € X \ A. Entonces existe un U € B tal
quex €U C X\ A Sean € wtal que U € B,,. Asi fy(z) >0y fuld] =0,
luego pp(z, A) > fu(z) > 0. u

Teniendo en cuenta el teorema 9.17, tenemos también:

Teorema 9.21 (Teorema de metrizacion de Bing) (AE) Un espacio to-
poldgico es metrizable si y solo si es regular y tiene una base o-discreta.

Notemos que esto implica en particular que todo espacio regular con una
base numerable es metrizable, (es decir, el teorema 5.66), pues toda familia
numerable de abiertos es trivialmente o-discreta. En el ejemplo A.35 se muestra
otra aplicacion de este teorema. 167

9.2 Espacios métricos completos

Vamos a probar que la completitud de un espacio métrico esta determinada
por la convergencia de las sucesiones de Cauchy, con lo que los filtros resultan
habitualmente innecesarios. Observemos antes una propiedad elemental de las

sucesiones de Cauchy:

Teorema 9.22 Toda sucesion de Cauchy en un espacio métrico estd acotada.
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DEMOSTRACION: Si {z,}52, es una sucesion es de Cauchy en un espacio
métrico M, existe un m € N tal que si n > m se cumple d(z,,z,;,) < 1. Sea
C = max({d(xg,xm) | K < m} U{1}). Es claro entonces que d(zn,xn,) < C
para todo n, luego la sucesion esta acotada. [

Teorema 9.23 Un espacio métrico es completo si y sdlo si es sucesionalmente
completo.

DEMOSTRACION: Supongamos que M es un espacio métrico en el que toda
sucesion de Cauchy converge y sea F' un filtro de Cauchy en M. Para cada
natural m > 1, sea B, € F tal que d(B;) < Vi/@3m). Entonces, por 2.18,
tenemos que d(By,) < Vi/m, lo que significa que d(B,,) < 1/m en el sentido
métrico usual, vy B,, € F, luego podemos suponer que los B,,, son cerrados, asi
como que B DBy DBy D ---

Sea a,, € B,,. Claramente la sucesion {a,,} es de Cauchy, luego converge a
un punto z tal que (B, = {z}. Si B € F, sea B, = BN B,,. Por el mismo

m

argumento concluimos que @ # (\Bl, = BN(),, Bn = BN {z}, luego z € B,

m
lo que prueba que z es punto adherente de F'y, al ser éste un filtro de Cauchy,
converge a x. ]

Un resultado fundamental es que R es un espacio métrico completo. Para
probarlo necesitamos los resultados del apartado sobre convergencia de sucesio-
nes del capitulo 12. 452

Teorema 9.24 R, con la distancia usual, es un espacio métrico completo.

DEMOSTRACION: Dada una sucesion de Cauchy en R, para probar que es
convergente basta probar que lo es una cualquiera de sus subsucesiones. Por el
teorema 12.11 podemos tomar una subsucesién monétona, que estard acotada,
porque toda sucesiéon de Cauchy es acotada y obviamente toda subsucesiéon de
una sucesién acotada esta acotada. Pero las observaciones anteriores a 12.11
prueban que en un conjunto totalmente ordenado completo toda sucesiéon mo-
nétona y acotada es convergente. [

El teorema de Baire prueba que los espacios métricos completos poseen una
propiedad notable que conviene estudiar mas en general a través de la clase de
los espacios que la satisfacen. Nos ocupamos de ello en la seccién 1.6. 37

Desarrollos decimales Ahora podemos probar que todo nimero real admite
un desarrollo decimal, como V2 =1.4142135.. ..

No hay razon para restringirnos a la base 10, sino que podemos fijar como
base cualquier ntimero natural b > 2. Si I = [u, v] es un intervalo cerrado, para
nimero natural ¢ < b definimos los subintervalos

Ii = u+i(v—u)/byu+ (i +1)(v—u)/b].
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Si llamamos I(I) = v — u a la longitud de un intervalo I = [u,v], tenemos
que los subintervalos Iy, ..., Iy_1 dividen a I en b partes de la misma longitud

(1) = 1(D)/b.
Llamamos Sy, (b) al conjunto de todas las sucesiones de longitud n de ntameros
naturales menores que b (entendiendo que So(b) = {@} contiene a la sucesion

(oo}
vacia) y S(b) = | Sn(b).
n=0
Definimos recurrentemente una aplicacion f : S(b) — P[0, 1] que asigne a
cada sucesion s un intervalo cerrado contenido en [0, 1]. Concretamente, toma-
mos f(&) = [0, 1] y, supuesta definida f|g, (), definimos
F150010)(8) = fls, ) (8ln)s(n)s

donde s|,, representa la sucesion s restringida a los ntimeros menores que n.
Escribiremos Iy = f(s). Por ejemplo, para b = 3, tenemos que

Iy = [0’ 1]7 Iy = [Oa 1/3]711 = [1/3’2/3]312 = [2/373/3]a

IOO = [0,1/9}, 101 = [1/9,2/9], 102 = [2/9,3/9],
Lo =13/9,4/9], ©1 =14/9,5/9], ©2=1[5/9,6/9],
Ing =16/9,7/9], I»1 =17/9,8/9], Isz=1[8/9,1].

En general, una simple induccion demuestra que, si I(s) = n, entonces

B s(7) s(@i) 1
Iy = Zbi+1’z pi+l +bTL )

i<n i<n

de modo que {I;}scs, (5 €s una particion de [0, 1] en b" subintervalos consecu-
tivos de longitud 1/b".

Sea b= {0,...,b—1}, de modo que b" es el conjunto de todas las sucesiones
(infinitas) de niimeros naturales menores que b. Para cada f € b y cadan € N,
llamamos f|,, a la sucesion de los n primeros términos de f.

Como, para cada s € S,11(b), el intervalo I es una subdivision de I, ,
tenemos que para cada f € b, la sucesiéon de intervalos {1 Fln Jnig es decreciente
y I(Ig),) = 1/b". En particular lirrlnl(lf‘n) =0.

Si tomamos un punto z,, € Iy, , la sucesion {x,};2, es de Cauchy (pues
si ny,ne > n, entonces |x,, — Tn,| < 1/b™), luego converge a un numero real
u. Pero la sucesion esta finalmente dentro de cada intervalo cerrado Iy, , luego

oo oo
uw € () If,. De hecho, () Iy, = {u}, pues si la interseccién contuviera dos
n=0 n=0

nameros, digamos u < v, podriamos tomar n tal que 1/b™ < v — u, y entonces
no puede suceder que u,v € I, .

Por consiguiente podemos definir ¢ : b — [0,1] como la tinica aplicacion
que cumple

N I, = {6(D).
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Mas explicitamente, ¢(f) es el Gnico ntimero real que cumple

S IO <oy M0 L

i<n i<n

para todo n. Como la serie de términos positivos de la izquierda esta acotada
por ¢( f), tenemos que es convergente y, tomando limites,

¢m=2§ﬂ
1=0

El teorema siguiente recoge lo que hemos demostrado junto con algunos
hechos adicionales:

Teorema 9.25 Dado un nimero natural b > 2, la aplicacion ¢ : b — [0,1]
que a cada sucesion f de niumeros naturales menores que b le asigna el nimero

real - _
¢m=2§2
i=0

es continua y suprayectiva (considerando en b la topologia discreta y en bV la
topologia producto) y cada nimero 0 < « < 1 tiene una unica antiimagen por ¢
excepto los numeros racionales no nulos de la forma

O‘ZZ;(Q’

i<n

que tienen exactamente dos antiimdgenes.

DEMOSTRACION: Sea 0 < a < 1. Entonces a € Iy y, supuesto definido
Sn € Sp(b) tal que a € I, es claro que « pertenecerd al menos a uno de los b
subintervalos en los que dividimos I, de modo que existe un $p4+1 € Sp41(b)

tal que s,41 prolonga a s, y a € I, ,. De este modo obtenemos una sucesion

0 —
de prolongaciones sucesivas {s, }°°, que define una funciéon f = |J s, € b" tal

que ¢(f) = a. "

Notemos que, en cada paso, la elecciéon de s, 4+; estd univocamente determi-
nada por « salvo que « sea uno de los extremos de los n+ 1 subintervalos en los
que se divide I, , es decir, si existe un 0 < j < b tal que a € (I,,),;-1 N (Ls,);.
En tal caso podemos definir s,41(n) =j — 1 0 s,41(n) = j.

Si a es un namero para el que se da este caso, podemos considerar el minimo
nimero natural n > 1 para el que esto sucede. Entonces

+

o= pitl prtl

>0,
i<n

que es el extremo comun de los intervalos (I, )1, (Is,);-
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Ahora bien, si elegimos s,+1(n) = j — 1, esto significa que « es el extremo
superior de I, ,, luego a partir de ese momento « estard siempre en el dltimo
intervalo de cada subdivision posterior, luego la funciéon f a la que llegamos
cumple necesariamente f(i) = b — 1 para todo ¢ > n + 1. Similarmente, si
elegimos s,,41(n) = j, entonces « es el extremo inferior de I, ., luego a partir
de ese momento « estard siempre en el primer intervalo de cada subdivision
posterior, y necesariamente f(i) = 0 para i > n + 1. Por lo tanto, « tiene
Gnicamente dos antiimagenes.

Falta probar que ¢ es continua. Ahora bien, si f|,+1 = ¢|n+1, tenemos que

f(@) f(@)
lp(f) ‘_’Z bz+1 Z| bz+1 Z b1:m7

1=n+1 1=n+1 1=n+1

luego, dado € > 0, solo tenemos que tomar n tal que b™ > 1/((b — 1)¢) para
asegurar que si d(f,g) < Vi,41, entonces d(¢(f) — ¢(g)) < €, donde

Vn+1 = {(f7g) € BN X BN | f|n+1 = g|n+1}

es una de las bandas basicas para el producto de la uniformidad discreta en b,
luego ¢ es uniformemente continua. ]

Asi, si 8 es un namero real, podemos expresarlo como 5 = +(FE[|S|] + «),
con 0 < a < 1y, combinando el teorema [TC 2.25] con el teorema anterior,
admite una expresion de la forma

ﬂ:iicibiii%:ﬂ: z": ;b
i=0 i=1

1=—00

(donde la dltima igualdad es tinicamente una notaciéon que introducimos aqui),
para ciertos nimeros naturales 0 < ¢; < b, univocamente determinados por (3
salvo por la posibilidad doble indicada en el teorema anterior, segtin la cual, por
ejemplo (en base 10)

183.347000. .. = 183.346999. ..

Aqui hemos introducido la notacién habitual, consistente en yuxtaponer las
cifras ¢; e indicar con un punto la separacion entre la parte entera y la parte
fraccionaria.

Productos numerables de espacios métricos Ahora podemos extender el
teorema 9.8 sobre productos finitos de espacios métricos al caso numerable:

Teorema 9.26 Si {M;}°, es una familia numerable de espacios métricos,
oo

existe una distancia en M = [ M; que induce el producto de las uniformi-
i=0

dades de los factores (y en particular induce la topologia producto).
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DEMOSTRACION: Por el teorema 9.7 podemos tomar una distancia d,, en M,
que tome valores en [0,1]. Notemos que las distancias modificadas inducen la
misma uniformidad, pues, para todo ¢ < 1, las bandas V. son las mismas.
Definimos d : M x M —> M mediante

o) = 3 MG <30 o <2

n=0

(Aqui usamos el teorema 9.53). La prueba de que d es una distancia no ofrece
dificultad. Es claro que una base para la uniformidad producto la forman las
bandas

‘/;,Wl = {(‘Tay) €M xM | dl(:rz,yl) <e€ ‘ i = 17"'am}'

Pero, para i < m, tenemos que d;(z;,y;) < 2™d(x,y), luego Vi jom C Ve m,
donde la primera banda es la banda basica determinada por d. Esto prueba que
toda banda para la uniformidad producto es una banda para la uniformidad de
la distancia d.

Consideremos ahora una banda V. para la distancia y veamos que contiene
una banda para la uniformidad producto. Para ello tomamos un m € N tal que

S

2n 2

n=m-+1
y tomamos § > 0 tal que
m
DRSS
= 2n "2
Asi, se cumple que Vs, C V., pues si d(z,y) < Vs, entonces
(x; y (x; y ) =1
R o Y LI
n=0 n=m-+1 n=m-+1

Por lo tanto, ambas uniformidades coinciden. [

Oscilacién de una funcién Vamos a probar algunos resultados sobre exten-
sién de aplicaciones continuas entre espacios métricos, para lo cual necesitamos
introducir un concepto que tiene interés en si mismo:

Definicion 9.27 Sea f : A — N una funcién arbitraria de un subconjunto
A C M de un espacio métrico M en un espacio métrico N. Si U C M, definimos
la oscilacion de f en U como

osc(f,U) = sup{d(f(x), f(y)) | 2,y € UN A} € [0, +00],

entendiendo que la oscilacién es infinita si U N A = @. Si z € A, definimos la
oscilacion de f en z como

osc(f,x) = inf{osc(f,U) | U es un entorno de z}.
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Veamos algunos hechos sencillos:

1. Six € A, entonces f es continua en x si y sdlo si osc(f,z) = 0.

En efecto, si f es continua en z, dado € > 0, existe un entorno U de z tal
que si y € ANU, entonces d(f(z), f(y)) < €/2, luego osc(f,U) < ¢, luego
osc(f,x) = 0.

Reciprocamente, si osc(f,z) = 0y € > 0, existe un entorno U de z tal que
si osc(f,U) < ¢, luego si y € U N A, se cumple que d(f(x), f(y)) < ¢, lo
que prueba la continuidad de f en .

2. Si N es un espacio métrico completo, f : A — N es continua, y
A* = {x € A|osc(f,x) =0},

entonces f se extiende a una (unica) aplicacion continua f* : A* — N.

Para cada x € A*, sea {z,}52, es una sucesion en A que converge a z.
Entonces, dado € > 0, existe un entorno U de z tal que osc(f,U) < ¢, y
existe un ng tal que si n > ng, entonces x,, € U N A, luego si m,n > ng,
tenemos que d(f(xm), f(zy)) < €. Esto prueba que la sucesion { f(x,)}52,
es de Cauchy en N, luego converge a un punto y € N.

Si {z/ }2° , es otra sucesién en A que converge a x, por lo que acabamos

nJn=0 ’
de probar ' )}, converge a un punto y’ € N, pero también podemos
n/JSn=0 )
aplicar el argumento a la sucesion xg, xj, 2127, . .., con lo que obtenemos
que la sucesion imagen converge a un tercer punto y”’ € N, pero ésta tiene
como subsucesiones a {f(z,)}22, v a {f(2])}5%, luego concluimos que
y =1" = y'. En otras palabras, el punto y es independiente de la eleccién
de la sucesion.

Por lo tanto, podemos definir f* : A* — N tal que f*(z) sea el limite
comin de todas las imégenes de todas las sucesiones en A que convergen
a x. Como f es continua, es claro que f* extiende a f, y también es obvio
que es continua, por la caracterizacion de la continuidad en términos de
sucesiones.

3. A* es un subconjunto Gs de M.

En efecto, los conjuntos A,, = {x € A | osc(f,x) < 1/n} son abiertos en A,
pues si ¥ € A, existe un entorno abierto U de x tal que osd(f,U) < 1/n,
y entonces © € ANU C A,, luego A,, es un entorno de todos sus puntos.
Pero

A= () A,
n=1

luego A* es un Gs en A. Mas atn, si expresamos A,, = ANU,, donde U,
es abierto en M, tenemos que

A*= N Uy ﬂz,
n=1
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pero en un espacio métrico, todo cerrado es un Gs. Concretamente, se
cumple que

A= N{reM|dx, A <1/n},
n=1
y la interseccion de dos G5 en M es un G§ en M.
Con esto hemos probado:

Teorema 9.28 Si f : A — N es una aplicacion continua de un subconjunto
A C M de un espacio métrico M en un espacio métrico completo N, existe un
Gs en M tal que A C A* C A tal que f se extiende a una funcidn continua
f*:A* — N.

Elaborando un poco el argumento obtenemos el teorema siguiente:

Teorema 9.29 (Lavrentieff) Sean A C M, B C N dos subconjuntos de dos
espacios métricos completos y sea f : A — B un homeomorfismo. Entonces
existen conjuntos Gs en M y N, respectivamente, A C A* C A, BC B* C B
tales que f se extiende a un homeomorfismo f*: A* — B*.

DEMOSTRACION: Hemos construido extensiones continuas f*: Ag — N y
(f~YH)* : By — M, donde Ay y By son conjuntos G5 en M y N, respectiva-
mente. Llamamos A* = {x € Ay | f*(x) € B1}. Se trata de la antiimagen de un
conjunto Gs por una aplicacién continua, luego es un G en Ap, luego también
en M. Igualmente, B* = {z € By | (f71)*(z) € Ao} es un G5 en N.

Veamos ahora que f*[A*] = B*. En efecto, si x € A*, entonces f*(z) € By
y ffo(f~H* : A* — M es una funcién continua que en A es la identidad.
Como A es denso en A*, f* o (f~1)* es la identidad en A*, luego tenemos que
(FH*(f*(x)) = x € A* C Ay, lo que prueba que f*(xr) € B*. Asi pues,
f*[A] € B*. Siy € B*, como antes (f~1)*(y) € A* y f*((f71)*(y)) =y, luego
y € f*[A*], y asi obtenemos la igualdad f*[A*] = B*.

Asf pues, hemos visto que f* : A* — B* y (f~1)* : B* — A*, asf como
que son mutuamente inversas, luego son homeomorfismos. ]

Subespacios completamente metrizables Un subespacio de un espacio
métrico completo es completo si y s6lo si es cerrado, pero no necesita ser ce-
rrado para ser completamente metrizable, es decir, para que exista una métrica
completa que induzca su topologia.

Por ejemplo, M =]0,1[ no es cerrado en R, por lo que no es completo con
la distancia usual que hereda de R. Sin embargo, es completamente metrizable.
En efecto, basta basta considerar un homeomorfismo f : M — R y definir
d(z,y) = |f(z) — f(y)|- Asi f biyecta los abiertos de R tanto con los abiertos
usuales de M (por ser un homeomorfismo) como con sus abiertos respecto de d
(por ser una isometria), por lo que d induce la topologia usual en M, pero, como
R es completo y f es una isometria, (M, d) también es completo.
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Este ejemplo muestra que, en un espacio métrico, no es lo mismo ser completo
que ser completamente metrizable. Obviamente, todo espacio métrico completo
es completamente metrizable, pero un espacio métrico puede no ser completo y
ser completamente metrizable, como acabamos de ver. Los teoremas siguientes
clarifican la situacion:

Teorema 9.30 Todo G5 en un espacio métrico M es homeomorfo a un cerrado
en M x R¥.

o0

DEMOSTRACION: Sea A C M un subconjunto Gs. Entonces M\ A = |J F,,
n=0

donde cada F;, es cerrado en M. Consideremos la aplicacion f : M — R* dada

por f,(x) = d(z, F,). Claramente es continua, luego el teorema 1.38 implica que
f € M xR" es cerrado. Por claridad llamaremos G = f cuando lo consideremos
como subespacio G C M x R“.

Por otra parte, la aplicacion ¢ : M — G dada por i(z) = (x, f(x)) es un
homeomorfismo (su inversa es la proyeccion en la primera componente). Pero
es facil ver que

i[A] = i[M] N (M x]0,+oo[”)
(porque z € A siy solo si d(z, F,) > 0 para todo n). Por lo tanto, i[A] es
cerrado en M x ]0,+o00[”, que a su vez es homeomorfo a M x R®. "

Con esto podemos probar:
Teorema 9.31 Sea M un espacio métrico y A C X.

1. Si M es completamente metrizable y A es un Gs en M, entonces A es
completamente metrizable.

2. Si A es completamente metrizable, entonces A es un Gs en M.

DEMOSTRACION: 1) Si M es completamente metrizable, también lo es el
producto M x R“, pues por 9.26 un producto numerable de espacios metrizables
es metrizable (con una métrica que induce la uniformidad producto) y todo
producto de espacios uniformes completos es completo (teorema 2.31), luego el
teorema anterior nos da que A es completamente metrizable, pues todo cerrado
en un espacio métrico completo es completo.

2) Sea d la distancia en M y sea una distancia en A con la que (A4, d) es un
espacio métrico completo. Entonces, la identidad (A,d) — (4, d’) se extiende
a una aplicacién continua f : A* — A, donde A* C A es un G5 en M, pero
f: A* — M coincide con la identidad en A, que es denso en A*, luego tiene
que coincidir con la identidad en A*. Como f[A*] = A, tiene que ser A = A*,
luego A es un G5 en M. ]

Por ejemplo, es claro que Q es F, en R, luego R\ Q es Gy, luego por el
teorema anterior es completamente metrizable.

Otra aplicacién notable de la completitud de R es la prueba de que R™
admite una tunica topologia de Hausdorff con la que se convierte en un espacio
vectorial topologico. En la secciéon 11.2 probamos algo mucho més general. 390
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9.3 Espacios normados

El concepto de “espacio normado” que vamos a introducir a continuacién
se debe a Hilbert y a Banach, y constituye una de las combinaciones méas im-
portantes entre una estructura algebraica y una topologica, que resulta ser la
maés adecuada para desarrollar la mayor parte del llamado “analisis funcional”,
si bien, al profundizar en él, en ciertas ocasiones acaba siendo necesaria la es-
tructura atin mas general de “espacio vectorial topologico” que estudiaremos en
el capitulo siguiente. Remitimos al apéndice B para la definicion de espacio
vectorial y sus propiedades elementales.

Cuerpos métricos Como veremos enseguida, una norma en un espacio vecto-
rial es una aplicacion que asigna un “tamano” a cada vector, pero para definirla
necesitamos que los escalares tengan previamente asignado un tamano, lo cual
se lleva a cabo a través del concepto de “valor absoluto”

Definicion 9.32 Un wvalor absoluto en un cuerpo K es una aplicacion
| |: K —R
que cumple las propiedades siguientes, para todo «, g € K.
1. o] >0y |a] =0siy solosi a =0,
2. |a+ Bl <ol + 18],
3. lap] = |al|A]

Un cuerpo métrico es un par (K,| |), donde | | es un valor absoluto en K.
Normalmente escribiremos K, sobrentendiendo que | | representa un valor ab-
soluto distinto en cada caso.

Notemos que un valor absoluto se restringe a un homomorfismo de grupos
| |: K* — R*. Esto implica, en particular, las propiedades 1) y 2) de la lista
siguiente:

11 =1

2. Sia#0, a7t =|a7h

3. |—1]=1,pues | - 12 =1| =1, luego | — 1| = 1.
4. [ —af = |af, pues | —af = [ = 1[ja] = |a].

Ahora es inmediato que, como en el caso de R, un valor absoluto en un cuerpo
induce en éste una distancia mediante d(a, 8) = | — 8. Consideraremos a los
cuerpos métricos como espacios métricos siempre con esta distancia.

Es claro que R es un cuerpo métrico con el valor absoluto usual derivado
de su estructura de cuerpo ordenado, pero es posible considerar otros cuerpos
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métricos no ordenados. El caso mas interesante es el cuerpo C de los ntimeros
complejos. Para englobar estos dos casos adoptaremos el convenio de usar la
letra K para referirnos a R o C indistintamente.

En la teoria clasica sobre espacios normados se trabaja con espacios vec-
toriales sobre R o C, pero en otras ramas de la matematica, como la teoria
algebraica de ntimeros, es frecuente encontrarse con espacios normados sobre
otros cuerpos métricos. Sucede que muchos resultados validos para K-espacios
vectoriales valen igualmente para otros cuerpos con casi las mismas pruebas, asi
que, cuando la generalizacién no obligue a grandes cambios, trabajaremos en el
contexto general de un cuerpo métrico arbitrario K.

S6lo hay un hecho que es trivial para K y que en otros cuerpos requiere una
ligera variante técnica, y es que, obviamente, si @ > 0 es un namero real, en K
se cumple que |a| = «, por lo que en K el valor absoluto toma cualquier valor
real > 0. Esto no es cierto en otros cuerpos. De hecho, hay un caso en el que
es radicalmente falso:

En todo cuerpo K se puede definir un valor absoluto trivial mediante

| = 0 sia=0,
11 sia#0.

Diremos que un cuerpo métrico es trivial si su valor absoluto es el trivial®
Vemos que en este caso el valor absoluto s6lo toma dos valores, 0 y 1. Si
descartamos esta posibilidad, seguimos sin poder asegurar que el valor absoluto
vaya a tomar todos los valores reales > 0, pero a menudo basta con el teorema
siguiente:

Teorema 9.33 St K es un cuerpo métrico no trivial y a > 0 es un numero
real y x € K cumple |z| > 1, entonces existe un inico entero m € Z tal que
lz|™ < o < |z|™ T

DEMOSTRACION: Observemos ante todo que, por definiciéon de valor abso-
luto trivial, en un cuerpo métrico no trivial K existe siempre un x € K no nulo
tal que |z| # 1y, cambiando = por ™! si es necesario, podemos tomarlo tal que
|z] > 1. Entonces h;f? |z|™ = 400, luego, dado o > 1, existe un minimo natural

m tal que a < |z Tuego |z|™ < o < |z|™FL.

Si @ < 1 tomamos el minimo natural m tal que 1 < 1/a < |z|™, con lo que
m >0y |z|™! < 1/a < |z|™, de donde a su vez |z|™™ < a < |z|7™*l. La
unicidad se sigue de que la funcion m — |z|™ es estrictamente creciente. m

En lo sucesivo entenderemos que siempre que hablemos de cuerpos métricos,
nos referimos a cuerpos métricos no triviales.

3Notemos que la topologia inducida por el valor absoluto trivial no es la trivial, sino todo
lo contrario, la discreta. El lector podria pensar que seria mas razonable llamar “cuerpos
métricos discretos” a los cuerpos métricos triviales, pero en teoria de niimeros es costumbre
llamar valores absolutos discretos a aquellos cuya imagen es un subgrupo discreto de R*.
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Espacios normados Segun indicAbamos, un espacio normado es un espacio
vectorial sobre un cuerpo métrico en el que hay definida una “norma” que asigna
a cada vector un “tamano” o “longitud”

Definicion 9.34 Si K es un cuerpo métrico y V es un espacio vectorial sobre K,
una norma en V es una aplicacion || || : V' — R que cumple las propiedades
siguientes, para todos los vectores v, v1, v y todo escalar a:

L |lv]| >0y |lv]| = 0siysolosiv=0,
2. [Jo1 + vall < ol + [lvzl],
3. [lew]l = [all|v]].

Un espacio normado es un par (V.| ||), donde V' es un espacio vectorial
sobre K y || || es una norma en V, aunque en la practica, como es habitual,
escribiremos V en lugar de (V, || ||) y sobrentenderemos que || || representa una
norma distinta en cada caso.

Es inmediato que toda norma en un espacio V determina una distancia en V,
a saber, la dada por
d(v1,v2) = [[vr — va|.

En lo sucesivo consideraremos siempre a los espacios normados como espacios
meétricos con esta distancia, y a su vez como espacios topoldgicos con la topologia
inducida por la métrica.

Dos normas en un mismo espacio vectorial V' son equivalentes si inducen
métricas equivalentes, es decir, si inducen la misma topologia en V.

Espacios prehilbertianos El lector familiarizado con el algebra de R™ sabré
sin duda que en este espacio esté definido el producto escalar

Ty =2x1Y1+ "+ TnYn

que tiene interpretaciéon geométrica muy simple, que permite medir, no sélo
la longitud de los vectores, sino también el dngulo que forman dos vectores.
Vamos a ver que el concepto de producto escalar también puede ser generalizado
axioméaticamente, aunque para ello tenemos que restringir el cuerpo de escalares
a K, es decir, a R o a C.

Definicion 9.35 Un producto escalar en un K-espacio vectorial H es una apli-
cacion - : H x H — K que cumple las propiedades siguientes, para x, y, z € H
yac€ K.

l. z-y=79-7,
2. (z4+y)-z=x-24y-z,

@

(az) -y = a(z -y),

4. xz-x>0yx-x=0siysoélosi z=0.
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En 1), la barra representa la conjugacion compleja, de modo que si K = R
la propiedad se reduce a z -y =y - x.

Notemos que 1) y 2) implican también la propiedad distributiva por la de-
recha: - (y+z) =x-y+ - z. De las propiedades 1) y 3) se sigue que

z-(ay)=(ay) - z=ay-z=az-y.

Un espacio prehilbertiano es un par (H,-), donde H es un K-espacio vectorial
y - es un producto escalar en H. Como es habitual, en la practica escribiremos H
en lugar de (H,-).

Si H es un espacio prehilbertiano y = € H, definimos la norma de = como

o]l = V- .

Vamos a probar que todo espacio prehilbertiano es un espacio normado con
la norma que acabamos de introducir. Para ello nos basaremos en el teorema
siguiente:

Teorema 9.36 (Desigualdad de Schwarz) Si z,y son elementos de un es-
pacio prehilbertiano, entonces |x - y| < ||z|| [ly]|-

DEMOSTRACION: Sean A = ||z||?, B =|z-y| y C = |ly|*>. Existe un niimero
complejo « tal que |a| =1y a(y - x) = B. Para todo ntumero real r se cumple

0<(z—ray) - (x—ray) =z -z —ra(y-z)—ralz-y) +r’y-y.

Notemos que &(z -y) = B = B, luego A — 2Br +Cr? > 0. Si C = 0 ha de
ser B = 0, o de lo contrario la desigualdad seria falsa para r grande. Si C' > 0
tomamos 7 = B/C y obtenemos B? < AC, y basta tomar la rafz cuadrada de
ambos miembros. "

Teorema 9.37 Todo espacio prehilbertiano es un espacio normado con la norma

dada por ||z| = Vx - x.

DEMOSTRACION: De la propiedad 4) de la definicién de producto escalar se
sigue que ||z|| = 0 si y s6lo si x = 0, y por otra parte

loz|l = /(az) - (az) = Va2 -z = V]al Va-z = |a] |z].

Por dltimo, usando la desigualdad de Schwarz vemos que

lz+yl? = (z+y)-(@+y)=z-z+z-y+y-z+y-y
< lP 4202l [yl + lyl? = (=l + lyl)?,

donde hemos usado que x -y +y-x =z -y + T -y es un namero real, luego
voyty-r<|r-yty o <lr-yl+ly -l < 22|yl

Calculando la raiz cuadrada llegamos a que ||z + y|| < ||zl + ||y]|- .
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Ejemplo Un producto escalar en K" viene dado por

Ty =T+ o+ Taln

La norma |z|2 = v/|z1]2+ -+ + [2,]? que induce este producto recibe el
nombre de norma euclidea en K™.

No todas las normas derivan de un producto escalar. Una condicién necesaria
para que se dé el caso (en 9.48 veremos también que es suficiente) es que cumplan
la llamada “ley del paralelogramo”:

Teorema 9.38 (Ley del paralelogramo) Si V' es un espacio prehilbertiano
yx,y €V, entonces

2l|z)1* + 2[lyl1* = |z + ylI*> + = — y|1*.
DEMOSTRACION: Basta desarrollar:
le+yll> = (@+y)-(x+y) =z-z+y-y+a-y+y-z = |z>+|yll>+z-y+y-z,

lz—y|?=(z—y) (z—y)=z-2z+y-y—z-y—y-z=|z)*+|y|° -2z y—y- =z,

y sumar ambas ecuaciones. [

Normas en K™ La norma euclidea que acabamos de introducir es la que tiene
una interpretacion geométrica mas directa, pero hay otras normas equivalentes
que a menudo son més comodas para trabajar, a saber:

n
Il = 3 foil, ll#lloo = méc{jal [ = 1,.....m}. /\
i=1

La equivalencia entre éstas y la norma euclidea se sigue
facilmente de las desigualdades

[2lloo < llzll2 < lzfly < nl2]loo,

de donde Bg7, (z) C Bl(z) ¢ B%(z) C B>(z), y es claro entonces que las
métricas asociadas a las tres normas inducen la misma topologia, pues todo
entorno de un punto para una de ellas lo es para cualquiera de las otras. La

figura muestra tres bolas del mismo centro y radio para las tres normas.

Observemos que ni || ||y ni || ||c derivan de un producto escalar (para todo
n > 2), pues no cumplen la ley del paralelogramo. Basta aplicarla a los vectores
x=(1,0,0,...,0) ey =(0,1,0,...,0). El resultado es, respectivamente,

242=22422 242=1"412,

luego en ambos casos tenemos una contradiccion.
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Productos finitos de espacios normados Analogamente a lo que sucede
con los productos finitos de espacios métricos (véase la pagina 292), si V4,...,V,
son espacios normados, existen normas en el producto cartesiano V3 x --- x V,
que inducen las distancias definidas en la seccién 9.1, a las que ahora podemos
anadir la distancia euclidea derivada de la norma euclidea. Concretamente:

o) n
el = 32 flwall, - llzlls = 4 )20 el llzlleo = maxgflz:( |4 =1,...,n}.
n= 1=

El hecho de que || |l1, || ll2 ¥ || |loo Sean normas en R™ implica inmediata-
mente que cualquiera de las tres aplicaciones precedentes es una norma en el
producto finito (pero ahora sobre un cuerpo métrico arbitrario K). Ademas se
cumplen las desigualdades

2]l < ll2ll2 < flzfl < nll2]loo,

por lo que las tres normas son equivalentes. Ya hemos probado que la distancia
ds asociada a || ||e induce la topologia producto, por lo que lo mismo vale
para las otras dos. En cambio:

Teorema 9.39 Si {V;};cr es una familia infinita de espacios normados no nu-
los, no existe ninguna norma en [[ Vi que induzca la topologia producto.
i€l

DEMOSTRACION: En caso contrario, la bola unitaria By(0) del producto
contendria un abierto basico para la topologia producto, es decir, un abierto de
la forma U = [] U;, donde U; = V; salvo en un ntimero finito de casos. Como I

iel
es infinito, existe ig € I tal que U;, = V;,. Tomamos v € [ V; que tenga todas
iel

sus componentes nulas excepto v;,. Entonces, para todo o € K se cumple que
av € U C B1(0), de modo que |al|jv]] < 1y |a| < 1/||v||, pero esto es imposible,
porque en K hay elementos de valor absoluto arbitrariamente grande. L]

Subespacios normados Si V' es un espacio normado y W es un subespacio
vectorial, es inmediato que la norma de V se restringe a una norma en W,
por lo que siempre consideraremos a los subespacios vectoriales de los espacios
normados como espacios normados con la restriccion de la norma.

Claramente, la métrica inducida en W por la restricciéon de la norma de V'
es la restriccion de la métrica de V', luego la topologia de W como subespacio
normado de V es la topologia relativa inducida por la topologia de V.

Tgualmente, el producto escalar de un espacio prehilbertiano V' se restringe
a un producto escalar en cualquiera de sus subespacios W, de modo que W se
convierte a su vez en un espacio prehilbertiano cuya norma es la restriccion de la
norma de V', luego la topologia de W es también la tolpologia relativa inducida
desde V. 24
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Continuidad La teorfa de espacios normados es el contexto natural para de-
mostrar que las funciones més habituales son continuas. Para empezar, el teo-

rema 9.14 implica que si V' es un espacio normado, la norma || || : V — R es
uniformemente continua, pues ||v|| = d(v,0) y la distancia es uniformemente con-
tinua. En particular, si K es un cuerpo métrico, el valor absoluto | |: K — R

es uniformemente continuo. Mas atn:

Teorema 9.40 Si V es un espacio normado sobre un cuerpo métrico K, en-
tonces la suma + : VXV — V y el producto - : K xV — V son aplicaciones
continuas. (La suma es, de hecho, uniformemente continua.)

DEMOSTRACION: Claramente |[v/ +w' —v—w| < ||(v/,w") — (v, w)||1, lo que
implica que la suma es uniformemente continua. Similarmente,

lo'v" = av]| < [lo/v" = a'v]| + [lo'v — av] = [o/|[]v" = v] + o/ = al||v].

Dado € > 0, tomamos 0 < § < 1 que cumpla ademaés

€

f< —————— <e.
laf + vl +1
Asi, si (of,v") € Bs(a)x Bs(v), tenemos | —a| < §, luego || < |a]+0 < |a+1,
luego
o] [vlle

a'v' — aw|| < + <e,
| P G Yy 1

luego o/v’ € Bc(awv) y el producto es continuo en (a,v). "

En particular, si K es un cuerpo métrico, la suma y el producto en K son
aplicaciones continuas. Ademas:

Teorema 9.41 Si K es un cuerpo métrico, la aplicacion K \ {0} — K dada
por a+— 1/ es continua.

DEMOSTRACION: Sea o € K \ {0}. Sea § = |a|/2. Si g € Bs(«a), entonces
o] <la— B+ B8] <d+]Bl,

luego |B] > |a| —§ = 6. Dado € > 0, tomamos 0 < §' < 1, § < d|aje. Asi, si
|8 — a| < ¢, tenemos que

1 1

8 «

|B—a] _dlaje
= < = €.
1Bllal  dlal

Teorema 9.42 FEl producto escalar - : V xV — K en un espacio prehilbertiano
es continuo.
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DEMOSTRACION: Usando la desigualdad de Schwarz vemos que, si (z,y),
(z',y') € V x V, se cumple

|y —z-yl =2y =" y+ay—z-y <2 (Y —y)|+ @ —2) -y

< 2/ Hy" =yl + ll2" — 2|yl

Dado 0 < € < 1, tomamos 0 < § < ¢/(2(||z||+ |lyll +1)) y asi, si ||2' —z| < 4,
ly" — y|| < d, tenemos que ||z’|| < ||z’ — z|| + ||z|| < ||z|| + 1, con lo que
(llz]l + e lylle

|2’y —z -y < + <e.
2zl + iyl +1) 2zl + llyll + 1) .

De aqui podemos extraer muchas consecuencias, pero conviene hacerlo en el
contexto mas general de los grupos topoldgicos, por lo que el lector puede pasar
ahora a la seccién 10.1 para luego regresar a este punto. 335

Tenemos, pues, que si V' es un espacio normado, el conjunto C(X,V) de
las aplicaciones continuas de un espacio topolégico X en V es un subespacio
vectorial de VX, es decir, que la suma de funciones continuas y el producto por
un escalar de una funcion continua es una funcién continua.

Mas aun, el conjunto C(X, K) de las aplicaciones continuas de X en un
cuerpo métrico K es un subanillo de KX, lo que significa que el producto de
funciones continuas es una funciéon continua, y también la inversa de una funciéon
continua que no toma el valor 0 en ningin punto.

Otra consecuencia notable es que la continuidad de una aplicacién lineal
entre espacios normados equivale a su continuidad en 0. A su vez, esto puede
traducirse a términos més simples:

Teorema 9.43 Si f : V — W es una aplicacion lineal entre espacios norma-
dos, las condiciones siguientes son equivalentes:

1. f es continua.
2. f es continua en 0.

3. Existe un numero real M > 0 tal que || f(v)|| < M|v|| para todo v € V.

DEMOSTRACION: La equivalencia entre las dos primeras afirmaciones es el
teorema 10.1. Si f es continua, existe 0 < § < 1 tal que si ||v]| < 0 entonces
[If(W)|| < 1. Fijado & € K con || > 1, el teorema 9.33 nos da un m € Z tal que
la™] < ||lv]|/d < o™t Ast |Jv/a™ ™| < 6, Tuego ||f(v/a™1)|| < 1, es decir,

(0%
[F @)l < la™(laf < %IIUH

y basta tomar M = |a|/d.

Reciprocamente, si existe la constante M en las condiciones del enunciado,
se cumple que B,/ (0) C f71B:(0)], lo que prueba que f es continua en 0,
luego es continua. n
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Es claro que el espacio £L(V, W) de todas las aplicaciones lineales continuas
entre dos espacios vectoriales topoloégicos es un espacio vectorial. La tercera
condicion del teorema anterior nos permite definir en él una norma:

Teorema 9.44 Si V y W son dos espacios normados, el espacio L(V,W) de
todas las aplicaciones lineales continuas de V- en W es un espacio normado con
la norma dada por

1£1l = sup{llf )[[/llvll [ v € V\ {0}}.
En particular, para f € L(V,W) yv eV, se cumple que ||f ()| < [|flllv]l.

DEMOSTRACION: El teorema anterior garantiza que ||f|| > 0 es un namero
real y claramente || f|| = 0 equivale a f = 0. Por otra parte,

I(f + )@l = [1£(0) + g < [IF () + llg(v)]

< 7ol + Ngllloll = AL+ gDl
luego ||f + gll < ||f]] + |lg]|- Similarmente se prueba que |af|| = |||/ f]]. =

Conviene observar que para espacios normados sobre K (es decir, sobre R
o C) la norma de una aplicacion lineal continua admite otras expresiones de
interés:

Teorema 9.45 Sea f : V — W wuna aplicacion lineal continua entre dos K-
espacios normados con V # 0. Entonces

[£IF = sup{[[f()[[ | v €V, |lofl <1} = sup{[|f(v)[| [v €V, o] = 1}.

DEMOSTRACION: Si [jv]| < 1, tenemos que || f(v)]| < ||flllvll < 1], luego
ambos supremos son menores o iguales que ||f]|. Por otra parte, dado ¢ > 0,
existe un v € V\ {0} tal que [|£(v/[vl)| = [F@)]l/[0] > [1fll— €, ¥ v/ o]l tiene
norma 1, luego || f|| — € no es cota superior de ninguno de los dos conjuntos del
enunciado, lo que nos da ambas igualdades. [

Como aplicacién vamos a dar un criterio muy simple que determina cuéndo
dos normas son equivalentes:

Teorema 9.46 Dos normas || |1 y | |2 en un K-espacio vectorial V son equi-
valentes si y solo si existen constantes reales 0 < m < M tales que, para todo
veV,

mlvlly < lvllz < Ml

En particular, ambas inducen la misma uniformidad.

DEMOSTRACION: En virtud del teorema 9.43, la existencia de tales constan-
tes equivale a que las identidades

Vil 1) — Vil ), Vil ll2) — (Vi )

sean continuas, lo que significa que la identidad es un homeomorfismo, y esto a
su vez equivale a que las dos topologias sean la misma.
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Por otra parte, las desigualdades del enunciado nos dan las inclusiones

1
meCVev

1 2 2
Vo CVES v
por lo que las uniformidades definidas por ambas normas son la misma. =

El teorema anterior muestra en particular que dos normas equivalentes en
un mismo espacio vectorial determinan los mismos conjuntos acotados. Esto
se debe a que el concepto de acotacién en un espacio normado puede definirse
directamente a partir de su estructura de espacio vectorial topologico. Lo mos-
tramos en la seccién 11.1. 389

El teorema 11.4 afirma que una aplicacién lineal abierta entre espacios vecto-
riales topoldgicos tiene que ser suprayectiva. Entre espacios normados podemos
decir mas:

Teorema 9.47 Sea f : V — W wuna aplicacion lineal entre espacios norma-
dos. Las afirmaciones siguientes son equivalentes:

1. f es abierta.
2. Eziste un § > 0 tal que Bs(0) C f[B1(0)].

3. Eziste M > 0 tal que para todo w € W existe un v € V tal que f(v) = w
y llvll < Mfw].

DEMOSTRACION: 1) = 2) es trivial, pues si f es abierta f[B;(0)] tiene que
ser abierto, luego entorno de 0.

2) = 3) Fijado « € K tal que || > 1, para cada w € W no nulo el teorema
9.33 nos da un m € Z tal que |a™| < §/(2||v|]) < |a™FL]. Asi, ||a™w]| < §/2,
luego existe un v’ € V tal que |[v'|| <1y f(v') = a™w. Llamamos v = v'/a™,
de modo que f(v) =wy

: ey - 2lal
ol < laf=™ = Jafla™""| < 2 ful,

luego basta tomar M = 1|a|/d.

3) = 1) Sea U C V un abierto y sea x € U. Sea € > 0 tal que B.(z) C U
y vamos a probar que B/ (f(x)) C f[U], con lo que f[U] sera abierto. En
efecto, si w € B/ (f(r)), por 3) existe v € V tal que f(v) = w — f(z) vy
[lv]] < Mjlw — f(z)|| <€ luego z+veUyw= flx+v) € fU] "

Ahora podemos probar que la ley del paralelogramo es también una condicion
suficiente para que una norma derive de un producto escalar:

Teorema 9.48 Sea V un K-espacio normado. La norma de V deriva de un
producto escalar si y sdlo si cumple la ley del paralelogramo:

2ll2ll* +2[ly1* = ll= + ylI* + = — y]I*.
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DEMOSTRACION: Supongamos en primer lugar que K = R. Observemos que
en un espacio prehilbertiano (sobre R) se cumple que

lz+yllP—llz—yll>=(@+y) (@+y)—(—y) (z—y) =4z -y,

por lo que el producto escalar puede calcularse a partir de la norma mediante

1
vy =l +yl* = llz = yl).

Vamos a tomar esta ultima expresion como definiciéon de un producto en V', y
vamos a ver que es un producto escalar. Aceptando esto, la norma que induce
sera

1
Vaz =/ gl12]2 = .

En particular esto prueba que x -z > 0y que sblo es igual a 0 cuando = = 0.
También es inmediato que x -y = y - . Ahora, por la ley del paralelogramo,

2z + 2> +2l|yl* =z + y+ 2| + [lo —y + 2|
Por lo tanto,
lz+y+2)” = 2z+z|2+2/yl> = |lz—y+2|* = 2lly+ 2> + 2|z )| — [y — 2 +2]>.

(La segunda igualdad se obtiene intercambiando z con y en la prueba de la
primera.) Como A = By A = C implican que A = (B + ()/2, de aqui
obtenemos que

1 1
lz+y+21* = l2ll* +llyl* +llz+ 217 +ly+21° = Sllz =y +21° = Sy -2+ 2"
Cambiando z por —z obtenemos

1 1
lz+y—2I* = l2ll* +llyl* +llz = 21* +ly = =I° = 5llz =y —2|* = Sy =2 — 2II*.
Por lo tanto,

1
(@+y)-z=J(lety+z” = llo+y -z

1 1
= gz +27 = llz = 21" + 3y +2° =y =2l =z 2 +y - =

Veamos finalmente que si @ € R se cumple (az) -y = a(z - y). Por la
linealidad para la suma que ya hemos probado tenemos que esto es cierto para
a € Ny de la definicién del producto se sigue que vale para o = —1, de donde
a su vez se sigue que vale para todo o € Z.

Si @ = m/n es un nimero racional, aplicamos la parte ya probada a ' = x/n:

n((ax) - y) = n((ma’) -y) = m((na') - y) = m(z - y),

y dividiendo entre n queda (ax) -y = a(z - y).



320 Capitulo 9. Espacios métricos

Ahora observamos que el producto escalar que hemos definido es continuo
en V x V, porque lo son la norma y las operaciones de V, luego también es
continua en R\ {0} la aplicacién « — L (az - y), y sobre Q es constante igual

a z-y. Como dos funciones continuas que coinciden en un conjunto denso (en

un espacio de Hausdorff) tienen que ser iguales, concluimos que i(aaz y)=xz-y

para todo a € R\ {0}, luego (ax) -y = a(z - y) para todo o # 0, y trivialmente
también para a = 0.

Esto termina la prueba en el caso real. Ahora supongamos que K = C y
definimos

1 3. . .
xoy=— Y ¥+ iFy)?
4=

Asi, la parte real y la parte imaginaria de x - y son

1 1 . )
FlerylP=le—yl®) v gl iyl = e —wl?),

respectivamente, y los argumentos anteriores se aplican a ambas sin cambio
alguno (notemos que V es también un espacio normado sobre R), con lo que
obtenemos que (x +y) -z =x -2+ y- 2, asi como que (azx) -y = a(z - y) para
todo a € R. Pero ademas:

) L3 s i 13 i ,
(i) -y = 3 Ml + B = i3 5 B e+ B2 = i),

de donde se sigue que (azx) -y = a(z - y) para todo « € C. Finalmente:
1 . . . .
vy = gty +ille + iyl = e - yll* =iz - ayl*)
1 . . . . _
= Uy +al® +ily =izl = lly = 2|* = illy + ixl|*) = 7=
lo que termina la prueba. L]

Terminamos probando un resultado clasico de la teoria de espacios normados:

Teorema 9.49 (Mazur-Ulam) Toda isometria f : V — W entre R-espacios
normados que cumpla f(0) =0 es lineal.

DEMOSTRACION: Veamos que, para todos los vectores vy, vo € V, se cumple

que
s (Ul +U2> _ fur) + fva)
2 N 2

Para ello, fijados vy, v2, definimos

5(f) = Hf ( ;W) B

A (252) -

y en primer lugar observamos que

)—f(m)

V1 + Vg
2

st =3 (

_ s — ool
-
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Sea p : W — W la aplicacion dada por p(z) =
claramente es una isometria, luego también lo es f/(v)
Esta cumple f/(vi) = va y f'(v2) = v1. Ademas,

517 = [ (st + ) - (22 ) ) -

=+ s -7 (52 -5 (52) | 2000

Ahora bien, si 6(f) > 0, a partir de f’ podriamos obtener otra isometria
f":V — Vtal que §(f") > 226(f), y repitiendo el proceso podriamos obtener
isometrias con §(f™) = 2"4(f), cuando, por otra parte, hemos demostrado que
5(f™) < |lvg — v1]|/2, y tenemos una contradiccion.

Esto prueba que 5(f")) = 0, para cualquier par de vectores vi, v2 € V, y
esto equivale a la igualdad que queriamos probar.

) + f(v2) — 2, que

[y
=fopof .V —V.

Veamos ahora que, si 0 <t < 1, se cumple

F((L=t)vr +tve) = (1 =) f(v1) + tf(v2).

Lo tenemos probado para t = 1/2. Vamos a ver que se cumple para t = k/2",
donde 0 < k < 2™ es un ntimero natural. Lo tenemos probado paran =1y es
trivial para k=00 k =2". Si vale paran y t = k/2"*1 podemos suponer que
k = 2u + 1 es impar, pues si no, t admite una expresion con denominador 2" y
basta aplicar la hipotesis de inducciéon. Asi

1 1 U u—+1

t= §t1 + §t27 donde tl = 27, t2 = on .

Por hipétesis de induccion, la féormula se cumple para t1 y o, luego

(1 — tl)’Ul + t1vo n (1 — tg)’Ul + tovo

1—1t tvg =
( Jur + tug 9 7 ;

y basta aplicar el caso t = 1/2 seguido de la hipotesis de induccion.

Es facil probar que los niimeros de la forma k/2™ son densos en [0, 1], luego
la igualdad que queremos probar, para v; y vs fijos, es una igualdad entre dos
funciones continuas en [0,1] que coinciden en un conjunto denso, luego son
iguales. Esto prueba la formula para todo ¢.

Como f(0) = 0, aplicando la igualdad a t = 1/2, v y —v obtenemos que

0=Ff(lv=0)/2) = f(v)/2+ f(-v)/2,

luego f(—v) = —f(v). Ahora, si o > 0, usamos que

a—+1 a+1

O_f((l_ajrl)(_vHaJrl

(wﬁ——@—)ﬂm+1fmm
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de donde f(aw) = af(v), y la relacion f(—v) = —f(v) implica que la igualdad
precedente vale también para a < 0. Por ultimo,

U1 + V2

f(Ul+U2)2f< D)

) = 2 (00/2) + 2f (v2/2) = F(or) + Flva).

luego f es lineal. n

Notemos que si f es una isometria tal que f(0) = wy, entonces f=f—woes
una isometria que cumple f (0) =0, luego f es lineal, y por lo tanto, la expresion
general para una isometria entre espacios normados es f(v) = wo+ f(v), donde f
es una isometria lineal. 450

Cocientes Si V es un espacio normado y W es un subespacio vectorial, el
espacio cociente V/W tiene una estructura de espacio vectorial topologico. Si
el subespacio W es cerrado, dicha topologia deriva de una norma:

Teorema 9.50 Si V' es un espacio normado y W es un subespacio cerrado,
entonces la topologia cociente en V/W estd inducida por la norma dada por
o+ W[ = d(v,W).

DEMOSTRACION: Ciertamente, |[v+W{| = d(v, W) = 0si y solo si se cumple
queveW =W, siysolosiv+W =0+ W.
Si a € K es no nulo, tenemos que

loav + W = inf{||lav — w|| | w € W} = inf{]jav — aw|| | w € W}
= inf{|o||lv —w[| | w € W} = |a|nf{[[v —w] [ w € W} = |al[lv + W]
Si a =0 la igualdad es trivial.
Siwvy, v €V ye>0, existen wy, wy € W tales que

o1 —will <llvr+ Wl +e€/2  [log — w2 <[lvz+ W] +¢/2.
Entonces

1 +v2 + W < flug + v2 — wr = wa| < lvr — wi ]| + [lvz — wa|

<lor + W]+ Jlva + W] + €.
Como esto vale para todo € > 0, de hecho
o1 + W +va + W < [Jor + W] + [lva + W]

Con esto queda probado que la aplicacién que hemos definido es una norma
en V/W. Falta probar que induce la topologia cociente determinada por la
proyeccion p : V. — V/W. Para ello basta probar que p es una identificacion
cuando en el cociente consideramos la topologia inducida por la norma, y a su
vez basta probar que p es continua y abierta.
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Ahora bien, como |[p(v)|| = d(v, W) < ||v||, tenemos que p es continua (de
hecho, con ||p|| < 1). Para que p sea abierta basta con que p[Bi1(0)] sea un
entorno de 0. De hecho, vamos a ver que contiene a B;(0 + W). En efecto, si
llv+W| <1, existe un w € W tal que ||[v —w|| < 1y p(v —w) =v+ W, luego
v+ W € p[B1(0)]. "

Notemos que s6lo hemos empleado que W es cerrado para demostrar que
|lv + W] = 0 implica que v + W = 0, pero este hecho es crucial, porque si W
no es cerrado, entonces V/W no es un espacio de Hausdorff y, por consiguiente,
su topologia no puede derivar de una norma. 32

9.4 Espacios normados completos

Series infinitas Vamos a caracterizar la completitud de un espacio normado
en términos de la convergencia de series infinitas. Empecemos con algunas
consideraciones generales sobre series.

Observemos que si f : X x X — Y es una aplicacién continua entre espacios
topologicos v {zn}22 0, {yn}5So son sucesiones en X convergentes a limites Iy
y l2, entonces la sucesion {(zn,yn)}o>, converge a (l1,l2) en X x X (por el
teorema 1.31), luego la sucesion {f(zn, yn) 2, converge a f(l1,12).

Por ejemplo, si X es un espacio vectorial topologico, el hecho de que la suma
sea continua se traduce en que si {x,, }52 o, {yn}22, convergen a l; y l2, entonces
la sucesion suma {x,, + yn }72 converge a ly + la. y {@x,}32, converge a aly.

Similarmente, en un cuerpo métrico (o en un grupo topolégico) el producto
de sucesiones convergentes converge al producto de los limites, etc.

Definiciéon 9.51 Si{a,}52, es una sucesion en un grupo topologico abeliano V,

0 N 0o
usaremos la notacion > a, para representar la sucesion { > an} . Las su-
n=0 n=0 N=0

N
cesiones de este tipo* se llaman series infinitas. Los términos Y a, se llaman

n=0
sumas parciales de la serie.

Si la serie es convergente (es decir, si lo es la sucesion de sus sumas parciales),

o0
es costumbre llamar también Y a,, a su limite.
n=0

El teorema siguiente recoge las propiedades elementales de las series infinitas:

o0
Teorema 9.52 Una serie Y, a, en un grupo topoldgico abeliano es convergente

n= [e%)
sty solo si lo es cualquiera de las series Y. apn, y en tal caso los limites

cumplen la relacion n=k+l
(=) k 00
San= > an+ Y an.
n=0 n=0 n=k+1

o0
4En la practica admitiremos series de la forma 3" a,, con el significado obvio.
n=ng
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Ademds, se cumple que
o0
lima, =lim Y a, =0.
n " n=k+1

k
DEMOSTRACION: Si llamamos F' = ) a, € V, la aplicacion t : V. — V
n=0
dada por ¢(z) = F + x es un homeomorfismo. La sucesion de sumas parciales

N e
{ > an} converge si y so6lo si lo hace su subsucesion
N=0

{ % a”}izk B {t(né:;r?”) }:Ozo’

n=0

y en tal caso el limite es el mismo. A su vez, esto sucedera si y s6lo si converge
N

(oo}
la sucesiéon { > an} y, en caso de convergencia, la relaciéon entre los limites
n=k+1 =
es
00 00 k 00
> an:t( Zan) => an+ . an,
n=0 n=k+1 n=0 n=k+1

como queriamos probar. Mas atn, tomando limites en los dos miembros de la
igualdad

[es) 00 k
DAn = ) Gp — ) an,
n=k+1 n=0 n=0

o0
(usando ahora la continuidad de la funcion z — Y a, — x), concluimos que
n=0

[ee]
lm > a, =0.
" p=k4+1

Por dltimo, expresamos
k k=1
ag =Y an— > an
n=0 n=0
y usamos que las dos sumas parciales de la derecha convergen al mismo limite
(la serie completa), luego diferencia tiende a 0. "

Hay unas series de ntumeros reales especialmente simples para las que pode-
mos calcular explicitamente el valor de su suma:

oo
Ejemplo: Series geométricas Sia < 1, se cumple que > a™ = 1 .
n=k —a

En efecto, una simple induccion demuestra que, para todo a € R, se cumple:
AV —1=(a-1)1+a+---+aV),

de donde, si a < 1,
N 1 — Nt
E an =

n=0 1—a

)
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y al tomar limites, teniendo en cuenta que lim a™+! = 0, concluimos que
n
S 1
a = .
n;O l1-a
En general,
00 00 oo k
Zan:akzan—k:akzan: .
n==k n==k n=0 1-a

n
Otro caso sencillo es el de las series de términos positivos. Se dice que una

oo

serie de nimeros reales Y a, tiene términos positivos si cumple a,, > 0 para
n=0

todo indice n.

Esto hace que la sucesion de sus sumas parciales sea monoétona creciente,
luego converge en R (teorema 12.10) y el limite esta en R si y solo si sus sumas
parciales estan acotadas superiormente (y el limite es el supremo). Por ejemplo,
ahora podemos concluir lo siguiente:

Teorema 9.53 Si {a,}>2, y {bn}52, son dos sucesiones de nimeros reales
o)
tales que 0 < a,, < b, para todo n y la serie > b, converge en R, lo mismo
0 00 00 n=0
vale para Y an, y ademds Y an, < > by.
n=0 n=0 n=0
DEMOSTRACION: Basta observar que cada suma parcial de la serie menor

esta acotada por la suma correspondiente de la mayor, la cual a su vez esta
acotada por su suma. =

Veamos finalmente la caracterizacion de la completitud que habiamos anun-
ciado:

o0

Definicién 9.54 Una serie ). v, en un espacio normado V es absolutamente
n=0 o]
convergente si la serie de nameros reales Y |lv,|| es convergente.

n=0
Teorema 9.55 Un espacio normado V' es completo si y solo st toda serie en V'
absolutamente convergente es convergente.

o0

DEMOSTRACION: Supongamos que V' es completo y sea Y. v, una serie
n=0

absolutamente convergente en V. Recordemos que la serie no es sino la sucesiéon

N

{Sn}¥_y, donde Sy = > v,. Vamos a probar que esta sucesion de sumas
n=0

parciales es de Cauchy, con lo que seré convergente. En efecto, si Vi < N,

tenemos que

HSN2 - SN1 ” =

Na
Z Un
1

n=

Ny
< 2 ol
n—N1

Dado € > 0, existe un Ny tal que si N > Ny se cumple que

o0

e N
> Mlonll = 22 llonll = 32 llonll <
n=0 n=0

n=N
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luego si Ny < N7 < N> tenemos que

Ny oo
1Sn, =Snll < 3 lonll < X2 [lonll <

n=N; n=
luego, en efecto, la serie es de Cauchy en V', luego convergente.

Reciprocamente, si las series absolutamente convergentes son convertentes,
tomamos una sucesion de Cauchy {v, }22,. Aplicando la definicion de sucesion
de Cauchy, podemos construir una sucesion {n;}72, de indices de manera que
||vnk+1 - vﬂk” < 27k,

o)
Entonces, por 9.53, la serie ) ||vp, , — vn,| es convergente en R, luego
. k=0
por hipotesis la serie Y (vp,,, — vpn,) converge en V. Ahora bien, las sumas
k=0
parciales de esta serie son Sy = vy, — vo, luego la sucesion {v,, —vo}F—, es
convergente, y también lo es {v,, }¥_,. Pero si una sucesién de Cauchy tiene
una subsucesion convergente, converge (teorema 2.29). [

Como consecuencia:

Teorema 9.56 Si f : V. — W es una aplicacion lineal, continua y abierta
entre espacios normados y V' es completo, entonces W también lo es.

DEMOSTRACION: Por el teorema 9.47 existe M > 0 tal que para todow € W
existe un v € V tal que f(v) =w y ||v]| < M|w].

o0
Sea {wy,}52, una sucesion en W tal que la serie Z |lwy]|| converge. Sea
=0
Un € V tal que f(vn) = wy y |Jvnl] < M|wy|. Por el teorema 9.53 la serie

Z |Inn|| también converge y por el teorema anterior Z v, converge en V. El
=0

hecho de que f sea lineal y continua implica que la 1magen de esta serie, que

es Z wy, también converge. El teorema anterior implica entonces que W es

n=0
completo. En particular:

Teorema 9.57 St V es un espacio normado completo y N es un subespacio
cerrado, entonces el cociente V/N también es completo.

DEMOSTRACION: Basta tener en cuenta que la proyeccion p : V.— V/N es
abierta (teorema 10.26). "

Una propiedad fundamental de las series absolutamente convergentes es que
su suma no se altera si reordenamos sus términos:
Teorema 9.58 Si Z an es una serie absolutamente convergente en un espacio

normado completo V y o0 : N — N es una aplicacion biyectiva, entonces la serie

Z ag(n) €5 absolutamente convergente y tiene la misma suma.
=0
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DEMOSTRACION: Una serie es absolutamente convergente si y sélo si con-
verge la serie de las normas de sus términos, pero ésta (es decir, la sucesion de
las sumas parciales de las normas) es una sucesion de ntimeros reales monétona
creciente, por lo que converge si y s6lo si esta acotada. Toda suma parcial de las
normas de la reordenacién estd mayorada por una suma parcial de las normas
de la serie original (tomando los sumandos necesarios para incluir todos los que
aparecen en la suma dada). Por tanto las sumas parciales de las normas de la
reordenacion estdn acotadas y la serie converge absolutamente.

Sea € > 0. Existe un ntmero natural ng tal que si n > ng

n oo o0 o0 o0 n 6
Yoap = ak|| =1 > ak|| < D llakll= 2 llakll = X llaxl] <3
k=0 k=0 k=n-+1 k=n-+1 k=0 k=0

Sea mg > ng tal que {0,1,...,n0} C {0(0),0(1),...,0(mg)}. Entonces si
n > mo,

n 0 n no no x
‘Zaa(k)_zak < X oy — 2 ar|| + || X ek — X ak
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

as) €
< Y ekl + 5 <e
k=no+1
o0 oo
Por lo tanto ) agm) = > ax. "
k=0 k=0

Esto hace que si I es un conjunto infinito numerable y {a;};cr es cualquier
familia de elementos de un espacio normado completo V, podamos decir que
esta sucesion define una serie absolutamente convergente en V si, fijada cualquier

(o]
biyeccion s : N — T, la serie ) as(n) €s absolutamente convergente.
n=0

El teorema anterior prueba que esto no depende de la eleccion de s, ni
tampoco el valor de la suma, que podemos representar por » . a;, sin especificar
ninguna biyeccion en particular. el

Una serie de este tipo converge a una suma S € V si y solo si satisface la
propiedad siguiente, que no hace referencia a ninguna biyeccion:

Para todo € > 0 existe Fy C I finito tal que, para todo Fy C F C I,

se cumple HS -> aiH < €.
i€F

En efecto, si la serie converge a S al enumerar I, basta fijar una enumeracion

y tomar como Fy = {ig,...,in, } los primeros términos de la sucesion, de modo
que
s € as €
S oall<s S Jal<s
n=ng+1 n=nog+1

Entonces, si Fy C F' C I, con F finito:
o0 no €
15— aif| < || X an, — 2 ai || +|| X ai - ot 2 el <e
ieF n=0 n=0 i€ Fy 1EF\Fy

> ail| <
=

1€
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Reciprocamente, si se cumple esta condicion y fijamos una enumeracion de 1,
para cada € > 0 tomamos Fy segtun la hipétesis y elegimos un ng para el que
Fo C {ig,-..,in,}. Asi, para todo ny > ng se cumple que

ni
15— 22 aill <e
n=0

luego la serie converge a S.

Las series absolutamente convergentes se pueden manipular exactamente
igual que si fueran sumas finitas. El siguiente teorema justifica cualquier ope-
racién razonable entre ellas.

Teorema 9.59 Sea {a;}ic; una familia numrable de elementos de un espacio

normado completo V. Sea I = Ej I, una diwvision de I en partes disjuntas.

Entonces 3 a; es (absolutamem;;oconvergente sty solo si lo son las series
i€l

Saiy >, > |ai|. Ademds en tal caso

iel, n=01iel, fe's)

Sai= > Y a.

el n=04el,

DEMOSTRACION: Si Y a; es absolutamente convergente, las sumas parciales

icl
de sus normas estan acotadas, pero toda suma parcial de cada > |la;|| lo es
iEI’V‘L
también de la primera, luego éstas estan acotadas, por lo que las series Y a;

i€l,
convergen absolutamente. Dado cualquier natural k, tomamos para cada n < k
un conjunto finito F,, C I, tal que Y [la;|| — > [lail] < 1/(k+1). Entonces

i€l, icFy,

Z > Madll < Z > laill +1 < leazll+1

n=01:€l, n=0ieF,

luego las sumas parciales estan acotadas y asi todas las series convergen abso-
lutamente.
o0
Supongamos ahora que las series > |a;| v Y, > |a;| convergen absoluta-
icl, n=0icl,
mente. Si F' C [ es finito, para un cierto k suficientemente grande se cumple

Slal=3% Y Jal< z Sl < S Y Jal

1€F n=0:€l,NF n=0:€1l, n=01:€l,

luego las sumas parciales de Y |a;| estan acotadas y la serie converge absoluta-
i€l
mente.
Ahora supongamos la convergencia de todas las series y probemos la igualdad

de las sumas. Notemos que la serie

fZai

n=0:€l,
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es convergente porque es absolutamente convergente. Sea € > 0. FExiste un
F, C I finito tal que si F, C F C I es finito, entonces

doai— ) a

i€l i€EF

<6
4.

no
Existe un ntmero natural ng tal que F, € J I, y
0

n=

o0

> D a

< €
n=no+1licl, 4

Para cada n < ng existe un conjunto finito F,, C I, tal que si F,, C F' C I,,

entonces €
Slai— > ai|| < 00—
i€, e 2(no +1)
ng
Sea F=F,U |J F,, de modo que
n=0
[e'e} o0 no
> ai— Y aif| < oot > ai— ) a
n=04i€l, iel n=no+1i€l, n=04i€l, ieF
+ [ ai— > a
=y iel
€ ng € € €
< =4+ Xa- X al|l+-<-+-=¢
4 ||lnzo <z‘eln Y oetr 4 2 2
Por lo tanto ambas sumas coinciden. u

Espacios de aplicaciones lineales Vamos a estudiar ahora la completitud
de los espacios £(V,W) de aplicaciones lineales continuas entre dos espacios
normados. Necesitamos un resultado previo:

Teorema 9.60 SiV y W son dos espacios normados y { fn}52, es una sucesion
acotada en L(V,W) tal que para todo v € V existe lim f,,(v) = f(v). Entonces
n

felL(V,w).
DEMOSTRACION: Es inmediato que f es lineal, pues
flawvr + Pug) = lim fr(avy + Buz) = lim(afn(v1) + 5f(v2))
= alim f,(v1) + Blim f,(v2) = af (v1) + Bf(v2).
Sea M = sup || f»||. Entonces, como la norma es continua en W,
1f ()]l = || fo ()| < lm [ fu[[lv] < MlJv]],

luego f es continua. n



330 Capitulo 9. Espacios métricos

Teorema 9.61 Si V y W son espacios normados y W es completo, entonces
L(V,W) es completo.

DEMOSTRACION: Sea {f,}22, una sucesion de Cauchy en £(V,W). Enton-
ces, para todo v € V tenemos que || fn(v) — fm (V)| < ||fn — flll|v]|, de donde
se sigue que {f,(v)}52, es una sucesion de Cauchy en W, luego converge a un
cierto f(v) € W. Por el teorema anterior (teniendo en cuenta que toda sucesion
de Cauchy esta acotada), tenemos que f € L(V, W).

Dado € > 0, existe un ng tal que si m, n > ng entonces || f, — fm| < €, por
lo que

[fn () = fm (V)] < el|v]]-

Si hacemos tender m a infinito dejando n fijo, obtenemos que

[fn(0) = F(0)]| < ellvll;

luego || fr. — fll <€, lo que implica que {f,}22, converge a f en L(V,W). =

El teorema siguiente, conocido también como teorema de Banach-Steinhaus,
puede parafrasearse como que si un conjunto de aplicaciones lineales continuas
estd puntualmente acotado, entonces esta uniformemente acotado:

Teorema 9.62 (Principio de acotacion uniforme) Sea V un espacio de Ba-
nach, sea W un espacio normado y sea H C L(V,W) tal que, para cada v € V,

el congunto {||f()|| | f € H} estd acotado. Entonces {||f|| | f € H} estd

acotado.

DEMOSTRACION: Sea V,, = ﬂ {ve V|| fW)] <n}, que es cerrado en V.

Por hipotesis V = U Vi, luego por el teorema de Baire, existe un n tal que
V 7& &, n=1
Sea vy € V,,, de modo que existe un € > 0 tal que {v € V | [[v—vo|| < €} C V.
Ahora, si v € V cumple ||v]| <1y f € H, entonces

1f ()l = €M £ (vo + ev) = flwo)ll < € (Ilf(vo + ev) || + [[f(wo)ll) < 2ne™",

luego || f|| < 2ne~!, para todo f € H. .

El ejemplo A.55 construimos los espacios de sucesiones ¢!, £2 y £*°, que son
ejemplos notables de espacios de Banach de dimensién infinita.

Dualidad Introducimos ahora, en el contexto de los espacios normados, un
concepto que estudiaremos més adelante en general para espacios vectoriales
topoldgicos arbitrarios:

Definicién 9.63 Si V' es un K-espacio normado, podemos distinguir entre su
dual algebraico V* = L(V,K), que es espacio vectorial de todos los funcionales
lineales en V', y su dual topolégico V' = L(V,K), que es el subespacio formado
por los funcionales lineales continuos.
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Segtn los teoremas 9.44 y 9.45, en V' tenemos definida la norma

[£1F = sup{[[f()I[ | v eV, || <1} = sup{[[f(v)[| | v €V [jo]| = 1}

y, segiin el teorema 9.61, se cumple que V' es, de hecho, un espacio de Banach
aunque V no lo sea. Se cumple que |f(v)| < |[f|l||v]|-

A su vez, podemos considerar el espacio dual V" de V', que recibe el nombre
de espacio bidual de V.

Un hecho notable es que, si en general no es posible definir de forma natural
(es decir, sin apoyarse en elecciones concretas de bases) aplicaciones lineales
¢ : V. — V', si que existe una aplicacién lineal muy simple i : V — V", a
saber, la evaluacion dada por i,(f) = f(v). Claramente es inyectiva y ademas
es continua, pues |i,(f)] = [f(v)] < [|f[[[[v]], lo que significa que [[i,[| < [|v]].

Mas adelante veremos que i, es, de hecho, una inmersiéon isométrica. Cuando
ademas es suprayectiva (y, por consiguiente, una isometria) se dice que el espacio
V es reflexivo.

Por ejemplo, en la secciéon siguiente demostramos, entre otras cosas, que todo
espacio de Hilbert es reflexivo.

La geometria de los espacios de Hilbert Vamos a mostrar algunos resul-
tados especificos sobre espacios de Hilbert que no son validos para espacios de
Banach arbitrarios:

Definicion 9.64 Si H es un espacio de Hilbert y A C X, definimos
At ={z € H|z-a para todo a € A}.

Es claro que A+ es un subespacio vectorial de H. Méas atin, puesto que {a}*
es la antiimagen de 0 por la aplicacion continua x + a - z, se cumple que {a}*

es cerrado, y como
1_ 1
A+ = (N {a},
a€A
vemos que A1 es un subespacio cerrado de H.

Teorema 9.65 Sea M un subconjunto no vacio, cerrado y convexo de un espa-
cio de Hilbert H. Entonces M contiene un unico elemento de norma minima.

DEMOSTRACION: Sea § el infimo de las normas de los elementos de M.
Aplicando la identidad del paralelogramo a %x, %y tenemos

1 2 _ 1 2 1 2
1z =yl = Sllell® + 5yl

a+y|”
)

Sixz, y € M, por convexidad (z +y)/2 € M, luego

lz = yl* < 2[l]* + 2[ly||* — 46°. (9.1)
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Si|lz|| = ||ly]l = ¢ esto implica = y, lo que nos da la unicidad. Es facil
construir una sucesion {x,,}52, C M tal que lim||z,| = d. Aplicando 9.1 a x,,
n

y &, concluimos facilmente que la sucesion es de Cauchy, luego converge a un
punto x que, por continuidad de la norma, cumplira ||z|| = §. Ademas, como M
es cerrado, ha de ser € M y claramente su norma es la minima en M. =

Teorema 9.66 Sea V' un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert H. En-
tonces

1. Todo x € H se descompone de forma unica como r = Px + Qx, donde
PrecV,QreV=,.

2. Px y Qx son los puntos de V y V+ mds prozimos a x.
3. Las aplicaciones P: H — V y Q : H — V* son lineales y continuas.
4. |lz)? = |Pz|? + | Qz|?.

DEMOSTRACION: El conjunto = + V es cerrado y convexo, luego podemos
definir Qx como el elemento de norma minima en xz + V. Definimos Px =
2 — Qx. Obviamente Pz € V. Veamos que Qz € V+. Para ello probaremos que
(Qx) -y = 0 para todo y € V. No perdemos generalidad si suponemos ||y|| = 1.
Por definiciéon de Qz tenemos que

(Qr) - (Qz) = [|Qz|1* < | Qz — ay|® = (Qz — ay) - (Qx — ay),
para todo « € K. Simplificando queda
0< —afy-Qr) —a(Qz-y) + aa,

y si hacemos a = (Qx) - y queda 0 < —|(Qx) - y|?, luego (Qx) -y = 0.
Esto prueba la existencia de la descomposicion de 1). La unicidad se debe a
que VNnVvV+=o.

Ahora observamos que si y € V' entonces
lz —yl* = [|Qz + (Pz — y)|I* = |Qz|* + | Pz — y|*,

luego la minima distancia entre  y un punto y € V se alcanza cuando y = Px.
Esto prueba 2). El apartado 4) se debe a que

[2]|* = [|Pz]* + |Qz[* + Pz - Qz + Qz - Px = ||Pz[* + || Q.
La linealidad de P y @) es obvia y la continuidad se debe a que por 4) tenemos
[Pz < =]l [|Qz < ||| .

El teorema siguiente caracteriza los funcionales lineales continuos de un es-
pacio de Hilbert:

Teorema 9.67 (Riesz-Fréchet) Sea H un espacio de Hilbert y f : H — K
un funcional lineal continuo. Entonces existe un inicoy € H tal que f(x) = x-y
para todo x € H.
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DEMOSTRACION: Si f es la aplicacién nula tomamos y = 0. En otro caso
sea V el niicleo de f, que serd un subespacio cerrado propio de H. Por el
teorema anterior V4 # 0, luego podemos tomar z € V* con [|z|| = 1. Sea

u= f(z)z— f(z)x. Como f(u) = f(z)f(z) — f(2)f(z) =0, tenemos que u € V,
luego u - z = 0. La definicién de u implica

f@)=f(@)(z-2) = f(2)(z - 2).
Tomando y = f(z) z resulta f(z) =x - y.
La unicidad es obvia, pues si dos puntos y, 3’ cumplen el teorema, entonces

y — 1y’ es ortogonal a todo = € H. n

Con esto estamos en condiciones de establecer de forma candnica lo que es
“casi” una isometria entre un espacio de Hilbert y su dual:

La aplicacion ¢ : H — H' dada por ¢(y)(x) = x - y es biyectiva y cumple
P(y1 +y2) = ¢(y1) + ¢(y2), ¢lay) = ag(y), por lo que si K = R se trata de un
isomorfismo de espacios vectoriales.

Ademas, se cumple que ||¢(y)|| = ||ly||. En efecto, por la desigualdad de
Schwarz 9.36:

[¢() ()] = llz - yll < [lz[llyll,
luego [lp(y)[| < [lyll. Por otra parte, o(y)(y) = llylI* < [lo)llllyll, luego
o)l = llyll-

Por lo tanto, si K = R tenemos que ¢ es una inmersion isométrica. Mas atn,
podemos definir en H' el producto escalar dado por

d(y1)p(y2) = y2 - y1,

con el que H' se convierte en un espacio de Hilbert (que induce la norma que ya
tenemos definida en H') y si K = R resulta que ¢ : H — H'’ es un isomorfismo
de espacios de Hilbert, es decir, un isomorfismo de espacios vectoriales que
conserva el producto escalar.

Nota Cuando K = C, en muchos casos particulares, este “isomorfismo con-
jugado” puede transformarse en un auténtico isomorfismo. Por ejemplo, en el
caso de £2, podemos definir ¢ : £2 — (¢2)’ mediante ¢(z) = ¢(Z), donde T es la
sucesion que resulta de conjugar todos los términos de la sucesion dada x. Es
claro que ¢ es un isomorfismo de espacios de Hilbert. [
Ahora es facil concluir que todos los espacios de Hilbert son reflexivos, pues
la inmersion canénica en el bidual ¢ : H — H” no es sino la composicion de

las biyecciones H RNy SNy 2 que tenemos definidas.
En efecto,siy € Hy f = ¢1(x) € H', tenemos que

G2(d1(W))(f) = d1(x) - 1 (y) =y -2 = ¢1(x)(y) = f(y) = iy(f)-

Esto implica en particular que

i iy = ¢2(P1(x)) - P2(P1(y)) = d1(y) - P1(x) = 2 -y,

luego i es, en efecto, un isomorfismo de espacios de Hilbert.
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En los ejemplo A.55 y A.58 determinamos algunos espacios duales mas. En
la seccion 9.2 mostramos otras aplicaciones de los resultados que hemos obtenido
sobre convergencia de series. 301

El teorema de Hanh Banach Para espacios normados, el teorema de Hahn-
Banach admite la formulacién siguiente:

Teorema 9.68 (Hahn-Banach) (AE) Si V es un espacio normado sobre K
y W C V es un subespacio vectorial, todo funcional lineal continuo f: W — K
admite una extension lineal continua f:V — K tal que ||f|| = ||f]|-

DEMOSTRACION: Podemos suponer que f no es la aplicacién nula. Entonces
g = f/|If|l es una aplicacion lineal que cumple |g(z)| < ||z| para todo z € W,
luego por el teorema anterior se extiende a una aplicacion lineal g : V — K tal
que |g(x)| < [lz|| para todo x € V', luego [|g]| <1y f = [|f[lg cumple [|f]| < || f]
y extiende a f. Esto implica a su vez que ||f|| = || f||- "

Como aplicacién demostramos que la inmersién canénica de un espacio nor-
mado en su bidual es siempre isométrica:

Teorema 9.69 (AE) Si V es un espacio normado, la inyeccion natural en su
bidual i : V — V" es una inmersion isométrica.

DEMOSTRACION: Para cada v € V, consideramos el subespacio vectorial
(v) = {ow | @ € K} y definimos un funcional lineal fy : (v) — K mediante
fo(av) = aflv]]. Es obvio que ||fo]| = 1, asi como que fo(v) = ||v]|. Por el
teorema 9.68 existe f € V' tal que f(v) = ||v|| ¥ ||f]| = 1. Por consiguiente

[oll = 1f ()] = lio (] < [lalllIFI] = NIzl

luego de hecho ||i,|| = ||v|| y asi ¢ es una inmersion isométrica. m 91



Capitulo X

Grupos topolbgicos

Introducimos ahora unas estructuras algebraico-topolégicas mas generales
que la de los espacios normados, en las que la relacién entre algebra y topologia
se reduce a lo indispensable. Remitimos al apéndice B para los preliminares
algebraicos sobre grupos que vamos a necesitar.

10.1 Definicién y propiedades basicas

Un grupo topoldgico es un par (G,T), donde G es un grupo y T es una
topologia en G respecto de la cual las operaciones

GxG—G y ()Yt:e—a

son continuas.

En la practica, como es habitual, no mencionaremos expresamente la topo-
logia de los grupos topolégicos.

Un isomorfismo topoldgico entre dos grupos topoldgicos es un isomorfismo de
grupos que ademas es un homeomorfismo. Si existe un isomorfismo topologico
entre dos grupos topoldgicos se dice que son topoldgicamente isomorfos.

Es inmediato que si V' es un espacio vectorial topologico, entonces (V, +) es
un grupo topologico, pues la aplicaciéon v — —v es también continua, ya que
es la composicion de la aplicacion continua v +— (—1,v) con el producto por
escalares, que es continuo.

Ejemplos Del teorema 9.41 se desprende que si K es un cuerpo métrico,
entonces (K*,-) es un grupo topologico.

Es obvio que todo subgrupo de un grupo topolégico es a su vez un grupo
topologico con la topologia relativa y la restriccion del producto del grupo.

Si {G }ier es una familia de grupos topologicos el producto [] G; es también
iel
un grupo topoldgico con la topologia producto.

335
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Por ejemplo, para probar la continuidad del producto
II (;i X I] (;i — II (;i
icl icl icl
basta probar que son continuas las composiciones con las proyecciones, pero
entonces tenemos el diagrama conmutativo

II (;iIK II (;i““%> II (;i

i€l iel iel

l l

(;i><(;i““““e"4

donde la proyeccion de la izquierda y el producto/suma de la fila inferior son
aplicaciones continuas.

El producto directo || G; de una familia {G;};c; de grupos topologicos se

il
define como el subgrupo del producto [[ G; formado por las funciones que
i€l

toman el valor 1 salvo a lo sumo en una cantidad finita de indices. Es inmediato
que ciertamente es un subgrupo y es denso en [] V;, pues claramente corta a
todo abierto basico no vacio. i€l "

Si G es un grupo topologico y X es cualquier espacio topologico, el conjunto
C(X, Q) de las aplicaciones continuas f : X — G resulta ser un subgrupo del
grupo G¥ de todas las aplicaciones de X en G.

En efecto, esto significa que si f, g : X — G son continuas, también lo es su
producto, dado por (fg)(z) = f(z)g(x) y la aplicacién inversa f~1(z) = f(z)~!.
Esto se debe a que fg es la composicion de la aplicacion continua x — (f(x), g(x))
con el producto en G, que es continuo, e igualmente f ! es la composicién de

f con la aplicacién continua u — u L.

Si G es un grupo, cada g € G determina una traslacion por la derecha
G — G, dada por = — xg y una traslacion por la izquierda dada por z +— gx.
Obviamente, si G es abeliano ambas coinciden.

Si G es un grupo topologico, las traslaciones son homeomorfismos, pues
son continuas (son la composicion de la aplicaciéon continua x — (z,g) con el
producto en el grupo) y la inversa de la traslacion x — xzg es la traslacion
x +— g~ !, luego también es continua.

1

La definicién de grupo topoldgico pide que la aplicacién g — g~ sea conti-

nua, pero de hecho es un homeomorfismo, pues es su propia inversa.
El hecho de que las traslaciones sean homeomorfismos hace que la topologia

de un grupo topoldgico esté completamente determinada por los entornos de 1.
Maés concretamente, si U C G es un entorno de 1, se cumple que

gU={guluel} vy Ug={ug|uel}

son entornos de g (pues son las iméagenes de U por las traslaciones izquierda y
derecha), y cualquier entorno de g es de cualquiera de estas dos formas.
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Esto se aplica en particular a los espacios vectoriales topologicos y, mas en
particular, a los espacios normados, en los cuales se cumple, concretamente, que
x + B.(0) = Be(x).

El teorema siguiente es un ejemplo de como aprovechar que las traslaciones

son homeomorfismos:

Teorema 10.1 Sea f : G — H un homomorfismo de grupos topoldgicos. En-
tonces f es una aplicacion continua (resp. abierta) si y sdlo si es continua (resp.
abierta' ) en 1.

DEMOSTRACION: Si f es continua en 1y g € G, sea U un entorno de f(g).
Entonces U f(g) ! es un entorno de f(1) = 1, luego f~[Uf(g9)" '] = f1[U]g~*
es un entorno de 1 € G, luego f~![U] es un entorno de g. Esto prueba que f
es continua en g y, como g es arbitrario, que es continua. El razonamiento para
aplicaciones abiertas es analogo. m

En vista de la relevancia de los entornos de 1 conviene analizar sus propie-
dades con mas detalle. Si A, B C G, usamos la notacion

AB={ablac Abe B}, A '={a"t|acA}
Teorema 10.2 Si G es un grupo topoldgico y U es un entorno de 1, se cumple:

1. Eziste otro entorno V de 1 tal que VV C U.
2. Existe otro entorno V de 1 tal que V-1 C U.
3. Sia € G, existe otro entorno V de 1 tal que a='Va C U.

DEMOSTRACION: 1) Como 1-1 = 1, la antiimagen de U en G x G por el
producto en G es un entorno de (1,1), luego contiene un abierto de la forma
V x V, y es claro que V' cumple lo requerido. La prueba de 2) es analoga,
considerando ahora la aplicaciéon g — g~!. Para 3) consideramos la conjugacion
x + a~lza, que también es continua (es un homeomorfismo, de hecho) y deja
fijo al 1. [

El caso es que estas propiedades, junto con otra que obviamente deben cum-
plir los elementos de una base de entornos de 1, son suficientes para definir una
topologia en un grupo:

Teorema 10.3 Sea G un grupo y U una familia de subconjuntos de G no vacios
tales que:

1. SiU,V eU, existe W € U tal que W CUNV.

2. SiU €U existe Ve U tal que VV CU.

3. SiU €U, existe Vel tal que V-1 CU.

4. SiUceUyacG, exviste VeEU tal que a ' VaCU.

Entonces existe una unica topologia en G con la que G es un grupo topoldgico
y U es una base de entornos de 1.

1Esto ha de entenderse como que la imagen de todo entorno abierto de 1 es abierta.
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DEMOSTRACION: Observemos en primer lugar que todo U € U cumple
1 € U. En efecto, tomamos V € U tal que VV C U, luego W € U tal que
W= C V y finalmente X € U tal que X C VNW. Entonces, si g € X, tenemos
quegteWlcVyl=ggteVVcU.

Definimos T como el conjunto de todos los subconjuntos X de G tales que
para todo x € X existe V € U tal que zV C X. Es inmediato que se trata de una
topologia en G. Veamos que, para todo g € G, la familia gU = {gU | U € U} es
una base de entornos de g.

SiU €U, como 1 € U, tenemos que g € gU. Sea

X ={x € gU |xW C gU para cierto W € U}.

Claramente g € X C gU. Vamos a probar que X es abierto. Si z € X, existe
un W € U tal que 2W C gU, y podemos tomar V € U tal que VV C W. Asi
zV C X, pues si y € £V tenemos que yV C gU, pues y = xv, para ciertov € V
yy=2av € zvV C zW C gU. Esto prueba que X € T, luego gU es un entorno
de g.

Reciprocamente, si V es un entorno de g, existe X € Ttalque g€ X C V,
luego existe un V € U tal que gV C X. Por lo tanto, gU es ciertamente una
base de entornos de g.

Veamos finalmente que G es un grupo topologico con la topologia que hemos
definido. Para ello probaremos que la aplicacién f : G x G — G dada por
f(x,y) = xy~! es continua. Haciendo x = 1 de aqui se sigue la continuidad de
y— y~ !y de aqui se sigue a su vez la del producto.

Fijamos un punto (z,y) € G x G y tomamos U € U, de modo que xy~'U
es un entorno basico arbitrario de zy~!. Por la propiedad 4) aplicada a y~*
obtenemos W € U tal que Wy~! C y~'U. A su vez podemos tomar V € U tal

que VV~1 C W. Entonces 2V x yV es un entorno de (z,y) y
flzV xyV] =2VV =iyt caWy™! c ay™'U.

Esto prueba la continuidad de f en (x,y).

La unicidad se debe a que si dos topologias T y T2 en G tienen la misma
base de entornos de 1, entonces la identidad (G, T1) — (G, T2) es continua en 1,
luego es continua en G por 10.1, y lo mismo vale intercambiando las topologias,
luego la identidad es un homeomorfismo y ambas topologias son la misma. m

Nota La propiedad 3) se cumple automéaticamente si los elementos de U cum-
plen V = V~!. Un subconjunto de un espacio vectorial que cumpla esta propie-
dad se dice “equilibrado”, y es inmediato que todo entorno U de 1 en un grupo
topolégico contiene un entorno de 1 equilibrado, a saber U N U 1. L]

Un grupo topolégico puede tener subgrupos abiertos, como es el caso de R*,
que tiene como subgrupo abierto al intervalo ]0, +oo[. Notemos que también es
cerrado, y esto no es casual:

Teorema 10.4 Todo subgrupo abierto de un grupo topoldgico es también ce-
rrado.
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DEMOSTRACION: Si H es un subgrupo abierto de un grupo topoldgico G y
g € G\ H, entonces gH C G\ H, puessi h € gHNH, seris h = gh/, con b’ € H,
luego g = hh'~! € H. Por lo tanto, G \ H es abierto. =

Teorema 10.5 Un subgrupo de un grupo topoldgico es abierto si y sdlo si tiene
interior no vacio.

DEMOSTRACION: Sea G un grupo topolégico, sea H un subgrupo con interior
no vacfo y sea U C H un abierto no vacio. Siu € Uy h € H, entonces
hu=U C H es un entorno de h, luego H es abierto. m

Por otra parte, los subgrupos no tienen por qué ser cerrados. Por ejemplo,
un producto directo de infinitos grupos topologicos es denso en el producto,
luego no es cerrado, pues no coincide con el producto.

10.2 Las estructuras uniformes

Veamos ahora que todo grupo topolégico admite cuatro estructuras natura-
les de espacio uniforme, definidas sin relacién con métrica alguna, por lo que
constituyen un ejemplo de como el concepto de espacio uniforme permite reducir
a un mismo esquema general dos contextos aparentemente no relacionados:

Definicion 10.6 Si G es un grupo topologico, definimos las uniformidades iz-
quierda, derecha, superior (o bildtera) e inferior Uy, Ué, Ue y ulg como las
uniformidades que tienen por base, respectivamente, las bandas

L Vi={(z,y) eGxG|azlye U},
2. V¢ ={(z,y) eGx G|yt €U},
3. Vo ={(z,y) eGxG |2 lyeU, oy~ € U},
4. V4 = {(z,y) € G x G | existen u,u’ € U tales que zu = u'y},
donde U recorre los entornos equilibrados de 1.
Las cuatro familias de bandas son bases de uniformidades en G, pues cumplen
Viao C VNV, 2V C V7,
donde W es un entorno de 1 equilibrado tal que WW C U. Ademés:
By:(z) =aU, Bya(z)=Uzx, By,(z)=aUnNUz, Byu(x)=Ual,

y, cuando U recorre los entornos equilibrados de 1, las cuatro familias forman?

una base de entornos de x respecto de la topologia de G, luego las cuatro
uniformidades inducen la topologia de G.

2En el caso de los conjuntos UzU, consideramos la aplicacién continua f : GXGx G — G
dada por f(z,y,z) = zyz, que cumple f(1,z,1) = z, por lo que si V es un entorno de =z,
entonces f~1[V] es un entorno de (1,z, 1), que puede tomarse de la forma U x G x U, con lo
que UzU = f[U x {z} x U] C V.
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Es claro que las cuatro uniformidades coinciden cuando el grupo G es abe-
liano. En realidad, las uniformidades que uno consideraria “naturalmente” en
primera instancia en un grupo topolégico G son la izquierda y la derecha, pero
veremos que al estudiar la relacién entre ambas en grupos no abelianos llegamos
pronto a la necesidad de considerar la uniformidad superior y, menos evidente-
mente, también la inferior. El teorema siguiente proporciona la relacién entre
ellas:

Teorema 10.7 Si G es un grupo topoldgico, entonces:
1. Ug es la menor uniformidad en G que contiene a uiG U Ué.

2. Ugj es la mayor uniformidad en G contenida en Ul N U‘é.

DEMOSTRACION: Claramente Vi = Vé N V[‘Ji, de donde se sigue inme-
diatamente la primera afirmacion. Para probar la segunda observamos que
VEUVE Cc Vi de donde UM C UL NUE,.

Supongamos ahora que U C UL N Ué es una uniformidad en G, tomemos
VelUyseaW € U tal que 2W C V. Sea U un entorno equilibrado de 1 tal
que VE UVE C W. Veamos que Vi? C V, con lo que V € UX.

En efecto, si (z,y) € V{}d, existen u, ' € U tales que zu = u'y, luego
(zu,y) € VEC Wy (z,7u) = (z,u'y) € Vi C W, luego (v,y) €2W C V. =

Salvo que se indique lo contrario, consideraremos a cada grupo topolégico G
como espacio uniforme con la uniformidad bilatera Ug. Cuando queramos consi-
derar la uniformidad izquierda, la derecha o la inferior lo indicaremos escribiendo
Gi, Gd (6] Gid~

El teorema anterior implica que si US = U(d;7 las cuatro uniformidades coin-
ciden, y esto sucede trivialmente si G es abeliano (en particular en los espacios
vectoriales topologicos), pero también en otros casos, como cuando G es discreto,
pues entonces la uniformidad izquierda y la derecha se reducen a la uniformidad
discreta.

Es claro que si H es un subgrupo de un grupo topologico G, la restriccion
a H (en el sentido del teorema 2.9) de las uniformidades izquierda, derecha o
bilatera de G es la uniformidad correspondiente de H. Igualmente se comprueba
que cualquiera de las cuatro uniformidades en un producto [ G; es el producto
de las uniformidades correspondientes. i€l

Merece la pena escribir explicitamente a qué se reduce la continuidad uni-
forme de una aplicacién f : G — H entre dos grupos topologicos. Respecto a
las uniformidades izquierdas es:

Para todo entorno equilibrado U de 1 en H existe un entorno equi-
librado V de 1 en G de modo que si x, y € G cumplen x~ 'y € V,
entonces f(z)~'f(y) € U.

Para la uniformidad derecha es:
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Para todo entorno equilibrado U de 1 en H existe un entorno equi-
librado V de 1 en G de modo que si x, y € G cumplen xy~* € V,
entonces f(z)f(y)~t € U.

La continuidad uniforme para las uniformidades bilateras se reduce a que f
cumpla simultdneamente ambas condiciones. Para la uniformidad inferior es:

Para todo entorno equilibrado U de 1 en H existe un entorno equili-
brado V de 1 en G de modo que si x, y € G cumplen xv = v'y, con
v,v" € V, entonces existen u, v’ € U tales que f(x)u =u'f(y).

A partir de estas expresiones es inmediato el teorema siguiente:

Teorema 10.8 Todo homomorfismo continuo f : G — H entre grupos topo-
logicos es uniformemente continuo cuando en G y en H se considera cualquiera
de las cuatro uniformidades que hemos definido (la misma en ambos).

DEMOSTRACION: En efecto, si U es un entorno equilibrado de 1 en H,
podemos tomar un entorno equilibrado V de 1 en G tal que V C f~1[U], y es
claro que V cumple la definiciéon de continuidad uniforme. [

En particular, toda aplicacién lineal continua entre espacios vectoriales to-
pologicos es uniformemente continua.

Observemos que si G es un grupo abeliano, el producto (x,y) — zy es un
homomorfismo de grupos, por lo que es uniformemente continuo. Para grupos no
abelianos no tiene por qué serlo, pero no es necesario que el grupo sea abeliano
para que lo sea. En general se cumple lo siguiente:

Teorema 10.9 Si G es un grupo topoldgico, el producto en G es una aplicacion
uniformemente continua Gg X G; — Giq.

DEMOSTRACION: Sea U un entorno equilibrado de 1 en G. Una banda bésica
de G4 x G; es

V ={((91,92), (91, 95)) € (Ga x G;) x (Ga x G3) | (g1,94) € ViF, (g2, 95) € Vii }-
Basta probar que si d((g1,92), (g1,95)) < V, entonces d(g192,¢795) < Vi

En efecto, tenemos que g1 = vg] y g2 = g4v', luego g1g2 = vgighv', y esto

equivale a d(g192, g1g5) < V{<. "
Por lo tanto, basta con que UL, = UdG para que el producto sea uniforme-

mente continuo. Vamos a caracterizar los grupos en los que se da esta igualdad.
Para ello probamos primero lo siguiente:

Teorema 10.10 Si G es un grupo topoldgico y U, W son entornos equilibrados
de 1, las afirmaciones siguientes son equivalentes:

1. V¢ C V.
2. Vi c Vig.

3. Uz 'Uzcw.
z€G
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DEMOSTRACION: Veamos que 1) < 3). La equivalencia con 2) es analoga. Si
Vl‘} - V‘}'V7 tomemos y € ™ 'Ux, de modo que existe v € U tal que y = v~ 'ux,
luego xy = ux, luego (xy,x) € V(‘jl C Vi, luego existe w € W tal que zy = zw,
luego y =w € W.

Reciprocamente, si se cumple 3) y (z,y) € V¢, existe un u € U tal que
y = uz, luego 27 'y = 27 tux € 7 Ux C W, luego (x,y) € Vi . .

Con esto podemos probar:

Teorema 10.11 Si G es un grupo topoldgico, las afirmaciones siguientes son
equivalentes:

1. UL = Ud.
Us, c U,

ud c ui,.

e

Para todo entorno de 1 equilibrado W, existe otro entorno de 1 equili-
brado U tal que |J 27Uz C W.

zeG
5. Para todo entorno de 1 equilibrado W, la interseccion () x Wz es un
entorno de 1 equilibrado. z€G

6. Para todo entorno de 1 equilibrado W, existe otro entorno de 1 equilibrado
UcCW tal que x Uz = U para todo z € G.

DEMOSTRACION: Veamos que 2) < 4). Si se cumple 2) y W es un entorno
de 1 equilibrado, tenemos que va € UE - Ué, luego existe un entorno de 1
equilibrado U tal que V,‘}l C Vii,. Por el teorema anterior se cumple 4). El
reciproco es analogo.

Igualmente se prueba que 3) < 4), luego 2) < 3) y entonces es claro que
ambas afirmaciones equivalen a 1).

4) = 5) Dado W, tomamos U que cumpla 4) y entonces U C () z Wz,
zeG

5) = 4) Dado W, tomamos U = (| 7 'Wz y se cumple 4).

zeG
6) = 4) es trivial. Para probar 4) = 6) tomamos W, consideramos el entorno
U dado por 4) y entonces U’ = |J 271Uz C W cumple 6). "
zeG

La ultima condicién se expresa diciendo que G tiene entornos invariantes
pequenos.

Consideremos ahora la aplicaciéon = — 271

Teorema 10.12 Si G es un grupo topoldgico, ( )~': Gy — G4 es un homeo-
morfismo uniforme y ( )~ : Gy — G; es uniformemente continua si y sélo si
se cumple UL, = UE,.
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DEMOSTRACION: La primera parte es inmediata sin mas que tener en cuenta
que
d(z,y) < Vi < dz™ty™) < Vi

Esto nos da a su vez una implicaciéon de la segunda parte del enunciado. Si
2z +— 7! es uniformemente continua respecto a la uniformidad izquierda, esto
significa que para cada entorno de 1 equilibrado W existe otro entorno equi-
librado U tal que d(z,y) < V{ implica que d(z~1,y~!) < V{i,, que a su vez
equivale a d(x,y) < VV‘%,. Por lo tanto, V& C VIj{,, y esto prueba que UdG c us,
luego por el teorema anterior se da la igualdad. m

Notemos que si una aplicacién es uniformemente continua como aplicacién
G — @G, también lo es como aplicaciéon G; — G;, luego el teorema anterior
prueba que z — 27! no es uniformemente continua (respecto de la uniformidad
bildtera) salvo que UL, = UL

Nota La aplicacion f :]0,+oo[ — ]0, +o0o[ dada por f(z) = 1/x es uniforme-
mente continua respecto a la uniformidad inducida por la estructura de grupo
topologico de 0, +o00[ con el producto de nimeros reales, pero es facil ver que no
lo es respecto de la uniformidad inducida desde R (la inducida por la estructura
de grupo con la suma). Por lo tanto, tenemos otro ejemplo de dos uniformidades
distintas que inducen la misma topologia. [

Finalmente consideramos las traslaciones:

Teorema 10.13 Si G es un grupo topoldgico y a, b € G, entonces la aplicacion
f+ G — G dada por f(x) = axb es un homeomorfismo uniforme cuando
consideramos en G cualquiera de las cuatro uniformidades izquierda, derecha,
superior o inferior (la misma en ambos casos).

DEMOSTRACION: Consideremos primero la uniformidad izquierda. Dado un
entorno de 1 equilibrado U, llamamos W = bUb™!, que es también un entorno
de 1 equilibrado y, si d(z,y) < Vi), entonces

f(@) Y f(y)=blalybe b ' Wb C U,
luego d(f(c), f(y)) < V-

La prueba para la uniformidad derecha es analoga, y el hecho de que f sea
uniformemente continua respecto de ambas uniformidades implica que también
lo es respecto de la uniformidad superior. En el caso de la inferior, dado el
entorno U, definimos W = a~'Ua N bUb™!, que también es un entorno de 1
equilibrado, y si d(z,y) < V;i¢, existen w, w’ € W tales que zw = w'y, luego

1

azbb™ wb = aw’a tayb

luego f(z)b~lwb = aw’a='f(y), luego f(x)u = v/ f(y), con u = b~ wb € U,
v =aw'a”! € U, luego d(f(z), f(y)) < V{4 .

Terminamos esta seccidén mostrando algunas consecuencias del hecho de que
los grupos topologicos sean uniformizables. Por ejemplo, el teorema 2.13 nos da
inmediatamente:
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Teorema 10.14 Si G es un grupo topoldgico y X C G, entonces
X=NXU=NUX=NUXU,
U U U

donde U recorre los entornos abiertos de 1.
Basta observar que Vi [X] = XU, V[ X] =UX, VX =UXU.
De aqui podemos extraer varias consecuencias:

Teorema 10.15 Todo grupo topoldgico tiene una base de entornos de 1 cerra-
dos.

DEMOSTRACION: Sea G un grupo topolégico y U un entorno de 1. Sea V/
otro entorno tal que VV C U. Por el teorema anterior VC VV C U y V es un
entorno cerrado de 1. "

Teorema 10.16 Si G es un grupo topoldgico, las afirmaciones siguientes son
equivalentes:

1. G es un espacio de Hausdorff.
2. {1} es cerrado en G.

3. U = {1}, donde U recorre los entornos de 1.
U

DEMOSTRACION: El hecho de que las traslaciones sean invariantes implica
claramente que {1} es cerrado si y solo si todos los puntos son cerrados, es decir,
siy so6lo si G cumple la propiedad T;. Y el teorema 2.10 nos da que esto equivale
a que G tenga la propiedad de Hausdorff. Esto prueba que 1) < 2), mientras
que 2) < 3) se sigue del teorema 10.14 aplicado a X = {1}. n

Teorema 10.17 La clausura de un subgrupo en un grupo topoldgico es también
un subgrupo.

DEMOSTRACION: Sea G un grupo topologico y H un subgrupo de G. Sean
g1, go € H y sean U, V entornos de 1. EI teorema 10.14 nos da que g; = uhy,
g2 = hov, con hy, ho € H,u € U, v € V, luego g192 = uh1hov € UHV | para
todo U, V, luego g1g2 € H.

Similarmente, dado ¢ € H y un entorno U de 1, tenemos que U~! es un
entorno de 1, luego g = u='h, conu € U y h € H, luego g~ = h™'u € HU,
para todo U, luego g~ € H.

En el caso de un espacio vectorial topoloégico V' y un subespacio W tenemos
ademés que si v € W y a € K no es nulo, entonces, para todo entorno U de 0,
también o~ 'U es un entorno de 0, luego v = w +a 'u, conw € W y u € U,
luego av = aw +u € W + U, para todo U, luego av € W. L]

A partir de aqui el lector puede pasar a la secciéon 11.1, donde se introducen
los espacios vectoriales topoldgicos. 385
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10.3 Pseudométricas invariantes

Veamos que las las pseudométricas que generan las uniformidades de un
grupo topoldgico pueden tomarse invariantes por traslaciones en el sentido si-
guiente:

Definicion 10.18 Una pseudométrica p : G x G — R en un grupo G es
invariante por la izquierda (resp. por la derecha) si p(gz,gy) = p(x,y) (resp.
o(zg,yg9) = p(z,y)) para todo x,y,9 € G. Diremos que es invariante si lo es
por ambos lados.

Solo tenemos que observar que, si en el teorema 2.24 partimos de bandas
V,, invariantes por la izquierda (o por la derecha, o por ambos lados), es decir,
tales que (z,y) € V,, si y solo si (gz,gy) € Vi, (resp. (zg,yg) € V;, o las dos
condiciones a la vez) la pseudométrica obtenida es invariante por la izquierda
(o por la derecha o por ambos lados).

En efecto, recordemos la construcciéon de p:

Dado un par (x,y) € X x X consideramos todas las sucesiones finitas
g, ..., Ty de puntos de X tales que g = z, 2 = y. Definimos
p(z,y) como el infimo de las cantidades 1/2% + - - - +1/2% tales que
(.’Ej,h l‘j) c V;J

Vemos que la aplicacion (xq, ..., Z,) — (gxo, ..., g2x) biyecta las sucesiones
finitas que cumplen xy = x, x; = y con las que cumplen zg = gz, zp = gy, y la
condicion (z;_1,z;) € Vi, equivale a (gz;_1,9z;) € Vi, (0o a (z;-19,2;9) € Vi,),
por lo que p(gz, gy) = p(,y) (resp. p(xg,yg) = p(z,y)).

Por otra parte, las bandas V{i (resp. V;¢) son trivialmente invariantes por la
izquierda (resp. por la derecha) y, si se cumple U, = Ué, el teorema 10.11 nos
da que G tiene una base de entornos de 1 tales que zU = Uz, para todo z € G
y para estos entornos Vl’} = V[jl es invariante por ambos lados.

Por lo tanto, si en el teorema 2.25 partimos de una banda V' que sea bésica
para UL o UZ, en la demostracion podemos completar la sucesién con més
bandas bésicas, con lo que todas son invariantes (por el lado correspondiente),
con lo que la pseudométrica p obtenida es también invariante por la izquierda,
o por la derecha, o por ambos lados si UL = UdG.

Teniendo esto en cuenta, el teorema 2.26 admite la versién siguiente para
grupos topologicos:

Teorema 10.19 Si G es un grupo topoldgico, las uniformidades UL, y US estdn
generadas por sus pseudomélricas continuas invariantes por la izquierda o por
la derecha, respectivamente, o por las pseudométricas continuas invariantes si
se cumple Uy, = u‘é,

El enunciado del teorema anterior aporta algo frente al de 2.26, y es que
en principio deberiamos haber dicho “pseudométricas uniformes” en lugar de
“pseudomeétricas continuas”, pero el teorema siguiente justifica el enunciado:
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Teorema 10.20 Si G es un grupo topoldgico y p : G Xx G — R es una pseu-
dométrica continua invariante por la izquierda (resp. por la derecha) entonces
p es uniforme para la uniformidad izquierda (resp. derecha) de G.

DEMOSTRACION: Dado € > 0, tenemos que probar que existe un entorno
equilibrado U de 1 en G tal que si d(z,y) < V}; entonces p(z,y) < € (el argu-
mento por la derecha es anélogo). Por la continuidad existe un entorno equili-
brado U tal que si (z,y) € By, (1) x By, (1) entonces p(z,y) < €. Entonces, si
d(z,y) < Vji, tenemos que 2~ 'y € U, luego p(y~'z,1) < € y, por la invarianza
de p, concluimos que p(x,y) < e. n

El teorema 2.27 puede refinarse como sigue:

Teorema 10.21 Si G es un grupo topoldgico (de Hausdorff), las uniformida-
des uiG Y UdG son pseudometrizables (metrizables) si y solo si G tiene una base
numerable de entornos de 1, y en tal caso la pseudométrica (métrica) que ge-
nera la uniformidad puede tomarse invariante por la izquierda o la derecha,
respectivamente, o invariante si UL, = u%.

DEMOSTRACION: Si G tiene una base numerable {U,}52, de entornos de
1, entonces las uniformidades izquierda y derecha de G tienen bases numera-
bles {V{ 152, {Vi4 152, respectivamente, luego por 2.27 tenemos que son
pseudometrizables (metrizables) y, por las consideraciones precedentes, la pseu-
dométrica (métrica) generadora puede tomarse invariante por la izquierda o por
la derecha o por ambos lados, segtin el caso.

Reciprocamente, si cualquiera de las uniformidades es pseudometrizable, en-
tonces tienen una base numerable, la cual determina una base numerable de
entornos de 1 en G, a saber, la dada por las bolas By (1), donde V' es una banda
bésica de la uniformidad. n

Para completar este analisis solo falta observar que la condicién UL, = Ué
no sélo es suficiente, sino también necesaria, para que las uniformidades de un
grupo topolégico puedan ser generadas por pseudométricas invariantes:

Teorema 10.22 Si G es un grupo topoldgico y cualquiera de sus cuatro unifor-
midades naturales estd generada por una familia de pseudométricas invariantes,
entonces UL, = UL

DEMOSTRACION: Sea P una familia de pseudométricas invariantes en G
que genere cualquiera de las cuatro uniformidades U de G. En particular, la
topologia de G es la inducida por U, luego una base de entornos de 1 en G la
forman las bolas U = By (1), donde V = V(F,¢) es una banda bésica de U,
donde F' C P es finito. Explicitamente, esto significa que u € U si y s6lo si para
todo p € F se cumple que p(u,1) < e.

Por el teorema 10.11, basta probar que cada U en estas condiciones es un
entorno equilibrado de 1 que cumple = 'Uz = U. En efecto,siu € Uy p € F,
entonces p(u, 1) < ¢, luego p(1,u~?!) < ¢, luego u=! € U. Esto prueba que U es
equilibrado.
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Por otra parte, siy € x Uz y p € F, existe un u € U tal que y = 2~ 'ux,

con lo que
p(y,1) = p(z " ux, 1) = p(uz, z) = p(u,1) < e,

luego y € U, y esto mismo aplicado a 2! en lugar de z nos da la inclusién
opuesta. ]

Observemos que, por el teorema 10.12 y las observaciones posteriores, una
condicion necesaria y suficiente para que la topologia de un grupo topolégico G
esté generada por una familia de pseudométricas invariantes es que la aplica-
cion x — 7! sea uniformemente continua respecto a la uniformidad izquierda,
derecha o bilatera.

Consideremos ahora el caso particular de un espacio vectorial topologico.
Conviene introducir una definicion:

Definicion 10.23 Si V es un K-espacio vectorial, una semipseudonorma en V.
es una aplicacion | | : V' — R que cumple las propiedades siguientes, para todo
v,w €V ytodoae K:

1. ]0] = 0.
2. v+ w| < v+ |w].
3. Si |a] <1, entonces |av| < |v].
Una pseudonorma es una semipseudonorma que ademéas cumple:
4. |v| =0siy solosiv=0.

Observemos que toda semipseudonorma define una pseudométrica invariante
p(z,y) = | — y|, que es una métrica si y solo si la semipseudonorma es una
pseudonorma.

El interés de estos conceptos se debe a que si en el teorema 2.24 partimos
de bandas de la forma V,, = Vs, , donde U, es un entorno de 0 equilibrado, es
inmediato que, ademas de ser invariante, la pseudométrica p que construimos
cumple que p(azx,ay) < p(z,y), siempre que |a| < 1, y esto se traduce en que
|z| = p(z,0) es una semipseudonorma tal que p(x,y) = |z — y|.

En efecto, la tnica propiedad de la definicién que no es inmediata es:
lv+w| = p(v+w,0) = p(v, —w) = p(v,w) < p(v,0) + p(0,w) = |v] + |w],

¥, por otra parte, p(z,y) = p(x — y,0) = |z — y|.

Por consiguiente, el teorema 10.19 se particulariza al resultado siguiente:

Teorema 10.24 La uniformidad de un espacio vectorial topoldgico estd gene-
rada por (las pseudométricas asociadas a) sus semipseudonormas continuas.

Y el teorema 10.21 se particulariza a este otro enunciado:
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Teorema 10.25 Un espacio vectorial topoldgico (de Hausdorff) es pseudome-
trizable (metrizable) si y solo si tiene una base numerable de entornos de 0, y en
tal caso la pseudométrica (métrica) que genera su uniformidad puede tomarse
inducida por una semipseudonorma (pseudonorma), con lo que es invariante
por traslaciones y las bolas de centro 0 son equilibradas. 30

10.4 Cocientes

Si G es un grupo topolégico y N es un subgrupo de G, tenemos definidas
las relaciones de congruencia por la izquierda y por la derecha moédulo N, que
dan lugar a dos conjuntos cociente (G/N); y (G/N)4. Podemos considerarlos
como espacios topoloégicos con la topologia cociente, y entonces resultan ser
homeomorfos, pues la biyeccion f : (G/N); — (G/N)q dada por f(gN) =
Ng~! es un homeomorfismo.

En efecto, si p;, pqg son las proyecciones en los cocientes respectivos, tenemos
un diagrama conmutativo

—~ (G/N);

G
fol lf
G —— (G/N)4
donde fo(g) = g~'. Como fy es un homeomorfismo, resulta que A C (G/N);

es abierto si y solo si p; '[A] es abierto, si y solo si fo[p; '[A]] = p,; '[f[A]] es
abierto, si y solo si f[A] es abierto.

En vista de esto, no perdemos generalidad si consideramos tnicamente co-
cientes (G/N)q, de modo que en adelante representaremos los cocientes res-
pecto a la congruencia por la derecha simplemente como G/N. Por supuesto,
cuando N es un subgrupo normal, (G/N); = (G/N)q y el cociente tiene estruc-
tura de grupo, que resulta ser un grupo topoldgico, segiin probamos ahora:

Teorema 10.26 Si N es un subgrupo de un grupo topoldgico G, la proyeccion
p: G — G/N es abierta. Si N es normal, G/N es un grupo topoldgico.

DEMOSTRACION: Si U es abierto en G, entonces p~[p[U]] = NU = |J nU
es abierto en G, luego p[U] es abierto en G/N. neN

Supongamos ahora que N es un subgrupo normal y sea 7 : G X G — G el
producto en G. Si U es abierto en G/N, entonces p~![U] es abierto en G,
luego 7~ 1[p~t[U]] es abierto en G x G, luego p[r~t[p~![U]]] es abierto en
(G/N) x (G/N) (porque p es abierta, luego p x p también), pero este con-
junto es precisamente la antiimagen de U por el producto de G/N, luego queda
probado que es continuo.

Similarmente, si U es abierto en G/N, tenemos que U~! = p[p~1[U]7!] es
también abierto, por lo que la aplicacién Ng — Ng~! también es continua. m
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Es facil ver que en el caso particular en que W es un subespacio vectorial de
un espacio vectorial topolégico V', el espacio vectorial cociente V/W es también
un espacio vectorial topologico.

Teorema 10.27 Si G es un grupo topolégico y N es un subgrupo, el cociente
G/N es un espacio de Hausdorff si y solo si N es cerrado en G.

DEMOSTRACION: Sea p : G — G/N la proyeccion en el cociente. Si G/N
es de Hausdorff, entonces {p(1)} es cerrado en G/N, luego N = p~[p(1)] es
cerrado en G.

Si N es cerrado, como la proyeccion es abierta, en virtud del teorema 1.48,
basta probar que la relaciéon de congruencia

R={(g1,92) €EGxG|gg;' € N}

es cerrada en G X G, pero esto es obvio, pues se trata de la antiimagen de N
(que es cerrado) por la aplicacion continua (g1, go) — 9195 ' "

He aqui la version topologica del teorema de isomorfia:

Teorema 10.28 Si f : G — H es un epimorfismo continuo de grupos topold-
gicos, entonces el isomorfismo f : G/ N(f) — H inducido por f es continuo,
y es un homeomorfismo si y sélo si f es una aplicacion abierta.

DEMOSTRACION: Si U es abierto en H, entonces f~1[U] es abierto en H,
luego f~1[U] = p[f~1[U]] es abierto en G/ N(f). Por lo tanto, f es continua.
Si f es abierta y U es un abierto en G/ N(f), entonces p~![U] es abierto en G,
luego f[p~t[U]] = f[U] es abierto en H. "

Obviamente, este teorema se aplica en particular al caso de los espacios
vectoriales topologicos.

Ejemplo Vamos a ver que las proyecciones en cocientes no tienen por qué
ser cerradas. Para ello consideramos el espacio vectorial topolégico V = R?
y el subespacio W = {0} x R. Sea m : V. — R la proyeccion en la primera
componente, cuyo nucleo es W. Como es abierta (teorema 1.41) el teorema
anterior nos da un homeomorfismo 7 : V/W — R. Consideremos por otra
parte la proyeccion p : V. — V/W la proyeccion natural.

El conjunto C' = {(z,y) € R? | 2y = 1} es cerrado en V, pues es la an-
tiilmagen del cerrado {1} de R por la aplicacion continua (x,y) — xy, pero
m[p[C]] = R\ {0}, que no es cerrado en R, luego p[C] no es cerrado en V/W.

Teorema 10.29 Si G es un grupo topoldgico y N es un subgrupo normal de G,
entonces N también es un subgrupo normal.

DEMOSTRACION: Basta tener en cuenta que si g € G, entonces la conjuga-
cién = — a9 es un isomorfismo topologico de G en si mismo, luego conserva las
clausuras y, por consiguiente: (V)9 = N9 = N, luego N es normal. =
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En particular, en todo grupo topolégico G tenemos que m es un subgrupo
normal cerrado, y claramente es el menor subgrupo que cumple que el cociente
G/{1} es de Hausdorff.

En el apartado sobre cocientes, al final de la seccién 9.3, mostramos que los
cocientes de espacios normados respecto de subespacios cerrados son espacios
normados. 322

10.5 Compleciones de grupos topolégicos

A la hora de definir qué entendemos por “grupo topolégico completo” nos
encontramos con el problema de que tenemos cuatro uniformidades naturales
que inducen su topologia, y unas pueden ser completas y otras no. En cualquier
caso, el teorema 10.12 implica que G; es completo si y solo si lo es G4, pues
ambos son uniformemente homeomorfos.

De hecho, cuando Weil introdujo el concepto de espacio uniforme, en el caso
de los grupos topologicos consideré dnicamente las uniformidades izquierda y
derecha, y definié un grupo topolégico completo como un grupo topoloégico com-
pleto respecto a dichas uniformidades. Sin embargo, en 1944 Dieudonné mostro
un ejemplo de grupo topolégico completo en el sentido de Weil cuyas comple-
ciones izquierda y derecha no admiten estructura de grupo topologico. Quedo
planteado entonces el problema de si es posible considerar una uniformidad en
un grupo topologico que induzca su topologia y cuya complecién si que admita
estructura de grupo topolégico. En 1946 Ratkov dio una respuesta positiva,
y la uniformidad que consideré no fue sino la que hemos llamado uniformidad
bilatera o superior. Por tltimo, veremos que la uniformidad inferior interviene
de forma natural en el estudio de las relaciones entre las compleciones de las
otras tres uniformidades.

Estos hechos explican por qué hemos adoptado el convenio de considerar
como uniformidad “por defecto” de un grupo topoldgico su uniformidad bilatera,
lo que ahora nos lleva a la definicién siguiente:

Definicion 10.30 Un grupo topoloégico G es completo o Raikov-completo, si lo
es respecto de su uniformidad bilatera. Diremos que G es Weil-completo si lo es
respecto de sus uniformidades izquierda y derecha.

Segun las observaciones precedentes, para que un grupo sea Weil-completo
basta con que lo sea respecto de una de las dos uniformidades laterales, pues
ello implica que también lo es respecto de la otra.

En general, si dos uniformidades inducen la misma topologia en un con-
junto X y cumplen U; C Uz, todo filtro de Cauchy para la segunda lo es para
la primera (y los filtros convergentes son los mismos), por lo que si (X,U;) es
completo, también lo es (X, Us).

Por lo tanto, todo grupo topolégico Weil-completo es completo, y todavia
podriamos definir un grupo fuertemente completo como un grupo completo es
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respecto de su uniformidad inferior, y entonces todo grupo topologico fuerte-
mente completo resulta ser Weil-completo.

Sin embargo, el ejemplo A.48 muestra un grupo topolégico completo que no
es Weil-completo, mientras que el ejemplo A.49 corresponde a un grupo Weil-
completo que no es fuertemente completo.

Pasamos a estudiar las compleciones de un grupo topolégico. Por simplici-
dad nos restringiremos al caso de grupos de Hausdorff, cuyas compleciones de
Hausdorff vienen dadas por el teorema 2.39.

Para tratar simultdneamente con todos los casos conviene probar un resul-
tado técnico general:

Teorema 10.31 Sea G un grupo topolégico y sean Uy, Uy dos de sus cuatro
uniformidades naturales. Entonces se cumple la propiedad ® (Ui, Us) siguiente:

Para cada Vi € Uy existe V. € Uy tal que para todo x € G existe
W e Uy tal que W[By (z)] C By, (z).

DEMOSTRACION: SiUs C Uy la propiedad ®(Uq, Us) se cumple trivialmente,
pues basta tomar V' € Uy tal que 2V C Vo y W = V. Entonces, si z € W[By (z)],
existe un y € By (z) tal que (z,y) € V, luego (z, 2) € 2V C V4.

También es inmediato que si se cumple ®(U;, Us) y Uy C Uf, entonces se
cumple ®(U;, Us).

Esto hace que, de los 16 casos que habria que considerar, en realidad baste
ocuparse de tres de ellos:

d(UX,UL) Tomamos Vo = V,jo € U%, donde Uy es un entorno de 1 equili-
brado. Tomamos otro entorno equilibrado tal que U? C Uy, y llamamos V = V[’}.

Dado z € G, tomamos un entorno de 1 equilibrado U, C U de manera que
27 U,z C U y llamamos W = Vi?. Sea s € W[By (z)], lo cual significa que
existe un y tal que (z,y) € Vi y (s,y) € V,}f. A su vez, esto significa que
y € zU, s € UyyU,, luego

s € UpaUU, C xx~'UpzUU, C 2UUU C aUy.
Por lo tanto, s € By, ().
P(UM,UL) se prueba andlogamente.

@(UgﬂUG) Tomamos Vy € Ug, de modo que Vo = V4 N Va, donde V4 € UL,
Vs € U, Por los casos ya probados, existen V3 € Uy v Vi € U, que sirven
como V en ®(UH, UL) y ®(UH, UL), para V7 y Va respectivamente. Entonces
V =V3NV, € Ug sirve como V simultaneamente en ®(U, UL) v (UY, UL)
para Vi y Va.

Esto significa que para cada » € G existen W}, W2 € Ulg que cumplen las
propiedades correspondientes para V' y V7 y Vb, respectivamente, pero entonces
W, = W N W2 sirve para ambas, es decir,

W, [Byv(z)] C By, (z) N By, (z) = By, ().

Como consecuencia;:
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Teorema 10.32 Sea G un grupo topoldgico de Hausdorff y sean Uy y Uz dos
de sus cuatro uniformidades. Sea F' un filtro de Cauchy en Go. Entonces:

1. si Fy C F es un filtro de Cauchy en Gy, también es un filtro de Cauchy
en Gs.

2. SiU; C Uy y F es minimal en Go, también es minimal en G.

3. SiUy C Us y G es de Hausdorff, la inclusion © : Go — G1 es uniforme-
mente continua y un homeomorfismo en su imagen.

DEMOSTRACION: 1) Sea Vi € Us. Por el teorema anterior existe V € Uy y
una familia {W, },cc de bandas de (G, U;) de manera que W, [By (x)] C By, (z).

Como F es de Cauchy en (G, Us), existe A € F tal que d(4) < V. Tomemos
a € A. Como Fy es de Cauchy en (G, U;), existe un B € Fy tal que d(B) < W,.
Como Fy C F se cumple que AN B € F. Tomemos b € AN B. Entonces
B C Bw,(b) = W,[{b}] € W,[Bv(a)] C By,(a). Por lo tanto d(B) < 2V.
Como Vj es una banda arbitraria en Us, esto implica que Fy es de Cauchy en

(G, Usz).

2) Como Uy C Uy, es claro que F es un filtro de Cauchy en G1. Supongamos
que Fy C F es otro filtro de Cauchy en Gy, por 1) también es de Cauchy en G,
luego la minimalidad de F' implica que Fy = F, luego F' también es minimal

en G.

3) Por 2) tenemos que Gg C él. Una banda bésica en él es de la forma ‘7,
donde V € U; C Uy, y VN (ég X G’g) es precisamente la banda Ve ﬂg. Esto
prueba que la inclusion es uniformemente continua. En particular, si a € Go,
todo entorno de a respecto de la topologia relativa a ﬂl lo es también respecto
de Uy. Esto implica que F! C F2, donde

F! ={UNG | U es un entorno de a en G;}.

Por otra parte, el teorema 2.37 nos da que F! es el tinico filtro de Cauchy
minimal en G; que converge a a en Gi, luego por 2) F2? también es minimal
en Gy, luego F} = F2 y, en partlcular lim F} = a en Go.

Asi, la identidad J Gy —» Gg, donde en el primer espacio consideramos la
topologia relativa a Gy y en el segundo la propia de Go, cumple que su restriccién
ilg: G — G+ es continua (pues Gy y Gg inducen la misma topologia en G)
y todo flitro F' en G convergente a a € Go respecto a la topologfa relativa a
Gy converge también a a en la topologia de Gg, pues claramente F} C F y F}
converge a a en Gs.

Por consiguiente, podemos aplicar el teorema 1.59, segtin el cual j es con-
tinua, lo que significa que i : G2 — G1 es un homeomorfismo en su imagen.

| |

Como consecuencia:



10.5. Compleciones de grupos topolégicos 353

Teorema 10.33 Si G es un grupo topolégico de Hausdorff, sus cuatro comple-
ciones estdn relacionadas segin muestra el diagrama siguiente:

donde las cuatro flechas son inclusiones, y todas ellas son uniformemente con-
tinuas y homeomorfismos en sus imdgenes respectivas. Ademds G = G* N G<.

DEMOSTRACION: Sia € G'N G, en la prueba del teorema anterior hemos
visto que F! = Fi4 = Fd luego Fi¢ es a la vez un filtro de Cauchy en G
respecto de UL, y respecto de Ué, lo que implica que es un filtro de Cauchy
respecto de Ug, luego converge a cierto ¢ € G, pero aplicando las inclusiones
(que son continuas), vemos que a = ¢ € G. n

Estudiamos ahora la existencia de extensiones continuas de la aplicacién
z+— 2~ ! en un grupo topolégico de HausdorfF:

Teorema 10.34 Si G es un grupo topoldgico de Hausdorff, entonces la aplica-
cion j : G — G dada por j(xr) = 27! se extiende a un tnico homeomorfismo
uniforme j : Gid — Gid gl que j o7 es la tdentidad, el cual se restringe a su
vez a homeomorfismos uniformes j : G; — Gy y7j: G —G.

DEMOSTRACION: Si U es un entorno de 1 equilibrado en G, es inmediato
que j V{4 = Ve, luego j : Gijg — Giq es un homeomorfismo uniforme, luego
se extiende a un tnico homeomorfismo uniforme j : G4 — G, Se cumple
que j o j es la identidad porque j o j y la identidad coinciden en G.

Similarmente, j : G; — G4 es un homeomorfismo uniforme, luego se ex-
tiende a un homeomorfismo uniforme j* : Gi — G, pero como jlg, ¥ j*
coinciden en G, tienen que ser iguales, luego concluimos que j[é”] = Gd, luego
jlGY =G

A su vez, esto implica que j[G] = j[GiNG4] = j[Gi]NjIGd] = GanGi = G.

Para estudiar la existencia de extensiones continuas del producto de un grupo
topologico a sus compleciones nos apoyaremos en el teorema siguiente:

Teorema 10.35 Sea G un grupo topoldgico y sea U una de las tres uniformi-
dades UL, UL, Ug. Si Fy, Fy son filtros de Cauchy respecto de U, entonces
el producto F1Fo = {AB | A € F1,B € Fy} es una base de filtro de Cauchy
respecto de U.
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DEMOSTRACION: Consideremos en primer lugar el caso U = ug. Clara-
mente (AN A)(BNB')C ABN A'B’, de donde se sigue que F1 F» es una base
de filtro.

Sea Uy un entorno de 1 equilibrado en G y sea U otro entorno equilibrado
tal que U C Up. Entonces existe un B € F; tal que d(B) < V};, es decir, tal
que B~'B C U. Sea b € B. Entonces existe un A € F; tal que d(4) <
es decir, tal que A™1A C bUb L. Asi

4
bUb—1?

(ABY 'AB=B'A'ABCc B"'Ub 'B CU? C U,

luego d(AB) < V.

Anélogamente se razona con U y, si Fy y Fy son filtros de Cauchy respecto
de Ug, también lo son respecto de UL y respecto de Ué, luego por la parte ya
probada Fi F5 es una base de filtro de Cauchy respecto de ambas uniformidades,
luego también respecto de Ug. L]

Como consecuencia:

Teorema 10.36 Sea G un grupo topoldgico de Hausdorff y sea G, uno de los
espacios uniformes G;, G4 o G. El producto en G se extiende a una tunica
operacion continua G, x G, — G, asociativa y con elemento neutro 1 (y
conmutativa si lo es el producto en G).

DEMOSTRACION: Consideremos en primer lugar el caso G, = G;. Llamemos
m : G; Xx G; — G; al producto en G. Si z, y € éi, entonces = e y son dos
filtros de Cauchy minimales en G que convergen a ellos mismos como puntos
de G;. Por el teorema anterior, xy es una base de filtro de Cauchy en G;, luego
converge a un punto de G; que podemos llamar m(z,y). Esto nos define una
aplicaciéon m : Gi x G, — G;.

Observemos que m extiende a m, pues si x, y € G, entonces, identificados
con sus imAagenes en G; son los filtros de todos sus entornos, y el filtro generado
por xy contiene a todos los entornos de m(z,y) (pues si U es un entorno de
m(x,y), entonces m~[U] es un entorno de (z,%), luego contiene un entorno
béasico A x B, luego AB C U, con AB € zy), luego xy converge a m(x,y), luego
m(z,y) =m(z,y).

Mas en general, si I es cualquier filtro en G; X G; que converge a un punto
(x,y) € G; x Gy, entonces xy C m|[F].

En efecto, por 2.37 un elemento arbitrario de x como filtro en G; es de la
forma A = U;NG;, donde Uy es un entorno de = en G’i, e igualmente un elemento
arbitrario de y es B = Us NG, donde Us es un entorno de y. Entonces Uy x Us
es un entorno de (x,y), luego existe C € F tal que

CC (U xU)N(G; x Gy) = Ax BCm [AB],

luego AB € m[F]. Por consiguiente, m[F] converge a m(z,y) y el teorema 1.59
nos da entonces que m es continua. A partir de aqui escribiremos xy = m(z, y).
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Las propiedades algebraicas del producto en G; se siguen de las de su res-
triccion a G por densidad. Por ejemplo, las aplicaciones G; x G; x G; dadas por
(x,y,2) = (zy)z vy (z,y,z) = x(yz) son continuas y coinciden en G; x G; x G,
luego coinciden en Gi x G x Gl, y esto significa que el producto en G; es
asociativo. Igualmente se prueba que es conmutativo si lo es el de G;.

Similarmente, las aplicaciones G; — G, dadas por x — lx y x — zl son
continuas y coinciden con la identidad en G;, luego son la identidad, y esto
prueba que 1 es el elemento neutro para el producto en G;.

Anélogamente se prueba que el producto en G4 se extiende a G, ¥y por
densidad las restricciones a G x G de los productos en G x G; v en Gy x Gy son
iguales, pues coinciden en G x G. En particular, ambas restricciones son una
operacion GxG— G luego el producto en G también tiene una extension
continua a G. n

Combinando el teorema anterior con 10.34 obtenemos:

Teorema 10.37 5i G es un grupo topoldgico de Hausdorff, existe un tnico
producto continuo GxG— G que extiende al producto en G, con el cual G
es un grupo topoldgico.

La uniformidad de G coincide con la uniformidad bildtera determinada por
su estructura de grupo, y sus uniformidades izquierda, derecha e inferior son las
inducidas desde G;, Gy Yy Gia, respectivamente.

Ademds todo homomorfismo continuo f : G — H en un grupo topoldgico
(de Hausdorff) completo respecto a su uniformidad bildtera se extiende a un
(iimico) homomorfismo continuo f : G — H.

DEMOSTRACION: El teorema anterior prueba que el producto en G se ex-
tiende a un tnico producto continuo en G x G, y tras el teorema 10.32 hemos
visto que la aplicacién = — ! también tlene una extensién continua a G y
como las aplicaciones  — zz~1 y 2 — 2~ 'z son continuas en G y coinciden
con la aplicaciéon constante 1 en G, se cumple que xz~! = 7' = 1 para todo

z e, luego G tiene estructura de grupo.

Sea U; una de las cuatro uniformidades ugf, ug, udé, Ug y sea Uz la uniformi-

dad inducida desde Gim éi, G’d7 G’, respectivamente. Entonces U; y Us inducen
la topologia de G, en el caso de Uy porque las inclusiones entre las cuatro com-
pleciones de G son homeomorfismos en sus imagenes, y las dos uniformidades
inducen la misma uniformidad en G. El teorema 2.17 nos da entonces que
U; = Us.

Por el teorema 10.8, el homomorfismo f del enunciado es uniformemente con-
tinuo, luego por 2.40 sabemos que se extiende a una aplicacién uniformemente
continua f : G — H. Las aplicaciones G x G — G dadas por (z,y) — f(:cy)
vy (z,y) — f(z )f( ) son continuas y coinciden en el conjunto denso G x G, luego
coinciden en G, y esto prueba que f es un homomorfismo de grupos. m

En resumen, hemos probado que la complecion bilatera G de un grupo to-
pologico G es también un grupo topologico. Sin embargo:
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Teorema 10.38 Si G es un grupo topoldgico de Hausdorff y la complecion G;
o G4 admite estructura de grupo topoldgico (con G como subgrupo) entonces
G;=G;=0G.

DEMOSTRACION: En tal caso la aplicacion z — 2! en G; (o Gg) tiene
que ser la tnica extension continua de la aplicacion correspondiente en G, que,
segin 10.34 toma imagenes en Gd (o G; i), luego tiene que ser Gi =Gy, lo que a
su vez implica que Gi=Gy=0G. L]

Nota Es importante entender que las igualdades G; = G4 = G son exclusiva-
mente conjuntistas (topologicas, de hecho), y no contradicen que en este grupo
comin tengamos tres uniformidades diferentes UG, UG, Uq.

Un ejemplo de esta situacion lo proporciona el grupo del ejemplo A .49, que
cumple G = G = G; = Gy G Gia, pero en el que UL, £ UL, por lo que las tres
uniformidades en G son diferentes. "

Notemos también que si G es completo respecto a sus uniformidades iz-
quierda o derecha (en cuyo caso lo es respecto de las dos), esto implica que G es
cerrado en G y en Gd, pero, como G C G, de hecho es denso en ambos espacios,
luego estamos de nuevo en el caso en que G; = G = Gy.

El teorema 10.34 nos da que la aplicaciéon = — z~! tiene una extensién
continua a Gld por lo que cabe preguntarse si el producto en G también la
tiene, en cuyo caso G también tendria estructura de grupo topolégico. Para
abordar el problema demostramos el teorema siguiente:

Teorema 10.39 Sea G un grupo topoldgico y sean Fy y Fo filtros en G tales
que Fy Fy es una base de filtro de Cauchy en G4 (resp. G;). Entonces Fy (resp.
Fy) es un filtro de Cauchy en Gq (resp. G;).

DEMOSTRACION: Si F; F, es una base de filtro de Cauchy en G4, para cada
entorno de 1 equilibrado U existen A € Fy y B € F; tales que d(AB) < V{4, con
lo que

AAT' C ABBT'AT' = AB(AB)"! C U.

Por lo tanto, F} es una base de filtro de Cauchy en G4. La afirmacion alternativa
se prueba analogamente. L]

Teorema 10.40 Si G es un grupo topoldgico de Hausdorff y el producto en G
admite una extension continua a G”d, entonces G = G = G4 = G.

DEMOSTRACION: Si el producto en G se extiende a G, el mismo argumento
del teorema 10.37 prueba que G tiene estructura de grupo topologico con
dicha extension (dado que la aplicacion z — x~! también tiene una extension
continua). Por lo tanto, dado z € é’id, existe un y € Gid tal quezy =yr=1¢€
G.

Puesto que « e y son filtros en G convergentes a x e y respectivamente, las
bases de filtro producto xy, yr son bases de filtro en G convergentes a 1 en
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la topologia de G, luego son bases de filtro de Cauchy tanto respecto de U,
como respecto de U‘é, luego el teorema anterior implica que x es un filtro de
Cauchy tanto en G; como en Gg4, luego su limite (que es el propio x) cumple
reG'nGi=aG.

Con esto hemos probado que Gid = G, con lo que Gl=G =G1'=G. n

Nota Observemos que las igualdades Gld=@GF =G'=G equivalen a que G
sea completo respecto a su uniformidad inferior (pues su complecion respecto
de esta uniformidad es éid). Un ejemplo en el que esto sucede sin que las
uniformidades izquierda y derecha coincidan es el grupo LG(2,R) estudiado en
el ejemplo A.47. m

Concluimos que la tnica de las cuatro compleciones naturales de un grupo
topologico G que puede tener estructura de grupo topolédgico (con G como sub-
grupo) es G, en el sentido de que si alguna otra la tiene también es porque
coincide con G.

Terminamos con el teorema siguiente, que generaliza a 9.57:

Teorema 10.41 Si G es un grupo topoldgico metrizable y N es un subgrupo
normal cerrado, el cociente G /N es metrizable y, si G es completo, G/N también
lo es.

DEMOSTRACION: Si G es metrizable, tiene una base numerable de entornos
de 1, digamos {V,,}72,, que podemos tomar decreciente y tal que V2., C V.
Como la proyeccion p : G — G//N es abierta, {p[V,]}52, es una base numerable
de entornos de 1 en G/N, luego el cociente es metrizable por 10.21.

Supongamos que G es completo y sea {2, N}22 ; una sucesion de Cauchy en
G/N, por ejemplo, respecto de la uniformidad izquierda. Basta probar que tiene
una subsucesion convergente, luego, pasando a una subsucesion, la propiedad
de Cauchy nos permite suponer que, para todo n € N, si p, ¢ > n, se cumple
que z,'z,N € p[V,]. Por lo tanto, si u € 2,N, v € z,N, se cumple que®
u v e NV, =V, N, luego v € uV,N Nz, N, luego uV,, Nz,N # 2.

Esto nos permite elegir recurrentemente u,, € x,, N de modo que se cumpla
Unt1 € UpVp. De este modo, Upyp € unVpuVig1 - Vigp—1 C upVi—1, y esto
significa que la sucesion {u, }°, es de Cauchy en G, luego converge, luego por
la continuidad de la proyeccion, también converge {u, N}°2 o = {z,N}32,. =

En la seccion 11.2 estudiamos el caso particular (mucho méas simple) de la
complecion de un espacio vectorial topolégico. 394

10.6 Conexidn

Estudiamos ahora la conexién en grupos topolégicos. Empezamos obser-
vando lo siguiente:

3En general, si N es un subgrupo normal y A es un conjunto arbitrario, NA = AN, pues
na = aa"'na € aN.
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Teorema 10.42 Si G es un grupo topoldgico y U es un entorno equilibrado de 1,

o0

entonces H = |J U™ es un subgrupo abierto y cerrado de G. En particular, si G
n=1

es conexo tiene que ser G = H.

DEMOSTRACION: Recordemos que “equilibrado” significa que U = U~!. Es
inmediato que si z € U™, y € U™, entonces zy € U™, luego H es cerrado
para productos, y ademas, si # € U™, entonces 2~ € (U~1)" = U™, luego H
también es cerrado para inversos. Por lo tanto es un subgrupo, abierto porque
es union de abiertos (notemos que, en general, si A y B son abiertos, también
loes AB = |J aB, luego cada U™ es abierto), y cerrado por 10.4. "

acA

Asi pues, en un grupo topologico conexo, todos los subgrupos propios tienen
que tener interior vacio, pues si un subgrupo contiene un entorno de 0 (que
podemos suponer equilibrado), necesariamente contiene al subrgrupo H dado
por el teorema anterior.

Teorema 10.43 En un grupo topoldgico, la componente conexa de 1 es un sub-
grupo normal cerrado.

DEMOSTRACION: Sea G un grupo topolégico y C' la componente conexa
de 1. Sig € C, entonces 1 = g~'g € g7'C y g7 'C es una componente conexa
de G (porque las traslaciones son homeomorfismos), luego ¢~!C = C y asi
gl=gl1€C.

Por lo tanto, si ¢ € C, por la parte ya probada g~ € C vy, aplicando dicha
parte a g~!, concluimos que gC = C, luego C es cerrado para el producto y
es, pues, un subgrupo, necesariamente cerrado, porque las componentes conexas
siempre lo son.

Similarmente, si ¢ € G tenemos que x — ¢ 'zg es un homeomorfismo de
G en si mismo, luego g~ 'Cg es la componente conexa de g~'lg = 1, luego
g 'Cg = C y C es un subgrupo normal. "

Notemos que las componentes conexas de G no son sino los trasladados gC,
con g € G, es decir, los elementos del grupo cociente G/N.

Teorema 10.44 Sea G un grupo topoldgico y N un subgrupo normal.
1. Si N y G/N son conexos, también lo es G.
2. Si N y G/N son totalmente disconexos, también lo es G.

DEMOSTRACION: Sea p : G — G/N la proyeccion en el cociente.

1) Supongamos que A es un abierto cerrado no vacio en G. Si g € G,
tenemos que gN es conexo, luego gN C A o bien gN N A = &. Esto implica
que A = p~1[p[A]], luego p[A] es abierto y cerrado en G/N, luego p[A] = G/N
y, por consiguiente, A = G.

2) Supongamos que C' C G es conexo. Entonces p[C] es conexo en G/N,

luego p[C] = {gN}, para cierto g € G, luego C' C gN, pero gN es totalmente
disconexo, luego C' se reduce a un punto. L]
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Notemos que, en las condiciones del teorema anterior, si G es conexo tam-
bién lo es G/N, pero no necesariamente N. Basta considerar G =Ry N = Z.
Por otra parte, si G es totalmente disconexo, también lo es IV, pero no necesa-
riamente G/N. Un ejemplo lo proporciona el grupo G de todas las sucesiones de
nameros racionales convergentes (en R), que es un espacio normado sobre Q con
la norma ||z|| = sup{|z,| | » € N}. Tomamos como N el subgrupo de las suce-
siones convergentes a 0. Entonces G es totalmente disconexo (cerodimensional,
de hecho), pero G/N es isomorfo y homeomorfo a R, que es conexo.

Teorema 10.45 Si G es un grupo topoldgico y C' es la componente conezxa de
1, entonces G/C' es totalmente disconezo.

DEMOSTRACION: Sea C* la componente conexa de 1 de G/C. Entonces
N = p~1[C*] es un subgrupo de G que contiene a C'y C* = N/C. Por el
teorema anterior N es conexo, luego tiene que ser N = C, luego C* = C/C =1,
luego G/C es totalmente disconexo. ]

Exactamente igual que el teorema 10.43 se demuestra:

Teorema 10.46 En un grupo topoldgico, la cuasicomponente de 1 es un sub-
grupo normal cerrado.

Sin embargo, al contrario de lo que sucede con las componentes conexas,
existen grupos topologicos G tales que el cociente G/Q) sobre la cuasicomponente
de 1 tiene cuasicomponente no trivial, con lo que son ejemplos de grupos en los
que la cuasicomponente y la componente conexa de 1 no coinciden, pero no es
facil poner ejemplos de tales grupos. 400

10.7 Compacidad

Vamos a aplicar ahora la compacidad al estudio de los grupos topologicos.

Grupos topologicos localmente compactos Empezamos observando que
la compacidad local en un grupo topolégico (en particular en un espacio vectorial
topologico) tiene la caracterizacion que cabe esperar:

Teorema 10.47 Un grupo topoldgico es localmente compacto si y sdlo si existe
un entorno de 1 compacto.

DEMOSTRACION: Sea G un grupo topoloégico con un entorno de 1 com-
pacto U. Si V es cualquier otro entorno de 1, por el teorema 10.15 existe un
entorno cerrado de 1 tal que W C UNV. Por estar contenido en U es compacto,
luego 1 tiene una base de entornos compactos. Si g € G, los trasladados por g
de los entornos compactos de 1 forman una base de entornos compactos de g,
luego G es localmente compacto. La otra implicaciéon es trivial. [

La completitud en los grupos topolégicos es una propiedad local, en el sentido
siguiente:
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Teorema 10.48 Si G es un grupo topoldgico y U es un entorno de 1 que es
completo con la uniformidad izquierda, derecha o bildtera, entonces G es com-
pleto. Lo mismo sucede si para todo a € G el conjunto UaU es completo respecto
de la uniformidad inferior.

DEMOSTRACION: Podemos suponer que U es equilibrado y, cambiando U
por U, que es cerrado. Por el teorema 10.13 las traslaciones son uniformemente
continuas (respecto de las cuatro uniformidades), por lo que todos los subespa-
cios aU y Ua, con a € G, son completos, asi como aU NUa y, en caso de que la
uniformidad sea la inferior, tenemos que UaU es completo por hipétesis.

Si F es un filtro de Cauchy en G, existe A € F tal que d(A) < Vi (para la
uniformidad izquierda, derecha o bilatera). Tomamos a € A y sea B = By, (a),
de modo que A C B. Notemos que B es uno de los subespacios aU, Ua, aUNUa
o UaU, luego es completo.

Es claro que F|g = {CNB | C € F} es un filtro de Cauchy en B, luego
converge, y esto implica que F' converge al mismo limite. [

Como consecuencia:

Teorema 10.49 Todo grupo topoldgico localmente compacto es completo res-
pecto a cualquiera de las cuatro uniformidades naturales.

DEMOSTRACION: Si G es un grupo topologico localmente compacto, pode-
mos tomar un entorno compacto U de 1. Si a € G, entonces UaU también es
compacto, pues lo es Ua y claramente UalU es la imagen de Ua x U por la aplica-
cion producto, que es continua. En particular, tanto U como UaU son completos
con cualquiera de las uniformidades que heredan de G (teorema 4.63), luego el
teorema anterior implica que G es completo respecto a las cuatro uniformidades.

u

En particular, todo subgrupo localmente compacto de un grupo topologico
de Hausdorff es cerrado. Notemos, por otra parte, que ]0,1[ es un espacio
uniforme localmente compacto no completo.

Teorema 10.50 Si G es un grupo topoldgico localmente compacto y N es un
subgrupo normal cerrado, entonces G/N es localmente compacto y si C C G/N
es un subconjunto compacto, existe K C G compacto tal que p[K]| = C, donde
p: G — G/N es la proyeccion candnica.

DEMOSTRACION: Como p es abierta, la imagen por p de un entorno com-
pacto de 1 es un entorno compacto de 1 en G/N, luego G/N es localmente
compacto.

Si U es un entorno abierto de 1 con clausura compacta, entonces {p[gU]}4cc
es un cubrimiento abierto de G/N, luego C' admite un subcubrimiento finito.

n n
Pongamos que C' C |J p[g;U]. Basta tomar K = p~*[C] N | ¢;U. n
i=1 i=1

1=
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Grupos topoldgicos totalmente acotados Una consecuencia notable del
teorema 4.60 es que en un grupo topoldgico compacto las cuatro uniformidades
naturales coinciden. En cambio, el ejemplo A.47 es un caso de grupo localmente
compacto en el cual difieren. Un poco més en general, vamos a ver que la
coincidencia se da de hecho en los grupos topoldgicos totalmente acotados.

Como en el caso de la completitud, a la hora de definir lo que entendemos por
un grupo topologico totalmente acotado tenemos que especificar la uniformidad
que consideramos, pero en este caso hay menos opciones:

Teorema 10.51 Si G es un grupo topoldgico y A C G cumple que A = A™1,
entonces A es totalmente acotado en G si y sdlo si lo es en G; si y sdlo si lo es
en Gg.

DEMOSTRACION: La equivalencia de la acotacion total respecto de G; vy Gy
se sigue del teorema 10.12. Por otra parte, como la identidad G — G; es uni-
formemente continua, si A es totalmente acotado en G lo es en GG;. Supongamos
finalmente que A es totalmente acotado en G;, luego en G4, y veamos que lo es
en G.

Sea Up un entorno equilibrado de 1 y consideremos la banda Vz;,. Sea U otro
entorno equilibrado de 1 tal que UU C Uy. Asi 2Vy C Viy,. Ademas podemos
descomponer Viy = Vi N Vg. Por hipétesis existen F;, F; C G finitos tales que
A C VE[Fi)] N VE[Fy]. Equivalentemente,

AC U (Bys ()N Byg(v).
(u,v)EF; X Fq

Descartamos las intersecciones vacias y, para las restantes, observamos que si
z € By (u) N Bya(v), entonces BVg/ (u)NBya(v) C .BQVU (2) C vi,o (z)7 luego A
estd cubierto por un ndmero finito de bolas de radio Vi, lo que implica que A
es totalmente acotado en G. m

Definicion 10.52 Diremos que un grupo topologico G es totalmente acotado
si lo es respecto de su uniformidad izquierda, o derecha, o bilatera.

El ejemplo A.50 muestra un caso de grupo topoldgico que no es totalmente
acotado, pero si que lo es respecto de su uniformidad inferior. Ahora ya podemos
probar:

Teorema 10.53 En un grupo topolégico de Hausdorff totalmente acotado, las
uniformidades izquierda y derecha coinciden.

DEMOSTRACION: Si GG es un grupo topoldgico totalmente acotado, entonces
G esun grupo topoldgico compacto, luego sus uniformidades izquierda y derecha
coinciden, pero las uniformidades izquierda y derecha de G son las restricciones
de las de G, luego también coinciden. m
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Grupos topologicos compactos Es inmediato que si A es un subconjunto
abierto de un grupo topolégico y B es un subconjunto cualquiera, entonces

AB = |J Ab es abierto. Sin embargo, no es cierto que el producto de sub-
beB
conjuntos cerrados sea necesariamente cerrado. Por ejemplo, en R? podemos

considerar
A=Rx{0}, B={(v,y)€R?*|x>0, ay=1}
Entonces A+ B = {(z,y) € R? | y > 0}, que no es cerrado. No obstante:

Teorema 10.54 Sean A y B subconjuntos de un grupo topoldgico G.
1. Si A es compacto y B es cerrado, entonces AB y BA son cerrados.

2. Si A y B son compactos, entonces AB y BA son compactos.

DEMOSTRACION: La segunda propiedad es inmediata, pues A y B son ima-
genes continuas del compacto A x B. Veamos que BA es cerrado. Igualmente
se prueba que AB también lo es.

Si g € G\ BA, entonces B~1gN A = @. Para cada a € A existe un entorno

de 1 equilibrado tal que aU,U,U, N B~'g = @, luego aU,U, N (B~1gU,) = @.
n

Por compacidad existen aq,...,a, € A tales que A C |J a;U,,. Llamemos

n i=1

U= (N U,,, de modo que, para cada a € A, existe un i tal que

i=1

1=

aU C a;Uy,U C a;U,, Uy,

luego aU N B~'gU = @, y por lo tanto AU N B~1gU = @. De aqui se sigue que
gUUNBA = @, luego g € gUU C G\ BA, luego G \ BA es abierto. "

Veamos algunas aplicaciones:

Teorema 10.55 Si G es un grupo topoldgico y N es un subgrupo normal com-
pacto, entonces la proyeccion p: G — G /N es cerrada.

DEMOSTRACION: Si B C G es cerrado, entonces BN es compacto por el
teorema anterior, luego p[BN| = p[B] es cerrado. "

Teorema 10.56 Sea G un grupo topoldgico y N un subgrupo normal cerrado.
Entonces G es compacto si y sélo si lo son N y G/N.

DEMOSTRACION: Obviamente, si G es compacto lo es N (por ser cerrado) y
G/N (por ser imagen continua de G). Si N y G/N son compactos, sea {F;}icr
una familia de cerrados en G con la propiedad de la interseccién finita. No
perdemos generalidad si suponemos que es cerrada para intersecciones finitas.

Sea p: G — G/N la proyeccion candnica. Por el teorema anterior tenemos
que {p[Fi]}ier es una familia de cerrados en G/N con la propiedad de la in-
terseccion finita. Por compacidad podemos tomar = € () p[F;]. Pongamos que
x = fin;, con f; € F;, n; € N. i€l
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Sea A; = {n; | F; C F;} C N. Como {F}}cr es cerrada para intersecciones
finitas, es claro que {A;};cr es una familia de cerrados en N con la propiedad

de la interseccion finita, luego existe un n € N N [ A;. Entonces
i€l

n € {n; | Fj C Fi},

1

luego, aplicando el homeomorfismo g — xg~" obtenemos que

.’ETL_I S {xn;l ‘ Fj C Fi} = {f] | Fj C Fl} C Fi7

luego zn~t € N F; # @. n
il
El teorema 10.42 nos da que en un grupo topoldgico conexo cualquier entorno
del neutro es un sistema generador. Ahora consideramos el extremo opuesto, el
de los grupos totalmente disconexos. Si suponemos la compacidad local tenemos
que hay entornos del neutro que generan subgrupos arbitrariamente pequenos.

Teorema 10.57 En un grupo topoldgico de Hausdorff localmente compacto (com-
pacto) totalmente disconezo los subgrupos (normales) abiertos compactos forman
una base de entornos de 1.

DEMOSTRACION: Sea G un grupo localmente compacto totalmente disco-
nexo, que serd, de hecho, cerodimensional, por el teorema 4.29. Sea U un
entorno compacto de 1. Entonces existe un abierto compacto Aconl € A C U.
Sea B el conjunto de todos los g € G tales que Ag € A. Vamos a probar que
H = BN B! es un subgrupo abierto y compacto contenido en U.

Veamos que B es abierto. Sea g € By z € A. Puesto que zg € Ay A
es abierto, por la continuidad del producto, existen entornos U, y V, de los
puntos z y ¢ tales que U,V, € A. Como A es compacto, podemos cubrirlo
con un numero finito de U,. Sea V la interseccién de los correspondientes V.
Entonces AV C Ay por consiguiente V C B.

Veamos ahora que B es cerrado o, equivalentemente, que G \ B es abierto.
Sea r € G\ B. Como Ar ¢ A existe un a € A de modo que ar € G\ A. Por
tanto existe un entorno W de r tal que aWW C G\ A. Esto prueba que W C G\ B
y consecuentemente que B es cerrado.

Como 1 € A, para cada y € B tenemos que y = ly € A, luego B C A.
Trivialmente 1 € B. Hemos probado que H es un entorno de 1 abierto y
compacto. Falta ver que es un subgrupo.

Sean h, k € H. Entonces h € By k= € B, luego

A(hk™Y) = (AR)k™ C Ak~ C A.

Esto prueba que hk~! € B e igualmente se prueba que (hk~1)"' =kh~! € B
luego hk~! € H.

Si G es compacto llamamos N a la intersecciéon de los subgrupos g~ ! Hg con
g € G. Claramente N es un subgrupo normal compacto contenido en H. Basta
ver que es abierto.
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Por la continuidad del producto, para todo g € G existen entornos V, y
Wy de 1 y g respectivamente tales que Wg_lVQWQ C H. Como G es compacto
podemos cubrirlo con una cantidad finita de abiertos W,. Sea V' la interseccion
de los V, correspondientes. Entonces ¢g='Vg C H para todo g € G. De aqui
que V C N. Asi pues N es un entorno del neutro y al ser un subgrupo lo es de
todos sus puntos. L]

Teorema 10.58 Si G es un grupo topoldgico localmente compacto, la compo-
nente conexa de 1 es la interseccion de todos los subgrupos abiertos de G, y
coincide con la cuasicomponente de 1.

DEMOSTRACION: Sea C' la componente conexa de 1. Si H es un subgrupo
abierto de G, también es cerrado, por 10.4, luego C C H y H/C es un subgrupo
abierto de G/C. Mas atn, todo subgrupo abierto de G/C es de esta forma.
El teorema 10.45 nos da que G/C es totalmente disconexo, luego, si g € G
pertenece a todos los subgrupos abiertos de G, el teorema anterior nos da que
gC esté en todos los entornos de 1 en G/C, luego gC = 1C y g € C. Como C
es interseccion de abiertos cerrados, tiene que contener a la cuasicomponente de
1, y la inclusién opuesta se da siempre. L]

En la seccién 11.5 estudiamos la compacidad en espacios vectoriales topolo-
gicos. 416

10.8 La medida de Haar

Definiciéon 10.59 Una medida de Haar izquierda (resp. derecha) en un grupo
topologico G es una medida de Borel regular (definiciéon 5.72) no nula (G, B, u)
tal que para todo A € B y todo g € G se cumple que u(gA) = pu(A) (resp.
w(Ag) = n(A)). (Notemos que los conjuntos gA y Ag son de Borel por el
teorema 5.73.)

En otras palabras, una medida de Haar es una medida de Borel invariante por
traslaciones izquierdas o derechas. Vamos a probar que todo grupo topolégico
de Hausdorff localmente compacto tiene medidas de Haar izquierdas y derechas
anicas salvo multiplicaciéon por una constante. La existencia de medidas inva-
riantes en grupos de Lie fue demostrada por Hurwitz en 1897, mientras que en
1933 Haar demostré su existencia en grupos topolégicos localmente compactos
métricos separables. En 1935 von Neumann probé la unicidad, y en 1940 Weil
probd la existencia y unicidad en el caso general de grupos topolégicos local-
mente compactos. La prueba de Weil usa el teorema de Tychonoff y depende,
por consiguiente, del axioma de eleccién, pero el mismo ano Cartan publico
otra prueba que no lo requiere basada en la prueba de Weil de la unicidad de la
medida de Haar.

La prueba de Cartan es bastante mas técnica, asi que aqui presentamos
una variante de la prueba de Weil, pero veremos que si el grupo G tiene una
base numerable la aplicacion del teorema de Tychonoff no requiere el axioma de
eleccion.
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La prueba del teorema siguiente no ofrece ninguna dificultad y muestra que
la existencia de una medida de Haar izquierda implica la existencia de una
medida de Haar derecha, y viceversa:

Teorema 10.60 Si G es un grupo topoldgico y p es una medida de Haar iz-
quierda (resp. derecha), entonces fi( A) = (A=) es una medida de Haar derecha
(resp. izquierda,).

Existencia Para la prueba de existencia necesitamos dos resultados previos
sencillos sobre grupos topologicos:

Teorema 10.61 Si G es un grupo topoldgico y K C U C G, donde K es
compacto y U es abierto, existe un entorno abierto de 1 tal que KV C U.

DEMOSTRACION: Para cada x € K, sea V, un entorno abierto de 1 tal
que V.V, C 2 'U. Los abiertos 2V, cubren K, luego podemos extraer un
subcubrimiento finito K C 21V, U---Ux,V,, . Bastatomar V =V, N---NV,,,
pues si x € K, existe un ¢ tal que = € z;V,,, luego 2V C z;V,,V,, CU. =

Teorema 10.62 Sea X un espacio de Hausdorff, sea K C X compacto y sean
Ui, Us abiertos en X tales que K C Uy UUs. Entonces existen compactos K1,
K> tales que K = K1 UKs y K; C U;.

DEMOSTRACION: Consideremos los compactos C1 = K \ Uy, Co = K \ Us.
Claramente C7; N Cy = &, luego 4.10 nos da que existen abiertos disjuntos V;
y Va tales que C; C V;. Basta tomar K1 = K \ Vi, Ko = K \ Vs, con lo que
tenemos dos compactos tales que K = K1 UKy y K; C U;. n

Para eludir el axioma de eleccién cuando G tiene una base numerable usa-
remos el teorema siguiente:

Teorema 10.63 Si G es un grupo topoldgico de Hausdorff localmente compacto
con una base numerable, existe un conjunto numerable X tal que:

1. Los elementos de K son subconjuntos compactos de G.
2. Toda union finita de elementos de K estd en K.

3. St K CU C G, donde K es compacto y U es abierto, existe K' e X tal
que KCK' CcK' CU.

4. Eziste un subgrupo denso D C G tal que si d € D y K € X, entonces
dK € X.

DEMOSTRACION: Sea B una base numerable de G. Eligiendo un elemento
de cada abierto basico obtenemos un conjunto denso numerable Dy C G. Si D
es el menor subgrupo que contiene a Dy, también es numerable, y sigue siendo
denso.
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oo
En efecto, podemos construir D como D = |J D, donde Dy es el conjunto
n=0
denso dado y Dy 1 = D, D, U D;l, de modo que cada D,, es numerable y D
también lo es.

Sea Ky el conjunto de las clausuras de los abiertos de B relativamente com-
pactos. Puesto que tenemos una aplicacién suprayectiva B — Kg, se cumple
que Xy también es numerable, y también lo es la clase de las uniones finitas de
elementos de Ky, por lo que podemos suponer que Ky es cerrado para uniones
finitas.

Veamos que Xy cumple la segunda propiedad del enunciado. En primer
lugar, si U C G es abierto y « € U, como G es localmente compacto, existe un
entorno compacto C' de z tal que z € C C U, luego existe un abierto V € B
tal que z € V C C C U, luego la clausura K’ = V C C es compacta, luego
KeXKoyreVCK CK CU.

Si K C U, los interiores de los elementos de X contenidos en U cubren K,
luego podemos extraer un subcubrimiento finito

KcKU---UK,CK,U---UK, CU,

donde K; € Kq y, como X es cerrado para uniones finitas, K/ = Ky U---UK,
cumple K/ e Koy K C K' C U.

Definimos X1 = |J dXy, que es una unién numerable de conjuntos numera-
debD
bles, luego sigue siendo numerable. Como las traslaciones son homeomorfismos,

K1 cumple las propiedad 1) del enunciado. Como 1 € D, tenemos que Ko C Ky,
por lo que Xy también cumple la propiedad 3). Ademas cumple la 4), pues si
K € Xy, existe un K’ € Xy y un dy € D de manera que K = doK’, luego si
d € D se cumple que dK = ddyK’, pero ddy € D, porque D es cerrado para
productos, luego dK € K.

Finalmente definimos X como el conjunto de uniones finitas de elementos
de Ky, que sigue siendo numerable y es claro que cumple todas las propiedades
requeridas. L]

Teorema 10.64 Si G es un grupo topoldgico de Hausdorff localmente compacto,
existe* una medida de Haar izquierda y una medida de Haar derecha en G.

DEMOSTRACION: Por el teorema 10.60 basta probar que existe una medida
de Haar izquierda. Si K C G es compacto y V C G tiene interior no vacio,
o n o
entonces K C |J gV, luego existen g1,...,9, € G tales que K C | gV.
e i=1
Definimos (K : V') como el minimo niimero natural n para el que esto sucede
(que solo sera nulo si K = &).

4Segiin hemos indicado, la prueba que vamos a dar requiere el axioma de eleccién, pero
no marcamos el teorema con (AE) porque existe otra prueba que no lo requiere. Como
también hemos indicado, la prueba que presentamos no requiere AE cuando G tiene una base
numerable.
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Sea X el conjunto de todos los subconjuntos compactos de G (o, en ausen-
cia del axioma de eleccion, el conjunto numerable dado por el teorema 10.63).
Como G es localmente compacto, existe Ky € K tal que Ky # @.

Para cada entorno abierto U de 1, definimos py : K — R mediante

(E:U) .

pu (K) = Ko D) >

Notemos que, como Ky # &, se cumple (Kq : U) # 0. Veamos que
0 < pu(K) < (K : Ko).

Ciertamente py(K) es un cociente de ntimeros naturales, luego no es nega-
tivo. Tenemos que probar que

(K:U) < (K:Ky)(Kp:U).

Por abreviar, escribiremos m = (K : Ky), n = (Ko : U). Entonces, existen
G1s---Gm,h1, ..., hy € G tales que

m N n
K C U giKO; Ko C U hJU
=1 =1

i= j=

Por lo tanto K C |J U ¢:h;U, por lo que (K : U) < mn.
i=1j=1

Consideramos ahora el espacio compacto® X = [] [0, (K : Kj)], de modo
KeX
que podemos considerar a cada py como un punto de X. Para cada entorno

abierto V de 1, definimos
CV)={w |UCV}CX,

donde U recorre también los entornos abiertos de 1. La familia formada por

estos conjuntos tiene la propiedad de la interseccion finita, pues si Vi,...,V,
n

son entornos abiertos de 1y V.= ViN---NV,, entonces py € () C(V;). Como X

i=1

es compacto, existe u € [C(V), que es una aplicacion pu : K — [0, +oo].
1%

1. Si K1 C Ky son elementos de X, entonces u(K;) < u(Ks).
En efecto, si U es un entorno abierto de 1, el cubrimiento con el que
calculamos (K3 : U) cubre también a K, luego (K3 : U) < (K3 : U),
luego py (K1) < pu (K2).

Ahora, la aplicacién ¢ : X — R dada por ¢(f) = f(K2) — f(K7) es
continua y toma valores > 0 en cada ug, luego por continuidad también
en cada C(V), luego ¢(u) > 0y asi u(K7) < u(Ks).

5E] tnico uso de AE en la prueba consiste en la aplicacion del teorema de Tychonoff para
justifica que X es compacto, pero segiin las observaciones tras el teorema 4.16, en el caso en
que X es numerable no se requiere el axioma de eleccion.
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2. Si Ky, Ky € X, entonces u(K; U Ka) < pu(Kq) + p(Ks).

Si U es un entorno abierto de 1, uniendo los cubrimientos de K; y Ko
con los que calculamos (K; : U) y (K2 : U) obtenemos un cubrimiento de
K1 UKy, de donde (K1 UKy :U) < (Ky :U) 4+ (K2 : U), y de aqui que
pu (K1 U Kp) < pp(Ky) + po(K2).

Como antes, consideramos la funcién continua ¢ : X — R definida por
o(f) = f(K1 UK3) — f(K1) — f(K32), que es > 0 en cada py, luego en
cada C(V), luego ¢(u) > 0 y esto prueba la relacion indicada.

3. Si KiU ' N KUt = @, entonces py (K1 U Ka) = uy (K1) + py (Kz).

En efecto, sea (K3 U Ky : U) = n, de modo que existen gq,...,g, € G
tales que K1 UKy C gtUU---Ug,U. Siun g;U corta a tanto a K; como
a Ky, entonces g; € Ki;U ' N KyU™! = @, luego, reordenando los g;,
podemos suponer que K1 C gtU U - U gnU, Ko C g 1UU---U g U,
luego (K1 :U) + (K2 : U) <n= (KUK, :U). El paso previo nos da la
igualdad.

4. Si K1 N Ky = @, entonces u(K1 U Ks) = u(Kq) + p(Ks).

Por 4.10 existen abiertos disjuntos K; C U; y por el teorema anterior
existen entornos abiertos de 1 tales que K;V; Cc U;. SiV = Vi NV,
entonces K1 VNK,V =@, ysiU C V7!, entonces KiU ' NK, U™t = @,
luego, por el apartado anterior, puy (K7 U Ks) = py (K1) + po(Ks). Esto
hace que la funcion ¢(f) = f(K1UK3)— f(K1)—f(Kz) esnulaen C(V 1),
luego en p, y asi obtenemos la conclusion.

Para cada abierto U en G, definimos p(U) = sup{u(K) | K € X, K C U}.

Observemos que si K € X es compacto y abierto, entonces p(K) en el sentido
que acabamos de definir coincide con el que ya tenfamos definido. Esto supone
probar que

p(K) =sup{u(K') | K' € X, K' C K},

donde aqui p es en ambos miembros la que ya teniamos definida. Ahora bien,
la desigualdad < es obvia, y la opuesta se sigue del apartado 1 anterior.

Veamos ahora que si g € G, entonces p(U) = pu(gU). En este punto tenemos
que distinguir el caso general en que X es el conjunto de todos los subconjuntos
compactos de G del caso en que X viene dado por el teorema 10.63.

En ambos casos tenemos que si K € X, U C G es abierto y g € G, entonces
(K :U) = (¢gK,U). Basta tener en cuenta que si K C g1UU---Ug,U, entonces
gK C ggnUU---Ugg,U.

En el caso general, de aqui deducimos que puy(K) = uy(gK), y la funcion
continua ¢ : X — R dada por ¢(f) = f(¢gK) — f(K) se anula en todos los
puntos py, luego también en cada C(V), luego ¢(u) = 0, luego se cumple que
w(gK) = p(K). A su vez, de aqui se sigue inmediatamente que u(U) = u(gU).
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Si K viene dado por el teorema 10.63 el razonamiento no es vélido porque
9K 1o esta necesariamente en X y py(gK) no esta definido necesariamente. Lo
que si que podemos afirmar es que py(dK) = uy(K) para todo K € X y todo
deD.

Este caso parte del supuesto de que G tiene una base numerable, luego en
particular tiene una base numerable de entornos de 1 y, por 10.21, es metrizable
y existe una distancia p invariante por la izquierda que induce su uniformidad
izquierda. Tenemos que probar la igualdad entre:

u(U) = sup{u(K) | K € X, K € U}

1(gU) = sup{p(K) | K € X, K C gU}.

Podemos suponer que U # G, pues en caso contrario gU = U y la igualdad
es obvia. Si K € X cumple K C U, entonces gK C gU y podemos considerar

e = p(gK,G\ gU) = inf{p(z,y) | (z,y) € gK x (G\ gU)} > 0.

En efecto, esta distancia no puede ser nula, pues en tal caso existirian su-
cesiones {x,}>2 ; en gK e {y,}52, en G \ gU de modo que h’TILn P(Zn,yn) = 0,
pero como gK es compacto, pasando a una subsucesién podemos suponer que
existe liinxn = x € gK, pero entonces p(z,G \ gU) = 0, luego z € G \ gU,
contradiccion.

Sea C' un entorno compacto de g en G. El producto en G es continuo en el
compacto C' x K, luego es uniformemente continuo. Esto significa que existe un
d > 0 tal que si p(g,¢9') <y p(x,2') < d, entonces p(gx, g'z’') < €/2.

El entorno C' contiene una bola de centro g y radio menor que J, en la cual
podemos tomar un d € D, y asi, para todo « € K, se cumple que p(gx,dz) < €/2,
luego dK C gU, dK € KX y u(dK) = u(K). Esto implica que pu(U) < u(gU).

Aplicando esta desigualdad al abierto gU y a ¢g~' obtenemos la desigualdad
opuesta u(gU) < u(U), luego tenemos la igualdad.

Es obvio que si U; C Us, entonces u(Uy) < p(Us). Para cada A € PG
definimos
p*(A) =inf{p(U) | AC U, con U abierto}.

Como en el paso anterior, se demuestra sin dificultad que esta definicién
coincide con la que ya teniamos en compactos y en abiertos, asi como que
si Ay C Ay, entonces p*(A4;) < p*(Az). También es inmediata la igualdad
1 (gA) = p* (A).

Vamos a probar que p* es una medida exterior en G (definicion B.16). Cier-
tamente toma valores > 0y u*(@) = 0. So6lo tenemos que probar que si {Ax}72
es cualquier sucesion en PG, entonces
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Supongamos en primer lugar que los Ag son abiertos. Si K € X cumple

oo n
K c | A, por compacidad existe un n tal que K C |J Aj. Aplicando el
k=0 k=0

n
teorema 10.62 varias veces, descomponemos K = |J K, con K C Ay.
k=0
En el caso en que K viene dado por el teorema 10.63, no es necesario que
los K; estén en X, pero podemos tomar K/ € X tales que K; C K} C Ay, (en el

caso general tomamos K| = K;). Por las propiedades 1 y 2 anteriores:
p(r) < p(U Kp) < 3 (KD < 3 u(Ar) < 3 pl(Aw).
k=0 k=0 k=0 k=0

Tomando el supremo para todo K concluimos la desigualdad que queriamos
probar (para conjuntos abiertos). En el caso general, podemos suponer que

> w*(Ag) < +o0, pues en caso contrario la desigualdad es trivial. Dado € > 0,
k=0
tomamos un abierto Uy tal que Ay, C Uy y u(Uy) < p*(Ax) + e/2FF1. Asi

w* <kLO_jO Ak) < (kﬁ_jo Uk) < kiu(Uk) < go 1 (Ax) + e,

y como € es arbitrario, podemos eliminarlo.

Veamos que todo abierto U es p*-medible, con lo que toda la o-algebra de
Borel de G estara contenida en la o-algebra de los conjuntos p*-medibles.

Para ello tomamos A C G, y tenemos que probar que
p(A) = p*(ANU) + p*(A\U).

Podemos suponer que p*(A) < 400, o la conclusion es trivial. Sea € > 0y sea
A CV C G abierto tal que pu(V) < pu*(A) +e. Sea K C VNU en X tal que
p(VNU)—e<u(K). Sea LCV\ K en X tal que u(V \ K) —e < pu(L). Asi

p(VAU) —e< u(V\K) —e < p(l),
luego
pANU) + p"(A\U) =2 < p(VNU) + u(V\U) = 2 < u(K) + p(L)

— u(KUL) < p((V AU U(V\K)) < pl(V) < p*(A) +e.
Por lo tanto,
p(ANU) + p* (A\U) < p*(A) + 3¢
y, como € es arbitrario, podemos eliminarlo y concluimos que U es p*-medible.

Llamamos p a la restriccion de p* a la o-algebra de Borel. Se trata de una
medida que sobre abiertos y compactos toma los valores que habiamos definido
previamente, de donde se sigue trivialmente que es regular.
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Notemos que p es no nula, pues, para todo abierto U, se cumple uy (Kp) = 1,
luego la funcién pk, : X — R toma el valor constante 1 sobre todas las uy,
luego también en cada C'(V), luego pr, (1) = 1, luego pu(Kyp) = 1.

Por dltimo, como p* es invariante por traslaciones izquierdas, su restriccion p
a la o-algebra de Borel de G' también lo es. L]

Nota Hemos construido la medida p por restricciéon de una medida exterior pu*,
usando el teorema B.17, pero éste afirma de hecho que la restriccion de p* a
la o-algebra de los conjuntos p*-medibles es, de hecho, una medida completa,
y hemos probado que es regular e invariante por traslaciones, luego podemos
concluir que la complecion de la medida de Haar que hemos construido (teo-
rema B.15) es también una medida regular invariante por traslaciones. m

Unicidad Para probar la unicidad de la medida de Haar necesitamos algunas
propiedades de estas medidas:

Teorema 10.65 Si i es una medida de Haar en un grupo topoldgico de Haus-
dorff G, entonces todo abierto no vacio tiene medida positiva.

DEMOSTRACION: Supongamos que g es una medida de Haar izquierda. Para
una medida derecha se razona analogamente. Por definicién p no es nula, luego
existe un conjunto de Borel con medida positiva. Por la regularidad exterior,
existe un abierto en G con medida positiva y, por la regularidad interior, existe
un compacto K C G tal que p(K) > 0.

Sea U un abierto no vacio. Si x € K y u € U, entonces z € xu~'U, luego

n
K C |J gU y podemos extraer un subcubrimiento finito, K C g;U, con lo
geG i=1

que 0 < p(K) < 5 w(g:U) =nu(U). Asi pues, u(U) > 0. "
i=1

Teorema 10.66 Si G es un grupo topoldgico, i es una medida de Haar iz-
quierda en G, f : G — R es una funcion integrable y x € G, entonces también
es integrable la funcion g — f(xg) y

/ f(xg) dyu(g) = / £(9) du(g).
G G

DEMOSTRACION: Lo probamos en primer lugar cuando f = x4, para cierto
conjunto de Borel A. En tal caso f(xg) = xz-14(g) y 271 A también es de Borel,
luego la funcién trasladada también es medible. Ademaés

/ xa(zg) du(g) = / Xo-1a(9) dp(g) = p(a1 A) = p(A) = / xa(9) dyu(g).
G G G

n

En segundo lugar suponemos que f = Y a;x4, es una funcion simple. En-
i=1

n
tonces la funcion trasladada es > a;X,-1.4,, luego también es una funcion simple
i=1
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/ f(zg)dulg) =S a / xa, (z9) dyu(g)
G G

K2

=Y /G xa.(9) di(g) = /G £(9) du(g).

En tercer lugar suponemos que f : G — [0,+o0[ es integrable, con lo
que, segin el teorema B.24, existe una sucesion {s,}52; monotona creciente
de funciones simples que converge puntualmente a f. Entonces las funciones
trasladadas g — s, (xg) también son simples y forman una sucesiéon monétona
creciente convergente a g — f(xg). Por el teorema de la convergencia monétona
tenemos que ésta es medible y

| tapduto) =1 [ suan)dnto) =1 [ sulo)dnto) = [ f0)duta).

n

1

luego en particular la funcién trasladada es integrable.

Finalmente, si f es integrable, también lo son f* y f~, y basta aplicar a
ambas el caso precedente. L]

También necesitaremos un hecho general:

Teorema 10.67 Si X es un espacio uniforme y f : X — R es una funcion
continua de soporte compacto, entonces es uniformemente continua.

DEMOSTRACION: Sea K el soporte de f y fijemos € > 0. Como f es
continua, para cada xz € K, existe una banda abierta V, en X tal que si
y € By, (z), entonces |f(y) — f(z)| < €/2. Sea W, tal que W, W, C V. Las bo-
las abiertas By, (z) cubren K, luego podemos extraer un subcubrimiento finito
K C Bw, (z1)U---UBw, (z,). Sea V=W, N---NW,, . Vamos a probar
que si d(z,y) < V, entonces |f(z) — f(y)| < e.

En efecto, si z, y ¢ K, entonces f(z) = f(y) = 0 y la conclusion es trivial,
asi que podemos suponer que uno de los dos puntos estd en K, por ejemplo
r € K. Entonces existe un i tal que z € Bw, (v;) C By, (7;). Ademés
(y,z) €V C W,,, luego (y,x;) € 2W,,, C V,,, luego y € By, (). Asi pues,

[f(@) = W)l < (@) = f@a)l + |f(z:) = f(y)] <e.
Esto prueba que f es uniformemente continua. u

De aqui deducimos:

Teorema 10.68 Si G es un grupo topoldgico de Hausdorff localmente compacto,
u es una medida de Borel reqular en G y f : G — R es una funcion continua
de soporte compacto, entonces las funciones

xH/Gf(wy)du(y% wH/gf(yw) du(y)

son continuas.
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DEMOSTRACION: Veamos que la segunda funciéon es continua en un punto
o € G. La comprobacion para la primera es analoga. Sea K el soporte de f y
sea U un entorno abierto de xy con clausura compacta. Notemos que si x € U
y f(yz) # 0, entonces yx € K, luego y € KU '

Por el teorema anterior, f es uniformemente continua respecto de la unifor-
midad izquierda de G, luego, dado € > 0, existe un entorno abierto Uy de 1 tal
que si 71y € Uy, entonces |g(x) — g(y)| < e.

Asi, si x € UNaolUy ey € G, tenemos que (yzo) 'yz = 25 'z € Uy, luego
|f(yx) — f(yzo)| < e. Por lo tanto,

/fyxdu /fyxodu )‘

=| [ smdu) = [ s dut)

-1

< / f (o) — Flywo)l du(t) < ew(KT ).
KU~

— 1 . .
Notemos que u(KU ) < +oo porque es la medida de un conjunto compacto.
Como € es arbitrario, esto implica que la funcién integral es continua en zy. =

Teorema 10.69 Si G es un grupo topoldgico de Hausdorff localmente compacto
y i, v son medidas de Haar izquierdas (resp. derechas) en G, existe una cons-
tante ¢ > 0 tal que p = cv.

DEMOSTRACION: Observemos que existe g : G — [0, 1] continua de soporte
compacto y no nula. En efecto, como G es localmente compacto, todo p € G
tiene un entorno abierto U de clausura compacta. Como G es completamente
regular, existe una funcion g : G — [0, 1] tal que g(p) = 1y g[G \ U] = {0}.
Por lo tanto, el soporte de g esta contenido en U, luego es compacto.

Por el teorema 5.77, g es integrable respecto a toda medida de Haar en G.
Mas atn, vamos a probar que toda funcién continua g : G — [0, 4+00[ con
soporte compacto tiene integral estrictamente positiva.

En efecto, como ¢ no es nula, existe un a > 0 tal que U = {x € G | g(x) > a},
es un abierto no vacio, luego de medida positiva. Por lo tanto,

/gduz/ngZ/adu=au(U)>0-
G U U

Sea ahora f : G — R cualquier funcién continua de soporte compacto y
definimos h : G x G — R mediante

f(@)g(yz)
fG g(tx)dv(t)
Notemos que ¢t — g(tx) es una funcién continua no nula de soporte com-

pacto que no toma valores negativos, luego hemos probado que la integral del
denominador es estrictamente positiva, y asi h esta bien definida.

h((E,y) =
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Sean K; y K> los soportes de f y g, respectivamente. Si h(x,y) # 0, entonces
x € Ky, yx € Ko, luego el soporte de h esta contenido en K X (KgKfl), luego
es compacto. Ademas h es continua, pues el numerador de la expresion que la
define lo es obviamente y el denominador lo es por el teorema anterior.

Ahora aplicamos el teorema 5.79 seguido de 10.66, de modo que

//hxydu e //h:vyd,u Vv (y)

// (v~ 'z,y) du(x)dv(y // (v, y) dv(y)dp(z)
= [ [ 1ot dvtyato)

En el dltimo paso hemos aplicado 10.66 a la integral respecto de v cambiando
y por xy. Ahora aplicamos la definicion de h:

Equivalentemente,

ot dula ™
[ @ e = [ o@ane) [t

Ahora s6lo tenemos que observar que el ultimo factor depende de f, de g y de v,
pero no de u. Por lo tanto, el cociente

Jo f(@) du(x)
Jo (@) du(x)

no depende de p, sino que es el mismo para toda medida de Haar izquierda u
en G. En particular,

S F ) dpae) _ f () dl)
Jo 9@ du(z) ~ g o) dnle)’

para todo par de funciones continuas de soporte compacto f y g, con g estric-
tamente positiva. Equivalentemente,

/G f(@) du(w) = ¢ /G f(@) dv(@),

_ Jo o) duz)
[ 9(@) dv ()

depende de u, vy g, pero no de f. Vamos a probar que pu = cv.

donde la constante
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Sea K C G compacto y sea € > 0. Por la regularidad exterior, existe un
abierto K C U C G tal que v(U) < v(K) + €¢/c. Pasando a un abierto menor,
podemos exigir que U sea compacta. Como G es completamente regular, el
teorema 5.51 nos da que existe una funciéon continua f : G — [0,1] tal que
fIK] = {1} y f[G\ U] = {0}. Entonces el soporte de f esta contenido en U,
luego se trata de una funcién continua de soporte compacto. Por lo tanto,

H(K) = /G x () da() < /G f(z) du(z) = ¢ /G f(x) dv(z)

< C/GXU(J:) dv(z) =cv(U) < ev(K) +e.

Por lo tanto, u(K) < ev(K). Intercambiando los papeles de u y v obtenemos
la desigualdad contraria.

Con esto tenemos que las medidas p y cv coinciden sobre todos los com-
pactos. Por la regularidad exterior coinciden sobre todos los abiertos y, por la
regularidad interior, coinciden sobre todos los conjuntos de Borel.

El teorema 10.60 implica que la conclusién es valida también para medidas
derechas. m

Asi pues, las medidas de Haar en grupos topologicos de Hausdorff localmente
compactos son tnicas salvo multiplos por constantes positivas. Si G es un grupo
topologico de Hausdorff compacto, toda medida de Haar en G es finita por
definicion, luego existe una tnica medida de Haar izquierda p en G tal que
#(G) = 1. Lo mismo vale para medidas derechas. Concretamente, es claro
que la dnica medida de Haar derecha que cumple i(G) = 1 es la dada por el
teorema 10.60.

Al hablar de “la medida de Haar” izquierda o derecha en un grupo topologico
compacto, se sobreentiende habitualmente que se trata de la tinica medida que
cumple pu(G) = 1.

La funcién modular Estudiamos ahora el problema de cuando las medidas
de Haar derechas e izquierdas coinciden. Por supuesto, coinciden cuando el
grupo es abeliano, pero vamos a ver que también lo hacen en muchos otros
casos.

Si G es un grupo topoldgico localmente compacto y p es una medida de
Haar izquierda en G, para cada g € G, la traslacion derecha x — xg es un
homeomorfismo, luego transforma conjuntos de Borel en conjuntos de Borel.
Para cada conjunto de Borel A, podemos definir p4(A) = p(Ag), y es facil ver
que se trata de una medida de Borel en G invariante por traslaciones izquierdas.
El teorema 10.69 nos da entonces que existe una constante A(g) > 0 tal que
tg = A(g)p. Tenemos asi definida una funcién A : G — )0, +oo].

Notemos que no depende de la eleccién de p, pues si v es otra medida de
Haar izquierda, existe un ¢ > 0 tal que v = cu, y entonces

vy(A) = v(Ag) = cu(Ag) = cA(g)u(A) = A(g)r(A).
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Definiciéon 10.70 Si G es un grupo topologico localmente compacto, llamamos
funcion modular de G a la tnica funcion A : G — 0, +o00[ tal que para toda
medida de Haar izquierda p en G se cumple que p(Ag) = A(g)u(A), para todo
conjunto de Borel A en G y todo g € G.

Teorema 10.71 Si G es un grupo topoldgico de Hausdorff localmente compacto,
entonces la funcion modular A : G — |0, +00[ es un homomorfismo continuo
de grupos topoldgicos.

DEMOSTRACION: Es facil ver que A es un homomorfismo:

A(zy)u(A) = p(Azy) = A(y)u(Az) = A(z)A(y)u(A),
para todo conjunto de Borel A y todos los z, y € G, luego A(zy) = A(z)A(y).

Veamos la continuidad. Para cada funcién f : G — R y cada = € G,
definimos f,(y) = f(yz~'). Si A C G es un conjunto de Borel, es claro que
(xA)z = XAz, Por lo que, si p es una medida de Haar izquierda,

t/<xA»@ndu@>:44Ax>:znwnmA>:zu¢>/’XA@>mAy»
G G

De aqui se sigue que la igualdad

/h@wwzam/ﬂmww
G G

se cumple para funciones simples, y a su vez para funciones no negativas, y a
su vez para funciones integrables. Si tomamos, concretamente, una funcion f
continua de soporte compacto no nula y que no tome valores negativos, entonces
Jo f(y) du(y) > 0. (En la prueba del teorema 10.69 hemos visto que existen tales
funciones y que su integral es positiva.) Por otra parte, el miembro izquierdo
de la igualdad precedente es una funcién continua de x, por el teorema 10.68,
luego la funcién A también es continua. L]

Hemos definido la funcién modular a partir de las medidas de Haar izquier-
das, pero si p es una medida de Haar derecha, entonces la medida i dada por
el teorema 10.60 es una medida de Haar izquierda, luego

pgA) = a(A7g™h) = AlgTHA(ATY) = Ag) ' u(A).
Por lo tanto, la funcion modular derecha es simplemente 1/A.

Definiciéon 10.72 Un grupo topologico de Hausdorff localmente compacto G
es unimodular si su funcion modular es A = 1.

Obviamente, esto sucede con la funcién modular izquierda si y solo si sucede
con la derecha, y a su vez equivale a que exista una medida de Haar izquierda
en G que sea también una medida de Haar derecha, y también a que todas las
medidas de Haar izquierdas sean también medidas de Haar derechas.

Obviamente, todo grupo topologico de Hausdorff localmente compacto abe-
liano es unimodular, pero el teorema siguiente muestra que la clase de grupos
unimodulares es mucho mayor:
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Teorema 10.73 Todo grupo topoldgico de Hausdorff compacto es unimodular.

DEMOSTRACION: Sea G un grupo topolégico de Hausdorff localmente com-
pacto y supongamos que existe un g € G tal que A(g) # 1. Cambiando g por
g~ ! si es necesario, podemos suponer que A(g) > 1, y entonces A(g") = A(g)"
tiende a +o0, por lo que A es una funcién continua en G con valores en R y no

acotada. Esto implica que G no es compacto. m

Maés en general:

Teorema 10.74 Todo grupo topoldgico de Hausdorff localmente compacto cu-
yas uniformidades izquierda y derecha coincidan es unimodular.

DEMOSTRACION: Sea GG un grupo en las condiciones del enunciado y sea
una medida de Haar izquierda en G. Como G es localmente compacto tiene un
entorno de 1 compacto. Por el teorema 10.11, dicho contiene otro entorno U tal
que xU = Ux para todo z € G. Al estar contenido en un compacto, tenemos
que p(U) < 400 y ademas

w(U) = w(al) = p(Uz) = Az)uU),

luego A(z) = 1. "

Propiedades de la medida de Haar Ya hemos senalado que las medidas
de Haar de los grupos topologicos compactos son finitas. Veamos ahora que es
el tinico caso:

Teorema 10.75 Si G es un grupo topologico de Hausdorff localmente compacto
y p es una medida de Haar izquierda o derecha en G, entonces u es finita si y
solo si G es compacto.

DEMOSTRACION: Supongamos que u es una medida de Haar izquierda finita
en G. Sea K C G un compacto tal que u(K) > 0. (Por ejemplo, segin 10.65,
basta considerar un compacto de interior no vacio). Entonces, si z1,...,2, € G
cumplen que los conjuntos x; K son disjuntos dos a dos, tiene que ser necesa-
riamente n < p(G)/p(K). Sea n el maximo namero natural tal que existen

r1,...,T, en estas condiciones. Entonces, para todo z € G, se cumple que K
n

corta a Ko = |J 2;K, luego x € K~1Kj, luego G = KKy, que es compacto
i=1
por ser la imagen de K x K por la aplicacién continua (u,v) — u™tv. =

También es facil caracterizar los grupos topoléogicos discretos por sus medidas
de Haar:

Teorema 10.76 Un grupo topoldgico de Hausdorff localmente compacto G es
discreto si y sélo si existe un g € G tal que {g} tiene medida de Haar estricta-
mente positiva, en cuyo caso esto lo cumplen todos los elementos de G.
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DEMOSTRACION: Sea p una medida de Haar en G (izquierda o derecha,
indistintamente). Si G es discreto, la medida de {g} tiene que ser estrictamente
positiva por el teorema 10.65. Si un punto tiene medida positiva, como todo
punto es un trasladado de cualquier otro punto, todos los puntos tienen la misma,
medida ¢ > 0. Dado g € G, existe un abierto U tal que g € U y u(U) < 2¢, pero
esto implica que U no puede contener ningin otro punto, es decir, que U = {g},
por lo que G es discreto. n

Asi, si normalizamos la medida de Haar de un grupo discreto G de modo
que cada punto tenga medida 1, la medida (izquierda o derecha) p: PG — R
viene dada por

A|  si A es finito
Ay=11 :
HA) { +oo si A es infinito.

Observemos que esta medida puede definirse en cualquier conjunto G, aunque
no sea un grupo. Tenemos asi una prueba directa de que todo grupo discreto
es unimodular, aunque esto se deduce del teorema 10.74.

Teorema 10.77 Si G y H son grupos topoldgicos de Hausdorff localmente com-
pactos con bases numerables, entonces las medidas de Haar (izquierdas o dere-
chas) de G x H los los productos de las medidas de Haar correspondientes de G
y H.

DEMOSTRACION: Segtn el teorema 5.78, la o-algebra de Borel de G x H es
el producto de las o-algebras de Borel de los factores, por lo que los productos
de medidas de Haar son medidas de Borel en G x H. Por el teorema 5.76
son medidas de Borel regulares, luego solo falta probar que son invariantes por
traslaciones.

En efecto, sean p y v medidas de Haar izquierdas en G'y H, respectivamente.
Entonces, segtn el teorema B.39,

(1 x V) (g, h)A) = /G V(9. h)A),) dpu(z),

pero ((g,h)A), ={y € H | (z,y) € (9,h)A} ={y € H| (g7 x,h 'y) € A}
= {y ceH | hily € Ag—lx} = hAg—lx,

luego

(1 x v)((g.h)A) = /

Yy ) = [ vy duta) = (o v) (g, 1)),
G

G

Expresando ahora la medida como integral sobre H, llegamos a que

(nxv)((g,h)A) = (n x v)(A).
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La medida de Lebesgue La medida de Lebesgue en R™ es la tinica medida
de Haar en R™ que cumple m([0,1]™) = 1.

Por el teorema anterior, la medida de Lebesgue en R™ es el producto de
las medidas de Lebesgue en R™ y R™. En particular, la medida de Lebesgue
en R" es el producto de n veces la medida de Lebesgue en R.

Nota En principio, hemos definido la medida de Lebesgue como una medida
de Borel, pero, segtin la observacion tras el teorema 10.64, la complecién de la
medida de Lebesgue (en el sentido del teorema B.15) también es una medida
regular invariante por traslaciones, y es a esta medida a la que se suele llamar
medida de Lebesgue.

Conviene observar que la medida de Lebesgue completa en R™T™ no es el
producto de las medidas de Lebesgue completas en R™ y R", sino la compleciéon
de dicho producto, pues éste resulta no ser completo. m

No todo subconjunto de R es medible Lebesgue. En el apéndice B de [TC]
probamos resultados mucho mas generales sobre existencia de conjuntos no me-
dibles en espacios polacos.

Por definicion, la medida de Lebesgue en R cumple m([0,1]) = 1y, como R no
es discreto, los puntos tienen medida nula. A partir de aqui y de la invarianza
por traslaciones es inmediato que m([0,1/¢]) = 1/q, lo que a su vez nos da
que m([0,p/q]) = p/q, para todo nimero racional s = p/q y de aqui a su vez
wu([r,s]) = s — r, para todo par de nameros racionales r < s. Expresando
un intervalo como interseccién numerable de intervalos de extremos racionales
concluimos que m([a,b]) = b — a para todo par de nimeros reales a < b.

Observemos ahora que, para todo ¢ # 0, la aplicacion m.(A) = m(cA) es una
medida de Borel en R no nula invariante por traslaciones, luego por la unicidad
de la medida de Haar tiene que existir una constante k tal que m.(A4) = km(A),
pero aplicando esto a A = [0,1] vemos que k = |¢|, es decir, que, para toda
constante ¢ # 0 y todo conjunto A medible Lebesgue, se cumple

m(cA) = |cjm(A).
En términos de integrales esto se expresa en la forma

[ xeal@ dm@) = 167 [ xale) dm(a),

0 equivalentemente,

/RXA(sc) dm(z) = |c\/RXA(cx) dm(x).

De aqui se sigue facilmente que la igualdad es cierta para funciones simples
y a su vez para funciones arbitrarias f : R — [0, +00], es decir:

[ 1@ dmia) =1 [ fer) dm(a).

Como consecuencia;:
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Ejemplo: La medida de Haar en ]0,+occ][ Una medida de Haar en el
grupo multiplicativo G = 0, +-o00[ viene dada por

1
w(A) :/ —dm(z).
AT
En efecto, por el teorema B.31 tenemos que i es una medida de Borel en G,
necesariamente regular, por 5.76, y ciertamente es no nula. Sélo tenemos que
probar que es invariante por traslaciones. Ahora bien, si g € G:

o) = [ S dm(a) = [ X2 i) =g [ XA

AT x gz

= [ o) = [ % dmiz) = ().

x |

Si f : R® — R" es un isomorfismo, es claro que pf(A) = m(f[A]) es
una medida de Borel en R™ invariante por traslaciones, luego por la unicidad
de la medida de Haar existe una constante c; > 0 tal que pr(A) = cym(A).
Aplicando esta igualdad a A = [0,1]", vemos que ¢y = m(f[[(), 1}”]) Vamos a
calcular explicitamente esta constante en el caso n = 2.

Si una aplicacién lineal f : R? — R? cumple

f(170) = (a>b)v f(07 1) = (C, d)7

la linealidad implica claramente que f(z,y) = (az + cy,br + dy). Podemos
representar la aplicacion lineal f determinada por a, b, ¢, d mediante la matriz

a b
w=(2 )

A través de esta correspondencia, es facil ver que la composicion de aplicaciones
se corresponde con el producto de matrices dado por

a b a b\ ([ ad+b ab +bd
c d d d ) \cd+dd cb+dd |-
Una comprobacién rutinaria muestra que el determinante det f = ad—bc cumple

la relacion det(f o g) = det f detg. En particular, puesto que la identidad en
R? se corresponde con la matriz identidad

(01)

que tiene determinante 1, si f es un isomorfismo, det fdet f~! = det1 = 1,
luego det f # 0.

El teorema siguiente es valido en R™, pero lo probamos tinicamente para
n = 2 porque la prueba general requiere algunos resultados de algebra lineal en
los que no vamos a entrar:
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Teorema 10.78 Si f : R2 — R? es un isomorfismo, entonces, para todo
conjunto de Borel A C R?, se cumple que m(f[A]) = |det f| m(A).

DEMOSTRACION: Por la discusiéon precedente, s6lo tenemos que probar la
relacion m(f[[0,1]?]) = | det f|. Si la matriz de f es de la forma

a 0

0 d /)’
entonces a # 0 # dy f(z,y) = (az,dy), y es claro que f[[0,1]*] = [[0, a]] x[[0, d]],
donde los dobles corchetes indican que [[0, a]] = [0, a] o bien [[0, a]] = [a, 0], segtn

sia>0o0a<0. Puesto que m es el producto de la medida de Lebesgue en R
por si misma, m(f[[0,1]?]) = |al|d|, como habfa que probar.

Supongamos ahora que la matriz de f cumple b # 0. Entonces, una simple
comprobacién muestra que

a b\ _ 1 0 10 1 b 10
¢ d) e+ 1 0 ad—be 0 1 axl 1 )7

mientras que si es ¢ # 0, tenemos

a b\ _ (1 =2 10 10 1 b+ 4=
c d) \ 0 1 c 1 0 ad-bc 0 1 ’

luego basta considerar isomorfismos con matrices de la forma

(o1) (1)

Ahora bien, en el primer caso f(x,y) = (z,bx + y), por lo que, para 0 <z < 1,

F110,1%] = (b, b + 1]

m(f[0,1)%]) = /

[0,1]

m(f[[0.1]2],) dm = / Ldm =1 = |det f|.

[0,1]

En el segundo caso razonamos andlogamente a partir de la relacion
F10,1]%]" = [ey, ey + 1].

La formula del teorema anterior aplicada a f~! equivale a

1
Xfr-1a1(x)de = —— xa(z)dm(x),
/]R2 f [A]( ) [det | Jge ( ) ( )

que a su vez equivale a

/ xa(y) dm(y) = | det f] / xa(f(z)) dm(x).
R2 R2
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De aqui se sigue que la misma relacion es vélida si en vez de x4 ponemos
cualquier funcién simple, y a su vez cualquier funcion g : R> — [0, +00], y a su
vez cualquier funcién integrable g : R? — R, con lo que tenemos la identidad

t/ g@)mn@>=|dafw/’g@ﬂx»dnmxx
R2 R2

Finalmente, si A C R? es un conjunto medible Lebesgue, entonces x F-1A419
también es integrable, y al aplicar la igualdad anterior a esta funcién obtenemos
el caso n = 2 del siguiente teorema de cambio de variable:

Teorema 10.79 Si f : R® — R" es un isomorfismo y g : R* — R es
integrable (para la medida de Lebesgue), entonces

/g@M@:wm/mmwmm
flA] A

Solo necesitamos el caso n = 2 que hemos probado para llevar a cabo los
célculos que requiere el ejemplo A.51, que muestra un grupo topologico que no
es unimodular, es decir, en el que las medidas de Haar izquierdas y derechas no
coinciden.

Teorema 10.80 Si f : R — R"™ es una isometria en R™ respecto de la
distancia euclidea y A C R™ es un conjunto medible Lebesgue, m(f[A]) = m(A).

DEMOSTRACION: Lo probamos tinicamente en el caso n = 2, aunque el
resultado es cierto en general. La aplicacion g : R? — R? dada por g(x) =
f(z) — f(0) también es una isometria, que cumple ademas g(0) = 0. Por el
teorema de Mazur-Ulam 9.49, tenemos que g es un isomorfismo. Basta probar
que det g = 1, pues entonces 10.78 implica que

m(f[A]) = m(g[A] + f(0)) = m(g[A]) = m(A).
Ahora bien, en la prueba del teorema 9.48 hemos visto que
1
vy =l +yll* = llz = yl*).
por lo que si g es una isometria, de hecho conserva el producto escalar, luego

si g(1,0) = (a,b), g(0,1) = (¢,d), las relaciones (1,0)(1,0) = (0,1)(0,1) = 1,
(1,0)(0,1) = 0 implican que a? + b? = ¢ + d? = 1, ac + bd = 0, luego

(ea)(h )=o)

y tomando determinantes queda (det g)? = 1. n
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La medida de Haar en 2! Observemos que 2 = {0, 1} es un grupo abeliano
con la operaciéon determinada por 141 = 0, luego, si I es un conjunto arbitrario,
27 es también un grupo abeliano compacto con la suma definida componente a
componente. Por lo tanto, tiene una tinica medida de Haar tal que m(2!) = 1.

Para cada J C I finito y cada Y C 27, definimos
Ci(Y)={fe2"|flseY}

De este modo, los conjuntos C;(Y) son una base de abiertos cerrados en 27.
De hecho, basta considerar los conjuntos de la forma C;({s}), para cada s € 27.
Si llamamos so € 27 ala aplicacién nula, es claro que C;({s}) = 5+C;({so}),
donde s : I — 2 es la extensiéon de s a I que toma el valor 0 fuera de J. Esto
hace que m(C;({s})) = m(C;({s0})) v, como 2! = |J C;({s}) y la unién es

se2’
disjunta, tiene que ser m(C;({s})) = 1/2I’]. A su vez, esto implica que

_ ¥

Tn((jJ(§/)) = Q‘J‘.

Claramente, cualquier medida de Borel regular en 2! que coincida con m
en los abiertos cerrados bésicos Cy({s}), coincidira con m en todos los abiertos
y, a su vez, en todos los conjuntos de Borel, luego m esta determinada por la
regularidad y por la relacion m(Cy({s})) = 1/2!7].

En el caso del cubo € = “2, el teorema 5.76 asegura la regularidad, luego m
es la tnica medida de Borel en € que cumple m(C(s)) = 1/2”|. Veamos ahora
que esta medida estd muy relacionada con la medida de Lebesgue en R:

Teorema 10.81 Sea ¢ : C — [0,1] la aplicacion dada por el teorema 9.25.
Consideramos en C la medida de Haar y en [0,1] la medida de Lebesgue. En-
tonces, si B C [0,1] es un conjunto de Borel, se cumple que m(¢~1[B]) = m(B).

DEMOSTRACION: Consideremos la medida de Borel m/ en [0, 1] dada por
m'(B) = m(¢~*[B]). Observemos que si B = |k/2%, (k +1)/2[, donde

i1
k=3 s(n)2i—n"1

n=0

entonces ¢~ 1[B] = C;(s) \ {z}, donde z es la sucesiéon s prolongada con ceros
(cuya imagen es k/2¢), luego m/(B) = 1/2" = m(B).

Todo intervalo abierto en [0,1] puede expresarse como unién creciente nu-
merable de intervalos diddicos de este tipo, luego m y m’ coinciden sobre los
intervalos abiertos. A su vez, todo abierto en [0, 1] puede expresarse como union
numerable de intervalos abiertos disjuntos dos a dos, luego m y m’ coinciden so-
bre los abiertos, luego también sobre los cerrados y, por la regularidad, coinciden
sobre todos los conjuntos de Borel, luego m(¢~1[B]) = m(B). m 175






Capitulo XI

Espacios vectoriales
topoloégicos

Hemos visto que una norma dota de una topologia al espacio vectorial en
el que esta definida respecto a la cual las operaciones vectoriales son continuas.
Si eliminamos el requisito de que la topologia tenga que venir definida por una
norma, llegamos al concepto de espacio vectorial topolégico.

11.1 Definicién y propiedades basicas

Un espacio vectorial topoldgico sobre un cuerpo métrico (no trivial) K es un
par (V,7), donde V es un espacio vectorial sobre K y T es una topologia en V
respecto de la cual las operaciones

+:VxV —=V y KXV —V

son continuas.

En la practica, como es habitual, no mencionaremos expresamente la topo-
logia de los espacios vectoriales topoldgicos.

Un isomorfismo topoldgico entre dos espacios vectoriales topologicos es un
isomorfismo que ademés es un homeomorfismo. Si existe un isomorfismo topo-
l6gico entre dos espacios vectoriales topologicos, se dice que son topoldgicamente
isomorfos.

Es inmediato que si V' es un espacio vectorial topologico, entonces (V,+) es
un grupo topoldgico, pues la aplicaciéon v — —v es también continua, ya que
es la composicion de la aplicacién continua v — (—1,v) con el producto por
escalares, que es continuo.

Ejemplos El teorema 9.40 afirma que todo espacio normado es un espacio
vectorial topologico con la topologia inducida por la norma.

385
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Es obvio que todo subespacio vectorial de un espacio vectorial topologico es
a su vez un espacio vectorial topologico con la topologia relativa y la restriccion
de la suma y el producto por escalares del espacio.

Si {V; }ier es una familia de espacios vectoriales topologicos el producto [] V;
il
es también un espacio vectorial topologico con la topologia producto. La prueba
es analoga a la que hemos visto en la seccion 10.1 para grupos topoldgicos.

El teorema 9.39 prueba que el producto de una cantidad infinita de espacios
normados no es un espacio normado, pero sigue siendo un espacio vectorial
topologico, asi que tenemos ejemplos de espacios vectoriales topolégicos que no
son espacios normados.

La suma directa @ V; de una familia {V;};cr de espacios vectoriales topolo-
iel
gicos se define como el subespacio del producto [] V; formado por las funciones
iel
que toman el valor 0 salvo a lo sumo en una cantidad finita de indices. Es
inmediato que ciertamente es un subespacio vectorial, y ademés es denso en el
producto [] V;, pues claramente corta a todo abierto basico no vacio. L]
i€l

Si V es un espacio vectorial topolégico y X es cualquier espacio topologico,
el conjunto C'(X,V) de las aplicaciones continuas f : X — V resulta ser un
subespacio vectorial del espacio V¥ de todas las aplicaciones de X en V. (En
la seccion 10.1 hemos visto que es un subgrupo, y anilogamente se prueba que
es un subespacio vectorial.)

En el caso en que K es un cuerpo métrico, en KX tenemos ademés una
estructura de anillo dada por el producto (fg)(z) = f(x)g(x), y también con-
cluimos que C(X, K) es un subanillo cuyas unidades (elementos inversibles) son
las funciones f € C(X, K) que no se anulan en ningtn punto, pues entonces la
funcion f~!(z) = f(z)~! es continua por el teorema 9.41.

Como en el caso de los grupos topologicos, la topologia de un espacio vec-
torial topologico estd determinada por los entornos de 0. Vamos a probar un
teorema anélogo a 10.3, que nos permitira definir estructuras de espacio vecto-
rial topoldgico sin mas que determinar adecuadamente una base de entornos de
0, pero para garantizar la continuidad del producto por escalares tenemos que
exigir méas propiedades a los conjuntos seleccionados:

Definicién 11.1 Si K es un cuerpo métrico y U es un subconjunto de un K-
espacio vectorial V', se dice que U es absorbente si para todo v € V existe € > 0
tal que si & € K cumple |a| < € entonces av € U. Se dice que U es equilibrado
si cuando v € U y @ € K cumple |a| < 1, entonces av € U.

Por ejemplo, si V' es un espacio normado, las bolas B.(0) son absorbentes y
equilibradas.

Teorema 11.2 Si V' es un espacio vectorial topoldgico y U es un entorno de 0,
se cumple:
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1. Euxiste otro entorno V de 0 tal que V+V C U.
2. Sia € K no es nulo, entonces aU es un entorno de 0.
3. U es absorbente.

4. U contiene un entorno de 0 equilibrado.

DEMOSTRACION: La primera propiedad es un caso particular de 10.2. La
segunda es consecuencia de que la aplicacién v — av es un homeomorfismo que
fija al 0 (su inversa es v — (1/a)v).

Para probar que todo entorno de 0 es absorbente tomamos v € V' y, como
0-v =0, la antiimagen de U por el producto contiene un entorno de (0,v), que
sera de la forma By (0) x W, para cierto € > 0 y cierto entorno W de 0. Asi, si
|a| < e, se cumple que av € U.

Similarmente, como 0 -0 = 0, existe un € > 0 y un entorno W de 0 (que
podemos tomar W C U) de modo que si |a| < 2¢ y w € W, entonces aw € U.

Recordemos que estamos suponiendo que los cuerpos métricos no son trivia-
les, luego existe ap € K tal que |ag| < €. Definimos

Up = YaagW,

la<1

que claramente es un entorno de 0 equilibrado, y Uy C W, pues si |o| < 1,
entonces |aag| < 2e. .

Como en el caso de los grupos topologicos, se cumple el reciproco:

Teorema 11.3 Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo métrico K (no tri-
vial) y sea U una familia de subconjuntos de V' absorbentes y equilibrados tales
que:

1. SiUy, Uy e U, existe W € U tal que W C Uy N Us.
2. SiU eU existe W € U tal que W+ W C U.
3 SiUeUyaeK noesnulo, existe W € U tal que W C aU.

Entonces existe una unica topologia en V con la que V' es un espacio vectorial
topologico y U es una base de entornos de 0.

DEMOSTRACION: Tenemos que (V,+) es un grupo y U cumple las condicio-
nes del teorema 10.3. Las dos primeras son las mismas que las del enunciado,
s6lo que aqui estén escritas con notaciéon aditiva. Para la tercera sirve el propio
entorno U, pues al ser equilibrado cumple que —U C U, y la cuarta es trivial
en grupos abelianos, pues —a+U +a =U.

Por consiguiente, existe una tnica topologia T en V con la que (V,+) es
un grupo abeliano y U es una base de entornos de 0. Solo falta probar que el
producto por escalares también es continuo.
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Tomemos (g, vg) € K x V' y tomemos U € U, de modo que agvg + U es un
entorno basico de agvg. Sea W € U tal que W + W C U. Como es absorbente,
existe 0 < € < 1 tal que si @ € K cumple |a| < ¢, entonces avy € W. Entonces:

av — Uy = Qv — avg + vy — apvy = a(v —vg) + (@ — ag)vo,

por lo que si (a0, v) € Be(ag) x (vo+ W), tenemos que a(v —vg) € W (porque W
es equilibrado y |a| < e < 1)y (o — ap)vg € W (porque o — ap| < €), luego
av € agvg + U. n

Mientras un grupo topolégico puede tener subgrupos propios abiertos, no
sucede lo mismo en los espacios vectoriales topologicos:

Teorema 11.4 Si V es un espacio vectorial topologico y W es un subespacio
de V' con interior no vacio (en particular, si es abierto), entonces W =V,

Si f : Vi — Vo es una aplicacion lineal abierta entre espacios vectoriales
topoldgicos, necesariamente es suprayectiva.

DEMOSTRACION: Si W tiene interior no vacio, entonces contiene un abierto,
que serd de la forma w + U, donde w € W y U es un entorno de 0, pero,
como W es un subespacio vectorial, también U C W, pero entonces, como U
es absorbente, si v € V, existe un a € K no nulo tal que av € U C W, luego
v € W. Asi pues, W = V. La segunda parte es inmediata, pues f[V1] es un
subespacio vectorial abierto, luego f[V1] = Va. "

Como los espacios vectoriales topologicos son grupos topoldgicos abelianos,
las cuatro uniformidades estudiadas en la seccién 10.2 se reducen a una tnica
uniformidad. No obstante, en un espacio normado tenemos, por una parte, la
uniformidad inducida por su estructura de espacio vectorial topolégico y, por
otra, la inducida por su métrica. Sin embargo, esto no supone ningtn conflicto
porque ambas son la misma, como se deduce del teorema siguiente, mas general:

Teorema 11.5 Sea G un grupo topoldgico y sea d : G x G — R una distan-
cia que induzca la topologia de G y que sea invariante por traslaciones por la
izquierda, es decir, tal que d(gx,gy) = d(z,y) para todo x,y,g € G. Entonces
la uniformidad inducida por la métrica coincide con la uniformidad izquierda
inducida por la estructura de grupo topoldgico. Andlogamente sucede con mé-
tricas invariantes por traslaciones por la derecha (resp. por ambos lados) y la
uniformidad derecha (resp. bildtera.)

DEMOSTRACION: Toda banda para la uniformidad izquierda de grupo con-
tiene una banda V}, donde A es un entorno equilibrado de 1, el cual contiene
una bola abierta B(1) C A, y entonces V. C V}i, pues si d(z,y) < €, entonces
tenemos d(1,z71y) < ¢, luego 271y € A, y por consiguiente (z,y) € V.

Esto prueba que toda banda para la uniformidad izquierda de grupo lo
es para la uniformidad métrica. Reciprocamente, toda banda para la mé-
trica contiene una banda V. y, si A es un entorno simétrico de 1 contenido
en B.(1), se cumple que Vi C V,, pues si (z,y) € V4 entonces 27 'y € A, luego
d(z7'y,1) < e, luego d(x,y) < €, luego (x,y) € V.. Por lo tanto las bandas
métricas lo son para la uniformidad izquierda de grupo. L]
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Teorema 11.6 La clausura de un subespacio vectorial en un espacio vectorial
topoldgico es un subespacio vectorial.

DEMOSTRACION: Si V' es un espacio vectorial topologico y W es un subes-
pacio vectorial, por 10.17 sabemos que W es un subgrupo de V. Ademas, si
v € Wy aée K no es nulo, entonces, para todo entorno U de 0, también
a™'U es un entorno de 0, luego v = w + a 'u, con w € W y u € U, luego
av = aw +u € W + U, para todo U, luego av € W. n

Del teorema 11.2 se sigue que todo espacio vectorial topolégico tiene una
base de entornos de 0 equilibrados. El teorema siguiente, junto con 10.15 nos
da que podemos tomarlos tanto abiertos como cerrados:

Teorema 11.7 Si V' es un espacio vectorial topoldgico y U es un entorno de 0
equilibrado, entonces U y U también lo son.

DEMOSTRACION: Sea z € U (resp. z € U) y a € K tal que |o| < 1.
Queremos probar que az € U (resp. az € U), pero esto se cumple ciertamente
si a = 0, luego podemos suponer que o # 0. En tal caso x — ax es un
homeomorfismo de V' en si mismo, luego az esta en el interior (resp. la clausura)
de aU = U, es decir, az € U (resp. az € U). m 316

Conjuntos acotados En virtud del teorema 9.46, todas las normas equiva-
lentes en un mismo espacio vectorial determinan los mismos conjuntos acotados.
Tal y como senalamos en la observaciéon posterior, esto se debe a que es posible
definir un concepto de acotacion en espacios vectoriales topologicos que depende
exclusivamente de la topologia y de la estructura algebraica, y que en el caso de
los espacios normados coincide con la acotacién respecto de la normas:

Definicion 11.8 Un subconjunto A de un K-espacio vectorial topologico es
(linealmente) acotado si para todo entorno U de 0 existe un A € K tal que
ACM.

Es claro que en la definiciéon podemos sustituir “entorno de 0” por “entorno
basico de 0”. En particular en un espacio normado basta considerar bolas de
centro 0, pero, como los homotéticos de bolas son bolas, concluimos que un
conjunto A esta linealmente acotado si y so6lo si esta contenido en una bola, con
lo que la acotacion lineal coincide con la acotaciéon en el sentido métrico usual.

El concepto de acotacion lineal es la generalizacion adecuada de la acota-
cién para espacios vectoriales topologicos cuya topologia no venga dada por
una norma, pero es importante recordar que, aunque la topologia pueda venir
inducida por una distancia, la acotacién lineal no coincide necesariamente con
la acotacion métrica (salvo que la distancia venga a su vez inducida por una
norma).

En efecto, si una topologia viene inducida por una distancia, el teorema 9.7
nos dice que podemos modificarla para obtener otra que induce la misma topo-
logia y respecto a la cual todos los conjuntos estan acotados. Sin embargo, es
claro que si E es un espacio vectorial topologico no trivial, entonces el propio F
no puede ser linealmente acotado.
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El teorema siguiente muestra que la acotacion lineal se comporta de forma
similar a la acotacion métrica:

Teorema 11.9 Sea V' un espacio vectorial topoldgico.
1. La union finita de conjuntos acotados es acotada.
2. Todo subconjunto finito de V' estd acotado.

8. La imagen de un conjunto acotado por una aplicacion lineal y continua es
acotada.

DEMOSTRACION: 1) Sean By, ..., B, conjuntos acotados y sea U un entorno
equilibrado de 0. Para cada B; existe A\; € K de modo que B; C \;U. Sea A € K
n
tal que || > |\;| para todo i. Entonces |J B; C AU.
i=1
2) El hecho de que los entornos de 0 sean absorbentes equivale a que los
puntos son conjuntos acotados, luego por el apartado anterior todo conjunto
finito esta acotado.
El apartado 3) es inmediato a partir de la definicién. L]

La acotacion en un espacio vectorial topolégico puede caracterizarse en tér-
minos de sucesiones:

Teorema 11.10 Un subconjunto A de un K-espacio vectorial topoldgico V estd
acotado si y sdlo si para toda sucesion {an}5>, en K convergente a 0 y toda
sucesion {x,}52, en A, se cumple que {anxy}52 converge a 0 en V.

DEMOSTRACION: Si A esta acotado y U es un entorno de 0 equilibrado,
existe a € K no nulo tal que A C U. Para todo n suficientemente grande,
|an| < |a|, y entonces también o, A C U, luego oz, € U, lo que implica que
la sucesién converge a 0.

Reciprocamente, si A no esta acotado, existe un entorno U de 0 tal que A
no esta contenido en ningin conjunto AU, luego podemos tomar «, € K tal
que |an| > ny z, € A\ a,U, pero {a,;1}5, converge a 0 y a;, 'z, ¢ U para
todo n, luego {a;, 'z, }5°, no converge a 0, en contradicciéon con lo supuesto.
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11.2 Completitud

En esta seccion presentamos los resultados béasicos sobre completitud en
espacios vectoriales topoldgicos. Empezamos aplicando la completitud al estudio
de los espacios vectoriales topolégicos de dimension finita.

Espacios vectoriales topolagicos de dimensién finita Si K es un cuerpo
métrico completo, podemos verlo como K-espacio vectorial topologico (com-
pleto), luego K™ es también un espacio vectorial topologico completo (por el
teorema 2.31). El objetivo de esta secciéon es demostrar el teorema siguiente,
del que extraeremos algunas consecuencias:
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Teorema 11.11 Si K es un cuerpo métrico completo (no trivial) y V es un
espacio vectorial topoldgico de Hausdorff de dimension finita n sobre K, enton-
ces V es topologicamente isomorfo a K™. De hecho, todo isomorfismo de K™
en V' es un homeomorfismo topoldgico.

DEMOSTRACION: Observemos que toda aplicacion lineal ¢ : K™ — V en
cualquier espacio vectorial topologico V es continua, pues es de la forma

¢(Oél7...,04n) = U1 +"'+O{n’Un,

donde v1, ..., v, es la imagen por ¢ de la base canénica de K™ y basta tener en
cuenta que la suma y el producto en V' son continuas, asi como las proyecciones
en K". El problema esta en probar que si ¢ es un isomorfismo, entonces ¢!
también es continua.

Razonamos por induccién sobre n. Notemos que el caso n = 1 no requiere
la hipotesis de completitud. Para probar que ¢~!(av;) = « es continua, basta
ver que lo es en 0.

Sea e > 0yseaap € K tal que 0 < |ag| < e. Como V es de Hausdorff, existe
un entorno de 0 equilibrado W en V tal que agv; ¢ W. Entonces, si av; € W,
tiene que ser |a| < €, pues si fuera |a| > € entonces agv; = (ap/a)avy € W,
porque W es equilibrado.

Asf pues, v € W implica que |¢~1(v)| < ¢, lo que equivale a la continuidad
de ¢ 1.

Supongamos ahora que la conclusion es valida para espacios vectoriales de
dimension n — 1. Fijado ¢ y la base correspondiente vy, ...,v, de V, considera-
mos los subespacios Vo = (v1,...,0n-1) ¥ Wo = (v,). Se trata de subespacios
vectoriales de dimension n — 1 y 1, respectivamente. Por hipotesis de induccion
son uniformemente isomorfos a K"~ ! y K, respectivamente. Como K es com-
pleto, también lo son K™~ ! y K, luego también V y Wy. Como V es un espacio
de Hausdorff, Vj y Wy son cerrados en V', luego por 10.27 los cocientes V/Wy y
V/V, son espacios de Hausdorff de dimension n — 1 y 1, respectivamente. Otra
vez por la hipotesis de induccion, los isomorfismos

ar[vi] + -+ an_1[vp_1] = (a1, .. an—1), anlvn] = ap
son isomorfismos uniformes V/Wy, — K"~ !y V/Vy — K, respectivamente.

Al componerlos con las proyecciones V. — V/Wy y V. — V/Vj obtenemos
aplicaciones lineales continuas que no son sino

a1V + - apvp = (g, Q) a1v1 + -+ QpUp > Q.
Por lo tanto, la aplicacion ¢~ !(ajv1 + -+ + anv,) = (a1,...,a,) también es
continua. =

Esto nos lleva a la definicion siguiente:
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Definiciéon 11.12 Si K es un cuerpo métrico completo y V' es un espacio vec-
torial de dimensién finita, llamaremos topologia usual o topologia euclidea en V/
a la tnica topologia de Hausdorff en V' con la que éste adquiere estructura de
espacio vectorial topologico.

En efecto, siempre existe una tal topo