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Introduccion

En 1854 Bernhard Riemann presenté su “Leccién inaugural” en la univer-
sidad de Gotinga, necesaria para optar a una plaza de Privatdozent, es decir,
de profesor sin sueldo (que cobraba directamente una cuota a los alumnos que
quisieran asistir a sus clases). El titulo fue Sobre las hipdtesis en que se basa la
geometria, en la que introdujo los conceptos bésicos de la geometria diferencial
moderna y presento ideas muy profundas sobre la geometria en “variedades”
arbitrarias. Fue Riemann quien acuii6 este término que generalizaba la nociéon
de superficie contenida en R? a otro méas general con dos caracteristicas funda-
mentales: que permitia un ntumero arbitrario de dimensiones y que no requeria
que las variedades estuvieran sumergidas en un espacio R™. Esto permitia tra-
tar matematicamente con geometrias de dimensiones arbitrarias y, sobre todo,
con geometrias no euclideas, cuyo valor matematico estaba entonces puesto en
entredicho.

Las ideas novedosas introducidas por Riemann, aunque sin duda eran muy
profundas, estaban expresadas en términos muy rudimentarios desde el punto de
vista moderno, y fueron muchos los mateméticos que con posterioridad contri-
buyeron a precisarlas y a encontrar el marco teérico adecuado para expresarlas
con el rigor necesario. Esto llevd, por una parte, al desarrollo de la geometria
diferencial moderna y, por otra, al nacimiento de la topologia general.

Aunque, naturalmente, contaba con ciertos precedentes, el nacimiento de la
topologia puede asociarse a la publicacion en 1895 del articulo titulado Analysis
Situs (analisis del lugar o anélisis local) de Henri Poincaré. En él Poincaré
trabajaba con variedades diferenciales en el sentido de Riemann, pero introdujo,
por ejemplo, la nocion de homeomorfismo entre variedades, asi como dos de los
conceptos bésicos de lo que hoy se conoce como topologia algebraica: los grupos
de homologia y el grupo fundamental.

La topologia no tardd en desligarse de la geometria diferencial: en 1906
Maurice Fréchet introdujo la nocién de “espacio métrico”, en 1914 fue Felix
Hausdorff quien acuno el término “espacio topolégico”, si bien con €l se referia a
lo que actualmente llamamos un “espacio de Hausdorff”, mientras que la nociéon
general de espacio topologico fue introducida en 1922 por Kazimierz Kuratowski.
La topologia se diferenci6 asi de la geometria diferencial en cuanto que estudiaba
conceptos que podian definirse exclusivamente a partir de una estructura de
espacio topolégico (o de espacio métrico), suficiente para hablar de funciones
continuas y homeomorfismos, pero sin necesidad de una estructura diferencial
necesaria para hablar de diferenciabilidad de funciones.

X
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Este era el caso de los grupos de homologia y el grupo fundamental introdu-
cidos por Poincaré. Son invariantes topologicos que pueden asociarse a cualquier
espacio topologico, de modo que si dos espacios topologicos son homeomorfos,
entonces sus grupos de homologia y su grupo fundamental son isomorfos.

Esto permite obtener resultados negativos que, de otro modo, serian practica-
mente inabordables. Por ejemplo, para probar que dos espacios topoldgicos son
homeomorfos basta construir un homeomorfismo entre ellos, lo cual es compa-
rativamente mucho mas facil que demostrar que dos espacios topologicos dados
no son homeomorfos, pues ello supone demostrar de algin modo que no hay
ninguna posibilidad de establecer un homeomorfismo entre ellos. La forma ha-
bitual de hacerlo es probando que uno de los espacios cumple alguna propiedad
topologica —es decir, invariante por homeomorfismos— que el otro no cumple.
Asi, por ejemplo, podemos asegurar que R™ no es homeomorfo la esfera S™ por-
que R™ no es compacto, y la esfera si que lo es, o que R no es homeomorfo a R?
porque R se vuelve disconexo al quitarle un punto y R? no.

Sin embargo, los argumentos de este tipo, basados tnicamente en la topologia
conjuntista, no permiten llegar demasiado lejos, y asi, no es facil probar en
general que R™ no es homeomorfo a R cuando n # m, o que la esfera S™ no
es homeomorfa a S™. Hemos empleado la expresion “topologia conjuntista” por
oposicion a la “topologia algebraica”, que es el contenido de este libro.

La topologia algebraica permite asignar a cada espacio topolédgico invariantes
topologicos de naturaleza algebraica (grupos, modulos, algebras) que permiten
analizar en profundidad los espacios topologicos que aparecen en geometria,
tanto en geometria diferencial como en geometria algebraica, y en aquellas ra-
mas del analisis directamente relacionadas con la geometria, como el célculo
diferencial e integral en variedades, o la teoria de funciones de variable compleja
y —especialmente dentro de ésta— en la teoria de las superficies de Riemann.
Ademaés, sus resultados algebraicos subyacentes pueden desarrollarse en un con-
texto abstracto, puramente algebraico, con aplicaciones a la teoria de grupos y
a la teoria de niimeros. Su potencia radica principalmente en que sus conceptos
son esencialmente globales, es decir, que dependen de la totalidad del espacio
que los determina, al contrario de lo que sucede con la mayoria de los conceptos
del calculo diferencial, que son de naturaleza local.

La homologia de la esfera Como esto que estamos diciendo serédn palabras
huecas para el lector que no tenga una cierta idea de en qué consiste la topologia
algebraica, vamos a presentar a grandes rasgos un par de ejemplos concretos de

lo que son los grupos de homologia de un espacio topoléogico. ar

Consideramos, concretamente, el caso de una es- as i 7
fera. Para estudiarla mediante técnicas algebraicas‘po— Us U6 o
demos identificarla con la superficie de un cubo. Esta A as A a1
a su vez la podemos considerar descompuesta en ocho @9 12 210
vértices, doce aristas y seis caras, tal y como muestra * U4 _‘a‘g V3
la figura. Es importante que las aristas y las caras a4 az
las hemos de considerar orientadas. En el caso de las U1 o Vg

aristas, esto significa que hemos de determinar un extremo inicial y un extremo
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final. En la figura hemos indicado mediante flechas la orientacion de cada arista.
La orientaciéon de una cara es un sentido de giro. Por ejemplo, podemos esta-
blecer que el sentido positivo en una cara seré el sentido antihorario cuando la
vemos de frente desde fuera del cubo.

Si S es el cubo, llamaremos Cy(.S) al grupo abeliano libre generado por sus
vértices, y a sus elementos los llamaremos cadenas de dimension 0. Asi pues,
una cadena de dimension 0 de S es una expresion algebraica de la forma

n10U1 + NaV2 + N3V3 + NgV4 + N5V5 + Nglg + NyU7 + N]Us, n; € 2.

Similarmente, definimos el grupo de las cadenas de dimensién 1 como el
grupo abeliano libre C4(S) generado por las aristas de S. Debemos pensar que
la cadena —a; representa la misma arista que a; pero recorrida al revés, de
modo que su origen es el vértice vo y su extremo es v;. La cadena —aq +ag — ag
representa el “camino” que parte de vo, pasa por vy, luego por vs y acaba en vs.
La cadena 2a; + 2a1¢9 — 2a5 — 2ag representa dos vueltas en sentido antihorario
alrededor de la cara frontal de la figura. Similarmente, definimos el grupo Ca(.S)
de las cadenas de dimensién 2, generado por las seis caras, digamos ¢y, ..., cg.

Definimos la frontera de una arista como la diferencia de sus extremos. Por
ejemplo, 01a; = vo —v1 € Cp(S). El operador frontera se define extendiendo
por linealidad esta definicion sobre todo el grupo C1(.S). Tenemos asi un homo-
morfismo 9; : C1(S) — Cy(S).

Similarmente, la frontera de una cara c se define como la cadena formada
por las aristas de su contorno con los signos necesarios para que el recorrido
se haga segun la orientacion fijada en c¢. Por ejemplo, si convenimos que c¢; es
la cara central de la figura, cuya orientacion hemos establecido como el giro
antihorario, entonces

Orc1 = a1 + aig + a5 — ag.

Extendiendo esta definiciéon por linealidad obtenemos un homomorfismo de
grupos 0y : C2(S) — C1(S). Por completitud definimos

801C0(S)—)0 y 8320—>C2(S)

como los homomorfismos nulos. Es inmediato comprobar que 9; 0 9;_1 = 0. En
efecto, si ¢ es una cadena de dimension 1, la condiciéon 0;c = 0 significa que los
extremos de sus aristas componentes se cancelan mutuamente, lo que sélo puede
ocurrir si la cadena consta de uno o varios circuitos cerrados, como le ocurre,
por ejemplo, a Jac¢y:

31(8201) =011 +81a10+81a5—81a9 =vy— V1 +Vg—Vy+V5s—vg—v5 —v1 =0

Lo mismo vale para las fronteras de las caras restantes (no por casualidad,
sino por la propia definicion de frontera de una cara), luego ciertamente tenemos
que 0y 0 01 = 0, y éste era el tnico caso no trivial. Definimos el grupo de los
ciclos de dimensién p como

Zp(8) = {c € Cp(9) | Ope = 0}.
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Asi, Zp(S) = Co(S), mientras que Z;(S) es, como ya hemos senalado, el
grupo formado por las cadenas que describen circuitos cerrados. No es dificil
probar que

ZQ(S) = <(31 +CQ+63+C4+C5+66>.

En efecto, ante todo, z = ¢1 +c¢a+c3+ ¢4+ c¢5+cg es un ciclo, pues al calcular
su frontera cada arista aparece dos veces con signos opuestos. Por ejemplo, la
arista ajo aparece con signo positivo en la frontera de la cara frontal de la figura
y con signo negativo en la frontera de la cara de la derecha (recordemos que el
signo ha de ser el necesario para que el recorrido de cada frontera se haga en
sentido antihorario). Por otra parte, si 2/ € Z5(S) y ¢1 aparece con coeficiente
n # 0 en 2/, entonces dc; aporta a 9z’ un sumando nayg, que debe ser cancelado
con otro término, pero sélo la cara derecha puede aportar otro término en aig,
luego el coeficiente de dicha cara ha de ser también n, y asi sucesivamente
llegamos a que todas las caras deben aparecer con coeficiente n, luego 2’ = nz.

Por otra parte, definimos el grupo de las fronteras de dimensién p como

Fp(8) = {0p+1c | c € Cpa(9)}-

La propiedad 0,11 0 0, = 0 hace que F,(S) < Z,(S5), es decir, toda frontera
es un ciclo. Reciprocamente, todo 1-ciclo es una frontera. Para entender por
qué es asi, pensemos por ejemplo en el ciclo

z=aj+ aig+ ag + ar + ag — ag.

Vemos que z divide al cubo en dos regiones, una contiene a la cara frontal
y a la cara superior del cubo. Llamemos C; a la suma de estas dos caras y
C5 a la suma de las caras restantes, es decir, las contenidas en la otra region.
Es facil ver entonces que 95C; = —3:,Cy = z (la clave esta en que las aristas
interiores de cada region se cancelan mutuamente al calcular la frontera). En
general, todo ciclo es la suma de varios circuitos cerrados de aristas, cada uno
de los cuales divide al cubo en dos regiones, de modo que la suma de las caras
contenidas en una de ellas es una cadena cuya frontera es, salvo el signo, el ciclo
considerado.

Asi pues, el hecho de que todo 1-ciclo sea una 1-frontera esta intimamente
relacionado con una propiedad peculiar de las esferas, a saber, que todo circuito
cerrado las divide en dos componentes conexas, cada una de las cuales tiene por
frontera al circuito dado. Esto se conoce como teorema de Jordan.

Se define el grupo de homologia de dimensién p como
H:D(S) = Zp(S)/Fp(S)-

Estos grupos son los invariantes principales que vamos a estudiar. Se dice
que dos ciclos son homdlogos si se diferencian en una frontera, de modo que los
elementos de H,(S) son las clases de equivalencia de ciclos homologos, o clases
de homologia, de dimensién p.

Acabamos de observar que H;(S) = 0. Veamos ahora que Hy(S) = Z. En
efecto, un vértice s6lo no es una frontera, pero si v; # v; entonces v; — v; es la
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frontera de cualquier 1-cadena que una v; con v;. Esto hace que dos vértices
cualesquiera sean homologos entre si, por lo que todos generan la misma clase
de homologia [v;], la cual es un generador de Hy(S). Es facil ver que su orden
es infinito.

Vemos, pues, que la estructura del grupo Hy(S) estd relacionada con la
conexion de S. En general, si dividimos un espacio topolégico de forma similar
a como hemos hecho con la esfera, dos vértices son homologos si y so6lo si pueden
ser unidos por un camino de aristas. Para un espacio topolégico X, se cumple
que Ho(X) = Z", donde r es el nimero de componentes arcoconexas de X.

Por ultimo, puesto que, por definicion, F5(S) = 0, tenemos que Hy(S) = Z.
Este hecho refleja también una propiedad topolégica de la esfera: veremos (teo-
rema 10.52) que una variedad topologica compacta y conexa V de dimension n

~J

es orientable si y so6lo si cumple H,, (V) 2 Z, y en caso contrario H, (V) = 0.

Todos estos razonamientos presuponen un hecho nada trivial, y es que los
grupos de homologia dependen tinicamente del espacio topologico considerado,
en este caso la esfera, y no de la division en celdas que hemos seleccionado.
Por ejemplo, podriamos identificar la esfera con un dodecaedro y definir los
correspondientes grupos de homologia. FEl resultado seria el mismo. Mas atn,
no hay inconveniente en considerar casos “degenerados” mucho mas simples para
hacer los calculos. Por ejemplo, hubiera bastado considerar un tnico vértice v
(un punto cualquiera), ninguna arista y una tnica cara ¢, formada por todos los
puntos de la esfera menos v. Entonces la situacion seria Cy(S) = {c), C1(S) = 0,
Co(S) = (v). Los operadores frontera serfan todos nulos, con lo que

Zy(S)={c),  Z1(5)=0,  Zo(S) = (v),
y al dividir entre los grupos de fronteras (nulos) llegamos igualmente a que
Hy(S) 2 7Z, Hy(S)=0, Hy(S) 2 Z.

Por otra parte, podemos considerar la homologia de un toro dividiéndolo
como indica la figura:

El lector puede estimar lo complicado que seria entrar en detalles. La topo-
logia algebraica nos proporciona técnicas para calcular grupos de homologia sin
caer en calculos prolijos. No obstante, observemos que en un toro hay 1-ciclos
que no son fronteras. Por ejemplo, el cuadrado exterior de la parte superior de
la figura. Si buscamos una cadena que lo tenga por frontera podriamos con-
siderar la suma de las cuatro caras trapezoidales superiores, pero su frontera
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no es s6lo el cuadrado que queremos, sino también el cuadrado interior. Para
eliminar éste podriamos afadir los cuatro rectdngulos interiores (debidamente
orientados), pero entonces la frontera contiene también al cuadrado interior in-
ferior (que no se ve en la figura), para eliminarlo podemos anadir las caras
trapezoidales inferiores, etc., pero siguiendo asi llegamos a la cadena formada
por todas las caras (debidamente orientadas) y su frontera no es el cuadrado
que perseguimos, sino que es nula.

No obstante, podemos calcular facilmente la homologia del toro usando
una descomposicion degenerada. La describiremos mejor si trabajamos con un
“mapa” del toro. Un toro puede obtenerse a partir de un cuadrado identificando
sus lados opuestos como indica la figura:

Al pegar dos de los lados obtenemos un cilindro y al pegar los dos lados
restantes obtenemos el toro. Esto se traduce en que podemos pensar que un
cuadrado es un toro si convenimos en que el lado superior es el mismo que
el inferior y que el lado izquierdo es el mismo que el derecho. Notemos que
los cuatro vértices corresponden al mismo punto del toro. Segun esto, una
descomposicion degenerada es la indicada en la figura:

v G4 v
b c b
v a v

Cumple los tnicos requisitos necesarios: que las aristas sean homeomorfas a
segmentos abiertos y las caras a discos abiertos (notemos que a es una circun-
ferencia, pero la arista propiamente dicha no incluye a v, luego es homeomorfa
a un segmento, y lo mismo vale para b).

De este modo, dc = a+b—a — b =0, luego ¢ es un ciclo, como también lo
son a y b. Ahora es facil ver que, si llamamos T al toro,

En particular esto prueba que una esfera no es homeomorfa a un toro.

En el capitulo IX definiremos en general los grupos de homologia de un
espacio topologico X, pero debemos advertir al lector de que la definicion general
no coincidira con la que aqui hemos usado, aunque en la secciéon 10.4 veremos que
—sobre una amplia clase de espacios compactos— es equivalente. La razon para
esta discrepancia es —entre otras— que asi la definicion general no dependeré
de la existencia de descomposiciones “celulares” de un espacio dado en vértices,
aristas, caras, etc. Anticipamos las diferencias para no desconcertar al lector:
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1. Los coeficientes de las cadenas no seran necesariamente enteros, sino que
admitiremos que varien en un anillo arbitrario A. De este modo recogere-
mos —entre otros casos de interés— el caso A = Z, que es el méas natural
en muchas ocasiones, el caso A = R, que aparece en geometria diferencial
y el caso A = C, mas adecuado en el analisis complejo. Por lo tanto, los
grupos de homologia seran en realidad A-mo6dulos, o espacios vectoriales
si A es un cuerpo.

2. En lugar de considerar “caras” de forma arbitraria consideraremos tnica-
mente el caso mas simple, por ejemplo, en dimensién 2 trabajaremos con
tridngulos. Ademés admitiremos triangulos singulares, es decir, image-
nes continuas (en un espacio X) de tridngulos en R?, no necesariamente
inyectivas.

3. No trabajaremos con caras incluidas en una descomposicioén particular de
un espacio topoldgico, sino que, por ejemplo, el grupo de las 2-cadenas
sera el A-modulo libre generado por todos los triangulos singulares en X.

Con esto serd inmediato desde el principio que los grupos de homologia de
un espacio topoldgico son invariantes topoldgicos, ya que no usaremos ninguna
descomposicién en celdas en particular para definirlos.

Panoramica de resultados No quisiéramos dejar al lector con la falsa im-
presion de que la topologia algebraica se limita a proporcionar invariantes que
permiten diferenciar a unos espacios topologicos de otros. Por el contrario, con
sus técnicas es posible demostrar muchos resultados topologicos profundos de
naturaleza muy distinta a que tal espacio no es homeomorfo a tal otro. Enu-
meramos aqui algunos de los que vamos a obtener para que el lector se pueda
hacer una idea aproximada del alcance de esta disciplina. No reproducimos los
enunciados de algunos de ellos porque el lector puede consultarlos directamente.
Ninguno de ellos hace referencia a conceptos de la topologia algebraica, por lo
que pueden entenderse sin necesidad de haber leido nada de este libro (a lo
sumo, los comentarios precedentes al enunciado en algin caso).

1. R™ no es homeomorfo a R™ si m # n (teorema 2.11 o 10.9)
2. El teorema del punto fijo de Brouwer 2.4.
3. El teorema de la esfera peluda 2.2 o, en general, 2.3.

4. El teorema de la curva de Jordan 2.7 o, mas en general, el teorema de
Jordan-Brouwer 10.10.

5. El teorema de invarianza de los dominios 2.9.
6. El teorema de Borsuk-Ulam 2.13.

7. El teorema del bocadillo de jamén 2.15.
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8. Las superficies no orientables como el plano proyectivo P?(R) o la botella
de Klein no son sumergibles en R? (teorema 12.36).

9. El teorema general de separacion 13.7.
10. El teorema de Jordan generalizado 13.8.

A éstos hay que anadir resultados que relacionan la topologia algebraica con
la geometria diferencial, como el teorema de De Rham 13.15, segun el cual,
los grupos de cohomologia de De Rham, que pueden definirse en una varie-
dad diferencial en términos de formas diferenciales, son en realidad invariantes
topologicos.

Como leer este libro Este libro supone al lector familiarizado con el algebra,
la topologia conjuntista y el analisis matematico, y usara libremente los resulta-
dos contenidos en mis libros de Algebra [Al], Analisis matematico [An| y Teoria
de Grupos [TG|. Ocasionalmente también se usaran resultados de mi libro de
Geometria [G] o del de Introduccién a la teoria analitica de nimeros [ITAn|. El
anico resultado que usaremos de forma esencial sin demostracion seré el teorema,
de Schoenflies 2.18, para cuya prueba remitimos a mi libro de Funciones de va-
riable compleja [VC], al que haremos referencia en alguna otra ocasion al tratar
algunos ejemplos aislados. Por iltimo, este libro esta débilmente entrelazado
con mi libro de Geometria diferencial [GD], en el sentido de que usa algunos
resultados presentados en él y viceversa. Si el lector esta dispuesto a omitir to-
dos los resultados de este libro que hacen referencia a variedades diferenciales,
entonces no requerird ningin conocimiento de [GD] salvo algunos pocos hechos
bésicos presentados en su primer capitulo.

Este libro esta dividido en tres partes. En la primera se presentan resultados
puramente topolégicos que no requieren de técnicas algebraicas, pero que a
menudo conducen a resultados que si que las requieren y cuya prueba dejamos
pendiente hasta la tercera parte. Esto permite al lector familiarizarse con la
parte topologica de muchos resultados sin necesidad de esperar a disponer de las
técnicas algebraicas necesarias para demostrarlos a la vez que sirve de motivacion
para éstas. Ademaés asi queda claro cual es exactamente la contribucion de las
técnicas algebraicas.

La segunda parte contiene todos los preliminares puramente algebraicos que
vamos a necesitar en la tercera, en la que exponemos la topologia algebraica
propiamente dicha. Aunque, por supuesto, es posible leer los capitulos ordena-
damente, no es lo més aconsejable, ya que ello supone asimilar “a ciegas” una
ingente cantidad de conceptos, técnicas y resultados algebraicos sin tener una
idea clara de cual es su finalidad y su interés. Por el contrario, aunque hemos
optado por separar de este modo la parte algebraica para que quede claro cuél
es la contribucién del algebra a cada resultado de la topologia algebraica, con-
sideramos mucho méas recomendable una lectura simultanea de la segunda y la
tercera parte y los contenidos han sido estructurados para facilitar esta via.

Asi, por ejemplo, el capitulo VIII en el que presentamos el grupo fundamental
no requiere de ningun resultado de la segunda parte, y puede ser leido justo a
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continuacioén del capitulo III. La tabla siguiente resume una propuesta de lectura
simultanea:

GEOMETRIA TOPOLOGIA
DIFERENCIAL ALGEBRAICA
TOPOLOGIA
I I
II 11
111 111
CATEGORIAS GRUPO FUNDAMENTAL
v 4.1 VIII
COMPLEJOS HOMOLOGIA SINGULAR
A% 4.2 X
X
GEOMETRIA TEORIA DE MODULOS
RIEMANNIANA 5.1 5.2
COHOMOLOGIA
VI XI
TEORIA DE FUNTORES DERIVADOS
VII 53 54 VI
EJEMPLOS DE FUNTORES HoMOLOGIA Y
DERIVADOS (MODULOS) COHOMOLOGIA
VIII 7.1 XII
7.2
7.3
TOPOLOGIA EJEMPLOS DE FUNTORES COMPARACION DE
DIFERENCIAL DERIVADOS (HACES) COHOMOLOGIAS
IX 7.4 XIII
X 7.5

Con mas detalle, la propuesta es:

. Leer la parte de topologia.

la teoria de categorias, que se va a usar frecuentemente.

Leer la primera seccion del capitulo IV como introduccién al lenguaje de

Item pasar al capitulo 8 en el que se presenta el grupo fundamental. La

seccién 4.1 no es necesaria para leer este capitulo, pero, si aconsejable
de cara a que el lector se acostumbre cuanto antes a reconocer conceptos
categoricos alli donde aparecen.

. Pasar al capitulo IX simultaneando su lectura con la segunda seccién del

capitulo IV a medida que sus contenidos vayan siendo requeridos. Esta
seccidon contiene todos los preliminares algebraicos necesarios para seguir
los tres capitulos siguientes de la parte de topologia algebraica (desde el
capitulo IX hasta el capitulo X inclusive).
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5. Leer las dos primeras secciones del capitulo V como preliminares algebrai-
cos adicionales para la lectura del capitulo XI. Las secciones restantes del
capitulo IV pueden ir consultandose a medida que sean requeridas.

6. Completar la lectura del capitulo V y seguir con el capitulo VI como
preliminares algebraicos adicionales.

7. Leer las tres primeras secciones del capitulo VII siguiendo las indicacio-
nes que se dan en el texto sobre como simultanear su lectura con la del
capitulo XII.

8. Leer la cuarta seccién del capitulo VII previamente a la lectura de las tres
primeras secciones del capitulo XIII.

9. La seccion 7.5 es necesaria para la lectura de la ultima seccién del capi-
tulo XIII.

Si el lector opta por este camino, en el texto ird encontrando indicaciones
adicionales sobre secciones cuya lectura puede posponerse.

La primera columna de la tabla precedente contiene también una propuesta
de lectura simultanea con [GD]. Para los contenidos de este libro no relacionados
con la geometria diferencial es suficiente con leer el capitulo I de [GD] antes del
capitulo I del presente libro.! Por lo demas, las tinicas dependencias esenciales
més alla de las referencias frecuentes a los conceptos y resultados béasicos de la
geometria diferencial expuestos en los capitulos I y IT de [GD] son tres:

e En la seccion 10.7 introducimos el concepto de orientaciéon de una variedad
topologica y, aunque no es formalmente imprescindible, es conveniente que
el lector conozca el concepto de orientaciéon de variedades diferenciales
presentado en la seccion 4.2 de [GD].

e En el capitulo XI relacionamos con la topologia algebraica los grupos de
cohomologia de De Rham definidos en el capitulo VI de [GD] (y hacemos
referencia también a resultados de capitulos precedentes).

e Para probar los teoremas 8.18 y 9.42 nos apoyamos en el teorema 1.36,
cuya prueba requiere resultados del capitulo VII de [GD], por lo que el
lector que esté simultaneando la lectura de ambos libros debera aceptar
provisionalmente 1.36 sin demostracién hasta que llegue al capitulo men-
cionado de [GD], que es el pentltimo.

Ademés, aunque no se requiere en ningiin momento, en la secciéon 9.5 de
[GD] se demuestra la unicidad de la suma conexa de variedades diferenciales,
definida aqui en la seccion 1.7.

1La tnica excepcion es el teorema 8.37, cuyo enunciado es puramente topologico, pero en
la prueba usamos el teorema [GD 2.20| de existencia de entornos tubulares de subvariedades
diferenciales.
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Capitulo 1

Preliminares de topologia
conjuntista

En este primer capitulo recopilamos algunos resultados generales sobre topo-
logia conjuntista que van mas alla de los contenidos en [An] y que necesitaremos
maés adelante. Usaremos las notaciones:

I=10,1], B"={z eR" | |z|| <1}, S" = {x ¢ R"" | ||z|| = 1}.

En varias ocasiones vamos a necesitar un resultado elemental sobre espacios
métricos compactos que, como no encaja en ninguna otra seccién, lo presentamos
aqui:

Teorema 1.1 (Lema del cubrimiento de Lebesgue) Dado un cubrimien-
to abierto en un espacio métrico compacto M, existe un € > 0 tal que todo
subconjunto de M de didmetro menor que € estd contenido en uno de los abiertos
del cubrimiento.

DEMOSTRACION: Para cada z € M, tomamos una bola abierta B(x,r;)
contenida en un abierto del cubrimiento. Las bolas B(z,r,/2) forman un cu-
brimiento de M del que podemos extraer un subcubrimiento finito. Tomamos €
igual al minimo radio de las bolas de este subcubrimiento. Asi, si un conjunto A
tiene didmetro menor que €, esta contenido en una de las bolas B(z, ), luego
esta contenido en uno de los abiertos del cubrimiento. m

1.1 Convexidad

Recordemos que un subconjunto A de R™ es convezo si contiene al segmento
que une a dos cualesquiera de sus puntos, es decir, si cuandoa, b€ Ayt € [0,1],
entonces (1—t)a+tb € A. Més en general, se dice que un punto = es combinacion
convexa de ag, ..., a,, si es de la forma

r =tgag+ - +tmam, to+---+tnn=1, t; >0.
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Si A es convexo, entonces A contiene a todas las combinaciones convexas de
sus puntos. En efecto, si t,, = 1 entonces = = a,, € A, mientras que si t,, # 1,
entonces

tmfl

t()a0+"'+tmam:(1_tm)< ap+ -+

Um—1 | + tmam,
1—tm 1—%Lm1> mem

y basta razonar por induccién sobre m.

Dado un conjunto A C R™, la envoltura convexa de A es el conjunto formado
por todas las combinaciones convexas de puntos de A. Es claro que se trata del
minimo conjunto convexo en R™ que contiene a A.

Teorema 1.2 La clausura de un conjunto convero es convera.

DEMOSTRACION: Sea C' C R™ un conjunto convexo y tomemos z, y € C,
0 < X< 1. SiA{an}n e {yn}tn son sucesiones en C que convergen a x e y
respectivamente, entonces {(1— )z, + Ayn }», s una sucesion en C que converge
a (1 — Nz + My, luego (1 —N)a+ Ay € C. "

Para los resultados siguientes conviene probar primero un resultado técnico
general. Afirma que si nos movemos en linea recta desde un punto interior de
un convexo hasta un punto de su clausura, entonces todos los puntos por los
que pasamos, salvo quizéa el dltimo, estan en el interior del convexo.

Teorema 1.3 Sea C C R™ un conjunto convexo, sea x un punto de su interior
e y un punto de su clausura. Entonces, si 0 < XA < 1, el punto (1 — Nz + Ay
estd en el interior de C'.

DEMOSTRACION: Llamemos z = (1 — A)x + Ay, de modo que

1 A
rT=——z— ——1.
-2~ 12\
Para cada par de puntos 2/, y' € R", sea 2’ = 115 2/ — 25y, Asi,
Z=01-Na" +\.

Si tomamos 3, 2’ suficientemente proximos a y, z respectivamente, podemos
conseguir que z’ esté arbitrariamente proximo a x. Asi, como z es un punto
interior de C', podemos conseguir que 2z’ € C. Ahora bien, como y esta en la
clausura de C, podemos tomar puntos ¢y’ € C arbitrariamente proximos a y, y si
z no estuviera en el interior de C, tendriamos puntos z’ € R™\ C arbitrariamente
proximos a z, con lo que obtendriamos una combinacion convexa z’' de dos puntos
de C que no estaria en C', en contradicciéon con la convexidad de C. L]

Representaremos por B” a la bola unitaria en R” y por S”~! a su frontera,
es decir:

B*={zeR"|[ai+ 42, <1}, S"={zeR"|ai+ -+22,, =1}

Claramente B™ y S™ son espacios compactos y B" es convexo.
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Teorema 1.4 Todo espacio compacto convexo K C R™ de interior no vacio es
homeomorfo a B". Ademds el homeomorfismo hace corresponder OK con S~ 1.

DEMOSTRACION: Aplicando una traslacion si es preciso podemos suponer
que 0 esta en el interior de K. Para cada z € S™~!, llamemos

t, =sup{t > 0|tz € K}.

Como K esté acotado y 0 esta en su interior, es claro que t, > 0 esta bien
definido. Ademas es claro que g(z) = t,ax € 0K, luego tenemos definida una
funcién ¢ : S"~' — OK. Vamos a probar que es biyectiva. Concretamente, su
inversa f : 0K — S"~! es la dada por f(z) = z/||z|. Ciertamente, go f = 1,
lo que prueba que g es inyectiva. Falta probar que fog = 1. Tomemos z € JK,
sea y = f(x)y to = ||z||. Por convexidad tx € K para todo ¢ < ty, luego
ty > to. Si fuera t, >ty entonces, x seria combinacion convexa de 0y g(y), y
por el teorema anterior x serfa un punto interior de K, cuando tenemos que es
un punto frontera. Asi pues, t, = to, luego g(f(x)) = g(y) = =.

Puesto que f es claramente continua, por compacidad es un homeomorfismo,
luego g también lo es. Ahora podemos definir h : B™ — K mediante

h(zx) = { ||$(\)| (/[ : i i 8?

Es facil ver que h es un homeomorfismo. [

Por ejemplo, es claro que el producto cartesiano de convexos es convexo,
luego el cubo I™, donde I = [0, 1], es un compacto convexo de interior no vacio.
Por el teorema anterior, es homeomorfo a B™.

Necesitamos una caracterizacion similar de los abiertos convexos, que pode-
mos obtener de este teorema usando lo siguiente:

Teorema 1.5 Si A C R™ es un abierto convexo, entonces A coincide con el
interior de su clausura.

DEMOSTRACION: Sea z un punto del interior de la clausura de A y sea x # z
un punto de A. El segmento que une x con z puede prolongarse un poco sin
salirse de la clausura de A, es decir, podemos expresar z como combinacién
convexa de z v un punto y € A. Por el teorema 1.3 concluimos que z € A. =

Como consecuencia obtenemos:
Teorema 1.6 Todo abierto convexo en R™ es homeomorfo a una bola abierta.

DEMOSTRACION: Sea A C R™ un abierto convexo. Aplicando un homeo-
morfismo podemos suponer que esta acotado, de modo que A es un compacto
convexo de interior no vacio. Por el teorema 1.4 tenemos que A es homeomorfo
a B", y el homeomorfismo transforma A en S™~!, luego transforma A (por el
teorema anterior) en la bola abierta unitaria. L]
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Notemos que este teorema es un caso particular de [GD 1.28], que afirma
que todo abierto estrellado en R™ es difeomorfo a R™.

Homeomorfismos afines en segmentos Los teoremas 1.4
y 1.6 nos aseguran la existencia de homeomorfismos entre espa-
cios aparentemente muy diversos, pero a menudo es necesario
conocer explicitamente el homeomorfismo o, al menos, justificar
que podemos exigir condiciones adicionales. Por ejemplo, a par-
tir de 1.4 es inmediato que la figura de la derecha es homeomorfa
a la pieza inferior, pues ambos son cerrados convexos en R3. Sin
embargo, nos puede hacer falta asegurar, por ejemplo, que hay
un homeomorfismo que envia los puntos de cada cara lateral a la
misma cara y que deja fijos a los puntos de la base.

Es facil definir explicitamente un homeomorfismo que cumpla tales requisi-
tos. Para ello basta definirlo de modo que sea afin en cada segmento vertical.
De hecho, esta condicion ya determina univocamente el homeomorfismo. Con-
cretamente, se trata de definirlo de modo que cada punto (z,y, z) se transforme
en otro (z,y,2") situado en el mismo segmento vertical, y el valor de 2’ queda
determinado por el hecho de que exigimos que z — 2z’ sea una transformacion
afin.

Por ejemplo, si suponemos que la base de la figura es un cuadrado de lado 1
y que las alturas son 4 y 5, asi como que las lineas oblicuas estédn en el plano
XZ, queremos que el punto (x,y,4 + x) se transforme en (x,y,2 — x) y que
(z,9,0) quede invariante, y la tnica transformacion afin que cumple esto es
2—x
112 z).

Es pura rutina comprobar que la aplicacién asi definida es realmente un homeo-
morfismo que cumple los requisitos exigidos. En situaciones similares hablare-

mos de homeomorfismos definidos mediante aplicaciones afines en segmentos sin
dar mas detalles sobre su construccion. ]

('/I:’ y? Z) }_> (.{L‘, y’

El complementario de un toro Consideremos un toro como el que muestra
la figura de la izquierda:

Hay que entender que nos referimos al toro soélido, es decir, de modo que
incluye los puntos encerrados por su superficie. No es un conjunto convexo,
pero pasa a serlo si rellenamos el agujero entre dos planos tangentes horizontales,
como muestra la figura de la derecha. Asi le podemos aplicar el teorema 1.4,
segun el cual es homeomorfo a una bola cerrada.
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Sin embargo, podemos decir mas y construir un
homeomorfismo de R? en si mismo que transforme
el toro relleno en una bola cerrada. Para ello basta
exigir que sea lineal en las semirrectas de origen en
el centro del toro. En efecto, existe una tnica trans-
formacion afin sobre cada semirrecta que fija a su
origen y envia su punto de corte con la frontera del
toro relleno a su punto de corte con la esfera.

Es pura rutina comprobar que la aplicacion defi-
nida asi sobre cada semirrecta es un homeomorfismo
de R3 en si mismo que cumple lo requerido. La figura
muestra el resultado. El toro original se transforma
en un “toro esférico” y el relleno en una especie de
copa doble coronada con dos casquetes esféricos, y
es facil ver que su clausura es homeomorfa a una
bola cerrada (es facil “inflarla” para que ocupe toda
la bola). Esto tiene interés por el motivo siguiente:

Si consideramos a R? como subespacio de su compactificacién por un punto
(que, a su vez, podemos identificar con la esfera S%), sucede que el comple-
mentario de la bola abierta en S® es homeomorfo a una bola cerrada. Esto se
justifica, por ejemplo, considerando la inversion respecto de la esfera [G A.5],
que es un homeomorfismo de S% en sf misma que deja invariante a la esfera y
que intercambia su interior con su exterior.

Mas atn, si consideramos una inversion res-
pecto de una esfera de centro en un punto situado
en el interior del toro esférico (que sera el que se
transforme en el punto infinito), todo el comple-
mentario de la esfera que contiene al toro esférico
se transforma en una esfera usual S’ en R? (pues
las inversiones transforman esferas en planos o es-
feras, segiin si contienen o no al punto con imagen
infinita), los dos casquetes de contacto con la copa
se transformaran en dos casquetes en S’, y la copa
en un tubo que unira dichos casquetes, luego el resultado sera homeomorfo a un
toro, como muestra la figura. Todos los homeomorfismos que hemos conside-
rado son en realidad homeomorfismos de S3 en si misma, luego hemos probado
lo siguiente:

Si consideramos S® = R3 U {0}, el complementario de un toro so-
lido cerrado T C R? es homeomorfo a un toro sélido abierto cuya
frontera es el toro bidimensional OT. FEquivalentemente, cada toro
bidimensional en R? divide a S® en dos componentes conexas ho-
meomorfas a toros solidos abiertos.

Por consiguiente, el complementario en R? de un toro sélido es homeomorfo
a un toro sélido menos un punto interior (pues co no esté en su frontera). m
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1.2 Espacios normales

La normalidad es una propiedad de separacion mas fuerte que la propiedad
de Hausdorft:

Definicion 1.7 Un espacio de Hausdorff X se dice normal si para todo par de
cerrados disjuntos A; y As de X existen abiertos disjuntos Uy y Us en X tales
que A; C U;. Mas brevemente, se dice entonces que los abiertos U; separan a
los cerrados A;.

Asi, un espacio es de Hausdorff si puntos distintos pueden separarse por
abiertos disjuntos, mientras que es normal si ademas cerrados disjuntos pueden
separarse por abiertos disjuntos. Notemos, no obstante, que la propiedad de
Hausdorff no se deduce de esta propiedad general de separaciéon de cerrados
porque hace falta la propiedad de Hausdorff para probar que los puntos de un
espacio topologico sean cerrados. Una propiedad mas débil que la normalidad
es la regularidad:

Un espacio de Hausdorff X es regular si para todo punto x € X y todo
cerrado A tal que x ¢ A, existen abiertos disjuntos U; y U, tales que x € Uy,
AC Us.

Es inmediato que todo espacio normal es regular, y hay ejemplos de que el
reciproco no es cierto. No vamos a necesitar para nada el concepto de espacio
regular, salvo por el hecho de que algunos resultados que necesitaremos sobre
espacios normales son ciertos sin més que suponer la hipotesis de regularidad y
conviene tenerlo presente, porque es una hipétesis mucho menos restrictiva.

La clase de los espacios topoldgicos normales incluye a dos clases importantes
de espacios topologicos:

Teorema 1.8 Todo espacio metrizable es normal.

DEMOSTRACION: En efecto, si X es un espacio metrizable y A1, A son dos
cerrados disjuntos en X, consideramos la funcién continua f : X — R dada
por

d(.]f, Al)

(l’, Al) + d((E, Ag) ’

donde d es cualquier distancia que induzca la topologia de x. Notemos que el

denominador no se anula porque los cerrados son disjuntos. Claramente, f toma

el valor 0 sobre A7 y el valor 1 sobre Ao, luego un par de abiertos que separan a

los cerrados dados son las antiimagenes de los intervalos |—oco, 1/2[ y ]1/2, +o0].
| |

fla) =

Teorema 1.9 Todo espacio compacto es normal.

DEMOSTRACION: Sea X un espacio compacto. Veamos primero que X
es regular. Tomamos, pues, un punto z € X y un cerrado A C X tal que
x ¢ A. Como X es un espacio de Hausdorff, para cada y € A existen abiertos
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disjuntos V,, W, tales que = € V,, y € W,. Los abiertos W, forman un
cubrimiento del compacto A, por lo que podemos tomar un subcubrimiento
finito Wy,,...,W,,,, y basta tomar Uy =V, N---NV,, , Uy =Wy, U---UW,,.

Ahora, si A1, As son cerrados disjuntos en X, por la regularidad ya probada,
para cada x € A; existen abiertos disjuntos V,, W, en X tales que = € V,
Ay C W,. Nuevamente, tomamos un subcubrimiento finito V,,,...,V,, de A;
y tomamos Uy =V, U--- UV, . Uy=W,, N---NW, . L]

Otro hecho fundamental es que la normalidad se conserva por aplicaciones
continuas y cerradas:

Teorema 1.10 Si f : X — Y es una aplicacion continua, cerrada y supra-
yectiva de un espacio normal en un espacio topoldgico (en principio no necesa-
riamente de Hausdorff) entonces Y es un espacio (de Hausdorff) normal.

DEMOSTRACION: Como los puntos son cerrados en X y f es cerrada y
suprayectiva, tenemos que los puntos son cerrados en Y, luego si probamos que
cuando A; y A, son cerrados disjuntos en Y, existen abiertos disjuntos Uy, Us
tales que A; C U;, con ello habremos probado que Y es de Hausdorff y normal.

En efecto, llamemos V; = Y \ A;, que son abiertos tales que Y = V; U V5.
Entonces X = f~1[V1]U f~1[Va], luego X \ f~1[V;] son cerrados disjuntos en X.
Por tanto, existen abiertos disjuntos X \ f~1[Vi] C U;, luego X \ U; C f~1[Vi],
son cerrados tales que (X \U;)U(X \Usz) = X, luego f[X \U;] C V; son cerrados
tales que fIX \U1]U fIX \Us] =Y, luego A; C Y\ f[X \U;] = U/, que son
abiertos disjuntos en Y. n

Los espacios normales satisfacen (y estan caracterizados por) una version
fuerte del lema de Urysohn [An 3.16]:

Teorema 1.11 (Lema de Urysohn) Un espacio de Hausdorff X es normal
si y sdlo si para todo par de cerrados disjuntos Ag y A1 en X existe una funcion
continua f: X — I tal que fla, =0y fla, = 1.

DEMOSTRACION: Una implicacién es inmediata. Dados los cerrados Ag, A1,
para cada ntmero racional € I vamos a definir un abierto V,. con la propiedad

de que si r < 7’ entonces V,. C V..

Para ello fijamos una enumeracion {r,}52, de los ntimeros racionales en I,
en la que exigimos que 7o =0 y r;y = 1 y definiremos V,. recurrentemente.

Sean U y U’ abiertos disjuntos en X tales que Ag C U, A; C U’. De este
modo Ay CU CU C X\ U’ C X\ A;. Definimos Vo =U y Vi = X \ A;. Asi
se cumple que Vy C V4, como se requiere.

Supongamos definidos V;.,, ..., V, de modo que cumplan lo requerido. Lla-
memos 7; y Tq a los nimeros entre rg,...,r, que cumplen r; < r,41 < r4 de
modo que no haya otros r; intermedios, para j = 0,...,n. Por construccion
tenemos que V,, C V,.,. Aplicando la normalidad de X a los cerrados disjuntos
V. v X \ V., obtenemos un abierto V,, , tal que V., C V., ,, CV, C Vi,

Tn+41 n+1 Tn+1



10 Capitulo 1. Preliminares de topologia conjuntista

Con esto tenemos construida la sucesion de abiertos, y ahora definimos la
funcién f: X — I mediante

f(z) = inf{reINQ|zeV,} sizel,
1 size X\W.

Como Ay C Vp, tenemos que f|a4, = 0y como Vi = X\ A; también f|4, = 1.
Solo falta probar que f es continua.

Basta probar que la antiimagen por f de todo abierto béasico |a, b[, [0,b] o
Ja, 1] es abierta, pero como Ja, b = ]a, 1] N [0, b, basta considerar los intervalos
semiabiertos. Ahora bien, f(z) < b equivale a que exista un nimero racional
r < b tal que = € V,., luego

o0 = U v,

r<b

es abierto. Igualmente, f(z) > a equivale a que exista un ' > a tal que
x € X \ Vv, lo que a su vez equivale a que exista un r > a tal que x € X \ V..
Por lo tanto,

e ] = U X \V,)

r>a

también es abierto. u

De aqui se deduce a su vez una propiedad maés fuerte:

Teorema 1.12 (Teorema de Tietze) Si X es un espacio topoldgico normal y
C C X es un cerrado, entonces toda aplicacion continua f : C' — I se extiende
a una funcion continua f: X — I.

DEMOSTRACION: Por comodidad vamos a considerar una funcién continua
f:C — [-1,1]. Puesto que [—1,1] es homeomorfo a I, es inmediato que el
resultado vale igualmente para funciones en I.

En primer lugar veamos que si f : C' — R es continua y cumple |f(z)| < ¢,
para todo x € C, entonces existe una funciéon continua f : X — R tal que

= 1 = 2
|f(x)\§§c para todo z € X, |f(z)ff(x)\§§c para todo z € C.

En efecto, los conjuntos A = f~1[[—c,—c/3]] y B = f~1[[c/3,¢]] son cerra-
dos disjuntos en C, luego en X, luego por el lema de Urysohn existe una funciéon
g: X —[0,1] tal que gla =0y g|p = 1. Basta tomar

Asi, si 2 € C cumple —c < f(x) < —¢/3, tenemos que f(z) = —¢/3, por lo que
|f(z) — f(2)] < 2¢/3. Si, por el contrario ¢/3 < f(x) < ¢, entonces g(x) = ¢/3
y llegamos a la misma conclusiéon. Por ultimo, si |f(z)| < ¢/3, lo mismo vale
para f(x) y de nuevo obtenemos la desigualdad requerida.
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Esto nos permite definir inductivamente funciones f; : X — R de modo
que

() para todo x € X,

2 n+1
< () para todo z € C.

HOEWITIEYE

En efecto, obtenemos f aplicando a f la propiedad precedente con ¢ =1y
n

fni1 se obtiene aplicando dicha propiedad a f — > f; con ¢ = (2/3)"*1.
i=0

_ o)
Finalmente definimos f(xz) = Y f.(x). Por el criterio de mayoracion de
n=0

Weierstrass [An 3.56] tenemos que f : X — [—1,1] es continua y claramente
extiende a f. -

El teorema de Tietze vale también para funciones con valores en R en lugar
de en I:

Teorema 1.13 (Teorema de Tietze) Si X es un espacio topoldgico normal
y C C X es un cerrado, entonces toda aplicacion continua f : C — R se
extiende a una funcion continua f: X — R.

DEMOSTRACION: Tomemos cualquier homeomorfismo i : R — ]—1,1|. Por
el teorema anterior, la composicion f* = foh : C — ]—1,1] se extiende a una
funcion continua f* : X — [~1,1]. Basta probar que podemos modificar f*
para que cumpla f* : X — ]—1,1[, pues entonces f = f*oh™!: X — Res
claramente una extension continua de f.

Para ello consideramos el conjunto D = f*~1[{—1,1}], que claramente es un
cerrado en X disjunto de C'. Sea g : C U D — [ la funcién dada por

g(w):{l six e C,
0 sixeD.

Trivialmente es continua, luego, por el teorema anterior, g admite una extension
continua g : X —» I. Basta considerar f** = f*g: X — [—1,1].

Por una parte f** no toma los valores 1, ya que si f*(x) = +1 entonces
f**(x) =0, mientras que si f*(x) # £1, entonces | f**(x)| < |f*(z)] < 1.

Por otra parte f** es también una extension de f*, pues si x € C, entonces

(@) = f*(2) = f*(2). "

Notemos que la primera versiéon del teorema de Tietze no es exactamente
un caso particular de la segunda, pues contiene la informaciéon adicional de que
una aplicacion f : C — R acotada admite una extension a X con las mismas
cotas.
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1.3 Espacios paracompactos

En [GD 1.21| probamos que en una variedad diferencial todo cubrimiento
abierto tiene una particion de la unidad subordinada. Alli considerabamos par-
ticiones de la unidad diferenciables. Ahora vamos a dar una condicién topolégica
que asegura la existencia de particiones de la unidad continuas subordinadas a
cubrimientos dados:

Definicién 1.14 Sea X un espacio topolégico. Un cubrimiento abierto de X
es localmente finito si cada punto de X esta contenido tan sb6lo en un ndmero
finito de abiertos del cubrimiento. Un cubrimiento abierto V es un refinamiento
de otro U si todo abierto de V esta contenido en uno de U.

Un espacio topolégico de Hausdorff X es paracompacto si todo cubrimiento
abierto de X admite un refinamiento localmente finito.

Trivialmente, todo espacio compacto es paracompacto. Puede probarse que
todo espacio métrico es paracompacto, aunque no vamos a necesitar este hecho
ni, por consiguiente, daremos la prueba. Nos bastara con el teorema siguiente,
que implica que todo espacio topologico localmente compacto con una base
numerable es paracompacto:

Teorema 1.15 Sea X un espacio topoldgico localmente compacto con una base
numerable y sea B una base cualquiera de X. Entonces todo cubrimiento abierto
de X tiene un refinamiento localmente finito formado por abiertos de B.

DEMOSTRACION: Segtn [GD 1.18] existe una familia {G,,}52, de abiertos
— P o0
de V tal que cada G,, es compacto, G, C G411y X = |J Gy. Convenimos que
n=0
G; = @ sii < 0. El compacto G, \ Gy—1 puede cubrirse por un nimero finito
de abiertos de B contenidos en G411 \ Gn_2 v en alguno de los abiertos del
cubrimiento dado. Si llamamos V,, al conjunto de estos abiertos, es claro que la
union de todos los V,, es un cubrimiento de X que refina al cubrimiento dado,
y es localmente finito porque un abierto de V,, corta a lo sumo a los abiertos
de V, parai=n—2,n—1,n,n+1,n+2. n

Para probar la existencia de particiones de la unidad en los espacios para-
compactos necesitamos el hecho siguiente:

Teorema 1.16 Todo espacio paracompacto es normal.

DEMOSTRACION: Veamos en primer lugar que si A = {z} y B es un cerrado
disjunto con A, existen abiertos disjuntos Uy y Us tales que A C Uy, B C Us.

Por la propiedad de Hausdorff, para cada y € B existen abiertos disjuntos
U{, UJ tales que A C U/, y € Uj. Entonces {UJ | y € B} U{X \ B} es
un cubrimiento abierto de X, luego tiene un refinamiento localmente finito U.
Llamamos Uy al conjunto de los abiertos de U que cortan a B.
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Si W € Uy, entonces W esta contenido en un UY C X\UY, luego W C X\UY,

luego WNA =@, luego ACU; =X\ |J W. Por otro lado, es obvio que
Welo
B c U, =JUp y que U; NUs = &. Basta probar que U; es abierto.

En efecto, cada x € U tiene un entorno abierto G que corta a lo sumo a un
niumero finito de abiertos de Uy, digamos W1, ..., W,,, pero entonces tenemos
n [—
que z € GN (X \ W;) C Uy, luego U; es entorno de todos sus puntos.
i=1
Ahora que sabemos que es posible separar puntos de cerrados repetimos el
argumento con dos cerrados disjuntos A y By tomando abiertos disjuntos UY,
Ul tales que A C U/, y € Yy. Asi obtenemos abiertos disjuntos U y Us que
separan A y B. m

Definicion 1.17 Si X es un espacio topologico, el soporte de una funcién con-
tinua f: X — R es la clausura del conjunto de puntos donde f no se anula.

Una particion de la unidad en X es una familia { f; };c; de funciones continuas
fi + X — [0, 1] tales que cada punto de X tiene un entorno U tal que el conjunto

{i eIl filv# 0} esfinitoy 3 filo = 1.

Una particién de la unidad subordinada a un cubrimiento abierto U es una
particion de la unidad {f;};cr tal que cada soporte sop f; esta contenido en un
abierto de U.

Teorema 1.18 Si X es un espacio topoldgico paracompacto, todo cubrimiento
abierto en X tiene una particion de la unidad subordinada.

DEMOSTRACION: Dado un cubrimiento abierto de X, tomamos un refi-
namiento U = {U; | i € I} localmente finito. Para cada x € X, existe un
i € I tal que x € U;. Como X es normal, podemos separar {z} de X \ U;
mediante abiertos disjuntos, lo que nos da un abierto z € U, C U, C Us,.
Los abiertos U, forman un cubrimiento de X, el cual admite un refinamiento
V ={V; | j € J} localmente finito. Para cada indice j € J existe un z; € X tal
que V; C Uy, y a su vez existe un i; € I tal que V; C U, C ﬁwj cU;. Defi-
nimos F; = |J{V; | i; =i} C U;. Se cumple que {F; | i € I} es un cubrimiento
de X, pues todo x € X estd en un Vj, y entonces x € F;,. Veamos que F; es
cerrado.

Todo = € X \ F; tiene un entorno G que corta a lo sumo a un namero finito
de elementos de V, de los cuales habra un ntmero finito, digamos Vj,,...,V},,
tales que ij, =1, para k =1,...,n. Entonces

n —_
k=1
lo que prueba que X \ F; es entorno de todos sus puntos.

El lema de Urysohn nos da funciones continuas g; : X — I tales que
gilx\v; =0y gilr, = 1. Asisopg; C U, luego esta contenido en un abierto del
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cubrimiento original y, como U es localmente finito, todo punto tiene un entorno

que corta a un numero finito de soportes. Esto hace que esté bien definida la

suma g(z) = > gi(z), que es una funcion continua, ya que en un entorno de
i€l

cada punto es suma de un numero finito de funciones continuas, y no se anula en
ningin punto, porque no hay sumandos negativos y siempre hay uno que vale 1
(pues todo punto esta en un F;). Es claro entonces que las funciones f; = g;/g
forman una particién de la unidad subordinada al cubrimiento dado. ]

Notas En la prueba del teorema anterior se ve que si el cubrimiento de partida
es localmente finito, W = {U; | i € I}, entonces la particion de la unidad se puede
tomar con el mismo conjunto de indices, {f;}icr, de modo que sop f; C Us;.

El teorema 1.15 prueba que toda variedad topolégica con una base numerable
es paracompacta, y [GD 1.21] prueba que, en el caso de una variedad diferencial,
las particiones de la unidad pueden tomarse diferenciables. L]

Vamos a necesitar una propiedad méas de los espacios paracompactos (que,
de hecho, es equivalente a la paracompacidad):

Definicién 1.19 Si U es una familia de subconjuntos de un conjunto X, para
cada A C X, definimos la estrella de A como el conjunto

Ai=U{UeU|UNA#wg}.

Si U es un cubrimiento de X, diremos que otro cubrimiento V es un refina-
miento baricéntrico de U si para todo x € X existe un U € U tal que {z}}, C U.

Diremos que un cubrimiento V es un refinamiento estrella de U si para cada
V €V existe un U € U tal que Vyy C U.

Claramente, todo refinamiento estrella es un refinamiento baricéntrico, y
todo refinamiento baricéntrico es un refinamiento.

Si definimos V* = {Vy; | V € V}, entonces V es un refinamiento estrella de
U si y s6lo si V* es un refinamiento de U.

Teorema 1.20 Si X es un espacio topologico paracompacto, entonces todo cu-
brimiento abierto de X admite un refinamiento estrella abierto.

DEMOSTRACION: Sea U un cubrimiento abierto de X y veamos en primer
lugar que admite un refinamiento baricéntrico abierto.

Empezamos razonando exactamente igual que en la prueba del teorema 1.18,
es decir, tomamos un refinamiento W = {U; | i € I} localmente finito del
cubrimiento dado y a partir de él formamos un refinamiento {F; | i € I'} formado
por conjuntos cerrados F; C Uj.

Para cada i € I, sea G; € U tal que F; C G;. Como W es localmente finito,
lo mismo vale para el cubrimiento formado por los cerrados F;, luego, para cada
x € X, el conjunto I, = {i € I | z € F;} es finito, luego el conjunto

V=N GnNX\ U F)

i€, i€I\I,
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es abierto y € V,,, por lo que V = {V,, | z € X} es un cubrimiento abierto del
espacio X. Veamos que es un refinamiento baricéntrico de U.

Tomamos xp € X y fijemos un indice iy € I,. Si xp € V,, entonces iy € I,
pues en caso contrario xg € X \ F;, en contra de la eleccion de ig. Por lo tanto
V., C G’im luego {x0}§‘7 C Gi0~

Asi pues, V es un refinamiento baricéntrico abierto de U. Aplicando a V
lo que hemos probado podemos tomar un refinamiento baricéntrico abierto V'
de V. Vamos a probar que V' es un refinamiento estrella de U.

Tomamos V" € V. Para cada x € V" elegimos V,, € V tal que {z}3,, C V.
Entonces
‘/v”/y}< - U {x};}// - U Vx
zev” zeV
Fijemos zo € V”. Entonces, si x € V", se cumple que z¢ € {z}3}, C V,,
luego V,, C {xo}%. Por consiguiente,

U V. C {Qﬁo}%
zeV’’

Ahora tomamos U € U tal que {z¢}3 C U, con lo que V)i C U. n

1.4 Variedades topolégicas

En el estudio de las variedades diferenciales aparecen con frecuencia resul-
tados que realmente dependen tan solo de la estructura topolégica subyacente,
pero eso no significa que sean validos para espacios topologicos cualesquiera,
ya que no todo espacio topoldgico puede ser el espacio topolégico subyacente a
una variedad diferencial. Una condiciéon necesaria es que sea una variedad to-
pologica en el sentido que vamos a introducir a continuacion, y esto le confiere
caracteristicas muy peculiares.

Definicién 1.21 Una variedad topoldgica de dimensién n es un espacio topold-
gico de Hausdorff en el que todo punto tiene un entorno abierto homeomorfo a
un abierto en R™. Los homeomorfismos entre abiertos de la variedad y abiertos
de R™ se llaman cartas de la variedad.

La definicién de variedad topoldgica es formalmente més simple que la de
variedad diferencial porque en ella podemos hacer uso de la nociéon de homeomor-
fismo, mientras que en la de variedad diferencial no podemos usar el concepto
de difeomorfismo, que se define a partir de la estructura diferencial.

Es frecuente exigir la conexién en la definicién general de variedad, pero
por motivos técnicos nos conviene no hacerlo, de modo que cuando queramos
considerar variedades conexas lo indicaremos explicitamente. Notemos que las
variedades topolégicas son localmente arcoconexas, luego las variedades topolo-
gicas conexas son, de hecho, arcoconexas.
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Es evidente que toda variedad diferencial de dimensién n es, como espacio
topologico, una variedad topolégica de dimensién n.

Asi, por ejemplo, la esfera S™ es una variedad topologica de dimension n,
pues sabemos que admite una estructura de variedad diferencial de dimensién n.

Las variedades topologicas mas simples son los abiertos de R™, pues es obvio
que todo punto de un abierto de R™ tiene un entorno abierto homeomorfo (de
hecho, igual) a una bola abierta en R™. Mas en general, cualquier abierto en
una variedad topologica es una variedad topoldgica de la misma dimension.

En una variedad topologica V de dimension n, los abiertos homeomorfos a
bolas abiertas de R™ se llaman abiertos coordenados, y constituyen una base
de V. Maés atn, los abiertos coordenados homeomorfos a bolas abiertas en R™
constituyen una base de V.

En efecto, supongamos que z € V y que U C V es un entorno abierto de
z en V. Por definicion de variedad, existe un homeomorfismo f : U’ — U,
donde U’ es un entorno de z en V y U es un abierto en R”. Entonces U N U’
es abierto en U’, luego f[U NU’] es un abierto en B. Podemos tomar una bola
abierta B tal que f(z) € B C f[UNU']. Asi f~1[B] es un entorno coordenado
de z contenido en U y homeomorfo a B.

Puede probarse que una variedad topologica puede sumergirse en un espa-
cio R™ si y soélo si tiene una base numerable, por lo que es frecuente incorporar
esta condicién en la definicion. Aqui probaremos tnicamente un resultado méas
sencillo:

Teorema 1.22 Para toda variedad compacta V' existe un natural m y una apli-
cacion continua e inyectiva f: V. — R™,

DEMOSTRACION: Podemos cubrir a V' con un ndmero finito de abiertos
Ui,...,U, homeomorfos a bolas abiertas de R™. Tomemos homeomorfismos
fi : U — 8™\ {N}, donde N es el polo norte de la esfera. Todos ellos se
extienden a aplicaciones continuas f; : V — S™ de modo que los puntos de
V \ U; tienen imagen N. A su vez, estas aplicaciones definen f : V — (S™)"
mediante f(xz) = (fi(x),..., fr-(z)). Claramente, la aplicacion f es inyectiva y
continua, y (S™)" c R7("+1), n

Aunque no vamos a necesitar este hecho, conviene observar que el teorema
[GD 1.24] sobre variedades diferenciales es valido para variedades topologicas
exactamente con la misma prueba (cambiando la diferenciabilidad por la mera
continuidad):

Teorema 1.23 Si V' es una variedad topoldgica, G C V' es un abierto conezxo y
x, y son dos puntos de G, existe un homeomorfismo f:V — V que fija a los
puntos de V' \ G y cumple f(x) =1y.

Esto significa que, por muchas peculiaridades que pueda tener la forma local
de una variedad topologica, desde un punto de vista puramente topologico cual-
quier punto de una variedad topologica es indistinguible de cualquier otro, no
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es posible distinguir un punto de otro por ninguna caracteristica topoldgica de
la variedad. Esto no sucede asi con otros espacios topologicos. Por ejemplo, en
el intervalo I = [0, 1] los extremos del intervalo se distinguen topologicamente
de los demés po