
Carlos Ivorra Castillo

TEORÍA DE CONJUNTOS





Un conjunto es un “muchos” que puede ser pensado
como uno.

Georg Cantor





Índice General

Introducción ix

Capítulo I: El lenguaje de la teoría de conjuntos 1
1.1 Clases y conjuntos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.2 Funciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.3 Formación de conjuntos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
1.4 La teoría de conjuntos NBG∗ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
1.5 Equipotencia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
1.6 Relaciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
1.7 Leyes de composición interna . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

Capítulo II: El sistema numérico 43
2.1 Los números naturales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
2.2 Conjuntos finitos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
2.3 Sumas finitas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
2.4 Conjuntos numerables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
2.5 Los números enteros . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
2.6 Los números racionales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
2.7 Los números reales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
2.8 Los números complejos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

Capítulo III: Ordinales 93
3.1 La construcción de los ordinales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94
3.2 Inducción y recursión transfinita . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102
3.3 Ordinales y buenos órdenes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105
3.4 Funciones normales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109
3.5 La aritmética ordinal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110
3.6 La forma normal de Cantor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118

Capítulo IV: La teoría de conjuntos NBG 125
4.1 Relaciones bien fundadas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125
4.2 El axioma de regularidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131
4.3 El axioma de elección . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136

v



vi ÍNDICE GENERAL

Capítulo V: Cardinales 149
5.1 Números cardinales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149
5.2 La aritmética cardinal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156
5.3 Sumas y productos infinitos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165
5.4 Cofinalidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 169
5.5 Exponenciación de cardinales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 174
5.6 La hipótesis de los cardinales singulares . . . . . . . . . . . . . . 180
5.7 Cardinales fuertemente inaccesibles . . . . . . . . . . . . . . . . . 185
5.8 Aplicaciones sobre el axioma de elección . . . . . . . . . . . . . . 190

Capítulo VI: Conjuntos cerrados no acotados y estacionarios 197
6.1 Conjuntos cerrados no acotados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 197
6.2 Conjuntos estacionarios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 202
6.3 Un teorema de Silver . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 206
6.4 Cardinales de Mahlo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 211
6.5 Principios combinatorios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 213
6.6 Puntos fijos de funciones normales . . . . . . . . . . . . . . . . . 227

Capítulo VII: Álgebras de Boole 235
7.1 Propiedades algebraicas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 235
7.2 Espacios de Stone . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 244
7.3 Álgebras completas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 250
7.4 La compleción de un álgebra de Boole . . . . . . . . . . . . . . . 258
7.5 Distributividad en álgebras completas . . . . . . . . . . . . . . . 268
7.6 Medidas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 272
7.7 Las álgebras de medida y categoría . . . . . . . . . . . . . . . . . 277
7.8 Cardinales medibles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 282

Capítulo VIII: Cardinales característicos del continuo 289
8.1 Cardinales puramente conjuntistas . . . . . . . . . . . . . . . . . 290
8.2 Medida y categoría . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 297
8.3 El axioma de Martin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 311
8.4 Condiciones de cadena en productos . . . . . . . . . . . . . . . . 324
8.5 Ejemplo: Intercambio de integrales . . . . . . . . . . . . . . . . . 335

Capítulo IX: Árboles 347
9.1 Conceptos básicos sobre árboles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 347
9.2 El problema de Suslin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 351
9.3 La independencia de la Hipótesis de Suslin . . . . . . . . . . . . . 357
9.4 Árboles de Aronszajn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 364
9.5 Árboles de Kurepa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 372
9.6 Álgebras de Suslin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 375



ÍNDICE GENERAL vii

Capítulo X: Elementos de teoría de modelos 379
10.1 Lenguajes y modelos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 379
10.2 Teorías formales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 387
10.3 Submodelos, inmersiones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 400
10.4 Ultraproductos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 407

Capítulo XI: El cálculo de particiones 417
11.1 Particiones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 417
11.2 Cardinales débilmente compactos . . . . . . . . . . . . . . . . . . 423

Apéndice A: Bases de espacios vectoriales 433
A.1 Existencia y equicardinalidad de bases . . . . . . . . . . . . . . . 433
A.2 Equivalencia con el axioma de elección . . . . . . . . . . . . . . . 437
A.3 La dimensión del espacio dual . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 440

Apéndice B: Subconjuntos de R y el axioma de elección 445
B.1 El ejemplo de Vitali . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 446
B.2 Conjuntos finales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 447
B.3 Conjuntos de Bernstein . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 449
B.4 Números hiperreales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 452
B.5 Filtros rápidos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 454

Bibliografía 465

Índice de Materias 467





Introducción

El propósito de este libro es proporcionar una introducción axiomática rigu-
rosa a la teoría de conjuntos que no presuponga del lector ningún conocimiento
técnico de la lógica matemática más allá de una cierta familiaridad con las
técnicas de razonamiento informal-formalizable que emplean habitualmente los
matemáticos.

Naturalmente, una fundamentación sólida de la teoría de conjuntos presu-
pone la lógica formal, y a este respecto podemos decir que “oficialmente” este
libro debe considerarse como la continuación de mi libro de Lógica matemática
([LM]), en el que, entre otras cosas, se discuten con todo el detalle y los tec-
nicismos necesarios diversas teorías axiomáticas de conjuntos, entre ellas la de
Zermelo-Fraenkel (ZFC) y la de von Neumann-Bernays-Gödel (NBG). Sin em-
bargo, aquí hemos optado por exponer la teoría axiomática de modo que no ha
sido necesario hacer ninguna referencia explícita a [LM], de tal forma que quien
lea [LM] y continúe con este libro, no sólo no encontrará ninguna laguna entre
ambos, sino que de hecho hallará varios solapamientos, los que hemos conside-
rado necesarios para que el lector familiarizado con el razonamiento matemático
pueda suplir con dicha familiaridad los requisitos técnicos que proporciona [LM].

De este modo, [LM] y el presente libro suponen dos propuestas alternativas
para introducirse en la teoría de conjuntos: o bien empezando por los funda-
mentos lógicos de [LM] para después adentrarse en los contenidos matemáticos
de las teorías de conjuntos allí presentadas, o bien empezar por una introducción
axiomática a la teoría de conjuntos apoyada en la familiaridad del lector con
el razonamiento matemático para después (opcionalmente) profundizar en sus
aspectos lógicos a través de [LM].

Puesto que la distinción entre conjuntos y clases propias resulta inevitable,
para eliminar por completo las dificultades conceptuales que conlleva (que se
discuten con detalle en [LM]) hemos optado por partir de la teoría axiomática
de von Neumann-Bernays-Gödel NBG en lugar de la más habitual, que es ZFC,
puesto que así el concepto de clase propia es un concepto formal más que no
debería presentar ninguna dificultad especial al lector, en lugar de un concepto
metamatemático que tiene que entenderse necesariamente en términos de con-
ceptos lógicos. No obstante, ambas teorías son equivalentes, y el lector familiari-
zado con [LM] se dará cuenta de que, pasado el capítulo I (en el que exponemos
la axiomática básica de NBG), las siglas NBG pueden ser trivial y sistemática-
mente
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x Introducción

sustituidas por ZFC sin necesidad de modificar absolutamente nada de lo dicho.
En el capítulo II completamos la exposición de los resultados conjuntistas

básicos que sirven de fundamento al resto de las disciplinas matemáticas con la
construcción del sistema numérico, mientras que los capítulos siguientes, hasta
el V exponen los resultados fundamentales de la teoría de conjuntos cantoriana
(principalmente la teoría de ordinales y de cardinales), sin perjuicio de que se
presenten muchos resultados muy posteriores en el tiempo a la época de Cantor.

Los capítulos siguientes exponen temas más avanzados. El límite principal
que nos hemos impuesto al elegir los contenidos ha sido evitar todos aquellos que
requieren considerar modelos de la teoría de conjuntos (con todos los aspectos
sobre lógica y metamatemática que ello requeriría). No obstante, en el capítulo
X presentamos los resultados básicos de la teoría de modelos, pero sin entrar,
según acabamos de decir, en el estudio de modelos de la propia teoría de conjun-
tos, evitando así la necesidad de introducir distinciones sutiles entre fórmulas
metamatemáticas y fórmulas definidas en la teoría axiomática. Los capítulos
VII y X pueden verse en gran medida como los preliminares necesarios (junto
con [LM]) para abordar los problemas relativos a pruebas de consistencia.

Finalmente hemos incluido dos apéndices, en el primero de los cuales proba-
mos que la existencia de bases en espacios vectoriales es equivalente al axioma de
elección y demostramos algunos resultados adicionales sobre bases y dimensión
de espacios vectoriales. En el segundo damos varias pruebas de la existencia de
subconjuntos de R no medibles Lebesgue, sin la propiedad de Baire y sin sub-
conjuntos perfectos a partir de distintas consecuencias del axioma de elección.

A partir del capítulo VII empiezan a ser necesarios —principalmente en las
aplicaciones— resultados topológicos, para los cuales remitimos a mi libro de
topología, indicado como [T], el cual a su vez depende de los resultados de este
libro. En la introducción de [T] se muestra una tabla que indica una forma
posible de compaginar la lectura de ambos libros.

Los únicos resultados que se enuncian sin demostración en este libro son los
que afirman la consistencia y la independencia de algunas de las afirmaciones
consideradas (como la hipótesis del continuo, la existencia de cardinales inacce-
sibles, etc.) En algunos casos se esbozan sin rigor los argumentos que permiten
concluir que determinados hechos no pueden ser demostrados en NBG (o, equi-
valentemente, en ZFC). Naturalmente, estas observaciones no demostradas no
se usan en ningún momento, salvo para relacionar unas con otras.



Capítulo I

El lenguaje de la teoría de
conjuntos

Dedicamos este primer capítulo a presentar los conceptos básicos del len-
guaje conjuntista que impregna todas las ramas de la matemática: conjuntos,
funciones, relaciones, productos cartesianos, etc.

Si tomamos cualquier concepto matemático, como pueda ser el concepto de
“derivada”, veremos que todas las propiedades que se demuestran sobre él se
deducen en última instancia de su definición, la cual lo reduce a otros conceptos
más elementales, como son el de “función”, el de “número real”, etc. A su vez,
estos conceptos pueden definirse a partir de otros más simples, pero este proceso
no puede continuar indefinidamente. Tras un número finito de pasos tenemos
que llegar a unos conceptos tan elementales que no sean susceptibles de ser
definidos en términos de otros más elementales aún. El lector podría especular
sobre cuántos son esos conceptos fundamentales, cuántos conceptos primitivos
son necesarios para que a partir de ellos puedan definirse los miles y miles de
conceptos que manejan los matemáticos. La respuesta es sorprendentemente
simple: son suficientes dos conceptos, el de “conjunto” y el de “pertenencia”.

Un “conjunto” pretende ser una colección de objetos, y la “pertenencia” pre-
tende ser la relación que puede darse entre un objeto dado y un conjunto dado:
si el objeto es uno de los que forman parte del conjunto, se dice que el objeto
“pertenece” al conjunto (o que es un elemento del conjunto) y en caso contrario
que “no le pertenece”.

El lector podría decir en este punto: Pues bueno, acabamos de definir los
conceptos de “conjunto” y “pertenencia”. ¿Qué tienen de indefinibles? La res-
puesta es que el párrafo anterior dista mucho de ser una definición en el sentido
matemático riguroso. Si quisiéramos razonar acerca de los conjuntos y de la
pertenencia a partir de las “definiciones” que acabamos de dar, nos veríamos
obligados a recurrir tácitamente a numerosos prejuicios sobre lo que se supone
que deben cumplir las colecciones de objetos. Y esto resulta inviable, pues la

1



2 Capítulo 1. El lenguaje de la teoría de conjuntos

historia de la Matemática nos enseña que, cuando uno trata de profundizar en la
teoría de conjuntos sin pararse a explicitar convenientemente sus fundamentos,
termina encontrándose con paradojas, es decir con demostraciones aparente-
mente válidas de determinadas afirmaciones y también de sus negaciones.

Para evitar que en nuestra teoría de conjuntos surjan contradicciones, nos
aseguraremos de explicitar las propiedades que vamos a admitir sobre las colec-
ciones de objetos y la pertenencia mediante una lista de axiomas —los cuales
están pensados precisamente para invalidar todos los razonamientos conocidos
que dan lugar a paradojas— y no admitiremos ningún razonamiento que con-
tenga implícita o explícitamente nada que no pueda justificarse a partir de dichos
axiomas.

Existen varias formas alternativas de “desterrar” las paradojas de la teoría
de conjuntos, cada una basada en su propio “truco” ingenioso. Preparando el
terreno para el que vamos a emplear nosotros, vamos a reservar la palabra “con-
junto” para darle un significado más preciso más adelante y, de momento, para
referirnos a las “colecciones de objetos” de las que queremos hablar, usaremos
la palabra “clase” en lugar de “conjunto”.

Quizá el lector piense que, según lo que estamos diciendo, no va a haber dos,
sino tres conceptos fundamentales: el de “clase”, el de “pertenencia” y el de los
“objetos” que pueden pertenecer o no a una clase dada. Podríamos plantearlo
así, pero sucede que los matemáticos definen a menudo clases cuyos elementos
son a su vez otras clases, y al final resulta que este tipo de clases a las cuales sólo
pertenecen otras clases resultan ser las únicas realmente necesarias para funda-
mentar todas las matemáticas. Por lo tanto, para no introducir complicaciones
innecesarias en la teoría, vamos a considerar que los objetos que pertenecen a
cualquier clase dada serán a su vez otras clases.1

Las paradojas que afectan a la teoría ingenua de conjuntos (la que resulta de
razonar “alegremente” sobre las colecciones de objetos sin más base que lo que
nos parece razonable que deberían cumplir) no se deben a confusiones sobre qué
es un razonamiento lógico correcto y qué no lo es, sino sólo sobre qué premisas
podemos aceptar que cumplen las colecciones de objetos y cuáles no. Por ello,
dado que la lógica pura no es un problema, no trataremos de precisar la noción
de “razonamiento lógico puro”, sino que daremos por hecho que el lector sabe
razonar correctamente, y en particular que es consciente de hechos como que si
A = B entonces B = A, etc.

1Quizá al lector le parezca extraño —por no decir imposible— que podamos hablar de
clases de objetos sin que haya en última instancia ningún objeto que no sea a su vez una clase.
Lo que sucede es que en la teoría que vamos a desarrollar habrá una clase vacía (una clase sin
elementos) que representaremos por ∅, a partir de la cual se pueden formar otras clases como
{∅}, o {{∅}}, o {∅, {∅}}, etc. Y así podemos definir infinitas clases, todas ellas construidas
—en un número finito o infinito de pasos— a partir de la clase vacía. Lo que decimos es
que éstas son más que suficientes para construir todos los objetos con los que trabajan los
matemáticos.
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1.1 Clases y conjuntos

Convenimos en usar letras cualesquiera, como A,B,C, . . . como variables
que hacen referencia a clases. Escribiremos A ∈ B para indicar que la clase A
pertenece a la clase B y A /∈ B para indicar que A no pertenece a B.

Según acabamos de explicar, nuestra intención es que las clases representen
“colecciones de clases", de modo que A ∈ B signifique que la clase B es una
colección de clases entre las cuales figura la clase A, pero técnicamente estos dos
conceptos de “clase” y “pertenencia” serán los dos únicos conceptos primitivos
(no definidos) de los que vamos a partir, es decir, que sólo aceptaremos una
afirmación sobre clases y pertenencia si podemos demostrarla a partir de la
lógica pura (es decir, sin presuponer nada en absoluto sobre qué son las clases o
qué es la pertenencia entre clases) o a partir de las afirmaciones que tomaremos
explícitamente como axiomas.

El lenguaje de la teoría de conjuntos2 es el lenguaje que consta de variables
arbitrarias, el signo ∈ y los signos lógicos:

=, ¬, →, ∨, ∧, ↔,
∧
,
∨
.

No vamos a describir las reglas gramaticales de este lenguaje, pues, aunque
las vamos a respetar, nunca serán relevantes y siempre podremos sustituir las
afirmaciones expresadas en él por sus equivalentes en el lenguaje natural. Por
ejemplo, ∧

ABC(A = B ∧ B = C → A = C)

es una fórmula del lenguaje de la teoría de conjuntos y, más concretamente, es
un teorema lógico, que puede expresarse equivalentemente así:

Si una clase A es igual a otra B, y ésta a su vez es igual a una
tercera clase C, entonces también A es igual a C.

Decimos que es un teorema lógico porque es algo que podemos afirmar sobre
las clases sin el más mínimo presupuesto sobre qué son. Se trata de una afirma-
ción puramente lógica que seguiría siendo válida si en vez de hablar de clases
estuviéramos hablando de conejos silvestres.

Es indiferente expresar este hecho de cualquiera de las dos formas. Lo que
es crucial es entender que si la segunda afirmación puede considerarse una afir-
mación matemática rigurosa es precisamente porque también puede escribirse
de la primera forma, aunque en la práctica no es necesario hacerlo. Basta con
saber que puede hacerse. No puede decirse lo mismo de:

2Aquí nos referimos al “lenguaje” en el sentido técnico del sistema de signos y reglas gra-
maticales que determinan qué sucesiones de signos constituyen una afirmación válida y cuáles
son meros sinsentidos, como =∈ A == B. No debemos confundir este concepto técnico de
“lenguaje” con el concepto informal que da título a este capítulo, donde al hablar del “lenguaje
de la toería de conjuntos” nos referimos al “vocalbulario conjuntista” que se usa habitualmente
en matemáticas.
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Si una clase A tiene más o menos el mismo tamaño que otra clase B,
y ésta a su vez es de un tamaño similar a C, entonces también A y
C son aproximadamente del mismo tamaño.

Esto no es una afirmación matemática rigurosa porque no hemos dado nin-
guna definición precisa de lo que es el “tamaño” de una clase, ni mucho menos
de lo que es “tener aproximadamente el mismo tamaño”, y las únicas nociones
no definidas que vamos a aceptar son la de “clase” y la de “pertenencia”.

Cualquier teorema matemático riguroso puede expresarse exclusivamente en
términos del signo ∈, los signos lógicos y variables, pero si pretendiéramos plan-
tearlo así, nos encontraríamos con que un teorema elemental como que π > 3.14
requeriría decenas de páginas sólo para ser enunciado, y muchas más para ser
demostrado sin usar ningún otro signo matemático. Lo que se hace en la práctica
es definir nuevos conceptos matemáticos en términos de los conceptos primitivos
que acabamos de describir o de otros conceptos definidos previamente. Veamos
con detalle un ejemplo de este proceso:

Definición 1.1 Diremos que una clase A es una subclase de (o que está con-
tenida o incluida en) otra clase B, y lo representaremos por A ⊂ B, si todo
elemento de A es también un elemento de B. Equivalentemente:

A ⊂ B ≡
∧
x(x ∈ A→ x ∈ B).

Diremos que la inclusión es estricta (y lo representaremos por A  B) si además
se cumple que A 6= B.

Tenemos así dos formas equivalentes de definir la inclusión entre clases. En
primer lugar hemos dado la definición en el lenguaje natural, y en segundo
lugar en el lenguaje formal de la teoría de conjuntos. Es irrelevante usar una u
otra forma. Sólo hay que tener presente que la primera forma es una definición
matemática rigurosa precisamente porque puede traducirse a la segunda forma,
aunque, sabiendo que es así, no es necesario hacerlo.

Sólo necesitamos recurrir a la lógica pura para demostrar ahora algunos
teoremas matemáticos, como:∧

A A ⊂ A,
∧
ABC(A ⊂ B ∧ B ⊂ C → A ⊂ C).

Por ejemplo, la prueba de la segunda afirmación es como sigue:

Suponemos que A ⊂ B y B ⊂ C. Queremos probar que A ⊂ C, lo cual
significa que cualquier clase x ∈ A debe cumplir también x ∈ C. Suponemos,
pues que x ∈ A y entonces vemos que, aunque no tengamos ni idea de qué
significa x ∈ A, la hipótesis A ⊂ B nos garantiza que también se va a cumplir
x ∈ B y, aunque no tengamos ni idea de lo que esto significa, la hipótesis B ⊂ C
nos garantiza que x ∈ C.

Esta demostración, a pesar de su simplicidad, resume perfectamente la na-
turaleza del razonamiento lógico: hemos probado que x ∈ A → x ∈ C sin
necesidad de presuponer nada sobre qué clase de cosas son x, A, C y sin presu-
poner nada sobre qué significa x ∈ A o x ∈ C.



1.1. Clases y conjuntos 5

Sin embargo, nuestra capacidad de razonamiento basada en la lógica pura
es muy limitada. Por ejemplo, consideremos la afirmación siguiente:∧

AB(
∧
x(x ∈ A↔ x ∈ B)↔ A = B)

Equivalentemente, podríamos parafrasearla así:

Dos clases A y B son iguales si y sólo si tienen los mismos elementos.

No podemos demostrar tal cosa. Lo que sí podemos probar es que si A = B,
entonces x ∈ A es equivalente a x ∈ B, porque A = B significa que A y B
nombran en realidad a la misma clase —sea lo que sea una clase—, luego x ∈ A
y x ∈ B son en realidad un mismo hecho —sea cual sea ese hecho—. Ahora
bien, si suponemos que dos clases A y B tienen los mismos elementos, nada nos
permite concluir que tienen que ser la misma clase.

El lector podría objetar: pero sí que tienen que serlo. Si hemos dicho que
las clases A y B son colecciones de objetos (colecciones de otras clases, para
ser más precisos) y resulta que A y B contienen exactamente las mismas clases,
entonces es que son la misma colección de clases, luego son la misma cosa, son
iguales.

El problema del “razonamiento” precedente es que se basa en que las clases
son precisamente “colecciones de clases” y la pertenencia es la pertenencia. Por
ejemplo, la afirmación anterior sería claramente falsa si las clases A, B, x fueran
conejos silvestres y x ∈ A significara “el conejo x es el padre del conejo A”,
porque en tal caso, lo que estamos afirmando es que si dos conejos A y B tienen
el mismo padre, entonces son necesariamente el mismo conejo, y esto es falso.

Desde el momento en que la afirmación anterior es falsa si se interpretan
los conceptos de “clase” y “pertenencia” de un determinado modo (como “conejo
silvestre” y “ser padre de”, respectivamente), tenemos que admitir que es impo-
sible demostrarla desde la lógica pura, y que cualquier intento de demostración
tendría que recurrir, explícita o implícitamente, a que los conceptos de “clase”
y “pertenencia” significan una cosa y no otra. En otras palabras, se tendría que
basar en algún tipo de definición de “clase” y “pertenencia”, que es justo lo que
no tenemos.

Ahora bien, el lector tendría razón en alegar que lo que expresa la afirmación
anterior es algo razonable que deberían cumplir las clases y la pertenencia si es
que tienen que ser lo que pretendemos que sean. En general, no podemos admitir
irreflexivamente todo lo que nos parezca “razonable” sobre clases y pertenencia
sin acabar cayendo en paradojas, pero sucede que esta afirmación en particular
es una de las que la axiomática que vamos a adoptar acepta como válida, y por
ello, para legitimar su uso, la vamos a convertir en nuestro primer axioma:

Axioma de Extensionalidad Si dos clases tienen los mismos elementos,
entonces son iguales, es decir,∧

AB(
∧
x(x ∈ A↔ x ∈ B)→ A = B).
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El axioma de extensionalidad afirma que si dos clases no se diferencian por
sus elementos, entonces no se diferencian por nada (son iguales) o —dicho de otro
modo— que una clase no es ni más ni menos que la colección de sus elementos.
Ya hemos señalado que el recíproco del axioma de extensionalidad sí que es un
teorema lógico que puede probarse sin necesidad de ningún axioma matemático.

Por ejemplo, ahora podemos demostrar las propiedades básicas de la inclu-
sión de clases:

Teorema 1.2 Se cumple:

1.
∧
A A ⊂ A,

2.
∧
AB(A ⊂ B ∧ B ⊂ A→ A = B),

3.
∧
ABC(A ⊂ B ∧ B ⊂ C → A ⊂ C).

Demostración: Ya hemos demostrado 3), que es un teorema puramente
lógico, al igual que 1), cuya prueba es mucho más simple. Por el contrario, el
teorema 2) requiere el axioma de extensionalidad (y de hecho es equivalente a
él). Si suponemos que A ⊂ B ∧ B ⊂ A, entonces tenemos que todo x ∈ A
cumple x ∈ B, y viceversa, es decir, que x ∈ A ↔ x ∈ B, luego por el axioma
de extensionalidad concluimos que A = B.

Lo importante que el lector debe extraer de este resultado, más allá de la
trivialidad de lo que afirma en sí mismo, es que en él se pone de manifiesto cómo
es posible razonar de forma totalmente rigurosa con unos objetos (las clases)
y una propiedad (la pertenencia) que nunca hemos definido de ninguna forma.
No importa lo que sean las clases y la pertenencia, que —mientras cumplan
el axioma de extensionalidad— tendrán que cumplir necesariamente el teorema
anterior. Toda demostración matemática, por sofisticada que sea, es de la misma
naturaleza, con la única diferencia de que puede apoyarse en algunos axiomas
más que vamos a ir introduciendo paulatinamente.

El lector podría pensar que el axioma de extensionalidad ya plasma la idea de
que las clases no son ni más ni menos que colecciones de clases, pero en realidad
sólo plasma la mitad de esta idea, pues no garantiza que cualquier colección
de clases que un matemático esté interesado en considerar sea realmente la
colección de los elementos de una determinada clase. Introduzcamos un axioma
que exprese esta idea:

Axioma de comprensión* Si φ(x) es una fórmula del lenguaje de la teoría
de conjuntos (tal vez con más variables, además de la x explícita), entonces
existe una clase A cuyos elementos son las clases que cumplen φ(x). Equiva-
lentemente: ∨

A
∧
x(x ∈ A↔ φ(x)).

La clase A cuya existencia afirma el axioma de comprensión es única, pues
dos clases que cumplan lo indicado tendrían los mismos elementos, a saber, las
clases x que cumplen φ(x), luego por el axioma de extensionalidad tienen que
ser la misma clase.
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Cuando un concepto es único podemos darle nombre. Así, a la clase A dada
por el axioma de comprensión para la fórmula φ(x) la representaremos por

{x | φ(x)}.

De este modo, si definimos una clase A = {x | φ(x)}, la afirmación x ∈ A es
equivalente a φ(x).

Definición 1.3 He aquí algunas definiciones de clases basadas en el axioma de
comprensión:

1. La unión de dos clases es A ∪B = {x | x ∈ A ∨ x ∈ B}.

2. La intersección de dos clases es A ∩B = {x | x ∈ A ∧ x ∈ B}.

3. La diferencia de dos clases es A \B = {x | x ∈ A ∧ x /∈ B}.

4. El complemento de una clase es A = {x | x /∈ A}.

5. La clase vacía es ∅ = {x | x 6= x}.

6. La clase universal es V = {x | x = x}.

La paradoja de Russell Observemos que la clase vacía es la única clase sin
elementos (si dos clases no tienen elementos, entonces ambas tienen los mismos
elementos —ninguno—, luego por el axioma de extensionalidad son iguales),
mientras que la clase universal contiene a todas las clases. Tenemos así un
ejemplo de clase que cumple V ∈ V (se pertenece a sí misma), mientras que
otras clases, como ∅, cumplen ∅ /∈ ∅.

Podemos, pues, dividir a las clases en dos categorías: las que se pertenecen
a sí mismas y las que no. Definimos la clase de Russell como la clase R de todas
las clases que no se pertenecen a sí mismas, equivalentemente:

R = {x | x /∈ x}.

Ahora tiene pleno sentido plantearse de cuál de las dos categorías es R, es
decir, si R ∈ R o si, por el contrario, R /∈ R. Sin embargo, en este punto nos
encontramos con una paradoja: si suponemos que R /∈ R, entonces, R cumple
justo la propiedad que define a R, por lo que debería ser R ∈ R y tenemos una
contradicción. Esto nos lleva a que tiene que ser R ∈ R, pero entonces R debe
cumplir la propiedad que la define, luego tendría que ser R /∈ R, luego resulta
que ambas posibilidades son contradictorias.

Vemos así que el axioma de comprensión que hemos dado nos permite definir
una clase R que no puede existir. En otras palabras, introduce una paradoja
en la teoría de conjuntos. (Ése es el significado del asterisco que hemos puesto
junto a él: indica que es un axioma contradictorio y que, por consiguiente, no
es aceptable.)

Ahora el lector puede entender por qué las precauciones a la hora de “filtrar”
los razonamientos admisibles sobre “colecciones de objetos” a través de unos



8 Capítulo 1. El lenguaje de la teoría de conjuntos

axiomas cuidadosamente elegidos para evitar paradojas no son gratuitas. La
paradoja de Russell es la más sencilla, pero no la única a la que llegaríamos si
admitiéramos indiscriminadamente que las clases satisfacen afirmaciones “plau-
sibles” basadas en nuestra idea “vaga” de lo que debería ser una colección de
clases.

Conjuntos La paradoja de Russell nos obliga a descartar el axioma de com-
prensión tal y como lo hemos formulado, pero seguidamente presentaremos una
modificación que cierra el paso a todas las paradojas conocidas de la teoría de
conjuntos ingenua. El “truco” que vamos a emplear es de Gödel y se basa en
definir como sigue el concepto de “conjunto”:

Definición 1.4 Diremos que una clase es un conjunto si pertenece al menos a
otra clase, es decir:

ctoA ≡
∨
BA ∈ B.

Las clases que no son conjuntos se llaman clases propias.

Así pues, en lo sucesivo no vamos a admitir sin más que cualquier clase puede
ser elemento de otra clase, sino que nos vamos a reservar el derecho —según nos
convenga— de conceder o no a cada clase el permiso necesario para pertenecer
o no a otras clases. Con esta precaución, ya podemos definir un axioma de
comprensión que no da lugar a ninguna paradoja conocida:

Axioma de comprensión Si φ(x) es cualquier fórmula normal del lenguaje
de la teoría de conjuntos, existe una clase cuyos elementos son exactamente los
conjuntos x que tienen la propiedad φ(x), es decir,∨

A
∧
x(x ∈ A↔ ctox ∧ φ(x)).

Aquí hemos de entender que una fórmula normal3 es una fórmula cuyos
cuantificadores sólo recorren conjuntos, es decir, que en la definición de φ(x) no
se dice nunca “para toda clase A” o “existe una clase A”, sino a lo sumo “para
todo conjunto A” o “existe un conjunto A”.

Nuevamente, el axioma de extensionalidad hace que la clase A cuya existen-
cia postula el axioma de comprensión sea única, pues si hay dos que cumplen el
axioma, ambas tienen los mismos elementos (los conjuntos que cumplen φ(x),
luego son la misma. La representaremos igualmente por

{x | φ(x)},

pero es esencial tener presente que ya no se trata de la clase de todas las clases
que cumplen φ(x), sino —aunque no esté indicado de forma explícita— de la
clase de todos los conjuntos que cumplen φ(x).

3Posponemos hasta el final de esta sección la discusión de por qué hemos restringido el
axioma de comprensión a fórmulas normales, pero anticipamos aquí que dicha restricción no
es esencial y que podríamos eliminarla sin problemas.
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Si definimos A = {x | φ(x)}, la afirmación x ∈ A no equivale a φ(x), sino a
ctox ∧ φ(x), de modo que si una clase x cumple φ(x) pero no es un conjunto,
se cumplirá que x /∈ A.

Veamos que así hemos neutralizado a la paradoja de Russell:

Teorema 1.5 La clase R = {x | x /∈ x} es una clase propia. En particular,
cumple que R /∈ R.

Demostración: Si suponemos que R ∈ R, entonces, por definición de R,
debería ser ctox y R /∈ R, con lo que tendríamos una contradicción. Por lo
tanto, tiene que ser R /∈ R. Si R fuera un conjunto, tendríamos ctoR ∧ R /∈ R,
luego por definición de R sería R ∈ R y de nuevo tendríamos una contradicción.
Concluimos que R no es un conjunto.

De esta manera, al haber planteado que las clases necesitan un “permiso de
pertenencia” para pertenecer a otra clase, al definir la clase de Russell R no
llegamos a una contradicción, sino a la mera necesidad de que R carezca de tal
permiso de pertenencia.

El álgebra de las clases La definición 1.3 sigue siendo válida bajo la versión
modificada del axioma de comprensión, pues todas las fórmulas usadas en las
definiciones carecen de cuantificadores, luego son normales. Así, la unión A∪B
sigue siendo la clase que contiene a todos los elementos de A y a los de B,
pues si un x pertenece a A o a B, por esto mismo ya es un conjunto, luego ya
tiene garantizado su derecho de pertenencia a A ∪ B. Lo mismo vale para la
intersección A ∩B y para la diferencia A \B.

En cambio, ahora hay que tener presente que A no está formada por todas
las clases que no pertenecen a A, sino únicamente por aquellas que además
son conjuntos. Similarmente, la clase universal V no es la clase de todas las
clases, sino la clase de todos los conjuntos. No hay ninguna clase que contenga
a todas las clases, pues, por ejemplo, ninguna clase puede contener a la clase de
Russell R.

Los conceptos introducidos en 1.3 verifican (junto con la inclusión de clases)
una serie de propiedades que se demuestran todas de forma elemental. Por
ejemplo, se cumple que∧

ABC(A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C)).

Para probar este tipo de igualdades basta recurrir al axioma de extensionali-
dad: tomamos un conjunto x ∈ A∩ (B ∪C) y probamos que pertenece también
al otro miembro. En efecto, por definición de intersección x ∈ A y x ∈ B ∪C, y
por definición de unión, o bien x ∈ B (en cuyo caso x ∈ A∩B) o bien x ∈ C (en
cuyo caso x ∈ A∩C), luego en cualquiera de los dos casos x ∈ (A∩B)∪(A∩C).
Esto prueba la implicación

x ∈ A ∩ (B ∪ C)→ x ∈ (A ∩B) ∪ (A ∩ C),
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y la implicación opuesta se demuestra de forma similar. Entonces el axioma de
extensionalidad nos da la igualdad. Alternativamente, podemos considerar que
hemos probado la inclusión

A ∩ (B ∪ C) ⊂ (A ∩B) ∪ (A ∩ C),

y que la implicación contraria prueba la inclusión contraria:

(A ∩B) ∪ (A ∩ C) ⊂ A ∩ (B ∪ C),

y entonces concluimos mediante 1.2 b). En general una forma de probar una
igualdad entre dos clases X = Y es probar la doble inclusión X ⊂ Y ∧ Y ⊂ X
y aplicar 1.2.2.

No nos molestaremos en enunciar y demostrar una lista de afirmaciones de
este tipo porque cualquiera que podamos necesitar en cualquier momento (como
A ⊂ A ∪B, etc.) puede probarse en el momento sin dificultad alguna.

Observemos que ∅ y V son, respectivamente, la menor y la mayor de todas
las clases, en el sentido de que∧

A(∅ ⊂ A ∧ A ⊂ V ).

En efecto, como los elementos de cualquier clase A son conjuntos, todos
ellos son también elementos de V , luego tenemos la inclusión A ⊂ V . Por otra
parte, la clase vacía está contenida en cualquier otra clase, porque la implicación
x ∈ ∅ → x ∈ A se cumple trivialmente (no es posible encontrar un conjunto x
que cumpla x ∈ ∅ ∧ x /∈ A).

Diremos que dos clases A y B son disjuntas si A ∩ B = ∅, es decir, si no
tienen elementos en común.

Sí, ¿pero qué es un conjunto? Hemos visto cómo el axioma de extensio-
nalidad y el de comprensión —debidamente “atenuado” mediante la distinción
entre clases propias y conjuntos— permiten introducir los conceptos de inclu-
sión, unión, intersección, etc., que aparecen en cualquier texto matemático, y
demostrar sus propiedades manteniendo a su vez a raya a la paradoja de Rus-
sell. Sin embargo la distinción que hemos introducido entre clases propias y
conjuntos no es nada satisfactoria desde un punto de vista conceptual.

Alguien que entienda que un conjunto es una clase que pertenece al menos
a otra clase no puede decir por ello que entienda lo que es un conjunto, pese
a que ésa es la definición de “conjunto”. Cabe preguntarse en qué se diferencia
una clase propia de un conjunto, o cómo podemos saber si una clase dada es o
no un conjunto. Lo primero que podemos observar es que, de acuerdo con la
definición, que una clase sea o no un conjunto no depende de ella misma (no
depende de cuáles sean sus elementos), sino de todas las demás clases. Una
clase será un conjunto si existe otra clase que la contiene como elemento.

Así, por ejemplo, para saber si la clase vacía es o no un conjunto, no sirve de
nada pensar en qué elementos tiene y tener bien claro que no hay ninguna. Lo



1.1. Clases y conjuntos 11

que necesitamos saber es si hay alguna otra clase que tenga a ∅ como elemento
o si no la hay. Pero en realidad no hay nada que saber. Los axiomas que hemos
dado no permiten responder a esa pregunta. Podemos, si así lo deseamos, tomar
como axioma que la clase vacía es un conjunto, y también que no lo es, sin que
ninguna de las dos opciones dé lugar a ninguna contradicción. Obviamente,
la opción que nos interesa es la primera, y por ello introducimos aquí nuestro
tercer axioma:

Axioma del conjunto vacío cto∅.

Así pues, a partir de aquí podemos hablar del “conjunto vacío” en lugar de la
“clase vacía”. En particular, ahora podemos afirmar que ∅ ∈ V , luego V 6= ∅.

La mayor parte de los axiomas que tenemos pendiente introducir tienen
por objeto garantizar que la mayoría de las clases que podemos definir con
el axioma de comprensión son conjuntos. Sin embargo, esto no resuelve el
problema fundamental: hay clases (como la clase de Russell R) que dan lugar
a contradicciones si suponemos que son conjuntos, y otras que no. ¿De qué
depende esto? ¿Qué clases podemos postular que son conjuntos sin temor a
contradicciones y cuáles vamos a poder demostrar que son clases propias como
ha sucedido con la clase R?

Los axiomas que daremos de formación de conjuntos nos darán criterios
prácticos para determinar si una clase dada es un conjunto o no, pero una
respuesta intrínseca al problema de cuándo una clase es o no un conjunto —es
decir, una respuesta que dependa de los elementos de la propia clase y no de la
eventual existencia de otra clase que la contenga como elemento— tendrá que
esperar hasta que hayamos avanzado bastante en la teoría (teorema 4.20).

Notemos que el axioma del conjunto vacío no nos aporta un gran progreso
en el problema de determinar qué clases son conjuntos. Por ejemplo, seguimos
sin saber si la clase universal V es o no un conjunto (no puede demostrarse ni
refutarse que lo es con los pocos axiomas que hemos dado hasta ahora). Incluso
en contextos más terrenales, consideremos la clase

{∅} = {x | x = ∅}.

Si ∅ fuera una clase propia, tendríamos que {∅} = ∅, pero con el axioma del
conjunto vacío podemos afirmar que {∅} tiene a ∅ como único elemento, pero
no estamos en condiciones de demostrar o refutar si {∅} es o no un conjunto.

Grandes uniones e intersecciones Podemos completar el álgebra de las cla-
ses (las operaciones básicas definidas entre clases) introduciendo unos conceptos
más generales de unión e intersección:⋃

A ≡ {x |
∨
y ∈ A x ∈ y},

⋂
A ≡ {x |

∧
y ∈ A x ∈ y}.

Notemos que la condición y ∈ A supone implícitamente que y es un conjunto
(pues estamos diciendo que pertenece a otra clase), luego las cuantificaciones de
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la forma
∨
y ∈ A o

∧
y ∈ A son cuantificaciones sobre conjuntos y determinan

fórmulas normales (supuesto que lo que vaya a continuación sea normal).

Esta consideración general justifica en particular que la existencia de “gran
unión” y la “gran intersección” se sigue de dos aplicaciones legítimas del axioma
de comprensión. Claramente,

⋃
A resulta de reunir en una única clase todos

los elementos de todos los elementos de A, mientras que
⋂
A contiene a los

elementos comunes a todos los elementos de A. Observemos que⋃
∅ = ∅,

⋃
V = V,

⋂
∅ = V,

⋂
V = ∅.

En efecto, vamos a probar las dos últimas igualdades:

Si x ∈ V , entonces trivialmente
∧
y ∈ ∅x ∈ y, pues no es posible encontrar

un y ∈ ∅ que no cumpla x ∈ y, y esto significa que x ∈
⋂
∅, luego tenemos

la inclusión V ⊂
⋂
∅, y ya hemos visto que la inclusión contraria se cumple

siempre.

Para la última igualdad requerimos el axioma del conjunto vacío. En efecto,
si x ∈

⋂
V , entonces x pertenece a todos los elementos de V , en particular x ∈ ∅,

lo cual es imposible. Por lo tanto
⋂
V no tiene elementos y es el conjunto vacío.

Observaciones finales En este punto ya podemos entender que los conceptos
matemáticos de “clase” y “conjunto” no reflejan con total fidelidad la noción de
“colección de objetos”, pues obviamente la colección de todas las clases es una
colección de objetos que no es una clase. Y no hace falta ir tan alto. Podemos
considerar perfectamente las dos clases ∅ y R. Aquí tenemos una colección de
dos clases distintas (no son la misma, pues claramente ∅ ∈ R), pero no son una
clase, pues es imposible que una clase tenga por elementos precisamente a ∅ y
a R. Para ello R tendría que ser un conjunto. Así pues, hay colecciones de tan
sólo dos objetos (o incluso de uno solo, como la formada sólo por R) que no se
identifican con clase alguna.

Sin embargo, nuestro propósito es demostrar —adoptando para ello los axio-
mas adecuados— que todas las colecciones que realmente son necesarias para
desarrollar las matemáticas —y esto no incluye a la colección formada por ∅
y R, de la que podemos hablar, pero tampoco pasa nada si no la tenemos en
cuenta— son en su mayor parte conjuntos y, en algunos pocos casos, clases
propias, pero clases al fin y al cabo.

Finalmente abordamos la cuestión de por qué hemos restringido el axioma
de comprensión a fórmulas normales. Según ya hemos advertido, la restricción
no es esencial. La teoría axiomática de conjuntos que resulta de aceptar los
axiomas que hemos introducido hasta ahora y los que introduciremos en lo
sucesivo se conoce como teoría de conjuntos de von Neumann-Bernays-Gödel,
(NBG), mientras que si eliminamos la restricción de normalidad en el axioma
de comprensión tenemos la teoría de conjuntos de Morse-Kelley (MK).
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La diferencia entre ambas es que en NBG la noción de clase propia es elimina-
ble, es decir, toda la teoría puede ser reformulada para eliminar por completo el
concepto de clase propia y trabajar exclusivamente con conjuntos. El resultado
es la llamada teoría de conjuntos de Zermelo-Fraenkel (ZF) que es totalmente
equivalente a NBG en el sentido de que un teorema que involucre exclusiva-
mente conjuntos es demostrable en NBG si y sólo si es demostrable en ZF. Las
clases como R, que en NBG se demuestra que son clases propias, simplemente
no existen en ZF. Así, en ZF, en lugar de “la clase de los conjuntos que no
se pertenecen a sí mismos no es un conjunto”, se demuestra “no existe ningún
conjunto cuyos elementos sean los conjuntos que no se pertenecen a sí mismos”.

Por el contrario, en MK las clases propias pueden usarse para demostrar
resultados sobre conjuntos (incluso afirmaciones que hablan exclusivamente de
números naturales) que no son demostrables en NBG ni, por consiguiente, en ZF.

En realidad, al restringirnos a NBG, es decir, al aceptar la restricción del
axioma de comprensión a propiedades normales, no es que estemos restringién-
donos a NBG, sino más bien estamos observando que todos los resultados que
vamos a probar no requieren más que la forma restringida del axioma de com-
prensión. En ningún momento nos vamos a encontrar con resultado que “nos
gustaría” poder demostrar pero no podemos por culpa de la restricción del
axioma de comprensión. Para encontrar resultados así (que los hay) es necesa-
rio ahondar mucho en las sutilezas lógicas de la teoría de conjuntos, cosa que
no vamos a hacer en este libro.

1.2 Funciones

Ahora vamos a enriquecer sustancialmente el lenguaje de la teoría de con-
juntos mostrando que a partir de las meras nociones de clase y pertenencia es
posible definir funciones que hagan corresponder unos conjuntos con otros. La
clave para ello es el concepto de par ordenado, que a su vez requiere definir
previamente el concepto de par desordenado:

Definición 1.6 Dadas dos clases x e y, definimos el par (desordenado) formado
por ellas como

{x, y} ≡ {z | z = x ∨ z = y}.

Definimos también {x} ≡ {x, x} = {z | z = x}.

De este modo, {x, y} es la clase de todos los conjuntos que son iguales a x
o a y. Esto hay que tomarlo con precaución si x o y no son conjuntos. Por
ejemplo, {∅, R} = {∅} y {R} = ∅.

Con los axiomas que hemos presentado hasta ahora no es posible demostrar
que exista ningún otro conjunto, aparte de ∅. Esto cambia drásticamente si
añadimos el axioma siguiente:
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Axioma del par
∧
xy (ctox ∧ cto y → cto{x, y}).

En otras palabras, el axioma del par afirma que el par definido por dos
conjuntos es un conjunto. El axioma incluye el caso en que x = y, en cuyo caso
tenemos: ∧

x(ctox→ cto{x}).

Ahora podemos probar la existencia de muchos conjuntos, como ∅, {∅},
{∅, {∅}}, {{∅}}, etc.

Más en general, cuando escribamos expresiones de la forma {a, b, c, d}, habrá
que entender que nos referimos a la clase

{a, b, c, d} ≡ {x | x = a ∨ x = b ∨ x = c ∨ x = d}.

Se dice entonces que hemos definido la clase A = {a, b, c, d} por extensión, es
decir, especificando sus elementos uno a uno, mientras que las clases definidas
especificando una propiedad que deben cumplir sus elementos están definidas
por comprensión. Obviamente, sólo es posible definir por extensión clases con
un número finito de elementos. Los axiomas vistos hasta el momento no nos
permiten asegurar que la clase {a, b, c, d} sea un conjunto aunque lo sean sus
elementos.

Observemos ahora que si x, y son conjuntos, se cumple que {x, y} = {y, x},
pues ambos conjuntos tienen los mismos elementos. Un hecho fundamental es
que podemos definir un nuevo concepto de par en el que el orden de sus elementos
sea relevante:

Definición 1.7 Definimos el par ordenado de componentes los conjuntos x e y
como el conjunto (x, y) ≡ {{x}, {x, y}}.

Observemos que si x e y son conjuntos, entonces {x} y {x, y} son conjuntos
por el axioma del par, y entonces (x, y) es un conjunto por una nueva aplicación
de este axioma. La definición está pensada para que se cumpla el teorema
fundamental:

Teorema 1.8 Si x, y, u, v son conjuntos, entonces

(x, y) = (u, v)↔ x = u ∧ y = v.

Demostración: Una implicación es trivial. Para probar la contraria supo-
nemos que (x, y) = (u, v). Entonces, como {x} ∈ (x, y), tenemos también que
{x} ∈ (u, v), luego {x} = {u} o bien {x} = {u, v}. Si se da el segundo caso,
como u ∈ {u, v} = {x}, concluimos que u = x, y en el primer caso llegamos
también a la misma conclusión.

Ahora distinguimos otros dos casos: si x = y, entonces

(x, y) = {{x}, {x, x}} = {{x}},

y como {u, v} ∈ (u, v) = (x, y), será {u, v} = {x}, luego v ∈ {u, v} = {x}, luego
v = x = y.
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Si, por el contrario, x 6= y, no puede ser {x, y} = {u}, pues entonces sería
x = u = y, y como {x, y} ∈ (x, y) = (u, v), tiene que ser y ∈ {x, y} = {u, v},
luego y = u ∨ y = v, pero no puede ser y = u = x, luego tiene que ser y = v.

Usaremos la notación

{(x, y) | φ(x, y)} ≡ {z |
∨
xy(ctox ∧ cto y ∧ z = (x, y) ∧ φ(x, y))},

es decir, para referirnos a la clase de todos los pares ordenados (x, y) cuyas com-
ponentes cumplen la propiedad (normal) φ(x, y). Observemos que la propiedad∨

xy(ctox ∧ cto y ∧ z = (x, y) ∧ φ(x, y))

es normal si φ lo es, pues los dos cuantificadores que se añaden a lo que afirma
φ están restringidos a conjuntos, por lo que si φ es normal el axioma de com-
prensión asegura la existencia de la clase {(x, y) | φ(x, y)}.

El ejemplo más simple de clase definida de este modo es el producto carte-
siano:

Definición 1.9 El producto cartesiano de dos clases A y B se define como

A×B ≡ {(x, y) | x ∈ A ∧ y ∈ B}.

En otros términos: A×B es la clase formada por todos los pares ordenados
cuya primera componente está en A y su segunda componente está en B. Por
ejemplo, V × V es la clase de todos los pares ordenados.

Definición 1.10 Definimos el dominio y el rango de una clase F como las
clases4

DF ≡ {x |
∨
y (cto y ∧ (x, y) ∈ F}, RF ≡ {y |

∨
x (ctox ∧ (x, y) ∈ F}

Diremos que F es unívoca si cumple

UnF ≡
∧
xyz(ctox ∧ cto y ∧ cto z ∧ (x, y) ∈ F ∧ (x, z) ∈ F → y = z).

Notemos que en la definición de clase unívoca no hemos exigido que todos
los elementos de F sean pares ordenados.

Diremos que una clase F es una función si cumple

FnF ≡
∧
z ∈ F

∨
xy(ctox ∧ cto y ∧ z = (x, y)) ∧ UnF,

o, equivalentemente, si F ⊂ V ×V ∧ UnF . Más concretamente, diremos que F
es una aplicación (o una función) de una clase A en una clase B si cumple

F : A −→ B ≡ FnF ∧ DF = A ∧ RF ⊂ B.
4Notemos que los cuantificadores

∨
y y

∨
x que aparecen en las definiciones del dominio

y el rango están restringidas a conjuntos, por lo que la propiedad es normal y el axioma de
comprensión es aplicable.
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En otras palabras, una clase F es unívoca si para cada x ∈ DF existe un
único conjunto y (necesariamente en RF ) tal que (x, y) ∈ F . Dicho y recibe el
nombre de imagen de x por F y se representa por

F (x) ≡ y | (cto y ∧ (x, y) ∈ F ).

También se dice que x es una antiimagen de y por F , pero, aunque una clase
F sea unívoca, un elemento de RF puede tener varias antiimágenes por F .

Si F ⊂ V × V (en particular si F es una función), entonces F ⊂ DF × RF ,
pero esto no es cierto si F es una clase cualquiera, pues entonces F puede
contener elementos que no sean pares ordenados.

Claramente, F : A −→ B significa que F asigna a cada x ∈ A una imagen
F (x) ∈ B, y entonces F ⊂ A×B.

Observemos que si F : A −→ B y B ⊂ C, también se cumple F : A −→ C.

Definimos:

F : A −→ B inyectiva ≡F : A −→ B ∧
∧
xy ∈ A(F (x) = F (y)→ x = y),

F : A −→ B suprayectiva ≡F : A −→ B ∧
∧
y ∈ B

∨
x ∈ A f(x) = y,

F : A −→ B biyectiva ≡F : A −→ B inyectiva y suprayectiva.

Así, F es inyectiva si asigna a cada elemento de A una imagen distinta en B
(no hay dos elementos con la misma imagen), F es suprayectiva si todo elemento
de B tiene una antiimagen (o, equivalentemente, si RF = B) y F es biyectiva
si a cada elemento de A le asigna un único elemento de B y viceversa.

Usaremos a menudo el criterio siguiente de igualdad de funciones:

Teorema 1.11 Dos funciones F y G son iguales si y sólo si tienen el mismo
dominio A y se cumple que

∧
x ∈ AF (x) = G(x).

Demostración: Una implicación es trivial. Si F y G coinciden sobre su
dominio común, dado z ∈ F , por ser una función existen conjuntos x, y tales que
z = (x, y). Entonces x ∈ A por definición de dominio, luego y = F (x) = G(x),
luego z = (x, y) ∈ G, y por lo tanto F ⊂ G. Igualmente se prueba la inclusión
opuesta.

Veamos más conceptos relacionados con las funciones:

Definición 1.12 La restricción de una clase F a una clase X como

F |X ≡ {(x, y) | x ∈ X ∧ (x, y) ∈ F},

es decir, se trata de la clase de todos los pares ordenados de F cuya primera
componente está en X.
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Es fácil ver que si F : A −→ B y X ⊂ A, entonces F |X : X −→ B.

Definimos la clase inversa de una clase F como la clase

F−1 ≡ {(y, x) | (x, y) ∈ F}.

Observemos que si F ⊂ V ×V , entonces (F−1)−1 = F . También es claro que si
F : A −→ B biyectiva entonces F−1 : B −→ A biyectiva.

Definimos la imagen de una clase X por una clase F como

F [X] ≡ {y |
∨
x ∈ X (x, y) ∈ F}.

Equivalentemente, F [X] ≡ R(F |X). Notemos que

F−1[Y ] = {x |
∨
y ∈ Y (x, y) ∈ F}.

En particular, si F : A −→ B, X ⊂ A, Y ⊂ B, tenemos que

F [X] = {F (x) | x ∈ X} ≡ {y |
∨
x ∈ X F (x) = y},

F−1[Y ] = {x | x ∈ A ∧ F (x) ∈ Y },

de modo que F [X] es la clase de todas las imágenes por F de elementos de X
y F−1[Y ] es la clase de todas las antiimágenes por F de los elementos de Y .

Es fácil probar que si F : A −→ B, Y1, Y2 ⊂ B y X1, X2 ⊂ A, entonces

F−1[Y1 ∪ Y2] = F−1[Y1] ∪ F−1[Y2], F−1[Y1 ∩ Y2] = F−1[Y1] ∩ F−1[Y2],

F [X1 ∪X2] = F [X1] ∪ F [X2], pero F [X1 ∩X2] ⊂ F [X1] ∩ F [X1]

y en general no se da la igualdad (pero se da si F es inyectiva).

Definimos la composición de dos clases F y G como la clase

F ◦G ≡ {(x, z) |
∨
y(cto y ∧ (x, y) ∈ F ∧ (y, z) ∈ G)}.

En particular, si F : A −→ B y G : B −→ C, se cumple que F ◦G : A −→ C y∧
x ∈ A (F ◦G)(x) = G(F (x)), de modo que F ◦G es la aplicación que resulta

de “encadenar” F y G, es decir, de aplicar primero F y luego aplicar G sobre el
resultado obtenido.

También es fácil comprobar que la composición de aplicaciones inyectivas, su-
prayectivas o biyectivas es inyectiva, suprayectiva o biyectiva, respectivamente.
En el último caso se cumple además que (F ◦G)−1 = G−1 ◦ F−1.

Observemos que, dadas tres clases cualesquiera F , G, H, se cumple que

F ◦ (G ◦H) = (F ◦G) ◦H =

{(x,w) |
∨
yz(cto y ∧ cto z ∧ (x, y) ∈ F ∧ (y, z) ∈ G ∧ (z, w) ∈ H)}.
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Finalmente, definimos la identidad en una clase A como la clase

IA ≡ {(x, y) | x ∈ A ∧ x = y}.

Equivalentemente, se trata de la aplicación IA : A −→ A (claramente biyectiva)
determinada por

∧
x ∈ A IA(x) = x.

Si llamamos I : V −→ V a la aplicación dada por I(x) = x, entonces
IA = I|A.

Si A ⊂ B, entonces se cumple también que IA : A −→ B y en este contexto
se la llama inclusión de A en B.

Es fácil ver que si F : A −→ B, entonces IA ◦ F = F ◦ IB = F , y si F es
biyectiva entonces F ◦ F−1 = IA, F−1 ◦ F = IB .

Una forma de probar que una aplicación es biyectiva es encontrar su inversa,
de acuerdo con el teorema siguiente:

Teorema 1.13 Sean F : A −→ B y G : B −→ A.

1. Si F ◦G = IA entonces F es inyectiva y G suprayectiva.

2. Si además G ◦ F = IB entonces F y G son biyectivas y G = F−1.

Demostración: 1) Para probar que F es inyectiva tomamos x, y ∈ A y
suponemos que F (x) = F (y), con lo que G(F (x)) = G(F (y)), pero esto equivale
a (F ◦G)(x) = (F ◦G)(y), que por hipótesis es IA(x) = IA(y), es decir, x = y.

Para probar que la aplicación G es suprayectiva tomamos x ∈ A y observa-
mos que y = F (x) ∈ B cumple G(y) = G(F (x)) = (F ◦G)(x) = IA(x) = x.

2) Aplicando 1) con los papeles de F y G intercambiados obtenemos que F
y G son biyectivas. Además, F−1 ◦F ◦G = F−1 ◦ IA, luego IB ◦G = F−1, luego
G = F−1.

Terminamos esta sección discutiendo algunas notaciones habituales relacio-
nadas con las funciones. Ante todo, puesto que el teorema 1.11 nos garantiza
que una función queda completamente determinada por su dominio y por la ima-
gen que asigna a cada elemento de éste, habitualmente definiremos las funciones
especificando esta información.

Por ejemplo, si decimos “sea F la función definida en la clase A tal que∧
x ∈ A F (x) = {x}”, nos estamos refiriendo a

F ≡ {(x, y) | x ∈ A ∧ y = {x}}.

Para que la definición de F sea correcta es necesario comprobar que la pro-
piedad y = {x} sea normal, para que el axioma de comprensión sea aplicable, y
además que, para cada x ∈ A, su imagen pretendida (en este caso {x}) sea un
conjunto, pues en caso contrario, es decir, si y no es un conjunto, el par (x, y)
sería simplemente

(x, y) = {{x}, {x, y}} = {{x}, {x}} = {{x}, {x, x}} = (x, x),



1.2. Funciones 19

con lo que tendríamos ciertamente la aplicación F , pero cumpliría F (x) = x
para todo x ∈ A cuya imagen pretendida no fuera un conjunto.5 Si se cumplen
estos dos requisitos, es inmediato comprobar que F : A −→ V y que, para todo
x ∈ A, F (x) toma el valor pretendido.

Hay otra notación sustancialmente distinta que conviene usar a veces para
representar ciertas aplicaciones. Para referirnos a una aplicación X : I −→ V
usaremos a veces la notación {Xi}i∈I , y diremos entonces que {Xi}i∈I es una
familia de conjuntos subindicados por la clase I. En este contexto escribimos
Xi ≡ X(i) para referirnos a la imagen de i, y decimos que es el conjunto de
índice i en la familia considerada.

Notemos que, desde un punto de vista lógico, la expresión X : I −→ V
es la afirmación según la cual X es una aplicación de dominio X, mientras
que {Xi}i∈I no es una afirmación, sino la forma de representar a una cierta
aplicación de dominio I. No hay que confundir esta notación con {Xi | i ∈ I},
que es una forma de denotar el rango de X, es decir, RX o X[I].

También podemos usar esta notación para definir una aplicación en los tér-
minos explicados anteriormente, es decir, especificando su dominio y la imagen
de cada elemento del dominio. Por ejemplo, si tenemos dos familias {Xi}i∈I
e {Yi}i∈I , a partir de ellas podemos definir la familia {Xi ∩ Yi}i∈I , que ha de
entenderse como la aplicación Z : I −→ V dada por Z(i) = Xi ∩ Yi o, más
concretamente

Z ≡ {(i, y) | i ∈ I ∧ y = Xi ∩ Yi}.

Ahora bien, de momento no estamos en condiciones de justificar que esta defini-
ción es correcta, pues, aunque la propiedad y = Xi ∩ Yi es ciertamente normal,
hay asegurar además que Xi ∩ Yi es un conjunto para todo i ∈ I. Esto lo
justificaremos en la sección siguiente, pero para ello será necesario un nuevo
axioma.

Esta notación es útil para hablar de grandes uniones e intersecciones, para
lo cual introducimos además los convenios de notación⋃

i∈I
Xi ≡

⋃
{Xi | i ∈ I},

⋂
i∈I

Xi ≡
⋂
{Xi | i ∈ I}.

De este modo∧
x(x ∈

⋃
i∈I

Xi ↔
∨
i ∈ I x ∈ Xi),

∧
x(x ∈

⋂
i∈I

Xi ↔
∧
i ∈ I x ∈ Xi).

No obstante, para operar con estas uniones e intersecciones es preferible
contar antes con algunos de los resultados sobre formación de conjuntos que
veremos en la sección siguiente.

5En general, si t(x) es un término del lenguaje de la teoría de conjuntos tal que la fórmula
y = t(x) es normal y se demuestra que

∧
x ∈ A cto t(x), entonces

F ≡ {(x, y) | x ∈ A ∧ y = t(x)},

define una función a la que más habitualmente nos referiremos como “la función F definida
sobre la clase A dada por

∧
x ∈ A F (x) = t(x)”. En el ejemplo que hemos puesto, t(x) ≡ {x}.
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1.3 Formación de conjuntos
En esta sección demostraremos (a partir de los axiomas necesarios) que prác-

ticamente todas las construcciones realizadas a partir de conjuntos dan lugar a
nuevos conjuntos. Ya hemos visto dos axiomas de formación de conjuntos (es
decir, axiomas que afirman que determinadas clases son, de hecho, conjuntos):
el axioma del conjunto vacío y el axioma del par. Aquí presentaremos otros tres.
Éste es el más potente:

Axioma de reemplazo Si F : A −→ B suprayectiva y A es un conjunto,
entonces B también es un conjunto.6

Como primera consecuencia obtenemos:

Teorema 1.14 Toda subclase de un conjunto es un conjunto.

Demostración: Sea A un conjunto y B ⊂ A. Si B = ∅, entonces B es un
conjunto por el axioma del conjunto vacío. En caso contrario existe un b ∈ B.
Definimos F : A −→ B mediante

F (x) =
{
x si x ∈ B,
b si x /∈ B.

Recordemos que esto es una forma práctica de definir la clase F dada por

F ≡ {(x, y) | x ∈ A ∧ ((x ∈ B ∧ y = x) ∨ (x /∈ B ∧ y = b))}.

Claramente F : A −→ B suprayectiva, luego B es un conjunto por el axioma de
reemplazo.

Como consecuencia:

Teorema 1.15 La clase universal V es una clase propia.

Demostración: Si V fuera un conjunto, por el teorema anterior todas las
clases serían conjuntos, pues todas están contenidas en V , pero sabemos que
existen clases propias, como la clase de Russell R, luego V no puede ser un
conjunto.

Ahora es inmediato que la intersección de una clase A y un conjunto B (en
particular la intersección de dos conjuntos) es un conjunto, pues A ∩ B ⊂ B.
Para probar que la unión de conjuntos es un conjunto necesitamos un nuevo
axioma:

6Desde un punto de vista lógico conviene que los axiomas (al menos los más básicos de
la teoría) involucren los conceptos más simples que sea posible, y por ello es útil observar
que el axioma de reemplazo es equivalente a la versión siguiente, en la que sólo aparecen los
conceptos de conjunto, par ordenado y clase unívoca:∧

FA(ctoA ∧ UnF →
∨
B(ctoB ∧

∧
v(v ∈ B ↔

∨
u ∈ A (u, v) ∈ F ))).

Notemos que en esta sentencia necesariamente B = F [A], luego lo que afirma es que si F es
unívoca y A es un conjunto, entonces F [A] es un conjunto. Claramente esto implica la forma
que hemos adoptado para el axioma de reemplazo y, recíprocamente, a partir de ella podemos
demostrar ésta aplicándola a F |A∩DF : A ∩ DF −→ F [A] suprayectiva, teniendo en cuenta
que A ∩DF es un conjunto por el teorema 1.14.
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Axioma de la unión
∧
A(ctoA→ cto

⋃
A).

En particular:

Teorema 1.16 Si A y B son conjuntos, también lo es A ∪B.

Demostración: Basta tener en cuenta que A∪B =
⋃
{A,B}, y que {A,B}

es un conjunto por el axioma del par.

En particular ahora podemos probar que cualquier clase definida por exten-
sión es un conjunto, pues, por ejemplo,

{a, b, c, d} = {a} ∪ {b} ∪ {c} ∪ {d},

y las cuatro clases {a}, {b}, {c}, {d} son conjuntos por el axioma del par (o por
ser el conjunto vacío si alguna de las clases a, b, c, d no es un conjunto).

Combinando el axioma de reemplazo con el de la unión obtenemos que si
{Xi}i∈I es una familia de conjuntos e I es un conjunto, entonces la unión

⋃
i∈I

Xi

es un conjunto, pues dicha unión no es sino
⋃
RX y RX es un conjunto por

reemplazo y la unión es un conjunto por el axioma de la unión.

Notemos que la intersección
⋂
i∈I

Xi es también un conjunto siempre que la

clase I 6= ∅, pues si existe un i ∈ I entonces
⋂
i∈I

Xi ⊂ Xi y podemos aplicar

el teorema 1.14. En cambio, si I = ∅ tenemos que
⋂
i∈I

Xi = V , luego no es un
conjunto.

Combinando también el axioma de reemplazo con el de la unión obtenemos
que el producto cartesiano de conjuntos es de nuevo un conjunto:

Teorema 1.17 Si A y B son conjuntos, también lo es A×B.

Demostración: Para cada a ∈ A, la clase {a} × B es un conjunto, pues
la aplicación F : B −→ {a} × B dada por F (b) = (a, b) es biyectiva. Esto nos
permite considerar la familia de conjuntos {{a}×B}a∈A, es decir, la aplicación
F : A −→ V dada por F (a) = {a} ×B. Ahora basta observar que

A×B =
⋃
a∈A
{a} ×B

y aplicar la observación precedente: como A es un conjunto, también lo es A×B.

Es costumbre escribir

{x ∈ A | φ(x)} ≡ {x | x ∈ A ∧ φ(x)}

para enfatizar que estamos definiendo una subclase de la clase A. Por 1.14
sabemos que si A es un conjunto, toda clase definida así es de hecho un conjunto.
Similarmente, usaremos la notación

{(x, y) ∈ A×B | φ(x, y)} ≡ {(x, y) | (x, y) ∈ A×B ∧ φ(x, y)},

que, por el teorema anterior, también da lugar a conjuntos siempre que A y B
son conjuntos.
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Nota Ahora ya es fácil trabajar con uniones e intersecciones de familias de
conjuntos. Por ejemplo en la prueba de 1.17 hemos usado un caso particular de
la primera de las propiedades siguientes, cuya prueba no ofrece dificultad:

(
⋃
i∈I

Xi)× Y =
⋃
i∈I

(Xi × Y ), (
⋂
i∈I

Xi)× Y =
⋂
i∈I

(Xi × Y ).

(El caso de la intersección requiere suponer que I 6= ∅).
Obviamente lo mismo vale con uniones e intersecciones en el segundo factor.

Notemos que para asegurar que los segundos miembros están bien definidos
necesitamos saber que cada Xi × Y es un conjunto.

Otras propiedades muy útiles son las siguientes: si {Xi}i∈I es una familia
de subconjuntos de un conjunto X, entonces

X \
⋃
i∈I

Xi =
⋂
i∈I

(X \Xi), X \
⋂
i∈I

Xi =
⋃
i∈I

(X \Xi).

En principio se requiere que I 6= ∅, pero cuando se trabaja con familias de sub-
conjuntos de un conjunto fijo X, es conveniente considerar que, por definición,⋂
i∈∅

Xi = X, con lo que las igualdades anteriores valen incluso si I = ∅.

Una consecuencia sencilla de los teoremas precedentes es la siguiente:

Teorema 1.18 Si R ⊂ V × V , entonces

ctoR↔ ctoDR ∧ ctoRR.

Demostración: La aplicación R −→ DR dada por7 (x, y) 7→ x es supra-
yectiva, luego, por reemplazo, si R es un conjunto también lo es su dominio, y
análogamente se razona con el rango. Para la implicación opuesta basta tener
en cuenta que R ⊂ DR× RR.

Sin embargo, si F es una función la equivalencia anterior se puede simplificar
a ctoF ↔ ctoDF , puesto que si el dominio de F es un conjunto, puesto que
F : DF → RF suprayectiva, por reemplazo tenemos que el rango también es un
conjunto. Alternativamente, es fácil definir una biyección entre F y DF . Así
pues:

Teorema 1.19 Una función es un conjunto si y sólo si lo es su dominio.

Presentamos finalmente el último de los axiomas de formación de conjuntos,
para lo cual definimos previamente la clase de partes de una clase dada:

PY ≡ {x | x ⊂ Y }
7Más concretamente, nos referimos a

F ≡ {(z, x) | z ∈ R ∧
∨
y (cto y ∧ z = (x, y))}.

En lo sucesivo, en casos similares a éste no nos detendremos a explicitar cómo las funciones
que definamos se reducen en última instancia a aplicaciones del axioma de comprensión.
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Notemos que x ⊂ Y es una propiedad normal pues equivale a que todo conjunto
que pertenezca a x pertenece también a Y . Hay que tener presente que PY
es la clase de todos los subconjuntos (no de todas las subclases) de Y . Si Y
es un conjunto no hay diferencia y PY contiene a todo x ⊂ Y , pues esto ya
implica que x es un conjunto. En cambio, si Y es una clase propia, tenemos,
por ejemplo, que Y ⊂ Y , pero Y /∈ PY . Por ejemplo, es fácil ver que PV = V .

Axioma de partes (AP)
∧
X(ctoX → ctoPX).

En otras palabras, el axioma de partes afirma que la clase de partes de un
conjunto es un conjunto. A partir de aquí es fácil demostrar que muchas otras
clases son conjuntos. Por ejemplo, definimos

AB ≡ {f | f : B −→ A}.

Si B es una clase propia, tenemos que AB = ∅, pues ninguna f : B −→ A es un
conjunto que pueda pertenecer a AB . En cambio, si B es un conjunto (aunque
A no lo sea) tenemos que AB contiene a todas las aplicaciones f : B −→ A,
pues todas ellas son conjuntos.

Teorema 1.20
∧
AB(ctoA ∧ ctoB → ctoAB)

Demostración: Basta observar que si f ∈ AB entonces f ⊂ B × A, luego
AB ⊂ P(B ×A), y basta aplicar los resultados que ya conocemos de formación
de conjuntos.

Más en general, dada una familia de conjuntos {Xi}i∈I , definimos su pro-
ducto cartesiano como la clase∏

i∈I
Xi ≡ {x | x : I −→ V ∧

∧
i ∈ I xi ∈ Xi}.

De este modo, cada elemento del producto cartesiano es una familia de conjuntos
{xi}i∈I con la propiedad de que cada componente xi pertenece al conjunto
correspondiente Xi.

Observemos que ∏
i∈I

Xi ⊂
(⋃
i∈I

Xi

)I
,

luego, por los resultados precedentes, si I es un conjunto también lo es el pro-
ducto cartesiano.

Los resultados de esta sección bastan para demostrar que cualquier cons-
trucción conjuntista usual proporciona conjuntos cuando parte de conjuntos.
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1.4 La teoría de conjuntos NBG∗

Llegados a este punto hemos presentado ya los que podemos considerar como
axiomas básicos de la teoría de conjuntos, aunque en los capítulos siguientes
introduciremos otros tres más. Por ello conviene reunirlos aquí para dejar cons-
tancia de la teoría concreta en la que estamos trabajando.

Llamaremos teoría de conjuntos restringida de Von Neumann-Bernays-Gödel
(NBG∗) a la teoría cuyo único concepto no definido es la relación ∈ de perte-
nencia (entre clases) y cuyos axiomas son los siguientes:

Extensionalidad
∧
AB(

∧
x(x ∈ A↔ x ∈ B)→ A = B)

Comprensión
∨
A
∧
x(x ∈ A↔ ctox ∧ φ(x)) (∗)

Vacío cto∅
Par

∧
xy (ctox ∧ cto y → cto{x, y})

Unión
∧
A(ctoA→ cto

⋃
A)

Reemplazo
∧
FAB(F : A −→ B suprayectiva ∧ ctoA→ ctoB)

(∗) para toda fórmula normal φ(x), tal vez con más variables, además de x.

Notemos que no hemos incluido el axioma de partes (AP). Ello se debe a
que una parte importante de la teoría de conjuntos puede desarrollarse sin él,
y a la larga resulta útil saber qué axiomas (más allá de los axiomas básicos de
NBG∗) son necesarios para probar cada resultado. En lo sucesivo trabajaremos
en NBG∗ salvo que indiquemos lo contrario.

Como explicábamos al final de la sección 1.1, la teoría NBG∗ es equivalente a
la teoría ZF∗ (la teoría restringida de Zermelo-Fraenkel) que resulta de eliminar
el axioma de comprensión y reformular los restantes para evitar toda referencia
a clases que a priori no tengan por qué ser conjuntos.8 Son equivalentes en el
sentido de que un teorema que hable únicamente de conjuntos puede demostrarse
en NBG∗ si y sólo si puede demostrarse en ZF∗. Las clases propias en NBG∗
son, pues, un mero recurso técnico no esencial para trabajar más cómodamente
con los conjuntos.

1.5 Equipotencia
A la vista de una figura como ésta:

• • • • • • • • • •
• • • • • • • • • •

no es necesario contar cuántos puntos hay en cada fila para asegurar que hay el
mismo número de puntos en la primera y en la segunda fila. La razón es que la
figura muestra que por debajo de cada punto de la primera fila hay exactamente
un punto en la segunda, y viceversa.

8Por ejemplo, el axioma del par puede reformularse diciendo que para todo par de con-
juntos x, y existe otro conjunto z cuyos únicos elementos son x e y. El único axioma cuya
reformulación no es trivial es el de reemplazo.
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En general, dos conjuntos X e Y tienen el mismo número de elementos
si y sólo si existe una aplicación biyectiva f : X −→ Y . En principio esto
vale para conjuntos finitos, pero una de las ideas más originales de Cantor fue
darse cuenta de que es perfectamente posible comparar conjuntos infinitos con
el mismo criterio:

Definición 1.21 Diremos que dos conjuntos X e Y son equipotentes, y lo re-
presentaremos por X = Y , si existe una aplicación f : X −→ Y biyectiva.
Diremos que X es minuspotente a Y , y lo representaremos por X ≤ Y , si existe
f : X −→ Y inyectiva. Diremos que X es estrictamente minuspotente a Y , en
signos X < Y , si X ≤ Y y no X = Y .

Debemos recordar en todo momento que el signo = que aparece en la expre-
sión X = Y no es realmente un signo igual, sino que esta expresión no es sino
una forma cómoda de indicar que se cumple “

∨
f f : X −→ Y biyectiva”, y aquí

no hay ningún igual.

Esta notación se remonta a Cantor. Si X es un conjunto ordenado, Cantor
representaba por X lo que llamaba su “ordinal”, es decir, el concepto resultante
de abstraer la naturaleza de los elementos deX, pero conservando su ordenación,
y por X su “cardinal”, su número de elementos, es decir, el resultado de abstraer
tanto la naturaleza de sus elementos como su ordenación, de modo que la doble
barra indicaba una “doble abstracción”. Estas consideraciones no cumplen con
las exigencias de rigor que nos hemos impuesto. Cantor podía considerar que de
este modo había definido el “cardinal” de un conjunto X, pero nosotros debemos
aceptar que no hemos definido nada más que una propiedad que pueden cumplir
o no dos conjuntos dados.

No deja de ser cierto que con X = Y pretendemos expresar que “el cardinal
de X” es igual a “el cardinal de Y ”, pero —insistimos— es fundamental tener
presente que, de momento, no hemos definido ningún conjunto al que llamar X.

El teorema siguiente justifica que las definiciones que hemos dado contienen
realmente una noción razonable de “número de elementos” de un conjunto.

Teorema 1.22 Sean X, Y , Z, W conjuntos cualesquiera. Se cumple:

1. X = X,

2. X = Y si y sólo si Y = X,

3. Si X = Y y Y = Z, entonces X = Z,

4. X ≤ X,

5. Si X ≤ Y y Y ≤ X, entonces X = Y ,

6. Si X ≤ Y y Y ≤ Z, entonces X ≤ Z,

7. Si X = Y y Z = W , entonces X ≤ Z si y sólo si Y ≤W .
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Todas estas propiedades excepto 5) son consecuencias inmediatas de los he-
chos básicos sobre aplicaciones entre conjuntos. Debemos insistir en que no
deben confundirse, pese a la notación, con teoremas lógicos. Por ejemplo, 2)
no se cumple por la simetría de la igualdad, ya que, como hemos indicado, la
relación involucrada no es la igualdad, sino la equipotencia. La razón por la que
se cumple b) es que si existe una biyección f : X −→ Y entonces f−1 : Y −→ X
es también una biyección.

Como decimos, la propiedad 5) no es evidente en absoluto. Explícitamente,
afirma que si existen aplicaciones inyectivas f : X −→ Y y g : Y −→ X entonces
existe una aplicación biyectiva h : X −→ Y . La forma de construir h a partir
de f y g no es inmediata. Para probarlo nos apoyaremos en un resultado previo
(notemos que, pese a las apariencias, no usa AP).

Teorema 1.23 Sea X un conjunto y F : PX −→ PX una aplicación tal que si
u ⊂ v ⊂ X entonces F (u) ⊂ F (v). Entonces existe un z ∈ PX tal que F (z) = z.

Demostración: Sea A = {u ∈ PX | F (u) ⊂ u}. Se cumple que A es una
clase no vacía (pues contiene a X). Llamemos z =

⋂
u∈A

u. Claramente z ∈ PX
(porque X es un conjunto).

Si u ∈ A, entonces z ⊂ u, luego F (z) ⊂ F (u) ⊂ u, con lo que F (z) ⊂ z.
Por la hipótesis, F (F (z)) ⊂ F (z), luego F (z) ∈ A, luego z ⊂ F (z), lo que

nos da la igualdad F (z) = z.

Teorema 1.24 (Teorema de Cantor-Bernstein) Sean X e Y conjuntos ta-
les que existen aplicaciones inyectivas f : X −→ Y y g : Y −→ X. Entonces
existe h : X −→ Y biyectiva.

Demostración: Sea F : PX −→ PX la aplicación dada por F (u) =
X\g[Y \f [u]]. Estamos en las hipótesis del teorema anterior, pues si u ⊂ v ⊂ X,
entonces

f [u] ⊂ f [v], Y \ f [v] ⊂ Y \ f [u], g[Y \ f [v]] ⊂ g[Y \ f [u]],

X \ g[Y \ f [u]] ⊂ X \ g[Y \ f [v]],

luego F (u) ⊂ F (v).
En consecuencia existe un subconjunto z ⊂ X tal que F (z) = z, es decir,

X \ g[Y \ f [z]] = z o, equivalentemente, X \ z = g[Y \ f [z]]. Por consiguiente,
f |z : z −→ f [z] y g|Y \f [z] : Y \ f [z] −→ X \ z son ambas biyectivas, luego la
unión de la primera con la inversa de la segunda nos da la aplicación h buscada.

Así pues, aunque todavía no hayamos definido nada a lo que llamar “número
de elementos” de un conjunto, tenemos probado que podemos hablar coherente-
mente de si un conjunto tiene un número de elementos mayor, igual o menor que
otro. También es fácil probar que, dado cualquier conjunto, aunque sea infinito,
siempre hay otro que tiene un número de elementos estrictamente mayor:
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Teorema 1.25 (Teorema de Cantor) (AP) Si X es un conjunto, X < PX.

Demostración: La aplicación f : X −→ PX dada por f(x) = {x} es
claramente inyectiva, luego X ≤ PX. Si se diera la igualdad, existiría una
aplicación g : X −→ P(X) biyectiva, pero entonces podríamos considerar el
conjunto9 R = {x ∈ X | x /∈ g(x)} ∈ PX. Sea r ∈ X tal que g(r) = R. Por
definición de R tenemos que r ∈ R si y sólo si r /∈ g(r) = R, lo cual es una
contradicción.

La paradoja de Cantor El teorema de Cantor daba lugar a otra paradoja
de la teoría de conjuntos, esta vez relacionada con la clase universal V . En
efecto, si lo aplicamos al “conjunto” de todos los conjuntos, debería cumplirse
que V < PV , pero por otra parte, todos los elementos de PV son conjuntos,
luego debería ser PV ⊂ V y, por consiguiente, PV ≤ V .

En NBG esto no causa ningún problema pues, dado que todos los elementos
de V son conjuntos, se cumple de hecho que PV = V , pero esto no contradice
al teorema de Cantor porque éste sólo es válido para conjuntos y V no lo es (la
paradoja de Cantor nos da una prueba alternativa de que V no es un conjunto).
Si uno rastrea la prueba para ver en qué falla cuando se intenta aplicar a una
clase propia, por ejemplo, tomando como f : V −→ PV la aplicación identidad,
se encuentra con que la clase R construida en la prueba no es sino la clase de
Russell R = {x | x /∈ x}, que no es un conjunto, por lo que R /∈ PV , por lo
que no podemos tomarle una antiimagen por f como se hace en la prueba. De
hecho, así fue como Bertrand Russell descubrió la paradoja que lleva su nombre.

En la sección 2.2, tras haber definido los números naturales, definiremos
los conjuntos finitos y veremos cómo asignarles un número natural que “mida”
su número de elementos. En el capítulo V generalizaremos esto a conjuntos
arbitrarios, no necesariamente finitos.

Dedicamos las secciones siguientes a completar la exposición del “vocabulario
conjuntista” básico, pero para evitar que el lector tenga que asimilar una larga
lista de definiciones sin tener ningún ejemplo no trivial al que aplicarlas, le
recomendamos que en este punto pase al capítulo siguiente y que vaya leyendo el
resto de este capítulo a medida que vaya encontrando referencias a sus secciones.

1.6 Relaciones

Tras haber introducido el vocabulario conjuntista relacionado con las funcio-
nes, ahora vamos a hacer lo propio con las relaciones. La definición conjuntista
de “relación” es muy simple:

9Aquí usamos decisivamente que X es un conjunto, pues esto implica que R también lo es
y por eso podemos afirmar que R ∈ PX.
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Definición 1.26 Una relación (binaria) en una clase A es una clase R ⊂ A×A.
Si R es una relación en A y a, b ∈ A, escribiremos

aR b ≡ (a, b) ∈ R,

y en tal caso diremos que a está relacionado con b respecto de la relación R.

Observemos que, trivialmente, toda relación en un conjunto es un conjunto.
Si R es una relación en una clase A, tenemos definida su inversa R−1, que con
la notación que acabamos de introducir es la relación en A determinada por que

aR−1b↔ bR a.

Diremos que una relación R en una clase A es:

1. Reflexiva si
∧
x ∈ A xRx,

2. Irreflexiva si
∧
x ∈ A ¬xRx,

3. Simétrica si
∧
xy ∈ A (xR y → y Rx),

4. Antisimétrica si
∧
xy ∈ A (xR y ∧ y Rx→ x = y)

5. Asimétrica si
∧
xy ∈ A (xR y → ¬y Rx)

6. Transitiva si
∧
xyz ∈ A (xR y ∧ y R z → xR z)

7. Conexa si
∧
xy ∈ A (xR y ∨ y Rx)

8. Débilmente conexa si
∧
xy ∈ A(xR y ∨ y Rx ∨ x = y)

Relaciones de orden Una relación de orden parcial en una clase A es una
relación reflexiva, antisimétrica y transitiva en A. Si además es conexa se dice
que es una relación de orden total.

Es costumbre usar el signo ≤ para representar relaciones de orden arbitrarias
(de modo que si decimos que ≤ es una relación de orden en una clase A hay
que entender que ≤ es una clase y que ≤ ⊂ A × A). En estos términos, las
propiedades que definen una relación de orden se escriben así:

1.
∧
a ∈ Aa ≤ a,

2.
∧
ab ∈ A(a ≤ b ∧ b ≤ a→ a = b),

3.
∧
abc ∈ A(a ≤ b ∧ b ≤ c→ a ≤ c).

La relación es de orden total si además
∧
ab ∈ A(a ≤ b ∨ b ≤ a).
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Una relación de orden estricto en una clase A es una relación asimétrica y
transitiva en A. Si además es débilmente conexa entonces es una relación de
orden total estricto.

Notemos que, pese a la nomenclatura, una relación de orden estricto no es
una relación de orden. La relación entre ambos conceptos es que si ≤ es una
relación de orden en A, entonces la relación dada por

a < b↔ a ≤ b ∧ a 6= b

es una relación de orden estricto en A y, recíprocamente, si < es una relación
de orden estricto en A, entonces la relación dada por

a ≤ b↔ a < b ∨ a = b

es una relación de orden en A. Estas dos construcciones son mutuamente inver-
sas, en el sentido de que si aplicamos una y luego la otra volvemos a la relación
de partida. Así pues, es indistinto definir una relación de orden o una relación
de orden estricto en una clase dada, pues de una se pasa trivialmente a la otra.
Usaremos también la notación a ≥ b ≡ b ≤ a y a > b ≡ b < a para las relaciones
inversas correspondientes.

Cuando digamos que (A,≤) es una clase total o parcialmente ordenada que-
rremos decir10 que ≤ es una relación de orden (total o parcial) en A.

Sea A una clase ordenada por la relación ≤ y sea B ⊂ A. Entonces:

1. M ∈ A es una cota superior de B si
∧
x ∈ B x ≤M ,

2. m ∈ A es una cota inferior de B si
∧
x ∈ B m ≤ x,

3. M ∈ A es un maximal de B si M ∈ B y
∧
x ∈ B(M ≤ x→M = x).

4. m ∈ A es un minimal de B si m ∈ B y
∧
x ∈ B(x ≤ m→ x = m).

5. M ∈ A es el supremo de B si M es una cota superior de B y∧
x ∈ A(x es una cota superior de B →M ≤ x).

6. m ∈ A es el ínfimo de B si m es una cota inferior de B y∧
x ∈ A(x es una cota inferior de B → x ≤ m).

7. M ∈ A es el máximo de B si M ∈ B y M es una cota superior de B.

8. m ∈ A es el mínimo de B si m ∈ B y m es una cota inferior de B.
10Si A es un conjunto podemos entender esto como una afirmación sobre el par ordenado

(A,≤), pero usaremos esta misma expresión incluso si A es una clase propia, aunque ahora la
afirmación “(A,≤) es una clase total o parcialmente ordenada” no puede interpretarse como
una afirmación sobre el par ordenado (A,≤) = {{∅}}, sino literalmente como hemos indicado:
como una forma cómoda de expresar que ≤ es una relación de orden en la clase A.
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Ejemplo Si A es cualquier clase, la inclusión define una relación de orden
parcial en PA, es decir, podemos considerar en esta clase la relación dada por

X ≤ Y ↔ X ⊂ Y.

Es inmediato comprobar que se trata de una relación de orden parcial cuya
relación de orden estricto asociada es la inclusión estricta X  Y .

Respecto de esta relación, PA tiene como mínimo elemento a ∅. Si A es un
conjunto, entonces PA tiene como máximo elemento a A, pero si A no es un
conjunto, entonces PA no tiene máximo elemento, pues dado cualquier X ∈ PA,
será X  A, luego existe un x ∈ A \X, luego X  X ∪ {x} ∈ PA, luego X no
es el máximo de PA.

Si A 6= ∅, la subclase B = PA \ {∅} tiene por minimales a los elementos
de la forma {a}, con a ∈ A, pero no tiene mínimo, salvo en el caso en que
A = {a}, pues si A contiene al menos dos elementos a y b, entonces no se
cumple {a} ⊂ {b}, luego {a} no es mínimo de B, pero es minimal porque
ningún elemento de B es menor que {a}.

Si B es un subconjunto de A, entonces
⋃
B es el supremo de B en PA, pues

todo x ∈ B cumple x ⊂
⋃
B, luego

⋃
B es una cota superior de B, y siM ∈ PA

es una cota superior de B, esto significa que
∧
x ∈ B x ⊂M , de donde se sigue

que
⋃
B ⊂M , luego

⋃
B es la menor cota superior de B.

Similarmente, si B ⊂ A es no vacío, entonces
⋂
B es el ínfimo de B en PA.

Así pues, si A tiene más de un elemento, hemos visto que B = PA \ {∅} no
tiene mínimo elemento, pero tiene por ínfimo a ∅.

{a, b, c}
�
��
H
HH

{a, b} {b, c} {a, c}
H
HH

H
HH

   
   

{a} {b} {c}

H
HH
�
��

∅

Más concretamente, si A = {a, b, c}, donde los conjuntos
a, b, c son distintos dos a dos, la relación de orden dada
por la inclusión es la que muestra la figura. Vemos en-
tonces que PA tiene por mínimo a ∅ y por máximo a A.
En cambio, PA \ {A} no tiene máximo elemento, pero
tiene tres elementos maximales, los tres conjuntos con
dos elementos. Similarmente, PA\{∅} no tiene mínimo,
pero tiene tres minimales, a saber, los conjuntos {a},
{b}, {c}, y también tiene ínfimo, concretamente∅. El conjuntoB = {{a}, {b},∅}
no tiene máximo, pero tiene por supremo a {a, b}.

Es fácil ver que en un conjunto totalmente ordenado todo maximal es máxi-
mo y todo minimal es mínimo. Si un conjunto tiene máximo o mínimo, supremo
o ínfimo, entonces éstos son únicos. El supremo (ínfimo) de una clase es máximo
(mínimo) si y sólo si pertenece a la clase.

Cuando tenemos una clase A ordenada por una relación ≤ y una subclase
B ⊂ A, consideramos, aunque no se indique explícitamente, que B está ordenada
por la restricción de ≤ a B, es decir, con la intersección de ≤ con B × B, de
modo que si x, y ∈ B, se cumple x ≤ y como elementos de B si y sólo si se
cumple como elementos de A. Es inmediato comprobar que esta restricción es
un orden en B. Más aún, B está totalmente ordenada si A lo está.
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Diremos que F : (A,≤1) −→ (B,≤2) es monótona creciente o, simplemente,
creciente si ≤1 y ≤2 son relaciones de orden parcial en A y B respectivamente,
F : A −→ B y ∧

xy ∈ A(x ≤1 y → F (x) ≤2 F (y)).

Se dice que F es monótona decreciente o decreciente si cumple∧
xy ∈ A(x ≤1 y → F (y) ≤2 F (x)).

Se dice que F es estrictamente monótona creciente o decreciente si se cum-
ple esto mismo cambiando las desigualdades no estrictas ≤ por desigualdades
estrictas <.

Es fácil comprobar que si F : (A,≤1) −→ (B,≤2) y G : (B,≤2) −→ (C,≤3)
son ambas monótonas crecientes o decrecientes estrictas o no, lo mismo le sucede
a la composición F ◦G : (A,≤1) −→ (C,≤3).

Diremos que F : (A,≤1) −→ (B,≤2) es una semejanza si es biyectiva y
tanto F como F−1 son crecientes. El carácter creciente de F y F−1 equivale a∧

xy ∈ A(x ≤1 y ↔ F (x) ≤2 F (y)).

Observemos que si (A,≤1) está totalmente ordenada, entonces toda aplica-
ción biyectiva y creciente F : (A,≤1) −→ (B,≤2) es una semejanza, pues si
F (x) ≤2 F (y), entonces x ≤1 y ∨ y ≤1 x, pero si se da el segundo caso entonces
F (y) ≤2 F (x) por la monotonía, luego F (x) = F (y), por la antisimetría, luego
x = y por la biyectividad, luego igualmente x1 ≤1 y por la reflexividad.

Las propiedades siguientes son inmediatas:

1. Para toda clase parcialmente ordenada (A,≤), se cumple que la identidad
IA : (A,≤) −→ (A,≤) es una semejanza.

2. Si F : (A,≤1) −→ (B,≤2) es una semejanza, entonces la aplicación inversa
F−1 : (B,≤2) −→ (A,≤1) también lo es.

3. Si F : (A,≤1) −→ (B,≤2) y G : (B,≤2) −→ (C,≤3) son semejanzas,
entonces la composición F ◦G : (A,≤1) −→ (C,≤3) también lo es.

Diremos que dos clases parcialmente ordenadas (A,≤1) y (B,≤2) son se-
mejantes, y lo representaremos por (A,≤1) ∼= (B,≤2), si existe una semejanza
F : (A,≤1) −→ (B,≤2).

Las propiedades anteriores de las semejanzas se traducen inmediatamente en
las propiedades siguientes de la semejanza entre clases parcialmente ordenadas:

1. Para toda clase parcialmente ordenada (A,≤), se cumple (A,≤) ∼= (A,≤).

2. Si (A,≤1) ∼= (B,≤2), entonces (B,≤2) ∼= (A,≤1).

3. Si (A,≤1) ∼= (B,≤2) y (B,≤2) ∼= (C,≤3), entonces (A,≤1) ∼= (C,≤3).
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La idea subyacente en estos conceptos es que, al conservar las relaciones de
orden, una semejanza F : (A,≤1) −→ (B,≤2) conserva todas las propiedades
relacionadas con el orden. Por ejemplo, si X ⊂ A y m es el máximo, o el
mínimo, o el supremo, o el ínfimo, o una cota superior/inferior de X, entonces
F (m) es lo mismo de F [X]. En general, toda propiedad que cumplan unos
elementos y subconjuntos de A la cumplirán también las imágenes por F de
estos elementos o conjuntos, y esto hace que dos clases semejantes tengan las
mismas propiedades de orden (una está totalmente ordenada si y sólo si lo está
la otra, una tiene máximo si y sólo si lo tiene la otra, etc.).

Clases bien ordenadas Un buen orden en una clase A es una relación de
orden parcial respecto a la cual todas subclase11 no vacía de A tiene mínimo
elemento. Decimos que (A,≤) es una clase bien ordenada si ≤ es un buen orden
en A.

En el capítulo III veremos que las buenas relaciones de orden desempeñan
un papel central en la teoría de conjuntos, pero de momento presentaremos aquí
únicamente las consecuencias inmediatas de la definición.

Ante todo, aunque hemos definido un buen orden como una relación de orden
parcial, lo cierto es que la existencia de mínimos implica que es total, pues si
(A,≤) es una clase bien ordenada y x, y ∈ A, el conjunto {x, y} debe tener un
mínimo elemento m, y entonces se cumple x ≤ y o bien y ≤ x según que sea
m = x o m = y.

También es evidente que toda subclase de una clase bien ordenada está bien
ordenada.

En general, si (A ≤) es un conjunto bien ordenado y x ∈ A, usaremos la
notación

A≤x ≡ {a ∈ A | a ≤ x}, A<x ≡ {a ∈ A | a < x}.

Nos referiremos a ellos como la sección inicial no estricta (o estricta, respecti-
vamente) determinada por x, que no es sino la clase de todos los elementos de
A anteriores (o estrictamente anteriores) a x.

Una de las razones por las que las clases bien ordenadas son importantes es
porque permiten razonar por inducción en el sentido del teorema siguiente:

Teorema 1.27 (Principio de inducción para clases bien ordenadas) Si
(A,≤) es una clase bien ordenada y B ⊂ A cumple

∧
x ∈ A(A<x ⊂ B → x ∈ B),

entonces B = A.

Demostración: Si B 6= A, entonces A \ B 6= ∅, luego por la buena orde-
nación esta clase tiene un mínimo elemento x. Eso quiere decir que si a < x
entonces a /∈ A \ B, luego a ∈ B. Equivalentemente, A<x ⊂ B, y por hipótesis,

11Observemos que la propiedad “(A,≤) es una clase bien ordenada” no es normal, porque
contiene una cuantificación sobre todas las subclases de A, pero “(A,≤) es un conjunto bien
ordenado” sí que lo es, porque ahora la existencia de mínimo se requiere para todos los
subconjuntos no vacíos de A, luego el cuantificador está restringido a conjuntos.
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esto implica x ∈ B, con lo que tenemos una contradicción, pues hemos tomado
x ∈ A \B.

En la práctica esto significa que si queremos probar que todo elemento de
una clase bien ordenada (A,≤) cumple una determinada propiedad normal φ(x),
podemos fijar un x ∈ A arbitrario y tomar como hipótesis de inducción que todos
los elementos a < x cumplen φ(a), y demostrar a partir de ahí φ(x). Si logramos
esto, el teorema anterior aplicado a la clase B = {a ∈ A | φ(a)} implica que
B = A, luego todo elemento de A cumple φ(x).

Veamos ahora una propiedad elemental que, no obstante, resulta de gran
utilidad:

Teorema 1.28 Si F : (A,≤) −→ (A,≤) es una aplicación estrictamente cre-
ciente en una clase bien ordenada, entonces

∧
a ∈ A a ≤ F (a).

Demostración: Supongamos que existe un a ∈ A tal que F (a) < a. En-
tonces la clase B = {a ∈ A | F (a) < a} no es vacía, luego tiene un mínimo
elemento m. En particular F (m) < m y, como F es estrictamente creciente,
F (F (m)) < F (m), pero entonces a = F (m) cumple a ∈ B y a < m, en contra-
dicción con que m era el mínimo de B.

De aquí extraemos dos consecuencias de interés:

Teorema 1.29 Una clase bien ordenada no puede ser semejante a una de sus
secciones iniciales estrictas.

Demostración: Sea (A,≤) una clase bien ordenada, y supongamos que
existe x ∈ A tal que existe una semejanza12 F : (A,≤) −→ (A<x ,≤). En
particular F : (A,≤) −→ (A,≤) es estrictamente creciente, pero F (x) ∈ A<x ,
luego F (x) < x, en contradicción con el teorema anterior.

Teorema 1.30 Si dos clases bien ordenadas son semejantes, entonces existe
una única semejanza entre ellas.

Demostración: Supongamos que F,G : (A,≤1) −→ (B,≤2) son dos se-
mejanzas entre las mismas clases bien ordenadas. Entonces la composición
F ◦ G−1 : (A,≤1) −→ (A,≤1) es también una semejanza, luego por 1.28 tene-
mos que

∧
a ∈ A a ≤1 G

−1(F (a)), y aplicando G resulta
∧
a ∈ A G(a) ≤1 F (a).

Pero las hipótesis son las mismas para F y G, luego igualmente podemos probar
la desigualdad opuesta, y concluimos que

∧
a ∈ A F (a) = G(a), luego F = G.

No vamos a probar aquí más resultados sobre clases bien ordenadas porque
en el capítulo III estaremos en condiciones de razonar más cómodamente sobre
ellas.

12Técnicamente junto a A<x no deberíamos escribir ≤, sino la restricción de ≤ a A<x , pero
no pasa nada por relajar la notación en estos contextos.
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Relaciones de equivalencia Una relación de equivalencia en una clase A es
una relación reflexiva, simétrica y transitiva en A.

Si R es una relación de equivalencia en A y a ∈ A, definimos la clase de
equivalencia de a respecto de R como

[a]R ≡ {b ∈ A | aR b},

es decir, como la clase de todos los elementos de A relacionados con a. El
resultado fundamental sobre clases de equivalencia es el siguiente, cuya prueba
dejamos a cargo del lector:

Teorema 1.31 Sea R una relación de equivalencia en una clase A y conside-
remos a, b ∈ A. Entonces:

1. aR b↔ [a]R = [b]R,

2. ¬aR b↔ [a]R ∩ [b]R = ∅.

En particular, dos clases de equivalencia en A son iguales o disjuntas.

Diremos que una relación de equivalencia en una clase A es conjuntista si
todas las clases de equivalencia que determina son conjuntos. Esto sucede en
particular si A es un conjunto, pues en general las clases de equivalencia son
subclases de A, luego si A es un conjunto todas ellas lo son también.

Si una relación de equivalencia R en una clase A es conjuntista, podemos
definir la clase cociente como13

A/R ≡ {[a]R | a ∈ A}.

Naturalmente, también podemos considerar la clase cociente para una relación
no conjuntista, pero entonces puede ocurrir perfectamente que A/R = ∅, lo
cual no significa que no haya clases de equivalencia, sino que ninguna de ellas
es un conjunto.

En el caso en que R es conjuntista podemos definir la aplicación canónica
p : A −→ A/R dada por p(a) = [a]R.

Obviamente es suprayectiva, luego el axioma de reemplazo nos da que si A
es un conjunto, A/R también lo es, y hablamos entonces del conjunto cociente,
en lugar de clase cociente (aunque en este caso se sigue hablando de clases de
equivalencia).

1.7 Leyes de composición interna
Para terminar con la presentación de los conceptos conjuntistas básicos nos

ocupamos ahora de las operaciones definidas sobre una clase.
13Técnicamente, la existencia de la clase cociente viene dada por el axioma de comprensión,

teniendo en cuenta que A/R ≡ {y |
∨
a ∈ A y = [a]R}.
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Definición 1.32 Una ley de composición interna u operación en una clase A
es una aplicación ∗ : A×A −→ A. En este contexto, si a, b ∈ A, escribiremos

a ∗ b ≡ ∗(a, b).

Así pues, una operación en A es una función que a cada par de elementos a
y b de A (en un cierto orden) les asigna un nuevo elemento a ∗ b ∈ A.

Diremos que una operación en una clase A

1. es asociativa si
∧
abc ∈ A (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c)

2. es conmutativa si
∧
ab ∈ A a ∗ b = b ∗ a

3. tiene por elemento neutro a e ∈ A si
∧
a ∈ A a ∗ e = e ∗ a = a

Observemos que una operación en una clase A puede tener a lo sumo un
elemento neutro, pues si tuviera dos, digamos e y e′, sería e = e ∗ e′ = e′.

Si una operación ∗ en una clase A tiene elemento neutro e, se dice que un
elemento b ∈ A es el inverso de un elemento a ∈ A si a ∗ b = b ∗ a = e. Si
la operación es asociativa y a tiene inverso, éste es único, pues si tuviera dos,
digamos b y b′, entonces b = b ∗ e = b ∗ (a ∗ b′) = (b ∗ a) ∗ b′ = e ∗ b′ = b′.

Anillos y cuerpos Para presentar los conceptos siguientes nos restringimos
por comodidad a operaciones sobre conjuntos, pues es el único contexto en el
que los vamos a encontrar:

Un anillo es una terna14 (A,+, ·), donde + y · son operaciones en A (a las
que llamaremos suma y producto, respectivamente, de modo que se cumplen las
propiedades siguientes:

1. La suma es asociativa y conmutativa, tiene un elemento neutro, necesa-
riamente único, que representaremos por 0, y cada a ∈ A tiene un inverso,
necesariamente único, que representaremos por −a.

2. El producto es asociativo y satisface la propiedad distributiva respecto de
la suma, es decir,∧

abc ∈ A a(b+ c) = ab+ ac y
∧
abc ∈ A (b+ c)a = ba+ ca.

Nota En la práctica escribiremos A en lugar de (A,+, ·), de modo que cuando
digamos que “A es un anillo” querremos decir que estamos considerando un
conjunto A con dos operaciones prefijadas + y · con las cuales (A,+, ·) es un
anillo.

También es costumbre (tal y como hemos hecho ya al enunciar la propiedad
distributiva) escribir ab ≡ a · b cuando ello no induce a confusión, así como
abreviar a+ (−b) ≡ a− b.

14En general, podemos definir una terna de conjuntos como (a, b, c) ≡ ((a, b), c), e igualmente
una cuádrupla es (a, b, c, d) ≡ (((a, b), c), d), etc.
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Por último la propiedad asociativa de la suma y el producto hace que no sea
necesario agrupar sumandos o factores con paréntesis, de modo que podemos
escribir a+ b+ c = (a+ b) + c = a+ (b+ c).

Si el producto de un anillo tiene elemento neutro se dice que el anillo es
unitario, y dicho neutro se representa por 1.

Si el producto es conmutativo se dice que el anillo es conmutativo.

Si un elemento a de un anillo tiene inverso para el producto se dice que es
inversible, y su inverso se representa por a−1.

El producto de dos elementos inversibles es inversible, pues es fácil ver que
(ab)−1 = b−1a−1. Además, el inverso de un elemento inversible es inversible,
pues trivialmente (a−1)−1 = a. Puesto que 1 ·1 = 1, tenemos que 1 es inversible
y 1−1 = 1.

Observemos que estos hechos se demuestran igualmente para la suma, donde
la existencia de inverso esta garantizada. Concretamente:

−(a+ b) = −a− b, −(−a) = a, −0 = 0.

Los inversos (si existen) permiten despejar en ecuaciones, es decir:

a+ b = c→ a = c− b, ab = c→ a = cb−1.

En todo anillo A se cumple que
∧
a ∈ A a · 0 = 0 · a = 0. En efecto:

a · 0 = a · (0 + 0) = a · 0 + a · 0,

y sumando −(a · 0) a ambos miembros concluimos que a · 0 = 0. Igualmente
sucede si multiplicamos el 0 por la izquierda.

Esto tiene varias consecuencias. Por ejemplo, podemos suprimir los parén-
tesis en expresiones de la forma

−(ab) = (−a)b = a(−b).

En efecto: ab + (−a)b = (a − a)b = 0b = 0, luego (−a)b = −(ab), y la otra
igualdad se prueba análogamente.

En un anillo unitario se cumple que (−1)a = a(−1) = −a, pues

a+ (−1)a = 1a+ (−1)a = (1− 1)a = 0 · a = 0.

En particular (−1)(−1) = −(−1) = 1. Así pues, tanto 1 como −1 son
inversibles y cada uno es su propio inverso.

Salvo en el caso trivial en que 1 = 0, en un anillo unitario el 0 no puede
tener inverso para el producto, pues, para todo a ∈ A, se cumple 0 · a = 0 6= 1.

Un dominio íntegro es un anillo conmutativo y unitario A en el que 1 6= 0 y
además ∧

ab ∈ A(ab = 0→ a = 0 ∨ b = 0)
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Esto implica en particular que los elementos no nulos son simplificables, es
decir, que ∧

abc ∈ A(a 6= 0 ∧ ab = ac→ b = c).

En efecto: si ab = ac, entonces a(b − c) = 0 y, como a 6= 0, tiene que ser
b− c = 0, luego b = c. (Y lo mismo vale si a multiplica por la derecha.)

Observemos que esta propiedad es trivialmente cierta para la suma en cual-
quier anillo: ∧

abc ∈ A(a+ b = a+ c→ b = c).

Para probarlo basta sumar −a a ambos miembros.

Un cuerpo es un anillo conmutativo y unitario en el que 1 6= 0 y todo elemento
distinto de 0 tiene inverso para el producto.

Un cuerpo es siempre un dominio íntegro, pues si ab = 0 y a 6= 0, entonces
a−1ab = a−10 = 0, luego b = 1b = 0.

Si (A,+, ·) es un cuerpo y a, b ∈ A, con b 6= 0, es frecuente representar
a

b
= ab−1 = b−1a.

Se dice entonces que la expresión a/b es una fracción de numerador a y deno-
minador b. Es inmediato entonces que

a

b
=
c

d
↔ ad = bc.

Además, si c 6= 0, se cumple que

a

b
=
ac

bc
, c · a

b
=
ca

b
, −a

b
=
−a
b

=
a

−b
,

y también se comprueba sin dificultad (suponiendo siempre que los denomina-
dores son no nulos) que

a

b
+
c

d
=
ad+ bc

bd
,

a

b
· c
d

=
ac

bd
,

a/b

c/d
=
ad

bc
.

Definición 1.33 Una aplicación f : A −→ B entre dos anillos es un homomor-
fismo de anillos si cumple15∧

xy ∈ A f(x+ y) = f(x) + f(y),
∧
xy ∈ A f(xy) = f(x)f(y).

Si además es inyectiva, suprayectiva o biyectiva se dice que es un monomor-
fismo, epimorfismo o isomorfismo de anillos, respectivamente. Dos anillos son
isomorfos si existe un isomorfismo de anillos entre ellos.

Si dos anillos A y B cumplen que A ⊂ B y las operaciones de A son las
restricciones de las de B (es decir, que x + y y xy significa lo mismo en A y
en B) entonces se dice que A es un subanillo de B.

15Estas propiedades implican que f(0) = 0, pues f(0) = f(0 + 0) = f(0) + f(0), luego
f(0) = 0, y si f es un monomorfismo y A y B son dominios íntegros entonces f(1) = 1, pues
igualmente f(1) = f(1)f(1), luego f(1)(1− f(1)) = 0 y f(1) 6= f(0) = 0, luego f(1) = 1.
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Si f : A −→ B es un homomorfismo de anillos, entonces f [A] es un subanillo
de B con la suma y el producto de B, pues dos elementos de f [A] son de la
forma f(x) y f(y), para ciertos x, y ∈ A, luego su suma y su producto son
f(x) + f(y) = f(x + y) ∈ f [A], f(x)f(y) = f(xy) ∈ f [A], luego al sumar y
multiplicar con las operaciones de B no nos salimos de f [A], y tenemos, por
consiguiente, dos leyes de composición interna en i[A], que obviamente cumplen
todas las propiedades requeridas para formar un anillo.

Si además f es un monomorfismo, entonces f : A −→ f [A] es por definición
un isomorfismo de anillos, por lo que podemos decir que A es isomorfo a un
subanillo de B.

Por último, si dos anillos son isomorfos, esto significa que tienen las mismas
propiedades que dependan únicamente de la suma y del producto.

Anillos ordenados Un anillo ordenado es una cuádrupla (A,+, ·,≤) donde
(A,+, ·) es un anillo conmutativo y (A,≤) es un conjunto totalmente ordenado,
de modo que se cumplan las dos propiedades de compatibilidad siguientes:

1.
∧
abc ∈ A (a ≤ b→ a+ c ≤ b+ c)

2.
∧
ab ∈ A (a ≥ 0 ∧ b ≥ 0→ ab ≥ 0)

Diremos que un elemento a de un anillo ordenado es

1. positivo si a ≥ 0,

2. estrictamente positivo si a > 0,

3. negativo si a ≤ 0,

4. estrictamente negativo si a < 0.

Representaremos por

A+ ≡ {a ∈ A | a > 0}, A− ≡ {a ∈ A | a < 0},

los conjuntos de elementos estrictamente positivos y estrictamente negativos,
respectivamente, de un anillo ordenado A. De este modo, A se descompone en
unión disjunta A = A− ∪ {0} ∪A+.

La primera propiedad de compatibilidad nos permite despejar sumas:

a+ b ≤ c→ a ≤ c− b.

En particular, 0 ≤ a ↔ −a ≤ 0, de modo que el inverso de un elemento
(estrictamente) positivo es (estrictamente) negativo, y viceversa.

La segunda propiedad de compatibilidad implica que la multiplicación por
elementos positivos conserva las desigualdades:∧

abc ∈ A(a ≤ b ∧ c ≥ 0→ ac ≤ bc).
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En efecto, como b− a ≥ 0, resulta que (b− a)c = bc− ac ≥ 0, luego ac ≤ bc.

En cambio, la multiplicación por elementos negativos invierte las desigual-
dades: ∧

abc ∈ A(a ≤ b ∧ c ≤ 0→ ac ≥ bc).

En efecto, como −c ≥ 0, tenemos que −ac ≤ −bc, de donde, despejando dos
veces, bc ≤ ac.

De estas dos propiedades se sigue en particular que el producto de dos ele-
mentos positivos o dos elementos negativos es positivo, mientras que el producto
de un positivo por un negativo es negativo. En particular, todo cuadrado (todo
producto de un elemento por sí mismo) es positivo.

En particular, en un anillo unitario ordenado en el que 1 6= 0 se cumple que
−1 < 0 < 1. En efecto, basta tener en cuenta que 1 = 1 · 1 > 0.

Además, la igualdad a · a−1 = 1 > 0 implica que el inverso de un elemento
positivo (resp. negativo) es positivo (resp. negativo).

En todo anillo ordenado A podemos definir la función valor absoluto

| | : A −→ A+ ∪ {0}

dada por

|a| =
{

a si a ≥ 0,
−a si a ≤ 0.

Se cumplen las propiedades siguientes:

1. |a| = 0↔ a = 0,

2. |a+ b| ≤ |a|+ |b|,

3. |ab| = |a||b|,

4. | − a| = |a|,

5. ||a| − |b|| ≤ |a− b|.

En efecto, la propiedad a) es evidente, para probar b) conviene observar que

|a| ≤ b↔ −b ≤ a ≤ b.

Las dos implicaciones se prueban trivialmente distinguiendo dos casos, según si
a es positivo o negativo. En particular, como |a| ≤ |a| y |b| ≤ |b|, tenemos que

−|a| ≤ a ≤ |a|, −|b| ≤ b ≤ |b|,

de donde, aplicando varias veces las propiedades de compatibilidad,

−|a| − |b| ≤ a+ b ≤ |a|+ |b|,
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lo que a su vez implica que |a+b| ≤ |a|+ |b|. Las propiedades c) y d) se obtienen
fácilmente distinguiendo casos. Para probar e) observamos que

|a| = |a− b+ b| ≤ |a− b|+ |b| ⇒ |a| − |b| ≤ |a− b|.

Invirtiendo los papeles probamos que |b| − |a| ≤ |b− a| = | − (a− b)| = |a− b|,
luego

−|a− b| ≤ |a| − |b| ≤ |a− b|,

y hemos visto que esto equivale a ||a| − |b|| ≤ |a− b|.

Definición 1.34 Un homomorfismo (resp. monomorfismo, epimorfismo, iso-
morfismo) de anillos ordenados es un homomorfismo (resp. monomorfismo, epi-
morfismo, isomorfismo) de anillos f : A −→ B que además cumpla la relación∧

xy ∈ A(x ≤ y → f(x) ≤ f(y)).

Equivalentemente, un isomorfismo de anillos ordenados es un isomorfismo
de anillos que además es una semejanza, lo cual hace que ambos anillos sean
indistinguibles respecto de todas las propiedades definibles en términos de la
suma, el producto o la relación de orden.

Ideales y anillos cociente Presentamos algunos elementos más de la teoría
de anillos que nos serán útiles más adelante:

Definición 1.35 Sea A un anillo conmutativo y unitario. Un ideal de A es un
conjunto I ⊂ A tal que:

1. 0 ∈ I,

2.
∧
xy ∈ I x+ y ∈ I,

3.
∧
a ∈ A

∧
b ∈ I ab ∈ I.

Por ejemplo, si x ∈ A el conjunto (x) = {ax | a ∈ A} de los múltiplos
de x es claramente un ideal16 de A. Los ideales de esta forma se llaman ideales
principales de A.

También es claro que {0} y A son ideales de A. El ideal {0} se llama ideal
trivial. Un ideal I es propio si I 6= A e I 6= {0}.

Observemos que un ideal I cumple I = A si y sólo si contiene un elemento
inversible, pues si es propio contiene a 1 y, si contiene a un elemento inversible
x, entonces contiene a 1 = x−1x por c) y, dado a ∈ A, tenemos que a = a · 1 ∈ I
de nuevo por c).

Esto implica que un anillo conmutativo y unitario A es un cuerpo si y sólo
si no tiene ideales propios. En efecto, si A es un cuerpo, todo ideal no trivial

16De hecho, históricamente el concepto de ideal surgió como una abstracción de los conjuntos
de múltiplos, de modo que I puede verse como el conjunto de los múltiplos de un “elemento
ideal” de A, que será un elemento real de A si I es de la forma I = (x).
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contiene un elemento inversible, luego es impropio. Recíprocamente, si A no
es un cuerpo, tiene un elemento no nulo no inversible x, y entonces (x) es un
ideal propio (porque si fuera (x) = A tendríamos que 1 ∈ (x), y entonces x sería
inversible).

Si I es un ideal en un anillo A, definimos la relación de congruencia módulo I
como la relación en A dada por

x ≡ y (mód I)↔ x− y ∈ I.

Se trata de una relación de equivalencia: es reflexiva por la propiedad a), es
simétrica por c) (pues y − x = (−1)(x− y)) y es transitiva por b).

Representaremos por A/I el conjunto cociente de A respecto de la congruen-
cia módulo I. El resultado fundamental es el siguiente:

Teorema 1.36 Si A es un anillo conmutativo y unitario e I es un ideal de A,
entonces A/I se convierte en un anillo conmutativo y unitario con las operacio-
nes dadas por [a] + [b] = [a+ b] y [a][b] = [ab].

Demostración: Lo único que no es inmediato es que las operaciones están
bien definidas, es decir, que si [a] = [a′] y [b] = [b′] entonces [a+ b] = [a′ + b′] y
[ab] = [a′b′]. Ahora bien, tenemos que

a− a′ = u ∈ I, b− b′ = v ∈ I,

luego a+ b− (a′ + b′) = u+ v ∈ I y

ab− a′b′ = ab− ab′ + ab′ − a′b′ = a(b− b′) + (a− a′)b′ = av + ub′ ∈ I.

A partir de aquí, cada propiedad de la suma y el producto de A implica trivial-
mente la propiedad correspondiente en A/I.

En vista del teorema anterior, A/I se conoce como el anillo cociente de A
determinado por I.

Teorema 1.37 (Teorema de isomorfía) Si f : A −→ B es un epimorfismo
de anillos, entonces su núcleo N(f) = {a ∈ A | f(a) = 0} es un ideal de A y f
induce un isomorfismo f̄ : A/N(f) −→ B dado por f̄([a]) = f(a).

Demostración: Es inmediato comprobar que N(f) es un ideal. Si [a] =
[b] ∈ A/N(f), entonces a− b ∈ Nuc(f), luego f(a)− f(b) = 0, es decir, f(a) =
f(b), lo que prueba que f̄ está bien definida, y es inmediato comprobar que es
un isomorfismo de anillos.

Definición 1.38 Un ideal M de un anillo A es maximal si M  A y no existe
ningún ideal M  I  A. Un ideal P de A es primo si P 6= A y∧

xy ∈ A (xy ∈ P → x ∈ P ∨ y ∈ P ).
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Estos conceptos son muy importantes en el estudio de la aritmética de un
anillo, pero aquí sólo necesitaremos el resultado siguiente:

Teorema 1.39 Si A es un anillo conmutativo y unitario, entonces un ideal I
de A es maximal si y sólo si A/I es un cuerpo. A su vez, I es primo si y sólo
si A/I es un dominio íntegro.

Demostración: Si I es maximal, observamos en primer lugar que 1 /∈ I,
luego [1] 6= [0], que es uno de los requisitos que debe cumplir A/I para ser
cuerpo. Tomemos [x] ∈ A/I tal que [x] 6= 0, lo cual equivale a que x /∈ I. Es
fácil ver que

J = {u+ ax | u ∈ I ∧ a ∈ A}

es un ideal de A que contiene a I y a x, luego I  J ⊂ A. Por la maximalidad
de I tiene que ser J = A, luego 1 ∈ J , luego 1 = u + ax, para cierto u ∈ I y
cierto a ∈ A, luego 1 = [1] = [a][x], luego [x] tiene inverso y por lo tanto A/I es
un cuerpo.

Si A/I es un cuerpo entonces [1] 6= [0], luego 1 /∈ I, luego I 6= A. Si un ideal
cumple I  J ⊂ A, tomemos x ∈ J \ I, entonces [x] 6= 0, luego existe un a ∈ A
tal que [a][x] = [1], luego 1 = ax + u, para cierto u ∈ I, luego 1 ∈ J , luego
J = A. Esto prueba que I es maximal.

Si I es primo, como el en caso anterior vemos que [1] 6= [0], lo cual es parte de
la definición de dominio íntegro. Sean x, y ∈ A tales que [x][y] = [0]. Entonces
xy ∈ I, luego x ∈ I o bien y ∈ I, luego [x] = 0 o [y] = 0. Esto prueba que A/I
es un dominio íntegro.

Recíprocamente, si A/I es un dominio íntegro entonces, como antes, I 6= A,
y si xy ∈ I, entonces [x][y] = 0, luego [x] = 0 o bien [y] = 0, luego x ∈ I o bien
y ∈ I. Esto prueba que I es primo.

En particular, como todo cuerpo es un dominio íntegro, concluimos que todo
ideal maximal es primo.



Capítulo II

El sistema numérico

Si la teoría de conjuntos sirve como fundamento a todas las ramas de la
matemática no es sólo porque —tal y como hemos visto en el capítulo anterior—
introduzca un vocabulario útil para todas ellas, sino, sobre todo, porque permite
construir todos los objetos matemáticos de interés. La práctica totalidad de tales
objetos se construyen a partir de los números (naturales, enteros, racionales,
etc.), así que vamos a dedicar este capítulo a construir el sistema numérico a
partir de la teoría axiomática que hemos presentado.

En realidad para ello necesitamos un axioma adicional, pues los conjuntos
numéricos son conjuntos infinitos, y sucede que ninguno de los axiomas que
hemos dado hasta ahora garantiza la existencia de conjuntos infinitos (la clase
universal V es infinita, pues contiene, por ejemplo, a los conjuntos

∅, {∅}, {{∅}}, . . .

pero no es un conjunto).

2.1 Los números naturales
Más adelante veremos que es posible definir los números naturales sin ne-

cesidad de ningún axioma adicional, pero de momento lo haremos a partir del
axioma siguiente:

Axioma de infinitud Existe un conjunto X con una aplicación S : X −→ X
inyectiva y no suprayectiva.

Todavía no hemos definido los conceptos de “conjunto finito” o “conjunto
infinito”, pero el lector se convencerá fácilmente de que toda aplicación inyectiva
de un conjunto finito en sí mismo tiene que ser suprayectiva, por lo que el axioma
de infinitud es una forma de postular la existencia de un conjunto infinito sin
necesidad de haber definido tal concepto.

En lo que sigue razonaremos en la teoría NBG∗ más el axioma de infinitud.
En particular, no necesitamos suponer el axioma de partes.

43
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Teorema 2.1 (Axiomas de Peano) Existe un conjunto N , una aplicación
S : N −→ N y otro conjunto 0 de modo que se cumplen las propiedades siguien-
tes:

1. 0 ∈ N .

2. Si n ∈ N , entonces S(n) ∈ N .

3. No existe ningún n ∈ N tal que S(n) = 0.

4. Si m, n ∈ N y S(m) = S(n), entonces m = n.

5. Si A ⊂ N tiene la propiedad de que 0 ∈ A y siempre que n ∈ A también
S(n) ∈ A, entonces A = N .

Demostración: Sea S : X −→ X una aplicación inyectiva y no suprayec-
tiva, tal y como postula el axioma de infinitud y elijamos un elemento 0 ∈ X
que no tenga antiimagen.

Diremos que un subconjunto A ⊂ X es inductivo si 0 ∈ A y, cuando n ∈ A,
entonces también S(n) ∈ A. Llamemos I a la clase de todos los conjuntos
inductivos, es decir,

I = {A | A ⊂ X ∧ A es inductivo}.

Como I ⊂ PX, el axioma de partes nos permitiría probar que I es un con-
junto, pero no vamos a necesitar este hecho. Observemos que I 6= ∅, ya que
X ∈ I. Sea N =

⋂
I. Así N ⊂ X, luego N es un conjunto.

Se cumple que 0 ∈ N , pues esto equivale a que 0 ∈ A para todo A ∈ I, y
esto es cierto por definición de conjunto inductivo.

Similarmente, si n ∈ N , se cumple que S(n) ∈ N , pues, para todo A ∈ I,
tenemos que A es inductivo y que n ∈ A, por lo que S(n) ∈ A, y esto implica
que S(n) ∈ N .

Esto nos permite restringir S|N : N −→ N . Si pasamos a llamar S a esta
restricción, tenemos que cumple las propiedades 1) y 2). La propiedad 3) se
cumple también, porque hemos elegido 0 sin antiimagen por S, luego sigue sin
tener antiimagen por la restricción de S. La propiedad 4) se cumple porque S
es inyectiva y la propiedad 5) se cumple porque su hipótesis es que A ⊂ N es
inductivo, luego A ∈ I, luego N ⊂ A, luego A = N .

Definición 2.2 Un sistema de Peano es una terna1 (N,S, 0) que cumple las
cinco propiedades del teorema anterior.

En todo sistema de Peano podemos definir:

1 = S(0), 2 = S(1), 3 = S(2), 4 = S(3), 5 = S(4),

6 = S(5), 7 = S(6), 8 = S(7), 9 = S(8).

1En general podemos definir una terna como (a, b, c) = ((a, b), c).
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En general, para cada n ∈ N , el conjunto S(n) recibe el nombre de “sucesor”
o “siguiente” de n (respecto del sistema de Peano dado). Si S(n) = m se dice
también que n es el “anterior” de m.

Nuestra intención es definir los números naturales como los elementos de
cualquier sistema de Peano. En estos términos, lo que dicen los axiomas de
Peano es:

1. Hay un número natural llamado 0 (cero).

2. Todo número natural n tiene un sucesor S(n).

3. El 0 no es el sucesor de ningún número natural.

4. Números naturales distintos tienen sucesores distintos.

5. (Principio de inducción) Si A ⊂ N y podemos probar que 0 ∈ A y,
suponiendo que n ∈ A, podemos probar que también S(n) ∈ A, entonces
necesariamente A es el conjunto de todos los números naturales.

Notemos que n ∈ A permite expresar el hecho de que n cumple cualquier
propiedad φ(n), sin más que definir A = {n ∈ N | φ(n)}. Veamos un ejemplo
sencillo de aplicación del principio de inducción:

Teorema 2.3 En un sistema de Peano, todo elemento distinto de 0 tiene un
anterior.

Demostración: Sea (N,S, 0) un sistema de Peano y sea

A = {n ∈ N | n = 0 ∨
∨
m ∈ N n = S(m)}.

Es inmediato que 0 ∈ A, así como que, si n ∈ A, entonces S(n) ∈ A, luego por
el principio de inducción A = N , lo cual significa que todo n ∈ N que no sea 0
tiene un anterior.

Vemos que el axioma de infinitud es equivalente a la existencia de un sistema
de Peano (pues hemos probado que existe un a partir del axioma y, recíproca-
mente, la función sucesor S de un sistema de Peano es una aplicación inyectiva
y no suprayectiva).

Para que sea razonable definir los números naturales como los elementos
de cualquier sistema de Peano prefijado debemos justificar que es irrelevante el
sistema elegido. Para ello demostraremos en primer lugar un resultado funda-
mental sobre números naturales, junto con el principio de inducción:

Teorema 2.4 (Principio de recursión) Sea (N,S, 0) un sistema de Peano,
sea g : A −→ A una aplicación arbitraria y sea a ∈ A. Entonces existe una
única aplicación f : N −→ A tal que f(0) = a y para todo n ∈ N se cumple que
f(S(n)) = g(f(n)).
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La última propiedad se expresa a menudo diciendo que el diagrama siguiente
es conmutativo:

A
g // A

N

f

OO

S
// N

f

OO

Decir que un diagrama de este tipo es conmutativo quiere decir que si vamos
de un punto a otro por dos caminos diferentes el resultado es el mismo, en este
caso f ◦ g = S ◦ f , que es justo lo que afirma el teorema.

En la práctica, el principio de recursión afirma que para definir una aplicación
f : N −→ A en una clase A (no necesariamente un conjunto) no es necesario
definir explícitamente f(0), f(1), f(2), etc., sino que basta definir f(0) como
un cierto a ∈ A y explicar cómo se calcula f(S(n)) supuesto que ya hayamos
calculado f(n), es decir, dar una función g que determine f(S(n)) a partir de
f(n). Esto determina completamente la función f , que vendrá dada por:

f(0) = a, f(1) = f(S(0)) = g(a), f(2) = f(S(1)) = g(g(a)),

f(3) = g(g(g(a))), f(4) = g(g(g(g(a)))), . . .

Cuando definimos una función de este modo se dice que la estamos definiendo
por recurrencia, o que la definición es recursiva.

Antes de ver ejemplos y aplicaciones vamos a demostrar el teorema:

Demostración: Diremos que h : X −→ A es una aproximación si:

1. X ⊂ N , 0 ∈ X y siempre que n ∈ X y n 6= 0 existe un m ∈ X tal que
n = S(m)

2. h(0) = a y siempre que n ∈ X y S(n) ∈ X, entonces h(S(n)) = g(h(n)).

Así, las aproximaciones son funciones que cumplen lo que requiere el teorema
salvo que no tienen por qué estar definidas en todo N .

Veamos en primer lugar que si h : X −→ A y h′ : X ′ −→ A son aproxima-
ciones y n ∈ X ∩X ′, entonces h(n) = h′(n).

Lo probamos por inducción sobre n. Concretamente, consideramos el con-
junto

P = {n ∈ N | n ∈ X ∩X ′ → h(n) = h′(n)}

y vamos a probar que P = N .

Se cumple que 0 ∈ P , porque por definición de aproximación 0 ∈ X ∩X ′ y
h(0) = a = h′(0).

Supongamos, como hipótesis de inducción, que si n ∈ X ∩ X ′, entonces
h(n) = h′(n) y vamos a probar que lo mismo vale para S(n). Para ello supone-
mos que S(n) ∈ X ∩X ′. Entonces, por definición de aproximación, n ∈ X ∩X ′
(aquí usamos el cuarto axioma de Peano, que dice que n es el único anterior
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de S(n)). Entonces, por hipótesis de inducción h(n) = h′(n), y por definición
de aproximación h(S(n)) = g(h(n)) = g(h′(n)) = h′(S(n)). Esto termina la
prueba.

Ahora probamos que para todo n ∈ N existe una aproximación h con n en
su dominio. Lo probamos nuevamente por inducción sobre n. Es inmediato que
la aplicación h : {0} −→ A dada por h(0) = a es una aproximación, y tiene a 0
en su dominio, luego el resultado es cierto para 0.

Supongamos, por hipótesis de inducción que h : X −→ A es una aproxima-
ción tal que n ∈ X. Si S(n) ∈ X, entonces h cumple lo requerido para S(n).
En caso contrario es fácil ver que h′ : X ∪ {S(n)} −→ A definida como h sobre
los elementos de X y como h′(S(n)) = g(h(n)) es una aproximación con S(n)
en su dominio.

Ahora ya podemos definir f : N −→ A como sigue: para cada n ∈ N ,
sabemos que existe una aproximación h : X −→ A con n en su dominio y que,
si tomamos dos cualesquiera, el valor de h(n) va a ser el mismo para ambas.
Por lo tanto podemos definir f(n) = h(n).

Esto hace que, en particular, f(0) = a, porque todas las aproximaciones
asignan a 0 la imagen a. Por otra parte, si n ∈ N y h : X −→ A es una
aproximación tal que S(n) ∈ X, entonces, por definición de aproximación, n ∈
X, luego por definición de f tenemos que f(n) = h(n) y f(S(n)) = h(S(n)), y
por definición de aproximación

f(S(n)) = h(S(n)) = g(h(n)) = g(f(n)).

Por lo tanto, f cumple lo pedido, y sólo falta probar que sólo hay una f
que cumpla esta propiedad. Para ello tenemos que probar que si f : N −→ A
y f ′ : N −→ A cumplen las condiciones del enunciado, entonces f = f ′, para
lo cual a su vez basta probar que si n ∈ N entonces f(n) = f ′(n). Esto lo
probamos por inducción. Para n = 0 se cumple, pues f(0) = a = f ′(0). Si
suponemos como hipótesis de inducción que f(n) = f ′(n), entonces

f(S(n)) = g(f(n)) = g(f ′(n)) = f ′(S(n)).

esto termina la prueba de la unicidad de f .

Como primera aplicación demostramos la equivalencia entre todos los siste-
mas de Peano:

Teorema 2.5 Si (N,S, 0) y (N ′, S′, 0′) son dos sistemas de Peano, entonces
existe f : N −→ N ′ biyectiva tal que f(0) = 0′ y que hace conmutativo el
diagrama siguiente:

N
f // N ′

N

S

OO

f
// N ′

S′

OO
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Observemos que esto significa que f(1) = f(S(0)) = S′(f(0)) = S′(0′) = 1′,
f(2) = f(S(1)) = S′(f(1)) = S′(1′) = 2′ y, en general, que f transforma el
0 de un sistema en el 0′ del otro, el 1 de un sistema en el 1′ del otro, y así
sucesivamente. En definitiva, f es como un “diccionario” que traduce “cero”
por “zero”, “uno” por “one”, “dos” por “two” y así sucesivamente, poniendo en
evidencia que los dos sistemas de Peano no son más que dos ristras de nombres
alternativos para los números naturales, de modo que es lo mismo partir de
“dos”, calcular el siguiente “tres” y luego traducir “three” que partir de “dos”,
traducir “two” y luego calcular el siguiente “three”.

Demostración: Aplicamos el teorema de recursión a 0′ ∈ N ′ y a la función
S′ : N ′ −→ N ′. La conclusión es que existe una función f : N −→ N ′ tal
que f(0) = 0′ y para todo n ∈ N se cumple que f(S(n)) = S′(f(n)), que es
la condición de conmutatividad para el diagrama. Sólo falta probar que f es
biyectiva.

Para ello invertimos los papeles y definimos f ′ : N ′ −→ N mediante el teo-
rema de recursión aplicado al segundo sistema de Peano, de modo que f ′(0′) = 0
y para todo n′ ∈ N ′ se cumple que f ′(S′(n′)) = S(f ′(n′)).

Ahora demostramos por inducción que f ′(f(n)) = n para todo n ∈ N .
Para n = 0 tenemos que f ′(f(0)) = f ′(0′) = 0. Si vale para n, entonces
f ′(f(S(n))) = f ′(S′(f(n))) = S(f ′(f(n))) = S(n).

Esto prueba que f ◦ f ′ es la identidad en N , y el teorema 1.13 nos da que
f es inyectiva. Pero invirtiendo los papeles obtenemos también que f ′ ◦ f es la
identidad, luego f es suprayectiva, y concluimos que es biyectiva.

A partir de aquí fijamos un sistema de Peano cualquiera (N, S, 0) y llamare-
mos números naturales a los elementos de N.

Vamos a aplicar el teorema de recursión tomando como a un número natural
m ∈ N y como g la aplicación sucesor S : N −→ N. El teorema nos da que existe
una única fm : N −→ N tal que fm(0) = m y fm(S(n)) = S(fm(n)). A su vez,
esto nos permite definir una aplicación

+ : N× N −→ N

mediante +(m,n) = fm(n). Si convenimos en adoptar la notación más habitual
m + n en lugar de +(m,n), las propiedades que determinan por recurrencia la
función fm se escriben así:

m+ 0 = m, m+ S(n) = S(m+ n).

En particular, observamos que m+1 = m+S(0) = S(m+0) = S(m), por lo
que a partir de ahora ya no volveremos a escribir S(n) para referirnos al siguiente
de un número natural, sino que usaremos la notación m + 1. Puesto que ésta
será la notación que emplearemos en lo sucesivo, conviene reescribir en estos
términos los resultados que hemos enunciado hasta ahora con la notación S:
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Principio de inducción Si probamos que 0 cumple una propiedad φ(0) y
bajo la hipótesis de que n ∈ N cumple la propiedad φ(n) (hipótesis de inducción)
podemos demostrar que también se cumple φ(n+ 1), entonces podemos asegurar
que todo número natural cumple φ(n).

Principio de recursión Si g : A −→ A es una aplicación arbitraria (so-
bre una clase A, no necesariamente un conjunto) y a ∈ A, existe una única
aplicación f : N −→ A tal que f(0) = a y para todo n ∈ N se cumple que
f(n+ 1) = g(f(n))

Suma de números naturales Llamamos suma de números naturales a la
única aplicación + : N×N −→ N que, para cualquier par de números m, n ∈ N,
cumple las propiedades siguientes:

m+ 0 = m, m+ (n+ 1) = (m+ n) + 1.

Esta definición se corresponde con la suma que el lector conoce sin duda
desde sus primeros años. Por ejemplo:

2 + 3 = 2 + (2 + 1) = (2 + 2) + 1 = (2 + (1 + 1)) + 1 = ((2 + 1) + 1) + 1

= (3 + 1) + 1 = 4 + 1 = 5.

Producto de números naturales Llamamos producto de números naturales
a la única aplicación · : N × N −→ N que, para todo m, n ∈ N, cumple las
propiedades siguientes:

m · 0 = 0, m(n+ 1) = m · n+m.

Observemos que la definición de producto se basa en el teorema de recursión
tomando a = 0 y como g : N −→ N la aplicación dada por g(n) = n + m.
Esto nos define una función gm, pero en lugar de gm(n) escribimos m · n, o
simplemente mn. Como en el caso de la suma, este producto es el producto
“de toda la vida”. No obstante, antes de hacer cuentas con él es conveniente
demostrar las propiedades básicas de estas operaciones:

1. (m+ n) + r = m+ (n+ r).

Por inducción2 sobre r. Para r = 0 se reduce a m + n = m + n. Si vale
para r, entonces

(m+ n) + (r + 1) = ((m+ n) + r) + 1 = (m+ (n+ r)) + 1

= m+ ((n+ r) + 1) = m+ (n+ (r + 1)),

donde hemos aplicado la definición de suma, la hipótesis de inducción, y
dos veces más la definición de suma.

2“Por inducción sobre r” significa que vamos a aplicar el principio de inducción a la pro-
piedad φ(r) ≡ (m+ n) + r = m+ (n+ r), considerando m y n fijos.
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Esta propiedad nos permite escribir expresiones m + n + r sin necesidad
de intercalar paréntesis. Así, por ejemplo,

3 + 3 = 3 + 2 + 1 = 3 + 1 + 1 + 1 = 3 + 1 + 1 = 5 + 1 = 6.

2. m+ n = n+m.
Para probar esto demostramos antes algunos casos particulares. En primer
lugar demostramos que 0 + n = n por inducción sobre n (notemos que
n+ 0 = n se cumple por la definición de suma). Para n = 0 es 0 + 0 = 0,
Si vale para n, entonces

0 + (n+ 1) = (0 + n) + 1 = n+ 1.

En segundo lugar demostramos que 1 + n = n+ 1, también por inducción
sobre n. Para n = 0 es 1 + 0 = 1 = 0 + 1, la primera igualdad por
la definición de suma y la segunda porque ya hemos visto que sumar 1
equivale a pasar al siguiente. Si vale para n, entonces

1 + (n+ 1) = (1 + n) + 1 = (n+ 1) + 1.

Ahora probamos el caso general por inducción sobre n. Para n = 0 es
m+ 0 = m = 0 +m. Si vale para n, entonces

m+ (n+ 1) = (m+ n) + 1 = (n+m) + 1 = n+ (m+ 1)

= n+ (1 +m) = (n+ 1) +m,

donde hemos usado las propiedades precedentes.

3. (m+ n)r = mr + nr.
Por inducción sobre r. Para r = 0 es (m+ n)0 = 0 = 0 + 0 = m · 0 + n · 0.
Si vale para r entonces

(m+ n)(r + 1) = (m+ n)r +m+ n = mr + nr +m+ n

= mr +m+ nr + r = m(r + 1) + n(r + 1).

4. m(n+ r) = mn+mr.
Por inducción sobre r. Para r = 0 es mn = mn. Si vale para n, entonces

m(n+ (r + 1)) = m((n+ r) + 1) = m(n+ r) +m

= mn+mr +m = mn+m(r + 1).

5. (mn)r = m(nr).
Por inducción sobre r. Para r = 0 es (mn)0 = 0 = m(0) = m(n0). Si vale
para r, entonces

(mn)(r + 1) = (mn)r +mn = m(nr) +mn = m(nr + n) = m(n(r + 1)),

donde hemos usado la propiedad anterior.
Como en el caso de la suma, esta propiedad hace innecesarios los paréntesis
entre los términos de una multiplicación.
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6. n · 1 = n.

n · 1 = n(0 + 1) = n · 0 + n = 0 + n = n.

7. mn = nm.

Demostramos antes algunos casos particulares. En primer lugar vemos
que 0 · n = 0. Para n = 0 es 0 · 0 = 0. Si vale para n, entonces

0 · (n+ 1) = 0 · n+ 0 = 0 + 0 = 0.

En segundo lugar 1 · n = n. Para n = 0 es 1 · 0 = 0. Si vale para n,
entonces 1(n+ 1) = 1 · n+ 1 · 1 = n+ 1. Ahora probamos el caso general,
por inducción sobre n. Para n = 0 es m0 = 0 = 0m. Si vale para n,
entonces

m(n+ 1) = mn+m = nm+m = nm+ 1 ·m = (n+ 1)m,

donde hemos usado la propiedad 3.

8. Si m+ r = n+ r, entonces m = n.

Por inducción sobre r. Para r = 0 tenemosm+0 = n+0, luego ciertamente
m = n. Si vale para r y tenemos m + (r + 1) = n + (r + 1), esto es lo
mismo que (m+r)+1 = (n+r)+1, o también S(m+r) = S(n+r), luego
por el cuarto axioma de Peano m+ r = n+ r, luego m = n por hipótesis
de inducción.

9. Si m+ n = 0, entonces m = n = 0.

En efecto, si fuera n 6= 0, entonces n = r + 1 para cierto r (teorema 2.3),
y entonces m+n = (m+ r) + 1 6= 0, pues el 0 no es el siguiente de ningún
número natural.

10. Si mn = 0, entonces m = 0 o bien n = 0.

En caso contrario, m = m′ + 1, n = n′ + 1, luego, al igual que antes,

mn = (m′ + 1)(n′ + 1) = (m′ + 1)n′ +m′ + 1 6= 0.

Ahora ya es fácil operar con números naturales. Por ejemplo,

3 · 2 = 3(1 + 1) = 3 + 3 = 6.

Una nueva aplicación del teorema de recursión nos permite definir la expo-
nenciación de números naturales:

Exponenciación de números naturales La exponenciación de dos números
naturales es la única aplicación N × N −→ N determinada por las propiedades
siguientes:

m0 = 1, mn+1 = mn ·m.

Dejamos como ejercicio demostrar sus propiedades básicas:
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1. Si n 6= 0, entonces 0n = 0 (pero 00 = 1, por definición).

2. 1n = 1.

3. mn+r = mn ·mr.

4. (mn)r = mnr.

5. (mn)r = mr · nr.

Ordenación de los números naturales Diremos que un número natural
m es menor o igual que otro n, y lo representaremos por m ≤ n, si existe un
r ∈ N tal que m + r = n. Observemos que en tal caso dicho r es único por
la propiedad 8 precedente, por lo que podemos llamarlo resta de n y m, y lo
representaremos por n−m.

Notemos que m ≤ m, porque m+ 0 = m. Escribiremos m < n para indicar
que m ≤ n y m 6= n.

Por ejemplo, como 2 + 3 = 5, se cumple que 2 < 5 y que 5− 2 = 3.

Veamos ahora las propiedades correspondientes:

1. Para todo natural n se cumple que 0 ≤ n.
En efecto, 0 + n = n.

2. Si m y n son números naturales, entonces m ≤ n o bien n ≤ m.

Por inducción sobre n, si n = 0 se cumple n = 0 ≤ m. Si vale para n,
tenemos que m ≤ n o bien n ≤ m. Si se da el primer caso, existe un r tal
que m+ r = n, luego m+ r+ 1 = n+ 1, luego m ≤ n+ 1, como había que
probar.

Supongamos ahora que n ≤ m y sea r tal que n+r = m. Si r = 0 entonces
n = m, luego n + 1 = m + 1, luego m ≤ n + 1, como había que probar.
Si r 6= 0, existe un r′ tal que r = r′ + 1, luego n + r′ + 1 = m, luego
n+ 1 ≤ m.

3. Si m ≤ n y n ≤ m, entonces m = n.

Tenemos que m + r = n y n + r′ = m, luego m + r + r′ = m = m + 0,
luego r + r′ = 0, luego r = r′ = 0, luego m = n.

4. Si m ≤ n y n ≤ r, entonces m ≤ r.
Tenemos que m+ u = n y n+ v = r, luego m+ u+ v = r, luego m ≤ r.

5. Se cumple m ≤ n si y sólo si m+ r ≤ n+ r.

En efecto, m ≤ n equivale a que exista un u tal que m + u = n, lo cual
equivale a que m+ r + u = n+ r, lo cual equivale a que m+ r ≤ n+ r.
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6. Si r 6= 0 y mr = nr, entonces m = n.

En efecto, no perdemos generalidad si suponemos m ≤ n, de modo que
n = m + u, luego nr = mr + ur, luego mr + 0 = mr + ur, luego ur = 0,
luego u = 0, luego m = n.

7. Si r 6= 0, entonces m ≤ n si y sólo si mr ≤ nr.
Si m ≤ n, existe un u tal que m + u = n, luego mr + ur = nr, luego
mr ≤ nr. Recíprocamente, si mr ≤ nr, entonces o bien m ≤ n, como
queremos probar, o bien n ≤ m, en cuyo caso nr ≤ mr por la parte ya
probada, luego nr = mr por 3, luego n = m por 6, luego m ≤ n.

Notemos que, trivialmente, n < S(n), luego la ordenación que acabamos
de introducir se corresponde con la que resulta al ir generando los números
naturales a partir del 0 mediante la operación “siguiente”, es decir:

0 < 1 < 2 < 3 < 4 < · · ·

La relación de orden en N permite dar un significado preciso a algunas ex-
presiones con “puntos suspensivos”. Por ejemplo, para cada n ∈ N podemos
definir

In = {1, . . . , n}, I∗n = {0, . . . , n− 1}

y esto hay que entenderlo como que In = {m ∈ N | 1 ≤ m ≤ n} (con lo que en
particular I0 = ∅) e igualmente I∗n = {m ∈ N | m < n}, que son definiciones
válidas por especificación.

En este punto el lector debería estudiar —si no lo ha hecho ya— el apartado
sobre “Relaciones de orden” de la sección 1.6. En los términos introducidos allí,
la ordenación de N que acabamos de introducir puede expresarse en términos
de una relación de orden total

≤ = {(m,n) ∈ N | m ≤ n}.

En particular tenemos definido el concepto de “mínimo” de un subconjunto
de un conjunto ordenado. Por ejemplo, es fácil ver que, para todo número
natural n, se cumple que

n+ 1 = mín{m ∈ N | m > n},

es decir, que el siguiente de n es el mínimo número natural mayor que n.

En efecto, es claro que n < n+ 1, y sólo hay que ver que si n < m, entonces
n+ 1 ≤ m. Tenemos que existe un k ∈ N tal que n+ k = m, pero no puede ser
k = 0, pues entonces sería n = m, luego k = k′ + 1, luego n+ 1 + k′ = m, luego
n+ 1 ≤ m.

La ordenación de los números naturales cumple una propiedad fundamental:

Teorema 2.6 (Principio de buena ordenación) Todo subconjunto no va-
cío de N tiene un mínimo elemento.
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Demostración: Sea X ⊂ N un conjunto no vacío, de modo que existe un
cierto m ∈ X. Consideremos el conjunto de sus cotas inferiores

A = {c ∈ N |
∧
n ∈ X c ≤ n}.

Claramente 0 ∈ A, y m + 1 /∈ A, pues no es cierto que m + 1 ≤ m. Si fuera
cierto que cuando c ∈ A se cumple también c+ 1 ∈ A, el principio de inducción
nos daría que A = N, y hemos visto que eso es falso. Por lo tanto, tiene que
existir un c ∈ N que cumpla c ∈ A, pero c+ 1 /∈ A. En otras palabras, c es una
cota inferior de X, pero c+1 no lo es. Lo segundo significa que existe un n ∈ X
tal que n < c+ 1, y lo primero implica que c ≤ n < c+ 1 y, por la observación
previa al teorema, esto implica que c = n, luego c ∈ X es el mínimo de X.

Los conjuntos totalmente ordenados con esta propiedad de que todo subcon-
junto no vacío tenga un mínimo elemento las estudiamos en el apartado “Clases
bien ordenadas” de la sección 1.6, pero el lector puede posponer su estudio hasta
el capítulo III, pues de momento no vamos a usar ningún hecho probado allí.

El principio de buena ordenación hace que si tenemos que existe un número
natural que cumple una propiedad φ(n), podamos considerar “el mínimo número
natural n que cumple φ(n)”, es decir, el mínimo elemento del conjunto no vacío
{n ∈ N | φ(n)}, con lo que tenemos un número que, además de cumplir φ(n),
cumple que ningún natural m < n cumple φ(m). Veamos un ejemplo de este
tipo de argumentación:

Teorema 2.7 (División euclídea) Dados dos números naturales D y d, con
d 6= 0, existen unos únicos c y r tales que D = dc+ r y r < d.

Demostración: Como d 6= 0, tenemos que 1 ≤ d, luego D ≤ dD. Así pues,
D es un número natural x que cumple D ≤ dx, luego podemos tomar el mínimo
número natural x que cumple D ≤ dx.

Si D = dx, entonces basta tomar c = x y r = 0. Si, por el contrario, D < dx
entonces necesariamente x 6= 0, luego podemos considerar c = x − 1 < x. Por
la minimalidad de x tiene que ser dc < D < d(c+ 1) = dc+ d. Sea r = D − dc,
de modo que dc+ r < dc+ d, luego r < d.

Con esto tenemos probado que existen c y r que cumplen lo pedido. Ahora
tenemos que ver que son únicos. Si c1, c2, r1, r2 cumplieran lo requerido y
c1 6= c2, podemos suponer que c1 < c2. Entonces

D = dc1 + r1 < dc1 + d = d(c1 + 1) ≤ dc2 ≤ dc2 + r2 = D,

contradicción. Por lo tanto, c1 = c2, y entonces D = dc1 + r1 = dc1 + r2, luego
r1 = r2.

En las condiciones del teorema anterior, se dice que c y r son, respectiva-
mente, el cociente y el resto de la división euclídea del dividendo D entre el
divisor d.

El proceso de tomar el menor número natural que cumple una propiedad
puede usarse en una forma fuerte de razonamiento por reducción al absurdo
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conocida como “demostración por contraejemplo mínimo”. Esto significa que si
queremos probar que todo número natural cumple una propiedad φ(n), podemos
suponer, por reducción al absurdo que existe un número natural que no cumple
φ(n), y entonces tomar el mínimo número natural n que no cumple φ(n). Así,
para llegar a un absurdo no sólo contamos con que n no cumple φ(n), sino
también con que todos los números m < n cumplen φ(m).

2.2 Conjuntos finitos

Ya estamos en condiciones de definir lo que es un conjunto finito y de
asignar un cardinal o “número de elementos” a cada conjunto finito. Para
ello necesitamos algunos resultados previos. Recordemos que hemos definido
In = {1, . . . , n}, donde hay que entender que I0 = ∅.

La existencia de una aplicación inyectiva f : A −→ B se traduce en que
los objetos de A pueden emparejarse uno a uno con los de B, aunque pueden
sobrar objetos en B (que no sobren equivale a que f sea suprayectiva y, por
consiguiente, biyectiva). Por lo tanto, el teorema siguiente es intuitivamente
obvio, aunque una prueba formal requiere distinguir algunos casos:

Teorema 2.8 Para todo par de números naturales m y n, existe una aplicación
inyectiva f : Im −→ In si y sólo si m ≤ n.

Demostración: Si m ≤ n, es claro que Im ⊂ In, por lo que la inclusión
i : Im −→ In es una aplicación inyectiva.

Falta probar que si m > n no puede existir f : Im −→ In inyectiva. De
no ser así, podemos tomar el menor número natural m para el que existe una
aplicación f : Im −→ In inyectiva para cierto n < m.

El conjunto In tiene que contener las imágenes por f de los elementos de
Im, luego In 6= ∅, luego n 6= 0. A su vez esto implica que m 6= 0. Digamos que
m = m′ + 1 y que n = n′ + 1.

Si n no tiene antiimagen por f , entonces f |Im′ : Im′ −→ In′ inyectiva, y
n′ < m′, con lo que m′ < m cumple la misma propiedad que m, cuando se
suponía que m era el mínimo que la cumplía, contradicción.

Supongamos pues que existe un a ∈ Im tal que f(a) = n. Si a = m, sigue
siendo cierto que f |Im′ : Im′ −→ In′ es inyectiva, pues al quitar m del dominio
de la aplicación, ya no necesitamos a n en la imagen, y tenemos la misma
contradicción.
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Im InSupongamos, por último, que a < m. En-
tonces f(m) = b ∈ In, con b 6= n, pues si
fuera b = n sería f(m) = f(a), luego m = a.
Por lo tanto b ∈ In′ . Esto nos permite definir
g : Im′ −→ In′ como la aplicación que coin-
cide con f salvo que f(a) = b, que sigue siendo
inyectiva y nos lleva a la misma contradicción.
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En particular, si Im = In, tenemos aplicaciones biyectivas (luego inyectivas)
de uno en otro y viceversa, luego el teorema anterior nos da que m = n. Esto
justifica la definición siguiente:

Definición 2.9 Un conjunto X es finito si existe un n ∈ N tal que X = In. En
tal caso n es único y recibe el nombre de cardinal de X. Lo representaremos
por |X|. Las clases que no son conjuntos finitos se llaman infinitas.

Así pues, si X es un conjunto infinito, la relación X = In es equivalente a
|X| = n, donde aquí tenemos una auténtica igualdad. En particular tenemos
que |In| = n y, más en particular, |∅| = 0. De hecho, ∅ es el único conjunto de
cardinal 0.

El cálculo del cardinal de un conjunto es lo que normalmente se llama “con-
tar”. Por ejemplo, un conjunto A = {a, b, c}, donde a, b y c son distintos dos a
dos, cumple |A| = 3, porque podemos definir f : I3 −→ A biyectiva mediante
f(1) = a, f(2) = b, f(3) = c.

El resultado fundamental sobre cardinales es el siguiente:

Teorema 2.10 Dos conjuntos finitos son equipotentes si y sólo si tienen el
mismo cardinal. Todo conjunto equipotente a un conjunto finito es finito.

Demostración: Si X es un conjunto finito y X = Y , entonces existe un
n tal que In = X = Y , luego In = Y , luego Y es finito y |Y | = |X| = n. Si
|X| = |Y | = n, entonces X = In = Y , luego X = Y .

Otro hecho básico es el siguiente:

Teorema 2.11 Si X es un conjunto finito e Y ⊂ X, entonces Y es finito,
|Y | ≤ |X| y se da la igualdad |Y | = |X| si y sólo si Y = X.

Demostración: Sea X un conjunto finito y supongamos que existe un
x ∈ X. Sea n = |X| y sea f : In −→ X biyectiva. Notemos que n 6= 0, pues
estamos suponiendo que X 6= ∅. Por lo tanto n = n′ + 1.

Podemos suponer que f(n) = x, pues si la antiimagen de x es un m < n,
podemos considerar la aplicación g : In −→ X que coincide con f salvo que
g(n) = f(m) y g(m) = f(n). Es fácil ver que g sigue siendo biyectiva, pero así
se restringe a una biyección In′ −→ X \ {x}. Por lo tanto, X \ {x} es finito y
|X \ {x}| = |X| − 1.

Pasemos ya a probar el enunciado, por inducción sobre |X|. Si |X| = 0
entonces X = ∅, luego necesariamente Y = ∅ y |X| = |Y | = 0.

Si vale para conjuntos de cardinal n y |X| = n+ 1, distinguimos dos casos:
si Y = X entonces trivialmente Y es finito y tiene el mismo cardinal que X. En
caso contrario existe un x ∈ X \ Y , con lo que Y ⊂ X \ {x}, que según hemos
probado es un conjunto finito de cardinal n. Por la hipótesis de inducción Y es
finito y |Y | ≤ |X \ {x}| = n < n+ 1 = |X|.

Por ejemplo, ahora podemos probar:
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Teorema 2.12 N es infinito.

Demostración: Si N fuera finito, tendría un cardinal n ∈ N, pero eso
es imposible, porque In+1 ⊂ N y, según el teorema anterior, se cumpliría que
n+ 1 = |In+1| ≤ |N| = n, contradicción.

Para probar que un conjunto X tiene cardinal menor o igual que otro con-
junto Y no hace falta que X ⊂ Y , sino que basta con que exista una aplicación
inyectiva de X en Y . Más en general:

Teorema 2.13 Sea X 6= ∅ un conjunto arbitrario e Y un conjunto finito. Las
afirmaciones siguientes son equivalentes:3

1. X es finito y |X| ≤ |Y |.

2. Existe una aplicación f : X −→ Y inyectiva.

3. Existe una aplicación g : Y −→ X suprayectiva.

Demostración: 1 ⇒ 2. Sea |X| = n, |Y | = m. Basta componer una
biyección X −→ In con la inclusión In −→ Im con una biyección Im −→ Y . El
resultado es una aplicación f : X −→ Y inyectiva.

2 ⇒ 1. Tenemos que f [X] ⊂ Y , luego f [X] es finito y |f [X]| ≤ |Y |. Además
f : X −→ f [X] biyectiva, luego X es finito y |X| = |f [X]| ≤ |Y |.

2 ⇒ 3. Fijemos x0 ∈ X y definimos g : Y −→ X mediante

g(y) =

{
f−1(y) si y ∈ f [X],
x0 si y ∈ Y \ f [X].

Es inmediato comprobar que g es suprayectiva, pues cada x ∈ X tiene a f(x)
por antiimagen.

3 ⇒ 2. Sea |Y | = n y fijemos una aplicación h : In −→ Y biyectiva.
Entonces g′ = h ◦ g : In −→ X es suprayectiva. Sea f ′ : X −→ In la aplicación
dada por f ′(x) = mín g′−1[x]. Es fácil ver que es inyectiva, al igual que lo es
f = f ′ ◦ h : X −→ Y .

Otro resultado notable sobre aplicaciones entre conjuntos finitos es el si-
guiente:

Teorema 2.14 Sea f : X −→ Y una aplicación entre dos conjuntos finitos del
mismo cardinal. Entonces f es inyectiva si y sólo si f es suprayectiva si y sólo
si f es biyectiva.

3El hecho de que la negación de 1 implique la negación de 2 se conoce como “principio del
palomar”, pues se ilustra con este ejemplo: si en un palomar hay más palomos que nidos, tiene
que haber al menos un nido con más de un palomo (porque la aplicación que a cada palomo
le asigna su nido no puede ser inyectiva).
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Demostración: Si f es inyectiva, entonces f : X −→ f [X] biyectiva, luego
|f [X]| = |X| = |Y |, luego f [X] = Y por 2.11, luego f es suprayectiva.

Si f es suprayectiva pero no inyectiva, existen x, x′ ∈ X distintos tales que
f(x) = f(x′), pero entonces f |X\{x} : X \ {x} −→ Y sigue siendo suprayectiva,
luego |Y | ≤ |X \ {x}| < |X| = |Y |, contradicción.

Hemos definido la suma de números naturales mediante una relación recu-
rrente que la caracteriza. Ahora podemos demostrar que la suma se corresponde
con la idea que todos tenemos de ella: m+n es el número de cosas que tenemos
cuando juntamos m cosas a otras n cosas.

Teorema 2.15 Si X e Y son conjuntos finitos disjuntos, entonces X ∪ Y es
finito, y |X ∪ Y | = |X|+ |Y |.

Demostración: Sean f : Im −→ X, g : In −→ Y biyectivas. Entonces
podemos definir h : Im+n −→ X ∪ Y mediante

h(u) =

{
f(u) si 1 ≤ u ≤ m,
g(u−m) si m+ 1 ≤ u ≤ m+ n.

Notemos que sim+1 ≤ u ≤ m+n, entonces 1 ≤ u−m ≤ n, luego u−m ∈ In. Es
fácil ver que h es biyectiva, luego X ∪Y es finito y |X ∪Y | = m+n = |X|+ |Y |.

Ahora probamos un resultado más general:

Teorema 2.16 Si X e Y son conjuntos finitos, entonces

|X ∪ Y | = |X|+ |Y | − |X ∩ Y |.

Demostración: Basta tener en cuenta que X ∪ Y = X ∪ (Y \ (X ∩ Y )),
donde X e Y \ (X ∩ Y ) son disjuntos. Por el teorema anterior

|X ∪ Y | = |X|+ |Y \ (X ∩ Y )|.

Por otra parte Y = (X ∩ Y ) ∪ (Y \ (X ∩ Y )) y los dos conjuntos son disjuntos,
luego nuevamente por el teorema anterior

|Y | = |X ∩ Y |+ |Y \ (X ∩ Y )|.

Por lo tanto |Y \ (X ∩ Y )| = |Y | − |X ∩ Y |, luego sustituyendo en la primera
ecuación obtenemos la fórmula del enunciado.

Ahora interpretamos el producto:

Teorema 2.17 Si X e Y son conjuntos finitos, entonces X × Y es finito y
|X × Y | = |X||Y |.
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Demostración: Lo probamos por inducción sobre |Y |. Si |Y | = 0 entonces
Y = ∅, y es claro que X × Y = ∅, luego es finito y |X × Y | = 0 = |X||Y |.

Si vale cuando |Y | = n y suponemos que |Y | = n + 1, tomamos y ∈ Y , de
modo que |Y \ {y}| = n, y por hipótesis de inducción X × (Y \ {y}) es finito y
|X × (Y \ {y})| = |X| · n. Ahora basta observar que

X × Y = (X × (Y \ {y}) ∪ (X × {y}),

que la unión es disjunta y queX × {y} = X (a través de la biyección (x, y) 7→ x),
luego X × {y} es finito y |X × {y}| = |X|. Por el teorema 2.15 concluimos que
X × Y es finito y que

|X × Y | = |X| · n+ |X| = |X|(n+ 1) = |X||Y |.

Vamos a contar algunos conjuntos más. Observemos que si f : A −→ B
entonces f ⊂ A × B, luego f ∈ P(A × B). Por lo tanto, si definimos, por
especificación,

BA = {f ∈ P(A×B) | f : A −→ B},

entonces BA es el conjunto de todas las aplicaciones de A en B. El que se
represente con esa notación se debe al teorema siguiente:

Teorema 2.18 Si A y B son conjuntos finitos, entonces BA es un conjunto
finito y |BA| = |B||A|.

Demostración: Por inducción sobre |A|. Si |A| = 0, entonces A = ∅, y
“técnicamente” existe una aplicación de A en B, porque ∅ : ∅ −→ B es cierto,
si nos ajustamos a la definición de aplicación. Por lo tanto BA = {∅} y es un
conjunto finito de cardinal |BA| = 1 = |B|0 = |B||A|.

Supongamos que el resultado es cierto cuando |A| = n y supongamos que
|A| = n + 1. Sea a ∈ A y sea A′ = A \ {a}, que es un conjunto finito de
cardinal n. Por hipótesis de inducción BA

′
es finito y |BA′ | = |B|n.

Definimos f : BA −→ BA
′ × B mediante f(g) = (g|A′ , g(a)). Es fácil ver

que f es biyectiva. Por lo tanto BA = BA′ ×B, y el teorema anterior nos da
que BA es finito y |BA| = |BA′ ||B| = |B|n|B| = |B|n+1 = |B||A|.

Teorema 2.19 Si X es un conjunto finito, PX es finito y |PX| = 2|X|.

Demostración: Basta observar que f : {0, 1}X −→ PX definida por
f(g) = g−1[1] es biyectiva, y luego aplicar el teorema anterior.

He aquí otra propiedad importante de los conjuntos finitos:

Teorema 2.20 Si X es un conjunto finito parcialmente ordenado no vacío,
entonces tiene al menos un elemento maximal y un elemento minimal. Por
consiguiente, todo conjunto finito totalmente ordenado tiene máximo y mínimo
elemento, luego todo conjunto finito totalmente ordenado está bien ordenado.
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Demostración: Por inducción sobre |X|. Suponemos que el resultado es
cierto cuando |X| < n y suponemos que |X| = n. Tomamos u ∈ X. Si es
minimal, no hay nada que probar. En caso contrario, consideramos el conjunto
Y = {v ∈ X | v < u}, que es finito, no vacío y |Y | < |X|, luego tiene un
elemento minimal v, que claramente es minimal de X. Igualmente se prueba la
existencia de maximales.

La parte para conjuntos totalmente ordenados es inmediata (pues en un
conjunto totalmente ordenado todo minimal es un mínimo y todo maximal es
un máximo) y, por consiguiente, si X es un conjunto finito totalmente ordenado
está bien ordenado, ya que todo subconjunto de X no vacío es también un
conjunto finito totalmente ordenado, luego tiene mínimo.

Notemos que hemos probado algo ligeramente más fuerte: todo elemento u
de un conjunto finito parcialmente ordenado está por encima de un minimal y
por debajo de un maximal.

En la sección siguiente usaremos este teorema:

Teorema 2.21 Si (J,≤) es un conjunto finito totalmente ordenado y |J | = k,
existe una única semejanza f : (I∗k ,≤) −→ (J,≤).

Demostración: Por inducción sobre k. Si k = 0 es que J = ∅ = I∗0 , y la
conclusión es trivial. Si vale para k y |J | = k + 1, sea m el máximo de J , que
existe por el teorema anterior. Aplicamos la hipótesis de inducción a J \ {m},
con lo que existe una única semejanza f : I∗k −→ J \ {m}, la cual se extiende
claramente a una semejanza f ′ : I∗k+1 −→ J sin más que definir f∗(k) = m.

Si tenemos dos semejanzas f, g : I∗k+1 −→ J , necesariamente se cumple que
f(k) = m = g(k), pues k es el máximo de I∗k+1, luego f |I∗k , g|I∗k : I∗k −→ J \ {m}
son también semejanzas y, por hipótesis de inducción, son iguales, luego también
se cumple que f = g.

Esto significa que J puede numerarse en la forma x0 < x1 < · · · < xk−1,
es decir, de modo que la relación de orden en los índices se corresponda con la
relación de orden dada en J .

2.3 Sumas finitas
Consideremos una clase A (no necesariamente un conjunto) en la que hay

definida una ley de composición interna4 + : A×A −→ A con neutro 0.

Para cada sucesión5 {ai}i<n en A, con n ∈ N, consideramos la única aplica-
ción I∗n ∪ {n} −→ A que cumple∑

i<0

ai = 0,
∑

i<k+1

ai =
∑
i<k

ai + ak.

En particular, así queda definida la suma
∑
i<n

ai ∈ A.

4Véase la definición 1.32 de la sección 1.7. En esta sección no necesitaremos nada más.
5Esto significa simplemente que a : I∗n −→ A, donde I∗n = {0, . . . , n− 1}.
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Más en general, si (J,≤) es un conjunto finito totalmente ordenado y tenemos
una sucesión {ai}i∈J en A, por el teorema 2.21 existe una única semejanza
s : I∗k −→ J (por simplicidad omitimos la referencia a las relaciones de orden)
y podemos considerar la sucesión {as(j)}j<k. Definimos∑

i∈J
ai =

∑
j<k

as(i).

Es fácil ver que si J = ∅, entonces
∑
i∈J

ai = 0, y si J = J ′ ∪ {m}, donde, m
es el máximo de J , entonces ∑

i∈J
ai =

∑
i∈J′

ai + am.

A partir de aquí suponemos que la operación + es asociativa, es decir, que
cumple (a+ b) + c = a+ (b+ c) para todos los elementos a, b, c ∈ A.

Observemos que si partimos J = J1 ∪ J2 de modo que todo elemento de J1

es menor que todo elemento de J2, entonces∑
i∈J

ai =
∑
i∈J1

ai +
∑
i∈J2

ai.

En efecto, razonamos por inducción sobre el cardinal de J2. Si es 0 es que
J2 = ∅ e J = J1, con lo que la igualdad es trivial. Supuesto cierto cuando J2

tiene cardinal k, supongamos que su cardinal es k + 1. Entonces J2 tiene un
máximo elemento m, que será también el máximo de J . Sea J ′2 = J2 \ {m}.
Entonces (y aquí usamos la asociatividad de +):∑

i∈J
ai =

∑
i∈J1∪J′2

ai + am =
∑
i∈J1

ai +
∑
i∈J′2

ai + am =
∑
i∈J1

ai +
∑
i∈J2

ai.

A su vez podemos probar la generalización siguiente:

Teorema 2.22 (Propiedad asociativa generalizada) Sea A una clase en
la que hay definida una operación + asociativa y con elemento neutro. Sea J
un conjunto finito totalmente ordenado descompuesto como J =

⋃
i<k

Ji, de modo

que si i < j < k, todo elemento de Ji es menor que todo elemento de Jj, y sea
{ai}i∈J una sucesión en A. Entonces,∑

j∈J
aj =

∑
i<k

∑
j∈Ji

aj .

Demostración: Razonamos por inducción sobre m ≤ k que∑
j∈ ∪
i<m
Ji

aj =
∑
i<m

∑
j∈Ji

aj .

Para m = 0 ambos términos valen 0. Si vale para m, entonces, como⋃
i<m+1

Ji =
⋃
i<m

Ji ∪ Jm está en las hipótesis del caso considerado antes del enun-

ciado, tenemos que∑
j∈ ∪
i<m+1

Ji

aj =
∑

j∈ ∪
i<m
Ji

aj +
∑
j∈Jm

aj =
∑
i<m

∑
j∈Ji

aj +
∑
j∈Jm

aj =
∑

i<m+1

∑
j∈Ji

aj .
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En la práctica, si J = {i | m ≤ i ≤ n}, usaremos las notaciones alternativas

am + · · ·+ an ≡
n∑

i=m

ai ≡
∑
i∈J

ai.

En estos términos, por ejemplo, hemos probado que si m ≤ k < n, se cumple

am + · · ·+ an = (am + · · ·+ ak) + (ak+1 + · · ·+ an).

Las sumas finitas que acabamos de definir verifican una serie de propiedades
que generalizan de forma obvia las propiedades de las sumas de dos sumandos
y que se demuestran mediante inducciones rutinarias. No vamos a entrar en
ello, sino que usaremos estas propiedades según vayan siendo necesarias sin más
advertencia.

Hasta aquí hemos considerado sumatorios sobre conjuntos ordenados de ín-
dices porque la suma puede depender del orden de los sumandos, pero esto no
es así si suponemos además que la suma es conmutativa, es decir, que cumple la
relación a+b = b+a para todo a, b ∈ A. En tal caso la ordenación del conjunto
de índices es irrelevante, como se deduce del teorema siguiente:

Teorema 2.23 Sea A una clase y + una operación en A asociativa, conmu-
tativa y con elemento neutro 0. Sea σ : I∗n −→ I∗n biyectiva y sea {ai}i<n una
sucesión finita en A. Entonces∑

i<n

ai =
∑
i<n

aσ(i).

Demostración: Lo probamos por inducción sobre n. Si n = 0, por defini-
ción ambos términos son 0. Si vale para n, consideramos una sucesión {ai}i<n+1

en A y una biyección σ : I∗n+1 −→ I∗n+1. Si σ(n) = n, entonces, aplicando la
hipótesis de inducción a σ|I∗n : I∗n −→ I∗n, vemos que∑

i<n+1

ai =
∑
i<n

ai + an =
∑
i<n

aσ(i) + aσ(n) =
∑

i<n+1

aσ(i).

Supongamos ahora que σ(n) = k < n. Entonces, por la asociatividad generali-
zada tenemos que

∑
i<n+1

ai =
k−1∑
i=0

ai + ak +
n∑

i=k+1

ai =
∑
i∈I

ai + ak,

donde I = (n+ 1) \ {k}. Sea s : I∗n −→ I la semejanza, que no es sino

s(i) =

{
i si i < k,
i+ 1 si k ≤ i,

y sea τ : I∗n −→ I∗n la biyección dada por

τ(i) =

{
σ(i) si σ(i) < k,
σ(i)− 1 si σ(i) > k.
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Entonces, aplicando a τ la hipótesis de inducción,∑
i<n+1

ai =
∑
i∈I

ai + ak =
∑
i<n

as(i) + aσ(n) =

∑
i<n

as(τ(i)) + aσ(n) =
∑
i<n

aσ(i) + aσ(n) =
∑

i<n+1

aσ(i).

De este modo, si J es un conjunto finito cualquiera, {ai}i∈J es una sucesión
en A y en A tenemos definida una operación en las condiciones del teorema
anterior, podemos definir ∑

i∈J
ai =

∑
j<n

as(j),

donde s : I∗n −→ J es cualquier biyección. El resultado no depende de la
biyección elegida porque si t : I∗n −→ J es otra biyección, podemos aplicar el
teorema anterior a σ = t ◦ s−1 : I∗n −→ I∗n, lo que nos da la igualdad∑

j<n

as(j) =
∑
j<n

at(j).

Notemos que una suma de la forma
∑
i∈J

ai para cierta ordenación del conjunto

J coincide con la que acabamos de definir, pues siempre podemos tomar como
biyección s : I∗n −→ J la semejanza que define la suma ordenada.

Ahora podemos expresar la propiedad asociativa generalizada bajo hipótesis
más generales que en 2.22:

Teorema 2.24 (Propiedad asociativa generalizada) Sea A una clase en
la que hay definida una operación + asociativa, conmutativa y con elemento
neutro. Sea {Ji}i<k una familia de conjuntos finitos disjuntos dos a dos, sea
J =

⋃
i<k

Ji y sea {ai}i∈J una sucesión en A. Entonces,∑
j∈J

aj =
∑
i<k

∑
j∈Ji

aj .

Demostración: Basta observar que podemos ordenar J de modo que la
familia {Ji}i<k cumpla las condiciones del teorema 2.22.

Veamos una aplicación de estas sumas finitas:

Teorema 2.25 Si k > 1 es un número natural, para cada m ∈ N no nulo existe
una única sucesión {ci}i≤n de números menores que k tal que cn 6= 0 y

m =
n∑
i=0

cik
i.

Demostración: Como k > 1, es fácil ver por inducción sobre m que se
cumple m ≤ km < km+1, luego hay un mínimo n∗ ≤ m + 1 tal que m < kn

∗
.

No puede ser n∗ = 0, pues entonces sería m = 0, luego n∗ = n+ 1 y se cumple
kn ≤ m < kn+1. Observemos que la unicidad de n∗ implica la de n, es decir,
hemos probado que para todo natural m > 0 existe un único natural n tal que
kn ≤ m < kn+1. Llamaremos o(m) a este único n.
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Si dividimos m = knc + m′, con m′ < kn, tiene que ser c < k, ya que si
fuera c ≥ k, tendríamos m ≥ knk = kn+1. Además c > 0, o de lo contrario
m = m′ < kn. Así pues, todo número natural m > 0 puede expresarse en la
forma

m = ckn +m′, 0 < c < k, m′ < kn ≤ m.

Observemos que esta expresión es única, pues necesariamente n = o(m) (ya
que m < (k − 1)kn + kn = kkn = kn+1) y entonces c y m′ están unívocamente
determinados como cociente y resto de la división euclídea. Vamos a probar
que todo natural m no nulo admite una descomposición como la que indica el
enunciado con n = o(m).

Razonamos por inducción sobre m. Supuesto cierto para todo m′ < m,
consideramos la expresión m = ckn +m′. Si m′ = 0 entonces m = ckn ya tiene
la forma deseada. En caso contrario, por hipótesis de inducción

m′ =
n′∑
i=0

cik
i,

donde n′ = o(m′) < n (porque m′ < kn) y, definiendo ci = 0 para n′ < i < n y
cn = c, tenemos que

m =
n′∑
i=0

cik
i +

n−1∑
i=n′+1

cik
i + cnk

n =
n∑
i=0

cik
i.

Para probar la unicidad observamos que

kn ≤
n∑
i=0

cik
i < kn+1.

En efecto, la primera desigualdad se sigue de que cn 6= 0 separando el último
sumando, y la segunda se prueba por inducción sobre n. Si vale para n, entonces

n+1∑
i=0

cik
i =

n∑
i=0

cik
i + cn+1k

n+1 < kn+1 + (k − 1)kn+1 = kn+2.

Por lo tanto, razonando por inducción sobre m, si tenemos dos descomposi-
ciones

m =
n∑
i=0

cik
i =

n′∑
i=0

c′ik
i

en las condiciones del enunciado, necesariamente n = n′ = o(n), con lo que, por
la unicidad de la descomposición

cnk
n +

n−1∑
i=0

cik
i = c′nk

n +
n−1∑
i=0

c′ik
i

(notemos que hemos probado que los segundos sumandos son < kn), tenemos
que cn = c′n y

n−1∑
i=0

cik
i =

n−1∑
i=0

c′ik
i.
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Llamamos n̄ y n̄′ a los máximos naturales tales que cn̄ 6= 0 y c′n̄′ 6= 0, respecti-
vamente, de modo que

n̄∑
i=0

cik
i =

n̄′∑
i=0

c′ik
i.

Por hipótesis de inducción n̄ = n̄′ y ci = c′i para todo i < n̄, lo que implica que
las dos sucesiones {ci}i≤n y {c′i}i≤n son iguales.

Definición 2.26 La sucesión {ci}i≤n dada por el teorema anterior se llama
representación en base k del número m. Es habitual usar la notación

cn · · · c0(k) ≡
n∑
i=0

cik
i,

de modo que, por ejemplo, k = 0 · k0 + 1 · k = 10(k).

Cuando no se especifica la base se entiende que es k = 9′, de modo que la
notación usual para 9′ es 10 y, en general,

cn · · · c0 ≡
n∑
i=0

ci10i.

De este modo, todo número natural tiene un nombre canónico en términos de
las diez cifras 0, . . . , 9, aunque la elección del número 10 es puramente arbitraria.
En principio, la menor base admisible es k = 2, de modo que, por ejemplo, es
fácil ver que 10 = 2 + 23 = 1010(2). Por lo tanto, todo número natural admite
un nombre canónico en términos únicamente de las cifras 0 y 1.

2.4 Conjuntos numerables
Los conjuntos finitos son los que se pueden contar mediante los números na-

turales, pero apurando este concepto de “contar” podemos extenderlo a algunos
conjuntos infinitos:

Definición 2.27 Un conjunto A es numerable si es finito6 o bien existe una
biyección f : N −→ A.

En otros términos, un conjunto A es infinito numerable si sus elementos se
pueden organizar como una sucesión infinita

a0, a1, a2, a3, a4, . . .

sin repeticiones o, dicho de otro modo, los conjuntos infinitos numerables son los
que se pueden “contar” a expensas de agotar los números naturales en el proceso
de cómputo. En contra de lo que se podría conjeturar, no todos los conjuntos
infinitos son numerables. Esto fue uno de los grandes hallazgos de Cantor. Por
ejemplo, (suponiendo AP) el teorema 1.25 que lleva su nombre prueba que PN
es un conjunto no numerable.

6No es infrecuente que se defina un conjunto numerable como un conjunto biyectable
con N (excluyendo así los conjuntos finitos). Según la definición que estamos adoptando, tales
conjuntos serán para nosotros los conjuntos infinitos numerables.
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Todos los resultados que vamos a ver aquí sobre conjuntos numerables son
casos particulares de teoremas más generales que probaremos en el capítulo V.
Por ello, aquí nos limitaremos a demostrar los que conviene tener disponibles
durante la construcción del sistema numérico.

Es evidente que todo conjunto biyectable con un conjunto numerable es
numerable. Más aún:

Teorema 2.28 Si f : A −→ B es inyectiva y B es numerable, entonces A es
numerable.

Demostración: El teorema 2.11 nos da la conclusión cuando B es finito.
Supongamos, pues que B es infinito. Si A es finito no hay nada que probar, así
que supongamos también que es infinito. Sea g : N −→ B biyectiva, de modo
que h = f ◦ g−1 : A −→ N es inyectiva. Como h : A −→ h[A] es biyectiva,
tenemos que h[A] es infinito, y basta probar que es numerable. Equivalente-
mente, podemos suponer que A ⊂ N, es decir, sólo hay que probar que todo
subconjunto infinito de N es numerable.

Definimos recurrentemente una aplicación k : N −→ A: suponiendo definidos
k(0), . . . , k(n− 1), tomamos

k(n) = mín(A \ {k(0), . . . , k(n− 1)}).

Notemos que la definición es correcta, porque {k(0), . . . , k(n)} ⊂ A es un
conjunto finito y, como A es infinito, tenemos que A \ {k(0), . . . , k(n− 1)} 6= ∅,
luego tiene un mínimo elemento, que es el que tomamos como k(n).

En particular, si m < n, tenemos que k(m) 6= k(n), pues se cumple que
k(m) ∈ {k(0), . . . , k(n − 1)}. Esto prueba que k es inyectiva. Veamos que
también es suprayectiva. Si existe un a ∈ A que no tiene antiimagen, podemos
tomar el mínimo de ellos. Consideremos I = {n ∈ N | k(n) < a}. Entonces
k|I : I −→ {0, . . . , a − 1} biyectiva, luego I es un subconjunto finito de N,
y esto implica que tiene un máximo elemento n. Pero entonces tiene que ser
k(n+1) = a, porque ciertamente a es el mínimo del conjunto N\{k(0), . . . , k(n)},
ya que todo número m < a es de la forma k(i) con i ∈ I, luego i ≤ n, luego
m ∈ {k(0), . . . , k(n)}, y así tenemos una contradicción.

En particular, todo subconjunto de un conjunto numerable es numerable.
Veamos una variante del teorema anterior:

Teorema 2.29 Si f : A −→ B es suprayectiva y A es numerable, entonces B
es numerable y |B| ≤ |A|.

Demostración: Sea g : N −→ A biyectiva, de modo que g ◦ f : N −→ B es
también suprayectiva. Equivalentemente, podemos suponer que A = N. Pero
entonces podemos definir h : B −→ N inyectiva mediante h(a) = mín f−1[a], y
basta aplicar el teorema anterior.

Otra consecuencia inmediata del teorema 2.28 es que un conjunto A es nu-
merable (finito o infinito) si y sólo si existe f : A −→ N inyectiva.
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A continuación vamos a demostrar que N×N es numerable. La idea subya-
cente a la prueba se muestra en la tabla siguiente:

...
4 10
3 6 11
2 3 7 12
1 1 4 8 13
0 0 2 5 9 14

0 1 2 3 4 · · ·

En ella vamos disponiendo los números naturales completando diagonales:
en la primera diagonal ponemos el 0, en la diagonal siguiente el 1 y el 2, en la
siguiente el 3, el 4 y el 5, y así sucesivamente. Entonces a cada par ordenado
de números naturales le corresponde el número natural que ponemos en su
fila y su columna. Por ejemplo, f(3, 1) = 13. Esto determina una biyección
f : N× N −→ N. En realidad f admite una definición algebraica muy simple:

f(x, y) =
(x+ y)(x+ y + 1)

2
+ x.

La idea para llegar a esta expresión también es sencilla: por ejemplo, la imagen
f(3, 1) = 13 está en la diagonal formada por los pares cuyas componentes suman
x + y = 4. Para llegar a ella ha que pasar antes por las diagonales anteriores,
que contienen 1 + 2 + 3 + 4 = 10 números, pero como empezamos en el 0 resulta
que el f(0, 4) = 10 es ya ya el primero de dicha diagonal. Para llegar a f(3, 1)
hemos de avanzar x = 3 posiciones. En general, el par f(x, y) se alcanza en la
posición

1 + 2 + · · ·+ (x+ y) + x =
(x+ y)(x+ y + 1)

2
+ x.

Vamos a dar una justificación puramente aritmética de estos hechos. Para
ello observamos que la función

g(n) =
n(n+ 1)

2

cumple n ≤ g(n), pues esto equivale a que 2n ≤ n2 + n, o a que n ≤ n2, lo cual
se cumple si n = 0 y, en caso contrario equivale a 1 ≤ n, que también se cumple.

Por lo tanto, para cada natural z existe un mínimo n′ tal que z < g(n′). No
puede ser n′ = 0, luego existe un único n = n′ − 1 tal que g(n) ≤ z < g(n+ 1).
Ahora bien,

g(n+ 1)− g(n) =
(n+ 1)(n+ 2)− n(n+ 1)

2
=

(n+ 1)2

2
= n+ 1,

luego existe un único número natural 0 ≤ x ≤ n tal que z = g(n)+x. Llamando
y = n − x tenemos que z = g(x + y) + x = f(x, y). Esto prueba que f es
suprayectiva.
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La inyectividad se debe a que si f(x, y) = f(x′, y′), entonces, llamando
n = x+y y n′ = x′+y′ tenemos que g(n) ≤ z < g(n+1) y g(n′) ≤ z < g(n′+1),
lo cual sólo es posible si n = n′, luego

f(x, y) = g(n) + x = g(n) + x′,

de donde x = x′ y, por consiguiente, de x+ y = x′ + y′ obtenemos que y = y′.

Más en general, ahora podemos probar:

Teorema 2.30 Si A y B son conjuntos numerables, entonces el producto car-
tesiano A×B es numerable.

Demostración: Sean g1 : A −→ N y g2 : B −→ N inyectivas. Entonces
la función g : A × B −→ N × N dada por g(a, b) = (g1(a), g2(b)) es inyectiva,
y su composición con la biyección N × N −→ N que hemos construido es una
aplicación A×B −→ N inyectiva, luego A×B es numerable.

Es claro que si uno de los dos conjuntos es infinito numerable y el otro es no
vacío (finito o infinito), entonces A×B es infinito numerable.

2.5 Los números enteros
En esta sección construiremos los números enteros. Para ello será necesario

el apartado “Relaciones de equivalencia” de la sección 1.6, así como el apartado
“Anillos y cuerpos” de la sección 1.7.

En el conjunto N de los números naturales tenemos definidas una suma y
un producto, pero no forman un anillo, principalmente porque ningún número
natural (salvo el cero) tiene un opuesto para la suma. El conjunto Z de los
números enteros surge de forma natural como la menor extensión posible de N
que es un anillo.

La idea básica es que queremos que en Z haya números suficientes para
calcular la resta m − n de cualquier par de números naturales m y n. Una
primera aproximación al problema sería definir Z = N×N y definir una suma y
un producto de forma que el par (m,n) acabara siendo “el resultado de restar
m− n”. Ahora bien, este intento tiene un fallo, y es que es fácil convencerse de
que, por ejemplo, la resta 5 − 7 debería dar lo mismo que la resta 1 − 3 (igual
que 7− 5 = 3− 1). En general, debe cumplirse

a− b = c− d↔ a+ d = b+ c,

donde la resta del miembro izquierdo es una operación que todavía no tenemos
definida, mientras que la suma del miembro derecho es simplemente la suma de
números naturales. Eliminando la operación no definida, lo que queremos es
que el número asociado al par (a, b) sea el mismo que el asociado al par (c, d) si
y sólo si a+ d = b+ c. La forma típica de conseguir esto es formar un conjunto
cociente:
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Definición 2.31 Definimos en N× N la relación R dada por

(a, b)R (c, d)↔ a+ d = b+ c.

Es fácil probar que se trata de una relación de equivalencia. Llamaremos [a, b]
a la clase de equivalencia del par (a, b).

Llamaremos conjunto de los números enteros al cociente Z = (N×N)/R. La
letra Z es por el alemán Zahl (número).

Ahora podemos afirmar con rigor que

[a, b] = [c, d]↔ a+ d = b+ c.

Definimos en Z la suma y el producto dados por:

[a, b] + [c, d] = [a+ c, b+ d], [a, b][c, d] = [ac+ bd, ad+ bc].

Notemos que son las operaciones “obligadas” por la idea de que [a, b] debe
ser la resta a− b:

(a− b) + (c− d) = (a+ c)− (b+ d), (a− b)(c− d) = (ac+ bd)− (ad+ bc).

Para que estas definiciones sean correctas debemos comprobar que no de-
penden de los representantes elegidos en las clases, es decir, que si [a, b] = [a′, b′]
y [c, d] = [c′, d′], entonces

[a+ c, b+ d] = [a′ + c′, b′ + d′] y [ac+ bd, ad+ bc] = [a′c′ + b′d′, a′d′ + b′c′].

Esto se comprueba sin dificultad a partir de las definiciones. A partir de ahí
es una pura rutina comprobar que Z con la suma y el producto así definido es
un anillo conmutativo y unitario. El elemento neutro para la suma es 0 = [0, 0],
y el simétrico de un número [a, b] es −[a, b] = [b, a], pues

[a, b] + [b, a] = [a+ b, a+ b] = [0, 0].

Para cada n ∈ N, definimos +n ≡ [n, 0]. Observamos que

+m = +n↔ m = n, +m+ (+n) = +(m+ n), (+m)(+n) = +(mn).

La aplicación i : N −→ Z dada por i(n) = +n es inyectiva y nos permite
identificar cada número natural n con el número entero +n, de tal forma que, en
lo que se refiere a la suma y el producto, es indiferente trabajar con los números
de N o con los de i[N], porque se suman y se multiplican igual. Si en N tenemos,
por ejemplo, 3 · 4 = 12, en Z tenemos que (+3)(+4) = +12.

Así, cuando identificamos el número natural n con el entero +n, resulta que
tiene opuesto para la suma, a saber, el número entero −n ≡ [0, n]. Además,
cualquier número entero se descompone como

[m,n] = [m, 0] + [0, n] = (+m) + (−n) = (+m)− (+n),

con lo que acabamos de materializar la idea que había guiado la construcción
de Z.
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Observemos ahora que la igualdad +n = −m equivale a m + n = 0 y sólo
se da si m = n = 0, en cuyo caso tenemos que +0 = −0 = 0. Esto nos lleva a
definir los conjuntos

Z+ = {+n | n ∈ N \ {0}}, Z− = {−n | n ∈ N \ {0}}

y se cumple que Z = Z− ∪ {0} ∪ Z+, donde la unión es disjunta. En efecto, ya
hemos probado que la unión es disjunta, y contiene a todos los números enteros
porque, dado [m,n] ∈ Z, o bien m < n, en cuyo caso [m,n] = [m−n, 0] ∈ Z+, o
bien n < m, en cuyo caso [m,n] = [0, n−m] ∈ Z−, o bien m = n, en cuyo caso
[m,n] = [0, 0] = 0.

Así pues, Z consta exclusivamente de los números

· · · − 3, −2, −1, 0, +1, +2, +3, · · ·

y todos ellos son distintos entre sí.

Ahora veamos que es posible extender la relación de orden de N a Z para
formar un anillo ordenado (aquí usaremos el apartado “Anillos ordenados” de la
sección 1.7). La guía es que en todo anillo ordenado debe cumplirse:

(a− b) ≤ (c− d)↔ a+ d ≤ b+ c,

lo que nos lleva a definir la relación en Z dada por

[a, b] ≤ [c, d]↔ a+ d ≤ b+ c.

Esto supone comprobar que si [a, b] = [a′, b′] y [c, d] = [c′, d′] entonces

a+ d ≤ b+ c↔ a′ + d′ ≤ b′ + c′,

lo cual no ofrece ninguna dificultad, al igual que comprobar que se trata de una
relación de orden total que satisface las dos propiedades que definen los anillos
ordenados (página 38). Para comprobar la segunda, es decir, que∧

ab ∈ Z(a ≥ 0 ∧ b ≥ 0→ ab ≥ 0),

es más fácil observar primero que los números enteros estrictamente positivos
son los de Z+, mientras que los estrictamente negativos son los de Z−, luego la
propiedad se reduce a comprobar que

∧
ab ∈ N a · b ∈ N, lo cual ya lo sabemos.

También es inmediato a partir de las definiciones que, si m, n ∈ N, entonces
m ≤ n ↔ +m ≤ +n, lo cual significa que N e i[N] tampoco se distinguen por
lo que respecta al orden, de modo que, por ejemplo, 3 < 7 es equivalente a
+3 < +7.

Las propiedades generales de los anillos ordenados implican ahora que∧
mn ∈ N (−m < −n↔ n < m),
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lo que en definitiva se traduce en que los números enteros están ordenados así:

· · · − 3 < −2 < −1 < 0 < +1 < +2 < +3 < · · ·

Ahora es inmediato que Z es un dominio íntegro, pues si ab = 0, entonces
|ab| = |a||b| = 0, pero los valores absolutos están en i[N] y, como tiene las mismas
propiedades que N, podemos concluir que |a| = 0 ∨ |b| = 0, luego a = 0 ∨ b = 0.

En lo sucesivo identificaremos los números naturales con los enteros positivos,
de modo que escribiremos 3 en lugar de +3 y se cumplirá que N ⊂ Z (esto no
supone más que cambiar un sistema de Peano por otro).

Observemos que el conjunto Z es numerable, pues la proyección en el cociente
es una aplicación N × N −→ Z suprayectiva y N × N es numerable, luego Z
también lo es. Más explícitamente, es fácil enumerar los números enteros en la
forma:

a0 = 0, a1 = 1, a2 = −1, a3 = 2, a4 = −2, . . .

Una última propiedad relevante de la aritmética básica de los números en-
teros es que admite la división euclídea en los términos siguientes:

Teorema 2.32
∧
Dd ∈ Z(d 6= 0→

1∨
cr ∈ Z (D = dc+ r ∧ 0 ≤ r < d))

Demostración: Aplicamos el teorema de la división euclídea a los números
naturales |D| y |d|, lo que nos da que existen naturales c y r de manera que
|D| = |d|c+ r, con 0 ≤ r < |d|.

Si r = 0 entonces cambiando el signo de c si es preciso tenemos D = dc+ 0.
Supongamos r > 0 y distingamos cuatro casos:

• Si D ≥ 0 y d > 0 entonces tenemos D = dc+ r, como queríamos.

• D ≥ 0 y d < 0 entonces sirve D = d(−c) + r.

• D < 0 y d > 0 entonces D = d(−c− 1) + (d− r).

• D < 0 y d < 0 entonces D = d(c+ 1) + (−d− r).

Si tuviéramos dos expresiones distintas D = dc+ r = dc′ + r′, entonces sea
c̄ = c si d > 0 y c̄ = −c si d < 0. Igualmente definimos c̄′. Así dc = |d|c̄,
dc′ = |d|′c̄′. Supongamos que c̄ < c̄′. Entonces

D = dc+ r = |d|c̄+ r < |d|c̄+ |d| = |d|(c̄+ 1) ≤ |d|c̄′ = dc′ ≤ dc′ + r′ = D,

y esto es una contradicción. Por lo tanto ha de ser c = c′ y de aquí que
dc+ r = dc+ r′, luego r = r′.

Observemos ahora que si A es cualquier anillo, podemos definir recurrente-
mente una aplicación ·a : N −→ A mediante

0a = 0 ∧
∧
n ∈ N (n+ 1)a = na+ a.
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Equivalentemente, na =
∑
i<n

a. Si n ∈ Z cumple n < 0, definimos na = (−n)a,

con lo que tenemos definido un producto Z× A −→ A (esto es lo que se llama
una ley de composición externa en A con coeficientes en Z). Alternativamente,
la definición se resume en:

ma =


mveces︷ ︸︸ ︷

a+ · · ·+ a si m > 0,
0 si m = 0,

−a− · · · − a︸ ︷︷ ︸
−mveces

si m < 0.

Es fácil comprobar las propiedades siguientes:

(m+ n)a = ma+ na, m(a+ b) = ma+mb, m(na) = (mn)a.

Por ejemplo, la primera se prueba para todo m ∈ Z y todo n ∈ N por
inducción sobre n, y luego se prueba, también por inducción sobre n, que

(m+ (−n))a = ma+ (−n)a,

con lo que vale para todo m y todo n en Z.

De esta primera propiedad se sigue claramente que −(na) = (−n)a = n(−a).

Estas propiedades implican que, si A es un anillo unitario, la aplicación
i : Z −→ A dada por i(m) = m · 1 es un homomorfismo de anillos. En la
práctica escribiremos m en lugar de m · 1, lo cual significa que, en un anillo
arbitrario, llamamos, por ejemplo, 3 al elemento 1 + 1 + 1, y llamamos −5 al
elemento −1− 1− 1− 1− 1.

El hecho de que i sea un homomorfismo implica que las ecuaciones 2 + 3 = 5
o −2 · 3 = −6, al ser válidas en Z, valen también en cualquier anillo, pero hay
que tener presente que la aplicación i no es en general un monomorfismo, de
modo que puede ocurrir que en un cierto anillo se cumpla, por ejemplo, 3 = 8.
Esto no sucede si el anillo está ordenado:

Teorema 2.33 Si A es un anillo ordenado, la aplicación i : Z −→ A dada por
i(m) = m · 1 es un monomorfismo de anillos ordenados.

Demostración: Basta probar que
∧
mn ∈ Z(m < n → i(m) < i(n)),

pues esto ya implica la inyectividad. Observemos en primer lugar que si n > 0
entonces i(n) > 0. Para n = 1 se reduce al hecho de que en todo anillo ordenado
1 > 0, y si i(n) > 0, entonces i(n+ 1) = i(n) + 1 > 0 + 1 = 1 > 0. Por lo tanto,
si n < 0 tenemos que i(n) = −i(−n) < 0.

Ahora probamos por inducción la tercera propiedad para n ≥ 0. Si m < 0
acabamos de ver que i(m) < 0 = i(0). Si vale para n y tenemos que m < n+ 1,
entonces m ≤ n, luego m < n ∨ m = n, luego i(m) < i(n) ∨ i(m) = i(n), luego
i(m) ≤ i(n) < i(n) + 1 = i(n+ 1).

Por último, si m < n < 0, entonces 0 < −n < −m, luego i(−n) < i(−m),
que es lo mismo que −i(n) < −i(m), luego i(m) < i(n).
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Esto significa que si A es un anillo ordenado, los elementos de A de la forma
m · 1, con m ∈ Z, es decir, los elementos de i[Z], con la notación del teorema
anterior, forman un subanillo ordenado isomorfo a Z, luego indistinguible de Z
en todo lo tocante al orden, la suma y el producto, por lo que en la práctica
podemos considerar que Z ⊂ A y que la suma, el producto y el orden en Z son
(las restricciones de) los de A.

En estos términos, el teorema anterior afirma que todo anillo ordenado con-
tiene un subanillo isomorfo a Z. También podemos expresar esto diciendo que
Z es el menor anillo ordenado.

Definición 2.34 Diremos que un anillo ordenado A es arquimediano si N no
está acotado superiormente en A, es decir, si7

∧
a ∈ A

∨
n ∈ N a < n.

Es inmediato comprobar que esto equivale a que Z no esté acotado inferior-
mente en A o a que Z no esté acotado ni superior ni inferiormente en A.

Trivialmente, Z es un anillo ordenado arquimediano, pues para todo m ∈ Z
se cumple que m < 0 o, en caso contrario, m < m + 1, y en ambos casos el
término de la derecha es un número natural.

Es fácil ver que si A es un anillo arquimediano, para cada a ∈ A existe un
único m ∈ Z tal que m ≤ a < m+ 1. Dicho m recibe el nombre de parte entera
(por defecto) de a, y la representaremos por E[a].

El valor F [a] = a − E[a] recibe el nombre de parte fraccionaria de a, de
modo que a admite una única descomposición:

a = E[a] + F [a], E[A] ∈ Z, 0 ≤ F [a] < 1.

2.6 Los números racionales
El cuerpo Q de los números racionales es el menor cuerpo que contiene al

anillo Z de los números enteros. La construcción de Q a partir de Z puede
realizarse sin esfuerzo adicional alguno en un contexto algebraico general:

Cuerpos de cocientes En todo este apartado (D,+, ·) será un dominio ín-
tegro prefijado, aunque nos interesará especialmente el caso en que D = Z.
Definimos D∗ = D \ {0} y consideramos en D ×D∗ la relación de equivalencia
dada por

(a, b) ∼ (c, d)↔ ad = bc.

Es fácil ver que ciertamente es una relación de equivalencia. Por ejemplo,
para probar la transitividad partimos de que (a, b) ∼ (c, d) ∼ (e, f), lo que
significa que ad = bc y cf = de, de donde adcf = bcde y, como los elementos
no nulos son simplificables, si c 6= 0 podemos concluir af = be, mientras que si
c = 0 tenemos que ad = 0 = de, luego a = e = 0, luego af = be igualmente.

7Notemos que aquí estamos considerando N ⊂ Z ⊂ A, si no quisiéramos hacer esta identi-
ficación, simplemente deberíamos escribir a < n · 1 en lugar de a < n.
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Representamos por KD = (D×D∗)/ ∼ el conjunto cociente. Para cada par
(a, b) ∈ D×D∗, representaremos por a/b su clase de equivalencia. Claramente,
el teorema 1.31 1) se traduce en este caso en la equivalencia

a

b
=
c

d
↔ ad = bc.

Definimos en KD las operaciones + y · dadas por

a

b
+
c

d
=
ad+ bc

bd
,

a

b
· c
d

=
ac

bd
.

Observemos que, desde un punto de vista conjuntista,

+ ≡ {((x, y), z) ∈ (KD ×KD)×KD |
∨
abcd ∈ D(x = a/b ∧ y = c/d

∧ z = (ad+ bc)/bd)}.

La definición es correcta, en el sentido de que determina un conjunto +, pero
no podemos asegurar a priori que sea una función + : KD ×KD −→ KD.

En primer lugar, el hecho de que todo par (x, y) tenga al menos una imagen
z se debe a que, por definición de cociente, siempre podemos expresar x = a/b,
y = c/d y, como bd 6= 0 (ya que D es un dominio íntegro), podemos formar la
fracción z = (ad+ bc)/bd, con lo que ((x, y), z) ∈ +.

Por otra parte, debemos probar que la imagen z es única. Para ello supone-
mos que ((x, y), x), (x, y), z′) ∈ +, lo cual significa que podemos expresar

x =
a

b
=
a′

b′
, y =

c

d
=
c′

d′
,

y que

z =
ad+ bc

bd
, z′ =

a′d′ + b′c′

b′d′
,

y debemos demostrar que z = z′. Esto equivale a que

(ad+ bc)b′d′ = (a′d′ + b′c′)bd,

o también a que (ab′)(dd′) + (cd′)(bb′) = (a′b)(dd′) + (c′d)(bb′), y esto se sigue
inmediatamente de las igualdades de las expresiones para x e y.

El hecho que acabamos de comprobar suele enunciarse diciendo que la suma
está bien definida. En general, cuando definimos una aplicación f y uno o varios
de sus argumentos son clases de equivalencia de uno o varios conjuntos cociente y
en la definición de f usamos un elemento concreto de cada clase de equivalencia,
decimos que f está bien definida cuando comprobamos que la imagen de unos
argumentos dados no depende del representante concreto elegido en cada clase
de equivalencia.

Por ejemplo, la forma habitual de tratar las situaciones como la que esta-
mos considerando sin entrar en detalles conjuntistas que podríamos calificar de
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pedantes es decir, en el caso del producto, “vamos a comprobar que el producto
está bien definido”, lo cual supone comprobar que

si
a

b
=
a′

b′
y

c

d
=
d′

d′
, entonces

ac

bd
=
a′c′

b′d′
,

es decir, que el producto definido con unos representantes de las fracciones es
el mismo que el definido con otros. (Aparte de esto, hay que observar que el
producto es realmente una fracción porque bd 6= 0.)

Omitimos la comprobación, que es más sencilla que la de la suma, así como
la comprobación rutinaria de que la suma y el producto de fracciones cumplen
todas las propiedades requeridas por la definición de anillo. Indiquemos única-
mente que el neutro para la suma es la fracción 0 = 0/1 y que el opuesto de una
fracción es −(a/b) = (−a)/b.

En cuanto al producto, es inmediato comprobar que tiene por neutro a la
fracción 1 = 1/1 y que todo elemento no nulo tiene inverso, pues si a/b 6= 0/1,
entonces a 6= 0, luego podemos considerar la fracción b/a, que claramente es la
inversa de a/b, es decir: (a

b

)−1

=
b

a
.

Por lo tanto, KD es un cuerpo con las operaciones que hemos definido.
Consideramos ahora la aplicación iD : D −→ KD dada por iD(a) = a/1. Es
trivial comprobar que es inyectiva, así como que

iD(a+ b) = iD(a) + iD(b), iD(ab) = iD(a)iD(b).

Con esto hemos probado es que iD : D −→ K es un monomorfismo de domi-
nios íntegros. Si llamamos D̄ = iD[D] ⊂ KD, resulta que D̄, con las operaciones
de KD es un anillo y iD : D −→ D̄ es un isomorfismo de anillos, pero D̄ cumple
además que está contenido en un cuerpo. En definitiva, hemos probado que todo
dominio íntegro puede reemplazarse por otro isomorfo contenido en un cuerpo.
El cuerpo KD que hemos construido se llama cuerpo de cocientes o cuerpo de
fracciones de D.

Más aún, si D es un anillo ordenado, podemos transportar la relación de
orden a KD definiendo

x ≤ y ≡
∨
abcd ∈ D(c > 0 ∧ d > 0 ∧ x =

a

b
∧ y =

c

d
∧ ad ≤ bc).

En primer lugar observamos que, puesto que

a

b
=
−a
−b

,

toda fracción admite un representante con denominador positivo. Y si tomamos
dos fracciones a/b y c/d con denominador positivo, entonces

a

b
≤ c

d
↔ ad ≤ bc.
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Una implicación se cumple por la definición que hemos dado de ≤, pero
la otra no es inmediata, pues, en principio, que se cumpla la parte izquierda
significa que

a

b
=
a′

b′
,

c

d
=
c′

d′
,

con b′, d′ > 0 y a′d′ ≤ b′c′. Vamos a probar que esto implica ad ≤ bc. En
principio tenemos que ab′ = ba′ y cd′ = dc′. Notemos también que c es positivo
si y sólo si lo es cd′, si y sólo si lo es c′d si y sólo si lo es c′. Hay que distinguir dos
casos, según si c y c′ son ambos positivos o son ambos negativos. Trataremos el
caso en que ambos son negativos y dejamos el otro a cargo del lector:

a′d′ ≤ b′c′ ⇒ a′bd′c ≥ b′c′bc⇒ b′c′ad ≥ b′c′bc⇒ b′d′(ad− bc) ≥ 0

⇒ ad− bc ≤ 0⇒ ad ≤ bc.

Observemos que, dadas tres fracciones cualesquiera se pueden expresar en la
forma

a

d
,

b

d
,

c

d

con d > 0. En efecto, si en principio las fracciones son a/b, a′/b′, a′′/b′′, donde
podemos suponer que los denominadores son positivos, y entonces

a

b
=
ab′b′′

bb′b′′
,

a′

b′
=
ba′b′′

bb′b′′
,

a′′

b′′
=
bb′a′′

bb′b′′
,

con denominador positivo.

Para fracciones con denominador común positivo la relación que hemos de-
finido se reduce a

a

d
≤ c

d
↔ a ≤ c.

Teniendo esto en cuenta es inmediato comprobar que la relación ≤ es una
relación de orden en KD y que es compatible con la estructura de anillo, es
decir, que convierte a KD es un cuerpo ordenado. Tambiñen es claro que la
aplicación iD : D −→ KD es un monomorfismo de anillos ordenados, es decir,
que ∧

ab ∈ D (a ≤ b↔ iD(a) ≤ iD(b)).

Por lo tanto iD : D −→ D̄ es una semejanza cuando consideramos en D̄ el orden
de KD. Así pues, sustituyendo D por una “copia” isomorfa, tenemos que todo
dominio íntegro ordenado puede extenderse a un cuerpo ordenado.

Terminamos este apartado insistiendo en que lo importante en nuestro con-
texto de los argumentos que acabamos de dar es que todos ellos son demostrables
a partir de los axiomas de NBG∗. Observemos que los resultados que hemos
visto sobre formación de conjuntos nos garantizan que todos los objetos que
hemos construido son conjuntos. Por ejemplo, si D es un conjunto, D∗ lo es
por ser un subconjunto de D, y D ×D∗ lo es porque el producto cartesiano de
conjuntos es un conjunto, y KD lo es porque todo cociente de un conjunto es
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un conjunto, y las operaciones en KD son conjuntos porque son funciones cuyo
dominio es un conjunto, etc.

En general, todas las construcciones que realizan los matemáticos para cons-
truir unos conjuntos a partir de otros pueden ser justificadas en NBG. Para las
más elementales (como la que acabamos de ver) basta con NBG∗, aunque otras
pueden requerir AP o incluso los axiomas de infinitud y elección que todavía no
hemos presentado.

Definición 2.35 Definimos el cuerpo de los números racionales al cuerpo de
cocientes Q de Z.

Sabemos, pues, que Q es un cuerpo ordenado que contiene un subanillo
ordenado isomorfo a Z, cuyos elementos son fracciones de la forma a/b, donde
a, b ∈ Z con b 6= 0, con el criterio de igualdad de fracciones dado por

a

b
=
c

d
↔ ad = bc.

Con las identificaciones oportunas, podemos considerar que N ⊂ Z ⊂ Q.

Aunque no es fácil enumerar de forma explícita todos los números racionales,
sí que es fácil probar que, de todos modos, Q es un conjunto numerable. Basta
observar que la proyección en el cociente es una aplicación suprayectiva Z ×
(Z \ {0}) −→ Q y el término de la izquierda es un producto cartesiano de dos
conjuntos numerables, luego es numerable y en consecuencia Q también lo es.

En el mismo sentido en que podemos decir que Z es el menor anillo ordenado,
podemos decir que Q es el menor cuerpo ordenado:

Teorema 2.36 Si K es un cuerpo ordenado, la aplicación i : Q −→ K dada
por i(a/b) = (a · 1)/(b · 1) es un monomorfismo de cuerpos ordenados.

Demostración: En primer lugar debemos probar que está bien definida,
es decir, que no depende del representante elegido para la fracción o, más con-
cretamente, que si a/b = c/d entonces (a · 1)/(b · 1) = (c · 1)/(d · 1). Ante todo,
sabemos que la aplicación i0 : Z −→ K dada por i0(n) = n · 1 es un monomor-
fismo de anillos. En particular, si b 6= 0 se cumple que i0(b) 6= 0 y tiene sentido
el cociente (a · 1)/(b · 1).

Por la inyectividad de i0 tenemos que ad − bc = 0 si y sólo si se cumple
i0(a)i0(d) − i0(b)i0(c) = 0, si y sólo si (a · 1)/(b · 1) = (c · 1)/(d · 1). Con esto
hemos probado que i está bien definida y que es inyectiva. La prueba de que es
un monomorfismo de cuerpos ordenados no ofrece ninguna dificultad.

Notemos que si, en el contexto del teorema anterior, adoptamos el criterio
usual de escribir a en lugar de a·1, entonces la imagen de una fracción a/b ∈ Q es
simplemente a/b ∈ K, es decir, que estamos identificando, por ejemplo, 2/3 ∈ Q
con (1 + 1)/(1 + 1 + 1) ∈ K.
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Se cumple trivialmente que Q es arquimediano, pues si a/b ∈ Q, o bien
a/b < 0, o bien podemos suponer que a ≥ 0, b ≥ 1, y entonces

a

b
=
a

b
· 1 ≤ a

b
· b = a < a+ 1,

luego en cualquier caso a/b no acota a los números naturales.

Definición 2.37 Se dice que un conjunto ordenado (A,≤) es denso (en sí
mismo) si

∧
ab ∈ A(a < b→

∨
c ∈ A a < c < b).

Es decir, un conjunto ordenado es denso si entre dos cualesquiera de sus
elementos hay siempre un tercero. Esta propiedad la tienen todos los cuerpos
ordenados, en particular Q:

Teorema 2.38 Si K es un cuerpo ordenado, entonces K es denso en sí mismo
y no tiene ni máximo ni mínimo.

Demostración: En todo anillo ordenado se cumple que 2 = 1+1 > 0. Por
lo tanto, si a < b son dos elementos de K, es claro que a < (a + b)/2 < b. Por
otra parte, a − 1 < a < a + 1, luego a no es ni el máximo ni el mínimo de K.

Esta propiedad de Q contrasta con el caso de Z, donde todo número entero n
tiene un inmediato anterior y un inmediato posterior n − 1 < n < n + 1, de
modo que no hay ningún otro número entre n− 1 y n o entre n y n+ 1.

Veamos ahora que las propiedades del teorema anterior, junto con la nume-
rabilidad, caracterizan el orden de Q:

Teorema 2.39 (Cantor) Un conjunto totalmente ordenado (D,≤) es seme-
jante a Q si y sólo si es numerable, denso en sí mismo y no tiene ni máximo ni
mínimo.

Demostración: Sean Q = {qn | n ∈ N} y D = {dn | n ∈ N}. Definimos
por recurrencia una sucesión de pares {(ik, jk)}k∈N de números naturales de
modo que

fn = {(qik , djk) | k < n}

sea una semejanza entre {qik | k < n} y {djk | k < n}. Para ello tomamos i0 =
j0 = 0, de modo que f1(q0) = d0. Supuesta definida la sucesión {(ik, jk)}k<n,
distinguimos dos casos, según que n sea par o impar.

Si n es par definimos in como el mínimo natural que no esté en {ik | k < n}
y definimos jn como el mínimo natural tal que djn está respecto de {djk | k < n}
en la misma posición que qin está respecto de {qik | k < n}. Las hipótesis del
teorema aseguran que siempre existe tal jn.

Si n es impar definimos jn como el mínimo natural que no esté en {jk | k < n}
y definimos in como el mínimo natural tal que qin está respecto de {qik | k < n}
en la misma posición que djn está respecto de {djk | k < n}. Como Q también
cumple las hipótesis exigidas a D, la existencia de in está garantizada.
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Llamamos f = {(qik , djk) | k ∈ N}. Por construcción es claro que f es una
semejanza de un cierto subconjunto de Q en un cierto subconjunto de D. Basta
probar que Df = Q y Rf = D. La simetría de la construcción hace que las dos
pruebas sean análogas. Veamos, por ejemplo, la primera. Si Df 6= Q, existe un
mínimo i que no aparece nunca en la sucesión {ik}k∈N. Sea m ∈ N tal que todos
los números menores que i aparecen en la sucesión {ik}k<2m, entonces i2m es
por definición el menor número natural que no aparece en dicha sucesión, con
lo que debería ser i2m = i, contradicción.

En particular, vemos que dos cuerpos ordenados numerables son necesaria-
mente semejantes (aunque no necesariamente isomorfos).

2.7 Los números reales
En esta sección, además del axioma de infinitud, supondremos el axioma de

partes. Supongamos que X es un conjunto totalmente ordenado y que podemos
descomponerlo como X = A∪B, donde todo elemento de A es menor que todo
elemento de B. Equivalentemente, A es el conjunto de las cotas inferiores de B
y B es el conjunto de las cotas superiores de A.

Si A tiene un máximo elemento m y B tiene un mínimo elemento M , con lo
que m < M , podemos decir que X “tiene un agujero” entre m y M . Es lo que
le ocurre a Z, que tiene un agujero entre cada par de enteros consecutivos.

Pero si A no tiene máximo y B no tiene mínimo (equivalentemente, si B
no tiene ínfimo y A no tiene supremo), podemos decir también que X tiene un
“agujero microscópico” entre A y B, en el sentido de que no hay ningún punto
situado entre ambos, bien como máximo de A o bien como mínimo de B.

Veremos que Q está lleno de tales “agujeros” y el resultado de “taparlos” es
el cuerpo R de los números reales. Una parte de la construcción puede hacerse
en un contexto general:

Conjuntos totalmente ordenados completos Vamos a introducir algunos
conceptos adicionales sobre conjuntos totalmente ordenados:

Definición 2.40 Sea X un conjunto totalmente ordenado. Llamaremos inter-
valos en X a los conjuntos siguientes, para todo a, b ∈ X:

]a, b[ = {x ∈ X | a < x < b}, [a, b] = {x ∈ X | a ≤ x ≤ b},

]a, b] = {x ∈ X | a < x ≤ b}, [a, b[ = {x ∈ X | a ≤ x < b},

]−∞, b[ = {x ∈ X | x < b}, ]a,+∞[ = {x ∈ X | a < x},

]−∞, b] = {x ∈ X | x ≤ b}, [a,+∞[ = {x ∈ X | a ≤ x},

]−∞,+∞[ = X.

El elemento a (en los intervalos en los que interviene) se llama extremo inferior
del intervalo, mientras que b (cuando procede) es el extremo superior. Los
intervalos de la forma ]a, b[, incluso si a o b es infinito, se llaman intervalos
abiertos, mientras que los de tipo [a, b] se llaman intervalos cerrados.
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Observemos que si X tiene máximo M , entonces

]a,+∞[ = ]a,M ] , [a,+∞[ = [a,M ] ,

y si tiene mínimo m entonces

]−∞, b[ = [m, b[ , ]−∞, b] = [m, b] ,

y si tiene máximo y mínimo entonces ]−∞,+∞[ = [m,M ], por lo que los in-
tervalos con extremos infinitos sólo son relevantes en ausencia de máximo o
de mínimo. En tal caso son conjuntos no acotados, y se llaman intervalos no
acotados.

Teorema 2.41 Si X es un conjunto totalmente ordenado, las afirmaciones si-
guientes son equivalentes:

1. Todo subconjunto de X no vacío y acotado superiormente tiene supremo.

2. Todo subconjunto de X no vacío y acotado inferiormente tiene ínfimo.

3. Un conjunto I ⊂ X es un intervalo si y sólo si∧
ab ∈ I

∧
c ∈ X(a < c < b→ c ∈ I).

4. Si X = A ∪ B de modo que A 6= ∅ 6= B y todo elemento de A es menor
que todo elemento de B, entonces, o bien A tiene máximo, o bien B tiene
mínimo.

Demostración: 1) ⇒ 2) Sea B un subconjunto de X no vacío y acotado
inferiormente. Sea A el conjunto de las cotas inferiores de A. Como B está
acotado, A no es vacío, y como B no es vacío, cualquiera de sus elementos es
una cota superior de A, luego A tiene supremo i, que es el ínfimo de B, pues
todo elemento b ∈ B es una cota superior de A, por lo que i ≤ b, y si c es una
cota inferior de B, entonces c ∈ A, luego c ≤ i.

Análogamente se prueba que 2) ⇒ 1). Veamos que 1) y 2) implican 3). Es
inmediato que todo intervalo tiene la propiedad indicada. Se trata de probar el
recíproco. Supongamos, pues, que I cumple la condición. Si I = ∅, entonces
I = ]−∞,+∞[ si X = ∅, o bien I = ]a, a[ si existe un a ∈ X, luego es un
intervalo.

Supongamos, pues, que I 6= ∅. Si I no está acotado ni superior ni inferior-
mente, entonces I = ]−∞,+∞[, pues, para todo x ∈ X, como no es ni una cota
superior ni una cota inferior de I, existen a, b ∈ I tales que a < x < b, luego
x ∈ I.

Si I tiene cota superior pero no inferior, tomamos b = sup I y observamos
que ]−∞, b[ ⊂ I ⊂ ]−∞, b], con lo que I será uno de los dos intervalos según si
b /∈ I o bien b ∈ I.

En efecto, si x ∈ ]−∞, b[, como x no es cota inferior de I existe un a ∈ I
tal que a < x y, como b es el supremo de I, no puede ser que x sea una cota
superior, luego existe un c ∈ I tal que a < x < c, luego x ∈ I. La otra inclusión
es trivial, puesto que b es una cota superior.
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Los casos restantes (combinaciones de que I tenga o no tenga cota superior
e inferior) se tratan análogamente.

3) ⇒ 4) Si tenemos u < x < v con u, v ∈ A y x ∈ X, no puede ser x ∈ B,
puesto que tendría que ser mayor que v, luego tiene que ser x ∈ A, luego A
es un intervalo, y análogamente se razona que B lo es. Es claro que la única
opción para A es ser un intervalo de la forma A = ]−∞, c[ o bien A = ]−∞, c],
en cuyo caso, B tiene que ser respectivamente de la forma B = [c,+∞[ o bien
B = ]c,+∞[. En el primer caso B tiene mínimo, y en el segundo A tiene
máximo.

4) ⇒ 1) Sea C ⊂ X un conjunto no vacío y acotado superiormente. Llame-
mos A al conjunto de elementos de X que no son cotas superiores de C y B al
conjunto de los elementos que sí que lo son. Obviamente X = A∪B y si a ∈ A
y b ∈ B, tenemos que A no es una cota superior de C, luego existe un c ∈ C
tal que a < c y, como b es cota superior, a < c ≤ b. Por 4) existe s ∈ X que es
el máximo de A o bien el mínimo de B. Si es el mínimo de B, entonces es la
menor cota superior de C, luego s es el supremo de C. Si s es el máximo de A,
entonces existe un c ∈ C tal que s < c, pero c ∈ B, luego c es una cota superior
de C, luego c es el máximo, y en particular el supremo, de C.

Definición 2.42 Un conjunto totalmente ordenado es completo si cumple cual-
quiera de las condiciones del teorema anterior.

Notemos que siX tiene máximo y mínimo la completitud equivale a que todo
subconjunto de X tenga supremo e ínfimo, pues todo conjunto está acotado
superior e inferiormente y ∅ tiene al mínimo por supremo y al máximo por
ínfimo.]

En estos términos, decíamos antes que Q dista mucho de ser completo con
su ordenación usual. A los conjuntos totalmente ordenados densos en sí mismos
(como es el caso de Q) los llamaremos precontinuos, mientras que un continuo
será un precontinuo completo.

Si X es un precontinuo, diremos que un subconjunto D ⊂ X es denso si∧
xy ∈ X(x < y →

∨
d ∈ D (x < d < y)).

Una aplicación f : X −→ Y entre dos precontinuos es una inmersión densa
si es estrictamente monótona creciente, es decir, si∧

uv ∈ X (u < v → f(u) < f(v)),

y f [X] es denso en Y .

Observación Si X es un continuo y x ∈ X no es máximo ni mínimo de X
entonces X \ {x} deja de ser un continuo, pues el conjunto ]−∞, x[ no es vacío
(porque x no es mínimo de X) y está acotado superiormente (porque x no es el
máximo de X), pero no tiene supremo en X \ {x}.
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Por el contrario, es pura rutina comprobar que si a un continuo le quitamos
su mínimo o su máximo, el conjunto resultante sigue siendo un continuo, pero
ahora sin mínimo o sin máximo, mientras que si a un continuo sin mínimo o sin
máximo le añadimos un elemento nuevo y extendemos la relación de orden de
modo que se convierta en el mínimo o el máximo, el conjunto resultante sigue
siendo un continuo.

Esto se traduce en que los continuos “vienen en grupos de cuatro”, en el
sentido de que si a un continuo X le quitamos su mínimo y su máximo en caso
de que los tenga y llamamos Y al continuo resultante, entonces X es semejante
a uno de los cuatro continuos

Y, {m} ∪ Y, Y ∪ {M}, {m} ∪ Y ∪ {M},

donde m, M son conjuntos que no pertenecen a Y y sobre los que la relación de
orden se extiende de modo que m sea el mínimo y M sea el máximo.

Teorema 2.43 Sean X e Y dos continuos de modo que X tiene máximo (resp.
mínimo) si y sólo si Y también lo tiene, sea D ⊂ X un conjunto denso y
sea f : D −→ Y una inmersión densa. Entonces existe una única semejanza
F : X −→ Y que extiende a f .

Demostración: Dado x ∈ X, consideramos el conjunto Dx = ]−∞, x[∩D.
Entonces x = supDx, pues ciertamente x es una cota superior de Dx y si y < x,
existe un d ∈ D tal que y < d < x, luego d ∈ Dx, luego y no es cota superior de
Dx, luego x es la menor cota superior de Dx.

Si x no es el máximo de X, entonces existe un d ∈ D tal que d > x, con lo
que d es una cota superior de Dx y f(d) es una cota superior de f [Dx]. Si x es
el máximo de X, entonces Y también tiene máximo por hipótesis, luego f [Dx]
está igualmente acotado en Y (por su máximo).

Si x no es el mínimo de Dx, entonces existe un d ∈ D tal que d < x, luego
Dx 6= ∅ y f [Dx] 6= ∅, luego la completitud de Y implica que f [Dx] tiene
supremo. Si x es el mínimo de X entonces Dx = ∅ y f [Dx] = ∅, pero por
hipótesis Y tiene mínimo, y dicho mínimo es el supremo de ∅.

Así pues, podemos definir F : X −→ Y mediante F (x) = sup f [Dx]. Veamos
que F es una inmersión. Si x < x′, existen d, d′ ∈ D tal que x < d < d′ < x′.
Entonces d es una cota superior de Dx y d′ ∈ Dx′ , luego f(d) es una cota
superior de f [Dx] y f(d′) ∈ f [Dx′ ], luego F (x) ≤ f(d) < f(d′) ≤ F (x′).

Se cumple que F |D = f , pues si d ∈ D, entonces f(d) es una cota superior
de f [Dd], luego F (d) ≤ f(d). Si la desigualdad fuera estricta, como f [D] es
denso existiría un d′ en D tal que F (d) < f(d′) < f(d), pero entonces d′ < d,
luego d′ ∈ Dd y f(d′) ≤ F (d), contradicción.

Para probar que F es suprayectiva (y, por consiguiente, una semejanza) basta
observar que podemos definir igualmente F ∗ : Y −→ X usando la inmersión
densa f−1 : f [D] −→ X, pero entonces H = F ∗ ◦ F : Y −→ Y es estrictamente
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creciente y restringida a f [D] es la identidad. Esto implica queH es la identidad,
pues si y ∈ Y , entonces no puede ser y < H(y), porque existiría un d ∈ f [D]
tal que y < d < H(y), luego H(y) < H(d) = d, contradicción, e igualmente si
H(y) < y. Esto implica que F es suprayectiva.

La unicidad es clara, pues si G : X −→ Y es una semejanza tal que G|D = f ,
entonces necesariamente

G(x) = G(supDx) = supG[Dx] = sup f [Dx] = F (x).

Veamos ahora que todo precontinuo se puede sumergir densamente en un
continuo:

Definición 2.44 Sea X un precontinuo sin máximo ni mínimo. Una sección
inicial abierta deX es un conjunto α ⊂ X que cumpla las propiedades siguientes:

1.
∧
x ∈ X

∧
a ∈ α(x ≤ a→ x ∈ α).

2. α no tiene máximo elemento.

Llamaremos C(X) al conjunto8 de todas las secciones iniciales abiertas de X,
y la llamaremos compleción fuerte de X. Si definimos −∞ = ∅ y +∞ = X,
es claro que ±∞ ∈ C(X). Definimos la compleción de X como el conjunto
C(X) = C(X) \ {−∞,+∞}.

Observemos que si α, β ∈ C(X), entonces α ⊂ β ∨ β ⊂ α. En efecto, si no
se cumple β ⊂ α es que existe un b ∈ β \ α. Dado a ∈ α, no puede ser b ≤ a,
ya que entonces b ∈ α por la primera propiedad de la definición anterior. Por
consiguiente, a < b, pero entonces a ∈ β, con lo que hemos probado que α ⊂ β.

En lo sucesivo consideraremos siempre a la compleción C(X) como conjunto
totalmente ordenado con la relación de inclusión, de modo que si α, β ∈ C(X),
escribiremos α ≤ β en lugar de α ⊂ β. Claramente, −∞ y +∞ son el mínimo
y el máximo de C(X), respectivamente.

Pero sucede que C(X) es trivialmente completo, pues si A ⊂ C(X), entonces
se comprueba inmediatamente que α =

⋃
A es una sección inicial abierta de X

y obviamente es la menor que contiene a todos elementos de A, luego se trata
de su supremo.

Consideramos la aplicación i : X −→ C(X) dada por i(a) = ]−∞, a[.

Observemos que ciertamente i(a) ∈ C(X), pues cumple trivialmente la pri-
mera condición de la definición de sección inicial abierta y la segunda la cumple
porque si x ∈ i(a), como X es denso en sí mismo existe un y ∈ X tal que
x < y < a, luego y ∈ i(a), luego i(a) no tiene máximo. Además, como X no
tiene mínimo existe un x ∈ i(a) 6= −∞, y como no tiene máximo existe un
x ∈ X tal que a < x, luego x /∈ i(a) 6= +∞.

8Notemos que es un conjunto porque C(X) ⊂ PX, y usamos el axioma de partes. No
obstante, es interesante observar que sin suponer AP podemos trabajar igualmente con la
clase C(X), aunque no podamos probar que es un conjunto.
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También es claro que i es estrictamente monótona creciente, es decir, que∧
xy ∈ X (x < y → i(x) < i(y)).

La desigualdad i(x) ≤ i(y) es trivial. Para ver que es estricta usamos que
X es denso en sí mismo, con lo que existe un z tal que x < z < y, y entonces
z ∈ i(y) \ i(x).

De hecho, i es una inmersión densa, ya que si α < β son dos elementos de
C(X), entonces existe un b ∈ β \α. Como b no es máximo de β, existe un b′ ∈ β
tal que b < b′, y podemos tomar c ∈ X tal que b < x < b′. Entonces es claro
que A ≤ i(b) < i(x) < i(b′) ≤ β.

Notemos que esto implica en particular que C(X) es denso en sí mismo.
Además no tiene máximo ni mínimo, pues si α ∈ C(X), entonces α 6= X, luego
existe un u ∈ X \ α, luego α ≤ i(u) y, como u no es el máximo de X, existe
v ∈ X tal que u < v y α ≤ i(u) < i(v), luego α no es el máximo de C(X). Por
otra parte, como α 6= ∅, existe v ∈ α y existe u < v, luego i(u) < i(v) ≤ α,
luego α no es el mínimo de C(X). Esto implica a su vez que C(X) (que resulta
de añadir a C(X) un máximo y un mínimo) también en denso en sí mismo.

Recapitulando:

Teorema 2.45 Sea X un precontinuo sin máximo ni mínimo. Entonces C(X)
es un continuo sin máximo ni mínimo, i : X −→ C(X) es una inmersión densa
y si Y es un continuo sin máximo ni mínimo tal que existe una inmersión
densa j : X −→ Y , entonces existe una única semejanza f : C(X) −→ Y tal
que i ◦ f = j.

Demostración: Acabamos de ver que C(X) es un continuo sin máximo ni
mínimo tal que i es una inmersión densa. Si j : X −→ Y es una inmersión densa,
entonces i−1 ◦ j : i[X] −→ j[X] es una semejanza a la que podemos aplicar el
teorema 2.43, que nos da una única semejanza f que extiende a i−1 ◦ j. Es fácil
ver que es también la única que cumple i ◦ f = j.

Nota El teorema anterior admite varias versiones similares. Por ejemplo, po-
demos cambiar C(X) por C(X), con el único cambio de que ahora C(X) tiene
máximo y mínimo y hay que exigir lo mismo de Y .

Si X tiene máximo y mínimo, definimos C(X) = C(X ′), donde X ′ es el
precontinuo que resulta de eliminar el máximo y el mínimo de X. Entonces
la inmersión densa i : X ′ −→ C(X ′) = C(X) dada por el teorema anterior se
extiende trivialmente a una inmersión densa i : X −→ C(X) para la que vale
igualmente la condición de unicidad.

Por último, se pueden considerar los casos intermedios para continuos con
máximo y sin mínimo o viceversa.
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Definición 2.46 Llamaremos conjunto de los números reales a la compleción
R = C(Q) de Q, con el orden dado por la inclusión. Así R es un continuo sin
máximo ni mínimo y podemos identificar a Q con un subconjunto denso de R.
También tenemos definido R = C(Q) = R ∪ {±∞}, que es un continuo con
máximo y mínimo.

Si α, β ∈ R, definimos

α+ β = sup{r + s | r, s ∈ Q, r < α, s < β}.

Ciertamente tenemos que α+β ∈ R, pues el conjunto está acotado superiormente
por la suma de dos números racionales mayores que α y β, respectivamente.

Si α y β son números reales positivos, definimos

αβ = sup{rs | r, s ∈ Q, 0 < r < α, 0 < s < β}.

De nuevo es claro que αβ ∈ R. El producto de dos números reales no nulos se
define por las relaciones:

αβ =

 −
(
(−α)β

)
si α < 0, β > 0,

−
(
α(−β)

)
si α > 0, β < 0,

(−α)(−β) si α < 0, β < 0.

Finalmente, si α = 0 o β = 0 definimos αβ = 0.

Teorema 2.47 Con las operaciones que acabamos de definir, R es un cuerpo
ordenado que contiene a Q como subcuerpo ordenado.

Demostración:

• La suma de números reales es asociativa.

Si x ∈ Q, x < (α + β) + γ, entonces existen y, t ∈ Q tales que x < y + t,
y < α+ β, t < γ, luego existen r, s ∈ Q, tales que y < r+ s, r < α, s < β,
luego s+ t < β+γ y x < r+(s+ t) < α+(β+γ). Similarmente se recorre
el camino contrario, luego (α+ β) + γ = α+ (β + γ).

• La suma de números reales es conmutativa.

Esto es inmediato por la definición.

• Para todo α ∈ R, se cumple que α+ 0 = α.

Si x ∈ Q, x < α + 0 existen r, s ∈ Q tales que x < r + s, r < α, s < 0,
luego x < r + s < r < α. Igualmente, si r ∈ Q, r < α entonces existe un
s ∈ Q tal que r < s < α, con lo que r = s+ (r − s) < α+ 0.

• Dado un número real α, definimos −α = sup{−r | r ∈ Q, α < r}. Una
cota superior del conjunto es −s, donde s ∈ Q, s < α, luego −α ∈ R.
Veamos que α+ (−α) = 0.
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Si x ∈ Q, x < α + (−α) entonces existen r, s ∈ Q tales que x < r + s,
r < α, −s > α, luego x < r + s < 0. Recíprocamente, si x ∈ Q, x < 0,
tomamos números racionales x < −u < 0 y v < α. Entonces la sucesión
v + nu sobrepasará (un número racional mayor que) α para algún n ∈ N,
que podemos tomar mínimo. Así obtenemos un número r < α tal que
s = r + u > α (si r + u = α cambiamos u por un número mayor que siga
cumpliendo x < −u < 0). Entonces x < −u = r − s < α+ (−α).

• La suma de números reales extiende a la de números racionales.

Dados u, v ∈ Q, si x ∈ Q cumple x < i(u) + i(v) entonces existen r, s ∈ Q
tales que x < r + s, r < u, s < v, luego x < u+ v, luego x < i(u+ v). Si
x < i(u+ v) tomamos r ∈ Q tal que 0 < r < (u+ v − x)/2, de modo que
x < (u− r) + (v − r) < i(u) + i(v). Por lo tanto i(u+ v) = i(u) + i(v).

• Si α ≤ β entonces α+ γ ≤ β + γ.

Si r < α y s < γ son números racionales y α ≤ β, entonces r + s ≤ β + γ
por definición de suma, luego tomando el supremo, α+ γ ≤ β + γ.

La prueba de que el producto de números reales positivos es asociativo,
conmutativo, tiene por neutro a 1 y de que todo número real positivo α tiene
un inverso α−1, así como de que el producto de números reales extiende al de
números racionales, se obtiene cambiando sumas por productos en la prueba de
que la suma de números reales tiene estas propiedades. Después las propiedades
se trasladan formalmente a números reales arbitrarios a partir de la definición
de producto.

Para probar que R es un cuerpo sólo queda comprobar que la suma distribuye
al producto. Tomemos primero α, β, γ > 0 y veamos que α(β + γ) = αβ + αγ.

Si r ∈ Q cumple 0 < r < α(β + γ), entonces existen u, v ∈ Q positivos y
tales que r < uv, u < α, v < β + γ, luego existen x, y ∈ Q positivos tales que
v < x+ y, x < β, y < γ. Entonces r < u(x+ y) = ux+ uy ≤ αβ + αγ.

Si 0 < r < αβ + αγ entonces existen u, v ∈ Q positivos tales que r < u+ v,
u < αβ, v < αγ. A su vez existen a, b, c, d ∈ Q positivos de modo que
r < ab+ cd, a < α, b < β, c < α, d < γ. Sea e = máx{a, c}. Entonces e < α y
r < eb+ ed = e(b+ d) < α(β + γ). Esto prueba la igualdad.

Si β+γ ≥ 0, β ≥ 0, γ < 0, entonces αβ = α
(
(β+γ)−γ

)
= α(β+γ)+α(−β)

(puesto que β + γ ≥ 0 y −γ ≥ 0), de donde α(β + γ) = αβ + αγ. Los demás
casos se siguen formalmente de éstos dos.

De la propia definición de producto se sigue que el producto de números
positivos es positivo, por lo que R resulta ser un cuerpo ordenado.

Tenemos, pues, que R es un cuerpo ordenado completo (en el sentido de
que es completo como conjunto totalmente ordenado). Vamos a probar que
esto caracteriza a R salvo isomorfismo, por lo que la construcción particular
con la que lo hemos obtenido resulta ser irrelevante. Empezamos observando lo
siguiente:
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Teorema 2.48 Todo cuerpo ordenado completo es arquimediano.

Demostración: Sea R un cuerpo ordenado completo. Si no es arquime-
diano, entonces N está acotado superiormente, luego tiene supremo, digamos s.
Por definición de supremo, s−1/2 no es cota superior de N, luego existe un n ∈ N
tal que s − 1/2 < n ≤ s, pero entonces s < n + 1/2 < n + 1, en contradicción
con que s sea cota superior de N.

Teorema 2.49 Todo cuerpo ordenado arquimediano contiene un subcuerpo den-
so isomorfo a Q.

Demostración: Sea R un cuerpo ordenado arquimediano. Por 2.36, sabe-
mos que R contiene un subcuerpo isomorfo a Q. Dados a < b en R, sea n un
número natural tal que 1/(b−a) < n, con lo que 1/n < b−a. Seam = E[na]+1,
de modo que m− 1 ≤ na < m, luego

a <
m

n
=
m− 1

n
+

1

n
< a+ b− a = b.

Así, q = m/n cumple a < q < b.

Teorema 2.50 Todo cuerpo ordenado completo es isomorfo a R.

Demostración: Sea R un cuerpo ordenado completo y sea i : Q −→ R
un isomorfismo (y semejanza) entre Q y un subcuerpo denso de R. Por 2.45,
tenemos que i se extiende a una semejanza i : R −→ R. Vamos a probar que se
trata de un isomorfismo de cuerpos.

Sean α, β ∈ R y supongamos que i(α+β) < i(α) + i(β). Entonces existe un
r ∈ Q tal que i(α + β) < i(r) < i(α) + i(β) (porque i[Q] es denso en R), luego
α+β < r, luego existe r1 ∈ Q tal que α < r1 < r−β, luego r2 = r−r1 > β, y así
r = r1 +r2, con α < r1 y β < r2. Por lo tanto, i(r) = i(r1)+ i(r2) > i(α)+ i(β),
contradicción.

Igualmente llegamos a una contradicción si i(α+β) > i(α)+i(β), luego tiene
que ser i(α+ β) = i(α) + i(β). De aquí se sigue a su vez que i(−α) = −i(α).

El mismo razonamiento prueba que i(αβ) = i(α)i(β) cuando α, β son nú-
meros reales positivos, y la relación i(−α) = −i(α) nos da el caso general.

Del mismo modo que el teorema 2.39 caracteriza el tipo de orden de Q, el
teorema siguiente caracteriza el tipo de orden de R:

Teorema 2.51 Un conjunto ordenado es semejante a R si y sólo si tiene las
propiedades siguientes:

1. Está totalmente ordenado, no tiene máximo ni mínimo y es denso en sí
mismo.

2. Es completo.

3. Tiene un subconjunto denso numerable.

(En otras palabras, si y sólo si es un continuo sin máximo ni mínimo y con un
subconjunto denso numerable.)
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Demostración: Trivialmente, todo conjunto ordenado semejante a R tiene
estas características, porque R las tiene. Recíprocamente, si X es un continuo
con un subconjunto denso numerable D, es necesario que D sea un precontinuo,
pues, por la propia densidad, entre dos puntos de D debe haber un tercer punto
de D, y no puede tener ni máximo ni mínimo, pues por encima de un punto
de D tiene que haber uno de X, y entre ambos tiene que haber otro de D (e
igualmente para el caso del mínimo).

El teorema 2.39 nos da una semejanza f : Q −→ D, que es una inmersión
densa f : Q −→ X. El teorema 2.45 implica que i se extiende a una semejanza
F : C(Q) −→ X, luego X ∼= C(Q) = R.

Por ejemplo, si α < β son dos números reales, es fácil ver que el intervalo
]α, β[ cumple las condiciones del teorema anterior, por lo que ]α, β[ ∼= R.

En realidad, nada de lo que hemos probado aquí nos asegura que R 6= Q.
Vamos a demostrar algo mucho más fuerte, a saber, que, a diferencia de lo que
sucede con N, Z y Q, el conjunto R de los números reales no es numerable. Para
ello nos apoyaremos en la consecuencia siguiente de la completitud de R:

Teorema 2.52 (de los intervalos encajados de Cantor) Si X es un con-
tinuo y {an}n∈N y {bn}n∈N son dos sucesiones en X tales que, para todo ín-
dice n, se cumple an ≤ an+1 ≤ bn+1 ≤ bn, entonces existe un l ∈ X tal que∧
n ∈ N an ≤ l ≤ bn.

Demostración: El conjunto A = {an | n ∈ N} es no vacío y está acotado
superiormente por cualquier bn, luego tiene supremo l, de modo que an ≤ l ≤ bn.

Teorema 2.53 R = PN. En particular, R no es numerable.

Demostración: Sabemos que Q = N y si f : N −→ Q es cualquier bi-
yección, es claro que A 7→ f [A] determina una biyección entre PN y PQ, luego
también PN = PQ. Como R ⊂ PQ, tenemos que R ≤ PQ, luego también
R ≤ PN.

En virtud del teorema de Cantor-Bernstein, basta probar la “desigualdad”
opuesta. Para ello consideramos el conjunto C = {0, 1}N de todas las aplicacio-
nes de N en {0, 1}. Se cumple que C = PN, pues una biyección entre ambos es
la dada por s 7→ s−1[{1}]. Así pues, basta probar que C ≤ R.

Si α < β son dos números reales, podemos dividir el intervalo I = [α, β] en
tres partes iguales:

α < α+
β − α

3
< α+

2(β − α)

3
< β.

Definimos I0 = [α, α+(β−α)/3], I1 = [α+2(β−α)/3, β], de modo que I0, I1 ⊂ I,
I0 ∩ I1 = ∅. Más aún, si definimos la longitud de un intervalo I = [α, β] como
`(I) = β − α, tenemos que `(I0) = `(I1) = `(I)/3.
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Así, si partimos del intervalo I = [0, 1], podemos dividirlo en tres partes y
quedarnos con las dos extremas, I0 e I1, de longitud 1/3, cada una de las cuales
puede a su vez dividirse en tres partes, con lo que obtenemos los intervalos I00,
I01, I10, I11 de longitud 1/9 que muestra la figura:

0 I00

I0

I01 1/3 2/3 I10

I1

I11 1

Podemos continuar indefinidamente este proceso de subdivisión. Para for-
malizar esta construcción consideramos el conjunto C = {0, 1}N de todas las
sucesiones de ceros y unos. Para cada s ∈ C y cada n ∈ N, llamaremos s|n a la
restricción de s al conjunto I∗n = {0, . . . , n− 1}.

Fijado s ∈ C, podemos definir recurrentemente intervalos Is,n mediante la
relación

Is,0 = [0, 1], Is,n+1 = (Is,n)s(n).

Una simple inducción prueba que si s|n = t|n, entonces Is,n = It,n, es decir,
que el intervalo Is,n no depende de s, sino únicamente de s|n, por lo que podemos
llamarlo Is|n .

De este modo, cada Is|n es un intervalo cerrado contenido en [0, 1] de longitud
`(Is|n) = 1/3n. Además si m ≤ n entonces Is|n ⊂ Is|m .

Consecuentemente, para cada s ∈ C, la sucesión {Is|n}n∈N es una sucesión
de intervalos encajados en las condiciones del teorema anterior (mejor dicho: si
Is|n = [an, bn], las sucesiones {an}n∈N y {bn}n∈N están en las condiciones del
teorema anterior). Por lo tanto, existe un número real l ∈

⋂
n∈N

Is|n .

Dicho número real es único, pues si hay dos, digamos l1 ≤ l2, para todo
n ≥ 1 tendríamos que

0 ≤ l2 − l1 ≤ bn − an =
1

3n
≤ 1

n
,

y, por la propiedad arquimediana, esto sólo es posible si l1 = l2.

Por lo tanto, podemos llamar xs ∈ R al único número real que cumple⋂
n∈N

Is|n = {xs}. Tenemos así una aplicación f : C −→ R dada por f(s) = xs,

que es inyectiva, pues si s 6= t, existe un mínimo n ∈ N tal que s|n 6= t|n,
luego Is|n = It|n , pero xs ∈ Is|n+1

, xt ∈ It|n+1
y estos intervalos son los dos

subintervalos disjuntos que hemos tomado dentro de Is|n = It|n , luego xs 6= xt.

Así pues, C ≤ R, como queríamos probar. El teorema de Cantor 1.25 implica
entonces que R no es numerable.

Notemos que en realidad hemos probado que el intervalo I = [0, 1] no es nu-
merable, y una ligera modificación de la prueba muestra que todo intervalo en R
(no vacío y que no se reduzca a un punto) es no numerable. Alternativamente,
esto se deduce del teorema 2.51 (véase la observación posterior).

La diferencia de tamaño entre R y Q tiene muchas consecuencias. De mo-
mento señalamos una muy simple:
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Teorema 2.54 Entre dos números reales cualesquiera hay infinitos números
racionales e infinitos números irracionales.

Demostración: Que entre dos números reales cualesquiera hay infinitos
números irracionales es consecuencia de que Q es denso en R. Por otra parte,
si α < β, entonces

[α, β] = ([α, β] ∩Q) ∪ ([α, β] \Q)

Sabemos que [α, β] ∩Q es numerable y, si [α, β] \Q fuera finito, es claro que la
unión sería también numerable, pero sabemos que no lo es, luego [α, β] \ Q es
infinito. De hecho, es fácil ver que tiene que ser no numerable.

De este modo, si p < q son dos números racionales, cualquier número irra-
cional p < α < q está llenando un “agujero infinitesimal” en Q, en el sentido de
que

Q = {q ∈ Q | q < α} ∪ {q ∈ Q | q > α}
es una descomposición de Q en dos conjuntos no vacíos tales que todo elemento
del primero es menor que todo elemento del segundo y, sin embargo, no hay
ningún número racional que sea el máximo del primero o el mínimo del segundo.
En otras palabras, el primer conjunto no tiene supremo y el segundo no tiene
ínfimo.

Terminamos con otra aplicación de la completitud de R que necesitaremos
en la construcción de los números complejos:

Teorema 2.55 Para todo número real α ≥ 0 existe un único número β ≥ 0 tal
que β2 = α.

Demostración: Basta tomar β = sup{δ ∈ R | δ2 ≤ α}. Notemos que el
conjunto cuyo supremo estamos calculando no es vacío, pues contiene a 0, y
está acotado superiormente por cualquier número natural mayor que α. Por lo
tanto, β ∈ R y β ≥ 0.

Si fuera β2 < α, entonces, para todo 0 < ε < 1, tenemos que

(β + ε)2 = β2 + 2βε+ ε2 ≤ β2 + 2βε+ ε = β2 + (2β + 1)ε,

luego cualquier ε < (α − β2)/(2β + 1) hace que (β + ε)2 < α, en contradicción
con la definición de β. Si fuera β2 > α, entonces

(β − ε)2 = β2 − 2βε+ ε2 = β2 − (2β − ε)ε > β2 − 2βε,

luego todo ε < (β2−α)/2β hace que (β−ε)2 > α, luego β no sería la menor cota
superior del conjunto del cual es supremo. Por lo tanto, tiene que ser β2 = α.

La unicidad es inmediata, pues si 0 ≤ β1 < β2, entonces β2
1 < β2

2 .

Definición 2.56 Si α ≥ 0 es un número real, se llama raíz cuadrada de α al
único número real β ≥ 0 que cumple β2 = α. Se representa por

√
α.

De la unicidad de la raíz cuadrada se sigue inmediatamente la relación√
αβ =

√
α
√
β. También es claro que si 0 ≤ α ≤ β, entonces

√
α ≤
√
β.
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2.8 Los números complejos

Terminamos la construcción del sistema numérico discutiendo brevemente el
cuerpo C de los números complejos. Aunque existen construcciones algebraicas
más conceptuales, la forma más simple desde un punto de vista conjuntista de
definir los números complejos es como C = R2, es decir, un número complejo
es, por definición, un par de números reales. La suma y el producto de números
complejos se definen así:

(x, y) + (x′, y′) = (x+ x′, y + y′), (x, y)(x′, y′) = (xx′ − yy′, xy′ + x′y).

Una comprobación rutinaria muestra que, con estas operaciones, C tiene
estructura de cuerpo, donde 0 = (0, 0), 1 = (1, 0), −(x, y) = (−x,−y) y

(x, y)−1 =

(
x

x2 + y2
,− y

x2 + y2

)
.

Además, la aplicación i : R −→ C dada por i(x) = (x, 0) es un monomorfismo
de cuerpos, lo que nos permite identificar los números reales con los números
complejos de la forma (x, 0). Si además convenimos en llamar unidad imaginaria
al número complejo i = (0, 1), sucede que

(x, y) = (x, 0) + (0, y) = (x, 0) + (y, 0)(0, 1) = x+ yi,

por lo que todo número complejo z se expresa de forma única como z = x+ yi,
para ciertos números reales x y y, que reciben el nombre de parte real y parte
imaginaria de z, respectivamente.

Se define el conjugado de un número complejo z = x+ yi como z̄ = x− yi.
Es claro entonces que un número complejo z es real si y sólo si z = z̄.

Una comprobación rutinaria muestra que

z1 + z2 = z̄1 + z̄2, z1z2 = z̄1z̄2.

En términos algebraicos, esto significa que la conjugación es un automorfismo
de C (un isomorfismo de cuerpos de C en sí mismo).

Definimos el módulo de un número complejo z = x+ yi como

|z| =
√
zz̄ =

√
x2 + y2.

El módulo cumple las propiedades siguientes:

1. |z| ≥ 0 y |z| = 0 si y sólo si z = 0,

2. |z1z2| = |z1||z2|,

3. |z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2|.
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La única que no es inmediata es la tercera. Para probarla demostramos
primero la relación

|x1y1 + x2y2| ≤ |z1||z2|, donde zj = xj + yj i, j = 1, 2,

En efecto, llamemos A = |z1|2, B = |x1y1 + x2y2|, C = |z2|2. Sea α = ±1 de
modo que B = α(x1y1 + x2y2). Para todo número real r ≥ 0 se cumple que

0 ≤ |z1 − rαz2|2 = (x1 − rαx2)2 + (y1 − rαy2)2 = A− 2rB + Cr2.

Si C = 0, tiene que ser B = 0, o la desigualdad sería falsa para r grande. Si
C > 0, tomamos f = B/C y obtenemos B2 ≤ AC, que es lo que queríamos
probar.

Pasamos ya a probar la propiedad 3):

|z1 + z2|2 = (x1 + x2)2 + (y1 + y2)2 = (x2
1 + y2

1) + (x2 + y2)2 + 2(x1x2 + y1y2)

= |z1|2 + |z2|2 + 2(x1x2 + y1y2) ≤ |z1|2 + |z2|2 + 2|z1||z2| = (|z1|+ |z2|)2,

y basta tomar raíces cuadradas.

Así, el módulo de los números complejos cumple las mismas propiedades que
el valor absoluto en un cuerpo ordenado (las restantes se deducen trivialmente
de la definición de módulo o de las que hemos probado), pero C no admite
ninguna estructura de cuerpo ordenado (con la suma y el producto que hemos
definido), pues cumple que i2 = −1, y en un cuerpo ordenado tiene que ser
−1 < 0, mientras que todo cuadrado tiene que ser positivo.



Capítulo III

Ordinales

En los capítulos precedentes hemos presentado casi la totalidad de los ele-
mentos básicos que la mayoría de las ramas de la matemática necesitan de la
teoría de conjuntos como punto de partida para una fundamentación rigurosa.
Sólo faltaría hablar del axioma de elección y sus consecuencias más importantes,
así como de algunos resultados básicos sobre cardinales infinitos. De esto nos
ocuparemos en los dos capítulos siguientes.

Ahora vamos a presentar uno de los conceptos fundamentales de la teoría
de conjuntos como rama específica de las matemáticas, que se usa con poca
frecuencia en otras ramas: los ordinales o números transfinitos. El axioma
de regularidad, que introduciremos en el capítulo siguiente, convertirá a los
ordinales en el “esqueleto” o el “armazón” de la clase universal V , mientras que el
axioma de elección los hará capaces de enumerar cualquier conjunto, cualquiera
que sea su tamaño, algo que no puede hacerse con los números naturales.

En el capítulo anterior hemos construido los números naturales, pero no
hemos definido ningún conjunto N en particular, sino que hemos llamado N a
cualquier sistema de Peano. Hemos construido uno a partir de una aplicación
S : X −→ X inyectiva y no suprayectiva dada por el axioma de infinitud, de
modo que distintas elecciones de S (y del elemento escogido como 0 ∈ X) dan
lugar a distintos sistemas de Peano.

En este capítulo empezaremos construyendo un sistema de Peano específico,
uno de los más simples que cabe imaginar. Así, en lugar de tomar como 0
un cierto elemento de un cierto conjunto X en el que hay definida una cierta
función S, definiremos 0 = ∅. A su vez, el 1 no será la imagen de ese cierto
conjunto llamado 0 por esa cierta función S, sino que tomaremos concretamente
1 = {0}. En general, vamos a definir unos números naturales de modo que

0 = ∅, 6 = {0, 1, 2, 3, 4, 5},
1 = {0}, 7 = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6},
2 = {0, 1}, 8 = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7},
3 = {0, 1, 2}, 9 = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8},
4 = {0, 1, 2, 3}, · · ·

93
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La ventaja de esta construcción, además de su simplicidad estructural, es
que se generalizará de forma inmediata hasta el concepto de “número ordinal”,
que es el que, como hemos indicado, será el objeto central de este capítulo.

Trabajaremos en NBG∗, sin suponer el axioma de infinitud o el axioma de
partes salvo que lo indiquemos explícitamente.

3.1 La construcción de los ordinales
El primer paso para formalizar la construcción de los números naturales que

acabamos de esbozar es el siguiente:

Definición 3.1 Llamaremos 0 ≡ ∅ y, para toda clase x, definimos

x′ ≡ x ∪ {x}.

Definimos 1 ≡ 0′ = {0}, 2 ≡ 1′ = {0, 1}, 3 ≡ 2′ = {0, 1, 2}, etc.

El etcétera final significa que, prosiguiendo del mismo modo, podemos definir
el 4 y el 5 y el 10 472, pero por mucho que prolonguemos las definiciones de
números naturales particulares, eso no nos va a proporcionar una definición de
“número natural”, es decir, una propiedad definida exclusivamente a partir de
∈ y los signos lógicos (o de propiedades definidas previamente a partir de estos
signos básicos) que nos permita definir por comprensión la clase de los números
naturales. Para ello “etc.” resulta inadmisible porque no está definido a partir
de ∈ y de los signos lógicos.

Presentamos a continuación una lista de propiedades comunes a todos los
números naturales que sabemos definir individualmente:

Una clase Y es transitiva si cumple

Y transitiva ≡
∧
x ∈ Y x ⊂ Y

o, equivalentemente (y de aquí el nombre)
∧
uv(u ∈ v ∧ v ∈ Y → u ∈ Y ).

Una clase Y es ∈-conexa si cumple

∈ -conexa Y ≡
∧
uv ∈ Y (u ∈ v ∨ v ∈ u ∨ u = v).

Una clase Y está bien fundada si cumple

Y bien fundada ≡
∧
X(X ⊂ Y ∧ X 6= ∅→

∨
u ∈ X u ∩X = ∅).

Un conjunto u que cumpla u ∈ X ∧ u ∩X = ∅ se llama un ∈-minimal de X,
de modo que la buena fundación afirma que toda subclase no vacía de Y tiene
al menos un ∈-minimal. Observemos que u es un ∈-minimal de X si u ∈ X y
ningún v ∈ u cumple v ∈ X.

Ciertamente, los números naturales que queremos definir cumplen estas pro-
piedades. Son transitivos, pues, si, por ejemplo, 4 ∈ 7, se cumple también que
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4 = {0, 1, 2, 3} ⊂ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} = 7, y esto no se cumple casualmente en este
ejemplo, sino que vale en todos los casos.1

En cuanto a la conexión, si por ejemplo tomamos 3, 7 ∈ 9, ciertamente se
cumple que 3 ∈ 7 y, en general, si tomamos dos elementos distintos de un número
natural, el menor pertenecerá al mayor. Por lo tanto, los números naturales son
∈-conexos.

También están bien fundados, pues si tomamos un número natural, por
ejemplo 8 y un subconjunto no vacío, por ejemplo X = {3, 5, 6}, se cumple que
X tiene un ∈-minimal, concretamente u = 3, pues ciertamente 3 ∈ X, pero
ningún v ∈ 3 cumple v ∈ X. De hecho, vemos que cada subconjunto no vacío
de un número natural tiene un único ∈-minimal, a saber, el mínimo número
natural que contiene.

El lector debe entender que la cuestión aquí no es demostrar si realmente,
lo que hemos constatado con ejemplos particulares vale para todos los números
naturales, sino más bien si podemos definir un número natural como un conjunto
transitivo, ∈-conexo y bien fundado, o si, por el contrario, existen conjuntos con
estas tres propiedades que no tienen nada que ver con los conjuntos 0, 1, 2, . . . ,
de modo que necesitamos introducir más propiedades para quedarnos única-
mente con los números naturales. Como respuesta provisional damos una nueva
definición:

Definición 3.2 Una clase Y es un ordinal si es transitiva, ∈-conexa y bien
fundada. Llamaremos Ω a la clase de todos los (conjuntos) ordinales.

Observemos que la propiedad “Y es un conjunto y es un ordinal” es normal.
El único punto problemático es la definición de clase bien fundada, que incluye
una cuantificación sobre toda subclase de Y , pero si Y es un conjunto, es lo
mismo decir “para toda clase X, si X ⊂ Y · · · ” que decir “para todo conjunto
X, si X ⊂ Y · · · ”, porque toda subclase de un conjunto es un conjunto. Por
consiguiente

Ω ≡ {α | ctoα ∧ ordinalα}

es una aplicación válida del axioma de comprensión.

Así pues, en estos términos la pregunta que nos hacíamos es si existen ordi-
nales que no sean (o no deban ser considerados como) números naturales. En
cualquier caso, lo cierto es que los números naturales que pretendemos definir
son ordinales, luego al estudiar los ordinales estamos estudiando en particu-
lar los números naturales, con la diferencia de que los ordinales los tenemos
correctamente definidos mediante una propiedad del lenguaje de la teoría de
conjuntos.

1No vamos a demostrar que todo número natural es transitivo, en parte porque para ello
necesitaríamos una definición de número natural que no tenemos, y en parte porque usaremos
la transitividad como parte de la definición de número natural. Lo mismo vale para las otras
dos propiedades que estamos considerando.
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Empezamos observando que, trivialmente, toda subclase de una clase ∈-
conexa o bien fundada es también ∈-conexa o bien fundada, pero no podemos
decir lo mismo de las clases transitivas (pensemos, por ejemplo, en {3, 5} ⊂ 7).
Veamos ahora un resultado técnico sencillo sobre clases bien fundadas:

Teorema 3.3 Si x es una clase bien fundada entonces2 x /∈ x.

Demostración: Si x ∈ x entonces x es un conjunto y {x} ⊂ x ∧ {x} 6= ∅.
Sea u un elemento ∈-minimal de {x}. Necesariamente, u = x, pero x ∈ x∩{x},
contradicción.

Con esto podemos probar:

Teorema 3.4 0 ∈ Ω ∧
∧
x ∈ Ω x′ ∈ Ω.

Demostración: Notemos que 0 = ∅ cumple trivialmente las tres condi-
ciones de la definición de ordinal (es transitivo porque no existe ningún u ∈ ∅
que pueda incumplir la definición, es ∈-conexo porque no existen u, v ∈ ∅ que
puedan incumplir la definición, y está bien fundado porque no existe ningún
u ⊂ ∅, u 6= ∅ que pueda incumplir la definición).

Supongamos ahora que x es un ordinal. Si u ∈ x′ = x ∪ {x}, entonces
u ∈ x ∨ u = x, pero en ambos casos u ⊂ x, en el primero porque x es transitivo.
Esto prueba que x′ es transitivo.

Si u, v ∈ x′, entonces u ∈ x ∨ u = x y v ∈ x ∨ v = x. Esto nos da cuatro
casos: u ∈ x ∧ v ∈ x o bien u ∈ x ∧ v = x, o bien u = x ∧ v ∈ x, o bien
u = x = v. En el primero tenemos que u ∈ v ∨ v ∈ u ∨ u = v porque x es
∈-conexo, y en los otros tres tenemos u ∈ v, v ∈ u, u = v respectivamente. Esto
prueba que x′ es ∈-conexo.

Tomemos u ⊂ x′ ∧ u 6= ∅ y veamos que tiene ∈-minimal. Tratemos aparte
el caso en que u = {x}. Entonces v = x es un ∈-minimal de u, pues x∩{x} = ∅.
En efecto, si existiera w ∈ x ∩ {x}, sería x = w ∈ x, en contradicción con el
teorema anterior.

Como u ⊂ x ∪ {x}, si no se da la igualdad u = {x} es porque u ∩ x 6= ∅, y
tenemos así un subconjunto no vacío de x. Como x está bien fundado existe un
v ∈ u∩x que es ∈-minimal para esta intersección. Vamos a ver que es ∈-minimal
de u.

En efecto, si w ∈ v ∩ u, entonces w ∈ x′, luego w ∈ x ∨ w = x. En el primer
caso w ∈ u ∩ x y w ∈ v, lo que contradice que v sea ∈-minimal de u ∩ x. En el
segundo caso x = w ∈ v ∈ x, luego, por la transitividad de x, resulta que x ∈ x,
en contradicción con el teorema anterior.

En vista de este teorema resulta que 0 es un ordinal, luego 1 = 0′ es un
ordinal, luego 2 = 1′ es un ordinal y, en definitiva, todos los números naturales

2Quizá el lector se pregunte si es posible que una clase (necesariamente un conjunto) cumpla
x ∈ x. Nos falta presentar tres axiomas de NBG, uno de los cuales, el axioma de regularidad,
afirma precisamente que toda clase está bien fundada, luego, bajo dicho axioma, no puede
darse el caso. No obstante, en su momento discutiremos debidamente la situación.
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son ordinales, pero no podemos demostrar tal cosa porque no tenemos una
definición de número natural.

Observemos que los elementos de los números naturales (que pretendemos
definir) son también números naturales. De momento podemos probar que esto
es cierto para ordinales:

Teorema 3.5 Los elementos de los ordinales son ordinales.

Demostración: Sea Y un ordinal y sea x ∈ Y . Por transitividad x ⊂ Y y
por consiguiente x es conexo y bien fundado. Falta probar que es transitivo, es
decir, que

∧
uv(u ∈ v ∧ v ∈ x→ u ∈ x).

Si u ∈ v ∧ v ∈ x, tenemos v ∈ x ∧ x ∈ Y , y como la clase Y es transitiva,
v ∈ Y , e igualmente u ∈ Y . Así pues, {u, v, x} ⊂ Y . Como Y está bien fundada
se cumplirá uno de los tres elementos del subconjunto tiene que ser ∈-minimal,
es decir,

u ∩ {u, v, x} = ∅ ∨ v ∩ {u, v, x} = ∅ ∨ x ∩ {u, v, x} = ∅,

pero u ∈ v ∩ {u, v, x} y v ∈ x ∩ {u, v, x}, luego ha de ser u ∩ {u, v, x} = ∅.
Como Y es conexa ha de ser u ∈ x ∨ x ∈ u ∨ u = x, pero si x ∈ u entonces
x ∈ u∩ {u, v, x} = ∅, y si x = u entonces v ∈ u∩ {u, v, x} = ∅. Así pues, se ha
de cumplir u ∈ x, como queríamos.

En particular vemos que∧
αβ(α ∈ β ∧ β ∈ Ω→ α ∈ Ω),

pero esto es tanto como decir que la clase Ω es transitiva.

Nuestra observación siguiente es que, para los números naturales que pre-
tendemos definir, la relación de orden usual se corresponde con la inclusión, es
decir, es lo mismo 3 ≤ 7 que 3 ⊂ 7. Veamos ahora que la inclusión define un
buen orden en cualquier ordinal:

Teorema 3.6 Si Y es un ordinal, entonces la relación de inclusión es un buen
orden en Y .

Demostración: Sea Y un ordinal, y consideramos la relación en Y dada
por u ≤ v ↔ u ⊂ v. Sabemos que, en general, se trata de una relación de
orden parcial. Vamos a probar que toda subclase X ⊂ Y no vacía tiene mínimo
elemento. Más concretamente, tomamos un ∈-minimal u ∈ X cualquiera y
vamos a ver que es el mínimo de X (lo que, en particular, implica que cada
subclase no vacía de un ordinal tiene un único ∈-minimal).

Si tomamos cualquier otro v ∈ X, tenemos que u, v ∈ Y , luego por la
conexión tiene que ser u ∈ v ∨ v ∈ u ∨ u = v, pero el caso v ∈ u contradice
la minimalidad de u, luego nos queda u ∈ v ∨ u = v, y en ambos casos u ⊂ v
(en el primero porque v es un ordinal, luego es transitivo). Así pues u ≤ v para
todo v ∈ X. Esto es lo que significa que u sea el mínimo de X.
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A continuación notamos que la relación de orden estricto en los números
naturales se corresponde con la pertenencia, es decir, que 3 < 7 es lo mismo que
3 ∈ 7. El teorema siguiente demuestra este hecho para ordinales:

Teorema 3.7 Si X, Y son ordinales, entonces X ⊂ Y ↔ X ∈ Y ∨ X = Y .

Demostración: Una implicación es trivial, pues si X ∈ Y entonces X ⊂ Y
por transitividad. Supongamos ahora que X ⊂ Y pero X 6= Y y veamos que
X ∈ Y .

Tenemos que Y \X 6= ∅, luego por la buena fundación esta clase tiene un
∈-minimal u ∈ Y \X. Basta probar que u = X.

Si z ∈ u, entonces z /∈ Y \ X (por la minimalidad de u) y z ∈ Y (por
transitividad, pues z ∈ u ∈ Y ), luego z ∈ X. Por lo tanto u ⊂ X.

Si z ∈ X, entonces tenemos z, u ∈ Y , luego z ∈ u ∨ u ∈ z ∨ z = u. Si u ∈ z,
entonces u ∈ z ∈ X, luego u ∈ X, contradicción (pues u ∈ Y \ X). Si z = u
entonces de nuevo u ∈ X, contradicción. Por lo tanto z ∈ u, y así X ⊂ u. En
definitiva, tenemos la igualdad u = X.

Ahora necesitamos un sencillo resultado técnico:

Teorema 3.8 La intersección de dos ordinales es un ordinal.

Demostración: Sean X, Y ordinales. Como X ∩ Y ⊂ X, trivialmente la
clase X ∩Y es conexa y bien fundada. Falta ver que es transitiva, pero es cierto
en general que la intersección de clases transitivas es transitiva:

Si u ∈ X ∩ Y , entonces u ∈ X ∧ u ∈ Y , u ⊂ X ∧ u ⊂ Y , luego u ⊂ X ∩ Y .

De aquí deducimos una propiedad nada trivial:

Teorema 3.9 Si X e Y son ordinales, entonces X ∈ Y ∨ Y ∈ X ∨ X = Y .

Demostración: X ∩ Y es un ordinal, X ∩ Y ⊂ X y X ∩ Y ⊂ Y . Por el
teorema 3.7 tenemos (X ∩ Y ∈ X ∨ X ∩ Y = X) ∧ (X ∩ Y ∈ Y ∨ X ∩ Y = Y ).
Esto nos da cuatro casos:

(X ∩ Y ∈ X ∧ X ∩ Y ∈ Y ) ∨ (X ∩ Y ∈ X ∧ X ∩ Y = Y )

∨ (X ∩ Y = X ∧ X ∩ Y ∈ Y ) ∨ (X ∩ Y = X ∧ X ∩ Y = Y ),

o sea X ∩ Y ∈ X ∩ Y ∨ Y ∈ X ∨ X ∈ Y ∨ X = Y . El primer caso se
descarta por el teorema 3.3.

Notemos que, en principio, la definición de ordinal dice que dos elementos
de un mismo ordinal están conectados por la relación de pertenencia, pero lo
que acabamos de probar es que dos ordinales cualesquiera, que en principio no
tienen ninguna relación entre sí, también están conectados por la relación de
pertenencia, y uno tiene que ser un elemento del otro salvo que sean el mismo.
En particular, ∧

αβ ∈ Ω (α ∈ β ∨ β ∈ α ∨ α = β),

luego la clase Ω es ∈-conexa (y ya habíamos probado que era transitiva). De
hecho, se cumple algo más fuerte:
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Teorema 3.10 Ω es un ordinal.

Demostración: Ya hemos probado que Ω es transitiva y ∈-conexa. Sólo
falta probar que está bien fundada. Para ello tomamos una clase X ⊂ Ω no
vacía, y vamos a encontrarle un ∈-minimal. Tomemos cualquier u ∈ X. Si ya
es un ∈-minimal, no hay nada que probar. En caso contrario u ∩ X 6= ∅ y
u ∩X ⊂ u. Como u ∈ Ω, es un ordinal y está bien fundado, luego u ∩X tiene
un ∈-minimal v, es decir, v ∈ u ∩X y v ∩ u ∩X = ∅.

Ahora bien, como v ∈ u, por transitividad v ⊂ u, de donde concluimos que
v ∩X = v ∩ u ∩X = ∅. Además v ∈ X, luego v es un ∈-minimal de X.

Con esto termina el “trabajo duro” de la construcción de los ordinales, y
podemos empezar a extraer consecuencias:

Teorema 3.11 Ω es una clase propia.

Demostración: Si Ω fuera un conjunto, puesto que es un ordinal, tendría-
mos que Ω ∈ Ω, en contradicción con el teorema 3.3.

Así pues, la clase de todos los (conjuntos) ordinales es un ordinal que no es
un conjunto. Seguidamente probamos que es el único caso:

Teorema 3.12 Si Y es un ordinal, o bien Y ∈ Ω, o bien Y = Ω.

Demostración: Basta aplicar el teorema 3.9, que nos da en principio las
opciones Y ∈ Ω ∨ Ω ∈ Y ∨ Y = Ω, pero la segunda es imposible, pues implica
que Ω es un conjunto.

Definición 3.13 Llamaremos números ordinales a los elementos de Ω, es decir,
a los conjuntos que son ordinales. En lo sucesivo usaremos letras griegas mi-
núsculas para referirnos a los números ordinales, de modo que

∧
α o

∨
α deberá

entenderse como
∧
α ∈ Ω o

∨
α ∈ Ω, respectivamente.

Llamaremos ≤ a la inclusión en Ω, de modo que, según el teorema 3.6,
sabemos que (Ω,≤) es una clase bien ordenada. Así pues, α ≤ β es equivalente
a α ⊂ β.

El teorema 3.7 implica que la relación de orden estricto asociada a ≤ es
equivalente a la pertenencia, es decir, que α < β es equivalente a α ∈ β. (Aquí
hay que tener en cuenta que no puede suceder a un tiempo α ∈ β y α = β, pues
entonces tendríamos α ∈ α.)

El teorema siguiente recoge los hechos básicos sobre el buen orden de los
ordinales:

Teorema 3.14 Se cumple:

1. 0 es el mínimo ordinal.

2. Si α es un ordinal, entonces α′ también lo es, y es el mínimo ordinal
mayor que α (es decir,

∧
β ∈ Ω (α < β → α′ ≤ β).

3. Todo conjunto de ordinales A ⊂ Ω tiene supremo σ =
⋃
A.
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Demostración: 1) ya hemos probado que 0 es un ordinal, y es el mínimo
porque el conjunto vacío está contenido en cualquier conjunto.

2) Ya hemos probado que α′ ∈ Ω. Si α < β entonces α ∈ β, luego α ⊂ β,
luego α′ = α ∪ {α} ⊂ β, luego α′ ≤ β.

3) Como todo α ∈ A está contenido en Ω, es claro que σ ⊂ Ω, luego es un
conjunto conexo y bien fundado. Hemos de probar que es transitivo, pero si
β ∈ σ, entonces existe un α ∈ A tal que β ∈ α, luego por la transitividad de α
es β ⊂ α ⊂ σ. Por consiguiente σ ∈ Ω. Teniendo en cuenta que el orden es la
inclusión, es inmediato que σ es el supremo de A.

Volvemos ahora a la cuestión de si hay ordinales que no sean números natu-
rales (aparte de Ω). Para ello introducimos los conceptos siguientes:

Definición 3.15 Un ordinal α ∈ Ω es un ordinal sucesor si
∨
β < α α = β′, y

es un ordinal límite si no es 0 ni un ordinal sucesor, es decir, si cumple

α límite ≡ 0 ∈ α ∧
∧
δ ∈ α δ′ ∈ α.

Trivialmente entonces, todo α ∈ Ω está en uno (y sólo uno) de los tres casos
siguientes: o bien es α = 0, o bien es un ordinal sucesor, o bien es un ordinal
límite. Usaremos la letra λ para referirnos a ordinales límite, de modo que

∧
λ

y
∨
λ significarán, respectivamente, “para todo ordinal límite λ” y “existe un

ordinal límite λ”.

Ahora bien, ¿existen ordinales límite? Ciertamente, los números naturales
distintos de 0 son ordinales sucesores, luego la existencia de un ordinal límite
implica la existencia de un número ordinal que no es un número natural. Antes
de entrar en este asunto observamos que ya podemos cumplir el objetivo que
nos habíamos marcado:

Definición 3.16 Diremos que un conjunto n es un número natural si

n ∈ Ω ∧
∧
m ∈ Ω(m ≤ n→ m = 0 ∨

∨
r ∈ m m = r′).

Llamaremos ω a la clase de todos los números naturales.

Así pues, hemos definido un número natural como un ordinal tal que los or-
dinales no nulos menores o iguales son todos sucesores. Enseguida discutiremos
si la definición es razonable, pero antes observamos lo siguiente:

Teorema 3.17 ω es un ordinal.

Demostración: Como ω ⊂ Ω, es trivialmente una clase ∈-conexa y bien
fundada, y basta ver que es transitiva. Si u ∈ v ∧ v ∈ ω, entonces v es un
número natural y u es un ordinal u < v, luego todos los ordinales no nulos
m ≤ u son ordinales no nulos m ≤ v, luego, al ser v un número natural, todos
ellos son sucesores, lo que significa que u también es un número natural, luego
u ∈ ω.

Nuestra definición de número natural está justificada por el teorema si-
guiente:



3.1. La construcción de los ordinales 101

Teorema 3.18 (Axiomas de Peano) Se cumple:

1. 0 ∈ ω,

2.
∧
n ∈ ω n′ ∈ ω,

3.
∧
n ∈ ω n′ 6= 0,

4.
∧
mn ∈ ω (m′ = n′ → m = n),

5.
∧
A(A ⊂ ω ∧ 0 ∈ A ∧

∧
n ∈ A n′ ∈ A→ A = ω).

Demostración: 1) es trivial.

2) Si n ∈ ω y α ≤ n′, entonces, o bien α ∈ n′ o bien α = n′. En el primer
caso α ≤ n, luego α = 0 ∨

∨
β ∈ αα = β′, porque n ∈ ω. Esto también se

cumple en el segundo caso, tomando β = n. Por consiguiente n′ ∈ ω.

Las propiedades 3) y 4) son trivialmente válidas para ordinales cualesquiera,
pues 0 ≤ n < n′, luego 0 ∈ n′, luego n′ 6= 0. Por otra parte, si m′ = n′, tiene
que ser m = n, ya que si fuera m < n entonces m′ ≤ n < n′, luego m′ 6= n′, e
igualmente si n < m.

5) Si A ⊂ ω ∧ 0 ∈ A ∧
∧
n ∈ A n′ ∈ A pero A 6= ω, entonces, como hemos

probado que Ω es un ordinal, existe un ∈-minimal n ∈ ω \ A. No puede ser
n = 0, pues 0 ∈ A, n /∈ A. Como n es un número natural, por definición existe
un m ∈ n tal que n = m′. Como n es minimal, no puede ser que m ∈ ω \ A,
pues entonces m ∈ n ∩ (ω \ A). Por lo tanto m ∈ A (notemos que m ∈ n ∈ ω,
luego m ∈ ω, por transitividad). Pero estamos suponiendo que m ∈ A implica
n = m′ ∈ A, contradicción.

En otras palabras, hemos probado que ω, con la aplicación S : ω −→ ω dada
por S(n) = n′ y con el número natural 0 = ∅ es un sistema de Peano salvo por
el hecho de que no sabemos si ω es o no un conjunto.

El hecho de que ω sea un ordinal sólo nos deja dos posibilidades: o bien
ω = Ω, en cuyo caso no hay más ordinales que los números naturales y Ω y no
existen ordinales límite, o bien ω ∈ Ω, en cuyo caso ω es un ordinal límite, por
el segundo axioma de Peano. Más precisamente:

Teorema 3.19 Las afirmaciones siguientes son equivalentes:

1. Existe un conjunto X con una aplicación S : X −→ X inyectiva y no
suprayectiva.

2.
∨
x(ctox ∧ 0 ∈ x ∧

∧
u ∈ x u′ ∈ x),

3. ctoω,

4. ω ∈ Ω,

5. ω es un ordinal límite,

6. Existe un ordinal límite.
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Demostración: 1) es el axioma de infinitud a partir del cual hemos cons-
truido en el capítulo anterior un sistema de Peano N. En virtud del principio de
recursión podemos construir una aplicación f : N −→ Ω determinada por que
f(0) = 0 y f(n+ 1) = f(n)′. Es claro entonces que f [N] cumple 2).

Si x es un conjunto que cumple 2), entonces y = x∩ω está en las condiciones
del quinto apartado del teorema 3.18, que nos da que x ∩ ω = ω, es decir, que
ω ⊂ x, luego ω es un conjunto y tenemos 3). A su vez, 3) implica trivialmente 4),
que a su vez implica 5) por el segundo apartado del teorema 3.18. Obviamente
5) implica 6), y en un ordinal límite λ podemos definir la aplicación S : λ −→ λ
dada por S(δ) = δ′, que es inyectiva y no suprayectiva, luego se cumple 1).

De este modo, cualquiera de las afirmaciones del teorema anterior puede
tomarse añadirse a NBG∗ en calidad de axioma de infinitud. La versión 1) que
hemos adoptado en el capítulo anterior es la que permite construir un sistema
de Peano más rápidamente, mientras que 2) es la formalmente más simple y
3) la conceptualmente más simple. Aunque para nosotros va a ser irrelevante
adoptar una u otra versión, vamos a destacar 2) como posible alternativa a 1):

Axioma de infinitud (AI)
∨
x(ctox ∧ 0 ∈ x ∧

∧
u ∈ x u′ ∈ x).

Una consecuencia notable de la construcción de los números naturales como
ordinales es que podemos trabajar con ellos hasta cierto punto sin necesidad de
suponer el axioma de infinitud, así que de momento seguiremos trabajando en
la teoría básica NBG∗.

3.2 Inducción y recursión transfinita

Vamos a generalizar a ordinales los teoremas de inducción y recursión que en
el capítulo anterior hemos probado para números naturales. Necesitaremos los
resultados del apartado “Clases bien ordenadas” de la sección 1.6. Empezamos
con el principio de inducción, que no es sino un caso particular del teorema 1.27:

Teorema 3.20 (Inducción transfinita)∧
A(
∧
α(α ⊂ A→ α ∈ A)→ Ω ⊂ A).

Es decir: si bajo la hipótesis de inducción de que todos los ordinales β < α
pertenecen a una clase A podemos probar que α ∈ A, entonces todo número
ordinal está en A. La prueba es la misma que la de 1.27:

Demostración: Si no se cumpliera Ω ⊂ A, entonces Ω \ A 6= ∅, y debe
existir un mínimo elemento α ∈ Ω \ A, pero esto significa que todo ordinal
menor que α está en A, es decir, α ⊂ A, luego la hipótesis nos da que α ∈ A,
contradicción.

En la práctica aplicaremos este teorema a clases de la forma

A = {α ∈ Ω | φ(α)},
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para cierta propiedad (normal) φ(x), de modo que lo que estamos afirmando es
que si el hecho de que todos los ordinales menores que un α tienen la propiedad
φ implica que α también la tiene, entonces todos los números ordinales tienen
la propiedad φ.

A menudo el planteamiento de la inducción se simplifica si distinguimos
casos según si α = 0 (en cuyo caso la hipótesis de inducción es vacía), si α es
un sucesor (en cuyo caso a menudo basta aplicar la hipótesis de inducción a su
anterior) o si es un límite. Esto nos lleva al enunciado siguiente:

Teorema 3.21 (Inducción transfinita)∧
A(0 ∈ A ∧

∧
α(α ∈ A→ α′ ∈ A)

∧
∧
λ(
∧
δ(δ < λ→ δ ∈ A)→ λ ∈ A)→ Ω ⊂ A).

En otras palabras, una forma alternativa de probar que todos los ordinales
tienen una propiedad (cosa que puede expresarse como la pertenencia a una
clase A) es probar que 0 la tiene, que si un ordinal α la tiene entonces también
la tiene α′, y que si todos los ordinales menores que un límite λ la tienen,
también la tiene λ.

La prueba sigue el mismo argumento: si no fuera Ω ⊂ A la clase Ω\A debería
tener un mínimo elemento β, pero no puede ser β = 0 por la primera parte de
la hipótesis, ni β = α′ por la segunda (porque α < β estaría en A y entonces
β también debería cumplir β ∈ A) ni puede ser un límite por la tercera, luego
tenemos una contradicción.

Vemos así que los resultados de inducción son poco menos que triviales.
La parte delicada es demostrar el teorema de recursión transfinita. Se trata
de probar que para definir una función F : Ω −→ A podemos definir F (α)
suponiendo que F ya está definida para los ordinales menores que α, es decir,
usando los valores F (δ) con δ < α para definir F (α) o, más precisamente, usando
F |α para definir F (α). Con exactitud:

Teorema 3.22 (Recursión transfinita) Sea A una clase cualquiera, sea

X ≡ {f |
∨
α f : α −→ A}

y sea G : X −→ A. Entonces existe una única función F : Ω −→ A caracteri-
zada por que

∧
αF (α) = G(F |α).

Demostración: Diremos que f : β −→ A es una β-aproximación si para
todo α < β se cumple f(α) = G(f |α). Es claro que si existe una β-aproximación
entonces es única. En efecto, supongamos que f y g son dos β-aproximaciones.
Entonces sea α < β el mínimo ordinal en el que difieran (si es que existe). Esto
significa que f |α = g|α, pero que f(α) 6= g(α). Ahora bien, esto es absurdo,
pues f(α) = G(f |α) = G(g|α) = g(α).

Ahora veamos por inducción que existen β-aproximaciones para todo β.
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Es claro que ∅ es trivialmente una 0-aproximación. Si f : α −→ A es una α-
aproximación, entonces g = f ∪ {(α,G(f))} es una α′-aproximación. En efecto,
tenemos que g : α′ −→ A y si β < α′, o bien β < α, en cuyo caso g(β) = f(β) =
G(f |β) = G(g|β), o bien β = α, en cuyo caso g(β) = G(f) = G(g|β).

Finalmente, supongamos que existen δ-aproximaciones para todo δ < λ y
veamos que existe una λ-aproximación.

Por la unicidad que hemos probado, para cada δ < λ existe una única δ-
aproximación, a la que podemos dar nombre. Definimos:

fδ ≡ f |f es una δ-aproximación,

y así
∧
δ(δ < λ→ fδ es una δ-aproximación).

De la definición se sigue inmediatamente que si δ < ε < λ entonces fε|δ es
una δ-aproximación, luego la unicidad implica que fε|δ = fδ. Esto implica que

f =
⋃
δ<λ

fδ : λ −→ A,

y f es una λ-aproximación, pues si δ < λ entonces

f(δ) = fδ′(δ) = G(fδ′ |δ) = G(f |δ).

Con esto hemos probado que existen α-aproximaciones para todo ordinal α.
Por el mismo argumento que en el caso límite de la inducción podemos definir
fα : α −→ A como la única α aproximación y, de nuevo, la unicidad nos da que
si α < β entonces fβ |α = fα, lo cual nos permite definir

F =
⋃
α∈Ω

fα : Ω −→ A.

Claramente F cumple lo pedido, y el mismo argumento que probaba la
unicidad de las aproximaciones prueba que F es única.

En realidad el teorema de recursión transfinita puede usarse para definir
funciones sobre un ordinal γ cualquiera, no necesariamente Ω. En tal caso nos
basta con que la función G esté definida sobre la clase

Xγ ≡ {f |
∨
α < γ f : α −→ A}.

Dada G : Xγ −→ A, podemos extenderla a G∗ : X −→ A sin más que definir
G∗(f) = 0 si f /∈ Xγ , obtener F ∗ : Ω −→ A por el teorema anterior, y tomar
F = F ∗|γ : γ −→ A. Es fácil ver que F es la única función que cumple∧

α < γ F (α) = G(F |α).

Enunciamos ahora un caso particular del teorema de recursión que nos será
útil para construir la aritmética ordinal:
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Teorema 3.23 Sea β ∈ Ω y H : Ω −→ Ω. Entonces existe una única aplicación
F : Ω −→ Ω caracterizada por:

F (0) = β ∧
∧
αF (α′) = H(F (α)) ∧

∧
λF (λ) =

⋃
δ<λ

F (δ).

Demostración: Basta tomar como G : X −→ Ω la función dada por

G(f) =


β si Df = 0,
H(f(α)) si Df = α′,⋃
δ<λ

f(δ) si Df = λ.

La función F : Ω −→ Ω dada por el teorema de recursión cumple lo pedido,
pues

F (0) = G(F |0) = β,

F (α′) = G(F |α′) = H(F |α′(α)) = H(F (α)),

F (λ) = G(F |λ) =
⋃
δ<λ

F |λ(δ) =
⋃
δ<λ

F (δ).

La unicidad se debe a que si F ∗ cumple lo mismo, entonces una simple inducción
prueba que

∧
α F (α) = F ∗(α). En efecto, se cumple que F (0) = β = F ∗(0),

supuesto que F (α) = F ∗(α) se cumple que

F (α′) = H(F (α)) = H(F ∗(α)) = F ∗(α′)

y si se cumple
∧
δ < λ F (δ) = F ∗(δ), entonces

F (λ) =
⋃
δ<λ

F (δ) =
⋃
δ<λ

F ∗(δ) = F ∗(λ).

3.3 Ordinales y buenos órdenes
En principio, la definición que hemos dado de número ordinal como conjunto

transitivo ∈-conexo y bien fundado es arbitraria, pero vamos a probar que el
concepto que obtenemos con ella tiene un significado intrínseco que no depende
de la forma en que hemos elegido definirlo. Vamos a probar que los ordinales
representan todas las formas posibles de ordenar bien un conjunto:

Teorema 3.24 Todo conjunto bien ordenado es semejante a un único ordinal.

Demostración: La unicidad se debe a que si un mismo conjunto bien
ordenado fuera semejante a dos ordinales, éstos serían semejantes entre sí, luego
basta probar que dos ordinales semejantes tienen que ser iguales. Ello se debe
a que si α < β, entonces α = β<α , y el teorema 1.29 implica que α y β no son
semejantes.

Consideremos ahora un conjunto bien ordenado (A,≤) y vamos a ver que es
semejante a un ordinal. Si A = ∅ el resultado es trivial, pues de hecho A es
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un ordinal. Supongamos que A 6= ∅ y sea m el mínimo de A. Definimos una
aplicación G : X −→ A mediante

G(f) =

{
mín(A \ Rf) si A \ Rf 6= ∅,
m si A = Rf .

Sea F : Ω −→ A la aplicación dada por el teorema de recursión, de modo que3

∧
α F (α) =

{
mín(A \ F [α]) si F [α]  A,
m si F [α] = A.

La aplicación F no puede ser inyectiva, pues en tal caso A sería una clase
propia. Por consiguiente, existen ordinales β < α tales que F (β) = F (α).
Podemos tomar el mínimo ordinal α para el cual existe un β < α con la misma
imagen. De este modo, f = F |α : α −→ A inyectiva.

Además f es suprayectiva, ya que si F [α] 6= A sería F (α) ∈ A\F [α], cuando
estamos suponiendo que F (α) = F (β) ∈ F [α]. Así pues, f es biyectiva.

Para probar que es una semejanza basta ver que para todo γ < α se cumple
que f [γ] = {u ∈ A | u < f(γ)}, pues entonces, si si δ < γ < α tenemos que
f(δ) ∈ f [γ], luego se cumple f(δ) < f(γ) y así f es una semejanza.

Lo probamos por inducción. Supongamos que se cumple para todo δ < γ.
Entonces, si u < f(γ), por definición de f ha de ser u ∈ f [γ]. Recíprocamente,
si u ∈ f [γ], entonces u = f(δ), para un δ < γ. Todo v < u cumple v < f(δ)
luego, por hipótesis de inducción, v ∈ f [δ] ⊂ f [γ]. Vemos, pues, que todo v ≤ u
cumple v ∈ f [γ] y, como f(γ) /∈ f [γ], ha de ser u < f(γ).

Definición 3.25 Llamaremos ordinal de un conjunto bien ordenado (A,≤) al
único ordinal al cual es semejante. Lo representaremos por ord(A,≤).

Conviene recordar que, por el teorema 1.29, si ord(A,≤) = α, existe una
única semejanza f : (A,≤) −→ α. Otra observación elemental es la siguiente:

Teorema 3.26 Si B es un conjunto bien ordenado y A ⊂ B, entonces se cumple
que ordA ≤ ordB.

Demostración: Sean α = ordA, β = ordB y consideremos las semejanzas
f : A −→ α y g : B −→ β. Si fuera β < α tendríamos que f−1 ◦ g : α −→ β
sería estrictamente creciente, en contradicción con 1.29.

Si una clase propia bien ordenada es semejante a un ordinal, ha de ser
semejante a Ω, pues es el único ordinal que es una clase propia, pero esto no
tiene por qué ser cierto. El teorema siguiente nos da una condición necesaria y
suficiente para que así sea:

3En lo sucesivo no explicitaremos la función G con la que aplicamos el teorema de recursión,
sino que nos limitaremos a definir F (α) en términos de F |α, o de cualquier concepto deducible
de F |α, como es en este caso F [α] = RF |α. La función G considerada siempre se puede deducir
de la definición recurrente.
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Teorema 3.27 Una clase propia A bien ordenada es semejante a Ω si y sólo
si, para todo u ∈ A, la sección inicial A<u es un conjunto.

Demostración: La condición es claramente necesaria: si existe una seme-
janza F : A −→ Ω y F (u) = α, entonces F [A<u ] = Ω<α = α, luego A<u ha de
ser un conjunto, pues toda clase biyectable con un conjunto es un conjunto, por
reemplazo.

Si se cumple la condición, para cada u ∈ A tenemos que A<u es un conjunto
bien ordenado, luego podemos considerar su ordinal αu. Sea fu : A<u −→ αu la
(única) semejanza entre ellos.

Si u < v es fácil ver que4 fv[A<u ] = (αv)
<
fv(u) = fv(u). Así pues, tenemos

que fv|A<u : A<u −→ fv(u) es una semejanza y, por la unicidad, αu = fv(u) y
fv|A<u = fu. Esto significa que dos funciones fu y fv coinciden en su dominio
común.

Observemos ahora que A no puede tener un máximo elemento, pues si M
fuera el máximo de A, entonces A<M = A \ {M} sería un conjunto, luego A
también sería un conjunto. Esto implica que

A =
⋃
v∈A

A<v

y, por consiguiente, si definimos F =
⋃
v∈A

Fv, se cumple que F : A −→ Ω.

Notemos que F es simplemente la función que a cada u ∈ A le asigna su imagen
por cualquiera de las funciones fv definidas sobre u. No importa cuál tomemos,
pues todas dan el mismo valor.

Se cumple que F es inyectiva y creciente, pues si u < u′ son elementos de A,
como no hay máximo, existe un v ∈ A tal que u < u′ < v, luego se cumple que
F (u) = fv(u) < fv(u

′) = F (u′). Por último, F es suprayectiva, pues claramente
F [Ω] =

⋃
v∈A

αv, que es claramente un ordinal (es una subclase transitiva de

Ω), pero no puede ser un conjunto, ya que entonces A sería un conjunto, luego
F [Ω] = Ω. Concluimos que F es una semejanza.

Ejemplo Sea M un conjunto que no sea un ordinal (por ejemplo, M = {1}),
sea Ω∗ = Ω ∪ {M} y consideremos el orden en Ω∗ dado por

x ≤∗ y ↔ (x, y ∈ Ω ∧ x ≤ y) ∨ y = M.

Es fácil ver que (Ω∗,≤∗) es una clase bien ordenada con M como máximo
elemento. Esto implica a su vez que (Ω∗)<M = Ω, luego, por el teorema anterior
no es semejante a Ω (ni mucho menos a un número ordinal).

4En general, si F : A −→ B es una semejanza entre clases parcialmente ordenadas y a ∈ A,
es fácil ver que F [A<a ] = B<

F (a)
. Esto es un caso particular del hecho de que las semejanzas

conservan todas las propiedades relacionadas con los órdenes implicados.
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La antinomia de Burali-Forti Del mismo modo que el hecho de que la clase
de Russell R no es un conjunto “resuelve” la paradoja de Russell en NBG, el
hecho de que la clase Ω no sea un conjunto “resuelve” la llamada antinomia
de Burali-Forti, que es otra de las paradojas a las que daba lugar la teoría de
conjuntos cantoriana.

Cantor concebía los ordinales de forma distinta a como los hemos construido,
pero demostraba el “conjunto” O de todos los ordinales estaba bien ordenado,
y si α era un ordinal cualquiera, entonces ordO<α = α. El problema surgía al
considerar Ω = ordO, es decir, el ordinal del “conjunto” de todos los ordinales,
pues la propiedad anterior implicaba que todo ordinal α cumple α < Ω, pero en
particular, tendría que ser Ω < Ω. Más aún, también podía probarse que todo
ordinal tiene un siguiente, de modo que, por una parte, debería ser Ω < Ω′ y,
por otra, como todo ordinal, Ω′ debería cumplir Ω′ < Ω.

En nuestro contexto no hay contradicción alguna, porque todo conjunto
bien ordenado (no toda clase) es semejante a un ordinal, y esto no se aplica a la
clase Ω de todos los conjuntos. La clase bien ordenada Ω∗ del ejemplo anterior
“debería” tener por ordinal al ordinal siguiente de Ω, pero no existe tal ordinal,
y no hay contradicción en ello, pues ningún teorema afirma que deba existir.

Ejemplo Consideremos en Ω× Ω el orden lexicográfico, es decir, el dado por

(α, β) ≤ (γ, δ)↔ β < δ ∨ (β = δ ∧ α ≤ γ).

Es fácil ver que Ω×Ω es una clase bien ordenada, pero no es semejante a Ω,
ya que todos los pares (α, 0) son menores que el par (0, 1), luego tenemos una
aplicación inyectiva Ω −→ (Ω × Ω)(0,1), luego esta sección no es un conjunto.

En cambio, con una ligera modificación del orden obtenemos otro que sí que
es semejante a Ω:

Definición 3.28 Definimos el orden canónico en Ω×Ω como el orden dado por

(α, β) ≤ (γ, δ)↔ máx{α, β} < máx{γ, δ} ∨

(máx{α, β} = máx{γ, δ} ∧ β < δ) ∨

(máx{α, β} = máx{γ, δ} ∧ β = δ ∧ α ≤ γ).

Es decir, para comparar dos pares, primero comparamos sus máximas com-
ponentes, en caso de empate comparamos las de la derecha y si de nuevo hay
empate comparamos las de la izquierda. Es fácil comprobar que es un buen
orden, y sus secciones iniciales son conjuntos, ya que la clase de pares menores
que (γ, δ) está contenida en el conjunto máx{γ′, δ′} × máx{γ′, δ′}. Por 3.27
existe una (única) semejanza F : Ω× Ω −→ Ω.



3.4. Funciones normales 109

3.4 Funciones normales
Presentamos aquí unos resultados generales sobre una clase de funciones que

simplificarán considerablemente los argumentos de la sección siguiente, en la que
introduciremos la aritmética ordinal.

Definición 3.29 Sea Λ un ordinal límite o bien Λ = Ω. Diremos que una
función F : Λ −→ Ω es normal si∧

α ∈ ΛF (α) < F (α′) ∧
∧
λ ∈ ΛF (λ) =

⋃
δ<λ

F (δ).

Por ejemplo, si aplicamos el teorema 3.23 a una función H que cumpla la
propiedad

∧
αα < H(α), entonces la función F que obtenemos es normal.

La normalidad es fácil de comprobar y tiene varias consecuencias útiles:

Teorema 3.30 Toda función normal F es estrictamente monótona, es decir,
si α < β entonces F (α) < F (β). En particular F es inyectiva.

Demostración: Sea Λ el dominio de F . Fijado α ∈ Λ, veamos que∧
β ∈ Λ(α < β → F (α) < F (β))

por inducción sobre β. Para β = 0 es trivialmente cierto. Si vale para β y
tenemos α < β′, entonces α < β o α = β. Por hipótesis de inducción en el
primer caso y trivialmente en el segundo, F (α) ≤ F (β) y como F es normal
F (α) < F (β′).

Si es cierto para todo δ < λ y α < λ ∈ Λ, entonces α < α′ < λ y, por
hipótesis de inducción F (α) < F (α′). De nuevo por la normalidad de F es
F (α) < F (λ).

En particular, las funciones normales cumplen el teorema 1.29, es decir, si
F : Λ −→ Λ es normal, entonces

∧
α ∈ Λα ≤ F (α).

Teorema 3.31 Si F : Λ −→ Ω es una función normal y λ ∈ Λ, entonces F (λ)
es un ordinal límite.

Demostración: Como 0 < λ, es 0 ≤ F (0) < F (λ), luego F (λ) 6= 0.
Si α < F (λ), por la normalidad α < F (δ), para un cierto δ < λ. Entonces
δ < δ′ < λ, luego α′ ≤ F (δ) < F (δ′) ≤ F (λ). Así pues, F (λ) 6= α′ para todo α.

Teorema 3.32 Si F , G : Λ −→ Λ son funciones normales, entonces F ◦ G
también lo es.

Demostración: Claramente, si α ∈ Λ tenemos que F (α) < F (α′), luego
G(F (α)) < G(F (α′)). Tomemos ahora un ordinal límite λ ∈ Λ. Hemos de
probar que

G(F (λ)) =
⋃
δ<λ

G(F (δ)).
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Si α ∈ G(F (λ)), como F (λ) es un ordinal límite tenemos que α < G(η), para
un η ∈ F (λ). A su vez, η ∈ F (δ) con δ < λ. En total α < G(η) < G(F (δ)),
luego α está en el miembro derecho de la igualdad.

Recíprocamente, si α ∈ G(F (δ)), con δ < λ, entonces F (δ) < F (λ), luego
α < G(F (δ)) < G(F (λ)).

3.5 La aritmética ordinal

Vamos a definir una suma, un producto y una exponenciación entre ordinales
que generalizan a las operaciones análogas sobre los números naturales. Estas
operaciones resultan útiles para definir ordinales y aplicaciones entre ordinales.

Suma de ordinales Si A y B son dos conjuntos ordenados, podemos definir
su suma como el conjunto A ⊕ B = A × {0} ∪ B × {1} con el orden dado por
(u, v) < (w, x)↔ v < x ∨ (v = x ∧ u ≤ w).

En definitiva, A ⊕ B consta de un primer tramo semejante a A seguido de
un segundo tramo semejante a B. Es fácil ver que la suma de conjuntos bien
ordenados está bien ordenada. Podríamos definir la suma de dos ordinales como
α + β = ord(α ⊕ β), es decir, el ordinal que representa el orden que empieza
como α y termina como β. Por ejemplo (suponiendo (AI)), ω + 1 es el ordinal
del conjunto

(0, 0) < (1, 0) < (2, 0) < · · · (0, 1).

Es claro que este conjunto es semejante a ω′ = {0, 1, 2, . . . , ω}. Así pues,
ω + 1 = ω′. En cambio, 1 + ω es el ordinal del conjunto

(0, 0) < (0, 1) < (1, 1) < (2, 1) < · · ·

y es claro entonces que 1 + ω = ω. Así pues, ω + 1 6= 1 + ω, luego vemos que la
suma de ordinales no es conmutativa. En otras palabras, lo que sucede es que
si añadimos un elemento a la sucesión de los números naturales por la izquierda
“no se nota”, pero si lo añadimos por la derecha sí.

Por comodidad vamos a introducir la suma con una definición recurrente
más manejable. De todos modos, cuando contemos con las propiedades básicas
será fácil ver que se trata de la misma operación que acabamos de considerar.

Definición 3.33 Para cada ordinal α ∈ Ω definimos (α+) : Ω −→ Ω como la
única aplicación que cumple

(α+)(0) = α ∧
∧
β (α+)(β′) = (α+)(β)′ ∧

∧
λ (α+)(λ) =

⋃
δ<λ

(α+)(δ).

Naturalmente, esta definición es correcta por el teorema 3.23. Estas aplica-
ciones nos permiten definir la operación + : Ω× Ω −→ Ω dada por

α+ β = (α+)(β).
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Observemos además que, teniendo en cuenta que 1 ≡ 0′, se cumple que

α+ 1 = (α+)(0′) = (α+)(0)′ = α′.

En vista de esto, en lo sucesivo ya nunca escribiremos α′, sino que escribi-
remos α+ 1 en su lugar. En estos términos, las propiedades que caracterizan a
la suma de ordinales se expresan así:

α+ 0 = α ∧
∧
β α+ (β + 1) = (α+ β) + 1 ∧

∧
λα+ λ =

⋃
δ<λ

(α+ δ).

Puesto que α+ β < (α+ β) + 1, es inmediato que la función α+ es normal.
Esto nos da ya algunas propiedades de la suma, como la monotonía:∧

αβγ(β < γ → α+ β < α+ γ),
∧
αβ β ≤ α+ β.

o el hecho de que los ordinales α+ λ son ordinales límite.

Todas las propiedades de la suma se demuestran por inducción. Por ejemplo,
es inmediato comprobar que

∧
α 0 + α = α. Veamos un ejemplo detallado:

Teorema 3.34
∧
αβγ(α ≤ β → α+ γ ≤ β + γ).

Demostración: Lo probamos por inducción sobre γ. Para γ = 0 es obvio.
Si vale para γ, entonces

α+ (γ + 1) = (α+ γ) + 1 ≤ (β + γ) + 1 = β + (γ + 1).

Si es cierto para todo δ < λ, entonces α+ δ ≤ β + δ ≤ β + λ y, tomando el
supremo en δ, queda α+ λ ≤ β + λ.

De las desigualdades que hemos probado se sigue sin dificultad (sin necesidad
de más inducciones) el siguiente resultado general de monotonía:∧

αβγδ(α ≤ β ∧ γ < δ → α+ γ < β + δ),

del cual se sigue, obviamente, el caso en que todas las desigualdades son no
estrictas.

Una simple inducción demuestra que la suma de números naturales es un
número natural, por lo que la suma de ordinales se restringe a una operación
+ : ω × ω −→ ω de números naturales.

Suponiendo el axioma de infinitud (para que tenga sentido operar con ω)
vemos que si n ∈ ω entonces

ω ≤ n+ ω =
⋃
m∈ω

n+m ≤ ω,

luego
∧
n ∈ ω n+ ω = ω, como ya habíamos anticipado.
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Pasemos ahora a las propiedades algebraicas de la suma. Como las funciones
α+ son normales —luego inyectivas— los sumandos son simplificables por la
izquierda: ∧

αβγ(α+ β = α+ γ → β = γ).

En cambio (suponiendo AI), tenemos que 5 + ω = 8 + ω y no podemos
simplificar. El teorema siguiente ilustra el uso de la normalidad en el caso
límite de una inducción:

Teorema 3.35
∧
αβγ ((α+ β) + γ = α+ (β + γ)).

Demostración: Por inducción sobre γ. Para γ = 0 es trivial. Si vale
para γ, entonces

(α+ β) + (γ + 1) = ((α+ β) + γ) + 1 = (α+ (β + γ)) + 1

= α+ ((β + γ) + 1) = α+ (β + (γ + 1)).

Si vale para todo δ < λ, entonces

(α+ β) + λ =
⋃
δ<λ

(α+ β) + δ =
⋃
δ<λ

α+ (β + δ)

=
⋃
δ<λ

((β+) ◦ (α+))(δ) = ((β+) ◦ (α+))(λ) = α+ (β + λ),

donde en el penúltimo paso hemos usado la normalidad de la composición de
las dos sumas.

Así pues, la suma de números naturales es una operación asociativa en Ω.
A partir de aquí ya no será necesario escribir paréntesis entre sumandos.

Hemos visto que, bajo AI, la suma de ordinales no es conmutativa, pues, por
ejemplo, 1 + ω = ω 6= ω + 1, sin embargo, la suma de números naturales sí que
lo es:

Teorema 3.36
∧
mn ∈ ω m+ n = n+m.

Demostración: Una simple inducción prueba que
∧
n ∈ ω 1+n = n+1, y

esto se usa a su vez para, fijado un m ∈ ω, demostrar por inducción sobre n que∧
n ∈ ω m+ n = n+m. En efecto: para 0 es claro y, si vale para n, tenemos

m+ (n+ 1) = m+ n+ 1 = n+m+ 1 = n+ 1 +m = (n+ 1) +m.

Teorema 3.37
∧
αβ(α ≤ β →

1∨
γ α+ γ = β).

Demostración: Sabemos que β ≤ α+β < α+β+1, luego podemos tomar
el mínimo ordinal η tal que β < α + η. Obviamente no puede ser η = 0 y si η
fuera un límite existiría δ < η tal que β < α + δ, en contra de la minimalidad
de η. Así pues, η = γ+1 para cierto γ tal que α+γ ≤ β < α+γ+1. Claramente
β = α+γ. La unicidad se sigue de que la suma es simplificable por la izquierda.

En particular, si δ < α+ β, o bien δ < α, o bien α ≤ δ, en cuyo caso, por el
teorema anterior, existe un γ tal que δ = α+ γ < α+ β, luego γ < β. Así pues:
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Teorema 3.38
∧
αβδ(δ < α+ β ↔ δ < α ∨

∨
γ < β δ = α+ γ).

Ahora es fácil probar que si A y B son dos conjuntos bien ordenados y
f1 : A −→ α, f2 : B −→ β son las semejanzas en sus ordinales, entonces, la
aplicación f : A⊕B −→ α+ β dada por

f(u, v) =

{
f1(u) si v = 0,
α+ f2(u) si v = 1,

es una semejanza, luego ord(A ⊕ B) = ordA + ordB y, en particular, la suma
de ordinales que hemos definido es equivalente a la definida al principio de la
sección.

Producto de ordinales Aunque vamos a definir el producto mediante una
relación recurrente análoga a la de la suma, también en este caso podríamos dar
una definición en términos de buenos órdenes. Concretamente, si A y B son dos
conjuntos ordenados, podemos considerar A × B con el orden lexicográfico, es
decir, el orden dado por

(u, v) ≤ (w, x)↔ v < x ∨ (v = x ∧ u ≤ w).

Es fácil ver que el producto de dos conjuntos bien ordenados está bien orde-
nado, lo que nos permitiría definir α · β = ord(α × β). Por ejemplo (bajo AI),
ω · 2 sería el ordinal de

(0, 0) < (1, 0) < (2, 0) < · · · (0, 1) < (1, 1) < (2, 1) < · · ·

y es claro que este conjunto es semejante a

ω + ω = {0, 1, 2, . . . , ω, ω + 1, ω + 2, . . .}.

En cambio, 2 · ω es el ordinal de

(0, 0) < (1, 0) < (0, 1) < (1, 1) < (0, 2) < (1, 2) < · · ·

por lo que 2 · ω = ω.

Definición 3.39 Para cada ordinal α ∈ Ω definimos α· : Ω −→ Ω como la
única aplicación que cumple

α · 0 = 0 ∧
∧
β α · (β + 1) = (α · β) + α ∧

∧
λ α · λ =

⋃
δ<λ

(α · δ).

Nuevamente, las funciones α· se combinan para definir una ley de composi-
ción interna · : Ω× Ω −→ Ω.

Es claro que si α 6= 0 entonces α· es una función normal, mientras que una
simple inducción prueba que

∧
α 0 · α = 0 (luego el producto por cero no es

normal, ya que no es estrictamente creciente). Tampoco ofrece dificultad alguna
demostrar que

∧
α(α · 1 = 1 · α = α).
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Como consecuencia inmediata de la normalidad tenemos la monotonía:∧
αβγ(α < β ∧ γ 6= 0→ γ · α < γ · β)

Si multiplicamos por la derecha la desigualdad tiene que ser no estricta:∧
αβγ(α ≤ β → α · γ ≤ β · γ).

Esto se prueba exactamente igual que el resultado análogo para la suma.
Combinando estas desigualdades tenemos:∧

αβγδ(α ≤ β ∧ γ < δ ∧ β 6= 0→ α · γ < β · δ).

De aquí se sigue, en particular, que
∧
αβ(α · β = 0↔ α = 0 ∨ β = 0), pues

si 1 ≤ α y 1 ≤ β, entonces 1 ≤ αβ.
También es claro que los factores no nulos se simplifican por la izquierda en

las igualdades (por normalidad).

Una simple inducción demuestra que el producto de números naturales es un
número natural, con lo que el producto de ordinales se restringe a un producto
· : ω × ω −→ ω.

Ejercicio: (AI) Probar que
∧
n ∈ ω(n 6= 0→ nω = ω).

Veamos ahora las propiedades algebraicas:

Teorema 3.40
∧
αβγ α(β + γ) = αβ + αγ.

Demostración: Podemos suponer α 6= 0. Lo probamos por inducción
sobre γ. Para γ = 0 es obvio. Si vale para γ, entonces

α(β + γ + 1) = α(β + γ) + α = αβ + αγ + α = αβ + α(γ + 1).

Si vale para todo δ < λ, entonces, usando que la composición de funciones
normales es normal,

α(β + λ) = ((β+) ◦ (α·))(λ) =
⋃
δ<λ

((β+) ◦ (α·))(δ) =
⋃
δ<λ

(α(β + δ))

=
⋃
δ<λ

(αβ + αδ) =
⋃
δ<λ

((α·) ◦ (αβ+))(δ) = ((α·) ◦ (αβ+))(λ) = αβ + αλ.

Exactamente igual se demuestra:

Teorema 3.41
∧
αβγ (αβ)γ = α(βγ).

Por lo tanto, no necesitamos escribir paréntesis entre factores. Suponiendo
AI, el producto no es conmutativo, pues, por ejemplo,

ω · 2 = ω(1 + 1) = ω + ω > ω + 0 = ω,

mientras que 2 · ω = ω. De aquí se sigue también que la propiedad distributiva
por la derecha es falsa, así como que no se pueden simplificar factores por la
izquierda. En cambio, el producto de números naturales es conmutativo:
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Teorema 3.42
∧
mn ∈ ω mn = nm.

Demostración: Primero probamos por inducción sobre r que∧
r ∈ ω(m+ n)r = mr + nr.

En efecto, para r = 0 es trivial y si vale para r

(m+ n)(r + 1) = (m+ n)r +m+ n = mr + nr +m+ n

= (mr +m) + (nr + n) = m(r + 1) + n(r + 1).

Y con esto ya podemos probar el enunciado por inducción sobre n. Para
n = 0 es trivial y, si vale para n,

m(n+ 1) = mn+m = nm+m = (n+ 1)m.

La división euclídea es válida para ordinales cualesquiera:

Teorema 3.43
∧
αβ(β 6= 0→

1∨
γδ(α = βγ + δ ∧ δ < β)).

Demostración: Como 1 ≤ β, tenemos que α ≤ βα < βα + β = β(α + 1).
Sea η el mínimo ordinal tal que α < βη. Obviamente no puede ser η = 0 y
tampoco puede ser un ordinal límite, ya que entonces sería α < βε, para ε < η,
en contra de la minimalidad de η. Así pues, η = γ + 1, para cierto γ. Tenemos
que

βγ ≤ α < β(γ + 1) = βγ + β.

Por el teorema 3.37 existe un δ tal que α = βγ + δ. Como βγ + δ < βγ + β,
por la normalidad de βγ+ concluimos que δ < β.

Veamos la unicidad. Si tenemos dos soluciones γ1, γ2, δ1, δ2 y γ1 < γ2,
entonces

α = βγ1 + δ1 < βγ1 + β = β(γ1 + 1) ≤ βγ2 ≤ βγ2 + δ2 = α,

lo cual es contradictorio. Similarmente es imposible que γ2 < γ1, luego γ1 = γ2.
Por consiguiente, βγ1 + δ1 = βγ1 + δ2, de donde δ1 = δ2.

Como consecuencia:

Teorema 3.44
∧
αβε (ε < αβ ↔

∨
γ < β

∨
δ < α ε = αγ + δ)

Demostración: Si ε < αβ, podemos expresarlo como ε = αγ+δ, con δ < α,
y también tiene que ser γ < β, pues si β ≤ γ, entonces αβ ≤ αγ ≤ αγ + δ = ε.
Recíprocamente, si ε = αγ + δ con γ < β y δ < α, entonces

ε = αγ + δ < αγ + α = α(γ + 1) ≤ αβ.
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Ahora, si f1 : A −→ α y f2 : B −→ β son semejanzas de dos conjuntos
bien ordenados en sus ordinales correspondientes, es fácil ver que5 la aplicación
f : A×B −→ αβ dada por

f(a, b) = αf2(b) + f1(a)

es una semejanza cuando en A×B consideramos el orden lexicográfico descrito
en la página 113, con lo que

ord (A×B) = (ordA)(ordB)

y, en particular, el producto de ordinales que hemos considerado coincide con el
definido en términos del producto lexicográfico de buenos órdenes.

Exponenciación de ordinales Veamos en primer lugar una definición recu-
rrente de la exponenciación de ordinales y luego discutiremos su interpretación
en términos de conjuntos bien ordenados:

Definición 3.45 Para cada ordinal α 6= 0 definimos α( ) : Ω −→ Ω como la
única función que cumple

α0 = 1 ∧
∧
β αβ+1 = αβ · α ∧

∧
λ αλ =

⋃
δ<λ

αδ.

Convenimos en que 0α =
{

1 si α = 0
0 en otro caso.

Una simple inducción nos da que
∧
αβ(α 6= 0→ αβ 6= 0), de donde se sigue

que si α > 1 entonces α( ) es una función normal.

Omitimos las demostraciones de las propiedades siguientes, pues todas ellas
son similares a los resultados análogos para la suma y el producto. (A menudo
hay que tratar aparte los casos en los que la base es 0 o 1.)

1.
∧
α 1α = 1,

2.
∧
α α1 = α,

3.
∧
αβγ(α < β ∧ 1 < γ → γα < γβ),

4.
∧
αβγ(α ≤ β → αγ ≤ βγ),

5.
∧
αβγ(α ≤ β ∧ 1 < γ ∧ γα = γβ → α = β),

6.
∧
αβγ αβ+γ = αβ · αγ ,

7.
∧
αβγ (αβ)γ = αβ·γ .

5Notemos que si γ1 < γ2 < β y δ1, δ2 < α, entonces

αγ1 + δ1 < αγ1 + α = α(γ1 + 1) ≤ αγ2 ≤ αγ2 + δ2.

Por lo tanto, siempre suponiendo γ1, γ2 < β, δ1, δ2 < α, se cumple

γ1 < γ2 ∨ (γ1 = γ2 ∧ δ1 < δ2)→ αγ1 + δ1 < αγ2 + δ2.

Esto implica a su vez que (a1, b1) < (a2, b2)→ f(a1, b1) < f(a2, b2).
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Como siempre, una simple inducción prueba que la exponenciación de nú-
meros naturales sea un número natural.

Ejercicio: (AI) Probar que
∧
n ∈ ω(1 < n→ nω = ω).

La no conmutatividad del producto hace que, en general, (αβ)γ 6= αγβγ .
Por ejemplo,

(2 · 2)ω = ω 6= ω2 = 2ω · 2ω.

Ahora bien, una simple inducción sobre r prueba que∧
mnr ∈ ω (mn)r = mrnr.

Veamos finalmente la caracterización prometida de la exponenciación:

Definición 3.46 Sean A y B dos conjuntos bien ordenados y sea m el mínimo
de A. Definimos

A(B) = {s | s : B −→ A ∧ {b ∈ B | s(b) 6= m} es finito}.

Si A = ∅ (en cuyo caso m no está definido) entendemos que A(B) = ∅, salvo si
también B = ∅, en cuyo caso A(B) = {∅}, pues ∅ : ∅ −→ ∅.

Así, si s, t ∈ A(B) son distintos, el conjunto

{b ∈ B | s(b) 6= t(b)} ⊂ {b ∈ B | s(b) 6= m} ∪ {b ∈ B | t(b) = m}

es finito, luego tiene un máximo elemento b∗ respecto del orden de A. Definimos
el orden en A(B) dado por

s < t↔ s(b∗) < t(b∗).

Para probar que esta relación es realmente de orden basta ver que es transi-
tiva. Ahora bien, si tenemos s < t < u y las dos primeras funciones difieren en b∗1
y las dos últimas en b∗2, entonces la primera y la tercera difieren en máx{b∗1, b∗2}
y si, por ejemplo, este máximo es b∗1, entonces s(b∗1) < t(b∗1) ≤ u(b∗1), y análo-
gamente sucede si el máximo es b∗2, por lo que s < u. Trivialmente el orden es
total.

Vamos a ver que es un buen orden, para lo cual podemos simplificar el
argumento si observamos que si A y A′, al igual que B y B′, son pares de
conjuntos bien ordenados semejantes, es fácil ver que A(B) ∼= A′(B

′), por lo que
podemos limitarnos a probar que si α y β son ordinales, entonces α(β) está
bien ordenado. De hecho, probaremos que ordα(β) = αβ y con ello habremos
probado el teorema siguiente:

Teorema 3.47 Si A y B son conjuntos bien ordenados de ordinales α y β
respectivamente, entonces A(B) está bien ordenado, y

ord(A(B)) = αβ .
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Demostración: Por la discusión previa, basta probar que α(β) está bien
ordenado y tiene ordinal αβ . El caso en que α = 0 es trivial, pues entonces

α(β) =

{
{∅} si β = 0,
∅ si β > 0.

Supongamos, pues que α 6= 0 y razonamos por inducción sobre β. Si β = 0
tenemos que α(β) = {∅} y la conclusión es trivial. Si vale para β, basta observar
que la aplicación f : α(β+1) −→ α(β) × α dada por f(s) = (s|β , s(β)) es una
semejanza cuando en el producto consideramos el orden lexicográfico.

Supongamos finalmente que el resultado es cierto para todo δ < λ, con lo
que tenemos semejanzas fδ : α(δ) −→ αδ. Definimos

Aδ = {s ∈ α(λ) |
∧
ε(δ ≤ ε→ s(ε) = 0)}.

Es inmediato comprobar que α(λ) =
⋃
δ<λ

Aδ, y que la aplicación Aδ −→ α(δ)

dada por s 7→ s|δ es una semejanza, luego Aδ está bien ordenado y ordAδ = αδ.
Además, si δ < δ′ < λ, todo elemento de Aδ′ \Aδ es mayor que todo elemento de
Aδ, luego si sδ = mín(Aδ′ \Aδ), se cumple que Aδ = (Aδ′)

<
sδ
. Por consiguiente,

si llamamos fδ : Aδ −→ αδ a la semejanza, se cumple que fδ′ |Aδ : Aδ −→ fδ′(sδ)
es una semejanza, luego por la unicidad fδ′(sδ) = αδ y fδ′ |Aδ = fδ. Esto hace
que ⋃

δ<λ

fδ : α(λ) −→
⋃
δ<λ

αδ = αλ

sea una semejanza.

3.6 La forma normal de Cantor

El teorema 2.25 afirma que, dado un número natural k ≥ 2, todo número
natural admite una única expresión en base k. En esta sección probaremos
resultado análogo para ordinales tomando como base k = ω. Trabajaremos en
NBG∗ + AI. En primer lugar conviene que nos formemos una idea orientativa
de cómo son los primeros ordinales. Si no se cumple el axioma de infinitud, los
ordinales coinciden con los números naturales:

0, 1, 2, 3, . . .

Con el axioma de infinitud, por encima de ellos tenemos ω y sus sucesores:

0, 1, 2, 3, . . . ω, ω + 1, ω + 2, . . .

Pero la sucesión de ordinales no acaba ahí, sino que por encima de todos estos
está ω + ω = ω · 2 y sus sucesores:

0, 1, . . . ω, ω + 1, . . . ω · 2, ω · 2 + 1, ω · 2 + 2, . . .



3.6. La forma normal de Cantor 119

pero por encima de los ordinales ω ·2+n está ω ·2+ω = ω ·3, y así sucesivamente:

0, 1, . . . ω, ω+ 1, . . . ω · 2, ω · 2 + 1, . . . ω · 3, . . . ω · 4, . . .

pero por encima de ω · 1, ω · 2, ω · 3, ω · 4, . . . está ω · ω = ω2.

Pero por encima de ω2 están ω2 + 1, ω2 + 2, . . . y, en general, todos los
ordinales de la forma ω2 +ω ·n+m, con m, n ∈ ω. Y por encima de todos ellos
está ω2 +ω2 = ω2 ·2, y así podemos ir ascendiendo hasta ω2 ·3, ω2 ·4, . . . , y por
encima de todos ellos está ω2 ·ω = ω3, y si vamos formando ω3, ω4, ω5, . . . , con
ese patrón tampoco agotamos los ordinales, pues por encima de todos ellos está
ωω, con lo que podemos volver a empezar con ωω + 1, ωω + 2, . . . hasta llegar a
ωω +ωω = ωω ·2. Pero si vamos formando los ordinales ωω ·2, ωω ·3, ωω ·4, . . .,
por encima de todos ellos está ωω · ω = ωω+1. Así podemos llegar hasta ωω

2

y
hasta ωω

3

, . . . hasta llegar a ωω
ω

.

Quizá en este punto el lector debería reconsiderar el teorema 3.14 c): dado
cualquier conjunto A de ordinales, como pueda ser la sucesión

ω, ωω, ωω
ω

, ωω
ωω

, . . .

existe su supremo en Ω, es decir, hay un ordinal σ por encima de todos los
elementos de A (en particular, por encima de todos los elementos de la sucesión
anterior), a partir del cual podemos empezar a sumar de nuevo σ, σ+1, σ+2, . . .

En realidad, con todos los ordinales que hemos escrito aquí, apenas hemos
ascendido nada en Ω. Con el teorema de Cantor que vamos a demostrar pondre-
mos “un poco de orden” en esta “jungla” de los “primeros ordinales”. Necesitamos
algunos resultados previos:

Teorema 3.48 Si αω ≤ β entonces α+ β = β.

Demostración: Sabemos que existe un γ tal que β = αω + γ, por lo que

α+ β = α+ αω + γ = α(1 + ω) + γ = αω + γ = β.

Informalmente, la hipótesis del teorema anterior afirma que β empieza por
“infinitas copias” de α, es decir, por α+ α+ α+ · · ·, por lo que si añadimos un
α más “no se nota”.

Ejercicio: Probar el recíproco del teorema anterior.

Teorema 3.49 Si α < β entonces ωα + ωβ = ωβ.

Demostración: Es un caso particular del teorema anterior, puesto que se
cumple ωαω = ωα+1 ≤ ωβ .

Teorema 3.50 Si α 6= 0 existen unos únicos η y β tales que α = ωη + β, con
β < α. Además η es concretamente el único ordinal que cumple ωη ≤ α < ωη+1.
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Demostración: Como la función ω( ) es normal, α ≤ ωα < ωα+1, luego
podemos tomar el mínimo γ tal que α < ωγ . No puede ser γ = 0 ni tampoco
que sea un límite, luego γ = η + 1 y tenemos ωη ≤ α < ωη+1.

Es claro que η es único. Existe un β ≤ α tal que α = ωη + β, pero ha de ser
β < α, pues si se da la igualdad

α = ωη + α = ωη + ωη + α = ωη + ωη + ωη + α = · · ·

y, en general, ωη · n ≤ α, para todo n ∈ ω. Por consiguiente, ωηω = ωη+1 ≤ α,
contradicción.

Recíprocamente, si α = ωη + β con β < α, ha de ser ωη ≤ α < ωη+1 o, de
lo contrario, por 3.48 tendríamos que α = ωη + α = ωη + β y sería β = α. De
aquí se sigue la unicidad de η, que a su vez implica la de β.

Teorema 3.51 Si α 6= 0 existe una única sucesión finita decreciente de ordi-
nales η0 ≥ η1 ≥ · · · ≥ ηn tal que α = ωη0 + · · ·+ ωηn .

Demostración: Aplicamos el teorema anterior repetidamente, con lo que
expresamos α = ωη0 + α1, con α1 < α, luego α1 = ωη1 + α2, con α2 < α1,
etc. Como no podemos tener una sucesión decreciente de ordinales (no tendría
mínimo), algún αn = 0, lo que nos da la expresión buscada.

Si fuera ηi < ηi+1 para algún i, entonces

αi = ωηi + αi+1 = ωηi + ωηi+1 + αi+2 = ωηi+1 + αi+2 = αi+1,

contradicción.
Para probar la unicidad observamos que si α = ωη0 + · · ·+ ωηn y los expo-

nentes son decrecientes, entonces

α = ωη0 + · · ·+ ωηn ≤ ωη0 + · · ·+ ωη0 = ωη0 · n < ωη0ω = ωη0+1,

es decir, ωη0 ≤ α < ωη0+1, luego η0 está unívocamente determinado por α.
Si tuviéramos dos expresiones distintas, ambas tendrían el mismo primer tér-
mino, luego podríamos cancelarlo y de aquí deduciríamos que tendrían el mismo
segundo término, y así sucesivamente. En definitiva, ambas serían la misma.

El teorema de Cantor se sigue del que acabamos de probar sin más que
agrupar los términos con el mismo exponente (por la propiedad asociativa ge-
neralizada):

Teorema 3.52 (Forma normal de Cantor) Si α 6= 0 existe una única su-
cesión finita estrictamente decreciente de ordinales η0 > η1 > · · · > ηn y
una única sucesión finita k0, . . . , kn de números naturales no nulos tal que
α = ωη0k0 + · · ·+ ωηnkn.
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La forma normal de Cantor es especialmente descriptiva para ordinales pe-
queños. Por ejemplo, si α < ωω entonces es claro que η0 ha de ser un número
natural, luego tenemos que los ordinales menores que ωω se expresan de forma
única como polinomios en ω con coeficientes naturales.

Podemos ir algo más lejos, para lo cual conviene definir

ω(0) = 1, ω(n+1) = ωω
(n)

, ε0 =
⋃
n∈ω

ω(n).

Así, ω(1) = ω, ω(2) = ωω, ω(3) = ωω
ω

, etc. y ε0 es el supremo de esta
sucesión.6

Si δ < ε0, entonces se cumple δ < ω(n) para cierto n ∈ ω, luego tenemos que
ωδ ≤ ωω

(n)

= ω(n+1) ≤ ε0. Tomando el supremo en δ concluimos que ωε0 ≤ ε0.
El recíproco es obvio, luego ωε0 = ε0.

Definición 3.53 Un número épsilon es un ordinal ε ∈ Ω tal que ωε = ε.

Acabamos de probar que existen números ε. De hecho, vamos a ver que el
número ε0 que hemos construido es el menor número ε. Para ello, para cada
α < ε0 no nulo, llamamos o(α) al único n ∈ ω tal que ω(n) ≤ α < ω(n+1).

Es claro que entonces ω(n+1) ≤ ωα < ω(n+2), es decir, tenemos que

o(ωα) = 1 + o(α).

En particular ωα 6= α, luego α no es un número ε.

Los números naturales (no nulos) son los ordinales de rango 0, los núme-
ros entre ω y ωω son los ordinales de rango 1 (y son, como hemos visto, los
polinomios en ω con coeficientes naturales).

Observemos ahora lo siguiente:

Teorema 3.54 Si ξ es un ordinal, se cumple:

1.
∧
αβ < ξ α+ β < ξ y sólo si ξ = 0 ∨

∨
η ξ = ωη.

2.
∧
αβ < ξ α · β < ξ si y sólo si ξ = 0, 1, 2 ∨

∨
η ξ = ωω

η

.

3.
∧
αβ < ξ αβ < ξ si y sólo si ξ = 0, 1, 2, ω ∨ ξ es un número épsilon.

Demostración: a) Veamos por inducción sobre η que ωη cumple la propiedad
indicada: para η = 0 es trivial. Si vale para η y α, β < ωη+1 = ωη · ω, entonces
existe un n < ω tal que α, β < ωη · n, luego

α+ β < ωη(n+ n) < ωη · ω = ωη+1.

Si vale para todo δ < λ y α, β < ωλ, entonces existe un δ < λ tal que α, β < ωδ,
luego α+ β < ωδ < ωλ.

6Es el ordinal que hemos “rozado” en nuestra “escalada” por Ω al principio de esta sección.
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Recíprocamente, si ξ > 0 tiene la propiedad, consideramos la expresión
ξ = ωη + β dada por el teorema 3.50. Como β < ξ y ωη ≤ ξ, tiene que ser
ξ = ωη.

b) Claramente ωω
0

= ω cumple lo pedido. Si α, β < ωω
η

, con η > 0, entonces
existe un δ < ωη tal que α, β < ωδ, luego αβ < ωδ+δ < ωω

η

, donde hemos usado
el apartado anterior.

Recíprocamente, si ξ > 2 cumple la propiedad indicada, entonces también
cumple la del apartado a), porque si α, β < ξ, tenemos que

α+ β ≤ máx{α, β} · 2 < ξ.

Por lo tanto ξ = ωδ. Además, si α, β < δ, entonces ωα, ωβ < ξ, luego se cumple
también que ωα+β < ξ = ωδ, luego α + β < δ, luego δ = 0 ∨ δ = ωη por el
apartado anterior. En el primer caso resulta el caso trivial ξ = 1.

c) Si ξ es un número épsilon y α, β < ξ = ωξ, entonces existe un δ < ξ tal
que α < ωδ, luego

αβ < (ωδ)β = ωδβ < ωξ = ξ,

donde hemos usado que ξ = ωω
ξ

cumple el apartado b).

Recíprocamente, si ξ > 2 cumple la propiedad indicada, entonces cumple la
propiedad del apartado b), pues si α, β < ξ, entonces αβ ≤ máx{α, β}2 < ξ,
luego en particular ξ = ωη. Si η = 0 queda ξ = 1, si η = 1 queda ξ = ω y si
η > 1, como ω < ξ ∧ η ≤ ωη = ξ, por la hipótesis tiene que ser η = ωη = ξ,
luego ξ = ωξ es un número épsilon.

Notemos que un número épsilon cumple de hecho los tres apartados del
teorema anterior.

De este modo, ω2 es el menor ordinal que no puede expresarse en términos
de sumas de números naturales y ω. A su vez, ωω es el menor ordinal que no
puede expresarse en términos de sumas y productos de números naturales y de
ω, mientras que ε0 es el menor ordinal que no puede expresarse en términos
de sumas, productos y potencias de números naturales y de ω. Dicho de otro
modo, todos los ordinales que podemos construir mediante las tres operaciones
aritméticas a partir de los números naturales y ω son necesariamente menores
que ε0.

Teorema 3.55 Si α, β < ε0 son ordinales no nulos, entonces

o(α+ β) = o(αβ) = máx{o(α), o(β)}.

Demostración: Veamos por inducción sobre n que si α, β < ω(n) entonces
αβ < ω(n). Para n = 0 es trivial. Si vale para n y α, β < ω(n+1) = ωω

(n)

,
tenemos que existe un δ < ω(n) tal que α, β < ωδ, luego αβ < ωδ·2. Por hipótesis
de inducción (si n > 0, pues entonces 2 < ω(n), y trivialmente si n = 0, pues
entonces δ = 0), tenemos que δ · 2 < ω(n), luego αβ < ωω

(n)

= ω(n+1).
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Así pues, si o(α) = m, o(β) = n y r = máx{m,n}, tenemos que

ω(m) ≤ α < ω(m+1), ω(n) ≤ α < ω(n+1).

Entonces, por lo que acabamos de probar,

ω(r) ≤ α+ β ≤ máx{α, β} · 2 < ω(r+1), ω(r) ≤ αβ < ω(r+1),

luego o(α+ β) = o(αβ) = r.

Por otra parte, ya hemos visto que o(ωα) = 1 + o(α). También es obvio que
si α ≤ β < ε0, entonces o(α) ≤ o(β). Teniendo todo esto en cuenta es claro que,
en las condiciones del teorema 3.52,

o(ωηiki) = o(ωηi) = 1 + o(ηi) ≤ 1 + o(η0),

luego o(α) = 1 + o(η0).

Por consiguiente, si tomamos un ordinal 0 < α < ε0 con o(α) = n y lo
expresamos en forma normal de Cantor, sus exponentes tendrán orden a lo
sumo n − 1, luego pueden ponerse en forma normal de Cantor con exponentes
de orden a lo sumo n−2, y así, tras n pasos, habremos expresado α en términos
de un número finito de números naturales, sumas, productos y potencias de
base ω.

En resumen: los ordinales menores que ε0 son exactamente los ordinales que
pueden construirse a partir de los números naturales y ω mediante sumas, pro-
ductos y potencias, y cada uno de ellos se puede expresar mediante un número
finito de sumas, productos y potencias de base ω. De hecho, la expresión es
única si exigimos que corresponda a una forma normal de Cantor, con exponen-
tes desarrollados a su vez en forma normal de Cantor, y así sucesivamente.

Esto ya no es cierto para ordinales mayores. Por ejemplo, la forma normal
de Cantor de ε0 es ε0 = ωε0 , lo cual no dice mucho.

Comparación de ordinales en forma normal Supongamos que tenemos
dos ordinales en forma normal de Cantor:

α = ωη0k0 + · · ·+ ωηnkn, α′ = ωη
′
0k′0 + · · ·+ ωη

′
n′k′n′ .

Entonces ωη0 ≤ α < ωη0+1, ωη
′
0 ≤ α′ < ωη

′
0+1, luego si η0 < η′0, y por

consiguiente η0 + 1 ≤ η′0, se cumple que α < α′. Supongamos, por el contrario,
que η0 = η′0. Si k0 < k′0, entonces podemos descomponer α′ como

α′ = ωη0k0 + ωη
′
0(k′0 − k0) + · · ·+ ωη

′
n′k′n′

y, como, según acabamos de ver, η0 < η′1 implica que

ωη1k1 + · · ·+ ωηnkn < ωη
′
0(k′0 − k0) + · · ·+ ωη

′
n′k′n′ ,

concluimos que α < α′ (aquí suponemos n > 0, pero si n = 0 se llega trivial-
mente a la misma conclusión). En el supuesto de que η0 = η′0 y k0 = k′0, se
cumplirá α < α′ si y sólo si

ωη1k1 + · · ·+ ωηnkn < ωη
′
1k′1 + · · ·+ ωη

′
n′k′n′ ,

donde cualquiera de los dos miembros puede ser 0.
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En definitiva: para determinar cuál de dos ordinales en forma normal de
Cantor es el menor, comparamos η0 y η′0, y el ordinal para el que este valor
sea menor será el menor. En caso de empate comparamos k0 y k′0, en caso
de empate pasamos a comparar η1 y η′1, y en caso de empate k1 y k′1. Si
se mantiene el empate hasta que una de las dos expresiones “se acaba”, dicha
expresión corresponde al ordinal menor. Si las dos se acabaran a la vez (sin haber
encontrado un desempate) es que las dos expresiones eran la misma, luego los
ordinales eran iguales.

Suma de ordinales en forma normal El teorema 3.49 nos permite calcular
fácilmente la suma de dos ordinales en forma normal de Cantor. Con la notación
anterior, la expresión

α+ α′ = ωη0k0 + · · ·+ ωηnkn + ωη
′
0k′0 + · · ·+ ωη

′
n′k′n′

se puede reducir eliminando todos los términos ωηkki con ηi < η′0 y el resultado
estará en forma normal (salvo que un ηi = η′0, en cuyo caso además habrá que
agrupar ηiki + η′0k

′
0 = ηi(ki + k′0)).

Producto de ordinales en forma normal Para calcular el producto de dos
ordinales en forma normal de Cantor nos apoyamos en el teorema siguiente:

Teorema 3.56 Si α = ωη0k0 + · · ·+ ωηnkn es un ordinal en forma normal de
Cantor, entonces α · ωη′ = ωη0+η′ .

Demostración: Lo probamos por inducción sobre η′. Para η′ = 1 tenemos
que

ωη0+1 = ωη0 · ω ≤ α · ω1 ≤ ωη0(k0 + · · ·+ kn)ω = ωη0 · ω = ωη0+1.

Si vale para η′, entonces

α · ωη
′+1 = α · ωη

′
· ω = ωη0+η′ · ω = ωη0+η′+1.

Por último, si vale para todo δ < λ, entonces

α · ωλ =
⋃
δ<λ

(α · ωδ) =
⋃
δ<λ

ωη0+δ = ωη0+λ.

Por lo tanto, con la notación de los apartados precedentes, para calcular
el producto de dos ordinales en forma normal de Cantor usamos la propiedad
distributiva:

αα′ = αωη
′
0k′0 + · · ·+ αωη

′
n′k′n′ ,

desarrollamos los productos con el teorema precedente (salvo a lo sumo el último,
si η′n′ = 0) y por último desarrollamos las sumas según el apartado anterior, con
lo que obtenemos la forma normal del producto.



Capítulo IV

La teoría de conjuntos NBG

Presentamos ahora los dos axiomas que nos faltan para completar la teoría
de conjuntos NBG: el axioma de regularidad y el axioma de elección. En gran
medida, su papel consiste en estrechar la relación entre la clase universal V y la
clase Ω de todos los ordinales: el axioma de regularidad nos estructurará V en
una jerarquía transfinita de conjuntos, mientras que el axioma de elección nos
permitirá enumerar con ordinales un conjunto arbitrario. Como paso previo a
la discusión del axioma de regularidad dedicaremos una sección a generalizar
los teoremas de inducción y recursión que hemos probado para ordinales al caso
de relaciones mucho más generales que los buenos órdenes.

4.1 Relaciones bien fundadas
Aunque podríamos trabajar en NBG∗, por comodidad, en esta sección su-

pondremos el axioma de infinitud. Las relaciones bien fundadas son la clase más
general de relaciones sobre las que es posible justificar argumentos de inducción
y recursión:

Definición 4.1 Una relación R está bien fundada en una clase A si∧
X(X ⊂ A ∧ X 6= ∅→

∨
y ∈ X

∧
z ∈ X ¬xR y).

En estas condiciones diremos que y es un elemento R-minimal de X.

Por ejemplo, si ≤ es un buen orden en una clase A, es claro que la relación
de orden estricto < está bien fundada en A, pues si x es un subconjunto no
vacío de A, el mínimo de x es un minimal para <.

Observemos también que A es una clase bien fundada en el sentido de la
definición 3.1 si y sólo si la relación de pertenencia E está bien fundada en A,
en el sentido que acabamos de introducir.

De la propia definición se sigue un sencillo teorema de inducción, aunque no
es el más general que vamos a demostrar:

125
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Teorema 4.2 (Teorema general de inducción transfinita) Sea R una re-
lación bien fundada en una clase A y sea B una clase cualquiera. Entonces∧

x ∈ A(ARx ⊂ B → x ∈ B)→ A ⊂ B.

Demostración: Si no se cumple A ⊂ B, entonces A \ B es una subclase
no vacía de A, luego tiene un R-minimal x, de modo que ARx ⊂ B, pero x /∈ B,
contradicción.

Lo que afirma el teorema anterior es que para demostrar que todo elemento
x ∈ A tiene una propiedad (estar en B), podemos suponer como hipótesis de
inducción que todos los elementos de uRx la tienen.

Para manejar relaciones bien fundadas sobre clases propias vamos a necesitar
una propiedad adicional que se vuelve trivial si las clases son conjuntos:

Definición 4.3 Una relación R es conjuntista en una clase A si para todo x ∈ A
la clase de los anteriores de x

ARx = {y ∈ A | y R x}

es un conjunto.

Obviamente toda relación es conjuntista en todo conjunto. La relación de
pertenencia E es conjuntista en cualquier clase, pues AEx = x ∩A.

Observemos que ya nos hemos encontrado con esta restricción en una oca-
sión: en el capítulo anterior hemos demostrado que una clase propia bien orde-
nada es semejante a Ω si y sólo si su relación de orden es conjuntista.

Definición 4.4 Sea R una relación definida sobre una clase A. Diremos que
una subclase B ⊂ A es R-A-transitiva si∧

xy ∈ A(x R y ∧ y ∈ B → x ∈ B).

Es decir, B es R-A-transitiva si cuando partimos de elementos de B y vamos
tomando anteriores nunca salimos de B. Las clases transitivas en el sentido de
la definición 3.1 son precisamente las clases E-V -transitivas.

Si R es una relación definida sobre una clase A y x es un subconjunto de A,
es claro que al considerar los anteriores de x y los anteriores de los anteriores,
etc. obtenemos un conjunto R-A-transitivo. En realidad, para que la definición
recurrente de este proceso sea correcta hemos de exigir que R sea conjuntista.
Veámoslo con detalle:

Definición 4.5 Sea R una relación conjuntista en una clase A y x ∈ A. El
teorema de recursión nos da una aplicación clRA(x)[ ] : ω −→ PA determinada
por1

clRA(x)[0] = ARx ∧
∧
n ∈ ω clRA(x)[n+ 1] =

⋃
u∈clRA(x)[n]

ARu .

1Notemos que esta construcción requiere que la relación sea conjuntista para que podamos
asegurar que cada término de la sucesión es un conjunto. Si no, la sucesión no estaría bien
definida.
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A su vez definimos la clausura de x respecto de R en A como el conjunto

clRA(x) ≡
⋃
n∈ω

clRA(x)[n].

Así ARx ⊂ clRA(x) ⊂ A.

Cuando E es la relación de pertenencia y A = V, la clausura clEA(x) se conoce
como la clausura transitiva de x y se representa por ctx. Es claro que admite
una definición más sencilla (puesto que ahora AEx = x):

ct0x = x,
∧
n ∈ ω ctn+1x =

⋃
y∈ctnx

y, ct x =
⋃
n∈ω

ctnx.

Así, ct x está formada por los elementos de x, los elementos de los elementos
de x, etc.

Nuestra intención al definir la clausura de un elemento era formar un con-
junto R-A-transitivo. Vamos a ver que, efectivamente, así es. Más concreta-
mente, clRA(x) es el menor conjunto R-A-transitivo que contiene a ARx :

Teorema 4.6 Sea R una relación conjuntista en una clase A y sea x ∈ A. Se
cumple

1. ARx ⊂ clRA(x).

2. clRA(x) es un conjunto R-A-transitivo.

3. Si ARx ⊂ T y T ⊂ A es una clase R-A-transitiva, entonces clRA(x) ⊂ T .

4. clRA(x) = ARx ∪
⋃

y∈ARx
clRA(y).

Demostración: Demostración: 1) ARx = clRA(x)[0] ⊂ clRA(x).

2) Supongamos que u, y ∈ A cumplen u R y ∧ y ∈ clRA(x). Entonces existe
un n ∈ ω tal que y ∈ clRA(x)[n], con lo que u ∈ ARy ⊂ clRA(x)[n+ 1] ⊂ clRA(x).

3) Una simple inducción prueba que clRA(x)[n] ⊂ T . En efecto, para 0 lo
tenemos por hipótesis y, si vale para n, entonces todo u ∈ clRA(x)[n+ 1] cumple
u ∈ ARy , para cierto y ∈ clRA(x)[n], con lo que u R y ∧ y ∈ T . Por transitividad
u ∈ T . Por definición de clausura concluimos que clRA(x) ⊂ T .

4) Si y ∈ ARx , entonces ARy ⊂ clRA(x)[1] ⊂ clRA(x), luego por 2) y 3) obtenemos
que clRA(y) ⊂ clRA(x). Por consiguiente el conjunto T = ARx ∪

⋃
y∈ARx

clRA(y) está
contenido en clRA(x).

Para demostrar la otra inclusión basta probar T es transitivo y aplicar 3).
Sean, pues, u, v ∈ A tales que u R v ∧ v ∈ T . Si v ∈ clRA(y) para un y ∈ ARx ,
entonces, por la transitividad de la clausura u ∈ clRA(y), luego u ∈ T .

Si v ∈ ARx , entonces u ∈ clRA(v) ⊂ T .

Conviene observar la particularización de este teorema al caso de la relación
de pertenencia sobre la clase universal:
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Teorema 4.7 Sea x un conjunto arbitrario. Entonces

1. x ⊂ ct x.

2. ct x es un conjunto transitivo.

3. Si x ⊂ T y T es una clase transitiva, entonces ct x ⊂ T .

4. ct x = x ∪
⋃
y∈x

ct y.

5. x es transitivo si y sólo si x = ct x.

La última propiedad es consecuencia inmediata de las anteriores. Como
primera aplicación del concepto de clausura demostramos un resultado técnico:

Teorema 4.8 Sea R una relación conjuntista en una clase A. Entonces R
está bien fundada en A si y sólo si todo subconjunto no vacío de A tiene un
R-minimal.

Demostración: Una implicación es obvia. Para la otra, suponemos que
todo subconjunto no vacío tiene un R-minimal y hemos de probar que lo mismo
vale para toda subclase no vacía B. Tomemos un x ∈ B. Si x no es ya un R-
minimal de B, entonces existe un y ∈ B tal que yRx, luego y ∈ B∩ clRA(x), que
es un subconjunto no vacío de A. Por hipótesis tiene un R-minimal, digamos z.

Vamos a ver que z es un R-minimal de B. En efecto, si existiera un v ∈ B
tal que v R z, entonces, por la transitividad de la clausura, v ∈ B ∩ clRA(x), pero
esto contradice la minimalidad de z.

Esto implica que el concepto de relación bien fundada es, pese a lo que en
principio podría parecer, una fórmula normal (pues el cuantificador “para toda
subclase no vacía” puede sustituirse por “para todo subconjunto no vacío”).

Con esto estamos en condiciones de demostrar el teorema de recursión. En
esencia afirma que para definir una función F : A −→ B, si en A tenemos defi-
nida una relación conjuntista y bien fundada, podemos definir F (x) suponiendo
que F está ya definida sobre los elementos de ARx :

Teorema 4.9 (Teorema general de recursión transfinita) Sea R una
relación conjuntista y bien fundada en una clase A y sea G : A × V −→ B
una aplicación arbitraria. Entonces existe una única función F : A −→ B tal
que ∧

x ∈ AF (x) = G(x, F |ARx ).

Demostración: Por abreviar, a lo largo de esta prueba, “transitivo” signi-
ficará R-A-transitivo.

Si d ⊂ A es un conjunto transitivo, diremos que h : d −→ B es una d-
aproximación si ∧

x ∈ d h(x) = G(x, h|ARx ).
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Para cada x ∈ A, definimos

x̂ = {x} ∪ clRA(x).

Es claro que x̂ es transitivo y x ∈ x̂ (de hecho, es el menor conjunto transitivo
que contiene a x). Dividimos la prueba en varios pasos:

1) Si h es una d-aproximación y h′ es una d′-aproximación, entonces se
cumple h|d∩d′ = h′|d∩d′ . En particular, para cada conjunto transitivo d ⊂ A
existe a lo sumo una d-aproximación.

Lo probamos por inducción en d ∩ d′, es decir, vamos a probar que todo
elemento de d ∩ d′ está en {u ∈ d ∩ d′ | h(u) = h′(u)}. Para ello tomamos
x ∈ d∩d′ y suponemos que h(u) = h(u′) siempre que u ∈ (d∩d′)Rx . Ahora bien,
es inmediato que d∩ d′ es transitivo, de donde se sigue que (d∩ d′)Rx = ARx . Por
consiguiente tenemos que h|ARx = h′|ARx , luego

h(x) = G(x, h|ARx ) = G(x, h′|ARx ) = h′(x).

2) Para todo x ∈ A existe una x̂-aproximación.

Lo probamos por inducción sobre x, es decir, suponemos que para todo
u ∈ ARx existe una û-aproximación. Por 1) es única, luego podemos definir
hu ≡ h|h es una û-aproximación. Definimos h =

⋃
u∈ARx

hu. De nuevo por 1)
tenemos que h es una función y su dominio es⋃

u∈ARx
û =

⋃
u∈ARx

({u} ∪ clRA(u)) = ARx ∪
⋃

u∈ARx
clRA(u) = clRA(x),

donde hemos aplicado el teorema 4.6.
Si v ∈ clRA(x), entonces h(v) = hu(v), para cierto u ∈ ARx tal que v ∈ û.

Puesto que hu ⊂ h y ARv ⊂ û (por ser û transitivo) tenemos que hu|ARv = h|ARv .
Como hu es una û-aproximación,

h(v) = hu(v) = G(v, hu|ARv ) = G(v, h|ARv ),

con lo que h resulta ser una clRA(x)-aproximación.
Puede probarse que x /∈ clRA(x), pero no es necesario, en cualquier caso

podemos definir
h′ = h ∪ {(x,G(x, h|ARx ))},

de modo que h : x̂ −→ V y es inmediato que para todo v ∈ x̂ se cumple
h′|ARv = h|ARv , de donde se sigue claramente que h′ es una x̂-aproximación.

3) Definimos F =
⋃
x∈A

hx, donde hx ≡ h|h es una x̂-aproximación.

La unicidad de 1) hace que F : A −→ B, y los mismos razonamientos que
hemos aplicado a h en el paso anterior prueban que para todo x ∈ A se cumple
F (x) = G(x, F |ARx ).

4) La unicidad de F se prueba igual que 1)
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Como primera aplicación de este teorema, dada una clase con una relación
conjuntista y bien fundada, vamos a asociar a cada uno de sus elementos un
ordinal que exprese su “altura” en la relación, entendiendo que un elemento es
más alto cuantos más elementos tiene por debajo.

Definición 4.10 Sea R una relación conjuntista y bien fundada en una clase A.
Definimos rang : A −→ Ω como la única aplicación que cumple∧

x ∈ A rangRA(x) =
⋃

y∈ARx
(rangRA(y) + 1),

donde estamos representando por α+ 1 el ordinal siguiente a α.

Observemos que hemos definido el rango de un elemento supuesto definido el
rango de los elementos anteriores a él. Más concretamente, estamos aplicando
el teorema anterior a la función G : V −→ Ω dada por

G(z) =

{ ⋃
y∈ARx

(s(y) + 1) si z = (x, s), con x ∈ A ∧ s : ARx −→ Ω,

0 en otro caso.

Recordemos que la unión de un conjunto de ordinales no es más que su
supremo. Hemos de entender que el supremo del conjunto vacío es 0 (lo cual
es cierto, pues 0 es la menor cota superior de ∅). De este modo, los minimales
de A tienen todos rango 0 y, en general, el rango de un elemento es el mínimo
ordinal estrictamente mayor que los rangos de todos sus anteriores.

Teorema 4.11 Sea R una relación conjuntista y bien fundada en una clase A.
Sean x, y ∈ A. Si x ∈ clRA(y), entonces rangRA x < rangRA y.

Demostración: Por inducción sobre y, es decir, suponemos que el resultado
es cierto para todo u ∈ ARy y suponemos que x ∈ clRA(y). Entonces hay dos
posibilidades, o bien x ∈ ARy , en cuyo caso rangRA(x) < rangRA(y) por definición
de rango, o bien x ∈ clRA(u), para cierto u ∈ ARy . Entonces aplicamos la hipótesis
de inducción: rangRA(x) < rangRA(u) < rangRA(y).

Con la ayuda del rango podemos demostrar teoremas de inducción y recur-
sión aún más potentes. En el caso de la inducción, vamos a ver que podemos
tomar como hipótesis de inducción, no ya que todos los elementos anteriores
a uno dado cumplen lo que queremos probar, sino que todos los elementos de
su clausura lo cumplen (o sea, los anteriores, y los anteriores de los anteriores,
etc.).

Teorema 4.12 (Teorema general de inducción transfinita) Sea R una
relación conjuntista y bien fundada sobre una clase A y sea B una clase cual-
quiera. Entonces ∧

x ∈ A(clRA(x) ⊂ B → x ∈ B)→ A ⊂ B.
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Demostración: Si no se da la inclusión podemos tomar un x ∈ A \ B de
rango mínimo. Si u ∈ clRA(x), entonces rangRA u < rangRA x, luego por minima-
lidad u ∈ B. Pero entonces la hipótesis nos da que x ∈ B, lo cual es absurdo.

Similarmente, para definir una función sobre x podemos suponer que está
ya definida sobre clRA(x):

Teorema 4.13 (Teorema general de recursión transfinita) Sea R una
relación conjuntista y bien fundada en una clase A y sea G : A × V −→ B
una aplicación arbitraria. Entonces existe una única función F : A −→ B tal
que ∧

x ∈ AF (x) = G(x, F |clRA(x)
).

La prueba de este teorema es idéntica a la de 4.9, salvo que el paso 1) y la
unicidad de F se demuestran usando la versión fuerte del teorema general de
inducción transfinita en lugar de la débil.

Es claro que los teoremas que acabamos de probar generalizan a los que
demostramos en el capítulo anterior para ordinales. Observemos que la relación
de pertenencia E es conjuntista y bien fundada en Ω. Además, como Ω es
transitiva, las clases E-Ω-transitivas son simplemente las subclases transitivas
de Ω y clEΩ(α) = α.

4.2 El axioma de regularidad

¿Puede existir un conjunto x con la propiedad de que x = {x}? Ciertamente,
un conjunto así contradice la idea intuitiva que tenemos de lo que es (o debe ser)
un conjunto, pero lo cierto es que los axiomas que hemos considerado hasta ahora
no contradicen que pueda existir un conjunto así. El axioma de regularidad, que
presentaremos aquí, tiene como finalidad erradicar posibilidades “patológicas”
como ésta.

Pero no se trata de prohibir meramente la existencia de conjuntos que cum-
plan x = {x}, pues con eso no impediríamos que pudiera existir, por ejemplo,
un conjunto x = {y}, con y 6= x, pero de modo que y = {x}. Una pareja
de conjuntos x = {y}, y = {x} no es menos patológica, pero es una patología
distinta. Un tercer tipo de patología sería la existencia de una sucesión de con-
juntos {xn}n∈ω tal que

∧
n ∈ ω xn = {xn+1}. Lo que tienen en común estos

ejemplos es que todos ellos dan lugar a una sucesión decreciente

· · · ∈ x4 ∈ x3 ∈ x2 ∈ x1 ∈ x0.

En el primer ejemplo, todos los términos de la sucesión serían iguales a x, mien-
tras que en el segundo alternarían x e y. Y si tenemos una sucesión decreciente
de este tipo, el conjunto A = {xn | n ∈ ω} es un conjunto no vacío sin ∈-minimal,
pues ningún xn es ∈-minimal, ya que xn+1 ∈ A ∩ xn.
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Por consiguiente, una forma de librarnos de todas estas patologías es tomar
como axioma que todo conjunto está bien fundado. Eso es, ciertamente, lo
que afirma el axioma de regularidad, pero antes de adoptar este axioma, para
formarnos una idea clara de lo que supone, vamos a trabajar sin él y vamos
a estudiar una clase de conjuntos libres de patologías como las que estamos
considerando.

Como en la sección anterior, trabajaremos en NBG∗ + AI.

Definición 4.14 Un conjunto x es regular si su clausura transitiva ctx está
bien fundada. Llamaremos R a la clase de los conjuntos regulares.

Observemos que no hubiera sido buena idea llamar conjuntos regulares a los
conjuntos bien fundados. Por ejemplo, si x = {y} con y = {x} (pero y 6= x),
entonces tanto x como y están bien fundados, pero el problema se pone de
manifiesto en ctx = ct y = {x, y}, que no está bien fundada.

Vamos a cerciorarnos de que entre los conjuntos regulares no pueden darse
patologías de las que estamos considerando. Empezamos probando sus propie-
dades básicas:

Teorema 4.15 Se cumple:

1. R es una clase transitiva.

2. Ω ⊂ R, luego R es una clase propia.

3. La relación de pertenencia está bien fundada en R.

4. PR = R.

5.
∧
A(R ∩ PA ⊂ A→ R ⊂ A).

En particular,
∧
A(PA ⊂ A→ R ⊂ A).

Demostración: 1) Se trata de probar que los elementos de los conjuntos
regulares son regulares. Supongamos que u ∈ v ∈ R. Entonces u ∈ ct v, luego
u ⊂ ct v, luego u está contenido en un conjunto transitivo y bien fundado, luego
u ∈ R.

2) Todo ordinal es un conjunto transitivo y bien fundado, luego cumple la
definición de conjunto regular.

3) Sea A ⊂ R una clase no vacía y tomemos y ∈ A. Si y∩A = ∅, entonces y
es ya un ∈-minimal de A. En caso contrario, sea u ∈ y ∩A. Como y es regular,
su clausura transitiva está bien fundada. Definimos x = ct y ∩ A, que no es
vacío, pues u ∈ x. Como ct y está bien fundada, x tiene un ∈-minimal u, que
es también un ∈-minimal de A, ya que ciertamente u ∈ x ⊂ A y si v ∈ u ∩ A
entonces v ∈ u ∈ x ⊂ ct y, luego v ∈ ct y por la transitividad de ct y, luego
v ∈ u ∩ x = ∅, contradicción. Por lo tanto, u ∩A = ∅.

4) La inclusión R ⊂ PR es equivalente a la transitividad de R. Si x ⊂ R,
entonces para cada u ∈ x la clausura ctu está bien fundada, luego ctu ∈ R,
luego ctu ⊂ R. Por 4.7 d) tenemos que ctx ⊂ R, y esta clausura está bien
fundada por 3), luego x ∈ R.
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5) Si R no está contenida en A, por c) existe un ∈-minimal u ∈ R \A, pero
entonces u ∈ (R ∩ PA) \A.

Observemos que 5) es un principio de inducción: si queremos probar que todo
conjunto regular tiene una propiedad (pertenecer a la clase A) podemos tomar
como hipótesis de inducción que todos los elementos de un conjunto regular x
tienen la propiedad y demostrar a partir de ahí que x también la tiene.

En particular, sobre los conjuntos regulares está definida la aplicación rango
dada por 4.10 (para la relación de pertenencia E). Explícitamente:

Definición 4.16 La aplicación rango es la aplicación rang : R −→ Ω determi-
nada por

rangx =
⋃
y∈x

(rang y + 1).

Para cada α ∈ Ω definimos la clase Rα = {x ∈ R | rangx < α}.

El teorema siguiente nos muestra qué es R:

Teorema 4.17 R0 = ∅ ∧
∧
α Rα+1 = PRα ∧

∧
λ Rλ =

⋃
δ<λ

Rδ,

R =
⋃
α∈Ω

Rα.

Demostración: La única igualdad que no es trivial es Rα+1 = PRα. Si
x ∈ PRα, entonces x ⊂ Rα, luego

rang x =
⋃
y∈x

(rang y + 1) ≤ α < α+ 1,

luego x ∈ Rα+1. Recíprocamente, si x ∈ Rα+1, entonces todo y ∈ x cumple
rang y+1 ≤ rang x < α+1, luego rang y < α, luego y ∈ Rα. Así pues, x ⊂ Rα.

Hay que señalar que el miembro derecho de la igualdad

Rλ =
⋃
δ<λ

Rδ

no puede entenderse como la unión de una familia de conjuntos {Rδ}δ<λ, pues
las clases Rδ no tienen por qué ser conjuntos. Hay que entender la igualdad
como una forma cómoda de expresar que∧

x(x ∈ Rλ ↔
∨
δ < λ x ∈ Rδ),

y lo mismo vale para la igualdad del enunciado del teorema anterior. No obs-
tante, si suponemos el axioma de partes (AP), entonces una inducción trivial
prueba

∧
α ctoRα, con lo que sí que podemos definir la sucesión transfinita de

conjuntos {Rα}α∈Ω. De hecho, bajo AP podemos usar el teorema 4.17 como
una definición alternativa de la clase R y del rango de un conjunto regular (que
puede definirse entonces como el menor α tal que x ⊂ Rα).

Como se muestra en el teorema siguiente, las clases Rα forman una suce-
sión transfinita creciente de clases transitivas y en cada nivel aparecen nuevos
conjuntos (al menos un ordinal) que no están en los anteriores:
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Teorema 4.18 Se cumple:

1. Si α ≤ β son ordinales, entonces Rα ⊂ Rβ.

2. Para cada ordinal α, la clase Rα es transitiva.

3. Para cada ordinal α, se cumple rangα = α, luego Rα ∩ Ω = α.

Demostración: a) es trivial.

b) Si y ∈ x ∈ Rα, entonces rang y < rangx < α, luego y ∈ Rα.

c) Por inducción sobre α: si suponemos que rangβ = β para todo β < α,
entonces

rangα =
⋃
β<α

(rangβ + 1) =
⋃
β<α

(β + 1) = α.

Ahora ya podemos presentar el axioma de regularidad en condiciones de que
se pueda valorar su contenido:

Teorema 4.19 Las afirmaciones siguientes son equivalentes:

1.
∧
x(ctox ∧ x 6= ∅→

∨
u ∈ x u ∩ x = ∅).

2. Todo conjunto está bien fundado.

3. Todo conjunto es regular, es decir, V = R.

Demostración: La propiedad a) afirma que todo conjunto no vacío tiene
un ∈-minimal, y la propiedad b) es que todo subconjunto no vacío de todo
conjunto tiene un ∈-minimal. Es claro, pues, que a) ⇒ b). También es obvio
que si todo conjunto está bien fundado, entonces la clausura transitiva de todo
conjunto está bien fundada, luego tenemos que b) ⇒ c). Por último, si V = R,
entonces la clase V está bien fundada, luego todos sus subconjuntos (todos los
conjuntos) no vacíos tienen ∈-minimal, luego c) ⇒ a).

Aunque normalmente se hace referencia a él como V = R, lo habitual es
tomar como axioma de regularidad la más simple de estas afirmaciones, es decir:

Axioma de regularidad (V=R)
∧
x(ctox ∧ x 6= ∅→

∨
u ∈ x u ∩ x = ∅).

Este axioma es el menos relevante de toda la teoría de conjuntos. Ello se
debe a que todas las construcciones conjuntistas realizadas a partir de conjuntos
regulares dan lugar a conjuntos regulares, hecho que se sigue inmediatamente
de la propiedad PR = R.

Por ejemplo, si x, y ∈ R, entonces {x, y} ∈ PR = R, de donde a su vez
(x, y) ∈ PR = R, luego si A y B son conjuntos regulares, A × B ∈ PR = R, y
lo mismo vale para toda f : A −→ B, y (suponiendo AP) para el conjunto BA
de todas las aplicaciones de A en B, etc.

Uniendo esto a que todos los ordinales son regulares, y en particular lo es el
conjunto de los números naturales, y teniendo en cuenta que todos los conjun-
tos que los matemáticos consideran habitualmente están construidos mediante
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las operaciones conjuntistas básicas que ya conocemos (uniones, intersecciones,
productos cartesianos, conjuntos de partes, conjuntos de sucesiones o de fun-
ciones de un conjunto en otro, etc.) partiendo en último extremo del conjunto
de los números naturales, resulta en definitiva que los matemáticos trabajan
exclusivamente con conjuntos regulares, independientemente de que la teoría de
conjuntos admita o no la existencia de conjuntos “patológicos”.

Por ello, postular que todo conjunto es regular no debe verse como una
afirmación profunda sobre la naturaleza de los conjuntos, sino más bien como
algo análogo a lo que hace un algebrista cuando dice “sólo voy a considerar
anillos conmutativos y unitarios”, lo cual no signifique que niegue la existencia
de anillos más generales, sino que simplemente anuncia que no va a ocuparse de
ellos.

Así pues, lo único que hace el axioma de regularidad es restringir el alcance
de la teoría a los conjuntos que realmente nos van a interesar. Naturalmente,
esto no contradice que alguien pueda considerar que los conjuntos no regulares,
no sólo no interesan, sino que son una perversión de la idea de conjunto y que
al erradicarlos sólo estamos aumentando la fidelidad de la noción formal de
conjunto a nuestra idea intuitiva de conjunto.

Cuando se asume el axioma de regularidad, es habitual escribir Vα ≡ Rα, de
modo la clase universal queda estructurada en la jerarquía transfinita creciente
de clases transitivas (conjuntos si suponemos AP) dada por:

V0 = ∅ ∧
∧
α Vα+1 = PVα ∧

∧
λ Vλ =

⋃
δ<λ

Vδ ∧ V =
⋃
α∈Ω

Vα,

y así todo conjunto puede pensarse como construido a partir de ∅ en una canti-
dad transfinita de pasos, en el sentido de que si rastreamos sus elementos y los
elementos de sus elementos, etc. siempre terminamos en ∅.

El rango está entonces definido para todos los conjuntos, y es una medida
de su complejidad, del número de pasos que hay que dar para obtenerlo en la
jerarquía de los conjuntos regulares.

Si suponemos AP, tenemos una distinción intrínseca entre los conjuntos y
las clases propias, es decir, un criterio que nos permite distinguir si una clase es
o no un conjunto sin más que analizar sus elementos:

Teorema 4.20 Una clase es propia si y sólo si contiene conjuntos de rango
arbitrariamente grande.

Demostración: Si todos los elementos de una clase X tienen rango menor
que un ordinal α entonces X ⊂ Vα, luego X es un conjunto. Recíprocamente,
si X es un conjunto, la imagen de X por la aplicación rango es un subconjunto
de Ω (por el axioma del reemplazo), luego está acotado.

Así pues, las clases propias son las clases que contienen “demasiados elemen-
tos” como para caber en un conjunto Vα, las que se distribuyen por toda la
jerarquía de los conjuntos Vα de modo que ningún conjunto es suficientemente
grande como para contenerlas.
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4.3 El axioma de elección
Consideremos la afirmación siguiente:

Principio de elecciones dependientes (ED) Para todo conjunto A 6= ∅ y
toda relación R ⊂ A × A tal que

∧
a ∈ A

∨
b ∈ A bRa, existe f : ω −→ A tal

que
∧
n ∈ ω f(n+ 1)Rf(n).

Y consideremos la siguiente “demostración”:

Como A no es vacío, podemos tomar x0 ∈ A. Por hipótesis existe un
x1 ∈ A tal que x1Rx0, por el mismo motivo, existe un x2 ∈ A tal
que x2Rx1. Como este proceso puede prolongarse indefinidamente,
concluimos que existe una sucesión {xn}n∈ω de elementos de A tal
que

∧
n ∈ ω xn+1Rxn, pero tal sucesión no es sino una función

f : ω −→ A que cumple lo requerido.

Cualquier matemático daría esto por bueno, pero, si pretende ser una de-
mostración a partir de los axiomas que hemos considerado hasta ahora, lo cierto
es que no lo es. La existencia de la sucesión {xn}n∈ω no puede ser demostrada
a partir del hecho de que R no está bien fundada en A (no si tomamos como
única base admisible los axiomas que estamos considerando).

Para entender cuál es el fallo, observemos que lo que se pretende es afirmar
la existencia de una cierta función f : ω −→ A, una función con la propiedad de
que

∧
n ∈ ω f(n+ 1)Rf(n), pero ¿cuál es esa función? ¿cómo y cuándo hemos

probado su existencia?
Lo que hemos probado es que existe una función s1 : 2 −→ A tal que

s1(1) ∈ s1(0), y luego hemos probado que puede extenderse hasta una función
s2 : 3 −→ A tal que s2(2) ∈ s2(1) ∈ s2(0), y de ahí hemos pasado a afirmar
directamente la existencia de f sin más explicaciones. ¿Es posible justificar ese
último paso?

Obviamente, ningún matemático aceptará que porque algo se cumpla para
0, 1, 2 (en nuestro contexto, trivialmente para 0), se vaya a cumplir en general,
pero no es extraño que los matemáticos den saltos así cuando son justificables
por argumentos inductivos. Ahora bien, en nuestro caso, si continuamos el
argumento por inducción, lo que podemos demostrar sin dificultad es que∧

n
∨
s(s : n+ 1 −→ A ∧

∧
i < n s(i+ 1)Rs(i)).

Hasta aquí todo es correcto, pero ¿cómo se obtiene la existencia de f a partir
de aquí?

Un matemático podría decir: “para cada n ∈ ω, tomemos sn : n + 1 −→ A
en las condiciones indicadas”. Eso es admisible en la práctica habitual del ma-
temático, pero no es una consecuencia lógica de los axiomas que hemos visto
hasta el momento. Una cosa es que, fijado un n, la lógica nos dice que podemos
eliminar los cuantificadores y considerar un s que cumpla lo indicado, e incluso
que podemos llamarlo sn si preferimos llamarlo así, pero otra cosa muy distinta,
y que está implícita en lo que entiende el matemático al “tomar sn”, es afirmar
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la existencia de una función s que a cada n le asigne una sucesión finita sn. La
existencia de semejante función s no es una consecuencia de eliminar un par de
cuantificadores, es una afirmación sobre la existencia de un conjunto que tendría
que ser respaldada por algún axioma que justifique la existencia de tal conjunto.
Y, aun suponiendo que tuviéramos a nuestra disposición tal función s, nada nos
garantiza que cada sn+1 fuera una extensión de sn, cosa que nos haría falta si
quisiéramos definir f a partir de s.

Si el lector se convence de que por ahí no hay salida, tal vez pase a considerar
la posibilidad de que f pueda definirse por recursión: fijamos x0 ∈ A y aplicamos
el teorema 3.22 para concluir que existe una función f : ω −→ A tal que
f(0) = x0 y, para cada n ∈ ω, f(n + 1) es cualquier elemento de A tal que
f(n+ 1)Rf(n), que existe por hipótesis.

Tenemos aquí una aplicación incorrecta del teorema de recursión, pues éste
exige que f(n) = G(f |n), para una cierta función G, definida en este caso sobre
el conjunto Xω ≡ {s |

∨
n ∈ ω s : n −→ A} pero ¿cuál es en nuestro caso la

función G? Debería ser algo así como

G(s) =

{
x0 si Ds = ∅,
x si Ds = n+ 1 ∧ x ∈ A ∧ xR s(n),

pero esto no es una definición aceptable de una función. La única forma acep-
table de definir una clase es mediante el axioma de comprensión. Habría que
expresar G en la forma G = {z | φ(z)}, para una cierta propiedad normal φ(z)
o, si se prefiere, usando los convenios de notación que hemos establecido,

G = {(s, x) ∈ Xω ×A | φ(s, x)},

pero esto no es posible (y no por culpa del requisito de normalidad, que no afecta
aquí para nada, pues tratamos únicamente con conjuntos). El planteamiento
debería ser algo así como:

G = {(s, x) ∈ Xω ×A |
∨
m ∈ ω(s : m −→ A ∧

((m = 0 ∧ x = x0) ∨ (
∨
n ∈ ω(m = n+ 1 ∧ xR s(n))))},

pero esto no define necesariamente una función, pues para un mismo s ∈ Xω,
nada impide que haya varios x ∈ A que cumplan la condición requerida para
que (s, x) ∈ G, y entonces s no tiene una única imagen.

El problema es que, aunque tengamos garantizado que existe un x que cum-
ple una condición (en este caso xR s(n)), la lógica permite formalizar la idea
de “tomar uno de ellos” para razonar con él, pero no permite formalizar la idea
de “tomar uno cualquiera, pero sólo uno”, que es lo que necesitaríamos para
definir G y, a la larga, para construir f .

Esto no significa que los intentos de razonamiento que hemos expuesto estén
mal en términos absolutos, sino que requieren un axioma más, el llamado axioma
de elección, el cual, junto con los otros axiomas que hemos discutido hasta aquí,
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completa la teoría NBG. En nuestro caso concreto, para llevar a buen puerto
nuestros intentos de construir f , sólo necesitamos una función E : PA −→ A
con la propiedad de que∧

X(X ⊂ A ∧ X 6= ∅→ E(X) ∈ X),

es decir, una función que elija un elemento de cada subconjunto no vacío de A.
La función E resuelve todos nuestros problemas, pues ahora podemos definir

f(0) = x0 ∧
∧
n ∈ ω f(n+ 1) = E({x ∈ A | xR f(n)}),

que es una aplicación legítima del teorema de recursión, correspondiente a la
función

G(s) =

{
x0 si Ds = ∅,
E({x ∈ A | xR s(n)}) si Ds = n+ 1,

que, si se quiere, se puede expresar sin dificultad como una clase definida de
acuerdo con el axioma de comprensión.

En general, el enunciado del axioma de elección es como sigue:

Axioma de elección (AE)∧
X(ctoX →

∨
f(f : X −→ V ∧

∧
u ∈ X(u 6= ∅→ f(u) ∈ u)).

Así, AE afirma que, dado cualquier conjunto X, existe una función que a
cada elemento u ∈ X no vacío le elige uno de sus elementos. A una función de
estas características se la llama una función de elección sobre X.

Observemos que no siempre es necesario apelar al axioma de elección para
obtener una función de elección. Por ejemplo, imaginemos que restringimos
el problema que hemos planteado al principio de esta sección a una relación R
definida sobre A = ω. Entonces podemos demostrar la existencia de una función
de elección tomando, por ejemplo,

E(X) =

{
∅ si X = ∅,

mínX si X 6= ∅,

y la existencia de la sucesión {xn}n∈ω puede justificarse, por consiguiente, sin
necesidad de AE.

Así pues, el axioma de elección sólo es necesario para garantizar la existen-
cia de funciones de elección en ausencia de un criterio explícito que permita
construir una. Las situaciones en las que carecemos de tal criterio son muy
frecuentes. Ya hemos visto una: si partimos de una relación R en una clase A
y sabemos que para cada a ∈ A el conjunto ARa = {b ∈ A | bR a} no es vacío,
ello no nos da un criterio para elegir uno de sus elementos para cada x ∈ A, y
necesitamos recurrir al axioma de elección.

En definitiva, el axioma de comprensión y el axioma de elección son los
únicos axiomas de NBG que permiten probar la existencia de una clase con unas
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características determinadas (los demás axiomas, salvo el de extensionalidad,
que no es un axioma existencial, se limitan a afirmar que ciertas clases dadas
de antemano son conjuntos).

Teniendo en cuenta estas consideraciones, el ejemplo que hemos discutido se
traduce finalmente en el teorema siguiente (en el que hemos modificado ligera-
mente el argumento para evitar el uso de AP):

Teorema 4.21 (AI) AE → ED.

Demostración: Consideremos un conjunto A y una relación R en las con-
diciones de ED. Consideremos el conjunto X = {ARa | a ∈ A} que, por hipótesis,
es una familia de conjuntos no vacíos. Sea f : X −→ A una función de elección
y sea g : A −→ A la función dada por g(a) = f(ARa ). De este modo se cumple
que

∧
a ∈ A (g(a) ∈ A ∧ g(a)Ra).

Ahora fijamos un a0 ∈ A y definimos por recurrencia una función x : ω −→ A
mediante x0 = a0 ∧ xn+1 = g(xn). Es claro que la sucesión {xn}n∈ω cumple lo
requerido.

Como ya hemos explicado en la discusión previa a este teorema, no hay que
confundir el uso del axioma de elección con la eliminación de un cuantificador
existencial. En las páginas precedentes hemos tenido incontables ocasiones de
pasar de una premisa del tipo

∨
x x ∈ A a elegir un x ∈ A para razonar con

él, y no importa que no tengamos ningún criterio específico para seleccionar un
elemento de A en concreto, que ello no supone el uso del axioma de elección
(ni del axioma de comprensión), sino que es una mera consecuencia lógica de
la premisa: estamos usando la existencia de un x ∈ A y la premisa afirmaba
precisamente la existencia de un x en A. En cambio, si tenemos una familia
{Xi}i∈I de conjuntos no vacíos, esto significa que

∧
i ∈ I

∨
x x ∈ Xi, y de aquí

no podemos pasar a considerar una sucesión {xi}i∈I tal que
∧
i ∈ I xi ∈ Xi

sin recurrir al axioma de comprensión (si tenemos algún criterio explícito para
seleccionar un elemento de cada Xi) o al axioma de elección (si no lo tenemos),
pues la conclusión va más allá de lo contenido en la premisa: partimos de la
existencia de conjuntos en cada Xi y pretendemos concluir la existencia de un
conjunto que no es ninguno de los conjuntos cuya existencia se postula, sino una
aplicación x : I −→

⋃
i∈I

Xi.

No obstante, a partir del hecho de que podemos eliminar cuantificadores exis-
tenciales, podemos probar un caso particular del axioma de elección incluso en
ausencia de criterios para realizar las elecciones. Se trata de que todo conjunto
finito siempre admite una función de elección.

En 2.9 hemos definido el concepto de “conjunto finito” en términos de un sis-
tema de Peano arbitrario, pero es claro que en términos de ω puede reformularse
así:

Un conjunto es finito si
∨
n ∈ ω

∨
f f : n −→ x biyectiva).

Aquí usamos que, con la notación de la sección 2.2 todo n ∈ ω cumple que
n = I∗n, y es equipotente a In.
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Teorema 4.22 Todo conjunto finito tiene una función de elección.

Demostración: Basta probar, por inducción sobre n, que∧
x(
∨
f f : n −→ x biyectiva→ x tiene una función de elección).

En efecto, para n = 0 tenemos que x = ∅ y h = ∅ es trivialmente una función
de elección en x. Si es cierto para n, supongamos que f : n+ 1 −→ x biyectiva,
sea u = f(n) y x′ = f [n]. Es claro entonces que f |n : n −→ x′ biyectiva, luego
por hipótesis de inducción existe una función de elección h : x′ −→ V . Si u 6= ∅,
tomamos v ∈ u, y si u = ∅ tomamos v = ∅. Es claro entonces que h ∪ {(u, v)}
es una función de elección sobre x.

En cambio, no es posible demostrar sin el axioma de elección que todo con-
junto numerable tiene una función de elección. Sin embargo, para una gran parte
de las matemáticas que requieren el axioma de elección basta con el siguiente
caso particular:

Axioma de elección numerable (AEN) Todo conjunto numerable tiene
una función de elección.

O a lo sumo con el principio de elecciones dependientes ED, que es ligera-
mente más fuerte, como se ve en el teorema siguiente:

Teorema 4.23 (AI, AP) ED → AEN.

Demostración: Sea X = {xn | n < ω} un conjunto numerable y sea A
el conjunto de las funciones de elección sobre conjuntos Xm = {xn | n < m},
es decir, f ∈ A si y sólo si existe un m ∈ ω tal que f : Xm −→ {∅} ∪

⋃
n<m

xn
cumple que

∧
n < m(xn 6= ∅→ f(xn) ∈ xn).

Claramente A 6= ∅ y podemos definir en A la relación dada por f R g si
y sólo si g  f . Así A y R cumplen las hipótesis de ED, pues si g ∈ A y
Df = {xn | n < m}, si xm 6= ∅ tomamos un u ∈ xm, y en caso contrario
tomamos u = ∅, de modo que f = g ∪ {(xm, u)} cumple f ∈ A ∧ f R g. Por
ED existe una sucesión {fn}n<ω de elementos de A de modo que∧

n < ω(fn ∈ A ∧ fn  fn+1).

Es claro entonces que f =
⋃
n∈ω

fn : X −→ V y es una función de elección
sobre X.

Nota Observemos que ED no puede probarse2 a partir de AEN, pues en la
prueba de ED a partir de AE hemos necesitado una función de elección sobre el
conjunto de todos los conjuntos de la forma ARa , que no es necesariamente nume-
rable. Al final, lo que proporciona ED es una cantidad numerable de elecciones,
al igual que AEN, pero las elecciones de ED son “dependientes” en el sentido de

2No estamos aquí en condiciones de justificar ningún resultado negativo de este tipo. Esta
nota sólo pretende explicar por qué es imposible, sin probarlo realmente
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que se elige xn+1 en función de cuál es el xn elegido previamente (más precisa-
mente, elegimos xn+1 en el conjunto ARxn , que depende de la elección anterior),
mientras que AEN sólo proporciona una cantidad numerable de elecciones in-
dependientes (fijamos un conjunto numerable y elegimos un elemento de cada
uno de sus elementos, sin tener en cuenta cuál hemos elegido en otro cualquiera
de ellos).

Otra consecuencia de ED (luego de AE) que no puede probarse a partir de
AEN es esta caracterización de las relaciones bien fundadas:

Teorema 4.24 (AI, ED) Una relación R está en un conjunto A está bien
fundada si y sólo si no existe ninguna sucesión {xn}n∈ω de elementos de A tal
que

∧
n ∈ ω xn+1Rxn.

Demostración: Una implicación es inmediata y no requiere ninguna forma
de AE: si existe tal sucesión, entonces el conjunto B = {xn | n ∈ ω} es un
subconjunto no vacío de A que no tiene R-minimal, luego la relación no está
bien fundada.

Supongamos ahora que la relación R no está bien fundada, con lo que existe
un B ⊂ A no vacío sin R-minimal. Esto quiere decir que si x ∈ B, al no ser
R-minimal existe un y ∈ B tal que y Rx, pero esto significa que B y R cumplen
las hipótesis de ED, luego existe una sucesión {xn}n∈ω de elementos de B (luego
de A) que cumple la condición del enunciado.

Veamos un uso típico del axioma de elección numerable:

Teorema 4.25 (AEN) Toda unión numerable de conjuntos numerables es nu-
merable.

Demostración: Sea {An}n∈ω una familia de conjuntos numerables. Cam-
biando cada An por An \

⋃
m<n

Am tenemos otra familia de conjuntos numerables

con la misma unión, pero que además son disjuntos dos a dos, luego no perdemos
generalidad si suponemos que los An dados son disjuntos dos a dos.

La razón por la que necesitamos el uso del axioma de elección para probar
que su unión es numerable es que necesitamos elegir funciones inyectivas fn :
An −→ ω. Una vez elegidas, ya es elemental que podemos formar una función
inyectiva f :

⋃
n∈ω

An −→ ω × ω mediante f(a) = (n, fn(a)), donde n es el único

número natural tal que a ∈ An. Como ω × ω es numerable, concluimos que⋃
n∈ω

An también lo es.

Hay un resultado que parece muy elemental, pero en realidad requiere el
axioma de elección:

Teorema 4.26 (AE) Sean x e y dos conjuntos no vacíos. Existe f : x −→ y
inyectiva si y sólo si existe g : y −→ x suprayectiva.
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Demostración: Supongamos que existe f : x −→ y inyectiva y veamos
cómo construir la aplicación g. Esta implicación no requiere el axioma de elec-
ción, pues basta tomar un u ∈ x y definir

g(v) =

{
f−1(v) si v ∈ f [x],
u si v ∈ y \ f [x].

Es claro entonces que g es suprayectiva. Más aún, es claro que f ◦ g = Ix,
luego la suprayectividad de g es consecuencia del teorema 1.13.

Supongamos ahora que g : y −→ x suprayectiva y sea

X = {g−1[u] | u ∈ x},

que es un conjunto por reemplazo (la aplicación x −→ X dada por u 7→ g−1[u]
es suprayectiva). Por el axioma de elección, existe una función de elección
E : X −→ V . Definimos f : x −→ y mediante f(u) = E(g−1[u]). De este modo,
para cada u ∈ x tenemos que f(u) ∈ g−1[u], luego g(f(u)) = u, luego f ◦ g = Ix
y de nuevo 1.13 implica que f es inyectiva.

Notemos que el teorema anterior no requiere el axioma de elección si supo-
nemos que existe un buen orden en y (lo que sucede, por ejemplo, si y = ω),
pues entonces podemos definir la función de elección como E(a) = mín a, para
todo a ∈ X, pues se cumple que a ⊂ y.

Si al teorema anterior le añadimos la condición f ◦g = Ix que hemos obtenido
en la prueba, tenemos de hecho una equivalencia con el axioma de elección. La
probamos a continuación junto con otras más:

Teorema 4.27 Las afirmaciones siguientes son equivalentes:

1. AE

2. Si g : y −→ x es una aplicación suprayectiva, existe f : x −→ y tal que
f ◦ g = Ix.

3. Para toda familia {Xi}i∈I de conjuntos no vacíos (donde I es un conjunto)
existe otra familia {si}i∈I tal que

∧
i ∈ I si ∈ xi.

4. Para todo conjunto X formado por conjuntos no vacíos disjuntos dos a
dos, existe un conjunto a ⊂

⋃
X tal que

∧
u ∈ X

∨
v u ∩ a = {v}.

Demostración: 1) ⇒ 2) se sigue de la demostración del teorema anterior.

2)⇒ 3) Consideremos la aplicación g :
⋃
i∈I
{i}×Xi −→ I dada por g(i, u) = i.

Como los conjuntos Xi son no vacíos, tenemos que g es suprayectiva. Sea
f : I −→

⋃
i∈I

({i} ×Xi) según 2), es decir, tal que, para cada i ∈ I, se cumple

que f(i) = (i, v), para cierto v ∈ Xi. Basta tomar s = Rf .

3) ⇒ 4) Podemos ver a X como una familia {i}i∈X de conjuntos no vacíos.
Por 3) existe {si}i∈X tal que

∧
i ∈ X si ∈ i. Basta tomar a = Rs.
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4)⇒ 1) Dado un conjunto X, no perdemos generalidad si suponemos que no
contiene a ∅. El conjunto X ′ = {{i}× i | i ∈ X} está formado por conjuntos no
vacíos disjuntos dos a dos. Por 4) existe un conjunto f que contiene exactamente
un elemento de cada uno de ellos. Es claro que f es una función de elección
sobre X.

Nota La familia {si}i∈I no es más que un elemento del producto cartesiano∏
i∈I

Xi ≡ {s | s : I −→
⋃
i∈I

Xi ∧
∧
i ∈ I si ∈ Xi},

por lo que AE resulta ser equivalente a que el producto cartesiano de una familia
de conjuntos no vacíos es no vacío.

El axioma de elección interviene de forma esencial en la demostración de
numerosos teoremas importantes del álgebra, el análisis o la topología (para
probar la existencia de base en todo espacio vectorial, la existencia de ideales
maximales en anillos unitarios, la existencia de clausuras algebraicas, el teorema
de Tychonoff, el teorema de Hann-Banach, etc.) En la prueba de estos resultados
y otros muchos, es mucho más práctico utilizar una forma equivalente, un tanto
técnica, conocida como lema de Zorn:

Una cadena en un conjunto parcialmente ordenado X es un subconjunto
C ⊂ X para el que se cumpla

∧
uv ∈ C(u ≤ v ∨ v ≤ u). El teorema siguiente

contiene el enunciado del lema de Zorn junto con otras afirmaciones equivalentes
menos técnicas:

Teorema 4.28 (AP) Las afirmaciones siguientes son equivalentes:

1. Axioma de elección Todo conjunto tiene una función de elección.

2. Principio de numerabilidad Todo conjunto puede biyectarse con un
ordinal.

3. Principio de buena ordenación Todo conjunto puede ser bien orde-
nado.

4. Lema de Zorn Todo conjunto parcialmente ordenado no vacío en el que
toda cadena tenga una cota superior tiene un elemento maximal.

5. Lema de Zorn (variante) En todo conjunto parcialmente ordenado no
vacío en el que toda cadena tenga una cota superior, cada elemento está
por debajo de un elemento maximal.

Demostración: 1) ⇒ 2) Supongamos que un conjunto x no puede biyec-
tarse con ningún ordinal. En particular tenemos que x 6= ∅. Fijemos una
función de elección f : Px −→ x. El teorema de recursión 3.22 nos da una
función F : Ω −→ x tal que∧

α ∈ Ω F (α) = f(x \ F [α]).
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Veamos por inducción sobre α que F |α : α −→ x inyectiva.

Si α = 0 es trivial. Si es cierto para α, entonces F [α] 6= x, porque estamos
suponiendo que x no puede biyectarse con un ordinal. Entonces, puesto que
x \ F [α] 6= ∅, tenemos que F (α) = f(x \ F [α]) ∈ x \ F [α], de donde se sigue
claramente que F |α+1 es inyectiva.

Si λ es un ordinal límite y F |α es inyectiva para todo α < λ, entonces es
claro que F |λ es inyectiva, pues si δ < ε < λ, también δ < ε < ε + 1 < λ, y la
inyectividad de F |ε+1 implica que F (δ) 6= F (ε).

A su vez esto implica que F : Ω −→ x inyectiva, pero esto es imposible, pues
entonces F [Ω] ⊂ x sería un conjunto y por reemplazo también lo sería Ω.

2) ⇒ 3) es inmediato: dado un conjunto x, tomamos un ordinal α y una
biyección f : x −→ α y definimos la relación en x dada por u ≤ v ↔ f(u) ≤ f(v).
Es inmediato comprobar que se trata de un buen orden en x.

3) ⇒ 5) Sea (x,≤) un conjunto en las hipótesis del lema de Zorn y fijemos
un u0 ∈ x. Hemos de encontrar un elemento maximal m ∈ x tal que u0 ≤ m.
Para ello suponemos que no existe tal elemento maximal, es decir, que si u0 ≤ v,
siempre existe un v′ ∈ x tal que v < v′.

Como consecuencia, si c ⊂ x es una cadena tal que u0 ∈ c, existe un v ∈ x
tal que

∧
u ∈ c u < v. En efecto, estamos suponiendo que la cadena tiene cota

superior, es decir, que existe un v ∈ x tal que
∧
u ∈ c u ≤ v. En particular,

u0 ≤ v, luego, según acabamos de indicar, existe un v′ ∈ x tal que v < v′, y este
v′ cumple lo pedido.

De acuerdo con 3), fijamos un buen orden (x,E) en el conjunto x. Conside-
ramos la función G : V −→ x dada por G(s) = v si y sólo si Rs es una cadena
en x que contiene a u0 y entonces v es el mínimo respecto de la relación E del
conjunto {v ∈ x |

∧
u ∈ Rs u < v}, o bien v = u0 en cualquier otro caso.

El teorema de recursión 3.22 nos da una función F : Ω −→ x determinada
por la condición F (α) = G(F |α). Como RF |0 = ∅ no contiene a u0, la definición
de G nos da que F (0) = u0.

Veamos por inducción sobre α que
∧
δ < α F (δ) < F (α).

Suponemos que el resultado es cierto para todo α < β, y podemos suponer
que β > 0, pues en caso contrario no hay nada que probar. Tenemos, pues,
que si δ < α < β, entonces F (δ) < F (α), lo que implica que R(F |β) = F [β]
es una cadena en x que contiene a F (0) = u0. Por lo tanto, por definición de
G, tenemos que F (β) cumple

∧
u ∈ F [β] u < F (β), pero esto es justo lo que

teníamos que probar.

Consecuentemente tenemos que F : Ω −→ x inyectiva, pero eso es imposible,
porque entonces F [Ω] ⊂ x sería un conjunto y por reemplazo Ω también.

5) ⇒ 4) es trivial.
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4) ⇒ 1) Fijemos un conjunto x, que podemos suponer no vacío y tal que
∅ /∈ x, y sea

y = {p ∈ P(x×
⋃
x) |

∨
a(a ⊂ x ∧ p : a −→

⋃
x ∧

∧
u ∈ a(u 6= ∅→ p(u) ∈ u))}

el conjunto de las funciones de elección sobre subconjuntos de x. Notemos que
∅ ∈ y, luego y 6= ∅. Consideramos en y el orden parcial dado por la inclusión.
Es claro que si c ⊂ y es una cadena, entonces tiene por cota superior a

⋃
c,

luego el lema de Zorn nos da un f : a −→
⋃
x en y maximal respecto de la

inclusión. Basta probar que a = x, pues entonces f es una función de elección
sobre x.

En caso contrario, tomamos u ∈ x\a y v ∈ u (lo cual es posible, pues estamos
suponiendo que ∅ /∈ x). Es claro entonces que f ∪ {(u, v)} ∈ y y contradice la
maximalidad de f . Así pues, a = x.

El principio de numerabilidad afirma que los ordinales bastan para “contar”
cualquier conjunto, es decir, que todo conjunto se puede poner en la forma
{xα}α<β , para cierto ordinal β.

De la demostración del teorema anterior se sigue, más concretamente, que
un conjunto x admite un buen orden si y sólo si Px admite una función de
elección. Una implicación es trivial, pues un buen orden en x permite definir
una función de elección en Px mediante

E(u) =
{mínu si u 6= ∅,
∅ si u = ∅.

Veamos ahora una aplicación del lema de Zorn que requiere el concepto de
ideal de un anillo, definido en el apartado “Ideales y anillos cociente” de la
sección 1.7:

Teorema 4.29 (AP, AE) Si A es un anillo conmutativo y unitario, e I  A
es un ideal, existe un ideal maximal M tal que I ⊂M  A.

Demostración: SeaM el conjunto de todos los ideales3 de A distintos de A.
Consideramos en M el orden dado por la inclusión. De la propia definición de
ideal maximal se sigue que un ideal maximal de A es simplemente un elemento
maximal de M, luego basta probar que M cumple las hipótesis del lema de Zorn.
Ciertamente, M 6= ∅, pues {0} ∈ M (notemos que {0} ⊂ I  A). Si C ⊂ M

es una cadena (que podemos suponer no vacía), es fácil ver que I =
⋃
C es un

ideal de A. En efecto:

1. Si J ∈ C, tenemos que 0 ∈ J ⊂ I.

2. Si x, y ∈ I, entonces existen J1, J2 ∈ C tales que x ∈ J1, y ∈ J2. Como
C es una cadena existe un J ∈ C tal que J1, J2 ⊂ J , luego x, y ∈ J , luego
x+ y ∈ J ⊂ I.

3Se cumple que M es un conjunto porque M ⊂ PA, y estamos suponiendo AP.
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3. Si x ∈ I, a ∈ A, existe un J ∈ C tal que x ∈ J , luego ax ∈ J ⊂ C.

Además I 6= A, pues en caso contrario 1 ∈ I, luego existe un J ∈ C tal
que 1 ∈ J , luego J = A, en contradicción con que J ∈ M. Esto implica que
I ∈M y es claramente una cota superior de C.

El siguiente teorema que vamos a probar es en realidad un caso particular
del anterior, pero en estos momentos no estamos en condiciones de ver que es así
(véanse las observaciones tras la definición 7.7). En [T 1.50] hemos introducido
el concepto de filtro en un conjunto, cuya definición reproducimos aquí:

Definición 4.30 Sea X un conjunto no vacío. Un filtro en X es una familia F
de subconjuntos de X tal que:

1. ∅ /∈ F y X ∈ F .

2. Si A, B ∈ F entonces A ∩B ∈ F

3. Si A ∈ F y A ⊂ B ⊂ X, entonces B ∈ F .
Definimos ahora el concepto de ultrafiltro en un conjunto X, que no es
sino un filtro F con la propiedad adicional:

4. Si A ⊂ X, entonces A ∈ F o bien X \A ∈ F .

El teorema al que nos referíamos es un teorema de existencia de ultrafiltros,
pero antes de probarlo probaremos algunas caracterizaciones:

Teorema 4.31 Si U es un filtro en un conjunto X, las afirmaciones siguientes
son equivalentes:

1. U es un ultrafiltro.

2. Si A ⊂ X corta a todo elemento de U , entonces A ∈ U .

3. U es un filtro maximal, en el sentido de que no está estrictamente conte-
nido en ningún otro filtro.

Demostración: 1) ⇒ 2) Si A /∈ U , entonces X \ A ∈ U , luego A no corta
a todos los elementos de U .

2) ⇒ 3) Si F es un filtro en X tal que U ⊂ F , todo A ∈ F corta a todos los
elementos de F , luego en particular a todos los elementos de U , luego A ∈ U ,
luego U = F .

3) ⇒ 2) Si U es maximal y A ⊂ X corta a todo elemento de U , entonces

F = {B ⊂ X |
∨
C ∈ U A ∩ C ⊂ B}

es un filtro en X que contiene a U , luego A ∈ F = U .

2) ⇒ 1) Si A ⊂ X cumple que A /∈ U , por 2) tenemos que existe un B ∈ U
tal que A ∩B = ∅, luego B ⊂ X \A, luego X \A ∈ U .
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Teorema 4.32 (Teorema de los ultrafiltros (AP, AE)) Todo filtro en un
conjunto está contenido en un ultrafiltro.

Demostración: Basta aplicar el lema de Zorn a la familia de todos los
filtros de un conjunto X que contienen un filtro dado.

Por ejemplo, es inmediato que si a ∈ X, entonces (a) = {A ⊂ X | a ∈ A}
es un ultrafiltro en X. Los ultrafiltros de esta forma se llaman ultrafiltros fijos.
Los ultrafiltros que no son fijos se llaman libres.

En general, si un ultrafiltro U en un conjunto X contiene un conjunto fi-
nito A = {a1, . . . , an}, entonces contiene un ai (pues en caso contrario cada
complementario X \ {ai} ∈ U y, formando la intersección, X \ F ∈ U) y por
consiguiente U = (ai) es fijo. En otras palabras, un ultrafiltro es libre si y sólo
si no contiene conjuntos finitos.

Por otra parte, si X es un conjunto infinito, F = {A ⊂ X | X \ A es finito}
es claramente un filtro en X, y tenemos que un ultrafiltro en X es libre si y
sólo si contiene a F , luego la existencia de ultrafiltros libres en un conjunto
infinito X equivale a la existencia de ultrafiltros que contengan a F . El teorema
del ultrafiltro implica que todo conjunto tiene ultrafiltros libres, pero sucede
que esto no se puede probar sin ayuda del axioma de elección ni siquiera en los
casos más simples, como X = ω.

Para terminar demostramos una forma equivalente del axioma de elección
que tiene la peculiaridad de ser uno de los raros resultados que requiere esen-
cialmente de todos los axiomas de NBG, incluyendo el axioma de regularidad.

Teorema 4.33 (NBG-AE) El axioma de elección es equivalente a que, para
todo ordinal α, el conjunto Pα puede ser bien ordenado.

Demostración: Basta probar que, para todo ordinal α, el conjunto Vα
puede ser bien ordenado, pues todo conjunto está contenido en un Vα, luego
también puede ser bien ordenado.

Observemos que si Vα puede ser bien ordenado, entonces Vα+1 también. En
efecto, si Vα puede ser bien ordenado, existe una semejanza f : Vα −→ β en un
ordinal, la cual induce una biyección F : Vα+1 −→ Pβ. Por hipótesis Pβ puede
ser bien ordenado, luego Vα+1 también.

Supongamos que existe un λ tal que Vλ no puede ser bien ordenado, en
cuyo caso podemos tomar el mínimo posible. Obviamente λ 6= 0 y, por lo que
acabamos de razonar, no puede ser un ordinal sucesor, luego λ es un ordinal
límite.

Notemos que, en estas condiciones, para cada α < λ, tenemos que Vα puede
ser bien ordenado, pero no podemos decir “sea ≤α un buen orden en Vα”, porque
así estaríamos usando el axioma de elección que queremos demostrar.

No obstante, el hecho de que Vα pueda ser bien ordenado implica que es
biyectable con un ordinal, y podemos definir κα como el mínimo ordinal tal que
existe una biyección Vα −→ κα. A su vez podemos formar el ordinal κ =

⋃
α<λ

κα.
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Por hipótesis Pκ admite un buen orden, con el cual será semejante a otro ordinal
ξ. A su vez, Pξ puede ser bien ordenado, y fijamos un buen orden concreto en
Pξ, digamos ≤∗.

Ahora vamos a construir recurrentemente una sucesión {≤α}α<λ de modo
que cada ≤α sea un buen orden en Vα y de modo que si α < β < λ entonces el
orden ≤β de Vβ restringido a Vα sea ≤α y Vα sea un segmento inicial de Vβ .

Necesariamente, definimos ≤0= ∅, y así ≤0 es un buen orden de V0 = ∅.
Supuestos definidos {≤α}α<δ en las condiciones indicadas, donde δ ≤ λ es un
ordinal límite, podemos definir ≤δ =

⋃
α<δ

≤α, y ciertamente es un buen orden
en Vδ.

El único punto delicado es suponer definido el buen orden ≤α en Vα y de-
finir un buen orden ≤α+1 en Vα+1. De la hipótesis se deduce trivialmente que
existe uno, pero el problema es que tenemos que dar un criterio que no dependa
del axioma de elección para seleccionar uno en la construcción de la sucesión
transfinita de buenos órdenes.

Como ≤α es un buen orden en Vα, por 3.24 tenemos que (Vα,≤α) es seme-
jante a un único ordinal βα, y por 1.30 existe una única semejanza fα : (Vα,≤α
) −→ βα.

Ahora observamos que tiene que ser βα < ξ, pues si fuera ξ ≤ βα, podríamos
definir aplicaciones inyectivas

βα −→ κα −→ κ −→ Pκ −→ ξ −→ βα,

luego el teorema de Cantor-Bernstein nos daría una biyección κ −→ Pκ, en
contradicción con el teorema de Cantor 1.25.

Por lo tanto, la semejanza fα induce una biyección Fα : Vα+1 −→ Pβα ⊂ Pξ,
y el buen orden ≤∗ que hemos fijado en Pξ determina un buen orden explícito
en Vα+1, digamos ≤∗. Para hacerelo compatible con ≤α definimos

x ≤α+1 y ↔ (x, y ∈ Vα ∧ x ≤α y) ∨ (x ∈ Vα ∧ y ∈ Vα+1 \ Vα)

∨ (x, y ∈ Vα+1 \ Vα ∧ x ≤∗ y).

Es claro que esto define un buen orden en Vα+1 sin la intervención del axioma
de elección. Concluimos que ≤λ es un buen orden en Vλ, en contradicción con
la hipótesis.

Ahora disponemos ya de todos los axiomas de NBG, lo cual significa en la
práctica que todo teorema que podamos encontrar en cualquier libro de álge-
bra, análisis, topología, etc. puede probarse a partir de los axiomas que hemos
presentado. Ocasionalmente se demuestran teoremas partiendo de axiomas más
fuertes, pero en tales casos siempre se indica explícitamente cuáles son dichos
axiomas adicionales.



Capítulo V

Cardinales

Uno de los resultados más impactantes de la teoría de conjuntos de Cantor es
que permite extender la noción de cardinal o “número de elementos” a conjuntos
arbitrarios, no necesariamente finitos, de modo que, al igual que hay conjuntos
finitos con más o con menos elementos, lo mismo sucede con los conjuntos
infinitos, que los hay más grandes y más pequeños. Dedicamos este capítulo
a desarrollar esas ideas. En general trabajaremos en NBG − AE e indicaremos
explícitamente los resultados que dependen del axioma de elección. El punto de
partida es la noción de “equipotencia” que hemos introducido y estudiado en la
sección 1.5. Allí trabajábamos en NBG∗, pero esta teoría resulta ser insuficiente
para dar una definición satisfactoria de lo que es el cardinal de un conjunto, es
decir, para asignar a cada conjunto otro conjunto llamado su “cardinal” de modo
que dos conjuntos sean equipotentes si y sólo si tienen el mismo cardinal. En la
sección 2.2 hicimos esto para los conjuntos finitos y ahora estamos finalmente
en condiciones de abordar el caso general.

5.1 Números cardinales

En la sección 1.5 definimos la relación de equipotencia X = Y , pero insisti-
mos en que esta notación no expresa realmente una igualdad, ya que no tenemos
definido ningún objeto al que llamar X. Hay dos formas de asociar a cada con-
junto X un cardinal X, una se apoya en los axiomas de partes y regularidad,
mientras que la otra se apoya en el axioma de elección. En realidad hay una
(tercera) forma muy sencilla de definir el cardinal de un conjunto sin necesidad
de recurrir a ninguno de los axiomas que acabamos de mencionar. Basta tener
en cuenta que la relación de equipotencia determina una relación de equivalencia
en V , la dada por

X RY ↔ X = Y ,

luego podríamos definir el cardinal de un conjunto X como su clase de equiva-
lencia: X ≡ [X]R = {Y | X = Y }.

149
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Así se cumple ciertamente que X = Y (entendido como igualdad de clases de
equivalencia) si y sólo si X = Y (entendido como que X e Y son equipotentes).
Sin embargo, no es una buena opción pues, salvo para X = ∅, un cardinal así
definido es siempre una clase propia. En efecto, la aplicación V −→ X dada
por Y 7→ X ×{Y } es claramente inyectiva, luego su imagen es una clase propia
contenida en X, luego éste no puede ser un conjunto.

Esto no es del todo inviable, pero es técnicamente desaconsejable pues, por
ejemplo, nos impide definir la clase de todos los cardinales, ya que los cardinales
son clases propias y no pueden pertenecer a ninguna clase. Aunque podríamos
arreglárnoslas para definir una suma de cardinales, dicha suma no podría verse
como una ley de composición interna, porque eso requeriría que los cardinales
fueran conjuntos, etc.

Pero este “primer intento” se puede refinar. Para ello suponemos los axiomas
de partes y regularidad, lo cual nos da la descomposición de la clase universal

V =
⋃
α∈Ω

Vα,

donde cada Vα es un conjunto, así como la aplicación rang : V −→ Ω, que a cada
conjunto x le asigna el menor ordinal α tal que x ⊂ Vα. De este modo podemos
definir el cardinal de un conjunto X, no como la clase de todos los conjuntos
equipotentes a X (que no es un conjunto), sino como el conjunto de todos los
conjuntos equipotentes aX del menor rango posible. Esto es un conjunto porque
si α es el menor rango de un conjunto equipotente a X, entonces el cardinal así
definido es un subconjunto del conjunto Vα+1. Concretamente:

Definición 5.1 Un cardinal es un conjunto no vacío p tal que1

1.
∧
xy ∈ p(x = y ),

2.
∨
α
∧
x ∈ p rang x = α,

3.
∧
xy(x ∈ p ∧ x = y ∧ rang x = rang y → y ∈ p),

4. ¬
∨
xy(y ∈ p ∧ x = y ∧ rang x < rang y).

Llamaremos C a la clase de todos los cardinales.

La primera condición dice que todos los elementos de un cardinal p son
equipotentes entre sí. La segunda afirma que todos tienen un mismo rango α.
La tercera dice que todo conjunto equipotente a un conjunto de p que tenga el
rango de los elementos de p está en p, y la última afirma que no existen conjuntos
equipotentes a los de p de rango menor al rango de los elementos de p. En suma,
un cardinal es un conjunto no vacío de conjuntos equipotentes entre sí de rango
mínimo.

1En lo sucesivo las letras góticas p, q, . . . denotarán siempre cardinales, aunque no se
indique explícitamente.
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Si X es un conjunto cualquiera, definimos su cardinal como

X ≡ {Y | X = Y ∧ ¬
∨
Z(ctoZ ∧ rang Z < rang Y ∧ X = Z )}.

Es claro que X es realmente un cardinal. En efecto, puesto que existe al
menos un conjunto equipotente a X (el propio X), la clase

{α ∈ Ω |
∨
Y (ctoY ∧ Y = X ∧ rangY = α)}

no es vacía, luego tiene un mínimo elemento α, lo cual significa que existe un
conjunto Y0 equipotente a X de rango α y que si Z = X entonces rang Z ≥ α.
Por lo tanto, Y0 ∈ X, luego X 6= ∅, y no ofrece ninguna dificultad comprobar
que X no es sino el conjunto de todos los conjuntos equipotentes a X de rango
α, de donde se sigue a su vez que cumple las propiedades 1) – 4) de la definición
de cardinal.

Aunque estas definiciones sean técnicamente complejas, esto carece de im-
portancia, pues podemos olvidarnos de ellas en cuanto nos convencemos de lo
siguiente:

Teorema 5.2 Se cumple:

1. Para cada conjunto x tenemos definido x ∈ C y para todo p ∈ C existe un
conjunto x tal que x = p.

2. Dados dos conjuntos x e y, se cumple x = y (entendido como igualdad de
cardinales) si y sólo si x e y son equipotentes.

Demostración: Si p ∈ C, por definición no es vacío, luego existe un x ∈ p,
y es fácil ver que p = x.

Si dos conjuntos x e y son equipotentes, entonces los conjuntos de rango
mínimo equipotentes a uno de ellos coinciden con los conjuntos de rango mínimo
equipotentes al otro, luego sus cardinales son iguales. Recíprocamente, si ambos
tienen el mismo cardinal x = y = p y z ∈ p, entonces z es equipotente a x y a
y, luego ambos son equipotentes entre sí.

Así pues, hemos conseguido nuestro propósito: las fórmulas x = y tienen
el mismo significado que les hemos dado en la definición 1.21, pero ahora son
auténticas igualdades de cardinales.

Definición 5.3 Definimos la relación en C dada por

p ≤ q ≡
∨
xy(ctox ∧ cto y ∧ p = x ∧ q = y ∧ x es minuspontente a y).

Esta definición no depende de la elección de x e y en virtud del último
apartado del teorema 1.22, de modo que, para todo par de conjuntos x e y, se
cumple que

x ≤ y si y sólo si x es minuspotente a y,
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es decir, que la fórmula x ≤ y (entendida en términos de la relación que acaba-
mos de definir) tiene el mismo significado que tenía en 1.21, pero ahora es una
auténtica desigualdad entre cardinales.

El teorema 1.22 implica inmediatamente que la relación que acabamos de
definir es ciertamente una relación de orden (no necesariamente de orden total)
sobre la clase C.

Ahora veamos otra forma alternativa de definir el cardinal de un conjunto
que no requiere ni el axioma de regularidad ni el de partes, pero (para que sirva
realmente para todo conjunto) requiere el axioma de elección. La idea es que,
bajo AE, todo conjunto x puede biyectarse con un ordinal, luego podemos definir
el cardinal de x como el menor ordinal equipotente a x. En lugar de suponer AE,
restringiremos las definiciones a conjuntos biyectables con ordinales:

Definición 5.4 La clase de los cardinales de von Neumann es la clase2

K = {α ∈ Ω | ¬
∨
β < α β = α}.

Usaremos las letras griegas κ, µ, ν, . . . para referirnos a cardinales de von
Neumann, aunque no lo indiquemos explícitamente.

De este modo, un cardinal (de von Neumann) es un ordinal no equipotente a
ningún ordinal anterior. Por lo tanto, si κ y µ son cardinales de von Neumann,
se tiene que κ̄ = µ̄↔ κ = µ, ya que si κ̄ = µ̄ pero κ < µ o µ < κ, entonces µ (en
el primer caso) o κ (en el segundo) no sería un cardinal, pues sería equipotente
a un ordinal anterior.

Diremos que un conjunto es bien ordenable si admite una buena ordenación
o, equivalentemente, si es equipotente a un ordinal.

Para cada conjunto bien ordenable x, el menor ordinal equipotente a x no
puede ser equipotente a ningún ordinal anterior (pues dicho ordinal anterior
sería también equipotente a x), luego es un cardinal de von Neumann. En
definitiva, si definimos

|x| = κ | (κ ∈ K ∧ κ = x ),

tenemos que para todo conjunto bien ordenable x se cumple que |x| ∈ K y es
un ordinal equipotente a x.

Más aún, si x e y son conjuntos bien ordenables entonces |x| = |y| si y sólo
si x es equipotente a y.

En efecto, tenemos que x es equipotente a |x| e y es equipotente a |y|, luego x
es equipotente a y si y sólo si |x| es equipotente a |y| si y sólo si |x| = |y|.

2Por seguir la tradición cantoriana, escribiremos α en lugar de α cuando α sea un ordinal.
Recordemos que para Cantor una barra significaba “ordinal” y una barra sobre el ordinal (o
sea, dos barras sobre un conjunto) significaba “cardinal”.
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Así pues, si aceptamos AE, todo conjunto tiene asociado un cardinal de von
Neumann, luego podemos olvidarnos de la definición de C y trabajar únicamente
con K.

Por otra parte, si no suponemos AE, la relación entre ambas definiciones es
que tenemos una inmersión K −→ C dada por κ 7→ κ, es decir, a cada cardinal
de von Neumann le asociamos su cardinal en el sentido de 5.1. La aplicación es
inyectiva, pues si κ = µ, entonces κ y µ son cardinales equipotentes, luego son
iguales.

Si esta inmersión es suprayectiva, entonces para todo conjunto x tenemos
que x = κ, para cierto κ ∈ K, luego x es equipotente a κ y, por consiguiente,
bien ordenable. En suma, la suprayectividad de la inmersión de K en C equivale
al axioma de elección.

Por otra parte, si consideramos enK el orden de Ω, tenemos que la inmersión
es una semejanza en la imagen, es decir, κ ≤ µ si y sólo si κ ≤ µ.

En efecto, si κ ≤ µ, entonces κ ⊂ µ, luego es obvio que κ ≤ µ. Recíproca-
mente, si κ ≤ µ, no puede ser µ < κ, pues entonces µ ≤ κ, luego κ = µ, luego
κ = µ, contradicción. Así pues, κ ≤ µ.

En particular, si x e y son conjuntos bien ordenables, tenemos que |x| ≤ |y|
si y sólo si x es minuspotente a y. Un poco más en general:

Teorema 5.5 Sean x, y dos conjuntos tales que y es bien ordenable y x 6= ∅.
Entonces, las afirmaciones siguientes son equivalentes:

1. x es bien ordenable y |x| ≤ |y|.

2. Existe f : x −→ y inyectiva.

3. Existe g : y −→ x suprayectiva.

Demostración: Teniendo en cuenta que 2) implica obviamente que x es
bien ordenable, la observación previa al teorema nos da que 1) ⇔ 2), mientras
que el teorema 4.26 nos da que 2) ⇔ 3) teniendo en cuenta la observación que
le sigue, que justifica que en este caso no es necesario AE.

Puede probarse que sin el axioma de elección es imposible demostrar que la
relación de orden en C sea un orden total, mientras que con el axioma de elección
C es semejante a K y, por consiguiente, C resulta estar no sólo totalmente
ordenado, sino incluso bien ordenado.

En la práctica identificaremos K con su imagen en C, en el sentido de que
si p ∈ C y afirmamos que p ∈ K deberemos entender que p = κ para un cierto
κ ∈ K. Por ejemplo, es obvio que si X ≤ Y e Y es bien ordenable, entonces X
también lo es. Alternativamente, podemos expresar esto diciendo que si p ≤ κ,
entonces p ∈ K.

Veamos algunos resultados básicos sobre los cardinales de von Neumann:
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Teorema 5.6 ω ⊂ K.

Demostración: Probamos por inducción que todo número natural es un
cardinal. Obviamente 0 no es equipotente a ningún ordinal anterior, luego
0 ∈ K. Supongamos que n ∈ K pero que n+ 1 /∈ K. Entonces existe un ordinal
anterior m < n+ 1 y una biyección f : n+ 1 −→ m. Es claro que m no puede
ser 0, luego m = r + 1. Veamos que podemos suponer que f(n) = r. En caso
contrario, sea n′ = f−1(r). Definimos

f ′ = (f \ {(n, f(n)), (n′, r)}) ∪ {(n, r), (n′, f(n))},

y es claro que f ′ es una biyección como f pero tal que f(n) = r.
Ahora bien, r < n y f ′|n : n −→ r biyectiva, lo cual contradice que n sea un

cardinal.

En realidad el teorema anterior es simplemente una variante de 2.8. Ahora
es inmediato que un conjunto X es finito (según la definición 2.9) si y sólo si es
bien ordenable y |X| ∈ ω, y en tal caso |X| es el mismo número natural definido
en 2.9.

Teorema 5.7 ω ∈ K.

Demostración: En caso contrario existiría un n ∈ ω tal que n = ω, pero
como n ⊂ n + 1 ⊂ ω es claro que n ≤ n+ 1 ≤ ω = n, luego sería n = n+ 1 y
n+ 1 no sería un cardinal, en contra del teorema anterior.

El siguiente cardinal ya no es tan fácil de encontrar. Ciertamente no puede
ser ω + 1, como muestra el teorema siguiente:

Teorema 5.8
∧
κ(ω ≤ κ→ κ es un ordinal límite).

Demostración: Vamos a ver que no puede existir un ordinal α tal que
κ = α + 1. En efecto, en tal caso podríamos definir una aplicación f : κ −→ α
biyectiva mediante

f(β) =

β si β ∈ α \ ω,
β + 1 si β ∈ ω,
0 si β = α.

Por consiguiente κ no sería un cardinal.

La forma más natural de encontrar un cardinal mayor que ω es tomar un
ordinal equipotente a Pω y aplicar el teorema de Cantor. No obstante, no po-
demos encontrar dicho ordinal sin el axioma de elección, pues sin él no puede
probarse que Pω pueda ser bien ordenado. Pero es posible probar la existencia
de cardinales arbitrariamente grandes sin necesidad del axioma de elección. En
cualquier caso, el axioma que necesitaremos inevitablemente es el axioma de
partes, pues sin él no puede demostrarse la existencia de conjuntos no numera-
bles (es decir, de conjuntos de cardinal mayor que ω). Así, el teorema siguiente
es el segundo en el que usamos AP de forma esencial, después del teorema de
Cantor (que hasta ahora no hemos usado para nada):
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Teorema 5.9
∧
α
∨
κ α < κ.

Demostración: Sea

A = {R ∈ P(α× α) | R es un buen orden en α},

es decir, A es el conjunto de todos los buenos órdenes posibles en α. Se cumple
que es un conjunto por el axioma de partes.

Sea f : A −→ Ω la aplicación dada por f(R) = ord(α,R). Por el axioma del
reemplazo f [A] es un subconjunto de Ω, luego está acotado. Sea β ∈ Ω tal que∧
δ ∈ f [A] δ < β.
Si R es la relación de orden usual en α, tenemos que R ∈ A y f(R) = α,

luego α < β. Si fuera α = β, entonces tendríamos una biyección g : α −→ β, la
cual nos permitiría definir la relación en α dada por δRε si y sólo si g(δ) < g(ε).
Claramente R es un buen orden en α y g : (α,R) −→ β es una semejanza. Por
consiguiente f(R) = β ∈ f [A], en contradicción con la elección de β. Así pues,
como obviamente α ≤ β, ha de ser α < β.

Llamemos κ al mínimo ordinal tal que α < κ. Claramente κ ∈ K, pues si
existiera un γ < κ tal que γ = κ, también tendríamos que α < γ, en contra de
la definición de κ.

Además α < κ, pues de lo contrario sería κ ≤ α, y esto contradice a α < κ,
por el teorema de Cantor-Bernstein.

Definición 5.10 Dado un ordinal α llamaremos cardinal siguiente de α al mí-
nimo cardinal mayor que α y lo representaremos por α+.

Según hemos visto,
∧
n ∈ ω n+ = n+ 1, mientras que si α es infinito esto ya

no es cierto, pues entonces α+ es un ordinal límite.

Ahora ya tenemos demostrada la existencia de infinitos cardinales infinitos.
Más aún, hemos probado que K no está acotado en Ω, lo que implica que la
clase de todos los cardinales no es un conjunto. Otro hecho importante es el
siguiente:

Teorema 5.11 El supremo de un conjunto de cardinales es un cardinal.

Demostración: Sea A ⊂ K un conjunto y sea κ =
⋃
µ∈A

µ. Ciertamente

κ ∈ Ω y hemos de probar que es un cardinal. Si existiera un α < κ tal que
α = κ, entonces existe un µ ∈ A tal que α < µ ≤ κ. Entonces

α ≤ µ ≤ κ = α.

Por consiguiente α = µ, en contra de que µ sea un cardinal.

Definición 5.12 Llamaremos ℵ : Ω −→ Ω (función álef) a la única aplicación
que cumple

ℵ0 = ω ∧
∧
α ℵα+1 = ℵ+

α ∧
∧
λ ℵλ =

⋃
δ<λ

ℵδ.
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Es claro que se trata de una función normal. Vamos a probar que recorre
todos los cardinales infinitos.

Teorema 5.13 ℵ : Ω −→ K \ ω biyectiva.

Demostración: Como ℵ es normal sabemos que es inyectiva, luego basta
probar que es suprayectiva. Una simple inducción demuestra que

∧
αℵα ∈ K

(el caso límite es el teorema 5.11). Esto significa que ℵ[Ω] ⊂ K. Como ℵ es
creciente y ℵ0 = ω, ciertamente ℵ[Ω] ⊂ K \ ω. Sólo nos falta probar que si
κ ∈ K \ ω existe un α tal que κ = ℵα.

Por la normalidad tenemos que κ ≤ ℵκ < ℵκ+1. Sea β el mínimo ordinal tal
que κ < ℵβ . No puede ser β = 0, pues entonces κ ∈ ℵ0 = ω. Por la definición
de ℵ tampoco puede ocurrir que β sea un ordinal límite. Consecuentemente,
β = α + 1 y tenemos que ℵα ≤ κ < ℵα+1 = ℵ+

α . Necesariamente entonces
κ = ℵα.

Según esto, tenemos que ℵ0 = ω es el cardinal de los conjuntos numerables,
aunque es costumbre no usar las dos notaciones indiscriminadamente, sino que
se usa ℵ0 cuando lo consideramos como un cardinal y ω cuando lo consideramos
como un ordinal. Similarmente, es costumbre representar ℵα como ωα cuando
lo consideramos como un ordinal.

Tenemos entonces que la sucesión de los cardinales infinitos (de von Neu-
mann) empieza así:

ℵ0, ℵ1, ℵ2, . . . ℵω, ℵω+1, ℵω+2, . . . ℵω1
, ℵω1+1, . . . ℵω1+ω, . . .

Es claro que el axioma de elección equivale a que todo cardinal infinito es
un álef.

5.2 La aritmética cardinal

La aritmética cardinal permite reducir el cálculo del cardinal de un conjunto
al de otros conocidos. Empezamos estudiando la suma y el producto de cardi-
nales, que, a diferencia de lo que ocurre con la exponenciación, son muy fáciles
de calcular.

Suma y producto La definición se apoya en el siguiente hecho elemental:

Si X, Y , X ′, Y ′ son conjuntos cualesquiera y X = X ′, Y = Y ′,
entonces

X × {0} ∪ Y × {1} = X ′ × {0} ∪ Y ′ × {1}, X × Y = X ′ × Y ′.

La comprobación no ofrece ninguna dificultad.
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Definición 5.14 Definimos las operaciones + y · en C dadas por

p + q = X × {0} ∪ Y × {1}, pq = X × Y ,

donde p = X, q = Y .

La observación anterior justifica que esta definición no depende de la elección
de los conjuntos X e Y . Más aún, es fácil probar:

Teorema 5.15 1) Si X e Y son conjuntos disjuntos, X ∪ Y = X + Y .
2) Si X e Y son conjuntos cualesquiera, X × Y = X · Y .

El teorema siguiente se demuestra sin dificultad sin más que manipular de
forma obvia aplicaciones entre conjuntos:

Teorema 5.16 Para todos los cardinales p, q, r, s se cumple:

1. (p + q) + r = p + (q + r),

2. p + q = q + p,

3. p + 0 = p,

4. p ≤ q ∧ r ≤ s→ p + r ≤ q + s,

5. (pq)r = p(qr),

6. pq = qp,

7. p · 0 = 0 ∧ p · 1 = p,

8. p(q + r) = pq + pr,

9. p ≤ q ∧ r ≤ s→ p + r ≤ q + s ∧ pr ≤ qs.

Estas propiedades permiten operar fácilmente con cardinales. Veamos un
ejemplo:

Teorema 5.17 Para todo par de conjuntos X, Y se cumple

X + Y = X ∪ Y +X ∩ Y .

En particular X ∪ Y ≤ X + Y .

Demostración: Claramente X se descompone en la unión disjunta X =

(X \ (X ∩ Y )) ∪ (X ∩ Y ), luego X = X \ (X ∩ Y ) +X ∩ Y . Por lo tanto

X + Y = X \ (X ∩ Y ) + Y +X ∩ Y = (X \ (X ∩ Y )) ∪ Y +X ∩ Y ,

donde hemos usado que los dos primeros sumandos del término central son
disjuntos. Es claro que el último miembro coincide con X ∪ Y + X ∩ Y . La
desigualdad se sigue del último apartado del teorema anterior.

Veamos ahora que la suma y el producto de cardinales de K está también
en K. De hecho, podemos definir directamente las operaciones en K sin pasar
por C:
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Definición 5.18 Definimos las operaciones + y · en K dadas por

κ+ µ = |κ× {0} ∪ µ× {1}|, κµ = |κ× µ|.

Para que esta definición sea correcta (al menos sin suponer AE) debemos
justificar que los conjuntos κ × {0} ∪ µ × {1} y κ × µ son bien ordenables. De
hecho, esto es cierto para ordinales cualesquiera:

En la sección 3.5 hemos visto que si α y β son dos ordinales cualesquiera,
entonces α + β = ord(α ⊕ β) y αβ = ord(α × β), donde en los conjuntos
α⊕ β = α× {0} ∪ β × {1} y α× β se considera el orden lexicográfico, luego en
particular ambos conjuntos son bien ordenables. Esto justifica que la definición
anterior es correcta, pero prueba además que

α+ β = α× {0} ∪ β × {1} = α+ β, α β = α× β = αβ,

donde la suma y el producto de los miembros izquierdos son la suma y pro-
ducto de ordinales, mientras que en los miembros derechos tenemos la suma y
el producto de cardinales definidas en 5.14.

En particular esto vale para κ, µ ∈ K, lo que significa que, si tenemos dos
cardinales en K, es lo mismo sumarlos o multiplicarlos como cardinales en K y
luego considerar sus cardinales asociados en C que sumar o multiplicar en C sus
cardinales asociados. En definitiva, que a la hora de sumar y multiplicar cardi-
nales de K, da igual hacerlo en K o en C, pues los resultados se corresponden
a través de la inclusión K −→ C.

Por consiguiente, si X e Y son conjuntos bien ordenables, también lo son
X ∪ Y y X × Y . En efecto, si son disjuntos, tenemos que

X ∪ Y = X + Y = |X|+ |Y | = |X|+ |Y |,

luego el cardinal de X ∪ Y es un cardinal de K, lo que significa que X ∪ Y es
bien ordenable y

|X ∪ Y | = |X|+ |Y |.

Si X e Y no son disjuntos, sabemos de todos modos que

X ∪ Y ≤ X + Y = |X|+ |Y |,

luego X ∪ Y es minuspotente al cardinal |X| + |Y |, luego es bien ordenable
igualmente. Con el producto sucede lo mismo:

X × Y = X Y = |X|+ |Y | = |X| |Y |,

luego el cardinal de X × Y es un cardinal de K, luego es bien ordenable y

|X × Y | = |X| |Y |.

Ahora es inmediato que todas las propiedades del teorema 5.16 valen también
para las operaciones en K. Por ejemplo, κ+µ = µ+κ porque ambos cardinales
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de K se corresponden con el cardinal κ + µ = µ + κ de C, y la inmersión es
inyectiva. Igualmente, el teorema 5.17 se traduce en que, si X e Y son conjuntos
bien ordenables,

|X|+ |Y | = |X ∪ Y |+ |X ∩ Y |,

simplemente porque, precisamente por 5.17, ambos miembros se corresponden
con el mismo cardinal de C. También hemos probado lo siguiente:

Teorema 5.19 Para todos los ordinales α y β, se cumple

|α+ β| = |α|+ |β|, |αβ| = |α||β|,

donde la suma y el producto de los miembros izquierdos son la suma y el pro-
ducto de ordinales, y los de los miembros derechos son la suma y el producto de
cardinales.

(Por ejemplo, para la suma hemos visto que ambos miembros se corresponden
con el cardinal α+ β = α+ β de C, e igualmente sucede con el producto.)

Es importante tener presente que ahora tenemos dos sumas y dos productos
definidos sobre todos los cardinales de K: la suma y el producto de ordina-
les (cuyo resultado no está necesariamente en K) y la suma y el producto de
cardinales. Son distintas. Por ejemplo, las operaciones ordinales no son con-
mutativas, pero las cardinales sí. Un ejemplo concreto: ω + 1 6= ℵ0 + 1, pues
el miembro izquierdo no es un cardinal (los cardinales infinitos son ordinales
límite) y el miembro derecho sí que lo es. El teorema anterior muestra la rela-
ción entre ellas, pero lo que necesitamos ahora son resultados que nos permitan
calcular sumas y productos de cardinales. El caso finito es trivial:

Teorema 5.20 Sobre los números naturales, la suma cardinal coincide con la
suma ordinal.

Demostración: Es consecuencia inmediata del teorema anterior, teniendo
en cuenta que todo n ∈ ω cumple |n| = n.

La suma y el producto en K quedan completamente determinados por el
teorema siguiente:

Teorema 5.21 Para todo álef κ se cumple κκ = κ.

Demostración: Lo probamos por inducción, es decir, suponemos que para
todo álef µ < κ se cumple µµ = µ. Entonces,

∧
µ < κ µµ < κ, pues µ ha de ser

un álef o bien un número natural.
Consideramos en κ × κ la restricción del orden canónico de Ω × Ω definido

en 3.28.
Sea α = ord (κ × κ). Entonces α ≥ |α| = κκ ≥ κ. Supongamos que fuera

κ < α y sea f : α −→ κ × κ la semejanza. Sea f(κ) = (β, γ). Como κ es un
ordinal límite, podemos tomar δ < κ tal que β, γ < δ.
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Como κ está formado por los ordinales menores que κ, tenemos que f [κ]
está formado por los pares menores que (β, γ). Ahora bien, por la definición del
orden canónico, si (β′, γ′) < (β, γ), entonces β′, γ′ < δ, es decir, f [κ] ⊂ δ × δ.

Por consiguiente, κ = |f [κ]| ≤ |δ × δ| = |δ| |δ| < κ, contradicción. Por
consiguiente α = κ, lo cual prueba que κ× κ es equipotente a κ.

Como consecuencia:

Teorema 5.22 Se cumple:∧
κµ(κ ≤ µ ∧ ℵ0 ≤ µ→ κ+ µ = µ),∧

κµ(κ ≤ µ ∧ ℵ0 ≤ µ ∧ κ 6= 0→ κµ = µ).

Demostración: µ ≤ κ+ µ ≤ µ+ µ = 2µ ≤ µµ = µ, luego κ+ µ = µ.
µ ≤ κµ ≤ µµ = µ, luego κµ = µ.

Así pues, la aritmética de K es muy sencilla:

ℵ0 + ℵ1 = ℵ1, ℵω15 + ℵ3 = ℵω15 , 3ℵ7 = ℵ7, ℵ23 ℵ7 = ℵ23, etc.

Ejercicio: Probar que si Y es un conjunto infinito bien ordenable y |X| < |Y |,
entonces |Y \X| = |Y |.

Nota En la prueba del teorema 5.21 hemos visto que si κ es un álef y con-
sideramos el orden canónico en κ × κ, entonces ord(κ × κ) = κ. De la defini-
ción del orden canónico se sigue fácilmente que el producto es la sección inicial
κ× κ = (Ω× Ω)<(κ,0).

Respecto a la aritmética de los cardinales no bien ordenables, poco podemos
decir. Un concepto útil en su estudio es el siguiente:

Definición 5.23 Sea X un conjunto infinito. Sea

B = {R | R es un buen orden en un subconjunto de X}.

Se cumple que B es un conjunto porque B ⊂ P(X ×X). Llamaremos número
de Hartogs de X a ℵ(X) = {ord(DR,R) | R ∈ B}.

Como ℵ(X) es imagen de B, por el axioma del reemplazo es un conjunto
de ordinales. Es claro que α ∈ ℵ(X) si y sólo si existe f : α −→ X inyec-
tiva, de donde se sigue claramente que ℵ(X) es un conjunto transitivo y, por
consiguiente, un ordinal.

Más aún, si |α| = |β| y β < ℵ(X), entonces α < ℵ(X), de donde se sigue
que ℵ(X) es, de hecho, un cardinal, y una simple inducción prueba que si X
es infinito existe f : n −→ X inyectiva para todo n, luego ℵ(X) es un cardinal
infinito, es decir, un álef.
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También es inmediato que si X = Y entonces ℵ(X) = ℵ(Y ), luego, para
cada cardinal p, podemos definir ℵ(p) = ℵ(X), donde X es cualquier conjunto
tal que X = p.

Es claro que ℵ(p) es el menor álef κ que no cumple κ ≤ p (notemos que si
fuera ℵ(p) ≤ p entonces tendríamos ℵ(p) < ℵ(p)). En particular, si κ es un álef,
se cumple ℵ(κ) = κ+.

Teorema 5.24 Sean p y κ cardinales infinitos tales que p + κ = pκ. Entonces
p ≤ κ o κ ≤ p. En particular, si p + ℵ(p) = pℵ(p), entonces p es un álef.

Demostración: Sea X un conjunto de cardinal p. Por hipótesis existen
conjuntos disjuntos A y B tales que X × κ = A ∪B, A = p, B = κ.

Si existe un x ∈ X tal que {(x, α) | α < κ} ⊂ A, entonces claramente κ ≤ p.
En caso contrario, para cada x ∈ X existe un mínimo αx ∈ κ tal que

(x, αx) /∈ A, de donde {(x, αx) | x ∈ X} ⊂ B, por lo que p ≤ κ.

En el caso particular en que κ = ℵ(p) no puede ocurrir ℵ(p) ≤ p, luego ha
de ser p ≤ ℵ(p) y, por consiguiente, p es un álef.

Como aplicación tenemos un resultado interesante:

Teorema 5.25 El axioma de elección equivale a que pp = p para todo cardinal
infinito p.

Demostración: Si suponemos el axioma de elección entonces todo cardinal
infinito es un álef y basta aplicar el teorema 5.21. Para el recíproco basta probar
que todo cardinal infinito p es un álef y, a su vez, para ello basta probar que
p + ℵ(p) = pℵ(p). De hecho basta ver que pℵ(p) ≤ p + ℵ(p), ya que la otra
desigualdad se da siempre trivialmente. Ahora bien:

p + ℵ(p) = (p + ℵ(p))(p + ℵ(p)) = pp + 2pℵ(p) + ℵ(p)ℵ(p) ≥ pℵ(p).

Exponenciación Finalmente introducimos la exponenciación de cardinales,
una operación tan natural como la suma y el producto pero cuyo comporta-
miento es muy diferente. Recordemos que AB = {f | f : B −→ A}. La
definición de la exponenciación de cardinales se apoya en el siguiente hecho
obvio:

Si A, A′, B y B′ son conjuntos tales que A = A′ y B = B′ entonces
se cumple AB = A′B′ .

Definición 5.26 Dados dos cardinales p y q, definimos pq = AB , donde A = p

y B = q.

La observación precedente demuestra que pq no depende de la elección de
los conjuntos A y B. Las propiedades siguientes se demuestran sin dificultad:
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Teorema 5.27 Para todos los cardinales p, q, r se cumple:

1. p 6= 0→ 0p = 0,

2. p0 = 1, 1p = 1, p1 = p,

3. q ≤ r→ pq ≤ pr,

4. p 6= 0 ∧ q 6= 0 ∧ q ≤ r→ pq ≤ pr,

5. pq+r = pqpr,

6. (pq)r = prqr.

Una simple inducción basada en estas propiedades demuestra que la expo-
nenciación cardinal sobre los números naturales coincide con la exponenciación
ordinal. Otro resultado notable es el siguiente:

Teorema 5.28 Para todo conjunto X, se cumple PX = 2X .

Demostración: Basta observar que la aplicación f : 2X −→ PX dada por
h 7→ h−1[{1}] es biyectiva.

En estos términos se cumple que R = Pω = 2ℵ0 . Por otra parte, ahora el
teorema de Cantor admite esta formulación aritmética:

Teorema 5.29 (Teorema de Cantor) Para todo cardinal p se cumple

p < 2p.

Observaciones El hecho de que la exponenciación cardinal esté tan vinculada
al operador P hace que los axiomas de la teoría de conjuntos dejen sin decidir los
hechos más importantes sobre la misma. En efecto, dichos axiomas se limitan
a imponer la existencia de los conjuntos que un matemático necesita, es decir,
garantizan la existencia de uniones, intersecciones, de los conjuntos de números,
etc., pero no dicen nada sobre qué clase de cosa es un conjunto y, en particular,
no dicen nada sobre qué contiene PX, ni de lo grande o pequeño que pueda ser
este conjunto.

Como muestra de lo “reacia” que es la teoría de conjuntos a pronunciarse
sobre la exponenciación cardinal, observamos que sin el axioma de elección no
podemos asegurar que AB o incluso PA sean bien ordenables aunque A y B lo
sean. Esto hace que no podamos desarrollar una aritmética de la exponenciación
de K que no requiera el axioma de elección, al contrario de lo que sucede con
la suma y el producto. El hecho de que cualquier resultado no trivial requiera
el axioma de elección es una muestra de que, por muy bien que conozcamos
los conjuntos A y B, en realidad no sabemos casi nada de AB (y lo mismo
vale para PX). De todos modos, aunque el axioma de elección hace que la
exponenciación cardinal tenga un comportamiento bastante razonable, lo cierto
es que no resuelve en absoluto las cuestiones centrales en torno a ella.
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Por ejemplo, la hipótesis del continuo es la conjetura de Cantor según la
cual 2ℵ0 = ℵ1. Sin el axioma de elección hemos probado que 2ℵ0 > ℵ0 y, con el
axioma de elección (¡pero no sin él!), lo único que podemos añadir a esto es que
2ℵ0 ≥ ℵ1. Naturalmente, el problema es idéntico para cardinales mayores:

Definición 5.30 Se llama hipótesis del continuo generalizada a la siguiente sen-
tencia:

(HCG) Si p es un cardinal infinito, no existe ningún cardinal q tal que

p < q < 2p.

Con el axioma de elección esto equivale a que 2κ = κ+ para todo cardinal
infinito κ, o también a que ∧

α 2ℵα = ℵα+1.

Sucesiones y partes finitas Para completar los cálculos aritméticos básicos,
dado un conjunto bien ordenable A, vamos a calcular el cardinal de los conjuntos

A<ω =
⋃
n∈ω

An, y [A]<ω = {x | x ⊂ A ∧ |x| < ℵ0},

es decir, el conjunto de las sucesiones finitas en A y el de los subconjuntos finitos
de A.

Teorema 5.31 Si A es un conjunto bien ordenable no vacío, entonces A<ω es
bien ordenable, y |A<ω| = ℵ0|A|.

Demostración: Supongamos en primer lugar que A es infinito. Entonces
|A × A| = |A|, luego podemos fijar una biyección h : A × A −→ A. Vamos
a definir por recurrencia, para cada n ∈ ω, una biyección fn : An+1 −→ A.
Definimos f0 : A1 −→ A mediante f0(s) = s(0). Claramente es una biyección.
Supuesta definida fn, definimos fn+1 : An+2 −→ A mediante

fn+2(s) = h(fn+1(s|n+1), s(n+ 1)).

Una simple inducción prueba que cada fn es biyectiva. Ahora definimos la
aplicación f̄n : An+1 −→ A×{n} mediante f̄n(s) = (fn(s), n). Es claro entonces
que ⋃

n∈ω
f̄n : A<ω \ {∅} −→ A× ω biyectiva.

Esto prueba que A<ω \ {∅} es bien ordenable, y que su cardinal es |A| ℵ0

(que en este caso es |A|). Obviamente entonces, |A<ω| = |A|+ 1 = |A|.
Si A es finito, a partir de una aplicación inyectiva A −→ ω se construye

fácilmente una aplicación A<ω −→ ω<ω también inyectiva, de donde resulta
que |A<ω| ≤ |ω<ω| = ℵ0.

Por otra parte, fijado un a ∈ A, la aplicación ω −→ A<ω que a cada n ∈ ω
le asigna la función cna = n × {a} (es decir, la función n −→ A que toma
siempre el valor a) es claramente inyectiva, luego ℵ0 ≤ |A<ω| y concluimos que
|A<ω| = ℵ0 = |A| ℵ0.
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Si A es un conjunto finito, entonces todos sus subconjuntos son finitos, luego
|[A]<ω| = |PA| = 2|A|, que es un número natural, luego PA y [A]<ω son conjun-
tos finitos. Si A es infinito y bien ordenable, tenemos lo siguiente:

Teorema 5.32 Si A es un conjunto infinito bien ordenable, entonces [A]<ω

también es bien ordenable, y |[A]<ω| = |A|.

Demostración: La aplicación A<ω −→ [A]<ω dada por s 7→ Rs es clara-
mente suprayectiva, luego existe una aplicación [A]<ω −→ A<ω inyectiva,3 lo
que prueba que [A]<ω es bien ordenable, y |[A]<ω| ≤ |A<ω| = |A|.

Por otra parte, la aplicación A −→ [A]<ω dada por a 7→ {a} es inyectiva,
luego |A| ≤ |[A]<ω| y tenemos la igualdad.

Conjuntos D-infinitos En la sección 2.1 tomamos como axioma de infinitud
la existencia de un conjunto X en el que existe una aplicación S : X −→ X
inyectiva y no suprayectiva, y explicamos que esto era una forma de postular la
existencia de un conjunto infinito.

Los conjuntos X con esta propiedad reciben el nombre de conjuntos D–
infinitos (o infinitos de Dedekind), y los conjuntos que no son D–infinitos se
llaman D–finitos. Así, el axioma de infinitud adoptado en la sección 2.1 postula
la existencia de un conjunto D–infinito.

El teorema 2.14 prueba que todo conjunto finito es D–finito, luego todo
conjunto D–infinito es infinito. Por lo tanto, el axioma de infinitud cumple
ciertamente su cometido, como, por otra parte, ya hemos comprobado sobra-
damente. Sin embargo, conviene destacar que no es posible probar que todo
conjunto D–finito es finito sin usar el axioma de elección.4 Lo más que podemos
probar es que un conjunto N es D–infinito si y sólo si tiene un subconjunto
infinito numerable, es decir, si ℵ0 ≤ N .

En efecto, en la prueba del teorema 2.1 hemos visto que todo conjunto D–
infinito X contiene un subconjunto N sobre el que hay definida una función
sucesor que cumple los axiomas de Peano, por lo que puede tomarse como
conjunto de los números naturales y es, por consiguiente, numerable.

Recíprocamente, si ℵ0 ≤ N , tenemos F : ω −→ N inyectiva, y podemos
definir g : N −→ N inyectiva y no suprayectiva mediante

g(u) =

{
F (F−1(u) + 1) si u ∈ F [ω],

u si u /∈ F [ω].

Con AE tenemos la equivalencia, pues si N es infinito entonces no |N | < ℵ0,
luego ℵ0 ≤ |N | y, por consiguiente, N es D–infinito.

3Notemos que aquí no usamos el axioma de elección porque A<ω es bien ordenable.
4En realidad basta ED. Si X es un conjunto infinito, consideramos el conjunto A de todas

las funciones s : n −→ X inyectivas, con n ∈ ω, con la relación sR t ↔ t  s. Claramente
ED proporciona una sucesión {sn}n∈ω que determina una aplicación f =

⋃
n∈ω

sn : ω −→ X
inyectiva.
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5.3 Sumas y productos infinitos

El cálculo explícito del cardinal de determinados conjuntos requiere consi-
derar sumas y productos infinitos de otros cardinales conocidos. Prácticamente
todos los resultados sobre estas sumas y productos dependen del axioma de
elección, pues cuando tenemos infinitos conjuntos a menudo es imprescindible
escoger una biyección entre cada uno de ellos y su cardinal. Así pues, en esta
sección usaremos libremente dicho axioma sin mención explícita.

Definición 5.33 La suma de una familia de cardinales {κi}i∈I se define como∑
i∈I
κi =

∣∣∣ ⋃
i∈I
κi × {i}

∣∣∣.
El resultado fundamental sobre sumas infinitas es el siguiente:

Teorema 5.34 Para cualquier familia de conjuntos {Xi}i∈I se cumple que∣∣∣ ⋃
i∈I
Xi

∣∣∣ ≤ ∑
i∈I
|Xi|,

y si los conjuntos son disjuntos dos a dos entonces se da la igualdad.

Demostración: Por el axioma de elección existe una familia de aplicaciones
biyectivas fi : |Xi| × {i} −→ Xi. Claramente⋃

i∈I
fi :

⋃
i∈I
|Xi| × {i} −→

⋃
i∈I
Xi

es suprayectiva y si los conjuntos Xi son disjuntos dos a dos es biyectiva. Con-
secuentemente ∣∣∣ ⋃

i∈I
Xi

∣∣∣ ≤ ∣∣∣ ⋃
i∈I
|Xi| × {i}

∣∣∣ =
∑
i∈I
|Xi|,

y se da la igualdad si los conjuntos son disjuntos.

El teorema siguiente se demuestra sin dificultad:

Teorema 5.35 Se cumple

1. Si
∧
i ∈ I κi ≤ µi, entonces

∑
i∈I

κi ≤
∑
i∈I

µi,

2.
∑
i∈I

κ = |I|κ,

3. µ
∑
i∈I

κi =
∑
i∈I

µκi.

A modo de ejemplo demostraremos la asociatividad generalizada de la suma
de cardinales:
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Teorema 5.36 Si I =
⋃
j∈J

Ij y los conjuntos Ij son disjuntos dos a dos, enton-

ces ∑
i∈I
κi =

∑
j∈J

∑
i∈Ij

κi.

Demostración: En efecto:∑
i∈I
κi =

∣∣∣ ⋃
i∈I
κi × {i}

∣∣∣ =
∣∣∣ ⋃
j∈J

⋃
i∈Ij

κi × {i}
∣∣∣ =

∑
j∈J

∣∣∣ ⋃
i∈Ij

κi × {i}
∣∣∣ =

∑
j∈J

∑
i∈Ij

κi.

Finalmente demostramos el teorema que nos permite calcular cualquier suma
de cardinales. Las hipótesis excluyen el caso de una suma finita de cardinales
finitos, pero esto es una suma usual de números naturales.

Teorema 5.37 Si {κi}i∈I es una familia de cardinales no nulos de modo que
I es infinito o algún κi lo es, entonces∑

i∈I
κi = |I| sup

i∈I
κi.

Demostración: Llamemos κ al supremo de los κi. Como los κi son no
nulos tenemos que 1 ≤ κi ≤ κ, luego

|I| =
∑
i∈I

1 ≤
∑
i∈I
κi ≤

∑
i∈I
κ = |I|κ.

Como cada κi ≤
∑
i∈I

κi, también κ ≤
∑
i∈I

κi.

Multiplicando las desigualdades (y teniendo en cuenta que, por las hipótesis,
la suma es un cardinal infinito) obtenemos

|I|κ ≤
(∑
i∈I
κi

)2

=
∑
i∈I
κi.

Pasemos ahora a estudiar los productos infinitos. No podemos obtener resul-
tados tan concluyentes como los que hemos obtenido para las sumas debido a su
proximidad a la exponenciación cardinal. Recordemos la definición del producto
cartesiano de una familia de conjuntos:∏

i∈I
Xi = {f | f : I −→

⋃
i∈I

Xi ∧
∧
i ∈ I f(i) ∈ Xi}.

El producto cartesiano de un conjunto de conjuntos es un conjunto porque
está contenido en P(I ×

⋃
i∈I

Xi).

Definición 5.38 Llamaremos producto de una familia de cardinales {κi}i∈I al
cardinal ∏

i∈I
κi =

∣∣∣∏
i∈I
κi

∣∣∣,
donde el producto de la izquierda es el que estamos definiendo y el de la derecha
es el producto cartesiano.
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El resultado básico sobre productos infinitos es el siguiente:

Teorema 5.39 Si {Xi}i∈I es una familia de conjuntos infinitos, entonces∣∣∣∏
i∈I
Xi

∣∣∣ =
∏
i∈I
|Xi|.

Demostración: Por el axioma de elección existe una familia de aplicaciones
biyectivas fi : Xi −→ |Xi|. Entonces la aplicación f :

∏
i∈I

Xi −→
∏
i∈I
|Xi| dada

por f({xi}i∈I) = {f(xi)}i∈I es claramente biyectiva. Así pues,∣∣∣∏
i∈I
Xi

∣∣∣ =
∣∣∣∏
i∈I
|Xi|

∣∣∣ =
∏
i∈I
|Xi|.

Recogemos en el teorema siguiente las propiedades sencillas de los productos:

Teorema 5.40 Se cumple:

1. Si algún κi = 0, entonces
∏
i∈I

κi = 0,

2.
∏
i∈I

κ = κ|I|,

3.
(∏
i∈I

κi

)µ
=
∏
i∈I

κµi ,

4.
∏
i∈I

κµi = κ

∑
i∈I

µi
,

5. Si
∧
i ∈ I κi ≤ µi, entonces

∏
i∈I

κi ≤
∏
i∈I

µi,

6. Si I =
⋃
j∈J

Ij, donde los conjuntos Ij son disjuntos dos a dos, entonces

∏
i∈I
κi =

∏
j∈J

∏
i∈Ij

κi.

No es posible demostrar un teorema tan general como 5.37 para el cálculo
de productos infinitos, pero a menudo basta el teorema siguiente:

Teorema 5.41 Sea {κα}α<µ una familia de cardinales no nulos (donde µ es
un cardinal infinito) tal que si α ≤ β < µ entonces κα ≤ κβ. Entonces∏

α<µ
κα = (sup

α<µ
κα)µ.



168 Capítulo 5. Cardinales

Demostración: Sea κ = sup
α<µ

κα. Entonces
∏
α<µ

κα ≤
∏
α<µ

κ = κµ.

Tomemos una aplicación biyectiva f : µ × µ −→ µ. Sea Aα = f [µ × {α}].
Así µ =

⋃
α<µ

Aα y los conjuntos Aα tienen cardinal µ y son disjuntos dos a dos.

En particular no están acotados en µ (o tendrían cardinal menor). Teniendo en
cuenta la monotonía de la sucesión κα, es claro que sup

β∈Aα
κβ = κ.

Como los κβ son no nulos, tenemos que κβ ≤
∏

β∈Aα
κβ , luego

κ = sup
β∈Aα

κβ ≤
∏

β∈Aα
κβ .

Por consiguiente

κµ =
∏
α<µ

κ ≤
∏
α<µ

∏
β∈Aα

κβ =
∏
α<µ

κα ≤ κµ.

Por ejemplo, ∏
n∈ω
ℵn = ℵℵ0ω .

Ejercicio: Probar que el teorema anterior sigue siendo válido si sustituimos µ por un
ordinal límite λ y suponemos que λ contiene |λ| subconjuntos no acotados disjuntos
dos a dos. En particular, probar que es cierto siempre que λ < ω1. Más adelante
veremos que en general estas restricciones no pueden ser eliminadas.

Veamos ahora una desigualdad entre una suma y un producto:

Teorema 5.42 Si
∧
i ∈ I 2 ≤ κi, entonces

∑
i∈I

κi ≤
∏
i∈I

κi.

Demostración: Claramente |I| ≤ 2|I| =
∏
i∈I

2 ≤
∏
i∈I

κi. Por otra parte,

κi ≤
∏
i∈I

κi, luego sup
i∈I

κi ≤
∏
i∈I

κi. El teorema 5.37 nos da la conclusión si I

es infinito o algún κi es infinito. El caso restante se demuestra fácilmente por
inducción sobre el cardinal de I (aunque nunca vamos a necesitar este caso).

Si nos fijamos en todos los teoremas sobre cardinales infinitos que hemos
demostrado hasta ahora, no encontraremos más que una desigualdad estricta:
el teorema de Cantor. El próximo teorema es la desigualdad estricta más general
que se conoce sobre cardinales infinitos. Cualquier otra es un caso particular de
ésta. Por ejemplo, el teorema de Cantor se obtiene haciendo κi = 1 y µi = 2.

Teorema 5.43 (Teorema de König) Si
∧
i ∈ I κi < µi, entonces∑

i∈I
κi <

∏
i∈I

µi.
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Demostración: Si I = ∅ el teorema se reduce a 0 < 1. En otro caso, sea
I ′ = {i ∈ I | κi > 0}. Para i ∈ I ′ tenemos que 1 ≤ κi < µi, luego 2 ≤ µi y
podemos aplicar el teorema anterior:∑

i∈I
κi =

∑
i∈I′

κi ≤
∏
i∈I′

µi ≤
∏
i∈I
µi.

Supongamos que se diera la igualdad, es decir, que existe una aplicación
biyectiva

f :
⋃
i∈I
κi × {i} −→

∏
i∈I
µi.

Sea fi : κi −→ µi dada por fi(α) = f(α, i)(i).
Como κi < µi la aplicación fi no puede ser suprayectiva, luego existe un

αi ∈ µi \fi[κi]. Los αi determinan un elemento α = (αi)i∈I ∈
∏
i∈I

µi. Como f es

biyectiva, α tiene una antiimagen, de modo que f(β, j) = α. Entonces β ∈ κj y
fj(β) = f(β, j)(j) = αj ∈ fj [κj ], en contradicción con la elección de αj .

5.4 Cofinalidad
El concepto de cofinalidad es esencial en el estudio de los cardinales infinitos,

y en particular en el estudio de la exponenciación cardinal que todavía tenemos
pendiente. En esta sección no usamos el axioma de elección salvo en unos pocos
casos, donde lo indicaremos explícitamente.

Definición 5.44 Diremos que una aplicación f : α −→ β entre dos ordinales
es cofinal si f [α] no está acotado estrictamente en β, es decir, si se cumple que∧
γ < β

∨
δ < α γ ≤ f(δ).

Llamaremos cofinalidad de β al menor ordinal α tal que existe una aplicación
cofinal f : α −→ β. Lo representaremos por cf β. Como la identidad en β es
obviamente cofinal, vemos que cf β está bien definida y además cf β ≤ β.

Informalmente, podemos decir que cf β es el mínimo número de pasos que hay
que dar para ascender completamente por β, es decir, para ascender rebasando
(o, al menos, igualando) cualquier ordinal menor que β. Obviamente cf 0 = 0
y cf(α + 1) = 1. En efecto, la aplicación f : 1 −→ α + 1 dada por f(0) = α es
cofinal (α+ 1 tiene un máximo elemento y basta un paso para llegar hasta él).

Así pues, la cofinalidad sólo tiene interés sobre los ordinales límite, los cuales
no se pueden recorrer en un paso. De hecho, siempre hacen falta infinitos pasos:

Teorema 5.45
∧
λ ω ≤ cf λ ≤ λ.

Demostración: Ya sabemos que cf λ ≤ λ. Por otra parte cf λ no puede
ser un número natural n, ya que si f : n −→ λ, entonces f [n] es un conjunto
finito, luego tiene un máximo α < λ, luego α + 1 < λ es una cota estricta de
f [n], luego f no es cofinal.

Decimos que cf α es el mínimo número de pasos necesarios para ascender
completamente por α. Este “número de pasos” es ciertamente un cardinal:



170 Capítulo 5. Cardinales

Teorema 5.46
∧
α cf α ∈ K.

Demostración: Si α = 0 o α = β + 1 sabemos que cf α es 0 o 1, luego
es un cardinal. Basta probar entonces que

∧
λ cf λ ∈ K. Supongamos que

| cf λ| < cf λ. Sea f : | cf λ| −→ cf λ biyectiva y sea g : cf λ −→ λ cofinal.
Entonces f ◦ g : | cf λ| −→ λ tiene la misma imagen que g, luego es cofinal, en
contra de la minimalidad de cf λ.

A partir de aquí trataremos únicamente con ordinales límite. Notemos que
f : α −→ λ es cofinal si y sólo si f [α] no está acotado en λ, es decir, si y sólo si

λ = sup f [α] =
⋃
δ<α

f(δ).

La forma más económica de ascender por un ordinal es no retrocediendo
nunca. Veamos que esto siempre es posible:

Teorema 5.47
∧
λ
∨
f f : cf λ −→ λ cofinal y normal.

Demostración: Sea g : cf λ −→ λ cofinal. Definimos f : cf λ −→ Ω como
la única aplicación que cumple

f(0) = g(0),∧
α < cf λ f(α+ 1) = máx{g(α), f(α) + 1},∧
λ′ < cf λ f(λ′) =

⋃
δ<λ′

f(δ).

Claramente f es normal. Veamos por inducción que
∧
α < cf λ f(α) < λ.

En efecto, para α = 0 es obvio y si vale para α vale claramente para α + 1.
Supongamos que λ′ < cf λ y que

∧
δ < λ′f(δ) < λ. Entonces es claro que

f(λ′) ≤ λ, pero no puede darse la igualdad porque entonces f |′λ sería cofinal en
λ, en contradicción con que λ′ < cf λ. Así pues, también se cumple para λ′.

Tenemos entonces que f : cf λ −→ λ normal y, como
∧
α < cf λ g(α) ≤ f(α),

es claro que f es cofinal.

Este teorema nos permite expresar la cofinalidad de un ordinal límite en
términos únicamente de sus subconjuntos acotados:

Teorema 5.48 La cofinalidad de un ordinal límite λ es el mínimo cardinal κ
tal que existe un subconjunto a ⊂ λ no acotado de cardinal κ.

Demostración: Si f : cf λ −→ λ es cofinal y normal, entonces a = f [cf λ]
es un subconjunto no acotado de λ y, como f es inyectiva, su cardinal es cf λ.

Recíprocamente, si a ⊂ λ es un subconjunto no acotado, sea f : |a| −→ a
una biyección. Entonces es claro que f : |a| −→ λ cofinal, luego cf λ ≤ |a|.

En general, la composición de aplicaciones cofinales no es necesariamente
cofinal (es fácil encontrar ejemplos). El teorema siguiente nos da una condición
suficiente:
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Teorema 5.49 Si f : λ1 −→ λ2 y g : λ2 −→ λ3 son cofinales y además g es
creciente, entonces f ◦ g : λ1 −→ λ3 es cofinal.

Demostración: Sea α < λ3. Como g es cofinal existe β < λ2 tal que
α ≤ g(β). Como f es cofinal existe γ < λ1 tal que β ≤ f(γ). Como g es
creciente, α ≤ g(β) ≤ g(f(γ)) = (f ◦ g)(γ), luego f ◦ g es cofinal.

Esto tiene una consecuencia destacable:

Teorema 5.50 Si f : λ1 −→ λ2 es cofinal y creciente, entonces cf λ1 = cf λ2.

Demostración: Sea g : cf λ1 −→ λ1 cofinal. Por el teorema anterior
g ◦ f : cf λ1 −→ λ2 es cofinal, luego cf λ2 ≤ cf λ1.

Sea ahora h : cf λ2 −→ λ2 cofinal y definamos r : cf λ2 −→ λ1 de modo que
r(α) sea el menor β < λ1 tal que h(α) < f(β), que existe porque f es cofinal.
Entonces r es cofinal, pues si γ < λ1 entonces f(γ) < λ2, luego existe un
δ < cf λ2 tal que f(γ) ≤ h(δ). Por definición de r tenemos que h(δ) < f(r(δ)),
y si fuera r(δ) ≤ γ sería f(r(δ)) ≤ f(γ) ≤ h(δ), contradicción, luego γ ≤ r(δ) y
r es cofinal. Por consiguiente cf λ1 ≤ cf λ2 y tenemos la igualdad.

Este teorema, además de servir para calcular cofinalidades, tiene una lectura
negativa: en la prueba del teorema 5.47 hemos partido de una aplicación cofinal
arbitraria y la hemos modificado para hacerla cofinal y normal, en particular
creciente. Ahora vemos que esto no siempre puede hacerse: pueden darse casos
en los que exista una aplicación cofinal entre dos ordinales límite y no exista
ninguna aplicación cofinal y creciente, pues una condición necesaria para que
esto ocurra es que ambos ordinales tengan la misma cofinalidad.

Respecto al cálculo de cofinalidades, el teorema siguiente es una consecuencia
sencilla del anterior, pero más cómodo en la práctica:

Teorema 5.51 Si f : λ1 −→ Ω es normal y λ < λ1, entonces cf λ = cf f(λ).

Demostración: Es claro que f |λ : λ −→ f(λ) es cofinal y creciente. Basta
aplicar el teorema anterior.

Por ejemplo, cf ℵω2 = cf ω2 = cf(ω · ω) = cf ω = ℵ0, donde hemos usado
la normalidad de las funciones ℵ y ω·. Una función cofinal de ω en ℵω2 es
f(n) = ℵω·n.

Veamos un ejemplo típico de la utilidad del concepto de cofinalidad.

Definición 5.52 Sea f : λ −→ λ, donde λ cumple cf λ > ℵ0 o bien λ = Ω.
Para cada α ∈ λ definimos

f0(α) = α,

fn+1(α) = f(fn(α)),

fω(α) = sup
n∈ω

fn(α).

Una simple inducción prueba que
∧
n ∈ ω fn(α) ∈ λ, y la hipótesis sobre λ

asegura que el conjunto numerable {fn(α) | n ∈ ω} tiene que estar acotado
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en λ (teorema 5.48), luego fω(α) ∈ λ. Así pues, tenemos definida una función
fω : λ −→ λ a la que llamaremos función iterada de f .

Es inmediato a partir de esta construcción que
∧
α ∈ λ α ≤ fω(α).

Informalmente, fω(α) resulta de aplicar infinitas veces f a α, lo cual hace
que si aplicamos f una vez más no se nota:

Teorema 5.53 Sea f : λ −→ λ una función normal, donde cf λ > ℵ0 o bien
λ = Ω. Entonces

∧
α ∈ λ f(fω(α)) = fω(α).

Demostración: Como f es normal, se cumple que fω(α) ≤ f(fω(α)).
Para probar la otra desigualdad distinguimos tres casos:

Si fω(α) = 0, entonces α = f(α) = 0, pues tanto α como f(α) están bajo
fω(α). Por consiguiente f(fω(α)) = f(0) = f(α) ≤ fω(α).

Si fω(α) = γ + 1, entonces γ < fω(α), luego γ < fn(α) para cierto n ∈ ω.
Así,

f(fω(α)) = f(γ + 1) ≤ f(fn(α)) = fn+1(α) ≤ fω(α).

Si fω(α) es un ordinal límite, como f es normal,

f(fω(α)) =
⋃

δ<fω(α)

f(δ) ≤
⋃
n∈ω

f(fn(α)) ≤
⋃
n∈ω

fn+1(α) ≤ fω(α).

En particular hemos demostrado:

Teorema 5.54 (Teorema de punto fijo para funciones normales) Sea
f : λ −→ λ una función normal, donde cf λ > ℵ0 o bien λ = Ω. Entonces∧

α ∈ λ
∨
β ∈ λ(α ≤ β ∧ f(β) = β).

La función (ω+) : ω2 −→ ω2 es un ejemplo de función normal sin puntos
fijos. Destaquemos el papel que desempeña la hipótesis sobre la cofinalidad:
para construir puntos fijos necesitamos ascender ℵ0 pasos, luego necesitamos
que la cofinalidad de λ sea no numerable para garantizar que con el ascenso no
nos salimos de λ.

Así, por ejemplo, existen cardinales κ arbitrariamente grandes tales que
κ = ℵκ.

Pasemos ahora al cálculo de la cofinalidad de los cardinales infinitos. Ello
requiere el axioma de elección. En primer lugar damos una caracterización en
términos de la aritmética cardinal:

Teorema 5.55 (AE) Sea κ un cardinal infinito. Entonces cf κ es el menor
cardinal µ tal que existe una familia de cardinales {να}α<µ tales que∧

α < µ να < κ y
∑
α<µ

να = κ.
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Demostración: Sea f : cf κ −→ κ cofinal. Entonces κ =
⋃

α<cf κ

f(α). Sea

να = |f(α)| < κ. Entonces

κ = |κ| =
∣∣∣ ⋃
α<cf κ

f(α)
∣∣∣ ≤ ∑

α<cf κ

να ≤
∑

α<cf κ

κ = κ cf κ = κ.

Por consiguiente κ =
∑

α<cf κ

να. Ahora veamos que cf κ es el mínimo cardinal

que cumple esto. Tomemos µ < cf κ y sea {να}α<µ una familia de cardinales
tal que

∧
α < µ να < κ.

La aplicación f : µ −→ κ dada por f(α) = να no puede ser cofinal, luego
existe un ordinal β < κ tal que

∧
α < µ να < β y así∑

α<µ
να ≤

∑
α<µ
|β| = µ |β| < κ,

luego, en efecto, cf κ es el mínimo cardinal con la propiedad del enunciado.

Así pues, tenemos lo siguiente sobre las cofinalidades de los cardinales infi-
nitos:

Teorema 5.56 Se cumple

1. cf ℵ0 = ℵ0,

2.
∧
λ cf ℵλ = cf λ,

3. (AE)
∧
α cf ℵα+1 = ℵα+1.

Demostración: 1) es consecuencia inmediata de 5.45, 2) es un caso parti-
cular de 5.51. Veamos c). En caso contrario, sería cf ℵα1

≤ ℵα y por el teorema
anterior existirían cardinales {νδ}δ<cf ℵα+1 tales que

∧
δ < cf ℵα+1 νδ ≤ ℵα y

ℵα+1 =
∑

δ<cf ℵα+1

νδ ≤
∑

δ<cf ℵα+1

ℵα = ℵα cf ℵα+1 = ℵα,

contradicción.

Así pues, el hecho de que cf ℵ0 = ℵ0 expresa que la unión finita de conjuntos
finitos es finita e, igualmente, cf ℵ1 = ℵ1 expresa que la unión de una cantidad
numerable de conjuntos numerables es numerable. En cambio, podemos obte-
ner un conjunto de cardinal ℵω uniendo tan sólo una cantidad numerable de
conjuntos de cardinal menor que ℵω, pues basta unir un conjunto de cardinal
ℵ0 con otro de cardinal ℵ1, con otro de cardinal ℵ2, etc. Por ello, cf ℵω = ℵ0.

Definición 5.57 Un cardinal infinito κ es regular si cf κ = κ y es singular si
cf κ < κ.

Un cardinal infinito κ es un cardinal sucesor si es de la forma µ+, para otro
cardinal µ y es un cardinal límite en caso contrario. Es claro que los cardinales
límite son ℵ0 y los de la forma ℵλ, mientras que los cardinales sucesores son
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los de la forma ℵα+1. Hemos probado que ℵ0 y todos los cardinales sucesores
son regulares. En cambio, ℵω o ℵω3

son ejemplos de cardinales singulares (de
cofinalidades, respectivamente, ℵ0 y ℵ3).

De los teoremas 5.47 y 5.50 se sigue inmediatamente:

Teorema 5.58
∧
α cf α es un cardinal regular.

Todo cardinal sucesor es regular y conocemos ejemplos de cardinales límite
singulares. Queda abierta la cuestión de si existen cardinales límite regulares
aparte de ℵ0.

Definición 5.59 Un cardinal débilmente inaccesible es un cardinal límite regu-
lar distinto de ℵ0.

Sucede que a partir de los axiomas que estamos considerando no es posi-
ble demostrar la existencia de cardinales débilmente inaccesibles. Terminamos
probando una propiedad de estos cardinales:

Teorema 5.60 Un cardinal regular κ es débilmente inaccesible si y sólo si cum-
ple κ = ℵκ.

Demostración: Una implicación es obvia. Si κ es débilmente inaccesible,
entonces κ = ℵλ, para cierto λ tal que

λ ≤ ℵλ = κ = cf κ = cf ℵλ = cf λ ≤ λ.

Naturalmente, la función ℵ tiene infinitos puntos fijos que no son cardinales
inaccesibles (porque son singulares).

5.5 Exponenciación de cardinales
La exponenciación de cardinales es muy diferente de la suma y el producto,

en cuanto que éstos están completamente determinados y pueden ser calculados
con facilidad, de modo que podemos afirmar, por ejemplo, que

ℵ5 + ℵ7 = ℵ5ℵ7 = ℵ7.

En cambio, los axiomas de NBG no permiten determinar ni siquiera el valor
de 2ℵ0 , que es el cardinal de un conjunto tan “relativamente simple” como Pω.
De hecho, la exponenciación cardinal sigue siendo hoy en día objeto de inves-
tigación, pues no se sabe a ciencia cierta dónde acaba lo que se puede decir
sobre ella sin más base que los axiomas usuales de la teoría de conjuntos y qué
posibilidades son consistentes con ellos aunque indemostrables a partir de ellos.

Hasta ahora hemos presentado únicamente las propiedades más elementales
de la exponenciación de cardinales, que pueden probarse incluso sin el axioma
de elección. Aquí vamos a obtener más resultados trabajando con la axiomática
completa de NBG.
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Nota En lo sucesivo usaremos la notación βα para representar al conjunto de
las aplicaciones de β en α cuando la notación usual αβ pueda confundirse con
la exponenciación ordinal o cardinal.

Sabemos que la exponenciación de números naturales se reduce a la usual,
por lo que podemos centrarnos en el caso en que al menos uno de los cardinales
es infinito. Más concretamente, el caso realmente interesante se da cuando el
exponente es infinito, ya que si es finito la potencia se reduce a las propiedades
del producto de cardinales por inducción. De hecho, en virtud del teorema 5.25,
el teorema siguiente (enunciado para cardinales no necesariamente bien ordena-
bles) es una forma equivalente del axioma de elección:

Teorema 5.61 Si κ es un cardinal infinito y n un número natural no nulo,
entonces κn = κ.

Si la base es finita (mayor que 1, o si no el cálculo es trivial), el problema se
reduce al caso en que es igual a 2. Más en general:

Teorema 5.62 Sean κ y µ cardinales tales que 2 ≤ κ ≤ µ y ℵ0 ≤ µ. Entonces
κµ = 2µ.

Demostración: κµ ≤ (2κ)µ = 2µ ≤ κµ.
Si la base es infinita podemos centrarnos en el caso en que sea un cardinal

límite, en virtud de la fórmula que probamos a continuación. En la prueba
hacemos uso de un argumento general que conviene destacar porque nos va a
aparecer más veces:

Si µ < cf κ, entonces
µκ =

⋃
α<κ

µα.

En efecto, esto es una forma de expresar que toda función f : µ −→ κ está
acotada.

Teorema 5.63 (Fórmula de Hausdorff) Se cumple:∧
αβ ℵℵβα+1 = ℵℵβα ℵα+1.

Demostración: Si α+ 1 ≤ β, entonces ℵα+1 ≤ ℵβ < 2ℵβ , luego

ℵℵβα ℵα+1 = 2ℵβℵα+1 = 2ℵβ = ℵℵβα+1.

Si, por el contrario, β < α+ 1, entonces, como ℵα+1 es regular,
ωβωα+1 =

⋃
δ<ωα+1

ωβδ,

luego

ℵℵβα+1 = |ωβωα+1| =
∣∣∣ ⋃
δ<ωα+1

ωβδ
∣∣∣ ≤ ∑

δ<ωα+1

|δ|ℵβ ≤
∑

δ<ωα+1

ℵℵβα = ℵℵβα ℵα+1.

La otra desigualdad es obvia.
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Al igual que 5.62, muchos de los resultados sobre exponenciación cardinal in-
volucran la función 2κ, la cual, ciertamente, es el esqueleto de la exponenciación.
Por ello es conveniente darle un nombre:

Definición 5.64 Se llama función del continuo a la función κ 7→ 2κ definida
sobre los cardinales infinitos.

Así, la hipótesis del continuo generalizada no es más que una determinación
de la función del continuo, en virtud de la cual 2κ = κ+. Ya hemos comentado
que esta hipótesis no puede ser demostrada ni refutada, lo que significa que hay
otras alternativas igualmente consistentes con los axiomas de NBG (supuesto,
claro, que éstos sean consistentes). De todos modos, no sirve cualquier deter-
minación total o parcial de la función del continuo. Por ejemplo, es obvio que
sería contradictorio suponer que

2ℵ0 = ℵ5 ∧ 2ℵ1 = ℵ3.

Más en general, la función del continuo ha de respetar la monotonía:

κ ≤ µ→ 2κ ≤ 2µ.

Otra restricción a la función del continuo es el teorema de Cantor: sería
contradictorio suponer que 2κ = κ para todo cardinal κ, a pesar de que esta
función del continuo sí que es monótona. En realidad, la función del continuo
está sometida a una desigualdad más fina que el teorema de Cantor, consecuencia
del teorema de König 5.43 y, más concretamente, del teorema siguiente:

Teorema 5.65 (Teorema de König) Para todo cardinal infinito κ se cumple
κ < κcf κ.

Demostración: Sea {µα}α<cf κ una familia de cardinales menores que κ
tales que κ =

∑
α<cf κ

µα. Por el teorema 5.43 resulta que

κ =
∑

α<cf κ

µα <
∏

α<cf κ

κ = κcf κ.

Ciertamente, este teorema refina al teorema de Cantor, pues en virtud del
teorema 5.62 éste puede expresarse como κ < κκ, y en el teorema anterior el
exponente es menor o igual que κ. De todos modos, podemos expresar esta
restricción en términos de la función del continuo:

Teorema 5.66 (Teorema de König) Si κ es un cardinal infinito, entonces
κ < cf 2κ.

Demostración: Si cf 2κ ≤ κ, entonces (2κ)cf 2κ ≤ (2κ)κ = 2κ, en contra-
dicción con el teorema anterior.

Así pues, 2ℵ0 puede ser ℵ1, ℵ2, ℵω+1 o ℵω3
, pero no ℵω. Cuando decimos

“puede ser” queremos decir que es consistente suponer que lo es. En efecto,
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aunque no lo vamos a probar aquí, este teorema y la monotonía es todo lo que
puede probarse sobre la función del continuo sobre cardinales regulares, en el
sentido de que cualquier axioma que determine la función del continuo sobre
cardinales regulares que sea compatible con estos dos requisitos es consistente
con los axiomas de NBG (supuesto que éstos sean consistentes).

Notemos que no exigimos que la función 2κ sea estrictamente monótona, de
modo que, por ejemplo, es consistente suponer que 2ℵ0 = 2ℵ1 = ℵ5.

Debemos resaltar la restricción a cardinales regulares. Si no fuera así podría-
mos decir que comprendemos completamente la función del continuo, en cuanto
que sabríamos decir exactamente qué posibilidades son consistentes y cuáles no.
Sin embargo, la situación en los cardinales límite es muy confusa. Por ejemplo,
es contradictorio suponer que∧

α 2ℵα = ℵα+ω+2,

a pesar de que esta (presunta) función del continuo respeta tanto la monotonía
como el teorema de König. Según lo dicho, no hay inconveniente en postular
este axioma únicamente para cardinales regulares, pero no puede cumplirse para
todos los cardinales singulares, como muestra el teorema siguiente:

Teorema 5.67 Si un ordinal β cumple
∧
α 2ℵα = ℵα+β, entonces β < ω.

Demostración: Supongamos que β es infinito y sea α el mínimo ordinal
tal que β < α + β. Claramente 0 < α ≤ β. Necesariamente α es un ordinal
límite, pues si α = γ + 1 entonces

β < α+ β = γ + 1 + β = γ + β,

luego γ cumple lo mismo que α, en contra de la minimalidad de α.

ℵα+α+β = 2ℵα+α = 2

∑
δ<α

ℵα+δ

=
∏
δ<α

2ℵα+δ =
∏
δ<α

ℵα+δ+β =
∏
δ<α

ℵα+β

=
∏
δ<α

2ℵα = (2ℵα)|α| = 2ℵα = ℵα+β .

Por consiguiente, α + α + β = α + β, y de aquí α + β = β, en contra de la
elección de α.

Para continuar nuestro estudio conviene introducir una operación muy rela-
cionada con la exponenciación de cardinales:

Definición 5.68 Si β es un ordinal y A es un conjunto, definimos

A<β = <βA =
⋃
α<β

Aα,

es decir, A<β es el conjunto de las aplicaciones de un ordinal menor que β en A.
Usaremos la segunda notación cuando pueda haber confusión con el cardinal

κ<µ = |<µκ|.



178 Capítulo 5. Cardinales

El teorema siguiente, que generaliza a 5.31, nos da varias caracterizaciones
interesantes de esta operación:

Teorema 5.69 Si µ es infinito y κ ≥ 2, entonces

κ<µ = sup
ν<µ

κν =
∑
ν<µ

κν ,

donde ν recorre los cardinales menores que µ (no los ordinales).

Demostración: Si µ es un cardinal límite, µ = sup
ν<µ

ν ≤ sup
ν<µ

κν .

Si µ = ν+ entonces ν < κν , pues si ν < κ es obvio y si κ ≤ ν entonces
ν < 2ν = κν , luego ν < sup

ν<µ
κν y así µ = ν+ ≤ sup

ν<µ
κν . En cualquier caso

∑
ν<µ

κν = sup
ν<µ

κν .

Por consiguiente

κ<µ =
∣∣∣ ⋃
α<µ

ακ
∣∣∣ =

∑
α<µ

κ|α| ≤
∑
α<µ

sup
ν<µ

κν = sup
ν<µ

κν .

Si ν < µ, entonces νκ ⊂ <µκ, luego κν ≤ |<µκ| = κ<µ. Así pues, tomando
el supremo, sup

ν<µ
κν ≤ κ<µ y tenemos la igualdad.

A partir de este teorema es inmediato que si µ es infinito entonces

κ<µ
+

= κµ,

luego κ<µ sólo tiene interés cuando µ es un cardinal límite.

Volviendo a la función del continuo, ahora podemos expresar la condición
de monotonía como que 2<κ ≤ 2κ. El teorema siguiente es un refinamiento de
esta relación que para cardinales sucesores es trivial, pero no así para cardinales
límite:

Teorema 5.70 Si κ es un cardinal infinito, entonces 2κ = (2<κ)cf κ.

Demostración: Sea κ =
∑

α<cf κ

να, donde
∧
α < cf κ να < κ. Entonces

2κ = 2

∑
α<cf κ

να
=

∏
α<cf κ

2να ≤
∏

α<cf κ

2<κ = (2<κ)cf κ ≤ (2κ)cf κ = 2κ.

Notemos que si κ = µ+ entonces la igualdad se reduce a 2µ
+

= 2µ
+

, luego
es trivial, tal y como advertíamos, pero para cardinales límite puede no serlo.
Por ejemplo, si

∧
n ∈ ω 2ℵn = 2ℵ0 (lo cual es consistente), entonces 2<ℵω = 2ℵ0

y necesariamente 2ℵω = 2ℵ0 .
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Por otra parte, este teorema tampoco es definitivo pues, si tenemos, por
ejemplo,

∧
n ∈ ω 2ℵn = ℵω+n+1, entonces 2<ℵω = ℵω+ω y sólo concluimos que

2ℵω = ℵℵ0ω+ω, pero no sabemos qué valores puede tomar esta expresión.

Esto está relacionado con el problema de la relación que hay entre la función
del continuo y la exponenciación en general κµ (una muestra es el teorema 5.62).
Comprenderemos mejor esta relación en la sección siguiente. De momento aca-
bamos ésta con algunos resultados técnicos de interés:

Teorema 5.71 Si µ es un cardinal regular y κ ≥ 2, entonces (κ<µ)<µ = κ<µ.

Demostración: Si µ = ξ+ es inmediato, así que podemos suponer que µ
es un cardinal límite. Al ser regular, los subconjuntos no acotados en µ tienen
cardinal µ. En particular, hay µ cardinales ν < µ, de donde

µ ≤
∑
ν<µ

κν = κ<µ.

Sea π < µ. Como µ es regular se cumple que

π sup
ν<µ

κν ⊂
⋃
ν<µ

π(κν).

En efecto, dada f en el miembro izquierdo, la aplicación π −→ µ que a cada
α < π le asigna el mínimo ν < µ tal que f(α) < κν no puede ser cofinal, luego
ha de existir un ν < µ tal que f [π] ⊂ κν y f está en el miembro derecho.

Así pues, tomando cardinales,

(κ<µ)π ≤
∑
ν<µ

κνπ ≤
∑
ν<µ

κ<µ = µ κ<µ = κ<µ.

Tomando el supremo en π obtenemos (κ<µ)<µ ≤ κ<µ, y la otra desigualdad
es obvia.

Definición 5.72 Dado un conjunto A y un cardinal κ, llamaremos

[A]κ = {x | x ⊂ A ∧ |x| = κ},
[A]<κ = {x | x ⊂ A ∧ |x| < κ}.

La exponenciación cardinal permite calcular los cardinales de estos conjun-
tos. El teorema siguiente generaliza a 5.32:

Teorema 5.73 Sea A un conjunto infinito y κ un cardinal κ ≤ |A|, Entonces

|[A]κ| = |A|κ, |[A]<κ| = |A|<κ.

En particular A tiene |A| subconjuntos finitos.
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Demostración: Podemos suponer κ > 0. Sea µ = |A| = κµ = |κ × µ|.
Para la primera igualdad basta probar que |[κ × µ]κ| = µκ, pero es inmediato
que κµ ⊂ [κ × µ]κ, de donde µκ ≤ |[κ × µ]κ| y, por otra parte, para cada
x ∈ [κ × µ]κ podemos escoger una biyección fx : κ −→ x, de modo que la
aplicación g : [κ × µ]κ −→ κ(κ× µ) dada por g(x) = fx es inyectiva, de donde
|[κ× µ]κ| ≤ |κ(κ× µ)| = |κ× µ|κ = µκ.

Respecto a la segunda igualdad,

|[A]<κ| =
∣∣∣ ⋃
µ<κ

[A]µ
∣∣∣ =

∑
µ<κ
|[A]µ| =

∑
µ<κ
|A|µ = |A|<κ.

En el apéndice A presentamos algunas aplicaciones al álgebra de la aritmética
cardinal.

5.6 La hipótesis de los cardinales singulares
La función del continuo más simple posible es, sin duda, la que postula la

hipótesis del continuo generalizada:

2κ = κ+.

Sucede que esta hipótesis determina de hecho toda la exponenciación cardi-
nal. En efecto:

Teorema 5.74 (HCG) Si κ y µ son cardinales y µ es infinito, entonces

κµ =

{
κ si µ < cf κ,
κ+ si cf κ ≤ µ ≤ κ,
µ+ si κ ≤ µ.

Demostración: Si µ < cf κ tenemos la inclusión µκ ⊂
⋃
α<κ

µα, de donde

κµ ≤
∑
α<κ
|α|µ. Ahora bien, dado α < κ, se cumple que ν = máx{|α|, µ} < κ,

luego |α|µ ≤ νν = ν+ ≤ κ. Por consiguiente,

κ ≤ κµ ≤
∑
α<κ

κ = κ.

Si cf κ ≤ µ ≤ κ entonces, por el teorema de König,

κ+ ≤ κcf κ ≤ κµ ≤ κκ = 2κ = κ+.

Finalmente, si κ ≤ µ entonces κµ = 2µ = µ+.

En particular es claro que la HCG implica, para κ ≥ 2 y µ un cardinal límite:

κ<µ =

{
κ si µ ≤ cf κ,
κ+ si cf κ < µ ≤ κ,
µ si κ < µ.
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Ejemplo Suponiendo la HCG tenemos:

ℵℵ53 = ℵ6, ℵℵ27 = ℵ7, ℵℵ1ω2
= ℵω2

, ℵℵ8ω6
= ℵ+

ω6
.

A la vista de este resultado, es natural conjeturar que la función del continuo
determina la exponenciación cardinal. En realidad existía una razón de mucho
mayor peso que corroboraba esta conjetura: Durante mucho tiempo, las téc-
nicas conocidas para construir modelos con funciones del continuo alternativas
forzaban el resto de la exponenciación, es decir, se sabía cómo construir mode-
los con cualquier función del continuo sobre los cardinales regulares, pero, una
vez determinada ésta, el resto de la exponenciación venía determinada por la
construcción, además por un criterio muy simple. Esto podía deberse a que las
técnicas conocidas no eran suficientemente generales o bien a un teorema desco-
nocido que hiciese necesarias las restricciones encontradas. Además se conocía
el enunciado de este hipotético teorema:

Definición 5.75 Llamaremos hipótesis de los cardinales singulares a la senten-
cia siguiente:

(HCS) Para todo cardinal singular κ, si 2cf κ < κ, entonces κcf κ = κ+.

Notemos que la condición 2cf κ < κ ya implica que κ es singular. Lo expre-
samos explícitamente para enfatizar que la HCS sólo impone una restricción a
los cardinales singulares.

Vamos a demostrar que, bajo la hipótesis de los cardinales singulares, la
función del continuo sobre los cardinales regulares determina completamente la
exponenciación cardinal (en particular la función del continuo sobre los cardi-
nales singulares). En realidad la HCS no es un teorema de NBG, pero —por
razones que comentaremos más adelante— es difícil construir modelos donde no
se cumpla. En particular, los modelos a los que nos referíamos antes cumplen
todos esta hipótesis, y ésta es la razón de que en ellos la exponenciación cardinal
esté determinada por la función del continuo. Precisamente por ello, podemos
asegurar que la HCS es consistente con cualquier determinación de la función
del continuo sobre los cardinales regulares compatible con la monotonía y con
el teorema de König. Por otra parte, es inmediato que HCG → HCS, lo cual
explica que la HCG determine la exponenciación cardinal.

Veamos ahora cómo la HCS determina la función del continuo sobre los
cardinales singulares.

Ejemplo Supongamos que
∧
α(ℵα regular → 2ℵα = ℵα+ω+5). Entonces,

usando el teorema 5.70 vemos que

2ℵω = ℵℵ0ω+5 = (2ℵ0)ℵ0 = ℵω+5,

2ℵω1 = ℵℵ1ω1
= ℵω1+1,
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donde en la última igualdad hemos usado la HCS. Vamos a demostrar que la
función del continuo en un cardinal singular puede calcularse siempre con uno
de estos dos argumentos.

Definición 5.76 Diremos que la función del continuo es finalmente constante
bajo un cardinal límite κ si existe un µ < κ tal que si µ ≤ ν < κ entonces
2ν = 2µ.

En tal caso es obvio que 2<κ = 2µ. Notemos además que si la condición se
cumple para todo ν regular, entonces se cumple para todo ν, por la monotonía.
Así mismo, no perdemos generalidad si suponemos que µ es regular.

Teniendo esto en cuenta, el teorema siguiente nos permite calcular 2κ para
un cardinal singular κ supuesto que sabemos calcular 2µ para todo cardinal
regular µ < κ. Más aún, lo que probamos es que la HCS implica que 2κ toma
siempre el mínimo valor posible:

Teorema 5.77 Sea κ un cardinal singular.

1. Si la función del continuo es finalmente constante bajo κ, entonces

2κ = 2<κ.

2. En caso contrario 2κ ≥ (2<κ)+ y si suponemos la HCS tenemos la igual-
dad.

Demostración: En el caso 1), sea µ < κ tal que si µ ≤ ν < κ entonces
2ν = 2µ. Así, 2<κ = 2µ y, por 5.70, tenemos que 2κ = (2µ)cf κ = 2µ cf κ = 2µ.

En el caso 2), para todo cardinal µ < κ se cumple que 2µ < 2<κ. Por
consiguiente, la aplicación κ −→ 2<κ dada por α 7→ 2|α| es cofinal y creciente,
luego el teorema 5.50 nos da que cf 2<κ = cf κ < κ.

Por otra parte, por el teorema de König, cf 2κ > κ, luego 2κ 6= 2<κ y, como
la desigualdad 2<κ ≤ 2κ es obvia, tenemos en realidad que (2<κ)+ ≤ 2κ.

Respecto a la otra desigualdad, tenemos que 2cf 2<κ = 2cf κ < 2<κ, luego
podemos aplicar la HCS a 2<κ, lo cual nos da que (2<κ)cf 2<κ = (2<κ)+, es
decir, 2κ = (2<κ)cf κ = (2<κ)+.

Veamos ahora que la HCS determina toda la exponenciación cardinal a partir
de la función del continuo:

Teorema 5.78 (HCS) Sean κ y µ cardinales infinitos. Entonces

κµ =

{
κ si 2µ < κ ∧ µ < cf κ,
κ+ si 2µ < κ ∧ cf κ ≤ µ,
2µ si κ ≤ 2µ.
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Demostración: Si κ ≤ 2µ, entonces 2µ ≤ κµ ≤ (2µ)µ = 2µ.

Observemos que en esta parte no hemos usado la HCS, así como tampoco
hace falta para concluir que κ ≤ κµ y que si cf κ ≤ µ entonces κ+ ≤ κcf κ ≤ κµ.
Así pues, lo que vamos a probar con la ayuda de la HCS es que κµ toma siempre
el mínimo valor posible.

El caso 2µ < κ lo probamos por inducción sobre κ, es decir, lo suponemos
cierto para todos los cardinales menores que κ.

Si κ = ν+, entonces µ < 2µ < κ = cf κ. Por lo tanto hemos de probar que
κµ = κ.

Tenemos que 2µ ≤ ν. Si es 2µ < ν, entonces por hipótesis de inducción
tenemos que νµ = ν o bien νµ = ν+, y en cualquier caso νµ ≤ κ. Si, por el
contrario, 2µ = ν entonces νµ = 2µ < κ.

Por consiguiente podemos afirmar que νµ ≤ κ. Por la fórmula de Hausdorff

κµ = (ν+)µ = νµν+ = νµκ = κ.

Consideramos ahora el caso en que κ es un cardinal límite. Si ν < κ, por
hipótesis de inducción tenemos que νµ es ν, ν+ o 2µ, pero en cualquier caso
νµ < κ (si ν es finito no podemos aplicar la hipótesis de inducción, pero νµ =
2µ).

Si µ < cf κ, entonces

κ ≤ κµ = |µκ| ≤
∣∣∣ ⋃
α<κ

µα
∣∣∣ =

∑
α<κ
|α|µ ≤

∑
α<κ

κ = κ.

Por lo tanto κµ = κ.

Si cf κ ≤ µ, expresemos κ =
∑

α<cf κ

να, donde να < κ. Entonces

κµ =
( ∑
α<cf κ

να

)µ
≤
( ∏
α<cf κ

να

)µ
=

∏
α<cf κ

νµα ≤
∏

α<cf κ

κ = κcf κ ≤ κµ,

luego κµ = κcf κ. Como 2cf κ ≤ 2µ < κ, la HCS nos da que κcf κ = κ+ y tenemos
la conclusión.

Ejemplo Si suponemos la HCS y que∧
α(ℵα regular → 2ℵα = ℵα+ω+5),

entonces
ℵℵ35 = ℵω+5, ℵℵ3ω1

= ℵω1+1, ℵℵ3ω1+4 = ℵω1+4.

Así pues, la exponenciación cardinal bajo la HCS no está determinada (pues
la función del continuo sobre los cardinales regulares puede ser cualquiera que
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no contradiga a la monotonía ni al teorema de König) pero sí que está comple-
tamente comprendida, en cuanto que sabemos exactamente cómo depende de
la función del continuo. El problema es que la HCS no es un teorema de NBG,
y lo que no está claro en absoluto es lo que se puede decir exclusivamente en
NBG sobre la exponenciación cardinal o sobre la función del continuo sobre los
cardinales singulares. Si no suponemos la HCS sólo conocemos hechos aislados,
algunos sencillos y otros muy profundos. Veamos un ejemplo de los sencillos:

Teorema 5.79 Si 2ℵ1 < ℵω y ℵℵ0ω ≥ ℵω1 , entonces ℵℵ0ω = ℵℵ1ω1
.

Demostración: Aplicamos la fórmula de Hausdorff:

ℵℵ0ω ≤ ℵℵ1ω1
≤ (ℵℵ0ω )ℵ1 = ℵℵ1ω =

(∑
n≥1

ℵn
)ℵ1
≤
( ∏
n≥1

ℵn
)ℵ1

=
∏
n≥1

ℵℵ1n =
∏
n≥1

2ℵ1ℵn = 2ℵ1ℵℵ0ω = ℵℵ0ω .

Consideremos ahora el valor de ℵℵ1ω . Se trata de un cardinal que queda
invariante al elevarlo a ℵ0, luego el teorema de König nos da que ha de tener
cofinalidad no numerable. Por su parte, la monotonía exige que sea mayor que
el propio ℵω. Así pues, estas condiciones generales no excluyen la posibilidad de
que ℵℵ0ω = ℵω1

. Más aún, si suponemos que 2ℵ0 = ℵω1
(lo cual es consistente)

entonces
ℵω1 = 2ℵ0 ≤ ℵℵ0ω ≤ ℵℵ0ω1

= (2ℵ0)ℵ0 = 2ℵ0 = ℵω1
,

con lo que, de hecho, ℵℵ0ω = ℵω1 .

Sin embargo, si suponemos que 2ℵ1 < ℵω (lo cual es consistente), la HCS
implica que ℵℵ0ω = ℵω+1, pero sin ella aún podemos asegurar que ℵℵ0ω 6= ℵω1

, ya
que en caso contrario el teorema anterior nos daría ℵℵ1ω1

= ℵω1
, en contradicción

con el teorema de König.
Así pues, nos encontramos con una restricción en ZFC al valor que puede

tomar ℵℵ0ω distinta de las que imponen la monotonía y el teorema de König.
Una restricción que, además, depende de forma no trivial de los valores de 2ℵ0

y 2ℵ1 . Si queremos un ejemplo en términos de la función del continuo podemos
suponer que

∧
n < ω 2ℵn < ℵω, en cuyo caso tenemos que 2ℵω = ℵℵ0ω 6= ℵω1

.

Los resultados básicos sobre la exponenciación de cardinales fueron estable-
cidos por Hausdorff y Tarski. Éste último probó un caso particular del teo-
rema 5.41 y conjeturó que si {κα}α<λ es una sucesión estrictamente creciente
de cardinales ≥ 2 y κ = sup

α<λ
κα, entonces∏

α<λ

κα = κ|λ|.

Observemos que la restricción de que λ sea un ordinal límite es necesaria.
Por ejemplo, si tomáramos λ = ω1 + 1 y la sucesión {ℵα}α<ω1

∪ {ℵω1·2} (con lo
que κ = ℵω1·2), suponiendo la HCG y aplicando 5.41 obtenemos que∏

α<ω1

ℵα · ℵω1·2 = ℵℵ1ω1
· ℵω1·2 = ℵω1+1 · ℵω1·2 = ℵω1·2 < ℵω1·2+1 = ℵℵ1ω1·2.
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Más en general, es necesario exigir que κα < κ para todo α. Un contraejem-
plo sin esta hipótesis (siempre bajo la HCG) sería λ = ω1 + ω y

κα =

{
ℵα si α < ω1,
ℵω1·2 si α = ω1 + n.

En tal caso κ = ℵω1·2 y el producto sigue valiendo ℵℵ0ω1·2 = ℵω1·2 < κℵ1 . Por
otra parte la HCS implica la conjetura de Tarski:

Teorema 5.80 (HCS) Sea λ un ordinal límite y {κα}α<λ una sucesión cre-
ciente (no exigimos que lo sea estrictamente) de cardinales ≥ 2. Sea κ = sup

α<λ
κα

y supongamos que
∧
α < λ κα < κ. Entonces∏

α<λ

κα = κ|λ|.

Demostración: La desigualdad ≤ es inmediata por la monotonía de los
productos. Si κ ≤ 2|λ| entonces, por el teorema 5.78,

κ|λ| = 2|λ| =
∏
α<λ

2 ≤
∏
α<λ

κα ≤ κ|λ|.

Si |λ| < 2|λ| < κ, tomemos una sucesión de ordinales {αδ}δ<cf λ cofinal
creciente en λ. Entonces

κ|λ| =
( ∑
δ<cf λ

καδ

)|λ|
≤

∏
δ<cf λ

κ|λ|αδ ≤
∏

δ<cf λ

κ = κcf λ =
∏

δ<cf λ

καδ ≤
∏
α<λ

κα.

Hemos usado que κ|λ|αδ < κ por el teorema 5.78.

Nota Puede probarse —aunque es muy complicado— que es consistente que
ℵω1·2 sea un límite fuerte, ℵℵ1ω1

= ℵω1·2+ω+2 y ℵℵ0ω1·2+ω = ℵω1·2+ω+1. En estas
condiciones tenemos un contraejemplo a la conjetura de Tarski. Basta tomar
λ = ω1 + ω y

κα =

{
ℵα si α < ω1,
ℵω1·2+n si α = ω1 + n.

En efecto, el producto da

ℵℵ1ω1
· ℵℵ0ω1·2+ω ≤ 2ℵω1ℵω1·2+ω+1 = ℵω1·2+ω+1 < ℵ|ω1+ω|

ω1·2+ω.

5.7 Cardinales fuertemente inaccesibles
Vamos a estudiar ahora una versión fuerte de los cardinales inaccesibles que

introdujimos en el capítulo anterior.

Definición 5.81 Un cardinal infinito κ es un límite fuerte si para todo cardinal
µ < κ se cumple 2µ < κ.
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Es claro que un cardinal límite fuerte es en particular un cardinal límite, ya
que si fuera κ = µ+, entonces tendría que ser 2µ < µ+, lo cual es imposible.
Obviamente ℵ0 es un cardinal límite fuerte.

Un cardinal (fuertemente) inaccesible es un cardinal límite fuerte regular
distinto de ℵ0.

En particular, todo cardinal fuertemente inaccesible es débilmente inacce-
sible, aunque el recíproco no es necesariamente cierto. En el capítulo anterior
señalamos que no es posible demostrar la existencia de cardinales débilmente
inaccesibles, luego lo mismo vale para los cardinales fuertemente inaccesibles.

Nota Cuando hablemos de cardinales inaccesibles habrá que entender que son
fuertemente inaccesibles.

Conviene observar que bajo la HCG todos los cardinales límite son límites
fuertes y, en particular, los cardinales débilmente inaccesibles coinciden con los
fuertemente inaccesibles.

También es claro que si κ es un límite fuerte, entonces 2<κ = κ. Más aún,
si µ, ν < κ, entonces µν < κ, pues si ξ < κ es el máximo de µ y ν, tenemos que
µν ≤ ξξ = 2ξ < κ. Si κ es fuertemente inaccesible podemos decir más:

Teorema 5.82 Si κ es un cardinal fuertemente inaccesible entonces κ<κ = κ.

Demostración: Basta probar que κµ ≤ κ para todo µ < κ. En efecto,
como κ es regular µκ =

⋃
α<κ

µα luego

κµ ≤
∑
α<κ
|α|µ ≤

∑
α<κ

κ = κ.

Del mismo modo que los cardinales límite pueden caracterizarse como los de
la forma ℵ0 o ℵλ, existe una caracterización similar para los cardinales límite
fuerte, en términos de la llamada función bet.5

Definición 5.83 Definimos i : Ω −→ K (función bet) como la única función
que cumple:

i0 = ℵ0 ∧
∧
α iα+1 = 2iα ∧

∧
λ iλ =

⋃
δ<λ

iδ.

Teniendo en cuenta que el supremo de un conjunto de cardinales es un car-
dinal, una simple inducción prueba que i toma todos sus valores en K. Obvia-
mente es una función normal.

Ejercicio: La HCG es equivalente a que i = ℵ.

La caracterización a la que nos referíamos es:
5Bet (i) es la segunda letra del alfabeto hebreo.
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Teorema 5.84 Los cardinales límite fuerte son exactamente los de la forma i0

o iλ.

Demostración: Se cumple que iλ es un límite fuerte, pues si κ < iλ
entonces existe un δ < λ tal que κ < iδ, luego

2κ ≤ 2iδ = iδ+1 < iδ+2 ≤ iλ.

Recíprocamente, si κ es un límite fuerte, entonces κ ≤ iκ < iκ+1, luego
podemos tomar el mínimo ordinal α tal que κ < iα. Ciertamente α no puede
ser 0 ni un cardinal límite, luego α = γ + 1 y, por consiguiente,

iγ ≤ κ < iγ+1 = 2iγ .

Si la primera desigualdad fuera estricta κ no sería un límite fuerte, luego
κ = iγ . Falta probar que γ no puede ser de la forma δ + 1, pero es que en
tal caso sería iδ < κ y 2iδ = κ, y de nuevo κ no sería un límite fuerte. Por
consiguiente γ = 0 o bien es un ordinal límite.

La prueba del teorema siguiente es idéntica a la de su análogo 5.60:

Teorema 5.85 Un cardinal regular κ es fuertemente inaccesible si y sólo si
κ = iκ.

Es claro que Vω es una unión numerable de conjuntos finitos, luego su cardi-
nal es |Vω| = ℵ0 = i0. A partir de aquí, una simple inducción nos da el teorema
siguiente:

Teorema 5.86
∧
α |Vω+α| = iα. En particular,

∧
α(ω2 ≤ α→ |Vα| = iα).

(Recordemos que si ω2 ≤ α entonces α = ω2 + β y ω + α = ω + ω2 + β =
ω(1 + ω) + β = ω2 + β = α.)

De este modo, si κ es fuertemente inaccesible tenemos que |Vκ| = κ. Más
aún:

Teorema 5.87 Si κ es un cardinal fuertemente inaccesible se cumple que∧
x(x ∈ Vκ ↔ x ⊂ Vκ ∧ |x| < κ).

Demostración: Si x ∈ Vκ, entonces x ∈ Vδ, para cierto δ < κ (podemos
suponer ω2 ≤ δ), luego x ⊂ Vδ y |x| ≤ |Vδ| = iδ < iκ = κ. Además x ⊂ Vκ
porque Vκ es transitivo.

Recíprocamente, si x ⊂ Vκ y |x| < κ, entonces el conjunto

A = {rang y | y ∈ x} ⊂ κ

es imagen de x, luego tiene cardinal menor que κ y, como κ es regular, A está
acotado. Si δ < κ es una cota concluimos que x ⊂ Vδ, luego x ∈ Vδ+1 ⊂ Vκ.
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Nota La razón por la que no puede demostrarse la existencia de cardinales
inaccesibles es similar a la razón por la que no puede demostrarse la existencia
de conjuntos no regulares: imaginemos que existe un cardinal inaccesible κ.
Entonces, todas las operaciones conjuntistas, cuando se aplican a conjuntos de
Vκ, dan lugar a conjuntos de Vκ, por lo que no es posible construir un conjunto
de cardinal κ. Si decidimos llamar “conjuntos” exclusivamente a los conjuntos
de Vκ (y llamamos “clases” a los subconjuntos de Vκ), con ello no perdemos
ninguno de los conjuntos que sabemos construir, y todos los axiomas de NBG
siguen cumpliéndose igualmente (más aún, se cumplen los axiomas de MK, sin
la restricción de normalidad en el axioma de comprensión), pero ahora (si κ era
el mínimo cardinal inaccesible) ya no hay cardinales inaccesibles.

En suma, no es posible demostrar la existencia de cardinales inaccesibles
porque éstos no son necesarios para que se cumplan los axiomas de la teoría de
conjuntos. En realidad la razón es la misma por la que no puede demostrarse el
axioma de infinitud a partir de los axiomas restantes: todas las construcciones
conjuntistas, cuando se aplican a conjuntos finitos, dan conjuntos finitos. La
única razón por la que ℵ0 no es un cardinal inaccesible es porque lo hemos
excluido en la definición, pero en el fondo ℵ0 es el menor cardinal inaccesible.
Del mismo modo que sin el axioma de infinitud no podemos decidir si ω = Ω
o bien ω ∈ Ω (y en el segundo caso ω pasa a ser el menor cardinal infinito),
podemos definir

Ω1 = {α ∈ Ω |
∧
δ ≤ α δ no es inaccesible},

y así Ω1 es una clase tal que en NBG no puede decidirse si Ω1 = Ω o bien
Ω1 ∈ Ω, y en el segundo caso Ω1 pasa a ser el menor cardinal inaccesible.

En cuanto postulamos la existencia de un cardinal infinito (ω) tenemos au-
tomáticamente la existencia de muchos cardinales infinitos (ℵ1, ℵ2, . . . ), pero
no la existencia de un cardinal inaccesible. Similarmente, la existencia de un
cardinal inaccesible no implica la existencia de un segundo, pues si existen dos
(mínimos) cardinales inaccesibles κ < µ, si restringimos el alcance de la pala-
bra “conjunto” a los conjuntos de Vµ, se siguen cumpliendo los axiomas de la
teoría de conjuntos, pero ahora sólo hay un cardinal inaccesible, puesto que µ
ha quedado excluido. Equivalentemente: las operaciones conjuntistas aplicadas
a conjuntos de Vµ sólo producen conjuntos de Vµ, luego no dan lugar nunca a
conjuntos de cardinal µ.

Por ello, aunque añadamos como axioma a NBG que Ω1 ∈ Ω (que es una
“repetición” del axioma de infinitud a otro nivel), podemos definir

Ω2 = {α ∈ Ω |
∧
δ ≤ α(δ es inaccesible→ δ = Ω1)}

y de nuevo tenemos que es imposible decidir si Ω2 = Ω o bien Ω2 ∈ Ω, y en el
segundo caso Ω2 es el segundo cardinal inaccesible.

Estos argumentos (algo mejor formalizados) nos permiten concluir que si
NBG es consistente, también es consistente añadir como axioma que no existen
cardinales inaccesibles (pues, como hemos dicho, tales cardinales son siempre
prescindibles). En cambio, un argumento estándar relacionado con el segundo
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teorema de incompletitud de Gödel nos da que es imposible demostrar la consis-
tencia de que existan cardinales inaccesibles, es decir, que NBG + Ω1 ∈ Ω puede
ser consistente, pero si lo es, no puede demostrarse que así es, ni siquiera acep-
tando como hipótesis la consistencia de NBG. Similarmente, aun suponiendo
que NBG + Ω1 ∈ Ω sea consistente, ello no permite demostrar la consistencia
de NBG + Ω1 ∈ Ω + Ω2 ∈ Ω, y así sucesivamente.

Esto permite extender este tipo de razonamientos a los cardinales débilmente
inaccesibles, pues, aunque un cardinal débilmente inaccesible no tiene por qué
ser fuertemente inaccesible, puede probarse que si es consistente NBG+ “existe
un cardinal débilmente inaccesible”, también lo es NBG + “existe un cardinal
fuertemente inaccesible”, luego la consistencia de NBG + “existe un cardinal
débilmente inaccesible” no puede ser demostrada, y mucho menos la existencia
de tales cardinales (es decir, que si no podemos demostrar que es consistente
suponer que existen, mucho menos podemos demostrar que existen).

A su vez, todo esto está relacionado con la hipótesis de los cardinales sin-
gulares, pues a partir de ¬HCS puede probarse la consistencia de que existan
infinitos cardinales inaccesibles, y ésa es en el fondo la razón de que no pueda
demostrarse la HCS en NBG.

Terminamos la sección con una aplicación de la función i que no tiene nada
que ver con cardinales inaccesibles. El axioma de elección de Gödel es la sen-
tencia6

(AEG)
∨
F (F : V −→ V ∧

∧
x(x 6= ∅→ F (x) ∈ X)).

El axioma de elección de Gödel postula la existencia de una función de
elección sobre la clase universal, por lo que implica trivialmente el axioma de
elección de Zermelo, que sólo postula la existencia de una función de elección
(distinta) para cada conjunto.

Teorema 5.88 (AEG) Todas las clases propias son equipotentes.

Demostración: Basta observar que podemos descomponer V y Ω en res-
pectivas clases de conjuntos disjuntos como sigue:

V = Vω ∪
⋃
α∈Ω

(Vω+α+1 \Vω+α), Ω = i0 ∪
⋃
α∈Ω

(iα+1 \ iα).

Teniendo en cuenta el teorema 5.86 y la aritmética cardinal básica es claro
que

|Vω+α+1 \Vω+α| = iα+1 = |iα+1 \ iα|.

El axioma de elección de Gödel nos permite elegir funciones

fα : Vω+α+1 \Vω+α −→ iα+1 \ iα biyectivas.
6Este axioma involucra esencialmente clases propias, luego no puede ser considerado como

sentencia de ZFC, es decir, de la teoría de conjuntos en la que sólo existen conjuntos y no
clases propias. Sólo tiene sentido como extensión de NBG. Para incorporarlo a ZF es necesario
extender el lenguaje formal con un funtor F que represente la función de elección o con un
relator que represente un buen orden sobre la clase universal.
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Por otra parte es claro que podemos tomar f∗ : Vω −→ i0 biyectiva. Con
todas estas funciones podemos construir

F = f∗ ∪
⋃
α∈Ω

fα : V −→ Ω biyectiva.

Así, si A es cualquier clase propia, F [A] es una subclase de Ω, es decir, una
clase bien ordenada por una relación conjuntista. Por el teorema 3.27 concluimos
que F [A] es semejante a Ω (y A es equipotente a F [A]), luego toda clase propia
es equipotente a Ω.

Observemos que el axioma de regularidad —al contrario de lo que suele
suceder— desempeña un papel crucial en la prueba anterior. En estas condicio-
nes tenemos una nueva caracterización de las clases propias: una clase es propia
si y sólo si su tamaño es comparable al de la clase universal.

5.8 Aplicaciones sobre el axioma de elección

Terminamos este capítulo con dos aplicaciones de la aritmética cardinal re-
lacionadas con el axioma de elección. La primera es un hecho sorprendente:
La hipótesis del continuo generalizada implica el axioma de elección. Esto fue
anunciado por Hausdorff, si bien la primera prueba publicada fue de Sierpiński.
La demostración que veremos aquí es posterior. Necesitamos algunos resultados
previos.

En primer lugar, sin el axioma de elección hemos probado que, para todo
ordinal infinito α, se cumple |α×α| = |α|. Ahora necesitamos construir, también
sin el axioma de elección,7 una aplicación que a cada ordinal infinito α le asigne
una biyección fα : α × α −→ α. Por ejemplo, la prueba de 5.21 muestra que
si α es un cardinal entonces α × α con el orden canónico es semejante a α,
luego si nos bastara trabajar con cardinales podríamos definir fα como la única
semejanza entre α×α y α. El problema es que necesitamos esto para cualquier
ordinal α ≥ ω. Resolveremos esto en varios pasos.

1. Para cada par de ordinales α y β, podemos definir explícitamente una
biyección fα,β : α+ β −→ β + α.

Llamamos gα,β : α + β −→ α × {0} ∪ β × {1} a la única semejanza entre
ambos conjuntos cuando en el segundo consideramos el orden lexicográfico.
Por otra parte podemos considerar la biyección

hα,β : α× {0} ∪ β × {1} −→ β × {0} ∪ α× {1}

dada por hα,β(δ, n) = (δ, 1− n). Basta tomar fα,β = gα,β ◦ hα,β ◦ g−1
β,α.

7El lector que conozca la clase L de los conjuntos constructibles tiene una alternativa más
sencilla a toda la construcción que sigue: basta definir fα como el mínimo f ∈ L (respecto
del buen orden constructible) tal que f : α× α −→ α biyectiva.
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2. Para cada sucesión de ordinales η = {ηi}i<n+1 podemos definir una biyec-
ción

gη : ωη0 + · · ·+ ωηn −→ ωηn + · · ·+ ωη0 .

En efecto, para ello definimos recurrentemente biyecciones

giη : ωη0 + · · ·+ ωηi −→ ωηi + · · ·+ ωη0 .

Tomamos como g0
η la identidad en ωη0 y, supuesta definida giη, con i < n,

definimos

hiη : (ωη0 + · · ·+ ωηi) + ωηi+1 −→ (ωηi + · · ·+ ωη0) + ωηi+1

mediante

hiη(α) =

{
hiη(α) si α < ωη0 + · · ·+ ωηi ,
(ωηi + · · ·+ ωη0) + δ si α = (ωη0 + · · ·+ ωηi) + δ.

Y entonces definimos gi+1
η = hiη ◦ fωη0+···+ωηi ,ωηi+1 . De este modo, basta

tomar gη = gn+1
η .

3. Si α = ωη0k0 + · · · + ωηnkn es la forma normal de Cantor del ordinal α,
podemos definir una biyección c∗α : α −→ ωη0k0.

En efecto, llamamos η′α = {η′i}i<m a la única sucesión decreciente de
ordinales tal que α = ωη

′
0 + · · ·+ ωη

′
m (donde cada ordinal ηi se repite ki

veces). Basta considerar

c∗α = gη′α : ωη
′
0 + · · ·+ ωη

′
m −→ ωη

′
m + · · ·+ ωη

′
0 ,

pues por 3.49 todos los sumandos de la última suma se cancelan excepto
los que son iguales a η0, que son los k0 últimos, luego la última suma es
ωη0k0.

4. En las condiciones del apartado anterior, si α ≥ ω (con lo que η0 > 0)
podemos definir una biyección cα : α −→ ωη0 .

En efecto, razonando como en el apartado a), pero para el producto en
lugar de la suma, podemos definir una biyección ωη0k0 −→ k0ω

η0 = ωη0 ,
y sólo tenemos que componerla con la c∗α del apartado anterior.

Así pues, si llamamos ηα al exponente director de la forma normal de α,
tenemos una biyección cα : α −→ ωηα .

5. Para todo ordinal α se cumple que ηα = ηα+α.

En efecto, α+α = α · 2, por lo que la forma normal de α+α se diferencia
de la de α en que sus coeficientes están multiplicados por 2 (pero los
exponentes son idénticos).
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6. Para cada α ≥ ω, podemos definir una biyección sα : α −→ α+ α.

Basta tomar sα = cα ◦ c−1
α+α, teniendo en cuenta que ωηα = ωηα+α .

7. Podemos definir una biyección eη : ωη −→ ωη+η.

Si η es infinito podemos considerar las semejanzas uη : ωη −→ ω(η) y
uη+η : ωη+η −→ ω(η+η) dadas por el teorema 3.47. Por otra parte, la
aplicación vη : ω(η+η) −→ ω(η) dada por vη(s) = sη ◦ s es claramente
biyectiva, luego basta tomar eη = uη ◦ v−1

η ◦ u−1
η+η.

Si η es finito (no nulo), consideramos la semejanza f0 : ω × ω −→ ω
determinada por el orden canónico. Vamos a definir recurrentemente bi-
yecciones tn : ω −→ ωn, para n ≥ 1. Tomamos como t1 la identidad en ω
y, supuesto definido tn, definimos tn+1 como la composición de:

• la semejanza ωn+1 = ωn · ω −→ ωn × ω, cuando en el producto
consideramos el orden lexicográfico,

• la biyección ωn × ω −→ ω × ω dada por (δ, n) 7→ (tn(δ), n),

• la biyección f0 : ω × ω −→ ω.

Ahora basta tomar eη = t−1
η ◦ tη+η.

8. Para cada α ≥ ω, podemos definir una biyección fα : α −→ α× α.

Basta definir fα como la composición de la biyección: cα : α −→ ωηα con
eηα : ωηα −→ ωηα+ηα = ωηα ·ωηα , con la semejanza ωηα ·ωηα −→ ωηα×ωηα
con la biyección ωηα × ωηα −→ α× α dada por (δ, ε) 7→ (c−1

α (δ), c−1
α (ε)).

El paso siguiente es probar lo que sin el axioma de elección es una leve
generalización del teorema de Cantor:

Teorema 5.89 Si p ≥ 5 entonces no 2p ≤ p2.

Demostración: Para cardinales finitos se demuestra fácilmente por induc-
ción que n ≥ 5 → n2 < 2n: Para n < 5 la implicación es cierta trivialmente,
para n = 5 se hace el cálculo y, si vale para n ≥ 5, entonces

(n+ 1)2 = n2 + 2n+ 1 < n2 + 3n ≤ n2 + n2 = 2n2 < 2 · 2n = 2n+1.

Supongamos ahora que p es un cardinal infinito y sea X = p. Por reducción
al absurdo suponemos una aplicación f : PX −→ X × X inyectiva y vamos
a construir una aplicación G : Ω −→ X inyectiva, con lo que tendremos una
contradicción. En primer lugar veremos que podemos construir gω : ω −→ X
inyectiva.

Por el teorema 5.32 tenemos que [ω]<ω es numerable, luego podemos fijar
un buen orden en él. Tomemos elementos distintos x0, x1, x2, x3, x4 ∈ X y
definamos gω(i) = xi, para i < 5.
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Supuesta definida gω|n : n −→ X inyectiva, para n ≥ 5, sea Cn = gω[n].
Como |PCn| = 2n > n2 = |Cn × Cn|, existe un subconjunto U de Cn tal que
f(U) /∈ Cn × Cn. Elegimos el que cumple que g−1

ω [U ] es mínimo respecto al
buen orden que hemos fijado en [ω]<ω. Si f(U) = (x, y), definimos

gω(n+ 1) =

{
x si x /∈ Cn,
y si x ∈ Cn.

Con esto tenemos que gω|n+1 : n+1 −→ X es inyectiva. El teorema de recursión
nos garantiza la existencia de gω.

Pasemos ahora a la construcción de G : Ω −→ X. Para ello nos apoyaremos
en las biyecciones fα : α −→ α × α que hemos definido para todo ordinal
infinito α (sin el axioma de elección). Suponemos definida G|α : α −→ X
inyectiva. Sea Cα = G[α].

Definimos g : α −→ PX como sigue: dado β < α calculamos fα(β) = (γ, δ)
y tomamos g(β) = f−1(G(γ), G(δ)) si el par (G(γ), G(δ)) tiene antiimagen por
f y g(β) = ∅ en caso contrario.

Sea U = {G(β) | β < α ∧ G(β) /∈ g(β)} y sea f(U) = (x, y).

Si (x, y) ∈ Cα × Cα entonces (x, y) = (G(γ), G(δ)) para ciertos γ, δ < α.
Sea β = f−1

α (γ, δ), de modo que g(β) = U y tenemos una contradicción tanto
si G(β) ∈ U como en caso contrario. Por consiguiente (x, y) /∈ Cα × Cα, luego
podemos definir G(α) = x si x /∈ Cα o G(α) = y en caso contrario. El teorema
de recursión transfinita nos da entonces la existencia de G.

Nota Sin el axioma de elección no puede probarse en general que p2 ≤ 2p.

Teorema 5.90 La hipótesis del continuo generalizada implica el axioma de elec-
ción.

Demostración: Por el teorema 5.25, basta probar que p2 = p para todo
cardinal infinito p. En primer lugar probamos que p = p + 1.

Es fácil ver que p ≤ p + 1 ≤ 2p, pero si fuera p + 1 = 2p, tendríamos que
2p ≤ p + 1 ≤ p + p ≤ pp, en contradicción con el teorema anterior. Así pues, la
HCG implica que p = p + 1

Ahora veamos que p = 2p.

En efecto, p ≤ 2p ≤ 2 · 2p = 2p+1 = 2p, pero no puede ser 2p = 2p ya que
entonces 2p = 2p ≤ pp, de nuevo en contra del teorema anterior. La HCG nos
da, pues, la igualdad p = 2p.

Así, p ≤ p2 ≤ (2p)2 = 22p = 2p. El teorema anterior y la HCG nos dan la
igualdad p2 = p.

Hemos demostrado que el axioma de elección equivale a que todo conjunto
puede ser bien ordenado. En cambio, sin el axioma de elección no es posible
demostrar que Pω pueda ser bien ordenado. Nuestra segunda aplicación de la
aritmética cardinal será demostrar el teorema siguiente:
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Teorema 5.91 El axioma de elección equivale a que Pα puede ser bien orde-
nado, para todo ordinal α.

Demostración: Suponemos que Pα puede ser bien ordenado, para todo
ordinal α, y vamos a probar que Vα puede ser bien ordenado, también para todo
ordinal α. Esto es suficiente, ya que (por el axioma de regularidad) todo con-
junto está contenido en un conjunto Vα, luego todo conjunto admitirá entonces
un buen orden. Lo probamos por inducción sobre α. Si α = 0 es trivial.

Si suponemos que Vα es bien ordenable, existe f : Vα −→ β biyectiva, para
cierto ordinal β. Claramente, f induce una biyección F : Vα+1 = PVα −→ Pβ
y, como estamos suponiendo que Pβ es bien ordenable, concluimos que Vα+1

también lo es.
Supongamos ahora que Vδ es bien ordenable, para todo ordinal δ < λ. Éste

es el caso más delicado, porque no podemos elegir un buen orden en cada Vδ sin
más aclaración, ya que entonces estaríamos usando el axioma de elección.

Vamos a construir una sucesión {Eδ}δ≤λ de modo que cada Eδ es un buen
orden en Vδ con la propiedad de que si δ < δ′ < λ, entonces Vδ sea una sección
inicial de Vδ′ respecto a Eδ′ .

Antes de ello, observamos que está definida la sucesión {|Vδ|}δ<λ, luego
podemos considerar el cardinal κ =

⋃
δ<λ

|Vδ|+. Fijamos un buen orden ≤∗ en el
conjunto Pκ.

Ahora definimos E0= ∅. Supuesto definido Eδ, consideramos la semejanza
sδ : (Vδ,Eδ) −→ αδ, donde |αδ| = |Vδ| < κ, luego αδ < κ, luego Pαδ ⊂ Pκ,
luego el buen orden ≤∗ induce un buen orden en Pαδ, que a su vez induce un
buen orden E∗δ+1 en Vδ+1 a través de la biyección PVδ −→ Pαδ inducida por sδ.
Por último definimos Eδ+1 mediante:

x Eδ+1 y ↔ (x, y ∈ Vδ ∧ x Eδ y) ∨ (x ∈ Vδ ∧ y ∈ Vδ+1 \ Vδ)

∨ (x, y ∈ Vδ+1 \ Vδ ∧ x E∗δ+1 y).

Con este retoque nos aseguramos de que Vδ es una sección inicial de Vδ+1.

Si tenemos definidos {Eδ}δ<λ′ , para λ′ ≤ λ, la condición de que cada Vδ
sea una sección inicial de los siguientes conjuntos de la jerarquía implica que la
unión de todos los buenos órdenes es un buen orden Eλ′ respecto del cual cada
Vδ es una sección inicial de Vλ′ .

Así tenemos construida la sucesión de buenos órdenes y, en particular, tene-
mos el buen orden Eλ, que prueba que Vλ es bien ordenable.

Observemos que el axioma de regularidad es esencial en el teorema anterior.
Si no suponemos dicho axioma, lo que muestra la prueba es que si Pα puede ser
bien ordenado, para todo ordinal α, entonces todo conjunto regular puede ser
bien ordenado.

Sin el axioma de elección, ni siquiera es demostrable que todo conjunto pueda
ser totalmente ordenado, pero como complemento al teorema anterior conviene
observar lo siguiente:
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Teorema 5.92 Si A es un conjunto bien ordenable, entonces PA admite un
orden total.

Demostración: Basta probar que si α es un ordinal, entonces Pα admite
un orden total, pero siempre podemos comparar dos subconjuntos x, y ⊂ α tales
que x 6= y tomando el mínimo δxy ∈ (x \ y) ∪ (y \ x) y estableciendo que

x < y ↔ δxy ∈ x.

Observemos que la relación es transitiva, pues si x < y < z, entonces δxy 6= δyz,
pues δxy /∈ y ∧ δyz ∈ y. Si δxy < δyz, entonces δxy ∈ x \ z, pues si δxy ∈ z
cumpliría también δxy ∈ y (por ser menor que el mínimo ordinal que distingue
a y y a z) y de hecho δxy = δxz, pues si α ∈ (x \ z) ∪ (z \ x), o bien α ∈ y, en
cuyo caso, o bien α ∈ y \ z, luego α ≥ δyz > δxy, o bien α ∈ y \x, luego α ≥ δxy.
Esto prueba que x < z.

Alternativamente, si δyz < δxy, tiene que ser δyz ∈ x (pues está en y y es me-
nor que el mínimo ordinal que distingue a x de y) y se comprueba análogamente
que δxz = δyz, luego también x < z.





Capítulo VI

Conjuntos cerrados no
acotados y estacionarios

Introducimos ahora unos conceptos fundamentales para trabajar con ordina-
les. Exponemos la teoría general en las dos primeras secciones, mientras que las
siguientes contienen diversas aplicaciones independientes entre sí. Entre otras
demostraremos un profundo teorema de Silver (1974) sobre la función del con-
tinuo en los cardinales singulares. Trabajamos en NBG, incluyendo el axioma
de elección.

6.1 Conjuntos cerrados no acotados

El concepto básico alrededor del cual girará todo este capítulo es el siguiente:

Definición 6.1 Sea λ un ordinal límite o bien λ = Ω. Una clase C ⊂ λ es
cerrada en λ si cuando un ordinal límite δ < λ cumple que δ∩C no está acotado
en δ, entonces δ ∈ C.

Informalmente, la definición exige que si C contiene ordinales menores que δ
tan próximos a δ como se quiera, entonces δ ∈ C. Es fácil probar que esto
equivale a que C sea cerrada respecto a la topología del orden (al menos si C es
un conjunto), pero no vamos a necesitar nunca este hecho.

Una caracterización útil es la siguiente:

Teorema 6.2 Sea λ un ordinal límite o bien λ = Ω. Una subclase C de λ es
cerrada en λ si y sólo si para todo conjunto X ⊂ C no vacío y acotado en λ
se cumple que supX ∈ C. Equivalentemente: para todo X ⊂ C no vacío, si
supX ∈ λ, entonces supX ∈ C.

Demostración: Supongamos que C es cerrada y sea X un subconjunto en
las condiciones indicadas. Llamemos δ = supX.

197
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Si δ ∈ X entonces δ ∈ C. Supongamos que δ /∈ X y veamos que igualmente
δ ∈ C. En primer lugar, δ es un ordinal límite, pues si fuera δ = 0 tendría que
ser X = {0} y si β < δ entonces β < α para cierto α ∈ X, luego α ≤ δ, pero,
como δ /∈ X, ha de ser α < δ, luego β + 1 < α+ 1 ≤ δ.

En realidad hemos probado también que δ ∩ C no está acotado en δ, pues,
dado β < δ, hemos encontrado un α ∈ δ ∩ C mayor que β. Por definición de
clase cerrada concluimos que δ ∈ C.

Recíprocamente, si C tiene la propiedad indicada y δ < λ es un ordinal
límite tal que δ ∩ C no está acotado en δ, es claro que δ = sup(δ ∩ C), luego
δ ∈ C.

Definición 6.3 En lo sucesivo las iniciales c.n.a. significarán “cerrado no aco-
tado”, es decir, diremos que una clase C ⊂ λ es c.n.a. en λ si es cerrada en λ y
no está acotada en λ.

Un resultado fundamental es que los conjuntos cerrados no acotados se con-
servan por intersecciones si su número no alcanza la cofinalidad de λ:

Teorema 6.4 Sea λ un ordinal límite de cofinalidad no numerable, β < cf λ y
{Cα}α<β una familia de conjuntos c.n.a. en λ. Entonces se cumple que

⋂
α<β

Cα
es c.n.a. en λ.

Demostración: Del teorema anterior se sigue inmediatamente que la in-
tersección de cualquier familia de cerrados es cerrada. Sólo queda probar que⋂
α<β

Cα no está acotado.

Sea fα : λ −→ λ la función dada por fα(δ) = mín{ε ∈ Cα | δ < ε}.
La definición es correcta porque Cα no está acotado en λ. Para todo δ < λ
tenemos que δ < fα(δ) ∈ Cα.

Sea ahora g : λ −→ λ la función dada por g(δ) = sup
α<β

fα(δ). Notemos que

g(δ) ∈ λ por la hipótesis de que β < cf λ. Es claro que si δ < λ entonces
δ < g(δ) ≤ gω(δ) < λ, donde gω es la función iterada de g definida en 5.52.

Además gω(δ) es un ordinal límite, pues si α < gω(δ), entonces α ∈ gn(δ)
para cierto n ∈ ω y así α+ 1 ≤ gn(δ) < g(gn(δ)) = gn+1(δ) ≤ gω(δ).

Se cumple que gω(δ) ∩ Cα no está acotado en gω(δ), pues si γ ∈ gω(δ),
entonces γ ∈ gn(δ) < fα(gn(δ)) ∈ Cα y fα(gn(δ)) ≤ g(gn(δ)) = gn+1(δ) <
gω(δ), o sea, γ < fα(gn(δ)) ∈ gω(δ) ∩ Cα.

Como Cα es cerrado podemos concluir que gω(δ) ∈ Cα, y esto para todo
α < β, luego δ < gω(δ) ∈

⋂
α<β

Cα, lo que prueba que la intersección es no
acotada.

Nota Hemos enunciado el teorema anterior para conjuntos por no complicar el
enunciado, pero vale igualmente (con la misma prueba) si λ = Ω y β es un ordinal
cualquiera. Se podría objetar que no tiene sentido considerar una sucesión
{Cα}α<β de clases (necesariamente propias) c.n.a.s en Ω, pero tal sucesión puede
definirse como una subclase C ⊂ Ω × β, de modo que Cα ≡ {ε | (ε, α) ∈ C}.
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El teorema siguiente nos proporciona los primeros ejemplos no triviales de
cerrados no acotados:

Teorema 6.5 Sea κ un cardinal regular no numerable. Un conjunto C ⊂ κ es
c.n.a. en κ si y sólo si existe una función normal f : κ −→ κ tal que f [κ] = C.

Demostración: Por el teorema 3.26, ordC ≤ κ y como |C| = κ (porque C
no está acotado en κ y κ es regular), ha de ser ordC = κ. Sea, pues, f : κ −→ C
la semejanza. Basta probar que f : κ −→ κ es normal. Claramente sólo hay que
ver que si λ < κ entonces f(λ) =

⋃
δ<λ

f(δ). Ahora bien, λ = supκ{δ | δ < λ},
luego, al ser f una semejanza,

f(λ) = supC{f(δ) | δ < λ} =
⋃
δ<λ

f(δ).

En efecto, como κ es regular tenemos que
⋃
δ<λ

f(δ) ∈ κ y como C es cerrado

tenemos que
⋃
δ<λ

f(δ) ∈ C, luego obviamente se trata del supremo del conjunto

{f(δ) | δ < λ}.

Supongamos ahora que C es el rango de una función normal f . Entonces
|C| = κ y en consecuencia C no está acotado en κ. Si δ < κ es un ordinal límite
tal que δ∩C no está acotado en δ, entonces sea λ = {α < κ | f(α) < δ}. Es fácil
ver que λ es un ordinal límite y f |λ : λ −→ δ es inyectiva, luego |λ| ≤ |δ| < κ,
de donde λ < κ. Por consiguiente podemos calcular

f(λ) =
⋃
α<λ

f(α) = sup(δ ∩ C) = δ,

luego δ ∈ C y C es cerrado.

Nota La prueba se adapta con cambios mínimos (que la simplifican) al caso
en que κ = Ω. En tal caso, en lugar del teorema 3.26 aplicamos 3.27, que nos
da una semejanza F : Ω −→ C. El resto de la prueba vale sin más cambio
que omitir las referencias a la cofinalidad de κ. Para el recíproco, en lugar de
afirmar que |C| = κ, concluimos que C no está acotado porque toda función
normal cumple

∧
α α ≤ F (α), y luego tenemos trivialmente que λ ∈ Ω, sin

necesidad de considerar cardinales.

El teorema 5.54 prueba que una función normal en un cardinal regular no
numerable tiene un conjunto no acotado de puntos fijos. Ahora probamos que
dicho conjunto también es cerrado.

Teorema 6.6 Sea κ un cardinal regular no numerable o bien κ = Ω y sea
f : κ −→ κ una función normal. Entonces la clase F = {α < κ | f(α) = α} es
c.n.a. en κ.

Demostración: Ya sabemos que F no está acotada en κ. Veamos que es
cerrada. Para ello tomamos λ < κ tal que λ∩F no esté acotado en λ. Entonces
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f(λ) =
⋃
δ<λ

f(δ). Si δ < λ, entonces existe un η ∈ F tal que δ < η, luego

f(δ) < f(η) = η < λ, y por consiguiente concluimos que f(λ) ≤ λ. La otra
desigualdad se da por ser f normal, luego λ ∈ F , que es, por tanto, cerrada.

A partir de aquí nos restringimos a estudiar conjuntos cerrados no acotados
(no clases). La mayor parte de las ocasiones en que se dice que un conjunto es
evidentemente c.n.a. se está apelando tácitamente al teorema siguiente:

Teorema 6.7 Sea κ un cardinal regular no numerable y A un conjunto de apli-
caciones f : nκ −→ κ, donde n es un número natural que depende de f . Supon-
gamos que |A| < κ. Entonces el conjunto

C = {α < κ |
∧
fn(f ∈ A ∧ f : nκ −→ κ→ f [nα] ⊂ α)}

es c.n.a. en κ.

Demostración: Podemos suponer que el conjunto A consta de una única
función f : nκ −→ κ, pues el conjunto C para un conjunto de menos de κ
funciones es la intersección de los conjuntos correspondientes a cada una de
ellas, luego el caso general se deduce de 6.4.

Sea λ < κ tal que C ∩ λ no esté acotado en λ, tomemos ε1, . . . , εn ∈ λ y sea
β ∈ C ∩ λ mayor que todos ellos.

Así f(ε1, . . . , εn) ∈ f [nβ] ⊂ β < λ, luego
∧
x ∈ nλ f(x) ∈ λ, es decir,

f [nλ] ⊂ λ, lo que implica que λ ∈ C, luego C es, por tanto, cerrado.
Sea α ∈ κ. Definimos recurrentemente una sucesión {αm} de ordinales en κ.

Tomamos α0 = α y, supuesto definido αm, sea αm+1 el mínimo ordinal tal que
f [nαm] ⊂ αm+1 < κ (existe porque |f [nαm]| ≤ |nαm| < κ, luego f [nαm] está
acotado en κ). Finalmente definimos α∗ = sup

m∈ω
αm ∈ κ. Claramente α ≤ α∗.

Si probamos que α∗ ∈ C tendremos que C es no acotado.
Tomemos ordinales ε1, . . . , εn ∈ α∗. Entonces existe un natural m tal que

ε1, . . . , εn ∈ αm y así

f(ε1, . . . , εn) ∈ f [nαm] ⊂ αm+1 ≤ α∗,

luego f [α∗] ⊂ α∗ y, consecuentemente, α∗ ∈ C.

Si κ es un cardinal regular no numerable, el teorema 6.4 nos da que la inter-
sección de una cantidad menor que κ de subconjuntos c.n.a.s es c.n.a. Obvia-
mente esto no es cierto para familias cualesquiera de κ conjuntos (por ejemplo
para {κ \α}α<κ), pero sí se cumple un hecho parecido y de gran utilidad. Para
enunciarlo necesitamos una definición:

Definición 6.8 Sea {Xα}α<κ una familia de subconjuntos de un cardinal κ.
Llamaremos intersección diagonal de la familia al conjunto

4
α<κ

Xα = {γ < κ | γ ∈
⋂
α<γ

Xα}.
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Si intentamos probar algo “razonable” y “nos gustaría” que una intersección
de κ conjuntos c.n.a.s fuera c.n.a., es probable que en realidad nos baste lo
siguiente:

Teorema 6.9 Sea κ un cardinal regular no numerable y {Cα}α<κ una familia
de conjuntos c.n.a. en κ. Entonces 4

α<κ
Cα es c.n.a. en κ.

Demostración: Por abreviar, llamaremos D a la intersección diagonal.
Tomemos λ < κ tal que λ ∩ D no esté acotado en λ. Hemos de probar que
λ ∈ D, es decir, tomamos α < λ y hemos de ver que λ ∈ Cα. A su vez, para
ello basta probar que λ ∩ Cα no está acotado en λ, pero si β ∈ λ tenemos que
existe un ε ∈ λ ∩D tal que α, β < ε. Como ε ∈ D se cumple que ε ∈ Cα ∩ λ,
luego, efectivamente, Cα ∩ λ no está acotado en λ y D es cerrado.

Para cada β < κ, el teorema 6.4 nos permite tomar g(β) ∈
⋂
α<β

Cα tal que
β < g(β). Tenemos así una función g : κ −→ κ.

Por el teorema 6.7, el conjunto

C = {λ ∈ κ | g[λ] ⊂ λ}

es c.n.a. en κ (en principio tenemos que es c.n.a. el conjunto de todos los ordinales
α < κ tales que g[α] ⊂ α, pero es claro que el conjunto de los λ < κ también
es c.n.a., y C es la intersección de ambos conjuntos). Si probamos que C ⊂ D
tendremos que D no está acotado.

Sea λ ∈ C. Tomamos α < λ y hemos de ver que λ ∈ Cα, para lo cual se ha
de cumplir que λ ∩ Cα no esté acotado en λ. Ahora bien, si δ < λ, tomamos
ε ∈ λ tal que α, δ < ε. Así δ < g(ε) ∈ λ ∩ Cα.

Definición 6.10 Sea λ un ordinal límite de cofinalidad no numerable. Defini-
mos el filtro de cerrados no acotados en λ como el conjunto

c.n.a.(λ) = {X ⊂ λ |
∨
C(C ⊂ X ∧ C es c.n.a. en λ} ⊂ Pλ.

Es inmediato comprobar que realmente es un filtro en λ en el sentido de la
definición 4.30. En general, si κ es un cardinal infinito, un filtro F es κ-completo
si cuando A ⊂ F con |A| < κ, se cumple que

⋂
A ∈ F . En estos términos, hemos

probado que el filtro c.n.a.(λ) es cf λ-completo.

La idea subyacente es que un filtro en un conjunto X puede verse como una
determinación de lo que entendemos por subconjuntos “muy grandes" de X. Lo
que dice la definición 4.30 es queX es “muy grande” y∅ no, que la intersección de
dos conjuntos “muy grandes” es “muy grande” y que todo conjunto que contiene
a un conjunto “muy grande” es “muy grande”.

Equivalentemente, podemos considerar que un subconjunto de X es “muy
pequeño” si su complementario es “muy grande". Si un filtro es κ-completo,
esto se traduce en que la unión de menos de κ conjuntos “muy pequeños” es
“muy pequeña”. Por ello, cuando mayor sea κ, más justificado estará el consi-
derar como “muy pequeños” a los complementarios de los conjuntos del filtro y,
por consiguiente, más justificado estará considerar como “muy grandes" a los
conjuntos del filtro.
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El interés de estos conceptos se debe a que, por ejemplo, si tenemos una
familia de menos de κ subconjuntos “muy grandes” de un cardinal regular κ,
sabemos que la intersección será también “muy grande”, y en particular será
no vacía, luego podremos tomar ordinales que cumplan simultáneamente las
propiedades que definen a todos los conjuntos de la familia. No obstante, es
frecuente tener que trabajar con conjuntos que no son “muy grandes”, pero
puede ser suficiente con que no sean “muy pequeños”. Esto nos lleva al concepto
de conjunto estacionario que presentamos en la sección siguiente.

6.2 Conjuntos estacionarios
Un conjunto estacionario es un conjunto “no muy pequeño”, es decir, cuyo

complementario no es “muy grande”:

Definición 6.11 Sea λ un ordinal de cofinalidad no numerable. Un conjunto
E ⊂ λ es estacionario en λ si λ \ E /∈ c.n.a.(λ).

Explícitamente, esto significa que λ\E no contiene a ningún c.n.a. o, equiva-
lentemente, a que E corta a todos los c.n.a.s. Así, un conjunto estacionario no
es necesariamente “muy grande”, pero es lo suficientemente grande como para
cortar a cualquier conjunto “muy grande”. Incluimos esto como una de las pro-
piedades de los conjuntos estacionarios que recogemos en el teorema siguiente:

Teorema 6.12 Sea λ un ordinal de cofinalidad no numerable y E ⊂ λ. Se
cumple:

1. Si E es c.n.a en λ entonces E es estacionario en λ.

2. E es estacionario en λ si y sólo si corta a todo c.n.a. en λ.

3. Si E es estacionario en λ entonces no está acotado en λ.

4. Si E es estacionario y C es c.n.a. en λ entonces E ∩ C es también esta-
cionario en λ.

Demostración: 1) es inmediato: si E no fuera estacionario entonces λ \E
contendría un c.n.a. disjunto de E.

2) E es estacionario si y sólo si λ\E /∈ c.n.a.(λ), si y sólo si no existe ningún
c.n.a. C tal que C ⊂ λ \ E, si y solo si todo c.n.a. C corta a E.

3) Se sigue de 2) junto con el hecho obvio de que si α ∈ λ entonces λ \ α es
c.n.a.

4) Si C ′ es otro c.n.a. en λ, entonces C ∩C ′ es c.n.a., luego E ∩C ∩C ′ 6= ∅
por b), luego, también por b), E ∩ C es estacionario.

Notemos que si E es estacionario en λ y δ < λ, entonces E corta a λ \ δ,
porque es c.n.a. en λ, luego E contiene ordinales mayores que δ. Así pues, todo
conjunto estacionario es no acotado. También es obvio que todo conjunto que
contenga a un conjunto estacionario es estacionario.

Veamos un ejemplo:
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Teorema 6.13 Sea λ un ordinal límite de cofinalidad no numerable y κ < cf λ
un cardinal regular. Entonces {α < λ | cf α = κ} es estacionario en λ.

Demostración: Llamemos E al conjunto del enunciado. Sea C un c.n.a.
en λ y sea α = ordC. Tenemos que |α| = |C| ≥ cf λ > κ. Por lo tanto κ < α.
Sea f : α −→ C la semejanza. Igual que en la prueba de 6.5 se ve que f es una
función normal, por lo que cf f(κ) = cf κ = κ, de modo que f(κ) ∈ C ∩ E. Por
el teorema anterior concluimos que E es estacionario.

Ejemplo Los conjuntos

{α < ω2 | cf α = ℵ0} y {α < ω2 | cf α = ℵ1}

son estacionarios disjuntos en ω2, luego vemos que la intersección de conjuntos
estacionarios no es necesariamente estacionaria. Más aún, de aquí se deduce
que existen conjuntos estacionarios que no son cerrados.

Veamos ahora una caracterización muy útil de los conjuntos estacionarios en
un cardinal regular. Para ello necesitamos una definición:

Definición 6.14 Si A ⊂ κ, una aplicación f : A −→ κ es regresiva si∧
α ∈ A(α 6= 0→ f(α) < α).

Teorema 6.15 (Fodor) Sea κ un cardinal regular no numerable y E ⊂ κ. Las
afirmaciones siguientes son equivalentes:

1. E es estacionario en κ,

2. Si f : E −→ κ es regresiva, existe un α < κ tal que

f−1[{α}] = {β ∈ E | f(β) = α}

es estacionario en κ,

3. Si f : E −→ κ es regresiva, existe un α < κ tal que

f−1[{α}] = {β ∈ E | f(β) = α}

no está acotado en κ.

Demostración: 1) → 2) Si f es regresiva pero f−1[{α}] no es estacionario
para ningún α < κ, tomemos un c.n.a. Cα tal que Cα∩f−1[{α}] = ∅. Entonces
D = 4

α<κ
Cα es también c.n.a. en κ. Por consiguiente E∩D es estacionario, luego

podemos tomar γ ∈ E∩D, γ 6= 0. En particular γ ∈
⋂
α<γ

Cα. Sea δ = f(γ) < γ.

Así γ ∈ f−1[{δ}] ∩ Cδ = ∅.

2) → 3) es obvio.
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3)→ 1) Si E no es estacionario, sea C un c.n.a. en κ tal que C∩E = ∅. Sea
f : E −→ κ la aplicación dada por f(α) = sup(C ∩ α). Claramente f(α) ≤ α,
pero f(α) ∈ C y α ∈ E, luego de hecho f(α) < α y f es regresiva.

Por otra parte, si γ < κ, como C no está acotado, existe un α ∈ C tal que
γ < α. Vamos a probar que f−1[{γ}] ⊂ α + 1, es decir, que f−1[{γ}] está
acotado en κ para todo γ, en contradicción con 3). En efecto, si δ ∈ E y α < δ,
entonces f(δ) = sup(C ∩ δ) ≥ α, pues α ∈ C ∩ δ. Así pues, f(δ) 6= γ.

Terminamos la sección con un resultado nada trivial sobre conjuntos esta-
cionarios que tiene aplicaciones importantes. Necesitamos un resultado auxiliar
previo.

Teorema 6.16 Sea κ un cardinal regular no numerable y sea E un subconjunto
estacionario en κ. Entonces el conjunto

T = {λ ∈ E | cf λ = ℵ0 ∨ (cf λ > ℵ0 ∧ E ∩ λ no es estacionario en λ}

es estacionario en κ.

Demostración: Tomamos un conjunto c.n.a. C en κ. Hemos de probar
que C ∩ T 6= ∅. Sea

C ′ = {λ ∈ C | C ∩ λ no está acotado en λ}.

Veamos que C ′ es c.n.a. Por el teorema 6.5 sabemos que existe una función
normal f : κ −→ κ tal que f [κ] = C. Por otra parte, el conjunto L = {λ|λ < κ}
es claramente c.n.a. en κ, luego existe g : κ −→ κ normal tal que g[κ] = L. Sea
h = g ◦ f : κ −→ κ. Basta ver que C ′ = h[κ].

Si α ∈ κ, entonces g(α) ∈ κ es un ordinal límite, luego

h(α) = f(g(α)) =
⋃

δ∈g(α)

f(δ),

donde cada f(δ) ∈ C, luego h(α) ∩ C no está acotado en h(α). Así pues,
h(α) ∈ C ′.

Tomemos ahora λ ∈ C ′. Sea α < κ tal que f(α) = λ. Si α = 0 entonces λ
es el mínimo de C, luego C ∩ λ = ∅ está acotado en λ, lo cual contradice que
λ ∈ C ′.

Si α = β+1 entonces f(β) es una cota de C∩λ en λ, pues f(β) ∈ f(β+1) = λ
y, si δ ∈ C ∩ λ entonces δ = f(γ) para un γ ∈ κ. Así, δ < λ, f(γ) < f(α),
γ < α = β + 1, γ ≤ β, δ = f(γ) ≤ f(β), luego también C ∩ λ resulta estar
acotado en λ y tenemos otra contradicción.

La única posibilidad es que α sea un límite, luego existe ε < κ tal que
α = g(ε), y así λ = h(ε) ∈ h[κ].

Como E es estacionario y C ′ es c.n.a. tenemos que E ∩ C ′ 6= ∅. Sea λ el
mínimo de E ∩ C ′. Si cf λ = ℵ0 entonces λ ∈ T ∩ C 6= ∅. Supongamos que
cf λ > ℵ0. Como λ ∈ C ′ tenemos que λ ∩ C no está acotado en λ. Vamos a
probar que, de hecho, λ ∩ C ′ no está acotado en λ. Para ello consideramos la
aplicación f : λ −→ λ que a cada α ∈ λ le asigna el mínimo ordinal en λ ∩ C
mayor que α.
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Vamos a probar que si α < λ, entonces fω(α) ∈ λ ∩ C ′ y, desde luego,
α ≤ fω(α). Teniendo en cuenta que δ < f(δ) para todo δ < λ, es claro que
la sucesión fn(α) es estrictamente creciente de ordinales de λ ∩ C. De aquí
deducimos que su supremo fω(α) es un ordinal límite y fω(α) ∩ C no está
acotado en fω(α). Como C es cerrado concluimos que fω(α) ∈ C y de aquí a
su vez que fω(α) ∈ λ ∩ C ′.

Por otra parte, es inmediato comprobar que λ∩C ′ es cerrado en λ, luego se
trata de un c.n.a. Ahora bien, (λ∩C ′)∩ (λ∩E) ⊂ λ∩ (C ′ ∩E) = ∅, porque λ
es el mínimo de C ′ ∩E. Esto significa que E ∩ λ no es estacionario en λ, luego
λ ∈ T ∩ C ′ 6= ∅.

No es fácil encontrar ejemplos de conjuntos estacionarios disjuntos en ω1.
Sin embargo, lo cierto es que existen, como se desprende del siguiente teorema
general:

Teorema 6.17 (Solovay) Sea κ un cardinal regular no numerable y A un con-
junto estacionario en κ. Entonces existen conjuntos {Eα}α<κ estacionarios
en κ y disjuntos dos a dos tales que

A =
⋃
α<κ

Eκ.

Demostración: Sea

T = {λ ∈ A | cf λ = ℵ0 ∨ (cf λ > ℵ0 ∧ A ∩ λ no es estacionario en λ},

que según el teorema anterior es estacionario en κ. Para cada λ ∈ T tomemos
fλ : cf λ −→ λ cofinal y normal. Veamos que si cf λ > ℵ0 podemos exigir que
fλ[cf λ] ∩ T = ∅.

En efecto, si cf λ > ℵ0 tenemos que A ∩ λ no es estacionario en λ, luego
tampoco lo es T ∩ λ. Por consiguiente existe un c.n.a. C en λ de manera que
C ∩ T ∩ λ = ∅. Definimos f∗λ : cf λ −→ λ mediante

f∗λ(0) = mínC,

f∗λ(α+ 1) = mínimo ordinal ε ∈ C tal que f∗λ(α) < ε y fλ(α) < ε.

f∗λ(λ′) =
⋃
δ<λ′

f∗λ(δ).

Claramente f∗λ es normal y una simple inducción (usando que C es cerrado
en el caso límite) prueba que f∗λ : cf λ −→ C. Como fλ(α) < f∗λ(α + 1)
para todo α < λ y fλ es cofinal, es claro que f∗λ también lo es, y además
f∗λ [cf λ] ∩ T ⊂ C ∩ T = ∅.

En lo sucesivo suprimiremos los asteriscos. Veamos ahora que existe un
δ < κ tal que para todo ε < κ el conjunto

Fε = {λ ∈ T | δ < cf λ ∧ fλ(δ) ≥ ε}

es estacionario en κ.
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En caso contrario, para todo δ < κ existe un ε(δ) < κ y un c.n.a. Cδ en κ
tales que

{λ ∈ T | δ < cf λ ∧ fλ(δ) ≥ ε(δ)} ∩ Cδ = ∅.
Equivalentemente, para todo δ < κ existe un ε(δ) < κ y un c.n.a. Cδ en κ

tales que si λ ∈ T ∩ Cδ y δ < cf λ, entonces fλ(δ) < ε(δ).

Sea C = 4
α<κ

Cα, que es c.n.a. en κ. Si λ ∈ C ∩ T , entonces∧
δ < cf λ fλ(δ) < ε(δ)

(puesto que λ ∈ T ∩ Cδ).
Claramente, D∗δ = {γ ∈ κ | ε(δ) < γ} = κ \ (ε(δ) + 1) es c.n.a. en κ. Por

consiguiente, Dδ = {γ ∈ C | ε(δ) < γ} = C ∩ D∗δ es c.n.a. en κ y, a su vez,
D = {γ ∈ C |

∧
δ < γ ε(δ) < γ} = 4

δ<κ
Dδ es c.n.a. en κ.

En consecuencia T ∩D es estacionario y, en particular, tiene al menos dos
elementos γ < λ. Veamos que

(∗) Si δ < γ y δ < cf λ, entonces fλ(δ) < ε(δ) < γ.

En efecto, λ ∈ D, λ ∈ C ∩ T , fλ(δ) < ε(δ) y, como γ ∈ D, también ε(δ) < γ.

Como fλ es cofinal, existe un δ < cf λ (podemos tomarlo infinito) tal que
γ ≤ fλ(δ), luego —por lo que acabamos de probar— γ ≤ δ < cf λ. En particular
la condición δ < cf λ es redundante en (∗), y además tenemos que cf λ > ℵ0.

Tenemos, pues, que si δ < γ entonces fλ(δ) < γ, luego fλ(γ) =
⋃
δ<γ

fλ(δ) ≤ γ.

Como fλ es normal tenemos, de hecho, la igualdad fλ(γ) = γ, pero esto es
imposible, pues γ ∈ T y fλ(γ) /∈ T .

Con esto hemos encontrado un δ < κ tal que para todo ε < κ el conjunto
Fε es estacionario en κ. Sea g : T −→ κ la función dada por g(λ) = fλ(δ),
obviamente regresiva.

Para cada ε < κ tenemos que g|Fε : Fε −→ κ es regresiva, luego por 6.15
existe un γε < κ tal que Gε = (g|Fε)−1({γε}) es estacionario en κ.

Si λ ∈ Gε, entonces γε = g(λ) = fλ(δ) ≥ ε (porque Gε ⊂ Fε). Así pues,∧
ε < κ ε ≤ γε.
Por consiguiente, el conjunto B = {γε | ε < κ} no está acotado en κ, luego

tiene cardinal κ. Sea h : κ −→ B biyectiva y sea Eα = Gh(α). Así, los conjuntos
Eα son estacionarios en κ y disjuntos dos a dos, pues si γε 6= γε′ entonces
Gε ∩Gε′ = ∅. Además Eα = Gh(α) ⊂ Fh(α) ⊂ T ⊂ A.

Sea U = A \
⋃
α<κ

Eα. Podemos cambiar E0 por E0 ∪ U , y así conseguimos

que la unión de los Eα sea A.

6.3 Un teorema de Silver
Vamos a aplicar los resultados sobre conjuntos estacionarios y cerrados no

acotados para probar un importante resultado sobre la hipótesis de los cardinales
singulares.
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Diremos que un cardinal infinito κ cumple la HCG si 2κ = κ+. Diremos que
κ cumple la HCS si 2cf κ < κ→ κcf κ = κ+.

Es claro que la HCG (resp. la HCS) equivale a que la HCG (la HCS) se
cumpla en todos los cardinales.

Teorema 6.18 (Silver) Se cumple:

1. Si κ es un cardinal singular de cofinalidad no numerable y los cardinales
(infinitos) menores que κ cumplen la HCG entonces κ cumple la HCG.

2. Si no se cumple la HCS, entonces el mínimo cardinal que no la cumple
tiene cofinalidad numerable.

3. Si la HCS se cumple sobre los cardinales de cofinalidad numerable, enton-
ces se cumple sobre todos los cardinales.

En adelante supondremos que ℵ0 < µ = cf κ < κ y que {κα}α<µ es una
sucesión normal de cardinales cofinal en κ.

Definición 6.19 Dos funciones f y g de dominio µ son casi disjuntas si el
conjunto {α < µ | f(α) = g(α)} está acotado en µ.

Una familia F de funciones de dominio µ es casi disjunta si está formada por
funciones casi disjuntas dos a dos.

Teorema 6.20 Si
∧
ν < κ νµ < κ, F ⊂

∏
α<µ

Aα es una familia casi disjunta

de funciones y el conjunto {α < µ | |Aα| ≤ κα} es estacionario en µ, entonces
|F| ≤ κ.

Demostración: No perdemos generalidad si suponemos que los conjuntos
Aα están formados por ordinales y que {α < µ | Aα ⊂ κα} es estacionario en µ
pues, biyectando cada Aα con su cardinal podemos construir otra F equipotente
a la dada y en las mismas condiciones.

Sea E0 = {λ < µ | Aλ ⊂ κλ}, que es estacionario en µ, pues es la intersección
del conjunto que estamos suponiendo que es estacionario con el conjunto de los
ordinales límite < µ, que es c.n.a.

Si f ∈ F, entonces para todo λ ∈ E0 tenemos que f(λ) ∈ Aλ ⊂ κλ y como
{κα}α<µ es normal existe un ordinal g(λ) < λ tal que f(λ) ∈ κg(λ).

Como E0 es estacionario y g : E0 −→ µ es regresiva, el teorema 6.15 nos da
un conjunto estacionario Ef ⊂ E0 tal que g es constante en Ef : En particular
f esta acotada en Ef por un κα < κ.

La aplicación que a cada f le asigna f |Ef es inyectiva, pues si f |Ef = g|Eg
entonces f = g por ser F casi disjunta (los conjuntos Ef y Eg son no acotados).

El número de funciones h : E −→ κα con E ⊂ µ fijo es a lo sumo (teniendo
en cuenta la hipótesis) ∣∣∣ ⋃

α<µ
κEα

∣∣∣ ≤ ∑
α<µ

κµα ≤
∑
α<µ

κ = κ.
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Como |Pµ| = 2µ < κ, el número de funciones h : E −→ κα para cualquier E
es a lo sumo 2µ · κ = κ.

Como hemos asociado a cada f ∈ F una función h = f |Ef distinta y a lo
sumo puede haber κ funciones h, ha de ser |F| ≤ κ.

En realidad vamos a necesitar una ligera variante de este teorema:

Teorema 6.21 Si
∧
ν < κ νµ < κ, F ⊂

∏
α<µ

Aα es una familia casi disjunta

de funciones y el conjunto {α < µ | |Aα| ≤ κ+
α} es estacionario en µ, entonces

|F| ≤ κ+.

Demostración: Como en el teorema anterior podemos suponer que los
conjuntos Aα están formados por ordinales y que E0 = {α < µ | Aα ⊂ κ+

α} es
estacionario en µ.

Sea f ∈ F y E ⊂ E0 estacionario. Definimos

Ff,E = {g ∈ F |
∧
α ∈ E g(α) ≤ f(α)}.

Claramente se trata de una familia casi disjunta contenida en
∏
α<µ

Bα, donde

Bα =
{
f(α) + 1 si α ∈ E,
κ en caso contrario.

Así, si α ∈ E ⊂ E0, tenemos que f(α) ∈ κ+
α , luego |Bα| = |f(α) + 1| ≤ κ.

Por consiguiente el conjunto {α < µ | |Bα| ≤ κα} es estacionario (contiene a E)
y podemos aplicar el teorema anterior, según el cual |Ff,E | ≤ κ.

Ahora definimos

Ff = {g ∈ F |
∨
E ⊂ E0(E estacionario ∧

∧
α ∈ E g(α) ≤ f(α))} =

⋃
E

Ff,E ,

donde E varía en los subconjuntos estacionarios de E0. Claramente

|Ff | ≤
∑
E

κ ≤ 2µκ = κ.

Veamos finalmente que |F| ≤ κ+. En otro caso tomemos {fα}α<κ+ funciones
distintas en F. Tenemos que

∣∣∣ ⋃
α<κ+

Fα

∣∣∣ ≤ ∑
α<κ+

κ = κ+, luego ha de existir una

función f ∈ F \
⋃

α<κ+

Fα.

En tal caso el conjunto {γ ∈ E0 | f(γ) ≤ fα(γ)} no es estacionario para
ningún α < κ+, luego su complementario {γ ∈ E0 | fα(γ) ≤ f(γ)} sí lo es, y
esto significa que cada fα ∈ Ff , lo cual es imposible, dado que hay κ+ funciones
fα y |Ff | ≤ κ.

El apartado 1) del teorema de Silver es un caso particular del teorema si-
guiente:

Teorema 6.22 Si el conjunto {α < µ | 2κα = κ+
α} es estacionario en µ, en-

tonces 2κ = κ+.
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Demostración: Veamos que
∧
ν < κ νµ < κ. En efecto, si ν < κ sea α tal

que ν, µ < κα y 2κα = κ+
α . Entonces νµ ≤ κκαα = 2κα = κ+

α ≤ κα+1 < κ.
Para cada X ⊂ κ sea fX = {Xα}α<µ, donde Xα = X ∩ κα. Definimos

F = {fX | X ⊂ κ}. Si X 6= Y entonces fX y fY son casi disjuntas, pues ha de
existir un α tal que X ∩ κα 6= Y ∩ κα y entonces {δ < µ | fX(δ) = fY (δ)} ⊂ α.
En particular, si X 6= Y entonces fX 6= fY , luego |F| = 2κ.

Por otra parte F es una familia casi disjunta de funciones contenida en∏
α<µ

Pκα y el conjunto {α < µ | |Pκα| = κ+
α} es estacionario en µ. El teorema

anterior nos da, entonces, que 2κ = |F| ≤ κ+.

Para probar el resto del teorema de Silver necesitamos un paso más:

Teorema 6.23 Si
∧
ν < κ νµ < κ y el conjunto {α < µ | κcf κα

α = κ+
α} es

estacionario en µ, entonces κµ = κ+.

Demostración: Para cada h : µ −→ κ sea fh = {hα}α<µ, donde las
aplicaciones hα : µ −→ κ vienen dadas por

hα(β) =
{
h(β) si h(β) < κα,
0 en otro caso.

Sea F = {fh | h ∈ µκ}. Si h 6= g, entonces fg y fh son casi disjuntas, pues si
h(δ) 6= g(δ) y ambos son menores que κα, entonces

{δ < µ | fh(δ) = fg(δ)} ⊂ α+ 1.

En particular si h 6= g se cumple fh 6= fg, luego |F| = κµ. Además F es casi
disjunta y está contenida en

∏
α<µ

µκα.

Queremos aplicar el teorema 6.21 para concluir que κµ = |F| ≤ κ+. Necesi-
tamos, pues, probar que el conjunto E = {α < µ | κµα = κ+

α} es estacionario en
µ. Para ello consideramos el conjunto

C = {λ < µ |
∧
ν < κλ ν

µ < κλ}.

Veamos que si λ ∈ C entonces κcf κλ
λ = κµλ. De aquí se seguirá que

{α < µ | κcf κα
α = κ+

α} ∩ C ⊂ E

y, como el conjunto de la izquierda es estacionario por hipótesis, si probamos
también que C es c.n.a., concluiremos que E es estacionario, tal y como nos
hace falta.

Sea, pues, λ ∈ C. Entonces cf κλ = cf λ ≤ λ < µ. Sea κλ =
∑

α<cf κλ

να,

donde
∧
α < cf κλ να < κλ. Así

κcf κλ
λ ≤ κµλ =

( ∑
α<cf κλ

να

)µ
≤

∏
α<cf κλ

νµα ≤
∏

α<cf κλ

κλ = κcf κλ
λ .
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Según lo dicho, ahora sólo queda probar que C es c.n.a. en µ. Para ello
definimos l : µ −→ µ mediante

l(α) = mín{β < µ | κµα < κβ}.

Basta probar que

C = {λ | λ < µ} ∩ {α < µ | l[α] ⊂ α}.

En efecto, si λ ∈ C y α < λ, entonces κµα < κλ, existe un β < λ tal que
κµα < κβ , luego l(α) ≤ β < λ. Por lo tanto l[λ] ⊂ λ.

Recíprocamente, si l[λ] ⊂ λ y ν < κλ, sea α < λ tal que ν < κα. Entonces
νµ ≤ κµα < κl(α) < κλ, luego λ ∈ C.

Ahora estamos en condiciones de probar el apartado 2) del teorema de Silver,
y el apartado 3) es una consecuencia inmediata. Sea κ el mínimo cardinal que
incumple la HCS, es decir, κ > ℵ0, 2cf κ < κ, pero κcf κ > κ+. Supongamos que
cf κ > ℵ0.

Sea µ = cf κ y {κα}α<µ como en los teoremas precedentes. Tenemos que la
HCS se cumple bajo κ, luego el argumento del teorema 5.78 es válido en este
contexto y nos permite probar que si ν < κ entonces νµ toma uno de los valores
2µ, µ o µ+, luego en particular

∧
ν < κ νµ < κ.

Sea E = {α < µ | cf κα = ℵ0 ∧ 2ℵ0 < κα}. Es claro que E es estacionario
en µ, pues contiene a la intersección del c.n.a. µ \ α0, donde α0 es el mínimo
ordinal tal que 2ℵ0 < κα0

, con el conjunto {λ < µ | cf λ (= cf κλ) = ℵ0}, el cual
es estacionario por el teorema 6.13.

Si α ∈ E, entonces 2cf κα < κα, con cf κα = ℵ0 y, como κα < κ cumple
la HCS, κcf κα

α = κ+
α , de modo que E ⊂ {α < µ | κcf κα

α = κ+
α}. Concluimos

que este último conjunto es estacionario y ello nos permite aplicar el teorema
anterior, según el cual κcf κ = κ+.

Tenemos así un ejemplo no trivial de las numerosas restricciones que se
conocen sobre la función del continuo en cardinales singulares. Por ejemplo, si
suponemos que

∧
α < ω1 2ℵα = ℵα+1, entonces necesariamente 2ℵω1 = ℵω1+1.

En cambio, aunque supongamos∧
n ∈ ω 2ℵn = ℵn+1

no podemos demostrar —aunque no es fácil probar que así es— que 2ℵω = ℵω+1,
es decir, la HCS no puede demostrarse ni siquiera para ℵω. Esto no significa que
2ℵω esté libre de este tipo de restricciones. Por ejemplo, un profundo teorema
de S. Shelah de 1982 afirma que, para todo ordinal límite λ:

ℵcf λ
λ < ℵ(|λ|cf λ)+ .

En particular, si
∧
n ∈ ω 2ℵn < ℵω, entonces 2ℵω = ℵℵ0ω < ℵ(2ℵ0 )+ .

Más sorprendente aún es otro teorema de Shelah de 1990, según el cual, si
2ℵ0 < ℵω entonces ℵℵ0ω < ℵω4

, con lo que, por 5.70, si
∧
n ∈ ω 2ℵn < ℵω,

necesariamente 2ℵω < ℵω4
. Estos resultados son algunas consecuencias de la

llamada teoría de las cofinalidades posibles, descubierta por Shelah y que tiene
muchas más consecuencias en muchas ramas de la teoría de conjuntos.
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6.4 Cardinales de Mahlo
Los conjuntos estacionarios intervienen también en la definición de una fa-

milia de los llamados “cardinales grandes”, cardinales cuya existencia no puede
ser demostrada porque son “innecesarios” para que se cumplan los axiomas de
la teoría de conjuntos. Ya hemos discutido los menores de ellos, los cardinales
inaccesibles. Los siguientes en la jerarquía son los cardinales de Mahlo, que
ahora vamos a introducir.

Definición 6.24 Un cardinal κ es (débilmente) de Mahlo si κ es (débilmente)
inaccesible y el conjunto {µ < κ | µ es regular} es estacionario en κ.

En realidad los cardinales de Mahlo cumplen mucho más de lo que exige la
definición:

Teorema 6.25 Si κ es un cardinal (débilmente) de Mahlo, entonces el conjunto
{µ < κ | µ es (débilmente) inaccesible} es estacionario en κ.

Demostración: Basta ver que el conjunto

C = {µ < κ | µ es un cardinal límite fuerte (resp. límite)}

es c.n.a. en κ, pues el conjunto del enunciado es la intersección con C del con-
junto de la definición de cardinal de Mahlo.

El conjunto C es cerrado porque el supremo de un conjunto no acotado de
cardinales es un cardinal límite, y si los cardinales son límites fuertes el supremo
también lo es.

Si α < κ, sea µ0 = α+ y definimos
∧
n ∈ ω µn+1 = µ+

n (respectivamente∧
n ∈ ω µn+1 = 2µn). Como κ es un cardinal límite (fuerte), se cumple que∧
n ∈ ω µn ∈ κ y, como κ es regular, µ = sup

n∈ω
µn ∈ κ. Claramente µ es un

cardinal límite (fuerte), de modo que µ ∈ C ∧ α < µ. Así pues, C no está
acotado en κ.

Se suele decir que un cardinal de Mahlo es “mas grande” que un cardinal
inaccesible, pero esto no ha de ser entendido en sentido literal: pueden existir
cardinales κ < µ de modo que κ sea de Mahlo y µ sea (meramente) inaccesi-
ble. La comparación debe entenderse en dos sentidos: por una parte, el mínimo
cardinal de Mahlo κ (si existe) ha de ser mucho mayor que el mínimo cardinal
inaccesible, pues κ ha de dejar bajo sí un conjunto estacionario de cardinales
inaccesibles; por otra parte, también se dice que un cardinal de Mahlo es “más
grande” en el sentido de que implica la existencia de muchos cardinales inac-
cesibles, es decir, en el sentido de que suponer la existencia de un cardinal de
Mahlo es “más fuerte” que suponer la existencia de un cardinal inaccesible.

Por el mismo razonamiento que empleamos con los cardinales inaccesibles, a
partir de la existencia de un cardinal de Mahlo no puede probarse la existencia
de dos de ellos, por lo que postular que existen dos es un axioma más fuerte que
postular que existe uno. Pero podemos ir mucho más allá:
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Definición 6.26 Sea γ un ordinal infinito. Definimos los conjuntos

M0(γ) = {κ < γ | κ es (débilmente) inaccesible},
Mα+1(γ) = {κ ∈Mα(γ) | {µ < κ | µ ∈Mα(γ)} es estacionario en κ},
Mλ(γ) =

⋂
δ<λ

Mδ(γ).

Definimos las clases
Mα =

⋃
γ∈Ω

Mα(γ).

A los elementos de Mα los llamaremos cardinales (débilmente) α-Mahlo. El
ordinal γ que aparece en la definición es un auxiliar técnico para evitar una
recurrencia con clases propias que no estaría justificada, pero se comprueba
inmediatamente lo siguiente:

Para todo cardinal infinito κ:

• κ es (débilmente) 0-Mahlo si y sólo si es (débilmente) inaccesible.

• κ es (débilmente) α + 1-Mahlo si y sólo si es (débilmente) α-Mahlo y el
conjunto {µ < κ | µ es (débilmente) α-Mahlo} es estacionario en κ.

• κ es (débilmente) λ-Mahlo si y sólo si es (débilmente) δ-Mahlo para todo
δ < λ.

De este modo, los cardinales (débilmente) de Mahlo son precisamente los
(débilmente) 1-Mahlo. Es fácil ver que la situación en cuanto a consistencia de
los cardinales 2-Mahlo respecto a los 1-Mahlo es la misma que la de los 1-Mahlo
respecto a los inaccesibles, con lo que tenemos una escala de cardinales grandes.

Notemos que si κ es un cardinal (débilmente) α-mahlo y para cada β < α
llamamos µβ al menor cardinal (débilmente) β-Mahlo, entonces la aplicación
f : α −→ κ dada por f(β) = µβ es inyectiva y creciente, luego α ≤ κ. Así
pues, un cardinal κ puede a lo sumo ser (débilmente) κ-Mahlo, pero nunca
κ+ 1-Mahlo.

Esto no significa que los cardinales (débilmente) κ-Mahlo sean “los mayores
posibles”. Por ejemplo, en la escala de los llamados “cardinales grandes” tienen
por encima a los llamados “cardinales débilmente compactos”, que estudiaremos
en el capítulo XI, de modo que si un cardinal κ es débilmente compacto, el
conjunto {µ < κ | µ es µ-Mahlo} es estacionario en κ.

Nota Como ya hemos indicado, no es posible demostrar en NBG la existencia
de cardinales de ninguno de los tipos que acabamos de definir, lo cual equivale
a que podemos suponer que no existen sin que ello pueda introducir ninguna
contradicción en la teoría. Cabe entonces preguntarse si, en sentido contrario, es
consistente suponer que existen, es decir, si el axioma que afirma la existencia
de un cardinal de Mahlo, o de un cardinal κ que sea κ-Mahlo no da lugar a
contradicciones. La respuesta es que, si bien es plausible que así sea, es decir,
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que no haya contradicción alguna en suponer la existencia de cardinales de
estos tipos, no es posible demostrar tal cosa. Más aún, aun suponiendo que
NBG más la existencia de un cardinal de Mahlo sea consistente, no podemos
probar a partir de ahí que también lo es NBG más la existencia de un cardinal
2-Mahlo, y así sucesivamente.

De este modo, las teorías que resultan de extender NBG añadiendo axiomas
cada vez más fuertes sobre existencia de cardinales grandes (la existencia de un
cardinal de Mahlo, la existencia de dos cardinales de Mahlo, la existencia de un
cardinal 2-Mahlo, etc.) forman una escala de teorías cada vez “más fuertes” en
el sentido de que la consistencia de cualquiera de ellas no puede demostrarse ni
aunque se suponga la consistencia de las anteriores en la escala.

Esto mismo vale en general para todos los llamados “cardinales grandes”, de
los cuales los cardinales α-Mahlo son sólo los “más pequeños”, y precisamente
en ello radica su interés, pues hay muchas afirmaciones conjuntistas, que en
principio no tienen nada que ver con cardinales grandes, que no son demostrables
en NBG, pero cuya consistencia no puede demostrarse ni siquiera suponiendo
la consistencia de NBG, porque es “más fuerte” que ésta. En tal caso, dicha
consistencia sólo puede probarse suponiendo la consistencia de NBG más la
existencia de uno o varios cardinales grandes “del tamaño adecuado”.

Por ejemplo, la negación de la HCS implica la existencia de ciertos cardina-
les grandes, luego si es consistente NBG + ¬HCS también lo es NBG más la
existencia de tales cardinales, y como esto no puede demostrarse a partir de la
mera consistencia de NBG, lo máximo que puede probarse respecto de la consis-
tencia de ¬HCS es que si NBG más la existencia de ciertos cardinales grandes
es consistente, también lo es NBG + ¬HCS.

6.5 Principios combinatorios
Otro contexto en el que aparecen los conjuntos c.n.a.s y estacionarios es

en la formulación de los llamados “principios combinatorios”. No existe una
definición precisa, pero se conoce con este nombre a una serie de afirmaciones
de “aspecto similar” (aunque unas son más fuertes que otras) que tienen entre
sus características comunes el no ser demostrables en NBG, pero, al contrario de
lo que sucede con los axiomas que postulan la existencia de cardinales grandes,
cuya consistencia no puede ser demostrada, sí que es posible demostrar1 que si
NBG es consistente, también lo es la teoría que resulta de añadir como axioma
cualquiera de los principios combinatorios que vamos a considerar (o todos ellos
a la vez). Por lo tanto, cualquier teorema que se demuestre suponiendo uno o
varios principios combinatorios, no será necesariamente un teorema de NBG,
pero sabremos que su conclusión no puede ser refutada en NBG (si es que NBG
es consistente).

En cierta medida, todos los principios combinatorios que vamos a considerar
son generalizaciones o variantes del diamante de Jensen:

1Más concretamente, todos son demostrables a partir del axioma de constructibilidad,
V = L, que puede probarse que es consistente con NBG.
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(♦) Existe una sucesión {Aα}α<ω1
tal que

∧
α < ω1 Aα ⊂ α y que verifica∧

A ⊂ ω1 {α < ω1 | A ∩ α = Aα} es estacionario en ω1.

A las sucesiones {Aα}α<ω1 que cumplen ♦ se las llama sucesiones ♦ (diamante).

Veamos algunas de estas generalizaciones y variantes:

Definición 6.27 Sea κ un cardinal regular no numerable, para cada E ⊂ κ
estacionario consideramos las sentencias:

(♦E) Existe una sucesión {Aα}α∈E tal que
∧
α ∈ E Aα ⊂ α y que verifica∧

A ⊂ κ {α ∈ E | A ∩ α = Aα} es estacionario en κ.

(♦′E) Existe una sucesión {Sα}α∈E tal que
∧
α ∈ E (Sα ⊂ Pα ∧ |Sα| < κ)

y que verifica∧
A ⊂ κ {α ∈ E | A ∩ α ∈ Sα} es estacionario en κ.

(♦∗κ) Existe una sucesión {Sα}α∈κ tal que
∧
α ∈ κ (Sα ⊂ Pα ∧ |Sα| < κ)

y que verifica∧
A ⊂ κ

∨
C (C c.n.a. en κ ∧ C ⊂ {α ∈ κ | A ∩ α ∈ Sα}).

(♦+
κ ) Existe una sucesión {Sα}α∈κ tal que

∧
α ∈ κ (Sα ⊂ Pα ∧ |Sα| < κ)

y que verifica∧
A ⊂ κ

∨
C (C c.n.a. en κ ∧ C ⊂ {α ∈ κ | A ∩ α ∈ Sα ∧ C ∩ α ∈ Sα}).

A las sucesiones que cumplen estas propiedades se las llama, respectivamente
sucesiones ♦E , ♦′E , ♦

∗
κ, ♦+

κ . En particular se llama ♦, ♦′, etc. a ♦ω1
, ♦′ω1

, etc.

Podríamos haber enunciado principios ♦∗E y ♦+
E , para conjuntos estacionarios

E ⊂ κ, como hemos hecho con ♦E y ♦′E , pero no los vamos a necesitar, así que
para ambos principios nos limitaremos a considerar el caso E = κ. Además,
aunque los hemos definido para cardinales regulares cualesquiera, limitaremos
nuestro estudio principalmente al caso de los cardinales sucesores.

En el capítulo IX veremos varias aplicaciones de estos principios combinato-
rios. Aquí estudiaremos las relaciones entre ellos y la aritmética cardinal.

Los hemos presentado todos a la vez para que resulte más fácil compararlos,
pero vamos a estudiarlos uno a uno, empezando por ♦E . Notemos en primer
lugar que si E ⊂ E′ son estacionarios en κ entonces ♦E → ♦E′ , pues si com-
pletamos una sucesión ♦E de cualquier modo, por ejemplo, haciendo Aα = ∅
para α ∈ E′ \E, obtenemos una sucesión ♦E′ , luego ♦E es “más fuerte” cuanto
menor es E y así ♦κ es el más débil de todos los diamantes sobre κ.

Observamos que la condición
∧
α ∈ E Aα ⊂ α se puede suprimir de la

definición de ♦E , pues si una sucesión cumple las condiciones de ♦E excepto
ésa, entonces {Aα ∩α}α∈E es una sucesión ♦E , ya que en la condición principal
da igual escribir Aα que Aα ∩ α.

El teorema siguiente muestra que los diamantes no pueden demostrarse en
NBG:
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Teorema 6.28 Si κ es un cardinal infinito, entonces ♦κ+ → 2κ = κ+.

Demostración: Sea {Aα}α<κ+ una sucesión ♦κ+ . Si A ⊂ κ, el conjunto
{α < κ+ | A ∩ α = Aα} es estacionario, luego no está acotado, luego contiene
un α > κ, de modo que A = A∩α = Aα. Esto prueba que Pκ ⊂ {Aα | α ∈ κ+},
luego |Pκ| ≤ κ+, luego 2κ = κ+.

Veamos ahora que, para κ > ω, la implicación del teorema anterior es rever-
sible:

Teorema 6.29 (Shelah) Sea κ un cardinal tal que 2κ = κ+. Entonces se
cumple ♦E para todo conjunto estacionario en κ+ tal que

E ⊂ {δ < κ+ | cf δ 6= cf κ}.

En particular, para todo cardinal κ > ω, se cumple ♦κ+ ↔ 2κ = κ+.

Demostración: La parte final se debe a que si κ > ω y cf κ > ℵ0, por 6.13
sabemos que

E = {δ < κ+ | cf δ = ℵ0}

es estacionario en κ+ y, cumple las condiciones del teorema, luego si 2κ = κ+

tenemos ♦E y en particular ♦κ+ . En el caso en que cf κ = ℵ0 definimos E con
ℵ1 en lugar de ℵ0 y concluimos igualmente.

Para probar la primera parte, observamos que el conjunto C0 de los ordi-
nales límite κ < λ < κ+ es cerrado no acotado en κ+, luego E0 = E ∩ C0 es
estacionario, y basta probar ♦E0

. Equivalentemente, podemos suponer que E
está formado únicamente por ordinales límite mayores que κ.

Sea µ = cf κ. Observemos que si δ ∈ E entonces cf δ < κ, por hipótesis si
µ = κ o porque κ es singular si µ < κ y las cofinalidades son siempre regulares.
Fijemos f : µ −→ κ cofinal creciente, de modo que κ =

⋃
{f(i) | i < µ}. Para

cada δ ∈ E, sea g : δ −→ κ biyectiva y sea Aδi = g−1[f(i)], de modo que {Aδi }i<µ
es una sucesión creciente en [δ]<κ cuya unión es δ.

Como cf δ < κ podemos añadir a cada Aδi un conjunto cofinal en δ y así
todos los Aδi son cofinales en δ. Por otra parte,

|[µ× κ× κ+]<κ
+

| = (κ+)<κ
+

= (κ+)κ = (2κ)κ = κ+,

luego podemos tomar una enumeración {Xβ}β<κ+ de [µ× κ× κ+]<κ
+

.

Si X ⊂ µ× κ× κ+, llamamos (X)i = {(α, α′) < κ× κ+ | (i, α, α′) ∈ X}.

Vamos a probar que existe un i < µ tal que, para todo Z ⊂ κ × κ+ el
conjunto siguiente es estacionario:

Ei,Z = {δ ∈ E | sup{α ∈ Aδi |
∨
β ∈ Aδi (Z ∩ (κ× α) = (Xβ)i)} = δ}.
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En efecto, suponemos que no se cumple esto. Entonces, para cada i < µ
existe un Zi ⊂ κ × κ+ y un c.n.a. Ci ⊂ κ+ tal que Ci ∩ Ei,Zi = ∅. Definimos
f : κ+ −→ κ+ mediante

f(α) = mín{β < κ+ | Xβ =
⋃
j<µ

({j} × (Zj ∩ (κ× α)))}.

Por el teorema 6.7, el conjunto C∗ = {δ ∈ κ+ | f [δ] ⊂ δ} es c.n.a. en κ+, y
también lo es C =

⋂
i<κ

Ci ∩ C∗. Así, si δ ∈ C se cumple que

Aδ0 = {α ∈ Aδ0 |
∨
β < δ

∧
j < µ(Zi ∩ (κ× α) = (Xβ)j)}.

Como E es estacionario, podemos tomar δ ∈ E ∩ C. Para cada i < µ sea

Bδi = {α ∈ Aδ0 |
∨
β ∈ Aδi

∧
j < µ(Zj ∩ (κ× α) = (Xβ)j)}.

Entonces Aδ0 =
⋃
i<µ

Bδi . Si, para todo i < µ, se cumpliera que ξi = supBδi < δ,

como Aδ0 no está acotado en δ, la sucesión {ξi}i<µ sería cofinal en δ y creciente
(pues como la sucesión Aδi es creciente Bδi también lo es, así como la sucesión
de sus supremos), y concluimos que cf δ = µ, contradicción. Así pues, existe un
i < µ tal que supBδi = δ. En particular, como Aδ0 ⊂ Aδi ,

sup{α ∈ Aδi |
∨
β ∈ Aδi

∧
j < µ(Zj ∩ (κ× α) = (Xβ)j)} = δ,

pero esto quiere decir que δ ∈ Ei,Zi , en contradicción con que δ ∈ Ci.

Así pues, fijado el i < µ cuya existencia acabamos de probar, llamamos
Aδ = Aδi y Xβ ⊂ κ × κ+ al conjunto que hasta ahora llamábamos (Xβ)i.
De este modo tenemos una sucesión {Aδ}δ∈E con Aδ ⊂ δ y |Aδ| < κ y una
sucesión {Xβ}β<κ+ que recorre todos los elementos de [κ × κ+]<κ

+

(tal vez
con repeticiones) de modo que para todo Z ⊂ κ × κ+ el conjunto siguiente es
estacionario:

EZ = {δ ∈ E | sup{α ∈ Aδ |
∨
β ∈ Aδ(Z ∩ (κ× α) = Xβ)} = δ}.

Para cada τ < κ definimos (Xβ)τ = {σ | (τ, σ) ∈ Xβ}.

Ahora vamos a definir recurrentemente una sucesión {(Yτ , Cτ )}τ<κ de pares
de subconjuntos de κ+ de modo que la sucesión {Cτ}τ<κ es decreciente y sus
elementos son subconjuntos c.n.a. en κ+.

Tomamos Y0 = C0 = κ+. Supongamos definida la sucesión {(Yτ , Cτ )}τ<γ ,
para γ < κ, no nulo. Para cada δ ∈ E definimos

V δγ = {(α, β) ∈ Aδ ×Aδ |
∧
τ < γ Yτ ∩ α = (Xβ)τ}.

Notemos que si prolongamos la sucesión {Yτ}τ<γ con cualquier conjunto
Yγ ⊂ κ+, se va a cumplir, para todo δ ∈ E, que V δγ+1 ⊂ V δγ . Si se puede elegir Yγ
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de modo que exista un c.n.a. Cγ ⊂
⋂
τ<γ

Cτ tal que, para todo δ ∈ E ∩ Cγ que
cumpla

sup{α < δ |
∨
β < δ (α, β) ∈ V δγ+1} = δ,

se tiene que V δγ+1  V δγ , entonces prolongamos la sucesión con (Yγ , Cγ). En
caso contrario la sucesión termina.

Vamos a probar que la sucesión tiene que terminar en algún γ∗ < κ. En
caso contrario habríamos construido una sucesión {(Yτ , Cτ )}τ<κ de modo que
C =

⋂
τ<κ

Cτ sería un c.n.a. en κ+. Definimos

Z =
⋃
τ<κ
{τ} × Yτ .

Tomamos δ ∈ EZ ∩ C. Por la definición de EZ se cumple que

sup{α ∈ Aδ |
∨
β ∈ Aδ(Z ∩ (κ× α) = Xβ)} = δ,

que es lo mismo que

sup{α ∈ Aδ |
∨
β ∈ Aδ

∧
τ < κ Yτ ∩ α = (Xβ)τ} = δ.

Entonces, para todo γ < κ,

sup{α < δ |
∨
β < δ (α, β) ∈ V δγ+1} = δ.

Entonces, la construcción de la sucesión implica que {Y δγ }γ<κ es estrictamente
decreciente en Aδ ×Aδ, pero esto es imposible, pues |Aδ ×Aδ| < κ.

Fijamos, pues γ∗ < κ tal que la sucesión {(Yτ , Cτ )}τ<γ∗ ya no puede pro-
longarse más, sea C∗ =

⋂
τ<γ∗

Cτ , que es c.n.a. en κ+, y para cada δ ∈ E ∩ C∗
sea

Sδ =
⋃

(α,β)∈V δ
γ∗

(Xβ)γ∗ .

Finalmente, veamos que {Sδ}δ∈E∩C∗ es una sucesión ♦E∩C∗ , lo que implica ♦E .

En caso contrario existe un Y ⊂ κ+ y un c.n.a. C ⊂ C∗ tal que∧
δ ∈ C ∩ E Sδ 6= Y ∩ δ.

Para obtener una contradicción, basta probar que la sucesión se puede pro-
longar tomando Yγ∗ = Y , Cγ∗ = C.

Para ello tomamos un δ ∈ E ∩ Cγ∗ que cumpla

sup{α < δ |
∨
β < δ (α, β) ∈ V δγ∗+1} = δ.

Esto equivale a

sup{α ∈ Aδ |
∨
β ∈ Aδ

∧
τ ≤ γ∗ Yτ ∩ α = (Xβ)τ} = δ.



218 Capítulo 6. Conjuntos cerrados no acotados y estacionarios

Por lo tanto, sup{α < δ |
∨
β < δ(α, β) ∈ V δγ∗} = δ, y por otra parte

Yγ∗ ∩ δ =
⋃

(α,β)∈V δ
γ∗+1

(Xβ)γ∗ .

Si V δγ∗+1 = V δγ∗ , entonces la última expresión es Y ∗γ ∩ δ = Sδ. Pero esto no
sucede, por la elección de Y y de C, luego V δγ∗+1  V δγ∗ , y ésta es la condición
que debe cumplirse para que (Y,C) puedan prolongar la sucesión.

Sucede, en cambio, que ♦ implica la hipótesis del continuo 2ℵ0 = ℵ1, pero
no es equivalente a ella.

Ya hemos observado que si E ⊂ E′ entonces ♦E → ♦E′ . Ahora vamos
a probar un recíproco parcial, que nos permite deducir un diamante para un
conjunto menor a partir de un diamante para un conjunto mayor:

Teorema 6.30 Sea κ un cardinal infinito, sea E ⊂ κ+ un conjunto estacionario
y sea E =

⋃
δ<κ

Eδ una partición de E en conjuntos disjuntos dos a dos. Si se

cumple ♦E, entonces existe un δ < κ tal que Eδ es estacionario en κ+ y se
cumple ♦Eδ .

Demostración: Sea j : κ+ −→ κ×κ+ la semejanza cuando en el producto
consideramos el orden lexicográfico. El conjunto C∗ = {λ < κ+ | κλ = λ}
(donde el producto es el de ordinales) es c.n.a. en κ+ y, para cada λ ∈ C∗ (como
(κ × κ+)(0,λ) = κ × λ y tiene ordinal κλ = λ), tenemos que j|λ : λ −→ κ × λ
biyectiva.

Sea {Aα}α∈E una sucesión ♦E y, para cada α ∈ E, definamos

Bα =

{
j[Aα] si α ∈ C∗,
∅ si α /∈ C∗.

Así tenemos definida una sucesión {Bα}α∈E que cumple lo mismo que las su-
cesiones ♦E , pero para subconjuntos de κ × κ+, es decir, Bα ⊂ κ × α y si
X ⊂ κ× κ+, entonces {α ∈ E | X ∩ (κ× α) = Bα} es estacionario en κ+, pues
sabemos que lo es

C∗ ∩ {α ∈ E | j−1[X] ∩ α = Aα} ⊂ {α ∈ E | X ∩ (κ× α) = Bα}.

Para cada δ < κ sea {Aδα}α∈Eδ la sucesión dada por

Aδα = {β ∈ α | (β, δ) ∈ Bα}.

Vamos a probar que existe un δ < κ tal que Eδ es estacionario y {Aδα}α∈Eδ
es una sucesión ♦Eδ . En caso contrario, para cada δ < κ existe un Xδ ⊂ κ+ y
un c.n.a. Cδ ⊂ κ+ de modo que∧

α ∈ Cδ ∩ Eδ Xδ ∩ α 6= Aδα.
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Notemos que si lo que falla es que Eδ no es estacionario esto se cumple con
cualquier Cδ disjunto de Eδ. Definimos

X =
⋃
δ<κ

({δ} ×Xδ), C =
⋂
δ<κ

Cδ.

Entonces C es c.n.a. en κ+, luego existe un α ∈ E∩C tal que X∩ (κ×α) = Bα,
luego existe un δ < κ tal que α ∈ Eδ, y también α ∈ Cδ, luego

β ∈ Xδ ∩ α↔ (δ, β) ∈ X ∩ (κ× α) = Bα ↔ β ∈ Aδα,

en contradicción con que Xδ ∩ α 6= Aδα.

Observemos ahora la relación entre ♦E y ♦′E : El primero nos asegura que si
A ⊂ κ es un conjunto arbitrario, muchas de sus secciones A∩α son “previsibles”,
en el sentido de que son términos de una sucesión ♦E fijada a priori. En cambio,
♦′E es una versión más débil que, en lugar de identificar exactamente (algunas
de) estas secciones de A, nos dice únicamente que cada una de ellas será alguno
de los elementos de un conjunto prefijado Sα de cardinal < κ.

Es claro entonces que ♦E → ♦′E , pues si {Aα}α∈E es una sucesión ♦E ,
entonces basta definir Sα = {Aα} para tener una sucesión ♦′E . Pero, aunque no
es tan evidente, sucede que el recíproco también es cierto:

Teorema 6.31 Si κ es un cardinal infinito y E ⊂ κ+ es estacionario, entonces
♦E ↔ ♦′E.

Demostración: Como en la prueba del teorema anterior, consideramos la
semejanza j : κ+ −→ κ× κ+ la semejanza cuando en el producto consideramos
el orden lexicográfico y el c.n.a. C∗ = {λ < κ+ | κλ = λ}, de modo que para
cada λ ∈ C∗ se cumple que j|λ : λ −→ κ× λ biyectiva.

Si {Sα}α∈E es una sucesión ♦′E , para cada α ∈ E definimos

Tα =

{
{j[A] | A ∈ Sα} si α ∈ C,
{∅} si α /∈ C.

Así tenemos definida una sucesión {Tα}α∈E que cumple lo mismo que las suce-
siones ♦′E , pero para subconjuntos de κ× κ+, es decir, Tα ⊂ P(κ×α), |Tα| ≤ κ
y si X ⊂ κ× κ+, entonces {α ∈ E | X ∩ (κ× α) ∈ Tα} es estacionario.

Enumeremos (con repeticiones, si es preciso) Tα = {T δα | δ < κ}. Así, para
cada X ⊂ κ× κ+ existe E0 ⊂ E estacionario tal que∧

α ∈ E
∨
δ < κ X ∩ (κ× α) = T δα.

Veamos ahora que, dado X ⊂ κ× κ+, existe F ⊂ E estacionario tal que∨
δ < κ

∧
α ∈ F X ∩ (κ× α) = T δα.

En efecto, definimos f : E0 −→ κ mediante f(α) = 0 si α < κ y, para
κ ≤ α < κ+, tomamos como f(α) el mínimo δ tal que X ∩ (κ×α) = T δα. Por el
teorema 6.15 sabemos que existe un δ < κ tal que F = f−1[δ] es estacionario.
Claramente F y δ cumplen lo requerido.
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Por otra parte, para cada α ∈ E y δ < κ definimos

Aδα = {β ∈ α | (δ, β) ∈ T δα},

y afirmamos que existe un δ < κ tal que {Aδα}α∈E es una sucesión ♦E . En caso
contrario, para cada δ < κ existe un Xδ ⊂ κ+ y un c.n.a. Cδ ⊂ κ+ de modo que∧

α ∈ Cδ Xδ ∩ α 6= Aδα.

Tomamos entonces X =
⋃
δ<κ

({δ} × Xδ) y C =
⋂
δ<κ

Cδ, que es c.n.a. en κ+.

Según hemos probado, existe un δ < κ, un conjunto estacionario F ⊂ E y un
α ∈ F ∩ C de modo que X ∩ (κ× α) = T δα. Pero entonces

β ∈ Xδ ∩ α↔ (δ, β) ∈ X ∩ (κ× α) = T δα ↔ β ∈ Aδα,

en contradicción con que Xδ ∩ α 6= Aδα.

Nota Es evidente que no tiene interés trabajar con ♦′κ+ , que es superficial-
mente más débil que ♦κ+ (aunque en el fondo sea equivalente). El interés de
♦′κ+ es que admite una versión más fuerte, ♦∗κ+ , que consiste en cambiar la
condición de que el conjunto {α ∈ κ+ | A ∩ α ∈ Sα} sea estacionario por la
condición de que contenga un c.n.a.

Si tratamos de reforzar de este modo el principio ♦κ+ llegamos a un principio
contradictorio:

Existe una sucesión {Aα}α∈κ tal que
∧
α ∈ κ Aα ⊂ α y que verifica∧

A ⊂ κ
∨
C (C c.n.a. en κ ∧ C ⊂ {α ∈ κ | A ∩ α = Aα}).

En efecto, esto no puede suceder, porque si A y A′ son dos subconjuntos
distintos de κ, entonces el conjunto

{α ∈ κ | A ∩ α = Aα} ∩ {α ∈ κ | A′ ∩ α = Aα} ⊂ {α ∈ κ | A ∩ α = A′ ∩ α}

debería contener un c.n.a., pero claramente el conjunto de la derecha está aco-
tado por cualquier β ∈ κ que esté en A y no en A′ o viceversa. Así pues, si
queremos cambiar “estacionario” por “cerrado no acotado” en ♦κ+ , necesitamos
partir de la forma equivalente ♦′κ+ para pasar a ♦∗κ+

Observemos que ♦∗κ no sólo implica trivialmente ♦′κ, sino que de hecho se
cumple:

Teorema 6.32 Si κ es un cardinal regular, E ⊂ κ es estacionario y se cumple
el principio ♦∗κ, entonces también se cumple ♦′E. En particular, ♦∗κ+ implica
todos los principios ♦E, para todo conjunto estacionario E ⊂ κ+.

Demostración: Sea {Sα}α∈κ una sucesión ♦κ. Entonces, dado A ⊂ κ,
existe un c.n.a. C ⊂ κ tal que C ⊂ {α ∈ κ | A ∩ α ∈ Sα}, luego

C ∩ E ⊂ {α ∈ E | A ∩ α ∈ Sα},

lo que prueba que el conjunto de la derecha es estacionario, y que {Sα}α∈E es
una sucesión ♦′E .
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Así pues, tenemos la cadena de implicaciones

♦+
κ+ → ♦∗κ+ → ♦′E ↔ ♦E → 2κ = κ+.

Introducimos ahora un nuevo principio combinatorio más sofisticado:

Definición 6.33 Sea κ un cardinal infinito y E ⊂ κ+. Llamaremos cuadrado
de Jensen �κ(E) a la afirmación siguiente: existe una sucesión {Cλ}λ<κ+ (lo
que significa que λ recorre los ordinales límite menores que κ+) tal que:

1. Cλ es c.n.a. en λ.

2. Si cf λ < κ, entonces |Cλ| < κ.

3. Si λ′ < λ cumple que Cλ ∩ λ′ no está acotado en λ′, entonces λ′ /∈ E y
Cλ′ = Cλ ∩ λ′.

Una sucesión que cumpla estas condiciones recibe el nombre de sucesión �κ(E).
Llamaremos �κ ≡ �κ(∅).

Observemos que si E ⊂ E′ ⊂ κ+, se cumple que �κ(E′) → �κ(E), por lo
que �κ es el más débil de los cuadrados sobre κ.

Los principios �ω(E) se cumplen trivialmente, pues basta tomar como Cλ
cualquier sucesión cofinal en λ, de modo que las hipótesis de b) y c) no pueden
darse nunca.

Si κ > ω, entonces una sucesión �κ(E) cumple además que si cf λ = κ
entonces ordCλ = κ.

En efecto, si γ = ordCλ, la semejanza f : γ −→ Cλ es cofinal creciente en
λ, luego cf γ = cf λ = κ ≤ γ. Si fuera κ < γ, entonces κ < κ + ω < γ (pues
cf γ = κ > ω) y Cλ ∩ f(κ) no está acotado en f(κ), luego por c) tenemos que
Cf(κ) = Cλ∩f(κ) = f [κ] tiene ordinal κ. Similarmente, Cf(κ+ω) = Cλ∩f(κ+ω),
luego Cf(κ) ⊂ Cf(κ+ω), luego κ = ordCf(κ) ≤ ordCf(κ+ω) < κ por b) ya que
cf f(κ+ ω) = ω < κ, y tenemos una contradicción.

El teorema siguiente es trivial salvo si cf κ = ℵ0, y en este caso prueba que,
bajo ciertas hipótesis sobre la función del continuo, �κ implica el caso no trivial
de ♦E que no se sigue de la mera hipótesis 2κ = κ+:

Teorema 6.34 Sea κ un cardinal no numerable tal que 2<κ = κ y 2κ = κ+.
Sea W = {λ < κ | cf λ = ℵ0}. Entonces �κ → ♦W .

Demostración: Si cf κ > ℵ0 entonces se cumple ♦W por 6.29, así que
podemos suponer que cf κ = ℵ0. Si µ ≤ κ tenemos que

(κ+)µ ≤ κµκ+ ≤ κκκ+ = κ+,

luego hay exactamente κ+ subconjuntos de κ+ de cardinal a lo sumo κ. Sea
{Xα}α<κ+ una enumeración de todos ellos. Podemos exigir que Xα ⊂ α. En
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efecto, definimos f : κ+ −→ κ+ de modo que f(α) sea el menor ordinal ≥
⋃
Xα

que no esté en f [α], lo cual siempre es posible, pues |f [α]| ≤ κ y hay κ+ ordinales
en κ+ mayores que uno dado. Así f es inyectiva por construcción y biyectiva
porque si δ < κ+, existe un α tal que Xα = δ y, o bien f(α) = δ, o bien
existe un β < α tal que f(β) = δ. Basta definir X ′α = Xf−1(α) y tenemos una
enumeración que cumple lo requerido.

Sea Γα = {Xδ | δ < α} y sea {Cλ}λ<κ+ una sucesión �κ. Para cada λ < κ+

sea θλ = ordCλ y sea {cλδ }δ<θλ la semejanza θλ −→ Cλ. Sea κ =
⋃
β<κ

Aβ

una partición de κ en subconjuntos de cardinal κ disjuntos dos a dos. Sea
fαβ : Γα −→ Aβ inyectiva. Para cada λ < κ+ definimos fλ : Γλ −→ κ mediante

fλ(x) = f
cλδ
δ (x), donde δ < θλ es el menor ordinal tal que x ∈ Γcλδ . De este

modo fλ es inyectiva y cumple lo siguiente:

Si λ′ < λ y Cλ ∩ λ′ no está acotado en λ′, entonces fλ|Γλ′ = fλ′ .

En efecto, en estas circunstancias se cumple que Cλ′ = Cλ∩λ′, luego cλδ = cλ
′

δ

para todo δ < θλ′ luego si x ∈ Γλ′ el δ con el que se definen fλ y fλ′ es el mismo,
luego fλ(x) = fλ′(x).

Para cada λ ∈W sea Sλ = {
⋃
f−1
λ [x] | x ⊂ κ ∧ |x| ≤ ℵ0 ∧ x acotado en κ}.

Así Sλ ⊂ Pλ y, como (por hipótesis) el número de subconjuntos numerables
acotados de κ es κ, tenemos que |Sλ| ≤ κ. Vamos a probar que {Sλ}λ∈W es una
sucesión ♦′W .

Fijamos X ⊂ κ+ y un c.n.a. C ⊂ κ+. Tenemos que encontrar un λ ∈ C ∩W
tal que X ∩ λ ∈ Sλ. Para ello definimos

A = {λ ∈ κ+ |
∧
λ′ < λ X ∩ λ′ ∈ Γλ}.

Se cumple que A es c.n.a. en κ+ pues claramente es cerrado y podemos
definir h : κ+ −→ κ+ de modo que h(0) = 0, h(α+ 1) = 0 y h(λ′) es el mínimo
ordinal λ < κ+ tal que X ∩λ′ ∈ Γλ. Así, {λ < κ+ | g[λ] ⊂ λ} ⊂ A y el conjunto
de la izquierda es c.n.a., luego A no está acotado.

Tenemos que A∩C es c.n.a. en κ+, y también lo es el conjunto de sus puntos
de acumulación (es decir, el conjunto de los λ tales que λ∩A∩C no está acotado
en λ) y, como {λ ∈ κ+ | cf λ = ℵ1} es estacionario, podemos tomar λ ∈ A ∩ C
tal que λ∩A∩C no esté acotado en λ y cf λ = ℵ1. Entonces λ∩A∩C es c.n.a.
en λ y, como Cλ también lo es, resulta que A∩C ∩Cλ es c.n.a. en λ y podemos
tomar una sucesión normal {bδ}δ<ω1 en A ∩ C ∩ Cλ cofinal en λ. Observemos
que X ∩ bδ ∈ Γbδ+1

para todo δ < ω1.
Sea {κn}n<ω cofinal creciente en κ. Sea h : ω1 −→ ω la función dada por

que h(δ) es el mínimo n tal que fλ(X∩bδ) < κn. Como es una función regresiva,
existe un E ⊂ ω1 estacionario sobre el que h toma el mismo valor n.

Sea γi el i-ésimo elemento de E, sea γ =
⋃
i∈ω

γi y sea λ′ = bγ . Entonces

cf λ′ = cf γ = ω, luego λ′ ∈ W . Por otra parte, λ′ ∩ C ∩ Cλ no está acotado
en λ′, ya que los bγi están en la intersección, luego λ′ ∈ C ∩ Cλ.
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Ahora observamos que X ∩ λ′ =
⋃
i∈ω

X ∩ bγi =
⋃
f−1
λ [x], donde

x = {fλ(X ∩ bγi) | i < ω}.

Pero por la elección de E tenemos que x ⊂ κn < κ, luego x es un subconjunto
numerable y acotado de κ. Además sabemos que fλ|Γλ′ = fλ′ , luegoX∩λ′ ∈ Sλ′

Por último veamos que �κ implica una versión más fuerte de sí mismo:

Teorema 6.35 Sea κ un cardinal no numerable y W = {λ < κ+ | cf λ = ℵ0}.
Entonces, si se cumple �κ, existe E ⊂W estacionario tal que �κ(E) y además
♦W → ♦E.

Demostración: Sea {Aλ}λ<κ+ una sucesión �κ. Para cada λ, sea Bλ el
conjunto de los puntos de acumulación de Aλ (los λ′ tales que Aλ ∩ λ′ no está
acotado en λ). La sucesión {Bλ}λ<κ+ tiene las propiedades siguientes:

1. Bλ es cerrado en λ.

2. Si cf λ > ℵ0, entonces Bλ no está acotado en λ.

3. Si λ′ ∈ Bλ, entonces Bλ′ = Bλ ∩ λ′.

4. Si cf λ < κ entonces |Bλ| < κ.

En efecto, a) es inmediato. Para probar b) observamos que, dado α < λ,
podemos formar una sucesión creciente α < λ0 < λ1 < · · · de elementos de Aλ,
y entonces α <

⋃
n<ω

λn ∈ Bλ.

Para c) sabemos que Aλ′ = Aλ ∩ λ′, y es claro entonces que los puntos de
acumulación de Aλ′ son precisamente los puntos de acumulación de Aλ menores
que λ′.

Por último, si cf λ < κ tenemos que |Bλ| ≤ |Aλ| < κ, luego se cumple d).

De las propiedades c) y d) se sigue que ordBλ ≤ κ.

En efecto, si cf λ = κ y γ = ordBλ, sea f : γ −→ Bλ la semejanza, que es
cofinal en λ por b). Si fuera κ < γ, entonces κ+ ω < γ (pues cf γ = cf λ = κ),
luego Bf(κ) = Bλ ∩ f(κ) = f [κ] tiene ordinal κ y Bf(κ+ω) = Bλ ∩ f(κ + ω),
luego Bf(κ) ⊂ Bf(κ+ω), y así, por d) llegamos a una contradicción:

κ = |Bf(κ)| ≤ |Bf(κ+ω)| < κ.

Llamamos Wδ = {λ ∈ W | ordBλ = δ}, de modo que W =
⋃
δ≤κ

Wδ. Enton-

ces existe un δ ≤ κ tal que Wδ es estacionario en κ+ (si para cada δ existiera un
c.n.a. Cδ tal que Wδ ∩Cδ = ∅, entonces

⋂
δ≤κ

Cδ sería un c.n.a. disjunto con W ).

Más aún, el teorema 6.30 implica que podemos elegir δ de modo que se dé
la implicación ♦W → ♦Wδ

. Llamamos E = Wδ. Hemos de probar �κ(E).



224 Capítulo 6. Conjuntos cerrados no acotados y estacionarios

Para cada λ < κ+, si θλ = ordBλ ≤ δ definimos Dλ = Bλ, y en otro caso
Dλ es el conjunto que resulta de quitar a Bλ sus δ + 1 primeros elementos, es
decir,

Dλ = Bλ \ fλ[δ + 1],

donde fλ : θλ −→ Bλ es la semejanza entre Bλ y su ordinal θλ.

Vamos a comprobar que la sucesión {Dλ}λ<κ+ cumple las mismas propie-
dades a) – d) y además Dλ ∩ E = ∅.

Veamos únicamente la c), pues las demás son inmediatas. Si λ′ ∈ Dλ, en-
tonces λ′ ∈ Bλ, luego Bλ′ = Bλ ∩ λ′. Si δ < θλ′ entonces Dλ y Dλ′ resultan
de quitarles a Bλ y Bλ′ los mismos δ + 1 primeros elementos, luego sigue cum-
pliéndose que Dλ′ = Dλ ∩λ′. No puede ocurrir que θλ′ ≤ δ < θλ, pues entonces
λ′ /∈ Dλ, y si θλ ≤ δ entonces Dλ′ = Bλ′ y Dλ = Bλ, luego la conclusión es
trivial.

Por último, si λ′ ∈ Dλ∩E, entonces Bλ′ = Bλ∩λ′, luego λ′ es el δ+1-ésimo
elemento de Bλ, luego λ′ /∈ Dλ, contradicción.

Ahora definimos por recurrencia una sucesión {Cλ}λ<κ+ :

Si Dλ no está acotado en λ, definimos Cλ =
⋃

λ′∈Dλ
Cλ′ y en caso contrario (lo

que implica que cf λ = ℵ0), definimos Cλ =
⋃

λ′∈Dλ
Cλ′ ∪ {αλn | n ∈ ω}, donde

{θλn}n∈ω es una sucesión cofinal creciente en λ tal que θλ0 =
⋃

λ′∈Dλ
Cλ′ .

Vamos a probar que {Cλ}λ<κ+ es una sucesión �κ y que Dλ es el conjunto
de los puntos de acumulación de Cλ (es decir, que λ′ ∩Cλ no está acotado en λ′
si y sólo si λ′ ∈ Dλ). Esto implica que se trata de hecho de una sucesión �κ(E).

Es claro que si Cλ′ no está acotado en λ′ para cada λ′ < λ, entonces Cλ
no está acotado en λ, luego todos los Cλ son conjuntos no acotados en el λ
correspondiente.

Veamos ahora, por inducción sobre λ, que si λ′ ∈ Dλ entonces Cλ′ = Cλ∩λ′.

Si es cierto para todo λ′ < λ y λ′ ∈ Dλ, por construcción Cλ′ ⊂ Cλ, luego
Cλ′ ⊂ Cλ ∩ λ′. Tomemos ahora α ∈ Cλ ∩ λ′. Entonces, por construcción
α ∈ Cλ′′ ∩ λ′, para cierto λ′′ ∈ Dλ. Si λ′′ = λ′ entonces α ∈ Cλ′ . Supongamos
ahora que λ′′ < λ′. Entonces, como λ′ ∈ Dλ, sabemos que Dλ′ = Dλ ∩ λ′,
luego λ′′ ∈ Dλ′ , luego Cλ′′ ⊂ Cλ′ , luego α ∈ Cλ′ . Supongamos por último que
λ′ < λ′′. Entonces λ′′ ∈ Dλ ∩ λ′ = Dλ′ , luego por la hipótesis de inducción
aplicada a λ′ sabemos que Cλ′′ = Cλ′ ∩ λ′′, luego α ∈ Cλ′ .

Veamos ahora que Dλ es el conjunto de puntos de acumulación de Cλ, tam-
bién por inducción sobre λ.

Si λ′ ∈ Dλ, tenemos que Cλ′ ⊂ Cλ ∩ λ′ y C ′λ no está acotado en λ′, luego
ciertamente λ′ es un punto de acumulación de Cλ. Recíprocamente, supongamos
que Cλ ∩ λ′ no está acotado en λ′. Supongamos en primer lugar que Dλ está
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acotado en λ. Entonces, por la construcción de Cλ, es claro que λ′ debe ser
un punto de acumulación de

⋃
λ′∈Dλ

Cλ′ . Como Dλ es cerrado en λ, tenemos que

λ′′ =
⋃
Dλ ∈ Dλ, luego Dλ′′ = Dλ ∩ λ′′ y⋃

λ′∈Dλ
Cλ′ =

⋃
λ′∈Dλ′′

Cλ′ ∪ Cλ′′ = Cλ′′ ∪ Cλ′′ = Cλ′′ .

Por lo tanto, λ′ es un punto de acumulación de Cλ′′ . Por la hipótesis de induc-
ción para λ′′ tenemos que λ′ ∈ Dλ′′ = Dλ ∩ λ′′, luego λ′ ∈ Dλ.

Supongamos ahora que Dλ no está acotado en λ. Entonces podemos tomar
λ′′ ∈ Dλ tal que λ′ < λ′′. Antes hemos probado que Cλ′′ = Cλ ∩ λ′′ y así
Cλ′′ ∩ λ′ = Cλ ∩ λ′ no está acotado en λ′, luego por la hipótesis de inducción
para λ′′ tenemos que λ′ ∈ Cλ′′ ⊂ Cλ.

Veamos ahora, siempre por inducción sobre λ, que Cλ es cerrado en λ.

Supongamos que Cλ ∩ λ′ no está acotado en λ′. Hemos visto que entonces
λ′ ∈ Dλ. Si λ′ =

⋃
Dλ, entonces λ′ = θλ0 ∈ Cλ. En caso contrario existe

λ′′ ∈ Dλ tal que λ′ < λ′′. Hemos probado entonces que Cλ′′ = Cλ ∩ λ′′, pero
entonces Cλ′′ ∩ λ′ = Cλ ∩ λ′ no está acotado en λ′, luego por hipótesis de
inducción λ′ ∈ Cλ′′ ⊂ Cλ.

Con esto ya tenemos que Cλ es c.n.a. en λ, y sólo falta probar que si cf λ < κ
entonces |Cλ| < κ.

Si |Cλ| ≥ κ, entonces ordCλ ≥ κ, luego Cλ tiene κ puntos de acumulación,
luego |Dλ| = κ, luego cf λ = κ, por la propiedad d).

Al combinar los dos últimos teoremas obtenemos:

Teorema 6.36 Si κ es un cardinal no numerable tal que 2<κ = κ, 2κ = κ+ y
�κ, existe un conjunto E ⊂ κ+ estacionario tal que �κ(E) y ♦E.

Terminamos demostrando que �κ es equivalente esta variante:

Definición 6.37 Si κ es un cardinal infinito, llamamos �′κ a la afirmación
siguiente: existe una sucesión {Bλ}λ<κ+ tal que:

1. Bλ es cerrado en λ y está formado por ordinales límite.

2. Si cf λ > ℵ0 entonces Bλ no está acotado en λ.

3. ordBλ ≤ κ.

4. Si λ′ ∈ Bλ, entonces Bλ′ = Bλ ∩ λ′.

A las sucesiones que cumplen esto se las llama sucesiones �′κ.

Se cumple trivialmente �′ω, sin más que tomar todos los Bλ vacíos.

Teorema 6.38 Para todo cardinal infinito κ, se cumple que �κ ↔ �′κ.
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Demostración: La prueba es una modificación del argumento empleado en
6.35. Podemos suponer que κ > ℵ0. Una implicación es sencilla: si {Cλ}λ<κ+ es
una sucesión �κ, basta definir Bλ como el conjunto de los puntos de acumulación
de Cλ, es decir, los λ′ < λ tales que Cλ ∩ λ′ no está acotado en λ′. (En 6.35
está probado que {Bλ}λ<κ+ es una sucesión �′κ.)

Supongamos ahora que {Bλ}λ<κ+ es una sucesión �′κ y definamos Cλ como
en 6.35:

Si Bλ no está acotado en λ, definimos Cλ =
⋃

λ′∈Bλ
Cλ′ y en caso contrario (lo que

implica que cf λ = ℵ0), definimos Cλ =
⋃

λ′∈Bλ
Cλ′ ∪ {αλn | n ∈ ω}, donde {θλn}n∈ω

es una sucesión cofinal creciente en λ tal que θλ0 =
⋃

λ′∈Bλ
Cλ′ .

Los hechos siguientes (menos el cuarto) se prueban exactamente igual que
en 6.35:

• λ′ ∈ Bλ entonces Cλ′ = Cλ ∩ λ′.

• Bλ es el conjunto de puntos de acumulación de Cλ.

• Cλ es c.n.a. en λ.

• ordCλ ≤ κ.

Para probar la última propiedad observamos que si ordCλ > κ, entonces
también ordBλ > κ (pues κ −→ κ dada por α 7→ ω ·α muestra que un conjunto
de ordinal κ tiene κ puntos de acumulación, y si tiene ordinal ≥ κ+ 1 entonces
tiene al menos κ+ 1, los κ de ordinal < κ y el de ordinal κ), y esto contradice
la definición de sucesión �′κ.

Para tener una sucesión �κ falta que si cf λ < κ entonces ordCλ < κ. Esto
se cumple trivialmente si κ es regular, pues si fuera ordCλ = κ entonces la
semejanza f : κ −→ Cλ sería cofinal creciente en κ, luego κ = cf κ ≤ cf λ.

En el caso en que κ sea singular necesitamos modificar ligeramente los con-
juntos Cλ. Sea µ = cf κ y sea {θα}α<µ una sucesión cofinal y normal en κ tal
que θ0 = 0. Sea θµ = κ. Para cada λ < κ+, sea fλ : ηλ −→ Cλ la semejanza en
su ordinal ηλ ≤ κ.

Si θα < ηλ ≤ θα+1 definimos C ′λ = fλ[ηλ \ (θα + 1)], es decir, le quitamos a
Cλ sus primeros θα + 1 elementos.

En caso contrario ηλ = θλ′ , para cierto λ′ ≤ µ, y entonces definimos

C ′λ = fλ[{θα | α < λ′}].

Se cumple entonces que {C ′λ}λ<κ+ es una sucesión �κ. En efecto, es claro
que C ′λ es c.n.a. en λ (en el segundo caso C ′λ es el rango de una función normal).

Si C ′λ ∩ λ′ no está acotado en λ′, entonces tampoco lo está Cλ ∩ λ′, luego
sabemos que Cλ′ = Cλ ∩ λ′ y que λ′ ∈ C ′λ, luego fλ′ = fλ|ηλ′ y λ

′ = fλ(ηλ′).
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Si θα < ηλ ≤ θα+1, entonces también θα < ηλ′ ≤ θα+1, pues en caso contrario
λ′ /∈ C ′λ. Por lo tanto, a Cλ le quitamos los mismos elementos que a Cλ′ y es
claro que C ′λ′ = C ′λ ∩ λ′.

Si ηλ = θλ′′ , entonces λ′ = fλ(ηλ′) = fλ(θβ), para cierto β < λ′′, luego
ηλ′ = θβ , y α tiene que ser un ordinal límite, pues

C ′λ ∩ λ′ = C ′λ ∩ fλ(θβ) = {fλ(θα) | α < β}

no está acotado en λ′, luego no puede tener máximo. Por lo tanto

C ′λ′ = fλ[{θα | α < β}] = C ′λ ∩ fλ(θβ) = C ′λ ∩ λ′.

Finalmente, observamos que se cumple |C ′λ| < κ. En el primer caso de la
definición |C ′λ| ≤ |ηλ| ≤ |θα+1| < κ, mientras que en el segundo vemos que
|C ′λ| = |λ′| ≤ µ < κ.

6.6 Puntos fijos de funciones normales

El teorema 6.5 (véase la nota posterior) nos da que una clase es c.n.a. en Ω
si y sólo si es la imagen de una función normal F : Ω −→ Ω y, por otra parte,
el teorema 6.6 nos da que la clase de los puntos fijos de una función normal es
c.n.a., luego es a su vez el rango de una función normal, y así sucesivamente.
En esta sección precisaremos este “y así sucesivamente”.

Definición 6.39 Dada una función normal F : Ω −→ Ω, su derivada es la
función normal F ′ : Ω −→ Ω tal que F ′[Ω] es la clase de los puntos fijos de F .

Según acabamos de explicar, la existencia de F ′ está justificada por los
teoremas 6.5 y 6.6 (y las notas posteriores a cada uno de ellos). También es
posible definir directamente F ′ por recurrencia, estableciendo que F ′(a) es el
menor punto fijo de F que no pertenece a F ′[α], y se comprueba fácilmente que
se trata de una función normal.

Veamos ahora que podemos definir derivadas sucesivas de una función nor-
mal. Cuando decimos que una función enumera una clase o conjunto de ordinales
queremos decir que es una semejanza entre Ω (o un λ ∈ Ω) y la clase indicada.

Teorema 6.40 Si F : Ω −→ Ω es una función normal, para cada ordinal γ
existe una única función F (γ) : Ω −→ Ω (que también es normal) de modo que
F (0) = F y, para cada γ > 0, la función F (γ) enumera la clase de los ordinales
que son puntos fijos comunes de todas las funciones F (δ), con δ < γ.

La función F (γ) se llama derivada de orden γ de F . La existencia de estas
derivadas sucesivas no es inmediata porque se trata de definir recurrentemente
una sucesión de clases propias, y no es inmediato que esto pueda formalizarse
en NBG, sin embargo, vamos a demostrar que sí que es posible.
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Demostración: Diremos que una función f : λ −→ λ es una derivada de
orden γ de F en λ si existe una sucesión {f (δ)

λ }δ≤γ de funciones f (δ)
λ : λ −→ λ

tales que f (0) = F |λ, cada f (δ)
λ enumera los ordinales < λ que son puntos fijos

de todas las funciones precedentes y f = f
(γ)
λ .

Es inmediato que si existe una derivada de orden γ de F en λ entonces la
sucesión {f (δ)

λ }δ≤γ es única. Veamos ahora que cada una de sus funciones es
normal.

En efecto, f (0)
λ = F |λ es normal y, si es cierto para todo ε < δ ≤ γ, tenemos

que f (δ)
λ es estrictamente creciente por definición, y si λ′ < λ es un ordinal límite,

tenemos que {f (δ)
λ (α) | α < λ′} es un conjunto de puntos fijos de f (ε)

λ , para todo
ε < δ. Como f (δ)

λ es estrictamente creciente, el supremo de este conjunto es un
ordinal límite y, como f (ε)

λ es normal, para todo ε < δ,

f
(ε)
λ (

⋃
α<λ′

f
(δ)
λ (α)) =

⋃
α<λ′

f
(ε)
λ (f

(δ)
λ (α)) =

⋃
α<λ′

f
(δ)
λ (α),

luego, como el supremo es punto fijo de todas las f (ε)
λ y es el menor valor que

puede tomar f (δ)
λ (λ′), tiene que ser

f
(δ)
λ (λ′) =

⋃
α<λ′

f
(δ)
λ (α),

y esto prueba que f (δ)
λ es normal.

Veamos ahora que si λ < λ′ y existen derivadas de orden γ de F en ambos
ordinales, se cumple que f (δ)

λ′ |λ = f
(δ)
λ y f (δ)

λ′ (λ) = λ.

En efecto, trivialmente es cierto para δ = 0 y, si vale para todo ε < δ,
tenemos que f (δ)

λ′ enumera los puntos fijos de las funciones f (ε)
λ′ , y los puntos

fijos < λ de estas funciones son los puntos fijos de las funciones f (ε)
λ′ |λ = f

(ε)
λ ,

luego f (δ)
λ′ [λ′] ∩ λ = f

(δ)
λ [λ]. Esto implica que f (δ)

λ [λ] es una sección inicial de
f

(δ)
λ′ [λ′] (de ordinal λ), luego la restricción a λ de f (δ)

λ′ : λ′ −→ f
(δ)
λ′ [λ′] es una

semejanza f (δ)
λ′ |λ : λ −→ f

(δ)
λ [λ], luego tiene que ser f (δ)

λ′ |λ = f
(δ)
λ . En particular

f
(δ)
λ′ [λ] ⊂ λ, luego f (δ)

λ′ (λ) = λ, porque la función es normal.

Ahora basta probar que para todo γ existen derivadas de orden γ de F sobre
ordinales arbitrariamente grandes, pues entonces podemos definir F (γ) como la
unión de todas las derivadas de orden γ de F . Más aún, al ser uniones de
funciones normales podremos afirmar que cada F (γ) es normal.

Razonamos por inducción sobre γ. Si γ = 0 es trivial. Supuesto cierto
para todo δ < γ, podemos definir las derivadas F (δ) como la unión de todas las
derivadas de orden δ de F (para cada δ < γ), y son funciones normales. Por
la nota tras 6.4, la clase C de los puntos fijos comunes de todas las funciones
F (δ) es c.n.a. en Ω, pues es la intersección de γ clases c.n.a. Esto implica que C
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es el rango de una función normal G. Basta probar que si λ es cualquiera de
sus puntos fijos, entonces f (γ)

λ = G|λ es una derivada de orden γ de F en λ.
En efecto, G(λ) = λ implica que λ ∈ C, de donde λ es un punto fijo de todas
las funciones F (δ) con δ < γ, luego las restricciones f (δ)

λ = F (δ)|λ forman, junto
con f (γ)

λ = G|λ, una sucesión {f (δ)
λ }δ≤γ que prueba que f (γ)

λ es realmente una
derivada de orden γ.

Es inmediato que F (1) = F ′. Veamos otras propiedades elementales de las
derivadas sucesivas:

Teorema 6.41 Si δ ≤ γ, entonces, para todo α se cumple F (δ)(α) ≤ F (γ)(α) y
si además α < F (α) y δ < γ entonces F (δ)(α) < F (γ)(α).

Demostración: Claramente F (γ)[Ω] ⊂ F (δ)[Ω] y la función

G = F (γ) ◦ (F (δ))−1 : Ω −→ Ω

es creciente. Por lo tanto F (δ)(α) ≤ F (δ)(G(α)) = F (γ)(α). Si

α < F (α) = F (0)(α) ≤ F (δ)(α),

entonces F (δ)(α) < F (δ)(F (δ)(α)), luego F (δ)(α) no es un punto fijo de F (δ),
luego no puede estar en la imagen de F (γ) y no puede ser F (δ)(α) = F (γ)(α).

Las derivadas sucesivas de derivadas sucesivas de una función son derivadas
sucesivas de la función de partida:

Teorema 6.42 Para todo par de ordinales γ, ε se cumple que (F (γ))(ε) = F (γ+ε).

Demostración: Por inducción sobre ε. Para ε = 0 es inmediato. Veamos
ahora el caso ε = 1. Basta tener en cuenta que F (γ+1) es la función que enumera
los puntos fijos comunes de todas las derivadas F (δ), con δ ≤ γ, pero éstos son
simplemente los puntos fijos de F (γ), pues todo punto fijo de esta derivada lo
es de las anteriores. Pero la función que enumera los puntos fijos de F (γ) no es
sino (F (γ))′ = (F (γ))(1). De aquí se sigue que si el teorema vale para ε también
vale para ε+ 1, pues

(F (γ))(ε+1) = ((F (γ))(ε))(1) = (F (γ+ε))(1) = F (γ+ε+1).

Por último, si ε es un ordinal límite y el teorema vale para todo δ < ε,
entonces (F (γ))(ε) enumera los puntos fijos comunes de todas las funciones
(F (γ))(δ) = F (γ+δ), para todo δ < ε, mientras que F (γ+ε) enumera los pun-
tos fijos comunes de las funciones F (β), con β < γ + ε. Basta observar que
ambas clases de puntos fijos son la misma, pues todo β < γ + ε es de la forma
β = γ + δ o bien β < γ, y en este segundo caso todo punto fijo de una función
F (γ+δ) es también un punto fijo de F (β).
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Ejemplo 1 Los puntos fijos de la función F (α) = β + α son los ordinales
≥ β · ω, por lo que sus derivadas son las funciones F (γ)(α) = βωγ + α.

En efecto, la primera parte es el teorema 3.48 y el ejercicio posterior, y la
función que enumera los ordinales ≥ β · ω es precisamente F ′(α) = βω + α.

Si F (γ)(α) = βωγ + α, entonces

F (γ+1)(α) = (F (γ))′(α) = βωγω + α = βωγ+1 + α.

Si la expresión para la derivada es cierta para todo exponente δ < λ, enton-
ces la derivada F (λ) es la función que enumera a los puntos fijos de todas las
funciones F (δ)(α) = βωδ +α, es decir, a los ordinales que son mayores o iguales
que βωδ para todo δ < λ, que son precisamente los ordinales mayores o iguales
que βωλ, luego F (λ)(α) = βωλ + α.

Ejemplo 2 Los puntos fijos de F (α) = βα (para β > 0) son los ordinales de
la forma βωα, por lo que sus derivadas son las funciones F (γ)(α) = βω

γ

α.

Ciertamente, F (βωα) = ββωα = β1+ωα = βωα. Recíprocamente, si se
cumple F (δ) = δ, dividimos δ = βωα+ ε, con ε < βω, y tenemos que

δ = F (δ) = ββωα+ βε = δ + βε,

luego βε = 0, luego ε = 0 y δ = βωα.

La función que enumera los ordinales βωα es F ′(α) = βωα. Si se cumple
F (γ)(α) = βω

γ

(α), también

F (γ+1)(α) = (F (γ))′(α) = (βω
γ

)ωα = βω
γ+1

α.

Si la expresión vale para las derivadas de índice δ < λ, entonces F (λ) es la
función que enumera a los ordinales que son múltiplos de βω

δ

para todo δ < λ.
Basta probar que éstos son los de la forma βω

λ

α.
Por una parte, por 3.49 tenemos que βω

λ

α = βω
δ+ωλα = βω

δ

βω
λ

α, luego en
efecto, βω

λ

α es múltiplo de todos los βω
δ

con δ < λ.
Recíprocamente, si ζ es múltiplo de todos los βω

δ

, para δ < λ, dividimos
ζ = βω

λ

α+ε, con ε < βω
λ

, con lo que, por la definición de la exponencial, existe
un δ′ < ωλ tal que ε < βδ

′
, luego existe un δ < λ tal que δ′ < ωδ y ε < βω

δ

, pero
entonces ζ = βω

δ

βω
λ

α + ε y, por la unicidad del resto de la división euclídea,
dado que ζ es múltiplo de βω

δ

, tiene que ser ε = 0, luego ζ = βω
λ

α.

Los puntos fijos de las funciones exponenciales ya no pueden expresarse en
términos de sumas, productos y potencias:

Definición 6.43 Se llama función ε a la derivada de la función F (α) = ωα

De este modo, los números εα son precisamente los números épsilon que
definimos en 3.53 y, según probamos justo a continuación, ε0 es el mismo ordinal
considerado allí, ya que es el menor número épsilon.

Más en general, las derivadas F (γ) de la función F (α) = ωα se suelen re-
presentar con la notación φγ y reciben el nombre de funciones de Veblen. Así,
φ0(α) = ωα y φ1(α) = εα.
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Los números épsilon incluyen a todos los cardinales no numerables. Más en
general:

Teorema 6.44 Si κ es un cardinal no numerable y δ < κ entonces φδ(κ) = κ.

Demostración: Supongamos en primer lugar que κ es regular y veamos
por inducción que φδ|κ : κ −→ κ.

Para δ = 0 hay que probar que δ < κ→ ωδ < κ, pero una simple inducción
sobre δ muestra que |ωδ| = ℵ0|δ| (para δ > 0), luego ωδ < κ.

Si vale para δ, entonces, como φδ|κ es una función normal, su conjunto de
puntos fijos es un c.n.a. C ⊂ κ, luego tiene cardinal κ, pero su ordinal tiene que
ser ≤ κ, luego es κ, luego la función que enumera C tiene dominio κ, luego se
trata de φδ+1|κ, luego φδ+1|κ : κ −→ κ.

Si el resultado vale para todo β < λ < κ, entonces el conjunto de puntos
fijos de φβ |κ es el rango de φβ+1|κ, que es un cerrado no acotado en κ. La
intersección de menos de κ cerrados no acotados es cerrada no acotada, y tiene
ordinal κ, luego φλ|κ : κ −→ κ.

La normalidad de las funciones φδ implica así que φδ(κ) =
⋃
ε<κ

φδ(ε) ≤ κ,
luego φδ(κ) = κ.

Si κ no es regular, es un cardinal límite, y es el supremo de cardinales
regulares, que son puntos fijos de cada φδ, luego κ es también punto fijo de φδ.

En particular, φδ(α) es un ordinal numerable siempre que δ y α son nume-
rables.

Observemos que, como 0 < ω0, el teorema 6.41 implica que la sucesión
{φα(0)}α∈Ω es estrictamente creciente, luego α ≤ φα(0), para todo ordinal α.

En particular, α < φα(α) para todo α (el caso α = 0 se comprueba por
separado), luego si κ es un cardinal no numerable, por una parte tenemos que
ningún α < κ puede ser punto fijo de todas las funciones φδ, con δ < κ (no
lo es para δ = α), mientras que κ sí que lo es, por el teorema anterior, luego
concluimos que φκ(0) = κ.

Observemos ahora que si δ < ε, entonces cualquier φε(α) es, por construc-
ción, un punto fijo de φδ, con lo que tenemos que φδ(φε(α)) = φε(α). Éste es el
único caso no trivial en que dos funciones de Veblen pueden coincidir:

Teorema 6.45 La igualdad φδ(α) = φε(β) sólo puede darse en uno de los tres
casos siguientes:

1. δ = ε ∧ α = β,

2. δ < ε ∧ α = φε(β),

3. ε < δ ∧ β = φδ(α).
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Similarmente, la desigualdad φδ(α) < φε(β) sólo puede darse en uno de los tres
casos siguientes:

1. δ = ε ∧ α < β,

2. δ < ε ∧ α < φε(β),

3. ε < δ ∧ φδ(α) < β.

Demostración: Probamos simultáneamente las dos partes: si δ = ε, es
obvio que tiene que ser α = β en el primer caso y α < β en el segundo.

Supongamos que δ < ε. Entonces φε(β) es punto fijo de φδ, luego se cumple
que φδ(φε(β)) = φε(β) ≥ φδ(α), luego φε(β) ≥ α (con igualdad en el primer caso
y desigualdad estricta en el segundo). El caso restante es análogo. Notemos que
siempre que se da uno de los tres casos se tiene la igualdad o la desigualdad del
enunciado.

Esto nos da un tipo de representación única en términos de funciones de
Veblen. Veamos antes un caso particular:

Teorema 6.46 Todo ordinal de la forma α = ωβ se expresa de forma única
como α = φδ(η), con η < α.

Demostración: La unicidad se debe al teorema anterior: si tuviéramos
dos representaciones α = φδ(η) = φε(η

′), no puede ser δ < ε, pues eso obliga a
que η = φε(η

′) = α, pero suponemos η < α. Tampoco puede ser ε < δ, luego
δ = ε ∧ η = η′.

Para probar la existencia observamos que α ≤ φα(0) < φα(α), luego pode-
mos tomar el mínimo ordinal δ tal que α < φδ(α). Si es δ = 0 tenemos que
α = ωβ < φ0(α) = ωα, luego β < α y sirve la representación α = φ0(η) con
η = β.

Si δ > 0, entonces, por la minimalidad de δ, para todo ε < δ tenemos que
φε(α) ≤ α, pero como φε es normal, se cumple de hecho que φε(α) = α. Así, α
es un punto fijo de todas las funciones φε, con ε < δ, luego existe un η tal que
α = φδ(η) < φδ(α), luego η < α.

Observemos que, en las condiciones del teorema anterior,

δ ≤ φδ(0) ≤ φδ(η) = α,

y si se da la igualdad es porque φδ(0) = φδ(η), luego η = 0, luego α = φα(0).

Definición 6.47 Un ordinal α es fuertemente crítico si α = φα(0).

Acabamos de probar que si α = ωβ no es fuertemente crítico entonces se
expresa de forma única como φδ(η) con δ, η < α

La existencia de ordinales fuertemente críticos se sigue de la caracterización
siguiente:
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Teorema 6.48 Un ordinal ξ es fuertemente crítico si y sólo si

ξ > 0 ∧
∧
αβ < ξ φα(β) < ξ.

Demostración: Si ξ es fuertemente crítico, es claro que ξ 6= 0 y si α, β < ξ,
entonces φα(β) < φα(ξ) = ξ, pues ξ = φξ(0) es punto fijo de todas las funciones
φα con α < ξ.

Recíprocamente, si ξ > 0 cumple la condición del enunciado, en particular
1 = φ0(0) < ξ y ω = φ0(1) < ξ. Además ξ tiene que ser un ordinal límite, pues
si fuera ξ = δ + 1 entonces δ ≤ φδ(0) < φδ(δ) < ξ, luego ξ = δ + 1 ≤ φδ(δ) < ξ.

Por otra parte,
∧
δ < ξ ωδ < ξ, luego ωξ = ξ, luego ξ es un número ε, luego

es cerrado para sumas, productos y potencias.

Veamos por inducción sobre α que α < φξ(0)→ α < ξ.

Para α = 0 es trivial. Supongamos que vale para todo δ < α < φξ(0).
Descomponemos α = ωη + β, con β < α (teorema 3.50). Si β 6= 0, entonces
ωη, β < α, luego por hipótesis de inducción ωη, β < ξ y, como ξ es cerrado para
sumas, α < ξ. Por lo tanto podemos suponer que α = ωη. El teorema 6.46 nos
da entonces que α = φδ(η

′), con η′ < α.
Si también δ < α, entonces por hipótesis de inducción δ, η′ < ξ, luego α < ξ

por la clausura de ξ. Si, por el contrario α = φα(η′) ≥ φα(0) > α, tiene que
ser η′ = 0, y tenemos que α = φα(0) < φξ(0), y esto implica α < ξ, porque la
sucesión {φα(0)}α∈Ω es estrictamente creciente.

Concluimos entonces que φξ(0) = ξ.

Teorema 6.49 La clase de los ordinales fuertemente críticos es c.n.a. en Ω.

Demostración: Si κ es un cardinal regular no numerable, consideramos la
aplicación f : κ× κ −→ κ dada por f(α, β) = φα(β), que está bien definida por
el teorema 6.44, y aplicamos el teorema 6.7 y el teorema anterior. Obtenemos
que el conjunto Cκ de los ordinales fuertemente críticos menores que κ es c.n.a.
en κ. Es claro que esto implica el resultado para Ω.

En particular, existen ℵ1 ordinales fuertemente críticos numerables.

Definición 6.50 Se llama Γ : Ω −→ Ω a la función (normal) que enumera a
los ordinales fuertemente críticos. El ordinal Γ0 se llama ordinal de Feferman-
Schütte.

Sabemos que Γ0 es un número ε cerrado para sumas, productos, potencias
y la función φ (vista como función de dos argumentos). Es claro que es mucho
mayor que ε0.

Hemos probado que si α = ωβ < Γ0 entonces se expresa de forma única
como α = φδ(η), con δ, η < α. Como todo ordinal no nulo se expresa de forma
única como α = ωη0 + · · ·+ωηn , para cierta sucesión decreciente de exponentes
(teorema 3.51), concluimos:
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Teorema 6.51 Todo ordinal 0 < α < Γ0 se expresa de forma única como

α = φξ0(η0) + · · ·+ φξn(ηn),

donde φξ0(η0) ≥ · · · ≥ φξn(ηn), ξi < α, ηi < φξi(ηi) < α.

Si a su vez desarrollamos cada ξi y cada ηi en forma normal, y hacemos los
mismo con los coeficientes de dichas formas normales, y continuamos el proceso,
como los coeficientes que vamos obteniendo son cada vez menores, al cabo de
un número finito de pasos tenemos que llegar a coeficientes iguales a 0, que no
admiten más desarrollos. En suma, todo ordinal menor que Γ0 puede calcularse
en un número finito de pasos a partir de 0 en términos de sumas y aplicaciones
de la función φ.

Recíprocamente, si construimos expresiones a partir de 0 y la función φ, para
asegurarnos de que obtenemos formas normales sólo tenemos que evitar que al
aplicar φ suceda φξ(η) = η, pero para que esto ocurra, es decir, para que η sea
un punto fijo de φξ, en particular tiene que ser de la forma ωα, luego su forma
canónica tiene que ser η = φξ′(η

′) con η′ < η (es decir, tiene que tener un único
sumando) y, según 6.45, la igualdad φξ(η) = φξ′(η

′) sólo puede darse (y se da)
si ξ < ξ′, pues los casos ξ = ξ′ ∧ η = η′ o ξ′ < ξ ∧ η′ = φξ(η) ≥ η contradicen
η′ < η. En suma, para construir expresiones de ordinales en forma normal, sólo
hay que evitar aplicar φξ a los ordinales cuya forma normal es φ′ξ(η

′) con ξ < ξ′.

Naturalmente, esto exige comparar formas normales, para lo cual aplicamos
el mismo criterio que con la forma normal de Cantor (son formas normales de
Cantor), lo que nos reduce el problema a comparar ordinales de la forma φξ(η)
y φξ′(η′), lo cual puede hacerse recurrentemente aplicando el teorema 6.45.



Capítulo VII

Álgebras de Boole

Introducimos ahora una estructura algebraica que proporciona un contexto
general para tratar problemas de naturaleza muy diversa, tanto de teoría de con-
juntos propiamente dicha, como de lógica, de topología, de análisis matemático
o de estadística. Trabajamos en NBG sin el axioma de elección.

7.1 Propiedades algebraicas
El ejemplo típico de álgebra de Boole es PX, dondeX es un conjunto arbitra-

rio. En PX están definidas las operaciones de unión, intersección y complemento
respecto de X. Si axiomatizamos las propiedades básicas de estas operaciones
llegamos a la noción general de álgebra de Boole:

Definición 7.1 Un álgebra de Boole es una cuádrupla (B,∧,∨,′ ), donde B es
un conjunto no vacío, ∧ : B × B −→ B, ∨ : B × B −→ B y ′ : B −→ B son
aplicaciones que cumplen las propiedades siguientes:

1) p′′ = p, 5) p ∨ (q ∧ r) = (p ∨ q) ∧ (p ∨ r),
2) p ∧ q = q ∧ p, 6) p ∨ (p ∧ q) = p,
3) (p ∧ q) ∧ r = p ∧ (q ∧ r), 7) (p ∧ q)′ = p′ ∨ q′,
4) p ∧ p = p, 8) p ∨ p′ = q ∨ q′.

A partir de las propiedades 1) y 7) se demuestra que en realidad un álgebra
de Boole cumple también las propiedades que resultan de intercambiar ∧ por ∨
en los axiomas anteriores. En total, en un álgebra de Boole se cumple:

1) p′′ = p,
2) p ∧ q = q ∧ p, p ∨ q = q ∨ p,
3) (p ∧ q) ∧ r = p ∧ (q ∧ r), (p ∨ q) ∨ r = p ∨ (q ∨ r),
4) p ∧ p = p, p ∨ p = p,
5) p ∨ (q ∧ r) = (p ∨ q) ∧ (p ∨ r), p ∧ (q ∨ r) = (p ∧ q) ∨ (p ∧ r),
6) p ∨ (p ∧ q) = p, p ∧ (p ∨ q) = p,
7) (p ∧ q)′ = p′ ∨ q′, (p ∨ q)′ = p′ ∧ q′,
8) p ∨ p′ = q ∨ q′, p ∧ p′ = q ∧ q′.

235
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Por ejemplo,

p ∨ q = p′′ ∨ q′′ = (p′ ∧ q′)′ = (q′ ∧ p′)′ = q′′ ∨ p′′ = q ∨ p.

Igualmente se razonan las demás.

Si B es un álgebra de Boole, la propiedad 8) establece que existen unos únicos
elementos O, 1l ∈ B tales que para todo p ∈ B se cumple p ∧ p′ = O, p ∨ p′ = 1l.
Las propiedades siguientes s demuestran sin dificultad:

O′ = 1l, 1l′ = O,
p ∧ p′ = O, p ∨ p′ = 1l,
p ∨ O = p, p ∧ 1l = p,
p ∨ 1l = 1l, p ∧ O = O.

Por ejemplo, p ∨ O = p ∨ (p ∧ p′) = p, por la propiedad 6). Igualmente,
p ∨ 1l = p ∨ (p ∨ p′) = (p ∨ p) ∨ p′ = p ∨ p′ = 1l.

El lector familiarizado con la lógica proposicional verá una clara relación
entre ésta y las álgebras de Boole, que se completa con las definiciones siguientes:

p→ q = p′ ∨ q, p↔ q = (p→ q) ∧ (q → p).

La relación de orden Toda álgebra de Boole tiene una estructura natural
de conjunto parcialmente ordenado determinada por el teorema siguiente:

Teorema 7.2 Sea B un álgebra de Boole. Entonces la relación en B dada por

p ≤ q syss p ∧ q = p syss p ∨ q = q

es una relación de orden parcial (y en lo sucesivo consideraremos a toda álgebra
de Boole como conjunto parcialmente ordenado con esta relación). Además se
cumplen los hechos siguientes:

1. p ∧ q es el ínfimo del conjunto {p, q},

2. p ∨ q es el supremo del conjunto {p, q},

3. p ≤ q syss q′ ≤ p′.

4. O y 1l son el mínimo y el máximo de B respectivamente.

5. p ≤ q syss p→ q = 1l, y (p↔ q) = 1l syss p = q.

6. p = q′ syss p ∧ q = O y p ∨ q = 1l.

Demostración: Si p ∧ q = p, entonces p ∨ q = (p ∧ q) ∨ q = q, por la
propiedad 6) de la definición de álgebra de Boole. Igualmente se tiene la otra
implicación.

La relación ≤ es reflexiva por la propiedad 4). La antisimetría es trivial. En
cuanto a la transitividad, si p ≤ q y q ≤ r entonces

p ∧ r = (p ∧ q) ∧ r = p ∧ (q ∧ r) = p ∧ q = p,

luego p ≤ r.
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1) Se cumple que p ∧ q ∧ p = p ∧ p ∧ q = p ∧ q, luego p ∧ q ≤ p. Igualmente
p ∧ q ≤ q. Por otra parte, si r ≤ p y r ≤ q entonces p ∧ q ∧ r = p ∧ r = r,
luego r ≤ p ∧ q. Esto prueba que p ∧ q es el ínfimo de {p, q}.

2) es análogo a 1).

3) Si p ≤ q entonces p ∧ q = p, luego p′ ∨ q′ = p′, luego q′ ≤ p′.

4) es trivial.

5) Si p ≤ q entonces (p→ q) = p′ ∨ q = p′ ∨ p ∨ q = 1l ∨ q = 1l.

Si (p→ q) = 1l, entonces p′ ∨ q = 1l, luego

p = p ∧ 1l = p ∧ (p′ ∨ q) = (p ∧ p′) ∨ (p ∧ q) = O ∨ (p ∧ q) = p ∧ q.

Así pues, p ≤ q.

Por último, (p ↔ q) = 1l syss (p → q) = (q → p) = 1l, syss p ≤ q ∧ q ≤ p,
syss p = q.

6) Tenemos que

q = 1l ∧ q = (p ∨ p′) ∧ q = (p ∧ q) ∨ (p′ ∧ q) = O ∨ (p′ ∧ q)

= (p′ ∧ p) ∨ (p′ ∧ q) = p′ ∧ (p ∨ q) = p′ ∧ 1l = p′.

En lo sucesivo consideraremos siempre como conjuntos parcialmente orde-
nados a las álgebras de Boole con la relación de orden dada por el teorema
anterior.

Definición 7.3 Diremos que un álgebra de Boole B es degenerada si O = 1l.

Teniendo en cuenta que O y 1l son el mínimo y el máximo de B es claro que B
es degenerada si y sólo si B = {O} = {1l}.

Vamos a trabajar únicamente con álgebras no degeneradas, es decir, que en
lo sucesivo entenderemos que “álgebra de Boole” significa “álgebra de Boole no
degenerada”.

La estructura de anillo Veamos ahora que las álgebras de Boole también
tienen una estructura natural de anillo:

Teorema 7.4 toda álgebra de Boole B tiene estructura de anillo conmutativo y
unitario con las operaciones dadas por

p+ q = (p ∧ q′) ∨ (p′ ∧ q) = (p ∨ q) ∧ (p ∧ q)′ = (p↔ q)′, p · q = p ∧ q.

El elemento neutro de la suma es O y el del producto es 1l. Además, se cumple
que

∧
b ∈ B b = −b.
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Demostración: Se trata de una comprobación rutinaria. La parte más
farragosa es demostrar la asociatividad de la suma:

(p+ q) + r = ((p+ q) ∧ r′) ∨ ((p+ q)′ ∧ r)

= (((p ∧ q′) ∨ (p′ ∧ q)) ∧ r′) ∨ (((p ∨ q) ∧ (p′ ∨ q′))′ ∧ r)
= (p ∧ q′ ∧ r′) ∨ (p′ ∧ q ∧ r′) ∨ (((p ∨ q)′ ∨ (p′ ∨ q′)′) ∧ r)
= (p ∧ q′ ∧ r′) ∨ (p′ ∧ q ∧ r′) ∨ (((p′ ∧ q′) ∨ (p ∧ q)) ∧ r)
= (p ∧ q′ ∧ r′) ∨ (p′ ∧ q ∧ r′) ∨ (p′ ∧ q′ ∧ r) ∨ (p ∧ q ∧ r),

y es claro que esta expresión no se altera si intercambiamos las posiciones de p,
q, r, luego si partimos de p+ (q + r) llegamos al mismo resultado.

En lo sucesivo consideraremos siempre a las álgebras de Boole como anillos
con estas operaciones. Observemos que, al igual que hemos definido la suma y
el producto a partir de las operaciones booleanas ∧, ∨ y ′, también podemos
definir las operaciones booleanas a partir de la suma y el producto:

x ∧ y = xy, x ∨ y = x+ y + xy, x′ = 1l + x (= 1l− x).

Ejercicio: Un anillo booleano es un anillo conmutativo y unitario B que cumple
además la propiedad

∧
b ∈ B bb = b. Probar que toda álgebra de Boole es un anillo

booleano, y que todo anillo booleano se convierte en un álgebra de Boole con las
operaciones ∧, ∨ y ′ dadas por las relaciones precedentes.

Subálgebras Si B es un álgebra de Boole, diremos que un conjunto C ⊂ B es
una subálgebra de B si C 6= ∅ y para todo p, q ∈ C se cumple que p ∧ q, p ∨ q,
p′ ∈ C. Entonces C es un álgebra con las restricciones de las operaciones de B.

Es claro que O y 1l son los mismos en B y en C y que la relación de orden ≤
en C, así como la suma y el producto en C son las restricciones de las de B. De
hecho, dado que las operaciones de anillo se definen a partir de las de álgebra y
viceversa, es claro que las subálgebras de B coinciden con sus subanillos.

Obviamente B es una subálgebra de B, las subálgebras de B distintas de
la propia B se llaman subálgebras propias. Además, {O, 1l} es una subálgebra
de B, a la que llamaremos subálgebra trivial. Un álgebra B es trivial si coincide
con su subálgebra trivial, es decir, si B = {O, 1l}.

Ejemplo: Álgebras de conjuntos Como ya hemos señalado, si X es un
conjunto arbitrario, entonces B = PX es un álgebra de Boole tomando como
operaciones:

x ∧ y = x ∩ y, x ∨ y = x ∪ y, x′ = X \ x.

Es una simple rutina comprobar que se cumplen todas las propiedades que exige
la definición de álgebra de Boole. Además, es claro entonces que

O = ∅, 1l = X, x ≤ y syss x ⊂ y.
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La suma en PX se corresponde con la operación conjuntista conocida como
diferencia simétrica:

X 4 Y = (X \ Y ) ∪ (Y \X) = (X ∪ Y ) \ (X ∩ Y ).

En particular vemos que un álgebra PX es degenerada si y sólo si X = ∅,
mientras que PX es trivial si y sólo si |X| = 1.

Llamaremos álgebras de conjuntos a las subálgebras de un álgebra PX. Equi-
valentemente, un conjunto B es un álgebra de conjuntos sobre un conjunto X si
B ⊂ PX y para todo x, y ∈ B se cumple que x ∪ y, x ∩ y, X \ x ∈ B.

De este modo, si B es un álgebra de conjuntos sobre X, sus operaciones son
la unión, la intersección y el complemento respecto de X, su relación de orden
es la inclusión, su suma es la diferencia simétrica y además O = ∅, 1l = X.

Por ejemplo, si X es un espacio topológico (no vacío), el conjunto B de
los subconjuntos de X que son a la vez abiertos y cerrados es un álgebra de
conjuntos (no degenerada) sobre X, que es trivial si y sólo si X es conexo.

Restricción de álgebras de Boole Si B es un álgebra de Boole y a ∈ B es
un elemento no nulo, definimos

Ba = {b ∈ B | b ≤ a}.

Una comprobación rutinaria muestra que Ba se convierte en un álgebra de Boole
con las mismas operaciones ∧ y ∨ de B y el complemento dado por b′ = a ∧ b′
(donde el b′ de la derecha es la operación de B). Se cumple además que O es el
mismo de B y 1l = a. Notemos que Ba no es una subálgebra de B (salvo en el
caso trivial en que a = 1l).

Álgebras atómicas Un átomo en un álgebra de Boole B es un elemento a ∈ B
tal que a 6= O y no existe ningún b ∈ B tal que O < b < a. Un álgebra de Boole
B es atómica si para todo b ∈ B no nulo existe un átomo a ∈ B tal que a ≤ b.

Por ejemplo, en un álgebra PX, los átomos son los subconjuntos de X de la
forma {a}, y es claro entonces que las álgebras de tipo PX son atómicas.

Generadores Se comprueba inmediatamente que la intersección de una fa-
milia de subálgebras de un álgebra dada B es de nuevo una subálgebra. Por
consiguiente, si X ⊂ B, podemos definir la subálgebra generada por X en B
como la intersección de todas las subálgebras de B que contienen a X. La
representaremos por 〈X〉.

Es claro que si X ⊂ C ⊂ B, donde C es una subálgebra de B, entonces la
subálgebra generada por X en C coincide con la subálgebra generada por X
en B. Si B = 〈X〉 diremos que X es un generador de B.

Teorema 7.5 Si B es un álgebra de Boole y X ⊂ B, el álgebra 〈X〉 está formada
por los elementos de la forma:

n∨
i=1

ki∧
j=1

xij , xij ∈ X ∪X ′.
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Demostración: Sea A el conjunto de los elementos de B que tienen la
forma indicada. Claramente A ⊂ 〈X〉. Si probamos que A es una subálgebra
de B, tendremos también la inclusión opuesta. Lo veremos en varios pasos. El
primero es inmediato:

1. Si a ∈ A y x ∈ X ∪X ′, entonces a ∧ x ∈ A.

2. Si a, b ∈ A, entonces a ∧ b ∈ A.
En efecto, si b =

∨n
i=1

∧ki
j=1 xij , la propiedad anterior nos da a ∧ xi1 ∈ A,

de donde a su vez a ∧ xi1 ∧ xi2 ∈ A y, en definitiva, a ∧
∧ki
j=1 xij ∈ A.

Pero es inmediato que el supremo de un número finito de elementos de A
está en A, luego de aquí concluimos que a ∧ b ∈ A.

3. Si a ∈ A, entonces a′ ∈ A.
En efecto, si a =

∨n
i=1

∧ki
j=1 xij , entonces a

′ =
∧n
i=1

∨ki
j=1 x

′
ij que es un

ínfimo de elementos de A, luego está en A por la propiedad anterior.

Del teorema anterior se sigue inmediatamente:

Teorema 7.6 Toda álgebra de Boole finitamente generada es finita.

Homomorfismos Diremos que una aplicación h : B −→ C entre álgebras de
Boole es un homomorfismo de álgebras si para todo p, q ∈ B se cumple

h(p′) = h(p)′, h(p ∧ q) = h(p) ∧ h(q), h(p ∨ q) = h(p) ∨ h(q).

Es claro que si se da la primera condición las otras dos son equivalentes,
por lo que es suficiente comprobar una de las dos. También es claro que un
homomorfismo de álgebras de Boole cumple

h(p+ q) = h(p) + h(q), h(pq) = h(p)h(q), h(O) = O, h(1l) = 1l

y si p ≤ q entonces h(p) ≤ h(q).

En particular, los homomorfismos de álgebras de Boole son homomorfismos
de anillos (de hecho, es claro que una aplicación entre álgebras de Boole es un
homomorfismo de álgebras de Boole si y sólo si es un homomorfismo de anillos).
En particular, h[B] es una subálgebra de C.

El teorema 7.5 muestra que si dos homomorfismos de álgebras de Boole
coinciden en un generador, entonces son iguales.

Un monomorfismo, epimorfismo, isomorfismo de álgebras de Boole es un
homomorfismo inyectivo, suprayectivo o biyectivo, respectivamente. Un auto-
morfismo de álgebras es un isomorfismo de un álgebra en sí misma.

La composición de homomorfismos es un homomorfismo, la inversa de un
isomorfismo es un isomorfismo. Todo isomorfismo de álgebras es una semejanza
de conjuntos parcialmente ordenados y el recíproco también es cierto, pues las
semejanzas conservan supremos e ínfimos y, si p es un elemento de un álgebra
el complemento p′ está caracterizado como el único elemento q que cumple las
relaciones p ∧ q = O, p ∨ q = 1l.
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Ideales, filtros y cocientes Los ideales de las álgebras de Boole tienen una
caracterización muy simple en términos de las operaciones del álgebra:

Definición 7.7 Si B es un álgebra de Boole, un ideal de B es un conjunto I ⊂ B
que cumpla las propiedades siguientes:

1. O ∈ I ∧ 1l /∈ I,

2.
∧
p ∈ I

∧
q ∈ B (q ≤ p→ q ∈ I),

3.
∧
pq ∈ I p ∨ q ∈ I.

Diremos que es un ideal primo si además cumple

4.
∧
p ∈ B p ∈ I ∨ p′ ∈ I.

Un filtro de B es un conjunto F ⊂ B que cumpla las propiedades siguientes:

1. O /∈ F ∧ 1l ∈ F ,

2.
∧
p ∈ F

∧
q ∈ B (p ≤ q → q ∈ F ),

3.
∧
pq ∈ F p ∧ q ∈ F .

Diremos que es un ultrafiltro si además cumple

4.
∧
p ∈ B p ∈ F ∨ p′ ∈ F .

Si definimos el conjunto dual de un conjunto X ⊂ B como X ′ = {p′ | p ∈ X},
es claro que I es un ideal (resp. un ideal primo) si y sólo si el conjunto dual I ′
es un filtro (resp. un ultrafiltro) y que F es un filtro (resp. un ultrafiltro) si y
sólo si F ′ es un ideal (resp. un ideal primo).

Observemos que los filtros y ultrafiltros en un álgebra PX no son sino lo que
en 4.30 hemos llamado filtros y ultrafiltros en X.

Hemos definido así el concepto de ideal de un álgebra para que la defini-
ción no dependa del teorema 7.4, pero en realidad los ideales de un álgebra de
Boole B en este sentido son simplemente los ideales de B como anillo distin-
tos del propio B. Además, los ideales primos en este sentido coinciden con los
ideales primos en el sentido de la teoría de anillos, y también con los ideales
maximales.

En efecto, si I es un ideal en este sentido y x, y ∈ I, entonces x+ y ≤ x ∨ y,
luego x + y ∈ I, y si x ∈ B ∧ y ∈ I, entonces xy ≤ y, luego xy ∈ I. Esto
prueba que I es un ideal en el sentido de la teoría de anillos. Recíprocamente,
si I 6= B es un ideal en este sentido general, ciertamente O ∈ I ∧ 1l /∈ I,
si p ∈ I ∧ q ∈ B ∧ q ≤ p, entonces q = qp ∈ I, y si p, q ∈ I, entonces
p ∨ q = p+ q+pq ∈ I, luego I es un ideal en el sentido de la definición anterior.

La afirmación sobre ideales primos y maximales será inmediata después de
la observación siguiente:
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Si B es un álgebra de Boole e I es un ideal de B, el anillo cociente B/I tiene
estructura de álgebra de Boole con las operaciones dadas por

[p] ∧ [q] = [p ∧ q], [p] ∨ [q] = [p ∨ q], [p]′ = [p′].

En efecto, es fácil probar que las operaciones están bien definidas, aunque
tenemos una justificación indirecta, pues pueden definirse a partir de la suma y
el producto, que ya sabemos que están bien definidas:

[p] ∧ [q] = [p][q], [p] ∨ [q] = [p] + [q] + [p][q], [p]′ = [p] + 1l.

Una vez está justificado que las operaciones están bien definidas, cada pro-
piedad de la definición de álgebra de Boole se cumple en B/I como consecuencia
inmediata de que se cumple en B.

Así pues, nos referiremos a B/I como el álgebra cociente determinada por I.
Si F es un filtro en B, representaremos por B/F al álgebra cociente determinada
por el ideal dual F ′.

Notemos que si I es un ideal y F es su filtro dual, la congruencia módulo I
(es decir, la relación de equivalencia que determina el cociente B/I = B/F )
viene dada por

p+ q ∈ I syss p↔ q ∈ F.

Observemos también que, como en la definición de ideal hemos exigido la
condición 1l /∈ I, las álgebras cociente son no degeneradas.

Ahora es inmediato que I es un ideal primo (en el sentido de la definición
anterior) si y sólo si B/I = {O, 1l}, pero es claro que el álgebra trivial {O, 1l} es
la única álgebra que es un dominio íntegro (pues si un álgebra B contiene un
tercer elemento p, entonces pp′ = O, luego p es un divisor de cero y B no es
un dominio íntegro), luego en particular es también la única álgebra que es un
cuerpo. Ahora el teorema 1.39 implica inmediatamente que los ideales primos
de un álgebra en el sentido de la definición anterior coinciden con los ideales
primos y maximales en el sentido general de la teoría de anillos.

A su vez, esto implica que un filtro F en un álgebra de Boole B es un
ultrafiltro si y sólo si es maximal, en el sentido de que no existe ningún filtro
F  G  B.

Si f : B −→ C es un homomorfismo de álgebras de Boole, los conjuntos

N(f) = {b ∈ B | f(b) = O}, N(f)′ = {b ∈ B | f(b) = 1l}

son un ideal y un filtro mutuamente duales. El primero es el núcleo de f y el
segundo su filtro dual. Claramente, la proyección natural i : B −→ B/I es un
epimorfismo de álgebras de Boole con núcleo I.
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Generación de filtros e ideales Diremos que un subconjunto X de un ál-
gebra de Boole B tiene la propiedad de la intersección finita si para cualquier
conjunto finito de elementos x1, . . . , xn ∈ X se cumple x1 ∧ · · · ∧ xn 6= O.

Diremos que un conjunto x1, . . . , xn de elementos de B es un cubrimiento
finito si x1 ∨ · · · ∨ xn = 1l.

El teorema siguiente se demuestra sin dificultad:

Teorema 7.8 Sea B un álgebra de Boole.

1. La intersección de una familia de ideales/filtros de B es un ideal/filtro.

2. Si X ⊂ B tiene la propiedad de la intersección finita, entonces el conjunto

(X)f = {p ∈ B | existen n ∈ ω y x1, . . . , xn ∈ X tales que x1 ∧ · · · ∧ xn ≤ p}

es un filtro de B que contiene a X y está contenido en cualquier otro filtro
de B que contenga a X. Se le llama filtro generado por X.

3. Si X ⊂ B no contiene cubrimientos finitos, entonces el conjunto

(X)i = {p ∈ B | existen n ∈ ω y x1, . . . , xn ∈ X tales que p ≤ x1 ∨ · · · ∨ xn}

es un ideal de B que contiene a X y está contenido en cualquier otro ideal
de B que contenga a X. Se le llama ideal generado por X.

4. Si f : B −→ C es un homomorfismo de álgebras y F e I son un filtro y un
ideal duales en C, entonces f−1[F ] y f−1[I] son un filtro y un ideal duales
en B.

Ejemplo Si B = PA y a ∈ A, entonces el filtro generado por un átomo {a} es

(a)f = {X ∈ PA | a ∈ X}

y es inmediato que se trata de hecho de un ultrafiltro. Los ultrafiltros de esta
forma se llaman ultrafiltros fijos, mientras que los que no son de esta forma
se llaman ultrafiltros libres. Observemos que si un filtro F de B contiene un
átomo {a} entonces (a)f ⊂ F , luego F = (a)f , porque (a)f es maximal. En
particular un ultrafiltro es fijo si y sólo si contiene un átomo {a}.

Recíprocamente, si un ultrafiltro F es libre, entonces cada átomo {a} está
en el ideal dual F ′, luego cada conjunto finito está en F ′ (porque la unión finita
de elementos de F ′ está en F ′). Notemos que

fin = {X ∈ PA | X es finito}

es un ideal en PA, cuyo filtro dual es el formado por los conjuntos cofinitos:

fin∗ = {X ∈ PA | A \X es finito}.

Acabamos de justificar que un ultrafiltro F es libre si y sólo si fin∗ ⊂ F .
La existencia de ultrafiltros libres no puede demostrarse sin AE, pero una

aplicación elemental del lema de Zorn (compárese con 4.29) nos da los teoremas
siguientes:
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Teorema 7.9 (de los ideales primos)(AE)Todo ideal en un álgebra de Boole
puede extenderse hasta un ideal primo.

Teorema 7.10 (de los ultrafiltros) (AE) Todo filtro en un álgebra de Boole
puede extenderse hasta un ultrafiltro.

En particular, los ultrafiltros en PA que extienden al filtro F formado por
los conjuntos cofinitos son ultrafiltros libres.

Veamos una aplicación del teorema 7.5:

Teorema 7.11 Si B = 〈X〉 es un álgebra de Boole, un filtro F en B es un
ultrafiltro si y sólo si para todo x ∈ X se cumple que x ∈ F o x′ ∈ F .

Demostración: Un elemento arbitrario de B es b =
∨n
i=1

∧ki
j=1 xij , con

xij ∈ X. Si existe un i tal que, para todo j se cumple xij ∈ F , entonces∧ki
j=1 xij ∈ F , luego b ∈ F . En caso contrario, para todo i existe un j tal que

x′ij ∈ F , de donde
∨ki
j=1 x

′
ij ∈ F y, tomando el ínfimo de estos elementos, b′ ∈ F .

7.2 Espacios de Stone

A la hora de demostrar que un álgebra de Boole satisface determinadas
relaciones, como la asociatividad de la suma, demostrada en la prueba del teo-
rema 7.4, tenemos que recurrir en principio a las identidades de la definición de
álgebra, mientras que si nos restringimos al caso de un álgebra de conjuntos po-
demos justificar las igualdades como igualdades conjuntistas, es decir, tomando
un elemento arbitrario de un miembro y probando que está en el otro, y vice-
versa, lo cual suele ser más sencillo. Ahora vamos a probar que este método es
general, pues toda álgebra de Boole es isomorfa a un álgebra de conjuntos.

En esta sección usaremos el axioma de elección, pero conviene observar que
únicamente lo haremos a través del teorema 7.9, o de 7.10, que es equivalente.

Definición 7.12 Sea B un álgebra de Boole. Llamaremos S(B) al conjunto de
todos los ultrafiltros de B. Para cada p ∈ B definimos

Cp = {x ∈ S(B) | p ∈ x}, B̃ = {Cp | p ∈ B}.

Teorema 7.13 (Teorema de representación de Stone) Si B es un álgebra
de Boole, entonces B̃ es un álgebra de conjuntos sobre S(B) y la aplicación
h : B −→ B̃ dada por h(p) = Cp es un isomorfismo de álgebras.

Demostración: Dados p, q ∈ B, se cumple que

x ∈ Cp ∩ Cq syss p ∈ x ∧ q ∈ x syss p ∧ q ∈ x syss x ∈ Cp∧q.
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Así pues, Cp∧q = Cp ∩ Cq. Por otra parte,

x ∈ S(B) \ Cp syss p /∈ x syss p′ ∈ x syss x ∈ Cp′ ,

luego Cp′ = S(B) \ Cp.

Esto prueba que B̃ es un álgebra de conjuntos y que h : B −→ B̃ es un
epimorfismo de álgebras. Para probar que h es inyectiva basta comprobar que
si h(p) = ∅ entonces1 p = O. En efecto, si Cp = ∅ tenemos que p no pertenece
a ningún ultrafiltro de B, pero todo elemento no nulo de un álgebra genera un
filtro que, a su vez, por 7.10, está contenido en un ultrafiltro. Por tanto p = O.

Veamos ahora que el teorema de Stone se puede refinar notablemente:

Definición 7.14 Sea B un álgebra de Boole. Entonces, por ser un álgebra de
conjuntos, B̃ es la base de una topología sobre S(B). Llamaremos espacio de
Stone del álgebra B al espacio S(B) con la topología generada por B̃.

Teorema 7.15 Sea B un álgebra de Boole. Entonces S(B) es un espacio de
Hausdorff compacto cerodimensional y B̃ es su álgebra de abiertos-cerrados. Por
consiguiente, el teorema de representación de Stone afirma que toda álgebra de
Boole es isomorfa al álgebra de abiertos-cerrados de su espacio de Stone.

Demostración: Sean x, y ∈ S(B), x 6= y. Entonces existe un p ∈ x tal que
p /∈ y, luego p ∈ x, p′ ∈ y, luego x ∈ Cp ∧ y ∈ Cp′ , y ciertamente Cp ∩ Cp′ = ∅,
luego Cp y Cp′ son entornos disjuntos de x e y. Esto prueba que S(B) es un
espacio de Hausdorff.

Consideremos un cubrimiento abierto de S(B) que podemos suponer formado
por abiertos básicos, es decir, de la forma {Cp}p∈I , con I ⊂ B. Si el cubrimiento
no admite subcubrimientos finitos, dados p1, . . . , pn ∈ I, tendríamos que Cp1 ∪
· · ·∪Cpn 6= S(B) = C1l, luego p1 ∨ · · · ∨ pn 6= 1l, luego I no contiene cubrimientos
finitos de B, luego genera un ideal que está contenido en un ideal primo P de
B. Llamemos x ∈ S(B) a su ultrafiltro dual.

Entonces, si p ∈ I, tenemos que p ∈ P , luego p′ ∈ x, luego x /∈ Cp, y
esto contradice que {Cp}p∈I sea un cubrimiento de S(B). Por lo tanto S(B) es
compacto.

Claramente los elementos de B̃ son abiertos-cerrados en S(B) y falta probar
que son todos los abiertos-cerrados. En efecto, cualquiera de ellos entonces es
unión de abiertos de S(B), pero por compacidad es unión de un número finito
de ellos, luego está en B̃.

Los ultrafiltros de un álgebra de Boole B son los puntos de su espacio de
Stone S(B). Ahora vamos a probar que los filtros de B se corresponden con los
cerrados de S(B):

1Esto es cierto para todo homomorfismo de anillos: si h(u) = 0→ u = 0 entonces h es un
monomorfismo, pues si h(u) = h(v), entonces h(u− v) = 0, luego u− v = 0, luego u = v.
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Teorema 7.16 Sea B un álgebra de Boole.

1. Si F es un filtro en B, entonces CF = {x ∈ S(B) | F ⊂ x} es un cerrado
no vacío en S(B).

2. Si C ⊂ S(B) es un cerrado no vacío, entonces FC = {p ∈ B | C ⊂ Cp} es
un filtro en B.

3. Las correspondencias F 7→ CF y C 7→ FC son biyecciones mutuamente
inversas entre los filtros de B y los cerrados no vacíos de S(B).

Demostración: Se cumple que CF 6= ∅ pues esto equivale a que todo filtro
está contenido en un ultrafiltro. Que CF es cerrado se sigue de que CF =

⋂
p∈F

Cp.

En efecto, x ∈ CF si y sólo si F ⊂ x, si y sólo si
∧
p ∈ B(p ∈ F → p ∈ x), lo

cual equivale a
∧
p ∈ B(p ∈ F → x ∈ Cp), lo cual equivale a que x ∈

⋂
p∈F

Cp.

La comprobación de que FC es un filtro no ofrece ninguna dificultad.

Dado un filtro F en B, se cumple p ∈ FCF si y sólo si CF ⊂ Cp, lo cual
equivale a que, para todo ultrafiltro x ∈ S(B), si F ⊂ x, entonces p ∈ x, y esto
sucede exactamente cuando p ∈ F , pues si p /∈ F , entonces, para todo a ∈ F ,
se cumple que a ∧ p′ 6= O (o de lo contrario a ≤ p, luego p ∈ F ), luego F ∪ {p′}
genera un filtro, que estará contenido en un ultrafiltro x ∈ S(B) tal que F ⊂ x
y p /∈ x. Así pues, FCF = F .

Igualmente, dado un cerrado no vacío C ⊂ S(B), se cumple que x ∈ CFC si
y sólo si FC ⊂ x, si y sólo si, para todo p ∈ B, si C ⊂ Cp, entonces p ∈ x, lo cual
sólo puede ocurrir si x ∈ C, pues si x ∈ S(B) \C, como C es cerrado, existe un
p ∈ B tal que x ∈ Cp ⊂ S(B) \ C, luego C ⊂ Cp′ = S(B) \ Cp, pero p′ /∈ x. Así
pues, CFC = C.

Notemos que, a través de la correspondencia dada por el teorema anterior,
si F es un ultrafiltro en B (y, por consiguiente, también un punto F = x ∈ S(B))
su cerrado asociado es

Cx = {y ∈ S(B) | x ⊂ y} = {x}.

Equivalentemente, para todo x ∈ S(B), se cumple que F{x} = x.

Observemos que si B es un álgebra de Boole y p ∈ B, entonces p es un
átomo si y sólo si no tiene extensiones no nulas, si y sólo si Cp no contiene
estrictamente abiertos no vacíos, si y sólo si Cp = {x} para cierto x ∈ S(B),
que será un punto aislado. Recíprocamente, todo punto aislado determina un
abierto básico de S(B) que a su vez determina un átomo de B. Es fácil ver
que estas correspondencias son mutuamente inversas, de modo que existe una
biyección entre los átomos de un álgebra de Boole y los puntos aislados de su
espacio de Stone.

Un álgebra de Boole es atómica si y sólo si cada elemento no nulo está por
encima de un átomo, lo cual equivale a que los puntos aislados en S(B) sean un
conjunto denso.
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Los teoremas siguientes demuestran que hay una correspondencia natural
entre las álgebras de Boole y los espacios compactos cerodimensionales.

Teorema 7.17 Sea K un espacio compacto cerodimensional y sea B su álgebra
de abiertos-cerrados. Entonces K es homeomorfo a S(B).

Demostración: Sea f : K −→ S(B) dada por f(x) = {C ∈ B | x ∈ C}.
Claramente f(x) es un ultrafiltro en B y f es suprayectiva, pues si p ∈ S(B)
entonces p es una familia de cerrados en K con la propiedad de la intersección
finita, luego existe un x ∈ K que pertenece a todos los elementos de p, es decir,
tal que p ⊂ f(x). Por la maximalidad de p ha de ser f(x) = p.

Si x, y son puntos distintos en K, entonces existe un C ∈ B tal que x ∈ C,
y /∈ C, luego C ∈ f(x) \ f(y), lo que prueba que f es inyectiva.

Es fácil ver que para todo A ∈ B se cumple f−1[A] = A, lo que prueba que
f es continua y, por compacidad, un homeomorfismo.

Teorema 7.18 Sea f : B −→ C un homomorfismo de álgebras de Boole. En-
tonces la aplicación f∗ : S(C) −→ S(B) dada por f∗(x) = {p ∈ B | f(p) ∈ x} es
continua. Además f es inyectiva si y sólo si f∗ es suprayectiva y f es supra-
yectiva si y sólo si f∗ es inyectiva.

Demostración: Es inmediato comprobar que f∗(x) ∈ S(B). Además
(f∗)−1[Cp] = Cf(p), luego f∗ es continua.

Si f es inyectiva e y ∈ S(B), es fácil ver que {f(p) | p ∈ y} tiene la propiedad
de la intersección finita en C, luego está contenido en un ultrafiltro x ∈ S(C).
Es fácil comprobar así mismo que f∗(x) = y.

Si f∗ es suprayectiva y p ∈ B es no nulo, entonces p está contenido en un
ultrafiltro y ∈ S(B), que tendrá una antiimagen x ∈ S(C). Así p ∈ y = f∗(x),
luego f(p) ∈ x, luego f(p) 6= O. Así pues, f es inyectiva.

Si f es suprayectiva y f∗(x) = f∗(y), para ciertos x, y ∈ S(C), entonces
para todo p ∈ B se cumple f(p) ∈ x syss f(p) ∈ y, pero esto significa que x = y,
luego f∗ es inyectiva.

Si f∗ es suprayectiva entonces es un homeomorfismo en la imagen, luego,
dado q ∈ C, se cumple que f∗[Cq] es abierto en f∗[S(C)], con lo que f∗[Cq] =
f∗[S(C)] ∩ A, donde A es un abierto en S(B). Tenemos que A es unión de
abiertos básicos de B, los cuales forman un cubrimiento abierto del compacto
f∗[Cq], luego podemos extraer un subcubrimiento finito cuya unión es un abierto
básico Cp tal que f∗[Cq] ⊂ Cp ⊂ A. Por consiguiente f∗[Cq] = f∗[S(C)] ∩ Cp.
Esto implica que Cq = (f∗)−1[Cp], luego∧

x ∈ S(C)(x ∈ Cq ↔ f∗(x) ∈ Cp),∧
x ∈ S(C)(x ∈ Cq ↔ p ∈ f∗(x)),∧
x ∈ S(C)(x ∈ Cq ↔ f(p) ∈ x),∧
x ∈ S(C)(x ∈ Cq ↔ c ∈ Cf(p)),

y esto significa que Cq = Cf(p), por lo que f(p) = q. Así pues, f es suprayectiva.
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Teorema 7.19 Sean B y C dos álgebras de Boole y sea f : S(B) −→ S(C) una
aplicación continua. Entonces la aplicación f∗ : C −→ B que a cada q ∈ C le
asigna el único p ∈ B tal que f−1[Cq] = Cp es un homomorfismo de álgebras.
Además f∗∗ = f . Si g : B −→ C es un homomorfismo de álgebras, también se
cumple que g∗∗ = g.

Demostración: No tiene ninguna dificultad probar que f∗ es un homo-
morfismo. Si x ∈ S(B), entonces

f∗∗(x) = {q ∈ C | f∗(q) ∈ x} = {q ∈ C | x ∈ Cf∗(q)} = {q ∈ C | x ∈ f−1[Cq]}

= {q ∈ C | f(x) ∈ Cq} = {q ∈ C | q ∈ f(x)} = f(x).

Si g : B −→ C es un homomorfismo de álgebras y p ∈ B, entonces g∗∗(p) = q
es equivalente a (g∗)−1[Cp] = Cq, que a su vez equivale a las fórmulas siguientes:∧

x ∈ S(C)(p ∈ g∗(x)↔ q ∈ x)∧
x ∈ S(C)(g(p) ∈ x↔ q ∈ x)∧
x ∈ S(C)(x ∈ Cg(p) ↔ x ∈ Cq),

Cg(p) = Cq, luego g∗∗(p) = q syss g(p) = q, es decir, g∗∗ = g.

En definitiva, tenemos que a cada álgebra de Boole le corresponde un espa-
cio compacto cerodimensional (su espacio de Stone) y a cada espacio compacto
cerodimensional le corresponde un álgebra de Boole (su álgebra de abiertos-
cerrados). Además los homomorfismos de álgebras se corresponden con las
aplicaciones continuas, de modo que los isomorfismos se corresponden con los
homeomorfismos. De este modo álgebras isomorfas tienen espacios de Stone
homeomorfos y viceversa.

Nota Esto nos da una prueba alternativa más breve del teorema 7.6: Como
S({O, 1l)}) consta de un único punto, los puntos de S(B) se corresponden biunívo-
camente con las aplicaciones continuas S({O, 1l}) −→ S(B), que a su vez se co-
rresponden con los homomorfismos B −→ {O, 1l}. Si B es finitamente generada,
cada homomorfismo está determinado por las imágenes de un generador finito,
luego hay un número finito de homomorfismos, luego S(B) es finito, luego B
también.

Teorema 7.20 Si B es un álgebra de Boole y F es un filtro en B, el espacio
de Stone S(B/F ) es homeomorfo al cerrado CF ⊂ S(B) dado por 7.16. Más
aún, si B(CF ) es el álgebra de abiertos-cerrados de CF , tenemos el diagrama
conmutativo

B //

π

��

B̃

π̃

��
B/F // B̃/F // B(CF )

donde π̃(A) = A ∩ CF y las flechas horizontales son isomorfismos.
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Demostración: Consideremos la proyección natural π : B −→ B/F , que
se corresponde con una aplicación π∗ : S(B/F ) −→ S(B) inyectiva y continua.
Como los espacios son compactos, S(B/F ) es homeomorfo a su imagenK. Basta
probar que K = CF . Ahora bien, aplicando las definiciones se ve inmediata-
mente que K está formado por las antiimágenes π−1[y] de los ultrafiltros de
B/F , y es fácil ver que éstas son precisamente los ultrafiltros de B que contienen
a F , es decir, los elementos de CF .

Observemos que el isomorfismo natural B̃/F −→ B(CF ) es el dado por
A 7→ π∗[A]. Así, si p ∈ B, al recorrer el diagrama del enunciado empezando por
el isomorfismo p 7→ Cp obtenemos π̃(Cp) = Cp ∩ CF , mientras que empezando
por π llegamos a π∗[Cπ(p)], pero x ∈ π∗[Cπ(p)] si y sólo si x = π−1[y], para cierto
y ∈ Cπ(p) (es decir, tal que π(p) ∈ y), lo cual equivale a que x ∈ π∗[S(B/F )] y
p ∈ x, es decir, a que x ∈ Cp ∩ CF .

Para terminar vamos a calcular el cardinal de S(PD), para cualquier con-
junto infinito D, es decir, el cardinal del conjunto de los ultrafiltros en PD. En
realidad vamos a contar una familia más específica de ultrafiltros:

Definición 7.21 Si D es un conjunto infinito, un ultrafiltro uniforme en D es
un ultrafiltro U en D tal que todos sus elementos tienen cardinal |D|.

Teorema 7.22 (Pospíšil) Si D es un conjunto infinito, existen 22|D| ultrafil-
tros uniformes en D.

Demostración: Diremos que C ⊂ PD es una familia uniformemente in-
dependiente de subconjuntos de D si para todos los X1, . . . , Xm, Y1, . . . , Yn ∈ C
distintos dos a dos se cumple que

X1 ∩ · · · ∩Xm ∩ (D \ Y1) ∩ · · · ∩ (D \ Yn)

tiene cardinal |D|. Vamos a probar que existe una familia uniformemente inde-
pendiente de cardinal 2|D|. Es claro que podemos sustituir D por cualquier otro
conjunto del mismo cardinal, así que sustituimos D por P = [D]<ω× [[D]<ω]<ω.

Para cada u ⊂ D definimos

Xu = {(A,B) ∈ P | A ∩ u ∈ B},
y llamamos C = {Xu | u ∈ PD}. Vamos a probar que C cumple lo pedido. En
primer lugar, si u 6= v son dos subconjuntos de D, entonces Xu 6= Xv, pues si,
por ejemplo, d ∈ u\v, basta tomar A = {d} y B = {A}, con lo que (A,B) ∈ Xu,
pero (A,B) /∈ Xv. Por lo tanto |C| = 2|D|.

Tomemos ahora u1, . . . , um, v1, . . . , vn subconjuntos de D distintos dos a dos
y fijemos elementos dij ∈ (ui \ vj) ∪ (vj \ ui) y sea A ⊂ D finito que contenga a
todos los dij . Observemos que hay |D| conjuntos A posibles. Entonces tenemos
que A ∩ ui 6= A ∩ vj y, si llamamos B = {A ∩ ui | i = 1, . . . ,m}, entonces
(A,B) ∈ Xui \Xvj , luego la intersección

Xu1
∩ · · · ∩Xum ∩ (P \Xv1) ∩ · · · ∩ (P \Xvn)

contiene a todos los pares (A,B), que son |D|, luego la intersección tiene cardinal
|D| = |P |.
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Fijemos, pues, una familia uniformemente independiente C de subconjuntos
de D con cardinal 2|D|. Para cada f : C −→ 2, sea

Gf = {X ∈ PD | |D \X| < |D|} ∪ {X ∈ C | f(X) = 1} ∪

{D \X | X ∈ C ∧ f(X) = 0}.
Observamos que Gf tiene la propiedad de la intersección finita, pues la

intersección de un número finito de elementos de Gf es de la forma X ∩ Y ,
donde |D \X| < |D| y |Y | = |D| y, si fuera X ∩ Y = ∅, entonces Y ⊂ D \X,
contradicción.

Por lo tanto, el teorema 7.8 nos da que Gf está contenido en un filtro en D
que a su vez está contenido en un ultrafiltro Uf , necesariamente uniforme, pues
Uf contiene a los complementarios de todos los conjuntos de cardinal menor que
|D|, luego no puede contener a ninguno de ellos.

Por último basta observar que si f 6= g entonces Uf 6= Ug, pues si, por
ejemplo, X ∈ C cumple f(X) = 1 y g(X) = 0, entonces X ∈ Uf y D \X ∈ Ug.

Puesto que 22|D| es también el cardinal de PPD, concluimos que el número
total de ultrafiltros en D es como máximo este cardinal, y así:

Teorema 7.23 Si D es un conjunto infinito, entonces |S(PD)| = 22|D| .

7.3 Álgebras completas
Definición 7.24 Sea B un álgebra de Boole y X ⊂ B. Representaremos por∨
X y

∧
X al supremo y al ínfimo deX en B (supuesto que existan). Ciertamente

existen si X es finito. En particular
∨
∅ = O,

∧
∅ = 1l.

También usaremos la notación∨
i∈I

pi =
∨
{pi | i ∈ I},

∧
i∈I

pi =
∧
{pi | i ∈ I}.

Existe una relación sencilla entre los supremos e ínfimos:

Teorema 7.25 Si B es un álgebra de Boole y {pi}i∈I es una familia de elemen-
tos de B, entonces ( ∨

i∈I
pi
)′

=
∧
i∈I

p′i,
( ∧
i∈I

pi
)′

=
∨
i∈I

p′i,

entendiendo que un miembro existe si y sólo si existe el otro.

Demostración: Supongamos que existe
∧
i∈I

p′i. Entonces, para cada i ∈ I,

tenemos que
∧
i∈I

p′i ≤ p′i, luego pi ≤
( ∧
i∈I

p′i
)′, de modo que el miembro derecho

es una cota superior del conjunto {pi | i ∈ I}. Si r es cualquier cota superior,
entonces r′ ≤ p′i, luego r′ ≤

∧
i∈I

p′i, luego
( ∧
i∈I

p′i
)′ ≤ r. Esto prueba que existe∨

i∈I
pi =

( ∧
i∈I

p′i
)′, luego en definitiva

( ∨
i∈I

pi
)′

=
∧
i∈I

p′i.
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Si suponemos que existe el miembro izquierdo se razona análogamente que
existe el miembro derecho. La segunda igualdad se obtiene de la primera apli-
cada a la familia {p′i}i∈I .

Una formulación alternativa sin índices del teorema anterior es∨
X ′ = (

∧
X)′,

∧
X ′ = (

∨
X)′,

donde hay que entender que un miembro existe si y sólo si existe el otro.

Los supremos e ínfimos satisfacen la siguiente propiedad distributiva:

Teorema 7.26 Si {p0i}i∈I , {p1j}j∈J son dos familias de elementos de un ál-
gebra de Boole B, entonces∨

i∈I
p0i ∧

∨
j∈J

p1j =
∨

(i,j)∈I×J
(p0i ∧ p1j),

entendiendo que el miembro derecho existe si existen los dos supremos del miem-
bro izquierdo.

Demostración: Vamos a usar varias veces la equivalencia siguiente:

p ∧ q ≤ r ↔ q ≤ r ∨ p′.

En efecto, si p ∧ q ≤ r, entonces

q = q ∧ (p ∨ p′) = (q ∧ p) ∨ (q ∧ p′) ≤ r ∨ p′.

Recíprocamente, si q ≤ r ∨ p′, entonces

p ∧ q ≤ p ∧ (r ∨ p′) = (p ∧ r) ∨ (p ∧ p′) = p ∧ r.

Como

p0i ∧ p1j ≤ p0i ≤
∨
i∈I

p0i p0i ∧ p1j ≤ p1j ≤
∨
j∈J

p1j ,

vemos que p0i ∧ p1j ≤
∨
i∈I

p0i ∧
∨
j∈J

p1j , luego el miembro derecho es una cota

superior del conjunto {p0i ∧ p1j | (i, j) ∈ I ×J}. Para probar que es la mínima,
tomamos una cota r arbitraria. Como p0i ∧ p1j ≤ r, tenemos que p0i ≤ r ∨ p′1j
para todo i, luego

∨
i∈I

p0i ≤ r ∨ p′1j , luego
∨
i∈I

p0i ∧ p1j ≤ r. Similarmente,

p1j ≤ r ∨
( ∨
i∈I

p0i

)′, de donde
∨
j∈J

p1j ≤ r ∨
( ∨
i∈I

p0i

)′, y de aquí concluimos que

∨
i∈I

p0i ∧
∨
j∈J

p1j ≤ r.

Esto prueba que el miembro izquierdo es el supremo que en el enunciado aparece
en el miembro derecho.
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Tomando complementos en la igualdad del teorema anterior aplicada a las
familias de los complementos de las sucesiones dadas se obtiene inmediatamente
la relación ∧

i∈I
p0i ∨

∧
j∈J

p1j =
∧

(i,j)∈I×J
(p0i ∨ p1j).

En particular, si reducimos la primera familia a un único elemento, quedan las
relaciones

p ∧
∨
i∈I

pi =
∨
i∈I

(p ∧ pi), p ∨
∧
i∈I

pi =
∧
i∈I

(p ∨ pi).

Definición 7.27 Un álgebra de Boole B es completa si todo conjunto X ⊂ B
tiene supremo o, equivalentemente por las relaciones anteriores, si todo X ⊂ B
tiene ínfimo.

Por ejemplo, si A es un conjunto arbitrario, es claro que PA es un álgebra
completa, en la que, para todo X ∈ PA, se cumple

∨
X =

⋃
X,

∧
X =

⋂
X

(con el convenio de que
⋂
∅ = A).

Más aún, tenemos la caracterización siguiente de las álgebras de tipo PA:

Teorema 7.28 Un álgebra de Boole B es isomorfa a un álgebra PA si y sólo si
es atómica y completa.

Demostración: Obviamente, si B ∼= PA, entonces B es atómica y com-
pleta. Supongamos ahora que B es atómica y completa y sea A el conjunto de
sus átomos. Consideramos la aplicación h : B −→ PA dada por

h(b) = {a ∈ A | a ≤ b}.

Se cumple que h es inyectiva, pues si b1 6= b2, podemos suponer que b1 6≤ b2,
con lo que b1 ∧ b′2 6= O, luego existe un a ∈ A tal que a ≤ b1 ∧ b′2, luego
a ∈ h(b1), pero a /∈ h(b2), luego h(b1) 6= h(b2).

También se cumple que h es suprayectiva, pues si X ∈ PA, podemos consi-
derar b =

∨
X ∈ B, y claramente X ⊂ {a ∈ A | a ≤ b} = h(b). Para probar la

igualdad suponemos que a0 ∈ A cumple a0 ≤ b, pero a0 /∈ X. Entonces, como
son átomos, a0 ∧ a = O, para todo a ∈ X, luego

a0 = a0 ∧ b = a0 ∧
∨
a∈x

a =
∨
a∈x

(a0 ∧ a) = O,

contradicción.

Es inmediato que si b1 ≤ b2, entonces h(b1) ⊂ h(b2), y también se da el
recíproco, pues si b1 6≤ b2, entonces b1 ∧ b′2 6= O, luego existe a ∈ A tal que
a ≤ b1 ∧ b′2, luego a ≤ b1 y a 6≤ b2, luego a ∈ h(b1) \ h(b2), luego h(b1) 6≤ h(b2).

Así pues, h es una semejanza, luego un isomorfismo de álgebras.

Ejercicio: Probar que toda álgebra de Boole finita es isomorfa a un álgebra PA.
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Ejemplo: Abiertos regulares Presentamos ahora una familia muy impor-
tante de álgebras de Boole completas:

Definición 7.29 Sea X un espacio topológico. Diremos que A ⊂ X es un
abierto regular si A = int clA (donde int y cl representan el interior y la clausura
de un conjunto, respectivamente). Definimos A⊥ = X \ clA.

Por ejemplo, ]0, 1[ es un abierto regular en R, mientras que ]0, 1[ ∪ ]1, 2[ no
lo es.

En general, es claro que si A ⊂ B ⊂ X entonces B⊥ ⊂ A⊥ y A⊥⊥ ⊂ B⊥⊥.

Observemos que A⊥⊥ = X \ clA⊥ = int(X \ A⊥) = int clA. Así pues, A es
un abierto regular si y sólo si A = A⊥⊥.

Teorema 7.30 Sean U y V subconjuntos de un espacio topológico X y supon-
gamos que U es abierto. Entonces:

1. U⊥⊥⊥ = U⊥,

2. V ⊥⊥⊥⊥ = V ⊥⊥,

3. (U ∩ V )⊥⊥ = U⊥⊥ ∩ V ⊥⊥.

Demostración: 1) Como U ⊂ clU y U es abierto, de hecho

U ⊂ int clU = U⊥⊥,

de donde U⊥⊥⊥ ⊂ U⊥. Como U⊥ ⊂ clU⊥ y U⊥ es abierto, de hecho

U⊥ ⊂ int clU⊥ = U⊥⊥⊥.

Por consiguiente tenemos la igualdad.

2) Es consecuencia de 1) aplicado al abierto U = V ⊥.

3) Como U ∩ V ⊂ U y U ∩ V ⊂ V , se cumple (U ∩ V )⊥⊥ ⊂ U⊥⊥ ∩ V ⊥⊥.

Para tener la otra inclusión basta ver que U⊥⊥ ∩ V ⊥⊥ ⊂ cl (U ∩ V ), pues
como el conjunto de la izquierda es abierto, de hecho está contenido en el interior
del de la derecha, es decir, en (U ∩ V )⊥⊥.

Sea, pues x ∈ U⊥⊥ ∩ V ⊥⊥ y veamos que todo abierto G tal que x ∈ G corta
a U ∩ V . Tenemos que x ∈ G ∩ U⊥⊥ ∩ V ⊥⊥, y este conjunto es abierto. Como
x ∈ U⊥⊥ = int clU ⊂ clU , ha de ser G ∩ U⊥⊥ ∩ V ⊥⊥ ∩ U 6= ∅. Sea, pues,
t ∈ G ∩ U⊥⊥ ∩ V ⊥⊥ ∩ U ⊂ V ⊥⊥ = int clV ⊂ clV . Como G ∩ U es un abierto
que contiene a t, ha de ser G ∩ U ∩ V 6= ∅, como teníamos que probar.

Teorema 7.31 Si X es un espacio topológico, el conjunto R(X) de los abiertos
regulares de X es un álgebra de Boole completa con las operaciones dadas por

p ∧ q = p ∩ q, p ∨ q = (p ∪ q)⊥⊥, p′ = p⊥.
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Además O = ∅, 1l = X, la relación de orden es la inclusión y para todo conjunto
A ⊂ R(X) se cumple

∨
A =

( ⋃
p∈A

p
)⊥⊥

,
∧
A =

( ⋂
p∈A

p
)⊥⊥

.

Demostración: Notemos que del teorema anterior apartado 3) se sigue
que si p, q ∈ R(X) entonces p∩q ∈ R(X), lo cual justifica la definición de p ∧ q.
Del apartado 2) se sigue que si p ⊂ X entonces p⊥⊥ ∈ R(X), lo que justifica la
definición de p ∨ q. La definición de p′ es correcta por el apartado 1).

Comprobamos las propiedades no obvias de la definición de álgebra:

1) p′′ = p⊥⊥ = p porque p es regular.

5) p ∨ (q ∧ r) = (p ∪ (q ∩ r))⊥⊥ = ((p ∪ q) ∩ (p ∪ r))⊥⊥

= (p ∪ q)⊥⊥ ∩ (p ∪ r)⊥⊥ = (p ∨ q) ∧ (p ∨ r).

6) p ∨ (p ∧ q) = (p ∪ (p ∩ q))⊥⊥ = p⊥⊥ = p.

7) p′ ∨ q′ = (p⊥ ∪ q⊥)⊥⊥ = (X \ cl (p⊥ ∪ q⊥))⊥ = (X \ (cl p⊥ ∪ cl q⊥))⊥

= ((X \ cl p⊥) ∩ (X \ cl q⊥))⊥ = (p⊥⊥ ∩ q⊥⊥)⊥ = (p ∩ q)⊥ = (p ∧ q)′.

8) p ∨ p′ = p′′ ∨ p′ = (p′ ∧ p)′ = ((X \ cl p) ∩ p)⊥ = ∅⊥ = X, para todo p.

Así pues R(X) es un álgebra de Boole. Teniendo en cuenta que ∧ es la
intersección, es claro que la relación de orden es la inclusión. También es claro
que O = ∅ y 1l = X.

Si A ⊂ R(X), sea s =
( ⋃
p∈A

p
)⊥⊥ ∈ R(X). Como la unión es un abierto, se

cumple que
⋃
p∈A

p ⊂ int cl
⋃
p∈A

p = s, luego s es una cota superior de A.

Si r ∈ R(X) es una cota superior de A, entonces
⋃
p∈A

p ⊂ r, con lo que

s ⊂ r⊥⊥ = r, es decir, s ≤ r. Esto prueba que s es el supremo de A. Igualmente
se razona con el ínfimo.

Notemos que, aunque los elementos de R(X) son subconjuntos de X, no es
en general un álgebra de conjuntos sobre X, pues la operación ∨ no es la unión.

Más adelante probaremos (véase el teorema 7.49) que toda álgebra de Boole
completa es isomorfa a un álgebra de abiertos regulares.

Espacios de Stone La completitud de un álgebra tiene una caracterización
muy simple en términos de su espacio de Stone:

Teorema 7.32 Un álgebra de Boole B es completa si y sólo si su espacio de
Stone es extremadamente disconexo, es decir, si y sólo si las clausuras de sus
abiertos son abiertas.
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Demostración: Supongamos que B es completa y sea A un abierto en
S(B). Entonces A es unión de una familia X de abiertos-cerrados. Sea S el
supremo de X en el álgebra de abiertos cerrados. Claramente A ⊂ S y, como
S es cerrado, clA ⊂ S. El abierto S \ clA ha de ser vacío, o de lo contrario
contendría un abierto-cerrado no vacío B, y entonces S \ B sería una cota
superior de X menor que S, lo cual es imposible. Por consiguiente clA = S es
abierto.

Recíprocamente, si S(B) es extremadamente disconexo y X es una familia
de abiertos-cerrados en S(B), es fácil ver que cl

⋃
A∈X

A es el supremo de X.

Homomorfismos completos Un homomorfismo h : B −→ C entre álgebras
de Boole completas es completo si para todo X ⊂ B se cumple

h
( ∨
q∈X

q
)

=
∨
q∈X

h(q)

(o la igualdad análoga con ínfimos, que es equivalente).

Subálgebras completas Si B es un álgebra de Boole completa y C es una
subálgebra de B, diremos que C es una subálgebra completa si para todo X ⊂ C
se cumple que

∨
X ∈ C (o, equivalentemente,

∧
X ∈ C).

En tal caso C es completa con la estructura de subálgebra y si X ⊂ C, el
supremo de X en C es el mismo que el supremo en B. Equivalentemente, C
es una subálgebra completa de B si es completa como álgebra y la inclusión
i : C −→ B es un monomorfismo completo.

Nota Es importante tener presente que una subálgebra C de un álgebra com-
pleta B puede ser completa como álgebra pero no ser una subálgebra completa.
Esto sucede si el supremo en C de un subconjunto X ⊂ C no coincide con el
supremo en B.

Por ejemplo, si B es un álgebra de Boole completa, entonces el álgebra C de
abiertos-cerrados de S(B) es una subálgebra de PS(B), y es completa, pero no
es necesariamente una subálgebra completa de PS(B), pues el supremo de una
familia de elementos de C no es necesariamente su unión (que es su supremo en
PS(B)), sino la clausura de su unión.

Si B es un álgebra de Boole completa, es inmediato comprobar que la inter-
sección de una familia de subálgebras completas de B es de nuevo una subálgebra
completa. Por consiguiente, si X ⊂ B, podemos definir la subálgebra completa
generada por X como la intersección de todas las subálgebras completas de B
que contienen a X. La representaremos por 〈X〉c. Si B = 〈X〉c diremos que B
está completamente generada por X o que X es un generador completo de B.

Condiciones de cadena Vamos a dar un criterio útil para probar la comple-
titud de un álgebra de Boole. Partimos de una propiedad más débil:
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Definición 7.33 Si κ es un cardinal infinito, diremos que un álgebra de Boole B
es κ-completa si todo subconjunto de B de cardinal menor que κ tiene supremo
(o, equivalentemente, ínfimo).

Y ahora vamos a dar una condición que complementa la κ-completitud para
llegar a la completitud:

Dos elementos p, q ∈ B de un álgebra de Boole B son incompatibles si cumplen
p ∧ q = O. Una anticadena en B es un conjunto A ⊂ B formado por elementos
incompatibles dos a dos.

Si κ es un cardinal, un c.p.o. B cumple la condición de cadena κ (c.c.κ)
si toda anticadena en B tiene cardinal < κ. En particular, la c.c.ℵ1 se llama
condición de cadena numerable.

Teorema 7.34 (AE) Si B es un álgebra de Boole κ-completa y cumple la con-
dición de cadena κ entonces B es completa.

Demostración: Tomemos X ⊂ B y veamos que X tiene supremo. Sea
Y = {p ∈ B |

∨
q ∈ X p ≤ q}. Sea A una anticadena maximal en Y . Claramente

también es una anticadena en B, luego por hipótesis |A| < κ y existe
∨
A.

Veamos que este supremo es también el supremo de X.
Si p ∈ X ⊂ Y pero p 6≤

∨
A, entonces O 6= p ∧ (

∨
A)′ ≤ p, de donde

concluimos que p ∧ (
∨
A)′ ∈ Y y es incompatible con todos los elementos

de A. Esto permite extender A a una anticadena mayor, en contradicción con
su maximalidad. Así pues,

∨
A es una cota superior de X.

Si t es una cota superior de X, también lo es de Y , luego de A, luego
∨
A ≤ t.

Esto prueba que
∨
A es la menor cota superior de X.

Este criterio es especialmente útil para estudiar la completitud de álgebras
cociente. Para ello introducimos algunos conceptos sobre ideales o filtros:

Definición 7.35 Sea B un álgebra de Boole, sean I, F un ideal y un filtro en B,
respectivamente, y sea κ un cardinal infinito.

I es κ-completo si todo subconjunto de I de cardinal menor que κ tiene
supremo y éste pertenece a I.

F es κ-completo si todo subconjunto de F de cardinal menor que κ tiene
ínfimo y éste pertenece a F .

Obviamente un ideal es κ-completo si y sólo si lo es su filtro dual, y viceversa.

Teorema 7.36 (AE) Sea κ un cardinal infinito, B un álgebra de Boole κ-
completa e I un ideal κ-completo de B. Entonces el álgebra cociente B/I es
κ-completa. Además, para todo X ⊂ B tal que |X| < κ se cumple∨

p∈X
[p] =

[ ∨
p∈X

p
]
.
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Demostración: Todo subconjunto de B/I de cardinal menor que κ es de
la forma Y = {[p] | p ∈ X}, donde X ⊂ B, |X| < κ. Claramente

[ ∨
p∈X

p
]
es una

cota superior de Y .
Si [q] es otra cota superior, entonces [p] ≤ [q] para todo p ∈ X, es decir,

p ∧ q′ ∈ I. Por la completitud de I concluimos que( ∨
p∈X

p
)
∧ q′ =

∨
p∈X

(p ∧ q′) ∈ I,

luego
[ ∨
p∈X

p
]
≤ [q]. Esto prueba que

[ ∨
p∈X

p
]
es el supremo de Y .

Consideramos ahora la condición de cadena κ:

Definición 7.37 Sea B un álgebra de Boole, I un ideal de B y κ un cardinal
infinito. Diremos que I cumple la condición de cadena κ o que es κ-saturado si
el álgebra cociente B/I cumple la c.c.κ.

Teorema 7.38 (AE) Sea κ un cardinal infinito, sea B un álgebra de Boole κ-
completa e I un ideal κ-completo de B. Entonces I cumple la c.c.κ si y sólo si
toda anticadena en B \ I tiene cardinal menor que κ.

Demostración: Una implicación es obvia. Supongamos que I cumple
la condición del enunciado y sea {[pα]}α<κ una anticadena en B/I. Podemos
suponer además que

∧
α < κ pα /∈ I. Así, si α < β < κ entonces pα ∧ pβ ∈ I.

Definimos
qβ = pβ ∧

∧
α<β

p′α.

Así, si α < β < κ tenemos que qα ∧ qβ ≤ pα ∧ p′α = O, luego {qβ}β<κ es
una anticadena en B. Hemos de probar que está, de hecho, en B \ I.

Notemos que si α < β entonces pβ ∧ pα ∈ I, luego por la completitud de I
resulta que pβ ∧

∨
α<β

pα ∈ I.

Si qβ ∈ I entonces pβ = (pβ ∧
∧
α<β

p′α) ∨ (pβ ∧
∨
α<β

pα) ∈ I, contradicción,

luego ciertamente tenemos una anticadena en B \ I, lo que a su vez contradice
la saturación de I. El recíproco es evidente.

Por consiguiente, el teorema 7.34 nos da que el cociente de un álgebra κ-
completa sobre un ideal κ-completo y κ-saturado es un álgebra completa.

Terminamos este apartado con un resultado elemental que es útil a menudo,
según el cual todo supremo en un álgebra de Boole completa puede expresarse
como el supremo de una anticadena:

Teorema 7.39 Si B es un álgebra de Boole completa y {pα}α<γ es una familia
de elementos de B (donde γ es un ordinal), existe otra familia {qα}α<γ tal que∧
α < γ qα ≤ pα,

∧
αβ < γ(α 6= β → qα ∧ qβ = O) y

∨
α<γ

qα =
∨
α<γ

pα.
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Demostración: Basta tomar qα = pα ∧
∧
β<α

p′β . Obviamente qα ≤ pα y si

α 6= β, digamos β < α, entonces qα ∧ qβ ≤ p′β ∧ pβ = O. Veamos por inducción
sobre α ≤ γ que

∨
β<α

pα =
∨
β<α

qβ . Para α = γ es la tercera propiedad que

teníamos que probar.
Para α = 0 es trivial. Si vale para α, entonces∨

β<α+1
qβ =

∨
β<α

qβ ∨ qα =
∨
β<α

pβ ∨ (pα ∧
∧
β<α

p′β) =
∨

β<α+1
pβ .

Si vale para todo α < λ ≤ β, sabemos que
∨
β<λ

qβ ≤
∨
β<λ

pβ , y, para cada α < λ

pα ≤
∨

β<α+1
pβ =

∨
β<α+1

qβ ≤
∨
β<λ

qβ ,

luego
∨
β<λ

pβ =
∨
β<λ

qβ .

7.4 La compleción de un álgebra de Boole
Vamos a probar que toda álgebra de Boole puede sumergirse (en un sentido

que precisaremos más abajo) en un álgebra de Boole completa, pero conviene
probar un resultado más general, para lo cual vamos a observar que muchos de
los conceptos que hemos definido sobre álgebras de Boole son generalizables a
conjuntos parcialmente ordenados arbitrarios, e incluso a una clase más general
de objetos:

Definición 7.40 Un preorden en un conjunto P es una relación reflexiva y tran-
sitiva. Un conjunto preordenado (c.p.o.) es un par (P,≤), donde P es un conjunto
no vacío y ≤ es un preorden en P.

En particular, todo conjunto parcialmente ordenado es un conjunto preor-
denado y, más en particular, toda álgebra de Boole es un c.p.o. Sin embargo,
en lo sucesivo, cuando apliquemos a un álgebra de Boole B los conceptos que
vamos a definir para c.p.o.s, los aplicaremos a B\{O}. Veamos varios ejemplos:

• Si P es un c.p.o., diremos que dos elementos p, q ∈ P son incompatibles si

p ⊥ q ≡ ¬
∨
r ∈ P (r ≤ p ∧ r ≤ q).

Entonces, si B es un álgebra de Boole, diremos que p, q ∈ B \ {O} son
incompatibles en B si no existe r ∈ B \ {O} tal que r ≤ p ∧ r ≤ q. Puesto
que r = p ∧ q siempre cumple r ≤ p ∧ r ≤ q, concluimos que, en un
álgebra de Boole, dos elementos p y q (no nulos) son incompatibles si y
sólo si p ∧ q = O, que es la definición de incompatibilidad que ya habíamos
dado sobre álgebras de Boole, y que se extiende de forma natural al caso
en que p = O o q = O.
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• Si P es un c.p.o., un elemento p ∈ P es un átomo si no existen q, r ∈ P
tales que q ≤ p ∧ r ≤ p ∧ q ⊥ r.
Si B es un álgebra de Boole un a ∈ B \ {O} es un átomo en este sentido si
y sólo si es un átomo en B en el sentido que ya habíamos definido, es decir,
si no existe ningún c ∈ B tal que O < c < b. En efecto, si sucede esto es
obvio que b es un átomo en el sentido general que acabamos de definir,
y si existe un c en estas condiciones, entonces d = b ∧ c′ cumple d 6= O,
c ≤ b ∧ d ≤ b ∧ c ⊥ d, luego b no es un átomo en el sentido general.

• Si P es un c.p.o. se dice que un subconjunto F ⊂ P es un filtro en P si
cumple las condiciones siguientes:

1. F 6= ∅,
2.
∧
p ∈ F

∧
q ∈ P(p ≤ q → q ∈ F ),

3.
∧
pq ∈ F

∨
r ∈ F (r ≤ p ∧ r ≤ q).

Nuevamente, si B es un álgebra de Boole, un subconjunto F ⊂ B \ {O} es
un filtro en B según la definición precedente (cambiando P por B \ {0}) si
y sólo si es un filtro en el sentido que ya teníamos definido.

En efecto, si F ⊂ B \ {O} es un filtro en el sentido de c.p.o.s, trivialmente
tenemos que O /∈ F , por 1) existe un p ∈ F , y por 2), como p ≤ 1l, tenemos
que 1l ∈ F . La propiedad 2) de la definición de filtro en un álgebra es la
misma que la propiedad 2) anterior y si p, q ∈ F , por 3) existe un r ∈ F
tal que r ≤ p y r ≤ q, luego r ≤ p ∧ q y, por 2), también p ∧ q ∈ F . El
recíproco se prueba más fácilmente.

Para conectar la teoría general sobre c.p.o.s con el caso de las álgebras de
Boole conviene introducir el concepto siguiente:

Un c.p.o. P es separativo si
∧
pq ∈ P (p 6≤ q →

∨
r ∈ P (r ≤ p ∧ r ⊥ q)).

Sucede que toda álgebra de Boole B es separativa, luego esta hipótesis sobre
un c.p.o. no supone ninguna restricción a la hora de aplicar los resultados al
caso de álgebras de Boole.

En efecto, cuando decimos que B es separativa queremos decir en realidad
que lo es B \ {O} y, ciertamente, si p, q ∈ B \ {O} y p 6≤ q, tomamos r = p ∧ q′
y comprobamos que r 6= O pues si p ∧ q′ = O entonces p → q = p′ ∨ q = 1l,
luego p ≤ q. Así, existe un r ∈ B \ {O} que claramente cumple r ≤ p ∧ r ⊥ q.

Una aplicación i : P −→ Q entre dos c.p.o.s es una inmersión si cumple:

1.
∧
p1p2 ∈ P (p1 ≤ p2 → i(p1) ≤ i(p2)),

2.
∧
p1p2 ∈ P (p1 ⊥ p2 → i(p1) ⊥ i(p2)).

Ejemplo Consideremos el conjunto P = [ω]ω de todos los subconjuntos infinitos
de ω, con el preorden dado por p ⊂∗ q si y sólo si p \ q es finito.
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Es claro que la relación ⊂∗ es un preorden en P, pero no es antisimétrica,
pues de p ⊂∗ q y q ⊂∗ p es equivalente a que p 4 q es finito, es decir, a que
p 4 q ∈ fin. Por lo tanto, si definimos

i : P −→ Pω/fin

mediante i(p) = [p], se cumple que p ⊂∗ q ∧ q ⊂∗ p si y sólo si i(p) = i(q).

Observemos que dos elementos p, q ∈ P son incompatibles si y sólo si p ∩ q
es infinito.

En efecto, en tal caso r = p ∩ q cumple ciertamente r ⊂∗ p ∧ r ⊂∗ q y,
recíprocamente, si existe r ∈ P que cumple esto, entonces r \p y r \q son finitos,
pero r = (r \ p)∪ (r \ q)∪ (r∩ p∩ q), luego r∩ p∩ q tiene que ser infinito, y p∩ q
también.

Ahora es inmediato que i es una inmersión, cuya imagen es toda el álgebra
Pω/fin excepto O = fin. Es fácil ver también que P es separativo.

Según acabamos de ver, las inmersiones no tienen por qué ser inyectivas,
pero sí que lo son entre conjuntos parcialmente ordenados separativos:

Teorema 7.41 Si i : P −→ Q es una inmersión entre conjuntos parcialmente
ordenados separativos, entonces i es inyectiva y cumple∧

p1p2 ∈ P (p1 ≤ p2 ↔ i(p1) ≤ i(p2)).

Demostración: Sean p1, p2 ∈ P tales que i(p1) ≤ i(p2). Hemos de probar
que p1 ≤ p2. En caso contrario, como P es separativo existiría r ≤ p1 tal que
r ⊥ p2. Entonces i(r) ≤ i(p1) ∧ i(r) ⊥ i(p2), contradicción. Teniendo en cuenta
que, por hipótesis, la relación en P es antisimétrica (no es sólo un preorden), de
aquí se sigue que i es inyectiva.

Así pues, bajo las hipótesis del teorema (que se cumplen para álgebras de
Boole) tenemos que i : P −→ i[P] es una semejanza, con lo que podemos identi-
ficar a P con un subconjunto de Q.

Es obvio que todo monomorfismo h : B −→ C entre álgebras de Boole
(o, más precisamente, su restricción B \ {O} −→ C \ {O}) es una inmersión,
pero el recíproco no es cierto. Por ejemplo, si X es un espacio topológico, la
inclusión i : R(X) −→ PX, donde R(X) es el álgebra de abiertos regulares en X
(teoema 7.31), es una inmersión, pero no es un monomorfismo de álgebras, ya
que i(p ∨ q) = (p∪ q)⊥⊥, que no tiene por qué coincidir con i(p) ∨ i(q) = p∪ q.
Sin embargo, añadiendo una condición técnica a la definición de inmersión, la
situación cambia:

Definición 7.42 Una inmersión i : P −→ Q es completa si∧
q ∈ Q

∨
p ∈ P

∧
p∗ ∈ P(p∗ ≤ p→ ¬i(p∗) ⊥ q),

y en estas circunstancias diremos que p es una reducción de q a P.
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Teorema 7.43 Toda inmersión completa h : B −→ C entre álgebras de Boole2
es un monomorfismo de álgebras tal que si un conjunto X ⊂ B tiene su-
premo (resp. ínfimo), entonces h[X] también lo tiene y h(

∨
X) =

∨
h[X] (resp.

h(
∧
X) =

∧
h[X]). En particular, si B y C son álgebras completas, entonces h

es un monomorfismo completo.
Recíprocamente, todo monomorfismo completo entre álgebras de Boole com-

pletas es una inmersión completa.

Demostración: Como B es un conjunto totalmente ordenado separativo,
el teorema anterior nos da que h es inyectiva y para todo p, q ∈ B \ {O}

p ≤ q ↔ h(p) ≤ h(q), p ∧ q = O↔ h(p) ∧ h(q) = O.

Notemos además que h(1l) = 1l. En efecto, en caso contrario h(1l)′ 6= O,
luego podemos tomar una reducción p de h(1l)′ a B. Como p ≤ p, tenemos que
¬h(p) ⊥ h(1l)′, luego r = h(p) ∧ h(1l)′ 6= O, pero p ≤ 1l, luego h(p) ≤ h(1l), y
así tenemos que r ≤ h(1l)′ ∧ r ≤ h(p) ≤ h(1l), luego r ≤ h(1l)′ ∧ h(1l)′ = O,
contradicción.

Sea p ∈ B \ {O} y veamos que h(p′) = h(p)′.

Como p ∧ p′ = O, sabemos que h(p) ∧ h(p′) = O, luego h(p′) ≤ h(p)′. Si no
se da la igualdad, tendrá que ser q = h(p)′ ∧ h(p′)′ 6= O. Sea r una reducción
de q a B. Necesariamente r ∧ p 6= O o r ∧ p′ 6= O. Veamos que ambos casos
llevan a contradicción.

Si r ∧ p 6= O, entonces h(r ∧ p) ≤ h(p), luego h(r ∧ p) ∧ q = O, en contra
de que r sea una reducción de q.

Si r ∧ p′ 6= O entonces h(r ∧ p′) ≤ h(p′) y también h(r ∧ p′) ∧ q = O.

Así pues, h conserva complementos. Supongamos ahora que X ⊂ B tiene
ínfimo y vamos a probar que existe

∧
h[X] = h(

∧
X).

Al aplicar esto a conjuntos de dos elementos, concluimos que h es un mono-
morfismo de álgebras y, en caso de que las dos álgebras sean completas, tenemos
que h es un monomorfismo completo.

Para cada p ∈ X tenemos que∧
p∈X

p ≤ p, luego h
( ∧
p∈X

p
)
≤ h(p).

Sea ahora q ∈ C una cota inferior de h[X] y veamos que q ≤ h
( ∧
p∈X

p
)
. Esto

probará que h
( ∧
p∈X

p
)
es el ínfimo de h[X].

En caso contrario consideramos s = q ∧ h
( ∧
p∈X

p
)′
6= O.

Sea t una reducción de s a B. Si p ∈ X, ha de ser t ≤ p, pues en caso
contrario t ∧ p′ 6= O y h(t ∧ p′) ∧ s ≤ h(p′) ∧ h(p) = h(p)′ ∧ h(p) = O,

2Aquí hay que entender que h(O) = O y que la restricción B \ {O} −→ C \ {O} es una
inmersión completa.
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en contradicción con que t es una reducción de s. Así pues, t ≤
∧
p∈X

p, pero
entonces

s ∧ h(t) ≤ s ∧ h
( ∧
p∈X

p
)

= O,

lo que de nuevo contradice que t sea una reducción de s.

Recíprocamente, si h es un monomorfismo completo, claramente es una in-
mersión y si q ∈ C \ {O} entonces p =

∧
{r ∈ B | q ≤ h(r)} es una reducción

de q a B. En efecto, h(p) =
∧
{h(r) | r ∈ B ∧ q ≤ h(r)} ≥ q > O, luego p > O.

Si t ≤ p es no nulo pero h(t) ∧ q = O, entonces q ≤ h(t′), luego p ≤ t′ (por
definición de p), y así t ≤ p ∧ p′ = O, contradicción.

Necesitaremos el resultado siguiente:

Teorema 7.44 Si i : P −→ Q es una inmersión completa de c.p.o.s y Q es
separativo, entonces i[P] también lo es.

Demostración: Supongamos que i(p1) 6≤ i(p2). Entonces existe un r ∈ Q
tal que r ≤ i(p1) y r ⊥ i(p2). Sea s una reducción de r a P. Entonces ¬i(s) ⊥ r,
luego ¬i(s) ⊥ i(p1), luego ¬s ⊥ p1, es decir, existe p ∈ P tal que p ≤ s y p ≤ p1.
Entonces i(p) ≤ i(p1) y basta probar que i(p) ⊥ i(p2), pues esto prueba que i[P]
es separativo. Ahora bien, en caso contrario ¬p ⊥ p2, luego existe p∗ ≤ p ≤ s,
p∗ ≤ p2, luego ¬i(p∗) ⊥ r, i(p∗) ≤ i(p2), luego ¬i(p2) ⊥ r, contradicción.

En realidad nos va a interesar principalmente una clase muy particular de
inmersiones completas:

Definición 7.45 Si P es un c.p.o. y D ⊂ P, diremos que D es denso3 en P si∧
p ∈ P

∨
d ∈ D d ≤ p.

Una inmersión i : P −→ Q entre dos c.p.o.s es densa si i[P] es denso en Q.

Por ejemplo, la definición de álgebra de Boole atómica puede reformularse
diciendo que B es atómica si el conjunto de sus átomos es denso (en B \ {O}).

Es inmediato comprobar que la composición de inmersiones (resp. inmersio-
nes completas, resp. densas) es también una inmersión (resp. completa, densa).
Además:

Teorema 7.46 Toda inmersión densa entre c.p.o.s es una inmersión completa.

Demostración: Si i : P −→ Q es una inmersión densa y q ∈ Q, entonces
existe un p ∈ P tal que i(p) ≤ q, y es inmediato que p es una reducción de q
a P, pues si p∗ ≤ p, entonces i(p∗) ≤ i(p) ≤ q, luego ¬i(p∗) ⊥ q.

Un álgebra de Boole completa está totalmente determinada por cualquiera
de sus subconjuntos densos:

3Si en P consideramos la topología que tiene por base a los conjuntos {q ∈ P | q ≤ p}, para
todo p ∈ P, los subconjuntos densos en el sentido que acabamos de definir son precisamente
los subconjuntos densos en sentido topológico, es decir, los que cortan a todo abierto no vacío.
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Teorema 7.47 Sean B y C dos álgebras de Boole completas, sea D ⊂ B un
subconjunto denso y sea j : D −→ C una inmersión completa. Entonces j
se extiende a un único monomorfismo completo j∗ : B −→ C, que será un
isomorfismo si j es densa.

Demostración: Notemos que al decir queD es denso en B hay que entender
que D ⊂ B \ {O} es denso en B \ {O}. La unicidad se debe a que, para todo
p ∈ B, se cumple que

p =
∨
{q ∈ D | q ≤ p}.

En efecto, si llamamos r al supremo, es claro que r ≤ p, y si no se diera la
igualdad es que p ∧ r′ 6= O, luego existe un q ∈ D tal que q ≤ p ∧ r′, luego
q ≤ r por definición de r y también q ≤ r′, luego q ≤ r ∧ r′ = O, contradicción.

Por lo tanto, si existe j∗, necesariamente

j∗(p) =
∨
{j(q) | q ∈ D ∧ q ≤ p},

lo que nos da la unicidad.
Veamos ahora que definiendo j∗ de este modo cumple lo pedido. Ante todo,

si p ∈ D entonces

j(p) ≤
∨
{j(q) | q ∈ D ∧ q ≤ p} ≤ j(p),

luego j∗(p) = j(p), es decir, j∗ extiende a j.

Si p ∈ B \ {O}, entonces existe q ∈ D tal que q ≤ p y por consiguiente
O < j(q) ≤ j∗(p). Así pues, j∗ se restringe a una aplicación B\{O} −→ C\{O}.
Veamos que es una inmersión.

Si p1, p2 ∈ B cumplen p1 ≤ p2, entonces

{j(q) | q ∈ D ∧ q ≤ p1} ⊂ {j(q) | q ∈ D ∧ q ≤ p2},

luego j∗(p1) ≤ j∗(p2).

Si, por el contrario, p1 ∧ p2 = O, entonces, para cada q ∈ D, q ≤ p1 tenemos
que

j(q) ∧ j∗(p2) =
∨
{j(q) ∧ j(r) | r ∈ D ∧ r ≤ p2} = O,

pues q y r son incompatibles en D, luego j(q) y j(r) son incompatibles C, porque
j es una inmersión. Por consiguiente

j∗(p1) ∧ j∗(p2) =
∨
{j(q) ∧ j∗(p2) | q ∈ D ∧ q ≤ p1} = O.

Así pues, j∗ es una inmersión de c.p.o.s. Veamos que es completa. Si q ∈ C,
sabemos que tiene una reducción d a D, pero ésta es también una reducción
a B, pues si p ≤ d, podemos tomar d′ ∈ D tal que d′ ≤ p ≤ d, luego ¬j(d′) ⊥ q,
es decir, que existe un r ∈ C \ {O} tal que r ≤ q y r ≤ j(d′) = j∗(d′) ≤ j∗(p),
luego ¬j∗(p) ⊥ q.

Por 7.43 sabemos que j∗ : B −→ C es un monomorfismo completo, y ya
hemos visto que es la única extensión posible de j.
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Supongamos ahora que j es una inmersión densa y veamos que j∗ es su-
prayectiva. Para ello tomamos r ∈ C y definimos s =

∨
{p ∈ D | j(p) ≤ r}.

Entonces, como ya sabemos que j∗ conserva supremos,

j∗(s) =
∨
{j(p) | p ∈ D ∧ j(p) ≤ r} ≤ r.

Si no se diera la igualdad existiría un q ∈ C no nulo de manera que q ≤ r y
q ∧ j∗(s) = O. Como j es densa podemos tomarlo de la forma q = j(p), para
cierto p ∈ D. Entonces p ≤ s, luego q = j(p) = j∗(p) ≤ j∗(s), contradicción.

En particular, si j : B −→ C es una inmersión densa entre álgebras de Boole
completas, se trata de hecho de un isomorfismo.

En efecto, tenemos que j : B −→ j[B] es una semejanza, y el teorema
anterior nos dice que debe extenderse a un isomorfismo j∗ : B −→ C, lo cual
sólo es posible si j es ya un isomorfismo.

Ahora ya estamos en condiciones de completar, no ya un álgebra de Boole,
sino cualquier c.p.o.:

Definición 7.48 Sea P un c.p.o. Para cada p ∈ P sea Bp = {q ∈ P | q ≤ p}. Es
inmediato comprobar que estos conjuntos son la base de una topología en P. En
particular podemos considerar el álgebra R(P) de los abiertos regulares de P,
que por 7.31 es un álgebra de Boole completa.

Teorema 7.49 Sea P un c.p.o. Entonces:

1. La aplicación iP : P −→ R(P) dada por i(p) = B⊥⊥p es una inmersión
densa.

2. Si j : P −→ B es una inmersión completa (resp. densa) de P en un álgebra
de Boole completa B, entonces existe un único monomorfismo completo
(resp. isomorfismo) j∗ : R(P) −→ B tal que el diagrama siguiente es
conmutativo:

R(P)
j∗ // B

P

iP

OO

j

==

En particular R(P) es, salvo isomorfismo, la única álgebra de Boole completa
en la que P puede sumergirse densamente. La llamaremos compleción de P.

Demostración: 1) Notemos que si p ∈ P, entonces

p ∈ Bp ⊂ B⊥⊥p 6= ∅ = O,

luego iP : P −→ R(P) \ {O}.

Sean p, q ∈ P. Si p ≤ q entonces Bp ⊂ Bq, luego B⊥⊥p ⊂ B⊥⊥q , es decir,
i(p) ≤ i(q).
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Si p ⊥ q, entonces Bp ∩ Bq = ∅, luego B⊥⊥p ∩ B⊥⊥q = (Bp ∩ Bq)⊥⊥ = ∅,
luego i(p) ∧ i(q) = O.

Esto prueba que i es una inmersión. Veamos que es densa. Si A ∈ R(P)\{O},
entonces A es un abierto no vacío, luego es unión de abiertos básicos. En
particular existe un p ∈ P tal que Bp ⊂ A. Entonces B⊥⊥p ⊂ A⊥⊥ = A, es decir,
i(p) ≤ A.

Observemos que 2) es inmediato si P es un conjunto parcialmente ordenado
separativo (en particular si es un álgebra de Boole), pues en tal caso iP es una
semejanza en su imagen, luego podemos definir j′ = i−1

P ◦ j : iP[P] −→ B, que es
claramente una inmersión completa (resp. densa) que por el teorema anterior se
extiende a un monomorfismo completo (resp. isomorfismo) j∗ : R(P) −→ B que
claramente es el único que hace conmutativo el diagrama del enunciado.

Para probar el caso general veamos que si i : P −→ Q, i′ : P −→ Q′ son
inmersiones suprayectivas en dos conjuntos parcialmente ordenados separativos,
entonces existe una única semejanza f : Q −→ Q′ tal que i ◦ f = i′.

Admitiendo esto, como Q = iP[P] y Q′ = j[P] son conjuntos parcialmente
ordenados separativos (por 7.44), existe una semejanza j′ : iP[P] −→ j[P] tal
que iP ◦ j′ = j, y podemos concluir igualmente.

Veamos que si r, s ∈ Q, entonces

r ≤ s↔
∧
t ∈ Q(¬t ⊥ r → ¬t ⊥ s).

Si r ≤ s ∧ ¬t ⊥ r, entonces existe u ∈ Q tal que u ≤ t ∧ u ≤ r ≤ s, luego
¬t ⊥ s. Recíprocamente, si r 6≤ s, existe un t ∈ Q tal que t ≤ r ∧ t ⊥ s (porque
Q es separativo), luego ¬t ⊥ r pero t ⊥ s.

Lo mismo vale para Q′, luego, dados p, q ∈ P, se cumple

i(p) ⊥ i(q)↔ p ⊥ q ↔ i′(p) ⊥ i′(q).

En consecuencia

i(p) ≤ i(q)↔
∧
r ∈ P(¬i(r) ⊥ i(p)→ ¬i(r) ⊥ i(q))

↔
∧
r ∈ P(¬i′(r) ⊥ i′(p)→ ¬i′(r) ⊥ i′(q))↔ i′(p) ≤ i′(q).

Como las relaciones en Q y Q′ son antisimétricas, esto implica que

i(p) = i(q)↔ i′(p) = i′(q).

De aquí se sigue que la aplicación f : Q −→ Q′ dada por f(i(p)) = i′(p) está
bien definida y es una semejanza.

En particular, toda álgebra de Boole completa B es isomorfa al álgebra de
abiertos regulares R(B \ {O}).

En la prueba del teorema anterior hemos demostrado un resultado de interés
en sí mismo:
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Teorema 7.50 Si P es un c.p.o. y llamamos P̃ = iP[P] ⊂ R(P), entonces P̃ es
un conjunto parcialmente ordenado separativo, iP : P −→ P̃ es una inmersión
suprayectiva y si j : P −→ Q es cualquier inmersión suprayectiva en un con-
junto parcialmente ordenado separativo, entonces existe una única semejanza
f : P̃ −→ Q que hace conmutativo el diagrama

P̃
f // Q

P

jP

OO

j

@@

Así, la inmersión densa de un c.p.o. P en su compleción puede descomponerse
en una inmersión suprayectiva seguida de una inmersión densa inyectiva.

P −→ P̃ −→ R(P).

Vamos a dar una prueba alternativa de la existencia y unicidad de P̃ que no
dependa de la compleción de P:

Demostración: Sea R la relación de equivalencia en P dada por

p R q ↔
∧
r ∈ P(r ⊥ p↔ r ⊥ q).

Sea Q = P/R el conjunto cociente y en él consideramos el orden dado por

[p] ≤ [q]↔
∧
r ∈ P(r ≤ p→ ¬r ⊥ q).

Está bien definido, pues si [p] = [p′] y [q] = [q′] y [p] ≤ [q], entonces [p′] ≤ [q′].
En efecto, si r ∈ P cumple r ≤ p′, entonces ¬r ⊥ p′, luego ¬r ⊥ p. Existe s ∈ P
tal que s ≤ r ∧ s ≤ p. Como [p] ≤ [q], ha de ser ¬s ⊥ q, luego existe t ∈ P tal
que t ≤ s ∧ t ≤ q. Así t ≤ r ∧ t ≤ q, es decir, ¬r ⊥ q, luego también ¬r ⊥ q′.
Esto prueba que [p′] ≤ [q′].

La relación en Q es claramente reflexiva. Veamos que es simétrica, para lo
cual suponemos que [p] ≤ [q] ∧ [q] ≤ [p]. Si ¬r ⊥ p, existe s ∈ P tal que
s ≤ r ∧ s ≤ p, luego s ≤ r ∧ ¬s ⊥ q. Existe t ∈ P tal que t ≤ s ≤ r ∧ t ≤ q.
Por consiguiente ¬r ⊥ q. Igualmente se prueba el recíproco, luego [p] = [q].

Para probar la transitividad suponemos [p] ≤ [q] ∧ [q] ≤ [r]. Si u ≤ p
entonces ¬u ⊥ q (porque [p] ≤ [q]). Existe v ∈ P tal que v ≤ u ∧ v ≤ q.
Entonces ¬v ⊥ r (porque [q] ≤ [r]). Existe w ∈ P tal que w ≤ v ≤ u ∧ w ≤ r.
Así pues, ¬u ⊥ r, lo que prueba que [p] ≤ [r].

Tenemos, por lo tanto, que Q es un conjunto parcialmente ordenado (con
máximo [1l]). Sea i : P −→ Q la aplicación dada por i(p) = [p]. Obviamente
es suprayectiva y

∧
pp′ ∈ P(p ≤ p′ → i(p) ≤ i(p′)). Para probar que es una

inmersión suponemos que ¬i(p) ⊥ i(p′) y hemos de probar que ¬p ⊥ p′. Existe
r ∈ P tal que [r] ≤ [p] ∧ [r] ≤ [p′]. De [r] ≤ [p] se sigue en particular que
¬r ⊥ p, luego existe s ∈ P tal que s ≤ r ∧ s ≤ p. Entonces [r] ≤ [p′] implica
que ¬s ⊥ p′. Existe t ∈ P tal que t ≤ s ≤ p ∧ t ≤ p′. Así, ciertamente, ¬p ⊥ p′.
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Veamos ahora que Q es separativo. Si [p] 6≤ [q] esto significa que existe r ∈ P
tal que r ≤ p ∧ r ⊥ q. Como i es una inmersión [r] ≤ [p] ∧ [r] ⊥ [q], luego
tenemos que

∨
r ∈ Q(r ≤ [p] ∧ r ⊥ [q]).

Falta probar la unicidad de Q. Para ello supongamos que Q′ es otro con-
junto parcialmente ordenado separativo tal que exista j : P −→ Q′ inmersión
suprayectiva.

Veamos que si r, s ∈ Q′ se cumple r ≤ s↔
∧
t ∈ Q′(¬t ⊥ r → ¬t ⊥ s).

Si r ≤ s ∧ ¬t ⊥ r, entonces existe u ∈ Q′ tal que u ≤ t ∧ u ≤ r ≤ s, luego
¬t ⊥ s. Recíprocamente, si r 6≤ s, existe un t ∈ Q′ tal que t ≤ r ∧ t ⊥ s (porque
Q′ es separativo), luego ¬t ⊥ r pero t ⊥ s.

Como esto vale para todo conjunto parcialmente ordenado separativo, en
particular vale para Q. Dados p, q ∈ P, se cumple

i(p) ⊥ i(q)↔ p ⊥ q ↔ j(p) ⊥ j(q).

En consecuencia

i(p) ≤ i(q)↔
∧
r ∈ P(¬i(r) ⊥ i(p)→ ¬i(r) ⊥ i(q))

↔
∧
r ∈ P(¬j(r) ⊥ j(p)→ ¬j(r) ⊥ j(q))↔ j(p) ≤ j(q).

Como las relaciones en Q y Q′ son antisimétricas, esto implica que

i(p) = i(q)↔ j(p) = j(q).

De aquí se sigue que la aplicación f : Q −→ Q′ dada por f(i(p)) = j(p) está
bien definida y es una semejanza.

En particular, si aplicamos la unicidad de la prueba anterior a Q′ = iP[P],
vemos que la condición necesaria y suficiente para que dos elementos de P ten-
gan la misma imagen en su compleción es que tengan los mismos elementos
incompatibles.

En particular toda álgebra de Boole B se puede completar, es decir, se puede
sumergir como subálgebra densa en una única álgebra de Boole completa R(B).
Más en general, todo conjunto parcialmente ordenado separativo P es semejante
a un subconjunto denso de un álgebra de Boole completa R(P). (Si un c.p.o. no
es parcialmente ordenado y separativo existe una inmersión densa, pero no es
inyectiva, luego no es una semejanza en la imagen.)

Veamos algunas características de P que se conservan al pasar a su com-
pleción. Por ejemplo, es claro que la definición de anticadena vale para c.p.o.s
arbitrarios, e igualmente podemos definir un c.p.o. con la condición de cadena
κ como un c.p.o. en el que toda anticadena tenga cardinal menor que κ.

Es inmediato que si f : P −→ Q es una inmersión densa de c.p.o.s, entonces P
cumple la c.c.κ si y sólo si la cumple Q. En particular P cumple la c.c.κ si y
sólo si la cumple su compleción R(P).

Similarmente, diremos que un c.p.o. es atómico si su conjunto de átomos es
denso. Diremos que es no atómico si no tiene átomos (de modo que “no atómico”
no es la negación de “atómico”).
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Teorema 7.51 Si i : P −→ Q es una inmersión densa de c.p.o.s, se cumple
que P es atómico (resp. no atómico) si y sólo si lo es Q.

Demostración: Si a ∈ P es un átomo, entonces i(a) también lo es, pues
si existen q, r ∈ Q tales que q ≤ i(a) ∧ r ≤ i(a) ∧ p ⊥ r, podemos suponer
que q = i(u) ∧ r = i(v). Entonces ¬u ⊥ a ∧ ¬v ⊥ a, luego existen u′, v′ de
modo que u′ ≤ u ∧ u′ ≤ a ∧ v′ ≤ v ∧ v′ ≤ a, pero u ⊥ v, luego u′ ⊥ v′, lo que
contradice que a sea un átomo. El recíproco es trivial. Por lo tanto, tenemos
que P es no atómico si y sólo si lo es Q.

Si Q es no atómico y p ∈ P, entonces existe un átomo a ∈ Q tal que a ≤ i(p),
luego existe un a′ ∈ P tal que i(a′) ≤ a. Entonces ¬p ⊥ a′, luego existe un
a′′ ∈ P tal que a′′ ≤ p ∧ a′′ ≤ a′. De i(a′) ≤ a se deduce inmediatamente que
i(a′) es un átomo, luego a′ también lo es, luego a′′ también lo es, y esto implica
que P es no atómico.

Si P es no atómico y q ∈ Q, existe un p ∈ P tal que i(p) ≤ q y existe un
átomo a ∈ P tal que a ≤ p, luego i(a) ≤ q es un átomo en Q que prueba que Q
es no atómico.

En particular, un c.p.o. P es atómico o no atómico si y sólo si lo es su
compleción R(P).

7.5 Distributividad en álgebras completas

La generalización natural del teorema 7.26 no se cumple en toda álgebra de
Boole completa:

Definición 7.52 Si κ y µ son cardinales, un álgebra de Boole completa B es
κ-µ-distributiva si cuando {pα,β}(α,β)∈κ×µ es una familia de elementos de B se
cumple que ∧

α<κ

∨
β<µ

pαβ =
∨

f∈κµ

∧
α<κ

pαf(α).

(o la fórmula equivalente que resulta de intercambiar supremos e ínfimos).

Se dice que B es κ-distributiva (o κ-∞-distributiva) si es κ-µ-distributiva
para todo µ. Se dice que B es completamente distributiva si es κ distributiva
para todo κ.

En estos términos, el teorema 7.26 afirma que toda álgebra de Boole completa
es 2-distributiva. Las álgebras PA son completamente distributivas, pues esto
equivale a la relación ⋂

α<κ

⋃
β<µ

Aαβ =
⋃

f∈κµ

⋂
α<κ

Aαf(α),

que se comprueba sin dificultad. Sin embargo, sólo las álgebras de tipo PA son
completamente distributivas:
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Teorema 7.53 Un álgebra de Boole completa es completamente distributiva si
y sólo si es isomorfa a un álgebra PA.

Demostración: Sea B un álgebra de Boole completa y completamente
distributiva.4 Para cada b ∈ B, j ∈ 2, sea

pb,j =

{
b si j = 1,
b′ si j = 0.

Entonces
∨
j∈2

pb,j = 1l, luego
∧
b∈B

∨
j∈2

pb,j = 1l, luego la distributividad nos da que

∨
f∈2B

∧
b∈B

pbf(b) = 1l.

Llamemos af =
∧
b∈B

pbf(b). Basta probar que cada af no nulo es un átomo, pues

entonces, si x ∈ B es no nulo, tenemos que

x = x ∧ 1l =
∨
f∈2B

(x ∧ af ),

luego existe un f ∈ 2B tal que x ∧ af 6= O, luego x ∧ af = af , luego O < af ≤ x
y así B es atómica, y el teorema 7.28 nos da la conclusión.

Supongamos, pues, que af 6= O. Dado b ∈ B no nulo, si f(b) = 1 entonces
af ≤ pb1 = b, mientras que si f(b) = 0 tenemos que af ≤ b′. Esto implica que
no puede existir un c ∈ B tal que O < c < af , ya que entonces sería c < af < c′,
contradicción. Por lo tanto af es un átomo.

Suponiendo AE, para enunciar la κ-distributividad no es necesario que todas
las sucesiones {pαβ}β<µ tengan el mismo conjunto de índices µ, sino que es fácil
ver que equivale a que ∧

α<κ

∨
i∈Iα

pαi =
∨

f∈
∏
α<κ

Iα

∧
α<κ

pαf(α).

Vamos a caracterizar esta propiedad, para lo cual necesitamos algunos con-
ceptos:

Una partición P de un álgebra de Boole completa B es una anticadena P tal
que

∨
P = 1l.

Si P , Q son particiones de B, diremos que P es un refinamiento de Q si∧
p ∈ P

∨
q ∈ Q p ≤ q.

Observemos, por último, que respecto a la topología en B considerada en la
definición 7.48, un conjunto D ⊂ B es un abierto denso si∧

b ∈ B(b 6= O→
∨
d ∈ D d ≤ b) ∧

∧
d ∈ D

∧
b ∈ B(O < b ≤ d→ b ∈ D).

4La demostración no requiere el axioma de elección si modificamos la definición de distri-
butividad sustituyendo los cardinales κ y µ por dos conjuntos cualesquiera I y J .
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Teorema 7.54 (AE) Si B es un álgebra de Boole completa y κ un cardinal,
las afirmaciones siguientes son equivalentes:

1. B es κ-distributiva.

2. La intersección de κ abiertos densos es abierta densa.

3. Todo conjunto de κ particiones de B admite un refinamiento común.

Demostración: 1) ⇒ 2) Sea {Dα}α<κ una familia de abiertos densos. Es
inmediato queD =

⋂
α<κ

Dα es abierto. Para probar que es denso, tomamos u ∈ B

no nulo. En la prueba de 7.47 hemos visto que
∨

d∈Dα
d = 1l, luego

∨
d∈Dα

(u ∧ d) = u,
luego

u =
∧
α<κ

∨
d∈Dα

(u ∧ d) =
∨

f∈
∏
α<κ

Dα

∧
α<κ

(u ∧ f(α)).

Si llamamos uf =
∧
α<κ

(u ∧ f(α)), alguno de ellos tiene que ser no nulo, pues

el supremo de todos ellos es u. Si fijamos uno no nulo, tenemos claramente que
uf ∈ D, uf ≤ u, lo que prueba que D es denso.

2) ⇒ 3) Sea {Pα}α<κ una familia de particiones de B. Para cada α, sea

Dα = {u ∈ B |
∨
v ∈ Pα u ≤ v}.

Entonces Dα es claramente abierto, y además es denso, pues si b ∈ B no es nulo,
entonces

∨
p∈Pα

p = 1l, luego
∨

p∈Pα
(b ∧ p) = b, luego algún b ∧ p 6= O y b ∧ p ∈ Dα,

b ∧ p ≤ b.
Sea D =

⋂
α<κ

Dα, que por hipótesis es abierto denso, y sea P una familia

maximal de elementos deD incompatibles dos a dos (existe por el lema de Zorn).
Basta probar que P es una partición, pues en tal caso es obvio que refina a todas
las particiones dadas. Concretamente, sólo tenemos que probar que

∨
P = 1l.

En caso contrario, sea s =
∨
P y sea d ∈ D tal que d ≤ s′. Claramente, d es

incompatible con todos los elementos de P , lo que contradice la maximalidad
de P .

3) ⇒ 1) Sea {pαi}i∈Iα para α < κ una sucesión de κ familias de elementos
de B. Observemos que si f ∈

∏
α<κ

Iα, entonces

uf =
∧
α<κ

pαf(α) ≤ pαf(α) ≤
∨
i∈Iα

pαi,

luego uf ≤
∧
α<κ

∨
i∈Iα

pαi, luego

∨
f∈

∏
α<κ

Iα

∧
α<κ

pαf(α) ≤
∧
α<κ

∨
i∈Iα

pαi.
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Llamemos u al miembro derecho y veamos que se da la igualdad. Observemos
que ∨

f∈
∏
α<κ

Iα

∧
α<κ

pαf(α) =
∨

f∈
∏
α<κ

Iα

∧
α<κ

pαf(α) ∧ u =
∨

f∈
∏
α<κ

Iα

∧
α<κ

(pαf(α) ∧ u)

∧
α<κ

∨
i∈Iα

pαi =
∧
α<κ

∨
i∈Iα

pαi ∧ u =
∧
α<κ

∨
i∈Iα

(pαi ∧ u).

Por lo tanto, cambiando cada pαi por pαi ∧ u, podemos suponer sin pérdida
de generalidad que pαi ≤ u, luego todos los elementos pαi están en el álgebra Bu.
Esta álgebra cumple la hipótesis c), porque si {qαi}i∈Iα son particiones de Bu,
entonces, al añadir u′ a cada una de ellas, tenemos particiones de B, y eliminando
de un refinamiento común de todas ellas los elementos que no cumplan q ≤ u
obtenemos un refinamiento común de todas las particiones dadas de Bu. Así
pues, cambiando B por Bu, no perdemos generalidad si suponemos que u = 1l.

Por el teorema 7.39 podemos construir anticadenas {qαi}i∈Iα de manera que
qαi ≤ pαi y

∨
i∈Iα

qαi =
∨
i∈Iα

pαi = 1l. Sea P una partición que refine a todas las

particiones {qαi}i∈Iα . Entonces, para cada p ∈ P existe una función f tal que
w ≤ qαf(α) ≤ pαf(α), luego w ≤

∧
α<κ

pαf(α), luego

1l =
∨
P ≤

∨
f∈

∏
α<κ

Iα

∧
α<κ

pαf(α),

luego el supremo de la derecha es 1l, como había que probar.

Observemos que la propiedad 2) del teorema anterior tiene sentido en c.p.o.s
arbitrarios, lo que nos lleva a la definición siguiente:

Definición 7.55 Si κ es un cardinal, un c.p.o. es κ-distributivo si la intersección
de κ abiertos densos es densa.

Notemos que P es ℵ0-distributivo si y sólo si es un espacio de Baire, en el
sentido de [T 1.64].

Teorema 7.56 Si i : P −→ Q es una inmersión densa de c.p.o.s separativos y κ
es un cardinal, entonces P es κ-distributivo si y sólo si lo es Q. En particular,
un c.p.o. es κ-distributivo si y sólo si lo es su compleción.

Demostración: Supongamos que P es κ-distributivo y sea {Dα}α<κ una
familia de κ abiertos densos en Q. Entonces i−1[Dα] es un abierto denso en P.
En efecto, si p1 ≤ p2 ∈ i−1[Dα], entonces i(p1) ≤ i(p2) ∈ Dα, luego i(p1) ∈ Dα,
luego p1 ∈ i−1[Dα], lo que prueba que la antiimagen es abierta.

Si p ∈ P, existe q ∈ Dα tal que q ≤ i(p) y, como i es densa, existe p′ ∈ P
tal que i(p′) ≤ q ≤ i(p). Como Dα es abierto, de hecho i(p′) ∈ Dα, luego
p′ ∈ i−1[Dα] y, como los c.p.o.s son separativos, p′ ≤ p, lo que prueba que la
antiimagen es densa.
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Por hipótesis, la intersección
⋂
α<κ

i−1[Dα] es densa. Ahora, si q ∈ Q, existe

un p ∈ P tal que i(p) ≤ q y, reduciéndolo, podemos suponer que p ∈
⋂
α<κ

i−1[Dα],

luego i(p) ∈
⋂
α<κ

Dα. Esto prueba que la intersección es densa y que Q es κ-
distributivo.

Supongamos ahora que Q es κ-distributivo y sea {Dα}α<κ una familia de κ
abiertos densos en P. Entonces

D∗α = {q ∈ Q |
∨
p ∈ Dα q ≤ i(p)}

es abierto denso en Q. En efecto, es obvio que es abierto y, si q ∈ Q, existe un
p ∈ P tal que i(p) ≤ q, y reduciéndolo podemos suponer que p ∈ Dα, con lo que
i(p) ∈ D∗α, lo que prueba que D∗α es denso. Por hipótesis la intersección

⋂
α<κ

D∗α
es densa en Q.

Si p ∈ P, entonces existe un q ∈
⋂
α<κ

D∗α tal que q ≤ i(p), luego existe

un p′ ∈ P tal que i(p′) ≤ q ≤ i(p). Esto implica que p′ ≤ p y además se
cumple que p′ ∈

⋂
α<κ

Dα. En efecto, como q ∈ D∗α, existe un p′′ ∈ Dα tal que

i(p′) ≤ q ≤ i(p′′), luego p′ ≤ p′′ y, como Dα es abierto, p′ ∈ Dα. Esto prueba
que la intersección es densa y que P es κ-distributivo.

7.6 Medidas
La teoría de la medida tiene sus raíces en el análisis matemático y en la

estadística, más concretamente, en el cálculo de áreas y volúmenes, así como
en el cálculo de probabilidades. Sin embargo, sus fundamentos son puramente
conjuntistas hasta cierto punto y, yendo un poco más allá, puramente topoló-
gicos. En esta sección vamos a exponer los resultados básicos sobre medidas y
álgebras de Boole.

Definición 7.57 Sea B un álgebra de Boole. Una medida finitamente aditiva
en B es una aplicación µ : B −→ [0,+∞] tal que5

1. µ(O) = 0, µ(1l) > 0,

2.
∧
pq ∈ B(p ∧ q = O→ µ(p ∨ q) = µ(p) + µ(q)).

Se dice que µ es unitaria si µ(1l) = 1, se dice que µ es finita si µ(1l) < +∞, se
dice que µ es σ-finita si existen condiciones {pn}n∈ω en B tales que 1l =

∨
n∈ω

pn
y
∧
n ∈ ω µ(pn) < +∞.

Si B es ℵ1-completa (es decir, si los conjuntos numerables tienen supremo e
ínfimo) diremos que µ es una medida en B si para toda anticadena {pn}n∈ω en
B se cumple que

µ
( ∨
n∈ω

pn
)

=
∑
n∈ω

µ(pn).

5Convenimos en que una suma con un sumando igual a +∞ toma el valor +∞.
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Esta condición contiene ya la propiedad b) de la definición de medida fini-
tamente aditiva.

Un álgebra medida es un par ordenado (B, µ), donde B es un álgebra de Boole
ℵ1-completa y µ es una medida en B.

Si B es un álgebra medida, el ideal de los elementos nulos de B se define
como

Iµ = {p ∈ B | µ(p) = 0}.

El teorema siguiente recoge las propiedades elementales de los conceptos que
acabamos de introducir.

Teorema 7.58 Sea B un álgebra medida.

1. Si p, q ∈ B, p ≤ q, entonces µ(p) ≤ µ(q).

2. Si {pn}n∈ω es una familia de elementos de B, no necesariamente incom-
patibles entre sí, entonces

µ
( ∨
n∈ω

pn
)
≤
∑
n∈ω

µ(pn).

3. Si p, q ∈ B, entonces µ(p ∨ q) ≤ µ(p) + µ(q).

4. Si {pn}n∈ω es una sucesión creciente en B, entonces

µ
( ∨
n∈ω

pn
)

= sup
n∈ω

µ(pn).

5. Si {pn}n∈ω es una sucesión decreciente en B y µ(p0) < +∞, entonces

µ
( ∧
n∈ω

pn
)

= ínf
n∈ω

µ(pn).

6. Iµ es un ideal ℵ1-completo de B.

7. (AE) Si µ es σ-finita entonces Iµ cumple la condición de cadena nume-
rable.

Demostración: 1) Es fácil ver que q = p ∨ (q ∧ p′) y p ∧ (q ∧ p′) = O,
luego µ(q) = µ(p) + µ(q ∧ p′) ≥ µ(p).

3) µ(p ∨ q) = µ(p ∨ (q ∧ p′)) = µ(p) ∧ µ(q ∧ p′) ≤ µ(p) + µ(q).

2) Sea qn = pn ∧
( ∨
m<n

pm
)′. Claramente qn ≤ pn, pero

∨
n∈ω

qn =
∨
n∈ω

pn,
pues

pn ≤
∨
m≤n

qm ≤
∨
n∈ω

qn.

La primera desigualdad se prueba por inducción:

pn =
(
pn ∧

( ∨
m<n

pm
)′) ∨ (pn ∧ ( ∨

m<n
pm
))
≤ qn ∨

( ∨
m<n

qm
)

=
∨
m≤n

qm.
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Además {qn}n∈ω es una anticadena, luego

µ
( ∨
n∈ω

pn
)

= µ
( ∨
n∈ω

qn
)

=
∑
n∈ω

µ(qn) ≤
∑
n∈ω

µ(pn).

4) De forma similar a como hemos hecho en el apartado anterior, podemos
expresar

∨
n∈ω

pn = p0 ∨
∨
n∈ω

(pn+1 ∧ p′n), de modo que

µ
( ∨
n∈ω

pn
)

= µ(p0) +
∑
n∈ω

µ(pn+1 ∧ p′n).

Si µ(p0) = +∞ o algún µ(pn+1 ∧ p′n) = +∞, es claro que los dos miembros
de la igualdad que hemos de probar son infinitos. En caso contrario tenemos
que µ(pn+1) = µ(pn) + µ(pn+1 ∧ p′n), luego por inducción todos los pn tienen
medida finita y

µ
( ∨
n∈ω

pn
)

= µ(p0) +
∑
n∈ω

(µ(pn+1)− µ(pn)) = sup
n<ω

µ(pn).

5) La sucesión {p0 ∧ p′n}n<ω está en las condiciones del apartado anterior,
luego

µ
(
p0 ∧

∨
n∈ω

p′n
)

= sup
n<ω

µ(p0 ∧ p′n),

lo cual equivale a

µ
(
p0 ∧

( ∧
n∈ω

pn
)′)

= sup
n<ω

(µ(p0)− µ(pn)),

o también a
µ(p0)− µ

( ∧
n∈ω

pn
)

= µ(p0)− ínf
n∈ω

µ(pn).

6) Que Iµ es un ideal ℵ1-completo se sigue inmediatamente de las propiedades
anteriores.

7) Para probar que cumple la condición de cadena numerable hemos de ver
que no existe ninguna anticadena {pα}α<ω1

en B \ Iµ.

Estamos suponiendo que µ es σ-finita, con lo que podemos descomponer
1l =

∨
n∈ω

rn, donde µ(rn) < +∞. Razonando como en 2) podemos suponer que

las condiciones rn son incompatibles dos a dos.

Entonces pα =
∨
n∈ω

pα ∧ rn, luego 0 < µ(pα) =
∑
n∈ω

µ(pα ∧ rn). Por

consiguiente existe un n ∈ ω tal que µ(pα ∧ rn) > 0. Más aún, ha de haber una
cantidad no numerable de α’s para las que sirva el mismo n. Restringiendo la
anticadena de partida podemos suponer que el mismo n vale para todo α. Así,
si llamamos r = rn, tenemos que µ(rn) < +∞ y

∧
α < ω1 µ(pα ∧ r) > 0.
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Entonces ω1 =
⋃
m∈ω
{α < ω1 | µ(pα ∧ r) > 1/m}. Alguno de estos conjuntos

ha de ser no numerable, luego restringiendo de nuevo la anticadena inicial po-
demos suponer que

∧
α < ω1 µ(pα ∧ r) > 1/m, pero esto es absurdo, pues para

todo k ∈ ω tenemos que

k

m
<
∑
n<k

µ(pn ∧ r) = µ
( ∨
n<k

pn ∧ r
)
≤ µ(r),

y esto obliga a que µ(r) = +∞.

Así, el cociente de un álgebra de Boole respecto al ideal de elementos nulos
de una medida σ-finita nos da un álgebra de Boole completa:

Teorema 7.59 Sea B un álgebra medida y consideremos el cociente Bµ = B/Iµ.

1. Bµ es ℵ1-completa y es un álgebra medida con µ : Bµ −→ R dada por
µ([p]) = µ(p). Además Iµ es trivial. Si µ es finita, σ-finita o unitaria,
entonces µ también lo es.

2. Si {pn}n∈ω es una familia de elementos de B, entonces∨
n∈ω

[pn] =
[ ∨
n∈ω

pn
]
,

∧
n∈ω

[pn] =
[ ∧
n∈ω

pn
]
.

3. (AE) Si µ es σ-finita entonces Bµ es completa y cumple la condición de
cadena numerable.

Demostración: El hecho de que Bµ sea ℵ1-completa es el apartado 2):
claramente [pn] ≤

[ ∨
n∈ω

pn
]
, y si [r] es una cota superior de todos los [pn] entonces

[pn ∧ r′] = O, luego pn ∧ r′ ∈ Iµ y como éste es ℵ1-completo,
∨
n∈ω

pn ∧ r′ ∈ Iµ,

luego
[ ∨
n∈ω

pn
]
∧ [r]′ = O y, por consiguiente

[ ∨
n∈ω

pn
]
≤ [r]. Esto prueba la

primera parte de b), y la segunda se sigue inmediatamente.

Tenemos, pues, que Bµ es ℵ1-completa. La medida µ está bien definida, pues
si [p] = [q] entonces (p ∧ q′) ∨ (p′ ∧ q) ∈ Iµ, luego µ(p ∧ q′) = µ(p′ ∧ q) = 0.
Consecuentemente

µ(p) = µ(p ∧ q) + µ(p ∧ q′) = µ(p ∧ q),

e igualmente µ(q) = µ(p ∧ q), luego µ(p) = µ(q). Ahora es obvio que µ es una
medida en Bµ, así como que es unitaria, finita o σ-finita si µ lo es. Su ideal es
trivial, pues si µ([p]) = 0 es que µ(p) = 0, luego p ∈ Iµ y [p] = O.

c) Bµ es ℵ1-completa por 7.36, cumple la condición de cadena numerable por
el apartado 7) del teorema anterior, y por consiguiente es completa por 7.34.

Estamos considerando medidas σ-finitas porque algunas de las medidas más
importantes lo son, como es el caso de la medida de Lebesgue en Rn, pero en
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muchos casos nos interesará más el álgebra sobre la que está definida una medida
y su ideal de elementos nulos que los valores concretos que toma la medida. En
tal caso el teorema siguiente muestra que toda medida σ-finita se puede sustituir
por una medida unitaria.

Teorema 7.60 Si (B, µ) es un álgebra medida σ-finita, existe una medida uni-
taria µ′ en B tal que Iµ = Iµ′ .

Demostración: Sean {pn}n∈ω elementos de B de medida finita y con su-
premo 1l. Podemos suponer que µ(pn) > 0 para todo n. Entonces definimos

µ′(p) =
∑
n∈ω

µ(pn ∧ p)
µ(pn)

1

2n+1
.

Es fácil ver que µ′ es una medida unitaria en B que cumple lo requerido.

Definición 7.61 Sea B un álgebra medida. Se dice que p ∈ B es un átomo si
µ(p) > 0 y

∧
q ∈ B(q ≤ p → µ(q) = 0 ∨ µ(q) = µ(p)). La medida µ es atómica

o no atómica según si tiene o no tiene átomos.

Es fácil comprobar que p ∈ B es un átomo si y sólo si [p] es un átomo en
el álgebra Bµ, por lo que µ es atómica si y sólo si lo es µ. Necesitaremos el
teorema siguiente:

Teorema 7.62 (AE) Sea µ una medida no atómica en un álgebra B, sea p ∈ B
y sea k un número real tal que 0 < k < µ(p) < +∞. Entonces existe q ∈ B tal
que q ≤ p y µ(q) = k.

Demostración: Supongamos que ningún q ≤ p tiene medida k. Veamos
en primer lugar que para todo q ∈ B con µ(q) > 0 y para todo natural n > 1
existe una anticadena {si}i<n en B tal que q =

∨
i<n

si y
∧
i < n µ(si) > 0.

Razonamos por inducción sobre n. Para n = 2, como q no es un átomo,
existe s0 ≤ q tal que 0 < µ(s0) < µ(q). Basta tomar s1 = q ∧ s′0. Claramente
q = s0 ∨ s1, s0 ∧ s1 = O y µ(q) = µ(s0) + µ(s1), luego ambos sumandos son
positivos.

Si vale para n, por el caso 2 podemos descomponer q = q′ ∨ sn, de modo que
q′ ∧ sn = O y µ(q′) > 0, µ(sn) > 0. Basta aplicar a q′ la hipótesis de inducción.

Veamos ahora que si q ∈ B cumple k < µ(q) < +∞, entonces existe r ≤ q
tal que k < µ(r) < µ(q).

Sea n un natural tal que 1
nµ(q) < µ(q)− k. Sea {si}i<n una anticadena tal

que q =
∨
i<n

si y
∧
i < n µ(si) > 0. Como

µ(q) =
∑
i<n

µ(si),

algún i < n ha de cumplir que µ(si) ≤ 1
nµ(q) < µ(q) − k. Sea r = q ∧ s′i ≤ q.

Así µ(q) = µ(si) + µ(r), luego µ(r) = µ(q)− µ(si) > k.
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Vamos a construir una sucesión {sα}α<ω1
tal que∧

αβ(α < β < ω1 → sβ ≤ sα ∧ k < µ(sβ) < µ(sα)).

Partimos de s0 = p. Definido sα tal que k < µ(sα), acabamos de probar que
existe sα+1 tal que sα+1 ≤ sα y k < µ(sα+1) < µ(sα). Definidos {sδ}δ<λ, para
un ordinal límite λ < ω1, sea sλ =

∧
δ<λ

sδ. Sea {δn}n<ω una sucesión cofinal

creciente en λ. Es claro que sλ =
∧
n<ω

sδn = ínf
n<ω

µ(sδn) ≥ k, pero por hipótesis
ha de ser µ(sλ) > k.

La sucesión de números reales {µ(sα)}α<ω1 es estrictamente decreciente, y
está acotada inferiormente por k, luego existe a = ínf

α<ω1

µ(sα) y k ≤ a.

Si 0 < n < ω, tomemos αn < ω1 tal que
∧
α ≥ αn a + 1

n > µ(sα). Sea
α = sup

n<ω
αn < ω1. Entonces µ(sα)− a < 1/n para todo natural n > 0, luego ha

de ser µ(sα) = a, pero entonces también µ(sα+1) = a, contradicción, pues por
construcción µ(sα+1) < µ(sα).

7.7 Las álgebras de medida y categoría
Vamos a aplicar la teoría que hemos presentado hasta ahora al estudio de

dos importantes álgebras de Boole completas.

El álgebra de medida Sea X un espacio polaco y µ una medida de Borel
en X unitaria y continua. La σ-álgebra de los conjuntos µ-medibles es la com-
pleción Mµ de la medida µ dada por el teorema [T B.15], que está formada por
todos los conjuntos A ⊂ X tales que existen conjuntos de Borel E ⊂ A ⊂ F
con µ(F \ E) = 0. Esto hace que A = E ∪N , donde N = A \ E ⊂ F \ E es un
conjunto de Borel nulo.

La medida µ se extiende a una medida completa en Mµ, lo que significa
que todo subconjunto de un conjunto nulo es nulo o, en otros términos, que el
conjunto Iµ formado por los conjuntos nulos, no sólo es un ideal de Mµ, sino
también de PX.

Es claro que la inclusión B(X) −→ Mµ induce un isomorfismo de álgebras
B(X)/(Iµ ∩B(X)) −→Mµ/Iµ.

Definición 7.63 Si X es un espacio polaco y µ una medida de Borel en X
unitaria y continua, llamaremos álgebra de medida al álgebra de Boole cociente
Bm = Mµ/Iµ.

Según acabamos de ver, también podemos considerar que Bm = B(X)/Iµ,
donde aquí Iµ es el ideal de los conjuntos de Borel nulos.

Más precisamente, de acuerdo con las observaciones iniciales de la sección 6.5
de [T], toda clase en Bm admite un representante Fσ y otro Gδ.
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De acuerdo con [T 6.40], existe un isomorfismo de Borel f : X −→ I = [0, 1]
tal que, para todo conjunto A ∈Mµ, se cumple que µ(A) = m([f [A]), donde m
es la medida de Lebesgue en I.

Esto significa que f es biyectiva y que la aplicación F : B(I) −→ B(X)
dada por F (A) = f−1[A] es un isomorfismo de álgebras de Boole, de modo que
µ(F (A)) = m(A). En particular F hace corresponder los conjuntos m-nulos con
los conjuntos µ-nulos, por lo que induce un isomorfismo B(I)/Im −→ B(X)/Im.

Así pues, todas las álgebras de medida Bm definidas por cualquier medida
continua y unitaria en cualquier espacio polaco son isomorfas entre sí o, dicho
de otro modo, el álgebra de medida es independiente del espacio y de la medida
con la que se construye.

Según el teorema 7.59 (AE), se trata de un álgebra de Boole completa con
la condición de cadena numerable.

Notemos que el isomorfismo de Borel f es una biyección, luego también
induce un isomorfismo de álgebras PI −→ PX que hace corresponder los ideales
de conjuntos nulos para las medidas m y µ. Más aún, por el teorema 7.60, esto
es cierto para medidas σ-finitas µ, no necesariamente unitarias.

El álgebra de categoría Si X es un espacio polaco, en [T 6.41] hemos defi-
nido la σ-álgebra Ba(X) de los subconjuntos de X con la propiedad de Baire,
que está formada por los conjuntos A ⊂ X para los que existe un abierto U tal
que A4U es de primera categoría.

El conjunto Ic de los subconjuntos de X de primera categoría es un ideal
tanto de PX como de Ba(X) y es claro que la inclusión B(X) −→ Ba(X) induce
un isomorfismo de álgebras B(X)/(Ic ∩B(X)) −→ Ba(X)/Ic.

Definición 7.64 Si X es un espacio polaco, llamaremos álgebra de categoría al
álgebra de Boole cociente Bc = Ba(X)/Ic.

Según acabamos de observar, también podemos considerar queBc = B(X)/Ic,
donde aquí Ic es el ideal de los conjuntos de Borel de primera categoria. De
hecho, de la definición de la propiedad de Baire se deduce inmediatamente que
toda clase de Bc tiene un representante abierto. Esto puede precisarse un poco
más:

Teorema 7.65 Si X es un espacio polaco y R(X) es su álgebra de abiertos
regulares, la aplicación R(X) −→ Bc dada por A 7→ [A] es un isomorfismo de
álgebras de Boole. En particular, Bc es un álgebra de Boole completa con la
condición de cadena numerable.

Demostración: Recordemos (7.29) que si A es un abierto, entonces Å es
siempre un abierto regular. Como A ⊂ Å ⊂ A y A\A tiene interior vacío (luego
es de primera categoría), Å \ A también es de primera categoría. Esto significa

que A y
◦

A determinan la misma clase en el álgebra Bc, luego la aplicación
considerada en el enunciado es suprayectiva.
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Supongamos ahora que A y B son abiertos regulares cuyas clases en Bc
cumplen [A] ≤ [B]. Esto significa que A \ B es de primera categoría. Ahora
bien, entonces A \ B ⊂ A \ B también es de primera categoría, pero A \ B es
abierto, y el único abierto de primera categoría es ∅. Por consiguiente, A ⊂ B,
luego también A ⊂ B̊ = B. El recíproco es trivial. En definitiva, tenemos que

A ⊂ B ↔ [A] ≤ [B].

En particular, esto implica que la aplicación del enunciado es biyectiva y que
además es una semejanza para las relaciones de orden de las álgebras respectivas
(pues, aunque las operaciones booleanas de R(X) no sean las conjuntistas, el
ínfimo sí que coincide con la intersección de conjuntos y la relación de orden es
la inclusión). Por consiguiente, se trata de un isomorfismo de álgebras.

Veamos ahora que, al igual que sucede con el álgebra de medida, el álgebra de
categoría es única (salvo isomorfismo) para todos los espacios polacos perfectos.
La condición de que no haya puntos aislados es la correspondiente a la condición
de considerar medidas continuas, pues si p un punto aislado entonces {p} es
un conjunto de segunda categoría, que es el análogo a que {p} tenga medida
positiva. La condición es necesaria en el teorema siguiente, pues es fácil ver que
los puntos aislados de X se corresponden biunívocamente con los átomos del
álgebra Bc(X).

Teorema 7.66 Si X e Y son espacios polacos perfectos, sus álgebras de cate-
goría respectivas son isomorfas.

Demostración: Por el teorema anterior, basta demostrar que las álgebras
R(X) yR(Y ) de abiertos regulares son isomorfas. Vamos a construir un esquema
de Suslin6 en X a partir del resultado siguiente:

Si U es un abierto regular no vacío en X y ε > 0, existe una familia
{Un}n∈ω de abiertos regulares en X contenidos en U y disjuntos dos
a dos cuya unión es densa en X.

En efecto, sea {dn}n∈ω un subconjunto denso de U (que ha de ser infinito,
porque X no tiene puntos aislados). Tomamos una bola abierta de centro d0

contenida en U , de diámetro < ε y cuya clausura no contenga a algún punto
de U , y llamamos U0 al interior de dicha clausura. Entonces U \ U0 es un
abierto regular no vacío. Del mismo modo, podemos obtener un abierto regular
U1 ⊂ U \U0 de diámetro < ε y tal que d2 ∈ U0 ∪U1. Procediendo de este modo
obtenemos la sucesión buscada.

Esto nos permite construir un esquema de Suslin A : ω<ω −→ R(X) con las
propiedades siguientes:

1. A(∅) = X.

2. La unión
⋃
n∈ω

A(s_n) es disjunta y densa en A(s).

3. A(s) tiene diámetro menor que 1/l(s).

6Véase la sección 6.2 de [T].
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Observemos ahora que si U ⊂ X es cualquier abierto regular no vacío, existe
un s ∈ ω<ω tal que A(s) ⊂ U . En efecto, U contendrá una bola abierta B1/n(x),
para cierto x ∈ U y cierto n ∈ ω. Sea B = B1/2n(x). Por la propiedad 2), para
s = ∅, existe un s1 ∈ ω1 tal que B ∩ A(s1) 6= ∅, luego existe un s2 ∈ ω2

(necesariamente s1 ⊂ s2) tal que B ∩ A(s2) 6= ∅ y, razonando de este modo,
llegamos a un s2n ∈ ω2n tal que B ∩A(s2n) 6= ∅ y, como el diámetro de A(s2n)
es menor que 1/2n, ha de ser A(s2n) ⊂ B1/n(x) ⊂ U .

Ahora es inmediato que A es una inmersión densa, luego 7.49 nos da que
R(X) ∼= R(ω<ω), y esto es válido para cualquier espacio polaco perfecto, luego,
si Y es otro cualquiera, tenemos el isomorfismo R(X) ∼= R(Y ).

En lo sucesivo, cuando hablemos del álgebra Bc nos referiremos al álgebra
de categoría de cualquier espacio polaco perfecto. Acabamos de probar que no
importa cuál consideremos.

Usando el axioma de elección podemos dar una prueba más conceptual de
la unicidad del álgebra de categoría, pues ésta es consecuencia inmediata del
apartado 2) del teorema siguiente:

Teorema 7.67 (AE) Se cumple:

1. Dos álgebras de Boole no atómicas numerables cualesquiera son isomorfas
entres sí.

2. Toda álgebra de Boole completa no atómica que posea un subconjunto denso
numerable es isomorfa al álgebra de categoría Bc.

Demostración: 1) Un álgebra de Boole B es no atómica y numerable si
y sólo si su espacio de Stone es un espacio compacto cero-dimensional con una
base numerable y sin puntos aislados. Por [T 6.6] tenemos que S(B) es un
espacio polaco, y el teorema de Brouwer [T 6.17] afirma que es homeomorfo al
espacio de Cantor C, luego B es isomorfa al álgebra de abiertos-cerrados de C.

2) Un conjunto denso numerable en un álgebra de Boole no atómica genera
un álgebra de Boole densa no atómica numerable, luego dos álgebras en las
condiciones del enunciado tienen (por el apartado anterior) subálgebras densas
isomorfas, luego ambas son isomorfas a la compleción de una misma álgebra,
luego son isomorfas entre sí. Como Bc cumple las hipótesis, cualquier otra
álgebra que las cumpla es isomorfa a Bc.

Medida y categoría Las álgebras de medida y categoría no son isomorfas:

Teorema 7.68 Bm 6∼= Bc.

En la prueba del teorema 7.66 hemos visto que el álgebra de categoría tiene
un subconjunto denso numerable. Basta probar que no le sucede lo mismo al
álgebra de medida. En efecto, sea {[Dn]}n∈ω un subconjunto numerable (de
elementos no nulos) de Bm y vamos a probar que no es denso. (No importa el
espacio polaco X ni la medida continua unitaria µ con la que construyamos el
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álgebra.) Como µ(Dn) > 0 podemos tomar un cerrado En ⊂ Dn de manera
que 0 < µ(En) < 2−n−2. Tomemos E =

⋃
n∈ω

En. Así 0 < µ(E) < 1, luego
µ(X \ E) > 0, luego [X \ E] 6= 0.

Además, En ⊂ Dn \ (X \ E), luego 0 < [Dn] ∧ [X \ E]′, luego resulta que
[Dn] 6≤ [X \E] para todo n ∈ ω. Esto prueba que el conjunto dado no es denso.

Sin embargo, podemos mostrar una diferencia más notable entre ambas ál-
gebras: si construimos Bm a partir de una medida unitaria µ, es claro que µ
induce a su vez una medida µ : Bm −→ [0, 1] que es estrictamente positiva, es
decir, que cumple µ(x) = 0 si y sólo si x = O. Por el contrario:

Teorema 7.69 No existen medidas estrictamente positivas sobre el álgebra Bc.

Demostración: Para ello introducimos los conceptos siguientes:

Un subconjunto D de un álgebra de Boole B es predenso si su supremo es 1l.
Notemos que si D es denso, entonces es predenso, pues, si

∨
D = b < 1l, no

habría elementos de D por debajo de b′.

Un álgebra B es débilmente ℵ1-distributiva si para toda sucesión {Dn}n∈ω de
subconjuntos predensos numerables existe un subconjunto predenso A tal que
para todo a ∈ A y todo n ∈ ω existe Cn ⊂ An finito tal que a ≤

∨
Cn.

Ahora demostramos que si un álgebra B admite una medida estrictamente
positiva µ, entonces es débilmente ℵ1-distributiva.

En efecto, sea {An}n∈ω una familia de subconjuntos predensos numerables.
Si An = {dni }i∈ω y llamamos

eni = dni ∧
( ∨
j<i

dnj

)′
,

se cumple que
∨
j<i

dnj =
∨
j<i

enj , por lo que los conjuntos A′n = {eni }i∈ω son

predensos y sus elementos son incompatibles dos a dos. Además, basta probar
que se cumple con ellos la definición de distributividad débil, ya que si C ′n ⊂ A′n
es finito, existe un i tal que

∨
C ′n ≤

∨
j<i

enj =
∨
j<i

dnj , luego los An cumplen la

definición con Cn = {dnj }j<i.
Equivalentemente, podemos suponer que los elementos de An son incompa-

tibles dos a dos. Vamos a probar que

A = {b ∈ B |
∧
n ∈ ω

∨
C ⊂ An(C finito ∧ b ≤

∨
C)}

es denso en B y, por consiguiente, predenso.

Sea a ∈ B, a 6= O. Tenemos que
∨

x∈An
x = 1l, luego

∨
x∈An

x ∧ a = a,

luego, teniendo en cuenta que los elementos de An son disjuntos dos a dos,
0 < µ(a) =

∑
x∈An

µ(x ∧ a), luego existe Cn ⊂ An finito tal que

µ(a ∧
∨
Cn) = µ

( ∨
x∈Cn

(x ∧ a)
)

=
∑
x∈Cn

µ(x ∧ a) ≥ (1− 1

2n+2
)µ(a).
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Así

µ(
∨
n∈ω

(a ∧ (
∨
Cn)′)) ≤

∑
n∈ω

µ(a ∧ (
∨
Cn)′) =

∑
n∈ω

(µ(a)− µ(a ∧
∨
Cn))

≤
∑
n∈ω

1

2n+2
µ(a) =

1

2
µ(a),

luego, llamando b = a ∧
∧
n∈ω

∨
Cn, tenemos que µ(b) ≥ µ(a)− 1

2µ(a) > 0, luego

b 6= O y cumple b ≤ a y b ∈ A.

Finalmente probamos que Bc no es débilmente ℵ1-distributiva. No perdemos
generalidad si consideramos, concretamente, el álgebra de categoría del espacio
de Baire. Consideramos los abiertos cerrados (luego regulares)

Dn
i = {x ∈ N | x(n) = i},

de modo que el conjunto An = {[Dn
i ]}i∈ω es predenso en Bc, pues la unión

de los Dn
i (para un n fijo) es N. Vamos a probar que ningún a ∈ Bc no nulo

cumple la definición de álgebra ℵ1-distributiva, es decir, que si a = [A], donde
A es un abierto no vacío en N, no pueden existir conjuntos finitos Cn ⊂ ω tales
que A \

⋃
i∈Cn

Dn
i sea de primera categoría.

En tal caso, A \
⋂
n∈ω

⋃
i∈Cn

Dn
i también sería de primera categoría, luego el

conjunto C =
⋂
n∈ω

⋃
i∈Cn

Dn
i sería de segunda categoría, pero en realidad es un

cerrado de interior vacío. En efecto, si contuviera un abierto, contendría un
abierto básico Bs, para un cierto s ∈ ωn, luego Bs ⊂

⋃
i∈Cn

Dn
i , pero esto es

imposible, pues un x ∈ N que esté en el conjunto de la derecha sólo puede
tomar un número finito de valores en n, mientras que Bs contiene puntos que
toman en n cualquier valor.

7.8 Cardinales medibles
Los resultados de las secciones anteriores nos permiten mostrar una relación

notable entre la teoría de conjuntos y la teoría de la medida. En toda esta sec-
ción usaremos AE sin mencionarlo explícitamente. Conviene introducir algunas
definiciones:

Definición 7.70 Una medida en un conjunto S es una medida en el álgebra PS.
Notemos que en tal caso el ideal Iµ de los conjuntos nulos es un ideal ℵ1-completo
en S.

Si κ es un cardinal infinito, diremos que µ es κ-aditiva si la unión de toda fa-
milia de menos de κ conjuntos nulos es nula. Así, toda medida en un conjunto S
es ℵ1-aditiva, y la κ aditividad equivale a que el ideal Iµ de los conjuntos nulos
sea κ-completo.
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Una medida fuerte en un cardinal κ > ℵ0 es una medida unitaria, continua
(es decir, tal que los puntos sean nulos) y κ-aditiva sobre κ. Un cardinal no
numerable κ es R-medible si existe una medida fuerte sobre κ. La R hace
referencia a que la medida toma valores en R, lo cual es obvio, pero se opone al
caso más simple en que la medida es bivaluada:

Una medida bivaluada en S es una medida unitaria µ : PS −→ {0, 1}.

Un cardinal no numerable κ es medible Ulam si existe una medida continua
bivaluada en κ. Un cardinal no numerable κ es medible si existe una medida
fuerte bivaluada sobre κ.

Observemos que si µ : PS −→ 2 es una medida bivaluada, entonces el ideal Iµ
de los conjuntos nulos es un ideal primo, pues es imposible que un conjunto y
su complementario tengan ambos medida 0, luego su filtro dual U , formado por
los conjuntos de medida 1, es un ultrafiltro en S.

Recíprocamente, todo ideal primo I (o todo ultrafiltro U) ℵ1-completo en
un conjunto S define una medida bivaluada en S, la dada por µ(A) = 1 si y
sólo si A ∈ U (o µ(A) = 0 si y sólo si A ∈ I).

Una medida bivaluada µ es continua si y sólo si todos los conjuntos {x} están
en Iµ, lo que equivale a que el ultrafiltro U sea libre. La medida µ es ν-aditiva
si y sólo si el ideal Iµ es ν-completo, si y sólo si el ultrafiltro U es ν-completo.

Una medida de Ulam en un conjunto S es un ultrafiltro libre ℵ1-completo
en S. Así, un cardinal es medible Ulam si y sólo si existe una medida de Ulam
en κ.

Similarmente, un cardinal no numerable κ es medible si y sólo si existe un
ultrafiltro libre κ-completo en κ.

Vamos a usar a menudo el teorema siguiente, cuya prueba es trivial:

Teorema 7.71 Sea µ una medida finita en un conjunto S y sea f : S −→ T .
Entonces la aplicación σ : PT −→ [0, 1] dada por

σ(Z) =
µ(f−1[Z])

µ(S)

es una medida unitaria en T , bivaluada si lo es µ. Además, si κ es un cardinal
infinito y µ es κ-aditiva, también lo es σ.

El teorema B.1 asegura que no todo subconjunto de R es medible Lebesgue,
pero no excluye que la medida de Lebesgue pueda extenderse a PR, a condición
de que la extensión no sea invariante por traslaciones, pues dicha invarianza es
lo único que se usa en la prueba.

Es fácil ver que la medida de Lebesgue admite una extensión a PR si y sólo
si la medida de Lebesgue en I admite una extensión a PI, pues en tal caso
podríamos definir una medida en PR mediante

µ̄(A) =
⋃
n∈Z

µ((A ∩ [n, n+ 1])− n).
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Por otra parte, en vista del teorema [T 6.40], que la medida de Lebesgue en I
pueda extenderse a PI es equivalente a que cualquier medida de Borel continua
y unitaria en cualquier espacio polaco X pueda extenderse a PX (basta con que
una cualquiera pueda extenderse para que todas puedan).

Si la medida de Lebesgue en I pudiera extenderse a PI, la extensión sería
una medida continua, unitaria y no atómica.

En efecto, lo único que no es inmediato es que la extensión sería no atómica,
pero si A ⊂ I fuera un átomo, podríamos dividir I en una unión finita de
intervalos disjuntos de medida menor que µ(A), con lo que la intersección de A
con estos intervalos tendría que ser una partición finita de A en conjuntos nulos,
lo cual es absurdo.

El teorema siguiente prueba que la medida de Lebesgue es en realidad irre-
levante en este asunto:

Teorema 7.72 Si existe una medida unitaria, continua y no atómica en un
conjunto S, entonces existe una medida en R que extiende a la medida de Le-
besgue. Si κ es un cardinal infinito, esta medida será κ-aditiva si lo es la dada.

Demostración: Sea µ : PS −→ [0, 1] una medida en las condiciones del
enunciado. Definimos x : 2<ω −→ PS de modo que x∅ = S y si u ∈ 2<ω,
entonces {xu,0, xu,1} es una partición de xu en dos conjuntos de igual medida (lo
cual es posible por el teorema 7.62). Así, si u ∈ n2, tenemos que µ(xu) = 1/2n.

Consideramos ahora el espacio de Cantor C = ω2. Claramente, una base de
C la forman los abiertos cerrados

Cn({s}) = {f ∈ C | f |n = s},

para cada n ∈ ω y s ∈ n2. Recordemos también que la medida de Haar en C

está determinada por que m(Cn({s})) = 1/2n.

Para cada u ∈ C, sea xu =
⋂
n<ω

xu|n . Es claro que {xu}u∈C es una partición
de S en conjuntos nulos.

Sea m̄ : PC −→ [0, 1] la función dada por m̄(Z) = µ
( ⋃
u∈Z

xu
)
. Es inmediato

comprobar que m̄ es una medida continua unitaria κ-aditiva en C tal que si
s ∈ n2, entonces

m̄(Cn({s})) = µ(
⋃

u∈Cn({s})
xu) = µ(xs) = 1/2n.

Esto implica que m̄ extiende a la medida de Haar en C. Consideramos ahora
la aplicación φ : C −→ I que a cada sucesión de ceros y unos le asigna el número
real con dicho desarrollo binario.

Por el teorema [T 10.81], si A ⊂ I es un conjunto de Borel, la medida de
Lebesgue cumple m(A) = m[φ−1[A]] = m̄[φ−1[A]], luego la medida en I dada
por el teorema anterior extiende a la medida de Lebesgue (y es κ-aditiva).
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Llamemos m̄0 a la medida en [0, 1] que hemos obtenido. Para cada k ∈ Z,
sea m̄k : P[k, k + 1] −→ [0, 1] la aplicación dada por m̄k(X) = m̄0(X − k). Por
el teorema anterior m̄k es una medida continua unitaria κ-aditiva en [k, k + 1].
Sea m̄ : PR −→ [0,+∞] la aplicación dada por

m̄(X) =
∑
k∈Z

m̄k(X ∩ [m,m+ 1]).

Una simple comprobación rutinaria muestra que m̄ es una medida σ-finita,
continua y κ-aditiva en R que extiende a la medida de Lebesgue en cada intervalo
[k, k + 1], y de ahí se sigue fácilmente que extiende a la medida de Lebesgue en
todo R.

Así pues, la existencia de una extensión de la medida de Lebesgue a PR (o
de cualquier medida de Borel continua y unitaria en cualquier espacio polaco) es
equivalente a la existencia de cualquier medida unitaria, continua y no atómica
en cualquier conjunto S.

Si comparamos con la larga lista de definiciones que hemos dado al principio
de esta sección, veremos que el caso de una medida unitaria, continua y no
atómica no se corresponde con ninguna de ellas. Pero observemos lo siguiente:

Teorema 7.73 Si ν es el menor cardinal sobre el que existe una medida conti-
nua unitaria κ-aditiva, entonces dicha medida es ν-aditiva.

Demostración: Sea µ la medida del enunciado. Si no fuera ν-aditiva,
existen conjuntos nulos {Xδ}δ<α, con α < ν cuya uniónX tiene medida positiva.
Cambiando Xδ por Xδ \

⋃
β<δ

Xβ podemos suponer que los Xδ son disjuntos dos
a dos.

Sea f : X −→ α dada por f(x) = δ ↔ x ∈ Xδ. Es claro que la restricción
de µ a PX es una medida finita continua κ-aditiva en X. Por 7.71 tenemos
que existe una medida unitaria κ-aditiva σ : Pα −→ [0, 1], que claramente es
continua, pues si δ ∈ α entonces σ({δ}) = µ(f−1[{δ}]) = µ(Xδ) = 0. Esto
contradice la minimalidad de ν.

Así pues, la existencia de una extensión de la medida de Lebesgue a PR
equivale a que exista un cardinal κ en el que hay definida una medida fuerte no
atómica. Sin embargo, en la definición de cardinal R-medible no hemos incluido
la condición de que la medida sea no atómica. Ello se debe al teorema siguiente:

Teorema 7.74 (Ulam) Si κ es un cardinal R-medible, entonces se da uno de
los dos casos siguientes:

1. Si κ > 2ℵ0 , entonces κ es un cardinal medible y todas las medidas fuertes
en κ son atómicas.

2. κ ≤ 2ℵ0 , entonces es débilmente inaccesible y todas las medidas fuertes
en κ son no atómicas.
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Demostración: Veamos en primer lugar que todo cardinal R-medible κ es
débilmente inaccesible. Sea µ una medida fuerte en κ.

Se cumple que κ es regular, pues si κ se descompusiera en menos de κ
conjuntos de cardinal menor que κ, cada uno de ellos sería nulo (pues se expresa
como unión de menos de κ conjuntos puntuales, todos ellos nulos), luego κ
tendría medida cero, de nuevo por la κ-aditividad.

Supongamos ahora que κ = ν+. Para cada α < κ sea fα : ν −→ α suprayec-
tiva y, para cada β < κ, γ < ν, sea

Aβγ = {α < κ | fα(γ) = β}.

Si β < κ, entonces para cada α ≥ β existe un γ < ν tal que fα(γ) = β, luego
α ∈ Aβγ , con lo que

κ \
⋃
γ<ν

Aβγ ⊂ β.

Así,
∣∣∣κ \ ⋃

γ<ν
Aβγ

∣∣∣ ≤ ν, luego µ(κ \ ⋃
γ<ν

Aβγ

)
= 0, luego µ

( ⋃
γ<ν

Aβγ

)
> 0.

Concluimos que para cada β < κ existe un γβ < ν tal que µ(Aβγβ ) > 0.
Ha de existir un conjunto W ⊂ κ de cardinal κ y un γ < ν de modo que∧
β ∈ W γβ = γ. De este modo, {Aβγ | β ∈ W} es una familia no numerable

de subconjuntos de κ disjuntos dos a dos y con medida positiva, pero esto es
imposible, pues el ideal de los conjuntos nulos cumple la condición de cadena
numerable (teorema 7.58).

Como, por definición, κ es no numerable, concluimos que es débilmente
inaccesible.

Si κ tiene una medida fuerte no atómica, la prueba del teorema 7.72 muestra
que κ se descompone en 2ℵ0 conjuntos nulos, luego la medida no puede ser
(2ℵ0)+-aditiva. Como sí que es κ-aditiva, ha de ser κ ≤ 2ℵ0 .

Supongamos ahora que κ tiene una medida fuerte atómica µ. Sea A ⊂ κ un
átomo. Definimos σ : Pκ −→ {0, 1} mediante

σ(X) =

{
1 si µ(A ∩X) = µ(A),
0 si µ(A ∩X) = 0.

Es claro que σ es también una medida fuerte bivaluada en κ, luego κ es
un cardinal medible. Si probamos que los cardinales medibles son (fuertemente)
inaccesibles, en particular tendremos que κ > 2ℵ0 y el teorema quedará probado.
Como el resultado tiene interés en sí mismo, lo enunciamos como un teorema
aparte a continuación.

Teorema 7.75 Todo cardinal medible es inaccesible.

Demostración: Sea κ un cardinal medible. Por el teorema anterior sabe-
mos que es débilmente inaccesible. Sólo falta probar que es un límite fuerte. Por
reducción al absurdo, supongamos que existe un cardinal ν < κ tal que 2ν ≥ κ.
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Sea S ⊂ ν2 tal que |S| = κ. Sea σ una medida fuerte bivaluada en S (si hay
una en κ, hay una en S). Para cada α < ν, sea εα ∈ 2 tal que el conjunto

Xα = {f ∈ S | f(α) = εα}

tenga medida 1. Como σ es κ-aditiva y ν < κ, la unión de los complementarios
tiene medida 0, es decir,

σ
( ⋂
δ<ν

Xδ

)
= 1.

Sin embargo, esta intersección contiene sólo una función, a saber, la dada
por f(α) = εα, contradicción.

Ahora es inmediato el teorema siguiente:

Teorema 7.76 Existe una extensión de la medida de Lebesgue a PR si y sólo
si existe un cardinal R-medible κ ≤ 2ℵ0 .

En particular, la hipótesis del continuo (o variantes, como 2ℵ0 = ℵ17) impli-
can que no existen tales extensiones, luego no es posible demostrar que existan.

Nota Conviene observar que sí que es posible definir medidas triviales en
cualquier álgebra PX. Por ejemplo:

1. µ(A) =

{
1 si x0 ∈ A,
0 si x0 /∈ A,

(para un x0 ∈ X prefijado),

2. µ(A) =

{
|A| si A es finito,
+∞ si A es infinito,

3. µ(A) =

{
0 si A es numerable,

+∞ si A es no numerable,

Las dos últimas, cuando X = R, son incluso invariantes por traslaciones.

Puede probarse que la consistencia de que exista un cardinal R-medible
≤ 2ℵ0 es equivalente a la consistencia de que exista uno > 2ℵ0 , es decir, a la
consistencia de que exista un cardinal medible. Por otra parte, es fácil ver que
la existencia de cardinales medibles equivale a la consistencia de que existan
cardinales medibles Ulam.

En efecto, observemos en primer lugar que si κ es un cardinal medible Ulam
y κ ≤ µ, entonces el teorema 7.71 aplicado a la inclusión i : κ −→ µ nos da
una medida continua bivaluada en µ, por lo que todo cardinal mayor o igual
que un cardinal medible Ulam es medible Ulam. En otras palabras, si existe
un cardinal medible Ulam, entonces la clase de los cardinales se divide en dos
partes: primero están todos los cardinales no medibles Ulam y por encima de
ellos vienen todos los cardinales medibles Ulam.

Teorema 7.77 Existen cardinales medibles si y sólo si existen cardinales medi-
bles Ulam. En tal caso, el menor cardinal medible Ulam coincide con el menor
cardinal medible.
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Obviamente, todo cardinal medible es medible Ulam, luego basta probar la
última afirmación. Sea κ el mínimo cardinal medible Ulam y sea U una medida
de Ulam en κ. Vamos a probar que es κ-completa. En caso contrario, el ideal
dual de U no es κ-completo, luego existen conjuntos nulos {Xα}α<β (es decir,
que no están en U) con β < κ, cuya unión no es nula (está en U). Quitando
a cada uno la unión de los anteriores podemos suponer que son disjuntos dos a
dos.

El conjuntoXβ = κ\
⋃
α<β

Xα también es nulo, y así {Xα}α≤β es una partición

de κ es menos de κ conjuntos nulos. Si llamamos µ = |β| < κ, reordenando
los conjuntos que estamos considerando, tenemos una partición {Xα}α<µ, con
µ < κ, formada por conjuntos nulos. Sea f : κ −→ µ la función dada por
f(α) = β ↔ α ∈ Xβ .

El teorema 7.71 transforma la medida bivaluada en κ asociada a U en una
medida bivaluada en µ, cuyo ultrafiltro asociado U ′ es libre, pues si existe un
α < µ tal que {α} ∈ U ′, entonces Xα = f−1[{α}] ∈ U , contradicción. Por lo
tanto µ es un cardinal medible Ulam, lo que contradice la minimalidad de κ.



Capítulo VIII

Cardinales característicos del
continuo

A partir del conjunto ω de los números naturales es posible definir de forma
sencilla varios conjuntos no numerables, como:

• Pω (el conjunto de todos los conjuntos de números naturales),

• [ω]ω (el conjunto de todos los conjuntos infinitos de números naturales),

• ωω (el conjunto de todas las sucesiones infinitas de números naturales),

• ω2 (el conjunto de todas las sucesiones infinitas de ceros y unos),

y, de forma un poco más indirecta, resulta razonable añadir a esta lista el con-
junto R de los números reales. Su construcción a partir de N es un poco más
elaborada, pero en esencia cada número real puede determinarse mediante un
elemento de cualquiera de los conjuntos anteriores fijada una codificación opor-
tuna, y viceversa. Por ello es frecuente llamar vagamente “reales” a los elementos
de cualquiera de los conjuntos anteriores o, más en general, de cualquier conjunto
que pueda determinarse de forma sencilla y directa a partir de un subconjunto
de ω u objeto equivalente.

Aunque todos estos conjuntos tienen definiciones muy simples, los axiomas
de la teoría de conjuntos apenas precisan sus características, pues distan mucho
de determinar qué debemos entender por “todos” los subconjuntos de ω o “todas”
las sucesiones en ω, etc. Por ejemplo, es fácil probar que los cinco conjuntos que
hemos mencionado tienen el mismo cardinal 2ℵ0 , pero ya hemos señalado que
los axiomas de la teoría de conjuntos no determinan cuál es el valor concreto de
este cardinal común. Es costumbre representarlo con la letra c, y lo único que
podemos probar sobre él es lo que afirma el teorema de König: ℵ1 ≤ cf c ≤ c.

El cardinal del continuo c es el más elemental de los llamados cardinales ca-
racterísticos del continuo, es decir, de cardinales definibles a partir de diversas
características de los objetos “equiparables” a Pω cuyo valor concreto no puede
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ser determinado a partir de los axiomas de la teoría de conjuntos. En este capí-
tulo vamos a estudiar algunos de ellos y demostraremos algunas relaciones que
satisfacen. En la primera sección nos ocupamos de varios cardinales definidos
en términos puramente conjuntistas, mientras que en la segunda estudiaremos
otros relacionados con la topología y la teoría de la medida. Finalmente estu-
diaremos el llamado axioma de Martin, que es una afirmación indemostrable en
(pero consistente con) los axiomas de la teoría de conjuntos que implica, entre
otras cosas, que todos los cardinales que vamos a considerar son iguales a c.

En este capítulo usaremos el axioma de elección sin indicarlo explícitamente.

8.1 Cardinales puramente conjuntistas

8.1.1 Pseudointersecciones y torres

La estructura de Pω o [ω]ω puede parecer muy simple, pero una forma de
poner de manifiesto su complejidad consiste en considerar relaciones “módulo”
conjuntos finitos. Por ejemplo:

Definición 8.1 Si A, B ⊂ ω, diremos que A está casi contenido en B (y lo
representaremos por A ⊂∗ B) si A \B es finito, es decir, si todos los elementos
de A pertenecen a B salvo a lo sumo una cantidad finita de ellos.

Nota No vamos a necesitar este hecho, pero conviene observar que A ⊂∗ B es
equivalente a [A] ≤ [B], donde las clases de equivalencia corresponden al álgebra
Pω/fin (donde a su vez “fin” es el ideal en Pω formado por los conjuntos finitos),
por lo que en el fondo vamos a estudiar algunas propiedades de esta álgebra de
Boole.

Si S ⊂ [ω]ω, una pseudointersección de S es un conjunto A ∈ [ω]ω tal que
A ⊂∗ B para todo B ∈ S.

Una familia S ⊂ [ω]ω tiene la propiedad fuerte de la intersección finita si la
intersección de cualquier conjunto finito de elementos de S es infinita.

Una torre es una familia {Tα}α<β de subconjuntos infinitos de ω que es casi
decreciente (es decir, que si α1 ≤ α2 < β entonces Tα2 ⊂∗ Tα1).

Una torre es inextensible, si no tiene pseudointersección, es decir, si no puede
prolongarse a una torre de longitud mayor.

Notemos que en la definición de “torre” no excluimos las sucesiones constan-
tes (o que sean constantes en un tramo arbitrariamente grande), por lo que toda
torre cuya longitud sea un ordinal sucesor se puede prolongar indefinidamente
sin más que repetir su último valor. Sin embargo, también es posible construir
torres inextensibles:

Teorema 8.2 Existen torres inextensibles de longitud ≤ c.
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Demostración: En caso contrario, podríamos construir recurrentemente
una sucesión {Tα}α<c+ en [ω]ω con la propiedad de que si α1 < α2 entonces
Tα2
⊂∗ Tα1

y de modo que además Tα \Tα+1 es infinito. En efecto, la única difi-
cultad sería definir Tλ cuando λ es un ordinal límite, pero como, por hipótesis, la
torre {Tα}α<λ no es inextensible, basta tomar como Tλ una pseudointersección.
Ahora bien, la aplicación α 7→ Tα sería entonces inyectiva, lo cual es absurdo.
En efecto, si fuera α1 < α2, pero Tα1

= Tα2
, entonces Tα1

= Tα2
⊂∗ Tα1+1,

luego Tα1
\ Tα1+1 sería finito, contradicción.

Definición 8.3 El número de las torres t ≤ c es la menor longitud de una torre
inextensible. El número de la pseudointersección es el menor cardinal p de una
familia S ⊂ [ω]ω con la propiedad fuerte de la intersección finita que no admita
una pseudointersección.

Es claro que t es un cardinal regular, pues toda subsucesión cofinal de una
torre inextensible es una torre inextensible. Como toda torre tiene la propiedad
fuerte de la intersección finita, también es claro que1 p ≤ t ≤ c.

Las definiciones de p y t son “negativas”, pero pueden leerse “positivamente”:
la información que aportan estos cardinales es que toda familia con la propiedad
fuerte de la intersección finita de cardinal menor que p tiene una pseudointer-
sección, y toda torre de cardinal menor que t es extensible. Así, el teorema
siguiente implica que p es no numerable:

Teorema 8.4 Toda familia numerable S ⊂ [ω]ω con la propiedad fuerte de la
intersección finita tiene pseudointersección.

Demostración: Sea S = {An | n ∈ ω}. Tomemos x0 ∈ A0. Como A0 ∩A1

es infinito, podemos tomar x1 ∈ A0∩A1 distinto de x0. Similarmente, podemos
tomar x2 ∈ A0 ∩ A1 ∩ A2 distinto de x0 y x1. De este modo construimos un
conjunto infinito X = {xn | n ∈ ω} que es claramente una pseudointersección
de S.

Ejercicio: Si Tn = ω \ n, ¿cuál es una pseudointersección de la torre {Tn}n∈ω?

El teorema anterior y el siguiente nos dan las relaciones

ℵ1 ≤ p ≤ cf t = t ≤ cf c ≤ c.

Teorema 8.5 Si ℵ0 ≤ κ < t, entonces 2κ = c. Por lo tanto, t ≤ cf c.

Demostración: La segunda parte se debe al teorema de König: cf c =
cf 2κ > κ, para todo κ < t, luego t ≤ cf c.

Sólo tenemos que probar que 2κ ≤ c. Para ello definimos una aplicación
F : ≤κ2 −→ [ω]ω tal que si s ⊂ t entonces F (t) ⊂∗ F (s). Partimos de F (∅) = ω
y, supuesto definido F (s), definimos F sobre las dos prolongaciones de s de
modo que sus imágenes sean dos subconjuntos infinitos complementarios en
F (s). Si s tiene por longitud un ordinal límite λ definimos F (s) como una
pseudointersección de {F (s|δ)}δ<λ.

1Un resultado nada trivial sobre cardinales característicos, debido a Shelah, afirma que en
realidad p = t.



292 Capítulo 8. Cardinales característicos del continuo

En particular tenemos definida F : κ2 −→ [ω]ω, y es inyectiva, pues si
f, g ∈ κ2 son distintas, existe un mínimo δ < κ tal que f(δ) 6= g(δ), luego
f |δ = g|δ y F (fδ+1) ∩ F (g|δ+1) = ∅. Como F (f) ⊂∗ F (f |δ) y F (g) ⊂∗ F (g|δ),
concluimos que la intersección F (f) ∩ F (g) es finita.

En general, todos los cardinales característicos del continuo que vamos a
estudiar cumplen que están situados entre ℵ1 y c, si bien no es posible calcular
su valor concreto. Obviamente, la hipótesis del continuo, c = ℵ1 hace que todos
sean iguales a c.

Por otro lado, el hecho de que sí que podamos demostrar que son no nume-
rables aporta información relevante. Por ejemplo, en el caso del cardinal p, su
no numerabilidad equivale al teorema 8.4, mientras que en el caso de t su no
numerabilidad equivale a que toda torre numerable es extensible.

8.1.2 Distributividad

El siguiente cardinal característico que vamos a estudiar indica el grado de
distributividad del álgebra de Boole Pω/fin:

Definición 8.6 Un conjunto D ⊂ [ω]ω es abierto si cuando A ∈ D y B ⊂∗ A,
entonces B ∈ D. El conjunto D es denso si para todo X ∈ [ω]ω existe D ∈ D

tal que D ⊂ X.

Si A ∈ [ω]ω, el conjunto DA = {B ∈ [ω]ω | B  A ∨ |B ∩ A| < ℵ0} es un
abierto denso y A /∈ DA, luego

⋂
A∈[ω]ω

DA = ∅.

El número de distributividad h es el menor cardinal de una familia de abiertos
densos en [ω]ω con intersección vacía. Acabamos de probar que h ≤ c.

En realidad se cumple algo más fuerte que lo que exige la definición:

Teorema 8.7 El número h es el menor cardinal de una familia de abiertos
densos en [ω]ω cuya intersección no es densa.

Demostración: Sea h′ el cardinal descrito en el enunciado. Obviamente se
cumple h′ ≤ h. Tomemos una familia {Dα}α<h′ de abiertos densos en [ω]ω cuya
intersección no sea densa. Entonces existe un B ∈ [ω]ω tal que la intersección
no contiene ningún subconjunto de B. Entonces D′α = Dα ∩ [B]ω es abierto
denso en [B]ω, pero

⋂
α<h′

D′α = ∅.

A través de una biyección entre B y ω, los D′α se corresponden con una
familia de h′ abiertos densos en [ω]ω con intersección vacía, luego h ≤ h′.

Nota Ahora es inmediato que h es el menor cardinal tal que el c.p.o. ([ω]ω,⊂∗)
no es h-distributivo en el sentido de la definición 7.55 y, claramente, la aplicación
i : [ω]ω −→ Pω/fin dada por i(A) = [A] es una inmersión densa, por lo que el
teorema 7.56 nos da que h es también el menor cardinal tal que el álgebra de
Boole Pω/fin no es h-distributiva.
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El teorema anterior implica que h es regular, pues si f : cf h −→ h es cofinal,
dada una familia {Dα}α<h de abiertos densos en [ω]ω con intersección vacía, la
familia {D′δ}δ<cf h dada por D′δ =

⋂
α<f(δ)

Dα es una familia de abiertos densos con
intersección vacía.

No es difícil ver que h no es numerable, pero podemos probar algo más fuerte:

Teorema 8.8 Se cumple t ≤ cf h = h ≤ c.

Demostración: Ya hemos probado que h es regular. Sea κ < t y sea
{Dα}α<κ una familia de abiertos densos en [ω]ω. Definimos una torre {Tα}α≤κ
como sigue: T0 = ω, elegimos Tα+1 ∈ Dα tal que Tα+1 ⊂∗ Tα (que existe
porque Dα es denso) y, si λ ≤ κ < t, tomamos como Tλ una pseudointersección
de {Tα}α<λ. Así Tκ ⊂∗ Tα+1 ∈ Dα para todo α y, como Dα es abierto, de hecho
Tκ ∈

⋂
α<κ

Dα 6= ∅, luego κ < h.

8.1.3 Crecimiento de funciones
Pasamos ahora a estudiar ωω, donde podemos definir un orden parcial análogo

al preorden ⊂∗ que hemos estado considerando en [ω]ω:

Definición 8.9 Consideramos en ωω la relación de orden parcial f ≤∗ g si
f(n) ≤ g(n) para todos los números naturales salvo a lo sumo un número finito
de ellos.

Una familia D ⊂ ωω es dominante si para toda f ∈ ωω existe g ∈ D tal que
f ≤∗ g.

El número de acotación es el menor cardinal b de un subconjunto de ωω no
acotado. El número de dominación es el menor cardinal d de un subconjunto
de ωω dominante. Obviamente una familia dominante no está acotada, luego se
cumplen las desigualdades b ≤ d ≤ c.

Podemos afinar más:

Teorema 8.10 Se cumple h ≤ cf b = b ≤ cf d ≤ d ≤ c.

Demostración: Sea κ < h. Vamos a probar que κ < b. Para ello, con-
sideramos una familia {fα}α<κ de funciones en ωω y vamos a probar que está
acotada. Sea f̄α(n) = máx

k≤n
fα(k). Así fα ≤ f̄α y f̄α es creciente.

Dada f ∈ ωω, llamamos Df ⊂ [ω]ω al conjunto de todos los X ∈ [ω]ω tales
que existe X0 ⊂∗ X de modo que si x ∈ X0, y ∈ X y x < y, entonces f(x) < y.

Veamos que Df es abierto denso en [ω]ω. Si A ∈ [ω]ω, definimos una sucesión
{xk}k∈ω en A mediante

x0 = mínA, xk+1 = mín{a ∈ A | f(xk) < a ∧ xk < a}.

Asi X = {xk | k ∈ ω} ⊂ A y claramente X ∈ Df , pues si xk < xl entonces
f(xk) < xk+1 ≤ xl. Esto prueba que Df es denso. Además es abierto, pues
si X ∈ Df y X ′ ⊂∗ X, entonces X ′ \ F ⊂ X, para cierto conjunto finito F , y
basta tomar X ′0 = X0 ∩X ′ \

⋃
F para que X ′ cumpla la definición de Df .
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Sea D =
⋂
α<κ

Df̄α , que es un abierto denso en [ω]ω, luego no es vacío y

podemos tomar X ∈ D. Sea X = {xn}n∈ω la única enumeración creciente
de X. Como X ∈ Df̄α, existe X0 ⊂∗ X de modo que si xn ∈ X0, entonces
(puesto que n ≤ xn), se cumple fα(n) ≤ f̄α(xn) < xn+1. Esto vale para todo n
suficientemente grande, luego si llamamos g(n) = xn+1, tenemos que fα ≤∗ g,
luego {fα}α<κ está acotada, luego κ < b.

Si fuera cf b < b, podríamos descomponer una familia B no acotada en ωω en
unión de cf b familias Bα de cardinal menor que b y, por consiguiente, acotadas.
Si fα es una cota superior para Bα, la familia {fα | α < cf b} estaría acotada, y
una cota para esta familia sería una cota para B, contradicción.

SeaD una familia dominante de cardinal d, y descompongámosla en unión de
cf d familias Dα de cardinal menor que d. Entonces, para cada α < cf d, existe
una fα que no está dominada por ninguna función de Dα. Entonces la familia
{fα}α<cf d no está acotada, pues si existiera una cota f , podríamos tomar una
cota mayor en D, luego en un Dα, pero entonces fα estaría dominada por una
función de Dα, contradicción. Esto prueba que b ≤ cf d.

El teorema siguiente es elemental:

Teorema 8.11 Existe una sucesión no acotada {fα}α<b que es estrictamente
creciente, es decir, tal que α < β → fα <

∗ fβ (en el sentido de que se cumple
fα(n) < fβ(n) para todo n suficientemente grande).

Demostración: Partimos de una familia no acotada {gα}α<b y definimos
recurrentemente la sucesión {fα}α<b: tomamos f0 = g0, supuesta definida fα
tomamos una función fα+1 que cumpla fα <∗ fα+1 y gα+1 ≤∗ fα+1 y, supuesta
definida la sucesión {fδ}δ<λ, para λ < b, por esto mismo no puede ser no
acotada, luego existe una función fλ que acota a todos los fδ, y podemos exigir
además que gλ ≤∗ fλ. Claramente la sucesión {fα}α<b es creciente y no puede
estar acotada, pues entonces también lo estaría {gα}α<b.

Por lo tanto, podríamos haber definido b como la menor longitud de una
sucesión creciente no acotada en ωω. En cambio, esto no es cierto para familias
dominantes:

Definición 8.12 Una escala es una sucesión {fα}α<λ estrictamente creciente
y dominante.

Obviamente, si {fα}α<λ es una escala, entonces d ≤ λ, y tiene una subsu-
cesión {fαδ}δ<d que sigue siendo una escala. En efecto, tomamos una familia
dominante {gδ}δ<d y definimos como sigue una sucesión estrictamente creciente
de ordinales {αδ}δ<d: si ya está definida {αδ}δ<β , con β < d, no puede ocurrir
que sea cofinal en λ, porque entonces la sucesión {fαδ}δ<β sería dominante y
tendría menos de d elementos, luego existe un αβ mayor que todos los términos
anteriores de la sucesión, y podemos elegirlo tal que gβ ≤∗ fαβ . La sucesión
{fαδ}δ<d así construida cumple lo pedido.

Por lo tanto, si hay escalas, las hay de longitud d. Ahora bien:
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Teorema 8.13 Existe una escala si y sólo si b = d.

Demostración: Si existe una escala, acabamos de ver que existe una de
longitud d, digamos {fα}α<d. Sea por otra parte {gβ}β<b una familia no aco-
tada. Elijamos αβ tal que gβ ≤∗ fαβ . Entonces la familia {fαβ | β < b} no
está acotada, pues una cota lo sería también de {gβ}β<b, luego el conjunto
{αβ | β < b} es cofinal en d, ya que si α fuera una cota, entonces fα acotaría
a {fαβ | β < b}, pero entonces esta familia es dominante, pues dada cualquier
h ∈ ωω, existe α < d tal que h ≤∗ fα y existe un β < b tal que h ≤∗ fα ≤∗ fαβ .
Tenemos, pues una familia dominante de cardinal b, luego b = d.

Recíprocamente, si b = d existe una familia dominante {gα}α<b y definimos
como sigue una sucesión {fα}α<b estrictamente creciente: supuesta definida
{fα}α<β , con β < b, como tiene que estar acotada, podemos tomar una cota fβ
que además cumpla gβ ≤∗ fβ . La sucesión que obtenemos es dominante, porque
domina a {gα}α<b, luego es una escala.

La igualdad b = d no es demostrable en ZFC, por lo que la existencia de es-
calas tampoco lo es, pero se cumple, por ejemplo, bajo la hipótesis del continuo.

8.1.4 Escisión

Definición 8.14 Una familia de escisión S ⊂ Pω es una familia con la pro-
piedad de que si A ∈ [ω]ω, existe I ∈ S tal que A ∩ I y A \ I son infinitos.
Claramente Pω es una familia de escisión. El número de escisión es el menor
cardinal s de una familia de escisión.

Teorema 8.15 Se cumple que h ≤ cf s ≤ s ≤ d.

Demostración: Sea S una familia de escisión, y descompongámosla en
unión disjunta S =

⋃
α<cf s

Sα, con |Sα| < s. Sea

Dα = {A ∈ [ω]ω |
∧
I ∈ Sα(|A ∩ I| < ℵ0 ∨ |A \ I| < ℵ0)}.

Obviamente Dα es abierto y
⋂

α<cf s

Dα = ∅, pues S es una familia de escisión.

Si es cf s < h, algúnDα no es denso, luego existe unX ∈ [ω]ω que no contiene
ningún elemento de Dα, es decir, para cada A ⊂ X infinito existe I ∈ Sα tal que
A ∩ I y A \ I son infinitos, pero entonces, a través de una biyección entre X y
ω, la familia Sα se corresponde con una familia de escisión, lo cual es imposible,
ya que |Sα| < s. Esto prueba que h ≤ cf s.

Sea D ⊂ ωω una familia dominante de cardinal d. Es claro que para toda
función f ∈ ωω existe otra g estrictamente creciente tal que f < g, por lo que,
cambiando cada función de D por otra en estas condiciones, podemos suponer
que todas las funciones de D son estrictamente crecientes y que, para cada
f ∈ ωω, existe g ∈ D tal que, para todo n suficientemente grande, se cumple de
hecho f(n) < g(n).
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Para cada A ∈ [ω]ω llamamos fA : ω −→ ω a la única función estrictamente
creciente que enumera A. Si f ∈ ωω, representamos por fn a la composición de
f consigo misma n veces. Si f es estrictamente creciente, llamamos

Af =
⋃
n∈ω

[
f2n(0), f2n+1(0)

[
.

Notemos que la sucesión {fn(0)}n∈ω es estrictamente creciente, por lo que
Af es infinito. Basta probar que S = {Af | f ∈ D} es una familia de escisión.
Para ello tomamos A ∈ [ω]ω y a su vez tomamos f ∈ D tal que fA ≤∗ f . Basta
ver que A∩Af y A\Af son infinitos. Fijamos m ∈ ω tal que, para todo n ≥ m,
se cumpla fA(n) < f(n). Como fA es estrictamente creciente, se cumple que
n ≤ fA(n), y también es claro que fn(0) ≥ n ≥ m, luego

fn(0) ≤ fA(fn(0)) < f(fn(0)) = fn+1(0).

Por lo tanto, fA(fn(0)) ∈ A∩Af si n es par y fA(fn(0)) ∈ A\Af si n es impar.

Aquí se rompe la cadena de desigualdades que hasta ahora habíamos obte-
nido. En total hemos probado lo siguiente:

b

cf d

��
ℵ1

// p // t // h

@@

cf s
��

d // c

s

@@

Ya hemos señalado que Shelah ha probado que p = t y, por otra parte, Mil-
denberger ha probado que s ≤ cf d, pero si la teoría de conjuntos es consistente,
también lo es suponer que b < s, que b > s, o que b = s.

8.1.5 Familias casi disjuntas
Definición 8.16 Si W es un conjunto numerable, una familia C ⊂ PW es
casi disjunta si todos sus elementos son infinitos, pero la intersección de dos
cualesquiera de ellos es finita.

Notemos que cada familia casi disjunta en Pω determina una anticadena en
el álgebra Pω/fin del mismo cardinal. Obviamente, toda familia de subconjuntos
disjuntos de ω tiene que ser numerable, pero si sólo pedimos que sea casi disjunta,
la situación cambia:

Teorema 8.17 Existe una familia casi disjunta en Pω de cardinal c.

Demostración: Basta probar que existe un conjunto numerable en el que
hay una familia casi disjunta de cardinal c, no es necesario que sea ω. Tomamos
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concretamente 2<ω. Para cada f ∈ ω2, definimos Af = {f |n | n ∈ ω} ∈ P2<ω.
Es claro que si f 6= g, entonces Af ∩ Ag es finito, por lo que {Af}f∈ω2 es una
familia casi disjunta en P ω2 de cardinal c.

El lema de Zorn implica que toda familia casi disjunta en Pω puede exten-
derse a una familia casi disjunta maximal (respecto de la inclusión). Puesto que
el cardinal de un subconjunto de Pω no puede exceder a c, el teorema anterior
prueba que existen familias casi disjuntas maximales de cardinal c, pero eso no
impide que pueda haberlas de cardinal menor.

Definición 8.18 El número de casi disjunción es el menor cardinal a de una
familia casi disjunta maximal en Pω.

Obviamente a ≤ c, pero lo interesante es que a es no numerable, es decir, que
una familia casi disjunta numerable nunca es maximal. En realidad podemos
afirmar más:

Teorema 8.19 Se cumple b ≤ a.

Demostración: Sea A una familia casi disjunta maximal de cardinal a.
Entonces ω \

⋃
A es finito, o de lo contrario la familia no sería maximal. Aña-

diendo este resto finito a alguno de los elementos de A, podemos suponer que⋃
A = ω. Entonces podemos seleccionar una cantidad numerable {Cn}n∈ω de

elementos de A que cubran ω.
Cambiando Cn por Cn \

⋃
m<n

Cm estamos quitando a cada Cn un número

finito de elementos, con lo que la familia completa sigue siendo casi disjunta
maximal y podemos suponer que los Cn son disjuntos dos a dos (y su unión
sigue siendo ω). Consideramos biyecciones fn : ω −→ Cn, que nos dan una
biyección f : ω × ω −→ ω dada por f(n, k) = fn(k).

A través de f , la familiaA se transforma en una familia casi disjunta maximal
en ω × ω de cardinal a que contiene a los conjuntos Cn = {n} × ω. Sea A′ el
resto de la familia, que también tendrá cardinal a.

Cada A ∈ A′ contiene un número finito de pares en Cn, luego podemos
definir fA(n) como el mínimo k tal que A ∩ Cn ⊂ {n} × k. Tenemos así una
función fA ∈ ωω. Vamos a probar que {fA}A∈A′ no está acotada en ωω, lo que
probará que b ≤ a.

Supongamos, por reducción al absurdo, que existe g ∈ ωω tal que fA ≤∗ g,
para todo A ∈ A′. Entonces, considerando a g como conjunto g ⊂ ω × ω,
tendríamos que g ∩A = ∅, para todo A ∈ A′, mientras que |g ∩ Cn| = 1, luego
A ∪ {g} sería una familia casi disjunta que contradiría la maximalidad de A.

8.2 Medida y categoría
En esta sección usaremos el axioma de elección. Vamos a estudiar ahora

algunas de las principales características conjuntistas de la medida de Lebesgue
y sus análogas para la categoría topológica. Para ello introducimos los conceptos
siguientes:
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Definición 8.20 Sea I un ideal ℵ1-completo en un conjunto X que contenga a
los puntos. Definimos:

• La aditividad de I como el menor cardinal ad(I) de un subconjunto de I
cuya unión no está en I.

• El cubrimiento de I como el menor cardinal cub(I) de un subconjunto
de I cuya unión es X.

• La uniformidad de I como el menor cardinal un(I) de un subconjunto
de X que no esté en I.

• La cofinalidad de I como el menor cardinal cf(I) de una base de I, es
decir, de un conjunto B ⊂ I tal que todo elemento de I esté contenido en
uno de B.

Nos interesarán principalmente los casos en los que X es un espacio polaco
e I es el ideal Im de los conjuntos nulos respecto de una medida de Borel conti-
nua en X o bien el ideal Ic de los conjuntos de primera categoría (suponiendo
entonces que X es perfecto, para que los puntos estén en el ideal).

Notemos que los ocho cardinales responden a otras tantas preguntas natu-
rales sobre medida y categoría, a saber:

• ¿Cuántos conjuntos nulos / de primera categoría podemos unir sin dejar
de tener un conjunto nulo / de primera categoría? (Sabemos que como
mínimo ℵ0, pero, ¿pueden ser más?)

• ¿Cuántos conjuntos nulos / de primera categoría son necesarios para cu-
brir X? (Obviamente bastan c, pero, ¿pueden ser menos?)

• ¿Cuál es el menor cardinal de un conjunto no nulo / de segunda categoría?
(Tiene que ser no numerable, pero ¿tiene que ser aún mayor?)

Notemos que el cardinal de todo conjunto medible no nulo es necesaria-
mente c, por lo que la pregunta para el caso de la medida equivale a:

¿cuál es el menor cardinal de un conjunto no medible?

• ¿Cuántos conjuntos son necesarios para obtener con sus subconjuntos to-
dos los conjuntos nulos / de primera categoría? (Sirven c conjuntos, pero
¿es posible usar menos?)

Sucede que los ocho cardinales que así obtenemos son independientes del
espacio polaco considerado y, en el caso de Im, de la medida considerada.

En efecto, al final del apartado sobre el álgebra de medida en la sección 7.7
hemos señalado que si X es cualquier espacio polaco y µ es cualquier medida de
Borel σ-finita y continua en X, existe una biyección f : X −→ [0, 1] que hace
corresponder el ideal Im de µ con el de la medida de Lebesgue, de donde se
sigue inmediatamente que los cuatro cardinales asociados a Im son los mismos
para ambas medidas.
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Por otra parte, el teorema [T 6.22] afirma que todo espacio polaco perfecto
no vacío X contiene un subespacio N denso y Gδ homeomorfo al espacio de
Baire N = ωω, y el teorema [T 1.66] afirma que un subconjunto A ⊂ N es de
primera categoría en N si y sólo si lo es en X. Más aún, como X \N es un Fσ
de interior vacío, es unión de cerrados de interior vacío, luego es de primera
categoría. Usando estos hechos, es fácil ver que los cuatro cardinales asociados
a Ic son los mismos para X y para N, luego son los mismos en todos los espacios
polacos perfectos (no vacíos).

Por consiguiente, para estudiar estos cardinales podemos trabajar indistin-
tamente en cualquier espacio polaco perfecto con cualquier medida de Borel.

Sucede que las únicas desigualdades que pueden probarse sobre estos cardi-
nales son las contenidas en el llamado diagrama de Cichoń:

cub(Im) // un(Ic)
∗ // cf(Ic) // cf(Im)

∗ // c

b //

OO

d

OO

ℵ1
∗ // ad(Im) //

∗

OO

ad(Ic)
∗ //

OO

cub(Ic) //

OO

un(Im)

∗

OO

en el que cada flecha A→ B representa la desigualdad A ≤ B.

La desigualdad b ≤ d está probada en 8.10, y las marcadas con un asterisco
son triviales, ya que, en general, para todo ideal ℵ1-completo I que contenga a
los puntos, se cumple:

• ℵ1 ≤ ad(I).
Esto es inmediato por la ℵ1-completitud de I.

• ad(I) ≤ cub(I).
Una familia de elementos de I cuya unión sea X es en particular una
familia de elementos de I cuya unión no está en I.

• un(I) ≤ cf(I).
Si B es una base de I de cardinal mínimo y A resulta de elegir un punto
en el complementario de cada elemento de B, entonces |A| ≤ |B| y A /∈ I.

• ad(I) ≤ un(I).
Si A es un conjunto que no está en I, sus puntos forman una familia de
elementos de I cuya unión no está en I.

• cub(I) ≤ cf(I).
Una base de I en particular es una familia de elementos de I cuya unión
es X.

Por último, cf(Im) ≤ c, pues una base de Im la forman los conjuntos nulos
que son Gδ, y es fácil ver que un espacio polaco tiene c conjuntos Gδ.
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Definición 8.21 Llamaremos K al conjunto de todos los subconjuntos de N

contenidos en una unión numerable de compactos. Claramente es un ideal ℵ1-
completo en N que contiene a los puntos.

Observemos que K ⊂ Ic, porque los compactos en N tienen interior vacío,
luego son de primera categoría, luego las uniones numerables de compactos
también.

Más detalladamente, si K es un compacto en N, su proyección n-sima tiene
que ser finita, luego tiene que estar acotada por un cierto f(n) ∈ ω, luego
K ⊂ Cf , donde

Cf = {g ∈ N |
∧
n ∈ ω g(n) ≤ f(n)}.

Más aún, todo K ∈ K está contenido en una unión
⋃
n∈ω

Cfn y, usando que

b ≥ ℵ1, existe un f ∈ N tal que
∧
n ∈ ω fn ≤∗ f , luego

K ⊂ C∗f = {g ∈ N | g ≤∗ f}.

Recíprocamente, C∗f ∈ K, pues C∗f =
⋃

m,n∈ω
Cfn,m , donde

fn,m(i) =

{
n si i ≤ m,
f(i) si i > m.

Con esto es fácil probar:

Teorema 8.22 ad(K) = un(K) = b, cub(K) = cf(K) = d.

Demostración: Las observaciones precedentes nos dan que si K ⊂ N no
está acotado respecto de ≤∗, entonces K /∈ K, luego un(K) ≤ b. Por otro lado,
si A ⊂ K cumple que

⋃
A /∈ K, para cada K ∈ A podemos tomar un fK ∈ N

tal que A ⊂ C∗fK , con lo que
⋃
K∈A

C∗fK /∈ K, pero entonces {fK | K ∈ A} no está

acotado en N, luego b ≤ |A|, luego b ≤ ad(K). Ya hemos visto que, en general,
ad(K) ≤ un(K), luego ad(K) = un(K) = b.

Por otra parte, si A ⊂ N es una familia dominante, es claro que el conjunto
{C∗f | f ∈ A} es una base de K, luego cf(K) ≤ d. Si A ⊂ K cumple que⋃
A = N, como antes obtenemos funciones fK tales que

⋃
K∈A

C∗fK = N, y esto

significa que {fK | K ∈ A} es dominante en N, luego d ≤ cub(K). De nuevo, la
desigualdad cub(K) ≤ cf(K) es trivial, y así cub(K) = cf(K) = d.

De la inclusión K ⊂ Ic se siguen trivialmente dos desigualdades del diagrama
de Cichoń:

Teorema 8.23 b ≤ un(Ic) y cub(Ic) ≤ d.

Para cada f ∈ N, definimos f ′(n) = máx f [n + 1] y sea φ : N −→ K la
función dada por φ(f) = C∗f ′ .
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Supongamos ahora que F =
⋃
n∈ω

Fn es una unión de cerrados de interior

vacío. Vamos a construir un fF ∈ N tal que si f ∈ N cumple φ(f) ⊂ F ,
entonces f ≤∗ fF .

Para ello definimos recurrentemente {kn}n∈ω en ω y {sn}n∈ω en ω<ω.

Tomamos k0 = 0. Supuesto definido kn, elegimos sn ∈ ω<ω de modo que
para todo t ∈ k≤knn y todo i ≤ n se cumpla que Bt_sn ∩ Fi = ∅.

Existe tal sn porque cualquier t se puede prolongar hasta que el abierto
básico Bt_s esté contenido en N \ Fi, porque, como este conjunto es denso,
corta a Bt en un punto x y, al ser abierto, existe un entorno de x de la forma
Bt_s que está contenido en él.

Por último definimos kn+1 = kn + `(sn) + máx{sn(i) | i < `(sn)}+ 1. A su
vez, definimos

fF (n) = máx{sn(i) | i < `(sn)}.
Tomemos ahora f ∈ N tal que φ(f) ⊂ F y veamos que, en efecto, f ≤∗ fF .

En caso contrario existe X ⊂ ω infinito tal que
∧
n ∈ X fF (n) ≤ f(n). Vamos

a construir un x ∈ φ(f) \ F y tendremos una contradicción.

Sea {xn}n∈ω la enumeración creciente de X. Definimos x como la sucesión
kx0︷ ︸︸ ︷

0, . . . , 0, sx0
,

kx1−kx0−`(sx0 )︷ ︸︸ ︷
0, . . . . . . . . . , 0, sx1

, 0, 0, . . .

de modo que cada segmento sxn empieza exactamente en la posición kxn . La
definición de la sucesión {kn}n∈ω garantiza que cada sxn termina siempre antes
de la posición kxn+1

.
De este modo x ∈ Bx|kxn_sxn , y, como x|kxn sólo toma (aparte del 0) los

valores que toman los sxi con i < n, de nuevo la definición de la sucesión
{kn}n∈ω garantiza que x|kxn ∈ k

≤kxn
xn , luego, por construcción, x /∈ Fj , para

todo j ≤ xn y, como esto vale para todo n, concluimos que x /∈ F .
Para probar que x ∈ φ(f) = C∗f ′ hemos de ver que x ≤∗ f ′. Ahora bien,

para todo i ∈ ω, o bien x(i) = 0, o bien x(i) = sxj (l), para cierto j con kxj ≤ i.
En este caso x(i) ≤ fF (xj) ≤ f(xj) ≤ f ′(i), donde la última desigualdad se
debe a que xj ≤ kxj ≤ i.

De aquí deducimos:

Teorema 8.24 ad(Ic) ≤ b y d ≤ cf(Ic).

Demostración: Por 8.22 podemos tomar una familia {Kα}α<b de elemen-
tos de K cuya unión no está en K. Para cada α podemos tomar fα ∈ N tal que
Kα ⊂ C∗fα . Vamos a probar que

⋃
α<b

C∗φ(fα) /∈ Ic, lo cual implica que ad(Ic) ≤ b.

En caso contrario existiría una unión F de cerrados de interior vacío tal que⋃
α<b

C∗φ(fα) ⊂ F y, por el argumento previo al teorema, fα ≤∗ fF , pero entonces⋃
α<b

Kα ⊂ C∗fF ∈ K,

contradicción.
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Sea κ = cf(Ic) y tomemos una base {Fα}α<κ de Ic. Podemos suponer que
cada Fα es unión numerable de cerrados de interior vacío con lo que podemos
considerar el conjunto D = {fFα | α < κ}. Entonces, para cada f ∈ N, existe
un α tal que φ(f) ⊂ Fα, luego, según hemos demostrado, f ≤∗ fFα , y esto
prueba que D es dominante, luego d ≤ κ.

Falta probar las cuatro desigualdades que relacionan Im con Ic. Dos de ellas
son sencillas:

Teorema 8.25 cub(Im) ≤ un(Ic) y cub(Ic) ≤ un(Im).

Demostración: Por simplicidad trabajamos en el espacio de Cantor C con
su medida de Haar unitaria. Según [T 6.46] podemos descomponer C = A ∪ B
en unión disjunta con A ∈ Im y B ∈ Ic.

Si Z ⊂ C \ Ic, se cumple que Z +A = C. En efecto, si existe z ∈ C \ (Z +A),
entonces (z+Z)∩A = ∅, pues si a = z+x, entonces x = z = x+a, contradicción.
Por lo tanto, z + Z ⊂ B, luego z + Z ∈ Ic, luego Z ∈ Ic, porque la traslación
x 7→ z + x es un homeomorfismo.

Podemos exigir |Z| = un(Ic) y, como los trasladados x + A son nulos, la
descomposición C =

⋃
x∈X

(x+A) prueba que cub(Im) ≤ |Z| = un(Ic).

La segunda desigualdad se prueba análogamente.

Las dos desigualdades que quedan por probar son las más complicadas, y
necesitamos varios resultados previos:

Definición 8.26 Si (X,≤) es un conjunto parcialmente ordenado sin elementos
maximales, definimos

b(X,≤) = mín{|A| | A ⊂ X ∧ A no está acotado superiormente},

d(X,≤) = mín{|A| | A es dominante},

donde “dominante” significa que todo elemento de X está por debajo de un
elemento de A.

En estos términos es claro que b = b(N,≤∗) y d = d(N,≤∗), así como que

ad(I) = b(I,⊂), cf(I) = d(I,⊂).

También es claro que si A es dominante en X, entonces b(X,≤) = b(A,≤)
y d(X,≤) = d(A,≤).

Si (X,≤), (Y,≤) son dos conjuntos parcialmente ordenados sin maximales,
una conexión de Tukey entre ellos es un par (φ, φ∗) de aplicaciones φ : X −→ Y ,
φ∗ : Y −→ X con la propiedad de que∧

x ∈ X
∧
y ∈ Y (φ(x) ≤ y → x ≤ φ∗(y)).

Escribiremos (X,≤) � (Y,≤) para indicar que existe una conexión de Tukey
de (X,≤) en (Y,≤). El interés de estos conceptos radica en el teorema siguiente:
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Teorema 8.27 Si (X,≤) � (Y,≤), entonces se cumple b(Y,≤) ≤ b(X,≤) y
d(X,≤) ≤ d(Y,≤).

Demostración: Sea (φ, φ∗) una conexión de Tukey. Si A ⊂ X cumple
|A| < b(Y,≤), definimos B = φ[A], con lo que |B| ≤ |A|, luego B está acotado
en Y , es decir, existe y ∈ Y tal que φ(x) ≤ y para todo x ∈ A, luego x ≤ φ∗(y),
luego A está acotado en X. Esto prueba que b(Y,≤) ≤ b(X,≤).

Similarmente, si B ⊂ Y es dominante en Y , entonces A = φ∗[B] es do-
minante en X, pues, dado x ∈ X, existe un y ∈ B tal que φ(x) ≤ y, con lo
que x ≤ φ∗(y) ∈ B. Por lo tanto d(X,≤) ≤ |A| ≤ |B|, y podemos tomar
|B| = d(Y,≤), tenemos la segunda desigualdad.

Así pues, para demostrar las desigualdades ad(Im) ≤ ad(Ic), cf(Ic) ≤ cf(Im)
basta probar que (Ic,⊂) � (Im,⊂).

Teorema 8.28 Si X es un espacio topológico 2AN, para cada n > 0 existe un
conjunto numerable V de abiertos tal que

1. Si G ⊂ X es un abierto denso, existe V ∈ V tal que V ⊂ G.

2. Si V0, . . . , Vn ∈ V, entonces
⋂
i≤n

Vi 6= ∅.

Demostración: Sea {Un}n∈ω una base numerable de X que no contenga
a ∅ y que podemos suponer cerrada para uniones finitas. Definimos

Am = {k ∈ ω | k > m ∧
∧
Y ⊂ m+ 1(

⋂
i∈Y

Ui 6= ∅→ Uk ∩
⋂
i∈Y

Ui 6= ∅)},

V = {
⋃
i≤n

Us(i) | s ∈ n+1ω ∧
∧
i < n s(i+ 1) ∈ As(i)}.

Veamos que V cumple lo requerido. Ciertamente es una familia (numerable) de
abiertos básicos. Sea G un abierto denso en X.

Para cada m ∈ ω existe un k ∈ Am tal que Uk ⊂ G. En efecto, consideramos
todos los conjuntos Y ⊂ m + 1 tales que

⋂
i∈Y

Ui 6= ∅, que son un conjunto

finito de abiertos no vacíos. Para cada uno de ellos tomamos un abierto básico
contenido en G ∩

⋂
i∈Y

Ui y formamos la unión de todos ellos, que será un Uk.

Añadiendo más abiertos contenidos en G podemos obtener infinitos abiertos Uk
que cumplen lo mismo, luego podemos elegir un k > m, así, k ∈ Am.

Fijemos ahora un k0 tal que Uk0 ∈ G y definamos recurrentemente ki+1 ∈ Aki
tal que Uki+1 ⊂ G. Entonces

⋃
i≤n

Uki ∈ V y está contenido en G, luego se cumple

la primera propiedad.

Tomemos V0, . . . , Vn ∈ V, de modo que Vi =
⋃
j≤n

Ukij , con ki,j+1 ∈ Akij .

Podemos reordenar los abiertos Vi de manera que k00 = mín{ki0 | i ≤ n}, y luego
reordenamos V1, . . . , Vn de manera que se cumpla k1,1 = mín{ki,1 | 1 ≤ i ≤ n},
y así sucesivamente, hasta conseguir que kii ≤ kji, para i ≤ j ≤ n. De este
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modo kii ≤ ki+1,i < ki+1,i+1, luego ki+1,i+1 ∈ Aki+1,i
⊂ Akii . Por inducción

obtenemos que
⋂
i≤n

Ukii 6= ∅, y como Ukii ⊂ Vi, concluimos que
⋂
i≤n

Vi 6= ∅.

En general, dada una medida unitaria(X,A, µ), una familia G ⊂ A es inde-
pendiente respecto de la medida si todos sus elementos cumplen 0 < µ(A) < 1
y, para todos los A0, . . . , An ∈ G, se verifica la igualdad

µ
( ⋂
i≤n

Ai

)
=
∏
i≤n

µ(Ai).

Observemos que si G es una familia independiente y reemplazamos algu-
nos de sus elementos por sus complementarios, la familia resultante es también
independiente. En efecto, se cumple que

µ
( ⋂
i≤n

Ai

)
= µ

( ⋂
i≤n+1

Ai

)
+ µ

( ⋂
i≤n

Ai ∩ (X \An+1)
)
,

luego ∏
i≤n

µ(Ai) =
∏

i≤n+1

µ(Ai) + µ
( ⋂
i≤n

Ai ∩ (X \An+1)
)
,

luego
µ
( ⋂
i≤n

Ai ∩ (X \An+1)
)

=
∏
i≤n

µ(Ai) µ(X \An+1),

luego la familia que resulta de cambiar An+1 por su complementario es indepen-
diente, y repitiendo el razonamiento podemos realizar cualquier número finito
de sustituciones, pero es claro que una familia es independiente si y sólo si lo son
todas sus subfamilias finitas, por lo que la conclusión vale también si realizamos
infinitas sustituciones.

Es fácil construir familias independientes en C respecto de la medida de
Cantor. Concretamente, si {sn}n∈ω es una familia de funciones dn −→ 2, con
dn ⊂ ω, donde {dn}n∈ω es una sucesión de subconjuntos finitos de ω disjuntos
dos a dos, los abiertos básicos Bdn son independientes, pues

µ
( ⋂
i≤m

Bsni

)
= µ(B∪sni ) = 2|∪dni | = 2

∑
i≤m
|dni |

=
∏
i≤m

2|dni | =
∏
i≤m

µ(Bsni ).

Específicamente, vamos a fijar una familia independiente {Gnm}n,m∈ω de
abiertos cerrados en C tal que m(Gnm) = 2−n (para lo cual sólo hay que elegir
adecuadamente una familia {dnm}n,m∈ω de subconjuntos finitos de ω disjuntos
dos a dos con |dnm| = n). Por otra parte, fijemos una base numerable {Un}n∈ω
de C.

Para cada A ∈ Im elegimos un compacto KA ⊂ C tal que A ∩ KA = ∅ y
m(KA) > 0. Más aún, podemos exigir además que si Un ∩KA 6= ∅, entonces
m(Un ∩KA) > 0. En efecto, en caso contrario cambiamos KA por

KA \
⋃
{Un | m(Un ∩KA) = 0}.
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Para cada par de funciones f, g : ω −→ Pω, escribiremos f ⊂∗ g para
representar que

∨
k ∈ ω

∧
n ≥ k f(n) ⊂ g(n).

Similarmente, si h ∈ N, usaremos la notación h ∈∗ f para representar que∨
k ∈ ω

∧
n ≥ k h(n) ∈ f(n).

Llamemos L = {h ∈ ([ω]<ω)ω |
∧
n ∈ ω |h(n)| ≤ 2n}.

Teorema 8.29 Existen funciones φ1 : N −→ Im y φ∗1 : Im −→ L tales que,
para todo x ∈ N y todo A ∈ Im, se cumple

φ1(x) ⊂ A→ x ∈∗ φ∗1(A).

Demostración: Para cada A ∈ Im y k, n ∈ ω, definimos

F (A, k, n) = {m ∈ ω | Uk ∩KA 6= ∅ ∧ Uk ∩KA ∩Gnm = ∅}.

Si Uk ∩KA 6= ∅, como

0 < m(Uk ∩KA) ≤ m
( ⋂
m∈F (A,k,n)

(C \Gnm)
)

y los conjuntos C \Gnm son independientes, el conjunto F (A, k, n) tiene que ser
finito. Además

Uk ∩KA ∩
⋃
{Gnm | n ∈ ω ∧ m ∈ F (A, k, n)} = ∅,

luego
m(Uk ∩KA) ≤ m

(⋂
{C \Gnm | n ∈ ω ∧ m ∈ F (A, k, n)}

)
= lím

N

∏
n≤N

(1− 2−n)|F (A,k,n)|.

Si llamamos L > 0 al límite, tomando logaritmos vemos que

−
∑
n∈ω
|F (A, k, n)| log(1− 2−n) = − logL

y, usando que2 x ≤ − log(1− x), concluimos que la serie
∑
n∈ω
|F (A, k, n)|2−n es

convergente, luego su término general tiende a 0.
Sea N(A, k) el menor natural tal que, para todo n ≥ N(A, k) se cumple que

|F (A, k, n)|2−n ≤ 2−k−1. Hasta aquí hemos supuesto que Uk∩KA 6= ∅, pero en
caso contrario F (A, k, n) = ∅ y se cumple la última propiedad con N(A, k) = 0.

Ahora ya podemos definir φ∗1(A) = h, donde

h(n) =
⋃
{F (A, k, n) | k ∈ ω ∧ n ≥ N(A, k)}.

Como |h(n)| ≤
∑
k∈ω

2n · 2−k−1 = 2n, se cumple que h ∈ L.

2Por ejemplo, basta ver que la derivada de x+ log(1− x) tiene el mismo signo que x, por
lo que la función tiene su máximo en 0.
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Por otra parte, si x ∈ N, definimos

φ1(x) =
⋂
k∈ω

⋃
n≥k

Gn,x(n).

Como, para todo k, se cumple que

m(φ1(x)) ≤ m
( ⋃
n≥k

Gn,x(n)

)
≤ 2−k−1,

concluimos que φ1(x) ∈ Im.

Veamos que estas funciones cumplen lo requerido. Si φ1(x) ⊂ A, entonces⋂
k∈ω

⋃
n≥k

Gn,x(n) ∩ KA = ∅. Aplicamos el teorema de Baire a KA (que es un

espacio polaco), el cual nos da que existe un k0 tal que
⋃

n≥k0
Gn,x(n) ∩ KA no

es denso en KA (si todos lo fueran tendríamos una intersección numerable de
abiertos densos que, en lugar de densa, sería vacía). Por lo tanto, existirá un k1

tal que Uk1 ∩KA 6= ∅, pero⋃
n≥k0

Gn,x(n) ∩KA ∩ Uk1 = ∅.

Así para todo n ≥ k0, n ≥ N(A, k1), se cumple KA ∪ Uk1 ∩Gn,x(n) = ∅, luego
x(n) ∈ F (A, k1, n) ⊂ h(n). Esto significa que x ∈∗ φ∗1(A).

Teorema 8.30 Existen funciones φ2 : Ic −→ N, φ∗2 : L −→ Ic tales que, para
todo B ∈ Ic y todo h ∈ L, se cumple

φ2(B) ∈∗ h→ B ⊂ φ∗2(h).

Demostración: Por el teorema 8.28 podemos tomar familias {Vn,k}k∈ω de
subconjuntos abiertos de Un tales que todo abierto denso contiene un Vn,k y si
X ∈ [ω]≤2n entonces

⋂
k∈X

Vn,k 6= ∅.

Si B ∈ Ic existe una sucesión {Hn}n∈ω de cerrados de interior vacío tales
que B ⊂

⋃
n∈ω

Hn. Podemos suponer que Hn ⊂ Hn+1 para todo n. Definimos

φ2(B) = x, donde x(n) es el menor natural tal que Hn ∩ Vn,x(n) = ∅ (existe,
porque C \Hn es abierto denso). Para cada h ∈ L, definimos

φ∗2(h) = C \
⋂
n∈ω

⋃
m≥n

⋂
k∈h(m)

Vm,k.

Como
⋂

k∈h(m)

Vm,k ⊂ Um es un abierto no vacío, la unión para m ≥ n es un

abierto denso, luego φ∗2(h) ∈ Ic.
Supongamos ahora que x = φ2(B) ∈∗ h. Entonces existe un n0 tal que, para

n ≥ n0, se cumple que x(n) ∈ h(n). Por lo tanto,⋃
m≥n

⋂
k∈h(m)

Vm,k ⊂
⋃
m≥n

Vm,x(m),

y el conjunto de la derecha no corta a Hn, luego B ⊂
⋃

n≥n0

Hn ⊂ φ∗2(h).
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Los dos teoremas anteriores nos dan aplicaciones φ = φ2 ◦ φ1 : Ic −→ Im y
φ∗ = φ∗1 ◦ φ∗2 : Im −→ Ic que claramente constituyen una conexión de Tukey
(Ic,⊂) � (Im,⊂), pues si tomaos B ∈ Ic, A ∈ Im tales que φ1(φ2(B)) ⊂ A,
entonces φ2(B) ∈∗ φ∗1(A), luego B ⊂ φ∗2(φ∗1(A)). Por consiguiente:

Teorema 8.31 ad(Im) ≤ ad(Ic) y cf(Ic) ≤ cf(Im).

Con esto tenemos probadas todas las desigualdades del diagrama de Cichoń.
Seguidamente probamos un teorema que nos permitirá demostrar algo ligera-
mente más fuerte.

Consideramos de nuevo en C la suma definida componente a componente,
con la que tiene estructura de grupo. Sea D el subgrupo denso numerable
formado por las sucesiones finalmente nulas. Sea {Vn}n∈ω una base numerable
de entornos abiertos de 0, que podemos tomar decreciente y sea D = {rn}n∈ω
una enumeración de D. Para cada x ∈ N, n ∈ ω y z ∈ C, definimos

Dn
x =

⋃
m≥n

(rm + Vx(m)), Wx,z =
⋃
m∈ω

(C \ (z +Dm
x )).

Entonces cada Dn
x es abierto denso, al igual que z +Dm

x , luego Wx,z ∈ Ic.

Teorema 8.32 Si H ⊂ C es unión numerable de cerrados de interior vacío y
z /∈ H +D, existe un y ∈ N tal que, para todo x ∈ N, se cumple

y ≤∗ x→ H ⊂Wx,z.

Demostración: Sea H =
⋃
n∈ω

Hn, donde cada Hn es cerrado de interior

vacío, y podemos suponer que la unión es creciente. Como z + rn /∈ H, existe
y(n) ∈ ω tal que (z + rn + Vy(n)) ∩Hn = ∅. Supongamos ahora que y ≤∗ x y
supongamos que existe h ∈ H \Wx,z. Entonces existe un n0 tal que, para todo
n ≥ n0, se cumple y(n) ≤ x(n) y h ∈ Hn. Por lo tanto h /∈ z + rn + Vy(n).

Por otra parte, h + z ∈ Dn0
x . Esto significa que existe un n ≥ n0 tal que

h+ z ∈ rn + Vx(n) ⊂ rn + Vy(n), contradicción.

Teorema 8.33 ad(Ic) = mín{cub(Ic), b} y cf(Ic) = máx{un(Ic), d}.

Demostración: Ya sabemos que ad(Ic) ≤ mín{cub(Ic), b}. Tomemos
ahora A ⊂ Ic tal que |A| < cub(Ic) y |A| < b, y tenemos que probar que⋃
A ∈ Ic. No perdemos generalidad si suponemos que cada elemento de A es

unión numerable de cerrados de interior vacío. Podemos tomar

z ∈ C \
⋃
H∈A

(H +D),

porque los conjuntos de la derecha están en Ic y no pueden cubrir C (notemos
que H +D =

⋃
n∈ω

(H + rn)).
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Por el teorema anterior, para cada H ∈ A existe yH ∈ N tal que, para todo
x ∈ N se cumple x ≤∗ yH → H ⊂Wx,z. La condición |A| < b implica que existe
un y ∈ N tal que yH ≤∗ y para todo H, luego

⋃
A ⊂Wx,z ∈ Ic.

Similarmente, sabemos que cf(Ic) ≥ máx{un(Ic), d}, y tomamos A /∈ Ic tal
que |A| = un(Ic) y una familia dominante F ⊂ N tal que |F | = d. Si H ⊂ C es
una unión numerable de cerrados de interior vacío, entonces A 6⊂ H +D, luego
existe un z ∈ A \ (H + D). Por el teorema anterior existe un x ∈ F tal que
H ⊂ Wx,z. Esto prueba que la familia {Wx,z | x ∈ F ∧ z ∈ A} es una base
de Ic, luego cf(Ic) ≤ máx{un(Ic), d}.

El diagrama de Cichoń incluye únicamente dos de los cardinales caracte-
rísticos que hemos estudiado en la sección anterior. Podemos probar algunas
desigualdades que involucran a otros más:

Teorema 8.34 t ≤ ad(Ic).

Para probarlo demostramos primero:

Teorema 8.35 Si {Dα}α<κ es una sucesión casi decreciente de subconjuntos
densos de Q y κ < t, entonces existe D denso en Q tal que D ⊂∗ Dα para todo
α < κ.

Demostración: Sea {rn}n∈ω una enumeración de Q. Sea I el conjunto
de los intervalos abiertos en R con extremos racionales. Para cada I ∈ I, la
sucesión {I ∩ Dα}α<κ es casi decreciente (y todos sus términos son infinitos)
pero al ser κ < t no puede ser una torre en PQ, luego existe un conjunto infinito
PI ⊂ Q ∩ I tal que PI ⊂∗ I ∩Dα para todo α < κ. Llamemos xα(I) al mínimo
natural n tal que ∧

m ≥ n(rm ∈ PI → rm ∈ I ∩Dα).

Como I es numerable y κ < t ≤ b, la sucesión {xα}α<κ está acotada, es decir,
existe y : I −→ ω tal que xα <∗ y para todo α < κ, en el sentido de que
xα(I) < y(I) para todo I salvo un número finito de casos. Definimos

D = {rn |
∨
I ∈ I(rn ∈ PI ∧ n > y(I))}.

Claramente cumple lo requerido: dados dos números racionales, consideramos
el intervalo I que forman, y basta tomar un rn ∈ PI con n > y(I), n > xα(I)
para que se cumpla rn ∈ D ∩ I, luego D es denso en Q.

Por otra parte, dado α < κ, existe un número finito de intervalos I0, . . . , Ik
de modo que, para cualquier otro I, se cumple que xα(I) < y(I). Si rn ∈ D con

n > máx{xα(I0), . . . , xα(Ik)},

entonces existe un I tal que rn ∈ PI , n > y(I). Entonces n > xα(I), luego
rn ∈ Dα, y esto prueba que D ⊂∗ Dα.

Demostración (de 8.34): Sea κ < t. Tenemos que probar que la unión
de κ conjuntos de Ic (en R) está en Ic. Podemos sustituir cada uno de ellos por
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una unión numerable de cerrados de interior vacío, y a su vez podemos sustituir
la familia de conjuntos dada por la de dichos cerrados de interior vacío (que
tienen el mismo cardinal). Equivalentemente, basta probar que la intersección
de una familia {Gα}α<κ de abiertos densos en R es densa.

Para ello construimos una sucesión casi decreciente {Dα}α≤κ de abiertos
densos en Q. Partimos de D0 = Q, definimos Dα+1 = Dα ∩Gα y en los límites
aplicamos el teorema anterior. Observemos que los conjuntosDκ\Gα son finitos,
pues Dκ \Gα ⊂ Dκ \Dα+1.

Definimos funciones xα : Dκ −→ ω de modo que xα(r) es el mínimo na-
tural n > 0 tal que ]r − 1/n, r + 1/n[ ⊂ Gα si r ∈ Gα, y xα(r) = 0 en caso
contrario. Como κ < b, existe y : Dκ −→ ω tal que xα <∗ y para todo α < κ.
Podemos suponer que y no toma el valor 0. Si s ⊂ Dκ es finito, entonces

Us =
⋃

r∈Dκ\s
]r − 1/y(r), r + 1/y(r)[

es abierto denso en R y por el teorema de Baire U =
⋂

s∈[Dκ]<ω
Us también es denso

en R.
Si α < κ, entonces s = (Dκ \ Gα) ∪ {r ∈ Dκ | y(r) < xα(r)} es finito

y claramente U ⊂ Us ⊂ Gα. Por lo tanto U ⊂
⋂
α<κ

Gα, que es, por lo tanto,
denso.

Por otra parte:

Teorema 8.36 s ≤ un(Im), s ≤ un(Ic).

Demostración: Si x ∈ C = ω2, llamamos Z(x) = {n ∈ ω | x(n) = 0}.
Para cada A ∈ [ω]ω, definimos

S(A) = {x ∈ C | |A ∩ Z(x)| < ℵ0 ∨ |A \ Z(x)| < ℵ0}.

Si s ⊂ A es finito, definimos

N(A, s) = {x ∈ C | Z(x) ∩A = s}.

Se cumple que N(A, s) es un cerrado de interior vacío y medida 0. En efecto,
si x ∈ C \N(A, s), existe un n ∈ A tal que n ∈ s pero x(n) 6= 0, o bien n ∈ A \ s
y x(n) = 0, pero entonces x ∈ {y ∈ C | y(n) = x(n)} ⊂ C \ N(A, s), luego
C \N(A, s) es abierto.

Si x ∈ N(A, s), no existe ningún n ∈ ω tal que {y ∈ C | y|n = x|n} ⊂ N(A, s),
pues siempre podemos tomar un n ∈ A \ s, n > m, y entonces tomando y ∈ C

igual a x salvo por que y(n) = 1, tenemos que y ∈ {y ∈ C | y|n = x|n}, pero
y /∈ N(A, s). Esto prueba que N(A, s) tiene interior vacío.

Por último, si x ∈ N(A, s) y s ⊂ t ⊂ A, con t finito, tenemos que

N(A, s) ⊂ {y ∈ C | y|t = x|t},

que es un abierto de medida 2−|t|, y así vemos que la medida de N(A, s) es
menor que 2−m, para todo m ≥ |s|, luego es nula. Por consiguiente,

S(A) =
⋃
{N(A, s) | s ∈ [A]<ω} ∪

⋃
{N(ω \A, s) | s ∈ [ω \A]<ω}

es nulo y de primera categoría.
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Si D ⊂ C es un conjunto de segunda categoría de cardinal un(Ic), no puede
suceder que D ⊂ S(A), para ningún A ∈ [ω]ω, luego, para todo A ∈ [ω]ω, existe
un d ∈ D \ S(A), luego A ∩ Z(d) y A \ Z(d) son infinitos, lo cual significa que
{Z(d) | d ∈ D} es una familia de escisión, luego s ≤ |D| = un(Ic). La otra
desigualdad se prueba análogamente.

Terminamos esta sección con una propiedad adicional de ad(Im) y ad(Ic).
Conviene introducir el concepto siguiente:

Definición 8.37 Sea (X,B, µ) un espacio medida, es decir, que B es una σ-
álgebra de subconjuntos de X y µ : B −→ [0,+∞] es una medida en B. Si κ
es un cardinal infinito, diremos que la medida es κ-aditiva si cuando {Uα}α<β ,
con β < κ, es una familia de elementos de B, se cumple que

⋃
α<β

Uα ∈ B (con

lo que B es un álgebra κ-completa) y, si los conjuntos son disjuntos dos a dos,
entonces

µ
( ⋃
α<β

Uα

)
=
∑
α<β

µ(Uα).

La suma hay que entenderla como el supremo de las sumas finitas, enten-
diendo que vale ∞ si alguno de los sumandos es ∞ (aquí es importante que
todos los sumandos son ≥ 0). Cuando sólo hay una cantidad numerable de
sumandos no nulos, el supremo de las sumas finitas coincide con la suma de la
serie en el sentido usual. Es claro que toda medida es ℵ1-aditiva. El teorema
siguiente prueba que esta definición generaliza a 7.70.

Teorema 8.38 Si (X,B, µ) es un espacio medida de modo que µ sea σ-finita y
sea κ es un cardinal infinito, entonces µ es κ-aditiva si y sólo si κ ≤ ad(Iµ), es
decir, si y sólo si la unión de menos de κ conjuntos nulos es nula.

Demostración: Supongamos que µ es κ-aditiva y sea {Aα}α<β , con β < κ
una familia de conjuntos nulos en X. Sea

Bα = Aα \
⋃
δ<α

Aδ.

Por la κ-aditividad, la unión es medible, luego Bα también lo es, luego es
nulo. Además los conjuntos Bα son disjuntos dos a dos y su unión coincide con
la de los Aα. Por la κ-aditividad la unión es nula.

Supongamos ahora que la unión de menos de κ conjuntos nulos es nula y sea
{Aα}α<β , con β < κ, una familia de conjuntos medibles tal que su unión no sea
medible. Podemos suponer que β es el menor cardinal para el que esto sucede.
Así, si definimos los conjuntos Bα igual que antes, tenemos que todos ellos son
medibles, por la minimalidad de β, y disjuntos dos a dos, pero su unión no es
medible.

Estamos suponiendo que µ es σ-finita, por lo que X =
⋃
n<ω

Yn, donde los

conjuntos Yn son medibles de medida finita. Sea Bnα = Bα ∩ Yn. Así,∑
α<β

µ(Bnα) ≤ µ(Yn) < +∞.
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Ahora bien, si una suma de una cantidad no numerable de números reales no
negativos es finita, todos sus sumandos salvo a lo sumo una cantidad numerable
han de ser nulos, pues en caso contrario habría una cantidad no numerable de
sumandos mayores o iguales que 1/n para cierto natural n, y entonces las sumas
parciales finitas no estarían acotadas.

Así pues, en {Bα}α<β hay una cantidad numerable de términos con medida
positiva, cuya unión es medible porque B es una σ-álgebra, y el resto son conjun-
tos nulos, cuya unión es medible por hipótesis, luego la unión total es medible,
contradicción.

Con esto tenemos probado que la unión de menos de κ conjuntos medibles
es medible. Supongamos ahora que {Bα}α<β son medibles y disjuntos dos a
dos. Definimos Bnα como antes, de modo que entre ellos (para un n fijo) hay una
cantidad numerable de conjuntos no nulos y el resto son nulos. Descomponemos
la unión de todos en la unión de los nulos, que por hipótesis es nula, y la unión de
los restantes, cuya medida es la suma de las medidas. Concluimos obviamente
que la medida de toda la unión es la suma de las medidas.

En particular, si µ es una medida de Borel continua en un espacio polaco,
entonces ad(Im) es el mayor cardinal κ tal que µ es κ-aditiva. Para la categoría
tenemos el teorema siguiente:

Teorema 8.39 Si X es un espacio polaco perfecto, la σ-álgebra Ba(X) es
ad(Ic)-completa.

Demostración: Sea ξ el mayor cardinal tal que Ba(X) es ξ-completa. Esto
significa que existe una familia {Bα}α<ξ en Ba(X) cuya unión no está en Ba(X),
pero no existe ninguna familia similar de longitud menor que ξ. En particular
esto hace que los conjuntos B′α = Bα\

⋃
δ<α

Bδ estén en Ba(X) y tengan la misma

unión. Equivalentemente, podemos suponer que los Bα son disjuntos dos a dos.
Como Ic cumple la c.c.n. (por 7.65), existe un conjunto numerable T ⊂ ξ tal

que Bα ∈ Ic para todo α ∈ ξ \ T . Entonces
⋃
α∈T

Bα ∈ Ba(X) (porque Ba(X)

es una σ-álgebra), y si fuera ξ < ad(Ic) también
⋃

α∈ξ\T
Bα ∈ Ba(X), con lo que

toda la unión estaría en Ba(X), contradicción. Así pues, ad(Ic) ≤ ξ, lo que
implica que Ba(X) es ad(Ic)-completa.

8.3 El axioma de Martin
El axioma de Martin es una afirmación técnica que tiene muchísimas im-

plicaciones en la teoría de conjuntos, en la topología y también en otras áreas
de la matemática. Su interés reside en que puede probarse que si la teoría de
conjuntos es consistente, lo sigue siendo al añadir el axioma de Martin como
axioma adicional. Esto hace que todas las consecuencias del axioma de Martin
sean también consistentes, lo que permite obtener numerosas pruebas de con-
sistencia sin necesidad de estar familiarizado con las técnicas de lógica y teoría
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de modelos que éstas requieren (sin más que aceptar la consistencia del axioma
de Martin). En esta sección supondremos el axioma de elección.

Recordemos algunas definiciones que hemos dado en la sección 7.4:

• Un conjunto preordenado (c.p.o.) es un conjunto P en el que hay definido
un preorden (una relación reflexiva y transitiva). En este contexto, los
elementos de P suelen llamarse condiciones.

• Dos condiciones de un c.p.o. P son incompatibles (y lo representamos con
la notación p ⊥ q) si no existe un r ∈ P tal que r ≤ p, r ≤ q.

• Un conjunto A ⊂ P es una anticadena si sus elementos son incompatibles
dos a dos.

• Un c.p.o. P cumple la condición de cadena numerable (c.c.n.) si todas sus
anticadenas son numerables.

• Un filtro G ⊂ P en un c.p.o. P es un conjunto que cumple las propiedades
siguientes:

1. G 6= ∅,
2.
∧
p ∈ G

∧
q ∈ P(p ≤ q → q ∈ G),

3.
∧
pq ∈ G

∨
r ∈ G(r ≤ p ∧ r ≤ q).

• Un conjunto D ⊂ P en un c.p.o. es denso si para todo p ∈ P existe d ∈ D
tal que d ≤ p.

Definición 8.40 Si κ es un cardinal infinito, llamaremos axioma de Martin
para κ a la afirmación siguiente:

AM(κ) Si P es un c.p.o. que cumple la condición de cadena nume-
rable y D es una familia de conjuntos densos en P tal que |D| ≤ κ,
entonces existe un filtro G en P tal que G∩D 6= ∅, para todo D ∈ D.

El axioma de Martin (AM) es la afirmación
∧
κ < c AM(κ).

Como ya habíamos advertido, se trata de un enunciado bastante técnico, así
que vamos a tratar de asimilar su contenido.

Teorema 8.41 Se cumple:

1. Si κ ≤ µ son cardinales infinitos, entonces AM(µ) implica AM(κ).

2. Se cumple AM(ℵ0) incluso eliminando la restricción de que P cumpla la
condición de cadena numerable.

3. Sin la restricción sobre la condición de cadena numerable, AM(ℵ1) sería
falso (luego también AM(κ) para todo κ no numerable).

4. AM(c) es falso (luego también AM(κ) para todo κ ≥ c).

Demostración: 1) es inmediato.
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2) Sea P cualquier c.p.o., sin necesidad de que cumpla la c.c.n., y sea {Dn}∞n=0

una familia numerable de subconjuntos densos de P. Dado cualquier p0 ∈ P,
tomamos d0 ∈ D0 tal que d0 ≤ p0, y a su vez d1 ∈ D1 tal que d1 ≤ d0, y así
construimos una sucesión decreciente

. . . ≤ d4 ≤ d3 ≤ d2 ≤ d1 ≤ d0 ≤ p0

tal que dn ∈ Dn. Basta tomar G = {p ∈ P |
∨
n ∈ ω dn ≤ p}. Es inmediato

comprobar que se trata de un filtro en P tal que dn ∈ Dn ∩G.
3) Sea P = ω<ω1 , con el orden dado por p ≤ q si y sólo si q ⊂ p. Notemos que

no cumple la c.c.n., pues si llamamos pα = {(0, α)}, entonces A = {pα | α < ω1}
es una anticadena no numerable en P. En efecto, si α < β < ω1, no puede existir
ningún p ∈ P tal que p ≤ pα y p ≤ pβ , pues esto significaría que α = p(0) = β.

Por otra parte, el conjuntoDn formado por las condiciones de longitud mayor
o igual que n < ω es denso en P, pues toda condición se puede prolongar hasta
que su dominio sea mayor o igual que n.

Igualmente el conjunto Eα es el conjunto de las condiciones que toman el
valor α < ω1 es denso en P, pues toda condición en ω1 se puede prolongar a una
que tome el valor α.

Si se cumpliera MA(ℵ1) sin el requisito de la c.c.n., existiría un filtro G ⊂ P
tal que G ∩Dn 6= ∅, para todo n < ω y G ∩ Eα 6= ∅, para todo α ∈ ω1.

Si p, q ∈ G, existe un r ∈ G tal que r ≤ p y r ≤ q, lo cual significa que r es
una sucesión que extiende a p y a q, lo cual sólo es posible si p ⊂ q o q ⊂ p.

Que G∩Dn 6= ∅ significa que G contiene condiciones de todas las longitudes
y, como cada una extiende a las de longitud menor, sólo puede haber una de
cada longitud, y fG =

⋃
G : ω −→ ω1.

Pero el hecho de que G ∩ Dα 6= ∅ significa que en G hay condiciones que
toman cualquier valor α < ω1, lo que significa que fG : ω −→ ω1 suprayectiva,
lo cual es absurdo.

4) Sea ahora P = 2<ω, el conjunto de las sucesiones finitas de ceros y unos,
también con el orden dado por p ≤ q si y sólo si q ⊂ p. Como P es numerable,
cumple trivialmente la condición de cadena numerable.

Como antes, los conjuntos Dn de las condiciones de longitud mayor o igual
que n son claramente densos en P. Además, si f ∈ ω2, el conjunto de las
condiciones p ∈ P tales que existe n ∈ ω en el que están definidas de modo que
p(n) 6= f(n) es denso en P, pues toda condición se puede prolongar hasta otra
que discrepe de f en un número natural.

Si suponemos AM(c), existe un filtro G ⊂ P tal que G ∩Dn 6= ∅ para todo
n < ω y G ∩ Ef 6= ∅ para todo f ∈ ω2.

Exactamente igual que en el caso anterior, que G sea un filtro implica que
sus condiciones se prolongan una a otra, y el hecho de que G∩Dn 6= ∅ implica
que fG =

⋃
G : ω −→ 2 y, para toda f ∈ ω2, el hecho de que Df ∩ G 6= ∅ se

traduce en que existe p ∈ G que está definida en un cierto n < ω de modo que
p(n) 6= f(n), pero p ⊂ fG, luego fG(n) 6= f(n) y así fG 6= f para toda f ∈ ω2,
contradicción, lo cual es absurdo, porque implica en particular que fG 6= fG.
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El axioma de Martin puede expresarse en términos de lo que podríamos
considerar un cardinal característico del continuo (si admitimos como tal uno
con una definición tan sofisticada):

Definición 8.42 El cardinal de Martin es el menor cardinal m tal que no se
cumple AM(m).

En virtud del teorema anterior, se cumple ℵ1 ≤ m ≤ c, y el axioma de Martin
equivale a que m = c.

Observemos que, trivialmente, c = ℵ1 → m = c o, dicho de otro modo, que
la hipótesis del continuo implica el axioma de Martin.

Bajo la hipótesis del continuo, AM equivale a AM(ℵ0), que es un teorema,
por lo que el axioma de Martin no aporta nada en este caso. Pero sucede que
puede demostrarse que, si la teoría de conjuntos es consistente, también lo es
si le añadimos AM como axioma, juntamente con cualquier otro axioma de la
forma 2ℵ0 = ℵ7, etc., con tal de que no pidamos que 2ℵ0 sea singular, pues,
como veremos enseguida, AM implica que c es regular (teorema 8.44).

En particular, por ejemplo, si la teoría de conjuntos es consistente, también
lo es tomar como axioma AM(ℵ1) o, lo que es lo mismo, m > ℵ1, lo cual
contradice la hipótesis del continuo.

Lo que hemos explicado antes es que puede demostrarse que, si la teoría de
conjuntos es consistente, también lo es suponer AM o, equivalentemente, que
m = c. Por lo tanto, cualquier afirmación que demostremos suponiendo AM
será consistente con los axiomas de la teoría de conjuntos, supuesto que éstos
sean consistentes. Por ejemplo:

Teorema 8.43 Se cumple m ≤ p.

Vamos a tratar de usar esta primera aplicación del axioma de Martin para
explicar las ideas principales subyacentes en el uso de este axioma. Ya hemos
tenido ocasión de emplearlas en la prueba de 8.41, aunque de un modo un
tanto atípico, porque allí suponíamos formas contradictorias de AM para llegar
a contradicciones.

• En general, usar AM supone elegir un conjunto preordenado P, cuyas
condiciones serán como “piezas” de un juego de construcción con las que
formaremos un determinado objeto que deseamos construir. El filtro G
que proporciona AM nos dice qué “piezas” debemos usar exactamente para
la construcción.

Por ejemplo, en la prueba de 8.41 3) hemos usado como “piezas” sucesiones
finitas en ω1, pensadas para que un filtro adecuado G ⊂ P nos dé una
función fG : ω −→ ω1 suprayectiva, y en el apartado 4) hemos usado
como “piezas” sucesiones finitas en 2 pensadas para que un filtro adecuado
G ⊂ P nos de una aplicación fG : ω −→ 2 distinta de todas las aplicaciones
f : ω −→ 2.
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• Conviene pensar en cada “pieza” p ∈ P como información parcial sobre las
propiedades que tendrá el objeto que queremos construir supuesto que la
pieza acabe estando en el filtro G.

Por ejemplo, cuando P = 2<ω, una sucesión p = (1, 1, 0, 1, 0, 0) nos indica
que si, finalmente p ∈ G, entonces la función fG =

⋃
G cumpirá fG(0) = 1,

fG(1) = 1, fG(2) = 0, etc.

• La relación de orden debe estar pensada para que p ≤ q signifique que la
condición p contiene más información que la condición q sobre el objeto
que queremos construir, mientras que la incompatibilidad p ⊥ q indica
que las condiciones p y q contienen información contradictoria, de modo
que no pueden estar las dos en el filtro G.

Por ejemplo, si P = 2<ω, las condiciones p = (1, 1, 0, 1) y q = (1, 0, 0, 1, 0)
son contradictorias, porque si p ∈ G, tendría que ser fG(1) = 1, mientras
que si q ∈ G tendría que ser fG(1) = 0. Por eso son incompatibles.

• Una vez seleccionadas las piezas, definimos conjuntos densos adecuados
que determinarán las propiedades del objeto que queremos construir.

Por ejemplo, en los apartados 3) y 4) de 8.41, los conjuntos densos Dn

estaban pensados para asegurar que la función fG obtenida tuviera domi-
nio ω. En el apartado 3) los conjuntos Eα estaban pensados para que fG
fuera suprayectiva, y en el apartado 4) los conjuntos Ef estaban pensados
para que fG 6= f .

• Una vez elegidos convenientemente los conjuntos densos, el axioma de
Martin nos proporciona un filtro G que selecciona las “piezas” que debemos
usar en nuestra construcción.

En 8.41 la “construcción” consistía en tomar fG =
⋃
G. En realidad,

cuando elegimos el conjunto de “piezas” P, lo hacemos pensando ya en qué
objeto vamos a construir a partir de un filtro G en P, de modo que los
conjuntos densos se eligen pensando ya en el objeto que vamos a construir,
aunque todavía no esté definido.

Para probar 8.43, partimos de una familia S ⊂ [ω]ω con la propiedad fuerte
de la intersección finita tal que |S| = κ < m y queremos construirle una pseu-
dointersección X. Esto probará que κ < p, luego m ≤ p.

Un posible conjunto de condiciones a partir de las cuales podamos obtener
un X ⊂ ω es, como antes, P = 2<ω, de modo que un filtro adecuado G nos dará
una función fG : ω −→ 2 y podremos tomar XG = {n ∈ ω | fG(n) = 1}, por
ejemplo, es decir, el conjunto cuya función característica es fG.

Así, una condición como p = (1, 0, 1, 1, 0, 0) nos da información parcial so-
bre XG. Concretamente, nos dice que, si p ∈ G, se cumplirá que

0 ∈ XG, 1 /∈ G, 2 ∈ G, 3 ∈ G, 4 /∈ G, 5 /∈ G.
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Sin embargo, para evitar los tecnicismos inherentes a que estamos construyendo
una función en ω2 cuando lo que queremos es un conjunto en [ω]ω, podemos
considerar un c.p.o. que cumple la misma función de forma más directa.

Consideramos el conjunto P = [ω]<ω de los subconjuntos finitos de ω con el
orden dado por p ≤ q si y sólo si q es una sección inicial de p. Por ejemplo,

{2, 4, 5, 7, 10} ≤ {2, 4, 5}, pero {2, 4, 5, 7, 10} 6≤ {2, 3, 4, 5}.

La intención es definir XG =
⋃
G, de modo que {2, 4, 5, 7, 10} ∈ G nos informa

de que 0 /∈ XG, 1 /∈ XG, 2 ∈ XG, 3 /∈ XG, 4 ∈ XG, etc.

Si hubiéramos definido p ≤ q si y sólo si q ⊂ p, cada condición p ∈ G
contendría información sobre posibles elementos de XG, pero no nos diría nada
sobre qué elementos no están en XG. Con la relación de orden que hemos dado,
cada condición no sólo nos informa sobre que ciertos números sí que van a estar
en G, sino también sobre que otros no van a estar.

Observemos ahora que el conjunto Dn de las condiciones de cardinal mayor
o igual que n es denso en P, pues toda condición se puede prolongar hasta tener
al menos n elementos, y Dn ∩G 6= ∅ garantizará que |XG| ≥ n. Si esto sucede
para todo n, tendremos garantizado que XG será infinito.

Sólo nos falta definir, para cada A ∈ S, un conjunto denso DA tal que
DA ∩G 6= ∅ nos asegure que XA \A será finito, pues así XG será una pseudo-
intersección de S.

Por desgracia, no es posible hacer tal cosa, pues el hecho de que exista
p ∈ DA ∩ G, definamos como definamos DA, no nos permite garantizar que
XA \A vaya a ser finito, ya que las condiciones de G que extiendan a p pueden
crecer incontroladamente, de modo que XA acabe saliéndose infinitas veces del
conjunto A.

Para resolver esta dificultad debemos reconsiderar la elección de P. Notemos
que pedir que XG \ A sea finito es lo mismo que pedir que exista un conjunto
finito s ⊂ ω tal que XG \ s ⊂ A. Este conjunto finito s puede ser la propia
condición, pero necesitamos que vaya acompañada de la “promesa” de que sus
extensiones no se saldrán de A más que el número finito de veces que ya se
haya salido ella misma. Esta “promesa” tiene que incluirse en la definición de
la relación de orden, para asegurarnos de que las extensiones de una condición
dada no la violarán. El resultado de esta reflexión es el siguiente:

Definimos P como el conjunto de pares (s, F ), donde s ∈ [ω]<ω y F ∈ [S]<ω,
con el orden parcial dado por (s′, F ′) ≤ (s, F ) si y sólo si

s es un segmento inicial de s′, F ⊂ F ′, s′ \ s ⊂
⋂
F.

La idea es que el conjunto finito F = {A1, . . . , An} que acompaña al conjunto
s es un conjunto de “promesas”, de modo que cualquier extensión (s′, F ′) de
(s, F ) puede tener más promesas, pero debe respetar las asumidas por (s, F ),
en el sentido de que los nuevos elementos añadidos a s cumplirán

s′ \ s ⊂ A1 ∩ · · · ∩An.
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En otras palabras, (s, F ) significa que el conjunto finito s ⊂ ω “ha prometido”
que cuando crezca no se saldrá más de A1, . . . , An, aunque hasta el momento
haya podido hacerlo. Por supuesto, la idea ahora es definir igualmente

XG =
⋃

(s,F )∈G
s,

pero la diferencia es que ahora, si (s, F ) ∈ G y A ∈ F , tenemos garantizado que
XG \s ⊂ A, luego, para garantizar que XG sea una pseudointersección de S sólo
tenemos que asegurar que G contenga condiciones (s, F ) tales que F contenga a
cualquier A ∈ S, y eso sí que puede conseguirse con el conjunto denso adecuado.

Por claridad pasamos a demostrar el teorema desde cero:

Demostración (de 8.43): Sea S ⊂ [ω]ω una familia con la propiedad fuerte
de la intersección finita tal que |S| = κ < m. Vamos a probar que S tiene una
pseudointersección X. Definimos P como el conjunto de todos los pares (s, F ),
donde s ∈ [ω]<ω y F ∈ [S]<ω, con el orden parcial dado por (s′, F ′) ≤ (s, F ) si
y sólo si

s es un segmento inicial de s′, F ⊂ F ′, s′ \ s ⊂
⋂
F.

Veamos que P cumple la condición de cadena numerable. Basta probar que
un subconjunto no numerable de P no puede ser una anticadena. En efecto, un
subconjunto no numerable de P tiene que tener una cantidad no numerable de
elementos con la misma primera componente, digamos (s, F ) y (s, F ′), pero dos
condiciones así son compatibles, ya que (s, F ∪ F ′) es una extensión común.

Para cada A ∈ S, el conjunto DA = {(s, F ) ∈ P | A ∈ F} es denso, pues
toda condición (s, F ) admite como extensión (s, F ∪ {A}) ∈ DA. También lo
es Dn = {(s, F ) ∈ P | |s| > n}, porque, dada una condición (s, F ), tenemos
que

⋂
F es infinito, luego podemos extender s hasta un s′ tal que |s′| > n y

s′ \ s ⊂
⋂
F y entonces (s′, F ) ∈ Dn es una extensión de (s, F ).

Como se cumple AM(κ), existe un filtro G en P que corta a todos los con-
juntos DA. Vamos a probar que XG =

⋃
(s,F )∈G

s es una pseudointersección de S.

El hecho de que G∩Dn 6= ∅ se traduce en que XG es infinito. Dado A ∈ S,
podemos tomar (s0, F0) ∈ G ∩ DA, con lo que A ∈ F0. Basta probar que
XG \ s0 ⊂ A. Si k ∈ XG \ s0, por definición de XG existe un (s, F ) ∈ G tal
que k ∈ s \ s0. Como G es un filtro, podemos suponer que (s, F ) ≤ (s0, F0), y
entonces k ∈

⋂
F ⊂ A.

Así pues, podemos completar así el esquema de los cardinales característicos
que hemos estudiado en la sección 8.1:

b

cf d

��

// a

��
ℵ1

// m // p // t // h

@@

cf s
��

d // c

s

@@
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En particular:

Teorema 8.44 (AM) p = t = h = s = b = d = a = c = cf c.

En efecto, como t o b son regulares, AM implica que c es regular, como ya
habíamos indicado. Más aún, que si κ < c, entonces 2κ = c (por el teorema 8.5).

Por ejemplo, esto significa que, bajo AM, una familia casi disjunta en Pω
tiene que tener necesariamente cardinal c.

Por otra parte, el teorema 8.34 muestra que AM implica que casi todos
los cardinales que aparecen en el diagrama de Cichoń son iguales a c. Sólo se
escapan ad(Im) y cub(Im), pero no por mucho tiempo:

Teorema 8.45 m ≤ ad(Im).

Demostración: Sea X un espacio polaco dotado de una medida de Borel
continua y unitaria µ. Dado ε > 0, llamamos Pε al conjunto de todos los abiertos
de X de medida menor que ε, con el orden parcial dado por U ≤ V si y sólo si
V ⊂ U . Veamos en primer lugar que Pε cumple la c.c.n.3

Observemos en primer lugar que U ⊥ V significa que µ(U ∪ V ) < ε.

En efecto, en principio, dos abiertos son compatibles si existe un tercer
abierto W ∈ Pε tal que U ∪ V ⊂ W , con lo que µ(U ∪ V ) ≤ µ(W ) < ε, y el
recíproco es claro.

Consideramos una familia A ⊂ Pε no numerable, y vamos a probar que
no es una anticadena. Si An es el conjunto de condiciones de A tales que
µ(U) < ε − 1/n, como A es la unión de los An, tiene que existir un n ≥ 1 tal
que An sea no numerable. Equivelentemente, podemos suponer que todos los
abiertos de A cumplen µ(A) < ε− 1/n.

Sea B una base numerable de X. Podemos suponerla cerrada para uniones
finitas. Cada abierto U puede expresarse como unión creciente de abiertos de B,
luego, para cada U ∈ A, existe un U ′ ∈ B tal que U ′ ⊂ U y µ(U) < µ(U ′)+1/n.
Podemos descomponer A en la unión de las condiciones que contienen a un
mismo abierto U ′ ∈ B en estas condiciones, luego tiene que haber un U ′ ∈ B

que aproxime la medida de una cantidad no numerable de abiertos de A. Nos
basta con tomar dos de ellos: sean U1, U2 ∈ A tales que existe U ′ ∈ B tal que
U ′ ⊂ U1 ∩ U2 y µ(Ui) < µ(U ′) + 1/n, luego µ(U2 \ U1) ≤ µ(U2 \ U ′) < 1/n.
Entonces µ(U1 ∪ U2) = µ(U1) + µ(U2 \ U1) < ε < 1/n+ 1/n = ε, luego U1 y U2

son compatibles.

Si G es un filtro en Pε, se cumple que UG =
⋃
G es un abierto en X que

cumple µ(UG) ≤ ε.

En efecto, si fuera µ(UG) > ε, por la regularidad de la medida, existe un
compacto K ⊂ UG tal que µ(K) > ε, pero G es un cubrimiento de K, luego

3En general, comprobar que el c.p.o. que consideramos cumple la c.c.n. no se usa para
nada en los argumentos relacionados con el axioma de Martin. Simplemente es un requisito
necesario para garantizar que AM puede usarse consistentemente.
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existe un subcubrimiento finito, K ⊂ U1 ∪ · · · ∪ Un, con los Ui ∈ G. Pero
como las condiciones de G son compatibles, de hecho existe U ∈ G tal que
K ⊂ U1 ∪ · · · ∪ Un ⊂ U , luego µ(K) ≤ µ(U) < ε, contradicción.

Con esto ya podemos concluir: sea κ < m y sea {Nα}α<κ una familia de
conjuntos nulos. Dado ε > 0, se cumple que Dα = {U ∈ Pε | Nα ⊂ U} es denso
en Pε, pues si U ∈ Pε, por regularidad podemos tomar un abierto V en X tal
que Nα ⊂ V y µ(V ) < ε− µ(U), con lo que µ(U ∪ V ) < ε, luego U ∪ V ∈ Dα y
U ∪ V ≤ U .

Por AM(κ) existe un filtro G en Pε tal que Pε ∩Dα 6= ∅, para todo α < κ,
lo que significa que Nα ⊂ UG, para todo α, luego

⋃
α<κ

Nα ⊂ UG, luego

µ
( ⋃
α<κ

Nα

)
≤ µ(UG) ≤ ε,

para todo ε > 0, luego la unión de los κ conjuntos nulos es nula. Así pues,
κ ≤ ad(Im), luego m ≤ ad(Im).

Así pues, AM implica que todos los cardinales que aparecen en el diagrama
de Cichoń (sin contar ℵ1) son iguales a c.

En particular, m ≤ ad(Ic) significa que, en un espacio polaco perfecto, la
unión de κ < m conjuntos de primera categoría es de primera categoría, luego la
unión de κ cerrados de interior vacío tiene interior vacío, y la intersección de κ
abiertos densos es densa. En realidad esto es válido para muchos otros espacios
topológicos, incluyendo todos los espacios polacos, aunque no sean perfectos.
Concretamente, podemos probarlo para todo espacio Čech-completo [T 7.81] con
la condición de cadena numerable, lo cual incluye a todos los espacios polacos
[T 7.83] y a todos los espacios localmente compactos con la condición de cadena
numerable [7.84]:

Teorema 8.46 Sea X un espacio topológico Čech-completo que cumpla la con-
dición de cadena numerable (es decir, tal que toda familia de abiertos disjuntos
dos a dos sea numerable). Entonces, la intersección de κ < m abiertos densos
es densa.

Demostración: Sea P el conjunto de todos los abiertos no vacíos de X con
el orden parcial dado por U ≤ V si y sólo si U ⊂ V . Claramente, dos abiertos
son incompatibles en P si y sólo si son disjuntos, luego la hipótesis de que P
cumple la c.c.n. como espacio topológico equivale a que P la cumple como c.p.o.

Sea {Uα}α<κ una familia de abiertos densos en X. Vamos a probar que su
intersección es densa. Para ello tomamos un abierto no vacío U en X y vamos
a probar que corta a la intersección. Sea

Dα = {p ∈ P | p ⊂ U ∩ Uα}.

Entonces Dα es denso en P, pues, dado p ∈ P, como Uα es un abierto denso,
tenemos que p ∩ U ∩ Uα es un abierto no vacío, y como X es regular, cualquier
punto x ∈ p∩U ∩Uα tiene un entorno abierto d tal que x ∈ d ⊂ d ⊂ p∩U ∩Uα,
luego d ∈ Dα y d ≤ p.
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Por otra parte, sea {Un}∞n=1 una familia de cubrimientos abiertos de X que
cumpla la definición de espacio Čech-completo y sea

En = {p ∈ P | δ(p) < Un}.

También es un conjunto denso en P, pues, si p ∈ P, tiene que existir un A ∈ Un
tal que p ∩ A 6= ∅, y por la regularidad de X, todo punto x ∈ p ∩ A tiene un
entorno abierto d tal que x ∈ d ⊂ d ⊂ p ∩A, con lo que d ∈ En y d ≤ p.

Por AM(κ), existe un filtro G en P que corta a todos los conjuntos Dα y En.
El hecho de que corte a los conjuntos En se traduce en que {p | p ∈ G} es una
familia de cerrados con la propiedad de la intersección finita (porque G es un
filtro) que contiene conjuntos de diámetro menor que Un, para todo n, luego
resulta que KG =

⋂
p∈G

p 6= ∅.

Como G ∩ Dα 6= ∅, existe una condición p ∈ G ∩ Dα, lo que significa que
KG ⊂ p ⊂ U ∩ Uα, luego KG ⊂ U ∩

⋂
α<κ

Uα 6= ∅.

La conclusión del teorema anterior equivale claramente a que la unión de
menos de m cerrados de interior vacío tenga interior vacío, o a que la unión de
menos de m conjuntos de primera categoría sea de primera categoría, en otras
palabras, a que el teorema de Baire se cumpla para uniones / intersecciones de
cualquier cantidad κ < m conjuntos.

Vamos a probar que este resultado es, de hecho, equivalente a AM(κ), con
lo que tenemos una interpretación topológica del axioma de Martin:

Teorema 8.47 Sea κ un cardinal infinito. Las afirmaciones siguientes son
equivalentes:

1. AM(κ).

2. En un espacio topológico de Hausdorff (localmente) compacto con la c.c.n.,
la intersección de κ abiertos densos es densa.

3. En un espacio topológico de Hausdorff compacto con la c.c.n., la intersec-
ción de κ abiertos densos no vacía.

4. En un álgebra de Boole (completa) con la c.c.n., para toda familia de κ
conjuntos densos, existe un filtro que los corta a todos.

5. En un c.p.o. P con la c.c.n. tal que |P| ≤ κ, para toda familia de κ con-
juntos densos, existe un filtro que los corta a todos.

Demostración: 1) ⇒ 2) es un caso particular del teorema anterior. Ob-
viamente, 2) para espacios localmente compactos implica 2) para espacios com-
pactos, y esto implica a su vez 3). Veamos que 3) ⇒ 4) Sea B un álgebra de
Boole con la c.c.n. (no suponemos que sea completa) y sea {Dα}α<κ una familia
de conjuntos densos en B (aquí hay que entender en B \ {O}).

Entonces el espacio de Stone K = S(B) es un espacio de Hausdorff compacto
que tiene por base a su álgebra de abiertos-cerrados, que es isomorfa a B (y por
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ello a partir de aquí identificamos a B con la familia de abiertos-cerrados en K).
El hecho de que B cumpla la c.c.n. como álgebra de Boole (es decir, como c.p.o.)
equivale a que S(B) la cumpla como espacio topológico.

Sea Eα =
⋃
Dα, que es un abierto denso en K. En efecto, basta ver que

corta a todo abierto cerrado no vacío p ∈ B, y esto se debe a que existe un
d ∈ Dα tal que d ≤ p, luego ∅ 6= d ⊂ Eα ∩ p.

Por hipótesis existe G ∈
⋂
α<κ

Eα, pero G es un ultrafiltro en B y claramente
corta a todos los Dα.

Obviamente 4) para álgebras no necesariamente completas implica 4) para
álgebras completas. Veamos ahora que 4) para álgebras completas implica 5).

Sea P un c.p.o. con la c.c.n. tal que |P| ≤ κ. Fijemos una familia D de a lo
sumo κ subconjuntos densos de P.

Consideramos la compleción B de P, que es un álgebra de Boole completa
tal que existe una inmersión densa i : P −→ B. Observemos que B cumple la
c.c.n., pues si C ⊂ B fuera una anticadena no numerable en B, para cada s ∈ C
podríamos tomar ps ∈ P tal que i(ps) ≤ s, y entonces {ps | s ∈ C} sería una
anticadena no numerable en P.

También es claro que si D ∈ D entonces i[D] es denso en B, luego por
hipótesis existe un filtro G en B que corta a todos los conjuntos i[D], con
D ∈ D. Esto implica a su vez que H = i−1[G] corta a todos los elementos de D.
Sin embargo, sucede que H no es necesariamente un filtro en G. Obviamente,
si p ≤ q con p ∈ H también q ∈ H. El problema es que no podemos probar que
dos elementos de H tienen una extensión en H.

Para resolver esto, para cada p, q ∈ P, definimos

Dpq = {r ∈ P | (r ≤ p ∧ r ≤ q) ∨ r ⊥ p ∨ r ⊥ q}.

Se cumple que es denso en P. En efecto, si s ∈ P, o bien tiene una extensión
incompatible con p o con q (con lo que dicha extensión está en Dpq) o, en caso
contrario, ¬s ⊥ p, luego existe s′ ∈ P tal que s′ ≤ s, s′ ≤ p, pero s′ tiene que ser
compatible con q, luego existe s′′ ∈ P tal que s′′ ≤ s′, s′′ ≤ q, luego s′′ ∈ Dpq y
s′′ ≤ s.

Como estamos suponiendo que |P| ≤ κ, no perdemos generalidad si supo-
nemos que los conjuntos Dpq están en D, y así sí que podemos probar que H
es un filtro en P. En efecto, dados p, q ∈ H, tenemos que existe r ∈ H ∩Dpq.
Si r ⊥ p, entonces i(r) ⊥ i(p), porque i es una inmersión, lo cual es imposible
porque ambos están en G, luego r es compatible con p, y por el mismo motivo
con q, luego por definición de Dpq tiene que ser r ≤ p ∧ r ≤ q.

Veamos por último que 5) ⇒ 1). Sea P un c.p.o. arbitrario con la condición
de cadena numerable y sea D una familia de a lo sumo κ subconjuntos densos
de P. Veamos que existe Q ⊂ P tal que:

1. |Q| ≤ κ,

2. Para todo D ∈ D, se cumple que D ∩Q es denso en Q,

3. Dos condiciones de Q son compatibles en Q si y sólo si lo son en P.
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Si D ∈ D, sea fD : P −→ D tal que∧
p ∈ P (fD(p) ∈ D ∧ fD(p) ≤ p)).

Sea g : P× P −→ P tal que∧
pq ∈ P(¬p ⊥ q → g(p, q) ≤ p ∧ g(p, q) ≤ q).

Tomemos cualquier p0 ∈ P y definamos

Q0 = {p0} ∧
∧
n ∈ ω Qn+1 = Qn ∪ g[Qn ×Qn] ∪

⋃
D∈D

fD[Qn].

Es claro que Q =
⋃
n∈ω

Qn cumple lo pedido.

Por 3) tenemos que Q cumple la condición de cadena numerable, por 1), 2)
tenemos que existe un filtro H en Q que corta a todos conjuntos D ∩ Q, con
D ∈ D. Definimos

G = {p ∈ P |
∨
q ∈ H q ≤ p}.

Es fácil comprobar que G es un filtro en P y obviamente contiene a H, luego
corta a todos los elementos de D.

El teorema 8.46 permite generalizar de forma trivial argumentos basados en
el teorema de Baire. Por ejemplo, un resultado clásico de Sierpiński es que R
no puede descomponerse es unión numerable de cerrados disjuntos. La prueba
siguiente es una adaptación mínima de una demostración de este hecho basada
en el teorema de Baire:

Teorema 8.48 Sea X un espacio polaco, sea 2 ≤ κ < m y supongamos que X
es conexo o que κ ≥ ℵ1. Entonces X no puede descomponerse en unión de κ
cerrados no vacíos disjuntos dos a dos.

Demostración: Supongamos que X =
⋃
α<κ

Cα, donde los conjuntos Cα

son cerrados no vacíos disjuntos dos a dos. Sea

K =
⋃
α<κ

∂Cα =
⋃
α<κ

(Cα \ C̊α) = I \
⋃
α<κ

C̊α.

Observemos que K 6= ∅ porque, si X es conexo, entonces todas las fronteras
∂Cα son no vacías, o de lo contrario Cα sería abierto y cerrado en X, luego
sería Cα = X para todo α, lo cual es absurdo. Si κ ≥ ℵ1, entonces a lo sumo
una cantidad numerable de cerrados Cα puede ser abierto, porque X cumple la
condición de cadena numerable, luego igualmente hay κ valores de α para los
que ∂Cα 6= ∅, y así K 6= ∅.

Como K es cerrado en X, se trata de un espacio polaco no vacío, y la
versión para espacios polacos del teorema 8.46 equivale a que la intersección
de κ cerrados de interior vacío tenga interior vacío, luego concluimos que algún
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∂Cβ no tiene interior vacío en K. Sea U abierto en X tal que ∅ 6= U∩K ⊂ ∂Cβ .
Entonces

U = (U ∩K) ∪ (U \K) = (U ∩ ∂Cβ) ∪ (U ∩
⋃
α<κ

C̊n).

Si U ∩ C̊α 6= ∅, con α 6= β, tenemos que U 6⊂ C̊α, porque U ∩ ∂Cβ 6= ∅ y
∂Cβ ∩ Cα = ∅. Por lo tanto, ∅ 6= U ∩ ∂Cα ⊂ U ∩ K ⊂ ∂Cβ , pero esto es
imposible, porque ∂Cα ∩ ∂Cβ = ∅. Así pues,

U = (U ∩ ∂Cβ) ∪ (U ∩ C̊β) = U ∩ Cβ ⊂ Cβ ,

luego U ⊂ C̊β , luego U ∩ ∂Cβ = ∅, contradicción.

Extensiones de medidas de Borel El teorema 7.76 afirma que la existencia
de una extensión de la medida de Lebesgue a PR equivale a la existencia de un
cardinal R-medible κ ≤ c. Ahora vamos a probar que esto es incompatible con
el axioma de Martin:

Teorema 8.49 (AM) No existen cardinales R-medibles ≤ c.

Demostración: Si existe un cardinal R-medible ≤ c, entonces existe una
medida µ en R que extiende a la medida de Lebesgue (teorema 3.50). Como la
medida de Lebesgue es c-aditiva (teorema 8.45) todo x ⊂ R con |x| < c cumple
µ(x) = 0. Sea κ = c. Biyectando el intervalo [0, 1] con κ obtenemos una medida
unitaria m en κ con esta propiedad, es decir, todo conjunto de medida positiva
tiene cardinal c.

Como AM implica b = d, por 8.13 existe una escala {fα}α<κ de longitud κ.
Sea Anm = {α < κ | fα(n) = m}. Así κ =

⋃
m<ω

Anm, para todo n < ω.

Para cada n < ω, sea mn < ω tal que

m
( mn⋃
m=0

Amn

)
≥ 1− 1

2n+2

y sea Bn =
mn⋃
m=0

Amn. Sea B =
⋂
n<ω

Bn. Así

m(B) = 1−m(κ \B) = 1−m
( ⋃
n<ω

κ \B
)
≥ 1−

( ∑
n<ω

m(κ \Bn)
)

= 1−
( ∑
n<ω

1−m(Bn)
)
≥ 1−

∑
n<ω

1
2n+2 = 1− 1

2 = 1
2 .

Sea g : ω −→ ω la función dada por g(n) = mn. De este modo, si n ∈ ω
y α ∈ B, se cumple que α ∈ Bn, luego α ∈ Anm para cierto m ≤ mn, luego
fα(n) = m ≤ mn = g(n). Esto significa que g 6<∗ fα.

Por otra parte, como m(B) > 0, ha de ser |B| = 2ℵ0 , luego B es cofinal
en κ. Por definición de escala debe existir un β < κ tal que g <∗ fβ y, como B
es cofinal, existe un α ∈ B, α > β, pero entonces g <∗ fβ <∗ fα, contradicción.

Ejercicio: Demostrar que si existe una escala de longitud κ entonces κ no es un
cardinal R-medible.
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8.4 Condiciones de cadena en productos

Hemos visto que AM implica que la unión de menos de c conjuntos nulos
para la medida de Lebesgue es nula, o que la unión de menos de c cerrados de
interior vacío en R tiene interior vacío, etc. Pero todas estas propiedades se
reducen a hechos conocidos si c = ℵ1 (a la definición de medida o al teorema
de Baire, respectivamente). Lo mismo sucede con todas las consecuencias que
hemos deducido hasta ahora del axioma de Martin. En esta sección vamos a
ver una consecuencia de AM(ℵ1), es decir, una consecuencia que no se vuelve
trivial, sino falsa, si suponemos la hipótesis del continuo.

Definición 8.50 Si P y Q son c.p.o.s, consideraremos a P×Q como c.p.o. con
el preorden dado por

(p1, q1) ≤ (p2, q2)↔ p1 ≤ p2 ∧ q1 ≤ q2.

Se dice espacio topológico cumple la condición de cadena κ si toda familia
de abiertos disjuntos dos a dos tiene cardinal menor que κ. Vamos a estudiar
el problema de si el producto de dos espacios topológicos que cumplen la condi-
ción de cadena κ cumple necesariamente la condición de cadena κ. El teorema
siguiente reduce el problema al caso de conjuntos preordenados:

Teorema 8.51 Si κ es un cardinal infinito, las afirmaciones siguientes son
equivalentes:

1. Existen espacios topológicos con la condición de cadena κ cuyo producto
no cumple la condición de cadena κ.

2. Existen dos c.p.o.s con la condición de cadena κ cuyo producto no cumple
la condición de cadena κ.

3. Existen dos espacios de Hausdorff compactos con la condición de cadena κ
cuyo producto no cumple la condición de cadena κ.

Demostración: Si X e Y son espacios topológicos que cumplen 1), toma-
mos como P y Q los conjuntos de abiertos no vacíos de X e Y respectivamente,
ordenados con la inclusión. Así dos abiertos son incompatibles si y sólo si son
disjuntos, por lo que P y Q son c.p.o.s con la condición de cadena κ. Como
X × Y no cumple la condición de cadena κ, existe una anticadena de cardi-
nal κ, que podemos tomar formada por abiertos básicos, es decir, de la forma
{pα × qα}α<κ. Entonces {(pα, qα)}α<κ es una anticadena en P×Q.

Supongamos ahora existen c.p.o.s P y Q que cumplen 2). Sean B1 y B2

sus respectivas compleciones, que son dos álgebras de Boole completas con la
condición de cadena κ. El producto B1 × B2 es un c.p.o. que no cumple la
condición de cadena κ, pues si {(pα, qα)}α<κ es una anticadena en P×Q, es claro
que {(i(pα), i(qα))}α<κ es una anticadena en B1×B2 (donde i representa en cada
componente a la inmersión densa del correspondiente c.p.o. en su compleción).
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Así pues, podemos partir de dos álgebras de Boole completas. Más aún,
considerando los correspondientes espacios de Stone, tenemos dos espacios com-
pactos cerodimensionales X1 y X2 cuyas álgebras de abiertos cerrados B1 y B2

cumplen la condición de cadena κ, mientras que B1 × B2 no la cumple.
Es obvio que X1 y X2 cumplen la condición de cadena κ como espacios

topológicos, mientras que X1 ×X2 no la cumple, pues si {(Uα, Vα)}α<κ es una
anticadena en B1×B2 entonces {Uα×Vα}α<κ es una familia de abiertos disjuntos
en X1 ×X2.

Obviamente 3) implica 1).

Demostraremos que AM(ℵ1) implica que, en efecto, el producto de dos espa-
cios topológicos (o c.p.o.s) con la c.c.n. tiene la c.c.n. Curiosamente, esto basta
para concluir que el producto de cualquier familia de espacios topológicos con
la c.c.n. tiene la c.c.n.:

Teorema 8.52 (AE) Sea κ un cardinal infinito y sea X =
∏
i∈I

Xi un producto

de espacios topológicos tal que, para todo I0 ⊂ I finito, el producto
∏
i∈I0

Xi cumpla

la condición de cadena κ+. Entonces X cumple la condición de cadena κ+.

Así, si se cumple que el producto de dos espacios con la c.c.n. cumple la c.c.n.,
una inducción obvia implica que lo mismo vale para productos finitos, luego el
teorema anterior nos da que vale para productos arbitrarios. Demostraremos
este teorema a partir de un resultado puramente conjuntista:

Definición 8.53 Un sistema ∆, o una familia cuasidisjunta, de raíz r es una
familia F de conjuntos tal que

∧
xy ∈ F(x 6= y → x ∩ y = r).

Teorema 8.54 (AE) Si κ es un cardinal regular no numerable y A es una
familia de κ conjuntos finitos, entonces existe una familia cuasidisjunta F ⊂ A

con |F| = κ.

Demostración: Sea An = {x ∈ A | |x| = n}. Entonces A =
⋃
n∈ω

An. Si

|An| < κ para todo n, también |A| < κ, luego existe un n ∈ ω (n > 0) tal que
|An| = κ. Equivalentemente, podemos suponer que todos los elementos de A

tienen un mismo cardinal n > 0. Probamos el teorema por inducción sobre n. Si
n = 1 es obvio que la propia A es cuasidisjunta de raíz r = ∅. Supongamos que
toda familia de κ conjuntos con n elementos tiene una subfamilia cuasidisjunta
de cardinal κ y veamos que lo mismo vale para familias de conjuntos de n + 1
elementos.

Aplicando el lema de Zorn igual concluimos que existe una familia maximal
M de elementos de A disjuntos dos a dos. Si |M| = κ, entonces es cuasidisjunta
de raíz∅ y ya hemos terminado. Supongamos que |M| < κ. EntoncesA =

⋃
x∈M

x

tiene cardinal < κ y todo x ∈ A corta a A, ya que en caso contrario M ∪ {x}
contradiría la maximalidad de M. Para cada a ∈ A, sea Aa = {x ∈ A | a ∈ x},
de modo que A =

⋃
a∈A

Aa. Como |A| < κ, existe un a ∈ A tal que |Aa| = κ.
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Sea A′ = {x \ {a} | x ∈ Aa}. Entonces A′ es una familia de κ conjuntos
de cardinal n (notemos que la aplicación A −→ Aa dada por x 7→ x \ {a} es
biyectiva). Por hipótesis de inducción existe F′ ⊂ A′ cuasidisjunta de raíz r′
y cardinal κ, y entonces F = {x ∪ {a} | x ∈ F′} ⊂ A es cuasidisjunta de raíz
r = r′ ∪ {a} y de cardinal κ.

Demostración (de 8.52): Supongamos que {Aα}α∈κ+ es una familia de
abiertos en X disjuntos dos a dos. Podemos suponer que son no vacíos (pues
con ello a lo sumo suprimimos un elemento). Como cada uno contiene un abierto
básico, no perdemos generalidad si suponemos que son abiertos básicos, es decir,
Aα =

∏
i∈I

Aαi, donde Aαi es abierto en Xi y el conjunto Iα = {i ∈ I | Aαi 6= Xi}

es finito.
Consideramos A = {Iα | α ∈ κ+}. Si |A| ≤ κ, existe un r ∈ A tal que J =

{α ∈ κ+ | Iα = r} tiene cardinal κ+. Si, por el contrario, |A| = κ+, por el teo-
rema anterior contiene un sistema ∆ de raíz r y cardinal κ+. Equivalentemente,
podemos tomar J ⊂ κ+ de cardinal κ+ tal que

∧
αβ ∈ J(α 6= β → Iα ∩ Iβ = r).

Notemos que esto es trivialmente cierto en el primer caso.
En definitiva, reduciendo la familia dada si es necesario, no perdemos gene-

ralidad si suponemos que {Aα}α∈κ+ es una familia de abiertos disjuntos dos a
dos de modo que

∧
αβ ∈ κ+(α 6= β → Iα ∩ Iβ = r) (ya sea porque todos los

conjuntos Iα sean iguales a r o bien porque forman un sistema ∆ de raíz r).
Notemos que no puede ser r = ∅, pues entonces los Aα no serían disjuntos dos
a dos.

Consideremos ahora los abiertos A∗α =
∏
i∈r

Aαi ⊂
∏
i∈r

Xi. Basta observar que

si α 6= β, entonces A∗α∩A∗β = ∅, lo que contradice que el producto finito cumpla
la condición de cadena κ. En efecto, tenemos que

∅ = Aα ∩Aβ =
∏
i∈I

(Aαi ∩Aβi),

luego existe un i ∈ I tal que Aαi∩Aβi = ∅, pero necesariamente i ∈ Iα∩Iβ = r,
pues de lo contrario Aαi ∩Aα′i es uno de los dos abiertos Aαi o Aβi, que son no
vacíos. Por lo tanto A∗α ∩A∗β = ∅.

Condiciones de cadena y el axioma de Martin Pasamos ya a demostrar
que AM(ℵ1) implica que el producto de espacios topológicos (o c.p.o.s) con la
condición de cadena numerable tiene la condición de cadena numerable. Para
ello introducimos el concepto siguiente:

Definición 8.55 Diremos que un c.p.o. P cumple la condición de cadena nu-
merable fuerte si todo conjuntoW ⊂ P no numerable contiene un subconjunto Z
no numerable con todos sus elementos compatibles dos a dos.

Obviamente, la condición de cadena numerable fuerte implica la condición
de cadena numerable. Por otra parte:



8.4. Condiciones de cadena en productos 327

Teorema 8.56 Si P y Q son c.p.o.s de modo que P cumple la condición de
cadena numerable fuerte y Q cumple la condición de cadena numerable, entonces
P×Q cumple la condición de cadena numerable.

Demostración: Sea W ⊂ P×Q un conjunto no numerable. Consideremos
el conjunto W0 = {p ∈ P |

∨
q ∈ Q (p, q) ∈ W}. Si W0 es numerable existe un

p ∈ P tal que Wp = {q ∈ Q | (p, q) ∈ W} es no numerable. Como Q cumple
la condición de cadena numerable existen dos condiciones compatibles en Wp,
digamos q1 y q2. Así (p, q1) y (p, q2) son condiciones compatibles en W .

Si, por el contrario, W0 es no numerable, existe Z ⊂W0 no numerable cuyos
elementos son compatibles dos a dos. Para cada p ∈ Z, sea qp ∈ Q tal que
(p, qp) ∈ W . Si qp1 = qp2 para ciertos p1, p2 ∈ Z distintos, entonces (p1, qp1) y
(p2, qp2) son condiciones compatibles enW , mientras que si la aplicación p 7→ qp
es inyectiva entonces el conjunto {qp | p ∈ Z} es no numerable, luego existen
p1, p2 ∈ Z distintos tales que qp1 y qp2 son compatibles. De nuevo (p1, qp1) y
(p2, qp2) son condiciones compatibles en W .

En cualquier caso tenemos que W no puede ser una anticadena, luego P×Q
cumple la condición de cadena numerable.

Ahora ya podemos probar:

Teorema 8.57 Suponiendo AM(ℵ1) se cumple:

1. Todo c.p.o. con la condición de cadena numerable cumple la condición de
cadena numerable fuerte.

2. Todo producto de c.p.o.s con la condición de cadena numerable cumple la
condición de cadena numerable.

3. El producto de cualquier familia de espacios topológicos con la condición
de cadena numerable cumple la condición de cadena numerable.

Demostración: 2) es consecuencia de 1) y del teorema anterior, mientras
que 3) se sigue de 2) y de los teoremas 8.51 y 8.52.

Sea P un c.p.o. con la condición de cadena numerable y W = {qα}α<ω1
un

subconjunto de P. Veamos que existe p0 ∈W tal que todo p ≤ p0 es compatible
con una cantidad no numerable de elementos deW . En caso contrario, para cada
α < ω1 existe α < β < ω1 y rα ≤ qα de modo que rα ⊥ qγ si β < γ < ω1, y esto
nos permite construir por recurrencia una anticadena {rα}α<ω1 , contradicción.

Fijado, pues, p0, para cada α < ω1 definimos

Dα = {p ∈ P | p ≤ p0 ∧
∨
γ < ω1(α ≤ γ ∧ p ≤ qγ)}.

Se cumple que Dα es denso bajo p0, es decir, que para toda condición t ≤ p0

existe p ∈ Dα tal que p ≤ t.
En efecto, si t ≤ p0 entonces t es compatible con algún qγ , para γ ≥ α, luego

existe un p ∈ P tal que p ≤ t y p ≤ qγ , es decir, p ∈ Dα y p ≤ t.
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El conjunto P0 = {p ∈ P | p ≤ p0} es un c.p.o. en el que los conjuntos Dα son
densos, y obviamente cumple la condición de cadena numerable. Por AM(ℵ1)
existe un filtro G0 en P0 que corta a todos los conjuntos Dα. Sea

G = {p ∈ P |
∨
p′ ∈ G0 p

′ ≤ p}.

Claramente G es un filtro en P que contiene a p0 y corta a todos los conjun-
tos Dα. Además Z = G ∩W es un subconjunto de W formado por condiciones
compatibles dos a dos, luego basta probar que es no numerable. En efecto, si
α < ω1 existe p ∈ G∩Dα, luego existe α ≤ γ < ω1 tal que p ≤ qγ , luego qγ ∈ G.
Así pues, el conjunto {γ < ω1 | qγ ∈ G} no está acotado, luego no es numerable.

Así pues, AM + 2ℵ0 > ℵ1 implica que el producto de espacios topológicos
con la c.c.n. cumple la c.c.n.

Condiciones de cadena y la hipótesis del continuo A continuación pro-
baremos que negar la hipótesis del continuo es necesario para probar la con-
sistencia de que el producto de espacios con la c.c.n. cumple la c.c.n., pues la
hipótesis del continuo implica justo lo contrario:

Definición 8.58 Si A y B son conjuntos cualesquiera, usaremos la notación

A⊗B = {{a, b} | a ∈ A ∧ b ∈ B}

Si κ es un cardinal infinito y K ⊂ [κ]2, llamaremos

P(κ,K) = {F ∈ [κ]<ω | [F ]2 ⊂ K},

y lo consideraremos como conjunto parcialmente ordenado con la relación inversa
de la inclusión.

Notemos que si α ∈ κ, entonces [{α}]2 = ∅, por lo que se cumple trivialmente
que {α} ∈ P(κ,K). Si K1 ∩K2 = ∅, entonces P(κ,K1) × P(κ,K2) no cumple
la c.c.κ, pues {({α}, {α}) | α ∈ κ} es una anticadena.

Teorema 8.59 Sea κ un cardinal infinito, A un conjunto, {Iα}α<κ una familia
de conjuntos de cardinal κ y, para cada α < κ, sea {Eαi }i∈Iα una familia de
subconjuntos finitos de A tal que, para todo a ∈ A, el conjunto {i ∈ Iα | a ∈ Eαi }
es finito. Entonces existe una familia {Aδ}δ<κ de subconjuntos de A disjuntos
dos a dos tal que ∧

αδ < κ |{i ∈ Iα | Eαi ⊂ Aδ}| = κ.

Demostración: Sea f : κ3 −→ κ biyectiva. Vamos a construir una sucesión
{iη}η<κ por recurrencia de modo que si η = f(α, δ, ε), entonces iη ∈ Iα y, si
llamamos Eη = Eαiη , los conjuntos Eη son disjuntos dos a dos.

Supuesto definido {iβ}β<η, tenemos que E =
⋃
β<η

Eβ tiene cardinal ≤ |η| < κ
luego, si η = f(α, δ, ε), el conjunto

{i ∈ Iα | Eαi ∩ E 6= ∅}

tiene también cardinal < κ (porque cada elemento de E corta a un número finito
de conjuntos Eαi ). Como |Iα| = κ, podemos tomar iη ∈ Iα tal que Eαiη ∩E = ∅.
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Así pues, tenemos construida la sucesión indicada y, si hacemos iαδε = if(α,δ,ε),
tenemos que los conjuntos Eαiαδε son disjuntos dos a dos. Ahora basta definir

Aδ =
⋃

α,ε<κ
Eαiαδε

,

y claramente se cumple lo pedido.

Teorema 8.60 (Galvin, Laver) Si κ es un cardinal infinito tal que 2κ = κ+,
entonces existen conjuntos parcialmente ordenados P1 y P2 que cumplen la
c.c.κ+ pero P1 × P2 no la cumple.

Demostración: Por la observación previa al teorema anterior basta en-
contrar conjuntos disjuntos K1, K2 ⊂ [κ+]2 tales que P(κ∗,Ki) satisfagan la
c.c.κ+.

Para cada γ < κ+ vamos a definir conjuntos disjuntos K1(γ),K2(γ) ⊂ γ y
luego definiremos

Ki = {{β, γ} ∈ [κ+]2 | β ∈ Ki(γ)}.

Sea {Xη}η<κ+ una enumeración de todas las sucesiones de longitud κ de
subconjuntos finitos de κ+ disjuntos dos a dos, de modo que Xη = {xεη}ε<κ.
Notemos que el número de tales sucesiones es

≤ ([κ+]<ω)κ = (κ+)κ = 2κκ+ = κ+,

donde hemos usado que 2κ = κ+, y la otra desigualdad es cierta siempre.

Vamos a construir recurrentemente los conjuntos Ki(γ) de modo que se
cumpla lo siguiente:

(∗) Si i ∈ {1, 2}, η < γ,
⋃
ε<κ

xεη ⊂ γ, a ∈ [γ]<ω y |{ε < κ | xεη ⊗ a ⊂ Ki}| = κ,

entonces |{ε < κ | xεη ⊗ a ⊂ Ki ∧ xεη ⊂ Ki(γ)}| = κ o, equivalentemente,

|{ε < κ | xεη ⊗ (a ∪ {γ}) ⊂ Ki}| = κ.

Supongamos definidos K1(β) y K2(β) para todo β < γ que cumplan la
propiedad anterior cambiando γ por β. Aquí hay que entender que xεη ⊗ a ⊂ Ki

significa que si {u, v} ∈ xεη ⊗ a, con u < v < β, entonces u ∈ K(v).

Sea {(iα, ηα, aα)}α<κ una enumeración de todas las ternas que cumplan (∗),
con repeticiones, si hubiera menos de κ. Aplicamos el teorema anterior con
A = γ, Iα = {ε < κ | xεηα ⊗ aα ⊂ Kiα} y Eαε = xεηα (que para un α fijo son
conjuntos disjuntos dos a dos). Obtenemos entonces κ conjuntos, aunque nos
basta tomar dos de ellos, K1(γ) y K2(γ) ⊂ γ, disjuntos, que cumplen (∗).

Con esto tenemos definidos K1 y K2. Veamos ahora que los conjuntos par-
cialmente ordenados Pi = P(κ+,Ki) cumplen la c.c.κ+. Fijamos i ∈ {1, 2} y
consideremos una familia {Eε}ε<κ+ de elementos de Pi. Tenemos que probar
que existen ε < ε′ < κ+ tales que Eε ∪ Eε′ ∈ Pi, es decir, que [Eε ∪ Eε′ ]2 ⊂ Ki.
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Por el lema de los sistemas ∆ (teorema 8.54) podemos suponer que existe
E ⊂ κ+ finito tal que Eε ∩ Eε′ = E para todo ε < ε′ < κ+. Entonces los
conjuntos Fε = Eε \ E son disjuntos dos a dos. Como

[Eε ∪ Eε′ ]2 = [Eε]
2 ∪ [Eε′ ]

2 ∪ Fε ⊗ Fε′ ,

basta encontrar ε < ε′ < κ+ tales que Fε ⊗ Fε′ ⊂ Ki.

Sea η < κ+ tal que xεη = Fε, para todo ε < κ, sea γ0 < κ+ tal que
⋃
ε<κ

xεη ⊂ γ0

y η < γ0. Como los conjuntos {Fε}ε<κ+ son disjuntos dos a dos, existe un
ε′ < κ+ tal que Fε′∩γ0 = ∅. Digamos que Fε′ = {γ1 < · · · < γn}. Aplicamos (∗)
n veces, con (γ, a) = (γ1,∅), (γ2, {γ1}), . . . , (γn, {γ1, . . . , γn−1}). Concluimos
que |{ε < κ | xεη ⊗ Fε′ ⊂ Ki}| = κ. En particular, tomando cualquier ε de este
conjunto, tenemos que ε < ε′ y Fε ⊗ Fε′ ⊂ Ki.

Así pues:

Teorema 8.61 Si κ es un cardinal infinito y 2κ = κ+, existen dos espacios
topológicos compactos de Hausdorff con la c.c.κ+ cuyo producto no cumple la
c.c.κ+.

Condiciones de cadena sin axiomas adicionales Con el axioma de Martin
sólo hemos podido probar la consistencia de que el producto de c.p.o.s con la
c.c.n. cumple la c.c.n., pero no un resultado análogo general para c.p.o.s con la
c.c.κ debido a que el axioma de Martin sólo se aplica a c.p.o.s con esta restricción.
Ahora probaremos que esto es necesariamente así, porque existen cardinales κ
para los que es posible construir c.p.o.s con la c.c.κ cuyo producto no la cumplen
sin necesidad de axiomas adicionales. Vamos a probarlo concretamente para
κ = cf c, pero generalizando los argumentos que vamos a dar es posible probar
que existe una clase propia de cardinales con esta propiedad.

Sea κ un cardinal infinito y Pnκ el conjunto de todas las n-tuplas de elementos
de κ sin componentes repetidas. Diremos que A ⊂ Pnκ es cofinal (en Pnκ ) si para
todo α < κ existe s ∈ A tal que α < mín

i<n
si.

Teorema 8.62 Existe una aplicación inyectiva r : c −→ R tal que para todo
n < ω no nulo, todo A ⊂ Pnc cofinal, y todo s ∈ n2, existen x, y ∈ A tales que,
para todo i < n, se cumple

r(xi) < r(yi)↔ si = 0.

Demostración: Para cada n < ω no nulo, Rn tiene una base numerable,
luego la cantidad total de abiertos es c, luego la cantidad total de subconjuntos
Gδ es también c. Para cada uno de estos conjuntos Gδ, digamos G, cada apli-
cación continua G −→ R está determinada por su restricción a un subconjunto
denso numerable, luego hay como máximo c aplicaciones continuas, por lo que
podemos considerar una enumeración {fα}α<c del conjunto de todas las aplica-
ciones continuas fα : Gα ⊂ Rnα −→ R, donde Gα es un subconjunto Gδ en un
cierto Rnα .
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Supuesta definida r|β , el conjunto

r[β] ∪
⋃
α<β

fα[r[β]nα ]

es una unión de |β + 1| conjuntos de cardinal ≤ ℵ0|β|, luego tiene cardinal
≤ ℵ0|β| < c, luego podemos elegir rβ en el complementario en R de dicha unión.
Con esto se cumple que r es inyectiva y, si α < β,

fα[r[β]nα ] ∩ r[c] ⊂ r[β].

Veamos que r cumple lo requerido. En caso contrario, sea n el mínimo
número natural que lo incumple. Claramente n ≥ 2. Sea A ⊂ Pnc cofinal y
s ∈ n2 tales que no existan x, y ∈ A para los que r(xi) < r(yi)↔ si = 0.

A cada x ∈ A podemos asignarle la única permutación σx de n que ordena
sus componentes, es decir, la que hace que σx ◦ x sea creciente. Si llamamos
Aσ al conjunto de todos los elementos de A cuya permutación asociada es σ,
tenemos una descomposición de A en unión disjunta de un número finito de
subconjuntos. Necesariamente, alguno de ellos tiene que ser cofinal, luego no
perdemos generalidad si suponemos que A = Aσ, para cierta permutación σ. A
su vez, cambiando s por σ ◦ s podemos suponer que todas las n-tuplas de A son
crecientes.

Similarmente, podemos construir un subconjunto cofinal A0 ⊂ A cuyas n-
tuplas no tengan coordenadas en común (para cada β < c, elegimos xβ ∈ A
cuyas coordenadas sean mayores que β y mayores que las coordenadas de todos
los xα, con α < β). Por lo tanto, también podemos suponer que las n-tuplas
de A no tienen coordenadas en común.

Sea B = {x|n−1 | x ∈ A} ⊂ Pn−1
c y sea f : B −→ c la aplicación dada

por f(x|n−1) = x(n − 1). Esto es correcto porque las n-tuplas de A no tienen
coordenadas repetidas. Notemos que B es cofinal en Pn−1

c .
En general, para cada C ⊂ Pn−1

c , llamaremos C̃ = {x ◦ r | x ∈ C} ⊂ Rn−1.
Como r es inyectiva, la aplicación C −→ C̃ dada por x 7→ x̃ = x◦ r es biyectiva.
Sea f̃ : B̃ −→ R la aplicación dada por f̃(x̃) = r(f(x)).

Para cada p ∈ Rn−1, sea ω(p) =
⋂
p∈U

f̃ [B̃ ∩ U ], donde U recorre los abiertos
de Rn−1 que contienen a p.

Vamos a probar que B0 = {z ∈ B | |ω(z̃)| ≥ 2} no es cofinal en Pn−1
c .

Supongamos que sí que lo es.

Si z ∈ B0, entonces f̃(z̃) ∈ ω(z̃), pero existe otro r ∈ ω(z̃) distinto de f̃(z̃).
Podemos dividir B0 en unión de dos conjuntos, el formado por los z ∈ B0 tales
que existe un r ∈ ω(z̃) con f̃(z̃) < r y su complementario, para cuyos elementos
existe un r ∈ ω(z̃) con r < f̃(z̃). Uno de los dos tiene que ser cofinal. Vamos a
suponer que lo es el primero, llamémoslo B1, pues si lo es el segundo podemos
razonar análogamente.

Para cada z ∈ B1 existen un r ∈ ω(z̃) y un qz ∈ Q tales que f̃(z̃) < qz < r.
Así, podemos descomponer B1 =

⋃
q∈Q

Bq, donde Bq está formado por los z ∈ B1

tales que qz = q.
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Como c tiene cofinalidad no numerable, uno de los conjuntos Bq tiene que
ser cofinal en Pn−1

c . Llamémoslo B2. Así, para cada z ∈ B2, existe un r ∈ ω(z̃)
tal que f̃(z̃) < q < r.

Vamos a suponer que sm−1 = 0. El caso opuesto se trata análogamente.
Por la minimalidad de n, existen u, v ∈ B2 tales que, para todo i < n − 1,
r(ui) < r(vi)↔ si = 0. Sea

U = {z ∈ Rn−1 |
∧
i ∈ n− 1(ũi < zi ↔ si = 0)}.

Claramente U es abierto en Rn−1 y contiene a ṽ. Además, si z ∈ B cumple que
z̃ ∈ B̃ ∩ U , entonces (u0, . . . , un−1, f(u)), (z0, . . . , zn−2, f(z)) ∈ A, y no pueden
cumplir la propiedad del enunciado, pero la cumplen para i < n − 1, luego
necesariamente tiene que fallar para i = n−1, es decir, tiene que ser f̃(z̃) < f̃(ũ)
(donde usamos también que las n-tuplas de A no tienen coordenadas en común).

Así pues, si z ∈ B̃ ∩ U , se cumple que f̃(z) < f̃(ũ) < q, luego

ω(ṽ) ⊂ f̃ [B̃ ∩ U ] ⊂ ]−∞, q] ,

cuando, por otra parte, debería haber un r ∈ ω(ṽ) tal que q < r, contradicción.

Si z ∈ B, entonces f̃(z̃) ∈ ω(z̃), luego |ω(z̃)| ≥ 1, y acabamos de probar
que el conjunto de los z para los que |ω(z̃)| ≥ 2 no es cofinal, luego el conjunto
B∗ = {z ∈ B0 | ω(z̃) = {f̃(z̃)}} es cofinal en Pn−1

c .

Ahora observamos que f̃ es continua en B̃∗. En efecto, si una sucesión
{xi}i∈ω en B̃∗ converge a p ∈ B̃∗, entonces, para todo entorno U de p en Rn−1,
existe un k tal que, si i ≥ k, entonces xi ∈ B̃ ∩U , luego f̃(xi) ∈ f̃ [B̃ ∩U ], luego

lím sup
i

f̃(xi), lím inf
i

f̃(xi) ∈ f̃ [B̃ ∩ U ],

luego ambos límites están en ω(p) = {f̃(p)}, luego lím
i
f̃(xi) = f̃(p). Por el

teorema de Lavrentieff [T 9.29], f̃ se extiende a una función continua en un Gδ,
es decir, existe un α < c tal que B̃∗ ⊂ Gα ⊂ Rn−1 y f̃ se extiende hasta la
función continua fα : Gα −→ R.

Ahora tomamos cualquier x ∈ B∗ y llamamos β = f(x). Así tenemos que
(x0, . . . , xn−2, β) ∈ A, luego x ⊂ n−1β y

r(β) = r(f(x)) = f̃(x̃) = fα(x̃) ∈ fα[r[β]n−1] ∩ r[c] ⊂ r[β],

y así tenemos una contradicción.

No podemos aplicar directamente el teorema anterior debido a que c puede
ser singular, y necesitamos considerar un cardinal regular. Para arreglar esto
basta un pequeño retoque:

Teorema 8.63 Sea κ = cf c. Existe una aplicación inyectiva r : κ −→ R tal
que, para todo n < ω no nulo, toda familia A ⊂ Pnκ formada por n-tuplas sin
componentes en común y con |A| = κ y todo s ∈ n2, existen x, y ∈ A tales que,
para todo i < n, se cumple

r(xi) < r(yi)↔ si = 0.
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Demostración: Sea r′ : c −→ R la aplicación dada por el teorema anterior.
Basta definir r = i ◦ r′, donde i : κ −→ c es una aplicación cofinal creciente. En
efecto, de este modo, si A ⊂ Pnκ cumple las condiciones del enunciado, es cofinal
en Pnκ , pues si existiera α < κ tal que todo s ∈ A tuviera una componente menor
que α, la aplicación A −→ α que a cada s ∈ A le asigna su mínima componente
sería inyectiva, lo cual es imposible. Por consiguiente, A′ = {s ◦ i | s ∈ A} es
cofinal en Pnc , y el hecho de que A′ cumpla la conclusión del teorema anterior
implica que A cumple lo requerido.

Teorema 8.64 (Todorčević) Si κ = cf c, existen dos c.p.o.s que cumplen la
c.c.κ cuyo producto no la cumple.

Demostración: Sea r : κ −→ R en las condiciones del teorema anterior
y sea P = {(r(2α), r(2α + 1)) | α < κ}. Consideramos a P como conjunto
parcialmente ordenado con el orden producto:

(x, y) ≤ (x′, y′) si y sólo si x ≤ x′, y ≤ y′.

Llamamos P0 al conjunto de las cadenas finitas en P (es decir, de los subcon-
juntos finitos de pares comparables dos a dos), mientras que P1 es el conjunto
de todas las anticadenas finitas en P (conjuntos finitos de pares incomparables
dos a dos). Consideramos en ambos conjuntos el orden p ≤ q si y sólo si q ⊂ p.

Es claro que P0 × P1 no cumple la condición de cadena κ, pues

A = {({p}, {p}) | p ∈ P}

es una anticadena de cardinal κ. En efecto, si p1 6= p2 son dos elementos de P ,
una extensión común de ({p1}, {p1}) y ({p2}, {p2}) tendría que ser de la forma
(s, t), con p1, p2 ∈ s ∩ t, con lo que p1 y p2 tendrían que ser comparables e
incompatibles a la vez.

Falta probar que P0 y P1 cumplen la c.c.κ. Para ello tomamos un conjunto
A ⊂ Pi de cardinal c, y vamos a ver que no es una anticadena. Los elementos de
A son subconjuntos finitos de P . Por el lema de los sistemas ∆ (teorema 8.54)
podemos suponer que A es una familia cuasidisjunta de raíz r. El conjunto A0

que resulta de quitar la raíz a todos los elementos de A sigue teniendo cardinal κ
y sus elementos siguen estando en Pi. Además, si probamos que A0 no es una
anticadena, tampoco lo será A.

En efecto, supongamos que a, b ∈ A0 son compatibles. Esto significa que
todos los elementos de a ∪ b son comparables / incomparables, pero entonces
todos los elementos de a∪b∪r también son comparables / incomparables, porque,
como a ∪ r, b ∪ r ∈ Pi, todo elemento de r es comparable / incomparable con
todo elemento de a y de b, luego a ∪ r y b ∪ r son elementos compatibles de A.

Por lo tanto, podemos suponer que los elementos de A son disjuntos dos a
dos. Si descomponemos A en unión de los conjuntos de elementos de cardinal n,
para cada n, alguno de estos conjuntos tiene que tener cardinal κ, luego no
perdemos generalidad si suponemos que todos los elementos de A tienen un
mismo cardinal n.
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Ahora, un elemento p ∈ A está formado por n pares, cuyas componentes
son 2n números reales distintos. Podemos asociarle 2n intervalos disjuntos dos
a dos de extremos racionales de modo que cada uno contenga exactamente
una componente de p. Esto nos divide a A en una cantidad numerable de
subconjuntos, uno de los cuales tendrá cardinal κ, luego podemos suponer que
existen intervalos disjuntos I0, . . . , I2n−1 en R de modo que cada p ∈ A tiene
exactamente una coordenada en cada uno de estos intervalos.

Así, cada p ∈ A está determinado por una 2n-tupla de ordinales

αp0 < · · · < αp2n−1 < κ,

con αp2k sea par y αp2k+1 = αp2k + 1, de modo que

p = {(r(αp0), r(αp1)), . . . , (r(αp2n−2), r(αp2n−1))}.

A cada p podemos asociarle la permutación σp que cumple r(αpi ) ∈ Iσ(i) y
con esto partimos A en un número finito de subconjuntos disjuntos. Uno de
ellos tendrá cardinal κ, luego podemos suponer que σp es la misma permutación
para todo p ∈ A. Renumerando los intervalos podemos suponer que r(αpi ) ∈ Ii
para todo p ∈ A y todo i < 2n.

Usaremos la notación I < J para indicar que todos los puntos de I son
menores que todos los puntos de J . Si los intervalos pares siguen la ordenación

I2k0 < · · · < I2(kn−1),

en el caso de P0, para que los elementos de A estén realmente en P0, los intervalos
impares deben seguir la misma ordenación:

I2k0+1 < · · · < I2(kn−1)+1.

Si llamamos Ã al conjunto de las 2n-tuplas de ordinales asociadas a los
elementos de A, basta tomar dos de ellas (correspondientes a elementos p, q ∈ A)
que cumplan αpi < αqi para todo i, y entonces p y q son compatibles.

Similarmente, en el caso de P1, la ordenación de los intervalos impares debe
ser la opuesta:

I2(kn−1)+1 < · · · < I2k0+1,

y basta tomar p, q ∈ A de modo que sus 2n-tuplas asociadas cumplan

αp2i < αq2i, αp2i+1 > αq2i+1

para que p y q sean compatibles.

Por el teorema 8.51, tenemos también que existen dos espacios de Hausdorff
compactos que cumplen la c.c.cf c cuyo producto no la cumple.
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8.5 Ejemplo: Intercambio de integrales

Terminamos con una aplicación al análisis matemático de los resultados so-
bre los cardinales relacionados con la medida de Lebesgue que hemos visto en
la sección 8.2. Empezamos recordando el enunciado del teorema de Fubini4
(particularizado a la medida de Lebesgue en I = [0, 1]):

Teorema 8.65 (Teorema de Fubini) Sea f : I × I −→ R una función inte-
grable. Entonces:

1. Las funciones x 7→ f(x, y), y 7→ f(x, y) son integrables para casi todo y,
x ∈ I, respectivamente.

2. Las funciones ∫ 1

0

f(x, y) dy,

∫ 1

0

f(x, y) dx

están definidas y son integrables para casi todo x, y ∈ I, respectivamente,
y se cumple∫

I2
f(x, y) dxdy =

∫ 1

0

(∫ 1

0

f(x, y) dy

)
dx =

∫ 1

0

(∫ 1

0

f(x, y) dx

)
dy.

Ahora vamos a plantear una variante:

¿Teorema? Sea f : I× I −→ R una función que cumpla:

1. Las funciones x 7→ f(x, y), y 7→ f(x, y) son integrables para casi todo y,
x ∈ I, respectivamente.

2. Las funciones

x 7→
∫ 1

0

f(x, y) dy, y 7→
∫ 1

0

f(x, y) dx

son integrables en I.

Entonces ∫ 1

0

(∫ 1

0

f(x, y) dy

)
dx =

∫ 1

0

(∫ 1

0

f(x, y) dx

)
dy.

Sucede que este “resultado” es falso. Veamos un contraejemplo:

4Véase [T B.41].
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Ejemplo Llamamos an = 2−n. Para cada n > 0 y x ∈ ]an, an−1[, definimos

f(x, y) =

−22n si 0 ≤ y < an,
22n si an ≤ y < an−1,
0 si an−1 ≤ y ≤ 1,

y f(0, y) = 0, para 0 ≤ y ≤ 1.

a0a1a2a3

a0

a1

a2

a1

−22

220

−24

240

−26

260

. . .

Así, en los cuadrados de la figura situados sobre la diagonal, f toma los valo-
res sucesivos 22, 24, 26,. . . , en los cuadrados situados bajo la diagonal toma esos
mismos valores, pero negativos, y en los cuadrados situados sobre la diagonal
vale 0.

Es obvio que cada función y 7→ f(x, y) es integrable, pues es una suma
finita de funciones características de intervalos multiplicadas por coeficientes.
Concretamente, si y ∈ ]an, an−1[, tenemos que∫ 1

0

f(x, y) dx = 22n2−n − (222−1 + 242−2 + · · ·+ 22(n−1)2−(n−1)) = 2.

Por otra parte, la función x 7→ f(x, y) es la suma de dos funciones carac-
terísticas de dos intervalos de la misma longitud multiplicadas por coeficientes
opuestos, luego es integrable y∫ 1

0

f(x, y) dy = 0.
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Por consiguiente:∫ 1

0

(∫ 1

0

f(x, y) dy

)
dx = 0,

∫ 1

0

(∫ 1

0

f(x, y) dx

)
dy = 2.

Ejercicio: Probar que la función f : I2 −→ [0, 1] dada por:

f(x, y) =

 1/y2 si 0 < x < y < 1,
−1/x2 si 0 < y < x < 1,
0 en otro caso,

también es un contraejemplo (aunque requiere usar la regla de Barrow, que no hemos
demostrado).

Sin embargo, se podría pensar que jugar con términos positivos y negativos
que se cancelan es “jugar sucio” y, puestos a ser cautos, podemos exigir, no sólo
que f sea ≥ 0, sino que esté acotada. En tal caso no perdemos generalidad si
suponemos que la cota es 1, con lo que podemos replantear así el problema:

¿Teorema? Sea f : I× I −→ [0, 1] una función que cumpla:

1. Las funciones x 7→ f(x, y), y 7→ f(x, y) son medibles para casi todo y,
x ∈ I, respectivamente.

2. Las funciones

x 7→
∫ 1

0

f(x, y) dy, y 7→
∫ 1

0

f(x, y) dx

son medibles en I.

Entonces ∫ 1

0

(∫ 1

0

f(x, y) dy

)
dx =

∫ 1

0

(∫ 1

0

f(x, y) dx

)
dy.

Hemos cambiado los requisitos de integrabilidad por medibilidad porque para
una función 0 ≤ f ≤ 1, ser integrable es lo mismo que ser medible.

Acabamos de encontrarnos con una afirmación que no puede demostrarse ni
refutarse a partir de los axiomas de la teoría de conjuntos. Para entender por
qué, introducimos el concepto siguiente:

Definición 8.66 Un conjunto A ⊂ I2 es un conjunto de Steinhaus si, para casi
todo5 x, y ∈ I, los conjuntos

Ax = {y ∈ I | (x, y) ∈ A}, Ay = {x ∈ I | (x, y) ∈ A}

son medibles y m(Ax) = 1 y m(Ay) = 0.
5“Para casi todo” significa en este contexto “para todo x salvo los elementos de un cierto

conjunto nulo”.
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Claramente, si A ⊂ I2 es un conjunto de Steinhaus, su función característica
f = χA no cumple la afirmación, anterior, pues las funciones de 1) son χAx
y χAy , que son medibles, y las funciones de 2) son constantes iguales a 1 y 0,
respectivamente, por lo que las integrales dobles valen 1 6= 0.

No es evidente en absoluto que el recíproco también es cierto:

Teorema 8.67 La existencia de un conjunto de Steinhaus es equivalente a la
existencia de una función f : I2 −→ [0, 1] tal que:

1. Las funciones x 7→ f(x, y), y 7→ f(x, y) son medibles para casi todo y,
x ∈ I, respectivamente.

2. Las funciones

x 7→
∫ 1

0

f(x, y) dy, y 7→
∫ 1

0

f(x, y) dx

son medibles en I.

3.
∫ 1

0

(∫ 1

0

f(x, y) dy

)
dx 6=

∫ 1

0

(∫ 1

0

f(x, y) dx

)
dy.

Posponemos la demostración hasta el final de la sección. Ahora observamos:

Teorema 8.68 (AE) Si un(Im) = c o ad(Im) = cub(Im), entonces existe un
conjunto de Steinhaus.

Demostración: La primera hipótesis es que todo subconjunto de I de car-
dinal menor que c es nulo. Sea {xα}α<c una enumeración de I. Basta considerar

A = {(xα, xβ) | α < β < c}.

Claramente, |Ay| < c, luego m(Ay) = 0, mientras que |I \ Ax| < c, luego
m(I \Ax) = 0 y, por consiguiente, m(Ax) = 1.

Si κ = ad(Im) = cub(Im), estamos suponiendo que I =
⋃
α<κ

Bα, donde los

conjuntos Bα son nulos, y a la vez que la unión de menos de κ conjuntos nulos
es nula (por lo que podemos suponer los Bα disjuntos dos a dos). En este caso
tomamos

A =
⋃
β<κ

( ⋃
α<β

Bα ×Bβ
)
.

Así, si y ∈ Bβ , tenemos que Ay ⊂
⋃
α<β

Aα, luego m(Ay) = 0, mientras que si

x ∈ Aα, entonces I \Ax ⊂
⋃
β≤α

Bβ , luego m(Ax) = 1.

En particular, la hipótesis del continuo o incluso AM implican que el “teo-
rema” de intercambio de integrales es falso.

Teorema 8.69 Si un(Im) < cub(Im), entonces no existen conjuntos de Stein-
haus.
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Demostración: Supongamos que A es un conjunto de Steinhaus. Sea B
un conjunto no nulo de cardinal un(Im). Veamos que

⋃
y∈B

Ay = I.

Para casi todo x ∈ I, tenemos quem(Ax) = 1, luego B∩Ax 6= ∅, luego existe
un y ∈ B tal que (x, y) ∈ A, y así x ∈ Ay. Por lo tanto, cub(Im) ≤ |B| = un(Im).

No estamos en condiciones de probarlo aquí, pero es consistente suponer,
por ejemplo, que un(Im) = ℵ1 y cub(Im) = c > ℵ1. En este caso el “teorema”
de intercambio de integrales resulta ser cierto.

Pasamos ya a la prueba del teorema 8.67.

Traslaciones irracionales Si f : [0, 1] −→ [0, 1], podemos extenderla6 a una
única función f : R −→ [0, 1] tal que f(x + 1) = f(x), para todo x ∈ R. En lo
sucesivo identificaremos tácitamente cada función f en estas condiciones con su
extensión periódica a R.

Teorema 8.70 Si f : [0, 1] −→ [0, 1] es una función medible y 0 < α < 1 es un
número irracional tal que f(x+ α) = f(x) para casi todo x ∈ [0, 1], entonces f
es constante salvo a lo sumo en un conjunto nulo.

Demostración: La prueba de este resultado requiere algunos hechos bási-
cos del análisis de Fourier, lo cual queda lejos de los resultados que tenemos a
nuestra disposición, así que supondremos que el lector los conoce.

Sea S1 la circunferencia unitaria en el plano complejo. Es un grupo topoló-
gico compacto con el producto, así que podemos considerar su medida de Haar
unitaria m. Tenemos un epimorfismo π : R −→ S1 dado por π(x) = e2πix, y es
fácil ver que, a través de la restricción π|[0,1] : [0, 1] −→ S1, la medida de Haar
de S1 se corresponde con la medida de Lebesgue en [0, 1]. Esto hace que las
hipótesis sobre f se traducen en que f̄ es medible y f̄(e2πiαz) = f̄(z), para casi
todo z ∈ S1.

Los hechos que necesitamos que el lector conozca son los siguientes: como f̄
es medible, no negativa y acotada, se cumple que f̄ ∈ L2(S1), y esto hace que
admita un desarrollo en serie de Fourier

f̄ =
+∞∑

n=−∞
cnz

n,

para ciertos coeficientes cn ∈ C unívocamente determinados. Hay que tener
presente que la tanto convergencia de la serie como la igualdad son únicamente
válidas en L2. En particular, los dos miembros sólo son iguales como clases de
equivalencia en L2(S1), es decir, las funciones son iguales puntualmente salvo
en un conjunto nulo.

6En realidad sólo podemos garantizar que la extensión coincide con f en [0, 1[ a menos que
f(0) = f(1), pero este hecho va a ser irrelevante.
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Ahora bien, la ecuación f̄(e2πiαz) = f̄(z) hace que, siempre como clases de
L2(S1) elementos de L2, se cumple que

f̄ =
+∞∑

n=−∞
cne

2πniαzn,

luego la unicidad de los coeficientes de Fourier implica que cn = cne
2πniα. Así,

si cn 6= 0 tiene que ser e2πniα = 1, lo cual equivale a que nα ∈ Z, pero, como
α es irracional, esto implica que n = 0. Así pues, f̄ = c0, luego puntualmente
f̄ = c0 salvo en un conjunto nulo, y lo mismo vale para f .

El teorema ergódico Ahora vamos a probar un famoso resultado que cons-
tituye uno de los fundamentos de la llamada teoría ergódica. No vamos a entrar
en detalles sobre su significado, sino que lo probaremos únicamente como medio
para llegar al teorema 8.67.

Necesitamos algunos resultados previos. Si a1, . . . , an es una sucesión finita
de números reales y sea 1 ≤ m ≤ n. Diremos que ak es un m-director de la
sucesión si existe 1 ≤ p ≤ m tal que ak + · · ·+ ak+p−1 ≥ 0. (Notemos que m es
el máximo número de sumandos que permitimos en la suma para que se haga
positiva.)

Teorema 8.71 Si una sucesión a1, . . . , an tiene m-directores, entonces la suma
de todos ellos es ≥ 0.

Demostración: Sea ak el primerm-director de la sucesión y sea 1 ≤ p ≤ m
el menor número natural tal que ak + · · · ak+p−1 ≥ 0. Entonces todo ah en esta
suma cumple que ah + · · ·+ ak+p−1 ≥ 0, por lo que también es m-director. En
caso contrario, sería ah + · · · + ak+p−1 < 0, con lo que ak + · · · ah−1 > 0, en
contradicción con la minimalidad de p.

Ahora repetimos el argumento con la sucesión ak+p, . . . , an. Si tiene un
m-director, tomamos el primero y obtenemos otro grupo de m-directores con-
secutivos con suma ≥ 0. Tras un número finito de pasos hemos descompuesto
la suma de todos los m-directores en varios sumandos, todos ellos ≥ 0.

Teorema 8.72 (Teorema ergódico maximal) Sea (X,M, µ) un espacio me-
dida y sea T : X −→ X una aplicación tal que, para todo A ∈ M, se cumpla
que f−1[A] ∈ M y µ(f−1[A]) = µ(A). Sea f : X −→ R integrable y llamemos
fj(x) = f(T j(x)). Sea E el conjunto de los puntos x ∈ X tales que existe un
natural n de modo que f0(x) + · · · + fn−1(x) ≥ 0. Entonces E es medible y∫
E
f(x) dx ≥ 0.

Demostración: Para cada natural m, sea Em el conjunto de los x ∈ E que
cumplen la definición con n − 1 ≤ m. Claramente {Em}∞m=1 es una sucesión
creciente cuya unión es E, luego basta probar el teorema para cada Em.

Notemos que x ∈ Em si y sólo si f0(x) es un m-director de la sucesión
f0(x), . . . , fm−1(x).
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Fijamos ahora un n ≥ 1 arbitrario y llamamos Dk al conjunto de los x ∈ X
tales que fk(x) es un m-director de f0(x), . . . , fn+m−1(x).

Notemos que D0 = Em, pues f0(x) será m-director de f0(x), . . . , fm−1(x) si
y sólo si lo es de f0(x), . . . , fn+m−1(x) (pues en la definición sólo intervienen los
primeros m términos de la sucesión).

Notemos que Dk ∈ M, pues podemos descomponerlo en unión finita de los
conjuntos Dp

k formados por los x ∈ X tales que fk(x) + · · · + fk+p−1(x) ≥ 0.
Como f y T son medibles, también lo son las funciones fj , y también lo es la
suma fk + · · ·+ fk+p−1, luego D

p
k ∈M y lo mismo vale para Dk. En particular

tenemos que Em ∈M.
Sea s(x) la suma de los m-directores de la sucesión f0(x), . . . , fn+m−1(x).

Entonces s =
n+m−1∑
k=0

fkχDk , luego s es medible e integrable.7

Por el teorema anterior,

n+m−1∑
k=0

∫
Dk

fk(x) dx =

∫
X

s(x) dx ≥ 0. (8.1)

Sea ahora 1 ≤ k ≤ n− 1 y x ∈ X. Entonces, T (x) ∈ Dk−1 si y sólo si existe
un p ≤ m tal que fk−1(T (x)) + · · · + fk−1+p−1(T (x)) ≥ 0, si y sólo si existe
un p ≥ m tal que fk(x) + · · · + fk+p−1(x) ≥ 0, si y sólo si x ∈ Dk. Así pues,
Dk = T−1[Dk−1] y, a su vez, Dk = T−k[D0]. Por consiguiente,∫

Dk

fk(x) dx =

∫
Tk−1[D0]

f(T k(x)) dx =

∫
D0

f(x) dx. (8.2)

Este cambio de variable se justifica porque T conserva la medida. En efecto,
si D, A ∈M, tenemos que∫

D

χA(x) dx = µ(D ∩A) = µ(T−1[D] ∩ µ(T−1[A])) =

∫
T−1[D]

χA(T (x)) dx,

de aquí se sigue la igualdad si cambiamos χA por una función simple, de aquí
se pasa a funciones medibles no negativas y de ahí a integrables.

Por consiguiente, los primeros n términos del miembro izquierdo de (8.1) son
iguales. Acotando los m restantes, tenemos que

n

∫
D0

f(x) dx+m

∫
X

|f(x)| dx ≥ 0.

De aquí que ∫
Em

f(x) dx+
m

n

∫
X

|f(x)| dx ≥ 0.

7En general, el producto de funciones integrables no es integrable, pero sí lo es si un factor
está acotado. En este caso |fkχDk | ≤ |fk|, que es integrable.
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para todo n ≥ 1, luego haciendo tender n a infinito queda que∫
Em

f(x) dx ≥ 0.

Finalmente podemos probar el resultado principal:

Teorema 8.73 (Teorema ergódico de Birkhoff) Sea (X,M, µ) un espacio
medida finito8 y sea T : X −→ X una aplicación tal que, para todo A ∈ M, se
cumpla que f−1[A] ∈ M y µ(f−1[A]) = µ(A). Sea f : X −→ R integrable y
llamemos fj(x) = f(T j(x)). Entonces, para casi todo x ∈ X existe

f∗(x) = lím
n

1

n

n−1∑
j=0

fj(x).

Además, para casi todo x ∈ X se cumple que f∗(T (x)) = f∗(x) y∫
X

f∗(x) dx =

∫
X

f(x) dx.

Demostración: Sean a < b dos números reales y sea Y = Y (a, b) el
conjunto de todos los puntos x ∈ X tales que

lím inf
n

1

n

n−1∑
j=0

fj(x) < a < b < lím sup
n

1

n

n−1∑
j=0

fj(x).

Claramente Y ∈ M, pues las medias son funciones medibles y los límites
superiores e inferiores de funciones medibles son funciones medibles. Además
Y = T−1[Y ], pues

1

n

n−1∑
j=0

fj(T (x)) =
1

n

n−1∑
j=0

fj+1(x) =
n+ 1

n

1

n+ 1

n∑
j=0

fj(x)− f(x)

n
, (8.3)

luego el límite superior e inferior es el mismo que el de la media para x en lugar
de T (x).

Así pues, T |Y : Y −→ Y es también un operador que conserva la medida,
luego podemos aplicar el teorema anterior al espacio Y y a la función f − b. El
conjunto E dado por el teorema consta de los puntos y ∈ Y tales que existe
un n tal que

f0(x) + · · ·+ fn−1(x)− nb ≥ 0,

es decir,
1

n

n−1∑
j=0

fj(x) ≥ b,

8La hipótesis de finitud no es necesaria, pero simplifica un poco la prueba.
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pero esto lo cumplen todos los puntos de Y . Por lo tanto, la conclusión es que∫
Y

(f(x)− b) dx ≥ 0.

Igualmente llegamos a que ∫
Y

(a− f(x)) dx ≥ 0,

y sumando las dos integrales, a que
∫
Y

(a− b) dx ≥ 0, lo cual, puesto que a < b,
sólo es posible si µ(Y ) = 0.

Por lo tanto, la unión de los conjuntos Y (a, b) para todos los pares de nú-
meros racionales a < b es un conjunto nulo N , y si x ∈ X \N , tiene que darse
la igualdad

lím inf
n

1

n

n−1∑
j=0

fj(x) = lím sup
n

1

n

n−1∑
j=0

fj(x).

En otras palabras, f∗ está definida en X \N . Ahora observamos que∫
X

∣∣∣ 1
n

n−1∑
j=0

fj(x)
∣∣∣ dx ≤ 1

n

∫
X

n−1∑
j=0

|fj(x)| dx =
1

n

∫
X

n−1∑
j=0

|f(x)| dx =

∫
X

|f(x)| dx.

donde hemos hecho un cambio de variable como en la ecuación (8.2), y el lema
de Fatou nos da que ∫

X

|f∗(x)| dx ≤
∫
X

|f(x)| dx < +∞,

por lo que f∗ es integrable, en particular finita c.p.t.p. La relación (8.3) prueba
que f∗(T (x)) = f∗(x). Falta probar que la integral de f∗ coincide con la de f .

Supongamos en primer lugar que f∗ ≥ a y, fijado ε > 0, aplicamos el teorema
anterior a la función f−a+ε. El conjunto E es el formado por los puntos x ∈ X
tales que existe un n que cumple

f0(x) + · · ·+ fn−1(x)− n(a− ε) ≥ 0

o, equivalentemente,
1

n

n−1∑
j=0

fj(x) ≥ a− ε,

pero esto pasa para casi todo x, luego la conclusión es que∫
X

f∗(x) dx ≥ (a− ε)µ(X)

y, como ε es arbitrario,
∫
X
f∗(x) dx ≥ aµ(X). Similarmente, si f∗ ≤ b, conclui-

mos que
∫
X
f∗(x) ≤ bµ(X).
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Llamemos finalmente X(k, n) al conjunto de todos los puntos x ∈ X tales
que k/2n ≤ f∗(x) ≤ (k+1)/2n. Claramente es un conjunto medible e invariante
por T , por lo que podemos aplicar los razonamientos previos a la restricción de
T y f a X(k, n). La conclusión es que

k

2n
µ(X(k, n)) ≤

∫
X(k,n)

f(x) dx ≤ k + 1

2n
µ(X(k, n)).

Pero trivialmente, por la definición de X(k, n), tenemos también que

k

2n
µ(X(k, n)) ≤

∫
X(k,n)

f∗(x) dx ≤ k + 1

2n
µ(X(k, n)).

Por consiguiente,

− 1

2n
µ(X(x, n)) ≤

∫
X(k,n)

f(x) dx−
∫
X(k,n)

f∗(x) dx ≤ 1

2n
µ(X(k, n)),

Sumando para todo k,∣∣∣∫
X

f(x) dx−
∫
X

f∗(x) dx
∣∣∣ ≤ 1

2n
µ(X).

Como n es arbitrario, las integrales coinciden.

Vamos a necesitar únicamente el caso particular siguiente:

Teorema 8.74 Sea g : [0, 1] −→ R una función integrable (extendida a R de
forma periódica) y α ∈ [0, 1] \Q. Entonces, para casi todo x ∈ [0, 1], se cumple
que

lím
n

1

n

n−1∑
j=0

g(x+ jα) =

∫ 1

0

g(t) dt.

Demostración: Aplicamos el teorema anterior a T : [0, 1] −→ [0, 1] dado
por T (x) = E[x + α]. Así, g(T (x)) = g(E[x + α]) = g(x + α), si consideramos
la extensión periódica de g.

Es fácil ver que T conserva la medida de Lebesgue, luego el teorema anterior
nos da que la función

g∗(x) = lím
n

1

n

n−1∑
j=0

g(x+ jα)

está definida para casi todo x y cumple g∗(x+α) = g∗(x), luego el teorema 8.70
nos da que g∗ es constante salvo en un conjunto nulo N , luego si x ∈ [0, 1] \N ,

lím
n

1

n

n−1∑
j=0

g(x+ jα) = g∗(x) =

∫ 1

0

g∗(x) dt =

∫ 1

0

g∗(t) dt =

∫ 1

0

g(t) dt.
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Demostración del teorema 8.67 Ya hemos visto que si existe un conjunto
de Steinhaus existe una función f con las características indicadas en el enun-
ciado. Suponemos ahora que existe tal función f y vamos a construir un conjunto
de Steinhaus.

Podemos suponer que el miembro izquierdo de 3) en el enunciado de 8.67 es
menor que el derecho, y tomamos entonces un número real p tal que∫ 1

0

(∫ 1

0

f(x, y) dy

)
dx < p <

∫ 1

0

(∫ 1

0

f(x, y) dx

)
dy.

Fijamos 0 < α < 1 irracional y consideramos T : [0, 1] −→ [0, 1] dado por
T (x) = E[x + α]. Ya hemos señalado que T conserva la medida de Lebesgue.
Notemos que Tn(x) = E[x+ nα].

Sea X el conjunto de los x ∈ [0, 1] tales que las funciones y 7→ f(E[x+nα], y)
son medibles, para todo natural n. Entonces m(X) = 1, pues por hipótesis
y 7→ f(x, y) es medible salvo si x ∈ N , para cierto conjunto nulo N , luego
y 7→ f(E[x + nα], y) es medible salvo en T−n[N ], que es un conjunto nulo, y
X = [0, 1] \

⋃
n
T−n[N ]. Definimos:

F (x, y) = lím inf
n

1

n

n−1∑
j=0

f(x+ jα, y), G(x, y) = lím sup
n

1

n

n−1∑
j=0

F (x, y + jα),

A = {(x, y) ∈ [0, 1]2 | G(x, y) < p},

B =

x ∈ [0, 1] | lím
n

1

n

n−1∑
j=0

∫ 1

0

f(x+ jα, y) dy 6=
∫ 1

0

(∫ 1

0

f(t, y) dy

)
dt

 ,

C =

y ∈ [0, 1] | lím
n

1

n

n−1∑
j=0

∫ 1

0

f(x, y + jα) dx 6=
∫ 1

0

(∫ 1

0

f(x, t) dx

)
dt

 .

Por hipótesis, la función g(x) =
∫ 1

0
f(x, y) dy es medible y, al ser no nega-

tiva y acotada, es integrable, luego podemos aplicarle el teorema anterior, cuya
conclusión es que m(B) = 0. Igualmente llegamos a que m(C) = 0. Vamos a
probar que A es un conjunto de Steinhaus.

Si x ∈ X, las funciones y 7→ f(x + jα, y) son medibles, para todo j, luego
también lo es y 7→ F (x, y) y, al ser no negativa y acotada, es integrable. Le
aplicamos el teorema anterior, que nos da que, para casi todo y ∈ [0, 1], se
cumple que

G(x, y) =

∫ 1

0

F (x, t) dt.

Si además x /∈ B, el lema de Fatou nos da que∫ 1

0

F (x, t) dt ≤ lím inf
n

1

n

n−1∑
j=0

∫ 1

0

f(x+ jα, t) dt =

∫ 1

0

(∫ 1

0

f(x, y) dy

)
dx < p.
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Con esto hemos probado que si x ∈ X \ B, entonces casi todo y ∈ [0, 1]
cumple (x, y) ∈ A o, lo que es lo mismo, que m(Ax) = 1.

Por otra parte, para casi todo y, la función x 7→ f(x, y) es integrable, luego
el teorema anterior nos da que

F (x, y) = lím inf
n

1

n

n−1∑
j=0

f(x+ jα, y) =

∫ 1

0

f(t, y) dt

para casi todo x ∈ [0, 1].
Si además y /∈ C, entonces

G(x, y) = lím sup
n

1

n

n−1∑
j=0

F (x, y + jα) = lím sup
n

1

n

n−1∑
j=0

∫ 1

0

f(t, y + jα) dt

=

∫ 1

0

(∫ 1

0

f(t, u) dt

)
du > p.

Así hemos probado que, para casi todo y, casi todo x cumple (x, y) /∈ A, luego
m(Ay) = 0.



Capítulo IX

Árboles

El concepto de árbol aparece en contextos matemáticos muy dispares, que
abarcan desde problemas combinatorios finitistas hasta problemas sobre cardi-
nales infinitos. En la primera sección presentaremos los conceptos y resultados
básicos sobre árboles y en las secciones siguientes mostraremos su conexión con
la hipótesis de Suslin, que es una conjetura formulada por M. Suslin en 1920
en el primer número de la revista Fundamenta Mathematicae. En principio se
trataba de un problema de naturaleza topológica, pero G. Kurepa mostró en
1935 que es equivalente a un problema puramente conjuntista sobre árboles.

9.1 Conceptos básicos sobre árboles
En esta sección no usaremos AE si no lo indicamos explícitamente.

Definición 9.1 Un árbol es un conjunto parcialmente ordenado (A,≤) tal que,
para todo x ∈ A, el segmento A<x = {a ∈ A | a < x} está bien ordenado.

Si x ∈ A, se llama altura de x a altAx = ordA<x .

Si α ∈ Ω, se llama nivel α-ésimo de A al conjunto

NivαA = {x ∈ A | altAx = α}.

Se llama altura de A al mínimo ordinal altA = α tal que NivαA = ∅. Es
fácil ver que

altA =
⋃
x∈A

(altAx+ 1).

Dos elementos x, y ∈ A son compatibles si x ≤ y ∨ y ≤ x. En caso contrario
se dice que son incompatibles y se representa por x ⊥ y.

Un subconjunto C ⊂ A es una cadena si sus elementos son compatibles dos
a dos, es decir, si está totalmente ordenado y, por consiguiente, bien ordenado.

Un subconjunto R ⊂ A es una rama si es una cadena maximal respecto a la
inclusión.

347
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En general, el lema de Zorn asegura que toda cadena se extiende hasta una
rama,1 aunque si el árbol es finito esto mismo se prueba fácilmente sin necesidad
de AE, y si el árbol es numerable basta con AEN. Llamaremos altura de R a

altAR = ordR =
⋃
x∈R

(altAx+ 1).

Un subconjunto C ⊂ A es un camino si es una rama tal que altAC = altA,
es decir, si es una rama que corta a todos los niveles no vacíos de A.

Un subconjunto C ⊂ A es una anticadena si sus elementos son incompatibles
dos a dos. Claramente los niveles son anticadenas.

La figura muestra un árbol de altura 6:

Nivel 0

Nivel 3
Rama

Camino

Un subconjunto A′ ⊂ A es un subárbol de A si∧
x ∈ A

∧
y ∈ A′(x < y → x ∈ A′).

Claramente esto implica que A′ también es un árbol y si x ∈ A′ entonces
altAx = altA′x.

Si κ es un cardinal, un κ-árbol es un árbol de altura κ cuyos niveles tienen
todos cardinal menor que κ.

Los elementos de altura 0 en un árbol se llaman raíces. El árbol de la figura
anterior tiene una única raíz. La definición de árbol que hemos dado permite
que un árbol tenga varias raíces, pero un árbol así es más bien un conjunto de
varios árboles, por lo que en la práctica consideraremos siempre árboles con una
única raíz. Más concretamente:

Diremos que un κ-árbol A está bien podado si |Niv0A| = 1 y∧
x ∈ A

∧
α < κ(altAx < α→

∨
y ∈ NivαA x < y).

En otras palabras, un árbol está bien podado si tiene una única raíz y desde
cualquiera de sus puntos se puede ascender hasta cualquier altura. Casi siempre
se puede podar bien un árbol:

1Basta observar que el conjunto de todas las cadenas que contienen a una dada cumple las
hipótesis del lema de Zorn.
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Teorema 9.2 (AE) Si κ es un cardinal regular,2 todo κ-árbol tiene un κ-sub-
árbol bien podado.

Demostración: Sea A un κ-árbol y A′ = {x ∈ A | |{z ∈ A | x < z}| = κ}.
Claramente A′ es un subárbol de A. Ciertamente no es vacío, pues

A =
⋃

x∈Niv0A

{y ∈ A | x ≤ y},

y como |Niv0A| < κ, ha de haber un x ∈ Niv0A tal que |{y ∈ A | x ≤ y}| = κ,
es decir, tal que x ∈ A′.

Sea x ∈ A′ y α < κ tal que altAx < α. Sea Y = {y ∈ NivαA | x < y}.
Entonces

{z ∈ A | x < z} = {z ∈ A | x < z ∧ altAz ≤ α} ∪ {z ∈ A | x < z ∧ altAz > α}.

Por definición de A′, el primer conjunto de la línea anterior tiene cardinal κ,
el segundo tiene cardinal menor que κ, pues está contenido en

⋃
β≤α

NivβA, κ es
regular y los niveles tienen cardinal menor que κ.

Por consiguiente, el tercer conjunto ha de tener cardinal κ, pero

{z ∈ A | x < z ∧ altAz > α} =
⋃
y∈Y
{z ∈ A | y < z ∧ altAz > α},

y |Y | ≤ |NivαA| < κ, por lo que ha de existir un y ∈ Y tal que3

|{z ∈ A | y < z ∧ altAz > α}| = κ.

En particular |{z ∈ A | x < z}| = κ, con lo que y ∈ A′. Así hemos probado
que ∧

x ∈ A′
∧
α < κ(altAx < α→

∨
y ∈ NivαA′ x < y).

En particular esto implica que A′ es un κ-árbol. Para estar bien podado sólo
le falta tener una única raíz. Ahora bien, si x ∈ Niv0A

′, es inmediato comprobar
que B = {y ∈ A′ | x ≤ y} es un κ-subárbol bien podado de A′, luego de A.

Nota El teorema anterior es falso para cardinales singulares, pues si tenemos
que cf κ = µ < κ y {αδ}δ<µ es una sucesión cofinal en κ, entonces el árbol
A =

⋃
δ<µ

αδ × {δ}, con el orden dado por (β, δ) ≤ (β′, δ′) ↔ β ≤ β′ cumple que

altA(β, δ) = β, luego altA = κ, pero es fácil ver que no admite subárboles bien
podados (ni tampoco el árbol que resulta de añadir a A un mínimo elemento,
para que tenga una única raíz).

Podría pensarse que un ℵ0-árbol no tiene necesariamente un camino, es decir,
una rama infinita, pues en principio podría tener únicamente ramas finitas de
altura arbitrariamente grande, pero ninguna rama infinita, pese a lo cual su
altura sería infinita. Sin embargo no es así:

2Si κ = ℵ0 la prueba no requiere AE, pues lo único que se usa sistemáticamente es que
toda unión finita de conjuntos finitos es finita.

3Notemos que la condición altAz > α es redundante, pues se sigue de la definición de Y .
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Teorema 9.3 (König) (AEN) Todo ℵ0-árbol tiene un camino.4

Demostración: Sea A un ℵ0-árbol y sea A′ un subárbol bien podado.
Entonces hay un x0 ∈ Niv0A

′, hay un x1 ∈ Niv1A
′ tal que x0 < x1, hay

un x2 ∈ Niv2A
′ tal que x1 < x2, y por recurrencia construimos un conjunto

C = {xn | n ∈ ω} que claramente es un camino en A.

En general, podemos garantizar la existencia de caminos en un árbol si
suponemos que sus niveles son suficientemente pequeños:

Teorema 9.4 (AE) Si κ es un cardinal regular y µ < κ, todo árbol de altura κ
cuyos niveles tengan cardinal menor que µ tiene un camino.

Demostración: Sea A un árbol en las condiciones del enunciado. Si x ∈ A
y δ < altAx, representaremos por x|δ al único elemento de Nivδ(A) tal que
x|δ < x.

Veamos en primer lugar que no perdemos generalidad si suponemos que A
no se ramifica en niveles de altura límite, es decir, que si a, b ∈ Nivλ(A), para
cierto ordinal límite λ y a 6= b, entonces existe un δ < λ tal que a|δ 6= b|δ.

En efecto, para cada λ < κ, sea Cλ el conjunto de todas las cadenas de
la forma {x ∈ A | x < a}, con a ∈ Nivλ(A). (El problema es que diferentes
elementos a pueden determinar la misma cadena C.) Podemos suponer que si
C ∈ Cλ entonces C /∈ A (por ejemplo, no perdemos generalidad si suponemos
que los elementos de A son pares ordenados de la forma (a, 0), con lo que una
cadena C no es ninguno de estos pares). Observemos que |Cλ| ≤ |Nivλ(A)| < µ.

Consideramos ahora A′ = A∪
⋃
λ<κ

Cλ y definimos en A′ la relación de orden

que extiende a la de A de modo que si C ∈ Cλ, sus anteriores son sus elementos
y las cadenas C ′ ∈ Cλ′ tales que C ′ ⊂ C y λ′ < λ, y sus posteriores son los
elementos de A mayores que todos los elementos de C y las cadenas C ′ ∈ Cλ′

con λ < λ′ y C ⊂ C ′.

Es fácil ver que A′ es un árbol tal que cada elemento de A de altura α tiene
altura α + 1 en A′ y Nivλ(A′) = Cλ. Esto hace que A′ siga siendo un κ árbol
y que sus niveles siguen teniendo cardinal < µ. (Lo que hemos hecho es poner
un nuevo elemento por debajo de cada grupo de elementos de Nivλ(A) con una
misma cadena por debajo, de modo que la ramificación pasa de producirse en
el nivel λ al nivel λ+ 1).

Es claro que si demostramos que A′ tiene un camino, al cortarlo con A
tendremos un camino en A.

Así pues, suponemos que A no se ramifica en niveles límite. Supongamos en
primer lugar que µ es regular. Para cada λ < κ tal que cf λ = µ, elijamos un

4Necesitamos AEN únicamente para concluir que todo ℵ0-árbol es numerable (porque es
unión de una cantidad numerable de niveles finitos), pero si aplicamos el teorema de König a
un árbol que ya sabemos que es numerable no necesitamos AEN, pues no hace falta el axioma
de elección para elegir elementos de un conjunto numerable.
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xλ ∈ Nivλ(A). Para cada x ∈ Nivλ(A) distinto de xλ existe un δ < λ tal que
xλ|δ 6= x|δ. Como |Nivλ(A)| < µ = cf λ, podemos tomar un f(λ) < λ tal que
para todo x ∈ Nivλ(A) \ {xλ} se cumple que xλ|f(α) 6= x|f(α).

Ahora usamos que E = {λ < κ | cf λ = µ} es estacionario en κ (teorema
6.13) y, como f : E −→ κ es regresiva, por el teorema 6.15 sabemos que es
constante en un conjunto estacionario E′ ⊂ E, en particular no acotado en
κ. Digamos que toma el valor γ. Como {xλ|γ | γ < λ ∈ E′} tiene cardinal
κ, mientras que |Nivγ(A)| < µ, tiene que existir un subconjunto Y ⊂ E′ de
cardinal κ, luego no acotado, tal que todos los xλ|γ son iguales, para λ ∈ Y .

Pero esto hace que si λ, λ′ ∈ Y , digamos λ < λ′, necesariamente xλ < xλ′ ,
pues en caso contrario xλ′ |λ 6= xλ y, como f(λ) = γ, tendría que ser xλ′ |γ 6= xλ|γ ,
por definición de f , contradicción.

Así pues, {xλ}λ∈Y es una cadena, y {x ∈ A |
∨
λ ∈ Y x < xλ} es un camino

en A.

Consideremos ahora el caso en que µ es singular. Para cada α < κ, tenemos
que |Nivα(A)|+ < µ es un cardinal regular, luego existe un ν < µ regular tal
que el conjunto X = {α < κ | |Nivα(A)| < ν} tiene cardinal κ, luego no
está acotado. Entonces A′ =

⋃
α∈X

Nivα(A) es un κ-árbol con todos sus niveles

de cardinal < ν. Por la parte ya probada tiene un camino C, y es claro que
{x ∈ A |

∨
y ∈ C x < y} es un camino en A.

Un problema conjuntista destacado en cuyo análisis resulta fundamental el
concepto de árbol es la hipótesis de Suslin, que es Dedicamos la primera sección
a analizar el problema de Suslin antes de presentar el concepto de árbol. En
todas las secciones excepto la segunda, en la que introduciremos los conceptos
básicos sobre árboles, usaremos AE sin indicarlo explícitamente.

9.2 El problema de Suslin

El teorema 2.51 prueba que un conjunto totalmente ordenado es semejante
a R si y sólo si es un continuo sin extremos separable. Suslin conjeturó que la
condición de separabilidad puede sustituirse por la condición de cadena nume-
rable:

Hipótesis de Suslin (HS) Todo continuo sin extremos con la condición de
cadena numerable es semejante a R.

La condición de cadena numerable equivale a la separabilidad en espacios
métricos, pero, aunque R es ciertamente un espacio métrico, si tenemos un con-
tinuo sin extremos con la condición de cadena numerable, no podemos asegurar
que su topología de orden sea metrizable antes de saber si es o no semejante
a R, por lo que no podemos asegurar a priori que tenga que ser separable.

Definición 9.5 Una recta de Suslin es un continuo sin extremos con la condi-
ción de cadena numerable no separable.
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En estos términos la hipótesis de Suslin equivale a la no existencia de rectas
de Suslin, y lo que sucede es que no se puede demostrar ni que existan ni que
no existan rectas de Suslin. De momento, lo que vamos a probar aquí es que
el problema de Suslin es equivalente a un problema topológico más general, a
saber:

Hipótesis de Suslin (HS) Un conjunto totalmente ordenado cumple la c.c.n.
(como espacio topológico con la topología de orden) si y sólo si es separable.

En efecto:

Teorema 9.6 Son equivalentes:

1. Existe un conjunto totalmente ordenado con la condición de cadena nu-
merable no separable.

2. Existe un conjunto ordenado denso en sí mismo, sin extremos, con la
condición de cadena numerable y en la que ningún intervalo es separable.

3. Existe una recta de Suslin en la que ningún intervalo es separable.

4. Existe una recta de Suslin.

Demostración: Sólo hay que probar que 1) ⇒ 2) y que 2) ⇒ 3).

Sea Y un conjunto totalmente ordenado que cumpla 1) y consideremos la
relación en Y dada por x ∼ y si y sólo si el intervalo comprendido entre ellos,
]x, y[ o ]y, x[, es separable. (Notemos que un intervalo vacío es separable.) Es
inmediato comprobar que se trata de una relación de equivalencia. Llamamos X
al conjunto cociente.

Veamos que si [x] = [y] ∈ X y x < z < y, entonces [x] = [z] = [y].

En efecto, tenemos que ]x, y[ es separable, luego ]x, z[ también lo es. (En
general, todo subespacio abierto de un espacio separable es separable.)

De aquí se sigue fácilmente que si [x1] = [x2] 6= [y1] = [y2], entonces

x1 < y1 ↔ x2 < y2.

Por consiguiente podemos definir la relación de orden total en X dada por

[x] ≤ [y]↔ x ≤ y.

Vamos a probar que X cumple 2).

En primer lugar probamos que si I ∈ X entonces I es un subconjunto sepa-
rable de Y .

En efecto, sea M una familia maximal de intervalos abiertos no vacíos dis-
juntos dos a dos con extremos en I. Como Y cumple la condición de cadena
numerable, tenemos queM es numerable. Digamos queM = {]xn, yn[ | n ∈ ω}.
Como xn, yn ∈ I, tenemos que xn ∼ yn, luego ]xn, yn[ es separable. Sea Dn

un subconjunto denso numerable de ]xn, yn[. Sea D =
⋃
n∈ω

Dn ⊂ I numerable.
Veamos que es denso en I.
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Sea ]x, y[ un intervalo abierto no vacío con x, y ∈ I. La maximalidad de
M implica que existe un n ∈ ω tal que ]xn, yn[ ∩ ]x, y[ 6= ∅. Esta intersección
contiene un intervalo no vacío, luego corta a Dn, luego a D, luego ]x, y[∩D 6= ∅.

En particular concluimos que X tiene al menos dos puntos, pues en otro
caso X = {Y } y tendríamos que Y sería separable.

Veamos que X es denso en sí mismo (en particular es infinito).

Sean [x] < [y] dos elementos de X y supongamos que no hay ningún otro
elemento entre ambos. Supongamos que x < z < y. Entonces [x] ≤ [z] ≤ [y],
luego [x] = [z] o [z] = [y], luego z ∈ [x] ∪ [y]. Así pues, ]x, y[ ⊂ [x] ∪ [y]. Como
[x] e [y] son subconjuntos separables de Y , también lo es su unión y también lo
es ]x, y[, luego [x] = [y], contradicción.

Veamos que X cumple la condición de cadena numerable.

Supongamos que
{]

[xα], [yα]
[}
α<ω1

es una familia de intervalos de X dis-
juntos dos a dos. Tomando intervalos estrictamente contenidos en los dados,
podemos exigir que [xα] 6= [yβ ] para todo α, β < ω1.

Como los intervalos de X son no vacíos, es claro que ]xα, yα[ 6= ∅. Más
aún, son disjuntos dos a dos, pues si existe z ∈ ]xα, yα[∩ ]xβ , yβ [, entonces [z] =
[xα] ∨ [z] = [yα] y, por otra parte, [z] = [xβ ] ∨ [z] = [yβ ], luego [z] = [xα] = [xβ ]
o bien [z] = [yα] = [yβ ], pero esto sólo es posible si α = β.

Así pues, la familia {]xα, yα[}α<ω1 contradice la condición de cadena nume-
rable de Y .

Veamos que ningún intervalo abierto de X es separable.

Supongamos que un intervalo
]
[x], [y]

[
en X tiene un subconjunto denso

numerable {dn | n ∈ ω}.
Sea H =

⋃
[x]≤L≤[y]

L ⊂ Y . Es claro que ]x, y[ ⊂ H, luego si probamos que

H es separable tendremos que ]x, y[ también lo será, luego [x] = [y], lo cual es
absurdo, pues hemos tomado [x] < [y].

Observemos que el conjunto de las clases [x] ≤ L ≤ [y] con más de dos puntos
ha de ser numerable, pues de cada una de ellas obtenemos un intervalo en Y no
vacío con los cuales se forma una anticadena en Y . Sea {Ln}n<ω el conjunto
de estas clases. Sabemos que Ln contiene un conjunto denso numerable Dn.
Sea D la unión de todos los conjuntos Dn más un elemento de cada clase dn.
Entonces D es denso en H, pues si u < v son elementos de H y ]u, v[ 6= ∅, o
bien [u] = [v] = Ln y entonces ]u, v[ ∩ Dn 6= ∅, o bien [u] < [v], en cuyo caso
existe n tal que [u] < dn < [v], con lo que también ]u, v[ ∩D 6= ∅.

Así X cumple 2) salvo por el hecho de que puede tener máximo o mínimo
elemento. Ahora bien, como X es denso en sí mismo, si eliminamos el posible
máximo y mínimo, obtenemos un nuevo conjunto ordenado ya no tiene máximo
ni mínimo y sigue cumpliendo las otras propiedades.

Ahora veamos que 2) implica 3). Sea X un conjunto totalmente ordenado en
las condiciones de 2) y sea W = C(X) la compleción de X en el sentido de 2.44,
que es un continuo tal que existe una inmersión densa i : X −→W .
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Si hubiera en W una familia no numerable de intervalos no vacíos disjuntos
dos a dos, dentro de cada uno de ellos podríamos tomar un intervalo no vacío con
extremos en i[X], y así obtendríamos una familia igual en X. Por lo tanto W
cumple la condición de cadena numerable.

Si un intervalo ]S1, S2[ enW tuviera un subconjunto denso numerable, toma-
mos x, y ∈ X tales que S1 ≤ i(x) < i(y) ≤ S2 y podríamos tomar un conjunto
denso numerable D en ]i(x), i(y)[. Para cada intervalo ]D1, D2[ con extremos
en D tomamos un punto u ∈ ]x, y[ tal que i(u) ∈ ]D1, D2[. Así obtenemos un
subconjunto numerable de ]x, y[ que claramente es denso, contradicción. Así
pues, W es una recta de Suslin sin intervalos separables.

Por consiguiente, la hipótesis de Suslin es en realidad un problema topoló-
gico general sobre si las topologías de orden cumplen también un resultado que
sabemos que es válido para las topologías metrizables: la equivalencia entre la
separabilidad y la condición de cadena numerable.

A este respecto, el teorema [T 12.27] nos dice que todo espacio ordenado
satisface la relación

c(X) ≤ d(X) ≤ c(X)+,

donde la celularidad c(X) es la menor cota del cardinal de cualquier familia
de abiertos disjuntos dos a dos, y la densidad d(X) es el menor cardinal de un
subconjunto denso en X. En particular, un conjunto totalmente ordenado X
con la c.c.n. (es decir, con c(X) = ℵ0) tiene un subconjunto denso de cardinal
d(X) ≤ ℵ1. Pero el teorema da una condición suficiente para que se dé la
igualdad d(X) = c(X), precisamente en términos de la no existencia de un
árbol con ciertas propiedades:

Definición 9.7 Un κ-árbol de Suslin es un κ-árbol cuyas cadenas y anticadenas
tienen todas cardinal < κ. Un árbol de Suslin es un ℵ1-árbol de Suslin.

Antes de profundizar en la relación de los árboles de Suslin con la topología
de los espacios ordenados conviene probar algunos hechos elementales.

Observemos que todo κ-subárbol bien podado de un κ-árbol de Suslin es
claramente un κ-árbol de Suslin bien podado, luego, si κ es un cardinal regular
y existe un κ-árbol de Suslin, también existe un κ-árbol de Suslin bien podado.

Diremos que un árbol A está ramificado si todo x ∈ A tiene extensiones
incompatibles, es decir, si el conjunto {y ∈ A | x < y} no está totalmente
ordenado.

Teorema 9.8 Todo κ-árbol de Suslin bien podado está ramificado.

Demostración: Sea A un κ-árbol de Suslin bien podado. Sea y ∈ A.
Sea C una cadena maximal que contenga a y. Entonces |C| < κ, luego existe
un ordinal α < κ tal que altC < α. Como A está bien podado existe un x ∈ A
de altura α tal que y < x. No puede ocurrir que todos los elementos de C estén
bajo x, luego tomando un x′ ∈ C con y < x′ que no esté bajo x, tenemos que x
y x′ son extensiones incompatibles de y. Por lo tanto A está ramificado.
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Esto tiene interés porque la condición de Suslin se simplifica un tanto sobre
los árboles ramificados.

Teorema 9.9 Si κ es un cardinal regular y A es un κ-árbol ramificado en el
que toda anticadena maximal tiene cardinal < κ, entonces A es un κ-árbol de
Suslin.

Demostración: Toda anticadena está contenida en una anticadena maxi-
mal, luego todas las anticadenas de A tienen cardinal < κ. Si A tuviera una
cadena de cardinal κ, podríamos tomarla maximal, llamémosla B. Entonces B
corta a todos los niveles no vacíos de A. Para cada x ∈ A, sea f(x) > x tal que
f(x) /∈ B (existe porque A está ramificado).

Definimos por recurrencia una sucesión {xα}α<κ de modo que xα ∈ B y
altAxα ≥

⋃
β<α

alt f(xα). Así {f(xα)}α<κ es una anticadena no numerable en A,

contradicción.

Pasamos ya a estudiar la relación entre los árboles de Suslin y la hipótesis
de Suslin. En realidad el teorema [T 12.27] nos da ya la mitad de la respuesta:

Teorema 9.10 Si κ es un cardinal infinito, existe un espacio ordenado X tal
que c(X) = κ < d(X) si y sólo si existe un κ+-árbol de Suslin.

Demostración: Lo que afirma [T 12.27] es precisamente que si κ es un
cardinal infinito y existe un espacio ordenado X tal que c(X) = κ < d(X),
entonces existe un κ+-árbol de Suslin. Supongamos ahora que existe un κ+-
árbol de Suslin A y vamos a probar que existe un conjunto ordenado en las
condiciones del enunciado. Podemos suponer que A está bien podado. Fijamos
un orden total � en A y llamamos L al conjunto de todas las ramas de A.

Si C ∈ L, del hecho de que A está bien podado se sigue que altC es un ordinal
límite. Si α < altC, llamaremos C(α) al único elemento en C de altura α.
Dados C, D ∈ L, C 6= D, llamaremos d(C,D) al mínimo ordinal α tal que
C(α) 6= D(α). Claramente d(C,D) < altC ∩ altD. Definimos en L el orden ≤
dado por

C ≤ D ↔ C = D ∨ (C 6= D ∧ C(d(C,D)) ≺ D(d(C,D))).

Es claro que la relación ≤ es reflexiva y antisimétrica. Veamos que es transi-
tiva: Si C ≤ D ≤ E y se da alguna igualdad es claro que C ≤ E. Supongamos,
pues, que C < D < E. Tenemos las posibilidades siguientes:
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d(D,E) = d(C,E)

= d(C,D)

d(D,E) = d(C,E)

< d(C,D)

d(C,E) = d(C,D)

< d(D,E)

d(C,D) = d(D,E)

< d(C,E)
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Sabemos que C(d(C,D)) ≺ D(d(C,D)), D(d(D,E)) ≺ E(d(D,E)) y hemos
de probar que C(d(C,E)) ≺ E(d(C,E)), lo cual es cierto en los tres primeros
casos, mientras que el cuarto contradice las hipótesis.

Es claro que dos ramas cualesquiera son comparables, luego L es un conjunto
totalmente ordenado.

Vamos a probar que c(L) ≤ κ. En efecto, supongamos que {]Cα, Dα[}α<κ+

es una familia de intervalos no vacíos disjuntos dos a dos. Sea Cα < Eα < Dα

y sea βα tal que

d(Cα, Eα) ∪ d(Eα, Dα) < βα < altEα.

Vamos a probar que {Eα(βα)}α<κ+ es una anticadena en A, con lo que
tendremos una contradicción. En caso contrario, si Eα(βα) fuera compatible
con un Eα′(βα′), eso significa que

d(Eα, Eα′) > mín{βα, βα′}.

No perdemos generalidad si suponemos que el mínimo es βα. Entonces se cumple
que d(Eα, Eα′) > βα > d(Cα, Eα), luego d(Cα, Eα′) = d(Cα, Eα), luego

C(d(Cα, Eα′)) = C(d(Cα, Eα)) < Eα(d(Cα, Eα))

= Eα′(d(Cα, Eα)) = Eα′(d(Cα, Eα′)).

Esto significa que Cα < Eα′ . Igualmente, d(Eα, Eα′) > βα > d(Eα, Dα), luego
d(Eα′ , Dα) = d(Eα, Dα), luego

Eα′(d(Eα′ , Dα)) = Eα′(d(Eα, Dα)) = Eα(d(Eα, Dα))

< Dα(d(Eα, Dα)) = Dα(d(Eα′ , Dα)),

luego Cα < Eα′ < Dα, y así Eα′ ∈ ]Cα, Dα[ ∩ ]Cα′ , Dα′ [ = ∅.

Ahora veamos que d(L) ≥ κ+. Supongamos que D es un subconjunto denso
en L con |D| ≤ κ. Las alturas de las ramas de D son ordinales < κ+. Como
hay a lo sumo κ alturas y κ+ es regular, podemos tomar δ < κ+ mayor que
cualquiera de ellas. Sea x ∈ NivδA.

Como A está ramificado, existe un ordinal δ < α < κ+ tal que existen r, s,
t ∈ NivαA por encima de x. Tomemos E, F , G ∈ L tales que r ∈ E, s ∈ F ,
t ∈ G. Podemos suponer E < F < G. Así, ]E,G[ es un intervalo no vacío,
luego debería existir C ∈ ]E,G[ ∩ D. Ahora bien, como x ∈ E ∩ G, tenemos
que δ = altAx < d(E,G), y como d(C,E) < altC < δ (porque C ∈ D y por
la definición de δ), resulta que d(C,E) = d(C,G), de donde se sigue que C es
menor que E y G o mayor que ambos, contradicción.

Con esto hemos probado que c(L) ≤ κ y que d(L) ≥ κ+, pero como [T 12.27]
afirma que d(L) ≤ c(L)+, tiene que ser exactamente c(L) = κ y d(L) = κ+.

En particular, teniendo en cuenta el teorema 9.6, hemos probado lo siguiente:
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Teorema 9.11 Existe un árbol de Suslin si y sólo si existe una recta de Suslin.

Con esto tenemos una expresión alternativa para la hipótesis de Suslin:

Hipótesis de Suslin (HS) No existen árboles de Suslin.

9.3 La independencia de la Hipótesis de Suslin

En esta sección vamos a demostrar que

AM(ℵ1)→ HS, ♦→ ¬HS.

Si el lector acepta nuestra palabra de que tanto AM(ℵ1) como ♦ son consistentes
con los axiomas de la teoría de conjuntos, con esto tendrá probado que no es
posible demostrar ni refutar la existencia de rectas o árboles de Suslin.

En realidad podemos dar varias pruebas de que AM(ℵ1) → HS. La más
sencilla y directa es ésta:

Teorema 9.12 AM(ℵ1)→ HS.

Demostración: Supongamos AM(ℵ1) y que existe un árbol de Suslin.
Entonces existe uno bien podado A. Sea P = A con el orden inverso. Entonces
P es un c.p.o. con la condición de cadena numerable y, para cada α < ω1, el
conjunto Dα = {a ∈ A | altAa ≥ α} es denso en P. Por AM(ℵ1) tenemos un
filtro G que corta a todos los conjuntos Aα, lo que se traduce en que G es un
camino (no numerable) en A, contradicción.

Otra prueba indirecta se basa en la propiedad siguiente de las rectas de
Suslin:

Teorema 9.13 Si X es un espacio ordenado con la c.c.n. pero no separable,
entonces X ×X no cumple la c.c.n.

Demostración: Vamos a construir tres sucesiones {aα}α<ω1
, {bα}α<ω1

,
{cα}α<ω1

en X tales que:

1. aα < bα < cα,

2. ]aα, bα[ 6= ∅ 6= ]bα, cα[

3. ]aα, cα[ ∩ {bβ | β < α} = ∅.

Admitiendo que tenemos tales sucesiones, definimos Uα = ]aα, bα[× ]bα, cα[
y observamos que se trata de una familia de abiertos en X×X no vacíos (por la
propiedad b) y disjuntos dos a dos, pues si β < α, entonces, o bien bβ ≤ aα, en
cuyo caso ]aβ , bβ [ ∩ ]aα, bα[ = ∅, o bien aα < bβ , en cuyo caso, por c) tenemos
que cα ≤ bβ , luego ]bβ , cβ [ ∩ ]bα, cα[ = ∅. Por lo tanto, X × X no cumple la
c.c.n.
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Veamos, pues, cómo construir la sucesión. Sea A ⊂ X el conjunto de los
puntos aislados de X. Si a ∈ A entonces {a} es abierto, luego por la c.c.n.
tenemos que |A| ≤ ℵ0. Supongamos definidas {aα}α<β , {bα}α<β , {cα}α<β ,
para β < ω1. Entonces D = A ∪ {aα | α < β} ∪ {bα | α < β} ∪ {cα | α < β}
es un conjunto numerable, luego X \ D 6= ∅. Como es un abierto no vacío,
contendrá un intervalo abierto no vacío ]aβ , cβ [ que, como no contiene puntos
aislados, es infinito, luego contiene un bβ que lo divide en dos intervalos no
vacíos.

Como el teorema 8.57 afirma que si se cumple AM(ℵ1) el producto de espa-
cios con la c.c.n. cumple la c.c.n., tenemos así un argumento alternativo por el
que no puede haber rectas de Suslin si se cumple AM(ℵ1). Por otra parte:

Teorema 9.14 ♦→ ¬HS.

Demostración: Vamos a definir una relación de orden ≤∗ en ω1 de modo
que B = (ω1,≤∗) sea un árbol de Suslin. Por simplificar la construcción no va
a tener una única raíz, sino que todos los números naturales tendrán altura 0
(después nada nos impide podar bien el árbol resultante y obtener otro árbol
de Suslin más elegante). Los primeros niveles de B serán así:

2ω 2ω + 1 2ω + 2 2ω + 3 2ω + 4 2ω + 5 2ω + 6 2ω + 7 · · ·

@@ ��

ω
@@ ��

ω + 1
@@ ��

ω + 2
@@ ��

ω + 3
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H

��
�

0
HH

H
��
�

1 · · ·

· · ·

Más concretamente, NivαB estará formado por los ordinales de

Nα = {ω · α+ n | n ∈ ω}.

Por las propiedades de la aritmética ordinal, los conjuntos {Nα}α<ω1 forman
una partición de ω1 en ℵ1 subconjuntos numerables disjuntos dos a dos.

Sea {Aα}α<ω1 una sucesión ♦. Definiremos la relación ≤∗ recurrentemente
sobre cada Nα de modo que se cumplan las propiedades siguientes:

1.
∧
α < ω1 NivαB = Nα,

2. Para cada α < ω1 y cada n < ω se cumple

ω · α+ n ≤∗ ω(α+ 1) + 2n y ω · α+ n ≤∗ ω(α+ 1) + 2n+ 1

y los miembros derechos son los únicos elementos de Nα+1 que extienden
al miembro izquierdo.

3. Si β < α < ω1 y x ∈ Nβ , entonces
∨
y ∈ Nα x ≤∗ y.

4. Si λ < ω1, Bλ = λ (donde Bλ = {α < ω1 | altBα < λ}) y Aλ es una
anticadena maximal en Bλ, entonces∧

x ∈ Nλ
∨
y ∈ Aλ y ≤∗ x.
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La propiedad 2) afirma que el elemento n-simo del nivel α-ésimo tiene exac-
tamente dos extensiones en el nivel α+ 1-ésimo, a saber, los elementos 2n-simo
y 2n + 1-ésimo. La propiedad 3) afirma que desde cualquier punto se puede
ascender hasta cualquier altura y, por último, lo que expresa la propiedad 4) es
que si “da la casualidad” de que Bλ = λ y “da la casualidad” de que Aλ es una
anticadena maximal en Bλ, entonces Aλ será una anticadena maximal en B, es
decir, no podrá prolongarse a una anticadena mayor, pues cualquier elemento
x ∈ B que esté en un nivel posterior a λ tendrá por debajo un elemento de Nλ
que, por 4), tendrá por debajo un elemento de Aλ, luego x será compatible con
un elemento de Aλ y, por consiguiente, no podrá estar en una anticadena que
contenga a Aλ.

Así, en lugar de preocuparnos por que el árbol que vamos a construir no
tenga anticadenas no numerables, sólo nos preocupamos de que, en caso de que
Aλ sea una anticadena, no pueda ser prolongada, con lo que no podrá “crecer”
hasta volverse no numerable. La esencia de ♦ es que la sucesión {Aλ}λ<ω1

“predice” eficientemente las posibles anticadenas, de modo que al controlar las
de la forma Aλ de hecho las controlamos todas, como vamos a ver.

Definiremos una sucesión de árboles

Bα =
⋃
β<α

Nβ

de modo que cada cual sea un subárbol de los siguientes y cumpla las propiedades
anteriores.

En B1 = N0 la relación ≤∗ se restringe a ser reflexiva, pues los niveles son
anticadenas. Si λ < ω1 es un ordinal límite y ≤∗ está definida en Bδ, para cada
δ < λ, entonces, como

Bλ =
⋃
δ<λ

Bδ,

la relación en Bλ está completamente determinada (y cumple trivialmente todas
las propiedades requeridas).

Más aún, si suponemos que ≤∗ está definida sobre Bα+1 (es decir, hasta el
nivel α), la propiedad 2) determina completamente su extensión a Bα+2. Así
pues, el único paso no trivial consiste en suponer definida ≤∗ sobre Bλ = ω · λ
y extenderla a Bλ+1, es decir, determinar qué elementos de Bλ son anteriores a
cada ω · λ+ n ∈ Nλ.

Numeremos los elementos de Bλ = ω · λ = {xn | n ∈ ω}. Vamos a probar
que existen cadenas distintas {B(n)}n<ω en Bλ tales que xn ∈ Bn y B(n) corta
a todos los niveles Nδ para todo δ < λ.

Supongamos construidas B(0), . . . , B(n − 1) y vamos a construir B(n). En
el supuesto de que Bλ = λ y que Aλ sea una anticadena maximal en Bλ, se
cumple que xn es compatible con un elemento de Aλ (bien sea porque xn ∈ Aλ
y es compatible consigo mismo, bien porque xn /∈ Aλ y entonces Aλ ∪ {xn} no
puede ser una anticadena, por la maximalidad de Aλ). Por consiguiente, existen
un x∗ ∈ Bλ y un y ∈ Aλ tales que xn ≤∗ x∗, y ≤∗ x∗. Si no se dan las hipótesis
de la propiedad 4), tomamos x∗ = xn.
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Tenemos que α = altx∗ < λ y x∗ tiene 2 prolongaciones de altura α + 1, 4
de altura α+ 2, etc., luego si k > 2n, existe un x∗∗ ∈ Nα+k tal que x∗ ≤ x∗∗ y
que es distinto de los a lo sumo n elementos en los que cada B(m) con m < n
corta a Nα+k.

Sea {βm(n)}m∈ω una sucesión cofinal creciente en λ tal que altx∗∗ < β0(n).
Sean {ym(n)}m∈ω tales que ym(n) ∈ Nβm(n) y xn <∗ y0(n) <∗ y1(n) <∗ · · ·
(existen por 3). Basta tomar B(n) = {z ∈ Bλ |

∨
m ∈ ω z <∗ ym(n)}.

Así B(n) es una cadena distinta de todas las B(m) anteriores, pues contiene
a x∗∗, y en el caso en que se den las hipótesis de la propiedad 4) contiene un
elemento y ∈ Aλ.

Ahora extendemos ≤∗ a Bλ+1 estableciendo que los elementos anteriores
a ω · λ + n son exactamente los de B(n), con lo que ciertamente ω · λ + n
tiene exactamente λ anteriores en Bλ+1, luego Nλ es el nivel λ-ésimo de Bλ+1.
Obviamente Bλ+1 cumple las propiedades 1), 2), 3), y también la 4), pues si
Bλ = λ y Aλ es una anticadena maximal en Bλ y x ∈ Nλ, entonces x = ω ·λ+n,
para cierto n ∈ ω y, por construcción B(n) contiene un y ∈ Aλ, luego y ≤∗ x.

Así pues, tenemos definido un árbol B = (ω1,≤∗) que cumple las propiedades
1), 2), 3) y 4). Por 1) es un ℵ1-árbol y por 2) es ramificado, luego para probar
que es un árbol de Suslin basta ver que todas sus anticadenas maximales son
numerables (teorema 9.9).

Sea, pues, A una anticadena maximal en B. Entonces todo δ ∈ B = ω1

es compatible con un elemento de A. Sea f : ω1 −→ ω1 una función que a
cada δ ∈ ω1 le asigne un f(δ) ∈ A compatible con δ. Consideremos también
g : ω1 −→ ω1 dada por g(δ) = ω · δ. Entonces, el conjunto

C = {λ < ω1 | f [λ] ⊂ λ, g[λ] ⊂ λ}

es c.n.a. en ω1, y tiene la propiedad de que si λ ∈ C, entonces Bλ = λ y A∩λ es
una anticadena maximal en Bλ. En efecto, si δ ∈ Bλ, entonces δ = ω ·α+n, para
ciertos α < λ y n < ω, luego ω · α = g(α) < λ, luego δ < λ, y así Bλ ⊂ λ. La
otra inclusión es λ ⊂ ωλ, que se da siempre. Además, si x ∈ Bλ = λ, entonces
f(x) ∈ A∩λ es compatible con x, luego A∩λ es una anticadena maximal en Bλ.

Como el conjunto {α < ω1 | A ∩ α = Aα} es estacionario en ω1, existe un
λ ∈ C tal que A∩λ = Aλ, y así Bλ = λ y Aλ es una anticadena maximal en Aλ.
Se cumple entonces que A = A∩Bλ = Aλ, pues si existiera x ∈ A\Bλ, es decir,
si A contuviera un elemento de altura ≥ λ, habría un x0 ∈ Nλ = NivλB tal que
x0 ≤ x, y por construcción existe un y ∈ Aλ tal que y ≤ x0 ≤ x, luego tiene
que ser y = x, pues A no puede contener elementos compatibles, y así x ∈ Aλ.
Esto prueba que A = Aλ es numerable.

El teorema anterior se generaliza sin dificultad al caso de sucesores de car-
dinales regulares, si bien necesitamos entonces el caso más fuerte del diamante
de Jensen (el que no se sigue de la HCG):

Teorema 9.15 Sea κ un cardinal regular tal que 2<κ = κ y supongamos que se
cumple ♦E, donde E = {λ < κ+ | cf λ = κ}. Entonces existe un κ+-árbol de
Suslin.
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Demostración: Sea {Aα}α∈E una sucesión ♦E . Siguiendo el esquema del
teorema anterior, vamos a definir una relación de orden ≤∗ en κ+ de modo que
B = (κ+,≤∗) sea un árbol de Suslin. Llamaremos análogamente

Nα = {κ · α+ δ | δ ∈ κ},

de modo que los conjuntos {Nα}α<κ+ forman una partición de κ+ en κ+ sub-
conjuntos disjuntos dos a dos de cardinal ≤ κ. La construcción garantizará que
se cumplen las propiedades siguientes:

1.
∧
α < κ+ NivαB = Nα,

2. Para cada α < κ+ y cada δ < κ se cumple

κ · α+ δ ≤∗ ω(α+ 1) + δ2 y κ · α+ δ ≤∗ ω(α+ 1) + δ2 + 1

y los miembros derechos son los únicos elementos de Nα+1 que extienden
al miembro izquierdo.

3. Si β < α < κ+ y x ∈ Nβ , entonces
∨
y ∈ Nα x ≤∗ y.

4. Toda cadena maximal en B tiene altura de cofinalidad κ.

5. Si λ < κ+, cf λ = κ, Bλ = λ y Aλ es una anticadena maximal en Bλ,
entonces ∧

x ∈ Nλ
∨
y ∈ Aλ y ≤∗ x.

Estas condiciones implican claramente que B es un κ+-árbol ramificado.
Vamos a definir recurrentemente una estructura de árbol en cada

Bα =
⋃
β<α

Nβ ,

de modo que cada Bα contenga como subárboles a los Bβ anteriores y cumpla
las condiciones 1) – 5), entendiendo la 4) como que la altura de cada cadena
maximal en Bα es α o tiene cofinalidad κ.

La definición de ≤∗ sobre B1 = N0 es trivial (cada ordinal sólo está rela-
cionado consigo mismo). También es trivial la definición de ≤∗ sobre cada Bλ
y sobre cada Bα+2 (en cuyo caso la extensión viene determinada por la pro-
piedad 2). Supongamos construido Bλ y veamos cómo construir Bλ+1. Sea
µ = cf λ ≤ κ.

Veamos en primer lugar que todo x ∈ Bλ está contenido en un camino.
En efecto, podemos tomar {δα}α<µ una sucesión cofinal y normal en λ tal que
altx = δ0. Definimos una sucesión creciente {xα}α<µ en Bλ de modo que
altxα = δα y x0 = x.

Para ello tomamos x0 = x, supuesto definido xα, tomamos xα+1 ∈ Nδα+1
tal

que xα ≤∗ xα+1 por la propiedad c), y si tenemos {xα}α<λ′ , con λ′ < µ ≤ κ,
entonces

Cλ′ = {p ∈ Bλ |
∨
α < λ′ x ≤∗ xα}

es una cadena en Bλ de altura δλ′ , cuya cofinalidad es cf λ′ ≤ λ′ < κ, luego por
4) no es una cadena maximal en Bλ, luego puede prolongarse a una cadena que
contendrá un xλ′ de altura δλ′ .
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Con esto termina la construcción de la sucesión, la cual nos da a su vez una
cadena Cµ de altura λ (es decir, un camino) que contiene a x.

Supongamos ahora que µ = cf λ < κ. Entonces, cada camino C en Bλ está
determinado por

{p ∈ C |
∨
α < µ alt p = δα},

luego el número de caminos en Bλ es a lo sumo |µBλ| ≤ κµ ≤ κ<κ = 2<κ = κ.
De hecho, el número de caminos es exactamente igual a κ, pues cada elemento
de N0 pertenece a un camino distinto. Por consiguiente, podemos fijar una
enumeración {Cδ}δ<κ de todos los caminos de Bλ y establecer que cada κ ·λ+δ
está por encima de todos los elementos de Cδ y sólo de ellos. Esto hace que
cada elemento de Nλ tenga altura λ en Bλ+1 y que no haya cadenas maximales
de altura λ, pues todas ellas se extienden a cadenas de altura λ+ 1. Así Bλ+1

cumple las propiedades 1), 3), 4), y las demás se cumplen trivialmente.

Supongamos ahora que cf λ = κ pero no se cumple que Bλ = λ y que Aλ
es una cadena maximal en Bλ. Entonces repetimos la construcción anterior
pero no con una enumeración de todos los caminos, sino que enumeramos los
elementos de Bλ, digamos {xδ}δ<κ, y elegimos caminos {Cδ}δ<κ de modo que
xδ ∈ Cδ. Con esto conseguimos que se sigan cumpliendo las propiedades 1) y 3),
y las demás se cumplen trivialmente.

Por último, supongamos que se cumplen las hipótesis de la propiedad e).
Entonces, cada xδ ∈ Bλ es compatible con un elemento de Aλ, lo cual significa
que podemos tomar yδ ∈ Bλ y aδ ∈ Aλ de modo que xδ <∗ yδ, aδ <∗ yδ.
Entonces, para cada xδ ∈ Bλ elegimos un camino Cδ que contenga a yδ y
definimos con ellos Bλ+1.

Con esto tenemos construido el κ+-árbol ramificado B. Sea A una antica-
dena en B, que podemos suponer maximal. Como en la prueba del teorema
anterior, existe un conjunto c.n.a.

C ⊂ {λ < κ+ | Bλ = λ ∧ Bλ ∩A es una anticadena maximal en Bλ}

es c.n.a. en κ+. Como el conjunto {λ ∈ E | A ∩ λ = Aλ} es estacionario en κ+,
podemos tomar λ ∈ C tal que A ∩ λ = Aλ. Así Aλ ⊂ A es una anticadena
maximal en Bλ. Ahora bien, todo elemento de B de altura ≥ λ tiene bajo sí un
elemento de Nλ, el cual, por la propiedad 5), tiene bajo sí un elemento de Aλ,
luego un elemento de A. Esto implica que A = Aλ, luego tiene cardinal ≤ κ.

Así pues, tenemos probado que es consistente que existan κ-árboles de Suslin
(es decir, que no se puede probar que no existen) salvo si κ es inaccesible o bien
es el sucesor de un cardinal singular. Vamos a probar ahora que en el último
caso también es consistente la existencia de κ-árboles de Suslin:

Teorema 9.16 Sea κ un cardinal infinito tal que existe E ⊂ κ+ estacionario
de modo que se cumplen �κ(E) y ♦E. Entonces existe un κ+-árbol de Suslin.
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Demostración: Sea {Aα}α∈E una sucesión ♦E y sea {Cλ}λ<κ+ una su-
cesión �κ(E). Vamos a construir un árbol sobre κ+ siguiendo exactamente el
mismo planteamiento de la demostración del teorema anterior, salvo que ahora
la construcción garantizará los hechos siguientes:

1.
∧
α < κ+ NivαB = Nα,

2. Para cada α < κ+ y cada δ < κ se cumple

κ · α+ δ ≤∗ ω(α+ 1) + δ2 y κ · α+ δ ≤∗ ω(α+ 1) + δ2 + 1

y los miembros derechos son los únicos elementos de Nα+1 que extienden
al miembro izquierdo.

3. Si β < α < κ+ y x ∈ Nβ , entonces
∨
y ∈ Nα x ≤∗ y.

4. Toda cadena de altura límite λ está bajo un único elemento de Nλ.

5. Si λ ∈ E, Bλ = λ y Aλ es una anticadena maximal en Bλ, entonces∧
x ∈ Nλ

∨
y ∈ Aλ y ≤∗ x.

El problema es cómo extender la relación de orden ≤∗ de Bλ a Bλ+1.

Dado x ∈ Bλ, trataremos de encontrar un camino en Bλ que contenga a x.
Sea {γλ(α)}α<θλ la semejanza de Cλ en su ordinal θλ. Sea αλ(x) el mínimo
αλ(x) < θλ tal que x ∈ Bγλ(αλ(x)). Definimos una sucesión {pxλ(α)}αλ(x)≤α<θλ
como sigue:

• pxλ(αλ(x)) es el mínimo ordinal y ∈ Nγλ(αλ(x)) tal que x ≤∗ y.

• pxλ(α+ 1) es el mínimo ordinal y ∈ Bγλ(α+1) tal que pxλ(α) ≤∗ y.

• pxλ(λ′) es el único ordinal y ∈ Nγλ(λ′) tal que∧
α < λ′(αλ(x) ≤ α→ pxλ(α) ≤∗ y).

Observemos que el ordinal y requerido existe sin duda en los dos primeros
casos por la propiedad 3). Sin embargo, no es evidente que exista en el tercer
caso (pero si existe es único, por la propiedad 4). Supongamos de momento que
existe un único y para cada x, de modo que la función pxλ puede ser definida.
En tal caso podemos definir

Cxλ = {y ∈ Bλ |
∨
α < θλ y ≤∗ pxλ(α)},

que claramente es un camino en Bλ que contiene a x. Extendemos la estructura
de árbol a Bλ+1 distinguiendo dos casos:

Si no se cumple que λ ∈ E, Bλ = λ y Aλ ∩ λ es una anticadena maximal de
Bλ, numeramos todos los caminos Cxλ que hemos construido, digamos {Cδλ}δ<κ,
y establecemos que por encima de cada Cδλ esté únicamente κ · λ+ δ.
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En caso contrario, consideramos únicamente los caminos correspondientes
a ordinales x ∈ Bλ que tienen por debajo un elemento de Aλ. Notemos que
por la maximalidad de Aλ ∩ λ todo elemento de Bλ = λ es compatible con un
elemento de Aλ, luego está en uno de los caminos considerados, luego con esta
construcción todo elemento de Bλ tiene una extensión en Nλ.

Esto termina la construcción de B, que es claramente un κ+-árbol ramifi-
cado, supuesto que para todo λ haya sido posible construir las funciones pxλ.
Vamos a probar que esto es así considerando, por reducción al absurdo, el mí-
nimo λ para el que existe un x ∈ Bλ que no permite construir la función pxλ.
Esto sólo puede deberse a que existe un λ′ entre αλ(x) y θλ para el que no existe
el y requerido.

Tenemos que γλ(λ′) es un punto de acumulación de Cλ. Por la definición de
�κ(E) tenemos que γλ(λ′) /∈ E y que Cγλ(λ′) = Cλ ∩γλ(λ′) = {γλ(α) | α < λ′}.

Esto significa que la enumeración de Cγλ(λ′) es simplemente la restricción a
λ′ de la de Cλ, luego la función pxγλ(λ′) es el fragmento de pxλ que puede definirse
hasta que la construcción falla en λ′, y el problema es que el camino Cxγλ(λ′) no
tiene una extensión a Nγλ(λ′), pero eso es imposible, porque como γλ(λ′) /∈ E,
la construcción al nivel γλ(λ′) se hace de modo que todos los caminos Cxγλ(λ′)

se prolongan hasta Nγλ(λ′).

Esto prueba que el árbol B está bien definido y sólo falta probar que toda
anticadena maximal A cumple |A| ≤ κ. Pero esto se prueba exactamente igual
que en 9.15: existe un λ ∈ E tal que Bλ = λ y A ∩ λ = Aλ es una anticadena
maximal en Bλ. Todo elemento de B de altura ≥ λ tiene bajo sí un elemento
de Nλ, el cual, por la propiedad e), tiene bajo sí un elemento de Aλ, luego un
elemento de A. Por lo tanto, A = Aλ cumple |A| ≤ κ.

Nota El teorema 6.36 nos da una situación alternativa en la que también
existen κ+-árboles de Suslin: 2<κ = κ ∧ 2κ = κ+ ∧ �κ.

9.4 Árboles de Aronszajn

Los teoremas 9.3 y 9.4 invitan a conjeturar si las hipótesis del segundo no po-
drían relajarse para obtener la generalización natural del primero, es decir, que
todo κ-árbol tiene un camino. Sin embargo esto resulta ser falso si consideramos
ℵ1-árboles:

Definición 9.17 Un árbol de Aronszajn es un ℵ1-árbol cuyas cadenas son todas
numerables, es decir, que no tiene caminos.

Claramente, si A es un árbol de Aronszajn y A′ es un subárbol bien podado,
entonces A′ es un árbol de Aronszajn bien podado. Todo árbol de Suslin es en
particular un árbol de Aronszajn.
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La situación es curiosa: Imaginemos que estamos en la raíz x0 de un árbol
de Aronszajn bien podado y nos disponemos a trepar por él lo más alto que
podamos. Tenemos varias opciones para pasar al nivel 1, pero no importa
cuál tomemos, pues desde cualquier punto x1 del nivel 1 podemos llegar hasta
cualquier otro nivel. Igualmente no importa a qué punto x2 del nivel 2 saltemos,
pues desde él se podrá llegar seguro a cualquier altura. Pero cuando hayamos
dado ω pasos por la ruta x0 < x1 < x3 < · · · podemos encontrarnos con que
la rama se acaba aquí, que no hay ningún punto en el árbol mayor que todos
éstos. Podemos rectificar la ruta desde cualquier paso previo para garantizar que
llegamos al nivel ω. Por ejemplo, si estamos dispuestos a cambiar a partir del
nivel 2 tomamos un xω > x1 y seguimos el camino x0 < x1 < x′2 < x′3 < · · · < xω
formado por los nodos anteriores a xω. A partir de aquí podemos pasar a un
xω+1 en el nivel ω + 1, etc., hasta determinar una cadena

x0 < x1 < x′2 < x′3 < · · · < xω < xω+1 < xω+2 < · · ·

pero de nuevo podemos encontrarnos con que esta rama se acaba aquí, y que
para llegar más arriba hubiera sido necesario desviarse en cualquiera de los pa-
sos previos. El hecho de que A sea un árbol de Aronszajn significa precisamente
que, tarde o temprano, hagamos lo que hagamos, terminaremos en una rama
numerable que no puede prolongarse más. Podemos subir tan alto como quera-
mos, pero siempre llegará un momento en que para seguir subiendo tendremos
que bajar un poco y cambiar de dirección. Ésta es la característica de los árboles
de Aronszajn.

La existencia de árboles tan peculiares es dudosa, pero vamos a disipar la
duda construyendo uno.

Definición 9.18 Si I es un conjunto no vacío y α un ordinal, llamaremos árbol
completo I-ádico de altura α al conjunto I<α con el orden dado por la inclusión.

Es claro que I<α es un árbol de altura α cuyo nivel β (para β < α) es Iβ .

Teorema 9.19 (Aronszajn) Existe un árbol de Aronszajn.

Demostración: Partiremos de A = {s ∈ ω<ω1 | s es inyectiva}, que es un
subárbol de ω<ω1 . Es claro que para cada α < ω1 se cumple que

NivαA = {s ∈ αω | s es inyectiva} 6= ∅,

luego altA = ℵ1. Si C fuera una cadena no numerable en A entonces f =
⋃
a∈C

a

es una función, porque los elementos de C son compatibles, y habría de ser
f : ω1 −→ ω inyectiva, lo cual es absurdo. Por lo tanto las cadenas de A son
numerables. Sin embargo, A no es un árbol de Aronszajn porque sus niveles son
no numerables.

Definimos en cada conjunto αω la relación de equivalencia dada por

s ≈ t↔ {β < α | s(β) 6= t(β)} es finito.

Vamos a construir recurrentemente una sucesión {sα}α<ω1
tal que
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1. sα ∈ αω es inyectiva,

2. Si α < β < ω1, entonces sα ≈ sβ |α,

3. ω \ sα[α] es infinito.

Tomamos s0 = ∅. Definido sα, tomamos cualquier n ∈ ω \ sα[α] y es fácil
ver que sα+1 = sα ∪ {(α, n)} cumple lo pedido. Supongamos definidos {sδ}δ<λ,
para un límite λ < ω1.

Sea {αn}n<ω una sucesión cofinal creciente en λ. Vamos a definir una su-
cesión de aplicaciones inyectivas tn : αn −→ ω tales que t0 = sα0 y para todo
n ∈ ω se cumpla tn ≈ sαn ∧ tn+1|αn = tn.

Supuesto que estén definidas t0, . . . , tn, tenemos que sαn+1
|αn ≈ tn, luego si

definimos

t∗n+1(β) =

{
tn(β) si β < αn,
sαn+1

(β) si αn ≤ β,

la inyectividad de sαn+1
se pierde a lo sumo en un número finito de ordinales

αn ≤ β < αn+1. Por lo tanto, podemos definir tn+1 que difiera de t∗n+1 única-
mente en dichos ordinales, haciendo que tome valores (distintos dos a dos) en el
conjunto (infinito) ω \ t∗n+1[αn+1]. Así tn+1 es inyectiva y cumple lo requerido.

Sea t =
⋃
n∈ω

tn. Claramente t : λ −→ ω inyectiva. Definimos sλ : λ −→ ω
mediante

sλ(β) =

{
t(α2n) si β = αn,
t(β) en otro caso.

De este modo, si α < λ será α < αn para cierto n < ω, y entonces sλ|α ≈ tn|α
(pues se diferencian a lo sumo en α0, . . . , αn−1), luego sλ|α ≈ sαn |α ≈ sα.

Además {t(α2n+1) | n ∈ ω} ⊂ ω \ sλ[λ], con lo que este último conjunto es
infinito y se cumple todo lo pedido.

Definimos A∗ =
⋃

α<ω1

{t ∈ NivαA | t ≈ sα}. Así A∗ es un subárbol de A,

pues si x ∈ A∗, y ∈ A, y < x, digamos que altAx = α, altAy = β, entonces
x ≈ sα, luego y = x|β ≈ sα|β ≈ sβ y por consiguiente y ∈ A∗.

Para cada α < ω1 se cumple que sα ∈ NivαA∗, luego altA∗ = ℵ1. Como en
A no hay cadenas numerables, tampoco las hay en A∗. Finalmente,

NivαA∗ = {t ∈ αω | t ≈ sα ∧ t inyectiva} ⊂
⋃
x⊂α
finito

{t ∈ αω | t|α\x = sα|α\x},

y el miembro derecho es una unión numerable de conjuntos numerables. Con-
cluimos que A∗ es un árbol de Aronszajn.

Más en general:

Definición 9.20 Un κ-árbol de Aronszajn es un κ-árbol cuyas cadenas tienen
todas cardinal < κ, es decir, un κ-árbol sin caminos.
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En estos términos hemos probado que no existen ℵ0-árboles de Aronszajn,
pero sí ℵ1-árboles de Aronszajn. Por otra parte, es inmediato que si κ es un
cardinal singular existen κ-árboles de Aronszajn. El árbol considerado en la nota
tras el teorema 9.2 es un ejemplo. Para cardinales regulares > ℵ1 la existencia
o no de árboles de Aronszajn depende de la aritmética cardinal. El teorema
anterior admite la generalización siguiente:

Teorema 9.21 Sea κ un cardinal regular tal que 2<κ = κ. Entonces existe un
κ+-árbol de Aronszajn.

Demostración: El caso en que κ = ℵ0 se reduce al teorema 9.19, así que
podemos suponer que κ > ℵ0. Siguiendo el argumento de 9.19, partimos del
árbol A = {s ∈ κ<κ+ | s es inyectiva}, que tiene claramente altura κ+ y todas
sus cadenas tienen cardinal < κ+. Ahora definimos en cada ακ la relación dada
por

s ≈ t↔ |{β < α | s(β) 6= t(β)}| < κ

y construimos recurrentemente una sucesión {sα}α<κ+ tal que

1. sα ∈ ακ es inyectiva,

2. Si α < β < κ+, entonces sα ≈ sβ |α,

3. sα[α] no es estacionario en κ.

Tomamos s0 = ∅. Definido sα, tomamos cualquier δ ∈ κ \ sα[α] y es fácil
ver que sα+1 = sα ∪ {(α, δ)} cumple lo pedido.

Supongamos definidos {sδ}δ<λ, para un límite λ < κ+. Sea ν = cf λ ≤ κ.
Sea {αη}η<ν una sucesión cofinal y normal en λ. Podemos suponer que κ < α0.

Para cada η < ν, sea Cη un c.n.a. en κ tal que sαη [αη] ∩ Cη = ∅. Si ν < κ,
sea C =

⋂
η<ν

Cη, y si ν = κ, entonces sea C = 4
η<κ

Cη \ {0}. En ambos casos C

es c.n.a. en κ y sαη [αη] ∩ C ⊂ η + 1 < κ.

Definimos una sucesión de aplicaciones inyectivas tη : αη −→ κ \C tales que
tη ≈ sαη y si η < η′ < ν entonces tη′ |αη = tη.

Como sα0 [α0]∩C = ∅, podemos tomar t0 = sα0 : α0 −→ κ\C. Supongamos
definido tη. Como sαη+1

[αη+1] ∩ C ⊂ η + 2 < κ, tenemos que A = s−1
αη+1

[C]
cumple |A| < κ, luego |sαη+1

[αη+1 \ αη] \ C| = κ, luego podemos tomar un
conjunto B ⊂ αη+1 \ αη tal que |B| = |A|ℵ0 y sαη+1

[B] ⊂ κ \C. Tomamos una
biyección g : A ∪B −→ sαη+1 [B] y definimos

tη+1(β) =

 tη(β) si β < αη,
sαη+1

(β) si β ∈ αη+1 \ (αη ∪A ∪B),
g(β) si β ∈ A ∪B.

Es claro entonces que tη+1 : αη+1 −→ κ \ C inyectiva, extiende a tη y además
tη+1 ≈ sαη+1

, pues difieren únicamente en A ∪ B y donde difieren tη y sαη , lo
cual es un conjunto de cardinal < κ.
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En tercer lugar, si están definidos {tη}η<λ′ , basta tomar

tλ′ =
⋃
η<λ′

tη : αλ′ −→ κ \ C,

claramente inyectiva. Se cumple que tλ′ ≈ sαλ′ , pues

{β < αλ′ | tλ′(β) 6= sαλ′ (β)} ⊂
⋃
η<λ′
{β < αη | tη(β) 6= sαλ′ (β)}

⊂
⋃
η<λ′

(
{β < αη | tη(β) 6= sαη (β)} ∪ {β < αη | sαη (β) 6= sαλ′ (β)}

)
y se trata de una unión de menos de κ conjuntos de cardinal menor que κ.

Así pues, podemos definir sλ =
⋃
η<ν

tη : λ −→ κ \ C inyectiva. Trivialmente

sλ[λ] no es estacionario en κ, pues no corta a C y si δ < λ existe un η < ν tal
que δ < αη < λ, con lo que sλ|δ = tη|δ ≈ sαη |δ ≈ sδ.

Definimos A∗ =
⋃

α<κ+

{t ∈ NivαA | t ≈ sα}, que es un subárbol de A, luego

no tiene cadenas de cardinal κ y, como sα ∈ NivαA∗, vemos que altA∗ = κ+.
Finalmente,

NivαA∗ = {t ∈ ακ | t ≈ sα ∧ t inyectiva} ⊂
⋃

x∈[α]<κ
{t ∈ ακ | t|α\x = sα|α\x},

y bajo las hipótesis del teorema tenemos que

|[α]<κ| ≤ κ<κ = (2<κ)<κ = 2<κ) = κ,

|{t ∈ ακ | t|α\x = sα|α\x}| = |κx| ≤ κ<κ = κ,

luego |NivαA∗| ≤ κ < κ+ y concluimos que A∗ es un κ+-árbol de Aronszajn.

Teniendo en cuenta que la hipótesis del continuo generalizada implica que
todo cardinal infinito cumple 2<κ = κ, ahora es inmediato lo siguiente:

Teorema 9.22 (HCG) Existen κ-árboles de Aronszajn para todo cardinal κ
no numerable salvo a lo sumo si κ es inaccesible o el sucesor de un cardinal
singular.

En el caso del sucesor de un cardinal singular tenemos el teorema 9.16, que
prueba que prueba la consistencia de que exista un κ+-árbol de Suslin, luego
en particular de Aronszajn, a partir de los principios combinatorios oportunos
(véase también la nota posterior).
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Árboles de Aronszajn especiales En el teorema 9.19 hemos construido
un árbol de Aronszajn, pero sabemos que no podemos demostrar la existencia
de árboles de Suslin, así que no podemos aspirar a demostrar que el árbol del
teorema 9.19 no tenga anticadenas no numerables. Vamos a ver ahora que, no
sólo no podemos demostrar que no las tiene, sino que podemos demostrar que
las tiene. Para ello conviene dar nombre a una propiedad adicional:

Definición 9.23 Un árbol de Aronszajn es especial si se descompone en una
unión numerable de anticadenas.

Veamos algunas caracterizaciones de estos árboles:

Teorema 9.24 Sea A un árbol de Aronszajn. Las afirmaciones siguientes son
equivalentes:

1. A es especial.

2. Existe f : A −→ ω tal que
∧
pq ∈ A (p < q → f(p) 6= f(q)).

3. Existe f : A −→ Q estrictamente creciente.

Demostración: 1) ⇒ 2) es trivial: si A =
⋃
n∈ω

An, donde cada An es una

anticadena, podemos suponer que los conjuntos An son disjuntos dos a dos, y
entonces basta definir f(p) = n↔ p ∈ An.

2) ⇒ 3) Dada f : A −→ ω según b), definimos g : A −→ Q mediante

g(p) =
∑
n∈Ip

2−n,

donde Ip = {n ≤ f(p) |
∨
q ≤ p f(q) = n}. Veamos que es estrictamente

creciente. Para ello tomamos p1 < p2. Observemos que dos elementos ≤ p2

son compatibles, luego no pueden tener la misma imagen por f , luego, o bien
f(p1) < f(p2) o bien f(p2) < f(p1).

Si f(p1) < f(p2), entonces Ip1  Ip2 y es claro que g(p1) < g(p2). Suponga-
mos, pues, que f(p2) < f(p1). Entonces f(p1) ∈ Ip1 \ Ip2 , luego podemos tomar
n0 = mín(Ip1 \ Ip2). Tiene que ser n0 > f(p2), pues si n0 ≤ f(p2) (teniendo en
cuenta que n0 ∈ Ip1) trivialmente n0 ∈ Ip2 . Entonces

g(p1) =
∑

n∈Ip1∩Ip2
2−n +

∑
n∈Ip1\Ip2

2−n ≤
∑

n∈Ip1∩Ip2
2−n + 2−(n0−1)

<
∑

n∈Ip1∩Ip2
2−n + 2−f(p2) ≤ g(p2).

3) ⇒ 1) es trivial, pues cada f−1[{q}], con q ∈ Q, es una anticadena en A.

Conviene observar que la condición 3) del teorema anterior puede debilitarse
un poco:
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Teorema 9.25 Sea A un árbol de Aronszajn y C ⊂ ω1 un c.n.a. Supongamos
que existe f :

⋃
α∈C

NivαA −→ Q estrictamente creciente. Entonces A es especial.

Demostración: Llamemos B =
⋃
α∈C

NivαA. Observemos que no perdemos

generalidad si suponemos que 0 ∈ C. En efecto, si f [B] no estuviera acotado
inferiormente en Q, siempre podemos componer f con una aplicación estricta-
mente creciente que transforme Q en Q+, por ejemplo, y así “queda espacio”
para extender f a Niv0A de forma que siga siendo estrictamente creciente.

Como C es c.n.a., es el rango de una función normal C = {αδ}δ<ω1
, con

α0 = 0. Para cada β ∈ ω1 existe un único δ < ω1 tal que αδ ≤ β < αδ+1.
Por otro lado, cada conjunto f−1[r], con r ∈ Q es una anticadena en B,

luego enumerando las no vacías podemos expresar B =
⋃
n∈ω

Bn como una unión
numerable de anticadenas.

Cada s ∈ NivαδA tiene una cantidad numerable de extensiones {sδ,m}m<ω
de altura menor que αδ+1. Llamamos

Bnm = {t ∈ A |
∨
δ < ω1

∨
s ∈ NivαδA (t = sδ,m ∧ s ∈ Bn)},

de modo que A =
⋃
m,n

Bmn, pues si t ∈ A tiene altura β y αδ ≤ β < αδ+1,

necesariamente t = sδ,m, para cierto m ∈ ω.
Ahora basta observar que cada Bnm es una anticadena, pues si t = sδ,m,

t′ = s′ε,m de modo que s, s′ ∈ Bn y ¬t ⊥ t′, entonces ¬s ⊥ s′, luego s = s′,
luego δ = ε, luego t = t′.

Una característica notable de los árboles de Aronszajn especiales es que no
pueden ser de Suslin:

Teorema 9.26 Un árbol de Aronszajn especial no es un árbol de Suslin.

Demostración: Como un árbol de Aronszajn tiene cardinal ℵ1, si se des-
compone en una unión numerable de anticadenas, una de ellas debe ser no
numerable, luego no puede ser un árbol de Suslin.

El árbol de Aronszajn construido en el teorema 9.19 no es necesariamente
especial, pero contiene un árbol especial que hace que tampoco pueda ser un
árbol de Suslin. En efecto, lo vemos en la prueba del teorema siguiente:

Teorema 9.27 Existe un árbol de Aronszajn especial

Demostración: Con la prueba del teorema 9.19 hemos obtenido un árbol
de Aronszajn A∗ formado por aplicaciones inyectivas s : α −→ ω con α < ω1 y
en el que la relación de orden es la inclusión (de modo que la altura de s coincide
con su dominio). Para obtener un árbol de Aronszajn especial basta definir B
como el conjunto de los elementos de A∗ cuyo dominio es un ordinal sucesor,
también con el orden dado por la inclusión.

Es claro que B sigue siendo un ℵ1-árbol. De hecho, NivαB = Nivα+1A
∗.

Pero en B podemos definir la aplicación f : B −→ ω dada por f(s) = s(máxDs),
y es claro que si s < t son elementos de B, entonces f(s) 6= f(t), ya que en caso
contrario t tomaría dos veces el valor f(t).
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Esto implica que B es unión numerable de anticadenas, y esto a su vez
implica que no tiene cadenas no numerables, pues una cadena sólo puede tener
un elemento en común con una anticadena. Por lo tanto B es un árbol de
Aronszajn especial.

Así, el árbol B que acabamos de construir contiene una anticadena no nume-
rable, que también será una anticadena no numerable del árbol A∗, luego éste
tampoco es un árbol de Suslin.

Ahora podemos dar una tercera prueba de que AM(ℵ1) → HS, puesto que
si todo árbol de Aronszajn es especial, no puede haber árboles de Suslin:

Teorema 9.28 AM(ℵ1) implica que todo árbol de Aronszajn es especial.

Demostración: Sea A un árbol de Aronszajn y definimos P como el
conjunto de todas las aplicaciones p : a −→ ω tales que a ⊂ A es finito y∧
st ∈ a(s < t→ p(s) 6= p(t)). Consideramos a P como c.p.o. con el orden dado

por la inversa de la inclusión.
El único problema técnico es demostrar que P cumple la c.c.n. Aceptando

esto, basta tener en cuenta que, para cada s ∈ A, el conjunto

Ds = {p ∈ P | s ∈ Dp}

es denso en P, y en total hay ℵ1 subconjuntos de esta forma, luego AM(ℵ1)
implica que existe un filtro G en P que los corta a todos ellos. Es claro que
f =

⋃
G : A −→ ω cumple el apartado 2) del teorema 9.24, lo que implica que

A es especial.

Veamos, pues, que P cumple la c.c.n. Para ello fijamos un conjunto no
numerable C ⊂ P y vamos a probar que no puede ser una anticadena. El
conjunto {Dp | p ∈ C} no puede ser numerable, pues entonces habría una
cantidad no numerable de condiciones con el mismo dominio finito, lo cual es
absurdo. Por lo tanto podemos aplicar el lema de los sistemas ∆ (teorema 8.54),
reduciendo C podemos suponer que {Dp | p ∈ C} es una familia cuasidisjunta
no numerable de raíz r ⊂ A. Más aún, como el conjunto {p|r | p ∈ C} tiene que
ser numerable, podemos restringir C aún más y suponer que existe p0 : r −→ ω
tal que

∧
p ∈ C p|r = p0 (siempre sin perder la no numerabilidad de C). No

obstante, esto no garantiza que las condiciones de C sean compatibles. Para
concluir la prueba sólo tenemos que demostrar lo siguiente:

Sea A un árbol de Aronszajn y S una familia no numerable de sub-
conjuntos finitos de A disjuntos dos a dos. Entonces existen u, v ∈ S
distintos entre sí tales que cada elemento de u es incompatible con
cada elemento de v.

En efecto, basta aplicar esto a {Dp \ r | p ∈ C}, con lo que obtenemos dos
condiciones p, q ∈ C tales que los elementos de Dp \ r son incompatibles con los
de Dq \ r, y entonces p ∪ q ∈ P es una extensión común de p y q, por lo que C
no es una anticadena.
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Supongamos que el resultado es falso y sea S un contraejemplo. Restrin-
giendo S podemos suponer que todos sus elementos tienen el mismo cardinal
n > 0. Para cada s ∈ S elegimos una enumeración {s0, . . . , sn−1}.

Sea D un ultrafiltro uniforme sobre S, es decir, un ultrafiltro en PS cuyos
elementos tengan todos el cardinal de S. Su existencia viene dada por 7.22.
Para cada x ∈ A y cada k < n, sea Wxk el conjunto de todos los s ∈ S tales que
x es compatible con sk. Así, como cada s ∈ S tiene un elemento compatible con
un elemento de cualquier s′ ∈ S, se cumple que⋃

x∈s

⋃
k<n

Wxk = S ∈ D.

Como la unión es finita, para cada s ∈ S podemos encontrar un xs ∈ s y un
ks < n tales que Wxsks ∈ D. Tomemos k < n tal que Z = {s ∈ S | ks = k} es
no numerable. Basta probar que {xs | s ∈ Z} es una cadena en A. Notemos
que es no numerable porque los elementos de S son disjuntos dos a dos, con lo
que tendremos una contradicción con que A es un árbol de Aronszajn.

En efecto, si s1, s2 ∈ Z, entonces W = Wxs1k
∩Wxs2k

∈ D, luego W es no
numerable. Si s ∈W , entonces su k-ésimo elemento es compatible tanto con xs1
como con xs2 . Como W es no numerable y sólo hay una cantidad numerable de
elementos bajo xs1 y xs2 , tiene que existir un s ∈W tal que sk > xs1 ∧ sk > xs2 ,
pero entonces xs1 y xs2 son compatibles.

9.5 Árboles de Kurepa
Hemos visto que en NBG, “con dificultad”, es posible construir ℵ1-árboles de

Aronszajn, es decir, ℵ1-árboles sin caminos, mientras que no es posible probar
que existan κ-árboles sin caminos para cardinales regulares mayores. Sin em-
bargo, sí que es posible construir κ-árboles con caminos. Por ejemplo, el propio
κ es un κ-árbol con un camino, y es fácil construir κ-árboles con varios caminos.
Con un poco de esfuerzo podemos probar lo siguiente:

Teorema 9.29 Si κ es un cardinal infinito existen κ-árboles con κ caminos.

Demostración: Vamos a construir un κ-subárbol de <κ2 con κ caminos.
Para ello construiremos recurrentemente subárboles Aα de <α2 de modo que
cada uno sea un subárbol de los siguientes (con niveles de cardinal < κ) y una
familia {Cβα}β<κ de caminos en Aα de modo que si α ≤ α′ entonces Cβα ⊂ Cβα′
y además los caminos {Cβα}β<α sean distintos dos a dos.

Necesariamente, A0 = {∅} y Cβ0 = {∅} para todo β < κ. Supuesto definido
Aα, de modo que todos sus niveles tengan cardinal < κ, definimos Aα+1 aña-
diendo a Aα las dos prolongaciones de cada s ∈ Aα que toman sobre α el valor
0 o 1 respectivamente. Es claro entonces que el nivel α de Aα+1 sigue teniendo
cardinal < κ.

Definimos Cβα+1 añadiendo a Cβα la prolongación de su elemento de altura
α que toma sobre α el valor 0, salvo en el caso de Cαα+1, al que le añadimos la
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extensión que sobre α toma el valor 1. De este modo, Cαα+1 es distinto de todos
los Cβα+1 con β < α, y éstos son distintos entre sí, luego todos los {Cβα+1}β<α+1

resultan ser distintos dos a dos.

Supuestos definidos {Aδ}δ<λ, para λ ≤ κ, con sus caminos correspondientes,
definimos Aλ =

⋃
δ<λ

Aδ y Cβλ =
⋃
δ<λ

Cβδ , que claramente cumplen lo pedido.

Así, el κ-árbol A = Aκ tiene κ caminos distintos {Cβκ}β<κ.
Sin embargo, en principio un κ-árbol podría tener hasta 2κ caminos. De

hecho, <ω2 es un ℵ0-árbol con 2ℵ0 caminos. Kurepa conjeturo que “aguzando
el ingenio” más que en la demostración del teorema anterior tendría que poder
demostrarse la existencia de un ℵ1-árbol con ℵ2 caminos:

Definición 9.30 Si κ es un cardinal infinito, un κ-árbol de Kurepa es un κ-árbol
con al menos κ+ caminos. Un árbol de Kurepa es un ℵ1-árbol de Kurepa.

La hipótesis de Kurepa (HK) afirma la existencia de un árbol de Kurepa. La
hipótesis de Kurepa generalizada (HK(κ)) afirma la existencia de un κ-árbol de
Kurepa.

Una vez más, resulta que la hipótesis de Kurepa es indecidible. Para analizar
la situación conviene introducir un concepto relacionado:

Una familia κ-Kurepa es un conjunto F ⊂ Pκ tal que |F| ≥ κ+ y∧
α < κ |{A ∩ α | A ∈ F}| < κ.

Teorema 9.31 Si κ es un cardinal regular, existe un κ-árbol de Kurepa si y
sólo si existe una familia κ-Kurepa.

Demostración: Si A es un κ-árbol de Kurepa, como todo κ-árbol tiene
cardinal κ, podemos suponer que A = κ (con un orden adecuado ≤∗). Sea
entonces F ⊂ Pκ el conjunto de todos los caminos de A. Ciertamente |F| ≥ κ+.
Si α < κ, como κ es regular, la función h : α −→ κ que a cada x ∈ α le asigna
su altura en A está acotada, luego existe un δ < κ tal que todos los elementos
de α tienen altura < δ. Así, si A ∈ F, existe un único y ∈ Nivδ(A), y entonces
α ∩A = {x ∈ α | x <∗ y}. Por lo tanto

|{A ∩ α | A ∈ F}| ≤ |Nivδ(A)| < κ.

Recíprocamente, si F ⊂ Pκ es una familia κ-Kurepa, para cada α < κ y cada
B ∈ F sea χαB ∈ α2 la función característica de B ∩ α y sea

A =
⋃
α<κ
{χαB | B ∈ F} ⊂ <κ2.

Si β < α, entonces χαB |β = χβB , luego A es un árbol con el orden dado por
la inclusión y

Nivα(A) = {χαB | B ∈ F},
luego es un κ-árbol, y cada B ∈ F determina un camino distinto, luego es un
κ-árbol de Kurepa.
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La existencia de árboles de Kurepa se sigue de un principio combinatorio,
pero para demostrarlo necesitamos un resultado previo:

Teorema 9.32 Sea κ un cardinal infinito tal que 2<κ = κ. Entonces existe una
familia A ⊂ Pκ tal que

∧
z ∈ A |x| = κ,

∧
xy ∈ A(x 6= y → |x ∩ y| < κ) y

|A| = 2κ.

Demostración: Sea I el conjunto de todos los subconjuntos acotados de κ.
Por hipótesis |I| = κ. Si X ⊂ κ, sea AX = {X ∩α | α < κ}. Si |X| = κ es claro
que |AX | = κ y si X 6= Y entonces |AX ∩ AY | < κ. Por lo tanto, si llamamos
A′ = {AX | X ⊂ κ ∧ |X| = κ}, tenemos que A′ cumple las condiciones del
enunciado salvo que A′ ⊂ PI en lugar de A′ ⊂ Pκ, pero basta tomar una
biyección f : I −→ κ y definir A = {f [A] | A ∈ A′}. La familia A cumple lo
requerido.

Teorema 9.33 Si κ es un cardinal infinito y se cumple ♦+
κ+ , entonces existe

un κ+-árbol de Kurepa con 2κ
+

caminos.

Demostración: Si C ⊂ κ+ y ξ < κ+, definimos

s(C, ξ) = sup((C ∪ {0}) ∩ (ξ + 1)).

(Si C es cerrado, es el mayor elemento de C ∪ {0} menor o igual que ξ.) Si
A ⊂ κ+, definimos

X(A,C) = {ξ ∈ A | ¬
∨
η ∈ A s(C, ξ) ≤ η < ξ}.

Así X(A,C) ⊂ A y que si |A| = κ+ y C es c.n.a. entonces |X(A,C)| = κ+. En
efecto, dado α < κ+, podemos tomar β ∈ C tal que β > α y γ ∈ A tal que
γ > β. Así s(C, γ) ≥ β > α, y entonces el mínimo ξ ∈ A tal que ξ ≥ s(C, γ)
cumple s(C, ξ) = s(C, γ) > α y ξ ∈ X(A,C).

Sea {Sα}α<κ+ una sucesión ♦+
κ+ y sea F el conjunto de todos los X(A,C)

tales que

1. A ⊂ κ+, |A| = κ+ y C es c.n.a. en κ+,

2.
∧
α ∈ C A ∩ α ∈ Sα,

3.
∧
α ∈ C C ∩ α ∈ Sα.

Vamos a probar que F es una familia κ+-Kurepa. Veamos que si β < κ+

entonces |{X ∩ β | X ∈ F}| ≤ κ, para lo cual basta probar a su vez que si A y
C cumplen las tres condiciones anteriores entonces |X(A,C) ∩ β| ≤ 1 o bien∨

α ≤ β
∨
x ⊂ β

∨
BD ∈ Sα(X(A,C) ∩ β = X(B,D) ∪ x ∧ |x| ≤ 1).

De este modo, los conjuntos X(A,C) ∩ β están determinados por los a lo
sumo κ elementos de β y por los a lo sumo κ pares de elementos de

⋃
α≤β

Sα,
luego como máximo habrá κ conjuntos de esta forma.
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En efecto, tomamos α = s(C, β) ≤ β. Si α > 0 entonces α ∈ C. Tomamos
entonces B = A ∩ α y D = C ∩ α y llamamos ξ al mínimo elemento de A \ α.
Así

X(A,C) ∩ β =

{
X(B,D) si ξ ≥ β,
X(B,D) ∪ {ξ} si ξ < β.

En efecto, si ξ′ ∈ X(B,D), entonces ξ′ ∈ A ∩ α, luego s(D, ξ′) = s(C, ξ′) y es
claro que ξ′ ∈ X(A,C). Si ξ < β entonces s(C, ξ) = α, luego ξ ∈ X(A,C) ∩ β.

Recíprocamente, si ξ′ ∈ X(A,C) ∩ β y ξ′ 6= ξ (caso que sólo podría darse
si ξ < β) entonces entonces ξ′ ∈ A ∩ β. Además tiene que ser ξ′ < ξ, pues
si fuera ξ < ξ′, sería s(C, ξ′) = α ≤ ξ < β, con ξ ∈ A, lo que equivale a que
ξ′ /∈ X(A,C). Esto implica a su vez que ξ′ ∈ A ∩ α = B, por la elección de ξ.
Es claro entonces que s(C, ξ′) = s(D, ξ′), de donde a su vez ξ′ ∈ X(B,D).

Si α = 0 se cumple que |X(A,C)∩β| ≤ 1, pues si existe un ξ′ ∈ X(A,C)∩β,
entonces s(C, ξ′) = 0 y necesariamente ξ = mín(A ∩ β).

Ahora basta probar que |F| = 2κ
+

, pues en particular F será una familia
κ+-Kurepa y la prueba del teorema 9.31 muestra que existe un κ+-árbol de
Kurepa con 2κ

+

caminos.

Recordemos que ♦+
κ+ → ♦κ+ → 2κ = κ+. Por lo tanto 2<κ

+

= 2κ = κ+, y
el teorema anterior nos da una familia A ⊂ Pκ+ formada por 2κ

+

subconjuntos
de κ+ de cardinal κ+, pero cuyas intersecciones tienen cardinal ≤ κ.

Para cada A ∈ A, por la propiedad de las sucesiones ♦+
κ+ , existe un C c.n.a.

en κ+ tal que X(A,C) ∈ F, pero si A 6= A′, entonces X(A,C) 6= X(A′, C ′),
puesto que X(A,C)∩X(A′, C ′) ⊂ A∩A′, luego el cardinal de la intersección es
≤ κ, y si ambos conjuntos fueran el mismo sería κ+. Así pues, |F| = 2κ

+

.

Por lo tanto, no es posible demostrar que no existan κ+-árboles de Kurepa
(pero lo cierto es que tampoco puede probarse que existan).

9.6 Álgebras de Suslin
Observemos que si (A,≤) es un árbol, el conjunto P = A con la relación

inversa
p ≤∗ q ↔ q ≤ p

es un conjunto parcialmente ordenado en el que la relación de incompatibilidad
es la misma que ya teníamos definida.

En efecto, si se cumple ¬p ⊥ q en el sentido definido para árboles, tenemos
que p ≤ q ∨ q ≤ p, luego q ≤∗ p ∨ p ≤∗ q, luego ciertamente ¬p ⊥ q en el
sentido de c.p.o.s. Si ¬p ⊥ q en el sentido de c.p.o.s, existe un r ∈ A tal que
r ≤∗ p ∧ r ≤∗ q, es decir, p, q ∈ A≤r , que está bien ordenado, luego p y q son
comparables, luego ¬p ⊥ q en el sentido de árboles.

De este modo, cada árbol A en estas condiciones determina un álgebra de
Boole completa R(A).
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Es fácil ver que P es separativo si cuando un p ∈ Nivα(A) tiene una extensión
en Nivα+1(A), de hecho tiene al menos dos, así como que P es no atómico si y
sólo si A está ramificado.

Si (A,≤∗) es un árbol de Suslin bien podado, (P,≤) es el mismo A con el
orden inverso y B = R(P) es su compleción, tenemos que B es un álgebra de
Boole completa no atómica con la condición de cadena numerable. Vamos a
probar que además es ℵ0-distributiva.

Observemos en primer lugar que siD es abierto denso en B, entonces, como P
es denso en B, es claro que D∗ = D ∩ P es abierto denso en P. Vamos a probar
que existe un α < ω1 tal queD∗ contiene todos los elementos de A de altura ≥ α.

Sea C una anticadena maximal contenida en D∗. Como también es una
anticadena en A, tiene ser numerable. Sea α < ω1 tal que todos los elementos
de C tengan altura < α. Si p ∈ A tiene altura ≥ α, existe d ∈ D∗ tal que
d ≤ p y por la maximalidad de C existe un d∗ ∈ D∗ compatible con d, luego
con p. Ahora bien, la compatibilidad en P (por ser el c.p.o. asociado a un árbol)
equivale a que d∗ ≤∗ p ∨ p ≤∗ d∗, pero el segundo caso es imposible, porque
la altura de p es mayor, luego d∗ ≤∗ p, es decir, p ≤ d∗ y, como D∗ es abierto,
p ∈ D∗.

Sea ahora {Dn}n∈ω una familia de abiertos densos en B, sea αn < ω1 tal que
D∗n contenga todos los elementos de A de altura ≥ αn y sea α =

⋃
n
αn < ω1.

Entonces D∗ =
⋂
n
D∗n contiene todos los elementos de A de altura ≥ α. Como A

está bien podado, es inmediato que D∗ es denso en P y como D∗ ⊂ D =
⋂
n
Dn,

es claro que D es denso en B, y obviamente es abierto. Esto prueba que B es
ℵ0-distributiva.

Definición 9.34 Un álgebra de Suslin es un álgebra de Boole completa, no
atómica, con la condición de cadena numerable y ℵ0-distributiva.

Hemos probado la mitad del teorema siguiente:

Teorema 9.35 (AE) Existe un árbol de Suslin si y sólo si existe un álgebra de
Suslin.

Demostración: Si existe un árbol de Suslin existe uno bien podado, y
hemos probado que su compleción es un álgebra de Suslin. Supongamos ahora
que B es un álgebra de Suslin y vamos a definir recurrentemente los niveles de
un ω1-árbol A ⊂ B \ {O} con el orden inverso de B.

Más concretamente, vamos a construir una sucesión de árboles ramificados
{Aα}α≤ω1 de altura α de modo que cada nivel de Aα es una partición de B. De
este modo, A = Aω1

será un ω1-árbol ramificado en el que dos elementos incom-
patibles en A serán también incompatibles en B, luego todas las anticadenas en
A lo serán de B y, por consiguiente, serán numerables, y A será un árbol de
Suslin por 9.9.
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Definimos A1 = {1l}. Supuesto definido Aδ para todo δ < λ, basta tomar
Aλ =

⋃
δ<λ

Aδ. Si tenemos Aδ y δ = α + 1, para cada p ∈ Nivα(A), como

no es un átomo, existe O < p0 < p, luego podemos tomar p1 = p ∧ p′0 y
tenemos que p = p0 ∨ p1 y p0 ∧ p1 = O. Es claro entonces que si hacemos
Nivα+1(A) =

⋃
p∈Nivα(A)

{p0, p1}, ciertamente los elementos de este conjunto tienen

altura α+1 en el árbol, son incompatibles dos a dos, cada elemento de Nivα(A)
tiene dos extensiones incompatibles y además∨

p∈Nivα+1(A)
p = 1l,

puesto que cada p ∈ Nivα(A) cumple p = p0 ∨ p1 ≤
∨

p∈Nivα+1(A)
p, y basta tomar el

supremo en p.
Supongamos finalmente que tenemos definido un árbol Aλ de altura λ cuyos

niveles son particiones de B. La distributividad de B nos da que∧
δ<λ

∨
p∈Nivδ(A)

p = 1l =
∨
f

∧
δ<λ

f(δ),

donde f varía en
∏
δ<λ

Nivδ(A). Claramente, pf =
∧
δ<λ

f(δ) = O salvo si f recorre

una cadena Cf de Aλ, en cuyo caso pf tiene por debajo (en el árbol A, o por
encima en B) exactamente a los elementos de Cf . Por lo tanto, si definimos

Nivλ(A) = {pf | f ∈
∏
δ<λ

Nivδ(A) ∧ pf 6= O},

tenemos que cada elemento de este conjunto tiene ciertamente altura λ en el
árbol Aλ+1, y Nivλ(A) es una partición de B, pues ciertamente su supremo es
1l y, si f 6= g, entonces existe un δ tal que f(δ) 6= g(δ), luego f(δ) ⊥ g(δ), luego
pf ⊥ pg.

En particular, no es posible demostrar la existencia de álgebras de Suslin.





Capítulo X

Elementos de teoría de
modelos

Hasta ahora hemos estudiado distintas “estructuras” definibles sobre un con-
junto (la estructura de conjunto ordenado, la estructura de anillo, cuerpo, cuerpo
ordenado, álgebra de Boole, etc.) Aquí vamos a mostrar cómo es posible estu-
diar hasta cierto punto todas estas estructuras dentro de un marco común, el
determinado por la teoría de modelos. Notemos que hemos adoptado la cos-
tumbre de representar por + y · las operaciones de un anillo cualquiera, si bien
estos signos representan conjuntos distintos según el anillo considerado. Esto
es lo que habitualmente se llama un “abuso de notación”, pero ahora le dare-
mos un sentido más profundo al mostrar que podemos considerar a + y · como
unos signos de un único “lenguaje formal” susceptibles de ser interpretados de
forma distinta en cada anillo. Por ejemplo, en el contexto que vamos a presentar
podremos considerar ∧

xy (x+ y = y + x)

como un único objeto matemático, una fórmula de un determinado lenguaje
formal de la que podremos decir que es verdadera en el modelo que resulta de
especificar que las variables x, y deben recorrer los números reales y el signo
+ debe interpretarse como la suma usual, pero que es falsa en el modelo que
resulta de especificar que las variables x, y deben recorrer los elementos de ω1 y
el signo + debe interpretarse como la suma de ordinales. Pero en ambos casos
estamos hablando del mismo objeto matemático “

∧
xy (x+ y = y + x)” y no de

objetos distintos que representamos por conveniencia con la misma notación.

No usaremos AE sin indicarlo explícitamente.

10.1 Lenguajes y modelos

Para enunciar las propiedades que definen una estructura como la de ani-
llo ordenado necesitamos hacer referencia a relaciones (como ≤), a funciones

379
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(como +) y a conjuntos específicos (como 0, 1), así como a elementos arbi-
trarios (x, y, . . . ) y a relaciones lógicas entre ellos. Vamos a definir ahora
una familia de lenguajes cuyos signos puedan adaptarse a las estructuras que
pretenden describir:

Definición 10.1 Un lenguaje formal (de primer orden) es una óctupla orde-
nada

L = (V, F,R, r,¬,→,
∧
,=),

tal que

1. V es un conjunto infinito a cuyos elementos llamaremos variables de L,

2. F es un conjunto arbitrario (tal vez vacío) a cuyos elementos llamaremos
funtores de L,

3. R es un conjunto arbitrario a cuyos elementos llamaremos relatores de L,

4. Los conjuntos V , F y R son disjuntos dos a dos.

5. r : F ∪ R −→ ω, de modo que si s ∈ F ∪ R y r(s) = n diremos que s es
un relator (o funtor) n-ádico. Exigimos que no haya relatores 0-ádicos, y
a los funtores 0-ádicos los llamaremos constantes de L.

6. ¬, →,
∧
, = son conjuntos arbitrarios a los que llamaremos, respectiva-

mente, negador, implicador, generalizador e igualador de L. Exigimos que
sean distintos entre sí y que no pertenezcan a V ∪F ∪R, salvo el igualador,
que tiene que ser un relator diádico.1

Si L es un lenguaje formal, representaremos por Varl(L) al conjunto de las
variables de L, representaremos por Const(L) al conjunto de las constantes de L,
y si n > 0 representaremos por Fnn(L) y Reln(L) los conjuntos de funtores y
relatores n-ádicos de L. Llamaremos signos de L a los elementos de

Sig(L) = Var(L) ∪ Const(L) ∪
⋃

n∈ω\{0}
Fnn(L) ∪

⋃
n∈ω\{0}

Reln(L) ∪ {¬,→,
∧
}.

Llamaremos cadenas de signos de L a los elementos de

Cad(L) = Sig(L)<ω,

es decir, a las sucesiones finitas de signos de L. Consideramos la aplicación
` : Cad(L) −→ ω que a cada cadena de signos le asigna su longitud, es decir, su
dominio.

Tenemos definida la operación Cad(L) × Cad(L) −→ Cad(L) dada por la
yuxtaposición, es decir, que si ζ1, ζ2 ∈ Cad(L), definimos ζ1ζ2 como la sucesión
de dominio `(ζ1) + `(ζ2) dada por

(ζ1ζ2)i =

{
(ζ1)i si i < `(ζ1),
(ζ2)i−`(ζ1) si `(ζ1) ≤ 1 < `(ζ1) + `(ζ2).

1En ausencia de AE exigiremos además que los conjuntos V , R y F sean bien ordenables.
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Se comprueba sin dificultad que es una operación asociativa, por lo que
podemos considerar yuxtaposiciones de la forma ζ1 · · · ζn.

En general no distinguiremos entre los signos y las cadenas de signos de
longitud 1 de un lenguaje formal, es decir, por ejemplo, entre el signo = y la
cadena de signos {(0,=)} (la sucesión de dominio 1 = {0} cuyo único término
es =). Así, si x e y son dos variables de un lenguaje L y consideramos la
cadena de signos x = y que resulta de yuxtaponerlas con el signo =, debemos
tener presente que la operación de yuxtaposición está definida sobre cadenas de
signos y no sobre signos, por lo que x = y es la cadena de signos

{(0, x)}{(0,=)}{(0, y)} = {(0, x), (1,=), (2, y)}.

Ejemplo: El lenguaje de la teoría de anillos Definimos el lenguaje formal
de la teoría de anillos (unitarios) como el lenguaje formal La que tiene un
conjunto numerable de variables, dos constantes 0 y 1 y dos funtores diádicos + y
· (aparte del igualador y los demás signos lógicos). Notemos que no explicitamos
qué conjunto es concretamente cada signo de La. Podríamos hacerlo, pero sería
del todo irrelevante.2 Si a La le añadimos un relator diádico ≤ tenemos el
lenguaje Lao de la teoría de anillos ordenados.

Unmodelo de un lenguaje formal L es un par (M, I), dondeM es un conjunto
no vacío al que llamaremos universo del modelo e I es una aplicación definida
sobre el conjunto

Const(L) ∪
⋃

n∈ω\{0}
Fnn(L) ∪

⋃
n∈ω\{0}

Reln(L)

tal que:

1. Si c ∈ Const(L) entonces I(c) ∈M .

2. Si f ∈ Fnn(L) entonces I(f) : Mn −→M .

3. Si R ∈ Reln(L) entonces I(R) ⊂ Mn, de modo que I(=) sea la identidad
en M .

En la práctica escribiremos M en lugar de (M, I) y c̄, f̄ , R̄ en lugar de
I(c), I(f), I(R). De este modo, especificar un modelo de un lenguaje formal
L significa especificar un universo M (un conjunto de objetos de los que vamos
a hablar con dicho lenguaje) y asociar a cada constante, cada funtor y cada
relator un significado, de modo que el significado de una constante es un objeto

2Notemos que hasta ahora usábamos el signo + para referirnos indistintamente a diversas
operaciones, y era fundamental saber a cuál de ellas nos referíamos en cada momento, pues la
suma de ordinales no tiene las mismas propiedades que la suma de números reales. En este
contexto la situación es la opuesta. Ahora + sólo pretende ser un signo de un lenguaje formal,
y es totalmente irrelevante qué conjunto concreto definimos como +. A continuación veremos
cómo asignar un significado a cada signo de un lenguaje formal, de modo que lo relevante no
será nunca qué conjunto es +, sino qué efecto tiene asignar a un mismo (e irrelevante) signo
+ diversos significados, como la suma de ordinales o la suma de números reales.
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del universo del modelo, el significado de un funtor n-ádico es una función de
n argumentos en el universo del modelo y el significado de un relator n-ádico
es una relación de n argumentos en el universo del modelo.3 Los modelos no
atribuyen ningún significado a los signos ¬, →,

∧
porque vamos a hacer que

tengan un significado fijo independiente del modelo que consideremos. A las
variables no se les asigna un significado porque nuestra intención es que puedan
variar de significado incluso tras haber fijado un modelo.

Ejemplo Un modelo del lenguaje de la teoría de anillos viene determinado
por un conjunto A, dos objetos 0̄, 1̄ ∈ A y dos operaciones +̄ : A × A −→ A,
·̄ : A × A −→ A. Notemos que no es necesario que (A, +̄, ·̄) sea un anillo para
ser un modelo del lenguaje de la teoría de anillos. Veremos enseguida que los
anillos son los modelos de la teoría de anillos, pero aún no hemos definido lo
que esto significa. Para tener un modelo del lenguaje de la teoría de anillos
ordenados tenemos que especificar además una relación binaria ≤̄.

Observemos estos tres ejemplos de cadenas de signos de La:

== +¬ →, 1 · 1 + 1 + 0 1 + 1 = 0→ 1 + 1 + 1 = 1.

La diferencia entre la primera y las otras dos es que a éstas les podemos
asociar un significado (respecto de un modelo que fije una interpretación para
los signos involucrados), y a su vez la segunda se distingue de la tercera en
que el significado de la segunda debe ser un objeto del modelo considerado,
mientras que el significado de la tercera debe ser un valor de verdad (verdadero
o falso). A las cadenas de signos como la segunda del ejemplo anterior (las que
pretenden representar objetos) las llamaremos términos y a las que pretenden
ser afirmaciones, como la tercera, las llamaremos fórmulas.

Para definir con precisión los conjuntos de términos y fórmulas de un lenguaje
formal L emplearemos el teorema de recursión sobre la relación bien fundada
en Cad(L) dada por ζ1Rζ2 ↔ `(ζ1) < `(ζ2). Así, para definir el conjunto de
los términos definimos una función f : Cad(L) −→ 2 de modo que los términos
serán las cadenas con imagen 1. En la práctica, esto significa que podemos
definir cuándo una cadena es un término supuesto que tengamos definido cuándo
las cadenas de longitud menor son términos. La definición es:4

1. Las variables y las constantes de L son términos.

2. Si t1, . . . , tn son términos de L y f es un funtor n-ádico de L, entonces
ft1 · · · tn es un término de L.

3Hasta ahora sólo habíamos trabajado con relaciones binarias, pero si tenemos R̄ ⊂ Mn,
podemos ver a R̄ como una relación n-ádica en M en el sentido de que, dada una n-tupla
(a0, . . . , an−1) ∈Mn, podemos decir que (a0, . . . , an−1) cumplen la relación R̄ si y sólo si

R̄(a0, . . . , an−1) ≡ (a0, . . . , an−1) ∈ R̄.

4Mas precisamente, f(ζ) = 1 si y sólo si ζ es una variable o una constante o existe un
funtor n-ádico f y cadenas t1, . . . , tn de longitud menor que ζ de modo que f(ti) = 1 para
todo i y ζ = ft1 · · · tn.
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El mismo planteamiento justifica la siguiente definición recurrente de fór-
mula:

1. Si t1, . . . , tn son términos de L y R es un relator n-ádico de L, entonces
Rt1 · · · tn es una fórmula de L.

2. Si α, β son fórmulas de L, también lo son ¬α y → αβ.

3. Si α es una fórmula de L y x es una variable, también es una fórmula∧
xα.

Representaremos por Term(L) y Form(L) a los conjuntos de términos y
fórmulas de L, respectivamente.

Convenios de notación En la práctica, en lugar de escribir = t1t2 escribi-
remos5 t1 = t2, en lugar de ¬(t1 = t2) escribiremos t1 6= t2 y en lugar de → αβ
escribiremos α→ β. Definimos también:

α ∨ β = ¬α→ β, α ∧ β = ¬(¬α ∨ ¬β),

α↔ β = (α→ β) ∧ (β → α),
∨
xα = ¬

∧
x¬α.

También abreviaremos
∧
xy en lugar de

∧
x
∧
y o

∨
xy en lugar de

∨
x
∨
y.

En cada lenguaje particular consideraremos también convenios de notación si-
milares con sus signos particulares. Por ejemplo, en el lenguaje de la teoría de
anillos convendremos en escribir t1 + t2 en lugar de +t1t2, e igualmente con
el producto (aunque a menudo abreviaremos t1 · t2 incluso a t1t2). Así pues,
cuando hablemos de una fórmula como∧

xy (x+ y = y + x)

nos estamos refiriendo a la cadena de signos

{(0,
∧

), (1, x), (2,
∧

), (3, y), (4,=), (5,+), (6, x), (7, y), (8,+), (9, y), (10, x)}.

No obstante, la sucesión concreta de los signos de un determinado término o
fórmula será siempre irrelevante.

Ahora veamos cómo cada modelo determina un significado para cada tér-
mino y cada fórmula de un lenguaje formal. En realidad nos falta atribuirle un
significado a las variables, lo cual lo haremos mediante el concepto de valoración:

Una valoración de un lenguaje formal L en un modelo M de L es una
aplicación v : Var(L) −→M .

5Esto no significa que alteremos la cadena de signos, es decir, si x e y son variables,
representamos por x = y la sucesión finita cuyo primer signo es =, su segundo signo es x
y su tercer signo es y. La razón para que “oficialmente” la fórmula x = y sea la sucesión
{(0,=), (1, x), (2, y)}, en este orden, es que así no necesitamos considerar los paréntesis como
signos de un lenguaje formal, sino que éstos sólo hacen falta para evitar ambigüedades en los
convenios de notación.
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De este modo, cada valoración asigna un significado a cada variable de L.

Si v es una valoración de L enM , x es una variable de L y a ∈M , definimos
vax como la valoración que coincide con v salvo por que vax(x) = a.

Ahora definimos por recurrencia el objeto denotado por un término t en un
modelo M respecto de una valoración v, y que representaremos por M(t)[v]:

1. Si x es una variable, M(x)[v] = v(x).

2. Si c es una constante, M(c)[v] = c̄.

3. Si f es un funtor n-ádico y t1, . . . , tn son términos,

M(ft1 · · · tn)[v] = f̄(M(t1)[v], . . . ,M(tn)[v]).

Similarmente queremos definir la relación M � α[v] que significa que la
fórmula α es satisfecha en M respecto de la valoración v, pero no es posible
hacerlo por recurrencia sobre la longitud de α, como hemos hecho hasta ahora,
sino que necesitamos una relación que involucre las valoraciones en el modelo.
Concretamente, en el conjunto Form(L)×Val(M), donde Val(M) es el conjunto
de todas las valoraciones en M , definimos la relación dada por

(α, v)R (β,w)↔ `(α) < `(β),

que claramente está bien fundada. Aplicando el teorema de recursión a esta
relación, podemos definir una función F : Form(L) × Val(M) −→ 2 de modo
que M � α[v] sea por definición F (α, v) = 1, y en la práctica esto supone que
podemos definir M � α[v] supuesto definido M � β[w] para toda fórmula β de
longitud menor que α y para toda valoración w. La definición es la siguiente:

1. M � Rt1 · · · tn[v] si y sólo si R̄(M(t1)[v], . . . ,M(tn)[v]).

2. M � ¬α[v] si y sólo si no M � α[v].

3. M � (α→ β)[v] si y sólo si no M � α[v] o bien M � β[v].

4. M �
∧
xα[v] si y sólo si para todo a ∈M se cumple M � α[vax].

En particular, M � t1 = t2[v] si y sólo si6 M(t1)[v] = M(t2)[v]. A partir de
las definiciones que hemos dado de los signos lógicos es fácil demostrar:

1. M � (α ∨ β)[v] si y sólo si M � α[v] o M � β[v].

2. M � (α ∧ β)[v] si y sólo si M � α[v] y M � β[v].

3. M � (α↔ β)[v] si y sólo si M � α[v] y M � β[v] o bien no M � α[v] y no
M � β[v].

4. M �
∨
xα[v] si y sólo si existe un a ∈M tal que M � α[vax].

6No debemos confundir el signo = de un lenguaje L (que es lo que representa = en la relación
M � t1 = t2[v] y es un conjunto) con el signo = metamatemático que es el signo = que venimos
usando a lo largo de todo este libro (que es lo que representa = en M(t1)[v] = M(t2)[v] y
que es un signo lógico, no un conjunto). Lo mismo vale para los signos ¬, →,

∧
,
∨
, etc., que

ahora tienen dos interpretaciones según el contexto: bien como signos de un lenguaje formal
(conjuntos) bien como signos metamatemáticos (signos lógicos, que no son conjuntos).
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Nota A pesar del aspecto técnico de estas definiciones, debemos tener presente
que en la práctica M(t)[v] no es más que el objeto que normalmente entende-
mos que significa t cuando “lo leemos”, e igualmente M � α[v] significa lo que
normalmente entendemos al “leer” α. Por ejemplo,

M �
∧
x (x · y = y · x)[v] syss para todo a ∈M M � (x · y = y · x)[vax]

syss para todo a ∈M M(x · y)[vax] = M(y · x)[vax]

syss para todo a ∈M M(x)[vax] ·̄M(y)[vax] = M(y)[vax] ·̄M(x)[vax]

syss
∧
a ∈M a ·̄ v(y) = v(y) ·̄ a.

En definitiva, al ver
∧
x (xy = yx) uno “lee” que “y conmuta con todo x” y,

en efecto, la interpretación de esta fórmula en un modelo M respecto de una
valoración v es que el objeto v(y) denotado por la variable y conmuta con todos
los a ∈M .

Necesitamos un último concepto sintáctico en relación con los lenguajes for-
males, y es el de variable libre. El conjunto Vlib(t) de las variables libres de un
término t de un lenguaje formal L se define como el conjunto de las variables
de L que figuran entre los signos de t. El conjunto de las variables libres de una
fórmula se define por recurrencia:

1. Vlib(Rt1, . . . , tn) = Vlib(t1) ∪ · · · ∪Vlib(tn),

2. Vlib(¬α) = Vlib(α),

3. Vlib(α→ β) = Vlib(α) ∪Vlib(β),

4. Vlib(
∧
xα) = Vlib(α) \ {x}.

A partir de aquí se demuestra inmediatamente que

1. Vlib(α ∨ β) = Vlib(α) ∪Vlib(β),

2. Vlib(α ∧ β) = Vlib(α) ∪Vlib(β),

3. Vlib(α↔ β) = Vlib(α) ∪Vlib(β),

4. Vlib(
∨
xα) = Vlib(α) \ {x}.

En la práctica, las variables libres de una fórmula son las variables que
aparecen en ella sin estar afectadas por un cuantificador.

Los términos y fórmulas sin variables libres de un lenguaje formal se llaman
respectivamente designadores y sentencias.

Representaremos por Sent(L) el conjunto de todas las sentencias de L.

Un resultado básico es que M(t)[v] y M � α[v] sólo dependen de los valores
que toma la valoración v sobre las variables libres en t y en α, respectivamente.
En efecto:
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Teorema 10.2 Sean t y α un término y una fórmula de un lenguaje formal L,
sea M un modelo de L y sean v y w dos valoraciones de L en M .

1. Si v y w coinciden en Vlib(t), entonces M(t)[v] = M(t)[w].

2. Si v y w coinciden en Vlib(α), entonces M � α[v] si y sólo si M � α[w].

Demostración: a) Por inducción sobre la longitud de t. Si t = x es una
variable, entonces Vlib(t) = {x}, luego

M(t)[v] = v(x) = w(x) = M(t)[w].

Si t = c es una constante, entonces M(t)[v] = c̄ = M(t)[w].
Si t = ft1 · · · tn y el teorema se cumple para cada ti, entonces v y w coinciden

sobre cada conjunto Vlib(ti), luego usando la hipótesis de inducción

M(t)[v] = f̄(M(t1)[v], . . . ,M(tn)[v]) = f̄(M(t1)[w], . . . ,M(tn)[w]) = M(t)[w].

b) Razonamos igualmente por inducción sobre la longitud de α. Si es de
la forma α = Rt1 · · · tn, entonces v y w coinciden sobre todos los conjuntos
Vlib(ti), y podemos aplicar a):

M � Rt1 · · · tn[v] syss R̄(M(t1)[v], . . . ,M(tn)[v])

syss R̄(M(t1)[w], . . . ,M(tn)[w]) syss M � Rt1 · · · tn[w].

Si vale para α y β es inmediato que vale para ¬α y α → β. Supongamos
finalmente que la fórmula es de tipo

∧
xα. Entonces, por hipótesis v y w

coinciden sobre las variables libres de α salvo a lo sumo en x.

M �
∧
xα[v] syss para todo a ∈M M � α[vax]

syss para todo a ∈M M � α[wax] syss M �
∧
xα[w],

donde hemos usado que vax y wax coinciden en todas las variables libres de α,
por lo que hemos podido aplicar la hipótesis de inducción.

Usaremos la notación t(x1, . . . , xn) y α(x1, . . . , xn) para representar términos
y fórmulas cuyas variables libres estén entre x1, . . . , xn, y entonces escribiremos

M(t)[a1, . . . , an], M � α[a1, . . . , an]

en vez deM(t)[v] oM � α[v], donde v es cualquier valoración tal que v(xi) = ai.

Cuando consideremos fórmulas concretas, sustituiremos cada variable por su
interpretación entre corchetes. Por ejemplo,

M � [a] + [b] = [b] + [a]

significará M � (x+ y = y + x)[v], donde v(x) = a, v(y) = b.

SiM es un modelo de un lenguaje formal L y α es una fórmula de L, diremos
que α es verdadera enM , y lo representaremos porM � α si se cumpleM � α[v]
para toda valoración v de L enM . Diremos que α es falsa enM si no se cumple
M � α[v] para ninguna valoración v o, equivalentemente, si ¬α es verdadera.

El teorema anterior implica que toda sentencia es verdadera o falsa en todo
modelo.
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10.2 Teorías formales

Definición 10.3 Sea L un lenguaje formal y sea Γ ⊂ Form(L) un conjunto de
fórmulas. Diremos que M es un modelo de Γ (y lo representaremos por M � Γ
si M es un modelo de L tal que

∧
α ∈ Γ M � α.

Diremos que α es una consecuencia lógica de Γ si α es verdadera en todo
modelo de Γ. Lo representaremos por Γ � α.

Una teoría sobre un lenguaje formal L es un conjunto T de sentencias de L

tal que si α ∈ Sent(L) y T � α, entonces α ∈ T .

Si Γ ⊂ Sent(L) es claro que

T (Γ) = {α ∈ Sent(L) | Γ � α}

es una teoría. Si una teoría T cumple T = T (Γ) se dice que Γ es un conjunto
de axiomas para la teoría T .

Si M es un modelo de L, también es claro que

T (M) = {α ∈ Sent(L) |M � α}

es una teoría sobre L.

Ejemplos Ahora podemos definir la teoría de anillos (conmutativos unitarios)
como la teoría determinada por los axiomas de la definición de anillo (conmu-
tativo unitario), es decir:∧

xyz((x+ y) + z = x+ (y + z))
∧
xy (x+ y = y + x)∧

x (x+ 0 = x)
∧
x
∨
y (x+ y = 0)∧

xyz ((xy)z = x(yz))
∧
xy (xy = yx)∧

xyz (x(y + z) = xy + xz)
∧
x x · 1 = x.

Si a estos axioma añadimos los de la definición de anillo ordenado tendremos
la teoría de anillos ordenados, si les añadimos

∧
x(x 6= 0→

∨
y xy = 1) tenemos

la teoría de cuerpos, si añadimos ambos tenemos la teoría de cuerpos ordenados,
etc.

Sobre un lenguaje con un único relator diádico ≤ podemos definir la teoría
de conjuntos parcialmente ordenados, o la teoría de conjuntos totalmente orde-
nados, etc., sobre un lenguaje con funtores ∧, ∨ y ′ y constantes O, 1l podemos
definir la teoría de álgebras de Boole, etc.

Es claro que los modelos de la teoría de anillos (conmutativos unitarios)
son precisamente los anillos conmutativos unitarios, los modelos de la teoría de
álgebras de Boole son las álgebras de Boole, etc.
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Es inmediato que las afirmaciones siguientes son equivalentes para cualquier
conjunto Γ de sentencias de un lenguaje formal L:

1. Existe α ∈ Sent(L) tal que Γ � α y Γ � ¬α.

2. Γ no tiene modelos.

3. T (Γ) = Sent(L).

Cuando Γ cumple esto se dice que es contradictorio, y en caso contrario se
dice que es consistente. Notemos que Γ es consistente o contradictorio si y sólo
si lo es T (Γ).

Diremos que Γ es completo si para toda α ∈ Sent(L) se cumple Γ � α o bien
Γ � ¬α. Nuevamente, Γ es completo si y sólo si la teoría T (Γ) es completa.

Es inmediato que si ∆ ⊂ Γ ⊂ Sent(L) y Γ es consistente, entonces ∆ también
lo es (porque todo modelo de Γ lo es también de ∆). Ahora vamos a probar que
si todo ∆ ⊂ Γ finito es consistente, entonces Γ también lo es. Este resultado
no es trivial y requiere una forma débil del axioma de elección. Más adelante
daremos una prueba conceptualmente más simple, mientras que la que vamos a
ver ahora usa la forma más débil posible de AE.

Diremos que Γ es finitamente consistente si todo ∆ ⊂ Γ finito es consistente.

Teorema 10.4 Sea L un lenguaje formal y Γ ⊂ Sent(L) finitamente consis-
tente. Entonces existe un lenguaje formal L′ que resulta de añadir a L un
conjunto de constantes y existe un conjunto Γ′ finitamente consistente de sen-
tencias de L′ tal que Γ ⊂ Γ′ y para toda fórmula φ(x) de L′ con x como única
variable libre, existe una constante c tal que la sentencia7

∨
xφ(x)→ φ(c) está

en Γ′.

Demostración: Vamos a definir recurrentemente una sucesión de lenguajes
formales {Ln}n∈ω y una sucesión {Γn}n∈ω de conjuntos de sentencias de cada
Ln. Partimos de L0 = L y Γ0 = Γ.

Supongamos definidos Ln y Γn y definimos Ln+1 como el lenguaje que resulta
de añadir a Ln una constante cφ para cada fórmula φ(x) de Ln con una única
variable libre.8 Definimos Γn+1 como la unión de Γn y el conjunto de todas las
sentencias de la forma

∨
xφ(x)→ φ(cφ).

Finalmente, definimos L′ como el lenguaje formal cuyos signos son los de L

más las constantes de todos los lenguajes Ln y Γ′ =
⋃
n∈ω

Γn. Basta probar que

cada Γn es finitamente consistente, pues claramente entonces lo será también
Γ′. Razonamos por inducción sobre n. Para n = 0 se cumple por hipótesis.
Supongamos que Γn es finitamente consistente y sea ∆ ⊂ Γn+1 finito. Pongamos

7Por φ(c) entendemos la sentencia que resulta de cambiar cada aparición de la variable x
en φ por la constante c.

8No necesitamos AE para definir Ln+1. Por ejemplo, podemos definir α como el rango del
conjunto de los signos de Ln y definir cφ = (φ, α), con lo que tenemos la garantía de que cφ
no es ningún signo de L, ya que su rango es mayor que el de cualquiera de ellos.
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que ∆ = ∆0∪∆1, donde ∆0 ⊂ Γn y ∆1 está formado por sentencias de la forma∨
xφ(x)→ φ(cφ), donde φ ∈ Form(Ln).

Como Γn es finitamente consistente, existe un modelo M de Ln tal que
M � ∆0. Extendemos M a un modelo de Ln+1 del modo siguiente: si la
fórmula

∨
xφ(x) → φ(cφ) está en ∆1 y M �

∨
xφ(x), elegimos9 un a ∈ M tal

que M � φ[a] y definimos c̄φ = a. Si ¬M �
∨
xφ(x) o bien

∨
xφ(x) → φ(cφ)

no está en ∆1, definimos c̄φ como un elemento cualquiera prefijado de M . Es
claro entonces que (la extensión de) M satisface M � ∆, lo que prueba que
Γn+1 es finitamente consistente. Notemos que aquí es esencial que a fórmulas φ
diferentes les corresponden constantes cφ diferentes, por lo que no puede darse el
caso de que tengamos que dar distintas interpretaciones a una misma constante.

Teorema 10.5 Sea L un lenguaje formal y sea T una teoría L tal que:

1. T es finitamente consistente.

2. T es completa.

3. Para cada fórmula φ(x) de L con x como única variable libre existe una
constante c tal que

∨
xφ(x)→ φ(c) ∈ T .

Entonces T es consistente.

Demostración: Sea C el conjunto de todas las constantes de L (que no
puede ser vacío, por la condición c). Definimos en C la relación de equivalencia
dada por c ∼ c′ ↔ (c = c′) ∈ T .

Se trata ciertamente de una relación de equivalencia, pues (c = c) ∈ T , luego
c ∼ c, si c ∼ c′ entonces (c = c′) ∈ T , luego T � (c′ = c), luego (c′ = c) ∈ T ,
luego c′ ∼ c, y si c ∼ c′ y c′ ∼ c′′ entonces (c = c′) ∈ T y (c′ = c′′) ∈ T , luego
T � c = c′′, luego (c = c′′) ∈ T , luego c ∼ c′′.

Definimos M como el conjunto cociente de C respecto de la relación ∼. De
este modo

[c] = [c′]↔ (c = c′) ∈ T.

Vamos a dotar a M de estructura de modelo de L. Para cada constante c
de L definimos c̄ = [c]. Para cada relator n-ádico R de L definimos

R̄([c1], . . . , [cn])↔ Rc1 · · · cn ∈ T.

La definición es correcta, pues si [ci] = [c′i] y R̄([c1], . . . , [cn]), entonces

(ci = c′i) ∈ T y Rc1 · · · cn ∈ T,

luego T � Rc′1 · · · c′n, luego Rc′1 · · · c′n ∈ T . Además, por la definición de M
resulta que la relación asociada al igualador es la identidad en M .

9Se trata de un número finito de elecciones, por lo que no necesitamos AE.
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Similarmente, si f es un funtor n-ádico en L, definimos f̄ : Mn −→ M
mediante

f̄([c1], . . . , [cn]) = [c]↔ (fc1 · · · cn = c) ∈ T.

Esto es correcto, pues existe una constante c tal que

(
∨
x fc1 · · · cn = x→ fc1 · · · cn = c) ∈ T

y trivialmente T �
∨
x fc1 · · · cn = x, luego (fc1 · · · cn = c) ∈ T . Por otra

parte, si (fc1 · · · cn = c) ∈ T y (fc1 · · · cn = c′) ∈ T entonces (c = c′) ∈ T , luego
[c] = [c′].

Veamos ahora que si t(x1, . . . , xn) es un término de L, entonces

M � t([c1], . . . , [cn]) = [c] syss (t(c1, . . . , cn) = c) ∈ T.

Razonamos por inducción sobre la longitud de t. Si t = xi es inmediato que

M � [ci] = [c] syss (ci = c) ∈ T.

El argumento cuando t = c′ es casi idéntico. Si t = ft1 · · · tm y el resultado vale
para los tj , entonces tomamos constantes c′j tales que T contenga la sentencia∨

x tj(c1, . . . , cn) = x→ tj(c1, . . . , cn) = c′j .

Como T �
∨
x tj(c1, . . . , cn) = x, resulta que (tj(c1, . . . , cn) = c′j) ∈ T . Por

hipótesis de inducción M � tj([c1], . . . , [cn]) = [c′j ].

Entonces M � (ft1 · · · tm)([c1], . . . , [cn]) = [c] si y sólo si

f̄(M(t1)[[c1], . . . , [cn]], . . . ,M(tm)[[c1], . . . , [cn]]) = c̄

si y sólo si f̄([c′1], . . . , [c′m]) = c̄, si y sólo si (fc′1 · · · c′n = c) ∈ T , si y sólo si

T � t(c1, . . . , cn) = c syss (t(c1, . . . , cn) = c) ∈ T.

Seguidamente probamos que, para toda fórmula φ(x1, . . . , xn) de L, se cum-
ple

M � φ[[c1], . . . , [cn]] syss φ(c1, . . . , cn) ∈ T.

En efecto, si φ = Rt1 · · · tm, y M � φ[[c1], . . . , [cn]], tenemos que existen
constantes c′j tales que T contiene las sentencias∨

x x = tj(c1, . . . , cn)→ c′j = tj(c1, . . . , cn).

Claramente entonces T � c′j = tj(c1, . . . , cn), luego y hemos probado que enton-
ces M � [c′j ] = tj([c1], . . . , [cn]). Por lo tanto, M � Rt1 · · · tm([c1], . . . , [cn]) si y
sólo si

R̄(M(t1)([c1], . . . , [cn]), . . . ,M(tm)([c1], . . . , [cn])) syss R̄([c′1], . . . , [c′m])

syss Rc′1 · · · c′n ∈ T syss T � Rt1 · · · tm([c1], . . . , [cn]) syss φ(c1, . . . , cn) ∈ T .
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Si φ = ¬α y el resultado vale para α, entonces

M � ¬α[[c1, . . . , cn]] syss ¬M � α[[c1], . . . , [cn]] syss α(c1, . . . , cn) /∈ T

syss ¬α(c1, . . . , cn) ∈ T . En el último paso usamos que T es finitamente con-
sistente y completa, pues por la completitud sabemos que α(c1, . . . , cn) ∈ T o
¬α(c1, . . . , cn) ∈ T y por la consistencia finita no se pueden dar los dos casos a
la vez.

Si φ = (α → β), entonces (suponiendo que α y β cumplen el resultado y
usando que ¬α también lo cumple, como ya hemos probado),

M � φ[[c1], . . . , [cn]] syss ¬M � α[[c1], . . . , [cn]] ∨M � β[[c1], . . . , [cn]]

syss α(c1, . . . , cn) /∈ T ∨ β(c1, . . . , cn) ∈ T syss T � φ(c1, . . . , cn)

syss φ(c1, . . . , cn) ∈ T .

Finalmente, si φ =
∧
xα(x, x1, . . . , xn) y el resultado vale para α,

M � φ[[c1], . . . , [cn]] syss
∧
c ∈ Const(L) M � α[[c], [c1], . . . , [cn]]

syss
∧
c ∈ Const(L) α(c, c1, . . . , cn) ∈ T.

Veamos que esto implica que
∧
xα(x, c1, . . . , cn) ∈ T . En caso contrario,

como existe una constante c tal que∨
x¬α(x, c1, . . . , cn)→ ¬α(c, c1, . . . , cn) ∈ T,

resulta que si
∧
xα(x, c1, . . . , cn) /∈ T , entonces ¬

∧
xα(x, c1, . . . , cn) ∈ T , luego

T �
∨
x¬α(x, c1, . . . , cn), luego T � ¬α(c, c1, . . . , cn), luego α(c, c1, . . . , cn) /∈ T ,

contradicción.

Recíprocamente, si
∧
xα(x, c1, . . . , cn) ∈ T y c ∈ Const(L), entonces es claro

que T � α(c, c1, . . . , cn), luego α(c, c1, . . . , cn) ∈ T .

En particular hemos probado que si φ es una sentencia de L se cumple

M � φ↔ φ ∈ T,

luego M � T y T es consistente.

Ahora podemos probar (sin AE):

Teorema 10.6 (Teorema de compacidad (versión numerable)) Si L es
un lenguaje formal numerable (es decir, con una cantidad numerable de signos),
un conjunto Γ de sentencias de L es consistente si y sólo si es finitamente
consistente.

Demostración: Razonamos en principio sin la hipótesis de numerabilidad.
Si Γ es finitamente consistente, entonces, por el teorema 10.4, existe un lenguaje
L′, que resulta de añadir a L un conjunto de constantes, y un conjunto Γ′ de
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sentencias que contiene a Γ y que cumple las hipótesis a) y c) del teorema an-
terior. Supongamos que existe una teoría T completa y finitamente consistente
tal que Γ′ ⊂ T . Entonces T cumple las hipótesis del teorema anterior, luego T
es consistente, es decir, existe un modeloM de L′ tal queM � T . En particular
tenemos que M � Γ. Pero es claro que si consideramos el modelo M0 de L

que se obtiene de M sin más que eliminar las interpretaciones de las constantes
nuevas de L′, entonces M0 � Γ, luego Γ es consistente.

Así pues, el problema es extender Γ′ a una teoría completa sin perder la
consistencia finita. Vamos a probar que esto es posible cuando L es numerable
y más adelante probaremos que con AE es posible en general.

Si L es numerable, todos los lenguajes Ln que se construyen en la prueba
de 10.4 son numerables también. Para probar esto basta observar que si Ln es
numerable, entonces el conjunto de sus fórmulas con una única variable libre
es también numerable, luego también lo es el conjunto de constantes que se
le añaden para formar Ln+1. Más aún, la prueba del teorema 5.31 muestra
que podemos construir una biyección explícita entre un conjunto infinito A y
A<ω, por lo que podemos construir recurrentemente biyecciones fn entre los
signos de Ln y ω, lo que a su vez permite probar que el lenguaje L′ también es
numerable. A su vez, lo es el conjunto de sus sentencias, que podemos numerar
como {φn}n∈ω.

Construimos ahora por recurrencia una sucesión {Γ′n}n∈ω de conjuntos fini-
tos de sentencias de L′. Tomamos Γ′0 = ∅ y, supuesto definido Γ′n, definimos

Γ′n+1 =

{
Γ′n ∪ {αn} si Γ′ ∪ Γ′n ∪ {φn} es finitamente consistente,
Γ′n en caso contrario.

Es claro que Γ ∪ Γ′n es finitamente consistente para todo n.

Llamamos T =
⋃
n∈ω

Γ′n. Veamos que cumple lo requerido. En primer lugar,

Γ′ ⊂ T , pues si φ ∈ Γ′, entonces existe un n tal que φ = φn. Por construcción
Γ ∪ Γ′n es finitamente consistente, luego Γ ∪ Γ′n ∪ {φn} = Γ ∪ Γ′n también lo es,
luego tenemos que φ = φn ∈ Γ′n+1 ⊂ T .

También es claro que T es finitamente consistente.

Veamos ahora que si φ es una sentencia, entonces φ ∈ T o bien ¬φ ∈ T .
Esto implica claramente que T es una teoría y que es completa.

Sean m, n tales que φ = φm, ¬φ = φn. Supongamos, por ejemplo, que
m < n (el caso contrario es análogo). Si φ /∈ T , entonces φm /∈ Γ′m+1, luego
Γ∪Γ′m∪{φ} no es finitamente consistente, luego existe ∆ ⊂ Γ∪Γ′m∪{φ} finito
y contradictorio. Necesariamente φ ∈ ∆, puesto que Γ ∪ Γ′m es finitamente
consistente. Por otra parte, Γ ∪ Γ′n es finitamente consistente y contiene a
∆ \ {φ}. Si ∆′ ⊂ Γ ∪ Γ′n ∪ {¬φ} es finito, entonces (∆ ∪ ∆′) \ {φ,¬φ} es un
subconjunto finito de Γ∪Γ′n, luego tiene un modeloM , luegoM � ∆\{φ}, pero
no puede ser M � φ, porque ∆ es contradictorio, luego M � ¬φ, luego M � ∆′,
luego Γ ∪ Γ′n es finitamente consistente, luego ¬φ ∈ Γ′n+1 ⊂ T .

En realidad hemos probado la versión numerable de un teorema importante:
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Teorema 10.7 (Teorema de Löwenheim-Skolem) Si una teoría T sobre
un lenguaje formal numerable tiene un modelo, entonces tiene un modelo (de
universo) numerable.

Demostración: Si T tiene un modelo, entonces es consistente, luego es
finitamente consistente, luego tiene por modelo el construido en la prueba del
teorema 10.5 (a partir de un lenguaje numerable). Es claro que el universo de
dicho modelo es numerable.

Ejemplo Consideremos a R como modelo del lenguaje (numerable) de la teo-
ría de anillos ordenados y es T = T (R). Se trata de una teoría consistente, luego
tiene un modelo numerable K, de modo que T (K) = T (R). Es claro entonces
que K es un cuerpo ordenado numerable, luego no es isomorfo a R (ni como
cuerpo, ni como modelo, que es lo mismo), pero satisface exactamente las pro-
piedades que R expresables en el lenguaje La. Más adelante volveremos sobre
esto.

Veamos ahora cómo probar el teorema de compacidad para lenguajes ar-
bitrarios. Vamos a probar que es equivalente a la siguiente versión débil del
teorema de los ultrafiltros 7.10:

Teorema de los Ultrafiltros (TU) Todo filtro en un conjunto puede exten-
derse a un ultrafiltro.

Obviamente, este teorema es equivalente a la versión correspondiente para
ideales primos: todo ideal en un conjunto puede extenderse a un ideal primo.
Para probar la equivalencia incluiremos una afirmación intermedia:

Principio de coherencia Sea A un conjunto y F una familia de funciones
definidas sobre subconjuntos finitos de A con valores en {0, 1} de modo que toda
restricción de toda función de F está en F y para todo subconjunto finito de
A existe al menos una función en F con dicho dominio, existe una función
f : A −→ 2 tal que, para todo x ⊂ A finito, se cumple f |x ∈ F.

Teorema 10.8 Las afirmaciones siguientes son equivalentes a (TU):

1. Toda álgebra de Boole tiene un ultrafiltro (resp. un ideal primo).

2. Todo filtro (resp. ideal) en un álgebra de Boole puede extenderse a un
ultrafiltro (resp. ideal primo).

3. El principio de coherencia.

4. El teorema de compacidad: Un conjunto Γ de sentencias de un lenguaje
formal L es consistente si y sólo si es finitamente consistente.
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Demostración: Notemos que, por dualidad, las dos versiones de a) y b)
son equivalentes entre sí.

a)⇒ b) Si F es un filtro en un álgebra de Boole B, consideramos un ultrafiltro
Ū del álgebra cociente B/F y el epimorfismo canónico p : B −→ B/F . Entonces
U = p−1[Ū ] es un ultrafiltro en B que contiene a F .

b) ⇒ TU es evidente.

TU ⇒ c) Sea F un conjunto de funciones definidas en subconjuntos finitos
de A según las condiciones del principio de coherencia, sea I el ideal formado
por los subconjuntos finitos de A. Para cada x ∈ I, sea Fx el conjunto (finito)
de todas las aplicaciones t ∈ F tales que Dt = x. Sea Z el conjunto de todas las
funciones z tales que

1. Dz ⊂ I.

2.
∧
x ∈ Dz z(x) ∈ Fx.

3.
∧
xy ∈ Dz (z(x) ∪ z(y) : x ∪ y −→ 2).

Para cada x ∈ I, sea Zx = {z ∈ Z | x ∈ Dz} 6= ∅ y notemos que si x, y ∈ I
entonces Zx ∩ Zy 6= ∅, pues existe t ∈ F tal que Dt = x ∪ y y basta tomar
z = {(x, t|x), (y, t|y)}, que cumple z ∈ Zx ∩ Zy. Por lo tanto,

F = {X ∈ PZ |
∨
x ∈ I Zx ⊂ X}

es un filtro en Z. Por hipótesis está contenido en un ultrafiltro U . Para cada
x ∈ I, si Fx = {t1, . . . , tn}, entonces

Zx = Zt1 ∪ · · · ∪ Ztn ,

donde, para cada t ∈ F, llamamos Zt = {z ∈ Zx | z(x) = t}. Como la unión
está en U y es disjunta, existe un único t ∈ Fx tal que Zt ∈ U (si Zti /∈ U para
todo i, entonces Z \ Zti ∈ U , luego ∅ = Zx ∩

⋂
i

(Z \ Zti) ∈ U).

Llamemos tx : x −→ 2 al único elemento de Fx tal que Ztx ∈ U . Si x, y ∈ I,
tenemos que Ztx , Zty ∈ U , luego Ztx ∩Zty ∈ U , luego existe z ∈ Ztx ∩Zty , luego
z(x) = tx, z(y) = ty, luego tx ∪ ty es una función. Esto implica que

f =
⋃
x∈I

tx : A −→ 2

es una función que cumple lo requerido.

c)⇒ d) Según lo visto en la primera parte de la prueba del teorema 10.6, para
probar el teorema de compacidad basta probar que todo conjunto finitamente
consistente Γ de sentencias de un lenguaje formal L puede extenderse a una
teoría T finitamente consistente y completa.

Sea A = Sent(L) y sea F el conjunto de las funciones t definidas sobre
subconjuntos finitos de A de modo que existe un modelo M de Γ ∩Dt tal que∧

φ ∈ Dt (t(φ) = 1↔M � φ).
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La consistencia finita de Γ implica que F para todo subconjunto finito de
A existe una función en F que lo tiene por dominio, por lo que F cumple las
hipótesis del principio de coherencia, y podemos concluir que existe f : A −→ 2
tal que f |x ∈ F para todo x ⊂ A finito. Definimos

T = {φ ∈ A | f(φ) = 1}

y es claro que Γ ⊂ T . Además T es una teoría completa, porque si φ ∈ A,
tenemos que f |{φ,¬φ} ∈ F, luego existe un modelo M � Γ ∩ {φ,¬φ}, y entonces

f(φ) = 1↔M � φ↔ ¬M � ¬φ↔ ¬f(¬φ) = 1,

luego φ ∈ T o bien ¬φ ∈ T .

d) ⇒ a) Sea B un álgebra de Boole y consideremos un lenguaje formal L
que tenga como constantes los elementos de B, así como un relator monádico f .
Consideramos el conjunto Γ formado por las sentencias siguientes de L:

1. ¬fO, f1l,

2. fb ∨ fb′, para cada b ∈ B,

3. fb1 ∧ · · · ∧ fbn → f(b1 ∧ · · · ∧ bn), para todos los b1, . . . , bn ∈ B.

Observemos que Γ es finitamente consistente, pues si ∆ ⊂ Γ es finito, el
conjunto X ⊂ B de las constantes que aparecen en las sentencias de ∆ es
finito. Sea C la subálgebra de B generada por X, que por 7.6 es finita, y
obviamente tiene un ultrafiltro U (basta tomar un filtro maximal respecto de la
inclusión). Podemos convertir a C en un modelo de ∆ sin más que interpretar
cada constante como ella misma y el relator f como la pertenencia a U .

Por lo tanto, tenemos que Γ es consistente, es decir, que tiene un modeloM ,
y eso implica que el conjunto

U = {b ∈ B |M � fb}

es un ultrafiltro de B.

Es inmediato que TU es equivalente a que toda álgebra es isomorfa a un
álgebra de conjuntos, pues toda álgebra de conjuntos B tiene un ultrafiltro:
basta tomar x ∈

⋃
B y definir U = {A ∈ B | x ∈ A}.

Una versión equivalente del teorema de compacidad es la siguiente:

Teorema 10.9 (TU) Si Γ es un conjunto de sentencias de un lenguaje formal
L y φ es una sentencia de L tal que Γ � φ, entonces existe ∆ ⊂ Γ finito tal que
∆ � φ.

Demostración: En caso contrario, para cada ∆ ⊂ Γ finito tendríamos que
∆∪ {¬φ} sería consistente, luego por el teorema de compacidad Γ∪ {¬φ} sería
consistente, pero esto contradice que Γ � φ.
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En particular si Γ es contradictorio (tomando como φ una contradicción)
concluimos que tiene un subconjunto finito contradictorio, pero esto es el teo-
rema de compacidad, que es, pues, equivalente al teorema anterior.

En la nota tras el teorema de Tychonoff [T 4.15] hemos observado que TU
implica que el producto de espacios de Hausdorff compactos es compacto. Ahora
podemos demostrar el recíproco:

Teorema 10.10 TU es equivalente a que, para todo conjunto I, el espacio 2I

(con el producto de la topología discreta en 2) es compacto.

Demostración: Sea B un álgebra de Boole. Para cada b ∈ B, consideramos
la aplicación hb : 2 −→ {b, b′} dada por hb(0) = b′, hb(0) = b. Tenemos entonces
un homeomorfismo h : 2B −→ X =

∏
b∈B
{b, b′} dado por h(f)(b) = hb(f(b)). Por

hipótesis 2B es compacto, luego X también lo es.

Sea C una subálgebra finita de B y sea I un ideal primo en C. Definimos

CI = {f ∈ X |
∧
c ∈ C f(u) ∈ I},

que es abierto y cerrado no vacío en X, al igual que

BC =
⋃
{CI | I es un ideal primo de C}.

Observemos que la familia formada por todos los BC tiene la propiedad de
la intersección finita, ya que si C1, . . . ,Cn son subálgebras finitas de B, entonces
la subálgebra C generada por la unión es finita (por 7.6) y entonces

BC ⊂ BC1
∩ · · · ∩BCn ,

ya que si f ∈ BC existe un ideal primo I de C tal que f ∈ CI , pero entonces
Ii = I ∩ Ci es un ideal primo en Ci y f ∈ CIi ⊂ BCi . Como X es compacto,
existe f ∈

⋂
C
BC. Sea I0 = {f(b) | b ∈ B}.

Vamos a probar que I0 es un ideal primo en B. Ante todo, si b ∈ B tenemos
que f(b) ∈ {b, b′} ∩ I0, es decir, que b ∈ I0 o bien b′ ∈ I0.

Para cada b ∈ B, consideramos el álgebra C generada por b y sea I un ideal
primo en ella tal que f ∈ CI . Entonces O = f(O) ∈ I, luego O ∈ I0 y f(b) ∈ I0,
luego f(b) 6= 1l, luego 1l /∈ I0.

Si f(b) ∈ I0 y c ≤ f(b), consideramos el álgebra C generada por b y c y
consideramos un ideal primo I en C tal que f ∈ CI . Entonces f(b) ∈ I, luego
c ∈ I, luego c = f(c) ∈ I0.

Finalmente, si f(b), f(c) ∈ I0, consideramos el álgebra C generada por b y
c y tomamos un ideal primo I tal que f ∈ CI . Entonces f(b), f(c) ∈ I, luego
f(b) ∨ f(c) ∈ I, luego f(b) ∨ f(c) = f(f(b) ∨ f(c)) ∈ I0.

Con esto queda probado que I0 es un ideal primo.

Más aún:
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Teorema 10.11 (TU) Todo producto de espacios compactos de Hausdorff no
vacíos es no vacío.

Demostración: Sea X =
∏
i∈I

Xi un producto de espacios de Hausdorff
compactos no vacíos.

Sea Z el conjunto de todas las funciones f tales que

Df ⊂ I ∧
∧
i ∈ Df f(i) ∈ Xi.

Para cada i ∈ I, sea Zi = {f ∈ Z | i ∈ Df}. Es claro que los conjuntos Zi
forman una familia de subconjuntos de Z con la propiedad de la intersección
finita, luego generan un filtro que, a su vez, está contenido en un ultrafiltro U .

Para cada i ∈ I, es fácil ver que el conjunto

Ui = {A ∈ PXi | {f ∈ Z | i ∈ Df ∧ f(i) ∈ A} ∈ U}

es un ultrafiltro en Xi. (Aquí usamos que, como Zi ∈ U , se cumple Xi ∈ Ui.)
Pero un ultrafiltro Ui convergente en un espacio de Hausdorff tiene un único
límite xi, con lo que hemos determinado un punto x ∈ X.

Álgebras de Lindenbaum Los axiomas que definen las álgebras de Boole
pueden interpretarse como las propiedades de la unión, la intersección y el com-
plemento de conjuntos, pero también como propiedades de las sentencias de
una teoría formal. La relación precisa entre las álgebras de Boole y la lógica
se realiza a través del concepto de álgebra de Lindenbaum, que presentamos a
continuación:

Definición 10.12 Sea T una teoría sobre un lenguaje formal L. Definimos en
Sent(L) la relación de equivalencia dada por

α ∼ β syss T � α↔ β.

Observemos que esto equivale también a que, en cada modelo de T , las
sentencias α y β sean ambas verdaderas o ambas falsas, por lo que claramente
es una relación de equivalencia.

Llamaremos BT al conjunto cociente de Sent(T ) respecto de la relación de
equivalencia que acabamos de definir.

De este modo, si p ∈ BT , en cada modelo de T las sentencias de p son todas
verdaderas o todas falsas, y si p, q ∈ BT cumplen p 6= q, existe un modelo en el
que las sentencias de p son verdaderas y las de q falsas o viceversa.

Es inmediato que las operaciones ∧, ∨ y ′ en BT dadas por

[α] ∧ [β] = [α ∧ β], [α] ∨ [β] = [α ∨ β], [α]′ = [¬α]

están bien definidas (en el sentido de que no dependen de los representantes
elegidos para calcularlas) y convierten a BT en un álgebra de Boole con

1l = T, O = 1l′.



398 Capítulo 10. Elementos de teoría de modelos

(Así, 1l está formado por las sentencias de T , es decir, las sentencias que son
verdaderas en todo modelo de T , mientras que O contiene a todas las sentencias
que son falsas en todo modelo de T .)

El álgebra BT se llama álgebra de Lindenbaum de la teoría T .

Es claro que el álgebra BT es degenerada si y sólo si T es contradictoria,
mientras que BT es trivial (es decir, cumple BT = {O, 1l}) si y sólo si T es
completa.

Esto sucede, por ejemplo, con todas las teorías de la forma T (M), para un
modelo M .

Según las definiciones de → y ↔ dadas para álgebras de Boole arbitrarias,
es claro que

[α]→ [β] = [α→ β], [α]↔ [β] = [α↔ β].

A su vez, [α] ≤ [β] equivale a que siempre que α es verdadera en un modelo de
T sucede que β también lo es.

Teorema 10.13 (TU) Si T es una teoría consistente sobre un lenguaje for-
mal L, los filtros del álgebra BT se corresponden biunívocamente con las teorías
consistentes que contienen a T . La correspondencia viene dada por

F 7→ TF = {α ∈ Sent(L) | [α] ∈ F}, T ′ 7→ FT ′ = {[α] ∈ BT | α ∈ T ′}.

Demostración: Observemos que TF es una teoría, pues si TF � φ entonces
existe ∆ ⊂ TF finito tal que ∆ � φ, luego, si ∆ = {δ1, . . . , δn}, tenemos que
[δ1 ∧ · · · ∧ δn] ∈ F y [δ1 ∧ · · · ∧ δn] ≤ [φ], luego [φ] ∈ F , luego φ ∈ TF .

Además TF es finitamente consistente, pues si α1, . . . , αn ∈ TF , entonces
[α1 ∧ · · · ∧ αn] ∈ F , luego [α1 ∧ · · · ∧ αn] 6= O, luego la conjunción tiene
un modelo, que también será un modelo de {α1, . . . , αn}. Por el teorema de
compacidad TF es consistente.

El resto del teorema es inmediato.

En particular, los ultrafiltros de BT (es decir, los puntos del espacio de Stone
S(BT )) se corresponden con las teorías (consistentes) completas que contienen
a T o, equivalentemente, a las teorías de la forma T (M), dondeM es un modelo
de T .

Si Γ es un conjunto de sentencias finitamente consistentes, entonces el con-
junto X = {[α] ∈ BT | α ∈ Γ} tiene propiedad de la intersección finita, luego
genera un filtro F que se corresponde con la teoría axiomatizada por Γ.

Órdenes totales Sabemos que AE equivale a que todo conjunto puede ser
bien ordenado. Con TU podemos demostrar que todo conjunto puede ser total-
mente ordenado. Podemos probar un poco más:

Teorema 10.14 (TU) Todo orden parcial en un conjunto X puede extenderse
hasta un orden total.
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Demostración: Sea ≤ el orden parcial dado en X. Consideremos un
lenguaje formal L que tenga como constantes a los elementos de X y además
un relator diádico �. Sea Γ el conjunto formado por las sentencias siguientes
(donde p, q, r son constantes cualesquiera):

1. p � p,

2. p � q ∧ q ≤ p→ p = q,

3. p � q ∧ q � r → p � r,

4. p � q ∨ q � p,

5. p � q si p ≤ q.

Si ∆ es un subconjunto finito de Γ, sea X0 ⊂ X el conjunto (finito) de
todas las constantes que aparecen en alguna sentencia de ∆. Entonces X0 es
un conjunto finito parcialmente ordenado por ≤, y es fácil ver que ≤ puede
extenderse a un orden total en X0 (por ejemplo, como la relación < está bien
fundada, podemos considerar su rango y definir x ≤∗ y ↔ rang(x) ≤ rang(y)).
Con tal extensión, X0 se convierte en un modelo de ∆, luego Γ es finitamente
consistente y, por lo tanto, consistente. Si M es un modelo de Γ, entonces la
relación en X dada por

p ≤∗ q ↔M � p � q

es un orden total en X que extiende al orden dado ≤.

Como consecuencia inmediata:

Teorema 10.15 (TU) Toda familia de conjuntos finitos tiene una función de
elección.

Demostración: Basta considerar un orden total ≤ en
⋃
X, de modo que

cada x ∈ X está totalmente ordenado (luego bien ordenado, al ser finito) por la
restricción de ≤, luego si no es vacío podemos escoger en él su mínimo elemento.

Observemos que el teorema anterior es un caso particular de 10.11.

Modelos infinitos Una teoría formal puede tener únicamente modelos finitos.
Por ejemplo, si una teoría consistente contiene entre sus sentencias a∨

uvwxyz
∧
s(s = u ∨ s = u ∨ s = v ∨ s = x ∨ s = y ∨ s = z),

entonces todos sus modelos tendrán a lo sumo 6 elementos. Si exigimos además
que u, v, w, x, y, z sean distintos dos a dos, podemos exigir que todos los modelos
tengan exactamente 6 elementos. Ahora bien, el teorema de compacidad implica
que ninguna teoría puede garantizar que todos sus modelos sean finitos sin
imponer una cota concreta (finita) al cardinal de dichos modelos:
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Teorema 10.16 (TU)10 Si una teoría T tiene modelos finitos de cardinal ar-
bitrariamente grande, entonces tiene modelos infinitos.

Demostración: Sea L el lenguaje de T y sea L′ el lenguaje que resulta de
añadir a L un conjunto numerable de constantes {cn}n∈ω. Sea Γ el conjunto
de sentencias de L′ formado por las sentencias de T y las de la forma cm 6= cn,
para todo m 6= n.

Entonces Γ es finitamente consistente, pues si ∆ es un subconjunto finito
de Γ, sea k el número de constantes cn que aparecen en las sentencias de ∆.
Por hipótesis, T tiene un modelo M de cardinal mayor que k, y dicho modelo
M se convierte en un modelo de ∆ sin más que interpretar las k constantes cn
que aparecen en las sentencias de ∆ como k elementos distintos de M y el resto
de ellas como cualquier elemento prefijado de M .

Por el teorema de compacidad Γ tiene un modelo M , que en particular es
un modelo de T en el que las constantes {cn | n ∈ ω} tienen interpretaciones
distintas dos a dos, luego M es infinito.

En la sección siguiente incidiremos en este uso del teorema de compacidad
para construir modelos de cardinal grande de una teoría dada.

10.3 Submodelos, inmersiones
Estudiamos ahora las aplicaciones que relacionan dos modelos de un mismo

lenguaje formal.

Definición 10.17 Una inmersión i : N −→M entre dos modelos de un mismo
lenguaje formal L es una aplicación que verifica las propiedades siguientes:

1. Para toda constante c de L se cumple que i(N(c)) = M(c).

2. Para todo relator n-ádico R de L se cumple que∧
a1 . . . an ∈ N(N(R)(a1, . . . , an)↔M(R)(i(a1), . . . , i(an))).

3. Para todo funtor n-ádico f de L se cumple que∧
a1 . . . an ∈ N(i(N(f)(a1, . . . , an)) = M(f)(i(a1), . . . , i(an))).

Observemos que la propiedad b) aplicada al igualador implica que toda in-
mersión es inyectiva. Una inmersión biyectiva es un isomorfismo de modelos.
Por ejemplo, una inmersión entre dos anillos unitarios (vistos como modelos
del lenguaje de la teoría de anillos) no es más que un monomorfismo de anillos
unitarios en el sentido algebraico usual.

Diremos que un modelo N es un submodelo de un modelo M del mismo
lenguaje formal si N ⊂M y la inclusión es una inmersión.

Supongamos que M es un modelo de un lenguaje L y que N ⊂ M es un
subconjunto de M con las propiedades siguientes:

10Si el lenguaje de la teoría es numerable, este teorema no requiere TU, pues podemos usar
la versión 10.6 del teorema de compacidad.
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1. M(c) ∈ N para toda constante c de L.

2. M(f)|Nn : Nn −→ N , para todo funtor n-ádico f de L.

Entonces N admite una única estructura de submodelo de M . De hecho,
ésta es una definición alternativa de submodelo.

Por ejemplo, los submodelos de un anillo unitario (visto como modelo del
lenguaje de la teoría de anillos) son simplemente los subanillos unitarios (es
decir, con la misma unidad) en el sentido algebraico usual.

De las definiciones se sigue inmediatamente que la imagen de una inmersión
es un submodelo y que, equivalentemente, una inmersión entre dos modelos es
un isomorfismo de uno en un submodelo del otro.

Teorema 10.18 Si i : N −→ M es una inmersión entre dos modelos de un
mismo lenguaje formal L, t(x1, . . . , xn) es un término de L y a1, . . . an ∈ N ,
entonces

i(N(t)[a1, . . . , an]) = M(t)[i(a1), . . . , i(an)].

Demostración: Por inducción sobre la longitud de t. Si t = xi es una
variable tenemos simplemente que

i(N(xi)[a1, . . . , an]) = i(ai) = M(xi)[i(a1), . . . , i(an)].

Si t = c es una constante queda

i(N(c)[a1, . . . , an]) = i(N(c)) = M(c) = M(c)[i(a1), . . . , i(an)].

Si t = ft1 · · · tm y el teorema es cierto para t1, . . . , tm entonces

i(N(t)[a1, . . . , an]) = i(N(f)(N(t1)[a1, . . . , an], . . . , N(tm)[a1, . . . , an]))

= M(f)(i(N(t1)[a1, . . . , an]), . . . , i(N(tm)[a1, . . . , an])

= M(f)(M(t1)[i(a1), . . . , i(an)], . . . ,M(tm)[i(a1), . . . , i(an)])

= M(t)[i(a1), . . . , i(an)].

Con esto podemos probar que dos modelos isomorfos satisfacen las mismas
sentencias:

Teorema 10.19 Si i : N −→ M es un isomorfismo entre dos modelos de un
mismo lenguaje formal L, φ(x1, . . . , xn) es una fórmula de L y a1, . . . , an ∈ N ,
entonces

N � φ[a1, . . . , an] syss M � φ[i(a1), . . . , i(an)].
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Demostración: Por inducción sobre la longitud de φ. Si φ = Rt1 · · · tm,
usamos el teorema anterior:

N � φ[a1, . . . , an] syss N(R)(N(t1)[a1, . . . , an], . . . , N(tm)[a1, . . . , an])

syss M(R)(i(N(t1)[a1, . . . , an]), . . . , i(N(tm)[a1, . . . , an]))

syss M(R)(M(t1)[i(a1), . . . , i(an)]), . . . , N(tm)[i(a1), . . . , i(an)])

syss M � φ[i(a1), . . . , i(an)].

Si φ ≡ ¬α, entonces, aplicando a α la hipótesis de inducción:

N � φ[a1, . . . , an] syss ¬N � α[a1, . . . , an] syss ¬M � α[i(a1), . . . , i(an)]

syss M � φ[i(a1), . . . , i(an)].

El caso φ = α → β es similar. Supongamos por último que φ =
∧
xα.

Entonces
N � φ[a1, . . . , an] syss

∧
a ∈ N N � α[a, a1, . . . , an]

syss
∧
a ∈ N M � α[i(a), i(a1), . . . , i(an)]

syss
∧
a ∈M M � α[a, i(a1), . . . , i(an)] syss M � φ[i(a1), . . . , i(an)],

donde hemos usado que, como i es biyectiva, cuando a recorre N se cumple que
i(a) recurre M .

Definición 10.20 Diremos que dos modelos M y N de un mismo lenguaje
formal L son elementalmente equivalentes si satisfacen las mismas sentencias,
es decir, si para toda sentencia φ de L se cumple que

M � φ↔ N � φ.

Usaremos la notación M ∼= N para indicar que M y N son isomorfos (es
decir, que existe un isomorfismo entre ellos), y la notación M ≡ N para indicar
que son elementalmente equivalentes. Acabamos de probar que si N ∼= M
entonces N ≡M . Pronto veremos ejemplos de que el recíproco no es cierto.

El teorema anterior no es válido para inmersiones arbitrarias, pero hay in-
mersiones que lo cumplen sin ser isomorfismos:

Definición 10.21 Una inmersión elemental i : N −→ M entre dos modelos
de un mismo lenguaje formal L es una aplicación tal que para toda fórmula
φ(x1, . . . , xn) de L se cumple∧

a1 · · · an ∈ N(N � φ[a1, . . . , an]↔M � φ[i(a1), . . . , i(an)]).



10.3. Submodelos, inmersiones 403

Observemos que esto implica que i es una inmersión. En efecto, para de-
mostrar que conserva a una constante c basta considerar la fórmula x = c, para
probar que conserva un relator n-ádico R basta considerar la fórmula Rx1 · · ·xn
y para probar que conserva un funtor n-ádico f basta considerar la fórmula
x = fx1 · · ·xn.

Diremos que N es un submodelo elemental de un modelo M (y lo represen-
taremos por N ≺ M) si N ⊂ M y la inclusión i : N −→ M es una inmersión
elemental. A su vez esto equivale a que para toda fórmula φ(x1, . . . , xn) de L

se cumple ∧
a1 · · · an ∈ N(N � φ[a1, . . . , an]↔M � φ[a1, . . . , an]).

En particular, N es un submodelo de N .

Notemos que si existe una inmersión elemental i : N −→M o, en particular,
si N ≺M , entonces N ≡M .

Ejemplo Consideremos a R como modelo del lenguaje de la teoría de anillos.
Entonces Q es un submodelo de R, pero no es un submodelo elemental. Por
ejemplo, si φ(x) =

∨
y x = y · y entonces R � φ[2] pero Q � ¬φ[2].

El teorema siguiente proporciona una caracterización muy importante de los
submodelos elementales. Su interés radica en que sólo involucra la noción de
satisfacción en un modelo en vez de en dos.

Teorema 10.22 Un subconjunto N ⊂M de un modelo M de un lenguaje for-
mal L es un submodelo elemental si y sólo si para toda fórmula φ(x, x1, . . . , xn)
de L se cumple∧
a1 · · · an ∈ N(

∨
a ∈MM � φ[a, a1, . . . , an]→

∨
a ∈ NM � φ[a, a1, . . . , an]).

Demostración: Veamos en primer lugar que N es un submodelo. Si c
es una constante de L entonces

∨
a ∈ MM � (x = c)[a], luego por hipótesis∨

a ∈ NM � (x = c)[a], lo que equivale a que M(c) ∈ N .
Similarmente, si f es un funtor n-ádico de L y a1, . . . , an ∈ N , entonces

es claro que
∨
a ∈ MM � x = fx1 · · ·xn[a, a1, . . . , an], luego por hipótesis

también se cumple
∨
a ∈ NM � x = fx1 · · ·xn[a, a1, . . . , an], lo cual equivale a

que M(f)(a1, . . . , an) ∈ N . Esto prueba que N es ciertamente un submodelo
de M , luego la inclusión i : N −→M es una inmersión.

Ahora probamos que para toda fórmula φ(x1, . . . , xn) de L y todos los
a1, . . . , an ∈ N se cumple

N � φ[a1, . . . , an]↔M � φ[a1, . . . , an].

Lo demostramos por inducción sobre φ. Los primeros casos son idénticos a
los de la demostración de 10.19 (teniendo en cuenta que aquí podemos omitir
la inmersión i, porque es la inclusión). Sólo hay que considerar el caso en que
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φ =
∧
xα y que el teorema es válido para α. Por los casos precedentes también

vale para ¬α. Por consiguiente,

N �
∧
xα[a1, . . . , an]↔

∧
a ∈ NN � α[a, a1, . . . , an]

↔ ¬
∨
a ∈ NN � ¬α[a, a1, . . . , an]↔ ¬

∨
a ∈ NM � ¬α[a, a1, . . . , an]

↔ ¬
∨
a ∈MM � ¬α[a, a1, . . . , an]↔M �

∧
xα[a1, . . . , an].

El recíproco es muy simple: si N es un submodelo elemental,∨
a ∈M M � φ[a, a1, . . . , an]→M �

∨
xφ(x)[a1, . . . , an]

→ N �
∨
xφ(x)[a1, . . . , an]→

∨
a ∈ N N � φ[a, a1, . . . , an]

→
∨
a ∈ N M � φ[a, a1, . . . , an].

De aquí podemos obtener una técnica para construir submodelos elementales.
Para ello necesitamos algunas definiciones:

Definición 10.23 SeaM un modelo de un lenguaje formal L y fijemos un orden
total en el conjunto de las variables de L. Para cada fórmula φ(x0, . . . , xn) con
n + 1 variables libres (ordenadas de modo que x0 < x1 < · · · < xn) diremos
que una función hφ : Mn −→ M es una función de Skolem para φ si cuando
a1, . . . , an ∈M y

∨
a ∈MM � φ[a, a1, . . . , an] entonces

M � φ[hφ(a1, . . . , an), a1, . . . , an].

Claramente (suponiendo AE) toda fórmula φ con al menos dos variables
libres tiene una función de Skolem, que en general no será única. Seleccionamos
una función de Skolem hφ para cada fórmula de L con al menos dos variables
libres.

Si X ⊂ M definimos N0(X) = X y Nk+1(X) = Nk(X) ∪
⋃
φ

hφ[Nk(X)],

donde hay que entender que si la fórmula φ tiene n+ 1 variables libres entonces
hφ[Nk(X)] es en realidad hφ[Nk(X)n]. El núcleo de Skolem deX enM (respecto
a las funciones de Skolem escogidas) es

N(X) =
⋃
k∈ω

Nk(X).

Teorema 10.24 (AE) Si M es un modelo de un lenguaje formal L y X ⊂M
es un conjunto no vacío, entonces X ⊂ N(X) ≺M y |N(X)| = |X| · |L| (donde
|L| es el cardinal del conjunto de signos de L).

Demostración: Es claro que el cardinal del conjunto de fórmulas de L (con
al menos dos variables libres) es exactamente |L|. Por lo tanto hay |L| funciones
de Skolem. De aquí se sigue fácilmente que |N(X)| = |X|·|L|. Sólo queda probar
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que N(X) ≺M . Usaremos el teorema anterior. Para ello tomamos una fórmula
φ(x, x1, . . . , xn) junto con a1, . . . , an ∈ N(X) y suponemos que∨

a ∈MM � φ[a, a1, . . . , an].

No perdemos generalidad si suponemos que n ≥ 1, pues en caso contrario
cambiamos φ(x) por φ(x) ∧ x1 = x1, y tomamos cualquier a1 ∈ N(X), así como
que las variables están ordenadas respecto del orden prefijado en el conjunto de
todas ellas). Existirá un k ∈ ω tal que a1, . . . , an ∈ Nk(X). Por lo tanto
a = hφ(a1, . . . , an) ∈ N(X) cumple a ∈ N(X) ∧M � φ[a, a1, . . . , an].

En particular tenemos:

Teorema 10.25 (Teorema descendente de Löwenheim-Skolem) (AE)
Si M es un modelo de un lenguaje formal L y κ es un cardinal que cumple
|L| ≤ κ ≤ |M |, entonces M tiene un submodelo elemental de cardinal κ.

(Basta tomar N(X), donde X ⊂M tiene cardinal κ.)

Combinando esto con el teorema de compacidad obtenemos:

Teorema 10.26 (Teorema ascendente de Löwenheim-Skolem) (AE)
SiM es un modelo infinito de un lenguaje formal L y κ ≥ |M ||L| es un cardinal,
entonces existe una inmersión elemental de M en un modelo de cardinal κ.

Demostración: Sea L′ un lenguaje que tenga una nueva constante ca para
cada a ∈M , sea M ′ el modelo M extendido a modelo de L′ interpretando cada
constante ca como a. Sea T ′ = T (M ′). Sea L′′ el lenguaje que resulta de añadir
a L′ un conjunto de constantes {dα}α<κ. sea Γ′′ el conjunto formado por las
sentencias de T ′ más todas las de la forma dα 6= dβ , para todo par de ordinales
α 6= β.

Entonces Γ′′ es finitamente consistente, pues si ∆ es un subconjunto finito de
Γ′′ un modelo de ∆ se obtiene extendiendo M ′ de modo que las constantes dα
que aparezcan en ∆ se interpreten como objetos distintos en M ′, y las que no
aparezcan en ∆ como un mismo objeto cualquiera de M .

Por el teorema de compacidad existe un modelo M ′′ de Γ′′, en el cual las
constantes dα tienen interpretaciones distintas, luego |M ′′| ≥ κ. En particular,
M ′′ es un modelo de T ′.

Sea i : M −→M ′′ la aplicación dada por i(a) = M ′′(ca). Claramente es una
inmersión elemental, pues

M � φ[a1, . . . , an]→M ′ � φ(ca1 , . . . , can)→M ′′ � φ(ca1 , . . . , can)

→M ′′ � φ[i(a1), . . . , i(an)].

Sea X ⊂ M ′′ cualquier conjunto de cardinal κ y sea N = N(i[M ] ∪X) � M ′′.
Entonces |N | = κ y se cumple que i : M −→ N . Además es claro que i también
es una inmersión elemental en N , pues

M � φ[a1, . . . , an]→M ′′ � φ[i(a1), . . . , i(an)]→ N � φ[i(a1), . . . , i(an)].
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Combinando los dos teoremas anteriores vemos que si una teoría tiene un
modelo infinito, entonces tiene modelos de todos los cardinales mayores o iguales
que el cardinal de su lenguaje formal.

La definición del núcleo de Skolem no es constructiva por la elección arbitra-
ria de las funciones de Skolem. El teorema siguiente nos da una representación
de los elementos de un núcleo de Skolem que compensa en parte este inconve-
niente. Primero necesitamos una definición.

Definición 10.27 Sea M un modelo de un lenguaje formal L. Supongamos
escogidas unas funciones de Skolem para M . Sea L el lenguaje formal que
resulta de añadirle a L un funtor Fφ por cada función de Skolem hφ. Es claro
que M se convierte en un modelo de L sin más que establecer M(Fφ) = hφ.
Los términos de L construidos únicamente con variables y funtores Fφ se llaman
términos de Skolem.

Teorema 10.28 SeaM un modelo de un lenguaje formal L y X un subconjunto
no vacío. Entonces

N(X) = {M(t)[a1, . . . , an] | t es un término de Skolem ∧ a1, . . . , an ∈ X}.

Demostración: Veamos queM(t)[a1, . . . , an] ∈ N(X) por inducción sobre
la longitud de t. Si t = xi es una variable entonces M(t)[a1, . . . , an] = ai ∈ X.
Si t = Fφt1 · · · tm, donde cada ti es un término de Skolem, entonces

M(t)[a1, . . . , an] = hφ(M(t1)[a1, . . . , an], . . . ,M(tm)[a1, . . . , an]).

Por hipótesis de inducción cada M(ti)[a1, . . . , an] está en N(X), luego to-
dos ellos están en un cierto Nk(X), para un número natural k suficientemente
grande, y entonces es claro que M(t)[a1, . . . , an] ∈ Nk+1(X).

Recíprocamente, vamos a probar por inducción sobre k que cada Nk(X) está
contenido en el conjunto del enunciado. Para k = 0 es trivial. Si vale para k,
tomamos a ∈ Nk+1(X) y distinguimos dos casos: si a ∈ Nk(X) concluimos por
hipótesis de inducción; en caso contrario a ∈ hφ[Nk(X)], para cierta función de
Skolem hφ, es decir, existen b1, . . . , bm ∈ Nk(X) tales que a = hφ(b1, . . . , bm).
Por hipótesis de inducción bi = M(ti)[a1, . . . , an], para ciertos a1, . . . , an ∈ X y
ciertos términos de Skolem ti. Por consiguiente

a = M(Fφ)(M(t1)[a1, . . . , an], . . . ,M(tm)[a1, . . . , an])

= M(Fφt1 · · · tm)[a1, . . . , an],

luego se cumple la conclusión con el término de Skolem t = Fφt1 · · · tm.

Como aplicación demostramos lo siguiente:

Teorema 10.29 SeaM un modelo de un lenguaje formal L y X un subconjunto
no vacío. Sea N = N(X). Entonces las restricciones a N de las funciones de
Skolem de M son funciones de Skolem para N y el núcleo de Skolem de X en
N respecto a estas restricciones es N .
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Demostración: Si φ(x0, x1, . . . , xn) es una fórmula de L (con una orde-
nación de sus variables), es claro que hφ|Nn : Nn −→ N . Como N ≺ M , si
a1, . . . , an ∈ N y ∨

a ∈ NN � φ[a, a1, . . . , an],

también ∨
a ∈MM � φ[a, a1, . . . , an],

luego
M � φ[hφ(a1, . . . , an), a1, . . . , an],

y de nuevo porque N ≺ N concluimos que

N � φ[hφ(a1, . . . , an), a1, . . . , an].

Esto prueba que hφ es una función de Skolem para φ en N . Por el teorema
anterior, si a ∈ N entonces a = M(t)[a1, . . . , an], donde t es un término de
Skolem y a1, . . . , an ∈ X. Ahora bien, es claro que N es un submodelo de
M (no necesariamente elemental) cuando consideramos a ambos como modelos
de L, luego por el teorema 10.18 tenemos que a = N(t)[a1, . . . , an], luego el
teorema anterior nos da que a está en el núcleo de Skolem de X en N .

10.4 Ultraproductos
Presentamos ahora otra técnica de construcción de modelos que proporciona

una demostración más natural del teorema de compacidad y, sobre todo, una
descripción más útil y manejable de los modelos construidos.

Definición 10.30 Sea {Mi}i∈I una familia de modelos de un lenguaje formal
L y sea U un ultrafiltro en I. Definimos en

∏
i∈I

Mi la relación dada por

f =U g ↔ {i ∈ I | f(i) = g(i)} ∈ U.

Se comprueba sin dificultad que =U es una relación de equivalencia, por lo
que podemos considerar el conjunto cociente, al que llamaremos ultraproducto
de la familia dada, y lo representaremos por

∏
i∈I

UMi.

Definimos en el ultraproducto M la siguiente estructura de modelo de L:

• Si c es una constante de L, definimos M(c) = [c̄], donde c̄ ∈
∏
i∈I
Mi es la

función dada por c̄(i) = Mi(c).

• Si R es un relator n-ádico de L, entonces

M(R)([f1], . . . , [fn])↔ {i ∈ I |Mi(R)(f1(i), . . . , fn(i))} ∈ U.

• Si F es un funtor n-ádico de L, entoncesM(F )([f1], . . . , [fn]) = [f ], donde

f(i) = Mi(F )(f1(i), . . . , fn(i)).

Se comprueba sin dificultad que estas relaciones y funciones están bien defi-
nidas, así como que el igualador se interpreta como la igualdad.
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Nota Observemos que si el ultrafiltro U es principal, es decir, si

U = {A ∈ PI | i0 ∈ A},

entonces [f ] = [g]↔ f(i0) = g(i0), por lo que la aplicación φ :
∏
i∈I

UMi −→ Mi0

dada por φ([f ]) = f(i0) es biyectiva, y claramente es un isomorfismo de modelos.
Por lo tanto en este caso la construcción no aporta nada.

Teorema 10.31 (Teorema fundamental de los ultraproductos) (AE)
Consideremos una familia {Mi}i∈I de modelos de un lenguaje formal L y sea U
un ultrafiltro en I. Si φ(x1, . . . , xn) ∈ Form(L) y f1, . . . , fn ∈

∏
i∈I

Mi, entonces

∏
i∈I

UMi � φ[[f1], . . . , [fn]]↔ {i ∈ I |Mi � φ[f1(i), . . . , fn(i)]} ∈ U.

En particular, si φ es una sentencia,∏
i∈I

UMi � φ↔ {i ∈ I |Mi � φ} ∈ U.

Demostración: Sea t(x1, . . . , xn) un término de L y f1, . . . , fn ∈
∏
i∈I
Mi.

Veamos que (∏
i∈I

UMi

)
(t)[[f1], . . . , [fn]] = [g],

donde g(i) = Mi(t)[f1(i), . . . , fn(i)].

Lo probamos por inducción sobre la longitud de t. Si t(x1, . . . , xn) = xi,
entonces el miembro izquierdo es [fi], y g = fi, luego se cumple la igualdad.

Si t(x1, . . . , xn) = c, donde c es una constante de L, entonces el miembro
izquierdo es [c̄] y g = c̄, luego se cumple la igualdad.

Si t(x1, . . . , xn) = Ft1(x1, . . . , xn) · · · tr(x1, . . . , xn), donde F es un funtor
r-ádico de L, entonces (∏

i∈I

UMi

)
(t)[[f1], . . . , [fn]]

=
(∏
i∈I

UMi

)
(F )
((∏

i∈I

UMi

)
(t1)[[f1], . . . , [fn]], . . . ,

(∏
i∈I

UMi

)
(tr)[[f1], . . . , [fn]]

)
=
(∏
i∈I

UMi

)
(F )([g1], . . . , [gr]) = [g],

donde gj(i) = Mi(tj)[f1(i), . . . , fn(i)] (por hipótesis de inducción) y

g(i) = Mi(F )(g1(i), . . . , gr(i)) = Mi(t)[f1(i), . . . , fn(i)].

Veamos ahora el teorema por inducción sobre la longitud de φ.
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Si φ(x1, . . . , xn) = Rt1(x1, . . . , xn) · · · tr(x1, . . . , xn), donde R es un relator
r-ádico de L, entonces ∏

i∈I

UMi � φ[[f1], . . . , [fn]]

↔
(∏
i∈I

UMi

)
(R)
((∏

i∈I

UMi

)
(t1)[[f1], . . . , [fn]], . . . ,

(∏
i∈I

UMi

)
(tr)[[f1], . . . , [fn]]

)
↔
(∏
i∈I

UMi

)
(R)([g1], . . . , [gr]),

donde, según hemos probado, gj(i) = Mi(tj)[f1(i), . . . , fn(i)]. Esto equivale a

{i ∈ I |Mi(R)[g1(i), . . . , gr(i)]} ∈ U ↔ {i ∈ I |Mi � φ[f1(i), . . . , fn(i)]} ∈ U.

Si φ(x1, . . . , xn) = ¬ψ(x1, . . . , xn) y el teorema vale para ψ, entonces∏
i∈I

UMi � φ[[f1], . . . , [fn]]↔ ¬
∏
i∈I

UMi � ψ[[f1], . . . , [fn]]

↔ {i ∈ I |Mi � ψ[f1(i), . . . , fn(i)]} /∈ U

↔ {i ∈ I |Mi � φ[f1(i), . . . , fn(i)]} ∈ U.

Si φ(x1, . . . , xn) = ψ(x1, . . . , xn) → χ(x1, . . . , xn) y el teorema vale para ψ
y χ, probaremos la coimplicación de las negaciones, es decir, que

¬
∏
i∈I

UMi � (ψ → χ)[[f1], . . . , [fn]]

↔ {i ∈ I |Mi � (ψ → χ)[f1(i), . . . , fn(i)]} /∈ U

En efecto,
¬
∏
i∈I

UMi � (ψ → χ)[[f1], . . . , [fn]]

↔
∏
i∈I

UMi � ψ[[f1], . . . , [fn]] ∧ ¬
∏
i∈I

UMi � χ[[f1], . . . , [fn]]

↔ {i ∈ I |Mi � ψ[f1(i), . . . , fn(i)]} ∈ U

∧ {i ∈ I |Mi � ¬χ[f1(i), . . . , fn(i)]} ∈ U

↔ {i ∈ I |Mi � ψ[f1(i), . . . , fn(i)]} ∩ {i ∈ I |Mi � ¬χ[f1(i), . . . , fn(i)]} ∈ U

↔ {i ∈ I | ¬Mi � (ψ → χ)[f1(i), . . . , fn(i)]} ∈ U

↔ {i ∈ I |Mi � (ψ → χ)[f1(i), . . . , fn(i)]} /∈ U.

Si φ(x1, . . . , xn) =
∧
xψ(x, x1, . . . , xn) y el teorema vale para ψ, probaremos

también la coimplicación de las negaciones:

¬
∏
i∈I

UMi �
∧
xψ[[f1], . . . , [fn]]

↔ {i ∈ I |Mi �
∧
xψ[f1(i), . . . , fn(i)]} /∈ U.
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En efecto:

¬
∏
i∈I

UMi �
∧
xψ[[f1], . . . , [fn]]↔

∨
f ∈

∏
i∈I
Mi¬

∏
i∈I

UMi � ψ[[f ], [f1], . . . , [fn]]

↔
∨
f ∈

∏
i∈I
Mi {i ∈ I |Mi � ψ[f(i), f1(i), . . . , fn(i)]} /∈ U

↔
∨
f ∈

∏
i∈I
Mi {i ∈ I |Mi � ¬ψ[f(i), f1(i), . . . , fn(i)]} ∈ U. (10.1)

Basta probar que esto equivale a

{i ∈ I |Mi �
∨
x¬ψ[f1(i), . . . , fn(i)]} ∈ U, (10.2)

pues claramente esto equivale a {i ∈ I |Mi �
∧
xψ[f1(i), . . . , fn(i)]} /∈ U .

Si f cumple (10.1), es claro que el conjunto de (10.1) está contenido en el
conjunto de (10.2). Como el primero está en U el segundo también. Recíproca-
mente, si se cumple (10.2), para cada i en el conjunto de (10.2) sea11 f(i) ∈Mi

tal queMi � ¬ψ[f(i), f1(i), . . . , fn(i)] y para los demás i ∈ I tomamos f(i) ∈Mi

arbitrario. Es claro que f cumple (10.1).

Hay un caso particular del teorema anterior que tiene especial interés:

Definición 10.32 Si M es un modelo de un lenguaje formal L, I es un con-
junto y U es un ultrafiltro en I, se define la ultrapotencia UltU (M) como el
ultraproducto

∏
i∈I

UM , que es también12 un modelo de L.

Definimos además jU : M −→ UltU (M) mediante jU (a) = [ca], donde ca es
la función constante dada por

∧
i ∈ I ca(i) = a.

Del teorema anterior se sigue inmediatamente:

Teorema 10.33 Sea M un modelo (que admita un buen orden) de un lenguaje
formal L y U un ultrafiltro en un conjunto I. Entonces jU : M −→ UltU (M)
es una inmersión elemental.

Demostración: Si φ(x1, . . . , xn) ∈ Form(L) y a1, . . . , an ∈M , entonces

M � φ[a1, . . . , an]↔ {i ∈ I |M � φ[ca1(i), . . . , can(i)]} ∈ U

↔ UltU (M) � φ[jU (a1), . . . , jU (an)].

Como aplicación del teorema de los ultraproductos demostramos el teorema
de compacidad:

11Éste es el único punto de la prueba donde se usa AE.
12El teorema fundamental restringido a ultrapotencias se cumple sin suponer AE, pues la

función f en la parte final de la prueba se puede tomar constante.
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Teorema 10.34 (Teorema de compacidad) (AE)13 Un conjunto Γ de sen-
tencias de un lenguaje formal L es consistente si y sólo si es finitamente con-
sistente.

Demostración: Sea I el conjunto de todos los subconjuntos finitos de Γ.
Para cada ∆ ∈ I sea M∆ un modelo de L tal que M∆ � ∆ y sea

I∆ = {E ∈ I |ME � ∆}.

Sea S = {I∆ | ∆ ∈ I}. Claramente S cumple la propiedad de la intersección
finita, pues si ∆1, . . . ,∆n ∈ I y ∆ = ∆1 ∪ · · · ∪∆n, entonces

I∆ ⊂ I∆1
∩ · · · ∩ I∆n

,

y además ∆ ∈ I∆ 6= ∅. Por consiguiente S genera un filtro en I, que a su vez
está contenido en un ultrafiltro U . Si φ ∈ Γ, entonces

{∆ ∈ I |M∆ � φ} = I{φ} ∈ S ⊂ U,

luego por el teorema fundamental
∏

∆∈I

UM∆ � φ, es decir,
∏

∆∈I

UM∆ � Γ.

Admitiendo que TU no implica AE (esto puede ser probado), el teorema
siguiente tiene como consecuencia que TU no implica el teorema fundamental
sobre ultraproductos, ni siquiera su restricción a ultrapotencias.

Teorema 10.35 (TU) El axioma de elección es equivalente a que, para todo
modelo M de un lenguaje formal y todo ultrafiltro U en un conjunto I, la ultra-
potencia UltU (M) es elementalmente equivalente a M .

Demostración: SeaX un conjunto y vamos a probar que tiene una función
de elección. Si llamamos X ′ = {a× {a} | a ∈ X}, basta encontrar una función
de elección en X ′. Alternativamente, podemos suponer que los elementos de X
son disjuntos dos a dos y disjuntos de X. Tampoco perdemos generalidad si
suponemos que todos los elementos de X son no vacíos. Sea M = X ∪

⋃
X.

Consideramos un lenguaje formal L con un relator diádico R y dotamos a
M de estructura de modelo de L interpretando R como la relación R̄ tal que
aRx se cumple cuando a ∈ x ∧ x ∈ X o bien a = x ∈

⋃
X.

Supongamos que X no admite una función de elección y sea I el conjunto
de los Y ⊂ X que sí que admiten una función de elección. Obviamente I es un
ideal en X (aquí usamos que X no admite una función de elección). Sea F = I ′

el filtro dual y sea U un ultrafiltro que lo contenga.

Por hipótesis UltU (M) es elementalmente equivalente a M . Claramente

M �
∧
x
∨
a aRx,

13Marcamos la prueba con AE porque esta prueba usa AE, pero ya hemos visto que puede
demostrarse suponiendo sólo TU.
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luego lo mismo vale en UltU (M). Sea d : X −→ X la identidad y sea conside-
remos la clase [d] ∈ UltU (M). Tenemos que existe una f : X −→ M tal que
[f ] R̄ [d], es decir, que

{a ∈ X | f(a) R̄ d(a)} ∈ U

o, lo que es lo mismo,

A = {a ∈ X | f(a) ∈ a} ∈ U,

pero A tiene una función de elección, luego A ∈ I ⊂ U ′, contradicción.

Modelos no estándar de la aritmética de Peano La aritmética de Peano
(de primer orden) es la teoría formal AP construida sobre el lenguaje Lap cuyos
signos eventuales son una constante 0, un funtor monádico ′ y dos funtores
diádicos + y ·, y cuyos axiomas son las sentencias:

(AP1)
∧
x x′ 6= 0

(AP2)
∧
xy(x′ = y′ → x = y)

(AP3)
∧
x x+ 0 = x

(AP4)
∧
xy(x+ y′ = (x+ y)′)

(AP5)
∧
x x · 0 = 0

(AP6)
∧
xy(xy′ = xy + x)

(AP7)
∧
x1 · · ·xn(φ(0) ∧

∧
x(φ(x)→ φ(x′))→

∧
xφ(x)),

donde φ es cualquier fórmula con variables libres x1, . . . , xn.

Es inmediato que el conjunto N de los números naturales es un modelo de
AP cuando la constante 0 se interpreta como el número natural cero, el funtor ′
se interpreta como la función n 7→ n+1 y los funtores + y · se interpretan como
la suma y el producto de números naturales.

Para cada n ∈ N, podemos definir recurrentemente el término 0(n) de Lap

mediante 0(0) = 0 y 0(n+1) = (0(n))′, de modo que

0(0) = 0, 0(1) = 0′, 0(2) = 0′′, . . .

Es claro entonces que N(0(n)) = n. Un modeloM de AP se dice no estándar
si existe un c ∈M que no es de la forma M(0(n)), para ningún n ∈ N.

El teorema de compacidad implica la existencia de modelos no estándar de
AP, pues basta extender Lap con una constante c y considerar el conjunto de
sentencias Γ = AP ∪ {c 6= 0(n) | n ∈ N}, que es finitamente consistente, pues
todo subconjunto finito de Γ tiene por modelo a N sin más que interpretar c
como un número natural suficientemente grande, y un modelo de Γ es un modelo
no estándar de AP.

Podemos construir un modelo no estándar (relativamente) explícito de AP
mediante una ultrapotencia de N: si U es un ultrafiltro no principal en ω,
entonces M = UltU (N) es un modelo no estándar de AP, pues un ejemplo de
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número natural no estándar es [d], donde d : N −→ N es la identidad. En efecto,
para cada n ∈ N tenemos que M(0(n)) = [cn], y como

{i ∈ N | cn(i) 6= d(i)} = N \ {n} ∈ U,

concluimos que M � 0(n) 6= [d].

En AP podemos definir la fórmula x ≤ y =
∨
z y = z + x, de modo que

N � 0(m) ≤ 0(n) syss m ≤ n.

En la ultrapotencia M se cumple que M � 0(n) ≤ [d] para todo n ∈ N, ya que

{i ∈ N | N � cn(i) ≤ d(i)} = N \ n ∈ U.

Por lo tanto, enM se cumple que [d] es un número natural infinitamente grande.
(De hecho, no es difícil probar que en cualquier modelo no estándar de AP los
números naturales no estándar son mayores que los números estándar.)

Análisis no estándar Similarmente, si fijamos un ultrafiltro U en N y de-
finimos R∗ = UltU (R) (considerando a R como modelo de la teoría de anillos
ordenados), obtenemos un cuerpo ordenado elementalmente equivalente a R que
contiene números naturales infinitamente grandes, pero también a sus inversos,
que son números reales infinitamente pequeños, o infinitésimos, que se com-
portan como los infinitésimos que manejaban los analistas de los siglos XVII y
XVIII.

Más precisamente, consideramos a R como modelo del lenguaje Lao de la teo-
ría de anillos ordenados y, fijado cualquier ultrafiltro U en cualquier conjunto I,
llamamos R∗ = UltU (R) y j : R −→ R∗ a la inmersión elemental natural.

Las condiciones de la definición de cuerpo ordenado pueden expresarse como
fórmulas de Lao, de modo que el hecho de que R sea un cuerpo ordenado equivale
a que es un modelo de la teoría que tiene a dichas fórmulas como axiomas, lo
que implica que R∗ también lo es, luego R∗ es un cuerpo ordenado. Además, j
es un monomorfismo de cuerpos ordenados, pues

[f ] = j(α+ β)↔ {i ∈ I | f(i) = α+ β} ∈ U ↔

{i ∈ I | R � (z = x+ y)[cα(i), cβ(i), f(i)]} ∈ U ↔

R∗ � (z = x+ y)[j(α), j(β), [f ]]↔ [f ] = j(α) + j(β),

luego j(α+ β) = j(α) + j(β), e igualmente se prueba que j(αβ) = j(α)j(β), así
como que α ≤ β ↔ j(α) ≤ j(β).

A partir de aquí podemos considerar que R ⊂ R∗. A los elementos de R∗
los llamaremos números hiperreales. Definimos los hiperreales finitos como los
elementos del conjunto

O = {α ∈ R∗ |
∨
M ∈ R |α| ≤M}.
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Es inmediato comprobar que R ⊂ O ⊂ R∗ es un subanillo ordenado de R∗. Los
hiperreales infinitesimales son los elementos de

o = {δ ∈ R∗ |
∧
ε > 0 |δ| < ε}

(donde hay que entender que ε varía en R, no en R∗).

Es muy sencillo comprobar, a partir de las meras definiciones, que o es un
ideal de O, con la propiedad adicional de que si α ∈ R∗ y δ ∈ o cumplen |α| ≤ δ,
entonces δ ∈ o.

Vamos a probar que la inmersión natural π : R −→ O/o es un isomorfismo
de cuerpos. Es inyectiva porque, claramente, el único número real infinitesimal
es 0. Tomemos α ∈ O y veamos que la clase [α] ∈ O/o tiene una antiimagen
en R. No perdemos generalidad si suponemos que α > 0.

Consideramos el conjunto Sα = {r ∈ R | r < α}, que es no vacío y acotado
superiormente en R (porque α es finito, luego existe un M ∈ R tal que α < M
y M es una cota de Sα). Sea α̂ = supSα ∈ R. Vamos a probar14 que α− α̂ ∈ o,
con lo que tendremos que [α] = π(α̂).

Tomamos ε > 0 y supongamos que |α − α̂| > ε. Si α < α̂, tenemos que
α < α̂ − ε < α̂, luego por definición de supremo tiene que haber un r ∈ Sα tal
que α < α̂ − ε ≤ r < α, contradicción. Si, por el contrario α̂ < α, entonces
α̂ + ε < α, luego α̂ + ε ∈ Sα y α̂ + ε ≤ α̂, que es otra contradicción. Así pues
|α− α̂| ≤ ε para todo ε > 0, luego α− α̂ ∈ o.

Lo que hemos probado es que cada clase de O/o contiene un único número
real. Un enunciado alternativo es el siguiente:

Teorema 10.36 Sea R∗ una ultrapotencia de R. Para cada número hiperreal
finito α ∈ O existe un único número real stα tal que α − stα es infinitesimal.
Además, la aplicación st : O −→ R es un homomorfismo de anillos ordenados.

Demostración: La aplicación st : O −→ O/o
π−1

−→ R es simplemente la
composición de la proyección natural en el cociente con el isomorfismo inverso
de π. Sólo falta probar que st conserva el orden.

En efecto, si α ≤ β son hiperreales finitos, tenemos que

α = stα+ δ, β = stβ + ε,

con δ, ε ∈ o. Entonces stα+ δ ≤ stβ + ε, luego si fuera stβ < stα tendríamos
que

0 < stα− stβ ≤ ε− δ ∈ o,

contradicción, pues un número real positivo no puede ser menor que un infini-
tésimo, luego stα ≤ stβ.

El número stα recibe el nombre de parte estándar de α.
14Notemos que el supremo se toma en R, por lo que no podemos decir que α sea una cota

superior de Sα (en R) y, por consiguiente, no podemos concluir que α̂ ≤ α.
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En principio, nada impide que R∗ = R y que todas las consideraciones
precedentes sean triviales. No obstante, basta con que exista un α ∈ R∗ \ R
para que existan infinitésimos no nulos. En efecto, si α es finito, entonces
α− stα es un infinitésimo no nulo, mientras que si α es infinito, es fácil ver que
1/α es un infinitésimo no nulo.

Podemos garantizar que R∗ 6= R tomando I = ω y un ultrafiltro U en ω no
principal. En tal caso d(n) = n determina un hiperreal α = [d] ∈ R∗ que es
infinito, pues, para todo M ∈ R

{i ∈ ω | cM (i) ≤ d(i)} = ω \ {i ∈ ω | i < M} ∈ U,

porque el último conjunto es finito, luego no está en U . Por consiguiente, tene-
mos que M = [cM ] ≤ [d] = α para todo M ∈ R, luego α es infinito. (Alternati-
vamente, la función f(i) = 1/(i+ 1) determina un infinitésimo no nulo.)

Observemos que toda función f : R −→ R puede extenderse a f∗ : R∗ −→ R∗
mediante f∗([h]) = [h ◦ f ]. Por ejemplo, si f(x) = x2 y α = [h], tenemos que

{i ∈ I | (h ◦ f)(i) = h(i)2} = I ∈ U,

luego f∗(α) = [h ◦ f ] = [h]2 = α2. En general, cada función definible en R∗
puede extenderse a su “análoga no estándar” en R, y es posible definir o ca-
racterizar los conceptos de límite, derivada, integral, etc. de funciones reales en
términos de sus extensiones usando infinitésimos.15 En realidad, con un uso
sistemático de las ultrapotencias es posible abordar en términos infinitesima-
les todo el cálculo diferencial, incluso en variedades diferenciales o en espacios
topológicos arbitrarios.

En B.14 daremos una demostración no estándar de la existencia de subcon-
juntos de R no medibles Lebesgue. Aquí vamos a dar una demostración no
estándar del teorema de Hahn-Banach [T 11.50], que tiene el interés de que
permite sustituir el uso del lema de Zorn por el teorema de los ultrafiltros:

Teorema 10.37 (Hahn-Banach) (TU) Sea V un espacio vectorial sobre R,
sea p : V −→ R una aplicación que cumpla

p(v + w) ≤ p(v) + p(w), p(αv) = αp(v)

para α > 0. Sea W ⊂ V un subespacio vectorial y f : W −→ R un funcional
lineal tal que f(w) ≤ p(w) para todo w ∈W . Entonces existe un funcional lineal
f̄ : V −→ R que extiende a f y tal que f̄(v) ≤ p(v) para todo v ∈ V .

15Por ejemplo, no es difícil demostrar que una función f : R −→ R es derivable en un punto
a ∈ R si y sólo si, para todo infinitésimo no nulo δ, la expresión

f ′(a) = st
f∗(a+ δ)− f∗(a)

δ

es independiente de δ. Por ejemplo, para calcular la derivada de la función f(x) = x2 basta
observar que

f ′(x2) = st
(x+ δ)2 − x2

δ
= st (2x+ δ) = 2x.

Como el resultado es independiente de δ, la función es derivable y su derivada es 2x.
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Demostración: Llamemos I al conjunto de todos los funcionales lineales
f1 : W1 −→ R definidos en subespacios vectoriales W ⊂ W1 ⊂ V y tales que
f1(w) ≤ p(w) para todo w ∈W1.

Para cada v ∈ V , llamamos Iv al conjunto de los f1 ∈ I tales que v ∈ W1.
En la prueba del teorema [T 11.50] mostramos que todo funcional f1 ∈ puede
extenderse a otro f2 ∈ I que tenga a cualquier vector dado en su dominio. Por
lo tanto, la familia {Iv | v ∈ V } tiene la propiedad de la intersección finita,
luego genera un filtro en I, que por TU puede extenderse a un ultrafiltro U .
Llamemos R∗ = UltU (R).

Definimos f∗ : V −→ R∗ como sigue: para cada v ∈ V y f1 ∈ I, llamamos
tv : I −→ R a la aplicación dada por

tv(h) =

{
h(v) si h ∈ Dv,

0 si h /∈ Dv,

y llamamos f∗(v) = [tv] ∈ R∗. Se trata de una aplicación lineal, pues, dados v1,
v2 ∈ V y α, β ∈ R, para todo h ∈ Iv1 ∩ Iv2 tenemos que

tαv1+βv2(h) = h(αv1 + βv2) = αh(v1) + βh(v2) = cα(h)tv1(h) + cβ(h)tv2(h)

y, como Iv1 ∩ Iv2 ∈ U , se cumple que

f∗(αv1 + βv2) = [tαv1+βv2 ] = [cα][tv1 ] + [cβ ][tv2 ] = αf∗(v1) + βf∗(v2).

Si w ∈ W , entonces {h ∈ I | tw(h) = cf(w)(h)} = I ∈ U , luego se cumple
que f∗(w) = f(w).

Además, si v ∈ V y h ∈ Iv, tenemos que th(v) = h(v) ≤ p(v) = cp(v)(h) y,
como Iv ∈ U , concluimos que f∗(v) = [th] ≤ [cp(v)] = p(v).

En particular, −f∗(v) = f∗(−v) ≤ p(−v), luego −p(−v) ≤ f∗(v) ≤ p(v), y
esto prueba que f∗(v) ∈ O. Por consiguiente, podemos definir f̄(v) = st f∗(v),
con lo que tenemos un funcional lineal f̄ : V −→ R que cumple lo requerido,
pues f∗(v) ≤ p(v) implica que st f∗(v) ≤ p(v).

Puede probarse que el teorema de Hahn-Banach no implica el teorema de
los ultrafiltros.



Capítulo XI

El cálculo de particiones

El cálculo de particiones proporciona teoremas de existencia muy genera-
les que pueden aplicarse en los contextos más diversos y a la vez determina
afirmaciones indecidibles que pueden usarse en pruebas de consistencia.

Las ideas de este capítulo provienen de la llamada teoría de Ramsey. En
su formulación más abstracta afirma que en muchos casos podemos garantizar
que una muestra satisface ciertas peculiaridades sin más que exigir que sea lo
suficientemente grande. Por ejemplo, para garantizar la “coincidencia” de en-
contrar dos personas que celebren su cumpleaños el mismo día, basta tomar una
muestra de al menos 367 personas. Un ejemplo más sofisticado es el siguiente:
en toda muestra de al menos 6 personas, siempre hay tres que se conocen dos
a dos o bien tres que no se conocen dos a dos. Esto es un caso particular del
teorema siguiente:

Teorema de Ramsey Para cada natural m existe un número natural n de
modo que todo grafo con al menos n vértices posee m vértices conectados dos a
dos, o bien m vértices desconectados dos a dos.

El mínimo n posible se conoce como el número de Ramsey de m. El número
de Ramsey de 3 es 6, pero en general los números de Ramsey no son fáciles de
calcular.

No vamos a probar este teorema porque aquí estamos interesados en versiones
análogas que involucran cardinales infinitos.

11.1 Particiones

Vamos a introducir una notación conveniente para formular teoremas de tipo
Ramsey:

Definición 11.1 Una partición de un conjunto X es una familia {Xi}i∈I de
subconjuntos de X disjuntos dos a dos tales que X =

⋃
i∈I

Xi.

417
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Por conveniencia, y en contra de lo habitual, no exigimos que los conjuntos
Xi sean no vacíos.

A cada partición {Xi}i∈I podemos asociarle una aplicación F : X −→ I
dada por F (x) = i ↔ x ∈ Xi. Recíprocamente, cada aplicación F : X −→ I
determina una partición {F−1[{i}]}i∈I , de modo que podemos identificar las
particiones de X con las aplicaciones de dominio X.

Recordemos que si A es un conjunto y n es un cardinal, podemos considerar
el conjunto [A]n = {x ⊂ A | |x| = n}. En el caso en que A sea un conjunto de
ordinales y n < ω identificaremos [A]n con el conjunto

{(α1, . . . , αn) ∈ An | α1 < · · · < αn} ⊂ An.

Aunque formalmente no necesitaremos este concepto, podemos definir un
grafo con vértices en un conjunto A como un subconjunto F de [A]2. Los
elementos de F son las aristas del grafo. Dos vértices distintos están conectados
por F si forman una arista. Equivalentemente, podemos definir un grafo como
una partición F : [A]2 −→ 2, de modo que las aristas de F son los pares {a, b}
tales que F ({a, b}) = 1. A su vez, una partición F : [A]2 −→ n puede verse
como un grafo coloreado, es decir, un grafo con aristas de color 0, 1, 2, etc.

Si {Xi}i∈I es una partición de [A]n, diremos que un subconjunto H ⊂ A es
homogéneo para la partición si existe un i ∈ I tal que [H]n ⊂ Xi. Si pensamos en
la partición como una aplicación F , entonces H es homogéneo si F es constante
en [H]n.

En términos de grafos (cuando n = 2) un conjunto de vértices H es homo-
géneo para un grafo (coloreado) si todos sus puntos están conectados dos a dos
o bien todos están desconectados dos a dos (resp. todos están conectados por
aristas del mismo color).

Por último, si µ, κ, m y n son cardinales, llamaremos

µ −→ (κ)nm

a la fórmula siguiente:

Para toda partición de [µ]n en m partes existe un subconjunto ho-
mogéneo H de µ con cardinal κ.

La notación sugiere que µ elementos son suficientes para garantizar un con-
junto homogéneo con los requisitos (κ)nm.

Si m = 1 la relación µ −→ (κ)nm se cumple trivialmente, luego supondremos
siempre que m ≥ 2. Más aún, para m = 2 escribiremos simplemente µ −→ (κ)n.

Para evitar casos triviales podemos suponer n ≤ µ (o si no [µ]n = ∅), κ ≤ µ
(pues en caso contrario no puede existir H) y n ≤ κ (o si no [H]n = ∅).

Por ejemplo, en estos términos 6 −→ (3)2 (bastan 6 vértices para que un
grafo tenga un subconjunto homogéneo de 3 vértices) y el teorema de Ramsey
afirma que si 2 ≤ κ < ℵ0 existe un µ < ℵ0 tal que µ −→ (κ)2.

Una primera relación elemental es la siguiente:
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Teorema 11.2 Si µ ≤ µ′, κ′ ≤ κ, m′ ≤ m y n′ ≤ n y µ −→ (κ)nm, entonces
también µ′ −→ (κ′)n

′

m′ .

En otras palabras, las relaciones de partición se conservan si se aumenta el
cardinal de la izquierda o se reduce cualquiera de los de la derecha.

Demostración: Sea {Xi}i<m′ una partición de [µ′]n
′
. Definimos

Yi = {(α1, . . . , αn) ∈ [µ]n | (α1, . . . , αn′) ∈ Xi}, para i < m′

y sea Yi = ∅ si m′ ≤ i < m. Es claro que {Yi}i<m es una partición de [µ]n. Por
hipótesis existe un conjunto homogéneo H ⊂ µ de cardinal κ. Sea H ′ ⊂ H un
subconjunto de cardinal κ′ (que sigue siendo homogéneo). Quitando a H ′ un
número finito de elementos podemos exigir que no tenga máximo. Sea i < m
tal que [H ′]n ⊂ Yi. Necesariamente i < m′.

Dado (α1, . . . , αn′) ∈ [H ′]n
′
, tomemos ordinales αn′ < αn′+1 < · · · < αn

en H ′ (existen porque H ′ no tiene máximo). Así (α1, . . . , αn) ∈ [H ′]n ⊂ Yi,
luego (α1, . . . , αn′) ∈ Xi. Así pues, [H ′]n

′ ⊂ Xi, luego H ′ es homogéneo para la
partición dada.

Veamos ahora que no perdemos generalidad al exigir que n sea un cardinal
finito:

Teorema 11.3 Consideremos cardinales tales que ℵ0 ≤ n ≤ κ ≤ µ. Entonces
µ 6−→ (κ)n.

Demostración: Podemos identificar [µ]n con el conjunto de las funciones
crecientes f : n −→ µ. Definimos en [µ]n la relación de equivalencia dada por

f R g ↔ {i ∈ n | f(i) 6= g(i)} es finito.

Sea S ⊂ [µ]n un conjunto formado por un elemento de cada clase de equi-
valencia. Para cada f ∈ [µ]n llamemos r(f) al único elemento de S relacionado
con f . Definimos F : [µ]n −→ 2 mediante

F (f) =

{
0 si {i ∈ n | f(i) 6= r(f)(i)} tiene cardinal par,
1 si {i ∈ n | f(i) 6= r(f)(i)} tiene cardinal impar.

Si se cumpliera µ −→ (κ)n existiría H ⊂ µ homogéneo para F . Es claro
que podemos construir f ∈ [H]n tal que

∧
i ∈ n

∨
h ∈ H f(i) < h < f(i + 1).

Digamos que el conjunto {i ∈ n | f(i) 6= r(f)(i)} tiene cardinal par. Tomemos
i ∈ n fuera de este conjunto y h ∈ H tal que f(i) < h < f(i + 1). Definimos
g ∈ [H]n que coincida con f salvo en que g(i) = h. Entonces r(g) = r(f), pero
el conjunto {i ∈ n | g(i) 6= r(g)(i)} tiene cardinal impar, luego F (f) 6= F (g), lo
cual contradice la homogeneidad de H.

Los dos teoremas anteriores implican que en realidad µ 6−→ (κ)nm para ningún
cardinal m ≥ 2, por lo que en lo sucesivo supondremos siempre que n es finito.
También podemos suponer que m < µ, pues la partición {{x}}x∈[µ]n prueba
que µ 6−→ (κ)nµ.
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Así pues, en lo sucesivo supondremos siempre que

2 ≤ n < ℵ0 ≤ κ ≤ µ y 2 ≤ m < µ.

La razón para descartar el caso n = 1 es la siguiente:

Ejercicio: Probar que si κ ≤ µ y 2 ≤ m < µ, entonces µ −→ (κ)1m si y sólo si κ < µ
o bien κ = µ ∧ m < cf µ.

El primer resultado no trivial sobre particiones es la versión infinita del
teorema de Ramsey:

Teorema 11.4 (Teorema de Ramsey) Si m, n < ω, entonces

ℵ0 −→ (ℵ0)nm.

Demostración: Por inducción sobre n. Para n = 1 es trivial. Supongamos
ℵ0 −→ (ℵ0)nm y veamos ℵ0 −→ (ℵ0)n+1

m . Para ello consideramos una partición
F : [ω]n+1 −→ m. Definimos H0 = ω, a0 = 0 y F0 : [H0 \ {a0}]n −→ m dada
por F0(x) = F ({a0}∪x). Por hipótesis de inducción existe un conjunto infinito
H1 ⊂ H0 \ {a0} tal que F0 es constante en [H1]n.

Supongamos definidos a0 < a1 < · · · < aj ∈ ω y H0 ⊃ H1 ⊃ · · · ⊃ Hj+1

infinitos de manera que ai ∈ Hi y las particiones Fi : [Hi \ {ai}]n −→ m
dadas por Fi(x) = F ({ai} ∪ x) sean constantes en sus respectivos conjuntos
[Hi+1]n. Entonces tomamos aj+1 ∈ Hj+1 mayor que aj y aplicamos la hipótesis
de inducción a la partición Fj+1, con lo que obtenemos un conjunto infinito
Hj+2 ⊂ Hj+1 homogéneo para Fj+1.

De este modo obtenemos un conjunto infinito A = {aj | j ∈ ω}. Dado i ∈ ω,
tenemos que aj ∈ Hi para todo j > i, luego Fi es constante en [{aj | j > i}]n.
Sea G(ai) ∈ m el valor que toma Fi en dicho conjunto. Como G toma un número
finito de valores, ha de existir H ⊂ A infinito donde G sea constante igual a un
cierto k < m. Así, si x1 < · · · < xn+1 ∈ H resulta que

F ({x1, . . . , xn+1}) = Fx1
({x2, . . . , xn+1}) = G(x1) = k.

Así pues, H es homogéneo para F .

Ante esto, podríamos conjeturar que el cálculo de particiones infinito es
trivial, en el sentido de que se vaya a cumplir algo así como κ −→ (κ)nm, para
todo cardinal infinito κ. El teorema siguiente muestra que no es así:

Teorema 11.5 Sea κ un cardinal infinito. Entonces 2κ 6−→ (κ+)2.

Demostración: Para probar este teorema conviene demostrar antes un
resultado general: si µ −→ (κ)2 entonces todo conjunto totalmente ordenado L
de cardinal µ tiene una sucesión {xα}α<κ estrictamente creciente o decreciente.

En efecto, basta considerar una enumeración {yα}α<µ de L y la partición
F : [µ]2 −→ 2 dada por F (α, β) = 1↔ yα < yβ (donde se entiende que α < β).
Si H ⊂ µ es un subconjunto homogéneo de cardinal κ, tomando un subconjunto
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podemos suponer que tiene ordinal κ, digamos H = {αβ}β<κ, de modo que
β < γ → αβ < αγ . Entonces la sucesión xβ = yαβ es monótona creciente si F
vale 1 sobre [H]2 o monótona decreciente si vale 0.

Según esto, para probar el teorema basta ver que κ2 con el orden lexicográfico
no admite sucesiones monótonas de longitud κ+. El orden lexicográfico es el
dado por

f < g ↔ f(α) < g(α), donde α = mín{β < κ | f(β) 6= g(β)}.

Supongamos que {fα}α<κ+ es una sucesión monótona creciente (el caso
decreciente es análogo). Sea γ ≤ κ el menor ordinal tal que el conjunto
{fα|γ | α < κ+} tiene cardinal κ+. Eliminando de la sucesión original aque-
llas funciones que al restringirlas a γ coinciden con la restricción de funciones
precedentes (y renumerando) podemos suponer que si α < β < κ+ entonces
fα|γ 6= fβ |γ .

Para cada α < κ+, sea δα < γ tal que

fα|δα = fα+1|δα , fα(δα) = 0, fα+1(δα) = 1.

Considerando la aplicación κ+ −→ κ dada por α 7→ δα concluimos que ha
de existir un δ < γ tal que el conjunto {α < κ+ | δ = δα} tenga cardinal κ+.
Ahora bien, si δα = δβ = δ y fα|δ = fβ |δ, entonces fα < fβ+1 y fβ < fα+1,
luego fα = fβ . Por consiguiente, el conjunto {fα|δ | α < κ+} tiene cardinal κ+,
pero δ < γ, lo que contradice la elección de γ.

En particular vemos que κ+ 6−→ (κ+)2 para todo cardinal infinito κ. No
obstante, un refinamiento de la prueba del teorema de Ramsey 11.4 muestra
que el teorema de Ramsey finito es válido también para cardinales infinitos, es
decir, que dados cardinales κ, m y n tales que 2 ≤ m y 2 ≤ n < ℵ0 ≤ κ, se
cumple µ −→ (κ)nm para todo µ suficientemente grande.

Para enunciar adecuadamente este resultado necesitamos la exponencial ite-
rada:

exp0(κ) = κ ∧
∧
n ∈ ω expn+1(κ) = 2expn(κ).

Teorema 11.6 (Erdős-Rado) Si κ es un cardinal infinito y n < ω, entonces

expn(κ)+ −→ (κ+)n+1
κ .

En particular i+
n −→ (ℵ1)n+1

ℵ0 , y también (2κ)+ −→ (κ+)2
κ.

Demostración: Razonamos por inducción sobre n. Para n = 0 es uno de
los casos triviales que ya hemos discutido. Supongamos expn(κ)+ −→ (κ+)n+1

κ .
Sea µ = expn+1(κ)+ y consideremos una partición f : [µ]n+2 −→ κ. Para cada
a ∈ µ sea Fa : [µ \ {a}]n+1 −→ κ dada por Fa(x) = F (x ∪ {a}).

Veamos que existe un conjunto A ⊂ µ tal que |A| = expn+1(κ) y para todo
C ⊂ A con |C| ≤ expn(κ) y todo u ∈ µ \C existe un v ∈ A \C tal que Fv y Fu
coinciden en [C]n+1.
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Definimos A0 = expn+1(κ), Aλ =
⋃
δ<λ

Aδ y, dado Aα ⊂ µ con cardinal

expn+1(κ), construimos Aα+1 tal que Aα ⊂ Aα+1, |Aα+1| = expn+1(κ) y para
todo subconjunto C ⊂ Aα con |C| ≤ expn(κ) y todo u ∈ µ \ C, existe un
v ∈ Aα+1 \ C tal que Fv y Fu coinciden en [C]n+1.

Existe tal conjunto porque hay expn+1(κ)expn(κ) = expn+1(κ) conjuntos C
posibles y para cada uno de ellos hay a lo sumo κexpn(κ) = 2expn(κ) = expn+1(κ)
funciones Fu|[C]n+1 posibles. Por lo tanto basta añadir expn+1(κ) elementos a
Aα para recorrerlas todas.

El conjunto A =
⋃

α<expn+1(κ)

Aα cumple lo pedido. Notemos que, por el

teorema de König, cf expn+1(κ) > expn(κ), luego todo C ⊂ A con |C| ≤ expn(κ)
cumple C ⊂ Aα para cierto α < expn+1(κ).

Dado a ∈ µ \ A, definimos inductivamente X = {xα | α < expn(κ)+} ⊂ A
de manera que para todo α < expn(κ)+, la función Fxα coincide con Fa en
[{xβ | β < α}]n+1. Sea G : [X]n+1 −→ κ dada por G(x) = Fa(x). Por hipótesis
de inducción existe H ⊂ X tal que |H| = κ+ y G es constante en [H]n+1.

Si α1 < · · · < αn+2 < expn(κ)+, entonces

F ({xα1 , . . . , xαn+2}) = Fxαn+2
({xα1 , . . . , xαn+1})

= Fa({xα1
, . . . , xαn+1

}) = G({xα1
, . . . , xαn+1

}).

Por lo tanto F es constante en [H]n+2. Las otras afirmaciones del enunciado
son los casos particulares κ = ℵ0 y n = 1.

En particular, si m < κ se cumple expn(κ)+ −→ (κ)n+1
m , luego ciertamente

podemos conseguir conjuntos homogéneos de cualquier cardinal prefijado si el
conjunto que partimos tiene suficientes elementos.

El teorema 11.5 muestra que la relación (2κ)+ −→ (κ+)2
κ que proporciona

el teorema de Erdős-Rado tiene a la izquierda el menor cardinal posible. Puede
probarse que esto es cierto en general, es decir, que para un cardinal sucesor κ+,
el menor cardinal µ que cumple µ −→ (κ+)n es precisamente µ = expn(κ)+.
Vemos así que el análogo infinito a los números de Ramsey es fácil de calcular
para cardinales sucesores. No sucede lo mismo con los cardinales límite, como
se verá en la sección siguiente.

Hay otro resultado negativo muy simple que conviene señalar:

Teorema 11.7 Para todo cardinal infinito κ, se cumple 2κ 6−→ (3)2
κ.

Demostración: Sea {fα}α<2κ una enumeración de κ2. Sea F [2κ]2 −→ κ
dada por F (α, β) = mín{δ < κ | fα(δ) 6= fβ(δ)}. Claramente F no tiene
un conjunto homogéneo {α, β, γ}, pues si F (α, β) = F (α, γ) = F (β, γ) = δ,
entonces fα(δ), fβ(δ), fγ(δ) ∈ 2 deberían ser distintos entre sí.
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11.2 Cardinales débilmente compactos
Hemos visto que la “conjetura” κ −→ (κ)2 es falsa en general. Más concreta-

mente, sabemos que es falsa para todo cardinal sucesor, mientras que el teorema
de Ramsey afirma que es cierta para ℵ0. Es natural preguntarse si la cumple
algún otro cardinal límite, pero sucede que esto nos lleva a cardinales grandes:

Definición 11.8 Un cardinal no numerable κ es débilmente compacto si cumple
la relación κ −→ (κ)2.

El nombre de “débilmente compacto” proviene de la teoría de modelos, y lo
explicaremos dentro de poco. Los cardinales débilmente compactos son grandes.
El teorema siguiente es sólo una primera muestra:

Teorema 11.9 Todo cardinal débilmente compacto es inaccesible.

Demostración: Sea κ un cardinal débilmente compacto. Del teorema 11.5
se sigue que κ es un cardinal límite. Más aún, ha de ser un límite fuerte, pues si
existe µ < κ tal que κ ≤ 2µ, entonces 2µ 6−→ (µ+)2, luego también κ 6−→ (κ)2.

Falta probar que κ es regular. En caso contrario sea µ = cf κ < κ. Sea
κ =

⋃
α<µ

Aα una partición de κ en conjuntos disjuntos de cardinal menor que κ.

Definimos F : [κ]2 −→ 2 dada por F ({α, β}) = 0↔
∨
γ < µ {α, β} ⊂ Aγ .

Por hipótesis existe un conjunto H ⊂ κ homogéneo para F de cardinal κ.
Ahora bien, si F toma el valor 0 sobre [H]2 entonces algún Aγ tiene cardinal κ,
mientras que si F toma el valor 1 ha de ser κ = µ.

A continuación probamos una caracterización muy útil de la compacidad
débil en términos de árboles. Recordemos de 9.22 que la HCG implica la exis-
tencia de κ-árboles de Aronszajn para todo cardinal κ salvo a lo sumo si κ es
inaccesible o el sucesor de un cardinal singular. Si κ es singular y además de la
HCG se cumple �κ, entonces también hay κ+-árboles de Aronszajn (véase la
nota tras el teorema 9.16). Finalmente, la existencia de κ-árboles de Aronszajn
cuando κ es inaccesible no depende de la función del continuo o del axioma de
constructibilidad, sino de la compacidad débil:

Teorema 11.10 Sea κ un cardinal inaccesible. Las afirmaciones siguientes son
equivalentes:

1. κ es débilmente compacto.

2. No existen κ-árboles de Aronszajn.

3. κ cumple κ −→ (κ)nm para todo n ∈ ω y todo cardinal m < κ.

Demostración: 1) → 2). Supongamos que κ es débilmente compacto y
sea (A,≤A) un κ-árbol. Como A es la unión de κ niveles de cardinal menor que
κ, tenemos que |A| = κ, luego podemos suponer que A = κ.

Definimos sobre A el orden total R dado por αRβ si y sólo si α ≤A β o bien
α ⊥ β y, si δ es el mínimo nivel en que los predecesores de α y β (digamos α′ y
β′) son distintos, se cumple α′ < β′ (como ordinales).
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Sea F : [κ]2 −→ 2 dada por F (α, β) = 1 si y sólo si αRβ (donde se entiende
que α < β). Por la compacidad débil existe un conjunto H ⊂ κ de cardinal κ
homogéneo para F .

Sea C el conjunto de todos los α < κ tales que el conjunto {β ∈ H | α <A β}
tiene cardinal κ. Para cada δ < κ tenemos que

H =
⋃

α∈NivδA
{β ∈ H | β ≤A α} ∪

⋃
α∈NivδA

{β ∈ H | α <A β}.

Como κ es regular, la primera unión tiene cardinal menor que κ, luego la
segunda tiene que tener cardinal κ y, más concretamente, uno de sus conjuntos
ha de tener cardinal κ. Esto significa que C corta a todos los niveles de A. Si
probamos que C está totalmente ordenado por <A concluiremos que C es un
camino en A, luego A no será un κ-árbol de Aronszajn.

Supongamos que α, β ∈ C no son comparables por <A. Digamos, por
ejemplo, que αRβ. Como ambos tienen κ sucesores en H, existen γ < δ < ε en
H tales que α <A γ, β <A δ, α <A ε. Por definición de R tenemos que γ R δ y
εR δ (pues el primer nivel en que difieren los anteriores de γ y δ es el mismo en
que difieren los anteriores de α y β). Por lo tanto F (γ, δ) = 1 y F (δ, ε) = 0, en
contra de la homogeneidad de H.

2)→ 3). Veamos κ −→ (κ)nm por inducción sobre n. Para n = 1 la propiedad
se se sigue de la regularidad de κ. Supongamos κ −→ (κ)nm y consideremos una
partición F : [κ]n+1 −→ m. Para cada α < κ sea Sα = {s | s : [α]n −→ m} y
sea S =

⋃
α<κ

Sα. Claramente S es un árbol con el orden dado por la inclusión.

Además el nivel α-ésimo es Sα, de cardinal m|α| < κ, luego S es un κ-árbol.

Para cada s ∈ S definimos h(s) ∈ κ y A(s) ⊂ κ de modo que:

1. A(∅) = κ,

2. h(s) = mínA(s) (salvo si A(s) = ∅, en cuyo caso h(s) = 0),

3. si s ∈ Sλ, entonces A(s) =
⋂
δ<λ

A(s|[δ]n),

4. Si s ∈ Sα, t ∈ Sα+1, s ≤ t, entonces

A(t) = A(s) ∩ {γ > h(s) |
∧
B ∈ [α+ 1]n t(B) = F (h(B) ∪ {γ})},

donde h(B) significa {h(s|[β1]n), . . . , h(s|[βn]n)}, con B = {β1, . . . , βn}.

Como A(s) es decreciente, es claro que T = {s ∈ S | A(s) 6= ∅} es un
subárbol de S. Veamos que T tiene altura κ, y así será un κ-árbol. Sea α < κ.
Podemos tomar γ < κ mayor que todos los elementos de h[Sβ ] para β ≤ α. Sea
s0 = ∅ ∈ T . Obviamente γ ∈ A(s0). Si sβ ∈ T tiene altura β < α y γ ∈ A(sβ),
podemos extender sβ a sβ+1 ∈ Sβ+1 de acuerdo con la condición 4) para que
γ ∈ A(sβ+1) y por lo tanto sβ+1 ∈ T . Definidos {sδ}δ<λ en T tales que cada sδ
tenga altura δ y γ ∈ A(sδ) (y que cada uno extienda a los anteriores), es claro
que su unión sλ cumple γ ∈ A(sλ), luego sλ ∈ T y tiene altura λ. De este modo
llegamos a un sα ∈ T de altura α.
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Por hipótesis T tiene un camino C, la unión de cuyos elementos es una
aplicación f : [κ]n −→ m tal que

∧
α < κ f |[α]n ∈ T , luego∧

α < κ h(f |[α]n) ∈ A(f |[α]n).

Sea α1 < · · · < αn+1 < κ. Sea B = {α1 + 1, . . . , αn + 1} ∈ [αn+1 + 1]n.
Como h(f |[αn+1+1]n) ∈ A(f |[αn+1+1]n), por la condición d) se cumple que

f({α1 + 1, . . . , αn + 1}) = F ({h(f |[α1+1]n), . . . , h(f |[αn+1]n), h(f |[αn+1+1]n)}).

En otros términos, si llamamos X = {h(f |[α+1]n) | α < κ}, acabamos de
probar que si tomamos α1 < · · · < αn+1 en X, entonces F ({α1, . . . , αn+1}) no
depende de αn+1, luego podemos definir una partición G : [X]n −→ m mediante
G({α1, . . . , αn}) = F ({α1, . . . , αn+1}), donde αn+1 es cualquier elemento de X
mayor que α1, . . . , αn. Por hipótesis de inducción G tiene un conjunto homogé-
neo H de cardinal κ (notemos que |X| = κ), el cual es obviamente homogéneo
para F .

3) → 1) es trivial.

Vamos a usar este teorema para probar que los cardinales débilmente com-
pactos son más que inaccesibles. Necesitamos un resultado técnico:

Teorema 11.11 Sea E un conjunto de cardinales infinitos tal que para todo
cardinal regular µ, el conjunto E ∩ µ no es estacionario en µ. Entonces existe
g : E −→ Ω inyectiva tal que

∧
ν ∈ E g(ν) < ν.

Demostración: Razonamos por inducción sobre κ = supE. Si κ = ℵ0,
entonces E = {ℵ0} y la conclusión es trivial.

Si κ = ξ+, entonces ξ+ ∈ E. Si llamamos E′ = E \ {ξ+} ⊂ ξ + 1, para
todo cardinal regular µ, se cumple que E′ ∩µ no es estacionario en µ, luego por
hipótesis de inducción existe g′ : E′ −→ ξ inyectiva tal que

∧
ν ∈ E′ g′(ν) < ν.

Basta extender g′ a una función g tal que ξ < g(ξ+) < ξ+.
Supongamos ahora que κ > ℵ0 es un cardinal límite y sea ξ = cf κ. Sea

{µα}α<ξ una sucesión cofinal y normal formada por cardinales infinitos. Si ξ < κ
podemos exigir además que ξ < µ0, mientras que si κ es regular, por hipótesis
E ∩ κ = E no es estacionario en κ, luego podemos tomar como {µα}α<ξ la
enumeración de un c.n.a. en κ que no corte a E, es decir, que podemos exigir
que

∧
α < ξ µα /∈ E.

Observamos ahora que Eα = E ∩ µα cumple la hipótesis del enunciado,
luego por hipótesis de inducción existe gα : E ∩ µα −→ µα inyectiva tal que∧
ν ∈ E ∩ µα gα(ν) < ν. Definimos g : E −→ κ mediante

g(ν) =

 g0(ν) + 1 si ν < µ0,
µα + gα+1(ν) si µα < ν < µα+1,
ω · α si ν = µα.

Observemos que si ξ < κ, entonces en el tercer caso tenemos que α < ξ < µ0,
luego ω · α < µ0 ≤ ν, y además es un ordinal límite, luego no puede coincidir
con g(ν) para ν < µ0, que está definido como un ordinal sucesor. En el caso en
que ξ = κ el tercer caso no puede darse, porque ν ∈ E y µα /∈ E. Teniendo esto
en cuenta, es fácil ver que g cumple lo requerido.
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Teorema 11.12 Si κ es un cardinal débilmente compacto y E ⊂ κ es estacio-
nario, entonces existe un cardinal regular µ < κ tal que E ∩ µ es estacionario
en µ.

Demostración: Como κ es un cardinal límite, los cardinales infinitos me-
nores que κ forman un conjunto c.n.a. en κ, luego podemos suponer que E consta
únicamente de cardinales infinitos. Consideramos la semejanza f : κ −→ E y
sea

A = {s ∈ <κκ | s es inyectiva ∧
∧
α < `(s) s(α) < f(α)}.

Claramente A es un árbol con el orden dado por la inclusión. Si para todo
cardinal regular µ < κ se cumple que E ∩ µ no es estacionario en µ, entonces
E ∩ µ cumple las hipótesis del teorema anterior, luego existe gµ : E ∩ µ −→ µ
inyectiva tal que

∧
ν ∈ E ∩ µ gµ(ν) < ν, luego f ◦ gµ ∈ A tiene altura µ. Por

lo tanto, A es un κ-árbol (notemos que los niveles tienen cardinal menor que κ
porque κ es inaccesible).

Como κ es fuertemente compacto, A no puede ser un κ-árbol de Aronszajn,
luego tiene un camino, el cual determina una aplicación inyectiva g : κ −→ κ tal
que

∧
α < κ g(α) < f(α), pero entonces h = f−1 ◦ g : E −→ κ sería regresiva e

inyectiva, en contradicción con 6.15.

Teorema 11.13 Todo cadinal débilmente compacto es ω-Mahlo.

Demostración: El conjunto C0 ⊂ κ formado por los cardinales límite
fuerte menores que κ es c.n.a. en κ, luego si C ⊂ κ es cualquier c.n.a., el
teorema anterior nos da que existe un cardinal regular µ < κ tal que µ∩C ∩C0

es estacionario en µ, luego µ ∈ C ∩ C0, luego µ es fuertemente inaccesible, y
hemos probado que {µ < κ | µ es fuertemente inaccesible} es estacionario en κ,
es decir, que κ es un cardinal de Mahlo.

En general, si κ es α+ 1-Mahlo, es decir, si el conjunto

E = {µ < κ | µ es α-Mahlo}

es estacionario en κ, para cada c.n.a. C ⊂ κ tenemos que C ∩ E también es
estacionario luego existe µ < κ regular tal que µ ∩ E ∩ C es estacionario en
µ, luego µ ∈ C y µ es α + 1-Mahlo, luego κ es α + 2-Mahlo. Esto implica
obviamente que κ es ω-Mahlo.

En realidad puede probar que que un cardinal débilmente compacto κ es
de hecho κ-Mahlo y, más aún, que el conjunto {µ < κ | µ es µ-Mahlo} es
estacionario en κ.

Fórmulas de longitud infinita Los resultados siguientes explican el nombre
de “cardinales débilmente compactos”. Para ello definimos fórmulas de longitud
infinita en un lenguaje formal.

Definición 11.14 Sea L un lenguaje formal y sean κ, µ dos cardinales infinitos.
Definimos como sigue las fórmulas de L de tipo (κ, µ):
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F (0) = {Rt0 · · · tn−1 | 0 < n < ω ∧ R ∈ RelnL ∧ {ti}i<n ∈ (TermL)n},
F (α+ 1) = F (α) ∪ {(¬, φ) | φ ∈ F (α)}

∪ {(
∧
, {φδ}δ<β) | β < κ ∧ {φδ}δ<β ∈ F (α)β}

∪ {(
∧
, {xδ}δ<β , φ) | β < µ ∧ {xδ}δ<β ∈ (VarL)β ∧ φ ∈ F (α)},

F (λ) =
⋃
δ<λ

F (δ),

Formκµ(L) =
⋃

α<κ+∪µ+

F (α).

En la práctica usaremos la notación siguiente:

Escribiremos ¬φ en lugar de (¬, φ),

”
∧
δ<β

φδ ” (
∧
, {φδ}δ<β),

”
∨
δ<β

φδ ” ¬
∧
δ<β
¬φδ,

”
∧
δ<β

xδ φ ” (
∧
, {xδ}δ<β , φ),

”
∨
δ<β

xδ φ ” ¬
∨
δ<β

xδ ¬φ,

” φ ∧ ψ ”
∧
δ<2
{(0, φ), (1, ψ)},

” φ ∨ ψ ”
∨
δ<2
{(0, φ), (1, ψ)},

y de aquí definimos φ→ ψ como ¬φ ∨ ψ, etc.

En definitiva, las fórmulas de tipo (κ, µ) de L son formalmente como las
fórmulas usuales salvo por que admitimos conjunciones (y, por consiguiente,
disyunciones) infinitas sobre menos de κ fórmulas y cuantificaciones infinitas
sobre menos de µ variables. Notemos que técnicamente estamos usando el mismo
signo como conjuntor infinito y como cuantificador infinito, pero la estructura de
cada fórmula determina cuándo hay que considerarlo como conjuntor y cuándo
como cuantificador.

De la definición se sigue que toda fórmula de tipo (κ, µ) es elemental (o
sea, un relator y términos) o bien es una negación, o una implicación, o una
conjunción o una generalización.

Los conceptos de “variable libre”, “variable ligada”, sentencia, etc. se definen
de forma obvia para fórmulas de tipo (κ, µ). Por razones técnicas no hemos
definido las fórmulas como sucesiones de signos, sino como pares o ternas, por
lo que no tiene sentido hablar de la longitud de una fórmula (podría definirse
de todos modos, pero no lo vamos a necesitar). No obstante, la inducción o
recursión sobre la longitud de una fórmula se sustituye por inducción o recursión
sobre el rango, y el resultado es formalmente el mismo.

Por ejemplo, siM es un modelo de L, v : Var(L) −→M y φ es una fórmula de
tipo (κ, µ), podemos definir M � φ[v] de forma natural. Las únicas condiciones
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que difieren respecto a la definición usual son:

M �
∧
δ<β

φδ[v] ↔
∧
δ < β M � φδ[v],

M �
∧
δ<β

xδ φ[v] ↔ para toda w : Var(L) −→M que coincida con v sobre
las variables de L distintas de las xδ se cumple
M � φ[w].

A su vez, de aquí se deducen propiedades análogas para las disyunciones y
las particularizaciones infinitas. Concretamente:

M �
∨
δ<β

φδ[v] ↔
∨
δ < β M � φδ[v],

M �
∨
δ<β

xδ φ[v] ↔ existe w : Var(L) −→M que coincide con v sobre las
variables de L distintas de las xδ y M � φ[w].

Podemos identificar las fórmulas usuales (finitas) de L con las fórmulas de
tipo (ℵ0,ℵ0). No hay una biyección natural entre ellas, pero a cualquier fórmula
finita le podemos asociar de forma natural una fórmula de tipo (ℵ0,ℵ0) con el
mismo significado y viceversa.

Admitiremos expresiones de la forma
∧
i∈I

φi, con |I| < κ, aunque en la de-

finición hemos exigido que las conjunciones estén subindicadas con ordinales.
Para ello identificaremos esta fórmula con la construida a partir de una biyec-
ción i : |I| −→ I, es decir, con

∧
δ<|I|

φiδ . Esta fórmula depende de la biyección

escogida, pero su interpretación en un modelo es la misma en cualquier caso.
(En la definición no podíamos admitir conjuntos de índices arbitrarios porque
entonces la clase de las fórmulas no sería un conjunto). Similarmente admiti-
remos generalizaciones con conjuntos de índices arbitrarios (de cardinal menor
que µ).

En la práctica es más cómodo hablar de lenguajes de tipo (κ, µ) que de
fórmulas de tipo (κ, µ). Cuando digamos que L es un lenguaje formal de tipo
(κ, µ) querremos decir que es un lenguaje formal en el sentido usual, pero que
al hablar de fórmulas de L habrá que entender que son fórmulas de tipo (κ, µ).

Recordemos que el teorema de compacidad (para la lógica usual, finita)
afirma que si Σ es un conjunto de sentencias tal que todo subconjunto finito
tiene un modelo, entonces Σ tiene un modelo.

Diremos que un lenguaje L de tipo (κ, µ) cumple el teorema de compacidad
(débil) si para todo conjunto de sentencias Σ (con |Σ| ≤ κ) tal que todo S ⊂ Σ
con |S| < κ tiene un modelo, se cumple que Σ tiene un modelo.

A pesar de los términos que estamos empleando, debemos tener presente que
el “teorema de compacidad (débil)” es una propiedad que puede satisfacer o no
un lenguaje formal, es decir, que no es realmente un teorema.
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Teorema 11.15 Sea κ un cardinal fuertemente inaccesible. Las afirmaciones
siguientes son equivalentes:

1. κ es débilmente compacto.

2. Todo lenguaje formal de tipo (κ, κ) cumple el teorema de compacidad débil.

3. Todo lenguaje formal de tipo (κ,ℵ0) cumple el teorema de compacidad
débil.

Demostración: 1) → 2). Sea Σ un conjunto de sentencias de un lenguaje
L de tipo (κ, κ) tal que |Σ| ≤ κ y todo S ⊂ Σ con |S| < κ tiene un modelo. Po-
demos suponer que |L| ≤ κ, pues sólo importan los signos que de hecho aparecen
en las sentencias de Σ. Si encontramos un modelo de Σ para el lenguaje formado
por dichos signos, los demás signos de L pueden interpretarse arbitrariamente.

Sea L1 el lenguaje formal que resulta de añadir a L una sucesión de constan-
tes {cφα}α<β para cada fórmula φ de L con variables libres {xα}α<β . Con estas
nuevas constantes se pueden construir nuevas fórmulas de L1, lo que nos permite
definir del mismo modo un lenguaje L2, y así sucesivamente. Llamamos L∞ al
lenguaje formado por todos los signos de todos los lenguajes Ln, con n < ω.
De este modo, cada fórmula φ de L∞ tiene asociada una sucesión de constantes
{cφα}α<β en correspondencia con sus variables libres y que no aparecen en φ.

Llamaremos φ̃ a la sentencia que resulta de sustituir cada variable libre de
φ por su constante asociada. Por otra parte, llamaremos φ′ a la sentencia∨

δ<β
xδ φ→ φ̃.

Es inmediato que |L∞| ≤ κ y como κ es inaccesible se cumple también que
|Form(L∞)| ≤ κ. Llamemos Σ′ = Σ ∪ {φ′ | φ ∈ Form(L∞)}. Si S ⊂ Σ′

cumple |S| < κ, entonces S tiene un modelo, pues un modelo de S ∩ Σ para
L se extiende a un modelo de S sin más que interpretar adecuadamente las
constantes añadidas.

Sea {σα}α<κ una enumeración de las sentencias de L∞. Sea A el conjunto
formado por todas las aplicaciones s : γ −→ 2 tales que γ < κ y existe un
modelo M de Σ′ ∩ {σα | α < γ} de modo que∧

α < γ(s(α) = 1↔M � σα). (11.1)

Claramente A es un árbol con la inclusión. La altura de un elemento de A
es su dominio, y por la propiedad de Σ′ resulta que A tiene altura κ. Al ser κ
inaccesible, los niveles tienen cardinal menor que κ, luego A es un κ-árbol.

Como estamos suponiendo que κ es débilmente compacto, A tiene un camino,
cuyos elementos determinan una aplicación s : κ −→ 2 con la propiedad de que∧
γ < κ s|γ ∈ A.
Sea ∆ = {σα | α < κ ∧ s(α) = 1}. Por construcción Σ′ ⊂ ∆, luego basta

encontrar un modelo para ∆.

Sea U el conjunto de todos los designadores de L∞. Definimos en U la
relación dada por t1R t2 si y sólo si (t1 = t2) ∈ ∆.
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Veamos que R es una relación de equivalencia. Probaremos la simetría, pues
la reflexividad y la transitividad se demuestran análogamente.

Dados t1, t2 ∈ U , sea γ < κ suficientemente grande como para que las
sentencias t1 = t2 y t2 = t1 estén en {σα | α < γ}. Supongamos que t1R t2, es
decir, que (t1 = t2) ∈ ∆. Como s|γ ∈ A, existe un modeloM que cumple (11.1).
Por definición de ∆ tenemos que M � t1 = t2, luego M � t2 = t1, luego
(t2 = t1) ∈ ∆, es decir, t2R t1.

Sea N el modelo de L∞ cuyo universo es el cociente U/R y donde los signos
de L∞ se interpretan como sigue:

N(c) = [c], para toda constante c de L∞,

N(f)([t1], . . . , [tn]) = [ft1 · · · tn], para todo funtor n-ádico f de L∞,

N(R)([t1], . . . , [tn])↔ Rt1 · · · tn ∈ ∆, para todo relator n-ádico R de L∞.

Veamos que N está bien definido. Por ejemplo, probemos que las interpre-
taciones de los funtores son funciones bien definidas (el caso de los relatores es
análogo).

Sea f un funtor n-ádico de L∞ y sean t1, . . . , tn, t
′
1, . . . , t

′
n ∈ U tales que

[ti] = [t′i] para i = 1, . . . , n. Sea γ < κ suficientemente grande como para que
las sentencias ti = t′i y ft1 · · · tn = ft′1 · · · t′n estén en {σα | α < γ}.

Como s|γ ∈ A, existe un modeloM de L∞ que cumple (11.1). Por definición
de ∆ tenemos que M � ti = t′i, para i = 1, . . . , n, luego también se cumple que
M � ft1 · · · tn = ft′1 · · · t′n, con lo que esta sentencia está en ∆ y por consiguiente
[ft1 · · · tn] = [ft′1 · · · t′n].

Para que N esté bien definido también hemos de comprobar que la interpre-
tación del igualador es la igualdad, pero esto es inmediato.

Una simple inducción sobre la longitud de t (los términos son sucesiones
finitas de signos, y tienen definida su longitud) prueba que si t es un designador
de L∞ entonces N(t) = [t]. Ahora basta probar que para toda sentencia σ de
L∞ se cumple

N � σ ↔ σ ∈ ∆.

Lo probamos por inducción sobre el mínimo α tal que σ ∈ F (α) en la de-
finición 11.14. Para las sentencias de la forma Rt1 · · · tn es inmediato, por la
definición de N(R).

Supongámoslo para σ y veámoslo para ¬σ. Sea γ < κ suficientemente grande
como para que σ y ¬σ estén en {σα | α < γ}. Sea M un modelo de L∞ que
cumpla (11.1). Entonces

N � ¬σ ↔ ¬N � σ ↔ σ /∈ ∆↔ ¬M � σ ↔M � ¬σ ↔ ¬σ ∈ ∆.

Supongamos ahora que σ =
∧
δ<β

φδ. Sea γ < κ suficientemente grande como

para que σ y todas las sentencias φδ estén en {σα | α < γ}. Sea M un modelo
de L∞ que cumpla (11.1).
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Así, por la hipótesis de inducción para las φδ,

N � σ ↔
∧
δ < β N � φδ ↔

∧
δ < β φδ ∈ ∆

↔
∧
β < δM � φδ ↔M � σ ↔ σ ∈ ∆.

Supongamos ahora que σ =
∧
δ<β

xδ φ. Si ¬N � σ, teniendo en cuenta quién

es el universo de N , esto significa que existen designadores de L∞ tales que
¬N � φ∗, donde φ∗ es la sentencia que resulta de sustituir las variables xδ en φ
por tales designadores. La sentencia φ∗ se construye en los mismos pasos que φ,
luego en menos pasos que σ, luego podemos aplicarle la hipótesis de inducción
y concluir que φ∗ /∈ ∆.

Sea γ < κ suficientemente grande como para que las sentencias φ∗ y σ estén
en {σα | α < γ}. Sea M un modelo de L∞ que cumpla (11.1). Entonces
¬M � φ∗, luego ¬M � σ, luego σ /∈ ∆.

Supongamos ahora σ /∈ ∆ y sea γ < κ suficientemente grande como para
que las sentencias σ, φ̃ y φ′ =

∨
δ<β

xδ φ → φ̃ estén en {σα | α < γ}. Sea M

un modelo de L∞ que cumpla (11.1). Entonces ¬M � σ, luego M �
∨
δ<β

xδ φ.

Por otra parte, como φ′ ∈ Σ′ ∩ {σα | α < γ}, tenemos que M � φ′, de donde
llegamos a que M � φ̃, y en consecuencia φ̃ ∈ ∆.

Ahora bien, φ̃ se construye en los mismos pasos que φ, luego en uno menos
que σ, luego podemos aplicarle la hipótesis de inducción y concluir que N � φ̃,
de donde claramente ¬N � σ.

2) → 3) es evidente.

3) → 1). Veamos que no hay κ-árboles de Aronszajn. Sea A un κ-árbol y
sea L un lenguaje formal con un relator diádico R, un relator monádico T y κ
constantes {ca}a∈A. Sea Σ el siguiente conjunto de sentencias (κ,ℵ0) de L:

cxRcy para cada x, y ∈ A tales que x ≤ y,
¬cxRcy para cada x, y ∈ A tales que x 6≤ y,
¬(Tcx ∧ Tcy) para cada x, y ∈ A tales que x ⊥ y,∨
x∈Nivα(A)

Tcx para todo α < κ.

Es claro que |Σ| = κ y si S ⊂ Σ cumple |S| < κ, entonces S tiene como
modelo a M = A con M(cx) = x, M(R) = ≤A y tomando como M(T ) la per-
tenencia a una cadena de altura suficientemente grande como para que cumpla
todas las fórmulas del cuarto tipo que haya en S.

Por hipótesis Σ tiene un modelo M , del cual obtenemos un camino en A, a
saber, C = {x ∈ A |M � Tcx}.

Los cardinales regulares no numerables que cumplen el teorema de compa-
cidad (fuerte) se llaman (fuertemente) compactos, pero no vamos a estudiarlos
aquí.

De la prueba del teorema anterior se desprende que un cardinal inaccesible
κ es débilmente compacto si y sólo si el árbol 2<κ no contiene κ-subárboles de
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Aronszajn, pues en la prueba de 1)→ 2) sólo se ha usado que un cierto subárbol
de 2<κ tenía un camino.



Apéndice A

Bases de espacios vectoriales

Este apéndice consta de tres secciones: en la primera demostramos que todo
espacio vectorial tiene una base, que es un ejemplo típico de aplicación del lema
de Zorn, junto con algunos resultados relacionados, como el hecho de que todas
las bases de un espacio vectorial tienen el mismo cardinal, que es una aplicación
típica de la aritmética cardinal; en la segunda sección probamos que, recíproca-
mente, la existencia de bases implica el axioma de elección y, finalmente, en la
tercera sección probamos un resultado no trivial sobre la dimensión del espacio
dual de un espacio vectorial.

A.1 Existencia y equicardinalidad de bases
Definición A.1 Si K es un cuerpo, un espacio vectorial sobre K es una terna
(V,+, ·), donde + : V × V −→ V es una ley de composición interna en V y
· : K×V −→ V es lo que se denomina una ley de composición externa, de modo
que se cumplan las propiedades siguientes:

1. (v1 + v2) + v3 = v1 + (v2 + v3),

2. v1 + v2 = v2 + v1,

3. Existe un elemento 0 ∈ V tal que v + 0 = v para todo v ∈ V ,

4. Para todo v ∈ V existe −v ∈ V tal que v + (−v) = 0,

5. α(v1 + v2) = αv1 + αv2,

6. (α+ β)v = αv + βv,

7. α(βv) = (αβ)v,

8. 1 · v = v,

donde v, v1, etc. son vectores arbitrarios (elementos de V ) y α, β, etc. son esca-
lares arbitrarios (elementos de K).

433
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La estructura de espacio vectorial, que definimos a continuación, es otra de
las estructuras algebraicas fundamentales, junto con la de anillo o la de cuerpo:

De la definición se siguen fácilmente propiedades adicionales, como que el
vector 0 es único, que 0 · v = 0, α · 0 = 0 y, más aún, que αv = 0 si y sólo si
α = 0 o v = 0, y que −v = (−1) · v.

Ejemplo Si K es un cuerpo e I es un conjunto arbitrario, el conjunto KI

adquiere estructura de K-espacio vectorial con las operaciones definidas pun-
tualmente, es decir,

(f + g)(v) = f(v) + g(v), (αf)(v) = αf(v).

Un subespacio vectorial W de un K-espacio vectorial V es un subconjunto
que cumple:

1. 0 ∈W .

2. Si w1, w2 ∈W , w1 + w2 ∈W .

3. Si w ∈W y α ∈ K, αw ∈W .

De aquí se sigue inmediatamente que W admite una estructura de espacio vec-
torial con las restricciones de las operaciones de V . Siempre consideraremos a
los subespacios vectoriales como espacios vectoriales con dicha estructura.

Es fácil ver que la intersección de cualquier familia de subespacios vectoriales
de V es un subespacio vectorial de V . Esto justifica la definición siguiente:

Si V es un K-espacio vectorial y X ⊂ V , se llama subespacio generado por X
a la intersección de todos los subespacios vectoriales de V que contienen a X.
Se representa por 〈X〉. Si V = 〈X〉 se dice que X es un sistema generador de V .

Teorema A.2 Si V es un K-espacio vectorial y X ⊂ V , el subespacio 〈X〉
está formado por todos los vectores de la forma v = α1v1 + · · · + αnvn con
v1, . . . , vn ∈ X y α1, . . . , αn ∈ K.

Demostración: Si llamamosW al conjunto formado por todos los vectores
de la forma indicada, es inmediato que se trata de un subespacio vectorial de V
que contiene a X, luego 〈X〉 ⊂ W , pero, como 〈X〉 es un subespacio vectorial
de V que contiene a X, es claro que también tiene que contener a todos los
elementos de W , luego W = 〈X〉.

Definición A.3 Si V es un K-espacio vectorial, un conjunto X ⊂ V es lineal-
mente independiente si cuando v1, . . . , vn son elementos de X distintos dos a
dos y α1v1 + · · · + αnvn = 0, para ciertos escalares αi ∈ K, entonces todos los
αi son necesariamente nulos. Una base de un espacio vectorial V es un sistema
generador linealmente independiente.
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Notemos que, por definición, ∅ es linealmente independiente y 〈∅〉 = {0},
por lo que∅ es trivialmente una base del espacio vectorial nulo. También es claro
que todo subconjunto de un conjunto linealmente independiente es linealmente
independiente.

Teorema A.4 Si B es una base de un Kespacio vectorial V , entonces todo
vector v ∈ V se expresa de forma única como combinación lineal de elementos
de B.

Demostración: Como B es un sistema generador, todo v ∈ V se expresa
como combinación lineal de elementos de B. Si admitiera dos expresiones dis-
tintas, completándolas con términos con coeficientes nulos, podríamos obtener
dos expresiones de la forma

v = α1v1 + · · ·αnvn = β1v1 + · · ·+ βnvn,

para ciertos vectores v1, . . . , vn ∈ B distintos dos a dos y con αi 6= βi para
algún índice i. Sin embargo, esto es imposible, pues entonces tenemos que
(α1 − β1)v1 + · · ·+ (αn − βn)vn = 0 con algún coeficiente no nulo, en contra de
la definición de independencia lineal.

Con esto ya podemos probar los dos resultados fundamentales sobre bases
en espacios vectoriales:

Teorema A.5 (Teorema de existencia de base) Sea V un espacio vecto-
rial, sean A ⊂ X ⊂ V de modo que A es linealmente independiente y X es un
sistema generador de V . Entonces existe una base de V tal que A ⊂ B ⊂ V .

Demostración: Por el lema de Zorn, la familia de todos los subconjuntos
A ⊂ Y ⊂ X linealmente independientes tiene un elemento B maximal respecto
de la inclusión. Basta probar que B es una base de V . Como es linealmente
independiente, si no fuera base no sería un sistema generador. A su vez, esto
implica que X 6⊂ B, pues es inmediato que todo conjunto que contiene un
sistema generador es generador.

Sea, pues, v ∈ X \ 〈B〉, pero entonces B ∪ {v} es linealmente independiente
y contradice la maximalidad de B. En efecto, si αv + α1v1 + · · ·αnvn = 0, con
v1, . . . , vn ∈ B con algún coeficiente no nulo, tiene que ser α 6= 0 (ya que en caso
contrario B no sería linealmente independiente), y entonces podemos despejar
v de la ecuación anterior para concluir que v ∈ 〈B〉, contradicción.

Teorema A.6 (Teorema de equicardinalidad de bases) Todas las bases
de un mismo espacio vectorial tienen el mismo cardinal.

Demostración: Sea V un espacio vectorial y supongamos en primer lugar
que V tiene una base finita. Entonces podemos tomar una base B = 〈v1, . . . , vn〉
del menor cardinal posible. Podemos suponer que n ≥ 1, pues si V tiene por
base al conjunto vacío es que V = 0 y la conclusión es trivial.
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Sea B′ cualquier otra base (en principio, tal vez infinita). Dado v′1 ∈ B′,
podemos expresar

v′1 = α1v1 + · · ·+ αnvn,

para ciertos escalares αj . No pueden ser todos nulos, pues una base no puede
contener el vector nulo (en tal caso 1 · 0 = 0 contradiría la definición de inde-
pendencia lineal). Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que α1 6= 0.
En tal caso

v1 = −(1/α1)v′1 − α2/α1v2 − · · · − αn/α1vn.

Por consiguiente, si llamamos B1 = {v′1, v2, . . . , vn}, tenemos que v1 ∈ 〈B1〉,
luego B ⊂ 〈B1〉, luego V = 〈B〉 ⊂ 〈B1〉, luego 〈B1〉 = V . Así pues, B1 es un
sistema generador, luego contiene una base, pero como el cardinal n de B es
el menor posible, y B1 tiene (a lo sumo) n vectores, de hecho tiene que tener
exactamente n vectores y es ya una base.

Si n > 1, tomamos otro vector v′2 ∈ B′ distinto de v′1 (tiene que haberlo,
porque B′ tiene que tener al menos n vectores). Expresamos de nuevo

v′2 = α1v
′
1 + α2v2 + · · ·+ αnvn,

No puede ser que α2 = · · · = αn = 0, pues entonces α1v
′
1 − v′2 = 0 contradiría

la independencia lineal de B′. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que
α2 6= 0, y el mismo razonamiento anterior nos da que B2 = {v′1, v′2, v3, . . . , vn}
es una base de V .

Repitiendo el proceso n veces llegamos a una base Bn ⊂ B′ con n vectores.
Pero entonces Bn = B′, pues si hubiera un vector v′ ∈ B′\Bn, tendría que poder
expresarse como combinación lineal de los vectores de Bn, y ello contradiría la
independencia lineal de B′. Así pues, B′ tiene también n vectores.

Supongamos ahora que V no tiene bases finitas y sean B y B′ dos bases
cualesquiera de V . Cada v ∈ B se expresa de forma única como combinación
lineal x = α1w1+· · ·+αnwn, donde los escalares son no nulos y w1, . . . , wn ∈ B′.
Por lo tanto, tenemos definida una aplicación f : B −→ [B′]<ℵ0 determinada
por la relación f(v) = {w1, . . . , wn}.

Así, para todo v ∈ B, se cumple que x ∈ 〈f(x)〉. Equivalentemente, tenemos
que si A ∈ [B′]<ℵ0 y x ∈ B cumple que f(x) = A, entonces x ∈ 〈A〉, luego
f−1[{A}] ⊂ 〈A〉.

Ahora bien, A es una base finita de 〈A〉, y por la parte ya probada todas
las bases de 〈A〉 son finitas, y todos los conjuntos linealmente independien-
tes también, pues cada uno de ellos está contenido en una base. Puesto que
f−1[{A}] ⊂ B es linealmente independiente, es finito.

Por otra parte, X =
⋃

A∈[B′]<ℵ0

f−1[{A}], luego

|B| ≤
∑

A∈[B′]<ℵ0

|f−1[{A}] ≤
∑

A∈[B′]<ℵ0

ℵ0 = |B′|<ℵ0 = |B′|,

e igualmente se cumple que |B′| ≤ |B|, luego |B| = |B′|.
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Definición A.7 Si V es un K-espacio vectorial, se llama dimensión de V al
cardinal de cualquier base de V y se representa por dimV .

Por ejemplo, es fácil ver que dimKn = n, para todo n ∈ ω, pues una base
de Kn es la base canónica, e1, . . . , en dada por

eij =

{
1 si i = j,
0 si i 6= j.

Si V es un K-espacio vectorial de dimensión finita, es claro que

|V | = |K|dimV ,

pues cada elemento de V se expresa de forma única como combinación lineal de
los dimV vectores de una base, luego está unívocamente determinado por los
dimV coeficientes de la combinación lineal. Para espacios de dimensión infinita
tenemos el teorema siguiente:

Teorema A.8 Si V es un K-espacio vectorial de dimensión infinita, entonces

|V | = |K|dimV.

Demostración: Si B es una base de V , tenemos que dimV = |B| ≤ |V |.
Por otra parte, si v ∈ V no es nulo, la aplicación K −→ V dada por α 7→ αv
es inyectiva, luego |K| ≤ |V | y, como la dimensión de V es infinita, concluimos
que |K|dimV ≤ |V |.

Ahora consideramos la aplicación f : V −→
⋃
n∈ω

(Kn×Bn) que a cada v ∈ V

le asigna un par ((α1, . . . , αn), (v1, . . . , vn)) tal que v = α1v1 + · · · + αnvn con
los αi no nulos (dicho par es único salvo por el orden de v1, . . . , vn, entendiendo
además que f(0) = (∅,∅)). Claramente f es inyectiva, luego

|V | ≤
∑
n∈ω
|K|n|B|n = |K|<ℵ0 dimV = |K|dimV,

donde en la última igualdad hay que distinguir si el cuerpo K es finito o infinito.

A.2 Equivalencia con el axioma de elección

En esta sección probaremos que la afirmación “Todo espacio vectorial tiene
una base” es equivalente al axioma de elección. Para ello supondremos que el
lector conoce algunos resultados algebraicos que van más allá de los demostrados
en este libro.1

1Las referencias [A] remiten a mi libro de Álgebra.
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Si k es un cuerpo y X es un conjunto arbitrario, podemos considerar [A 2.28]
el anillo k[X] de los polinomios con indeterminadas en X y coeficientes en k.
Cada p ∈ k[X] se expresa de forma única [A 2.34] en la forma

p =
n∑
i=1

aix
k1
1 · · ·xkinn ,

donde las indeterminadas x1, . . . , xn ∈ X son distintas dos a dos y las n-tuplas
de naturales (ki1, . . . , kin) son también distintas dos a dos. Además k[X] es un
dominio íntegro [A 2.41]. Esto nos permite considerar a su vez el cuerpo de
cocientes k(X), cuyos elementos son fracciones p/q de polinomios, con q 6= 0.

Según [A 2.42], las unidades de k[X] son los elementos de k, es decir, los
polinomios constantes. El teorema de Gauss [A 3.28] nos asegura que k[X] es
un dominio de factorización única, es decir, que todo polinomio p ∈ k[X] se
descompone de forma única en factores primos, los cuales están determinados
salvo producto por una constante.

Esto implica que todo elemento de k(X) admite una expresión en fracción
irreducible p/q, en el sentido de que p y q no tienen factores primos comunes, lo
cual hace que estén unívocamente determinados salvo producto por constantes.

De cara a probar el axioma de elección, partimos de una familia de conjuntos
no vacíos {Xi}i∈I , que podemos suponer disjuntos dos a dos (en caso contrario
los cambiamos por Xi × {i}). Sea X =

⋃
i∈I

Xi.

Fijamos un cuerpo cualquiera k y consideramos el cuerpo k(X). Para cada
monomio

m = axk11 · · ·xknn ∈ k[X],

definimos su grado i-ésimo como gradi(m) =
∑

xj∈Xi
kj , es decir, como la suma de

los exponentes de todas las indeterminadas de Xi que aparecen en m.

Diremos que un polinomio p ∈ k[X] es i-homogéneo de grado n si todos sus
monomios cumplen gradi(m) = n.

Ahora observamos lo siguiente:

Si p, q ∈ k[X], el producto pq es i-homogéneo si y sólo si los factores p y q
son i-homogéneos, y en tal caso gradi(pq) = gradi(p) + gradi(q).

Para probarlo observamos en primer lugar que es inmediato que si p y q son
i-homogéneos, entonces pq también lo es y gradi(pq) = gradi(p) + gradi(q) (se
prueba primero para monomios, y de ahí se sigue para polinomios homogéneos
cualesquiera). Por otra parte, todo polinomio p ∈ k[X] se descompone de forma
única como

p = pn1
+ · · ·+ pnr ,

donde cada pnj es i-homogéneo de grado nj y n1 < · · · < nr. Sólo hay que agru-
par todos los monomios con el mismo grado de i-homogeneidad. El polinomio p
será homogéneo si y sólo si r = 1.
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Descomponemos igualmente q = qm1
+ · · ·+ qms , y observamos que

pq =
∑
u,v
pnuqmv ,

donde gradi(pnuqmv ) = nu + mv, por lo que el término de menor grado en la
descomposición de pq en sumandos homogéneos es pn1

qm1
, mientras que el de

mayor grado es pnrqms . Por lo tanto, el producto pq será homogéneo si y sólo
si n1 + m1 = nr + ms, si y sólo si n1 = nr y m1 = ms (porque n1 ≤ nr y
m1 ≤ ms), si y sólo si p y q son i-homogéneos.

Como consecuencia, los factores primos de un polinomio i-homogéneo son
i-homogéneos y, a su vez, esto se traduce en que si f ∈ k(X) es cociente de po-
linomios i-homogéneos, en su expresión como fracción irreducible el numerador
y el denominador son i-homogéneos.

Si p, q ∈ k[X] son polinomios i-homogéneos, podamos definir

gradi(p/q) = gradi(p)− gradi(q),

y este grado está bien definido sin que importe la expresión de f = p/q como
cociente de polinomios i-homogéneos, pues si f = p/q = p′/q′, entonces pq′ = qp′

y al tomar grados en ambos miembros llegamos a que

gradi(p)− gradi(q) = gradi(p
′)− gradi(q

′).

Llamamos K al conjunto de los f ∈ k(X) que, para todo i ∈ I, se expresan
como cociente de polinomios i-homogéneos y gradi(f) = 0.

Se comprueba inmediatamente que K es un subcuerpo de k(X), lo que nos
permite considerar a k(X) como K-espacio vectorial. Llamamos V ⊂ k(X) al
K-espacio vectorial generado por X. Por hipótesis, podemos tomar una K-base
B de V .

Si i ∈ I y x ∈ Xi, podemos expresar

x =
∑

b∈B(x)

ab(x) · b,

donde B(x) ⊂ B es un conjunto finito y 0 6= ab(x) ∈ K. Aquí es crucial que la
unicidad de la expresión de un vector como combinación lineal de los vectores
de una base implica que tanto B(x) como {ab(x)}b∈B(x) están unívocamente
determinados por x, es decir, que no hemos usado el axioma de elección para
justificar su existencia.

Ahora bien, si y ∈ Xi, tenemos que

y =
∑

b∈B(x)

y
x ab(x) · b,

y el cociente y/x está en K, pues es i-homogéneo de grado 0 y trivialmente
también es j-homogéneo para cualquier j 6= i. La unicidad de la expresión nos
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da que B(y) = B(x) y que ab(y) = (y/x)ab(x). Equivalentemente, tenemos que
el conjunto finito Bi = B(x) es independiente de la elección de x ∈ Xi, al igual
que los coeficientes aib = ab(x)/x.

Ahora observamos que aib ∈ k(X) es i-homogéneo de grado −1, lo cual
significa que en el denominador de cualquier expresión en forma de fracción
tienen que aparecer necesariamente variables de Xi. Llamamos A(b, i) ⊂ Xi

al conjunto (finito) de las variables de Xi que aparecen en el denominador
de la expresión irreducible de aib como cociente de polinomios i-homogéneos.
Notemos que A(b, i) está unívocamente determinado por b, i, sin depender de
ninguna elección arbitraria.

Para eliminar la dependencia de b definimos F (i) =
⋃
b∈Bi

A(b, i), que sigue
siendo un subconjunto finito no vacío de Xi.

En resumen, bajo la hipótesis de que todo espacio vectorial tiene una base,
hemos demostrado lo siguiente:

Principio de elección múltiple Si A es una familia de conjuntos
no vacíos, existe una función f : A −→ [

⋃
A]<ω tal que, para todo

x ∈ A, se cumple que ∅ 6= f(x) ⊂ x.

En otras palabras, que si tenemos una familia de conjuntos no vacíos, pode-
mos seleccionar un subconjunto finito no vacío de cada uno de ellos.

De aquí se deduce a su vez que si X es un conjunto totalmente ordenado,
entonces existe una función de elección en PX.

En efecto, tenemos una función de elección múltiple f : PX \{∅} −→ [X]<ω

y, como todo conjunto finito totalmente ordenado está bien ordenado, para cada
A ∈ PX \ {∅}, podemos definir g(A) = mín f(A) ∈ A.

De aquí se sigue a su vez que todo conjunto totalmente ordenado puede
biyectarse con un ordinal y, por consiguiente, puede ser bien ordenado.

En efecto, basta observar que en la prueba de la implicación 1) ⇒ 2) del
teorema 4.28, para ver que un conjunto X es biyectable con un ordinal, sólo se
usa una función de elección en PX.

A su vez, esto implica que, para todo ordinal α, el conjunto Pα puede ser
bien ordenado, ya que tenemos una biyección natural Pα −→ α2 y el conjunto
α2 está totalmente ordenado por la relación según la cual u < v si y sólo si
u 6= v y el mínimo ordinal β < α que cumple u(β) 6= v(β) cumple, de hecho,
u(β) < v(β).

Por último, el teorema 4.33 nos da que se cumple el axioma de elección.

A.3 La dimensión del espacio dual
Aquí probaremos un resultado nada trivial que determina la dimensión de

lo que se conoce como espacio dual de un espacio vectorial dado:
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Definición A.9 Una aplicación f : V −→ W entre dos K-espacios vectoriales
es lineal si:

1. f(v1 + v2) = f(v1) + f(v2), para v1, v2 ∈ V .

2. f(αv) = αf(v), para v ∈ V y α ∈ K.

Teorema A.10 Sea f : B −→ W una aplicación de una base B de un K-
espacio vectorial V en otro K-espacio vectorial W . Entonces existe una única
aplicación lineal f̄ : V −→W que extiende a f .

Demostración: Como todo vector v ∈ V se expresa de forma única como
combinación lineal v = α1v1 + · · ·αnvn, con v1, . . . , vn ∈ B, podemos definir
f̄(v) = α1f(v1) + · · ·αnf(vn) ∈ W . No ofrece ninguna dificultad comprobar
que f̄ así definida es una aplicación lineal y que es la única que extiende a f .

Notemos ahora que un cuerpo K es un K-espacio vectorial con la suma y el
producto de su estructura de cuerpo, por lo que podemos considerar el conjunto
V ∗ de todas las aplicaciones lineales f : V −→ K.

Es inmediato comprobar que V ∗ es un subespacio vectorial de KV , es decir,
que la suma de aplicaciones lineales y el producto producto de un escalar por
una aplicación lineal son aplicaciones lineales. El espacio vectorial V ∗ se llama
espacio dual de V .

Si V tiene dimensión finita, es fácil calcular la dimensión de V ∗. De hecho,
en la prueba del teorema siguiente determinamos explícitamente una base:

Teorema A.11 Si V es un espacio vectorial de dimensión finita, entonces

dimV ∗ = dimV.

Demostración: Sea v1, . . . , vn una base de V . Definimos su base dual como
la base v∗1 , . . . , v∗n de V ∗ dada por

v∗i (vj) =

{
1 si i = j,
0 si i 6= j.

(Aquí usamos el teorema anterior para definir v∗i a través de su restricción a una
base.) Basta probar que la base dual es realmente una base de V ∗. En efecto,
si

α1v
∗
1 + · · ·+ αnv

∗
n = 0,

evaluando en vi obtenemos que αi = 0, luego la base dual es linealmente inde-
pendiente. Por otra parte, si f ∈ V ∗, se cumple que

f = f(v1)v∗1 + · · ·+ f(vn)v∗n,

pues ambos miembros son aplicaciones lineales que coinciden sobre la base dada
v1, . . . , vn.

Para espacios de dimensión infinita, el cálculo de la dimensión del espacio
dual es más complicado:
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Teorema A.12 Si V es un K-espacio vectorial de dimensión infinita, entonces

dimV ∗ = |K|dimV > dimV.

Demostración: Si B es una base de V , el teorema A.10 nos da una biyec-
ción KB −→ V ∗ que a cada aplicación B −→ K le asigna su única extensión
lineal a V . Por lo tanto |V ∗| = |K|dimV . Por otra parte, el teorema A.8 nos da
que |V ∗| = |K|dimV ∗. Así pues,

|K|dimV ∗ = |K|dimV

y el teorema quedará probado si demostramos que |K| ≤ dimV ∗. Esto es obvio
si K es finito, así que podemos suponer que K es infinito.

Diremos que una familia F ⊂ Kω es fuertemente independiente si para todo
n ≥ 1, todos los f1, . . . , fn ∈ F distintos y todo I ⊂ ω con |I| = n, se cumple
que f1|I , . . . , fn|I es una familia linealmente independiente en el espacio KI .
Hay que entender que ∅ es trivialmente fuertemente independiente.

El lema de Zorn nos garantiza la existencia de una familia M ⊂ Kω fuer-
temente independiente y maximal respecto de la inclusión. Vamos a probar
que

|K| ≤ |M| ≤ dimV ∗.

Empezamos con la segunda desigualdad. Para ello fijamos una base B∗ de V ∗
(necesariamente infinita) y fijamos en ella un subconjunto numerable {vn}n∈ω.
Para cada f ∈M, consideramos la aplicación lineal wf : V −→ K que sobre B∗
viene dada por

wf (v) =

{
f(n) si existe un n tal que v = vn,

0 si v 6= vn para todo n.

Basta probar que si f1, . . . , fn ∈ M son distintos dos a dos y los escalares
α1, . . . , αn ∈ K cumplen α1wf1 + · · · + αnwfn = 0, entonces todos los αi son
nulos, pues esto prueba a la vez que los wf son distintos dos a dos y que son
linealmente independientes en V ∗. Como todo conjunto linealmente indepen-
diente está contenido en una base, de aquí concluimos que |M| ≤ dimV ∗, como
queremos probar.

Ahora bien, tenemos que, para todo j ∈ ω, se cumple que

α1wf1(vj) + · · ·+ αnwfn(vj) = 0,

es decir, que
α1f1(j) + · · ·+ αnfn(j) = 0.

luego si I ⊂ ω cumple |I| = n, tenemos que

α1f1|I + · · ·+ αnfn|I = 0,
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pero por definición de familia fuertemente independiente tenemos que las res-
tricciones f1|I , . . . , fn|I son linealmente independientes en KI , luego todos los
escalares αi son nulos.

Pasamos ahora a probar que |K| ≤ |M|. Para ello suponemos que |M| < |K|.
Vamos a definir recurrentemente una sucesión {ξi}i∈ω ∈ Kω de manera que si
n ≤ p, f1, . . . , fn ∈ M ∪ {{ξi}i<p} son distintos dos a dos e I ⊂ p cumple que
|I| = n, entonces f1|I , . . . , fn|I son linealmente independientes en KI .

Tomamos ξ0 = 1, que cumple trivialmente lo requerido para p = 1. Supon-
gamos definida {ξi}i<p y vamos a definir ξp. Para cada α ∈ K, consideremos
ξα = (ξ0, . . . , ξp−1, α) ∈ Kp+1.

Si tomando ξp = α no se cumple lo requerido, eso significa que existen
f1, . . . , fn ∈ M ∪ {ξα} distintos dos a dos, para n ≤ p+ 1 y existe un conjunto
I ⊂ p + 1 de modo que |I| = n y f1|I , . . . , fn|I son linealmente dependientes
(incluyendo la posibilidad de que dos de ellos coincidan). Pongamos que los
elementos de I son i1 < · · · < in.

Algún fj tiene que ser ξα, pues lo contrario contradiría la independencia
fuerte de M. No perdemos generalidad si suponemos que fn = ξα. Además
p ∈ I, pues en caso contrario fn|I = {ξi}i<p|I y f1, . . . , fn−1 contradiría la
hipótesis de inducción. Más concretamente, tiene que ser in = p. Sean

f1|I = (a11, . . . , a1m, b1)
...

...
fm|I = (am1, . . . , amm, bm)

fn|I = (ξi1 , . . . , ξim , α),

donde m = n− 1.
La independencia fuerte de M implica que los m vectores (aj1, . . . , ajm)

son linealmente independientes en Km y, como dimKm = m y todo conjunto
independiente está contenido en una base, concluimos que estos vectores son
una base de Km. Por consiguiente, existen unos únicos escalares α1, . . . , αm
tales que

(ξi1 , . . . , ξim) =
m∑
k=1

αk(ak1, . . . , akm).

Por otra parte, es obvio que f1|I , . . . , fm|I son linealmente independientes
(porque lo son al quitarles la última componente), luego para que f1|I , . . . , fn|I
sean linealmente dependientes es necesario que fn|I sea combinación lineal de
f1|I , . . . , fm|I , y por la unicidad de los αk tiene que ser

fn|I =
m∑
k=1

αkfk|I .

En particular,

α =
m∑
k=1

αkfk(p).
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Con esto hemos probado que para cada elección posible f1, . . . , fm ∈M, con
m ≤ p, y cada J ⊂ p con |J | = m, existe a lo sumo un α ∈ K para el que la
asignación ξp = α no cumpliría lo requerido. Como |M≤p × Pp| < |K|, vemos
que el cardinal del conjunto de todos los α que no podemos tomar como ξp es
menor que el cardinal de K, luego existe un α ∈ K fuera de este conjunto, y
tomando ξp = α se cumple lo requerido.

Con esto tenemos definida la sucesión ξ = {ξi}i<ω ∈ Kω. Observemos que
ξ /∈M, pues, dado cualquier f ∈M, tomando p = 2, I = {0, 1}, por construcción
tenemos que (f(0), f(1)), (ξ0, ξ1) son linealmente independientes, luego ξ 6= f .

Vamos a probar que M∪{ξ} es fuertemente independiente, lo que contradirá
la maximalidad de M y el teorema quedará probado.

En efecto, si f1, . . . , fn ∈ M ∪ {ξ} son distintos dos a dos e I ⊂ ω cumple
|I| = n, podemos tomar p ∈ ω tal que p ≥ n, I ⊂ p.

Si f1, . . . , fn ∈M, entonces f1|I , . . . , fn|I son linealmente independientes por
la independencia fuerte de M. En caso contrario podemos suponer que fn = ξ,
con lo que fn|p = {ξi}i<p y f1|I , . . . , fn|I son linealmente independientes por la
construcción de ξ.



Apéndice B

Subconjuntos de R y el
axioma de elección

En el capítulo VI de [T] hemos probado que todo subconjunto de Borel de un
espacio polaco cumple las tres propiedades siguientes (la primera de las cuales
es trivial):

• Son medibles (para cualquier medida de Borel).

• Tienen la propiedad de Baire [T 6.42].

• Son numerables o bien contienen un subconjunto perfecto (y en este caso
su cardinal es c) [T 6.28].

Cabe preguntarse si en realidad estas propiedades no serán mucho más ge-
nerales: ¿existe un subconjunto de R que no sea medible Lebesgue? ¿Y sin la
propiedad de Baire? ¿Existe un subconjunto de R no numerable que no con-
tenga un subconjunto perfecto? Las tres preguntas tienen respuesta afirmativa,
pero la respuesta en todos los casos requiere de forma esencial el uso del axioma
de elección.

Es interesante observar que se trata de tres preguntas que basta responder en
un espacio polaco cualquiera para que la respuesta sea válida en cualquier otro.
Por ejemplo, si en un espacio polaco X tenemos una medida de Borel unitaria
continua µ y existe un subconjunto A que no es µ-medible, aplicando dos veces
el teorema [T 6.40], concluimos que cualquier medida de Borel unitaria continua
en cualquier espacio polaco tiene conjuntos no medibles, y el teorema 7.60 nos
permite extender la conclusión a medidas de Borel continuas arbitrarias.

Similarmente, si en un espacio polaco perfecto X existe un subconjunto A
sin la propiedad de Baire, el teorema [T 6.22] nos da que X tiene un subconjunto
Gδ denso Y homeomorfo a N y A ∩ Y no tiene la propiedad de Baire en Y , ya
que en caso contrario A∩Y = U ∪C, donde U es de Borel en Y (luego en X) y
C es de primera categoría en Y (luego en X por [T 1.66]). Concluimos que N

445
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contiene un subconjunto sin la propiedad de Baire. A su vez, invirtiendo los
razonamientos precedentes, llegamos a que todo espacio polaco perfecto tiene
un subconjunto sin la propiedad de Baire.

Por último, si X es un espacio polaco con un subconjunto no numerable A
que no contiene un subconjunto perfecto, el teorema [T 6.9] nos da una biyección
continua f : C −→ X, donde C es cerrado en N. Así f−1[A] es no numerable
y, si contuviera un subconjunto perfecto K, podríamos tomarlo compacto, con
lo que f |K : K −→ A es un homeomorfismo en su imagen, luego A contiene un
subconjunto perfecto. Concluimos que N contiene un subconjunto no numerable
sin subconjuntos perfectos, y de aquí se sigue inmediatamente que lo mismo vale
para todo espacio polaco.

B.1 El ejemplo de Vitali

El ejemplo clásico de conjunto no medible Lebesgue se debe a Vitali, y
aprovecha también para la propiedad de Baire:

Teorema B.1 (AE) Existe un subconjunto de R no medible Lebesgue y sin la
propiedad de Baire.

Demostración: Consideramos en I = [0, 1] la relación de equivalencia R
dada por aR b ↔ b − a ∈ Q, y sea V ⊂ I un conjunto que posea exactamente
un punto en cada clase de equivalencia.1 Vamos a probar que V no es medible
Lebesgue ni tiene la propiedad de Baire.

En realidad demostraremos algo más general: el conjunto de Vitali V no es
medible para ninguna medida de Borel µ 6= 0 definida en R respecto a la que los
intervalos acotados tengan medida finita y que sea invariante por traslaciones,
es decir, tal que si A ∈Mµ y a ∈ R, entonces a+A ∈Mµ y µ(a+A) = µ(A). En
particular, no sólo existe un subconjunto de R no medible Lebesgue, sino que
la medida de Lebesgue no puede extenderse a una medida definida sobre toda
el álgebra PR de modo que la extensión siga siendo invariante por traslaciones.

Sea {rn}n∈ω una enumeración de Q ∩ I y sea Vn = rn + V . La definición de
V hace que los conjuntos Vn sean disjuntos dos a dos y además

[0, 1] ⊂
⋃
n∈ω

Vn ⊂ [−1, 2].

Si V fuera medible para la medida µ, como suponemos que es invariante por
traslaciones, resulta que µ(Vn) = µ(V ) y, como la unión es disjunta,

µ([0, 1]) ≤
∑
n∈ω

µ(V ) ≤ µ([−1, 2]) < +∞.

1Notemos que el conjunto cociente I/R es no numerable, por lo que esta elección no puede
justificarse (o, por lo menos, no es evidente que pueda justificarse —y puede probarse que no
se puede—) a partir de ED. Más concretamente, para construirlo basta suponer que R puede
ser bien ordenado.
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La segunda desigualdad implica que µ(V ) = 0, y la primera nos da entonces
que µ([0, 1]) = 0. La invarianza por traslaciones implica entonces que µ = 0.

Supongamos ahora que V tiene la propiedad de Baire, y sea A ⊂ R un
abierto tal que V4A sea de primera categoría. Si A = ∅, entonces V 4A = V
es de primera categoría. Si, por el contrario A 6= ∅, tomamos un intervalo no
vacío ]a, b[ ⊂ A. Si q ∈ Q es cualquier número racional no nulo, por construcción
de V tenemos que V ∩ (q + V ) = ∅, luego

]a, b[ ∩ (q + V ) ⊂ ]a, b[ \ V ⊂ A \ V ⊂ V4A,

luego ]a, b[∩(q+V ) es de primera categoría y, como la traslación x 7→ x−q es un
homeomorfismo, también lo será su imagen por ésta, es decir, ]a− q, b− q[ ∩ V
es de primera categoría.

Ahora bien, es claro que V =
⋃

q∈Q\{0}
]a, b[ ∩ (q + V ), luego concluimos que,

en cualquier caso, V es de primera categoría. Ahora bien,

[0, 1] ⊂
⋃
q∈Q

(q + V ),

y todos los trasladados q + V son de primera categoría, luego [0, 1] también lo
es, y eso es absurdo.

En lugar de un ejemplo que carezca a la vez de las dos propiedades, podemos
encontrar ejemplos separados:

Teorema B.2 (AE) Existen conjuntos con la propiedad de Baire que no son
medibles Lebesgue y conjuntos medibles Lebesgue que no tienen la propiedad de
Baire.

Demostración: Basta considerar el conjunto de Vitali V construido en la
demostración del teorema anterior y los conjuntos A y B dados por [T 6.46]
(para R). Así V = (V ∩ A) ∪ (V ∩ B) = A′ ∪ B′, donde A′ es nulo y B′ es de
primera categoría. Como la unión de ambos no es medible ni tiene la propiedad
de Baire, A′ ha de ser medible sin la propiedad de Baire y B′ ha de ser no
medible con la propiedad de Baire.

B.2 Conjuntos finales
Veamos ahora que la existencia de conjuntos no medibles Lebesgue y sin la

propiedad de Baire se sigue de hecho del teorema de los ultrafiltros.

Definición B.3 Un conjunto A ⊂ C es un conjunto final si cuando x ∈ A e
y ∈ C cumple x|n = y|n para cierto n ∈ ω, entonces y ∈ A.

Consideramos en C la medida de Haar unitaria (véase el final de la sección
10.8 de [T]), determinada por que sobre los abiertos básicos Bs = {x ∈ C |
x|`(s) = s} (donde s ∈ 2<ω) viene dada por

m(Bs) = 2−`(s). (B.1)
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La unicidad implica que si i ∈ ω y Ti : C −→ C es el homeomorfismo dado
por

Ti(x)(n) =

{
x(n) si n 6= i,
1− x(n) si n = i,

se cumple que m(Ti[A]) = m(A) para todo A ⊂ C medible. En efecto, la
aplicación dada por m′(A) = m(Ti[A]) es una medida de Borel en C que cumple
la condición (B.1), luego es m′ = m.

Teorema B.4 Si A ⊂ C es un conjunto final con la propiedad de Baire, o bien
A o bien C \A es de primera categoría.

Demostración: Supongamos que A no es de primera categoría. Entonces
existe un abierto no vacío U tal que U 4A es de primera categoría. Sea s ∈ 2n

tal que Bs ⊂ U , con lo que Bs\A es de primera categoría. Para cada t ∈ 2n, una
composición de a lo sumo n homeomorfismos Ti transforma Bs en Bt y, como
A es final, resulta invariante por todos ellos, luego existe un homeomorfismo de
C que transforma Bs \A en Bt \A, luego este conjunto es de primera categoría.
Por consiguiente,

C \A =
⋃
t∈2n

(Bt \A)

también es de primera categoría.

Teorema B.5 Si A ⊂ C es un conjunto final medible, entonces m(A) = 0 o
bien m(A) = 1.

Demostración: Al igual que hemos visto en la prueba del teorema anterior,
dados s, t ∈ 2n, existe una composición T de homeomorfismos Ti que transforma
Bs en Bt. Dichos homeomorfismos conservan la medida y, como A es final, queda
invariante por ellos. Así pues,

m(A ∩Bt) = m(T [A ∩Bs]) = m(A ∩Bs).

Puesto que A =
⋃
s∈2n

(A ∩Bs) y la unión es disjunta, tenemos que

m(A) =
∑
t∈2n

m(A ∩Bt) = 2nm(A ∩Bs).

Así pues, para todo s ∈ 2n,

m(A ∩Bs) = 2−nm(A) = m(Bs)m(A).

Si m(A) > 0, la medida en C dada por

m′(X) =
m(X ∩A)

m(A)

cumple la condición de unicidad (B.1), luego m(X ∩ A) = m(X)m(A) para
todo X ⊂ C medible (y esto es cierto igualmente si m(A) = 0). Tomando en
particular X = A tenemos que m(A) = m2(A), luego m(A) = 0, 1.
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En particular, si F es un filtro en ω, podemos considerar el conjunto

F̃ = {χ
F
| F ∈ F} ⊂ C

y, si F contiene a los conjuntos cofinitos, F̃ es claramente final.

Teorema B.6 Si F es un ultrafiltro no principal en ω, entonces F̃ es un sub-
conjunto no medible de C y sin la propiedad de Baire.

Demostración: Consideremos el homeomorfismo T : C −→ C dado por
T (x)(i) = 1 − x(i). Es inmediato que T [F̃] = C \ F̃. Por lo tanto, F̃ no puede
tener la propiedad de Baire, ya que, al ser un conjunto final, o bien F̃ o bien
T [F̃] tendría que ser de primera categoría, pero, como T es un homeomorfismo,
de hecho ambos tendrían que serlo y C también lo sería.

Similarmente, si F̃ fuera medible, T [F̃] también lo sería y con la misma
medida, pues T conserva la medida (es inmediato que m′(X) = m(T [X]) es
una medida de Borel en C que cumple (B.1), luego m′ = m). Por consiguiente,
tendríamos que m(F̃) = m(T [F̃]) = 1−m(F̃), luego m(F̃) = 1/2, cuando, al ser
F̃ un conjunto final, hemos visto que su medida ha de ser 0 o 1, contradicción.

B.3 Conjuntos de Bernstein
En cuanto a la propiedad de poseer subconjuntos perfectos, es evidente que

si 2ℵ0 > ℵ1 entonces cualquier subconjunto B de un espacio polaco X tal que
|B| = ℵ1 es un subconjunto no numerable de X que no tiene subconjuntos
perfectos, pero podemos encontrar ejemplos sin necesidad de negar la hipótesis
del continuo:

Definición B.7 Un subconjunto B de un espacio polaco X es un conjunto de
Bernstein si tanto B como X \ B cortan a todo subconjunto perfecto de X y
ambos tienen cardinal c = 2ℵ0 .

Teorema B.8 Todo espacio polaco no numerable que admita un buen orden
contiene un conjunto de Bernstein.

Demostración: Sea X un espacio polaco no numerable que pueda ser bien
ordenado. Esto implica en particular que su cardinal c = 2ℵ0 puede identificarse
con un ordinal. Sea {Pα}α<c una enumeración2 (con repeticiones, si es preciso)
de los subconjuntos perfectos de X. Definimos por recurrencia dos sucesiones
{pα}α<c y {qα}α<c de modo que pα, qα sean dos elementos de Pα distintos entre
sí y distintos de todos los {pδ}δ<α y {qδ}δ<α. Esta elección es posible3 porque
|Pα| = c. Así, basta tomar B = {pα | α ∈ c}, de modo que {qα | α ∈ c} ⊂ X \B.
Es claro que B es un conjunto de Bernstein.

2Como X tiene una base numerable, es claro que tiene a lo sumo c abiertos, luego también
a lo sumo c cerrados.

3Aquí es donde usamos que X puede ser bien ordenado.
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Los conjuntos de Bernstein también son ejemplos de conjuntos no medibles
Lebesgue y sin la propiedad de Baire. Al contrario de lo que sucede con los
ejemplos considerados anteriormente, este hecho es válido en cualquier espacio
polaco:

Teorema B.9 Sea X un espacio polaco no numerable y sea µ 6= 0 una medida
de Borel continua en X. Si B ⊂ X es un conjunto de Bernstein, entonces todo
subconjunto de B que sea µ-medible es nulo, y si tiene la propiedad de Baire es
de primera categoría. En particular, los conjuntos de Bernstein no son medibles
ni tienen la propiedad de Baire.

Demostración: Si A ⊂ B es un conjunto medible con medida no nula
(resp. con la propiedad de Baire y de segunda categoría), entonces A contiene un
subconjunto de Borel también con medida no nula (resp. de segunda categoría,
por [T 6.43]), el cual, al ser no numerable (porque la medida es continua),
contiene a su vez un subconjunto perfecto, lo cual es imposible.

Así, si B fuera medible, su complementario también lo sería y tendríamos
que µ(X) = 0. Igualmente, si B tuviera la propiedad de Baire X sería de
primera categoría.

La existencia de conjuntos no numerables sin subconjuntos perfectos puede
demostrarse a partir de una consecuencia muy concreta de AE:

Teorema B.10 Si ℵ1 ≤ 2ℵ0 , entonces todo espacio polaco no numerable con-
tiene un subconjunto no numerable sin subconjuntos perfectos.

Demostración: Si 2ℵ0 ≤ ℵ1, entonces 2ℵ0 = ℵ1, luego todo espacio polaco
no numerable tiene cardinal ℵ1 y, en particular, admite un buen orden. Por lo
tanto, la conclusión se sigue de B.8. Si 2ℵ0 6≤ ℵ1, entonces, por hipótesis, todo
espacio polaco no numerable (que tiene cardinal 2ℵ0) tiene un subconjunto de
cardinal ℵ1, el cual no puede tener un subconjunto perfecto, ya que entonces
sería 2ℵ0 ≤ ℵ1.

B.3.1 Bases de Hamel

Una base de Hamel 4 es simplemente una base de R como espacio vectorial
sobre Q. El teorema A.5 prueba (a través del lema de Zorn) que todo espacio
vectorial tiene una base. Ahora vamos a probar que la mera existencia de una
base de Hamel implica la existencia de un conjunto no medible Lebesgue. Nos
basamos en el teorema siguiente:

Teorema B.11 (Steinhaus) Si A ⊂ Rn es un conjunto medible Lebesgue de
medida no nula, entonces el conjunto A − A = {a − b | a, b ∈ A} contiene un
entorno de 0.

4En algunos contextos la expresión “base de Hamel” se usa más en general, incluso para
referirse a cualquier base de cualquier espacio vectorial, pero aquí la usaremos en este sentido
específico.
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Demostración: Tomando un subconjunto, no perdemos generalidad si
suponemos que 0 < m(A) < ∞. Como m(A) < 2m(A), existen K ⊂ A ⊂ V
tales que K es compacto, V es abierto y m(V ) < 2m(K). La distancia de K
a Rn \ V no es nula, luego, tomando una bola U de centro cero y radio dicha
distancia, tenemos que K+U ⊂ V . Así, si u ∈ U , no puede ser K∩(u+K) = ∅,
pues en tal caso 2m(K) = m(K) + m(u + K) ≤ m(V ), contradicción. Por lo
tanto, existen k, k′ ∈ K ⊂ A tales que k = u+ k′, luego U ⊂ A−A.

Teorema B.12 Si existe una base de Hamel, entonces existe un subconjunto
de R no medible Lebesgue.

Demostración: Si B ⊂ R es una base de Hamel, sea b ∈ B y consideremos
el subespacio vectorial A = 〈B \ {b}〉 generado por B \ {b} sobre Q. Veamos
que A no es medible Lebesgue. Claramente

R =
⋃
q∈Q

(qb+A),

luego si A es medible, como m(qb + A) = m(A), tiene que ser m(A) > 0. Por
el teorema anterior existe un entorno U de 0 tal que U ⊂ A − A. Podemos
tomar q ∈ Q \ {0} suficientemente pequeño para que qb ∈ U , y entonces existen
x, y ∈ A tales que qb = x − y, luego b ∈ A, lo que contradice la independencia
lineal de B. Esto prueba que A no es medible Lebesgue.

En contra de lo que podría parecer a la vista del teorema precedente, no es
cierto que una base de HamelB sea necesariamente no medible Lebesgue. Lo que
sí podemos decir a partir de la prueba es que si es medible Lebesgue, entonces
su medida es nula. En efecto, si m(B) > 0 entonces A0 = B \ {b} también
tiene medida positiva, luego por el teorema de Steinhaus A0 − A0 contiene un
entorno de 0, luego lo mismo le sucede a A−A ⊃ A0−A0 (donde A es el espacio
vectorial definido en el teorema anterior), y este hecho es lo único que realmente
se usa en el teorema para llegar a una contradicción.

Para probar (AE) que existe una base de Hamel medible Lebesgue basta
tener en cuenta el teorema [T 6.20], según el cual el conjunto de Cantor C
cumple C + C = [0, 2]. Esto implica que C es un sistema generador de R sobre
Q, pues para cada x ∈ R existe un q ∈ Q no nulo tal que 1

qx ∈ [0, 2], luego
x = qc1 + qc2, con c1, c2 ∈ C. Por A.5, todo sistema generador de un espacio
vectorial contiene una base, luego C contiene una base de Hamel, y como C
es medible Lebesgue y tiene medida nula (teorema [T 6.38]), concluimos que lo
mismo vale para la base que contiene. Reunimos estos hechos y algunos más en
el teorema siguiente:

Teorema B.13 (AE) Se cumple:

1. Existen bases de Hamel, todas ellas tienen cardinal 2ℵ0 y, si son medibles
Lebesgue, entonces tienen medida nula.

2. Existen bases de Hamel medibles Lebesgue y bases de Hamel no medibles
Lebesgue.
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Demostración: La existencia de bases de Hamel nos la da A.5. Todas
ellas tienen cardinal 2ℵ0 por el teorema A.8 (notemos que R no puede tener
dimensión finita n como Q-espacio vectorial, pues en tal caso tendríamos que
|R| = |Qn| y R sería numerable).

Sólo falta probar que existen bases de Hamel no medibles Lebesgue. Para
ello modificaremos ligeramente la prueba del teorema B.8. El planteamiento es
el mismo: partimos de una enumeración {Pα}α<c de los subconjuntos perfectos
de R. Definimos por recurrencia una sucesiones {pα}α<c de modo que pα ∈ Pα
no pertenezca al subespacio vectorial generado (sobre Q) por todos los {pδ}δ<α.
Esta elección es posible porque |Pα| = c, mientras que (por el mismo argumento
con el que hemos calculado el cardinal de una base de Hamel) el cardinal del
espacio generado por las dos sucesiones es ≤ ℵ0|α| < c.

El conjunto B0 = {pα | α ∈ c} es así un conjunto linealmente independiente
que corta a todos los subconjuntos perfectos de R. Ahora usamos que, según A.5,
todo conjunto linealmente independiente en un espacio vectorial está contenido
en una base. Esto nos da en nuestro caso una base de Hamel B que contiene a
B0, luego sigue cortando a todos los subconjuntos perfectos de R. Esta base B
es necesariamente no medible Lebesgue, pues si lo fuera tendría medida 0, luego
R \ B sería un conjunto medible no nulo, luego contendría un subconjunto de
Borel, y a su vez un subconjunto perfecto, contradicción.

B.4 Números hiperreales

El teorema B.6 muestra que para probar la existencia de conjuntos no medi-
bles no es necesario todo el axioma de elección, sino que basta el teorema de los
ultrafiltros, que es ligeramente más débil. Vamos a ver aquí otra construcción
basada en este teorema a través de la teoría de modelos.

Teorema B.14 (TU) Existe un subconjunto de R no medible Lebesgue.

Demostración: Sea U un ultrafiltro no principal sobre ω y consideremos
la ultrapotencia R∗ = UltU (R). De acuerdo con las observaciones previas al
teorema 10.37, tenemos que R∗ es un cuerpo ordenado no arquimediano que
extiende a R.

Observemos que la construcción de la ultrapotencia no depende del lenguaje
formal del cual consideramos a R como modelo, luego podemos añadirle más
signos sin cambiar R∗. Por ejemplo, si le añadimos dos relatores monádicos que
se interpreten en R como la pertenencia a N y a Q, respectivamente, enton-
ces en R∗ se interpretan como la pertenencia a dos subconjuntos que podemos
representar por N∗ y Q∗, a cuyos elementos podemos llamar hipernaturales e
hiperracionales, respectivamente.

La equivalencia elemental se traduce en que todas las propiedades —expresa-
bles como sentencias del lenguaje de la teoría de anillos con las extensiones que
estamos considerando— que valen para R, Q y N valen también en R∗.
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Por ejemplo, como R �
∧
xy ∈ N x+ y ∈ N, lo mismo vale para R∗, lo cual

significa que la suma de hipernaturales es hipernatural, etc.
Añadimos también al lenguaje formal un funtor monádico que se interprete

en R como la función x 7→ 2x, que en R∗ se interpretará como una función que
representaremos igualmente por 2x. Como R �

∧
n ∈ N 2n ∈ N, se cumple que∧

n ∈ N∗ 2n ∈ N∗, etc.
Fijamos ahora un hipernatural N infinitamente grande. Por ejemplo, basta

considerar N = [d], donde d(n) = n, y así N ∈ N∗ y
∧
n ∈ N n < N .

Definimos

E0 = {x ∈ [0, 1]∗ \Q |
∨
k ∈ N∗

(
2k

2N
< x <

2k + 1

2N

)
},

E1 = {x ∈ [0, 1]∗ \Q |
∨
k ∈ N∗

(
2k + 1

2N
< x <

2k + 2

2N

)
},

donde [0, 1]∗ representa el intervalo correspondiente en R∗. Podemos pensar que
Ei es el conjunto de los números irracionales cuya N -sima cifra en su desarrollo
binario es i.

Ahora usamos que

R �
∧
n ∈ N

∧
x(0 < x < 1 ∧ x /∈ Q→

1∨
r ∈ N

(
r

2n
< x <

r + 1

2n

)
),

así como que
R �

∧
r ∈ N

∨
k(r = 2k ∨ r = 2k + 1),

con lo que lo mismo es válido en R∗, lo que se traduce en que [0, 1]∗\Q∗ = E0∪E1

y E0 ∩ E1 = ∅, (aquí usamos también la traducción a R∗ de que un mismo
número natural no puede ser par e impar a la vez).

Definimos Ai = [0, 1]∩Ei, de modo que [0, 1] \Q = A0 ∪A1 y A0 ∩A1 = ∅.
Vamos a probar que A0 y A1 no son medibles Lebesgue.

Para ello consideramos Ikn =
[
k
2n ,

k+1
2n

]
\ Q y observamos que la función

fkn : R −→ R dada por fkn(x) = 2k+1
2n − x cumple fkn [Ikn] = Ikn (le aplica una

simetría). Por otra parte:

R

2N
< x <

R+ 1

2N
⇒ 2k + 1

2n
− R+ 1

2N
< fkn(x) <

2k + 1

2n
− R

2N
,

es decir,

(2k + 1)2N−n −R− 1

2N
< fkn(x) <

(2k + 1)2N−n −R
2N

,

y resulta que (2k+ 1)2N−n−R− 1 es par si y sólo si R es impar. (Aquí usamos
que en ∗N se cumplen las propiedades obvias sobre números pares e impares.)
Por lo tanto, x ∈ Ai ↔ fkn(x) ∈ A1−i. Equivalentemente:

fkn [Ikn ∩Ai] = Ikn ∩A1−i.
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Si los conjuntos Ai son medibles, entonces, como fkn conserva la medida de
Lebesgue (porque es una simetría, luego conserva las medidas de los intervalos),
concluimos que

m(Ikn ∩A0) = m(Ikn ∩A1) = m(Ikn)/2.

(La última igualdad se debe a que Ikn es unión disjunta de los dos primeros
conjuntos.) En particular, m(A0) = m(I0

0 ∩A0) = 1/2.
Consideramos entonces la medida que a cada conjunto medible Lebesgue en

[0, 1] le asigna µ(X) = 2m(X∩A0). Ciertamente es una medida con la propiedad
de que µ(Ikn) = m(Ikn). De aquí se sigue fácilmente que µ y m coinciden sobre
todos los intervalos abiertos, luego, de hecho, µ = m. Ahora bien, haciendo
X = A0 en la definición de µ, tenemos que m(A0) = 2m(A0), es decir, 1/2 = 1.

B.5 Filtros rápidos

El propósito de esta sección es demostrar un teorema análogo a B.10 para
conjuntos medibles, lo cual es mucho más delicado. Para ello demostraremos una
versión de B.6 con una hipótesis más débil. Vamos a necesitar varios resultados
técnicos, el primero de los cuales es el siguiente (consideramos en C la medida
de Haar unitaria m, como en la sección B.2):

Teorema B.15 Sea A ⊂ C un cerrado de medida positiva. Entonces existe un
cerrado B ⊂ A de medida positiva y una sucesión creciente {nk}k∈ω de números
naturales tal que∧

s ∈ 2nk(Bs ∩B 6= ∅→ m(Bs ∩B) ≥ (1− 2−k)m(Bs)).

Demostración: Vamos a construir una sucesión creciente {nk}k∈ω de nú-
meros naturales y una sucesión decreciente {Ck}k∈ω de cerrados tales que

m(Ck \ Ck+1) ≤ m(A)2−nk−k−2 (B.2)

y
Ck =

⋃
s∈Tk

(Bs ∩ Ck−1), (B.3)

donde
Tk = {s ∈ 2nk | m(Bs ∩ Ck−1) ≥ (1− 2−k−1)m(Bs)}. (B.4)

Tomamos C0 = A y n0 = 1. Supongamos construidos Cky nk, y veamos que
existe nk+1 > nk tal que

N = |{s ∈ 2nk+1 | Bs ∩ Ck 6= ∅}| ≤ 2nk+1(m(Ck) +m(A) 2−nk−2k−4).

Para ello tomamos un abierto G tal que Ck ⊂ G y

m(G) ≤ m(Ck) +m(A) 2−nk−2k−4.
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Como Ck es compacto, podemos exigir que G sea unión de un número finito
de abiertos básicos, así como que todos ellos corten a Ck. También podemos
suponer que todos ellos son de la forma Bs con s ∈ 2nk+1 , para un nk+1 > nk.
Como los abiertos de este tipo son disjuntos dos a dos, G será, más precisamente,
la unión de todos los abiertos básicos Bs con s ∈ 2nk+1 tales que Bs ∩Ck 6= ∅,
y el numero de tales abiertos es el que hemos llamado N .

Así pues, m(G) = N/2nk+1 , luego

N = 2nk+1 m(G) ≤ 2nk+1(m(Ck) +m(A) 2−nk−2k−4), (B.5)

como había que probar. Definimos Ck+1 mediante (B.3), con lo que claramente
es cerrado, Ck+1 ⊂ Ck y

m(Ck+1) ≤ |Tk+1|2−nk+1 . (B.6)

Además

Ck \ Ck+1 ⊂
⋃
{Bs ∩ Ck | s ∈ 2nk+1 \ Tk+1 ∧ Bs ∩ Ck 6= ∅}.

Entonces

m(Ck) = m(Ck+1) +m(Ck \ Ck+1) ≤ [por (B.4)]

m(Ck+1) +
∑
{(1− 2−k−2)2−nk+1 | s ∈ 2nk+1 \ Tk+1 ∧ Bs ∩ Ck 6= ∅}

≤ m(Ck+1) + (1− 2−k−2)2−nk+1(N − |Tk+1|) ≤ [por (B.6)]

m(Ck+1) + (1− 2−k−2)2−nk+1(N − 2nk+1m(Ck+1))

= m(Ck+1) + (1− 2−k−2)(N2−nk+1 −m(Ck+1))

= 2−k−2m(Ck+1) + (1− 2−k−2)N2−nk+1 .

Por lo tanto

2−k−2m(Ck+1) ≥ m(Ck)−N2−nk+1(1− 2−k−2) ≥ [por (B.5)]

m(Ck)− 2nk+1(m(Ck) +m(A) 2−nk−2k−4)2−nk+1(1− 2−k−2)

= −m(A) 2−nk−2k−4 + 2−k−2m(Ck),

luego
m(Ck+1) ≥ m(Ck)−m(A) 2−nk−k−2

de donde se sigue (B.2).

Ahora definimos B =
⋂
k∈ω

Ck, que obviamente es cerrado. Así

Ck \B =
⋃
r≥k

(Cr \ Cr+1)→ m(Ck \B) =
∑
r≥k

m(Cr \ Cr+1)

≤
∑
r≥k

m(A) 2−nr−r−2 = m(A) 2−nk−k−1
∑
r≥k

2−(nr−nk)−(r−k)−1

= m(A) 2−nk−k−1 ∑
r≥0

2−(nr+k−nk)−r−1 ≤ m(A) 2−nk−k−1
∑
r≥0

2−r−1

= m(A) 2−nk−k−1.
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Así pues,

m(B) = m(Ck)−m(Ck \B) ≥ m(Ck)−m(A) 2−nk−k−1.

Para k = 0 queda m(B) ≥ m(A)−m(A)2−2 > 0.

Si s ∈ 2nk y Bs ∩B 6= ∅, entonces Bz ∩ Ck 6= ∅, luego s ∈ Tk, luego

m(Bs ∩ Ck) = m(Bs ∩
⋃

s′∈Tk
(Bs′ ∩ Ck−1)) = m(Bs ∩ Ck−1)

[por (B.4)] ≥ (1− 2−k−1)m(Bs) ≥ (1− 2−k)m(Bs),

como había que probar.

Definición B.16 Un filtro F en ω es rápido si para toda φ : ω −→ ω creciente
existe F ∈ F tal que

∧
k ∈ ω |F ∩ φ(k)| ≤ k.

En primer lugar demostramos que el teorema B.6 es válido para filtros rápi-
dos en lugar de ultrafiltros no principales:

Teorema B.17 Si F es un filtro rápido, entonces F̃ no es medible.

Demostración: Supongamos que F̃ es medible. Sea T : C −→ C el ho-
meomorfismo definido al principio de la prueba del teorema B.6. Es inmediato
que F̃ ∩ T [F̃] = ∅ y, si F̃ es medible, ambos conjuntos tienen la misma medida,
luego m(F̃ ) ≤ 1/2.

Existe un abierto G tal que F̃ ⊂ G ym(G) < 1, luego A = C\G es un cerrado
de medida positiva tal que F̃ ∩A = ∅. Sea B ⊂ A y {nk}k∈ω según el teorema
anterior. Sea φ : ω −→ ω la aplicación (creciente) dada por φ(k) = nk+2. Como
F es rápido existe F ∈ F tal que

∧
k ∈ ω |F ∩ nk+2| ≤ k.

Vamos a construir sk ∈ 2nk tal que, para todo k ∈ ω,

sk = sk+1|sk , χ
F
|nk ≤ sk, Bsk ∩B 6= ∅.

Por la propiedad de F tenemos |F ∩ n2| ≤ 0, luego χ
F
|n0 = 0, luego basta

tomar z0 ∈ 2n0 tal que Bz0 ∩B 6= ∅ y s0 cumple lo pedido.

Supongamos construido sk. Como Bsk ∩B 6= ∅, tenemos que

m(Bsk ∩B) ≥ (1− 2−k)m(Bsk).

Sea P = {s ∈ 2nk+1 | s|nk = sk ∧
∧
m ∈ F ∩ nk+1 s(m) = 1}. Así

|P | = 2nk+1−nk−|(nk+1\nk)∩F |, luego

m({u ∈ Bsk | χF |nk+1
≤ u|nk+1

}) = m({u ∈ Bsk | u|nk+1
∈ P})

= 2nk+1−nk−|(nk+1\nk)∩F |−nk+1 = 2−nk−|(nk+1\nk)∩F |

= m(Bsk)2−|(nk+1\nk)∩F | ≥ m(Bsk) 2−|nk+1∩F | ≥ m(Bsk) 2−k+1.
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Si este conjunto fuera disjunto con Bsk ∩B, su unión tendría medida

≥ (1− 2−k)m(Bsk) +m(Bsk) 2−k+1 > m(Bsk),

pero esto es imposible, pues se trata de un subconjunto de Bsk . Así pues, existe
un u ∈ Bsk ∩ B tal que χ

F
|nk+1

≤ u|nk+1
. Tomamos sk+1 = u|nk+1

, con lo que
u ∈ Bsk+1

∩B 6= ∅ y sk+1 cumple lo pedido.

Sea x =
⋃
k∈ω

sk ∈ C. Como Bsk ∩B 6= ∅ y {Bsk}k∈ω es una base de entornos

de x, tenemos que x ∈ B = B ⊂ A.
Como χ

F
|nk ≤ sk, resulta que χ

F
≤ x, luego F ⊂ x−1[{1}], con lo que

x−1[{1}] ∈ F, luego x ∈ F̃ ∩A = ∅, contradicción.

Ahora vamos a ver cómo construir un filtro rápido. Necesitamos otro hecho
técnico:

Teorema B.18 Sea E ⊂ C un conjunto nulo. Entonces existe un subconjunto
cerrado B ⊂ C tal que B ∩ E = ∅, m(B) > 0 y para todo n ∈ ω y todo s ∈ 2n,
si B ∩Bs 6= ∅ entonces m(B ∩B2) ≥ 8−n−1.

Demostración: Por regularidad existe un cerrado C0 ⊂ C de manera que
C0 ∩ E = ∅ y m(C0) ≥ 1/2. Supuesto definido Ck, sea

Ck+1 =
⋃
{Bs ∩ Ck | s ∈ 2k+1 ∧ m(Bs ∩ Ck) ≥ 1/8k+1},

que claramente es cerrado, al igual que B =
⋂
k∈ω

Ck.

Tomemos n ≤ k y s ∈ 2n. Entonces

m(Bs ∩ (Ck \Ck+1) = m(Bs ∩
⋃
{Bs′ ∩Ck | s′ ∈ 2k+1 ∧ m(Bs ∩Ck) < 1/8k+1})

= m(
⋃
{Bs′ ∩ Ck | s′ ∈ 2k+1 ∧ m(Bs ∩ Ck) < 1/8k+1 ∧ s′|n = s})

≤ 2k+1−n(1/8k+1).

En particular, si s = ∅, tenemos que m(Ck \ Ck+1) ≤ 1/4k+1. Así

m(B) = m(C0)−m(C0 \B) =
1

2
−m(

⋃
k∈ω

(Ck \ Ck+1))

=
1

2
−
∑
k∈ω

m(Ck \ Ck+1) ≥ 1
2 −

∑
k∈ω

1
4k+1 = 1

2 −
1
3 > 0.

Ahora, si s ∈ 2n, con n > 0 y B∩Bs 6= ∅, entonces Bs∩Cn 6= ∅, luego, por
definición de Cn ha de ser m(Bs∩Cn−1) ≥ 1/8n y además Bs∩Cn = Bs∩Cn−1,
luego m(Bs ∩ Cn) ≥ 1/8n. Entonces

m(Bs ∩B) ≥ m(Bs ∩ Cn)−
∑
k≥n

m(Bs ∩ (Ck \ Ck+1))

≥ 1

8n
−
∑
k≥n

2k+1−n

8k+1
=

1

8n
− 1

2n

∑
k≥n

1

4k+1
=

2

3 · 8n
≥ 1

8n
≥ 1

8n+1
.
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Puede probarse que los filtros rápidos tampoco tienen la propiedad de Baire.

Definición B.19 Supongamos que existe X ⊂ C tal que |X| = ℵ1. Para cada
x, y ∈ C, x 6= y, definimos h(x, y) = mín{n ∈ ω | x(n) 6= y(n)}. Si R ⊂ C× C es
una relación de equivalencia, definimos

ZR = {h(x, y) | x ∈ X ∧ y ∈ X ∧ x 6= y ∧ xR y} ⊂ ω.

Teorema B.20 Los conjuntos ZR, donde R recorre las relaciones de equivalen-
cia en C que sean de Borel como subconjunto de C× C y tales que |C/R| ≤ ℵ0,
generan un filtro FX en ω que contiene a los conjuntos cofinitos.

Demostración: Veamos que cada ZR es infinito. Como |X| = ℵ1 y
|C/R| ≤ ℵ0, alguna clase de equivalencia ha de ser infinita, sea Y una de
ellas. Sea h : [Y ]2 −→ ZR la aplicación dada por h({x, y}) = h(x, y). Si ZR
fuera finito, por el teorema de Ramsey 11.4, Y contendría un conjunto infinito
homogéneo H y, si x, y, z ∈ H, entonces h(x, y) = h(x, z) = h(y, z) = n, pero
eso es imposible.

Obviamente ZR1∩R2 ⊂ ZR1 ∩ ZR2 , por lo que los conjuntos ZR generan un
filtro FX . Para probar que contiene a los conjuntos cofinitos tomamos n ∈ ω y
consideramos la relación de equivalencia en C dada por

xRn y ↔ x|n = y|n.

Obviamente es de Borel, determina 2n clases de equivalencia y ZR ⊂ ω \ n,
luego ω \n ∈ FX , lo que implica que FX contiene a los conjuntos cofinitos.

Definición B.21 Si X ⊂ C cumple |X| = ℵ1, el filtro FX dado por el teorema
anterior recibe el nombre de filtro de Raisonnier asociado a X.

Vamos a dar una condición suficiente para que FX sea un filtro rápido.

Para ello, para cada H ⊂ C× C llamamos Hx = {y ∈ C | (x, y) ∈ H} y

H(X) =
⋃
x∈X

Hx.

Teorema B.22 Supongamos que se cumple la condición:

(N) Si H ⊂ C× C es un Gδ con secciones nulas, entonces H(X) es nulo.

Entonces FX es un filtro rápido.

Demostración: Consideramos aquí la base de C formada por los abiertos
de la forma

Bs = {x ∈ C | x|Ds = s},

donde, en lugar de restringir s ∈ 2n para n ∈ ω, consideramos más en general
s ∈ 2I , para cualquier I ⊂ ω finito. Diremos que I = Ds es el soporte de Ds.
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Observemos que podemos construir una sucesión {A(s, i, j)}s∈2<ω,i,j∈ω de
abiertos básicos tales que m(A(s, i, j)) = 2−i−j y los abiertos {A(s, i, j)}s∈2<ω

tengan soportes disjuntos dos a dos.

En efecto, basta partir ω en infinitos conjuntos disjuntos de cardinal i+ j y
asignamos uno a cada s ∈ 2<ω, tomando un abierto básico cualquiera con dicho
soporte.

Sea φ : ω −→ ω creciente y sea Hφ ⊂ C× C la relación dada por

xHφ y ↔
∧
j ∈ ω

∨
j′l ∈ ω(j ≤ j′ ≤ l ∧ y ∈ A(x|φ(l), l, j

′)).

Así
Hφ =

⋂
j∈ω

⋃
j≤j′≤l

{(x, y) ∈ C× C | y ∈ A(x|φ(l), l, j
′)},

y los conjuntos de la izquierda son antiimágenes de abiertos por la proyección
en la segunda componente, luego son abiertos en C× C, luego Hφ es un Gδ.

Para cada x ∈ C,

Hφ
x =

⋂
j∈ω

⋃
j≤j′≤l

A(x|φ(l), l, j
′)

y

m(
⋃

j≤j′≤l

A(x|φ(l), l, j
′)) ≤

∑
j≤j′≤l

1

2l+j′
=
∑
j≤j′

1

2j′
∑
j′≤l

1

2l
=
∑
j≤j′

1

2j′
1

2j′−1

=
∑
j≤j′

1

22j′−1
=

1

22j−2
=

1

4j−2
,

luego m(Hφ
x ) = 0.

Por (N) podemos afirmar que Hφ(X) es un conjunto nulo. Sea Bφ según
el teorema B.18, es decir, Bφ es cerrado en C, Bφ ∩ Hφ(X) = ∅, m(Bφ) > 0
y, para todo s ∈ 2<ω, si Bφ ∩ Bs 6= ∅, entonces m(Bφ ∩ B2) ≥ 8−n−1, donde
n = `(s).

Dado x ∈ C, sea Oxj =
⋃

j≤j′≤l
A(x|φ(l), l, j

′) ∩ Bφ, que es un abierto en Bφ

y, si x ∈ X, entonces
⋂
j

Oxj = Hφ
x ∩ Bφ = ∅, luego, por el teorema de Baire,

algún Oxj no es denso en Bφ, es decir, para cierto j ∈ ω y s ∈ 2<ω, se cumple
que Bφ ∩Bs 6= ∅ y Bφ ∩Bs ∩Oj = ∅.

Fijemos una biyección 〈 , 〉 : ω × 2<ω −→ ω. Podemos suponer que cumple
máx{`(s), j} ≤ 〈j, s〉.

Para cada x ∈ C, sea F (x) el mínimo 〈j0, s0〉 tal que Bφ ∩ Bs0 6= ∅ y
Bφ∩Bs0 ∩Oj0 6= ∅ si existe algún par (j0, s0) en estas condiciones, y F (x) =∞
en otro caso. (Acabamos de probar que F (x) es finito siempre que x ∈ X.) Sea
Rφ la relación en C× C dada por

xRφ y ↔ (F (x) = F (y) =∞) ∨ (F (x) = F (y) 6=∞ ∧ x|φ(F (x)) = y|φ(F (y))).
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Claramente Rφ es una relación de equivalencia. Vamos a probar que es de
Borel. Para ello empezamos descomponiéndola como

Rφ = {x ∈ C | F (x) =∞}× {y ∈ C | F (y) =∞} ∪

{(x, y) ∈ C× C | F (x) = F (y) 6=∞ ∧ x|φ(F (x)) = y|φ(F (y))}.
Por una parte:

{x ∈ C | F (x) =∞} = {x ∈ C | ¬
∨
js(Bφ ∩Bs 6= ∅ ∧ Bφ ∩Bs ∩Oxj = ∅)}

= C \
⋃

(j,s)

{x ∈ C | Bφ ∩Bs ∩Oxj = ∅},

donde en la última unión (j, s) recorren los pares tales que Bφ ∩Bs 6= ∅.
A su vez,

{x ∈ C | Bφ ∩Bs ∩Oxj = ∅} =
⋂

j≤j′≤l
{x ∈ C | A(x|φ(l), l, j

′) ∩Bφ ∩Bs = ∅}

y el último conjunto es claramente abierto, pues la condición depende única-
mente de x|φ(l). Concluimos que {x ∈ C | F (x) =∞} es un conjunto de Borel.

Por otra parte:

{(x, y) ∈ C× C | F (x) = F (y) 6=∞ ∧ x|φ(F (x)) = y|φ(F (y))}

=
⋃
n∈ω
{(x, y) ∈ C× C | F (x) = F (y) = n ∧ x|φ(n) = y|φ(n)}

=
⋃
n∈ω

({(x, y) ∈ C× C | F (x) = F (y) = n} ∩ {(x, y) ∈ C× C | x|φ(n) = y|φ(n)}).

El conjunto a la derecha de ∩ es abierto, luego sólo falta probar que el de la
izquierda también lo es. Pongamos que n = 〈j, s〉. Si Bφ ∩Bs = ∅, el conjunto
es vacío, luego es de Borel. Supongamos que Bφ ∩Bs 6= ∅. Entonces

{(x, y) ∈ C× C | F (x) = F (y) = 〈j, s〉} =

{(x, y) ∈ C× C | F (x) = 〈j, s〉} × {(x, y) ∈ C× C | F (y) = 〈j, s〉},
luego basta ver que el conjunto {(x, y) ∈ C × C | F (x) = 〈j, s〉} es de Borel.
Ahora bien,

{(x, y) ∈ C× C | F (x) = 〈j, s〉} = {(x, y) ∈ C× C | Bφ ∩Bs ∩Oxj = ∅} ∩⋂
j′,s′
{x ∈ C | Bφ ∩Bs′ ∩Oxj′ 6= ∅}, (B.7)

donde la última intersección recorre los j′, s′ tales que

〈j′, s′〉 < 〈j, s〉 y Bφ ∩Bs′ 6= ∅.

El primer conjunto del miembro derecho de (B.7) es de Borel porque así lo
hemos demostrado antes, y los que aparecen tras la intersección son de Borel
porque son complementarios de conjuntos como el primero. Esto termina la
prueba de que Rφ es de Borel.
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Por otra parte, es evidente que Rφ determina una cantidad numerable de
clases de equivalencia (una para cada valor posible de F ).

Por consiguiente, podemos considerar Zφ = ZRφ ∈ FX . Veamos que∧
k ∈ ω |Zφ ∩ φ(k)| ≤ k(3k + 3)224k.

En principio:

Zφ ∩ φ(k) = {h(x, y) | x, y ∈ X ∧ x 6= y ∧ xRφ y ∧ h(x, y) < φ(k)}.

Si x, y ∈ X ∧ xRφ y, existen j ∈ ω y s ∈ 2<ω tales que F (x) = F (y) = 〈j, s〉 y
x|φ(〈j,s〉) = y|φ(〈j,s〉), luego h(x, y) ≥ φ(〈j, s〉).

Si h(x, y) < φ(k), entonces 〈j, s〉 < k, pues si fuera k ≤ 〈j, s〉, entonces
φ(k) ≤ φ(〈j, s〉) ≤ h(x, y).

Por definición de F , tenemos además que Bφ∩Bs 6= ∅ y Bφ∩Bs∩Oxj = ∅,
luego, como j < k, por definición de Oxj , Bφ ∩ Bs ∩ A(x|φ(k), k, j) = ∅, e
igualmente para y.

Sea ∆(s, j) = {t ∈ 2φ(k) | Bφ ∩Bs ∩A(t, k, j) = ∅}, δ(s, j) = |∆(s, j)|.
Así, si n ∈ Zφ ∩ φ(k), entonces n = h(x, y), para ciertos x, y ∈ X tales que

existen s, j de modo que

〈s, j〉 < k, Bφ ∩Bs 6= ∅, x|φ(k) ∈ ∆(s, j), y|φ(k) ∈ ∆(s, j).

Además, por la definición de h, si h(x, y) 6= h(x′, y′) < φ(k) entonces
(x|φ(k), y|φ(k)) 6= (x′|φ(k), y

′|φ(k)), luego Zφ ∩ φ(k) está completamente deter-
minado por el conjunto

⋃
s,j

∆(s, j) × ∆(s, j), donde s, j recorre los pares tales

que 〈s, j〉 < k y Bφ ∩Bs 6= ∅, luego

|Zφ ∩ φ(k)| ≤
∑
s,j

δ(s, j)2. (B.8)

Por definición de ∆, tenemos que

Bφ ∩Bs ⊂
⋂

t∈∆(s,j)

(C \A(t, k, j)),

luego

m(Bφ ∩Bs) ≤ m
( ⋂
t∈∆(s,j)

(C \A(t, k, j))
)
≤ (1− 2−k−j)δ(s,j).

Vamos a probar la última igualdad. Pongamos que, para cada t ∈ ∆(s, j),
A(t, k, j) = Bst , donde st ∈ 2It y los soportes It son conjuntos disjuntos de
cardinal k + j. Así⋂

t∈∆(s,j)

(C \A(t, k, j)) = {x ∈ C |
∧
t ∈ ∆(s, j) x|It 6= st}

= {x ∈ C | x|I ∈ D},
donde I =

⋃
t∈∆(s,j)

It y D = {u ∈ 2I |
∧
t ∈ ∆(S, j) u|It 6= st}.
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El hecho de que los soportes sean disjuntos implica que |D| = (2k+j−1)δ(s,j).
Así

m
( ⋂
t∈∆(s,j)

(C \A(t, k, j))
)

=
(2k+j − 1)δ(s,j)

2(k+j)δ(s,j)
=

(
1− 1

2k+j

)δ(s,j)
.

Por otra parte, por construcción de Bφ, si Bφ ∩Bs 6= ∅, entonces

m(Bφ ∩Bs) ≥ 8−`(s)−1.

Así,

2−3`(s)−3 ≤ (1− 2−k−j)δ(s,j) → −(3`(s) + 3) ≤ δ(s, j) log2(1− 2−k−j)

→ δ(s, j) ≤ 3n+ 3

log2( 2k+j

2k+j−1
)
≤ (3`(s) + 3) 2k+j .

Para probar la última desigualdad basta ver (llamando t = 2k+j) que

1

log2( t
t−1 )

≤ t↔ 1

t
≤ log2(

t

t− 1
)↔ 21/t ≤ t

t− 1
↔ 2 ≤ tt

(t− 1)t

↔ tt ≥ 2(t− 1)t,

y esto es cierto, pues

tt = ((t− 1) + 1)t ≥ (t− 1)t + t(t− 1)t−1 ≥ 2(t− 1)t.

Así, continuando con (B.8) y teniendo en cuenta que j ≤ 〈s, j〉 < k, `(s) ≤ k,

|Zφ ∩ φ(k)| ≤
∑
s,j

((3`(s) + 3)2k+j)2 ≤
∑
s,j

(3k + 3)224k ≤ k(3k + 3)224k.

Finalmente, sea ψ(k) = k(3k+ 3)224k y consideremos φ′ : ω −→ ω dada por
φ′(k) = φ(ψ(k + 1)). Se trata de una aplicación creciente, luego todo lo que
hemos probado para φ es válido también para φ′. Así, está definido Zφ′ y para
todo k ∈ ω

|Zφ′ ∩ φ(ψ(k + 1))| ≤ ψ(k).

Si p ≥ ψ(0), existe un k tal que ψ(k) ≤ p ≤ ψ(k + 1), con lo que

|Zφ′ ∩ φ(p)| ≤ |Zφ′ ∩ φ(ψ(k + 1))| ≤ ψ(k) ≤ p.

Por lo tanto, si llamamos A = Zφ′ \ φ(ψ(0)) ∈ FX (aquí usamos que FX
contiene a los conjuntos cofinitos), se cumple que

|A ∩ φ(p)| ≤ |Zφ′ ∩ φ(p)| ≤ p,

para todo p ≥ ψ(0), pero si p < ψ(0), entonces φ(p) < φ(ψ(0)), luego también

|A ∩ φ(p)| = 0 ≤ p.

Con esto hemos probado que
∧
p ∈ ω |A ∩ φ(p)| ≤ p, luego FX es un filtro

rápido.

Finalmente podemos probar:
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Teorema B.23 Si ℵ1 ≤ 2ℵ0 toda medida de Borel continua en un espacio po-
laco tiene conjuntos no medibles.

Demostración: En la prueba del teorema [T 6.36] se ve que para cada
medida de Borel continua existe otra medida de Borel unitaria con los mismos
conjuntos medibles, y por el teorema [T 6.40] no perdemos generalidad si con-
sideramos concretamente la medida m en C que estamos considerando hasta
ahora.

Supongamos que todo subconjunto de C es medible y llegaremos a una con-
tradicción. Por [T 6.40], podemos suponer también que todo subconjunto de
C× C es medible para la medida producto.

Por hipótesis existe un conjunto X ⊂ C de cardinal ℵ1. Sea ≤X un buen
orden en X de ordinal ℵ1.

Vamos a demostrar que X cumple la condición (N) del teorema B.22, con
lo que el teorema anterior nos dará un conjunto no medible y tendremos la
contradicción buscada.

Así pues, sea H ⊂ C × C un conjunto Gδ con secciones nulas. Hemos de
probar que H(X) es nulo.

Para cada x ∈ H(X), sea λ(x) el menor y ∈ X tal que x ∈ Hy. Sea

H̃(X) = {(x, y) ∈ H(X)×H(X) | λ(x) <X λ(y)}.

Si y ∈ H(X), entonces

H̃(X)y = {y ∈ C | (x, y) ∈ H̃(X)} = {x ∈ H(X) | λ(x) <X λ(y)}

=
⋃

z∈X<
λ(y)

{x ∈ H(X) | λ(x) = z} ⊂
⋃

z∈X<
λ(y)

Hz,

luego H̃(X)y es nulo por ser unión numerable de conjuntos nulos. Puesto que
estamos suponiendo que H̃(X) es medible, el teorema de Fubini implica que
H̃(X) es nulo. Sea ahora

D = (H(X)×H(X)) \ H̃(X) = {(x, y) ∈ H(X)×H(X) | λ(y) ≤X λ(x)}.

Exactamente el mismo argumento demuestra queD es nulo, luego el conjunto
H(X)×H(X) es nulo, luego H(X) también.
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