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Preambulo

Los libros Pruebas de consistencia [PC|, Teoria descriptiva de conjuntos [TD]
y Cardinales grandes [CG] suponen al lector familiarizado con mi libro de Teoria
de conjuntos [TC], en parte también con mi libro de Topologia [T] y, en menor
medida, con el de Ldégica matemdtica [LM].

Maés explicitamente, para seguir [PC], un lector familiarizado con [TC] pero
no con [LM] deberia asimilar al menos el Capitulo I de [LM] sobre lenguajes
formales y, sobre todo, estudiar la axiomética de ZFC hasta el punto en que vea
evidente que todos los resultados demostrados en [TC| a partir de los axiomas de
NBG son demostrables (con los mismos argumentos, una vez establecidos con
técnicas distintas los hechos méas bésicos) en ZFC. En particular esto supone
familiarizarse con el uso informal de clases propias en ZFC. Para ello el lector
puede revisar las secciones 3.2, 3.3 y 10.3 de [LM]. El capitulo I de [PC] esta
dedicado a discutir los principales conceptos y resultados que vamos a necesitar
de [LM], con el fin de que un lector no familiarizado en profundidad con [LM]
pueda seguir igualmente [PC| consultando [LM] de forma puntual cuando asi se
requiera. Las referencias a [T] en [PC]| se dan principalmente en el capitulo VI
y en algunos otros puntos aislados, en relaciéon a aplicaciones concretas.

Por otra parte, en [CG| no hay ninguna referencia directa a [T] o a [LM],
pero si que hay una fuerte dependencia respecto a [TC].

En [TD] tampoco hay referencias a [LM], pero si que requiere esencialmnte
el capitulo VI de [T], dedicado a los espacios polacos, y también en parte de
algunos resultados de [TC]|, sobre todo relacionados con la teoria de la medida,
con cardinales y con el axioma de Martin.

En cuanto a las interdependencias entre [TD], [PC] y [CG], la tabla de la
pagina siguiente muestra un posible orden de lectura simulténea.

En realidad, [TD] no requiere nada de los otros dos libros hasta la seccion 4.7,
donde se usan algunos resultados del capitulo II de [PC|. La dependencia con
[PC] se vuelve mas estrecha a partir del capitulo VI, donde se usan ademas
algunos resultados del capitulo IIT de [CG]. Los capitulos X y XI requieren
esencialmente resultados de [CG], sobre todo del capitulo VII.

Por su parte, [PC| depende de [TD] tinicamente en los capitulos VI y IX, y
de [CG| tinicamente en la aplicacion presentada en la seccién 12.1 y en la prueba
de la consistencia del axioma de los preérdenes propios en el capitulo XIII.

X
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DESCRIPTIVA CONSISTENCIA CARDINALES
TD I PCI1I
Ctos. de Borel y analiticos | Preliminares
TD I1 PC II CG1
Conjuntos proyectivos Modelos de ZF Ultrapotencias
TD III PC III CG II
Teoria de la recursién Constructibilidad Consistentes con L
TD IV PC1IV CG II1
La teoria efectiva Extensiones genéricas Indiscernibles de Silver
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La consistencia de AD Extensiones propias Iteraciones de Easton
PC XII CG XI
Aplicaciones La independencia de la HCS
PC XIII
El axioma APP

En cambio, [CG] depende esencialmente de los primeros capitulos de [PC].

El capitulo I puede leerse tras el capitulo II de [PC] (como indica la tabla) salvo
la seccion final 1.8, que requiere el capitulo III de [PC] (constructibilidad). Los
capitulos IV y V de [PC] (sobre extensiones genéricas) se requieren ocasional-
mente en el capitulo VI de [CG]|, pero no vuelven a ser necesarios hasta los
capitulos X y XI, donde se requiere también el capitulo VII de [PC].

Por ultimo, hay que senalar que, para entender plenamente las introducciones
a [TD] y [CG] es necesario conocer algunos hechos basicos de [PC|, hasta el
capitulo III en algunos puntos.



Introduccion

La teoria descriptiva de conjuntos consiste esencialmente en el estudio de
conjuntos (subconjuntos de espacios topologicos, para ser méas precisos) que
resultan de aplicar un proceso de construcciéon a partir de conjuntos sencillos
o que satisfacen una definicién mas o menos explicita, de modo que, en un
sentido no muy preciso, pueden considerarse conjuntos “definibles”, por oposicion
a conjuntos “arbitrarios” de los que no tenemos a priori informacion alguna sobre
su estructura.

Los precedentes de la teoria descriptiva de conjuntos se remontan a finales
del siglo XIX, cuando Cantor trataba de demostrar (o, en su caso, refutar) la
hipétesis del continuo. En la préctica, todo se reducia a demostrar que todo
subconjunto de R es numerable o bien tiene el cardinal del continuo, ¢ = 280,
Cantor abord6 el problema de formas muy diversas, y una de ellas fue estudiar
primero los subconjuntos de R mas sencillos para ir analizando progresivamente
conjuntos més complejos.

Los subconjuntos méas sencillos son sin duda los conjuntos abiertos, espe-
cialmente a la hora de calcular cardinales, pues todo abierto no vacio contiene
un intervalo abierto, y es facil ver que todo intervalo abierto se puede biyectar
con R (mediante una aplicacion continua, de hecho).

Cantor se propuso entonces estudiar los subconjuntos cerrados de R. Ya no
es cierto que todos tengan cardinal ¢, pues, por ejemplo, Z es un subconjunto
cerrado numerable. No obstante, sucede que todo subconjunto cerrado de R
es numerable o tiene cardinal ¢. Para llegar a esta conclusion estudié primero
los cerrados que llamoé perfectos, que en lenguaje moderno son los cerrados no
vacios sin puntos aislados, y demostré que todo cerrado perfecto contiene una
copia del que ahora conocemos como conjunto (ternario) de Cantor, y esto a su
vez implica que tiene cardinal c.

El caso de un cerrado arbitrario fue resuelto por un joven estudiante sueco
llamado Ivar Otto Bendixson, que se lo comunico a Cantor en una carta, en la
que demostraba, basandose en ideas de Cantor, que todo cerrado puede descom-
ponerse como unién de un cerrado perfecto (o vacio) y de un conjunto numerable.
Por lo tanto, ningin cerrado podia servir de contraejemplo a la hipotesis del
continuo.

Es en la demostracién de este hecho, que hoy se conoce como teorema de
Cantor-Bendixson, (publicada en 1883) donde podemos encontrar un argumento
que nos aparecera mas adelante en este libro y que, por consiguiente, puede verse
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xii Introducciéon

como uno de los primeros precedentes de la teorfa descriptiva de conjuntos.
Veamos un esbozo:

Dado un cerrado C' C R, consideramos su conjunto derivado C' (un concepto
que habia sido introducido por Cantor unos afios atras), que en términos mo-
dernos no es sino el conjunto de los puntos de acumulacion de C. El hecho de
que C sea cerrado se traduce en que C’ C C. También habia sido Cantor quien
habia observado que era posible definir una sucesién decreciente de conjuntos:

C=09>5cM5c® 506 5.

donde cada conjunto es el derivado del anterior, al igual que fue Cantor quien
observo que a continuacién se podia calcular

c>®) =N oM,
n=0

vy que a su vez esto permitia continuar la sucesién de conjuntos derivados:
C = C(O) O C(l) D) 0(2) BELEES) C’(OO) D C(OO+1) D C(OC+2) BEEE
Similarmente, se podia calcular

C(oo+oo) _ C(Qoo) _ ﬁ Cf(oo-i—n)7
n=0

lo que a su vez permitia continuar de nuevo la sucesién con los derivados suce-
sivos de este conjunto, etc.

Esta es la notacion que us6 Cantor en un principio para los conjuntos deriva-
dos (aunque la notacion para la interseccion es posterior), pero fue precisamente
la generacion de esta sucesion transfinita de conjuntos derivados la que le habia
llevado a introducir los niimeros ordinales, y Bendixson conocia bien la teoria de
ordinales, sobre la que Cantor ya habia publicado varios trabajos en los que la
exponfa sisteméticamente. En particular, la notacién “moderna” para el ordinal
que Cantor habia representado por oo era w, y los convenios de la aritmética
ordinal requerian escribir w - 2 en lugar de 2 - co.

Asi pues, el punto de partida de Bendixson fue la sucesion transfinita definida
recurrentemente por

c =c, cletl) = ol cN =N oo,
I<A

Bendixson demostré que tiene que existir un ordinal numerable « tal que
Cc(eth) = ¢, Entonces, C(® (un conjunto igual a su derivado) ha de ser un
cerrado perfecto (o el conjunto vacio), mientras que cada diferencia C(#+D\ (),
para 8 < « es un conjunto de puntos aislados, y la topologia de R obliga a que
sea numerable, al igual que la union de todos ellos (puesto que « es numerable).
Esto nos da la descomposicién de Cantor-Bendixson.
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Baire Cantor celebro el resultado, pero lo cierto es que no lo aprovech6. Para
encontrar otro precedente de la teorfa descriptiva de conjuntos hemos de dejar
pasar 16 anos y trasladarnos a Francia, donde, en 1899, René-Louis Baire de-
fendi6 su tesis doctoral. Es conocido que el limite uniforme de una sucesién de
funciones continuas es una funcién continua, asi como que esto no es cierto en
general para limites puntuales. Por ello Baire introdujo las que hoy se conocen
como funciones de Baire a través de una recursion transfinita: Para X C R™,
definio el conjunto de las funciones (de Baire) de clase 0 como el conjunto By (X)
de las funciones continuas f : X — R y, para cada ordinal numerable «, defi-
ni6 el conjunto de las funciones (de Baire) de clase o como el conjunto B, (X)
de las funciones que pueden obtenerse como limite puntual de una sucesiéon de
funciones de las clases precedentes: |J Bg(X). Las funciones de Baire en X
son los elementos de pa
B(X)= U Ba(X).
a<wi

De este modo, la clase de las funciones de Baire en X es la menor familia de
funciones reales definidas sobre X que contiene a las funciones continuas y es
cerrada para limites puntuales. Como Cantor, Baire avisté6 un camino, pero no
se decidi6 a seguirlo, pues en su tesis estudia tnicamente las funciones de Baire
de clase 0 y 1.

Lebesgue El primer trabajo que puede considerarse propiamente como “teoria
descriptiva de conjuntos” en el sentido moderno es el titulado “Sur les fonctions
représentables analytiquement”, publicado por Lebesgue! en 1905. Lebesgue
define la clase de las funciones representables analiticamente como la menor
familia de funciones (en un conjunto X C R™) cerrada para proyecciones, sumas,
productos y limites puntuales. No es dificil probar que se trata simplemente de
la clase de las funciones de Baire. Sin embargo, Lebesgue emprendi6é un estudio
sistematico de estas funciones. Definié esencialmente la misma jerarquia que
Baire y demostro, por ejemplo, que es estrictamente creciente, es decir, que si
a < [ son dos ordinales numerables, entonces B, (X) & Bg(X). En el articulo
de Lebesgue encontramos el uso sistemético de varias técnicas que apareceran en
este libro: conjuntos universales, el empleo del método diagonal de Cantor, etc.

Lebesgue estudi6 a su vez una clase de conjuntos introducida de forma mas o
menos vaga por Emile Borel en el curso de sus investigaciones sobre teoria de la
medida y teoria de la probabilidad. En términos modernos, la o-algebra de Borel
de un espacio topologico es la menor familia de subconjuntos B que contiene a
los abiertos y que es cerrada para uniones e intersecciones numerables y para
complementos. Siempre con notaciéon moderna, B también puede describirse en
términos de una jerarquia transfinita:

En la base tenemos la clase X! de los conjuntos abiertos y la clase IT{ de
los conjuntos cerrados (sus complementarios). En segundo lugar tenemos las
clases X9 y TI9, la primera de las cuales contiene a las uniones numerables
de cerrados (los conjuntos que los topdlogos llaman F,) y la segunda a sus

1La frase citada en la pagina iii es la frase con la que Lebesgue termina este tratado.
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complementarios, que son también las intersecciones numerables de abiertos (o
conjuntos Gs). En general, para cada ordinal numerable «, las clases 2‘; y
Hg constan, respectivamente, de las uniones e intersecciones numerables de
conjuntos de las clases precedentes H% y 205, respectivamente. Puede probarse
que en todo espacio métrico X se tienen las inclusiones siguientes:

=

=) =9

¢ o C¢CoTC ¢ 7 ¢

donde A?l = 22 N H?l, de modo que, por ejemplo, A(l) es el algebra de los
subconjuntos abiertos cerrados del espacio X. La o-algebra de Borel es entonces

B=U = U = U Ag
a<wi a<wi a<wi
Lebesgue demostré que la clase B, (X) coincide con la clase de las funciones
30 ,;-medibles en X, es decir, la clase de las funciones f : X — R tales que si
A es abierto en R entonces f1[A] est4 en la clase 0 ;.

Lusin, Suslin, Alexandroff En 1914, un joven profesor ruso de 21 anos,
Nikolai Nikolaevich Lusin, a instancias de uno de sus maestros, Dimitri De-
dorovich Egorov, se puso al frente de un grupo de investigacion integrado por
algunos estudiantes, entre los que destacaban Mikhail Yakovlevich Suslin (de 20
anos) y Pavel Sergeevich Alexandroff (de 18 afios). Dirigidos por el carisméatico
Lusin, los miembros de “la Lusitania” —como pronto fue conocido jocosamente
el grupo— promovieron la investigacion en una de las ramas mas recientes de la
matemaética: la teoria de conjuntos y funciones. Asi, en 1915, Alexandroff de-
mostré que todo conjunto de Borel (o B-conjunto, como lo solian llamar) puede
construirse a partir de conjuntos cerrados de una forma mucho més simple que la
descrita por Lebesgue, sin necesidad de recurrir a sucesiones transfinitas (hasta
entonces consideradas como inevitables). A saber, dado un conjunto de Borel B,
existe una familia de cerrados {C;}se <, donde s recorre las sucesiones finitas
de nameros naturales, de modo que

B= LJ (j C&hu

TEWY nEw

donde w es el conjunto de los ntimeros naturales y w® el conjunto de las suce-
siones de ntimeros naturales.

Suslin propuso que los conjuntos de esta forma se llamaran A-conjuntos,
en honor de Alexandroff, al igual que los conjuntos de Borel se llamaban B-
conjuntos en honor a Borel. Cuando Alexandroff comunico a Lusin su descu-
brimiento, éste lo animoé a investigar el reciproco, es decir, si todo A-conjunto
es un B-conjunto. Mientras tanto, Suslin abordaba el problema de la cardi-
nalidad de los conjuntos de Borel. Su proposito era generalizar el teorema de
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Cantor-Bendixson y probar que todo conjunto de Borel no numerable tiene car-
dinal ¢. Alexandroff pasoé el invierno con el problema de si los A-conjuntos son
B-conjuntos, pero no llegd a ninguna conclusion.

Por otra parte, Lusin habia sugerido a Suslin que se estudiara el trabajo
original de Lebesgue de 1905, y el joven ruso no tard6 en detectar un error.
Lebesgue demostraba que toda funcién definida implicitamente por una ecua-
cion analiticamente representable es analiticamente representable, y para ello
se apoyaba en un lema que presentaba sin demostracion, como algo evidente.
Segun dicho lema, la proyeccién de un conjunto de Borel es también un conjunto
de Borel. Al tratar de justificar esta afirmacién, Suslin terminé convenciéndose
de que era falsa, y en el verano de 1916 encontré un ejemplo de proyecciéon
de un conjunto de Borel que no era a su vez un conjunto de Borel. Pero lo
maés significativo del caso era que dicho ejemplo lo habia construido a partir
de intervalos cerrados con la operaciéon de Alexandroff, es decir, Suslin habia
encontrado un ejemplo de A-conjunto que no era un B-conjunto. Rapidamente
puso sus conclusiones por escrito y se las presenté a Lusin. Ese momento fue
presenciado por Waclaw Sierpinski, un matemaético polaco que estaba asistiendo
a los seminarios de Lusin en Moscti. Lusin analiz6 con mucho interés el escrito
de Suslin y confirmé que era correcto. Los A-conjuntos terminaron siendo co-
nocidos como conjuntos analiticos, y los primeros resultados sobre ellos fueron
obtenidos por Suslin y Lusin en los meses siguientes.

Paralelamente, mientras Suslin habia resuelto el problema que Alexandroff
no habia sido capaz de resolver, éste (al mismo tiempo, pero independientemente
del aleman Felix Hausdorff) resolvio el problema de aquél: prob6 que todo
conjunto de Borel no numerable posee un subconjunto perfecto, por lo que
tiene cardinal ¢ y, consecuentemente, ningin conjunto de Borel puede ser un
contraejemplo a la hipotesis del continuo. (Cantor se habria ilusionado si no
fuera porque tenia entonces 71 afios y ya estaba retirado. Vivia en la pobreza,
pasando hambre a causa de la Primera Guerra Mundial, y moriria dos afios
después.)

En 1917 Suslin publicé un articulo en el que, entre otras cosas, probaba una
elegante caracterizaciéon de los conjuntos de Borel: Un conjunto es de Borel
si y solo si es a la vez analitico y coanalitico (es decir, si tanto él como su
complementario son analiticos). Por su parte, Suslin anuncié ese mismo afo
otro resultado bésico que demostraba que el teorema de Lebesgue era correcto
a pesar del error en su prueba.

Durante ese ano Rusia cambi6é trauméaticamente un dictador de sangre de-
masiado azul por otro de sangre demasiado roja, y muchos universitarios consi-
deraron prudente abandonar Mosci. Alexandroff fue encarcelado por un tiempo
y Suslin y Lusin aceptaron sendos puestos en el Instituto Politécnico de Ivanovo,
donde pasaron hambre, frio y otras penurias. La salud de Suslin nunca habia
sido muy buena. El 14 de junio de 1919, por prescripciéon médica, solicité un
permiso para retirarse hasta después del invierno a la casa de sus padres en
Krasavka. Las autoridades le respondieron que le concedian como maximo un
mes de vacaciones, por lo que el 20 de junio presentdé su renuncia y marché a
Krasavka de todos modos. Alli muri6 de tifus en diciembre, con 24 anos.
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Sierpinski y los matematicos polacos Al término de la Primera Guerra
Mundial, Sierpinski regres6 a Varsovia, donde en 1920 fund6 junto con Stefan
Mazurkiewicz la revista Fundamenta Mathematice, en cuyo primer nimero apa-
reci6 un articulo postumo de Suslin (en el que planteaba la famosa hipotesis de
Suslin?). Durante los afios siguientes, Lusin en Mosct y Sierpinski en Varsovia
dirigieron los avances en la teoria descriptiva de conjuntos, a la que posterior-
mente se sumarfan varios matematicos rusos y, sobre todo, polacos (Banach,
Kuratowski, Ulam, Tarski, etc.). Entre las contribuciones de la escuela de to-
pologos polacos cabe destacar el hecho de que, en lugar de trabajar en R™,
desarrollaron la teoria descriptiva de conjuntos en una familia de espacios méas
generales (espacios topologicos completamente metrizables y separables). Las
malas relaciones de la Unién Soviética con la Europa “capitalista” hicieron que
su trabajo permaneciera préacticamente desconocido en Occidente y, cuando fue
“descubierto” (gracias principalmente a los numerosos polacos que abandonaron
su patria para huir primero de los nazis y luego de los comunistas), los espacios
topoldgicos completamente metrizables y separables recibieron el nombre que
aln conservan: espacios polacos.

La introduccion de los espacios polacos confirié gran flexibilidad a la teoria.
Por ejemplo, el mas simple de los espacios polacos no triviales es el espacio de
Baire N = w* formado por las sucesiones de ntmeros naturales, considerado
como producto de infinitas copias del espacio discreto w con la topologia pro-
ducto usual. Asi, el estudio de N es especialmente simple en comparacion con
el de otros espacios polacos y, al mismo tiempo, los resultados obtenidos para
N pueden generalizarse a espacios polacos arbitrarios gracias a ciertos resulta-
dos generales, como que todo espacio polaco es imagen continua de N, o que
dos espacios polacos cualesquiera no numerables X e Y son Borel-isomorfos, es
decir, existe una biyeccion f : X — Y que hace corresponder las respectivas
o-dlgebras de Borel. Otra conexion destacable entre N y R es que existe un
homeomorfismo canoénico entre N y el espacio de los nimeros irracionales.

Conjuntos proyectivos En 1925 Lusin y Sierpinski dieron un gran paso al
introducir la nocién de conjunto proyectivo. Esta nociéon surge de forma natural
tras haber demostrado que los conjuntos analiticos son precisamente las iméa-
genes continuas de los conjuntos de Borel, de modo que toda imagen continua
de un conjunto analitico es obviamente analitica (porque toda imagen continua
de una imagen continua de un conjunto de Borel es obviamente una imagen
continua de un conjunto de Borel). Con la notacién moderna, la clase de los
conjuntos analiticos (en un espacio polaco) se representa por X1, mientras que
H% es la clase de sus complementarios, los conjuntos coanaliticos. A su vez, se
define Al = 2} N H}, que, segun el teorema demostrado por Suslin, no es sino
la o-algebra de Borel.

Notemos que existen conjuntos H% que no son analiticos, pues en caso con-
trario todo conjunto analitico tendria complementario analitico y seria de Borel.
Por lo tanto, en principio, las imégenes continuas de los conjuntos coanaliticos

2Véase la seccion 9.1 de mi libro de Teoria de Conjuntos.



xvii

no son necesariamente analiticas ni coanaliticas, sino que determinan una nueva
clase de conjuntos, que hoy representamos por E%. La clase 2; es trivialmente
cerrada para imagenes continuas, pero no asi la clase H% de sus complementos,
cuyas imagenes continuas determinan una nueva clase Eé, y asi sucesivamente.
La clase de los conjuntos proyectivos es

P=U3x,=UII,
n=1 n=1

Los conjuntos proyectivos reciben este nombre porque puede probarse que,
en realidad, los conjuntos 2711 11 de un espacio polaco X pueden obtenerse como
proyecciones de conjuntos H}L de un producto X x Y, o incluso del producto
concreto X x N. Las técnicas que Lebesgue habia introducido para obtener
los hechos basicos sobre la jerarquia de Borel se adaptaban facilmente para la
jerarquia proyectiva, de modo que Lusin no tuvo dificultades en demostrar que
es estricta, es decir, que cada nueva clase contiene conjuntos “nuevos”, que no
estan en la clase precedente, asi como que, si definimos Al = X! 0TI} tenemos
las inclusiones
3

% D

¢ o ¢

Sin embargo, Lusin no tardé en experimentar cierto escepticismo frente a la
teoria descriptiva. Por ejemplo, él mismo habia demostrado que todo conjunto
analitico (y, por lo tanto, también todo conjunto coanalitico) es medible Lebes-
gue, pero el problema de si los conjuntos 2% eran medibles Lebesgue resistia
todo ataque (lo mas cerca a lo que pudo llegar es a demostrar que todo con-
junto E% es union de Ny conjuntos de Borel, en particular, medibles Lebesgue,
pero no pudo demostrar que la unién de N; conjuntos medibles fuera necesaria-
mente medible). Mas atn, incluso el problema de si todo conjunto coanalitico
no numerable contiene un subconjunto perfecto parecia inabordable.

En 1930 Lusin publico el primer libro en que exponia de forma sistematica
la teorfa sobre los conjuntos analiticos: “Lecons sur les ensembles analytiques
et leurs applications”. El propio Lebesgue acepto la invitacion para escribir el
proélogo, en el que dijo:

El origen de todos los problemas descritos aqui ha resultado ser un
burdo error en mi memoria sobre funciones representables analitica-
mente. jSimplemente estuve inspirado a la hora de cometerlo!

Uniformizacién Pese a todo, aunque cada vez méas lentamente, la teoria des-
criptiva seguia produciendo frutos. Por ejemplo, uno de los problemas que a la
sazon se consideraban més complejos era el de la uniformizacion. Considere-
mos, por ejemplo, el caso de un subconjunto A de R2. Se dice que un conjunto
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B C A uniformiza A (respecto de la primera componente) si B tiene la misma
proyecciéon que A, pero, cada x € R que sea proyeccion de un elemento de A es
la proyeccién de un unico elemento de B.

X

El axioma de eleccion implica que todo conjunto A es uniformizable por un
subconjunto B, pero la cuestion era si, en caso de que A es un conjunto de
Borel, o analitico, o coanalitico, etc., existe una uniformizaciéon del mismo tipo.
Lusin habia dado condiciones bajo las cuales un conjunto analitico puede ser
uniformizado por otro conjunto analitico, pero dio por imposible probar algo
parecido para conjuntos coanaliticos. Sin embargo, més optimista, Sierpinski
planteaba ese mismo afio el problema de si un conjunto IT} (coanalitico) podia
ser uniformizado por un conjunto H% 0, al menos, por un conjunto proyectivo
de la clase que fuera.

En 1831 el matemaético ruso Petr Novikov encontré6 un conjunto cerrado
(en particular, analitico) que no puede ser uniformizado por ningin conjunto
analitico, y en 1935 probd que todo conjunto H% puede ser uniformizado por un
conjunto H%. Contra todo pronéstico, en 1937 apareci6 publicada una prueba de
que, en realidad, todo conjunto H% admite una uniformizacion H%. La sorpresa
fue doble: por una parte porque a la sazén parecia imposible obtener algun
resultado positivo sobre conjuntos Hi, y por otra porque la demostraciéon vino
del lejano oriente: se debe al matematico japonés Motokiti Kondd (1906-1980).

Go6del En 1938 el matematico austriaco® Kurt Godel visitéo por segunda vez
el Instituto de Estudios Avanzados de Princeton, y alli anuncié su demostracion
de la consistencia del axioma de eleccion y la hipdtesis del continuo generalizada
(basada en la construccion de la clase L de los conjuntos constructibles). En
el mismo comunicado en que esbozaba la demostraciéon, anunciaba también que
el axioma de constructibilidad implica la existencia de un conjunto A% no me-
dible Lebesgue, asi como la de un conjunto H% no numerable sin subconjuntos
perfectos. De este modo, todo apuntaba a que las dificultades que presentaba
el estudio de los conjuntos proyectivos méas alla de la clase de los conjuntos
analiticos eran de la misma naturaleza que las que habian frustrado todos los
intentos de Cantor por demostrar o refutar la hipotesis del continuo. Decimos
“todo apuntaba” porque los argumentos de Godel eran so6lo la mitad de la so-
luciéon. El trabajo de Goédel probaba que no se puede demostrar que ¢ > X; o
que todo conjunto H% no numerable tiene un subconjunto perfecto, pero faltaba

3G6del habia nacido en lo que actualmente es territorio checo, pero entonces era parte del
Imperio Austro-Hungaro.
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probar que tampoco podia demostrarse lo contrario. No se disponfa de ninguna
justificaciéon de que asi tenia que ser, pero “todo apuntaba” a que asi tenia que
ser.

Kleene Era la segunda vez que Godel revolucionaba el mundo de las mate-
maticas. Habfan pasado siete anos desde la publicaciéon de sus celebérrimos
teoremas de incompletitud, que habian creado una escuela de légicos interesa-
dos en la teoria de la recursion, especialmente Alonzo Church, Alan Turing y
Stephen C. Kleene. Mientras los primeros “mantuvieron los pies en la tierra”
y se ocuparon estrictamente de cuestiones de computacioén, Kleene empez6 a
desarrollar una teoria mucho més abstracta, rica y sutil.

El concepto de partida era la nocion de funcidn recursiva, que informalmente
es una funciéon f : w — w que puede ser calculada mediante un algoritmo o
programa de ordenador. A su vez, un conjunto A C w es recursivo si su funciéon
caracteristica es recursiva, es decir, si existe un procedimiento efectivo para
determinar si un ntmero natural es o no un elemento de A. Una clase un
poco més general es la de los conjuntos recursivamente numerables, que son
los conjuntos para los que existe un procedimiento efectivo para enumerar sus
elementos, lo cual no significa necesariamente que se pueda saber de antemano si
un niamero dado aparecera tarde o temprano en la enumeracién. Con notacion
moderna, los subconjuntos de w recursivamente numerables forman la clase Y,
sus complementarios la clase 1§ y los conjuntos recursivos forman entonces la
clase A} = X9 N1IIY, es decir, un conjunto es recursivo si y sélo si tanto él como
su complementario son recursivamente numerables.

Kleene fue mas alla y, tras generalizar trivialmente estas definiciones a sub-
conjuntos de w”, definié los conjuntos X9 41 de w" como las proyecciones de los
complementarios de los conjuntos XY de w” x w, y llamé 12 a dichos comple-
mentarios (aunque la notacion que estamos empleando es posterior). Asi obtuvo
una jerarquia de subconjuntos de w” que satisface las inclusiones

by}

EO
Tt o™

=5

donde, como es habitual, AY =39 NTI2. A la clase
Ar= U 3= U I = U A}
n=1 n=1 n=1

le dio el nombre de clase de los conjuntos aritméticos. Su primer trabajo signi-
ficativo en esta direccion aparecioé en 1943. Cualquiera diria que Kleene estaba
“traduciendo” al contexto de los nimeros naturales los resultados de la teoria
descriptiva de conjuntos, pero lo cierto es que desconocia por completo esta teo-
ria. Kleene era un “légico” y la teoria descriptiva de conjuntos era “topologia”.
Reciprocamente, publicado en plena Segunda Guerra Mundial, el articulo de
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Kleene no lleg6 a manos de ningtin matemético del este. De hecho, ese mismo
afno un matemaético polaco llamado Andrej Mostowski obtenia independiente-
mente, siguiendo otros métodos y otras motivaciones, varios de sus resultados.
En 1944 Mostowski se gradué en una universidad clandestina que Sierpinski
dirigia en Varsovia.

Paralelamente, Kleene llevd mucho mas lejos su “teoria efectiva”. Para ello
extendi6 el concepto de funcién recursiva a funciones definidas sobre espacios
de la forma X = w” x N*® (donde, para él, N no era “el espacio de Baire”, sino
simplemente el conjunto de las funciones f : w — w). La idea bésica es que una
funcion definida en dicho espacio es recursiva si f(n1,...,n.,21,...,25) puede
calcularse mediante un algoritmo efectivo a partir de los valores ny,...,n, y
de las restricciones z1|n, - .., Z|§y para un ntmero natural N suficientemente
grande. A partir de aqui generalizo la definicion de las clases X0 y T19 para abar-
car no sb6lo subconjuntos de los espacios w”, sino subconjuntos de los espacios
X = w" x N°. Esto le permiti6 a su vez definir una nueva clase de subconjun-
tos de X, que en notacién moderna es X1, formada por las proyecciones de los
conjuntos aritméticos de X x N. A su vez, esto permite definir los conjuntos
T} como los complementarios de los conjuntos ¥} y, en general, los conjuntos
xL 41 de X como las proyecciones de los complementarios de los conjuntos ¥l
de X x N. Definiendo IT} y Al de la forma habitual, Kleene obtuvo asi la clase
de los conjuntos que llamoé6 analiticos,

an=(si=(Jm= (Al
n=1 n=1 n=1

donde el nombre se opone a los conjuntos aritméticos definidos previamente,
aunque entra en conflicto con la definiciéon de “conjunto analitico” de la teoria
descriptiva de conjuntos “clasica”. La nueva jerarquia de conjuntos analiticos
satisface las consabidas inclusiones

»! ¥l ¥l
¢t T ¢cBoe ¢
A} A Aj A}
¢ C e C e C ¢
I 113 I1;

De este modo, Kleene acercaba atin mas, sin ser consciente de ello, su teoria
efectiva a la teoria de los conjuntos proyectivos, pues los espacios w” x N*® son
espacios polacos® y, de hecho, cada clase de Kleene est4 contenida en la clase
correspondiente de Borel o de Lusin. No obstante, para Kleene el uso del espacio
N era algo auxiliar, como medio para definir los subconjuntos analiticos de w,
que eran los que realmente le interesaban.

4Los espacios w” que habia estudiado previamente también son espacios polacos, pero como
tales son triviales, porque son discretos.
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Addison El primero en poner de manifiesto explicitamente la analogia entre
la teoria efectiva de Kleene y la teoria clasica sobre los conjuntos proyectivos fue
John W. Addison jr., que prepar6 su tesis doctoral bajo la direccion de Kleene
v la defendié en 1954. En dicha tesis presenta la siguiente tabla de analogias:

Teoria clasica Teoria efectiva

R, N w

funciones continuas funciones recursivas
conjuntos de Borel conjuntos hiperaritméticos
conjuntos analiticos conjuntos Yi

conjuntos proyectivos | conjuntos analiticos

Los conjuntos hiperaritméticos eran la tltima incorporacion de Kleene a su
teoria efectiva. En efecto, Kleene se dio cuenta de que sus conjuntos aritméticos
son A}, pero el reciproco no es cierto. No obstante, demostré que la jerarquia de
los conjuntos aritméticos puede prolongarse a una jerarquia transfinita de clases
de conjuntos (analoga a la jerarquia transfinita de las clases de Borel), y los
conjuntos que aparecian en cualquier nivel de esta nueva jerarquia eran los que
llamo6 hiperaritméticos, y asi pudo demostrar que los conjuntos hiperaritméticos
eran precisamente los conjuntos A%, en perfecta analogia con el teorema que
Suslin habia demostrado en su dia por el que identificaba los conjuntos de Borel
y los conjuntos A%. De este modo, en la analogia expuesta por Addison se
puede precisar que los conjuntos aritméticos de Kleene se corresponden con los
conjuntos de Borel de rango finito. Kleene publicé estos nuevos resultados en dos
articulos que aparecieron en 1955. Por su parte, Mostowski habia descubierto
independientemente los conjuntos hiperaritméticos en 1951. La notacion X, I1, A
que venimos empleando (tanto para la teoria clasica como para la efectiva)
fue introducida por Addison en 1959, en un trabajo en el que presenté las
primeras demostraciones publicadas de los resultados que Gédel habia anunciado
once anos atras sobre la existencia de conjuntos A% no medibles Lebesgue y de
conjuntos H% no numerables sin subconjuntos perfectos. De hecho, demostro
que el axioma de constructibilidad permite resolver (de forma positiva o negativa
segtn los casos) practicamente todos los problemas que se habian resistido a los
padres de la teoria clasica, generalizados sin restricciones a todas las clases de
la jerarquia proyectiva.

Pero Addison demostré ademéas que la relacion entre la teoria efectiva y la
teoria clasica no era una mera “analogia”’, sino que la primera era un refina-
miento de la segunda: de los resultados de la teoria efectiva se podia deducir
de forma inmediata resultados analogos para la teoria clasica. Para ello defi-
nio6 relativizaciones de las clases de Kleene: para cada a € N, Addison definio
clases Y0 (a), 119 (a), A%(a), L (a), IT}(a), Al(a), de modo que toda la teoria
efectiva era valida con modificaciones triviales para las clases efectivas relativas
y ademas

2, = UN 5 (a),
ac

e igualmente para las otras clases.
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Solovay Como no podia ser de otro modo, la conexién entre la teoria clasica
y la teoria efectiva resulté enriquecedora para ambas, pero especialmente la teo-
ria efectiva realizé6 una contribucion a la teoria clasica que iba a ser decisiva:
permitié reducir problemas esencialmente topologicos a enunciados casi exclu-
sivamente conjuntistas, en los que la topologia quedaba relegada a un segundo
plano, si no era eliminada totalmente. Esto posibilité la aplicaciéon de las téc-
nicas conjuntistas sobre pruebas de consistencia a los problemas de la teoria
descriptiva.

En 1963-1964 Paul Cohen publico6 su prueba de la independencia del axioma
de elecciéon y la hipotesis del continuo de los axiomas de la teoria de conjuntos,
es decir, demostr6 que la razéon por la que Cantor no habia logrado demostrar
ni refutar su conjetura de que 280 = X; era que tal afirmacién no puede de-
mostrarse ni refutarse a partir de los axiomas de ZFC (supuesto que éstos sean
consistentes). Su demostracion se basaba en la sofisticada técnica de las exten-
siones genéricas, ideada por él mismo a tal efecto, y que supuso una revolucion
en la logica mateméatica mucho mayor que la iniciada por G6del. En una confe-
rencia impartida por Cohen en 1963 sugirié la posibilidad de que con su método
pudiera probarse la consistencia de que, sin suponer el axioma de eleccién, todo
subconjunto de R fuera medible Lebesgue. Entre los oyentes se encontraba un
joven Robert Solovay, que al afio siguiente habia encontrado una demostracion
de este hecho. No obstante, la teoria de las extensiones genéricas se encontraba
todavia en estado embrionario e incluso era algo confusa en algunos aspectos.
Durante los anos siguientes diversos matematicos fueron depurandola y aplican-
dola a problemas relacionados principalmente con la aritmética cardinal. En
1966 Cohen publico el libro Set theory and the continuum hypothesis, redactado
a partir de un curso que habia impartido en Harvard el ano anterior, que fue
la primera exposicion sistematica de la teoria, y no fue hasta 1970 que Solovay
publico la version definitiva de su demostraciéon, que para entonces habia crecido
mucho.

En efecto, Solovay demostraba —entre otras cosas— la consistencia de ZF
(sin el axioma de eleccion) mas las afirmaciones siguientes:

a) El principio de elecciones dependientes (ED) (una versiéon débil del axioma
de eleccion que basta para construir la medida de Lebesgue y desarrollar
practicamente toda la teoria descriptiva clésica).

b) Todo subconjunto de R es medible Lebesgue.
c¢) Todo subconjunto de R no numerable tiene un subconjunto perfecto.

Mas atn, si en lugar de a) queremos el axioma de eleccion completo (AE),
so6lo tenemos que particularizar b) y c) a subconjuntos de R con una propiedad
técnica, a saber, los “subconjuntos hereditariamente definibles mediante sucesio-
nes de ordinales”, propiedad que, en cualquier caso, poseen todos los conjuntos
proyectivos. En definitiva, Solovay habia demostrado la consistencia de ZFC
con que todo subconjunto proyectivo de R sea medible Lebesgue y, en caso de
ser no numerable, contenga un subconjunto perfecto.



xxiil

Cardinales inaccesibles En realidad el teorema de Solovay que acabamos
de discutir suponia una hipétesis crucial que no hemos mencionado y que ahora
vamos a comentar. Entre las implicaciones del teorema de incompletitud de
Godel se encuentra que es imposible demostrar que la teoria de conjuntos es
consistente. Mas atn, si en ZFC pudiera demostrarse que ZFC es consistente,
esto implicarfa autométicamente que ZFC es contradictoria.

Por ello, toda prueba de consistencia es necesariamente una prueba de con-
sistencia relativa. Por ejemplo, Gédel y Addison no demostraron la consistencia
de que exista un conjunto Aé no medible Lebesgue, sino que, si ZFC es consis-
tente, también lo es ZFC + “existe un conjunto A} no medible Lebesgue”, es
decir, demostraron la consistencia de esta afirmaciéon relativa a la consistencia
de ZFC, que es lo méximo a lo que se puede aspirar. Por el mismo motivo, a lo
maximo a lo que Solovay podia aspirar era a demostrar lo siguiente:

Si ZFC es consistente, entonces también lo es ZFC + “ todo sub-
conjunto proyectivo de R es medible Lebesgue y, si no es numerable,
contiene un subconjunto perfecto”.

Combinando ambos resultados, esto supondria que si ZFC es consistente es
imposible demostrar o refutar que todo conjunto proyectivo es medible Lebesgue
etc., como Lusin ya habia intuido.

Y sin embargo, no fue esto realmente lo que Solovay demostro, sino esto
otro:

Si ZFC + “existe un cardinal inaccesible” es consistente, también lo
es ZFC + “todo subconjunto proyectivo de R es medible Lebesgue v,
si mo es numerable, contiene un subconjunto perfecto”.

Los cardinales inaccesibles son los menores de los llamados “cardinales gran-
des” y su caracteristica principal en lo que aqui nos ocupa es

(1) En ZFC + “existe un cardinal inaccesible” se puede demostrar la
consistencia de ZFC.

Esto no contradice al teorema de incompletitud, pero si tendriamos una con-
tradiccion (o, mejor dicho, tendriamos que ZFC es contradictorio) si pudiéramos
demostrar

(2) La consistencia de ZFC implica la consistencia de ZFC + “existe
un cardinal inaccesible”.

pues entonces uniendo (1) y (2) tendriamos

(3) En ZFC + “existe un cardinal inaccesible” se puede demostrar la
consistencia de ZFC + “existe un cardinal inaccesible”.

Entonces, por el teorema de incompletitud, tendriamos que ZFC + “existe
un cardinal inaccesible” serfa contradictoria y por (2) lo mismo le sucederia a
ZFC.
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En suma: si ZFC es consistente, (2) es falso, de modo que la hipotesis del
teorema de Solovay, es decir, la consistencia de ZFC + “existe un cardinal inac-
cesible” no puede demostrarse ni siquiera suponiendo la consistencia de ZFC o,
dicho con otras palabras: Solovay demostro su teorema a partir de una hipdtesis
estrictamente més fuerte que la consistencia de ZFC.

Naturalmente, esto lleva a plantearse si la hipétesis es realmente necesaria,
es decir, si no se podria encontrar un argumento mejor que el de Solovay que
permitiera llegar a la misma conclusién suponiendo tnicamente la consistencia
de ZFC.

Para el caso de los conjuntos sin subconjuntos perfectos la respuesta es re-
lativamente simple. No es dificil demostrar que

Si todo subconjunto H% de R no numerable posee un subconjunto
perfecto, entonces Ny es inaccesible en L.

Asi pues, la consistencia de que todo conjunto H} —mno ya todo conjunto
proyectivo— no numerable posea un subconjunto perfecto implica la consisten-
cia de que exista un cardinal inaccesible. Por lo tanto, si el teorema de Solovay
(al menos, la parte concerniente a subconjuntos perfectos) pudiera demostrarse
a partir de la mera consistencia de ZFC, entonces a partir de ésta podriamos
demostrar la consistencia de ZFC + “existe un cardinal inaccesible”, lo cual,
como ya hemos explicado, implicaria que ZFC es contradictorio. En suma, la
hipétesis del teorema de Solovay no se puede rebajar.

En cuanto a la medibilidad, combinando un hecho demostrado por Lusin (a
saber, que todo conjunto X3 es union de ®; conjuntos de Borel) con el hecho de
que AM(X;) implica que la union de X; conjuntos medibles Lebesgue es medible
Lebesgue, podemos concluir:

La consistencia de ZFC implica la consistencia de ZFC + “todo sub-
conjunto E% de R es medible Lebesgue”.

Sin embargo, Shelah demostro en 1984 que

Si todo subconjunto Eé de R es medible Lebesgue, entonces Ny es
inaccesible en L.

con lo que todo lo dicho para la propiedad de los subconjuntos perfectos se
aplica igualmente a este caso.

El axioma de Determinacién Desde principios del siglo XX, diversos mate-
maticos habian abordado algunos problemas en términos de “juegos”, es decir, de
planteamientos en los que dos o mas jugadores realizan por turnos una sucesion
de “jugadas” respetando unas ‘“reglas de juego” con el objetivo de “ganar” una
“partida”. La cuestion principal que plantean este tipo de juegos es el estudio de
posibles estrategias ganadoras para alguno de los jugadores. Un anélisis de este
tipo puede aplicarse a un “juego” propiamente dicho (desde casos triviales como
el tres en raya hasta casos mateméaticamente inabordables como el ajedrez) o
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bien puede ser una forma alegérica de abordar determinados problemas o situa-
ciones. (Por ejemplo, en 1944 von Neumann y Morgensten usaron la teoria de
juegos para modelizar determinados comportamientos de agentes econdmicos.)

En 1953 el matematico y economista David Gale, junto con Frank Stewart,
estudié las conexiones con la logica y la teoria de conjuntos de un juego infinito
que llamaremos Jx(A), donde X es un conjunto arbitrario (con al menos dos
elementos, para evitar casos triviales) y A C X¢ (el “conjunto de apuesta”) es un
conjunto de sucesiones en X. El juego consiste en que dos jugadores I y IT juegan
por turnos un elemento de X: empieza I jugando xg, luego II juega un x1, y asf
sucesivamente. La partida se prolonga hasta “completar” una sucesion infinita
z € X¥. Six € A el jugador I gana la partida, mientras que si x € X“ \ A el
ganador es II.

Se dice que el juego Jx (A) esta determinado si uno de los dos jugadores tiene
una estrategia ganadora, es decir, si cuenta con un criterio para determinar cada
jugada en funcién de las jugadas anteriores de modo que, sean cuales sean las
jugadas del adversario, acaba ganando la partida.

Gale y Stewart demostraron que, (considerando a X como espacio topologico
discreto y a X“ como espacio topologico con la topologia producto) cuando el
conjunto de apuesta es abierto o cerrado, el juego Jx (A) esta determinado. Por
otro lado, demostraron que existen conjuntos A tales que el juego J,,(A) no esta
determinado, si bien la prueba depende esencialmente del axioma de eleccion.
Gale y Stewart dejaron abierto el problema de si todos los juegos cuyo conjunto
de apuesta es de Borel estdn determinados.

Previamente, Mazur y Banach habian observado la conexién con cierto pro-
blema sobre la topologia de los espacios polacos de que cierto juego infinito (que
puede reducirse a un juego J,(A) estuviera determinado.

En 1955 Philip Wolfe demostro que los juegos Jx (A) cuyo conjunto de apues-
tas es Eg(A) estan determinados. Ciertamente, como paso para probar la con-
jetura de Gale-Stewart sobre la determinacién de los juegos de Borel, era un
paso mintsculo y, a pesar de que en los afios siguientes no hubo ningin avance
significativo en este problema, en 1962 los matematicos polacos Jan Mycielski
y Hugo Steinhaus tuvieron la audacia de proponer un axioma alternativo para
la teoria de conjuntos:

Axioma de determinacion (AD) Para todo A C N, el juego
Jw(A) estd determinado.

Decimos “axioma alternativo” porque AD contradice al axioma de eleccion
(como hemos indicado, éste implica que existen juegos no determinados), luego
la teoria de conjuntos ZF + AD viene a ser a la teoria de conjuntos “estandar”
dada por ZFC como una geometria no euclidea es a la geometria euclidea.

Ante la falta de motivos para temer lo contrario, Mycielski y otros matemaéti-
cos polacos pasaron a estudiar las consecuencias de AD suponiéndolo consistente
con el principio de elecciones dependientes (ED) que, segtin hemos indicado al
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tratar sobre el teorema de Solovay, es una forma débil del axioma de elecciéon
que basta para desarrollar todo el analisis y toda la topologia basica y toda la
teorfa descriptiva de conjuntos clasica. Asi, en 1964, Mycielski y Swierczkowski
por una parte, y Banach, Mazur y Davis por otra, demostraron que AD + ED
implica que todo subconjunto de R es medible Lebesgue y que, si es no nu-
merable, contiene un subconjunto perfecto. Por otra parte, Davis demostré la
determinaciéon de los juegos Eg (otro paso de pulga).

Durante la década de los 70 el estudio del Axioma de Determinacion resulto
especialmente fértil. La guerra fria afectaba cada vez menos a las comunicacio-
nes internacionales entre mateméaticos (al menos en temas tan inofensivos como
la teoria de conjuntos) y asi, desde Alexander Kechris y Yiannis N. Moschova-
kis en Grecia hasta Robert Solovay en los Estados Unidos, un amplio abanico
de mateméticos fue descubriendo que AD implica una teoria de conjuntos exo-
tica y fascinante, como una geometria no euclidea. Siguiendo esta analogia, el
axioma de constructibilidad de Goédel (V = L) y el axioma de determinacion
(AD) son como la afirmacion y la negacion del axioma de las paralelas, pues de-
terminan los problemas abiertos de la teoria descriptiva de conjuntos de formas
mutuamente contradictorias. He aqui algunos ejemplos:®

AD
Todo conjunto es medible Lebesgue.

V=L
Existe un conjunto Al no medible
Lebesgue.
Existe un conjunto II} no numerable

Todo conjunto no numerable con-

sin subconjuntos perfectos.

tiene un subconjunto perfecto.

Las clases II; y X| para n > 2
tienen la propiedad de uniformiza-
cion®(y las demaés no).

Las clases H%nﬂ y E%nﬁ tienen la
propiedad de uniformizacion (y las
demés no).

2% =N

Los cardinales 2% y R no son com-
parables (ninguno de ellos es menor
o igual que el otro).

Todo conjunto es unién de Ny con-
juntos de Borel

Un conjunto es unién de Ny conjun-
tos de Borel si y solo si es 3.

En 1970 Donald A. Martin demostro la determinacion de los juegos analiti-
cos, aunque para ello tuvo que suponer la existencia de un cardinal medible, es
decir, un cardinal grande que estd mucho mas arriba en la escala de cardinales
grandes que los cardinales inaccesibles.” Por otro lado, cabe destacar que Mar-
tin no demostr6 que si existe un cardinal medible es consistente que los juegos

5Todas las propiedades se refieren a subconjuntos de un espacio polaco, excepto las relativas
a la medida de Lebesgue, que requieren que el conjunto sea un subconjunto de R™, si bien son
validas también para medidas de Borel continuas (no nulas) en cualquier espacio polaco.

6Esto significa que cada conjunto de la clase correspondiente en un producto de espacios
polacos puede uniformizarse por un conjunto de la misma clase.

"Esto significa que, por ejemplo, del mismo modo que suponiendo la consistencia de ZFC
no podemos probar la consistencia de ZFC + “existe un cardinal inaccesible”, ésta no permite
probar a su vez la consistencia de que existan dos cardinales inaccesibles, y ésta no permite
demostrar a su vez la consistencia de que existan infinitos cardinales inaccesibles, y ésta
no permite demostrar a su vez la consistencia de que exista un cardinal de Mahlo, y ésta
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! estan determinados (lo cual serfa un resultado formalmente analogo al teo-
rema de Solovay que hemos discutido anteriormente), sino que demostr6 algo
mas fuerte: si existe un cardinal medible, los juegos E% estdn determinados.
Finalmente, en 1975 Martin demostré (en ZFC, sin suponer axiomas adicio-
nales sobre cardinales grandes ni de ningin otro tipo) que todos los juegos de
Borel estan determinados, tal y como Gale y Stewart habian conjeturado.

La consistencia de AD Quiza el lector sienta reticencias a considerar seria-
mente un axioma que contradice al axioma de elecciéon, y supondré que muchos
matematicos seran igual de reticentes. Ante esto hay una solucion casi evidente,
y es que el axioma de determinacién se puede debilitar hasta hacerlo compatible
con AE. Esto es lo que sucede cuando lo reducimos al

Axioma de Determinacién Proyectiva (ADP): Si A C N es
un conjunto proyectivo, entonces el juego J,(A) estd determinado.

En principio, no hay ninguna evidencia de que ADP contradiga al axioma de
eleccién, y suponiendo ADP podemos demostrar gran parte de las consecuencias
que hemos comentado sobre AD restringidas a conjuntos proyectivos, es decir,
podemos probar que todo conjunto proyectivo es medible Lebesgue y que, si es
no numerable, contiene un subconjunto perfecto, o que las clases proyectivas con
la propiedad de uniformizacién son las mismas indicadas en la tabla precedente
en la columna AD, etc., todo ello sin menoscabo del axioma de elecciéon. En otras
palabras, al suponer ADP estamos garantizando que los ejemplos molestos que
pueden construirse con el axioma de eleccion (conjuntos no medibles Lebesgue,
etc.) queden fuera del ambito de la teoria descriptiva de conjuntos, es decir, no
sean conjuntos proyectivos, mientras que AD supone expulsarlos del &mbito de
la teoria de conjuntos en general, es decir, supone negar su existencia.

No obstante, hay razones para no escandalizarse de que AD contradiga al
axioma de elecciéon y no despreciar, por tanto, los resultados que pueden de-
mostrarse a partir de él. Estas razones ya fueron presentadas por Mycielski
y Steinhaus en el trabajo en el que propusieron AD como axioma, a pesar de
que entonces, méis que razones, eran esperanzas sin mucha evidencia que las
soportara.

Siguiendo el paralelismo con las geometrias no euclideas, el argumento es
el equivalente a que estudiar la geometria Riemanniana (en la que no existen
rectas paralelas) no tiene por qué verse como un ataque directo a Euclides, sino
més bien como una forma conveniente de estudiar la geometria de una esfera,
que es un objeto totalmente euclideo. Para desarrollar esta idea recordemos en
qué consiste esencialmente la demostracion de Godel de la consistencia de la
hipétesis del continuo:

Godel definio el concepto de “conjunto constructible” y demostré que la clase
L de todos los conjuntos constructibles es un modelo de ZFC, es decir, que si

no permite demostrar a su vez la consistencia de que existan dos cardinales de Mahlo, y
asi sucesivamente con toda una cadena de cardinales que, en un punto intermedio, tiene a los
cardinales medibles, pasando previamente por los cardinales débilmente compactos, cardinales
de Ramsey, etc.
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eliminamos todos los conjuntos que no son constructibles (o —si no queremos
ser tan drasticos— si “s6lo miramos” los conjuntos constructibles), los axiomas
de ZFC (y todas sus consecuencias) siguen siendo ciertos: seguiremos viendo
el conjunto vacio (porque es constructible), dados dos conjuntos constructibles
seguiremos viendo a su unién (porque es constructible), etc., de modo que no
echaremos en falta ninguno de los conjuntos que hemos “quitado de nuestra
vista”. Ahora bien, Gédel demostré que si sélo vemos los conjuntos construc-
tibles la hipotesis del continuo es cierta. Asi pues, un teorema que suponga la
hipétesis del continuo puede ser una afirmacion falsa sobre la clase V' de todos
los conjuntos, pero es, en cualquier caso, una afirmacion verdadera (sin suponer
la hipotesis del continuo) sobre la clase L de los conjuntos constructibles. (Com-
péarese con el caso de la geometria Riemanniana: un teorema que suponga que no
existen rectas paralelas es falso como afirmacién sobre el espacio euclideo, pero
es verdadero como afirmacion sobre los puntos de una esfera, entendiendo que
la, palabra “recta” ha de ser interpretada como “circulo maximo”®, y, entendido
asi, es un teorema verdadero sobre el espacio euclideo.)

Similarmente, Mycielski y Steinhaus conjeturaron que “deberia de haber” un
modelo interno de ZF + ED + AD, y que lo deseable seria que contuviera a
todos los ntimeros reales. Solovay apunté como posible candidato a L(N), es
decir, a la menor clase propia transitiva que contiene al espacio de Baire N y
es un modelo de ZF. Es facil demostrar (en ZFC) que los axiomas de ZF son
verdaderos en L(N) (es decir, que siguen siendo verdaderos si decidimos que
“conjunto” signifique especificamente “conjunto en L(N)”), y lo mismo sucede
con ED, mientras que AE es verdadero en L(N) si y sélo si N admite un buen
orden que pertenezca a L(N). Asi, aunque supongamos AE, con ello podemos
demostrar que N admite un buen orden, pero dicho buen orden no esta nece-
sariamente en N. Esto abria la posibilidad de que, suponiendo la existencia de
un cardinal grande “suficientemente grande”, pudiera demostrarse en ZFC que
el axioma de determinacion es verdadero en L(N).

La primera demostracion de la consistencia de AD la publicé Martin en
1980, suponiendo la existencia de uno de los cardinales grandes més altos en la
escala de cardinales grandes (un cardinal 12). En 1984 Woodin, suponiendo la
existencia de un cardinal atin mayor (un cardinal 10, el mas alto en la escala
hoy en dia, por cuya consistencia algunos no apostarian mucho) demostré que
AD es verdadero en L(N). Finalmente, en 1988 Martin y Steel publicaron una
demostracion de este mismo resultado cuya hipotesis era algo mas débil que la
existencia de un cardinal supercompacto (que esta algo por arriba de los cardi-
nales medibles en la escala de cardinales grandes, pero que puede considerarse
ya una “hip6tesis razonable”).

Posteriormente, Woodin demostré que la hipotesis de Martin y Steel es ne-
cesaria, en el sentido de que la consistencia de AD implica la consistencia de
dicha hipoétesis, con lo que tenemos realmente una equivalencia.

8En realidad es necesario identificar cada par de puntos antipodas para que no haya pares
de puntos por los que pasen infinitas rectas. Este tecnicismo oscurece la analogia, pero es
irrelevante para lo que aqui nos ocupa.
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El modelo L(N) Segun lo dicho en el parrafo anterior, L(N) resulta ser (su-
puesta la existencia de los cardinales grandes adecuados) el “modelo natural”
de ZF + ED + AD. Este modelo contiene a todos los niimeros reales, asi como
a todos los subconjuntos proyectivos de N o R y muchos més. Asi pues, el
hecho de que AD implique que todo subconjunto de R es medible Lebesgue (en
contradiccion con el axioma de eleccion), se puede reinterpretar como que todo
subconjunto de R que pertenezca a L(N) es medible Lebesgue (lo cual, no sélo no
contradice en absoluto al axioma de eleccién, sino que ademés nos proporciona
una clase muy amplia de conjuntos medibles Lebesgue mayor con diferencia a
la de los conjuntos proyectivos). En general, todo teorema demostrado en ZF +
ED + AD, aunque contradiga al axioma de eleccién y muchos mateméticos lo
consideren por ello “falso”, puede interpretarse como un teorema sobre los con-
juntos de L(N) y, visto asi ya no contradice al axioma de eleccion. Otro ejemplo:
el hecho de que AD implique que los cardinales 2%° y X; no son comparables (en
contradiccion con el axioma de elecciéon) significa simplemente que ninguna de
las aplicaciones inyectivas 8; — R —que existen por el axioma de eleccion—
pertenece a L(N), lo cual “no tiene nada de malo”, pero hace que alguien que
solo vea los conjuntos de L(N) “piense” que 2%° y ®; no son comparables.

Estas consideraciones hacen que los matematicos que trabajan en teoria des-
criptiva de conjuntos y acostumbren a dar AD por supuesto casi sin mencionarlo
explicitamente no consideren que estan renegando del axioma de eleccién, sino
mas bien que estan estudiando la clase L(N), al igual que otros mateméticos
estudian, por ejemplo, el conjunto R™.






Capitulo 1

Conjuntos de Borel y
Analiticos

En este primer capitulo descompondremos la o-algebra de Borel de un espa-
cio polaco en una jerarquia transifinita de conjuntos de complejidad creciente,
y a continuacién presentaremos los dos primeros peldanos de la jerarquia de los
conjuntos proyectivos, que introduciremos en el capitulo siguiente.

En el estudio de los espacios polacos representan un papel destacado el es-
pacio de Baire N = “w y el espacio de Cantor € = “2. Por ello dedicamos la
primera seccién a presentar una descripcion util de los cerrados de estos espacios
y, més en general, de las potencias numerables de espacios discretos.

1.1 Espacios de sucesiones

Si X es un conjunto arbitrario, lo podemos considerar como espacio topolo-
gico con la topologia discreta. Esta es completamente metrizable. Ademas X
es separable —y, por consiguiente, un espacio polaco— si y sélo si X es finito o
numerable. Vamos a considerar el espacio X“ formado por todas las sucesiones
en X, considerado como espacio topolégico con la topologfa producto. Teniendo
en cuenta que una base de X la forman los subconjuntos con un punto, resulta
que una base de X*“ la forman los conjuntos

Bs ={z € X | x|, = s},

para cadan € wy cada s € X™.
Observemos que estos abiertos basicos son también cerrados, pues

X“\B,= | B.
teXn\{s}

Por lo tanto X“ es lo que se llama un espacio topolégico cero-dimensional (es
decir, un espacio con una base formada por abiertos-cerrados).
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Para que X“ sea un espacio polaco necesitamos que X sea finito o numera-
ble, pero en esta secciéon trabajaremos en el caso general, sin esta hipotesis de
numerabilidad.

Llamaremos X<¥ = |J X" al conjunto de sucesiones finitas en X. Para
new
cada sucesion s € X <% llamaremos longitud de s a su dominio, y lo represen-

taremos por £(s). Si s,t € X <%, representaremos por st a la sucesion que
resulta de prolongar s con ¢. Abreviaremos s~z = s~ {(0,z)}.

Un drbol A en un conjunto X es un conjunto A C X<¥ tal quesi s € Ay
n < £(s), entonces x|, € A. A veces llamaremos nodos a los elementos de un
arbol. Consideraremos a todo édrbol como conjunto parcialmente ordenado por
la inclusién, de modo que s < t sera equivalente a s C ¢t. Diremos también en
este caso que t extiende a s.

Un camino en un arbol A en un conjunto X es una sucesion x € X“ tal que
An € w x|, € A. Representaremos por [A] el conjunto de todos los caminos en
el arbol A.

Una rama de un arbol A es un subconjunto totalmente ordenado de A ma-
ximal respecto de la inclusién. Es claro que una rama r no puede tener mas
de un elemento de cada longitud n, asi como que si contiene a un nodo s ha
de contener a sus restricciones. Por ello, las ramas finitas de un arbol A son
de la forma {s,}n<m+1, donde (s,) = n y s, es un nodo terminal de A, es
decir, un nodo que no puede extenderse propiamente a otro nodo de longitud
mayor. Puesto que, para cada n < m, se ha de cumplir que s, = 8y, |n, resulta
que las ramas finitas de un arbol se corresponden biunivocamente con sus nodos
terminales.

Similarmente, las ramas infinitas de un arbol A se corresponden biunivoca-
mente con los caminos en A, pues cualquier de ellas es necesariamente de la
forma {sp, }new, con £(s,) = n, y determina el camino

x= U sn€[4],

new

que cumple An € w 2|, = s,. Reciprocamente, cada camino = € [A] deter-
mina la rama infinita {z|, }necw. Por este motivo a los caminos de un arbol los
llamaremos habitualmente ramas infinitas.

Un arbol A esta bien podado si no tiene nodos terminales, es decir, si todos
sus nodos se pueden extender a otros de altura mayor, lo cual equivale a su vez
a que todo nodo esté contenido en una rama infinita.

Un arbol A es perfecto si todo nodo s € A admite dos extensiones incompa-
tibles s1 y s2, es decir, extensiones tales que s1(n) # sa2(n) para cierto n en su
dominio comun.

Un arbol A esta finitamente ramificado si cada uno de sus nodos tiene un
numero finito de extensiones inmediatamente posteriores (es decir, de longitud
una unidad mayor).
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Diremos que un subconjunto de un espacio topologico es perfecto si es ce-
rrado, no vacio y no tiene puntos aislados. (En particular, diremos que un
espacio topologico no vacio es perfecto si no tiene puntos aislados.)

Teorema 1.1 Sea X un conjunto.

a) Los cerrados en X¥ son los conjuntos de la forma [A], donde A es un
darbol en X que podemos tomar bien podado.

b) Sea A # & un drbol bien podado en X. Entonces

1. El cerrado [A] es perfecto siy sélo si el drbol A lo es.

2. [A] es compacto si y solo si A estd finitamente ramificado.

DEMOSTRACION: a) Si A es un arbol en X, tenemos que [A] es cerrado en
XY, pues si ¢ € X\ [4], existe un n € w tal que x|, ¢ A, de manera que
T € By, C X“\ A, luego X\ A es abierto.

Consideremos ahora un cerrado C' C X*“ y llamemos
A={z], |z € C Anecw}.

Claramente A es un arbol bien podado y C' C [A]. Tomemos ahora x € [A] y
veamos que estd en C. Para cada n € w, sabemos que x|, € A, luego existe un
y € C tal que x|, = y|n, luego y € By, NC # @. Como los abiertos { By, }ncw
forman una base de entornos de = en X%, esto implica que z € C = C.

b) 1. Si z € [A] es un punto aislado, entonces existe un entorno bésico
By, tal que By, N[A] = {x}, pero entonces x|, no puede tener extensiones
incompatibles en A, ya que se extenderian a dos ramas infinitas distintas en
By, N[A], luego A no es perfecto.

Reciprocamente, si [A] es perfecto y s € A de longitud n, vamos a probar
que s admite extensiones incompatibles. Sea z € [A] una extension de s (que
existe porque A esta bien podado). Como x no es un punto aislado de [A4], no
puede ocurrir que By, N[A] = {z}, luego podemos tomar y € B, N [A] tal
que y # x, pero x|, = Y|, = s, luego existe un m > n tal que x|, y|m € A son
extensiones incompatibles de s.

b) 2. Supongamos que A es finitamente ramificado pero que [A] tiene
un cubrimiento abierto que no admite un subcubrimiento finito. Llamemos
S1,...,5n € X! alos sucesores de @ en A. Entonces

[4] = L:J{ € [4] | ol = i}

Si cada uno de estos conjuntos pudiera cubrirse por un namero finito de
abiertos del cubrimiento, lo mismo valdria para [A], luego existe un s; de longi-
tud 1 tal que A, = {z € [A] | z|1 = s1} no puede cubrirse por un nimero finito
de abiertos del cubrimiento dado. Similarmente

A, = iL:Jl{:c € [A] | s = t.),
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donde t1,...,t, son los sucesores de s; en A (el nimero n no tiene por qué ser
el mismo que el anterior). Nuevamente razonamos que ha de haber un sy D 51
tal que Ag, = {z € [A] | 2|2 = s2} no puede cubrirse por un nimero finito de
abiertos del cubrimiento dado. Repitiendo el argumento obtenemos! una rama
infinita {sy, }ne, en A tal que Ay, = {x € [A] | z|; = s;} no puede cubrirse por
un numero finito de abiertos del cubrimiento. Sea
z= U s €[4].
1EW
Podemos tomar un abierto V en el cubrimiento dado tal que =z € V. Sea

n € w tal que z € By, C V. Entonces A, C B,, C V y tenemos una
contradiccion.

Reciprocamente, sea s € A un nodo de longitud m. Si s tuviera infinitos
sucesores inmediatos, digamos? {s,, } ne.,, podemos tomar caminos x,, € [A] tales
que s, C ©,. Asi x, € Bs, y ©,, ¢ B, para cualquier ¢ € X™+1 distinto de los
sn. Por lo tanto,

{Bs, |ncwU{B|te X" ANNncwt#s,}

es un cubrimiento abierto de [A] del que no puede extraerse ningin subcubri-
miento finito, luego [A] no es compacto. "

Veamos ahora que las aplicaciones entre arboles inducen aplicaciones conti-
nuas entre sus cerrados asociados.

Definicion 1.2 Sean A y B dos arboles en un conjunto X. Una aplicacion
¢ : A — B es mondtona si s C t implica ¢(s) C ¢(t). Si ¢ es monotona
definimos

2(¢) = {x € [A] [ 1im £(p(x]n)) = oo}
Para cada x € Z(¢) definimos

¢"(x) = U o(zln) € [B].

new
Diremos que ¢ es propia si Z(¢) = [A].

Teorema 1.3 En las condiciones anteriores, Z(¢) es un G5 en [A], la apli-
cacion ¢* : Z(¢) — [B] es continua. Reciprocamente, si f : G — [B] es
continua y G C [A] es un Gy, existe ¢ : A — B mondtona tal que f = ¢*.

DEMOSTRACION: Tenemos que
z € Z(¢) & Nn € wNWm € w €(p(x]m)) > n,
luego Z(¢) = () U, donde U, es el abierto

new

Un = {z € [A]| Vm € w U((]m)) > n}.

1Esto es una aplicacion directa de ED.
2 Aqui usamos que todo conjunto infinito posee un subconjunto numerable.
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Por lo tanto, Z(¢) es un Gs. Para probar que ¢* es continua tomamos un
abierto basico en [B], que sera de la forma V; = [B] N By, y observamos que

¢ Vil =U{B:n[A] | s € ANt C (s)}
es abierto en [A].

Para probar el reciproco podemos suponer que G # @&. Sea G = () U,,
new
donde {U, }new es una sucesion de abiertos en [A] que podemos tomar decre-

ciente y con Uy = [A]. Para cada s € A, sea ks € w definido como el mayor
kE < {(s) tal que B; N [A] C U (notemos que k& = 0 cumple siempre esta
condicion).

Definimos ¢(s) como la mayor sucesion t € B de longitud < k, tal que
fIBs NG| C By si BsNG # &, y en caso contrario tomamos ¢(s) = ¢(s|m),
donde m < £(s) es el mayor natural tal que B,,, NG # 3.

Observemos que si f[BsNG| C ByN By, necesariamente t C t’ ot C ¢, luego
existe un maximo t que cumple lo requerido en el primer caso.

Claramente, si s C s', entonces ks < kg y ¢(s) C ¢(s'), luego ¢ es mondtona.
Si z € G, entonces lim k,|, = oo, pues para todo m € w existe un n > m tal
que x € By, N[A] C UT:,L, luego k|, > m. También HTILnE(qS(:c\n)) = 00, pues
para todo m € w existe un n € w tal que k|, > my @ # f[By), NG] C By,

luego #(¢(x|,)) > m. Esto prueba que G C Z(¢). Mas atn, ¢(z|,) C f(z)|m,
lo que prueba que ¢*(z) = f(x).

Por tltimo, si 2 € Z(¢), entonces lim £(¢(z|,)) = oo, luego limk,|, = oo,

pues £(¢(x|,)) < ky,. Por lo tanto, para cada m € w existe un n tal que
kx|, = m,y entonces v € By, N[A] C Uy, luego z € G. n

Veamos una aplicacion:

Teorema 1.4 Sea X un conjunto que admite un buen orden y S C T C X%
dos cerrados no vacios en X*“. Entonces existe una retraccion r : T —> S, es
decir, una aplicacion continua que restringida a S es la identidad.

DEMOSTRACION: Sea T' = [A] y S = [B], donde A y B son arboles bien
podados en X. Concretamente,

A={z|p |z €T Ancw}, B={z|, |z €S Anecw},

con lo que B C A. Vamos a construir una aplicaciéon ¢ : A — B monotona y
propia tal que ¢(t) = t para todo t € B. Es claro entonces que r = ¢* sera la
retracciéon que buscamos.

Definimos ¢(s) por recursiéon sobre la longitud de s. Tomamos ¢(@) = &
y, si estd definido ¢(s) € B, para cada z € X tal que s™x € A, definimos
d(s7x) = sxsi s € By ¢(s7x) = ¢(s)"y, donde y € X es cualquier
elemento® que cumpla que ¢(s) "y € B, que existe porque B esta bien podado.

n

3 Aqui usamos el buen orden de X para tomar el minimo y que cumpla lo exigido.
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1.2 La jerarquia de Borel
Definicion 1.5 Si X es un espacio metrizable, definimos

»{(X) = {A| A es abierto en X}, IM)(X) = {A| A es cerrado en X}
y, para cada ordinal a > 1, definimos recurrentemente

X)) ={UA | AMewA, e UIyX)}

new 0<f<a
I, ={X\A|AeS0(X)}={NA [ Anew A, e U =H(X)}
new 0<B<a

Finalmente, para cada a > 0 definimos

AL (X) = B (X) NTIg(X).
Cuando no haya confusiéon posible escribiremos Eg, Hg, Ag, sin indicar ex-
plicitamente el espacio X.

En particular tenemos que A(l) es la familia de los subconjuntos abiertos y
cerrados de X, XU es la familia de los abiertos, IT) la de los cerrados, 3 es la
familia de las uniones numerables de cerrados, es decir, los conjuntos F, y Hg
es la familia de las intersecciones numerables de abiertos (los conjuntos Gs).

El teorema siguiente nos da las relaciones basicas entre estas clases de con-
juntos:

Teorema 1.6 Si X es un espacio metrizable, se dan las inclusiones siguientes:

Es decir, si0 < o < 3, entonces X0 UTIY C A%.

DEMOSTRACION: La inclusion TI{ € TI9 equivale a que todo cerrado es un
conjunto Gs. Esto es cierto (en un espacio metrizable), porque todo cerrado A
puede expresarse como interseccion numerable de abiertos de este modo:

A=—A= Fﬁ{xeX\d(;p,A)Q/n}.

De II{ C IIJ se sigue inmediatamente que ¢ € 9.
Ahora es inmediato que si 1 < a < (8 entonces 23 C 205. En efecto, si
B = 2 ya lo tenemos probado y, si 8 > 2, podemos suponer que « > 1, pues si
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probamos que 23 C 2103 tendremos también la inclusion para o = 1. Asi pues,
sil<a<fyAe 237 entonces A es uniéon numerable de elementos de
Umic U,
0<d<a 0<6<pB

luego A € Zg.

A su vez, ahora es inmediato que si 0 < o < 3 entonces HO(X C H%. Por otra
parte, si 0 < a < 3, de la propia definiciéon se sigue que Eg C H(;_H - H%, asi
como que ITY C EgH C 205, luego X% UTIY C A%. L]

Aunque hemos definido las clases anteriores para ordinales cualesquiera, a
continuaciéon probamos que s6lo tienen interés para ordinales numerables:

Teorema 1.7 Si X es un espacio metrizable y o > wy, entonces

=0 A=A =30 - = AY
[e% @ @ w1 w1 w1 g
0<d<wi

es la o-dlgebra de Borel B(X).

DEMOSTRACION: Sea B= JAY= UXy= I}
0<d<wy 0<d<wi 0<d<wi
Notemos que si {A;, } new €s una familia de elementos de B, entonces su union

estd en B. En efecto, en principio existe un ¢, < wy tal que 4,, € Hgn y, cOmo
w1 es regular, § = sup{d, | n € w} < wi, luego

U 4, €3y, CB.
new

También es evidente que B contiene a los complementarios de sus elementos,
luego es una o-algebra de subconjuntos de X. Como contiene a los abiertos,
B(X) C B.

Por otro lado, una simple induccién demuestra que Eg U Hg C B(X), pues
esto es trivial para @ = 0 y B esta cerrada para complementos y uniones nume-
rables. Por lo tanto B C B(X) y tenemos la igualdad.

Por definicién, 23 , es la familia de uniones numerables de elementos de B,
pero, como B es una o-algebra, resulta que 231 = B, luego también Hgl = B.
A partir de aqui, una simple inducciéon sobre o demuestra que si a > wp se
cumple que ¥ = 1I° = B. ]

Observemos que la jerarquia de Borel es trivial en los espacios numerables.
En efecto, si X es numerable, hay dos posibilidades: o bien X es discreto, en
Cuyo €aso A? = PX y todas las clases de Borel son iguales, o bien X no es
discreto, con lo que no todo punto es abierto y tenemos inclusiones estrictas

=
Al A =PX

G
IT}
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pero la jerarquia termina en Ag, pues todo subconjunto de X es unién nu-
merable de puntos (cerrados). En particular, si X es numerable tenemos que
B(X) = PX. Veremos que la situaciéon es completamente distinta en el caso de
los espacios polacos no numerables. Para ello necesitamos demostrar algunas
propiedades de la jerarquia de Borel.

Teorema 1.8 St X es un espacio metrizable y 0 < a < wy, entonces 23 es
cerrado para uniones numerables, Hg es cerrado para intersecciones numera-
bles, 23 y Hg son ambos cerrados para uniones e intersecciones finitas y, por
consiguiente, Ag es un dlgebra de subconjuntos de X.

DEMOSTRACION: La primera parte del teorema es inmediata. Para la se-
gunda, observamos que se cumple si @« = 1, pues toda intersecciéon finita de
abiertos es abierta y toda unién finita de cerrados es cerrada.

Supongamos que se cumple para § < oy sean A, B € 23. Entonces

A= U A,, B= \J By,

new new

donde A,, € Hgn, B, € H%n, con ay,, B, < a. Entonces

AnNB= | (AnNB,)eXx?,

m,ncw

pues A,, N B,, € HgmU/Bn'

El hecho de que Eg esté cerrada para intersecciones finitas implica inme-
diatamente que Hg lo est4 para uniones finitas. La propiedad de las clases Ag
también es inmediata. L]

Conviene introducir una notacién general para tratar con las clases que he-
mos introducido:

Definicion 1.9 Una clase de conjuntos en una clase X de espacios topologicos
es una aplicacion I' que a cada espacio topologico X € X le asigna un conjunto
I'(X) Cc PX. Llamaremos clase dual de T a la clase -T" dada por

T(X)={ACX|X\AeT(X).

La clase ambigua de T es la clase A =T'N T

Asi, por ejemplo, Eg, 1'13, Ag 0 B son clases de conjuntos sobre los espacios

topologicos metrizables. Las dos primeras son mutuamente duales, la tercera es
la clase ambigua de cualquiera de las dos, y la cuarta es su propia clase dual y
su propia clase ambigua.

Aplicaciones medibles Una aplicacion f: X — Y entre dos espacios de X
es I-medible si para todo abierto A de Y se cumple que f~1(A4) € T'(X).

Asi, las aplicaciones E(l)—medibles entre espacios metrizables son simplemente
las aplicaciones continuas.
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Observemos que si f : X — Y es una aplicacion entre espacios metrizables
y B es una base numerable de Y, para que f sea Eg—medible basta con que
para todo A € B se cumpla que f~![A] € B2 (X).

En efecto, todo abierto de Y puede expresarse en la forma A = |J A,, con
A, € B, conlo que f~[A]= |J f'[A,] € 0. new
new
Teorema 1.10 Si f : X — Y es una aplicacion Eg—medible, con 0 < a < wi,
para cada B < wy y cada A € E?+6(Y), se cumple que f~1[A] € Z?H_ﬁ(X).

DEMOSTRACION: Lo probamos por induccién sobre 5. Para § = 0 se cum-
ple por la definiciéon de Eg—medibilidad. Supuesto cierto para todo § < S,
tomamos un conjunto A € E?+B(Y), que sera de la forma A= (J A,, con

A, € H(l)—&-&n (Y), con &, < 3. Por hipétesis de induccion, new
A = X\ fHY \ Ay] € Ty, (X)),
luego f~1[A] = U fYA,] € Engﬁ(X). n

new

Asi, toda antiimagen por una aplicaciéon continua de un conjunto 237 Hg o
Ag pertenece a la misma clase. Esto se expresa diciendo que las clases de Borel
son cerradas para sustituciones continuas.

En general, si I' es una clase de conjuntos con la propiedad de que para toda
funcion continua (medible Borel, etc.) f: X — Y y todo A € T'(Y) se cumple
que f~1[A] € T'(X), se dice que T es cerrada para sustituciones continuas, de
Borel, etc.

Teorema 1.11 Una funcion f : X — Y entre espacios metrizables con Y
separable es medible Borel si y sdlo si es Eg—medible para un 1 < a < wj.

DEMOSTRACION: Una implicacion es inmediata. Para la otra, tomamos
una base {U,}ne, de la topologia de Y. Para cada n € w, se cumple que
f YU, € B(X), luego existe un a,, < wy tal que f~1[U,] € Egn (X). Como
wy es regular, existe a < wy tal que f~1[U,] € 237 para todo n € w, luego f es
Eg—medible. n

El teorema siguiente se demuestra sin dificultad por induccién sobre a:

Teorema 1.12 Sea Y un espacio metrizable y X un subespacio. Entonces los
conjuntos B2 (X) (resp. TI° (X)) son los de la forma ANX, donde A € 2(Y)
(resp. TI2(Y)).

En particular, B(X)={B € B(Y) | B C X}.

Nota No es cierto que todo A € Ag(X) sea de la forma A = BN X, para

cierto B € A%(Y). Basta pensar en el caso en que X = R\ Qe Y = R. Se

cumple que AJ(R\ Q) es infinito, mientras que A(R) = {@, R}, porque R es

conexo. Si X e Y son espacios polacos, es facil ver que el resultado es cierto

para a > 3, y no es trivial que también se cumple para o > 2 (teorema 1.21).
|
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Conjuntos universales Ya estamos en condiciones de probar que, tal y como
habiamos anunciado, todas las inclusiones del teorema 1.6 son estrictas en el caso
de espacios polacos no numerables. Para ello nos apoyaremos en el concepto
siguiente:

Definicion 1.13 Diremos que un conjunto U C Y x X es Y-universal para
I'(X)siU eI'(Y x X) y, lamando U, = {z € X | (y,z) € U}, se cumple que
I(X)={U, |y € Y}.

Teorema 1.14 Si X es un espacio metrizable separable, entonces, para cada
ordinal 1 < a < wy existe un conjunto C-universal para Eg(X) y un conjunto
C-universal para TI2(X).

DEMOSTRACION: Lo probamos por induccion sobre a. Sea { B, } ., una base
numerable de X y definimos

U={(y,z)eCxX|Vnecwlyn) =0AzeB,)}

Notemos que U € X%(€ x X) (es decir, es abierto), pues si (y,z) € U y
n € w cumple la definicion, entonces (y,z) € By, ,, X B, C U. Ademas, para
cada y € C, tenemos que

Uy =U{Bn | y(n) = 0},

con lo que es evidente que {U, | y € C} = £{(X), es decir, que U es universal
para X9(X).

En general, si U es universal para X° (X), es facil ver que (€ x X)\ U es
universal para T2 (X).

Supongamos construidos conjuntos Uy universales para Hg(X ), para todo
ordinal § < o < w;. Podemos tomar ordinales §,, < « tales que 6, < 9,11y
a =sup{d, + 1| n € w}. Fijamos un homeomorfismo C 2 C¥ que a cada y € C
le hace corresponder una sucesion {y, }necw. Definimos

U={(y,z) eCxX|Vnecw (yn,z) € Us, }.

Consideramos la proyeccion n-sima p,, : € — € que cumple p,,(y) = y, y la
identidad I en X, de modo que

U= U (po xI)7'[Us,] € Z2(€ x X).

new

Para cada y € €, tenemos que

U, = U (Uén)ynv

necw

y, como cada conjunto II§ con § < « es de la forma (Us, ),, para un n suficien-
temente grande, es claro que Uy recorre todos los conjuntos 23 (X), luego U es
universal para X (X). n

Con esto podemos probar que la jerarquia de Borel no es trivial:
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Teorema 1.15 Si X es un espacio polaco no numerable, para cada 1 < a < wy
se cumple que X0 # 1Y vy, por consiguiente, A° ¢ 2° ¢ Agﬂ, e igualmente

0
con IL,.

DEMOSTRACION: Por los teoremas [T 6.18] y [T 6.23], tenemos que X con-
tiene un subespacio homeomorfo a €. Si Eg(X) = Hg(X), entonces, por 1.12,
tenemos que X0 (€) = IT%(€). Vamos a ver que esto es imposible. Para ello to-
mamos un conjunto U C-universal para X% (€). Definimos A = {y € € | (y,y) ¢
U}, que es la antiimagen de (€ x €) \ U por la aplicacion diagonal € — € x €,
luego A € TI%(€) = X%(C), pero entonces deberia existir un y € € tal que
A = Uy, pero esto es imposible.

Si fuera AY = XV tendriamos X% C IIY vy, reciprocamente, si A € TI2,

entonces X \ A € X% c 1Y, luego A € X2 y tendriamos X2 = T1°.

Similarmente, si 20 = A2 11, entonces % ¢ ? y la inclusion opuesta se
razona igual que antes. ]

Nota Observemos que si A < w; es un ordinal limite, se cumple

LJ Zf)::lJ IIOIZ LJ [&0
<A <A <A °

y ahora podemos probar que esta unién esta estrictamente contenida en Ag.

En efecto, sea X un espacio polaco y sea {X,, }ne, una familia de abiertos en

X disjuntos dos a dos. Sea {0, }n<, una sucesion cofinal en \ y sea A, C X,

tal que A, € Egnﬂ \Eg”. Entonces A= |J 4, € A\ U AL "
n€w o<

Observemos ahora que no existen conjuntos universales para Ag:

Teorema 1.16 SiT' es una clase de conjuntos cerrada para sustituciones con-
tinuas y que sea autodual, es decir, que coincida con su clase dual, entonces,
para todo espacio X, no existe un conjunto X -universal para T'(X).

DEMOSTRACION: Si U fuera un conjunto U-universal para I'(X) definimos
A={x e X | (z,z) ¢ U}, que esta en I'(X) porque I es cerrada para sus-
tituciones continuas y (X x X)\ U € I'(X x X) porque I' es autodual. Pero
entonces deberfa existir un x € X tal que U, = A, lo cual es absurdo. m

1.3 Propiedades estructurales

Vamos a probar algunas propiedades de las clases de la jerarquia de Borel.
Para ello introducimos algunas definiciones.

Definicién 1.17 Sea I' una clase de conjuntos.

e I' tiene la propiedad de separacion si cuando A, B € I'(X), AN B = &,
existe un C € A(X) talque ACCy BNC=g.
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T tiene la propiedad de separacion generalizada si para toda sucesiéon

{A,}new de conjuntos en T'(X) tal que [ A, = &, existe una sucesion
new
{Ch}new de conjuntos de A(X) tal que A, C Cr,y () Cp = &.

ncw

T tiene la propiedad de reduccion si cuando A, B € T'(X) existen conjuntos
A*,B* e T'(X) tales que A* C A, B* C B, A*UB* = AUBy A*NB* = 2.

T tiene la propiedad de reduccion generalizada si cuando {A, }ne. s una
sucesion de conjuntos en I'(X) existe una sucesion { A },c. de conjuntos
en I'(X) disjuntos dos a dos tales que Af C A, v U A= U 4.

new new

T tiene la propiedad de uniformizacion numéricasi para todo R € T'(X xw)
1
existe R* € T'(X x w) tal que R* C Ry Az € px[R]\Vn € w (z,n) € R*.

Observemos que la propiedad de separacion se deduce de la propiedad de
separacion generalizada sin més que completar una sucesion A;, As de dos
conjuntos disjuntos con A, = X para n > 2, mientras que la propiedad de
reduccién se deduce de la propiedad de reduccién generalizada sin mas que
completar una sucesion Ay, As con A, = & para n > 2.

Para estudiar estas propiedades sobre las clases de la jerarquia de Borel
conviene observar que éstas cumplen la propiedad siguiente:

Diremos que una clase T' es razonable si una sucesion {A, },c. tiene todos
sus elementos en I'(X) si y sélosi |J A, x {n} € T(X x w).

new

Teorema 1.18 Sea I' una clase de subconjuntos definida sobre espacios topolo-
gicos metrizables de modo que cada T'(X) contenga a los abiertos cerrados de X,
sea cerrada para sustituciones continuas y uniones e intersecciones finitas y para
uniones o intersecciones numerables. Entonces T' es razonable.

DEMOSTRACION: Sea {A, }new una sucesion de subconjuntos de un espa-
cio X ysea A= |J A, x {n}.

new
Si cada A, estd en I'(X), entonces B, = A, x w € T'(X X w) por ser
una antiimagen continua de A,. Igualmente, C,, = X x {n} € T'(X X w)

porque {n} es abierto cerrado en w y C,, es una antiimagen continua, luego
A, x{n} =B, NC, € T(X xw). Si T es cerrado para uniones numerables,
entonces concluimos que A € T'(X X w). En caso contrario usamos que

(X xw)\A= | (X \ A4, x{n}.

new

Como en este caso I' es cerrado para intersecciones numerables, resulta que
—I' es cerrado para sustituciones continuas, para uniones numerables y para
intersecciones finitas, luego el mismo razonamiento anterior nos permite concluir
que (X xw)\ A € T, luego A € T igualmente.
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Reciprocamente, si A € T'(X X w), usamos que la inclusion i,, : X — X X w
dada por i, (x) = (x,n) es continua, y A, =i, [A]. "

En particular, todas las clases 23 y Hg son razonables y esto a su vez
implica que Ag también lo es.

Teorema 1.19 Sea T' una clase de conjuntos definida sobre los espacios pola-
cos.

a) Si T tiene la propiedad de reduccion, entonces —I' tiene la propiedad de
separacion.

b) SiT es cerrada para uniones numerables y tiene la propiedad de reduccion
generalizada, entonces —I' tiene la propiedad de separacion generalizada.

c) SiT es razonable, entonces T tiene la propiedad de reduccion generalizada
si y solo si tiene la propiedad de uniformizacion numérica.

d) SiT es cerrada para sustituciones continuas y existe un conjunto C-univer-
sal para T'(C), entonces T no puede tener a la vez la propiedad de reduccion
Yy separacion.

DEMOSTRACION: a) Dados A, B € —I' disjuntos, existen A* C X \ A,
B* ¢ X\ B tales que A*, B* ¢ T', AAUB* = X y A*NB* = &. Asi,
B* =X\ A* € A separa Ay B.

b) Sea { A, }ne., una sucesion en —I' con interseccion vacia. Entonces existen
conjuntos B C X \ A, en I disjuntos dos a dos tales que |J B = X. Es

new
claro que los conjuntos C,, = X \ B} € T separan la sucesion dada.

¢) Supongamos que I' tiene la propiedad de uniformizacion numeérica, sea
{A;}new una sucesion en I'(X) y sea A = |J A, x {n} € T(X X w). Sea

new
A* C A una uniformizaciéon en I'(X x w). Sea

Ay ={x e X |(x,n) € A"},

de modo que A* = |J Al x {n}. Como T es razonable, A € I'(X) y estos

new
conjuntos reducen la sucesiéon dada.

Supongamos ahora que I' cumple la propiedad de reduccion generalizada y
sea A € I'(X xw). Sea 4, = {x € X | (x,n) € A}, de modo que se cumple
A= J A, x{z}. Como T es razonable, 4, € I'(X).

new

Por la propiedad de reduccion generalizada, existen A C A, en I'(X) dis-
juntos dos a dos y tales que |J A% = |J A,. Entonces A* = |J A} x {n}

new necw new
estd en I'(X X w) y uniformiza a A.

d) Sea U C €x € un conjunto C-universal para I'. Fijemos un homeomorfismo
€ = €2, que a cada z € € le haga corresponder un par (g, ;). Definimos

UO = {(xay) € 62 | (Qio,y) € U}’ Ul = {(SL’,y) € 62 | (£C1,y) € U}
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Asi U%,U' € T'(€ x €) (pues son antiimagenes continuas de U) y forman un
par universal, es decir, dados A, B € T'(C), existe un x € € tal que U = A y
Ul = B.

Si T tiene la propiedad de reduccion, sean U%* C U°, U™ C U! reducciones
del par U°,U*. Si ademas T tiene la propiedad de separacion, podemos separar
las reducciones por un V € A. Veamos ahora que V es C-universal para A(C),
con lo que tendremos una contradiccién con el teorema 1.16.

En efecto, dado un A € A(C), existe un z € € tal que U2 = A, Ul = €\ A.
Veamos que V, = A. Para ello observamos que

U cul=4, UrcUl=e\4, U»uU} =0uU!=c¢,

luego también U%* = A, UM* = €\ A. Por otra parte, UY* C V,,, UL NV, = @,
luego V, = A. Ademas, todo V,, € A(C) porque I es cerrada para sustituciones
continuas. n

Teorema 1.20 Sobre la clase de los espacios metrizables, para todo o > 1,
la clase 23 tiene la propiedad de uniformizacion numérica y la propiedad de
reduccion generalizada, pero no la propiedad de separacion; la clase Hg tiene
la propiedad de separacion generalizada, pero no la propiedad de reduccion. En
espacios cero-dimensionales esto es cierto también para o = 1.

DEMOSTRACION: Por el teorema anterior, basta probar que Eg tiene la
propiedad de uniformizacion numérica. Sea, pues, R € Eg (X Xxw) con a > 1.
Entonces R = |J R,, donde R,, € Hgn (X x w), para cierto 6, < «. Fijemos

new
una biyeccion ( , ) : w X w — w. Representaremos su inversa por k — (ko, k1).

Definimos

Q={(z,k) € Xxw]| (x,k1) € Ry }» Q" ={(x,k) € Q| Nl <k (z,1) ¢ Q}.

Finalmente, sea R* = {(z,n) € X xw | Vi € w (z, (i,n)) € Q*)}. Es facil ver
que R* uniformiza a R. Solo hemos de probar que R* € £2(X x w). Para ello
observamos en primer lugar que

R = J{(z,n) e X xw ]| (z,(i,n)) € Q*)},

PEW

luego basta probar que cada conjunto de la unién esta en Eg(X X w), pero
cada uno de ellos es una antiimagen continua de Q*, luego basta comprobar que
Q* € (X x w). A su vez,

Q" = U{re X |(x,k) Q) x{k}

kew

y, como 2. es razonable, basta probar que cada Q * = {z € X | (z,k) € Q*}
estd en X2 (X). A su vez,

Q*=Q"n NX\QY,

I<k
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donde Q* = {z € X | (z,k) € Q}, y basta probar que Q*, X \ Q* € =% (X).
Ahora bien, Q* es una antiimagen continua de Ry, , luego

QM eI (X)CEO(X),  X\QFeZy (X)C LX),

Si X es cero-dimensional y o« = 1, entonces X X w es cero-dimensional,
podemos descomponer R en unién numerable de abiertos cerrados R,, y toda la
demostracion vale igualmente. m

Veamos algunas aplicaciones:

Teorema 1.21 Sean X C Y espacios metrizables. Sil < a < wy, los conjuntos
de A%(X) son los de la forma AN X, donde A € A%Y). SiY es cero-

(0%
dimensional, también es cierto para o = 1.

DEMOSTRACION: Sea B € AY(X). Entonces existen conjuntos S € X% (V)
y T € II2(Y) tales que B = SNX =TNX. Como S, Y\T € 2(Y),
podemos reducirlos a S* € S, T* C Y \ T de modo que S* y T* son disjuntos
yX CSUY\T)=S8*UT*. Se cumple que

BCcS"NXcY\T"H)NnXcTnX =B,

luego B =5S*N X. =

Definicién 1.22 Dada una familia { A, } e, de subconjuntos de un conjunto X,
definimos

liminfd, = U N Am, limsup, = (1 U 4m.
n

neEw m>n newm>n

Asi, el limite inferior contiene a los elementos que pertenecen a casi todos los
A, y el limite superior a los elementos que pertenecen a infinitos A4,,. Claramente

liminf A,, C limsup A,,.

n

Si se da la igualdad, definimos lim A4,, = liminf A,, = limsup A4,,. Notemos
n n n
que esto equivale a que x , =limx , .
n n

Teorema 1.23 Si X es un espacio metrizable y A C X, entonces para todo
ordinal 1 < a < wy, se cumple que A € AY, [ (X) si y sdlo si A = lim A,
n

para cierta sucesion {ApYnew en AY(X). Si X es cero-dimensional, también
se cumple para o = 1. Si a es un ordinal limite, la sucesion puede tomarse en

U A(X).

o<a

DEMOSTRACION: Si A € A2, entonces A = |J F,, X\ A= {J G,,

new new

donde F,, G,, € Hg. Podemos suponer que F,, C F,11, G,, C G4+1. Por la
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propiedad de separacion, existe A, € A tal que F, C A, y G, N A, = @. Es
facil ver que
A C liminf A,, C limsup 4,, C A.
n n

Reciprocamente, si A = 1im A,, con A,, € Ag, entonces A, € Eg (X), luego
n

UAdneZo— N X\A) el = U N (X\4,) €S0,

m>n m>n newm>n

- N U An:AGHgH

newm>n
e igualmente se prueba que A € Egﬂ, luego A € Agﬂ.

Si « es un ordinal limite, s6lo hemos de refinar la primera parte de la prueba.
Expresamos ahora

A: U Bn = ﬂ Ona Bn S Hg, Cnb S Eg

new mew

Podemos suponer que By, C By11 Y Cpt1 C Cpy. A su vez,

Bn = m Bn,ka Cm = U Om,ka Bn,ka Cm,k S U Ag
kew kEw <a

Podemos suponer que By, x+1 C By ks Cm ik C Oy kg1. Definimos

k n
A = U (Bmkﬂ ﬂ Cch) € U Ag

n=0 m=0 <a

Vamos a probar que A = h’]gn Ay,. Para ello probamos las inclusiones
AC lirr}fiank C limsup A, C A.
k

Siz € A, entonces x € B,,,, luego x € B, para todo kK € w. Por otra
parte, € C,,, luego existe un kg tal que z € Cy, ;, para todo k > k. Este
ko depende de m, pero podemos tomar el mismo para todo m < ng y exigir
no

ademas que ko > ng. Asi, si k > ko, tenemos que © € By, x N () Cm i, luego
m=0

S lirr}c inf Ag.

Por otra parte, si * ¢ A, entonces x ¢ Cp,,, luego z ¢ C,,, 1 para todo
k € w. Ademas x ¢ B, luego « ¢ B, para todo k > ko, donde ko depende de
n, pero podemos tomar el mismo para todo n < mg y exigir que kg > myg. Asi,

n
si k > ko tenemos que, para todo n < k, se cumple que ¢ B,z N () Chk,
m=0
ya que, o bien n < myg, en cuyo caso = ¢ B, j, 0 bien n > mg, en cuyo caso
x ¢ Chyg k- Por lo tanto, x ¢ Ay y asi x ¢ limsup Ay. n
k
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1.4 La jerarquia de Baire

En esta seccion presentamos el analisis de Lebesgue de las funciones de Baire,
o analiticamente representables (véase la introduccion). Recordemos que Baire
defini6 recurrentemente las que hoy se conocen como funciones de Baire de
clase a como los limites puntuales de sucesiones de funciones de Baire de clase
< a, tomando como funciones de clase 0 las funciones continuas, pero, aunque
esta definiciéon resulta adecuada si hablamos de funciones con valores en R, para
espacios méas generales requiere una correcciéon en el nivel o = 1:

Definicion 1.24 Una aplicacion f : X — Y entre espacios metrizables es de
la clase de Baire 1 si para todo abierto U en Y se cumple que f~1[U] es un
F, en X. Llamaremos B;1(X,Y) al conjunto de todas las funciones de Baire de
clase 1 de X en Y.

De este modo:

Teorema 1.25 Sea {f, }ncw una sucesion de funciones continuas fr, : X —Y

entre espacios metrizables separables que converja puntualmente a una funcion
f=1lim f,. Entonces f € B1(X,Y).
n

DEMOSTRACION: Como la clase 35(X) de los subconjuntos F, de X es
cerrada para uniones numerables e intersecciones finitas, basta probar que las
antiimagenes de los intervalos |—oo, a| y |a, +oo[ son F, en X. Ahora bien, los
conjuntos

f_l[]_ooaa[] = U ﬂ {.Z‘EX‘fm(.’L‘)Sa—%},

new m>n
fH la, +oof] = LEJ N {z € X[ fm(z) Zat +h

son claramente F. n

El reciproco no es cierto en general. Por ejemplo, si X =R, Y ={0,1} y
f= X[p,1)7 ©8 facil ver que f € B1(X,Y), pero no es limite puntual de funciones

continuas. No obstante:

Teorema 1.26 (Lebesgue-Hausdorfl-Banach) Si X es un espacio metriza-
ble separable y f € B1(X,R), entonces f es el limite puntual de una sucesion
de funciones continuas.

DEMOSTRACION: Fijemos un homeomorfismo h : R — ]0,1[. Es evidente
que foh € B1(X,R). Veamos que basta probar que f oh = lim g,,, donde cada
gn : X — R es una funcién continua. "

No pedimos que la imagen de g,, esté contenida en |0, 1[, pero basta tomar

1 1
do= (g v A ),
que es también una funcién continua con imagen en ]0,1[ y limg/, = f o h.
n

Entonces, f = lim(g/, o h™1) y las funciones g/, o h~! son continuas.
n
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Asi pues podemos suponer que f — 0, [ Para cada n > 2 y para
1 =0,...,n— 2, definimos A} = [ i 12 H ex , de modo que

n’n
U"
%

Como X2 (X) tiene la propiedad de reduccion generalizada, existen B C A?
disjuntos dos a dos en AJ(X) cuya union es X. Es claro entonces que

n—2 .
7
9n = Z n XB? S Bl(X,R),
=0

y f = lim Jn, donde el limite es uniforme. En efecto, dado = € X, existe un

finico i tal que x € B, en cuyo caso i/n < f(z) < (i + 2)/n, mientras que
gn(x) = i/n, luego |f(x) — gn(x)| < 2/n, para todo z € X. La demostracion se
termina aplicando los dos teoremas siguientes. L]

Teorema 1.27 Sea X un espacio metrizable separable y g, : X — R una
sucesion de funciones continuas que converge uniformemente a una funcion f.
Si cada g, es limite puntual de funciones continuas, lo mismo le sucede a f.

DEMOSTRACION: Tomando una subsucesiéon podemos exigir que
1
If = galloe < 5

Asi, llamando h,, = gn+1 — gn, tenemos que ||hplloo < 27"y f = go+ Z B,

donde la serie converge uniformemente, ya que sus sumas parciales son las fun—

ciones g,. Basta probar que la serie es limite puntual de funciones continuas,

y sabemos que cada h, lo es. Sea h, = limu], donde cada u} es continua.
n

Cambiando v}’ por

se sigue cumpliendo que la sucesion converge a h, y ademas ||ul||o < 277", con
lo que podemos definir

00
= > uf,
n=0

que es una funcién continua por el teorema de mayoracion de Weierstrass. Basta
probar que f = limr;. Para ello fijamos un x € X y un ¢ > 0. Existe un ng € w
3

22_"<§ y Zh

n>no n>ng

tal que

oa\m

La primera desigualdad implica que, para todo ¢ € w,




1.4. La jerarquia de Baire 19

Asi,

ri(z) — Z hy ()
n=0

2e -0 n
<Y ) — ha(w)
n=0

y, tomando i suficientemente grande, el Gltimo término se puede hacer también
menor que €/3. "

Teorema 1.28 Sea X un espacio metrizable y A € AY(X). Entonces X 4 puede
expresarse como limite puntual de una sucesion de funciones continuas.

DEMOSTRACION: Sea A = |J F,, X\ A= |J H,, donde F,, y H, son

new new

cerrados. Podemos suponer que F,, C Fj,41y Hy, C Hpq1.

Como F, N H,, = @, el lema de Urysohn* nos da una funcién h, : X — R
tal que hy|p, =1y hyp|g, = 0. Claramente x , = lim h,,. n

Ejercicio: Demostrar que 1.26 es valido también para Bi(X,R") y By (X,C").

Seguidamente presentamos la jerarquia completa de las funciones de Baire:

Definicion 1.29 Sean X e Y espacios topologicos metrizables. Para cada ordi-
nal 1 < a < wy, definimos B, (X,Y") como el conjunto de funciones f : X — Y
que se expresan como limite puntual de una sucesién de funciones pertenecientes
a |J Bs(X,Y).
o<a
Las funciones de B,(X,Y) se llaman funciones de Baire de clase a. Las

funciones de Baire son las funciones de

B(X,Y)= | B.(X,Y).

1<a<w,

Claramente, si 1 < a < wi, se da la inclusiéon B.(X,Y) C Bg(X,Y). Lla-
maremos By(X,Y) al conjunto de las aplicaciones continuas de X en Y, a las
que llamaremos también funciones de Baire de clase 0. El teorema 1.25 nos da
que

By(X,Y)Cc Bi(X,Y)C---,

¥, mas atn que todo limite puntual de funciones de By(X,Y) estd en By (X,Y),
si bien —como hemos visto— el reciproco no es cierto en general. Cuando dicho
reciproco es cierto (en particular, si Y = R"), la clase B(X,Y") de las funciones
de Baire resulta ser la menor clase de funciones que contiene a las funciones
continuas y que es cerrada para limites puntuales, y entonces reciben también
el nombre de funciones analiticamente representables.

4El lema de Urysohn es trivial para el caso de espacios métricos: afirma que si A y B son
cerrados disjuntos, existe una funcién (real) continua que vale 1 en A y 0 en B. Basta tomar
d(z, B)

f@) = d(z,A) + d(z, B)
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Ejercicio: Demostrar que cada conjunto B, (X,R) es un subespacio vectorial de
RX, y un subanillo y un reticulo (es decir, que si f,g € Bo(X,R) también f A g,
f Vg€ Ba(X,R)).

En el conjunto de funciones f : X — Y tenemos definida una jerarquia de
funciones:

> {-medibles C E9-medibles C --- C B2 -medibles C --- C B-medibles,

para todo 1 < o < w;. Las inclusiones son estrictas cuando las inclusiones
(X)) ¢ Z% (X) lo son (en particular si X es un espacio polaco no numerable).
En efecto podemos tomar un conjunto A € 2% (X)\ X2 (X) y, fijados dos puntos
Do, p1 € Y, definimos la funcion

six € A,
XA(m):{pl 1 T

po siz¢g A

de modo que, para todo C' C Y se cumple que Xgl[C] e{o, A, X\ A, X}, luego
X 4 €8 Eg—medible, pero no E%—medible.

Si comparamos con la jerarquia de Baire, observamos que By(X,Y) es la
clase de las funciones X9-medibles y que B;(X,Y) es la clase de las funciones
>9-medibles. En general:

Teorema 1.30 (Lebesgue-Hausdorff-Banach) Sean X, Y espacios metri-
zables con Y separable. Para todo ordinal o < wy, la clase Bo(X,Y) coincide
con la clase de las funciones Eg+1—medibles. En particular, las funciones de
Baire son las funciones medibles Borel.

DEMOSTRACION: Veamos que toda funcion de B,(X,Y) es X0, -medible
por induccién sobre a. Para @ = 0 y @ = 1 es cierto por definicién. Si el
resultado es cierto para todo § < a, tomemos f € B,(X,Y), de modo que existe
una sucesion { f,, }ne, de funciones en |J Bs(X,Y') que converge puntualmente
a f o<

Fijemos una base numerable B de Y. SiU C Y es abierto y € X, entonces

fl2)eU«\NVeBV cUAVEcwAn ewn >k — fu.(x) eV)).

Por lo tanto,

fFll= U U NENLTYAVD= U U X\ U YAV

VeEB,VCU kewnzk VeB,VCU kew n>k

Por hipétesis de induccién, para cada n € w existe un d,, < « tal que f, es
Zgn 1 1-medible, luego

RTYA\VIeZi 1(X), X\ U Y\ V] e (X)
n>k



1.4. La jerarquia de Baire 21

y f7HU] € 20,1 (X). Por lo tanto, f es B2, ;-medible.”

Ahora demostramos que toda funcion 3°, 1 1-medible es una funcién de Baire
de clase «, también por induccién sobre «. En principio, el resultado es cierto
por definicion para o« = 0,1. Asi pues, podemos suponer que o > 1 y hemos de
probar que si f es Eg 1 1-medible, entonces es limite puntual de una sucesion de
funciones de Baire de clase menor que «.

Sin embargo, vamos a demostrar algo mas general. En el supuesto de que el
espacio X sea cero-dimensional el argumento que presentamos es vélido incluso
cuando a = 1, de modo que vamos a probar de paso que el teorema 1.26 es valido
para B1(X,Y) cuando X es cero-dimensional e Y es separable. En definitiva,
suponemos que « > 1 o bien que o > 1 y X es cero-dimensional.

Empezamos suponiendo que Y = {0,1}, de modo que f = x ,, para cierto
conjunto A. Que f sea Egﬂ—medible equivale entonces a que A € AOQH(X).
Por 1.23 tenemos que existe una sucesion { A, }ne. de funciones de A? (X) tales
que x , = HTILHXA,{

Si a = B+1, entonces, como Xy, €8 E%H—medible, por hipétesis de induccién
estd en Bg(X,Y), luego x, € Ba(X,Y). Si o es un ordinal limite, entonces

1.23 nos asegura que podemos tomar cada A, en |J Ag(X), con lo que x , es
o<a "

EJgH—IIledibIe7 luego estd en Bs(X,Y) y también x , € Bo(X,Y).

El argumento precedente se generaliza al caso en que Y es finito, digamos

Y = k. Llamemos A* = f~![i], de modo que los conjuntos A’ son disjuntos dos a

dos, su uniéon es X y estin en A3+1(X). Como en el caso anterior, A* = lim A},
n

para ciertos conjuntos A’ (X) (o AY(X) con § < a si a es un ordinal limite).
Observamos entonces que si definimos

j<i

se sigue cumpliendo que A® = lim fl;, los conjuntos fl; siguen estando en A (X)
n

(o por debajo, si a es limite) y ademas A%, ..., A¥=1 son disjuntos dos a dos.

Por ello podemos definir f,, : X — Y como la funcién que toma el valor i en
Al . de modo que, claramente, f = liTan fn v, como en el caso anterior, se razona
que f € Bo(X,Y).

Notemos que si Y es finito, d es una distanciaen Yy f,g: X — Y cumplen
que d(f(x),g(z)) < a para todo x € X, si f =lim f,,, g = lim g,, y las funciones
n n

fns gn son Eg—medibles7 existen funciones g/, que son también Eg-medibles, de
modo que g = lim g/, v ademés d(f,(z),g,,(z)) < a para todo z € X.
n

5Mas aun, en la prueba se ve que si a es un ordinal limite podemos concluir que f es, de
hecho, Zg—medible. El mismo argumento muestra que las funciones medibles respecto de una
o-algebra son cerradas para limites puntuales.
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En efecto, basta definir

g, (z) = {gn(x) si d(fol),gn(2)) < a,

fn(z) en otro caso.

Se cumple que g/, es Zg—medible, pues
F={z € X [d(fa(2),gn(x)) < a} € AQ(X),
pues es una unioén finita de conjuntos de la forma

{r € X | fule) =i Agale) =i} = f {3} N gn {7},

donde (7,7") recorre todos los pares que cumplen d(i,i’) < a. Por lo tanto,
también g/, ![i] = (g, *[i] N F) U (£ il N (X \ F)) € AL(X).

Consideremos finalmente el caso general en que Y es un espacio métrico
separable arbitrario. Por el teorema [T 6.5] tenemos que Y es homeomorfo a un
subespacio del cubo de Hilbert H, que es compacto. Podemos considerar en Y’
la restriccion de la distancia de H, y de este modo Y es precompacto, es decir,
se puede cubrir con un numero finito de bolas abiertas de radio arbitrariamente
pequeiio. Concretamente, para cada k € w, sea Y* C Y finito tal que

Y= U Byx(y).

yeYk

Podemos suponer que Y* C Y*+1. Como f~'[By«(y)] € £2.,(X) (para
y € Y*) y estos conjuntos cubren X, por la propiedad de reduccién existen

conjuntos AI:y“ € A2, (X), disjuntos dos a dos, tales que AF C Byi(y) v
X= U 4;.
yeYk

Asi la funcion f¥ : X — Y* que vale y sobre A;j es Egﬂ—medible, luego,
por el caso finito ya probado, existen funciones f¥: X — Y* en B;, , (X,Y*),
para ciertos 0, x < o, tales que f* = lim f%.

n

Como d(f(z), f*(z)) < 27%, se cumple que d(f*(x), fFT1(x)) < 2-27F,

luego, por la observacién hecha anteriormente, podemos exigir que

d(fn (@), fitH (@) <2-27F,

n rJn —

con lo que d(fF(x), f¥(x)) <25, 27 para k < k.
i—k

?

Finalmente, definimos f;, = ff € Bs, (X,Y), para cierto 6, < a, y es facil
ver que f = 11’1?1 fx, luego f € Bo(X,Y). "



1.5. Conjuntos analiticos 23

1.5 Conjuntos analiticos

Suslin defini6 los conjuntos analiticos como los que pueden obtenerse a partir
de conjuntos de Borel mediante la operacion de Suslin descrita en la seccion 6.2
de [T]. Sin embargo, aqui vamos a dar una definicion mucho mas préactica. El
teorema 1.37 demuestra que la definicion que adoptamos aqui es equivalente a
la original de Suslin.

Definicion 1.31 Sea X un espacio polaco. Un subconjunto A C X es analitico
si existe un espacio polaco Y, una aplicacion continua f : Y — X y un conjunto
de Borel B € B(Y) tal que f[B] = A.

En otras palabras, los conjuntos analiticos son las imagenes continuas de
los conjuntos de Borel. En particular, vemos que todo conjunto de Borel es
analitico.

También es inmediato que si X C Y son espacios polacos, entonces los
subconjuntos analiticos de X son los subconjuntos analiticos de Y contenidos
en X.

Veamos a continuaciéon que la definicién de conjunto analitico se puede res-
tringir bastante sin perder generalidad:

Teorema 1.32 Sea X un espacio polaco y A C X, A. Las afirmaciones si-
guientes son equivalentes:

a) A es analitico.
b) A= o bien existe una funcion continua f : N — X tal que f[N] = A.

¢) Existe un cerrado C C N x X tal que A = wx[C] (donde wx es la proyec-
cion en el sequndo factor).

d) Existe un espacio polaco Y y un subconjunto de Borel B CY x X tal que
A = 7[B].

DEMOSTRACION: a) — b) Sea f : Y — X una funcién continua y sea
B € B(Y) tal que f[B] = A. Por el teorema [T 6.27] podemos considerar una
topologia més fina en Y respecto a la cual B es abierto y cerrado. En particular
B es un espacio polaco con dicha topologia. Por el teorema [T 6.8] existe una
aplicacion continua y suprayectiva g : N — B, en principio respecto a la
topologia refinada de B, pero, evidentemente, g también es continua respecto
de la topologia original. Basta considerar g o f.

b) — ¢) Sea C = {(x, f(x)) | € N}, que es cerrado en N x X porque es la
antiimagen de la diagonal por la aplicacion continua N x X — X x X inducida
por f y la identidad. Evidentemente A = mx[C].

¢) — d) — a) son triviales. .



24 Capitulo 1. Conjuntos de Borel y Analiticos

Teorema 1.33 La interseccion numerable y la union numerable de conjuntos
analiticos en un espacio polaco es un conjunto analitico.

DEMOSTRACION: Sea X un espacio polaco y { A, } ne,, una familia de subcon-
juntos analiticos. Sea f,, : N — X una aplicacion continua tal que f,[N] = A,,.
Con estas aplicaciones podemos formar una aplicacién continua f : wxN — X
dada por f(n,x) = f,(z), cuya imagen es la unién |J A,, que es, por tanto,
analitica. new

Sea ahora Z = {z € N* | Amn € w fo(zm) = falxn)}. Se cumple que Z es
cerrado, pues si x € N¥ \ Z existen m,n € w tales que fi,(Tm) # fu(x,), luego
podemos tomar entornos disjuntos U, y U, en X de ambos puntos, con lo que
T U] X £ [Un] x NM™2E es un entorno de  en N¢ disjunto con Z.

Definimos f : Z — X mediante f(z) = fo(zo), que claramente es una

aplicacion continua y f[Z] = () An. Por lo tanto, la interseccion es analitica.
new

| |
Es evidente que toda imagen continua de un conjunto analitico es analitica.
No obstante, podemos probar algo méas general:

Teorema 1.34 Sea f : X — Y wuna aplicacion medible Borel entre dos es-
pacios polacos. Si A C X es analitico, entonces f[A] es analitico en'Y, y si
B CY es analitico, entonces f~1[B] es analitico en X .

DEMOSTRACION: Tenemos que f[A] es la proyeccion del conjunto
F={(z,y) eXxY |z AN f(z) =y}

Como, evidentemente, las imagenes continuas de los conjuntos analiticos son
analiticas, basta probar que F' es analitico. Ahora bien, F' = Gy N (A x Y),
donde

Gr={(z,y) e X xY |y=f(z)}

es la grafica de f (conjuntistamente, es la propia aplicacion f vista como sub-
conjunto de X x Y).

Se cumple que Gy es un conjunto de Borel, pues se trata de la antiimagen
de la diagonal por la aplicacion X x Y — Y x Y dada por (z,y) — (f(z),y),
y esta aplicacion es medible Borel. (La antiimagen de un abierto bésico U x V
es [THU] x V = px'[U] N (X x V), que es un conjunto de Borel en X x Y.)

Por otra parte, A x Y es analiticoen X x Y, ya quesi f: N — X es una
aplicacion continua tal que f[N] = A, entonces f induce una aplicacion continua
NXxY — X xY cuya imagen en A x Y. Esto prueba que f[A] es analitico.

El caso de f~![B] es anilogo, pues lo podemos expresar como la proyeccion
del conjunto
Fi={(z,y) e X xY [yeBA f(z) =y}

En particular, todo isomorfismo de Borel entre dos espacios polacos hace
corresponder biunivocamente los conjuntos analiticos de ambos espacios.
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Segun indicabamos al principio de la seccién, Suslin defini6 los conjuntos
analiticos como los que pueden obtenerse a partir de los conjuntos de Borel me-
diante la operacién de Suslin descrita en la seccién 6.2 de [T]. Mas precisamente:

Definiciéon 1.35 Si X es un conjunto y I' C PX, llamaremos S(T')(X) a la
clase de todos los conjuntos de la forma A = S(F), para todo esquema de Suslin
F:w<¥ — T. Similarmente, si T' es una clase de conjuntos definida sobre
una familia de espacios topoldgicos, tenemos definida la clase S(T').

En estos términos, vamos a probar que la clase de los conjuntos analiticos
es S(IIY) = S(B). Antes conviene probar lo siguiente:

Teorema 1.36 Si X es un conjunto y I' C PX, entonces S(S(T")) = S(T).

DEMOSTRACION: La inclusion S(I') C S(S(T')) es trivial. (Basta considerar
esquemas de Suslin constantes.) Supongamos que A = S(F'), donde, para cada
s € w<¥ Fy = S(G,), donde G € T'. Asi pues:

reAe\VyeN\newa e Fy,

< VyeNAnewVze NAmew z € Gy, ...
R vy & N\/Z € Nw/\nm cwre Gylnyzn

Fijamos una biyeccion (, ) : w X w — w. Representaremos su inversa por
k — (ko,k1). A partir de aqui, definimos una biyeccion N — N x N* mediante
u > (ul,u?), donde

[m*

ul(n) = u(2n + 1), u? (i) = uw(2 (n,i)).

Entonces
zeAdAasVueNNkewze@

u1|k0’ui0\k1'

Ahora bien, por la construcciéon de las u? es claro que, para cada k € w,
existe un 7 € w tal que las sucesiones u'|x,,uj [r, dependen unicamente de
u|r,. Podemos tomar la sucesion {ry}re, creciente con r(0) = 0, y entonces
podemos definir dos funciones ¢, v : W< — W< tales que si 7, < £(s) < rg41
entonces ¢(s) y ¥(s) sean las sucesiones u'|x,, uf, |r, para cualquier u € B
Ast, llamando Hy = Gg(s),4(s), tenemos que

s\rk~
xGAHVuEN/\kEmeHH‘k.
Por lo tanto, A = S(H), donde H es un esquema de Suslin en T n

Ahora ya podemos dar varias caracterizaciones de interés de los conjuntos
analiticos:

Teorema 1.37 Sea X un espacio polaco y A C X. Las afirmaciones siguientes
son equivalentes:

a) A es analitico.
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b) A= S(F), donde F : w<¥ — PX es un esquema de Suslin cerrado que
cumple la condicion de los didmetros, es decreciente (es decir, que si s C t
entonces Fy C Fy) y (si A # &) tal que Fs # @ para todo s.

¢) Lo mismo que b), pero con F abierto en lugar de cerrado.
d) A= S(F), donde F es un esquema de Suslin analitico.

e) A= S(F), donde F es un esquema de Suslin analitico decreciente con la
propiedad de los didmetros, Fg = A, Fs = |J Fs~n y, para todo © € N,

ﬂ F33|n 7& o5, new

new

DEMOSTRACION: a) — b). Podemos suponer que A # @. Existe entonces
una aplicacion continua f : N — X tal que f[N] = A. Definimos Fs = f[B].
Asi F es un esquema de Suslin cerrado, decreciente y sus conjuntos son no vacios.
También cumple la condicién de los didmetros, pues si x € N, dado € > 0, existe
un s tal que z € By C f’l[Be/Q(f(x))}, luego, si ng = £(s), s = x|n, ¥, para
todo n > no, f[By,] C f[Ba),,| C Bej2(f(2)), luego el didmetro de Fy), es <e.

Solo falta probar que A = S(F). Ahora bien, si 2z € N, entonces claramente
f(x) € ) Fy,, luego A C S(F) y reciprocamente, si y € S(F), existe un

new
reNtalquey € ) Fy,, luego, para cada n € w, existe un z,, € By, tal que

ncw

d(f(zn),y) < 1/n, con lo que limz,, = x, luego f(x) = lim f(z,) = y, luego
y € A

b) — ¢). Sea d una distancia en X. Para cada s € w™ definimos
F'(s)={z € X |d(xz,F(s)) < 1/n}.

Asi I’ es un esquema de Suslin abierto que cumple las mismas propiedades
que F. Solo hemos de probar que S(F) = S(F’). Dado = € N, es evidente que

{p} =N Fln) € N F'(zln).

new new

Si la interseccion de la derecha contiene un punto g, entonces p, g € F'(z|,,) para
todo n y, como los didmetros tienden a 0, ha de ser p = ¢. Por lo tanto, se da
la igualdad y

S(E)=U N Fl)= U N F'zf) = SE).

zeEN nEw zeEN new
Obviamente ¢) — d). Veamos que d) — a).

Supongamos en primer lugar que F' es un esquema de Suslin cerrado. En-
tonces el conjunto

C={(y,x) eNxX|AnewzeFyl,)}

es cerrado en N x X, pues si (y,z) € (N x X) \ C, existe un n € w tal que
€U =X\ F(yln), conlo que (y,z) € By, x U C (N xX)\C. Ademas, es
claro que A = mx(C), luego A es analitico por el teorema 1.32.
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Si llamamos d’) a la afimracion d) para esquemas cerrados, tenemos probado
a) <> d’), lo cual equivale a que la clase de los conjuntos analiticos es S(ITY), y
el teorema 1.36 implica entonces que también es S(S(I1Y)), que es equivalente
aa) < d).

Por dltimo, e) — d) y para probar a) — ¢) consideramos una aplicacion
continua f : N — X como en la prueba de a) — b) y definimos F, = f[B;]
(sin tomar clausuras). Entonces F' es un esquema de Suslin analitico, la prueba
de que A = S(F) es valida igualmente y el resto es inmediato. m

Nota Si X es un espacio polaco cero-dimensional, todo subconjunto analitico
de X es de la forma S(F'), donde F' es un esquema de Suslin abierto cerrado.
En efecto, basta observar que XY C S(AY), luego

S(21) € S(S(AD)) = S(A]) € S(=)),

y por el teorema anterior S(XY) es la clase de los conjuntos analiticos. L]

Seguidamente demostramos un resultado fundamental:

Teorema 1.38 (Teorema de separacion de Lusin) Sea X un espacio po-
laco y sean P y Q) dos subconjuntos analiticos de X disjuntos entre si. Entonces
existe un conjunto de Borel C C X tal que PC C yQNC = @.

DEMOSTRACION: Diremos que dos subconjuntos de X son separables si sa-
tisfacen el teorema. Es evidente quesi P = |J P,y Q = |J @ son disjuntos

mew new
y cada par P, @, es separable por un conjunto de Borel C,, ,, entonces P y

@ son separables por |J [\ Cumn.
mew necw
Sean f: N — X y g: N — X aplicaciones continuas tales que f[N] = A,
g[N] = B. Para cada s € w<¥, llamemos P; = f[B;], Qs = g[Bs]. Asi

Ps: U Ps’“mv Qs: U Qs"n~

mew new

Por lo tanto, si P = Py y Q = Qg no son separables, existen s1,t; € w! tales
que P;, y Qq, no son separables. A su vez, existen so, to € w? que extienden
a s1 y t1 respectivamente tales que P, y ¢, no son separables. Procediendo
de este modo obtenemos x,y € N tales que P, vy Qly, no son separables para
ningun n.

Como f(x) € Py g(y) € Q, se cumple que f(z) # g(y), luego podemos
tomar abiertos disjuntos U y V en X tales que f(z) € U, g(y) € V, pero

entonces existe un n € w tal que Py, = f[B,] C Uy Qy, = g[By,] CV,
luego U separa a Py, y @), , contradiccion. m

Para enunciar més convenientemente las consecuencias de este teorema con-
viene introducir la notacién siguiente:
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Definicién 1.39 Llamaremos X a la clase de los subconjuntos analiticos de los
espacios polacos. Llamaremos Hi = —E% a la clase de los conjuntos coanaliticos,
es decir, los complementarios de los conjuntos analiticos, mientras que A% =
21 N A] sera la clase de los conjuntos que son simultaneamente analiticos y
coanaliticos.

Las clases que acabamos de definir son el principio de la jerarquia proyec-
tiva que introduciremos en el capitulo siguiente. La consecuencia principal del
teorema de Lusin es la siguiente:

Teorema 1.40 (Suslin) Los subconjuntos de un espacio polaco que son a la
vez analiticos y coanaliticos son los conjuntos de Borel, es decir, A% =B.

En efecto, si A es A%, basta aplicar el teorema 1.38 a Ay X \ A.

Teniendo esto en cuenta, lo que afirma el teorema de Lusin es que la clase
2% tiene la propiedad de separacion. En realidad satisface una propiedad més
fuerte atn que la propiedad de separaciéon generalizada:

Teorema 1.41 Si I' es una clase conjuntos en espacios polacos cerrada para
uniones numerables e intersecciones finitas y tiene la propiedad de separacion,
entonces tiene la propiedad de o-separacion, es decir, si {Ap}tnew €s una familia
de conguntos de T' disjuntos dos a dos, existe una familia { By, }ne. de conjuntos
de A disjuntos dos a dos tal que A, C By, para todo n.

DEMOSTRACION: Llamamos A}, = |J A; € I'. Por la propiedad de separa-

i#En
cion existe E,, € A tal que A, C E, y AL, N E, = @. Definimos By = Ey y
B, = E, \ () B;. Claramente los conjuntos B,, cumplen lo pedido. n

<n

En particular, la clase X7 tiene la propiedad de o-separacion. Veamos algu-
nas aplicaciones de las propiedades de separacion de los conjuntos analiticos:

Teorema 1.42 Sea f : X — Y wna aplicacion entre espacios polacos. Las
afirmaciones siguientes son equivalentes:

a) f es medible Borel.
b) La grifica Gy = {(z,y) € X xY |y = f(x)} es un conjunto de Borel.
¢) Gy es un conjunto analitico.

En particular, si f es biyectiva y medible Borel, es un isomorfismo de Borel.

DEMOSTRACION: La implicaciéon a) — b) la hemos visto en la demostracion
de 1.34 y b) — c) es evidente. Supongamos c), es decir, que la grafica Gy es
analitica, y sea A € B(Y'). Entonces

v € f7HAL & Vy((o,y) € Grn(X x A)) & =Vy((2.y) € GrN(X x (Y\ 4))).
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La primera equivalencia muestra que f~![A] es analitico, pues es la pro-
yeccién de un conjunto analitico de X x Y, mientras que la segunda muestra
que es coanalitico, pues es el complementario de la proyecciéon de otro conjunto
analitico de X x Y. Por el teorema anterior f~![A] es un conjunto de Borel,
luego f es medible Borel. m

Notemos que todavia no hemos demostrado que existen conjuntos analiticos
que no son de Borel. Posponemos la prueba de este hecho hasta la secciéon 2.1,
donde obtendremos un resultado més general. Sin embargo, aunque —como
veremos— las imagenes continuas de conjuntos de Borel no son necesariamente
conjuntos de Borel, si que lo son cuando la aplicacién continua es inyectiva:

Teorema 1.43 Sea f : X — Y una aplicacion continua entre espacios polacos
y B C X un conjunto de Borel tal que f|p sea inyectiva. Entonces f[B] es un
conjunto de Borel.

DEMOSTRACION: Veamos en primer lugar que podemos suponer que X = N
y que B es cerrado. Para ello aplicamos el teorema [T 6.27], en virtud del
cual X admite una topologia mas fina de espacio polaco en la que B es abierto
cerrado y, en particular, un espacio polaco. Por el teorema [T 6.9] existe un
cerrado C' C N y una biyecciéon continua g : €' — B, que seguira siendo
continua (como aplicacion g : C — X) si en X consideramos la topologia
original (menos fina). De este modo, go f : N — Y es continua, es inyectiva
restringida a C'y (g o f)[C] = f[B].

Por lo tanto, podemos suponer que tenemos f : N — Y continua y que B
es cerrado en N. Por el teorema 1.1 tenemos que B = [R], para un cierto arbol
bien podado R C w<*. Llamamos R, = RN w", es decir, el conjunto de los
nodos de R de altura n.

Vamos a definir una aplicacion A : [R] — B(Y) (como un esquema de
Suslin de Borel, pero definido unicamente sobre [R]). Tomamos A(@) = Y.
Para n > 0, consideramos los conjuntos {f[Bs N B|}scr, , que forman una
familia numerable de conjuntos analiticos en Y disjuntos dos a dos. Puesto que
el teorema 1.41 se aplica a la clase X}, existen conjuntos de Borel {C}scr,
disjuntos dos a dos tales que f[Bs; N B] C Cs. Definimos

A(s) = A(8|n-1) NCs N f[Bs N B.
Una simple induccién muestra que f[Bs N B] C A(s) C f[Bs N BJ.

Siz € Byn ¢€w, entonces x|, € R, y © € By, N B, luego f(x) € A(z|,) y

asi f(x) € () A(z|,). Reciprocamente, si y € Y esta en la interseccion, ha de
new
ser y = f(x), pues, en caso contrario, existe un abierto U en Y tal que y € U,

f(z) ¢ U. Entonces z ¢ f~[U], luego existe un n tal que By, N f~[U] = @.
A su vez, f[By), N B]NU = &, luego f[B,, N B]NU = @, pero esto es falso,
pues y € A(z|,) NU C f[By, N B]NU. Asi pues,

fBl= U N Al =N U Als),

z€[R] n€w new scR,
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donde la segunda igualdad se debe a que si s,t € R, son distintos entre si, A(t)
y, por consiguiente, todos los conjuntos A(t"n), son disjuntos con A(s). La
altima expresion muestra que f[B] es un conjunto de Borel, ya que cada A(s)
lo es y las uniones son numerables. ]

Recordemos que una medida de Borel en un espacio polaco X es simplemente
una medida g : B(X) — [0, +00]. Por [T B.15], toda medida de Borel se puede
extender a una medida completa p : M, — [0, +-00], donde M, es la o-algebra
formada por las uniones de conjuntos de Borel y subconjuntos de conjuntos de
Borel nulos. Cuando hablamos de conjuntos medibles respecto de una medida
de Borel nos referimos a conjuntos de M,,, que no son necesariamente conjuntos
de Borel.

Segtin [T 6.36], toda medida de Borel o-finita en un espacio polaco es regular,
en el sentido de que todo conjunto py-medible A cumple

p(A) = sup{p(F) | K C A es compacto} = inf{u(U) | A C U es abierto}.

Definicion 1.44 Si X es un espacio polaco y A C X, diremos que A es uni-
versalmente medible si es medible para toda medida de Borel en X.

Trivialmente, todo conjunto de Borel es universalmente medible, y ahora
vamos a probar que los conjuntos analiticos y, por consiguiente, los coanaliticos,
también lo son. Nos basaremos en un resultado general que nos permitira de-
mostrar también que los conjuntos analiticos y coanaliticos tienen la propiedad
de Baire:

Teorema 1.45 Sea B una o-dlgebra en un conjunto X y supongamos que para
cada A € PX existe un A € B tal que

a) ACA.
b) Si AC BeB, todo subconjunto de A\ B estd en B.
Entonces S(B) = B.

DEMOSTRACION: Sea F' : w<* — B un esquema de Suslin. Podemos
suponer que es decreciente, pues si definimos F. = () F}, obtenemos un nuevo

tCs
esquema de Suslin en B que es decreciente y S(F’') = S(F).
Definimos
= U N FwInCFS'
r€EBs n€w
Claramente, FZ = S(F) y F* = |J F*¥ ™. Sea F** segtn el enunciado. Note-
new

mos que F'* N Fs € B cumple las mismas propiedades a) y b), luego podemos
suponer que F** C F,. Definimos G, = F*\ |J F* ™. Teniendo en cuenta que
new
Fe=UF "c U Fs™n ¢ B, por b), todo subconjunto de G esta en B,
new new
luego todo subconjunto de G = |J Gg esta en B.

SEWSW
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Vamos a probar que Fe \ F'? C G. Con esto tendremos probado el teorema,
pues entonces F? \ F? € B y también S(F) = F? € B.

Tomamos, pues, x € P2 \ F?. Observemos que, en general, si x € Fs \ G,
entonces z ¢ Gy, luego existe un n € w tal que z € F*~ "\ G.

Asi pues, si fuera ¢ G, podriamos definir recurrentemente un y € N tal
que z € FYln ¢ F,,, luego z € |J Fy, C S(F)= F?, contradiccion. n
new

Como primera aplicacion:

Teorema 1.46 Si X es un espacio polaco, el dlgebra Ba(X) de los subconjuntos
de X con la propiedad de Baire es cerrada para la operacion de Suslin y, en
particular, contiene a todos los subconjuntos analiticos de X .

DEMOSTRACION: So6lo hemos de probar que Ba(X) cumple las hipotesis del
teorema 1.45. Fijemos una base numerable {U, },cn. Dado A C X, sea

A ={zxeX|AncwxeclU, = U,NAno es de primera categoria)}.

Se cumple que A’ es cerrado, pues si x ¢ A’ existe un n € w tal que z € U,
y Un, N A es de primera categoria, y entonces x € U, C X \ A’.

Ahora observamos que A\ A’ es la union de todos los conjuntos U,, N A que
son de primera categoria, luego A\ A’ es de primera categoria. Por lo tanto,
A=AUA = A U(A\ A) es union de un cerrado y un conjunto de primera
categoria, luego Ae Ba(X) y ciertamente A C A.

Finalmente, si A C B € Ba(X), tenemos que P = A\ B € Ba(X). Vamos
a probar que es de primera categoria. Existe un abierto U tal que PAU es
de primera categoria. Si P no es de primera categoria, entonces U # &, y
U\ P es de primera categoria (en particular, U, N P # &). Tomando un abierto
menor no vacio, existe un n € w tal que U, \ P es de primera categoria. Como
U,.NA CU,\ P, también U, N A es de primera categoria. Por otra parte,
existeun x € U, NP C U, N A’, pero esto implica que U, N A no es de primera
categoria, y tenemos una contradiccion.

Finalmente, todos los subconjuntos de A\B son de primera categoria, luego
tienen la propiedad de Baire. m

Teorema 1.47 Sea X un espacio polaco y u una medida de Borel en X. En-
tonces, el dlgebra M, de los conjuntos u-medibles es cerrada para la operacion
de Suslin, y en particular contiene a todos los subconjuntos analiticos de X .

DEMOSTRACION: Por el teorema [TC 7.60] existe una medida unitaria p’
en X con los mismos conjuntos medibles, por lo que no perdemos generalidad
si suponemos que p es finita. Basta comprobar que M,, cumple las hipotesis del
teorema 1.45.

Por [T B.18] podemos extender y (restringida a B(X)) a una medida exterior
w* sobre PX. Concretamente, u* viene dada por

w*(A) = inf{gjou(Ak) | Ay € B(X), AC kf:jo A,
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Asi, para todo A C X, existe un conjunto A, € B(X) tal que A C A,
y (A,) — p*(A) < 1/n. De hecho, usando la regularidad de p, podemos
sustituir A, por un abierto que lo contenga, con lo que puede tomarse abierto.
El G5 dado por A = (] A, cumple que u(A) = p*(A).

new
Ciertamente AC Ay, si AC Be M,,, entonces u(fl \ B) =0, pues en caso
contrario existiria un conjunto de Borel C' C A\ B C A\ A con u(C) > 0, pero
esto es imposible, porque entonces A C A\ C C Ay u*(A) < u(A\ C) < u(A).
Por consiguiente, por la completitud de la medida, todo subconjunto de A \ B
es p-medible. n

Asi pues, los conjuntos analiticos (y los coanaliticos) son universalmente
medibles. Veamos ahora que que los conjuntos analiticos cumplen también la
propiedad de los subconjuntos perfectos. Para ello necesitamos un resultado
auxiliar:

Teorema 1.48 Sea X un espacio polaco y A C X un conjunto no numerable.
Entonces existen abiertos disjuntos Uy y Uy tales que U; N A es no numerable,
para i =0, 1.

DEMOSTRACION: Supongamos que el resultado es falso. Para cada n € w,
sea {U,m }mew una familia de bolas abiertas de radio 1/(n + 1) que cubra todo
el espacio X. No puede ocurrir que Uy ,, N A sea numerable para todo m,
pues entonces A seria numerable. Asi pues, existe una bola abierta U,, de radio
1/(n+1) tal que U, N A es no numerable. Sea A, = A\ U,. Si A4, fuera no
numerable, entonces V = X \ U, serfa un abierto disjunto de U, con V N A
no numerable, luego, por la hipotesis de reduccion al absurdo, A, ha de ser
numerable. Pero

AN U A= N Uy
new new
y, como el didmetro de los U, tiende a 0, la interseccién contiene a lo sumo un
punto, luego A es numerable, y tenemos una contradiccion. L]

Teorema 1.49 Si X es un espacio polaco y A C X es un subconjunto analitico
no numerable, entonces A contiene un subconjunto perfecto.

DEMOSTRACION: Por [T 6.8] existe una aplicaciéon continua f : N — X
con f[N] = A.

Observemos en primer lugar que si V' C N es abierto y f[V] es no numerable,
entonces existen dos abiertos disjuntos Wy y W; contenidos en V tales que
f[W;] es no numerable, para ¢ = 0,1. En efecto, por el teorema anterior existen
abiertos disjuntos Uy y Uy en X tales que f[V]|NU; # @, por lo que basta tomar
W, = f_l[Ul] nv.

Aplicando repetidamente este resultado® podemos construir una aplicacién
t:2<% — w<¥ que cumpla las propiedades siguientes:

6Como todo abierto es unién numerable de abiertos basicos, los abiertos U; pueden tomarse
basicos, con lo que no hace falta AE para elegirlos.
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a) tg = J.

b) sC s —ts Cty.

¢) f[Bt.] es no numerable.
d)

[Bt “0] mf[Bt /‘1] =J.

Sea g : € — N la aplicacion dada por g(x) = |J t|,. Claramente, g es
new
continua, y go f : € — X es inyectiva. Como € es compacto, la imagen de

esta aplicacion es un cerrado no numerable contenido en A. Como todo cerrado
no numerable contiene un subconjunto perfecto, lo mismo le sucede a A. =

1.6 Conjuntos coanaliticos

Estudiamos ahora los conjuntos H%, es decir, los conjuntos coanaliticos. De
las propiedades que hemos demostrado para la clase Ezll se sigue inmediatamente
que Hi es cerrada para uniones e intersecciones numerables y para sustituciones
continuas, asi como que los conjuntos coanaliticos son universalmente medibles
y tienen la propiedad de Baire.

En esta seccién daremos demostraciones “clasicas” (topologicas) de algunas
propiedades adicionales de los conjuntos coanaliticos que volveremos a demos-
trar en el capitulo IV mediante técnicas “efectivas” (conjuntistas) alternativas.

Empezaremos presentando un concepto similar al de esquema de Suslin que
nos serd més conveniente para lo que vamos a hacer. La idea bésica no usar
como indices los elementos de w<* sino los ntimeros diadicos:

Definiciéon 1.50 Llamaremos D C ]0, 1] al conjunto de los nimeros diddicos,
es decir, los nameros racionales de la forma d = m/2", donde m,n € w y
0 < m < 2". Lo consideraremos como conjunto ordenado con el orden =
opuesto al orden usual en Q.

Claramente, el conjunto D cumple las hipétesis del teorema de Cantor
[TC 2.39], por lo que es semejante a Q.

Si d = m/2™ es un nimero diadico, el ntumero natural m puede expresarse

k

de forma tnica en base 2 como m = Y 2™ donde 0 < mgy < -+ < my < n,
i=0

con lo que todo niumero diddico se expresa en forma tnica como

k
d=> 27m, 0<nyg < - <ng.

Definimos Dy, como el conjunto de los ntumeros diddicos cuyo desarrollo en

serie de esta forma tiene longitud k (empezando en 0). Asi, D = |J Dy.
kew
Hemos invertido el orden usual en Q porque, de este modo, cada conjunto

D, esta bien ordenado. En efecto, si A C Dy, no es vacio, tomamos un elemento
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k
a= > 2" € A con ng minimo. De entre todos los elementos de A con dicho
i=0
no minimo, consideramos los que tienen ny minimo, y asi sucesivamente. El
anico a que tiene todos los exponentes minimos en este sentido es el minimo de

A (méaximo con el orden usual).

Por otro lado, definimos el orden parcial C en D mediante

l
27 S 27 s k<IANi < kn=m;.
0 =0

Ion

7

Claramente, si 7 € Dy, s € D; yr C s, entonces k < [y r < s. Ademas, si
s € D, el conjunto {r € D | r C s} es finito.

Una criba en un conjunto X es una aplicacion ¢ : D — PX. Para cada
x € X, definimos
My(®)={reD|zec®(r)}

y a su vez llamamos
C(®) ={x € X | (M,(®), =) no esta bien ordenado}.

Equivalentemente, 2z € C(®) si y so6lo si existe una sucesion {r,}ne, de ele-
mentos de D estrictamente creciente (respecto del orden usual en Q) tal que
Anewazed(r,).

Una criba es mondtona si Ars € D(r C s — ®(s) C ¢(r)).

Diremos que una criba ® en un espacio topologico X es abierta, cerrada, de
Borel, ete. si los conjuntos ®(r) son abiertos, cerrados, de Borel, etc.

Necesitamos el siguiente resultado auxiliar:

Teorema 1.51 Sea ® una criba mondtona en un conjunto X. FEntonces se
cumple que x € C(D) si y sdlo si existe una sucesion {ry}new estrictamente
creciente respecto de T de elementos de D tal que A\n € w z € D(ry,).

DEMOSTRACION: Como r C s — r < s, una implicacién es trivial. Supon-
gamos ahora que existe una sucesion {r, } e, en D estrictamente creciente para
el orden usual en Q y tal que z € ®(r,,). Llamemos r = supr,, < 1. Podemos
desarrollarlo en base 2 como n

00
T‘:ZZﬁmi, O0<myg<mg <---
=0

Notemos que si r admite una expresion de este tipo con un nimero finito de
sumandos, siempre podemos desarrollar el dltimo de ellos como suma de una
serie geométrica de razon 1/2, con lo que obtenemos igualmente una expresion
infinita.

n
Definimos s, = Y 27™i. De este modo {s, }new €s estrictamente creciente
i=0
para C. Basta probar que = € ®(s,,), para lo cual a su vez, por la monotonia
de ®, basta probar que, para cada n € w, existe un k € w tal que s, C 7.
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! _
Como s, < 7, existe un k tal que s, < 1, < r. Sea 1, = Y. 277 donde
i=0

0 < jo < -+ < ji. Veamos que j; = m; para todo ¢ < m = min{n,!l}.
Por reduccioén al absurdo, suponemos que existe un p < m tal que j, # m,.
Tomemos el menor p posible. Si j, < m,, entonces

p=3127mE 4 3 27 < 3D 27 4 2 et < SN 9 4 970n <y

i<p i=p i<p i<p

contradiccién. Si, por el contrario m, < j,, entonces

l _ )
TE= .27 4 327 < S 2T 4 9 L ST 9T =g <o,
i<p i=p i<p i<p

contradicciéon. Asi pues, hemos probado que s,, C 7 o bien r; C s, pero, como
S$n < Tk, se ha de dar el primer caso. [

Con esto estamos en condiciones de demostrar que las cribas son hasta cierto
punto equivalentes a los esquemas de Suslin. Para ello observamos que la apli-

k
cacion s : D — w<¥\ {@} que acadar = > 27" (donde 0 < ng < -+ < nyg)
i=0
le hace corresponder s, = {n; — n;_1 — 1}*_, (entendiendo que n_; = 0) es
biyectiva y, méas atn, es una semejanza entre (D,C) y (w<¥ \ {&}, O).

Teorema 1.52 Sea X un espacio topoldgico y Z C X. Entonces, Z = S(A),
para un esquema de Suslin decreciente A (abierto, cerrado, de Borel, etc.) siy
sdlo si Z = C(®) para una criba mondtona ® (abierta, cerrada, de Borel, etc.)

DEMOSTRACION: Supongamos en primer lugar que Z = S(A) y, para cada
r € D definimos ®(r) = As,.. Asi ® es una criba mondtona (y es abierta,
cerrada, etc. si A lo es). Veamos que S(4) = C(P).

Si z € S(A), entonces existe un y € N tal que An € w x € A|,. Llamamos
r, al tnico ntmero diddico que cumple y|, = s, , de modo que la sucesion
{rn}new €s estrictamente creciente y « € ®(r,,), luego x € C(P).

Supongamos ahora que = € C(®). Por el teorema anterior existe una suce-
sion {r, }new en D estrictamente creciente para C tal que = € ®(r,,). Entonces,

Sr, €S una sucesion estrictamente creciente en w<*, luego y = |J s, € Ny,
new

como A es decreciente, An € w y € A, , es decir, x € S(A).

Yln>

Supongamos ahora que Z = C(®P), para una cierta criba monétona ®. De-
finimos entonces Ay = X y, para s € w<“ \ {&}, serd s = s,,, para un tnico
r € D, con lo que podemos definir A, = ®(r). De este modo, A es un esquema
de Suslin decreciente (abierto, cerrado, etc. si lo es ®). Como se cumple que
O(r) = A, , la parte ya probada nos da que S(A) = C(P). "

En particular, si X es un espacio polaco, los subconjuntos analiticos de X
son los de la forma C(®), donde ® es una criba monétona y cerrada en X. Los
conjuntos coanaliticos son de la forma X \ C(®).
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Maés adelante demostraremos que la condicién de monotonia puede supri-
mirse, es decir, que las cribas cerradas no necesariamente mondétonas también
determinan conjuntos analiticos. No obstante, para probarlo necesitamos algu-
nos resultados previos sobre conjuntos definidos por cribas cerradas. Asi pues,
a partir de aqui suponemos que ® es una criba cerrada, pero no necesariamente
monotona, en un espacio polaco X y llamamos C' = X \ C(®). Segtn estamos
advirtiendo, esto equivale a suponer que C' es un conjunto coanalitico, pero aun
no estamos en condiciones de probarlo. Por definicién de C(®) tenemos que

x € C < (M,(®), <) esta bien ordenado.
Para cada ordinal o < wq definimos
Ag(®) ={z € X | ord(M;(®), X) = a},

donde ord(M,(®), <) = a ha de entenderse como que (M, (D), =) esta bien
ordenado y su ordinal es a. Asi, C se descompone como uniéon disjunta

C= U Au(®).

a<wi

Vamos a probar que cada A,(®) es un conjunto de Borel. Més atn, si
llamamos

Ba(®) = U As(®) = {z € X | ord(M.(2), %) < a}

se cumple que
a) Sin € w, entonces B, (®) es Gs.
b) Si A < w; es un ordinal limite, entonces By (®) es X3,

¢) Sia=A+n+1, donde A es un ordinal limite y n € w, entonces B, (®P)
es H(>)\+1-

(Notemos que el hecho de que los conjuntos B, (®) sean de Borel implica
que los A, (®P) también lo son, pues A, (P) = Bat1(P) \ Bo(P).)

En efecto, dado n € w, tenemos que x € B, (P) si y solo si z pertenece a
menos de n conjuntos ®(r), luego x ¢ B,,(®) si y solo si existen rq,...,r, € D
distintos dos a dos tales que x € ®(r;) N--- N ®(ry,). La interseccion es cerrada
y los subconjuntos de D con n elementos son una cantidad numerable, luego
X\ Bp(®) esun F, y Bp(®) es un Gs.

Supongamos ahora que a < wj es infinito y que, para toda criba cerrada ®
y todo § < « se cumple a), b) y ¢).

Si @ = A es un ordinal limite, entonces

B\(®) = 6U)\ B;(®) € =%.
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Supongamos finalmente que a = A + n + 1. Para cada r € D, definimos

o, (s) = O(s) sis<r,
! (%) en otro caso.

Asi:
M, (®,) ={s € M,(®) | s <r},

es decir, que los conjuntos M, (®,.), para r € M, (®) son los segmentos iniciales
de M, (®). Por consiguiente, © € B,(®P) si y solo si, para todo r € M, (P), el
conjunto M, (®,) esta bien ordenado y su ordinal es menor que A + n. Equiva-
lentemente:

Ba(q)) = ﬂ BA+n((I)T)~
reEM,(P)

Por hipotesis de induccion By, (®,) € HE{H, luego también B, (P) € H(/{_H.

En particular hemos demostrado el teorema siguiente:

Teorema 1.53 Todo conjunto coanalitico en un espacio polaco es union de Ny
conguntos de Borel.

En particular:

Teorema 1.54 (AC) Todo conjunto coanalitico en un espacio polaco tiene car-
dinal < N o bien c.

Asi pues, mientras un conjunto analitico s6lo puede tener cardinal numerable
o igual a ¢, para los conjuntos coanaliticos tenemos, en principio, una tercera
posibilidad, y es que tengan cardinal Nj.

Introducimos ahora un conjunto coanalitico especialmente relevante:

Definiciéon 1.55 Llamamos BO = {A C D | (A, <) esta bien ordenado} vy,
para cada o < wq, definimos BO, = {A € BO | ord (4, <) = a}.

Asi, BO = |J BO,, la union es disjunta, y cada BO, # &. En efecto,
a<wi

esto ultimo se debe a que Q (y, por consiguiente, D) posee subconjuntos bien

ordenados de cualquier ordinal numerable. Para probarlo basta aplicar el teo-

rema de Cantor [TC 2.39] a a x Q con el orden lexicografico, lo que nos da que

a x QQ es semejante a Q.

Fijando una biyeccién d : w — D podemos identificar cada subconjunto
de D con un subconjunto de w y éste a su vez con su funcién caracteristica
en C = 2¥. De este modo, podemos considerar que BO, BO, C €. Mas
precisamente, cada z € C se corresponde con el conjunto

Ay ={reD|a(d*(r) =1}

y, en estos términos, € BO si y sblo si (A4,, =) esta bien ordenado.
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Teorema 1.56 BO < IT} (@).

DEMOSTRACION: Tenemos que z ¢ BO si y solo si (A, <) no esta bien
ordenado, lo cual equivale a que exista una sucesion decreciente {r,}ne. de
elementos de A,. Si llamamos y(n) = d~!(r,), el hecho de que r,, esté en A,
equivale a que z(y,,)) = 1. Por lo tanto:

r¢BO < Vy e NAn € w (z(y(n)) =1 Ad(y(n+ 1)) < d(y(n))),
luego €\ BO es la proyeccion del conjunto
C={(z,y) €ExN[An€w (a(y(n)) =1 Ady(n+1)) < d(y(n)))},
luego basta ver que C' es cerrado. A su vez, C' es la interseccion de los conjuntos
Cn =A{(z,y) € CxN|z(y(n)) =1 Ad(y(n+1)) < d(y(n))},
que son cerrados, pues, si (x,y) € € x N, o bien z(y(n)) =0, en cuyo caso

(z,y) € B x B C Cp,

xly(n)+1 Ylnt1

o bien d(y(n)) = d(y(n+ 1)), en cuyo caso (z,y) € C x B C C,. "

Ylnt1

Definimos la criba abierta cerrada ® en € dada por
d(r)={zeC|a(d(r) =1}.
Observamos que
My(®)={recD|zcd@r)}={reD|z(d(r) =1} = A,.

Por consiguiente, 2 € C(®) siy s6lo si M, (®) = A, no esta bien ordenado, si y
solo si ¢ BO. Equivalentemente, BO = €\ C(®). Ademas, A,(P) = BO,,.

Esto implica que los conjuntos BO, son de Borel en C, y son disjuntos dos
a dos (y no vacios). Esto nos da cierta informacion sobre el cardinal de la
o-algebra de Borel de un espacio polaco (sin suponer el axioma de eleccion):

Teorema 1.57 Si X es un espacio polaco no numerable, |B(X)| > N;.

DEMOSTRACION: Por el teorema [T 6.33] basta probarlo para €, y clara-
mente la aplicacion a — BO,, es una aplicacion w; — B(C) inyectiva. =

La propiedad maés significativa del conjunto BO es la dada por el teorema
siguiente:

Teorema 1.58 Sea X un espacio polaco, sea ® una criba de Borel en X y sea
A = C(®). Entonces existe una aplicacion f : X — C medible Borel tal que
An(®) = f71BO,] para todo o < wy. En particular X \ A = f~1[BO], luego
A es analitico.
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DEMOSTRACION: Definimos f(x)(n) = 1 siy solo si z € ®(d(n)). Asi
Agy = Ir €D | f@)(d () =1} = {r € D |z € B(r)} = M, (®).
Por lo tanto,
r € Ag(®) <> ord (Mo (®), X) = a > ord(Af (), X) = a <> f(x) € BO,,

es decir, A,(®) = f~1[BO,]. Hemos de probar que f es medible Borel. Ahora
bien, si s € 27, entonces

7B = N ®dm)n N (X\@(d(m))) € B(X).

s(m)=1 s(m)=0
]

Observemos que si la criba del teorema anterior es abierta cerrada, entonces
los conjuntos f~![B;] son abiertos cerrados, luego f es, de hecho, una aplicacién
continua.

Ahora podemos demostrar un hecho que habiamos anunciado més arriba:

Teorema 1.59 Un subconjunto A de un espacio polaco X es analitico si y sdlo
si A = C(®), para cierta criba de Borel ® en X, que puede tomarse mondtona
y cerrada.

En el capitulo siguiente demostraremos (teorema 2.11) que existen conjuntos
analiticos que no son de Borel (o, equivalentemente, conjuntos analiticos que no
son coanaliticos, y viceversa), si bien los ejemplos que daremos seran un tanto
sofisticados. Admitiendo este hecho, podemos demostrar que BO proporciona
otro ejemplo, s6lo que mucho mas simple.

Teorema 1.60 El conjunto BO C C es coanalitico, pero mo analitico.

DEMOSTRACION: Si fuera analitico, seria de Borel, y por el teorema 1.58
todos los conjuntos coanaliticos serfan de Borel (y los analiticos también). m

1.7 Representaciones en términos de arboles

Vamos a obtener unas expresiones para conjuntos E} y 2% que nos seran
atiles més adelante.

Si X = X; x -+ x X5 es un producto cartesiano arbitrario, un arbol R
en X, segtn lo convenido en la seccion 1.1, es un subconjunto de X <¥. Cada
elemento de X <* es una sucesion {(z},...,z})}i<n, donde z% € X;, pero una
sucesion de este tipo determina y esta completamente determinada por la s-tupla
de sucesiones ({x!}icn,...,{x5}i<n). Asi tenemos asi definida una biyeccion
natural ¢ : X<¥ — S, donde

S ={(t1,...,ts) € X7 X - x X5 U(ty) =+ = L(ts) }.
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Sit=(t,...,ts) € S, llamaremos £(t) € w a la longitud de cualquiera de
sus componentes y, si m < £(t), llamaremos t|,, = (t1]m,.-.,ts|lm). De este
modo, si t € X<, tenemos que £(t) = £(H(t)) ¥ d(t|m) = A(t)|m.

Mas atn, si definimos en S el orden parcial dado por

t<t' <t CtyNn-- Aty CL,

(v en X <“ consideramos el orden parcial dado por la inclusién), entonces, para
todo t1,ty € X <%, se cumple que t1 < tg <> P(t1) < P(t2).

Diremos que R es un drbol s-dimensional en un producto X; x --- x X, si
RCSANte RAm < l(t)r|m € R.

Claramente, un conjunto R C X <% es un arbol en X si y solo si ¢[R] es un
arbol s-dimensional en X7 x --- x X,.

Por otra parte, cada z € X* es una sucesion @ = {(x},...,25)}h<w que
determina y estd determinada por la s-tupla ({zl},<w,. .-, {25 new), con lo
que tenemos otra biyeccién ¢ : X¥ — X¢ x -+ x X¥.

Claramente, si R es un arbol en X y R’ = ¢[R)], el conjunto [R] C X¥ de
sus caminos (o ramas infinitas) se corresponde a través de v con el conjunto

[R]={z€ XY x - x X[ An€wazl|, € R},

donde x|, = (%1]pn, ..., Ts|n)-

Todas estas consideraciones nos permiten identificar S con X<% y, a su
vez, identificar los arboles en X con los arboles s-dimensionales en X. De este
modo, en lo sucesivo, cuando digamos, por ejemplo, que x € X <%, donde X es
un producto cartesiano, se entenderd que x no es una sucesién en X sino una
s-tupla de sucesiones, cuando digamos que R es un arbol en X, se entendera
que R es un arbol multidimensional, etc.

En particular, si X = Y'®, estamos identificando X*“ con (Y*)*® y, més par-

ticularmente atin, podemos identificar N* con (w®)“.

Consideremos un producto cartesiano X x Y (donde, como hasta ahora,
X = X; x -+ x X, aunque sin excluir el caso en que s = 1). Si R es un arbol
en X x Y, podemos considerar el conjunto de sus caminos [R] C X¥ x Y, asi
como la proyeccion p[R] C X*“. Concretamente:

plRl={rx € X*|VyeY¥ Ancw (2|,,y|.) € R}

Adoptaremos el convenio de que, cuando R es un arbol en un producto finito
de al menos dos conjuntos, p[R] representa siempre la proyeccion en la que se
elimina tnicamente la dltima componente.

Si s € X™, llamaremos

R,={teY"|(st) e R}
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A su vez, para cada v € X“, definimos R, = |J R,,, que claramente es un
arbol en Y. Concretamente, new

te R, (x‘g(t),t) € R.

Con todo esto obtenemos la caracterizaciéon siguiente de los subconjuntos
analiticos de N*:

Teorema 1.61 Sis > 1, un subconjunto A C N*® es analitico si y solo si existe
un drbol R en w®T1 tal que, para todo x € N®, se cumple

re Ao \VyeNAne wyY|n € Ry <> Ry no estd bien fundado,

donde al decir que R, no estd bien fundado hay que entender que es respecto de
la relacion inversa a la inclusion.

DEMOSTRACION: Si A es analitico, el teorema 1.32 nos da que existe un
cerrado C' C N*T! tal que A = p[C]. Identificando N**! = (Yw x - -+ X “w) con
(Wt el teorema 1.1 nos da que C' es de la forma C' = [R], donde R es un
arbol en w*t!, que a su vez puede identificarse con un arbol multidimensional.
Concretamente, tenemos que

reA=VyeN (z,y) € C < VyeNAn € w (2], yln) € R,

luego R cumple lo requerido. El reciproco vale igualmente: un arbol R en estas
condiciones define un cerrado C tal que A = p[C]. "

De aqui deducimos a su vez una representacion (aunque en este caso no es
una caracterizacion, es decir, una equivalencia) de los conjuntos 2;.

Teorema 1.62 Sis> 1,y A C N*® es E%, existe un drbol R en w® X wy tal que
A = p[R], es decir,

€A Vye“wuAn€w(ln,yln) € R < R, no estd bien fundado.

DEMOSTRACION: Por definicion, A = p[B], donde B € N*t! es IT}. Por el
teorema anterior existe un arbol R’ en w*t2 tal que

zeAe VyeN R, esta bien fundado.

/

(xy) &,

Si R’( 29) estd bien fundado, podemos considerar el rango: p : R

que es una aplicacién que conserva el orden:

Nrs € R, (1 & s = p(s) < p(r)).

/
(w,y)
demos p a una aplicaciéon p : w<* — w; y consideramos a su vez la aplicacion

f+w — wy dada por f(n) = p(sy,), donde {s;,}new es cualquier enumeracion
prefijada de w<“. De este modo tenemos que

Ademas, como RE o) C w<¥ es numerable, de hecho p: R — wi. Exten-

Amn € w(sm, s, € Rzm,y) A Sm & s — f(n) < f(m)).
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Reciprocamente, si existe f : w — w; que cumpla esta propiedad, entonces
Ry, estd bien fundado y # € A. En definitiva, los elementos de A son los que
cumplen

Vy e NV f e “wAmn € w(sp, sn € sz,y) A Sm G sn — f(n) < f(m)).
Ahora definimos un arbol R” en w®t! x w; mediante
(s,t,h) € R" < Nmn < £(h)(8m, sn € R'[s,t] = h(n) < h(m)),
donde
s, 1] = {u € 0= | €(u) < £(5) = €(t) A (Sleguy, thoy>0) € R},
Es claro entonces que
re A VyeNVfe“uiAnew (@, yln, fln) € R

Para terminar fijamos una biyeccién i : w X w; —* wy, que a su vez induce
biyecciones w<* X wi® — wi¥ y Yw X Yw; — “w;. A través de ellas podemos
transformar R en un arbol R en w X wy, de modo que

re A \Vyec“uAnecw (x|, yl) € R. -

Aunque todavia hemos de demostrar mas propiedades basicas de los conjun-
tos analiticos y coanaliticos, pero antes conviene introducir la jerarquia de Lusin
de los conjuntos proyectivos, de lo que nos ocupamos en el capitulo siguiente.



Capitulo 11

Conjuntos Proyectivos

Las clases 2% y H} de los conjuntos analiticos y coanaliticos en un espacio
polaco X son los primeros peldanos de la jerarquia de los conjuntos proyectivos
de X, que introducimos y estudiamos en este capitulo.

2.1 La jerarquia proyectiva

Aunque todavia hemos de demostrar més propiedades bésicas de los conjun-
tos analiticos y coanaliticos, conviene introducir antes la jerarquia proyectiva,
de la que X1 y II] son los primeros peldafios:

Definicién 2.1 Para cada espacio polaco X y cada n € w \ {0}, definimos

inductivamente las clases (de Lusin) X} (X) y IT} (X) como sigue:

e I}(X)={AC X| A es analitico}.
o IL,(X) = {X\ 4| A€ 3, (X)}.
* 271&1

Definimos ademéas A} = X! NII}.

(X) = {nx[A] | A € I (X x N)}.

Claramente, las clases 31, II] y A7 son las que ya tenfamos definidas. En
particular A?[ es la clase de los conjuntos de Borel. Las clases de Lusin satisfacen
las mismas inclusiones que la jerarquia de Borel:

Teorema 2.2 Si X es un espacio polaco, se dan las inclusiones siguientes:
1
X

%, DF

¢

43
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DEMOSTRACION: Si A € X}(X), existe un cerrado ¢ C X x N tal que
A = 7x[C], pero C € B(X x N) € II;(N x X), luego A € T3(X), es decir,
tenemos la inclusion X7 C 33. En general, de la inclusion X} ¢ 3} 11 se sigue
que II}, C H:L_H y de aqui a su vez que 2711+1 - EiH_Q.

Si A € II}(X), entonces A x N € IT} (X x N). Esto es un caso particular del
teorema siguiente 2.4: las antiimégenes continuas de conjuntos de cualquiera de
las clases de Lusin estédn en la misma clase. Naturalmente, demostraremos 2.4
sin apoyarnos en el teorema que estamos demostrando.

Aceptando esto, concluimos que A = 7x (A x N) € X, (X), luego tenemos
la inclusion II; ¢ =} +1. Tomando complementarios obtenemos a su vez que
=, I, .

Las inclusiones concernientes a las clases Al son ahora inmediatas.  m

Definiciéon 2.3 Se llaman subconjuntos proyectivos de un espacio polaco X a
los elementos de

P(X)= U =, (X)= U I, (X)= U AL(X).

new new new

Los teoremas siguientes recogen las propiedades basicas de las clases de Lu-
sin:

Teorema 2.4 Las antitmdgenes por funciones medibles Borel (en particular,

continuas), las uniones numerables y las intersecciones numerables de conjuntos
1 1 - 1 1 . 1

3. (resp. II, ) son conjuntos X, (resp. IL, ). Los conjuntos A, forman una

o-dlgebra.

DEMOSTRACION: Veamos primero el caso de las antiimégenes medibles.
Para X! lo tenemos probado (teorema 1.34). Si se cumple para X}, se cumple
trivialmente para 1_[711, pues, dada una funcién medible Borel f : X — Y y
un conjunto A € IT} (Y), tenemos que Y\ A € X1 (Y), luego, por hipotesis de
induccion, X \ f~1A] = f' [V \ 4] € TL(X), luego f~[A] € IT}(X).

Si se cumple para II, y A € 3, ,(Y), entonces existe un B € II, (Y x N)
tal que A = 7wy [B]. Si f: X — Y es medible Borel, también lo es la aplicacion
inducida f* : X x N — Y x N, luego f* '[B] € II}(X x N), con lo que
A" = nx[f*"'[B]] € B,,,(X). Ahora basta observar que A’ = f~'[A]. En
efecto:

reA o VyeN(z,y) € B« VyeN (f(z),y) € B+ f(x) € A

Por el teorema 1.33 sabemos que Z% es cerrado para uniones e intersecciones
numerables. Es inmediato que si vale para Z}l también vale para H}L . Su-
pongamos ahora que vale para Hi y sea {A, tnew una familia de conjuntos en
¥,.1(X). Entonces A4,, = 7y [C,], con C,, € II,, (X x N). Por consiguiente,

mx[U Cul = U 7x[Ca] = U An € 344 (X).

new new new



2.1. La jerarquia proyectiva 45

Fijando un homeomorfismo N = N“ que a cada y € N le asigne una sucesion
(Yn)new, vemos que

re N A, AncwVaeN (z,a) € C, < Vy e NCAn € w (z,y(n)) € C,

new
o Vy e NAn € w (z,yn) € Cn ¢ o € mx|U],
donde U={(z,y) € X xN| Ancw (,y,) € Cu}
= an{(w,y) €EX XN (z,yn) € Cn}
=N pa) (@) € X x N[ (z,9) € Cu}]
" = N (I xpp) O] € L, (X x N),
luego an A, exl +1(XT)l.G ) .

En particular, un isomorfismo de Borel entre dos espacios polacos determina
isomorfismos entre sus respectivas o-algebras A,ll, asi como entre sus algebras
de conjuntos proyectivos.

Hemos definido los conjuntos X 4+1(X) como las proyecciones de conjuntos
1'[111 (X xN), pero en realidad todas las imégenes de conjuntos H,ll por cualquier
aplicacién continua, o simplemente medible Borel, son E,ll 11, tal y como muestra
el teorema siguiente:

Teorema 2.5 Las imdgenes de los conjuntos E; por funciones medibles Borel

(en particular, continuas) son 2}” mientras que las imdgenes de los conjuntos
1 - 1

IL,, son los conjuntos X, .

DEMOSTRACION: Sea f : X — Y una aplicaciéon medible Borel. En la
prueba del teorema 1.34 hemos visto que su gréfica

Gr={(z,y) e X xY |y = f(z)}

es un conjunto de Borel en X x Y. Por otra parte, el teorema [T 6.8] nos da una
aplicaciéon g : N — X continua y suprayectiva, con la que podemos construir
a su vez una aplicacion h : Y x N — X X Y continua y suprayectiva.

Si A € I}, (X), tenemos que
B={(z,f(z) |z € A} = (AxY)NG; € TIL(X xY),

luego C' = h™1[B] € I, (Y x N), luego 7y [C] € B, (Y). Pero 7y [C] = f[A].
En efecto:

yemy[C]+ VreN (y,z) € C + Vr eN (g9(z),y) € B
< Vz e X (z,y) € Beyce fIA]
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Con esto queda probada la parte del enunciado sobre conjuntos HE,LL. El caso
2% es el teorema 1.34 y, para n > 1, tenemos que los conjuntos E}L son las imé&-
genes de los conjuntos Hiq por aplicaciones medibles Borel, luego las imagenes
de los conjuntos E,ll por aplicaciones medibles Borel son también imagenes de
conjuntos IT} _, por aplicaciones medibles Borel, luego son 7. "

El teorema anterior se puede precisar ligeramente:

Teorema 2.6 Sea f: X — Y una aplicacion inyectiva y medible Borel entre
espacios polacos.

a) Si A € B(X), entonces f[A] € B(Y).
b) Si A€l (X), entonces f[A] € I} (Y).

DEMOSTRACION: a) Sea G = G(f) C X x Y la grafica de f, que por 1.42
es un conjunto de Borel. La inyectividad de f se traduce en que la proyeccion

my : X XY — Y cumple que 7y | es inyectiva, luego, por 1.43 tenemos que
flA] =y [rx' [AIN Gl € B(Y).

b) Basta observar que f[A] = f[X]N (Y \ f[X \ 4]). Por una parte, tenemos
que f[X] € Al C IT! por el apartado anterior y, por otra parte, f[X \ A] € X1
por el teorema anterior, luego f[A] € II.. "

En [TC B.12] hemos probado que si existe una base de Hamel (una base de
R como Q-espacio vectorial), entonces existe un subconjunto de R no medible
Lebesgue. Ahora podemos precisar un poco mas:

Teorema 2.7 Si existe una base de Hamel de clase XL, entonces existe un
subconjunto de R de clase Z],l1 no medible Lebesgue. En particular, una base de
Hamel no puede ser un conjunto analitico.

DEMOSTRACION: Si B es una base de Hamel de clase X! y b € B, como {b}
es un conjunto de Borel, resulta que By = B\ {b} es también .. En la prueba
del teorema [TC B.12| se ve que el conjunto A = (By) (es decir, el Q-subespacio
vectorial de R generado por Bp) no es medible Lebesgue. Basta ver que este
conjunto es Ei. Ahora bien, para cada s € Q™, podemos definir f, : R" — R
mediante fo(t) = > s(i)t(i), con lo que A = |J fs[Bo] y cada fs es una

i<n sEQ<w
aplicacion lineal, luego continua. Asi pues, A es uniéon numerable de conjuntos

>, luego es X7 "

Teorema 2.8 Si X C Y son espacios polacos, entonces los subconjuntos E:L,
IT! 0 Al de X son los subconjuntos de Y de la misma clase contenidos en X.

DEMOSTRACION: Teniendo en cuenta que la inclusiéon i : X — Y es conti-
nua, el teorema 2.4 implica que todo subconjunto de X que esta en una de las
clases proyectivas de Y, esta en la clase correspondiente de X. Veamos ahora
que, para cada par de espacios X C Y, se cumple que X} (X) ¢ ZL(Y) y
I, (X) C IO, (Y).
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Para 31 se deduce inmediatamente de la definicion de conjunto analitico.

Si ZL(X) € ZL(Y) y A € TIL(X), entonces X \ A € X} (Y) y, como
X € Iy(Y) € A}(Y), concluimos que Y\ A = (Y \ X) U (X \ 4) € =} (Y),
luego A € I} (Y).

Si II},(X) C II,,(Y) para todo par de espacios X C Y y A € ¥, ,(X),
entonces existe un B € I} (X x N) C II- (Y x N) tal que A = nx[B] = 7y [B],
luego A € 3, ().

A partir de aqui, el resultado para las clases ATIL es trivial. [

Aunque hemos definido los conjuntos proyectivos a partir de proyecciones
respecto de productos con N. Sucede que es equivalente considerar proyecciones
respecto de productos por C:

Teorema 2.9 Si X es un espacio polaco y B € E%_H(X), existe un conjunto
A € TIL(X x @) tal que B = mx[A]. Esto también es vdlido para B € $}(X)
con Ac AY(X x @).

DEMOSTRACION: La clave es el teorema [T 6.21], que nos da una aplicacion
f : N — € que es un homeomorfismo en su imagen, la cual, a su vez, induce
una aplicacion g : X x N — X X € que también es un homeomorfismo en su
imagen. Si B € ¥, ,(X), por definicién existe un Ay € II}(X x N) (resp.
cerrado, si n = 0) tal que B = mx[A]. Entonces, A = g[Ao] es II} en la imagen
de g, luego también en X x G, por 2.8 (resp. es A?, si n = 0), y claramente
X = X [A] ]

Por ultimo demostramos que la jerarquia proyectiva es estricta, de modo
que, en particular, hay conjuntos analiticos que no son de Borel. La técnica
es la misma que hemos empleado para la jerarquia de Borel, es decir, construir
conjuntos universales.

Teorema 2.10 Para cada espacio polaco X existe un conjunto C-universal para
> (X) y un conjunto C-universal para I (X).

n

DEMOSTRACION: Por el teorema 1.14, existe un cerrado V. C € x N x X
C-universal para IIS(N x X). Sea

U={(u,z)€Cx X |VyeN (u,y,z) € V}.

Como U es la proyeccion de un cerrado, se cumple que U € E}(€ x X) y es
¥ l-universal para 31(X), pues si A € X](X), existe un cerrado C' € N x X tal
que A = wx|[C], pero dicho cerrado sera de la forma C = V,,, para cierto u € C,
y entonces es claro que A = U,,.

Si V C € x X es un conjunto € universal para XL (X), es claro que su
complementario U = (€ x X)\ V es universal para IT} (X) y, si V es C-universal
para IT.(X), el conjunto U construido a partir de V como en el caso 3 es
C-universal para X 41(X), exactamente con la misma prueba. L]

El teorema siguiente se demuestra con el argumento de 1.15 tomado palabra
por palabra (usando 2.8 en lugar de 1.12):
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Teorema 2.11 Si X es un espacio polaco no numerable, para cada 1 <n < w
se cumple que XL # TI. y, por consiguiente, Al ¢ B! ¢ A?LH, e igualmente
con TI,,.

2.2 Buenos 6rdenes proyectivos

El axioma de eleccién implica que todo conjunto X admite un buen orden
E, pero, en el caso en que X es un espacio polaco no numerable, ;puede ser
E C X x X un conjunto de Borel, o analitico, o, en general, proyectivo? Vamos
a obtener algunos resultados a este respecto.

Ante todo, si X e Y son espacios polacos no numerables, existe un isomor-
fismo de Borel f: X — Y, y la aplicaciéon f x f: X x X — Y x Y también
es un isomorfismo de Borel. Por lo tanto, existe un buen orden proyectivo en
X siy solo si existe un buen orden proyectivo (de la misma clase Ei, H}l o)
Af,ll) en Y, es decir, el problema de la existencia de buenos érdenes proyectivos
se puede estudiar en cualquier espacio polaco no numerable en particular y las
conclusiones son vélidas para todos los espacios polacos no numerables.

Otro hecho bésico es el siguiente:

Teorema 2.12 Si E C X x X es una relacion de orden total £} UTI), en un
espacio polaco, entonces E € Ai.

DEMOSTRACION: Sea A C X x X la diagonal, que es un conjunto de Borel.
Esto hace que B’ = F'\ A sea también 3, UTI}, al igual que lo es la relacion
E'~! dada por E'~!(z,y) <+ E'(y,2) (méas concretamente, se cumple que E'~!
es B! (resp. II1) si y solo si B lo es). Al tratarse de una relacion de orden

total, tenemos la particién

XxX=EUAUE"
De aqui se sigue que si, por ejemplo, E es E:l, entonces A U E'~! también
lo es, luego F es 1_[711, y viceversa. En ambos casos, E es A,ll. ]

De momento demostraremos tinicamente el siguiente resultado bésico:

Teorema 2.13 Si existe un buen orden A en R, entonces existe un subcon-
junto en AL(R) que no es medible Lebesque ni tiene la propiedad de Baire.

DEMOSTRACION: Sea E un buen orden en A} (R x R). Basta probar que el
conjunto de Vitali V' definido en la demostracion de [TC B.1] es (o, mejor dicho,
puede tomarse) AL. En efecto, V resulta de elegir un elemento en cada clase
de equivalencia de I respecto de la relacion dada por a Rb <+ b —a € Q. Si,
concretamente, tomamos como elemento en V' el minimo de cada clase respecto
del buen orden F, tenemos que, para cada z € I,

reVeoNyellz—yeQ— (v,y) €E) = Nyellz—y¢QV (x,y) € E).
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Ahora observamos que
B={(z,y) €IxI|z—y¢Q} e A(IxI).
En efecto, basta considerar la aplicacién continua f : I x I — R dada por
f(z,y) =z — vy, de modo que B = f~[R\ Q).
Por consiguiente, BUE € A, (Ix 1)y V = 7n[BUE] € A, (I) C AL(R).
|

Por consiguiente, concluimos que un espacio polaco no numerable no admite
buenos 6rdenes 2% o) H%. A lo méaximo a lo que podemos aspirar es a un buen
orden Al

2.3 Clases normadas

Introducimos aqui una propiedad que nos permitira estudiar las propiedades
de reduccién y separacion en las clases proyectivas.

Definicién 2.14 Sea I' una clase de conjuntos definida sobre los espacios pola-
cos y sea A € I'(X). Diremos que una aplicacion ¢ : A — ) es una norma en
I" si existen relaciones <p,<_prC X x X en I' y —I" respectivamente tales que,
para todo y € A y todo z € X, se cumple que

r€ANP() < 9y) > <rycra<_ry.
Diremos que I" es una clase normada si todo A € I" tiene una norma en I'.

Observemos que las relaciones <r y <_r no son relaciones de orden en A.
Ambas son reflexivas y transitivas, pero en general no tienen por qué ser simé-
tricas. Ambas son lo que se llaman buenos predrdenes en A, es decir relaciones
reflexivas y transitivas tales que la relacion x ~ y <> z < y A y < x es una

relaciéon de equivalencia en A y < induce un buen orden en el conjunto cociente
Al ~.

Si ' es cerrada para uniones e intersecciones finitas y sustituciones con-
tinuas, entonces las relaciones inversas >p y >_r también estan en I' y —I,
respectivamente, pues se obtienen de sus inversas como antiimégenes por el ho-
meomorfismo X x X — X x X dado por (z,y) — (y,z). Ademéas podemos
definir

r<ry<r<ryA-(x>ry), r<rysr<_ryA-(z>ry),
de modo que, para todo y € A y todo x € X se cumple que
rE€EANP(x) <d(y) o xz<ry+x<ry.

Mas atn, si extendemos ¢ : X —  haciendo que, sobre X \ A tome un
valor fijo mayor que cualquier ordinal de ¢[A], podemos definir

r<*yozeAAox) <oy, r<*yezeANd(x)<oly),

de modo que ambas relaciones estan en I'.
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En efecto, basta tener en cuenta que
r<*yeoreAN(z<ryV-y<_rax), r<*y<reAN-y<_rz

Reciprocamente, si las relaciones <* y <* estan en I', entonces ¢ es una
norma en I'; pues basta definir x <ry <> & <*y,x <_ry <y £* x.

Teorema 2.15 Sea I" una clase normada definida sobre los espacios polacos,
que contenga los conjuntos abiertos cerrados y que sea cerrada para uniones e
intersecciones finitas y para sustituciones continuas.

a) T tiene la propiedad de reduccion y —T tiene la propiedad de separacion.

b) Si existe un conjunto C-universal para I'(C), entonces T' no tiene la pro-
piedad de separacion y —I' no tiene la propiedad de reduccion.

¢) SiT es cerrada para intersecciones numerables entonces tiene la propiedad
de uniformizacion numérica y la propiedad de reduccion generalizada.

d) Si T es cerrada para uniones e intersecciones numerables, entonces —T'
tiene la propiedad de separacion generalizada.

DEMOSTRACION: a) Sean A, B € I'(X) y definimos R = (Ax{0})U(Bx{1}).
Como la proyeccion X x w — X es obviamente continua, vemos que Axw € T,
y también X x {0} € I" (pues es abierto cerrado), asi concluimos que

Ax{0}=(Axw)N(X x{0}) €T,
y andlogamente B x {1} € T, luego R € I'(X X w).
Por consiguiente, podemos tomar una norma ¢ : R — ). Definimos los
conjuntos A*, B* C X mediante
€A < (2,0) <* (z,1), x € B* < (x,1) <* (2,0).

Se cumple que A*, B* € T. Por ejemplo, la aplicacion X — (X xw)x (Y Xw)
dada por = — ((,0),(z,1)) es continua, y A* es la antiimagen de <* por
dicha aplicacion, luego A* € T', y anadlogamente con B*. Ademaés, es obvio que
A*NB*=g vy, six € A*, entonces (z,0) € R, luego © € A, es decir, A* C A
e igualmente B* C B. Por ultimo, si € AU B, entonces (x,0) € R o bien
(x,1) € R, luego ¢(z,0) < ¢(z,1) o bien ¢(z,1) < ¢(z,0), luego x € A* U B*.

Esto prueba que I tiene la propiedad de reduccion, luego —I' tiene la pro-
piedad de separacién por 1.19.

b) esta demostrado en 1.19 d).

c) Tomemos R € T'(X x w) y sea ¢ : R — ) una norma en R. Definimos
R* mediante

(z,n) € R* <> (z,n) € RA Am € w((z,n) <* (z,m))

A NAm € w((z,n) <* (z,m) Vn<m)).
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Veamos que R* € I'(X x w). Para ello observamos que R* es interseccion de
tres conjuntos, y que los tres estan en I'(X X w). Uno es el propio R, otro es

N {(z,n) e X xw | (z,n) <* (z,m)},
mew
que esta en I'(X X w) porque cada uno de los conjuntos de la interseccion es la
antiimagen de <* por la aplicaciéon continua X X w — X X w x X X w dada
por (z,n) — (z,n,z,m). El tercero es

N (@) € X xw | (2,n) <* (2.m)} U (X x (m+1))).
mew
En cada union, el conjunto de la izquierda estd en I'(X X w) por ser una
antiimagen continua de <* y el de la derecha por ser una antiimagen continua
del conjunto abierto cerrado m + 1 en w.

Una expresion alternativa para R* es:
(z,n) € R < (x,n) € RA ¢(z,n) = min{o(z,m) | (x,m) € R}

An=min{m €w | (z,m) € R A ¢(x,m) = ¢p(z,n)}.

Es decir, dado (x,m) € R, consideramos todos los pares (z,n) con la misma
proyeccion, y nos quedamos Gnicamente con aquellos en los que ¢(x,n) toma el
valor minimo. De entre ellos, seleccionamos el menor n posible. Es inmediato
entonces que, dado (z,m) € R, existe un tnico par en R* de la forma (z,n).
Por lo tanto, R* cumple la definicion 1.17.

El resto del teorema se sigue de 1.18 y 1.19. m

A continuaciéon demostramos que la clase H% es una clase normada, con
lo que, de hecho, satisface todas las hipotesis del teorema precedente. Nos
apoyaremos en los resultados de la seccion 1.6, si bien en el capitulo siguiente
daremos una demostracién con técnicas alternativas.

Teorema 2.16 Eriste una norma ¢ : BO — wy (suprayectiva) en TI}.

DEMOSTRACION: Definimos ¢(z) = a +» ¢ € BO,. Vamos a probar que es
una norma en II}. Para ello observamos que cada funcion f : A € D — D
puede codificarse mediante un elemento de €. Como en la seccién anterior,
d : w — D es una biyeccion arbitraria prefijada, y consideramos también la
semejanza { , ) :w Xw — w. Asi, a cada f podemos asignarle la funciéon = € C
dada por

z((m,n)) =1 d(n) € AA f(d(n)) =d(m).

Llamamos C' C € al conjunto de todos los puntos que codifican sucesiones f
crecientes respecto del orden usual en Q. Explicitamente:

z€ C & Amning € w(z((n,m1)) = z((n,ms)) =1 = mq =my)

A Aninamima(d(ni) < d(na) A z((n1,m1)) = 2({n2,ms)) = 1
— d(ml) < d(mg))
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Es facil ver que C es cerrado, es decir, que si ¢ C, entonces, cualquier
y € C tal que z|, = y|, para un n suficientemente grande, cumplird también
que y ¢ C. Ahora vemos que la relacion

z <m y ¢ 2,y € BO A ¢(z) < ¢(y)

es II1, pues ¢(z) < ¢(y) equivale a que no existan un u € A, y una aplicacion
f+Ay — A, que conserve el orden y cuya imagen esté contenida en la seccién
inicial determinada por u. Por lo tanto:

xgn%y<—>x,y€BO/\—|\/zk(z€C/\x(k):1/\

An € w(y(n) =1 —= Vm € w(d(m) < d(k) A x(m) =1 A z({n,m)) = 1))).

Para probar que la relacion es IT7 basta ver que el conjunto
{(z,y,2,k) € B xw|zeCAa(k)=1A

Anew(y(n) =1—= Vm e w(dm) <dk) ANx(m)=1A2({n,m)) =1))}

es cerrado. Para ello vemos que es interseccion de tres conjuntos, uno es el
cerrado C x € x C' x w, otro el cerrado {(z,y,2,k) €Cx Cx Cxw | z(k) =1}
y el tercero la interseccion

ﬂ({(x,y,z,k) €@ xw|y(n)=0}uU

new
N (@9, 2, k) € € xw | d(m) < d(k) A am) = 1 A 2((n,m) = 1}),
mew
donde todos los conjuntos definidos explicitamente son abiertos cerrados.
Por otra parte, si z € C e y € BO, la relacion x € BO A ¢(z) < ¢(y)

equivale a la existencia de una aplicacién f : A, — A, que conserve el orden,
es decir,

T <g1y ¢ Vz(z€e CANAn €w(z(n) =1—= Vm(y(m) =1A z((n,m)) = 1)),

que claramente es Zi, pues es la proyeccion del subconjunto de €3 formado por
los (z,,2) que cumplen la afirmacion tras \/z, que a su vez es interseccion del
cerrado €2 x C con la interseccién de los conjuntos abiertos

{(z,y,2) € € |z(n) =0} U U {(z,9,2) € € [y(m) =1 A z((n,m)) = 1}.

mew

Teorema 2.17 La clase II] es normada.

DEMOSTRACION: Sea X un espacio polaco y sea A € II}(X). Sea ® una
criba cerrada tal que A = X \ C(®). Por el teorema 1.58 existe una aplicacion
f : X — € medible Borel tal que A,(®) = f~1[BO,]. Definimos la norma
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¢ : A — w; dada por ¢(z) = a + f(z) € BO,. Equivalentemente, ¢ es la
composicion de f : A — BO con la norma definida en la demostracion del
teorema anterior. La aplicacién f x f : X x X — € x € es medible Borel,
por lo que las antiiméagenes de las relaciones <1 y <y definidas en el teorema

. 1 1 : . .
anterior son Il; y 3; respectivamente, y es facil ver que prueban que ¢ es una
norma en Hi. n

Mas aun:

Teorema 2.18 Si la clase II, es normada, también lo es E:LH. En particular,
la clase T3 es normada.

DEMOSTRACION: Sea X un espacio polacoy A € £} ,;(X). Entonces existe
B e IT} (X xN) tal que A = mx[B]. Por hipotesis existe una norma ¢ : B —»
en II}. Definimos ¢ : A — Q mediante ¢ (z) = min{¢(z,y) | (z,y) € B}.
Vamos a probar que 1 es una norma en X, ;. En efecto, siz; € X y 22 € A,
entonces

1 <" xp > Vy € N/\Z € N((xhy) € BA ¢($1,y) < ¢($2az)))

< VyeN-VzeN (z1,y) £* (22,2)

El conjunto
{(xlvyax27z) € X XNx X X N| (xlay) ﬁ* (l’g,Z)}

es XL (es el complementario de <*), luego su proyeccion en X x N x X es
también 2}“ luego el complementario de esta proyeccion es H}l y su proyeccion
en X x X es B} 41- Dicha proyeccién es <*. Similarmente,

z1 <* a9 & Vy € NA\z € N((21,y) € B A ¢(x1,y) < ¢(22,2)))
e \/y € N_‘\/Z eN (xlay) 7{* ($27Z),
luego <* también es X} 11- Esto prueba que 9 es una norma en =! PR

En particular, tenemos que las clases H% y E% tienen la propiedad de uni-
formizacion numérica y la propiedad de reduccién generalizada, pero no la pro-
piedad de separacién, mientras que 2% y Hé tienen la propiedad de separacion
generalizada, pero no la propiedad de reduccion.

2.4 Uniformizacion

Introducimos ahora una propiedad que no hemos estudiado para los conjun-
tos de Borel porque no la poseen:

Definicion 2.19 Sea I' una clase de conjuntos definida sobre los espacios po-
lacos. Diremos que I' tiene la propiedad de uniformizacion si para todo par de
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espacios polacos X, Y y todo A € T'(X x Y) existe un B € I'(X x Y) tal que
BCAy

Nze X(NVyeY (z,y) €A<—>\1/y€Y (x,y) € B).

En tal caso se dice que B uniformiza a A. (Véase la figura en la pagina xvi.)

Hemos visto que las clases 23 poseen la propiedad de uniformizaciéon numé-
rica, que es el caso particular de la propiedad de uniformizacion en el que Y = w.
Sin embargo, las clases de la jerarquia de Borel no poseen la propiedad de
uniformizacion. En efecto:

Teorema 2.20 Existe un conjunto cerrado C C N x N que no admite una
uniformizacion analitica.

DEMOSTRACION: Hemos probado que H% no posee la propiedad de separa-
cion. Asi pues, existen conjuntos disjuntos A;, Ay € IT7(N) tales que no existe
ningin conjunto de Borel B tal que Ag C By A1 N B = @. Existen conjuntos
cerrados Cpy, C; C N x N tales que

N\A;={zeN|VyeN (z,y) € C;}.

La aplicacion x +— 07z es un homeomorfismo entre N y Brgy C N que
induce a su vez un homeomorfismo N x N — N X Bygy; C N x N. Tomando la
imagen de Cp por este homeomorfismo podemos suponer que Cop C N x Bygy, e
igualmente que C7y C N x Byyy.

Llamamos C' = Cy U C4, y vamos a probar que no puede ser uniformizado
por un conjunto analitico. Supongamos, por el contrario, que B € I1(N x N)
uniformiza a C. Como las proyecciones de Cy y Cq son C\ Ap y C\ A4;, tenemos
que 7[C] = N. Por lo tanto B es la grafica de una funciéon f : N — N que, por
el teorema 1.42 es medible Borel.

Entonces, D; = f~! [B{i1] son dos conjuntos de Borel disjuntos y 4; C D;_;.
En efecto, si x € A;, entonces z € N\ A;_;, luego existe un y € N tal que
(z,y) € C1—; C C, luego (z, f(x)) € C, pero no puede ser (z, f(x)) € C;, ya
que entonces x ¢ A;, luego (z, f(x)) € C1—; C N'x Byi_jy, luego f(x) € Bi_sy,
luego = € Dyy_j3.

Por lo tanto, Dy separa a Ay y Ay, contradiccion. n

En particular, ninguna de las clases 23, H?X o incluso E} tiene la propiedad
de uniformizacion. La primera candidata a poseerla es H% y vamos a ver que
ése es el caso.

De la demostracion del teorema de uniformizacion para H% puede abstraerse
un argumento general a través del concepto de escala, que introducimos a con-
tinuacion.

Definicién 2.21 Sea A un subconjunto de un espacio polaco X. Una escala
en A es una sucesion de normas {@, }ne, tal que si {z,}necw €s una sucesion
en A convergente a un x € X y las sucesiones {¢n(m)}mew son finalmente
constantes, entonces £ € Ay ¢n(x) < ¢p(Tm), para todo m suficientemente
grande.



2.4. Uniformizacién 55

Si I' es una clase de conjuntos y cada ¢, es una norma en I', entonces se
dice que la escala es una escala en I'. Diremos que I" tiene escalas si cada A € T’
tiene una escala en T'.

. 1 . . . . .
Teorema 2.22 Si IT,, tiene escalas, entonces tiene la propiedad de uniformi-
2a,c10Mm.

DEMOSTRACION: Sean X e Y espacios polacos y A € I} (X x Y). Por el
teorema [T 6.9] existe un cerrado C' C N y una biyeccion continua f : C — Y,
conloque F=(Ixf): X xC — X xY es también una biyeccion continua.

Asi A" = F1[A] e II} (X x C) C I} (X x N). Si probamos que existe un
conjunto B’ € TI} (X x N) que uniformiza a A’, entonces B = F[B’] uniformiza
a Ay, como F es inyectiva y continua, B € I} (X xY) por 2.6. Asi pues, basta
probar la propiedad de uniformizacion para conjuntos A € H,ln(X x N).

Sea {¢n }new una escala en IT), definida sobre A y sean <* y <7 las relaciones
correspondientes (todas ellas en II}, ). Para cada par (z,y) € X x N definimos

Pn(z,y) = (¢0(2,),y(0), ¢1(z, ), y(1), ..., dnlz,y),y(n)) € Q>"+2,

Consideramos la relacion en X x N dada por

(z,y) =5 (@, y) < (x,y) € AN Un(2,y) < hul',y),

donde < es el orden lexicografico en 92712, Mas explicitamente:
(z,y) <5 (@',y") & Vi<n(Nj <i((z,y) < @,9) A (@) <5 (2,9)

ANy(G) =y (7)) A ((y) < @ y) vV ((2,y) <F @ y) A @LY) <5 ()
Ay(i) <y'(9))),
(z,y) =5 (2y) © ((z,y) <5, (@ y) Vv
Ni < n((a,y) <7 (@ y) A (@, y) <F (2,9) Ay(i) = 9'(0))-

A partir de estas expresiones es facil ver que <* y <* estan en IT} . Llama-
mos

B, ={(z,y) € X x N | Az € N (2,y) =X (v,2)}.

Observemos que el conjunto Cp, = {(x,y,2) € X X N x N | (z,y) =} (z,2)}
esta en H}n, pues es la antiimagen de <7 por la aplicacién continua dada por
(z,y,2) — (z,y,z, ). Esto implica que B,, € II} | pues su complementario es la
proyecciéon del complementario de C,,, luego es E:n. Ademés, B,+1 C B, C A.

Llamamos B = (| B, € II}, y vamos a ver que B uniformiza a A.
new

Obviamente B C A. Si (z,y), (z,y') € By, entonces (z,y) =3* (z,9y') v

(2,4/) <, (2,9), 10680 Y 2,4) = Y (2, 4), 1UCEO Ylns1 = ¢/lnss- Por Io tanto,
si (z,y),(x,y’) € B, se cumple que y = y’. Asi pues, B es la grafica de una
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funcién. Solo hemos de probar que si (z,y) € A existe un z € N tal que
(z, %) € B. Definimos

Yo={yeN|(z,y) € ANNz eN((z,2) € A= (2,9) X (2,2)},

Yn+1 = {y € Yn | (xay) € A A /\Z S N((w,z) € Bn — (‘T7y) j;kLJrl (LL',Z))}

Una simple induccién demuestra que Y,, # @y y € Y, & (z,y) € B,. En
efecto, como existe un y tal que (z,y) € A, toméandolo con ¢ (z,y) minimo,
tenemos que y € Yy # &, y claramente y € Yy <> (x,y) € By.

Si es cierto para n, tomamos y € Y, tal que ¢, 11(x,y) sea minimo. Asf
(x,y) € Ay, si (z,2) € By, entonces z € Yy, luego ¢, (z,y) < ¢y (z,2), luego
(x,y) j:-&-l (.Z’,Z), luego y e Yn+1 7é g.

Siy €Yoty 2z €N, seaz €N tal que ¢,41(z,2") sea minimo. Entonces
(2,2) € Bus1 C B y (2,2) iopa (2,2), luego (z,9) <y (5,2) St (,2),
luego (x,y) € Bpt1. El reciproco es trivial.

Si y1,y2 € Yy, entonces (z,41), (z,y2) € By, de donde (z,y1) < (z,y2) ¥
(z,y2) =, (z,91), luego Yn(z,y1) = ¥n(x,y2) y en particular yin41 = y2|nt1-
Sea z(n) el valor comun de y(n) para todo y € Y,,. Asitenemos definidoun z € N
tal que si {zp, }necw €8 una sucesion con z, € Y,, se cumple que z,|n11 = 2|nt1,
luego la sucesion {(z, z,) fnewn converge a (z,z). Ademas, si m > n, se cumple
que zZpm, z2n € Yy, por lo que ¢, (x, zp) = dn(x, z,). Esto significa que la sucesion
{édn(x, 2m) }mew es finalmente constante. Por definiciéon de escala, esto implica
que (z,z) € A, asi como que ¢, (x, z) < ¢, (z,2,) para todo n € w.

Mas atin, si m < n, entonces ¢ (z,2) < (T, 2m) = dm(x,2,), pues
Zmy 2n € Y. Como ademas z|,4+1 = 2zn|nt1, resulta que ¥, (z, z) < ¥, (z, z,),
luego (z,z) <X (z,2n) € By, luego (z,z) € B, para todo n, luego (z,z) € B.

| |

Nota Mas adelante necesitaremos la observacién siguiente sobre la demostra-
cion del teorema anterior. En ella hemos partido de una escala {¢, }ne, sobre
un conjunto A € I} (X x N) y hemos construido aplicaciones 1), cuya imagen
esta en realidad en un conjunto de la forma k272, para un cierto ordinal x
suficientemente grande. Componiendo 1), con la semejanza entre x>"*2 (con
el orden lexicografico) y su ordinal, obtenemos aplicaciones x, : A — Q y
las relaciones <* y < prueban que son normas en IT) . Mas atn, la sucesion
{Xn }new forma una escala en II. .

En efecto: si {(xk, yr)}rew €8 una sucesion en A que converge a un punto
(z,y) € X x N de modo que las sucesiones {xn(Tk,¥r)}rew son finalmente
constantes, entonces {v,(xk,yr) trew €s finalmente constante, luego, las suce-
siones {¢n(Tk, Yr) kew ¥ {Uk|n thew son finalmente constantes. Como {dp, tnew
es una escala, esto implica que (x,y) € A, asi como que ¢, (x,y) < dn(Xk, Yr)
para todo k > k,. Ademés, tomando k, suficientemente grande, se cumple
también que yx|, = y|.. Esto implica que, para k suficientemente grande,
Yn(2,y) < Yn(Tk, Y& ), luego también x,(z,y) < Xn(2k, Yx)-

Mas atn, la escala {x, }ncw cumple (claramente) una propiedad adicional:
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Si {(2k, yr) trew €s una sucesion en A tal que las sucesiones {x, (2, Yk ) brew
son finalmente constantes, entonces la sucesion {yx }rcw €s convergente. =

Teorema 2.23 La clase II; tiene escalas.

DEMOSTRACION: Sea Z = {(8,7) € w1 xw; | v < 5} en el que consideramos
el orden lexicografico:

Boy) < (B A)eB<BVEB=F Ny<v).

Puesto que todas las secciones iniciales son numerables, el ordinal de Z es wy,
luego existe una tnica semejanza F': Z — w;.

Fijemos un espacio polaco X y un conjunto A € II}(X). Entonces X \ A =
S(B), donde B es un esquema de Suslin que, segin 1.37, podemos tomar abierto,
decreciente y con la propiedad de los diametros. Por el teorema 1.52 tenemos
que X \ A = C(®), para una cierta criba monotona abierta en X. Asi

x € A+ (My(P), =) esta bien ordenado.

Fijamos una biyeccion d : w — D y, para cada r € D, definimos la criba

O(s) sis<r
®,(s) = !
r(s) { @ en otro caso,

de manera que
My (®,) ={s € M,(®)|s =<1}

Definimos la norma ¢,, : A — w; dada por
On(z) = F(B,7),  B=ord(My(®),=), v =ord(My(Pan)) =)
Veamos que la relacién
<y € 2,y € AN () < dnly)
es TI1 (X x X). Para ello la expresamos en la forma
x gg% y e (z,y) € Ax AN (ord(Mz(P), %) < ord(My(P), =)
V (ord(Mgz(®), <) = ord(My(®), =)
A ord(Me(®g(n) ), =) < ord(My(Pan)), X)))-
Basta probar que son H% las tres relaciones:

Ri(z,y) < ord(M,(®), =) < ord(My(®), =),
Ro(z,y) < ord(My(®),=) < ord(My(®), =),

RB(Ia y) A Ord(MI((I)d(n))a <) < Ord(My((pd(n))a j)

(Notemos que entonces Ry(z,y) A Ra(y,x) también sera IIj, y ésta es la
relacién que necesitamos para probar que <, es H})
1
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Recordemos de la prueba del teorema 2.16 que el conjunto C' C € de las
sucesiones que codifican funciones crecientes f: A C D — D es cerrado en C.
Asi,

Ri(7,y) < =z € C (2 codifica una f : M, (®) — M,(®))

& V2 e (Niew(y € 2(d(i) — Vj € w(z € 2(d(j)) A 2((i,5)) = 1))).
Ahora observamos que el conjunto
Bi ={(z,y,2) € X x X x C | Vj € w(z € ®(d(j)) A 2({i,5)) = 1)}
es abierto, el conjunto (X x (X \ ®(d(7))) x €) es cerrado, luego

B=(XxXxC)Nn N({(X x(X\®(d(1))xCUB;) CXxXxC

i€w
es de Borel, y R = (X x X)\ mxxx[B], luego Ry es II;.
Para R, usamos la equivalencia
Ry(z,y) & =Vz € C\/m € w(d(m) € M, (®) A
z codifica una f : My (®) — My(Pg(m)))
< =Vz e CVm € w(x € ®(d(m)) A
Ni € wly € ®(d(i)) = Vj € w(w € Pagm)(d(4)) A 2((i, 5) = 1))))
y a partir de aqui se razona como con R;. El caso de Rj3 es similar al de Rs.
Por otra parte, dado y € A, la relacion dada por
T<Ey oz €ANG(2) < dn(y)
es equivalente a

r <g1y < Ri(z,y) V (Ra(z,y) A Ra(y, x) A Rs(x,y)).

(Notemos que, al suponer y € A, las relaciones Ry (z,y) vy Ra(x,y) ya implican
que z € A.) A su vez,

Ri(z,y) < Vz € C\Vm € w(d(m) € My(®) A
z codifica una f : My (®) — M, (Pg(m))),
que es facil ver que es 2%, e igualmente con Ry y R3. Por lo tanto <%, es Zi.
1

Esto prueba que ¢,, es una norma en H%.

Supongamos ahora que {xj }re, €s una sucesion en A que converge a x € X
y que las sucesiones {¢,(zx)}reo son finalmente iguales a ordinales a,,. Mas
concretamente, para cada n existe un k, tal que, si k& > k,, entonces a,, =
F(Bn,Yn), donde B, = Ord(MIk (@), =), 1 = Ord(Mmk ((Dd(n))v =).

Hemos de probar que € Ay que ¢, (2) < ay,.
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En primer lugar observamos que para todo k > max{k,,, k,} se cumple que
Bm = ord(M,, (®), <) = B,, luego en realidad todos los 3, son iguales a un
mismo 3. No ocurre lo mismo con los 7,,. Veamos que si d(m),d(n) € M,(®) y
d(m) < d(n), entonces v, < Yn.

En efecto, tenemos que z € ®(d(m)) N ®(d(n)). Como la criba es abierta,
existe un k > méax{k,, k,} tal que zx € ®(d(m)) N ®(d(n)). Esto implica
que d(m) € My, (Paen)), luego My, (Pgem)) es un segmento inicial propio de
M, (®any), por lo que v, < Yp-

De este modo tenemos una aplicacion M, (®) — Q (la dada por d(n) — ;)
que conserva el orden, luego M, (®) esta bien ordenado y, por consiguiente,
r € A

Mas ain, si d(n) € M,(®), entonces la misma aplicacién muestra que
M (®4n)) s semejante a un subconjunto de 7, luego ord(M,(®), %) < v, < f.
Como todos los segmentos iniciales de M, (®) tienen ordinal < S, ha de ser
ord(M,(®), =) < 3, luego

¢7l($) = F(Ord(Mx((b)’ j)vord(Mx(q)d(n))v j)) < F(ﬁa'}/n) = Qp.

. 1
Esto prueba que la escala que hemos construido es una escala en II;. =
Maés atn:

Teorema 2.24 Si la clase I tiene escalas, también las tiene la clase 2711+1'
En particular la clase T} tiene escalas.

DEMOSTRACION: Sea X un espacio polaco y C' € £} ,,(X). Esto significa
que existe un A € T} (X x N) tal que C = wx[A]. Sea {¢,}new una escala en
1‘[,1I definida sobre A. Por la nota posterior al teorema 2.22 podemos suponer
que tiene la propiedad adicional de que si {(z,yx)}rew €s una sucesion en A
tal que las sucesiones {¢,(zr, yx)}rew son finalmente constantes, entonces la
sucesion {yg trew es convergente. (Tomamos como ¢, la norma que en la nota
hemos llamado x,.)

Por el teorema 2.22, tenemos que H}L tiene la propiedad de uniformizacién,
luego podemos tomar B C A en II} (X x N) que uniformiza a A. Mas concre-

tamente, podemos tomar el conjunto B definido en la prueba de 2.22, es decir,
B = () B,, donde

B, ={(z,y) € X x N | Az € N (2,y) =X (v, 2)}.

Definimos ¢,, : ¢ — Q mediante ¢,(z) = ¢(z,y), donde y es el tnico
elemento de N tal que (x,y) € B. Vamos a probar que {¢, }necw €s una escala
en C.

Para ello consideramos una sucesion {z,, } ne,, contenida en C'y convergente a
un z € X, de modo que las sucesiones {¢, (x1)}keo sean finalmente constantes,
digamos que iguales a ordinales «,,. Para cada k € w, sea y el Ginico elemento
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de N tal que (zx,yx) € B. Entonces, ¢, (xx) = ¢n(xk, yr), luego las sucesiones
{&n(Zk, Yr) trew son finalmente constantes, luego {yx }re., converge a un y € N,
luego {(zk, yr) trew converge a (x,y). Como {¢, }new €s una escala, concluimos
que (z,y) € A, asi como que ¢, (z,y) < a,. Entonces z € C. Sea yo € N tal
que (z,y0) € B. Entonces, para cada n € w, tenemos que (z,yo) € By, luego

(xayO) j; (zvy)a hlego ¢($) = ¢n(x7y0) S ¢n($’y) S Oy .

Falta probar que cada ¢,, es una norma en 2711 41- Ahora bien,
1 < a9 11 € C A plxr) < dplxn)
es equivalente a
x1 < ag e Vyr € NAya € N((21,41) € B A (21,51) =5, (22, 92))-

En efecto, si x1 <* 9, entonces x1 € C, luego existe un y; € N tal que
(z1,y1) € By ¢n(x1) < dn(x2) 0 que significa que, o bien z ¢ C, en cuyo caso
(x2,y2) ¢ Ay se cumple (z1,y1) =% (z2,92), 0 bien xo € C, con lo que existe
un 3" € N tal que (x2,y’') € B, y entonces (z1,y1) < (z2,y’) < (z2,y2), porque
(x2,y’) € By,.

Reciprocamente, si se cumple el miembro derecho de la equivalencia anterior,
la condicion (z1,y2) € B implica que 1 € C. Si zo ¢ C, se cumple trivialmente
que ¢(x1) < ¢(z32), mientras que si zy € C, existe un yo € N tal que (x2,%2) € B,
luego, por hipotesis (z1,y1) =}, (72,¥2), luego o(x1,92) < d(w2,y2), luego
p(z1) < P(x2).

.z 1 .
Es claro entonces que <* es una relacién X, ,;, y lo mismo vale para la
relacién <* definida sin més que cambiar <* por <*. n

En particular, el teorema 2.22 implica que H} tiene la propiedad de unifor-
mizaciéon. No podemos decir lo mismo de 2% porque no cumple la propiedad d)
de dicho teorema. No obstante:

Teorema 2.25 Si H:L tiene la propiedad de uniformizacion, entonces 27114-1
también la tiene.

DEMOSTRACION: Sean X e Y espacios polacos y A € X, (X x Y). En-
tonces existe un B € TIL (X x Y x N) tal que A = p[B]. Por hipotesis existe un
conjunto C' C B tal que C € II}(X x Y x N) que uniformiza a B respecto de
la primera componente, es decir, que

1
Vyz (2,9,2) € B+ Vyz (2,y,2) € C.
Es facil ver que D = p[C|] uniformiza a A. n

Asi pues, H% y E% tienen la propiedad de uniformizacién, mientras que Z}%
y Hé no pueden tenerla, porque entonces tendrian en particular la propiedad
de uniformizacion numérica y la propiedad de reduccién, cuando sabemos que
no la poseen.

Veamos una aplicacién:
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Teorema 2.26 Todo conjunto E% es union de Ry conjuntos de Borel.

DEMOSTRACION: Si A es ¥ en un espacio polaco X, entonces A = 7,[B]
para cierto B € II} (X xN). Sea B* C B un conjunto IT} que lo uniformice. Por
1.53 sabemos que B* es union de N; conjuntos de Borel, luego A es la unién de
sus proyecciones. Ahora bien, la proyeccion mx es inyectiva (y continua) sobre
B*, luego las proyecciones son conjuntos de Borel, por 1.43. L]

En particular [AE], el teorema 1.54 es valido para conjuntos 33. Sucede
que la posibilidad de que existan conjuntos E; con cardinal ¥; es equivalente
a la posibilidad de que existan conjuntos H% con dicho cardinal. En efecto,
todo conjunto X3 es de la forma A = m,[B], donde B es IT; y, uniformizandolo,
podemos suponer que tiene el mismo cardinal que A.

2.5 Conjuntos x-Suslin

Introducimos ahora un concepto que nos permite generalizar o refinar algu-
nos de los resultados que hemos obtenido en las secciones precedentes.

Definicion 2.27 Sea x un ordinal infinito. Un subconjunto A de un espacio
polaco X es k-Suslin si es la proyeccion de un cerrado de X X x“, donde en K
consideramos la topologia discreta y en x“ la topologia producto. Llamaremos
S, a la clase de los subconjuntos k-Suslin de los espacios polacos.

Puesto que una biyeccién entre dos ordinales k y p induce un homeomorfismo
de k“ en p“, es obvio que un conjunto A es k-Suslin si y so6lo si es |k|-Suslin,
por lo que la definicién anterior no pierde generalidad si se restringe al caso en
que ~ es un cardinal infinito, pero vamos a ver varias caracterizaciones en las
que es util permitir que k sea un ordinal infinito arbitrario.

Teniendo en cuenta que N = w®, el teorema 1.32 implica que los conjuntos
Ro-Suslin son exactamente los conjuntos X1.

La prueba del teorema 1.61 se generaliza trivialmente para concluir:

Teorema 2.28 Si s > 1, un subconjunto A C N° es k-Suslin si y sdlo si existe
un drbol R en w® X Kk tal que

€A VferAn€w@l|,, fln) € R < R, no estd bien fundado.
A su vez, el teorema 1.62 implica:
Teorema 2.29 Todo conjunto X3 es Ry -Suslin.

(En principio lo tenemos probado para subconjuntos de espacios N*®, pero
el hecho de que todos los espacios polacos no numerables sean Borel-isomorfos
implica claramente que el resultado vale en general.)

Asi pues, los resultados que obtengamos para conjuntos x-Suslin se pueden
aplicar en particular a los conjuntos 2% y E;. Empezamos observando un hecho
elemental:
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Teorema 2.30 Si k es un cardinal de cofinalidad no numerable, entonces todo
conjunto k-Suslin A se expresa en la forma A = |J As, donde cada As es
pus-Suslin, para cierto ps < k. o<k

DEMOSTRACION: Sea C' C X x k“ cerrado tal que A = p[C]. Para cada
d < k infinito sea As = p[C' N (X x §*)]. Es claro entonces que As es d-Suslin y
todo elemento de A esta en algin As. n

Introducimos ahora algunos conceptos en términos de los cuales expresare-
mos varias caracterizaciones de los conjuntos s-Suslin:

Un esquema de Suslin de orden k es una aplicacion F : k<% — PX. La
operacion de Suslin de orden x es la que a cada esquema de Suslin de orden
le asigna el conjunto

)= U_ 0 FUfl)
fERY nEW

Un esquema de Suslin F' de orden x en un espacio polaco X es regular
(respecto de una base numerable {By, }ne,,) si cumple:

a) Para cada s € k<, el conjunto F'(s) es vacio o la clausura de un abierto
basico.

b) Si s C t son dos elementos de k<, entonces F(t) C F(s).
c) Si £(s) = n, entonces el diimetro de F(s) es < 277+L,

Una semiescala en un conjunto A C X (donde X es un espacio polaco) es
una sucesion de normas {¢, }new en A tal que si {z,,; }mew €8 una sucesion en
A que converge a un x € X y todas las sucesiones {¢, () }new son finalmente
constantes, entonces © € A. (Asi, toda escala es en particular una semiescala.)
Diremos que una semiescala es una \-semiescala si cada una de sus normas toma
valores en A.

Teorema 2.31 Sea x un ordinal infinito y X un espacio polaco. Para cada
conjunto A C X las afirmaciones siguientes son equivalentes:

a) A es k-Suslin.
b) A admite una k-semiescala.
c¢) A= S"(F), donde F es un esquema de Suslin regular de orden k.

d) A= S*(F), donde F es un esquemna de Suslin cerrado de orden k.

DEMOSTRACION: a) = b) Suponemos que A = p[C], para cierto cerrado
C C X xk“. Para cada x € A elegimos f, € k tal que (z, f) € C. Veamos que
esto puede hacerse sin necesidad del axioma de eleccién. Para ello definimos
recurrentemente

fz(n) = min{a <k | Vrfe (@, f) € C A fln= faln A f(n) = a)}.
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Asi, para todo n € w existe un f € k¥ tal que (z, f) € C'y fln = fa|n. Esto
significa que (z, f,;) es un punto de acumulacion de C' y, como C es cerrado,

(z, fz) € C.

Definimos ¢, (x) = fz(n). Con esto tenemos una sucesion de k-normas
{¢n}new. Vamos a probar que son una k-semiescala. Para ello tomamos una
sucesion {Z;, bmew contenida en A y convergente a un z € X. Suponemos
ademés que las sucesiones {¢,(Zm)}mew son finalmente constantes. Sea &, =
fu,, (n) para todo m suficientemente grande y sea f = {&,}new € K*.

Entonces lim(zy, fz,,) = (z,f) vy, como (Tm, fz,,) € C y C es cerrado,

concluimos que (z, f) € C, luego = € A.

b) = c¢) Sea {¢, }necw una k-semiescala y fijemos 7 : kK — w X k biyectiva.
Digamos que 7(§) = (m1(&), m2(€)). Fijemos una base numerable {B(n)},ec., del
espacio X. Para cada s € k<% con ¢(s) = n definimos F'(s) como el conjunto
de todos los x € X tales que:

e B(m1(s(0))) D -+ D B(mi(s(n —1))).

e El diametro de B(m(s(i))) es < 27%

Existe un y € AN B(mi(s(n —1))) tal que
$o(y) = m2(5(0), -+, Pn-1(y) = ma(s(n — 1)).

o z € B(m(s(n—1))).

Puesto que las tres primeras condiciones no dependen de z, tenemos que
F(s) = @ si falla alguna de ellas y F(s) = B(mi(s(n — 1))) si se cumplen todas.
Es claro que F' asi definido es un esquema de Suslin regular de orden x. Vamos
a ver que A = S*(F).

Si z € A, podemos tomar una sucesion {B(n;)};c. de entornos basicos de x
tales que B(ng) D B(n1) D --- y el diametro de B(n;) sea < 27°. Sea §; < k
el tnico ordinal que cumple 71 (&;) = n;, m2(&;) = ¢i(x) y sea f = {&}icw- Es
claro entonces que € (| F(f|n), luego x € S*(F).

new

Supongamos ahora que x € S*(F). Entonces existe f € k“ de manera que

x € () F(f|n). Entonces, por definicién de F' se cumple que

new

B(m1(£(0))) 2 B(m(f(1))) 2 B(m(f(2)) > -

ademaés x esta en todos estos cerrados, cuyo didmetro tiende a cero, y existe un

yn € ANB(m1(f(n—1))) tal que do(ygn) = T2(£(0)), . -, b1 () = 72(f(n—1).
Claramente limy,, = z y para todo n > i se cumple que ¢;(y,) = m2(f (7)),

es decir, las sucesiones {¢;(yn)}new son finalmente constantes. Por definicion
de semiescala concluimos que = € A.

La implicacion ¢) = d) es trivial.
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d) = a). Suponemos que A = S”(F') para cierto esquema de Suslin cerrado
de orden k. Sea

C=A{(z,f) e Xxr¥|ze ] F(fln)}

new

Se cumple que C' es cerrado, puessi (z, f) ¢ C existe un n tal que ¢ F(f|,),
luego (x, f) € (X \ F(f|n)) X B(fln) C (X x k%) \ C. Ademas

repCl = Vferv(n,fleCeNfer ze (| F(fln) <z S*F)=A,

new
Por lo tanto A es k-suslin. n

Veamos las propiedades basicas de la clase Sj:

Teorema 2.32 Si k es un ordinal infinito, la clase Sy es cerrada para sustitu-
ciones continuas, para proyecciones desde productos de espacios polacos y para
uniones e intersecciones numerables. Ademds, si k < i, entonces S, C Sy,.

DEMOSTRACION: Sea h : X — Y una aplicacién continua entre espacios
polacos y sea A un conjunto x-Suslin en Y. Sea h : X x k¥ — Y x k¥ la
aplicacion dada por h(z, f) = (h(z), f), claramente continua. Sea C C Y x k*
cuya proyecciéon en Y sea A. Entonces

r€f Al & flz) e Ao Vfer? (W), f)eC o Vfer” Wz f)eC

& Vfer (z,f) e 0],
luego f~1[A] es la proyeccion del cerrado h~1[C], lo que prueba que es x-Suslin.

Supongamos ahora que A es un conjunto k-Suslin en X x N y veamos que su
proyeccion en X también lo es. Sabemos que existe un cerrado C' C X x N x g%
cuya proyeccion es A. Fijamos una biyeccion w X k — &, la cual induce un
homeomorfismo h : w* x kK* — k“, el cual a su vez induce un homeomorfismo
h:X xNxkr” — X x s dado por h(z,y, f) = (x,h(y, f)). Consideremos el
cerrado C" = h[C] C X x K“.

Entonces

replAl < VyeN (z,y) e A Vye NV fer” (z,y,f) €C

Vy e NVfer” (z,h(y, f)) € C" <= N f er (x,f) e,
luego p[A] es la proyeccion del cerrado C’ y, por consiguiente, es k-Suslin.

Seguidamente supongamos que A es un conjunto k-Suslin en X XY y veamos
que su proyecciéon en X también lo es. Para ello tomamos h : N — Y continua
y suprayectiva, que a su vez induce h : X x N — X x Y también continua
y suprayectiva. Hemos probado que h~'[A] es k-Suslin en X x N, luego su
proyecciéon en X es k-Suslin por el caso ya probado, pero es claro que dicha
proyeccion es la misma que la de A.
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Sea { A, }ne, una familia de conjuntos x-Suslin en un espacio polaco X. Sea
C,, C X x k¥ un cerrado cuya proyeccion sea A,. Definimos

C={(z,f) e X xr* | An€cw (z,fn) € Cp},

donde f,(m) = f({m,n)). Se trata de un cerrado, pues si (z, ) ¢ C, existe un
n € w tal que (z, f,) ¢ C,. Como la aplicacion (z, f) — (x, f,) es continua,
la antiimagen por esta aplicacion de (X x k) \ C}, es un entorno abierto U de
(z, f) tal que U C (X x &%)\ C. Ahora basta observar que

re () Ap & AncwVfery (z,f) € C,

new
s VfewAnecw (z,fn) €Ch < Vf €LY (z,f) €C,
luego la interseccion es la proyeccion de C'y es, por consiguiente, k-Suslin.

El argumento para tratar las uniones numerables es el mismo que se emplea
en el teorema siguiente para las uniones de cardinal x. La tnica diferencia
es que al considerar cardinal x se hace una eleccién no numerable (al escoger
los cerrados que determinan los conjuntos k-Suslin) y se requiere el axioma de
eleccion.

Si k <, entonces k“ es cerrado en p¥, luego X x k% es cerrado en X x p®,
luego todo cerrado C' C X X k¥ es también cerrado en X X u“, y su proyecciéon
es la misma, luego todo conjunto k-Suslin es también p-Suslin. m

Otras propiedades requieren el axioma de elecciéon:

Teorema 2.33 (AE) Sea k un cardinal infinito. La clase S,; es cerrada para
uniones de cardinal k, el operador de Suslin S* y sustituciones de Borel.

DEMOSTRACION: Sea {A,}a<x una familia de conjuntos k-Suslin en un
espacio polaco X. Para cada uno de ellos escogemos un cerrado C,, C X x k“
cuya proyeccion sea A,. Sea

C=A{(z,f) e X xrk”| (z, ) € Cpn},
donde f'(n) = f(n +1). Claramente C es cerrado y
e |J Ay & Va<ikVfery (z,f) € Cy

a<k
A \/f S (.’E,f/) € CYf(O) AN \/f S ('Taf) € 07
luego la unién es x-Suslin.

Sea F : k<¥ — PX un esquema de Suslin cuya imagen esté en S, (X),
es decir, para cada s € k<% podemos elegir un cerrado C; C X X k“ cuya
proyeccion es F(s). Entonces

z€S(F) < Vfer’Anewae F(fln)
< VferAnewVger (z,9) €Cy,
< VfigerAnew (z,gn) € Cy,,

donde, como en el teorema anterior, g, (m) = g({n, m)).
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Definimos
C={(z,f,9) € X xk“x k| \n €w (z,9,) € Cy, }-

Se comprueba sin dificultad que C' es cerrado, luego S*(F') es la proyeccion de
un cerrado en X X (k x k)“, y considerando el homeomorfismo k* X k¥ — Kk*
inducido por una biyeccién k X K — k es facil obtener un cerrado en X x k“
con la misma proyeccion, luego S*(F) es k-Suslin.

Finalmente, si f : X — Y es una aplicacion de Borel entre espacios polacos
y A C Y es k-Suslin, podemos expresarlo como S*(F) para un esquema de
Suslin cerrado de orden k. Es facil ver entonces que f~[A] = S*(F’), donde
F'(s) = f~[F(s)] es un esquema de Suslin de Borel. Puesto que todo conjunto
de Borel es analitico, luego Ng-Suslin, luego k-Suslin, tenemos que F’ es un
esquema de Suslin S, (X), y entonces f~1[A] € S.(X), pues ya hemos probado
que la clase S, es cerrada para el operador S*. L]

Podemos mejorar la caracterizaciéon de los conjuntos de Suslin en términos
de semiescalas:

Definicién 2.34 Una buena semiescala en un conjunto A C X (donde X es un
espacio polaco) es una sucesion de normas {¢, }ne,, en A tal que si {2, }mew €8
una sucesion en Ay todas las sucesiones { ¢, () }new son finalmente constantes,
entonces {Z, bme, converge a un punto x € A.

Teorema 2.35 Sea k un cardinal infinito. Si un subconjunto de un espacio
polaco admite una k-semiescala, entonces admite una buena k-semiescala.

DEMOSTRACION: Fijemos una biyecciéon 7 : k X w — k. Sea X un espacio
polaco y A C X un conjunto con una k-semiescala {¢, }new. Sea {Bj e, una
base de X. Para cada x € X y cada i € w, sea ¢q(z, ) el minimo natural tal que
& € By(y) v el didmetro de By, ;) es < 27"

Definimos 9, (z) = w(¢n(z), g(x,n)). De este modo, si {Z., }mew €s una su-
cesion en A tal que las sucesiones {¢,,(2,)}mew son finalmente constantes, es
claro que las sucesiones {¢n, (m) tmew ¥ {¢(Zm, n) }mew son finalmente constan-
tes. Por lo tanto, la sucesién dada esta finalmente en un mismo abierto By, n)
de diametro < 27", lo que implica que es de Cauchy, luego converge aun z € X,
que en realidad cumplird x € A porque {¢, }ncw €s una semiescala.

Esto prueba que {¥;, }ne. €s una buena k-semiescala en A. L]

Con esto podemos probar un resultado relevante:

Teorema 2.36 (Kunen-Martin) Sea k un cardinal infinito, sea X un espacio
polaco no numerable, sea P C X y sea < una relacion bien fundada en P que,
como subconjunto de X2, sea k-Suslin. Entonces el rango asociado p: P — Q
toma imdgenes en un ordinal < k1.

DEMOSTRACION: Sea T el arbol en X formado por las sucesiones finitas
decrecientes respecto de <, que claramente estéd bien fundado. Més atn, una
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simple induccion sobre z € P demuestra que si (zg,...,2n,—1,2) € T, entonces
p(z) = pr(zo,...,Tn-1,x), donde pr es el rango asociado a T'. En efecto,

p(z) =sup{pp(y) + 1 |y <z} =sup{pr(zo,...,Tn-1,2,9) + 1|y <z}

= pr(To, ..., Tn_1,2).

En particular
sup{pp(z) + 1|z € P} =sup{pr(z)+ 1|z € P} = pr(92).

Por lo tanto, basta probar que pr(@) < x*. Para ello definiremos un arbol
bien fundado S en k y una aplicacion ¢ : T — S que conserva la inclusiéon
estricta. Es claro entonces (por induccion en T) que pr(t) < ps(o(t)), luego
lpr (@) < llps(@)|| < £T.

Para construir S y o consideramos una buena x-semiescala {t,, }c., definida
sobre >, es decir, sobre {(z,y) € P? | x > y}. Notemos que esto significa
que, dada cualquier sucesion {(Z,Ym)}mew de pares con x,, > y,, tal que
las sucesiones {1, (T, Ym ) }mew sean finalmente constantes, entonces existen x,
y € P tales que z,,, = 2, Yy = Y, T > .

Definimos una aplicaciéon o : T — x<% con el criterio ilustrado por el
esquema siguiente:

Yo | Y1 | Y2
(xo,.’lil) 1 4 9
($1,$2) 2 3 8
(CCQ,Ig) 5 6 7

Concretamente, definimos 0(2) = @, o(zg) = (0), o(zo, z1) = (0, ¢¥o(z0, 1)),
o(xo, 21, 22) = (0,%0(x0, 21), Yo(21, 22), Y1 (21, 22), Y1 (20, 71))

o(xo, 1, T2, 23) = (0,%0(z0, 1), Yo (w1, T2), Y1 (21, 22), 1 (20, 21),

o(x2, x3), Y1 (22, 23), Y2 (T2, 23), Y2 (21, 22), Y2 (T0, 1)),

y asi sucesivamente. Por ejemplo, el esquema indica que en la sexta posicion de
o(xg, 21,22, x3) (empezando a contar en 0) debe ser 1) (2, x3).

Definimos S = {s € k<% |Vt € T s C o(t)}. Es claro que S es un arbol y
que o conserva la inclusion estricta de sucesiones. Solo falta probar que S esté
bien fundado. En caso contrario existe una sucesiéon estrictamente creciente
{$m }mew en S. Completandola podemos suponer que £(s,,) = m, y entonces
contiene intercalada una sucesion estrictamente creciente {o(ty,)}mew, donde
también podemos suponer que £(t,,) = m. Mas explicitamente, tenemos

0(1'8,1'(1)) C 0'(5(}(1),.%'%71‘%) C 0'(1'8737%,:1)%,3?2) -
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Esto se traduce en que las columnas del diagrama siguiente son constantes:

1/}0(.%8,56(1))
Yo(xg,x1) olat, ) ¢i(zi,@3) ¢i(xg, o))
1/10(.%‘3,%%) wo(ﬁ»x%) wl(‘r%vx%) 1/)1(£C(2)7$%) 1/)0($%,$§) ﬂfl(fﬂ%ax%)

Esto implica que para un n y j fijos la sucesion {¢, (27", 23 1) fmew es final-
mente constante. Segin hemos indicado, esto implica que existe z; = lim ziy
m

se cumple que x; > xj41, en contradicciéon con que < estd bien fundada. m

En particular el teorema anterior se aplica a los conjuntos 31 y X3. Con-
cretamente:

Teorema 2.37 Sea X un espacio polaco no numerable, sea P C X y < una
relacion bien fundada en P que, como subconjunto de X2, sea E% (resp. E;)
Entonces el rango asociado p : P — Q toma imdgenes en un ordinal < wq

(resp. < wa).

En particular obtenemos de nuevo que un espacio polaco no numerable no
admite un buen orden A%, como ya habiamos concluido a partir de 2.13, y ahora
sabemos ademas que si admite un buen orden A} necesariamente 28 = ;.

El axioma de eleccién nos da una curiosa caracterizacion de los conjuntos
N,,-Suslin, para n < w:

Teorema 2.38 (Martin) (AE) Si 0 < n < w, un subconjunto de un espacio
polaco es N,,-Suslin st y sélo si es union de N,, conjuntos de Borel.

DEMOSTRACION: Una implicacién es trivial: los conjuntos de Borel son ¥,,-
Suslin y las uniones de N,, conjuntos N,-Suslin son N,-Suslin. No perdemos
generalidad si trabajamos en N. Razonaremos por inducciéon sobre n. Sea
A C N un conjunto N,-Suslin y sea T un arbol en w x X, tal que A = p[T].

Para cada v < R, sea T7 =T N (w x 7)<“. Entonces A= |J p[T7], pues

Y<Rp
six € A, existe un f € RY tal que (z, f) € [T], pero f € 4* para algin v < X,,.

Como ¥ 2 |v|“, es claro que p[T7] es N,,_;-Suslin. Si n = 1 entonces p[T"7]
es 2}, luego es unién de N; conjuntos de Borel por 2.26 y si n > 1 entonces
p[T7] es unién de X,,_; conjuntos de Borel por hipotesis de induccion. En ambos
casos A queda expresado como unién de XN,, conjuntos de Borel. L]

Resultados similares sin el axioma de eleccién tienen que enunciarse en tér-
minos del concepto de conjunto y-Borel:

2.6 Conjuntos v-Borel

Definicion 2.39 Si X es un espacio polaco y 7 > w es un ordinal, la y-algebra
de Borel B,(X) es la menor subalgebra de subconjuntos de X que contiene a
los abiertos y que es cerrada para uniones de menos de v elementos, es decir,
tal que si {As}s<c con € < v es una familia de elementos de B, (X), entonces

U 4s € By(X), y obviamente lo mismo vale entonces para intersecciones.
0<e
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Los elementos de B, (X) se llaman conjuntos y-Borel de X. Asi B, es una
clase de conjuntos definida sobre todos los espacios polacos, aunque es trivial
sobre los numerables.

Es obvio que si ¥ no es un cardinal entonces B, = B.+, pero resulta ttil
manejar la definicién para ordinales arbitrarios. Claramente B,; = By, es la
clase de los conjuntos de Borel usuales.

Teorema 2.40 Sivy > w, entonces la clase B, es cerrada para sustituciones de
Borel, para \n € w y para \In € w.

DEMOSTRACION: Sea f : X — Y una aplicacion medible Borel y sea B/,
el conjunto de los A € B,(Y) tales que f~'[A] € B,(X). Claramente B/ es
una y-algebra que contiene a los abiertos (pues claramente B,,11(X) C By (X)),
luego B!, = B, (Y).

Si B € By(X x w), por la parte ya probada cada B, € B,(X), luego
An €wB= (| B, € B,(X). El caso de V/n es idéntico. "
new
La relacion general entre los conjuntos de Suslin y los de Borel es la dada
por el teorema siguiente:

Teorema 2.41 Sea X un espacio producto y v un cardinal infinito. Si A C X
es y-Suslin entonces A es union de v conjuntos yT-Borel, luego es v+ + 1-
Borel. Sicfy > w, entonces A es union de v conjuntos v + 1-Borel.

DEMOSTRACION: Vamos a considerar primero el caso en que cfy > w. No
perdemos generalidad si suponemos que A C N. Sea T un arbol en w X v tal
que A = p[T]. Para cada n < +, consideramos el &rbol 77 = T'N (w x )<¥, de
modo que

A= U pl7)
n<y
donde hemos usado la hipotesis sobre la cofinalidad de . Basta probar que
cada A, = p[T"] es v+ 1-Borel. Tenemos que

x € A, < T, no esta bien fundado.

Notemos que |p<“| < ~, por lo que la altura de un arbol en n<“ tiene que ser
menor que . Para cada s € n<% y cada a < v, sea

B: ={x € N| T} /s esta bien fundado y | T, /s|| < a},

donde T7 /s ={t € v<¥ | sTt € T2} y ||T /s es la altura del arbol, es decir, el
rango de @. Aqui entendemos que B§ = {z € N | s ¢ T?7}, que es un cerrado.
(Notemos que s ¢ T7 equivale a que T /s = & y no tiene definida la altura.)
Veamos por induccién sobre o que BJ es y-Borel. Para ello observamos que

Bi=N U By".
0<n B<a
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En efecto, x € BS siy sblo si para cada 6 < 7, o bien s70 ¢ T7, o bien el arbol
T7/(s76) esta bien fundado y tiene altura menor que ||77/s||. Si los conjuntos
B; % son v-Borel por hipétesis de induccién, lo mismo vale para Bs.

Ahora definimos
Co = {x € N | T} esta bien fundado con ||T)|| < a V

Vs € n=¥(T7 /s esta bien fundado con ||T7/s| = «)}.

N\A, =N Ca.
a<ly

En efecto, si « € N'\ A, entonces T} esta bien fundado, luego, dado a < 7,
o bien ||T7|| < «a, o bien ||T;|| > «, en cuyo caso existe un s € T de rango «,
lo cual equivale a que ||T7/s|| = . En cualquier caso = € C,,. Reciprocamente,
si z € A, entonces T no esta bien fundado, luego, para cada s € <%, o bien
T7/s no esta bien fundado, o bien lo est4 con altura a; < . En el primer caso
tomamos a; = 0. La aplicaciéon < — ~ no puede ser suprayectiva, luego hay
un « < vy tal que x ¢ C,.

Finalmente observamos que C\, es y-Borel, pues

Ca=BJU U (Bl \B)

5€n<w
Por lo tanto, A, es v + 1-Borel.

Si no suponemos que cfy > w el argumento es una simplificacién del que
hemos dado: no tomamos ningtn 1 < 7, con lo que en toda la prueba hay que
hacer 7 = v y a puede tomar cualquier valor a < y*. En este contexto los B
son yt-Borel, al igual que los C,,. L]

Ahora generalizamos el teorema de Lusin 1.38:

Teorema 2.42 Sea v un cardinal infinito y A, B dos conjuntos y-Suslin dis-
juntos en un espacio polaco. Entonces existe un conjunto v+ 1-Borel C' que los
separa, es decir, AC C yBNC =@.

DEMOSTRACION: No perdemos generalidad si trabajamos en N. Observemos

en general que si
A= A, B=|J B;j
i€l jeJ
y el conjunto C;; separa A; de Bj, entonces C' = J () Cj; separa A de B.
il jeJ

Supongamos que los conjuntos dados A y B no se pueden separar por un
conjunto y+1-Borel. Sean T'y S arboles en w xy tales que A = p[T] y B = p[S].
Entonces

A= U »lTus), B= U Sl

tEw,0<y scw,n<y

donde Ty 5y = {u € T | u(0) = (£,9)}.
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Si cada conjunto p[T\; 5)] pudiera separarse de cada p[S(s,,] por un conjunto
~ + 1-Borel, entonces el conjunto C' que separa a A y B segin el razonamiento
precedente seria también y + 1-Borel, luego existen (g, do), (s0,m0) tales que
P[Tt6,60)] ¥ PlS(s0,m0)] DO se pueden separar por un conjunto 7 + 1-Borel. Ne-
cesariamente tg = sp, pues en caso contrario C = {x € N | z(0) = to} los
separarfa. Similarmente,

Pltosn) = U plltetsod))s PlStom] = U PlTosmom)s
tEw,0<y SEw,n<y

luego existen t1, 01 y s1,m1 tales que p[T(s, ¢,.50,6.)] ¥ P[L{(t9,51,m0,m:)] 1O 5€ pueden
separar por un conjunto v + 1-Borel. Nuevamente concluimos que s; = t;.
Razonando de este modo obtenemos por recurrencia sucesiones = = (t,) € N,
6= (0n) €7, n = (nn) €~ tales que

An € w ((x]n,6]n) €T A (]n,ln) €9),

pero esto implica que z € AN B, contradiccion. [

Notemos que de aqui se deduce el teorema de Lusin 1.38 sin mas que tomar
v = Ng. La generalizaciéon correspondiente del teorema de Suslin afirma que
si un conjunto y su complementario son ambos ~-Suslin, entonces ambos son
v + 1-Borel.






Capitulo III

Teoria de la recursion

Para poner de manifiesto la naturaleza esencialmente conjuntista (por opo-
sicién a topolégica) de muchas cuestiones relacionadas con los conjuntos proyec-
tivos es necesario introducir la teoria efectiva de Kleene (véase la introduccion),
cuyo nucleo es una extension de la teoria de la recursiéon expuesta en el capi-
tulo VII de [L]. Concretamente, alli definimos los conceptos de funcion recursiva
f:w" — w y de relacion n-adica recursiva en w, y ahora vamos a introducir
los conceptos de funcion recursiva f : N — N y de relacion n-adica recur-
siva en N. No obstante, para tratar conjuntamente con los conceptos originales
y los nuevos, serd conveniente considerar relaciones y funciones en “espacios
producto” de la forma X" = w" x N*.

Dedicamos este capitulo a extender de este modo los conceptos de la teoria
de la recursion y en el capitulo siguiente los aplicaremos a la teorfa descriptiva
de conjuntos.

Recordemos en primer lugar los conceptos bésicos de la teoria de la recursion.
En la secciéon 7.1 de [L] introdujimos las funciones recursivas f : w"™ — w, que
informalmente son aquellas funciones para las que existe un algoritmo capaz
de calcular la imagen de cualquier elemento de w™ en un tiempo finito. Una
relacion n-adica (es decir, un subconjunto R C w™) es recursiva si y solo lo es
su funcién caracteristica, lo cual equivale a que exista un algoritmo que decida
en un tiempo finito si cualquier elemento dado de w™ cumple o no la relacion.

Una caracterizaciéon util de estos conceptos es la dada por los teoremas
[L 7.11] y [L 7.12|, segin los cuales las relaciones y funciones recursivas son
las relaciones y funciones A;. Recordemos lo que esto significa: si £, es el
lenguaje de la aritmética [L 5.1], llamamos férmulas Ag a las férmulas de £,
(sin descriptores) cuyos cuantificadores estan todos acotados, es decir, que son
de la forma Az <y o Va < y. Entonces, una relaciéon R C w” es recursiva si y

solo si existen formulas ¢(xo, z1,...,2,) ¥ Y(x0,21,...,2,), de tipo Ag, tales
que
R(ay,...,a,) & Vm ewwE ¢[m,ay,...a,] & Am € wwE ¥[m,a,...a,].

Equivalentemente, la relacion R es tanto X1 (esta definida por una formula
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aritmética de tipo 1, es decir, de la forma \/z ¢(x), con ¢ de tipo Ag) como IT;
(esta definida por una férmula aritmética de tipo IIj, es decir, de la forma
Az b(x), con 9 también Ay).

En el caso de las funciones hay que tener en cuenta que f:w" — w es Aq
siy solo si es una relacion Xy (véanse las observaciones tras [L 5.29]), por lo que
f es recursiva si y sélo si existe una formula Ay tal que

flai,...,an) =a+ \VVmew wk ¢[m,ay,...,a,,a|.

Mas en general, en la seccion 7.3 de [L| definimos las funciones recursivas
parciales, que son funciones parciales f : w"™ — w (donde “funcion parcial” sig-
nifica que su dominio no es necesariamente w”, sino un subconjunto, que incluso
podria ser vacio) con la propiedad de que existe un algoritmo que, partiendo de
un x € w", termina calculando f(z) en un tiempo finito si es que esta definido,
o bien no termina el calculo en caso contrario (lo cual no nos permite saber en
un tiempo finito si el calculo terminaréd mas adelante o si la funcion f no esta
definida en x).

En la primera seccién probaremos algunos resultados adicionales sobre fun-
ciones y relaciones recursivas en w™ y a continuacién pasaremos al caso de los
espacios producto X"?.

3.1 Funciones y relaciones recursivas

El teorema siguiente es una ligera generalizacion de [L 7.5]:

Teorema 3.1 Si R C w™™ y f: w™ — w son recursivas, también lo son las
relaciones

S(z) « VVm < f(z) R(m,x), T(x) < Am < f(z) R(m,z),
asi como la funcion g(x) = pm < f(xz) R(m,x).

En efecto, las funciones caracteristicas de S y T resultan de componer con f
las funciones caracteristicas de las relaciones definidas en [L 7.5], luego son
recursivas. Igualmente, la funcién g resulta de componer con f la funciéon que
en [L 7.5] se define como f.

También es 1util el siguiente resultado elemental sobre definiciéon de funciones
por casos:

Teorema 3.2 Si f1,..., fmy1 : W" — w y Ry,..., R, C wW" son recursivas,
también lo es la funcion f:w"™ — w dada por:

fi(z) si Ry(x),

fa(x) st “Ry(z) A Ro(x),
fl@)=4q
fm(2) st “Ry(z) Ao A Rp—1(z) A Ry (),
fm,+1(x) St _‘Rl(.T) VANEERIVAN _‘Rm(l')
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DEMOSTRACION: Consideramos las relaciones recursivas

S1=Ri, Sao=-RiANRg, ... Sp=-RiA---AN-Rp_1ANRp,
Smt1="Ri A+ N—-Rp,.
Entonces
F@) = Fi@)xg, (@) + -+ fra (@)X (@)
es recursiva. -
Notemos que si las relaciones Rq,..., R, del teorema anterior son mutua-

mente excluyentes, la funcion f se reduce a
fl(l‘) si R1(£C),

fle) = f(@) s R(2),

fm+1(x) en otro caso.
Por ejemplo, la funcién

x{ } n sim<n,
max{m,n; =
’ m  en otro caso,

es recursiva.

Definiciéon 3.3 (Biyecciones candnicas) Si consideramos en w X w el orden
candnico dado por

(m,n) < (m',n’) & max{m,n} < max{m’,n'} v
(max{m,n} = max{m',n'} A(n<n' VvV (n=n"Am<m))),

con esta ordenacion, w X w es semejante a w, y la semejanza es tnica. La
representaremos por { , ), :w X w — w.

A su vez, podemos definir (ng, n1,n2); = ((no,n1), ,n2)
una biyeccién canénica ( )5 : w® — w.

5» con lo que tenemos

En general, definiendo inductivamente
<TL0, ey nk_1>k = <(n0, ce ,nk._2>k_1 ,nk_1>2

obtenemos biyecciones canénicas { ), : w* — w.

De este modo, un mismo numero natural codifica univocamente un par de
numeros naturales, o una terna, etc. Mas atn, podemos definir una biyeccion
() 1 w<¥ — w del modo siguiente: si s € w* con k # 0, definimos

($)oo = (k= 1,(8)p)g + 1,
y completamos la definicion con (&) = 0.

Salvo que haya posibilidades de confusiéon suprimiremos el subindice en las
biyecciones canénicas ( ).
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Teorema 3.4 El buen orden candnico en w? dado por es una relacion recursiva
en wt. La semejanza { Do w? — w es recursiva, al igual que las funciones

nZ,n?:w — w que cumplen n = <n(2),n2>2.

DEMOSTRACION: La recursividad del buen orden es inmediata (pues esta
definido por una formula Ag). Observemos que (m,n), es el nimero de pares
anteriores a (m,n) respecto del buen orden canoénico. Si k = max{m,n}, es
claro que los k% pares de k x k son anteriores a (m,n), tras los cuales vienen

(07 k)a (la k)7 LR} (k - 17 k)a (k,O), (k7 1)7 ) (kv k)
Es claro entonces que

[ n?+m sim <mn,
(m,n)y =19 5 :
m“+m-4+n sim >n,

luego se trata de una funcion recursiva. Por dltimo,

n%zukﬁn\/rﬁnnz(lﬂ,rb, nfzukﬁn\/rﬁnnz(r,kh.

Maés en general:

Teorema 3.5 Para cada k € w, la biyeccion candnica { ), : w* — w es re-

cursiva, al igual que lo son las funciones n¥ : w3 — w que cumplen n =
k k
<n0,...,nk_1>k.

DEMOSTRACION: La recursividad de las biyecciones canénicas es inmediata,
pues se definen por composicion a partir de ( ),. Ahora definimos por recurren-
cia

f(n,0)=n, f(n,r+1)=f(n,r)3,
de modo que
nfz{ﬂmk~u+nﬁ sii<k,
0 en otro caso.

No podemos decir que la biyeccion canoénica () : w<* — w es recursiva
porque no hemos definido el concepto de funcion recursiva sobre w<%, pero si
que es recursiva su restriccion a cada w”, asi como la funcién

_Jn=1Di+1 sin>0,
E(n)—{ 0 sin =0,

que nos da la longitud de la sucesion s tal que (s)_ = n, y también la funcion
n2 : w? — w que nos da el elemento i-ésimo de la sucesién codificada por n.

En efecto,
o= (= 00 s
' 0 sin=0.



3.2. Conjuntos semirrecursivos y recursivos en espacios producto 77

Las funciones y relaciones elementales que podemos definir sobre sucesiones
finitas se corresponden a través de esta codificacion con funciones y relaciones
recursivas. Por ejemplo:

m Cn < £(m) < L(n) ANi < (m) m; =n;,
mln<-mCnA-nCm,

Para probar la recursividad de la concatenacion definimos
{f((),s,t)—<(8—1 t_]- 0>2,
flk+1,5,t) = (f(k,s,t), (t = DPrg1)y

t sis =0,
sTt=< s sis#A0At=0,
(U(s)+L(t) — 1, f(L(t),s,t))y+1 sis#0#L.

Es facil ver qu

e L(s) + L(t) y, sii < £(s), entonces (s t); = s;,
mientras que si £(s)

(

l(s™t) =

<@ < L(t), entonces (57 t)g(s)4i = Li-

3.2 Conjuntos semirrecursivos y recursivos en es-
pacios producto

En [L 7.27] definimos que un conjunto R C w™ es semirrecursivo si es X1, es
decir, si y sdlo si existe una formula ¢(xq, z1, ..., x,) de tipo Ag tal que

R(ay,...,a,) & Vm € wwE ¢[m,ay,...a,].

Por consiguiente, un conjunto es recursivo si y sélo si tanto él como su com-
plementario son semirrecursivos. Ahora vamos a generalizar estos conceptos a
subconjuntos de los espacios producto X" = w" x N®.

Consideramos a X% = w como un espacio topolégico discreto que tiene por
base a los conjuntos BL? = {n}, mientras que X°* = N, con la topologia usual,
tiene por base a los conjuntos

n = {z e N[N <tn) x(i) = ni}
0, equivalentemente, si para cada z € N y cada n € w definimos
Z(n) = (z[n) € w,
de modo que para cada i < n se cumple Z(n); = x(7), tenemos que
B = {x e N | z(¢(n)) = n}.

Por consiguiente, una base de X" con la topologia producto esté formada
por los conjuntos

Brks = Bl7+é - X Bl7+5 X B07+é - X BO7+&
- [
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Notemos que los conjuntos B? y B9 segtin esta definicion coinciden con los
definidos previamente. Cuando no se preste a confusion escribiremos B,, en lugar
de B!'®, de modo que { By, },cw es una base numerable del espacio producto X"*.

Definicion 3.6 Sea X un espacio producto. Diremos que A C X es semi-
rrecursivo si A = @ o bien existe una funciéon x : w — w recursiva tal que

A= U Bm(n).

new

Observaciones Los conjuntos semirrecursivos son abiertos (y podemos con-
cebirlos como la version efectiva del concepto de “abierto”). Mas precisamente,
son uniones de abiertos bésicos con la restriccion adicional de que éstos pueden
enumerarse a través de una funciéon recursiva. En el caso en que X = w, tenemos
que By, = {x(n)}, por lo que A = z[w] y asi, los conjuntos semirrecursivos no
vacios son simplemente las imagenes de las funciones recursivas. Por esta razén
se llaman también conjuntos recursivamente enumerables, pero este nombre ya
no es adecuado en el caso general.

Resulta, pues, que si A C w es semirrecursivo y n € A, tenemos un algoritmo
que en un tiempo finito nos confirma que, en efecto, n € A (s6lo tenemos que
ir calculando z(0), z(1),x(2), ... y esperar a que aparezca n en la sucesion. Sin
embargo, si n ¢ A no tenemos, en principio, ningin criterio que nos permita
comprobarlo.

Algo similar sucede con los subconjuntos semirrecursivos A C N. Sia € A
es recursivo como funciéon a : w —> w, entonces podemos calcular cualquier
sucesion aly(z(ny) y comprobar si a({(z(n))) = z(n), es decir, si a € By(,). Por
lo tanto, si vamos comprobando sucesivamente si a € By (), a € By (1), etc., en
un tiempo finito podremos concluir que, en efecto, a € A. En cambio, si a ¢ A
no tenemos, en principio, ninguna forma de comprobarlo. L]

Enseguida demostraremos que la definicion anterior generaliza a la que ya
tenfamos para subconjuntos de w”, pero para ello conviene demostrar antes
algunas propiedades basicas de los conjuntos semirrecursivos. Necesitamos una
definicion:

. . ., [ .. . .
Diremos que una aplicacion f : X™ — X" es trivial si sus funciones
coordenadas son proyecciones, es decir, si

fa,ooo e e, ) = (Mg, 1y, Thyy e T, )
Teorema 3.7 Sea X un espacio producto.
a) @ y X son conjuntos semirrecursivos.
b) Todo A C w" recursivo es Semirrecursivo.
¢) Todo abierto bdsico B,, es semirrecursivo.
d) {(n,x) ewx X |z € B,} es semirrecursivo.

e) La clase de los conjuntos semirrecursivos es cerrada para sustituciones
triviales, conjunciones, disyunciones \k <n, VVk <n y Vk € w.
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DEMOSTRACION: a) @ es semirrecursivo por definicion, mientras que X lo
es porque X = |J By.

new
b) Consideramos la funcién recursiva f : w — w dada por

f(m) = XA(mS’ sy m;—l)'

Asi f(m) =1 {(m,...,ml_1)} = B, C A.

Si A = @ ya sabemos que es semirrecursivo. En caso contrario tomamos
mo € w tal que f(mg) = 1. Entonces la funcion

_fm o sif(m)=1,
g(m) = {mo si f(m) =0,
es recursivay A= |J Bg(m) es semirrecursivo.
mew
¢) B, = U Be,(m), donde ¢, es la funcién constantemente igual a n.
mew

d) Consideramos la funcion recursiva f(n) = (n,n{"*,... 7”:13—1>r+5+1'

. prtl,
Asi B;(n)s ={n} x By

{(n,z) cwx X |we By} = U Byn).

new

e) Consideremos dos conjuntos semirrecursivos

P = U Bw(n), Q= U By(n)7
new

new

con x, y recursivas. Definimos

_ Jx(k) sin =2k,
2(n) = {y(k) sin=2k+1.

Es facil ver que z es recursiva (pues d(n) = pk <n 2k <n An <2k+2) es
recursiva) y PV Q = |J B.(n)-

necw
Definimos las funciones recursivas:

m sin Cm,
n  sim Cn,
0 en otro caso,

[m7 n] =

0 singTo zmiTev ...y TS 2wl TS valts Lt vy ":ii—l 1 'm.:¢271
Fn,m) =

T YAt R [n:i:tfl, m:1271]>7‘+s 41 en otro caso.

Asi B, N By, =@ si f(n,m) =0y B, N By, = By(n,m)—1 si f(n,m) # 0.

Si P A Q = @, la interseccion es trivialmente semirrecursiva. En otro caso
sea B,, C P A . Consideramos la funcién recursiva

) = { OB 1S 70 i) 20

no en otro caso.
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Entonces P A Q = |J B.(,) es semirrecursivo.
new

Supongamos ahora que A = LeJ Byn) C w x X y veamos que Vn e wA
ncw
es semirrecursivo. Podemos suponer que no es vacio y, como es abierto, existe

k € w tal que By C A. Basta considerar la funcién recursiva

o(n) = { DTy ), sty =g,
k en otro caso.

Asi
Vn € w(n,z) € A+ Vnm € w(n,x) € By ¢ Vn € w(ng, z) € By(n2))

<—>\/n€wx€BZ(n).

Por lo tanto V/n € wA = | B, (n) es semirrecursivo.
necw

Veamos ahora la clausura para sustituciones triviales. Consideremos, pues,

[+ X — Y una aplicacion trivial, de modo que f(ai,...,ax) = (as,,...,a;,)
y un conjunto semirrecursivo A = LeJ By(y) C Y, con y recursiva. Entonces
ncw

(z1,...,21) € fHAl & (24, ... 24,) €A Vn€Ew(zyy,...,24,) € By
> \/n € w(a:il € By(n)g/ Ao A z;, € By(n)ﬁi,l)'

Ahora observamos que
z; € By(n)§/ o Vtew(n € By Ao Ny € By(n);?l AN---Nxp € Btﬁq)
— Vt cw (371, . ,xk) S Bfi]‘(tﬂl)?

donde )
fij(tan) = <tlgaay(n)§ a---7t§—1>k

es una funcién recursiva.

Sea
Rtj(t,ﬂ,xl, .. ,l‘k) > (Z‘l, . ,mk) S Bfij(t,n) >
(t,n,xl, cee 7‘75%:) € U {m(z)} X {m%} X Bfu(m?)m?) AR
mew
(tvn»xla s ,.’ﬂk) € U Bz(m)a
mew
siendo
Z(m) = < %,mf, fij(mga m%)g’ ) 7mij(mgam%)lzfl>k+2 y

claramente recursiva, luego el conjunto R;; es semirrecursivo, y
(x1,...,21) € fHA] & Vn e w(Vt € w Ry, o(t1,n, 21, .. 28) A

e A \/t S wRik,,k/_l(t,n,a:l, . ,xk)).
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Como ya hemos probado que la clase de los conjuntos semirrecursivos es
cerrada para conjunciones y \/n € w, podemos concluir que f~! [A] es semirre-
cursivo.

La clausura respecto a Vk < n es facil de probar:
VE<n(k,z) e A VEkcwk <nA (kz)€ A

< Vk ¢ w(R(k,n,z) A S(k,n,z)),

donde R(k,n,z) < k <ny S(k,n,z) < (k,z) € A son conjuntos semirrecur-
sivos por la clausura respecto de sustituciones triviales (y porque los conjuntos
recursivos son semirrecursivos). Ahora concluimos que Vk < n A es semirrecur-
sivo de nuevo por la clausura respecto de conjunciones y Vk € w.

Finalmente probamos la clausura respecto a Ak < n. Para ello tomamos
A= | By Cw x X. Tenemos que

new

Nk <n(k,n)e A Nk <nVmew(k,z) € Bym) ¢

\/t S w/\k <n (k, l’) S By(tk) <~ \/t S w/\k <n (y(tk)6+s+1 =kAzx€ Bf(t,k))v

donde f(t,k) = (y(ty); ™, ... ,y(tk):i§+1>r+s es recursiva. Por lo tanto
Nk <n(k,n) e Ao VtewNk <ny(te)y™ ™ =k ANk <nz € By

Claramente R(k,t) > Ak < ny(ty)st*™! = k es una relacion recursiva,
luego basta probar que el conjunto

{(n,t,x) | Nk <nx € Byt
es semirrecursivo, pero
Nk <nzxe Bf(t,k) <>
Vu e w(Ak < n(f(t,k;)gJrS =ug A A f(t, k):fi =Ur_1 N\
FER)TS Cup Ao A f(t,k):i§71 CUpps—1) NT € B,) <
Vu € w(R(u,t,x) A S(u,t,z)),

donde ambos conjuntos R y S son semirrecursivos, el primero por ser antiimagen
trivial de un conjunto recursivo en w?, y el segundo por el apartado d) de este
mismo teorema. Como ya hemos probado que la clase de los conjuntos semi-
rrecursivos es cerrada para conjunciones y Vu € w, concluimos que el conjunto
/\l < n A es semirrecursivo. =

Observemos que la clausura por sustituciones triviales nos permite anadir
variables a un conjunto semirrecursivo, o alterar el orden de éstas, sin que por
ello deje de ser semirrecursivo.

El teorema siguiente demuestra que los subconjuntos semirrecursivos de w”
son precisamente los subconjuntos X1, en concordancia con [L 7.27]:
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Teorema 3.8 Un conjunto A C w" es semirrecursivo si y sdlo si existe un
conjunto R € w1 recursivo tal que A =\/m € wR.

DEMOSTRACION: Supongamos que A es semirrecursivo. Si A = & basta
tomar R = @. En caso contrario, sea A = |J B (n), con x recursiva. Entonces

new
Any,...,n.) < Vmew(n,...,n,) € Byim) &
Vm ewa(m) = (n1,...,n.), <> Vm € wR(m,ny,...,n,),

donde R es claramente recursivo. Reciprocamente, si A = \/m € w R, entonces
A es semirrecursivo por el teorema anterior. n

En particular tenemos que un subconjunto A C w” es recursivo si y so6lo si
Ay —A son ambos semirrecursivos. Esto nos sirve para generalizar la definicion
de conjunto recursivo:

Definicion 3.9 Si X es un espacio producto, un conjunto A C X es recursivo
si A y =A son ambos semirrecursivos.

En particular, los conjuntos recursivos son abiertos cerrados (y constituyen
la version efectiva de “abierto-cerrado”). En el caso en que A C w”, ya sabemos
que esto equivale a que A sea recursivo en el sentido de [L 7.2], es decir, a que
la funcion caracteristica de A sea recursiva o, lo que es lo mismo, que exista un
procedimiento para saber si un a € w" estd o no en A. Segin las observaciones
posteriores a la definicién 3.6, en el caso en que A C N es recursivo, tenemos
igualmente que si a € N es recursivo como funcién a : w — w, existe un criterio
para decidir si @ € A o bien a ¢ A.

Veamos las propiedades béasicas de los conjuntos recursivos:
Teorema 3.10 Sea X un espacio producto.

a) @ y X son conjuntos recursivos.

b) {(n,m,z) € w? x N| x(n) =m} es recursivo.

¢) Los abiertos bdsicos B,, son recursivos.

d) {(n,x) ewx X |z € B,} es recursivo.

e) La clase de los conjuntos recursivos es cerrada para complementos, con-
junciones, disyunciones, Vi <n, Ak<n y sustituciones triviales.

DEMOSTRACION: a) y e) son evidentes.
b) z(n) = m < Vk € w(z € B An < U(k) A ky, =m)
z(n) #m < Vk € wk #m A x(n) =k)

Estas equivalencias demuestran que tanto el conjunto dado como su comple-
mentario son semirrecursivos.

c) Basta tener en cuenta que el complementario de un abierto basico es una
union finita de abiertos basicos, luego es semirrecursivo.
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d) Sabemos que el conjunto dado es semirrecursivo, y su complementario es
unién de un ntmero finito de conjuntos de la forma {(n,z) | z; ¢ B}, luego
basta probar que estos conjuntos son semirrecursivos. Cada uno de ellos es una
antiimagen trivial de uno de los conjuntos

{(m)ew? |mé By}, {(mz)ewxN|og Byl
El primero es {(n,m) € w? | m # n¥}, claramente recursivo, mientras que el

segundo es
@ ¢ By < Vm < (nf) 2(m) # (nf)m <

Vm € wVt € wim < £(nf) At # () ma1 A ax(m) =1),
claramente semirrecursivo. n

Ahora generalizamos el teorema 3.8:

Teorema 3.11 Si X es un espacio producto, un conjunto A C X es semirre-
cursivo si y sélo si existe R C w x X recursivo tal que A =\/n € wR.

DEMOSTRACION: Una implicacién es evidente. Si A es semirrecursivo (po-

demos suponer que no es VaCfO), entonces A = U By(m), con y recursiva.
new

A(z) «+ Vn e wz € By(n) <> Vmn € w(y(n) =m Az € By,)
s Vnewymd)=nInec B,z).

Basta probar que el conjunto S = {(n,z) | € B2} es recursivo. Ahora
bien, esto es consecuencia inmediata de las equivalencias siguientes:

S(n,z) < Vm ewn =ni Az € By)
-S(n,z) < Vmew(m=n? Az ¢ B,,)
]

Veamos ahora que el conjunto R del teorema anterior puede tomarse, de
hecho, en w™ts+1,

Teorema 3.12 Un conjunto A C X% es semirrecursivo si y sdlo si existe un
B C wtstY recursivo tal quet

A(ny, ... ,np 1, ..., 1) < Vm €w B(m,ny,...,n., 21(m),...,Ts(m)).
Ademds podemos exigir que
B(m,ni,...,n.,T1(m),...,Ts(m)) Am <m/

— B(m',n1,...,n., 21 (m'), ..., Ts(m)).

1 Asf se pone de manifiesto que para comprobar si un elemento p = (n1,...,np, T1,...,2s)
pertenece a un conjunto semirrecursivo solo tenemos que ser capaces de calcular las r + s-
tuplas de ntmeros naturales (ni,...,nr,Z1(m),...,Zs(m)) (lo cual es posible siempre que
las funciones z; sean recursivas) y hacer sobre ellas una comprobacién recursiva (que puede
depender también de m, lo cual es redundante cuando s > 0, pues m puede recuperarse como
m = £(Z1(m)). Si esta comprobacion es positiva para un m, tenemos la garantia de que p € A,
pero si p ¢ A, en principio nada nos asegura que podamos llegar a saberlo.
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DEMOSTRACION: Supongamos que A es semirrecursivo (y, sin pérdida de

generalidad, no vacio). Entonces A = | By (n), con y recursiva. Por tanto
new

Alny, ... np @1, x) < VE€w (na,... 0y, @1, ..., 35) € By <
VmewVt <m (ny =y(t)g"™* A Anp = y(t) "3
Ayt Czi(m) A Ay(6)7T5 ) C Ts(m)).
Basta definir

B(ma Niyeeoy Npy UL, - - ,Us) s \/t < m(nl = y(t)6+b N Ay = y(t);i—i
ANyt Cur A Ay(t)IT3 4 C ).

Reciprocamente, si existe B, entonces el conjunto
{(m,n1,...,np,x1,...,25) | B(m,ny,...,n.,Z1(m),...,Ts(m))}
={(m,n1,...,nm,21,...,25) | Vui - us €w(ur = z1(m) A+ Aug = T4(m)
AB(m,ng,...,npur,...,us))}
={(m,n1,...,nm, w1, ..., 25) | Vur - ug € w(l(ur) = -+ = L(us) =m A
21 € By, N+ ANxg € By, AN Blm,ny,...,np,u1,...,us)}

es claramente semirrecursivo, luego A también lo es. L]

Terminamos la secciéon con unos resultados técnicos sencillos que nos seran
utiles méas adelante:

Teorema 3.13 Si X es un espacio producto, un conjunto A C X es semirre-
cursivo st y solo si existe un R C w semirrecursivo tal que

A(z) +» Vm € w(x € B, A R(m)).

DEMOSTRACION: Podemos suponer que A # @, con lo que A = J Bym),
donde x es recursiva. Entonces new

A(z) < Vm € w(z € By AVn € wm = z(n)). "

Teorema 3.14 Si X es un espacio producto, un conjunto A C w x X es semi-
rrecursivo si y sélo si eviste R C w? semirrecursivo tal que

A(n,z) < Vm € w(z € B,y A R(n,m)).

DEMOSTRACION: Por el teorema anterior existe un conjunto semirrecursivo
R’ C w tal que

An,z) < Vu € w((n,z) € B, A R'(u)) +

Vmew(z e By AVuew(u=(nmy™,...omL3 ), . AR (u)).
y basta tomar
R(n,m) & Vu e w(u=(n,mg™, ... om;T5 1), AR(w). =
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Teorema 3.15 Si X es un espacio producto, un conjunto A C X x N es ¥ si
y sdlo si existe un conjunto B C X x w? recursivo tal que
A(z,y) + Vm € w B(x,5(m), m).
Ademds podemos exigir que
B(z,g(m),m) Am <m’ — B(z,y(m’),m’).

DEMOSTRACION: Obviamente, un conjunto que cumpla el enunciado es X9.
Reciprocamente, si A es X9, por 3.13 existe un conjunto R C w semirrecursivo
tal que

Az,y) < Vm e w ((z,y) € BﬁXN A R(m)).
Si X = X7, definimos

R (u,v) & Vm ew (m= (uf™, ... ,ulis_,, A R(m)).

U>r+s+1
Es claro que R es X0 y
A(z,y) < Vuv €w (z € BX Ay € BY AR (u,v))
Por 3.11 existe un conjunto R” C w? recursivo tal que
Az, y) & Vnuv € w (x € BX Ay e BY AR"(n,u,v))
< Vm e wVnuw <m (z € BX Avcg(m) AR (n,u,v)).
Definimos

B(z,p,m) < V'nuv <m (z € BX AvCpAR'(n,u,v)).

Claramente B es recursivo y cumple lo pedido. [

3.3 Funciones recursivas en espacios producto

Generalizamos ahora el concepto de funcion recursiva, lo que nos dara una
version efectiva del concepto de aplicacion continua. Empezamos caracterizando
la continuidad en términos del concepto siguiente:

Definicion 3.16 Sea f : X — Y una aplicacion entre espacios producto.
Llamaremos G C w x X al conjunto dado por G (n,z) < f(z) € BY.

Observemos que G7 determina completamente a f, pues

{f@)}y= (B

Gf(n,x)

La caracterizacion de la continuidad es la siguiente:
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Teorema 3.17 Una aplicacion f : X — Y entre dos espacios producto es
continua si y sélo si GT es abierto en w x X.

DEMOSTRACION: Si f es continua y (n,z) € G¥, entonces f(x) € BY, luego
existe un m € w tal que z € BX C f~1[BY], luego (n,r) € {n} x BX c G/,
luego G7 es abierto.

Reciprocamente, si Gf es abierto y z € f~![BY], entonces (n,z) € GY,
luego existe un m € w tal que {n} x BX c Gf, luego x € BX c f~'[BY], luego
f71[BY] es abierto y f es continua. "

A partir de aqui podemos introducir un concepto més general que el de
funcién recursiva:
Definicion 3.18 Sea I" una clase de conjuntos definida sobre los espacios pro-
ducto.? Una aplicacion f : X — Y es I'-recursiva si G € T.

Diremos que T' es una clase ¥ si contiene a los conjuntos semirrecursivos
y es cerrada para conjunciones, disyunciones, Vi < n, Ak <n, Vk € w y
sustituciones triviales.

De este modo, la clase de los conjuntos semirrecursivos es la menor clase 3.
Definiremos las funciones recursivas (equivalentes a las funciones continuas en
la teoria efectiva) tomando como I' la clase de los conjuntos semirrecursivos,
que son el anédlogo efectivo de los conjuntos abiertos. Pero antes de considerar
este caso particular probaremos algunos hechos generales sobre funciones I'-
recursivas respecto de clases Y. Empezamos por esta caracterizacion:

Teorema 3.19 Sea I' una clase . Una funcion f : X — Y entre espacios
producto es I'-recursiva st y sdlo si, para todo A C w x Y semirrecursivo, el
conjunto A C w x X dado por A (n,x) <> A(n, f(z)) estd en T.

DEMOSTRACION: Si f es I'-recursiva y A es semirrecursivo, por 3.14 podemos
representarlo en la forma

A(n,y) & VVm € w(y € B, A R(n,m)),
donde R C w? es semirrecursivo. Entonces
Al (n,x) & VVm € w(f(x) € By A R(n,m))
< Vm € w(GY (n,z) A R(n,m)),
luego A/ €T.

Reciprocamente, si se cumple la condicién, consideramos el conjunto recur-
sivo dado por A(n,y) <> y € B,,. Entonces

Al (n,z) & f(x) € B, « G (n,x)

luego, G € Ty f es I-recursiva. ]

2Recordemos que esto significa que T' asigna a cada espacio producto X una familia T'(X)
de subconjuntos de X, aunque, si A C X y X se deduce del contexto, escribimos A € I" en
lugar de A € T'(X).
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Para entender qué se esconde bajo la definiciéon técnica de I'-recursion em-
pezamos observando que basta estudiar las funciones que toman iméagenes en w
oen N:

Teorema 3.20 Sea I' una clase . Una funcion f: X — Y es I'-recursiva si
y solo si lo son sus funciones coordenadas.

DEMOSTRACION: Sea f(z) = (f1(z),..., fx(x)). Si f es I-recursiva, enton-
ces
GTi(n,z) < fi(x) € B, & Vm € w(mf =n A f(z) € Bp)
= Vmewml =nAGH(m,z)),
luego Gfi € T'y cada f; es I-recursiva.

Si cada f; es I'-recursiva, entonces

GT(m,x) < f(z) € By < fi(x) € B N A fe(@) € B

o G mE o)y A AGTE(mE_ | x)
< Vng--nir_1(no :mg A Anp_1 :m’g_l
A G (ng,z) A - A GIE (g1, ),
luego G7 €Ty f es I'-recursiva. m

Esto nos lleva a estudiar, en primer lugar, las funciones I'-recursivas con
imagen en w:

Teorema 3.21 Sea I' una clase ¥ y X un espacio producto. Una funcion
f: X — w es I'-recursiva si y sélo si su grifica Gy € T'.

DEMOSTRACION: Si f es I'-recursiva, la relacion R(m,n) <> m = n es
recursiva y

f(x) =m < R(m, f(z)) < R (m,x),
luego Gy = R/ €T por 3.19.
SiGy el y ACwxw es semirrecursivo, entonces
Al (n,2) & An, f(x)) < Vm € w(f(z) = m A A(n,m))
< Vm e w((x,m) € Gy A A(n,m)),
luego A7 € T'y f es I'-recursiva por 3.19. n
El caso de funciones con valores en N se reduce al anterior:
Teorema 3.22 Sea I' una clase ¥ y X un espacio producto. Una funcion

f: X — N es I'-recursiva si y sélo si la funcion f* : w x X — w dada
por f*(n,z) = f(x)(n) es I-recursiva.
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DEMOSTRACION: Si f es I-recursiva, sea R(u,z) > z(u3) = u?, semirrecur-
siva (por 3.10). Entonces la relacion

RY (u, ) ¢ R(u, f(x)) & f(z)(u) = ui
estd en I' por 3.19 y
f(n,x) =m < f(x)(n) =m < R ((n,m),, ),
luego Gy~ € I'y f* es I'-recursiva por el teorema anterior.
Reciprocamente, si f* es I'-recursiva,
GT(u,x) & f(x) € By < An < £(u) f(2)(n) = up, < An < L(u) f*(n,z) = u,

< An < l(u) (n,2,u,) € Gy,
de donde se sigue inmediatamente que G/ € T, luego f es I-recursiva. "

Ahora probamos el teorema que nos permite extender el concepto de funcion
recursiva:

Teorema 3.23 Sea I' la clase de los conjuntos semirrecursivos. Una funcion
f:w™ — w es I'-recursiva si y sélo si es recursiva.

DEMOSTRACION: Si f es recursiva, la relacion f(x) = m es recursiva, luego
Gy €T, luego f es I'-recursiva por 3.21.

Si f es I'-recursiva, entonces Gy es semirrecursiva y el teorema 3.8 nos da un
conjunto recursivo R C w1 tal que f(z) = n <> \/m € w R(x,n,m). Entonces

f(x) = (un R(x,ng,n?))5
es recursiva. -

Definicién 3.24 Una aplicacién f : X — Y entre espacios producto es recur-
siva si es T-recursiva, donde I es la clase de los conjuntos semirrecursivos.?

Acabamos de probar que esta definicion extiende a la que ya teniamos para
funciones w™ — w. El teorema 3.17 implica que las funciones recursivas son
continuas.

Veamos ahora algunas propiedades elementales:

3Consideremos el caso de una funcién f : X — w. Si es recursiva, entonces la grafica
G es semirrecursiva, luego, para cada a € X cuyas componentes que sean funciones sean
recursivas, al plantearnos si (a,k) € Gy, si es cierto podremos saberlo en un ntmero finito
de pasos. Por lo tanto, podemos ir probando si (a,0) € Gy, (a,1) € Gy, (a,2) € Gy, ...,
y tras un tiempo finito una de las comprobaciones terminard con resultado positivo, lo que
significa que siempre podemos acabar sabiendo cuanto vale f(a). En el caso de f: X — N,
el teorema 3.22 nos da que conocemos f(a) en el sentido de que podemos calcular cualquier
f(a)(n), es decir, que f(a) es una funcién recursiva. Luego demostraremos esto formalmente.
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Teorema 3.25 Sea I' una clase X.
a) Toda funcidn trivial es recursiva.

b) Sif: X —Y esT-recursivayy g:Y — Z es recursiva, entonces fog
es I'-recursiva. En particular, la composicion de funciones recursivas es
TeCUTSiva.

c¢) Si f: X — Y es D-recursiva y A C Y es semirrecursivo, entonces
f7A] estd enT. En particular, la clase de los conjuntos semirrecursivos
es cerrada para sustituciones recursivas.*

d) Un conjunto A C X estd en A =T NI siy sélo si X4 €s I'-recursiva.
En particular, un conjunto es recursivo si y sélo si lo es su funcion carac-
teristica.

DEMOSTRACION: a) Las funciones coordenadas de una funcion trivial son
proyecciones f(x) = x;, que son recursivas, porque

Gf(n,x) < f(x) € B, > x; € By,

luego G7 es semirrecursivo por ser antiimagen de un conjunto semirrecursivo
por una aplicacion trivial.

b) Tenemos que
GI°9(n,x) < g(f(x)) € By ¢ G (n, f(2)) « (GU) (n,x).

Por definicién, GY es semirrecursivo y por 3.19 el conjunto (G9)f esta en T,
luego de nuevo por 3.19 concluimos que f o g es I'-recursiva.

c¢) Por 3.13, existe R C w semirrecursivo tal que
A(y) < Vm € w(y € B,y A R(m)).
Por lo tanto:
z e fAl & Vm e w(f(x) € By A R(m)) < VVm € w (G (m,z) A R(m)),

luego f~1[A] esta en T.

d) Si A esta en A, entonces

G*A(m,z) < x ,(x) =m < (A(x) Am=1) V (~A(z) A m = 0),

luego GXA €Ty X 4 es I-recursiva.

Si x , es I'-recursiva,

A(x)<—>XA(z)leVnGw(XA(x):n/\nzl)
< Vn ew(G*A(n,z) An=1),

luego A € T', e igualmente se razona que ~A € I, luego A € A. n

4Esto es el equivalente efectivo de que las antiiméagenes continuas de los conjuntos abiertos
son abiertas.
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Ahora tenemos que demostrar que una serie de funciones “béasicas” son re-
cursivas. Empezamos con las siguientes:

Teorema 3.26 Las funciones siguientes son recursivas:

a)

b)

f:wxN— wdada por f(n,z) = z(n).
(Por 3.10 y 3.21.)

f:wxN— wdada por f(n,z) = z(n).
En efecto, f(n,z) = u > £(u) = n A N\i < l(u) z(i) = u;.

El homeomorfismo natural f, : N — N, al igual que su inversa.

En efecto, sus funciones coordenadas son las aplicaciones f* dadas por
x — 2z, donde z'(m) = x(n - m + i), y todas ellas son recursivas pues

(1) (m,x) = 2} (m) = x(n - m +1),
y su grafica es
(fz‘n)*(mﬁc):kHVUEw(u:n~m+i/\x(u):k),

claramente semirrecursiva.

Por lo tanto, f, es recursiva. Por otra parte:
(D (m, o, .. yxn) =k < £ (w0, .. 20)(m) = k <
Vuew(m=n-unzo(u)=k)VVuecwm=n-u+1Az(u)=k)
VeevVuewm=n-u+n—1Az,1(u) =k).

Cada relacion z;(u) = k es semirrecursiva, pues es la grafica de la funcion
trivial x — x;, luego la grafica de (f, 1)* es semirrecursiva, luego (f,1)*
es recursiva, luego f,; ! también lo es.

El homeomorfismo natural f. : N — w” x N, al igual que su inversa.

Sus primeras funciones coordenadas son las aplicaciones x — z(i), que ya
hemos visto que son recursivas. La ultima funcion coordenada es x + z”,
donde z" () = x(r + 7), que se prueba que es recursiva analogamente a
como hemos visto en el apartado anterior. Por otra parte,

(f;l)*(mvnlv"wnrvx):kﬁfrjl(nlv"'vnrax)(m):k<_>
(m=0Ak=n)V---V(m=r—1Ak=n.)V

m>rAVuewm=r+unk=uazu))),

y concluimos que f~! es recursiva como en el apartado anterior.
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e) Las funciones coordenadas del homeomorfismo natural N — N%.
Se trata de las funciones x — x;, donde z;(n) = x({i,n),). Mas atn, lo es
la funcion f(i,x) = z;, pues

ffimyi,z) =k o x;(m) =k < z2((i,m),) =k <

Vu € w(u=(i,m), A x(u) = k),

luego f* es recursiva, y f también. La aplicacion & — x; (para un i fijo)
se obtiene de f componiéndola con la aplicacion = — (i, ), claramente
recursiva.

De los resultados anteriores se sigue inmediatamente que todos los espacios
producto X"® con s # 0 son recursivamente homeomorfos, es decir, que entre dos
de ellos se puede establecer un homeomorfismo recursivo con inversa recursiva.
Teniendo en cuenta que la biyeccion natural (), : w" — w y su inversa son
también recursivas, lo mismo es cierto para los espacios X"® con s = 0.

Los elementos de N pueden verse como puntos del espacio N y como funcio-
nes w — w. Para combinar y generalizar estos dos puntos de vista conviene
introducir el concepto siguiente:

Definicion 3.27 Sea X un espacio producto, x € X y I' una clase de conjuntos.
Diremos que x es I'-recursivo si {n € w | x € B,} € T.

El teorema siguiente muestra que este concepto es mas trivial de lo que
parece:

Teorema 3.28 Sea I' una clase X.
a) Sin € w, entonces n es I'-recursivo.

b) Si x € N, entonces x es D-recursivo si y solo si lo es como aplicacion
Tiw— w.

c) Si X es un espacio producto y x € X, entonces x es I'-recursivo si y sdlo
si, para todo espacio producto Y, la funcion constante c, : Y — X es
I'-recursiva.

d) Si X es un espacio producto y x € X, entonces x es I'-recursivo si y sélo
si lo son sus coordenadas.

DEMOSTRACION: a) {m € w | n € B,,} = {n}, recursivo, luego n es I'-
recursivo.

b) Si z es I'-recursivo, entonces
z(m)=n+ Vu € w(x € By, Am < L(u) A Uy, =n),

luego G, € T y x es I'-recursiva como aplicacion.
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Si z es I'-recursiva como aplicacién, entonces
z€B, < Vuew(l(n)=u+1ANAv<uz)=n,)
sVuewln)=u+1ANAv<u(VNw e ww=n, Az@)=uw))).
Es claro entonces que esta relacion esta en I', luego x es I'-recursivo.

c) Basta tener en cuenta que
G (n,y) <> cx(y) € By, <>z € B,,.

d) Se deduce del apartado anterior y de 3.20. "

3.4 Relativizacion

Hasta ahora, aunque hemos definido algunos conceptos para clases arbitra-
rias de conjuntos I', s6lo hemos considerado la clase de los conjuntos semirre-
cursivos. Conviene tener a mano una familia de clases asociadas que resultan
ser el nexo entre la teoria efectiva y la teoria clésica:

Definicién 3.29 Sea I una clase de conjuntos, Y un espacio productoey € Y.
Llamaremos I'(y) a la clase de los subconjuntos A C X de cada espacio producto
X tales que existe un B € I'(X x Y) de manera que Az € X (A(z) < B(x,y)).
Asi, a cada clase I' le podemos asociar la clase

r= | Ia)

aeN
Teorema 3.30 Sea I' una clase X.

a) Si X es un espacio producto y a € X, entonces I'(a) es una clase X,
I' cT'(a) y a es I'(a)-recursivo.

b) Si f: X — Y es una aplicacion T-recursiva y x € X, entonces f(x) es
['(z)-recursivo.

¢) SiTV es una clase ¥ cerrada para sustituciones I'-recursivas, T C TV y a
es I -recursivo, entonces I'(a) C TV (en particular, T'(a) =T").

DEMOSTRACION: a) Si A € T', entonces B = A x X € T, pues es antiimagen
trivial de A, y A(z) < B(z,a), luego A € T'(a). Por lo tanto, I' C I'(a) vy, en
particular, I'(a) contiene a los conjuntos semirrecursivos.

Si A, B €TI(a),sean A’, B’ enT tales que A(x) <» A'(x,a), B(x) <» B'(z,a).
Entonces (A A B)(z) +» (A" A B')(z,a), luego A A B € I'(a). Igualmente se
prueban las demés condiciones de clausura. Veamos tinicamente la clausura para
sustituciones triviales. Si f : Z — Y es una aplicacion trivial y A € I'(a)(Y),
entonces f = f x I : Z x X — Y x X también es trivial, y

ze fUAl & f(z) € A (f(2),a) € A & f(z,a) € A & (2,a) € f1A]

y el dltimo conjunto esta en I', luego f~1[A] € I'(a).
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Falta probar que a es I'(a)-recursivo, pero esto es el caso particular del
apartado siguiente, tomando como f la identidad.

b) f(z) € By + G/ (n,x) y G/ €T, luego {n € w | f(z) € B} € T'(2), y
esto significa que f(x) es I'(z)-recursivo.
¢) Sea A CY un conjunto en I'(a). Sea A" € T tal que A(z) +» A'(z,a). La

funcion constante ¢, : w — X es IV-recursiva, luego g : w x Y — Y x X dada
por g(n,z) = (z,a) es I"-recursiva, luego B =g 1[A'] €T’y

A(z) & Vn € wB(n,z),

luego A e T". n

Definicion 3.31 Si I' es la clase de los conjuntos semirrecursivos, a las fun-
ciones I'(a)-recursivas se las llama funciones recursivas en a e igualmente a los
puntos I'(a)-recursivos se les llama puntos recursivos en a.

Nota Para el caso de funciones f : w"™ — w, existe una definicién alterna-
tiva de la recursividad en un a € N. No la vamos a necesitar aqui, pero la
comentamos porque es mucho més habitual que la que hemos dado:

Una funciéon f es recursiva en a si existe una sucesion de funciones
fi,---, fm tal que f,, = f y cada f; es una de las funciones c, s, pf
0 a, o0 bien esté definida por composicién, recursiéon o minimizacion
a partir de funciones anteriores de la sucesion.

A su vez, esto se interpreta como que cada valor f(nq,...,n,) puede calcu-
larse mediante un algoritmo explicito supuesto que podamos conocer cualquier
valor a(n) que resulte necesario, pero sin exigir que esto pueda hacerse a su vez
mediante un algoritmo. En palabras de Turing, f es recursiva en a si f puede
calcularse explicitamente siempre y cuando podamos consultar un “oraculo” que
nos revele cualquier valor a(n) que necesitemos en el calculo.

Para probar que toda f funciéon recursiva en a en el sentido de la definicion
3.31 lo es también en el sentido de esta nota observamos que el conjunto

{(z,n) € 0" | f(z) = n}
es recursivo en a, luego existe A C w"t! x Y semirrecursivo tal que
f(x) =n<+ (z,n,a) € A.

A su vez, una minima variante del teorema 3.14 nos da un conjunto semirrecur-
sivo R C w"*? tal que

f(x)=n+ Vmew(a€ By A R(z,n,m)).
A su vez, R(z,n,m) > Vu € wS(z,n,m,u), donde S es recursivo, luego

f(x)=n < Vmu e w(a € By, AS(z,n,m,u)).
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Ahora observamos que la relacion
T(m) > a € By, < N\i < £(m) m; = a(i)
es recursiva en a en el sentido de esta nota,® luego también lo es la funcién
g(x) = po\/'m < v(m =v3 Aa € By A S(z,v3,m,v3).

Notemos que siempre existe un v € w en las condiciones de la definicion de g,
por lo que la definicion por minimizacién es correcta. Entonces, f(r) = g(z)3
es recursiva en a en el sentido de esta nota.

Reciprocamente, si f es recursiva en a en este sentido, se demuestra que lo es
en el sentido de 3.31 por induccién sobre la longitud de una derivacién recursiva
en a de f. L]

Teorema 3.32 Si I' es una clase ¥, un punto x es recursivo eny ey es I'-
recursivo, entonces x es también I'-recursivo.

DEMOSTRACION: Que x sea recursivo en y € Y significa que existe R C wxY
semirrecursivo tal que = € B,, <+ R(n,y). Por otra parte, la funcién constante
¢y : w — Y es I'-recursiva, luego R/ €T por 3.19, donde

R%(n,m) <> R(n,y) < x € By,

luego {n € w| z € B,} €T, pero esto significa que x es I-recursivo. "

Definicién 3.33 Si z,y € N, diremos que x es reducible Turing a y si x es
recursivo en ¥, y lo representaremos mediante x <p y.

El teorema anterior afirma que la relacion <t es transitiva, mientras que
3.30 a) implica que es reflexiva. Por lo tanto, se trata de un preorden.

Diremos que z,y € N son equivalentes Turingsix =r y < x <r y Ay < .

Obviamente, la equivalencia de Turing es una relacién de equivalencia en N.
Los elementos del conjunto cociente D se llaman grados de Turing. La relacion
<7 induce una relacién de orden parcial en D. Obviamente, D tiene un minimo
elemento O, que es el grado formado por todas las funciones recursivas.

3.5 Funciones recursivas parciales en espacios pro-
ducto

El concepto de funciéon recursiva tiene un “defecto”, y es que no siempre es
posible saber si una definicién dada corresponde o no a una funcién recursiva.

5Aqui usamos que todos los resultados elementales demostrados en [L] sobre funciones
recursivas se generalizan trivialmente a funciones recursivas en a.
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En términos de la definicion dada en [L 7.1 el problema esta en la definicion
por minimizacion, pues una definicién de la forma

f(a'h"'va'k) :M’n‘g(a’lv"'vakan) =0

s6lo define una funcién recursiva si para cada aq, ..., a, € w existe al menos un
ntmero 1 que cumpla g(aq,...,ax,n) = 0y, en principio, no hay una forma de
verificar si es asi aunque la funcién g sea recursiva. Esto lleva a la definicion de
las funciones recursivas parciales:

Definicién 3.34 Si X e Y son dos espacios producto, diremos que f : X — Y
es una funcion parcial si f : D — Y, para cierto D C X, sin descartar el caso
en que D = &. Cuando D = X diremos que la funcion f es total (de modo que
toda funcion total se considera parcial por definicion). No obstante, si decimos
que f es una funcién, sin especificar si es total o parcial, se entenderd que es
total.

Si z € X, usaremos la notacion f(z)] para indicar que la funcién parcial f
esta definida en el punto x. A veces se usa la notacion f(x)1 para indicar que
f no esta definida en =x.

Todas las funciones parciales (no totales) que nos van a aparecer se reducen
en ultima instancia a funciones definidas por minimizacién parcial en el sentido
siguiente:

Definicion 3.35 Una funcion f : X — w esta definida por minimizacion
parcial a partir de una funcién parcial g : w X X — w si

f(@)l < Vn € w(Ak <ng(k,2)| A g(n,x) =0)
y en tal caso
f(@) =png(n,z) =0

Ahora conviene observar que las definiciones de composiciéon y recursion de
funciones requieren también ciertas precisiones naturales en el caso de funciones
parciales. Las presentamos para espacios producto arbitrarios:

Definicién 3.36 Dadas dos funciones parciales g: X — Y y h:Y — Z, su
composicion se define como la funcién parcial go h : X — Z tal que

(goh) (@)l g(x) A hlg(x)))
y en tal caso (g o h)(z) = h(g(x)).

En [L 7.1] definimos la composiciéon de una funcién h : w™ — w con otras
m funciones g; : W™ — w, porque alli trabajabamos tnicamente con funciones
con imagen en w. KEn ese contexto, si las funciones h y g; son parciales, su
composicion se define como la funcién parcial f : w™ — w tal que

@) Ni(L < i <m = gi(a)) Ahlgi(@), ., gm(@)L

y en tal caso

f(fﬂ) = h(gl(x)a ce agm(x))'
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Notemos que esta composicion coincide con la composicion (en el sentido de
la definicién 3.36) de la funcién parcial h y la funciéon parcial g : W — W™
cuyas funciones coordenadas son las funciones parciales g; (definida en cada
x € w™ donde lo estén todas las g;).

Definicion 3.37 Una funcién parcial f: w x X — Y esta definida por recur-
sion a partir de las funciones parciales g : X — Y yh:wxY xX — Y
si

f,a)l o g@) A Nk <n (f(k, @)L A bk, f(k,2), 2)])

y en tal caso
F0,2) = g(x) ANk <n f(k+1,2) = h(k, f(k,x), ).
(Dejamos al lector definir la variante en que f:w — Y.)

Notemos que esta definicion extiende a la que ya teniamos para funciones
totales con X =w" 1 Y = w.

Nuestro proposito es generalizar el concepto de funcién recursiva parcial
f : w" — w definido en [L 7.14], pero antes necesitamos recordar algunos
hechos sobre estas funciones:

En [L 7.23] definimos un conjunto recursivo C' C w de cddigos de funcio-
nes recursivas parciales, de modo que cada ¢ € C tiene asignada una funcién
recursiva parcial f. : w" — w (donde el nimero de argumentos r = Nar(x)
depende recursivamente de ¢), de modo que toda funcién recursiva parcial es
de la forma f., para cierto ¢ € C, y el conjunto A C w formado por® todos
naturales de la forma (c, z, m) tales que ¢ € C, = (ay,...,a;) con k = Nar(c)
y m = fe(a,...,ax), es un conjunto semirrecursivo, pero no recursivo [L 7.26].

De aqui se desprenden varias consecuencias de interés. El primero de ellos
afirma que si f : w*® — w es una funcién recursiva parcial que, casualmente,
esta definida en todo w”, entonces es una funcién recursiva. Notese que esto no
es inmediato a partir de las definiciones.

Teorema 3.38 Toda funcion total recursiva parcial f : wF — w es recursiva.

DEMOSTRACION: Como A es semirrecursivo, el teorema 3.11 nos da un
conjunto recursivo R C w? tal que

Ancwne A« Vmew (m,n) €R).

6En la definicion de los conjuntos C'y A presentada en [L] usdbamos una codificacion de
las sucesiones finitas de nimeros naturales distinta de la que estamos considerando aqui, pero
es trivial que todo vale sin cambio alguno con la que estamos empleando ahora. Esto hace
que los conjuntos C' y A que vamos a considerar aqui (definidos en términos de la codificacién
de sucesiones finitas introducida en la seccién 3.1) no son exactamente los mismos definidos
en |L|, pero cumplen los mismos resultados demostrados alli.
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Sea n € C tal que f = f,. Supongamos f que es total. Entonces, para todo
r € w” esta definido f,(x) = a, luego (n, (x),a) € A, luego existe un b € w tal
que (b, (n,{x),a)) € R. Si llamamos ¢t = (a,b), resulta que

Nz € W\t e w (ta, (n,(z),t1)) € R

y la relacion S(z,t) <> (t2, (cn(z), (x),t1)) € R es recursiva. Por consiguiente,
la funcién ¢ : w* — w dada por

g(x) = pt (t2, (n, (x) 1)) € R

es recursiva, luego f,,(t) = g(x); también lo es. "

Asi pues, a partir de aqui podemos considerar a las funciones recursivas
f:w® — w como un caso particular de las funciones recursivas parciales.

Teorema 3.39 Un conjunto B C w” es semirrecursivo st y solo si es el dominio
de una funcion recursiva parcial.”

DEMOSTRACION: Una funcion recursiva parcial es de la forma f,, : w" — w,
para un n € C. Se cumple

fa(@)L e Vm (n, (z) ,m) € A,

y es claro que la relacion de la derecha (para un n fijo) es semirrecursiva. Por
ejemplo, porque podemos expresarla en la forma

Vmm' (m', (n, (z) ,m)) € R,

con R recursivo y podemos aplicar el teorema 3.7 e).

Reciprocamente, si B C w” es semirrecursivo, por 3.11 existe un conjunto
recursivo R C w™? tal que z € B <+ \/m € w (m,z) € R. Entonces la funcién
recursiva parcial

f(z) = pm (m,z) € R

tiene a B por dominio. m

El teorema siguiente muestra que, al estudiar las funciones recursivas par-
ciales, en realidad estamos estudiando una tnica funcién:

Teorema 3.40 Eziste una funcion recursiva parcial U : w? — w tal que, para
todo (n,z) € w x W<¥, se cumple

Uln, (@)l < n e CA falx)l,

y en tal caso U(n, (x)) = fu(x).

"Puesto que hay conjuntos semirrecursivos que no son recursivos, este teorema implica que
no existe ningin algoritmo que nos permita saber si una funcién recursiva parcial arbitraria
esta definida o no en un punto dado.
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DEMOSTRACION: El teorema 3.11 nos da un conjunto recursivo R C w? tal
que
An € wn e A+ Vmew (m,n) €R).

La funcion parcial
g(TL, Z) = ,U;t (t27 <7’L, Z,t1>) €ER

es recursiva parcial, y esta definida en (n, (x)) si y solo si existe (m,w) € w? tal
que (m, (n,{x),w)) € R, lo que equivale a que (n, (z),w) € A, y esto equivale
asuvezaquen € Cy f,(x) = w. Es claro entonces que la funciéon parcial
U(n,z) = g(n, z)2 cumple lo pedido. "

La funcién U es lo que se llama una funcion recursiva parcial universal. De
ella obtenemos otro ejemplo de conjunto semirrecursivo que no es recursivo:

Teorema 3.41 El dominio de la funcion universal U es un subconjunto de w?
SEMITTECUTSIVO, PETO MO TECUTSIVO.

DEMOSTRACION: Sea D el dominio de U. Ya hemos visto que el dominio
de cualquier funcién recursiva parcial es semirrecursivo. Si D fuera recursivo,
también lo seria el conjunto E dado por

ne€FE + (n,{n)) ¢D,

luego seria el dominio de una funcién recursiva parcial f,, : w — w, para cierto
n € C. Pero entonces

contradiccion. n

En [L 724] se demuestra que el conjunto C' de los codigos de las funciones
recursivas parciales es recursivo. En cambio:

Teorema 3.42 El conjunto Cy de los cddigos de las funciones recursivas no es
SEemITTecursivo.

DEMOSTRACION: Supongamos que Cj es semirrecursivo. Entonces también
lo seria el conjunto

Ci=Con{necw|ln)=2A (n1)o =1},

que es el conjunto de los codigos de las funciones recursivas de una variable. Por
lo tanto, existe una funcion recursiva g : w — w tal que glw] = C;. La funcién

f(n) =U(g(n),(n)) +1

seria, por una parte, una funcién recursiva parcial y, por otra, una funcion total,
pues la funcion f,(,,) es total, luego U(g(n), (n)) esta definido. Asi pues, f seria
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una funcién recursiva de una variable, y serfa de la forma f = f;(,,), para cierto
m € w. Pero entonces

fg(m)(m) = f(m) = U(g(m)7 <m>) +1= fg(m)(m) +1,

contradiccién. -

Para generalizar el concepto de funciéon recursiva parcial a funciones entre
espacios producto nos apoyaremos en el teorema siguiente:

Teorema 3.43 Una funcion parcial f : w"™ — w de dominio D C w" coincide
sobre D con una funcién recursiva parcial si y solo si existe un P C w't!
semirrecursivo tal que

Az € DAn € w(f(x) =n < P(n,z)).

Si se da esta condicion y D es semirrecursivo, entonces f es recursiva parcial
con dominio exactamente D.

DEMOSTRACION: Supongamos que existe una funcién recursiva parcial, que
serd de la forma f,,, para cierto m € C, que esta definida en D y coincide con
f en dicho conjunto. Por consiguiente,

Az € DAn € w(f(z) =n < (m, (z),n) € A)
y, como el conjunto A es semirrecursivo, basta definir
P(n,z) < (n, (z),m) € A,
de modo que P es semirrecursivo por ser antiimagen de A por una funcion
recursiva.

Reciprocamente, si existe el conjunto semirrecursivo P, por el teorema 3.11
existe un conjunto recursivo R C w"*? tal que

An € wA\z € W (P(n,z) < Vm € w R(m,n, z).

La funcién parcial g(x) = ut R(t3,t2, ) esta definida si y solo si existen
m,n € w tales que R(m,n,r), es decir, si y sélo si V/n € w P(n,z), lo cual
sucede en particular para todo x € D, en cuyo caso el tnico n que cumple
P(n,z) es n = f(z). Por lo tanto, la funciéon parcial h(z) = g(x)? es recursiva
parcial y coincide con f en su dominio.

Si suponemos ademas que D es semirrecursivo, existira un conjunto recursivo
R Cc w'tal que Az € w"(z € D < VVm € w R'(m,7)). En el argumento
anterior podemos reemplazar el conjunto R por el conjunto recursivo

R"(m,n,x) <+ R(mZ,n,x) A R'(m}, ).

Asi, la funcion g(z) esta definida si y sélo si existen mg, mi, n € w tales que
R(mg,n,z) A R'(my,z), lo cual equivale a P(n,z) A x € D. Por lo tanto, ahora
el dominio de la funcion g (y de h) es exactamente D. n
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Definicion 3.44 Si f: X — Y es una funcién parcial y D es un subconjunto
de su dominio, diremos que P C w X X computa a f en D si

Az € DAn € w (f(x) € B, ++ P(n,x)).

Si I es una clase de conjuntos, diremos que f es I'-recursiva en D si existe
un P € T que computa a f en D. Diremos que f es I-recursiva parcial si es
I'-recursiva en su dominio. Si ademas dicho dominio esté en I' diremos que f es
estrictamente I'-recursiva parcial. Si ' es la clase de los conjuntos semirrecur-
sivos diremos simplemente que f es (estrictamente) recursiva parcial.

De acuerdo con el teorema anterior, las funciones f : w” — w recursivas
parciales en el sentido de la definiciéon [L 7.14] son las estrictamente recursivas
parciales en el sentido de la definicién que acabamos de dar. Las funciones que
acabamos de definir como “recursivas parciales” son restricciones a un subdo-
minio arbitrario de funciones recursivas parciales. En realidad, es mas habitual
llamar funciones I'-recursivas (y funciones recursivas parciales) a las funcio-
nes que hemos llamado estrictamente I-recursivas (y estrictamente recursivas
parciales), pero nos resultard mas comodo definir funciones I'-recursivas sobre
determinados dominios sin preocuparnos de si la definicion se puede extender o
no a dominios mayores, y por ello cuando hablemos de funciones I'-recursivas o
recursivas parciales lo entenderemos en este sentido ligeramente mas laxo.

Notemos que, en el caso particular en que f es una funcién total, se cumple
que f es I'-recursiva parcial si y sélo si es I'-recursiva en el sentido de la defini-
cion 3.18, pues entonces G es el tnico conjunto que computa a f.

Otra consecuencia trivial de la definicion es que si f es [-recursiva parcial y
f(x)], entonces f(x) es I'(x)-recursivo. En particular, si f es recursiva parcial
y f(x)l, entonces f(x) es recursivo en z.

Teorema 3.45 Si ' es una clase %, toda funcion definida por minimizacion
parcial a partir de una funcion I'-recursiva parcial es I'-recursiva parcial.

DEMOSTRACION: Sea ¢ : w X X — w una funcién I'-recursiva parcial y sea
P C w X w x X un conjunto en I' que la compute. Sea f : X — w la funcion
parcial definida a partir de g por minimizaciéon parcial. Entonces, si f(x)], se
cumple que

f(x) € B, + f(z) =n+ Nk <nVuv(v=u+1Ag(k,z) € B,) A g(n,z) € By

< Nk <nVuv(w=u+1A P(k,x,v)) A P(n,z,0).

Como I' es una clase X, el conjunto Q(x,n) definido por la ultima condiciéon
cumple @ € I' y hemos probado que

f@)—= An(f(z) € By ¢ Q(x,n)),

es decir, que ) computa a f en su dominio, luego f es I'-recursiva parcial. m
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Para que la composicion de funciones I'-recursivas parciales (o incluso tota-
les) sea I'-recursiva no basta con que I' sea una clase 3, sino que necesitamos
exigir una condiciéon méas fuerte que introducimos a continuacion:

Definicion 3.46 Una clase I' tiene la propiedad de sustitucion si para toda
funcién I-recursiva parcial f: X — Y y todo @ € T'(Y) existe Q* € I'(X) tal
que

Nz € X (f(a)l = (Q"(2) & Q(f(x)))-

Observemos que si la funcién f es total el conjunto @* no puede ser sino
Q* = f71Q], luego si I' tiene la propiedad de sustitucién en particular es
cerrada para sustituciones I'-recursivas (totales).

Teorema 3.47 Si I' es una clase X con la propiedad de sustitucion, entonces
la composicion de funciones I'-recursivas parciales es I' recursiva parcial.

DEMOSTRACION: Sean g : X — Y y h : Y — Z funciones I'-recursivas
parciales, sean P C w x X y @ C w X Y conjuntos en I' que las computen y
llamemos f = goh. Si f(x)], tenemos que

Consideramos ahora la funcién parcial ¢’ : w x X — w x Y definida me-
diante® ¢'(n,z) = (n,g(x)). Veamos que g’ es ['-recursiva parcial. Ello se debe
a que si g(z)] , entonces

(m,g(x)) € B, < m =n,"T AVu(n=m"r A g(x) € By),
donde m = (0,m), + 1 es el namero natural tal que £(m) = 1 A g = m. Asi:
g (m,z) € By, < m =n{" T AVu(n=m"r A Pu,z)),

y la dltima expresion prueba que la relacion esta en I'. Por consiguiente, existe
Q* €T tal que

g(@)l = (Q(n, g(x)) < Q*(n,x)).
Por lo tanto,

f@) = An € w(f(z) € B ¢ Q*(n, 1))
y esto prueba que f es I'-recursiva parcial. [

Veamos ahora algunas condiciones sencillas que garantizan la propiedad de
sustitucion:

8En general, cuando definamos una funcién parcial a partir de otras funciones parciales,
se sobrentenderd que la nueva funciéon esta definida donde lo esta la expresion que la define.
Por ejemplo, en este caso el dominio de g’ es w x Dg.
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Teorema 3.48 ) La clase de los conjuntos semirrecursivos tiene la propie-
dad de sustitucion.

b) SiT es una clase X con la propiedad de sustitucion, también la tiene cada
clase T'(a).

c) SiT es una clase ¥ cerrada para \n y para Ny € Y o \ly €Y, entonces
tiene la propiedad de sustitucion.

DEMOSTRACION: a) Sea f : X — Y una funcién recursiva parcial y Q C Y
semirrecursivo. Por 3.13 existe ' C w semirrecursivo tal que

Qy) < Vn(y € B, A Q'(n)).

Por otra parte, sea P C w x X un conjunto semirrecursivo que compute a f
en su dominio. Definimos Q*(z) <+ Vn (P(n,z) A Q'(n)), de modo que Q* es
semirrecursivo y si f(x)| entonces f(z) € B,, <> P(n,z), luego

Q*(z) & Vn(f(z) € Ba AQ'(n)) ¢ Q(f(2)).

b) Sea f: X — Y una funcion I'(a)-recursiva parcial y @ € I'(a)(Y). Sea
Q' €T tal que Q(y) <> Q(y,a). Sea P € I'(a) que compute a f en su dominio
y sea P’ € T tal que P(n,z) <> P'(n,z,a).

Definimos f’: X x N — Y de modo que’
f(x )< VyeYAn(y € B, < P(n,z,2)).
Notemos que si existe tal y, es tnico, y éste es por definicion f/(z, z), es decir:
f'(z,2)d—= An(f'(z,2) € By < P'(n,z,2)).

Asi P’ computa a f’ en su dominio, luego f’ es una funcién I'-recursiva parcial.
Ahora observamos que si f(x)| entonces f'(z,a)l, pues y = f(z) cumple la
condicion para que f’ esté definida, luego, mas concretamente, f'(z,a) = f(x).

Definimos g(z,2) = (f'(x,2),2) y es facil ver que también es T'-recursiva
parcial, luego existe un Q" € T'(X x N) tal que

9(z,2)L = (Q"(z,2) «» Q'(f'(x,2),2)).
En particular:
f@) = (Q"(z,a) & Q'(f'(z,a),a)) = (Q"(z,a) < Q(f(2)).
Por lo tanto, si definimos Q*(z) + Q" (x, a) tenemos que Q* € I'(a) y

@)l = (Q(2) & Q(f(2))),

lo que prueba que I'(a) tiene la propiedad de sustitucion.

9 Aqui tenemos un ejemplo en el que nos aparece una funcién parcial aunque partamos de
funciones totales: no esta claro para qué pares (z,z) existe un y como requiere la definicién
de f’(z, z), por lo que la funcién f’ sélo puede ser I'-recursiva si la dejamos indefinida cuando
no existe tal y.
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c¢) Sea f : X — Y una funciéon I'-recursiva parcial y sea P Cw x X, P € T,
que compute a f en su dominio.
Supongamos que I' es cerrada para \y € Y. Entonces definimos

Q*(z) +» Vy e Y (Q(y) A An(y € B, — P(n,x))),
de modo que Q* € T' y si f(z)}, para todo y € Y se cumple que
An(y € B, = P(n,z)) = An(y € B, — f(z) € By) =y = f(2),

luego Q*(x) « Q(f(x)).

Si I es cerrada para Ay € Y tomamos
Q*(z) ¢ Ay € Y(Q(y) v Vn (P(n,z) Ay ¢ By))

y se concluye analogamente. [

Hemos probado que las funciones definidas por minimizacién parcial o por
composicion a partir de funciones I'-recursivas parciales son I'-recursivas par-
ciales, supuesto que la clase I' cumpla propiedades adecuadas. Ahora faltaria
demostrar que lo mismo es valido para las funciones definidas por recursiéon, pero
sucede que para ello hay que exigir que I' cumpla una propiedad mas fuerte que
la propiedad de sustitucién, y ademas la prueba requiere un resultado nada
trivial conocido como teorema de recursion de Kleene. Asi pues, necesitamos
algin trabajo previo antes de estudiar la recursion con funciones I'-recursivas
parciales.

3.6 El teorema de recursion

En [L 7.28] construimos un conjunto semirrecursivo universal. La definicion
siguiente generaliza este concepto:

Definicion 3.49 Sea Y un espacio producto y I" una clase de conjuntos. Di-
remos que ' estd Y-parametrizada si para todo espacio producto X existe un
conjunto U C X x Y, U €T tal que si A € I'(X) existe un y € Y de modo que

A=U,={ze X | (z,y) € A}.
En tal caso diremos que U es un conjunto Y-universal para I'(X).

Teorema 3.50 Si una clase T' estd Y -parametrizada y a € N entonces T'(a)
también lo estd.

DEMOSTRACION: Se comprueba trivialmente que si U C X X N X Y es
Y -universal para I'(X), entonces U, = {(z,y) € X xY | (z,a,y) € U} es
Y -universal para I'(a)(X). n
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Teorema 3.51 La clase T’ de los conjuntos semirrecursivos estd w-parametri-
zada.

DEMOSTRACION: Definimos G(m,n) « Vr (n,(r,m),1) € A, que es un
conjunto semirrecursivo. Vamos a probar que es w-universal para I'(w).

Si B € T'(w), por 3.8 existe un R C w X w recursivo tal que
B(m) < Vr R(r,m) « \/’I"XR(T, m) = 1.
Sean € C tal que xp,, = f,. Entonces
B(m) < \r fu(r,m) =1« Vr (n,(r,m),1) € A < G(m,n),
luego B = G,,.

Ahora consideremos un espacio producto arbitrario X y un S € I'(X). Por
el teorema 3.13 existe un B € I'(w) tal que

S(z) < VVm (z € B, A B(m)) < \/m (z € B,, A G(m,n)),
para cierto n € w. Definimos entonces
U(z,n) <> VVm(z € B,, A G(m,n)) € Vm(T' AT) CT.

Acabamos de probar que para cada S € T'(X) existe un n € w tal que
S = U,, luego U es w-universal para I'(X). "

Maés en general:

Teorema 3.52 La clase I' de los conjuntos semirrecursivos estd Y -parametri-
zada, para todo espacio producto Y .

DEMOSTRACION: Veamos que I' estd N-parametrizada. Dado un espacio
producto X, definimos U C X x N mediante

U(z,a) < Vn(n#0Aa(0) =0 Az € By &

Vnm(n#0Aa(0)=0Aa(n)=mAx € B,),

con lo que U esta en I

Asi, si a(0) = 1 se tiene que U, = @ y si A € I'(X) no es vacio existe un
y € N recursivo tal que A = J By(). Definimos a(0) =0y a(n + 1) = y(n),
de modo que new

re€ANVn(n#0Aa(0)=0Az € Byy) < (z,0) €U < x € U,.

Por lo tanto, U es N-universal para I'(X).

Por el teorema anterior sabemos que I' también estd w-parametrizada vy,
como todo espacio producto es recursivamente homeomorfo a w o a N, es facil
ver que I' estd Y-parametrizada para cualquier espacio Y. [

Veamos una aplicacién:
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Teorema 3.53 Todo espacio producto contiene un conjunto Semirrecursivo no
TeCUTSIVO.

DEMOSTRACION: En efecto, sea X un espacio producto y sea U C X x X
un conjunto semirrecursivo X-universal para X. Sea V ={z € X | (z,z) ¢ U}.
La funcion f : X — X x X dada por f(z) = (z,z) es recursiva, y como
obviamente -~V = f~1[U], concluimos que =V es semirrecursivo. En cambio, si
V' fuera recursivo, existirfa un z € X tal que V = U,, pero entonces

eV e (v,x)eUw—x ¢V,
contradiccion. Asi pues, =V C X es semirrecursivo y no recursivo. m

Una aplicacion méas importante se obtiene al observar que el conjunto N-
universal U para I'(X) construido en la prueba del teorema 3.52 cumple una
propiedad adicional: si A C X es cualquier abierto no vacio, puede expresarse
como unién de abiertos basicos, es decir, en la forma

A= U Bywm),
new
donde ahora y € N es una funcién arbitraria, no necesariamente recursiva,
pero la prueba de que A = U, es valida igualmente. Mas atn, por definicion,
A € T(y). Ahora es inmediato concluir:

Teorema 3.54 Si I' es la clase de los conjuntos semirrecursivos, entonces la

clase
r= U I'(a)
aeN
definida en 3.29 es la clase de los conjuntos abiertos, luego las funciones I'-
recursivas son las funciones continuas.

DEMOSTRACION: Acabamos de probar que todo abierto estd en una clase
I'(a), para cierto a € N, lo cual nos da una inclusion. Para la contraria basta
observar que todo elemento de I'(a) es por definicion de la forma A, para cierto
A € T'(X xN) semirrecursivo, y en particular abierto, y A, es la antiimagen de A
por una funcién continua, luego es abierto. La ultima afirmacion es consecuencia
inmediata del teorema 3.17. m

Veamos ahora que es posible construir conjuntos universales que cumplan
condiciones adicionales de coherencia:

Teorema 3.55 Sea I una clase w-parametrizada y cerrada para sustituciones
recursivas. Para cada espacio producto X existe un conjunto GX C X x N tal
que GX €T, es N-universal para T'(X) y ademds:

a) Si P C X, entonces P € T ++ existe a € N recursivo tal que P = GX.

b) Para cada par de espacios X, Y, eviste SXY : X x N — N recursiva tal
que
GV (x,y,0) ¢ GV (y, 5% (2, a)).

(Es decir, que si a codifica a P = GX*Y | entonces S*XY (x,a) codifica a P,.)
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DEMOSTRACION: Sea G C wx X XN un conjunto w-universal para I'(X x N)

y definimos
G*(z,a) < G(a(0), z,a'),

donde a'(n) = a(n+1). Es facil ver que G* es N-universal para I'(X) y cumple
la propiedad a).

En particular podemos tomar un conjunto V' € I' que sea N-universal para
T'(N x N) y cumpla la propiedad a). Para cada espacio X definimos

GX (QC, a) A V(’/TX (1’, ag)v ai)v ag)a
donde 7x : X x N — N es un homeomorfismo recursivo. Claramente GX € T.

Veamos que GX es N-universal para I'(X) y cumple la propiedad a).

Tomemos @ C X tal que @ € T [resp. Q € T'|. Sea @ C N x N dado por
Q/(U7 U) A Q(pX (,/T)_{l (U)),

donde px : X xN — X es la proyeccion. Se cumple que Q' € T' [Q’ € T'|, pues
Q' = 7 rx[px'[Ql]] v es facil ver que si una case I' es cerrada para sustitu-
ciones recursivas, sus relativizaciones I'(a) también lo son, luego T' también lo
es.

Por consiguiente, existe un a € N [recursivo| tal que Q' (u,v) + V(u,v,a).
Asi, para todo u € N,

Qz) < Qpx (' (mx(z,u)))) & Q (mx (x,u),u) < V(7x(z,u),u,a)
< GX(, (u, u,a)y).

Por consiguiente, si tomamos cualquier v € N recursivo, b = (u,u, a)4 es recur-
sivo en a [recursivo| y!?

Q(z) < GX(z,b).

Veamos ahora b). Tomamos dos espacios producto X e Y y definimos un
conjunto P C N x N mediante

P(u,v) ¢ GV (px (nx! (03), py (13 (w)), v3).

Claramente P € I'. Sea a € N recursivo tal que P(u,v) <> V(u,v,a). Para
todo (z,y,b) € X x Y x N, tomando u = 7wy (y,b), v = (mx(x,b),b),, se cample

GXY (2,y,b) > Py (y,b), (mx(,b),b),) <> V(my (y,b), (nx(,b),b), ,a)

A GY(ya <ba <7TX (’JZ, b)7 b>2 aa>3)'
Definimos S(z,b) = (b, (7x(z,b),b),,a), y asi

GV (x,y,0) & GV (y, S(x,b)).

10Notemos que hemos probado que todo P € T'(a) es de la forma Gg( con b recursivo en a,
que es més de lo que afirma a).
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Definicion 3.56 Sil es una clase de conjuntos w-parametrizada y cerrada para
sustituciones recursivas, una buena parametrizacion de I' es una aplicacion que
asigne a cada espacio producto X un conjunto GX C X x N y a cada par de
espacios X, Y una aplicacion SXY : X x N — Y en las condiciones del teorema
anterior. Diremos que GX es un buen conjunto universal.

Probamos un resultado técnico que necesitaremos mas adelante:

Teorema 3.57 Sea I una clase w-parametrizada y cerrada para sustituciones
recursivas. Sea X un espacio producto, sea R C X x N una relacion en I'(a)
y sea G C X x N un buen conjunto N-universal para T'(X). Entonces eziste
€ € N recursivo en a tal que \v € X (R(z,€) <> G(z,¢)).

DEMOSTRACION: Sea P(u,z) <+ R(z,S™N*(u,u)), de modo que P € I'(a)
por ser una sustituciéon recursiva de una relacion en I'. Por el teorema anterior

GN*X (v, x,u) & GX(x, 8N (v, u))
Como P € TI'(a), existe un €y € N recursivo en a tal que
R(z, SNX (u,u)) < P(u,z) < GN*X(u,x,¢0) & Gz, SNV (u, €)).

En particular R(z, S™X (eg, €0)) <+ G(x, SN (e, ¢0)) vy € = SN (g, €9) cumple
el teorema. -

Definicion 3.58 Diremos que I' es una clase X* si es una clase X, estd w-
parametrizada y tiene la propiedad de sustituciéon. En particular esto implica
que es cerrada para sustituciones I'-recursivas (en particular recursivas), luego
por el teorema 3.55 admite una buena parametrizacion.

Sabemos que la clase de los conjuntos semirrecursivos es una clase X*.

Cuando tratemos con una clase 3*, supondremos prefijada una buena para-
metrizacién cualquiera.

En particular fijamos un buen conjunto N-universal G&*~ para T'(w x X).
Para cada espacio producto Y definimos URY : X x N — Y de modo que

URY (z,a)} < Vy € YAn € w(y € B, < G£**(n, z,a)).
Si existe tal y, es tnico, y es por definicion UXY (z,a), es decir:
URY (z,a)l — An € w (URXY (z,a) € B, <> G2*¥ (n,z,a)).

Obviamente G‘f’XX computa a UX?Y en su dominio, luego UZXY es una funciéon
[-recursiva parcial. Para cada a € N definimos a su vez la funciéon parcial
{a}¥Y : X — Y dada por {a}Y (z) = UXY (x,a). Claramente, el conjunto
(GE*X), computa {a}¥Y en su dominio, luego se trata de una funcion I'(a)-
recursiva parcial y, en particular I'-recursiva parcial.

El teorema siguiente muestra que {a}X? es una N-parametrizacién de las
funciones I'-recursivas parciales de X en Y.
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Teorema 3.59 Sea I' una clase X*.

a) Una funcion parcial f: X — Y es T-recursiva parcial si y sdlo si existe
un a € N tal que f C {a}Y.

b) Una funcion parcial f : X —'Y es T-recursiva parcial si y solo si existe
un a € N recursivo tal que f C {a}XY.

¢) Para cada terna de espacios producto X, Y, Z existe una funcion recursiva
(total) SEXYZ : X x N — N tal que para todos losx € X,y €Y, a €N

{a}r ™7 (w,y) = {SFVZ (2,0)}77 (1),
entendiendo que un miembro estd definido si y sdlo si lo estd el otro.

DEMOSTRACION: a) f es I'-recursiva parcial si y solo si existe P C w x X,
P eT tal que Ax € DfAn € w(f(x) € B, <> P(n,x)), siy solo si

Va e NAz € DfAn € w(f(z) € B, < G**X(n,z,a)) &
Va e NAz € Df (UXY (z,a)L A f(2) = UXY (z,a)) <
Va e NAz € Df {a}¥Y A f(x) = {a})nY & VaeN fc{a}n”.

b) Basta observar que, en las equivalencias del apartado anterior, la funcion
f es I'(b)-recursiva parcial si y solo si P € I'(), si y solo si a es recursivo en b.

¢) En principio, {a}?xy’z(x,y) = UIE(XY’Z(x,y,a) y

An € w (UIZ(XY’Z(x,y,a) € B, < G***Y (n,z,y,a)).
El teorema 3.55 nos da que
G XY (nx,y,a) & GUXY (n,y, ST (2, a)),
y de aqui se sigue que
Ulf(xy’z(x,y7a)¢<—> UY 2 (y, S%“*Y (z,a))]
y en caso de que ambas funciones estén definidas, coinciden. Equivalentemente,
{a}f " (2,y) = {5 (2, 0) 117 (y)

y basta tomar SXYZ = §X.wxY .

Con esto ya podemos probar:

Teorema 3.60 (Teorema de recursion) (Kleene) Si I' es una clase ¥,
para cada par de espacios producto X, Y existe una funcion recursiva (total)
RXY : N — N tal que si f: X x N — Y es una funcion T-recursiva parcial,
fc {b}ffXN’Y y a = R(b), entonces

Ae € X (f(z,a)l— f(z,a) = {a}3" (2)).

(Notemos ademds que si f es I'(c)-recursiva parcial, entonces b puede tomarse
recursivo en c, luego a también es recursivo en c.)
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DEMOSTRACION: Sea S = SN*N:XY - N 5 N x N — N segin 3.59. Defi-
nimos g : X x N x N — Y mediante g(z,u,v) = {u}I{(XN’Y(x, S(u,v,v))). Asi
g es I'-recursiva parcial, por el teorema 3.47, pues

g, u,v) = UL (2, S (u,0,0), ),
U es I'-recursiva parcial y S es recursiva. Por 3.59 b), existe un ¢ € N recursivo
XXNXN,Y
tal que g C {c}t: y, por el apartado c)

g(@,u,v)L = g(z,u,v) = {3 (@,u,0) = {S(u,v,0) 17 (@)
Haciendo v = ¢ queda
g(w,u, )= ()Y (@, 5 (u, ¢, 0)) = {S(u, ¢, ) 1Y ().

Definimos R*Y (u) = S(u, ¢, c), obviamente recursiva, y asf, si f, b, a cum-
plen las condiciones del enunciado,

fz,a)l = ()Y (@, )l = {0} (@, S (b, ¢ )l glw,bye)l

- {b}§XNXN7y($>S(b7 G C)) = {S(b7 G C) ;(71/(1') - f(x,a) = {a}1¥7y($)'

A veces se llama teorema de recursion de Kleene a la version simplificada
siguiente:

Teorema 3.61 Si I es una clase ¥* y f : X x N — Y es una funcion IT'-
recursiva parcial, existe un a € N tal que

Az € X (f(z,a)l— f(w,a) = {a}p"" (2)).
Si f es I'-recursiva parcial, entonces a puede tomarse recursivo.

Como una primera ilustracion del uso del teorema de recursién demostramos
el resultado que teniamos pendiente. No se conoce una prueba mas sencilla que
evite el teorema de la recursion (ni siquiera para funciones totales, salvo en el
caso de funciones w” — w, donde es consecuencia inmediata de la definicién
de funcién recursiva).

Teorema 3.62 SiI es una clase ¥*, toda funcion parcial definida por recursion
a partir de funciones I'-recursivas parciales es I'-recursiva parcial.

DEMOSTRACION: Sean f, g, h en las condiciones de la definicion 3.37, donde
g y h son I'-recursivas parciales. (El caso en que no esta el espacio X se trata
anédlogamente.) Definimos la funcion parcial ¢ : N x w x X — Y mediante

B g(z) sin=0,
¢(a,n>$)* {h(n—l,{a}‘f«)XX7Y(n_17I)7x) sin>0.
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Veamos que ¢ es ['-recursiva parcial. Para ello observamos que

g(x) € By, sin =0,

qﬁ(a,n,x) € B, < {h(’l’L —1, UIL:)XX,Y(,,,L _ 1,x,a),3€) € B,, sin>0.

s xX,)Y . .
La funcion h*(a,n,z) = h(n—1,Ux" """ (n—1,z,a), x) es -recursiva parcial
por ser composicion de funciones I'-recursivas parciales. Sean P, y P, conjuntos
en I' que computen a g y h* en sus dominios respectivos. Entonces

Py=((NxwxPy) N(Nx{0} x X xw))U (Pp-N(Nx (w\{0}) x X xw))

computa a ¢ en su dominio, y estd en I' porque el primer conjunto es una
antiimagen trivial de P, y el segundo y el cuarto son semirrecursivos.

Por el teorema de recursion existe un a € N recursivo tal que
XY
¢(a,n, )L = d(a,n,z) = {a}i" " (n,2).

Se cumple entonces que f C {a}“liXX’Y. En efecto

F0,2) = 6(a,0,2)] = {a}i™ 7 (0,2) = g(x) = £(0, ),
y supuesto que
f(n, )l = {a} Y (n,2) = f(n, @),
fn+ L)l = fn,a)l— {a} Y (n,2)) = ¢la,n + 1,2)]

= {a} Y (n+1,2) = h(n, {a}" Y (n,2),2) = h(n, f(n,2),2) = f(n+1,2).

Por consiguiente, f es I'-recursiva parcial. L]

Veamos otra aplicacion del teorema de recursion:
Teorema 3.63 Si I' es una clase ¥* y g : X X w — w es una funcion I'-

recursiva, entonces la funcion f: X — N dada por f(z)(n) = g(x, f(z)(n)) es
I'-recursiva.

DEMOSTRACION: En general, si p: Y X w — w es una funcién I'-recursiva
parcial, podemos definir la funcién parcial p: Y X w — w dada por

{ p(y,0) =0=(9),
p(y,n+1) =p(y,n)"ply,n),

que es I'-recursiva parcial por el teorema anterior. Observemos que p(y,n) esta
definida si y solo si lo estan p(z,0), ... p(x,n—1), y entonces su valor es el nimero
natural que codifica esta sucesion finita. En particular p(z,0) esta definida para
todo x.

En particular tenemos Uﬁ( X9 Nx X xw —> w, que es [-recursiva parcial,
la cual nos permite definir a su vez ¢ : X X w x N — w mediante

o(z,n,a) = g(z, Ul‘f(x‘”’w(sc,ma)),
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que es I'-recursiva parcial por ser composicion de funciones I'-recursivas parcia-

les. Por el teorema de recursion existe a € N recursivo tal que, si llamamos
X Xw,w

fo={a}r , se cumple que:

Az € X\n € w(p(z,n,a)l — fo(z,n) = ¢(z,n,a)).
Veamos por inducciéon que para todo x € X se cumple fo(z,n)| .

En efecto, como UL *““(z,0,a)}, también ¢(z,0,a)l, luego fo(z,0)] .
Si fo(x, k)| para todo k < n, entonces esta definido

{a)p " (2, k) = Up™“ (a, k, a),

para todo k < n, luego est4 definido Ulf(xw’w(a:,n, a), luego también ¢(x,n,a),
luego también fo(x,n).

Como la funcién fy es I'-recursiva, también lo es la funcion f: X — N
dada por f(x)(n) = fo(x,n). Ahora bien, UXX“’ “(z,n,a) es el nimero natural
que codifica la sucesion formada por los ntimeros

Up % (@, k,a) = {a}p (2, k) = folz,k) = f(2)(k)

X><ww(

para k < n, luego U x,n,a) = f(x)(n), luego

f(@)(n) = fo(z,n) = ¢(z,n,a) = g(z, f(z)(n)).
Asi pues, f es la funciéon del enunciado. n

Las parametrizaciones {a}*Y que hemos construido utilizan parametros en
N para codificar todas las funciones I'-recursivas parciales. Para codificar tni-
camente las funciones I'-recursivas parciales podemos tomar los parametros en
w. Para probarlo empezamos demostrando el teorema analogo a 3.55:

Teorema 3.64 Sea I' una clase w-parametrizada y cerrada para sustituciones
recursivas. Para cada espacio producto X existe un conjunto GX C w x X tal
que GX € T es w-universal para T'(X) y ademds, para X = w" y todo espacio
producto Y eziste SXY 1w x X — w recursiva tal que

G (e,z,y) & GY (S (e, 2), ).

DEMOSTRACION: Sea V' € I' un conjunto w-universal para I'(w x N). Para
cada espacio X definimos

GX(ea .’E) A V(eg’ ei)v 7TX(€§, 1’)),

donde x : w X X — N es un homeomorfismo recursivo si X es no numerable

0, en caso contrario, una biyeccion recursiva (con inversa también recursiva)

T iwxX —w compuesta con la aplicaciéon w — N dada por n — ¢,. En
. —1/.N _ (-0\—1

el segundo caso dﬁﬁmmos N —> w x X mediante 7y (u) = (7% )" (u(0)),

de modo que 7' es recursiva y 7y’ (7x(n,z)) = (n, x) En el primer caso

llamamos 7T;(1 a la inversa de wx.
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Veamos que GX es w-universal para I'(X). Si Q € I'(X), sea Q' € w x N
dado por

Q'(n,u) & Qpx (1x' (v))),
donde px : w x X — X es la proyeccion. Como Q' = my' (7)) ¥ [Q]].
vemos que @' € T'. Por lo tanto, existe un e € w tal que Q' (n,u) < V(e,n,u).
Asi, para todo n € w,

Q(z) «» Qpx (rx' (mx(n,2)))) ¢+ Q'(n,7x(n,2)) < V(e,n, mx(n, x))
— GX((e,n,n)3 , ).
Por consiguiente, para todo n € w, tenemos que m = (e, n,n), cumple
Q(x) + GX(m, x).

Consideremos ahora X = w” e Y un espacio producto arbitrario. Definimos
P C w x N mediante

P(n,u) < GV (nd, px ((n%) ™! (n})), py (13 (u)))-

Claramente P € T. Sea e € w tal que P(n,u) < V(e,n,u). Para todo
(m,z,y) € wx X XY, tomando n = <m,7r9{ (m,x)>2, u = my(m,y), se cumple

G Y (m,z,y) < P(<m,7rg((m,x)>2,7ry(m7y)) &

Ve, <m, % (m, :c)>2 ,my (M, y)) < GY(<6, <m, 7% (m, x)>2 ,m>3 Y-

Definimos S*Y (m, z) = <e, <m, wg((m,x)>2 ,m>3 y asi

G (m,z,y) < GY (S* (m,z),y). "

Definicién 3.65 Si I' es una clase ©*, llamaremos UXY :w x X — Y ala
funcién parcial que cumple

UY (e,2)l & Vy € YAn € w(y € B, <> G*¥ (e,n, z)),

de modo que, si existe tal y, es claramente tinico, y es, por definicion, UXY (e, z),
es decir:

URY (e,2)L — An € w(UZXY (e,z) € B, + G % (e,n, z)).

Asi es inmediato que UZX es I-recursiva parcial, y a su vez nos permite
definir, para cada e € w, la funcion parcial {e}fg Y. X — Y mediante

{e}t (2) = UXY (e, ).
Claramente {e}" esta computada en su dominio por (G£*%),., luego es
I'-recursiva parcial.

La demostraciéon del teorema siguiente es completamente analoga a la del
teorema 3.59:
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Teorema 3.66 Sea I' una clase X*.

a) Una funcion parcial f : X — Y es T-recursiva parcial si y sdlo si existe
un e € w tal que f C {e}XY.

b) Para cada terna de espacios producto X, Y, Z, donde X = w" existe una
funcion recursiva (total) SEXYZ : wx X — w tal que para todos los e € w,
reX,yeyY

{3 (@, y) = {557 (e,2)} 2 (y),
entendiendo que un miembro estd definido si y sdlo si lo estd el otro.

Asi tenemos una enumeracion de las funciones recursivas parciales en la que
todos los ntimeros naturales son codigos.

La prueba del teorema de recursion se adapta también sin dificultad al pre-
sente contexto:

Teorema 3.67 (Teorema de recursion) (Kleene) Si I' es una clase ¥,
para cada par de espacios producto X, Y existe una funcidn recursiva (total)
RXY :w— wtal que si f:wx X — Y es una funcion T-recursiva parcial,
fc{a}™Y ye= R(a), entonces

Az € X (fe,x)l— fle,x) = {e}i " (2)).
Terminamos con una propiedad adicional de las clases >*:

Teorema 3.68 Sea I' una clase ¥* cerrada para \n € w. Entonces la clase
T es cerrada para uniones e intersecciones numerables, luego A = IT' N =T es
una o-dlgebra en cada espacio producto. Ademds, las funciones A-medibles
son las funciones A(a)-recursivas, para cada a € N, donde llamamos A(a) =

I'(a) N —I'(a).

DEMOSTRACION: Sea X un espacio producto, sea G C X x N un buen
conjunto universal y sea { A, }nec. una familia de conjuntos en I'(X'). Entonces
existen a, € N tales que A, = G,,. Sea a € N que determine la sucesién
{an}new. La aplicacion f(z,n,a) = (z,a,) es recursiva y, como I' es cerrada
para sustituciones recursivas, H = f~1[G] € T'. Asf,

re U A, & VnewG(r,a,) < Vn €wH(z,n,a),

new

luego la unién esta en I'(a) C T'. Con la interseccion se razona igual, sin mas
que cambiar \/n € w por An € w.

Si f: X — Y es A-medible, para cada n € w tenemos que f~1[B,] € A,
luego también f~1[B,] x {n} € A, luego

{(z,n) e X xw| f(z) € B,} = U f'[Bs] x {n} € A.

ncw



114 Capitulo 3. Teoria de la recursion

Existen ag,a; € N tales que
{(z,n) € X xw | f(z) € By} € T'(az) N —I'(as).

Tomando a = {(ag,a;) € N tenemos que f es A(a)-recursiva.

Reciprocamente, si f es A(a)-recursivay A € A(Y), tenemos que A € A(d),
para cierto b € N luego, tomando ¢ = (a, b), se cumple que f es A(c)-recursiva
y A € A(c). Ahora bien, I'(a) también tiene la propiedad de sustitucion, luego
es cerrada para sustituciones I'(a)-recursivas. Esto implica que

A€ Ale) C A,

luego f es A-medible. n



Capitulo IV

La teoria efectiva

Ya estamos en condiciones de exponer la version efectiva de la teoria des-
criptiva de conjuntos desarrollada por Kleene.

4.1 Las clases de Kleene

Las clases de Lusin X2, TI?, 3! TI! se definen a partir de la clase X de
los conjuntos abiertos tomando uniones y complementos y proyecciones. Las
clases de Kleene se definen similarmente a partir de la clase ¢ de los conjuntos
semirrecursivos:

Definicion 4.1 Las clases de Kleene (sobre los espacios producto) se definen
como Sigue:

Y9 ={A| A es semirrecursivo} 1 = \x e NI}

. =Vmew-xY Yl =VzeN-x}
W= =
AV =3%0N10 Al =xlnil

A partir de estas clases podemos definir las clases relativizadas X2 (a), I1% (a),
Y1 (a) y IIL(a), para a € N, y es facil ver que guardan entre si las mismas
relaciones, es decir, 30, (a) = Vm € wII%(a), etc.

Definimos A% (a) = ¥2(a) N 112 (a), Al(a) = £L(a) NI (a) a pesar de que
no son las relativizaciones de las clases A? y Al.

Observemos que AY es la clase de los conjuntos recursivos. Como XY es
cerrada para sustituciones recursivas, si a € N es recursiva, el teorema 3.30 nos
da que X{(a) = X9, de donde se sigue a su vez que

E?L(a) = Z?w H?z(a) = H?w A%(a) = A(r)w
Spla) =%, I(a) =1L, A, (a)=A,.

n
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Diremos que una clase I' es adecuada si A} C T' y T' es cerrada para con-
junciones, disyunciones, VVn < m, An < m y sustituciones recursivas. Los
teoremas 3.7 y 3.25 implican que la clase X{ es adecuada, y de aqui se sigue
facilmente que sus relativizaciones £ (a) también lo son. El teorema siguiente
implica que todas las clases de Kleene son adecuadas:

Teorema 4.2 Sea I" una clase adecuada.
a) =L, \InT, AnT, VaT, AxzT son adecuadas.
b) VnT es cerrada para \/n.
c) AnT es cerrada para \n.
d) VzT es cerrada para \ly € Y, para todo espacio producto Y .

e) N\xT es cerrada para \y € Y, para todo espacio producto Y .

DEMOSTRACION: a) Como A? C T, también A? = =A% C —I'. Es claro que
—I" es cerrada para conjunciones y disyunciones. Si =A € —I', entonces

Vm<n-A=-Am<nAe-T,

e igualmente con Am < n—-A. Finalmente, si f : X — Y es recursiva y
—A € -I'(Y) entonces A € T'(Y), luego f~1[A] € I'(X), luego f~1[-A] =
—f71[A] € T(X). Por lo tanto, —I" es cerrada para sustituciones recursivas.

Tenemos que AY C ' € \/nT. La tltima inclusion se debe a que si A € T,

entonces w X A € T' (porque I' es cerrada para antiimagenes triviales), luego
A=Vnwx AecT.
Sean A, B € I'(w x X). Entonces

Vn A(n,z) v \In B(n,z) + VVn (A(n,2) V B(n,z)),
luego Vn AV \/n B € \InT. Ademés
Vn A(n,z) A\Nn B(n,z) < VIn (A(n3, ) A B(n3,z)),
luego Vn A A \Vn B € \/nT porque I es cerrada para sustituciones recursivas.
Vu<ovVnA(u,n,z) < VnVu <vA(u,n,z),
luego, si A € T, se cumple que Vu < v\/nT € \/nT.
Au<vVnA(u,n,z) < VnAu < v A(u, ny, )

luego, si A € T, también Au < v\/n A € \/nT, pues I es cerrado para sustitu-
ciones recursivas.

Sif:X — Yesrecursivay VnA € \VnT, entonces I x f :wx X — wxY
es recursiva y f1[\Vn Al = Vn (I x f)71[A] € VnT.
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La prueba para AnT es analoga o, alternativamente, podemos usar que
AnT = =\/n-I y usar la parte ya probada.

AY c T c VzT, donde usamos nuevamente que I' es cerrada para sustitucio-
nes triviales. La prueba de que VI es cerrada para conjunciones, disyunciones,
Vu < v, Au < vy sustituciones recursivas es idéntica a la que hemos Visto para
VnT, salvo que usamos las funciones recursivas =2, z,, en lugar de n?, n,. Lo
mismo se aplica a Az T.

b) VnVm A(n,m, x) <+ \In A(nd,n?,z) € \InT.
c) An/Am A(n,m,x) < An A(n3,n?,z) € AnT.
d) Vo e NVy e NA(z,y,2) < Vo € NA(z,23,2%) € VaT.
Vn € wVr € NA(n, z,2) < Vo € N A(x(0),2,2') € VaT, donde z' es

la funcion recursiva definida en 3.26 c). Esto prueba que \/z T es cerrado tanto
para V2 € N como para \/n € w, de donde se sigue facilmente que es cerrado
para \/y cY.

e) puede probarse analogamente, o bien usando que, si A € Az T,
Ny cY A(z,y) < =\Vy e Y -A(x,y) € =Vo-I' = AzT,

por la parte ya probada. [
Como consecuencia:
Teorema 4.3 Sea a € N y sea Y un espacio producto arbitrario.
a) Todas las clases de Kleene (relativizadas) son adecuadas.
b) ¥0(a) es cerrada para \/n.
c¢) Y (a) es cerrada para \n.
d) 2L (a), I} (a) son cerradas para \In, An.
e) YL(a) es cerrada para \ly € Y.
f) 1L (a) es cerrada para Ny € Y.

DEMOSTRACION: Teniendo en cuenta que X.9(a) es adecuada y cerrada para
V/n, todas las propiedades son inmediatas a partir del teorema anterior salvo que
YL (a) es cerrada para /An (lo cual implica a su vez que II}(a) es cerrada para
\/n). Ahora bien, un conjunto % (a)(w x X) es de la forma \Vx € N A(n,y, a, z),
donde A € I}, o bien A € 119, y entonces

AnVz A(n,y,a,2) < VzAn A(n,y,a,2,) € X} (a).

Ahora podemos probar que las clases de Kleene satisfaces inclusiones anéalo-
gas a las de las clases de Lusin:
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Teorema 4.4 Se cumplen las inclusiones siguientes:

=@ @) D)
M@ A M@ A

C S C S <
IT; () I13(a) I13(a)

DEMOSTRACION: Las inclusiones entre las clases relativizadas se siguen in-
mediatamente de las inclusiones de las clases absolutas correspondientes. Como
I19 es cerrada para antiimigenes triviales, resulta que I1Y C X9. Por otra parte,

todo A € X9 (no vacio) es de la forma A = |J By(n), con y € N recursiva, luego
new

reAeVnewm=yn)AreB,) e\VnA)cVnll) =x9I.
Asf pues, ¥¢ C 9.

. De E?lOC ¥9 ., se sigue obviamente que II% C 1% | y de aquf a su vez que
EnJrl C Zn+2‘
Por la clausura para antiimégenes triviales tenemos que II9 C X0, de

donde X9 C 19, ;. Esto nos da todo el primer grupo de inclusiones.

Ahora observamos que 119 C Y1, luego ¢ € 29 = VnIlY c VnXi = 2}
luego I1Y C I}, luego 1 = VzIIY € Vz Il = 1. A partir de esta inclusion,
todas las demés se demuestran como las precedentes. L]

El teorema 3.52 prueba que la clase X9 estd Y-parametrizada para todo
espacio producto Y. Esto se generaliza a todas las clases de Kleene:

Teorema 4.5 Si una clase ' estd Y parametrizada para todo espacio producto
Y, también lo estin —T', \/x € X T, T'(a), para todo espacio producto X y todo
a € N. En particular, todas las clases de Kleene de tipo ¥ y I (pero no A)
estan Y -parametrizadas para todo espacio producto Y .

DEMOSTRACION: Es facil comprobar que:

a) SiU C X xY es Y-universal para I'(X), entonces =U es Y-universal para
-T'(X).

b) SiU C Z x X xY es Y-universal para I'(Z x X), entonces \/z € X U es
Y-universal para \Vx € X T'(Z).

¢) SiUC X x AXY esY-universal para X x A, entonces U, es Y-universal
para I'(a)(X).
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Como consecuencia:

Teorema 4.6 Todas las inclusiones del teorema 4.4 son estrictas en cualquier
espacio producto.

DEMOSTRACION: Sea I' una de las clases X% (a) o Xl (a) y sea U C X x X
un conjunto X-universal para I'(X). Definimos V' (z) <> (z,z) ¢ U.

Como la funcion f(x) = (x,z) es recursiva y V = f~1[-U], tenemos que
Ve-I. SiV el existiriaun z € X tal que V = U, y asi

reV e (r,x)eUw gV

Esta contradiccion muestra que V€ —=I' \ T, luego -V € I' \ =I". De aqui se
sigue inmediatamente el caricter estricto de todas las inclusiones. m

Ahora podemos considerar clases 30, TI°, A% 3! 11! Al en dos sentidos
distintos: por una parte tenemos las clases de Lusin que hemos llamado asi
y, por otra parte, tenemos las clases definidas en 3.29 para la clase de Kleene
correspondiente. Vamos a probar que se trata de las mismas clases, para lo cual
observamos primero lo siguiente:

Teorema 4.7 Si ' es cualquiera de las clases X0, 19, 3L TIL | existe un con-

gunto U € T'(X xN) que es N-universal para la clase de Lusin T'(X) correspon-
diente.

DEMOSTRACION: Tal y como observamos antes del teorema 3.54, el conjunto
U € ¥9(X xN) N-universal para X{(X) construido en la prueba del teorema 3.52
es de hecho N-universal para la clase de los abiertos X9(X). La demostracion
del teorema 4.5 implica entonces que lo mismo vale para todos los pares de
clases! considerados. .

Ahora ya podemos probar que si I' es una de las clases X9, 1%, $31 Tl enton-
ces la clase T' definida en 3.29 es la clase de Lusin correspondiente (restringida
a espacios producto).

Para probarlo representamos momentaneamente por I'; la clase de Lusin.
Dado un espacio producto X, tomamos U € I'(X x N) que sea N-universal
para I'j(X). Entonces, dado A € I'j(X), existe un ¢ € N de manera que
A=U, €T(a)(X), luego A € T(X), y tenemos una inclusiéon. Para la opuesta
observamos que, por inducciéon, I' C Ty, y cada elemento de I'(a) es antiimagen
continua de un elemento de T', luego I'(a) C I'; para todo a € N, luego I" C T;.

Definicion 4.8 Para cada a € N, llamaremos conjuntos aritméticos en a a los
elementos de

Ar(a) = U Z3(a) = U I(a) = U Aj(a)

new new new

L Aqui usamos que 22+1 =Vn 1'[91, como es facil comprobar.
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Llamaremos conjuntos analiticos® en a a los elementos de

An(a) = U ¥,(a) = U IM(a) = U Ay(a).

new new new

En la demostraciéon de 4.4 hemos visto que IIY C L1 NI} = Al luego
Y0 ¢ Al = Al y, como An Al = \/n Al = A}, concluimos que todo conjunto
aritmético es Al, de donde se sigue a su vez que

Ar(a) C Ai(a).

Veremos mas adelante que la inclusiéon opuesta no es cierta.

Asi, aunque en principio ¥1(a) = V2 1I{(a), ahora podemos afirmar que
Y1(a) = Vz Ar(a), puesto que I19(a) C Ar(a) C Xi(a), luego

Yi(a) = VzI(a) € V Ar(a) € Vz £1(a) = Xi(a).

Terminamos la seccién con algunas propiedades de las funciones Yi-recursi-
vas:

Teorema 4.9 Sea f : X — Y ya € N. Las afirmaciones siguientes son
equivalentes:

a) f es Al(a)-recursiva.

b) f es SY(a)-recursiva.

¢) La grdfica G(f) C X x Y es $1(a).

d) La grdfica G(f) C X x Y es Al(a).

DEMOSTRACION: a) — b) es trivial.

b) = ¢) f(z) = y ¢ Anly € Bn — f(z) € By) v el ltimo conjunto estd en
An(E} = £1(a)) € Zi(a).

c) = d) f(z) #y < Vz(f(x) = 2z A 2z # y) y el dltimo conjunto esta en
Vz(S1(a) A AY) C Ei(a),

luego G(f) es Al(a).
d) = a) f(z) € By < Vy(f(zx) =y Ay € By) € Vy(E(a) A X9) C Ei(a).
f(@) € By < Ny(f(2) #y Vy € Bn) € Ny(IT1(a) V £1) € I} (a).

Por consiguiente, G € Al(a). "

2Este concepto de conjunto analitico no tiene ninguna relacién con el concepto de conjunto
analitico en el sentido de E%. Por el contrario, los conjuntos analiticos en este sentido son el
analogo efectivo de los conjuntos proyectivos.



4.2. Caracterizacion aritmética 121

Teorema 4.10 Las clases X1 (a), I1L (a), Al (a) son cerradas para sustituciones
¥1(a)-recursivas.

DEMOSTRACION: Si f : X — Y es Xi(a)recursiva y P € Xl (a)(Y),
entonces

v € fTUP] & f(z) € P Vy(f(z) = y A P(y)) € Vy(S1(a) A By(a)),
luego f~1[P] es 1 (a).

Si P €11} (a), entonces

z € [P & f(z) € P Ny(f(z) #y v P(y)) € Ay(Ii(a) V IT;,(a)),

luego f~1[P] es 11 (a). .

4.2 Caracterizacion aritmética

Sabemos que los subconjuntos recursivos de w” son los definibles mediante
formulas aritméticas Ay, es decir, equivalentes tanto a una férmula ¥; como a
una férmula IT;. En esta seccién extenderemos este resultado a los subconjuntos
recursivos de espacios producto X"*, lo que nos daré, de hecho, caracterizaciones
similares para todas las clases de la jerarquia de Kleene. Para ello necesitamos
extender el lenguaje de la aritmética de Peano a un lenguaje de segundo orden
que no sb6lo permita hablar de elementos de w, sino también de elementos de N.

Definicion 4.11 Llamaremos formalismo de la aritmética de sequndo orden al
lenguaje formal £2 que consta de los signos siguientes:

e Variables de primer orden: m, n, ...

Variables de segundo orden: z, y, ...

Tres funtores diadicos: +, -, e

Constantes: 0,1,2,3,...

Signos logicos: -, —, A\, =

La naturaleza conjuntista de estos signos es irrelevante, pero es ttil tomar-
los tan simples como sea posible. Concretamente, conviene suponer que todos
ellos son nameros naturales. Por ejemplo, podemos considerar que las varia-
bles de primer orden son los nimeros 2,22,23 2% ... que las variables de se-
gundo orden son los ntimeros 3, 32, 33,34, ..., que las constantes son los ntimeros
5,52,53,5%, ..., que los funtores son los ntiimeros 7, 72 y 73 y que los signos 16-
gicos son los nimeros 11,112,113, 114
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Asi, por ejemplo, cuando hablamos de la constante 1 de £,, nos referimos
al nimero natural 25.

Si llamamos Sig(£2) C w al conjunto de los signos de £2, definimos por re-
currencia el conjunto Term(£2) C w<¥ de términos de £, como el determinado
por las reglas siguientes:

a) Si v es una variable de primer orden o una constante, entonces {v} (la
sucesion de longitud 1 formada por v, que normalmente representaremos
simplemente como v) es un término.

b) Sit; y t2 son términos, también lo son +7t; Tty y - t1 “te, y represen-
taremos a estas sucesiones en la forma t; + to, t1 - to, respectivamente.

c¢) Siz es una variable de segundo orden y ¢ es un término, entonces ezt
es un término, que representaremos por x(t).

Mas precisamente, definimos Ty como el conjunto de sucesiones de longitud 1
que cumplen a) y, supuesto definido T;,, definimos T}, 11 como la uniéon de T}, y
el conjunto de las sucesiones que pueden obtenerse a partir de T;, aplicando las
reglas b) y c). Asi Term(£2) se define como la unién de los conjuntos 7j,.

Las formulas atémicas de £2 son las sucesiones de la forma = ~¢; " t5, donde
ti1,ts € Term(Lg), v las representaremos en la forma t, = to.

El conjunto Form(£2) C w<* de formulas de £? es el determinado por las
reglas siguientes:

a) Las formulas atémicas son formulas de £2.

b) Si @y B son férmulas de £2, entonces ="« 'y — ~a 3 son féormulas de
L, que representaremos por -« y « — 3, respectivamente.

¢) Si a es una formula de £2 y z es una variable, entonces A"z "« es una
formula de £2 que representaremos por \z «

Cuando haya riesgo de confundir una férmula metamatematica con el nom-
bre de una féormula de £2 usaremos dngulos de Quine para representar a éstas
tltimas (por ejemplo, podemos escribir ‘242 =4' € Form(£2) 0 '2+2' # 4",
y ambas afirmaciones son ciertas).

. L, . . r . r .l
Usaremos los convenios légicos usuales. Por ejemplo, aV g = -a— (),

[ al r al
\/xa = —|/\:c—|a , ete.

Una waloracion en £, es una aplicaciéon s que a cada variable de primer
orden de £2 le asigna un elemento de w, y a cada variable de segundo orden de
L2 le asigna un elemento de N.

Si s es una valoracién de £2, definimos 5 : Term(£2) — w como la tnica
aplicaciéon que cumple:

a) Siv es una variable de primer orden, §(v) = s(v).
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b) Si ¢ = 5" es una constante, entonces 5(¢) = n — 1 (es decir, 5('7') = 7.
¢) 5((t1 +t2)) = 5(t1) + 5(t2), 5((t1 - t2)) = 5(t1) - 5(t2), 5((77)) = 5(t1)*("2).
d) s(xz(t)) = s(z)(5(2))-

A su vez, definimos 5 : Form(£2) — {0,1} como la tnica aplicacién que
cumple las reglas siguientes, donde convenimos en escribir F a[s] en lugar de
5(a) = 1, para cada o € Form(£2):

a (tl = tg)[s} — g(tl) = g(tg).

=
b) E —als] & — E afs].
E

c (a = B)[s] &> = E afs] V E B[s].

)
)
)
d) E Anals] <+ Am € w E a[s™], donde s™ es la valoracién que coincide con
s salvo que s,,(n) = m.

e) FAzals] < Ny e N F afs¥].

Notemos que, como en las dos tultimas propiedades se cambia de valoracién,
en realidad hemos de definir, por recurrencia sobre la longitud de las formulas,
una aplicacion

¢ : Form(L?) — 2val(ﬁi),

donde Val(£2) es el conjunto de las valoraciones en £2. Una vez definida ¢,
definimos §(a)) = ¢(a)(3).

De este modo, “F «a[s]” es una formula metamatematica con dos variables
libres.

Se define del modo habitual lo que son variables libres y ligadas en una
formula, y un argumento estandar demuestra que 3(t) y E «[s] solo dependen
del valor que toma s sobre las variables libres en ¢ 0 en a. Por ello, si « tiene sus
variables libres entre n1,...,7,T1,...,Ts, Si N1,...,Np E WY T1,...,Ts € N,
escribiremos

Eany,...,neT1,. .., 2]

para referirnos a E «[s], donde s es cualquier valoracion que cumpla s(72;) = n;,
s(Z;) = x;. Cuando no haya posibilidad de confusion, no distinguiremos entre
variables y los objetos con los que queremos valorarlas.

Diremos que dos formulas a(ny, ..., e, 1, ..., xs) y B(N1, ooy T, oo, Ts)
son (semanticamente) equivalentes si

Eany,...,n.x1,...,25) & E BNy, .o np, o1, ..., 2],

para todos los ny,...,n, € Wy T1,...,x5s € N.

A las formulas de £2 las llamaremos también formulas aritméticas de sequndo
orden, mientras que las férmulas aritméticas de primer orden serén las formulas
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de £2 que no contienen cuantificadores de segundo orden (con lo que todas las
variables de segundo orden son libres).

Definimos la formula (t; < to) = Vn(t; +n = t3), de modo que
E (t1 < t2)[s] ¢ 5(t1) < 3(t2).
Escribiremos An < ma 'y VVn < ma para representar las formulas
Ann<m—=a) y Vnn<mAa).

Llamaremos formulas Aj de £2 a aquellas que solo incluyan cuantificadores
de la forma Am < n o, méas en general, a las que sean (semanticamente) equiva-
lentes a formulas que cumplan esto, lo cual nos permite incluir cuantificadores
de la forma \Vm < n.

Llamaremos formulas X9 (resp. I19) a las de la forma \/m;Amsy---m, a
(resp. Ami\Vms---m, ), con n cuantificadores alternados, donde o es una
formula AS. Mas en general, llamaremos también formulas ¥2 o 119 a las que
sean equivalentes a formulas de este tipo. Las formulas que sean equivalentes
tanto a una formula ¥ como a una formula I19 las llamaremos formulas A9.

Es facil ver que los teoremas [L 5.18] y [L 5.23] valen igualmente para la
jerarquia de formulas que acabamos de definir.? Esto implica que toda férmula
aritmética es de tipo X0 o I1% para algiin n suficientemente grande.

Un conjunto A C X" es Ag si estd definido por una férmula « de tipo A,
es decir, si es de la forma

A={(n1,...,npx1,...,25) € X" | Fany,...,nqx1,...,25)}.
Teorema 4.12 Todo conjunto Ag es recursivo, es decir, Ag C Af.

DEMOSTRACION: Observamos en primer lugar que si t(nq,...,nq, Z1,...,Ts)
es un término aritmético cuyas variables libres estén entre las indicadas, la
funcién f: X" — w dada por

f(n17~-~,nr,x1,-~-,xs) :g(t)?

donde s es cualquier valoracién que asigne a las variables de t los argumentos
de f, es recursiva. Se razona por induccién sobre la longitud de ¢. Si ¢t es una
variable (de primer orden) entonces f es una proyeccion, si ¢ es una constante
entonces [ es constante, si t = t1 +to entonces las funciones f; y fo definidas por
t1 y to son recursivas por hipoétesis de induccién, y f se obtiene componiendo
estas dos con la funcién suma, luego también es recursiva. El caso en que t = t1t5

3Los argumentos son exactamente los mismos, aunque técnicamente son mas sencillos, ya
que estamos considerando equivalencias semanticas entre féormulas, en lugar de equivalencias
sintacticas en ciertas teorias aritméticas. Asi, por ejemplo, la versién semantica de [L 5.22] es
trivialmente cierta. El hecho de que las férmulas Ag puedan contener términos de segundo
orden no afecta en nada a las pruebas.
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es analogo y si t = z;(t'), entonces la funcion f’ definida por ¢’ es recursiva por
hipotesis de induccion, y también lo es la funcion (z,n) — xz(n) (por 3.26). La
funcion f se obtiene claramente por composiciéon de ésta y de f/, luego también
es recursiva.

De aqui se sigue el enunciado para féormulas de tipo t; = to, ya que las
funciones f; definidas por los dos términos son recursivas, segiin acabamos de
probar, y

A={ze X" | fi(z) = f2(2)} ={z € X" | Vn € w((2,n) € G}, N G},)}

—{ze X" [ A cw((zn) € G, NG}

es AY) es decir, recursivo. Si la formula es de tipo -« basta usar que los com-
plementarios de los conjuntos recursivos son recursivos, y si es una implicaciéon
o — By llamamos A, y As a los conjuntos definidos por a y 3 respectivamente,
entonces el definido por la implicacion es (X" \ Ay) U Ag.

Por tltimo, si la formula es de tipo An < n; a(n,n1,...,n.,21,...,25), por
hipotesis de induccién el conjunto A, definido por « es recursivo, al igual que

B={(n,z) € X" | Am < n (m,z2) € A},
y también
A={(ny,...,np,x1,...,25) € X" | (ng,n1,...,np,T1,...,25) € B},

por ejemplo porque su funcion caracteristica x , se obtiene de x , componiendo
con proyecciones. ]

Teorema 4.13 Para cada a € N, los conjuntos X9 (a), 112 (a) o A(a) son los
de la forma

A={(n1,...,np,21,...,25) € X" | Ealny,...,n.,z1,...,2Ts,al},

0

n’

donde o es una formula de tipo X0, TI9 o A%, respectivamente.

DEMOSTRACION: Basta probarlo para los conjuntos ©Y, pues el caso gene-
ral se sigue inmediatamente por induccién sobre n y la extension a las clases
relativizadas es trivial.

Por el teorema anterior A € \/m Ay € VmX{ = ¥9. Reciprocamente, si
A C X" es un conjunto XY, por el teorema 3.12 existe un conjunto B C w"s*!
recursivo tal que

A(ng,...,nmx1,...,05) < Vm (m,ny,...,n., T1(m),...,zT,(m)) € B

< Vmmy - mg(my = 2 (m) A -+ Amy = T4(m)

A(myny,...,ne,my,...,mg) € B).
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Ahora observamos que
m; = Zi(m) < €(m;) = m A Nj <mVEk((mi); =k A xi(j) = k).
Por consiguiente:
Ay, .., x6) < Vmmy - -mg(€(my) = m A -~ Al(mg) =m A

/\j <m\/k‘1-~-ks((m1)j =ki A A (ms)j =k A
x1(j) =k1 AN ANas(f) = ks) A (myny,...,np,my, ..., ms) € B).

Sabemos que las relaciones £(m;) = m y (m;); = k son recursivas, al igual
que la pertenencia a B, luego en particular equivalen a formulas aritméticas de
tipo 39, digamos «, 3 y 7, respectivamente. Asi pues, tenemos que

Ay, ... ,npxq,. .., x5) < EVmmy - mg(a(my,m) A -+ A a(ms,m)

/\.7 < m\/kl "'ks(/B(m17j7kl) ANRERVAN B(m57j7ks) A
21(j) =k1 AN ANas(§) = ks) Ay(myna, ..., np,my, ... mg)).

Por las versiones para formulas de segundo orden de los teoremas [L 5.18] y
[L 5.23], concluimos que toda la formula anterior es X9. "

Como consecuencia inmediata, los subconjuntos aritméticos de un espacio
b
producto X" son los definibles mediante férmulas aritméticas de primer orden.

Si llamamos A} a las formulas aritméticas de primer orden, a partir de
ellas podemos definir una jerarquia de formulas 3} y II} como las de la forma
VziAzg -z, a (vesp. Az1Vao -1, a), donde a es A}, (o las equivalentes a
ellas). Las formulas equivalentes tanto a una formula X} como a una férmula
T} se llaman formulas Al. El teorema siguiente es trivial:

Teorema 4.14 Para todo a € N, los conjuntos ¥} (a), 11! (a) o AL(a) son los
de la forma

A={(n1,...,np,x1,...,25) € X" | Ealny,...,nm,x1,...,25,0a]},

1

n’

donde o es una formula de tipo XL, TIL o AL, respectivamente.

En particular, los subconjuntos analiticos de un espacio producto X"® son
los definibles mediante formulas aritméticas de segundo orden.

Ahora podemos dar un ejemplo interesante:
Teorema 4.15 FEl conjunto de las sentencias aritméticas de primer orden (iden-

tificadas con nimeros naturales) que son verdaderas en su interpretacion natural
es A%, pero no aritmético.
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DEMOSTRACION: Llamamos £, al lenguaje de la aritmética de primer orden
(es decir, £2 sin las variables de segundo orden). Sea o la valoraciéon de £, que
interpreta la variable de primer orden z; = 2°T! como el ntimero i y sea A el
conjunto de todos los z € N tales que si ¢t € w es un término de £,, entonces
2(t) = &(t) y sl @ € w es una formula de £,, entonces z(a) = 1 si F afo] y 0
en caso contrario. Vamos a ver que A es un conjunto aritmético. En efecto, es

claro que
z€ A+ Mn(--),

donde los puntos suspensivos son la conjuncién de las formulas siguientes:
a) /\z(n =21t vy = 5itl z(n) = 1),

b) Auv(u € Term(Ll) A v € Term(LL) — --+), donde los puntos suspensivos
son la conjuncion de las formulas siguientes:

1.n=7T"u"v—= z(n) = z(u) + 2(v),
2.n=7"u"v—=z2n)=z2
3.n=11""u"v— (2(u) = 2(v) = 2(n) = 1) A
(2(u) # 2(v) = 2(n) = 0),
¢) Auv(u € Form(£l) A v € Form(LL) — - ), donde los puntos suspensivos
son la conjuncion de las formulas siguientes:
L.n=11"u— z(n) =1- z(u),
2. n=112"u"v — z(n) =1 — z(u)(1 — z(v)),
3. Vi(n = 1137 217 4 — (ANjw(w = Slu — z(w) = 1) — z(n) = 1)
A (Vjuw(w = STu A 2(w) = 0) = 2(n) = 0)),
donde Su representa la sustitucion de la variable z; = 27! por z; = 27t! en la
formula u. Todas las relaciones consideradas son recursivas, luego aritméticas
(véase la seccion 8.1 de [L]). Por lo tanto, A es un conjunto aritmético, al igual

que el conjunto S de las sentencias de £.. Si llamamos V al conjunto de las
sentencias verdaderas, tenemos que

neVeVize AAneSAzn)=1) < Nz(z€ A—neSAzn)=1),

con lo que V es tanto ¥1 como 1}, es decir, es Af. Si fuera aritmético, existiria
una formula aritmética T'(«) tal que

a eV e ETo,

pero esto es imposible por el teorema de Tarski de indefinibilidad de la verdad.
Veamos el argumento adaptado a este contexto:

La funcién g = ch a que a cada o € Form(L,) le asigna la formula 8 que
resulta de sustituir la variable 2°7! en « por la constante 57! es recursiva, luego
existe una formula aritmética o(«, 8,1, j) tal que

8= cha « Eola, 8,1, 7]
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Consideremos entonces la formula aritmética
v(@) = VB(o(e, 8,1, a) A =T(B)),

donde § es una variable de £, distinta de ¢« = 2 y ' representa la constante
51 de £,. Asfy es una férmula aritmética, y en particular un ntmero natural.
Consideramos finalmente la sentencia aritmética

¥ =~(7") =Sc]y = VB(e(7,8,"1,7") A =T(B)).

Se cumple entonces F a[y,1,1,v]. Por consiguiente, F 1 es equivalente a que
existe un S tal que E o[y, 8,1,7] y 8 ¢ V y, como la primera condicién equivale
a que 3 = Sc]vy = v, concluimos que

Fih o ¢V ek,

y tenemos una contradiccion (suponiendo que V' es aritmético hemos construido
una sentencia aritmética que equivale a su propia falsedad). L]

Terminamos con un ejemplo de un subconjunto X1 de N que no es de Borel
y que admite una definicién muy sencilla:

Teorema 4.16 Sea E C N el conjunto formado por los x € N tales que existe
a C w infinito de modo que todos los elementos de x[a] se dividen unos a otros.
Entonces E es un conjunto 1 que no es de Borel.

DEMOSTRACION: Podemos enumerar el conjunto a con un y € N tal que
Amn € w(m < n — y(m) < y(n)), y entonces tenemos que cada y(m) divide a
y(m + 1). Equivalentemente,

rcEeVyeNAnecwVkcwa(yn+1) =k -z(y(n)) A

NAnk € w(y(k) = y(n) — k = n)),

la formula tras el cuantificador \/y € N define un conjunto aritmético, luego F
es X1, La parte delicada de la prueba consiste en ver que E no es un conjunto
de Borel. Para ello fijamos un conjunto Q C N que sea analitico, pero no de
Borel. Por 1.37 podemos expresarlo como

Q= U N Ay,

yeN new

donde A es un esquema de Suslin cerrado tal que si s C ¢, entonces A(t) C A(s).
Para cada x € N definimos C(z) = {s € <Yw | z € A(s)}. Un camino en un
conjunto X C <“w es una sucesion {s, }new en X tal que Ak € w s, & spy1.

Observemos que = € @ siy solo si C(x) tiene un camino. En efecto, si x € @
existe un y € N tal que z € (] A(y|n), y entonces {y|,}necw €s un camino
en C(z). Reciprocamente, un &&ttino en C(z) es de la forma {y|m, }rew, para
cierta sucesion {myg }re,, estrictamente creciente, de modo que x € A(y|nm,, ) para
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todo k, pero como el esquema es decreciente, de hecho y € A(y|,) para todo n,
luego = € Q.

Consideremos ahora una descomposicién del conjunto de todos los nameros
primos en una sucesion doble {px m i, mew ¥ otra simple {p, }new, de modo que
cada primo aparezca s6lo una vez en sélo una de ellas. Para cada sucesion finita
s = (80,.-.,8—1) € ““w llamamos p(s) = pos, * - Pr—1.s._,, entendiendo que
pe = 1. Asi, es claro que si s,t € <“w, se cumple s & ¢ si y sblo si p(s) divide
estrictamente a p(t).

Veamos ahora que si X C <Yw, U = {p(s) | s € X} y definimos z € N

mediante
(n) = n sineU,
T pn singU,

entonces x € E si y s6lo si X tiene un camino.

En efecto, si X tiene un camino {s, }ncw, consideramos el y € N dado por
y(n) = p(sn) € U, con lo que z(y(n)) = y(n) y asi z(y(n)) | (y(n + 1)), luego
x € E. Reciprocamente, si € F, existe y : w — w inyectiva tal que z(y(n))
divide a z(y(n+1)). Como x también es inyectiva, la division es necesariamente
estricta. Como los p,, son primos y no se dividen unos a otros, necesariamente
y(n) € U, luego existe un s, € X tal que y(n) = p(sy), y ademéas s, & Spi1,
luego {sn}new €s un camino en X.

Ahora definimos F' : N — N como sigue: dado x € N, hacemos

F(a)(n) = {" sin € {p(s) | s € ()},

Ppn  €n caso contrario.

Asi, F(z) es el elemento de N que hemos asociado al conjunto C(x), y lo
que hemos probado es que F(z) € E si y solo si C(z) tiene un camino, lo cual
a su vez equivale a que x € @Q, luego en definitiva Q = F~[E].

Basta probar que F' es medible Borel, pues entonces F no puede ser un
conjunto de Borel, ya que ello implicaria que ) también lo es. Por 1.42 basta
ver que la grafica G(F) C N x N es de Borel. Ahora bien, podemos expresar
G(F) = () U, donde, si n = p(s) para cierto s € <“w, entonces

Un ={(z,y) e NxN|(z € A(s) = y(n) =n) A (z ¢ A(s) = y(n) = pn)},
y si n o es de la forma p(s), entonces
Un ={(z,y) € NxN|[y(n) =pn}.

Teniendo en cuenta que A(s) es cerrado, es facil ver que todos los conjuntos U,
son de Borel. -
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4.3 Conjuntos I1}(a) y Zi(a)

Presentamos ahora varias representaciones de los conjuntos de los primeros
niveles de la jerarquia efectiva de segundo orden que més adelante nos permitiran
extraer algunas consecuencias sobre ellos.

Codigos de buenos 6rdenes En primer lugar introducimos un conjunto
que, sin ser el mismo, representaréd un papel equivalente al conjunto BO que
definimos en 1.55.

Definicién 4.17 Para cada = € N, definimos la relacién <, C w X w mediante
m <z n < z((m,n)) = 0.

Definimos m <; n <> m <, n A m # n. En general, si R C X x X es una
relacion en un conjunto X, su campo es el conjunto

Cr={reX|VyeX(xRyVyRz)}.
Llamaremos C, C w al campo de <,. Definimos
OT = {x € N| (Cy, <) esta totalmente ordenado}
Claramente es un conjunto aritmético, pues
r € OT & Amn(z((m,n)) =0 — z({n,m)) =0) A
Amnr(z((m,n)) =0 A z({(n,r)) =0 — z({m,r)) =0) A

Amn((Vr z({m,r)) =0 A Vr 2((n,7)) = 0) = 2({m,n)) =0V 2({n,m)) = 0)

y es claro que esta relacion es aritmética. (Aqui hemos usado que una relacion
simétrica y transitiva en su campo es también reflexiva en su campo.)

Similarmente, definimos
BO = {z e N | (Cy, <;) esta bien ordenado}.

Para cada x € BO existe un tunico ordinal [|z|| < w; y una tunica semejanza
fi(Coy <o) — ||

Teorema 4.18 El conjunto BO es 11 y la aplicacion || || : BO — w1 es una
norma en I1}.

DEMOSTRACION: En primer lugar:
r€BO+ 2€0TA-VzeNAncw(z(n+1) <, 2(n)) <

r€O0TANzeNVnewu=2z2(n+1)Av=2(n)Au#vAz({u,v)) =0)).

Claramente, la relacion tras /\z € N es aritmética, luego la relacion completa
es I1}.
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Definimos ahora
r<s1ycxzecOTA Vz e NAmn € w(m <, n — z(m) <, 2(n)).

Claramente se trata de una relacién 1 en Nx Ny, si € N, y € BO, se cumple
que
z<y1y<xeBOA|z| <yl

Por otra parte, definimos
T <m y<z,y€ BOA-VzeNVEcwk <, kA
Amn € w(m <, n — z(m) <, z(n) <, k)),
y es claro que se trata de una relacion I1] y
x <m y < a,y € BOAz| <yl

(Concretamente, §H% afirma que (C’y7 §y) no es semejante a ningtn segmento
inicial de (C,,<.).) Esto prueba que || || es una norma en II} definida sobre

BO. =

Como consecuencia inmediata:
Teorema 4.19 Para cada o < wy, los conjuntos
BO, ={z € BO ||z <o}, {zeBO||z|| <o}, {zeBO||z]=a}
son A%.
DEMOSTRACION: Podemos tomar a € BO tal que ||a| = «. Entonces,
xGBOaHxSE% a<—>x§n% a.

Asi pues, BO,, es la antiimagen por la aplicacion continua x — (z,a) tanto
de SZ% como de SH}7 luego est A%. Trivialmente,

{z €BO||z|| <a} = |J BOg
B<a

y el tercer conjunto del enunciado es la diferencia de los dos anteriores. =

Ahora necesitamos el concepto siguiente:

Definicién 4.20 El orden de Brouwer-Kleene en w<“ es el orden total dado
por s XtsiysolositCsos(n)<t(n), donde n es el minimo ntimero natural
tal que s(n) # t(n). Es facil ver que se trata ciertamente de una relacion de
orden.

4Notemos que la aplicacién es, de hecho, aritmética en a, luego BO4 es A%(a).
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Teorema 4.21 Sea R un subdrbol de w<*, sea < la relacion inversa a la in-
clusion y < el orden de Brouwer-Kleene. Entonces (R, <) estd bien fundado si
y solo si (R, <) estd bien ordenado.

DEMOSTRACION: Un orden total es un buen orden si y sélo si esta bien fun-
dado, luego en realidad sélo hay que probar que una relacién de orden esté bien
fundada en R si y solo si lo esta la otra. A su vez, la buena fundacion equivale
a que no existan sucesiones estrictamente decrecientes. Como =< extiende a <,
una implicaciéon es evidente.

Si < no esta bien fundado sobre R, existe una sucesion {s;}ie, en R tal
que s;+1 < S;. Si existe una subsucesion en la que cada término extiende al
anterior, ésta prueba que < no esta bien fundado. En caso contrario, existe una
subsucesiéon en la que ningin término extiende al anterior y, quedandonos con
ella, podemos suponer que s; ¢ s;41 para todo i. Sea n; el menor natural tal que
si(n;) > si+1(n;). No puede haber infinitos n; iguales entre si, luego, tomando
una subsucesion, podemos suponer que la sucesion {n;};c, es estrictamente
creciente. De este modo, la sucesion s;|,,, C Sit1|n, C Sit1|n,., Prueba que
(R, <) no esta bien fundado. "

Teorema 4.22 Si X es un espacio producto y a € N, un conjunto A C X
es 11} (a) si y solo si existe una funcion f : X — N recursiva en a tal que
Nz e X f(z)eOTy

A(z) + f(x) € BO.

DEMOSTRACION: Como 11} (a) tiene la propiedad de sustitucion (por el teo-
rema 3.48) y BO es II}, la existencia de f implica que A es II}(a). Reciproca-
mente, si A es IT}(a), sea A’ un conjunto I1} tal que A(x) <+ A’(z,a). Existe
un conjunto A” semirrecursivo tal que

A(x) < Ny e N A"(2,y,a).
Por el teorema 3.15 existe B C X x N x w? recursivo tal que
A(z) & Ay € NVm € w B(z,a, 5(m), m).
Para cada x € X, sea
T(z,a) ={n € w| -B(z,a,n,l(n))}.

Claramente T'(z, a) codifica un arbol en w (es decir, las sucesiones de w<* cuyos
codigos estan en T'(z,a) forman un arbol) y

A(z) < Ny € NVm € w g(m) ¢ T(x,a) + T(z, a) esta bien fundado.

Consideramos ahora la codificacién del orden de Brouwer-Kleene restringido
a T (zx,a), es decir,

mRyon < mmneTl(r,a) N(nCmV

Vi< (m)(i < tn) ANj <im;=mn; Am; <ny)).
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Teniendo en cuenta que m € T'(x,a) equivale a ~B(x,a,m,{(m)), es claro
que la relacién R es recursiva (como subconjunto de w? x X x N). Por lo tanto,
la funciéon

fa)ony = {1 S Reant
0 en caso contrario
es recursiva en a, y f(z) € OT, puesto que codifica el orden de Brouwer-Kleene
restringido a T'(x). Ademas

A(z) <+ (T(x), <f(s)) esta bien ordenado < f(z) € BO. -

El teorema anterior implica obviamente que los conjuntos H} de un espacio
producto X son precisamente las antiimagenes de BO por aplicaciones continuas
f: X —N

De aqui se sigue que BO no es 2}, por el mismo argumento elemental em-
pleado en el teorema 1.60. También tenemos una prueba alternativa del teo-
rema 1.53: todo subconjunto IT; de N*® es union de X; conjuntos de Borel
(antiimagenes continuas de los conjuntos BO,,) y, como todos los espacios pola-
cos no numerables son Borel-isomorfos (y el resultado es trivial para los espacios
numerables), podemos concluir que el teorema es cierto para espacios polacos
arbitrarios.

Veamos ahora una version de los resultados anteriores con cédigos en w en
lugar de en N:

Definicion 4.23 Para cada a € N, llamamos

BO, ={eew]| {e}s

‘g?‘?a) € BO}.
Teorema 4.24 Sia € N, el conjunto BO, es I1}(a).

DEMOSTRACION: Recordemos que {e};’o“ga)(n) = U;a?’a)(e, n), de modo que
1 1

{e};;f“ga)(n)iﬁ Vm € wAu € wim =u G;?(“;)(e, u,n)),

wXw

luego {e}g’?“za) eENw AnewVmewAuewm=u<+ G0

el conjunto

(6, U, Tl)), luego

{ecw| {e};;ﬁa) e N}
es Al(a). Ahora observamos que

e € BO, < {e};’(lf‘za) ENANzeN(An€wax(n) = {e};}f“za) (n)) =z € BO)

o {5, ENA Nz €N(An € w G (e, 2(n),n) —+ x € BO)

y, como sabemos que BO es II1, concluimos que BO, es ITi(a). "

Teorema 4.25 Sia € N y A C w" es 111 (a), entonces existe una aplicacion
f:w" — w recursiva tal que A = f~1[BO,].
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DEMOSTRACION: Sea g : w" — N recursiva en a segun el teorema 4.22 y
sea ey € w tal que

{eo}a7 ™ (e.1) = a(e) ).

Sea f : w" — w la funcion recursiva dada por f(e) = ;;i‘;’)’w(eo, e). Asf
1

(V5 0) = {0} 252 1) = g()),
es decir, {f(e)};;f"za) = g(e). Asi,

A(n) <> g(n) € BO < {f(e) ;’?“Ea) € BO « f(e) € BO,. .

Como existen subconjuntos de w que son I11(a) pero no ¥i(a), concluimos
que BO, es uno de ellos.

El cardinal ® Como aplicacion del conjunto BO presentamos un cardinal de
gran relevancia en la teoria descriptiva de conjuntos sin el axioma de eleccién:

Definiciéon 4.26 Llamaremos
O =sup{a | Vf f: N — a suprayectiva}.

Teorema 4.27 © es un cardinal (un dlef) > Ry. Ademds, para todo ordinal
a >0, existe f: N — a suprayectiva si y sélo si a < O.

DEMOSTRACION: Probamos en primer lugar que © € €, es decir, que no
existen aplicaciones suprayectivas de N en ordinales arbitrariamente grandes.
En efecto, si existe f : N — « es suprayectiva, podemos definir g : @« —> PN
inyectiva dada por g(6) = f~![6], luego PN tiene un subconjunto que admite
un buen orden de ordinal «, luego o < RX(N), donde el segundo miembro es el
niimero de Hartogs® de N.

Observemos ahora que si 0 < a < /3, entonces existe una aplicacion 5 — «
suprayectiva, luego si existe una aplicacion N — 3 suprayectiva también existe
una aplicaciéon N — « suprayectiva. Por lo tanto, si 0 < a < ©, existe un
B > « tal que existe una aplicacion N — (3 suprayectiva, luego también existe
f N — « suprayectiva.

Reciprocamente, si existe f : N — « suprayectiva, ha de ser a < O, pues
en caso contrario existiria una aplicacion N — © suprayectiva y podriamos
componerla con una biyeccion ® — © + 1 para concluir que © + 1 < O.

Veamos ahora que © es un cardinal. Si existe una biyeccién g : Kk —> ©
con Kk < O, entonces existe una aplicacion N — k suprayectiva, la cual puede
componerse con g y nos da una aplicacion N — O suprayectiva, contradiccion.

5Veéase [TC 5.23]. Esencialmente, lo que sucede es que podemos definir el conjunto B =
{R € P(N?) | R es un buen orden en un subconjunto de N} y a partir de él, por reemplazo,
el conjunto R(N) = {ord(N, R) | R € B}, que se prueba facilmente que es un &lef.
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Notemos por ultimo que existe f : N — w; suprayectiva, por ejemplo la
dada por

_ [lz|l sixe€BO,
f(@) { 0 siz¢ BO.

Por lo tanto, si w; < a < we, existe también g : N — « suprayectiva (basta
componer f con una biyeccion entre wy y «) y esto prueba que Nog < 0. =

Bajo AE es claro que © = (2%0)*, luego la hipétesis del continuo equivale a
que © = N,.

Representaciones en términos de arboles En este apartado refinamos los
teoremas 1.61 y 1.62. Para ello observemos que la biyeccion canénica w<¥ —s w
nos permite codificar un arbol en w mediante un subconjunto de w y, méas en
general, un arbol multidimensional en w® mediante un subconjunto de w®. En
la practica no distinguiremos entre un arbol como subconjunto R C (w<“)® de
su imagen R C w®.

Ahora observamos que si A es un subconjunto I1i(a) de N*, entonces
A(x) < Nz e NA'(z,2,a),

para cierto conjunto A’ de tipo XY. El teorema 3.12 nos da un conjunto recursivo
B C w*3 tal que

A(z) & Nz e NVm € w B(m, z1(m), ..., 2s(m), 2(m),a(m)),

donde podemos exigir que

Si llamamos
R={(n1,...,n5,n) €w® | Vm € w(m = Ll(n1) A Am = L(ng) A m = £(n)
A (myny,...,ng,n,a(m)) ¢ B)},
tenemos que R es ¥{(a) y cumple que si z1,...,z5,2 € Ny m < m’, entonces
R(z1(m'),...2s(m'),2(m")) = R(Z1(m),...,Ts(m), z2(m)).

Claramente, esto significa que R es la codificacion de un &rbol en w1, y
ademas cumple que

A(x) < Nz e NVVm € w ~R(Z1(m), ..., Zs(m), 2(m)).

Asf pues, hemos obtenido la caracterizacion siguiente de los conjuntos I3 (a):
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Teorema 4.28 Dado a € N, un conjunto A C N*® es 11} (a) si y solo si existe
un drbol R en w**! aritmético en a (y, de hecho, podemos tomarlo %9(a)) tal
que, para todo x € N*,

A(x) < Nz e NVVm € w =R(Z1(m), ..., Ts(m), Z(m)).
Equivalentemente:
A(z) < Nz e NVVm € w =R, (2(m)) <> R, estd bien fundado,
considerando en R, el orden inverso a la inclusion de sucesiones finitas.
De aqui obtenemos a su vez una representacion para los conjuntos 1 (a):

Teorema 4.29 Sea a € N y sea A C N* un conjunto $3(a). Entonces eriste
un drbol R en w® X wy, R € Lla], tal que

A(x) < R, no estd bien fundado.

DEMOSTRACION: La prueba es esencialmente la misma que la de 1.62. Par-
timos de que A = \Vy B, donde B C N*® x N es un conjunto IT{(a). Por el
teorema anterior existe un arbol R’ en w*t! x w aritmético en a tal que

ze A VyeNR,, esta bien fundado.

Ahora observamos que R’ € Lla] porque es facil ver® que los conjuntos
aritméticos en a son los mismos en todos los modelos transitivos de ZFC que
contengan a a. Es facil ver que los arboles R” y R que se construyen en la
prueba de 1.62 siguen estando en La] (sin mas que considerar la enumeracion
canonica {sptncw € L de w<* y una biyeccion constructible w x wy — wy).

u

4.4 (Cobdigos de Borel

Presentamos en esta secciéon un ejemplo relevante de conjunto ITi, cuyos
elementos codifican los conjuntos de Borel de cualquier espacio polaco.

Definicién 4.30 Para cada i € w definimos las funciones u,v; : N — N dadas
por
u(e)(n) =c(n+1),  wvi(e)(n) = c((i,n) +1).
Para cada ordinal 0 < o < w; definimos como sigue los conjuntos X¢,, I, C N:
a) ¢ € 3§ siy solosic(0) > 2.
b) ce X siysolosice |J (X§UIIS) o bien
0<d<a
c0)=1ANicwuvi(c)e U (S§UII).
0<é<ax

c) cellg siysolosice |J (X§UIIS) o bien ¢(0) =0 A u(c) € X¢,.
0<d<a

6Por ejemplo, por la caracterizaciéon aritmética 4.13.
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Llamaremos cddigos de Borel a los elementos de

CB= Uxe= (JIE.

O<a<wi O<a<wy

La definicién y el teorema siguientes explican la definiciéon anterior:

Definicion 4.31 Sea X un espacio polaco en el que hemos fijado una enume-
racion {U, }ne,, de una base. Para cada ¢ € CB definimos B, C X como sigue:

a) Sic(0) > 1 entonces B. = J{U, | e(n+1) =1}.

b) Si ¢(0) = 1 entonces B. = |J By, (c)-

1€Ew
c) Si c¢(0) = 0 entonces B, = X \ By

De este modo, los cédigos de Borel codifican los conjuntos de Borel de cual-
quier espacio polaco X:

Teorema 4.32 Si X es un espacio polaco, su o-dlgebra de Borel cumple
B(X)={B.|ce CB}.

DEMOSTRACION: Vamos a probar, més precisamente, que para cada o < wi
no nulo:
0 0 -
Y., ={B.|ce X}, II, = {B.|ceIl}.

En efecto, los codigos ¢ € X son los que cumplen ¢(0) > 2 y, por lo demas,
son arbitrarios, y entonces B, = |J{U, | ¢(n + 1) = 1}. Es claro que, cuando ¢
recorre 3¢, los conjuntos B, recorren todas las uniones numerables de abiertos
basicos de X, es decir, recorren todos los abiertos, todos los conjuntos E? de
X, luego la igualdad de la izquierda es cierta para oo = 1.

Se cumple que ¢ € II§ si y sélo si ¢(0) = 0y u(c) € X, de modo que
cualquier codigo de - es de la forma u(c), para un ¢ € II1. Por lo tanto, como
B. = X \ By, tenemos que, cuando c recorre IIf, los conjuntos B, recorren
todos los complementarios de los conjuntos de 2(1), es decir, recorren todos los
cerrados, los conjuntos H? de X, luego tenemos ambas igualdades probadas
para o = 1. Supongamos que ambas igualdades son ciertas para 0 < § < a.

Sice X, obience |J (ESUIIS), en cuyo caso, por hipotesis de induccion,
0<d<a

B.e U (SFUIL)C =,
0<d<a

obienc(0) =1y Ai ewwvi(c) € |J (Z§UILE), luego por hipétesis de induccion
0<d<a

Ni€wB, e U (EJUILy) c 3z,
<<
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luego
B.= | By, € Z2.
1€Ew
Mas atin, si {A4;}ice es una familia de conjuntos en | J TIJ, por hipotesis
0<d<a

de induccion cada uno de ellos sera de la forma A; = B,,, con ¢; € |J (ZIUTIY)
0<é<a
y es claro que podemos construir ¢ € N tal que ¢(0) = 1y v;(¢) = ¢; para todo 4,

conloquece Xy
Be= | Buy,cp = U A

PEW €W
Esto prueba que, cuando c recorre 3¢, los conjuntos B, recorren todo Eg.

Finalmente, si ¢ € IS, o bien c € | (£§UIIS), en cuyo caso, por hipotesis
0<d<a
de induccion,

fﬂ;é LJ(E]%LJII?) C:Ilg7
0<0<a
o bien ¢(0) = 0y u(c) € ¢

o> con lo que By € Zg por lo que acabamos de

probar y B. = X \ By € Hg. Por otra parte, hemos visto que todo elemento

de 2‘; es de la forma B, para cierto ¢ € X, y es facil construir ¢/ € N tal que
d(0) =0y u(cd)=c,conloquecd €l y Bs =X\ B, luego cuando ¢ recorre
I1¢, tenemos que B, recorre todo TV "

Nota Observemos que el conjunto B, no s6lo depende del cédigo ¢ sino también
de la eleccion de la enumeracion {Uy, }nec. de la base de X. Nos va a interesar
especialmente la codificacion de los conjuntos de Borel del espacio N, y en este
caso tomaremos la enumeraciéon dada por

Up=Bs, ={z € N | zlys,) = sn}s

donde s, € w<“ es la sucesion dada por (s,), = n. Es facil definir analoga-

mente enumeraciones sencillas de bases de los espacios G, 0o R o I. L]

Una consecuencia sencilla es la siguiente:
Teorema 4.33 Si X es un espacio polaco no numerable, entonces B(X) # PX.

DEMOSTRACION: Los cédigos de Borel proporcionan una aplicaciéon supra-
yectiva N — B(X). Si se diera la igualdad, como | X| = |N] y |PX]| = |PN],
tendriamos una aplicacion N — PN suprayectiva, lo cual es imposible. =

En la prueba del teorema anterior hemos evitado el uso del axioma de elec-
cion. Si no lo esquivamos obtenemos lo siguiente:

Teorema 4.34 (AE) Si X es un espacio polaco infinito, entonces tiene exac-
tamente ¢ subconjuntos de Borel.
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DEMOSTRACION: Si X es numerable entonces B(X) = PX y el resultado es
trivial. Si X es no numerable, la aplicacion N — B(X) dada por los codigos de
Borel implica que |B(X)| < |N| = ¢. Para la desigualdad contraria consideramos
la aplicacién inyectiva X — B(X) dada por z — {z}. "

Notemos que si el espacio polaco X es no numerable, entonces tiene 2°
subconjuntos.

Teorema 4.35 El conjunto CB es I3 .

DEMOSTRACION: Consideramos en N la relacion E dada por:
2By (y(0) =0Az=u(y) vV (y0)=1AVicwaz=uvly)),

donde u y v; son las funciones definidas en 4.30. Claramente E es aritmética y
cumple lo siguiente:

a) Siy € X, entonces y es F-minimal.
b) Siy €Il y z Ey, entonces x € X5,

c) SiyeXicona>lyxEy, entonces z € |J (X§UIIS).
0<6<ax

Basta ver que
y€CB« -VzeNzy=yANi €w 241 Ez),

pues esto implica que CB es II3.

En efecto, si y € CB pero existiera la sucesion decreciente {z;};c., las pro-
piedades anteriores implican que cada z; € CB y, si tomamos el minimo «; tal
que z; € X, UITIY, , la sucesion de ordinales {c;}ic,, serfa decreciente, lo cual es
absurdo.

Reciprocamente, si se cumple la condicién indicada, la relacion E esta bien
fundada en la clausura de y respecto a E, con lo que podemos razonar por
induccion sobre E que todo elemento de dicha clausura (en particular y) esté
en CB. =

No sélo el conjunto de codigos es I11, sino también la relacién de codificacion.
Maés atn:

Teorema 4.36 Eristen relaciones P y Q en N? que son X1 y I}, respectiva-
mente, tales que, si x € N y ¢ € CB, entonces

x € B. <> P(z,¢) + Q(z,c).

DEMOSTRACION: Fijemos z € Ny c € CB, y seaT C N la clausura de ¢ en
N respecto de la relacion E definida en la prueba del teorema anterior (a la que
anadimos el propio ¢). Como la extension respecto a F de cada elemento de N
es numerable, es claro que T es numerable. Ademas sabemos que E esta bien
fundada en T'. Sea h : T'— 2 la funcién definida como sigue por E-recursion:
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a) Si y(0) > 2, entonces h(y) =1 < Vn € w(y(n) =1 Az € By,) (donde
{$n}new es la enumeracion de w<* considerada en la definicion 4.31).
b) Si y(0) = 1, entonces h(y) =1 < Vi € w h(v;(y)) = 1.
¢) Siy(0) =0, entonces h(y) =1« h(u(y)) = 0.
Claramente, para cada y € T se cumple que = € By, <+ h(y) = 1.
Ahora podemos definir:

P(a,c) <> VTh(T C N AT es numerable A c € T A

Nyz(yEzNze€T —-yeT)ANh:T — 2A (%) Ah(c) =1),
Q(a,c) <> ANTR(T C N AT es numerable A c € T A
NyzlyEzNzeT —yeT)ANh:T — 2A (x) = h(c) =1),

donde () es la conjuncion de las tres formulas a), b), ¢) anteriores (precedida de
Ay € T). Es claro que Py @ equivalen a 2 € B, (suponiendo que ¢ € CB). Falta
probar que son X1 y II} respectivamente. La clave es que T puede codificarse
como {w; }iew, para cierto w € N, lo cual convierte en cuantificaciones sobre w
todas las cuantificaciones sobre T":

P(a,c) +» Vwh e N
Ni € w((wi(0) =0 = Vi € ww; = u(w;)) A (wi(0) =1 = Vjk(w; = v (w;)))
ANi€w((x) A (View (c=w; Ah(i) =1)),
donde (x) abrevia ahora a la conjuncion de
a) w;(0) >2— (h(i) = 1 ¢ Vn(w;(n) =1 Az € By,)).
b) w;i(0) =1 = (h(i) = 1 & Vik(w; = vg(w;) A h(j) = 1)).
c) wi(0) =0 = (h(i) = 1 & Vj(w; = u(w;) A h(j) = 0)).

Asi es evidente que toda la formula que define a P tras los cuantificadores
Vwh define un conjunto aritmético, luego P es X}. El caso de Q se trata con
variaciones minimas. u

Ahora es facil probar:

Teorema 4.37 Las relaciones siguientes son 11} :
a) c € CB,
b) ce CBAz € B,
¢) ¢,d € CB A B, C By,
d) ¢,d € CB A B, = By,
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e) ce CBAB.=2.

f) ¢,d,e € CBA B, = B.U By,

g) ¢,d,e € CBA B, = B.N By,

h) c,d € CB A By =N\ B.,

i) ¢,d,e € CB A B, = B. A By,

J) {entnew CTCBAde CBAB;= | B,

new

k) {cn}new CCBAdeCBAB;= () Be,.

new

DEMOSTRACION: a) es el teorema 4.35. Para las restantes basta considerar
las relaciones P y () dadas por el teorema anterior:

ceCBAzeB, < ceCBAQ(x,c).
¢,d€ CBAB.C By ¢ c¢deCBAAzeNP(z,c)— Qz,d)),
c,de CBAB. =By < ¢deCBAB.C ByAByC B,,
ceECBAB.=9 + c€CBAAzeN-P(cz),
¢,d,e € CBA B, = B.UBg ¢ ¢,d,e € CBA Ax € N(P(x,e) = Q(x,¢) V Q(x,d))
A Nz € N(P(x,¢) V P(z,d) — Q(z,¢)),
Omitimos las comprobaciones siguientes, porque son analogas y probamos

tnicamente el tltimo apartado:

{en}new CCBAdECBABy= () B, < A\n€wAz € Nz =c, —»z€CB)

ncw
Ad e CBA Az € N(P(z,d) - An € wA\y € Ny =c, = Q(z,y)) A

Az € N(An € wVy € N(y = ¢ A P(z,y)) = Q(z,d)). .
Es facil ver que todo lo anterior vale también para subconjuntos de Borel de
N x N, pero también es facil deducirlo identificAndolos con los subconjuntos de
Borel de N a través del homeomorfismo canoénico i : N — N x N, de modo que,
por definicion BN*N = i[BX]. Esto hace que todas las propiedades anteriores

se cumplan trivialmente con N x N en lugar de N. Por ejemplo, la relaciéon
¢,d,e € CB A BN = BN*N 0 BN es 11}, pues equivale a

¢,d,e € CB A BN = BN nBY,

que ya sabemos que lo es. No obstante, a las relaciones del teorema anterior
hay que anadir una maés:

¢,d,e € CBABNYN = BN x BY & ¢,dje e CB A

Nzyz € N(z = f(x,y) A P(z,e) = Q(z,¢) A Q(y,d)) A
Azyz € N(z = f(z,y) A P(x,¢) A P(y,d) — Q(z,e).
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4.5 Clases con normas y escalas

Presentamos aqui la version efectiva de la teoria sobre clases normadas que
tratamos en el capitulo II. La definicion 2.14 de clase normada no requiere mas
modificaciéon que la de aplicarla a una clase de conjuntos I' no definida sobre
todos los espacios polacos, sino tnicamente sobre los espacios producto. Més
aun, por simplicidad consideraremos tinicamente espacios producto con s > 1,
de modo que todos son homeomorfos a N (y el homeomorfismo se puede tomar
aritmético).

Todas las consideraciones posteriores son validas igualmente con esta res-
triccion y con una minima variante: en lugar de exigir a la clase I' que sea
cerrada para sustituciones continuas, basta exigir que sea cerrada para sustitu-
ciones aritméticas, ya que en dichas consideraciones tinicamente usamos que la
aplicacion (z,y) — (y,x) es continua y, por otra parte, también es aritmética.
En cuanto al teorema 2.15, podemos adaptarlo como sigue:

Teorema 4.38 Sea I' una clase normada definida sobre los espacios producto
que contenga los conjuntos aritméticos y que sea cerrada para uniones e inter-
secciones finitas y para sustituciones aritméticas. Entonces:

a) T tiene la propiedad de reduccion y =T tiene la propiedad de separacion.

b) Si existe un conjunto N-universal para T'(N), entonces T’ no tiene la pro-
piedad de separacion y —I' no tiene la propiedad de reduccion.

c) SiT = AnT entonces T' tiene la propiedad de uniformizacion numérica.

DEMOSTRACION: El apartado a) se demuestra adaptando trivialmente la
prueba del apartado correspondiente de 2.15.

b) Adaptamos la prueba de 1.19 d). Al igual que alli, definimos los conjuntos
U° y U! usando el homeomorfismo natural N? = N, que es aritmético, por lo
que UY y U estan en I'. Con ellos construimos el conjunto V € A que no es
exactamente N-universal para A(N), sino que cumple que, para todo A € A(N)
existe un z € N tal que A = V, (pero no todo V, tiene por qué estar en
A(N)). Esto basta para que funcione el argumento de 1.16. En efecto, definimos
A={z eN| (z,x) ¢ V}, que esta en A(N) porque la aplicacion N — N x N
dada por x — (x,z) es aritmética. Entonces, deberia haber un x € N tal que
V. = A, lo cual es absurdo.

c¢) La demostracion de 2.15 es valida igualmente en este contexto. La tnica
diferencia esta en la justificacion de que R* € I'(X X w), donde

(z,n) € R* > (z,n) € RA Am € w((z,n) <* (z,m))

A Nm € w((z,n) <* (z,m) Vn<m)).

Ahora basta ver que las relaciones definidas tras los /\m estan en I', por ejem-
plo, para la primera de las dos, esto es asi por que la relacion (z,n) <* (x,m) es
la antiimagen de <* por la aplicacion aritmética (z,m,n) — (x,n,z,m). =
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Teorema 4.39 Sia € N, la clase I1{(a) es normada.

DEMOSTRACION: Sea A C N® un conjunto IIi(a). Por el teorema 4.22
existe una aplicacion f : N® —s N de tipo Al(a) tal que A = f~1[BO]. Esto
nos permite componer f con la norma en BO dada por el teorema 4.18. Se
comprueba inmediatamente que la aplicacion f x f : N x N®* — N x N es
también A}(a), luego las antiimagenes de las relaciones <y1 y <3 son %j(a) y
I} (a) respectivamente, y es claro que satisfacen la definicion de norma.

En realidad falta demostrar que los subconjuntos ITi (a) de los espacios pro-
ducto generales, es decir, de la forma X = w” x N® (con s > 1) también admiten
normas I1} (a), pero esto se sigue de la parte ya probada teniendo en cuenta que
X es homeomorfo a N a través de un homeomorfismo Al. ]

La demostracién del teorema 2.18 se adapta trivialmente para probar la
version efectiva correspondiente:

Teorema 4.40 Dado a € N, si la clase 11} (a) es normada, también lo es la
clase ¥}, 1 (a).

Por lo tanto, tenemos que las clases 111 (a) y ©3(a) son normadas, con lo
que en particular tienen la propiedad de reduccién y la propiedad de uniformi-
zacién numérica (pero no la de separacion) y las clases X1 (a) y I1i(a) tienen la
propiedad de separacion (pero no la de reduccion).

Pasamos ahora a estudiar las clases con escalas y la uniformizacion. Para
tratar con clases efectivas, la definicion de escala requiere una precisién que en
el caso clasico se cumplia trivialmente:

Para que una escala {¢,, }ncw en un conjunto A C X sea una I' escala, donde
I' es una clase definida sobre los espacios producto no numerables, exigiremos
que las relaciones  <F y y <" y (que prueban que cada ¢,, es una norma en
I') estén en I' y —I" respectivamente como un tnico par de relaciones ternarias
en X X X X w, y no sélo como infinitas relaciones binarias en X x X.

Con esta precision, la prueba del teorema 2.22 se adapta sin dificultad:

Teorema 4.41 Sea I una clase definida sobre los espacios producto no nume-
rables que sea cerrada para uniones e intersecciones finitas, para antiimdgenes
Al para An € w, \I'n € w y para Az € N. Entonces, si T tiene escalas tiene la
propiedad de uniformizacion.

DEMOSTRACION: Basta probar que todo conjunto A € T'(N x N) puede
uniformizarse en I'. Para ello tomamos una escala {¢, }necw v, a partir de este
punto, seguimos la demostraciéon de 2.22 con los pocos cambios que comentamos
a continuacion.

Por la precision que hemos hecho a la definicion de escala en I'; ahora tenemos
que las relaciones <* y <% estan en I'(N x N x w), con lo que

C={(z,y,2,n) ENXNXNxw]|(z,y) X (z,2)}



144 Capitulo 4. La teoria efectiva

estd en I' y, por lo tanto, también lo esta
B* ={(z,y,n) e NxNxw]| Az eN (z,9) =X (z,2)}.
A su vez, esto implica que

B = m Bn:/\nEWB*

new

también esté en I', y el resto de la prueba vale sin cambio alguno. L]

Teorema 4.42 Sia € N, la clase 111 (a) tiene escalas.

DEMOSTRACION: Basta probar que todo A C N que sea I1}(a) tiene una
escala en I13 (a). Segiin 4.22, existe una aplicacion continua f : N — N tal que
fIN] c LOy A= f~'[BO], y en la prueba hemos visto que la podemos tomar
Al(a).

Consideremos la aplicacion g : N x w — N tal que
gzm)= {(1,v) Ewxwlu <, v<,nt
Notemos que su grafica es aritmética, pues
(z,m,y) € G(g) < Nuv € w(y((u,v)) =0 < z({u,v)) =0 A z({v,n)) =0

Av#n)ANu€wly(u) =1+ ylu) #0).
En particular g es Al

Sea Z = {(B,7) € w1 X wy | 7 < B} en el que consideramos el orden
lexicografico:

B <BA)eB<BVEB=8Ay<v).

Puesto que todas las secciones iniciales son numerables, el ordinal de Z es wq,
luego existe una tnica semejanza F' : Z — wy. Definimos ¢, : A — Q como
las aplicaciones dadas por

On(@) = F([f (@), [lg(f (), n)])-

Observemos que ||g(f(z),n)|| < ||f(z)|| porque el término de la izquierda es el
ordinal de una seccién inicial de un conjunto bien ordenado cuyo ordinal es el
término de la derecha.

Vamos a probar que {¢,}ne, €s una escala en A. Para ello consideramos
una sucesion {,, }mew contenida en A, convergente a un z € Ny tal que cada
sucesion {¢y, (Tm) }mew sea finalmente igual a un F(a,, Br).

En primer lugar observamos que todos los a,, son iguales a un mismo ordinal
a. En efecto, dados n, n’ € w, podemos tomar un m suficientemente grande
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como para que &y, = || f(zm)|| = ans. Por otra parte, teniendo en cuenta que f
es continua, por lo que {f(Zm)}mew converge a f(z), se cumple que

n <@ n = fx)((n,n')) =0An#n'
— para m grande f(z,,)((n,n')) =0An#n’
— para m grande n <f(wm) n'

— para m grande [[g(f (zm), )| < [lg(f(@m),n")| = Bn < B

Asi pues, <j(,) esta bien fundada, luego f(x) € BO, luego = € A. Mas atin,
la aplicacion n + 3, es una semejanza del segmento inicial de n en (C(gy, <f(a))
en un subconjunto de 5, luego ||g(f(x),n)|| < Bn < a. A su vez,

1f @)l = sup{[lg(f(z), )| [ n € w} < e,

luego ¢, (x) < F(, By), como exige la definicion de escala.

Falta probar que la escala es IIj(a). Para ello observamos que si # € N,
y € A, se cumple que

T E€ANGn(2) < Pn(y) > x € AN

Ur @< F @IV AL @I =TI A lg(f (), nll < lg(f (), D)
< f(z) <m f(y) A (f(y) £ fl2) V (9(f(2),n) <m g(f(y),n))),
donde <p1 y <s: son las relaciones definidas en la demostracion de 4.18.

Asi pues, la relacion
z<pny < f(@) <y fy) A (1Y) £s1 f(2) V (9(f(2),n) <mp g(f(y),n)))

es claramente ITj (a) (pues se expresa en términos de uniones e intersecciones de
antiimagenes de relaciones II} por aplicaciones Al(a)) y cumple la definicion de
escala en IT}(a). Lo mismo sucede con la relacion ¥1(a) dada por:

z<gny ¢ f(@) <si f) A (fy) Zm f(@) V (9(f(2),n) <51 9(f(y),n)))-

Los teoremas 2.24 y 2.25 se adaptan sin dificultad alguna:

Teorema 4.43 Sea a € N. Si la clase 11} (a) tiene escalas (resp. tiene la pro-
piedad de uniformizacion), lo mismo le sucede a ¥} (a).

Por lo tanto, concluimos que las clases I1}(a) y Xi(a) tienen escalas y la
propiedad de uniformizacién, mientras que %1(a) y Ii(a) no pueden tener la
propiedad de uniformizacion, pues entonces tendrian la propiedad de uniformi-
zacion numeérica y la propiedad de reduccion.”

"Para reducir dos conjuntos A y B basta uniformizar A x {0} U B x {1}.
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Definicion 4.44 Diremos que una clase de conjuntos I' definida sobre los es-
pacios polacos es una clase de Spector si cumple las propiedades siguientes:

e Es cerrada para A, V, An < m, Vn < m, An € w, Vn € w y para
sustituciones recursivas.

e Esta w-parametrizada, tiene la propiedad de sustituciéon y es normada.

e Contiene a IIj.

En particular, vemos que toda clase de Spector es adecuada, es una clase ¥ y
¥* y es cerrada para sustituciones I'-recursivas (por la propiedad de sustitucion).
En particular a todas se les puede aplicar el teorema de recursion de Kleene.

Todas las clases de Spector que vamos a considerar seran cerradas o bien
para Az € N o bien para \/z € N, y el teorema 3.48 garantiza entonces la
propiedad de sustitucion.

Todas las propiedades exigidas se conservan al relativizar, es decir, que si I'
es una clase de Spector, también lo son las clases I'(a), para a € N. La clase T’
no es una clase de Spector porque no esta w-parametrizada, pero cumple todas
las demas propiedades, contiene a H% y estd N-parametrizada. Mas atn, el teo-
rema 3.68 nos da entre otras cosas que I es cerrada para uniones e intersecciones
numerables.

Las clases X! y ITL cumplen todas las propiedades de la definicion de clase
de Spector excepto a lo sumo la de ser clases normadas (y ademas Y1 no cumple
la dltima propiedad, pero no importa porque de hecho no es una clase normada,
luego no es de Spector). De entre todas ellas, la tnica clase que puede probarse
que es normada (luego de Spector) en ZFC es II1 (y sus relativizaciones).

Pasemos a estudiar las clases de Spector y empezamos profundizando un
poco en el concepto de norma:

Definicion 4.45 Recordemos que un preorden < en un conjunto X es una
relaciéon reflexiva y transitiva en X. FKEsto implica que la relacion dada por
x~y 2 <yAy <z es una relacion de equivalencia en X y < induce una
relacion de orden en el conjunto cociente X/ ~. Cuando este orden es un buen
orden se dice que < es un buen preorden en X y esta definida su longitud || < ||
como el ordinal de dicho conjunto cociente.

Observemos que toda aplicacion f : X — ) define un buen preorden en X
mediante 2 <; y < f(z) < f(y). En tal caso f induce una aplicacién inyectiva
f: (X/ ~) — Q que conserva el orden total inducido por <y, por lo que éste
es un buen orden y <; es un buen preorden.

Reciprocamente, si < es un buen preorden arbitrario, de longitud «, tenemos
una semejanza g : (X/ ~) — «, que a su vez induce una (tnica) aplicacion
g : X — « suprayectiva que induce en X el buen preorden dado. Si este
preorden era de la forma <;, es decir, inducido por una aplicacion f en §2,
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podemos definir h = g~ o f y entonces h : o« —> € es inyectiva y creciente y

hace el diagrama siguiente conmutativo:

!

X——=0
N
g
«

Observemos también que si < es un preorden en un conjunto X, que sea un
buen preorden equivale a que la relacion dada por z <y <> x <y Ay £ z esté
bien fundada en X, en cuyo caso la aplicaciéon g : X — || < || inducida por la
semejanza de X/ ~ en su ordinal no es sino el rango de <.

Una norma ¢ : A — § es regular si existe un ordinal « tal que ¢ : A — «
suprayectiva. Segun las observaciones precedentes, para toda norma ¢ existe
una tnica norma regular ¢ en A que induce el mismo buen preorden <, por lo
que si ¢ es una norma en I' lo mismo vale para ¢. Definimos la longitud de una
norma como ||¢|| = ¢[A] = a. (Asi la longitud de una norma coincide con la del
buen preorden que induce.)

Observemos que cuando A = X la definicién de norma en I' se simplifica,
pues entonces las condiciones x € A e y € A son triviales y simplemente tenemos
que el buen preorden <, esté en la clase ambigua A =1I'N —I'. Definimos

dr =sup{|| < || | £ es un buen preorden en N que esta en A(N?)}

=sup{||¢|| | ¢ : N —> Q es una norma en I'}.

Aqui llamamos A =T'N-TI', donde ' = | T'(a).
aeN
Segun hemos visto, si a = ||¢||, para cierta norma ¢ : N — € (que podemos
tomar regular, de modo que ¢ : N — « suprayectiva), tenemos que a < O,
el cardinal definido en la seccién anterior. Esto implica que ér < ©, luego, si
suponemos AE, se cumple que dr < (2N°)+. En particular, es consistente que
5{‘ S wo.

Podemos ver los ordinales 1 como versiones “descriptivas” del cardinal ©.
Veamos ahora algunos hechos elementales que nos seran tutiles en varias ocasio-
nes:

e Si I' es una clase adecuada, X es un espacio polaco y A € T'(X), segtn
2.14, toda norma regular ¢ : A — « es una norma regular en I', se
extiende a una aplicacion ¢ : X — a + 1 haciendo que ¢(x) = « para
todo x € X \ A, y entonces las relaciones

r<"yeoxecANo(x) < oly), T <"y o(r) < oy)

estan ambas en I' (pero esta extension no es necesariamente una norma
enT).



148 Capitulo 4. La teoria efectiva

e Para cada § < « definimos
A ={zc A|é(z) <6}

Claramente A = |J A% y cada A% esta A.
s<|ll

En efecto, podemos tomar y € A tal que ¢(y) = 0, y entonces

reA o a<tyea(y<a).

e La restriccion ¢|4s : A> — § es una norma regular en T, pues, si y € A,
basta tener en cuenta que

ze A N(x) <Ply) e ANG(r) <dy) o <rye <y

eSi¢g: A— aesunanormaenI'y A € A(X), entonces la extension
¢ : X — « que toma el valor 0 en X \ A es una norma en T', luego en A.

En efecto, basta definir
<y (xecANycAnes<ry)V(@e¢gANycA)V (xt¢gANy¢&A).

Como A € A y podemos cambiar x <r y por x <_r ¥, es claro que la
relacién estd en A y también es inmediato que es un buen preorden de
longitud 4, pues su norma asociada es la extension que hemos indicado.

e Estos hechos implican que en realidad
dr ={|| £ ||| £ es un buen preorden en N que esta en A(N?)}

={||¢|l | ¢ : N —> Q es una norma en I'},

pues estos conjuntos ya son ordinales. En efecto, si a pertenece a cual-
quiera de los dos conjuntos de longitudes de normas o buenos preérdenes,
existe una norma regular ¢ : N — Q en A tal que ||¢]| = . Sid < «
acabamos de ver que ¢ se restringe a una norma sobre A% de longitud ¢,
la cual se extiende a una norma en N de longitud §, luego § también esta
en el conjunto, luego éste es su propio supremo.

Practicamente hemos demostrado ya el teorema siguiente, que muestra que
Or acota las normas de todos los predrdenes inducidos por normas en I' de
cualquier subconjunto de T'(N):

Teorema 4.46 Sea T’ una clase adecuada. Si A€ T(N) yo: A— Q es una
norma en T', entonces ||¢|| < dr.

DEMOSTRACION: Para todo § < ||¢||, hemos visto que ¢ se restringe a una
norma de longitud § sobre A%, la cual se extiende a una norma de longitud §
sobre N, luego § < dr, luego ||¢|| < dr. "
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Definicién 4.47 Cuando I' = X! o T' = II}

S
., S€ usa la notaciéon 4, = dr.
Explicitamente:

0. ={| <|I| £ es un buen preorden en N de clase A}
Estos ordinales 6,1L se conocen como ordinales proyectivos.

El teorema anterior prueba que si ¢ : A — ) es una norma en E,ll o} H,ll
con A C N, entonces ||¢|| < .. De hecho, es claro que lo mismo vale si A esté
contenido en cualquier espacio polaco no numerable, ya que un isomorfismo de
Borel permite transportar la norma a otra en un subconjunto de N en las mismas
condiciones.

Veamos ahora que los ordinales proyectivos son ordinales limite. Mas en
general:

Teorema 4.48 Si I' es una clase de Spector, entonces dr es un ordinal limite
de cofinalidad no numerable. En particular esto se aplica a los ordinales 6:1.

DEMOSTRACION: Sea < un buen preorden en N que esté en A y cuya norma
sea un ordinal . Es claro que podemos tomar un zg € N tal que la relaciéon

<= (S \({zo} x N)) U (N x {zo})

es un n buen preorden en N de norma « + 1. Ademas estd en A, pues los
conjuntos {zo} x Ny N x {z} son de A]. Esto prueba que dr es un ordinal
limite.

Sea {a;, }new una sucesion creciente en dr. Vamos a probar que su supremo
también esté en dr. Tenemos que existe un buen preorden <,, en N de clase A
y ordinal «,,. Vamos a probar que

<= U x{n}) U{(z,m,y,n) € N xw)? | m <n} €A,
n
El segundo conjunto estd en A porque es una antiimagen por una proyecciéon
de la relacion de orden en w, que esta en Al. En cuanto al primero, fijamos un
buen conjunto universal G C N x N x N, de modo que para cada n € w existe
un a, € N tal que <,= G,,,, tomamos a € N que codifique a todos los a,, y asi

(z,y) € U(<n x{n}) & Vn € w G(z,y,an),

lo que prueba que la union esta en I'(a) C T'. Expresando <,,= =G}, obtenemos
igualmente que la union esté en —I'(b) C —T', luego estd en A. Claramente,

(,n) < (y,n)m<nVm=nAz<,y).

Es claro entonces que < es un buen preorden en N X w cuya norma es mayor
o igual que todos los «,,. A través de un homeomorfismo recursivo N x w =2 N
se puede obtener un buen preorden con la misma norma en N, y que seguira
estando en A por la clausura para sustituciones recursivas, luego el supremo de
los v, es menor que dr. ]

Estos resultados sobre normas y buenos preoérdenes estan relacionados con
resultados sobre relaciones bien fundadas:
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Definiciéon 4.49 Dada una clase de conjuntos I', llamaremos
~pr =sup{]| < || | < es una relacién bien fundada en N de clase IT'},

donde la longitud || < || de una relacion bien fundada se define, naturalmente,
como la imagen de su rango.

Observemos que en general r < ~p, pues todo buen preorden en N de
clase A determina una relacion bien fundada en N de clase A (la dada por

r<yAy<ux).
Teorema 4.50 Si I es una clase adecuada,

v ={|| < ||| < es una relacién bien fundada en N de clase T'}
y es un ordinal limite.

DEMOSTRACION: Para probar la igualdad basta ver que el conjunto de la
derecha es un ordinal. En efecto, si o € v existe una relaciéon < bien fundada
en N de clase ' y longitud «, y si 8 < «, existe un yg € N de rango S, y
podemos definir

r<*yer<yAy<yo,

con lo que tenemos una nueva relacion bien fundada, también en I', y de longi-
tud B. Para probar que «p es un ordinal limite observamos que si a € yp y <
es una relaciéon bien fundada de longitud «, siempre podemos elegir un zg € N
tal que la relacién

r<*ye(xFrzoNz<y)V(rF#yAy=ux).

tenga longitud o + 1, y también es de clase T'. L]

Teorema 4.51 Se cumple que 5% =w ¥y 5% < ws.

DEMOSTRACION: El teorema 2.37 implica las desigualdades 6% <vi<wy
5% < 'yé < wsy. Dado cualquier ordinal w < a < wj, tomamos un subconjunto
A C N numerable y una biyecciéon f : A — «a, que podemos extender a N
asignando el valor 0 a todos los puntos de N'\ A. Entonces

<5 =N\VA?U(NNA) x A U{(a,y) € 47| f(z) < f(y)}

es un conjunto de Borel en N2, ya que A lo es (por ser numerable) y el tercer
conjunto de la unién anterior también (por la misma razon). Por lo tanto o < 7.
| ]

Este teorema es todo lo que puede decirse sobre la situaciéon de los ordinales
proyectivos en la escala de los alefs en ausencia de axiomas adicionales.

El teorema siguiente generaliza a 2.37, pues implica que toda relacién bien
fundada de clase 31 debe tener longitud < d} = w;:
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Teorema 4.52 Sea I' una clase de Spector cerrada para Nz € N, sea X un
espacio producto, sea < una relacion bien fundada en X que esté en —I'(a), sea
G C X x N un buen conjunto N-universal para T'(X) y sea ¢ : G — Q una
norma en I'. Entonces existe una funcion f: X — X X N recursiva en a con
imagen en G y tal que

r <y = o(f(x) < o(f(y)-

Consecuentemente, ||¢|| = ér = vy_p.
DEMOSTRACION: Consideremos la relacion en I'(a) dada por
Qy,u) & Az € X(w <y = (z,u) <§ (y,u))-

Por 3.57 existe un € € N recursivo en a tal que Q(y, €) < G(y, €). Basta definir
f(x) = (z,€). Veamos que todo y € X cumple f(y) € G. En caso contrario
sea y € Y un <-minimal tal que (y,€) ¢ G. Esto equivale a =Q(y, €), es decir,
a que existe un x € X tal que x < y pero —(z,¢) <5 (y,€). Ahora bien, como
(y,€) ¢ G, larelacion (z, €) < (y, €) se cumple a menos que (z,€) ¢ G, pero esto
contradice la minimalidad de y. Por lo tanto, si x < y, como Q(y, €), tenemos

que ¢(f(z)) < o(f(y))-

Esto implica que || < || < ||¢]|, para toda relacion bien fundada < en —T.
Por lo tanto dr < v_r < ||¢||, ¥ la desigualdad opuesta nos la da 4.46. n

Este teorema muestra que en el teorema 4.46 puede darse la igualdad. Esto
implica que la norma ¢ del teorema anterior no puede extenderse a una norma
en X x N de clase T, pues en tal caso tendria que ser ||¢|| < or.

Terminamos con una observacion sobre escalas:

Teorema 4.53 Si A es un subconjunto de un espacio polaco X y {¢n}new €8
una escala en A, la sucesion {¢n }new de las normas regulares determinadas por
cada norma ¢, es también una escala en A.

DEMOSTRACION: Basta tener en cuenta que, tal y como hemos visto, existen
aplicaciones inyectivas y crecientes 1, : ||¢,| — Q tales que ¢, = ¢, 0 Py,.
Asi, si {Zp}new s una sucesion en A convergente a x € X y se cumple que
las sucesiones {¢,, () }mew son finalmente constantes, entonces también lo son
las sucesiones {¢n(Tm)}mew, luego x € Ay ¢n(z) < dn(xy), para todo m
suficientemente grande, luego ¢, (z) < ¢,(2.,), para todo m suficientemente
grande. L]

Obviamente, si la escala dada es una escala en una clase I' (es decir, si
cada norma ¢, es una norma en I'), entonces lo mismo le sucede a la escala
regularizada, pues la regularizaciéon de una norma en I' es una norma en I.
Si T" satisface las hipotesis del teorema 4.46, concluimos que la escala es una
dr-escala, es decir, que todas sus normas toman valores en dr.
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4.6 El teorema de parametrizacion

Dedicamos esta seccion a demostrar algunas propiedades mas profundas de
las clases de Spector. Escribiremos z € A(y) (con z en un espacio producto
X e y € N) para indicar que z es A(y)-recursivo, es decir (definicion 3.27) si
Cx)={neN|xzeB,} e Ay).

Empezamos con algunas propiedades elementales sobre aplicaciones I'-recur-
sivas:

Teorema 4.54 Sea ' una clase de Spector y f : X — Y una funcion estric-
tamente I'-recursiva parcial entre espacios producto.

a) Las relaciones siguientes estdn en I':
F@ f@IA f(2) € Bu, faA f(x) =y, [N f(z) #y.

b) SiQeI(Y), la relacion f(z)} A Q(f(x)) estd en T
¢) Para cada x € X tal que f(x)| se cumple que f(x) € A(x).

DEMOSTRACION: a) Recordemos que una funcién es estrictamente I'-recur-
siva parcial cuando es I'-recursiva parcial y su dominio esta en I'. Por lo tanto,
la relacion f(x)] estda en I’ por definicion.

El conjunto {(y,n) €Y xw |y ¢ B,} es IIY (por 3.7), luego estd en I'. La
funcion (x,n) — (f(z),n) es claramente I'-recursiva, luego por la propiedad de
sustitucion existe @* € I'(X X w) tal que

f@)l = (Q(x,n) < f(x) ¢ Bn).
Por lo tanto f(z)} A f(z) ¢ B, + f(2)I A Q*(z,n), luego la relacion esté en T
Para las otras dos basta tener en cuenta que

F@IA f(z) =y < An€wly € By = (f(@)LA f(z) € By)),

F@IA f(x) £y Vn e w((f(@)bA f(z) € By) Ay ¢ B).
b) Por la propiedad de sustitucion existe Q* € I'(X) tal que
@)= (Q(z) < Q(f())).
Entonces

F@IAQ(f(x)) & fa)l A Q" (x).

c) Tras la definicion 3.44 de funciéon T-recursiva parcial observamos que
cuando f(z)| se cumple que f(z) € T'(z), es decir, que C(f(x)) € T'(x). Por
otra parte,

n € -C(f(x)) & f(z) ¢ Bn < fx)lA f(x) & Bn > P(x,n),

donde P(z,n) esta en I' por a), luego -C(f(x)) € I'(z), luego C(f(x)) € -I'(z).
Por lo tanto, C(f(z)) € A(x), lo que equivale a que f(x) € A(x). "
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Teorema 4.55 (Teorema de parametrizacion) Sea I’ una clase de Spector.
Para cada espacio producto Y existe una funcion estrictamente I'-recursiva par-
cial d:w —Y tal que para cada y € Y se cumple

y €A Viecwd@i)Adb) =y).

Similarmente, si X es también un espacio producto, existe una funcion estric-
tamente I'-recursiva parcial d : w x X — 'Y tal que

y € A(z) « Vi€ w(d(i,x)| A d(i,z) = y).

DEMOSTRACION: Suponemos en primer lugar que ¥ = N. Probamos la
segunda afirmacion (la primera se obtiene simplificando la prueba). Tomemos
G C wxNxwxXw un conjunto w-universal para I'(N'xw xw). El teorema 4.38 nos
da que I tiene la propiedad de uniformizacién numérica, luego existe G* C G
en I' que uniformiza a G respecto de la dltima componente. Definimos

d(i,z), < An € wN'm € w G*(i,z,n,m),

d(i,x), — (d(i,x) =y &> Amn € w(y(n) = m « G*(i,z,n,m))).

Claramente, el dominio de d esta en I, y se trata de una funcion I'-recursiva
parcial, pues

d(i,z)} — Nk € w(d(i,z) € By < N\j < (k) G*(i, 2, j, kj)

y la parte final esté claramente en I'.

El teorema anterior nos da entonces que cada d(i,x) € A(z). Reciproca-
mente, si y € A(z), entonces y esta en I'(x), como subconjunto de w x w, luego
existe un ¢ € w tal que

y(n) =m + G(i,x,n,m).
Por lo tanto, como y es una funcion,
y(n) =m < G*(i,x,n,m),

luego d(i,z)) y d(i,x) = y.

SiY = w" el teorema es trivial, pues todos sus puntos estan en A(z). En
caso contrario podemos tomar un homeomorfismo recursivo 7 : N — Y (con
inversa recursiva). Definimos d*(i,2) = w(d(i, x)), que es I'-recursiva parcial por
se composicion de dos funciones I'-recursivas parciales. Ademaés su dominio es
el mismo que el de d, luego d* es estrictamente I'-recursiva parcial y claramente
cumple lo pedido. [

De aqui obtenemos que las clases de Spector son cerradas para cuantificado-
res existenciales \y € A(z):
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Teorema 4.56 Sea I' una clase de Spector, sean X e Y espacios producto y
Q C X xY un conjunto en T y sea

P(z) < Vy € A Q(z,y).
Entonces P € T'. Similarmente, si Q C X XY x Z esta en ' y
P(z,2) < Vy € A(2) Q(z,y, 2)
entonces P estd en T'.

DEMOSTRACION: Consideremos el segundo caso. Con la notaciéon del teo-
rema anterior,

P(z,2) + Vi€ w(d(i, 2)} A Q(z,d(i, 2), 2)).

Esta relacion est4 en I' por el teorema 4.54 b) (aplicado a (x, 2) — (d, d(i, 2), 2)).
|

Seguidamente probamos una version efectiva de 1.43:

Teorema 4.57 Sea T' una clase de Spector cerrada para Nz € N, sea una
aplicacion I'-recursiva f : X — Y entre dos espacios producto cuya restriccion
a P € A(X) sea inyectiva. Entonces f[P] € A(Y).

DEMOSTRACION: Notemos que la relacion f(z) = y estd en A por 4.54 a).
Si P(z) A f(x) =y, entonces x es el tnico punto de P cuya imagen es y, luego

neCx) < reB, V' e X(f@')=yAP@)AN2 €B,)

o N\’ € X(f(2') #yV -P@)Va €B,).
Esto implica que C(x) € A(y), es decir, que z € A(y). Por lo tanto,

y € fIPl < Vz e X(P(x) Ny = f(z))
< Ve Aly)(P(z) Ny = f(x)).

La primera equivalencia prueba que f[P] € —I', mientras que la segunda, te-
niendo en cuenta el teorema anterior, prueba que f[P] € T, luego f[P] € A.
u

El teorema 1.43 es en realidad un caso particular de la versiéon para I' del
teorema anterior, cuya prueba es un corolario inmediato:

Teorema 4.58 Sea I' una clase de Spector cerrada para Nz € N, sea una
aplicacion A-medible f : X — Y entre dos espacios producto cuya restriccion
a P € A(X) sea inyectiva. Entonces f[P] € A(Y).

DEMOSTRACION: Existen ag,a1,a2 € N tales que P € T'(ag) N —I'(a1) y
f es A(ag)-recursiva (por 3.68). Tomamos a = (ag, a1, a2) € N, de modo que
P e A(a) y f es A(a)-recursiva. Ahora basta aplicar el teorema anterior a la
clase de Spector I'(a). .
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4.7 Codificaciones de modelos numerables

Terminamos estudiando la posicién en la jerarquia de Kleene de algunos
conjuntos definidos en términos de la teoria de modelos.

Definicion 4.59 Dado x € N, llamaremos F, C w X w a la relaciéon dada por
mEyn < x((m,n)) =0.

Notemos que E, es exactamente la misma relacion que en 4.17 hemos lla-
mado <,. Cambiamos la notacién porque hasta ahora alli interesados en los
x € N para los que la relacién asociada era un buen orden, mientras que ahora
nos interesaran relaciones méas generales. Concretamente, observamos que, para
cada z € N, el par (w, E;) es un modelo del lenguaje formal L. de la teoria
de conjuntos. Podemos suponer que los signos de L. son nimeros naturales,
de modo que las féormulas de Ly son elementos de w<* que, a su vez, pueden
codificarse de forma candnica mediante niimeros naturales mediante la biyec-
cion canodnica. A través de esta identificacion, es claro que el conjunto de las
formulas o de las sentencias de L. es recursivo.

Para cada terna (o, v,r) € w? x N, escribiremos = F «a[v] para representar
que o € Form(Lt.), que v codifica una sucesion finita definida (al menos) sobre
todas las variables libres en a y que (w, E,) F afv].

Teorema 4.60 La relacion x F afv] es Af.

DEMOSTRACION: Por concretar, podemos suponer que las variables de L.
[
son los ntimeros > 5, mientras que ='=0,'€' =1, ™='=2,—=7=3, A =4.
Definimos entonces el conjunto V' C N? mediante

V(y,z) < Anmul € w(n = (m,v) Al =L(v) = (y(n) =0V yn)=1)A--),
donde los puntos suspensivos son la conjunciéon de las formulas siguientes:

o Nab <l(m=(0,a,b) = (y(n) =1 v, =w)),

o Nab < i(m=(1,a,b) = (y(n) =1 < v, B, ),

0)),

e Apgew(m=3"p"qg— (y(n) =1 (ylp,v) =0V y(g,v) =1))),

o A\p€w(m=2"p— (y(n) =1+ y((p,v)) =

e Nprcwm=4"r"p—=yhn) =1«
Nscwl<ls)nr<ls)ANNi<l(i#r—v=s)—y((p,s)) =1)).

Es claro entonces que V es aritmética, y si a € Form(Ly.), v € w codifica
una sucesion definida sobre todas las variables libres en « y se cumple V (y, z),
entonces

y({a,v)) =1 4 2 E afv)].
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A su vez, la relacion = F afv] equivale a

a € Form(L.) A VI(l = £(a) A \i < I(i es una variable libre en a — i < £(v))
ANVy e N(V(y,z) Ay({a,v) =1) <

a € Form(Li.) A VI(l = £(a) A \i < I(i es una variable libre en o — i < £(v))
ANy € N(V(y,z) = y({o,v)) = 1).

Teniendo en cuenta que “ser una variable libre” es una relacion recursiva, es

claro que estas equivalencias prueban que z F afv] es Al "
Si o € w es una féormula con variables libres vy, ..., v,, la relacién en w” x N
dada por

rEalay,...,a] < Vs cwy <l(s)A- Av,. <L(s) A

Sy, = a1 A\ - NSy, =a, AN xE als])
es también Af.

Escribiremos @ F « en lugar de z F «[0], que es también una relacién A}
en w x N. Esta relacién nos interesaré inicamente cuando « sea una sentencia,
con lo que la eleccién de v sera irrelevante.

Notemos ahora que si I' C Form(£L¢.) es un conjunto Al de sentencias de
Ly, entonces la relacion z F ' es Al en N, pues

rET & Nacw@el »rka).

Los conjuntos de los axiomas de KPI o de ZFC son recursivos, por lo que
las relaciones x F KPI o = ZFC son A} en N.

Recordemos ahora la definicion de modelo w dada en [PC 2.39]: si (M, R) es
un modelo de KP, la parte bien fundada My es un modelo transitivo de KP (lo

probamos en [PC 2.37]) y la inversa de la funcioén colapsante es una inmersion

i: My — M. Se dice que M es un modelo w si iw] = wM.

Teorema 4.61 La relacion “x codifica un modelo w de KPI” es Al en N.

DEMOSTRACION: Consideremos la relacion N C w? x N que se cumple si
m = iz (n), donde i, : (w, Fy )b — w es la inmersion canonica. Explicitamente,
tenemos que

N(n,m,z) < Vscwl(s)=n+1As,=mAzE[so] =2 A

Ni <n xE [sig1] = [si] U{[si]}

luego N es Al, y también es claro que € N codifica un modelo w de KPI si y
s6lo si
rEKPIA Am € w(x E [m] €w— Vn €w N(n,m,x)),

luego se trata de una relacion Af. "

Obviamente lo mismo vale cambiando KPI por ZFC, ZF, etc.
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Definicion 4.62 Llamaremos BF al conjunto de los x € N tales que la relacion
E, es extensional y bien fundada en w.

Se trata de un conjunto II}, pues, si a € Form(£) es el axioma de extensio-
nalidad,
E, es extensional < x F «,

luego {x € N | E,, es extensional} es Al. Por otra parte,
E, esta bien fundada <+ Ay € NVn € w z((y(n + 1),y(n))) # 0,

y es claro que el conjunto {(x,y,n) € N XN x w | z({y(n+1),y(n))) # 0} es
aritmético, luego {x € N | E, estd bien fundada} es II3. "

Si x € BF, podemos considerar la funcion colapsante 7, : (w, E,) — M.
Fijado x, para cada y € M, llamaremos § = 7, '(y), y diremos que 7 es el
nombre de y respecto de x.

Teorema 4.63 Los conjuntos
{(z,ym) e NxNxwl|xzeBFAye M, Am=7g},

{(z,y) eNxN|ze€BF Ay e M,}

son 11}
DEMOSTRACION: Observemos que, para = € BF, la relacion
m=n, < neEM, An=m
no es sino la relacion N definida en la prueba del teorema anterior, que es Al.
Ahora definimos en w? x N la relacién
m = (a,b), < Vuv € w(u = ay Av=by Az E [w] = ([u],[v])).

De este modo, si x € BF esta relacion equivale a que a,b € M, A w,(m) = (a,b),
pero sin suponer z € BF la relacion es Al

Finalmente, definimos en w x N? la relacion

>

m=17, < Nt ecw@kE ([t] € [m]) = Vuv € wv =y(u) At = (0,9),) A

Au € wVvt € w(v =y(u) At = (0,0): A xFE [t] € [m])).

Si x € BF, esta relacion equivale a la determinada por el primer conjunto
del enunciado, pero sin suponerlo es A}. Por lo tanto, el primer conjunto del
enunciado es la interseccion de esta relacion con w x BF x N, luego es II1. El
segundo se obtiene del primero mediante \/m € w, luego también es II}. m






Capitulo V

Conjuntos hiperaritméticos

Las clases de Lusin X0 y II2 abarcan toda la clase de los conjuntos de Bo-
rel Ai, que es la base de la jerarquia de segundo orden, que recorre los conjuntos
proyectivos. Sin embargo, no podemos decir lo mismo de las clases de Kleene
Y0 v Y, que solo recorren la clase de los conjuntos aritméticos, estrictamente
contenida en la clase A} (teorema 4.15). No es sorprendente que esto sea asi,
pues las clases Zg forman una jerarquia transfinita de longitud w;, mientras que
las clases 3 solo se corresponden con los primeros w niveles de dicha jerarquia.
En este capitulo vamos a probar que la jerarquia de Kleene se puede prolon-
gar a una jerarquia transfinita de conjuntos que llamaremos hiperaritméticos,
y probaremos que éstos son precisamente los conjuntos A}. Como paso previo,
dedicamos la primera seccién a conectar la teoria de la recursiéon con la teoria
de ordinales.

5.1 Ordinales recursivos

El lector necesita recordar ahora la definicion del conjunto BO dada en 4.17
y los conceptos relacionados con ella.

Definicion 5.1 Para cada a € N, definimos
wi ={aeQ|VzeBO (]|z]| = a A = es recursivo en a)}.

Los elementos de w{ se llaman ordinales recursivos en a. Obviamente w{ de-
pende tnicamente del grado de Turing de a. El conjunto de los ordinales recur-
sivos (es decir, recursivos en cualquier a € N recursivo) se suele representar por
wi® (por Church-Kleene).

Teorema 5.2 Para cada a € N se cumple que w§ es un ordinal limite numerable
> w, que es, pues, el menor ordinal no recursivo en a.

DEMOSTRACION: Para probar que w{ es un ordinal basta ver que si a € wf
y 8 < a, entonces 8 € w¢. Sea b € BO recursivo en a tal que ||b|| = o. Entonces

159
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existe un n € Cj tal que el ordinal del segmento (Cy)<t es 8. La aplicacion
r: N x w— N dada por

T’(SU n)(m): 1 si m% <u m%/\m% <z N,
’ 0 en caso contrario

es claramente recursiva, luego ¢ = r(b,n) es recursivo en a (aqui usamos que la
aplicacion r(—,n) también es recursiva) y claramente ||c|| = 8 € w¥.

Asi pues, w{ es un ordinal, claramente no nulo y numerable. Para probar
que es un ordinal limite observamos que la aplicacién s : N — N dada por

s(z)(m) = 1 sim?=0V(m3#0Am?#£0AmE—1<,m?—1),
0 en caso contrario

es recursiva y si b € BO es recursivo en a, entonces s(b) € BO es recursivo en a
y |1s(®)]] = ||b]| + 1, de modo que si o < w§, también o+ 1 < w$.
Por ultimo, es facil ver que w es un ordinal recursivo: basta definir

2(n) = 1 sind <n?
0 en caso contrario,

de modo que z € N es recursivo y <, es el orden usual en w, luego ||z| = w.
Esto prueba que w < w{* < wf. "

Notemos que todo ordinal numerable es de la forma ||a||, para cierto a € BO
obviamente recursivo en a, lo que implica que

U wf = ws.
aeN

Teorema 5.3 (Teorema de acotaciéon) Sea X un espacio producto, a € N,
f: X — N una aplicacion Al(a)-recursiva y sea P C X un conjunto tal que
P(z) <+ f(z) € BO. Entonces P es Al(a) siy solo si {||f(z)|| | € P} estd
acotado en wy.

DEMOSTRACION: Observemos que, en cualquier caso, como Xi(a) tiene la
propiedad de sustitucion, P es un conjunto ITi(a), luego sera Al(a) si y solo si
es X1(a).

Si existe y € N recursivo en a tal que ||f(z)]] < |ly|| para todo = € X,
entonces, teniendo en cuenta el teorema 4.18, vemos que

P(x) < f(z) e BOA [[f (@)l < llyll & f(z) <s1 v,

de donde, usando que la funciéon z — (f(z),y) es £1(a)-recursiva (notemos que
la funcion constante ¢, lo es), concluimos que P € ¥i(a).

Supongamos ahora que el conjunto de las normas no esta acotado en w{. Sea
Q) C w un conjunto I1}(a) cualquiera. Por 4.22 existe una funcién g : w — N
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recursiva en a tal que Q(n) < g(n) € BO. Para todo n € w, por 3.30 tenemos
que g(n) es recursivo en a, luego

Q(n) ¢ g(n) € BOA [lg(n)|| < wf ¢ Vz € X (P(x) A g(n) <51 f()).
Por consiguiente, si P fuera Y1 (a), esta expresion probaria que Q es ¥1(a), pero
no todo conjunto II} (a) es Xi(a). "

De aqui deducimos un resultado sorprendente:
Teorema 5.4 Sia € N, entonces
wi={aecQ|VzeBO (|z| = a Az es B1(a))}.

DEMOSTRACION: La demostracion del teorema 5.2 se adapta trivialmente
para probar que el miembro derecho es un ordinal. Teniendo esto en cuenta,
una desigualdad es inmediata, pues todo codigo ¥9(a) es X1(a). Supongamos
que existiera un y € BO que fuera ¥1(a) pero para todo z € BO recursivo en
a se cumpliera ||z|| < [ly||. Sea @ C w un conjunto I1}(a). Por 4.22 existe
g : w — N recursiva en a tal que Q(n) <> g(n) € BO. Entonces

Q(n) < g(n) € BOA Jlg(n)|| < flyll < 9(n) <s1 .

Esto implica que Q es ¥1(a), pero no todo conjunto I1i(a) es ¥i(a), luego
tenemos una contradiccion. ]

Asf pues, las funciones X1(a) no permiten codificar més ordinales que las
funciones Y (a).

A veces es preferible codificar los ordinales como alturas de arboles bien
fundados:

Definicion 5.5 Llamaremos
Atb={zeN|Amncw (mcnAzn)=0—=z(m)=0)},

donde la inclusion es la codificacion recursiva de la inclusion entre sucesiones
definida al final de la seccion 3.1.

Asi, cada x € Arb codifica el arbol A, = {s € w< | z((s),,) = 0} v,
reciprocamente, todo arbol en w<% es de la forma A,, para cierto x € Arb.

Definimos
ABF = {z € Arb | Ay e NVn € w 2(g(n)) # 0}.

Asi los elementos de ABF codifican los arboles bien fundados. Si A C w<%
es un arbol bien fundado, definimos su altura ||A|| como el rango de & en A
respecto de la relacion inversa de la inclusién. También podemos considerar la
aplicacion || || : ABF — w; dada por ||z|| = || A.]|.
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Si A Cw<¥ esun arbol y s € w<%, definimos
Als={tew<¥|s te A}.

Es claro que si A esté bien fundado también lo estan todos los arboles A/s,
con s € A. Mas ain, en tal caso la aplicacion f : A/s — A determinada por
f(t) = s™t hace corresponder biunivocamente las sucesiones que extienden a ¢
con las sucesiones que extienden a f(t) y, como el rango de t es el menor ordinal
mayor que los rangos de las sucesiones que extienden a ¢, una simple induccién
muestra que rang, ,(t) = rang,(f(t)), luego, en particular:

|A/s|| = rang 4 (s)-
Esto muestra a su vez que, si s € A\ {@}, se cumple ||A/s|| < ||A]. Mas

ain:

Teorema 5.6 Si A es un drbol bien fundado, la aplicacion A\ {@} — ||A]|
dada por s — ||A/s|| es suprayectiva.

DEMOSTRACION: Si « < || A||, entonces existe un s; € A tal que £(s1) =1y
rang(s1) > «a. Sila desigualdad es estricta existe un sy D s1 tal que #(sq) = 2
y rang(ss) > « y, como no podemos formar una rama infinita en A, tras un
namero finito de pasos llegamos a un s, tal que [|A/s,| = rang(s,) =a. =

El teorema siguiente demuestra, entre otras cosas, que todo ordinal nume-
rable es la altura de un arbol bien fundado:

Teorema 5.7 FExisten aplicaciones recursivas f,g: N — N tales que

a) Para todo x € N, se cumple © € BO < f(xr) € ABF, y en tal caso

]l = I1f ()]
b) Para todo x € N, se cumple x € ABF « g(z) € BO, y en tal caso
]| < [lg()]]-

DEMOSTRACION: Definimos

F@)(n) = {0 si \ij < é(n)(z.< J—=n <z ng)
1 en caso contrario.

Claramente f es recursiva! y claramente f[OT] C Arb, pues si z codifica un
orden total entonces f(z) codifica el arbol de las sucesiones decrecientes para
<.. Esto a su vez implica que € BO « f(z) € ABF, pues un orden total es
un buen orden si y sélo si todas sus sucesiones decrecientes son finitas, es decir,
si y solo si el arbol de sus sucesiones decrecientes esté bien fundado.

La igualdad de las alturas se demuestra facilmente por induccién sobre ||z||.
Si ||lz|| = 0, es claro que A¢,) = @ y la igualdad es obvia. Si es cierto para

LEl conjunto P = {(4,5,z,n) | i < j — nj <g n;} es claramente recursivo, luego también
lo es Q(k,z,n) = Nij < kP, luego también A(z,n) — Q(£(n),z,n), asi como el conjunto
G = (A x {0}) U (=A x {1}), que es la grafica de la funcién (z,n) — f(z)(n).
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ordenes de tipo a y ||z|| = a + 1, sea n € C, el maximo para <,. Entonces

Ay \ {2} = gc Ay /{m}. Sim # n, entonces Ay /(m} €s parte del
meCy

arbol de sucesiones decrecientes en un conjunto bien ordenado de ordinal «,

luego HAf(m)/{m}H < «, mientras que Ay, 1) es el conjunto de todas las

sucesiones decrecientes en un conjunto de ordinal «, luego, por hipotesis de

induccion [|A¢(q)/tmyll = o, luego [|Afim |l = a4 1.

Si es cierto para buenos 6rdenes de ordinal menor que Ay ||z|| = A, entonces,
si f:Cpy — X es una semejanza, para cada m € C, tenemos que Ay, /{m}
es el arbol de sucesiones decrecientes en un buen orden de ordinal f(m), luego
por hipétesis de induccion || A,y /{m}| = f(m), luego | Azl = A.

Ahora definimos
0 siz(nd)=z(n?)=0A (2 cCnivV
g(x)(n) = Vi <) (i <L) A Nj < i (ng); = (n]); A (ng)i < (n?):)

1 en caso contrario.

Es facil ver que g es recursiva y, si g[Arb] C OT, pues si z codifica un
arbol entonces g(x) codifica la restriccion a dicho arbol del orden de Brouwer-
Kleene. Precisamente por esto podemos concluir que z € ABF « g(z) € BO.
La desigualdad entre las alturas se demuestra también por induccién. Para ello
observamos que, para cada s € A, de longitud 1, la aplicacion A,/s — A,
dada por t +— st es creciente para el orden de Brouwer-Kleene, por lo que
llz||, que es el supremo de las alturas de los arboles A, /s, es menor o igual (por
hipotesis de induccion) que los ordinales de los 6rdenes de Brouwer-Kleene de
dichos arboles, que son todos < ||g(z)||, luego ||z|| < ||g(x)]- "

Como consecuencia:
Teorema 5.8 Para cada a € N,
wi={||z|| | * € ABF Az € X{(a)} = {||z]| | r € ABF Az € ©}(a)}.

DEMOSTRACION: Lo tinico que no es inmediato a partir del teorema anterior
es que los dos conjuntos son ordinales (es decir, que son transitivos). Ahora bien,
six € ABF y a < ||z||, hemos visto que existe un s € A, tal que ||A,/s] = a.
Sélo hay que probar que A, /s admite un codigo 39 (a) o ¥i(a) si x es de una
de estas clases. Para ello basta considerar la aplicaciéon h : w x N — N dada
por

h(n,z)(m) = {(1) si z(n”m) = O’.
en caso contrario.
Claramente h es recursiva y h((s)__,x) es un codigo de A,/s, luego es de la
misma clase que . =

Es evidente a partir de las definiciones que Arb es II{ y que ABF es II1.
Puesto que, segtin el teorema 5.7, tenemos que BO = f~![ABF], podemos
concluir que ABF no es E}, pues si lo fuera lo mismo le sucederia a BO.

No demostramos aqui méas propiedades sobre los ordinales recursivos porque
muchas de ellas seran inmediatas més adelante.
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5.2 Conjuntos hiperaritméticos

Nota En esta seccion {a}*" representars siempre {a}3, , es decir, la co-
1

dificacion recursiva de las funciones Eg—recursivas parciales entre los espacios
producto X e Y.

Observemos que, por 3.17, las funciones E?—recursivas entre espacios pro-
ducto son simplemente las funciones continuas, luego en particular todas las
funciones f : w — X, para cualquier espacio X, son E(l)—recursivas.

Puesto que la parametrizacion {a}* X recorre todas las funciones XY-recur-
sivas parciales w — X, en particular toda funcion w — X es de la forma
{a}** para un a € N adecuado. Esto nos permite definir una codificacién de
los conjuntos de Borel que aqui serda mas adecuada que la que considerabamos
en 4.31.

Definicién 5.9 (Recordemos que, para ¢ € N, se define ¢! € N mediante
ct(n) = ¢(n +1)). Definimos

C(EN) ={ceN[c(0) =0AAncw {'}*“(n)]},
C(E) ={eceN[c(0) =1 A Ancw({}*Nm)A {1 )N m) e U CIY)},
C(IS) ={c e N | ¢(0) =2 A {c'}¥ € O(S2)}, 1spse

donde la segunda linea vale para 2 < a < w; y la tercera para 1 < a < w;.
Definimos el conjunto de los cddigos de Borel como

CB= U CcE)u U o).

1<a<wi 1<a<w;

Notemos que si 2 < a < 8 entonces C(X%) C C(E%) y C(I2) C(H%).

Estas definiciones cobran sentido al definir a continuacién el conjunto de
Borel codificado por cada codigo de Borel:

Para cada espacio producto X, definimos:

7w — AY(X) 7 (n) = {]‘%{_1 :Z;g
T - C(%]) — 2(X) () = nLGJw o ({c'} < (n)),
w5 O = BUX) w0 = Uy ()N m),

ncw  An)

n O —IO(X)  wy(0) = X\ md, ({e1)),
donde, en la tercera linea, 5(n) es el minimo ordinal tal que

{3 (n) € C(I,,).
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Una simple inducciéon muestra que si 2 < a < [ entonces wgo extiende a
8

Wgo y wﬁo extiende a 77121(0, por lo que todas estas aplicaciones se extienden a
[e3 ﬁ [e3

una misma aplicacion
7% : CB — A(X).
Asi, para cada a > 2, si ¢ € C(E) entonces
()= U 7 ({c"}*N(n)),
new
y sice C(I)
() = X\ X ({1)).
Es claro que las aplicaciones que acabamos de definir sobre los codigos de
Borel son suprayectivas: la suprayectividad de 7r§0 se sigue de que todo elemento
1
de w¥ es de la forma {a}*"*, para cierto a € N y la de 7T§0 de que todo elemento
de N“ es de la forma {a}**N, para cierto a € N.
Ahora necesitamos demostrar que las operaciones y relaciones bésicas en-

tre conjuntos de Borel pueden expresarse en términos de sus codigos mediante
funciones recursivas:

Teorema 5.10 Se cumple:

a) Eziste una funcion recursiva Bas : w — N tal que si X es un espacio
producto y n € w, entonces Bas(n) € C(XY) y

& sin=20

“ast) = { x| sim 2o

b) Eriste una funcion recursiva isx : N — N tal que si c € C(XZ2) entonces
ix(c) = ¢, mientras que si ¢ € C(I12) se cumple que ig( ) e C(X a+1) Y,
para todo espacio X y todo c € CB, se cumple que 7% (ix(c)) = 7% (c).

c) E:z:zste una funczon recursiva iy : N — N tal que si c € C(X?) entonces
in(c) € C(II (X-‘rl) si c € C(I1Y), entonces ir(c) = ¢ y, para todo espacio
pmducto X, 7% (in(c)) = 7% (c).

d) Eziste una funcion recursiva comp : N — N tal que si ¢ € CB en-
tonces comp(c) € CB y, para todo espacio producto X, se cumple que

7 (comp(c)) = X \ 7 (c).
e) Existe una funcion recursiva Un : N — N tal que si a € N cumple que
An € w ({a} X ()L A {a}*™(n) € CB),
entonces Un(a) € CB y, para todo espacio producto X,

*(Un(a) = U ¥ ({a}N(n).

new
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f) Existe una funcion recursiva In : N — N tal que si a € N cumple que
An € w ({a}*N(n)l A {a}*N(n) € CB),
entonces In(a) € CB y, para todo espacio producto X,

¥ (In(a)) = ) =¥ ({a}*N(n)).

necw

g) SiT es una de las clases 2 o 119 y P € T'(X x Y), existe una funcion
recursiva proyl)g’y : X — N tal que, para todo x € X, proyg’y(:c) e C(I)
Y X,Y
ym (proyp™ (2)) = Pr.

DEMOSTRACION: a) La funcién (n, i) — n es recursiva, luego existeun a € N
recursivo tal que {a}¥*““(n,i) = n. Definimos

‘ 0 sii =0,
Bas()() = { G )i 1) o120

donde S“““ es la funcion dada por el teorema 3.59. Observemos que, como
a es recursivo, la funcion constante ¢, es recursiva (teorema 3.28), por lo que
la funcién (n,i) — S(n,a)(i = 1) es composicion de funciones recursivas y, por
consiguiente, es recursiva. De aqui se sigue facilmente que la funcion Bas(n)(7)
(como funcién w? — w es recursiva, luego también lo es la funcion Bas.

Para cada n € w tenemos que Bas(n)(0) = 0y Bas(n)! = S“*¥(n, a), luego,
por el teorema 3.59,

{Bas(n)'}* (i) = {a}**“* (n,i) = n.

En particular, vemos que la funcién {Bas(n)!}*“ es total, luego concluimos que
Bas(n) € C(XY) y ademas

1% sin =0,
7% (Bas(n)) = nLEJw X (n) = {Bifl sin 0.
b) La funcién (¢, n) — c es recursiva, luego existe un a € N recursivo tal que
{a}N*«N(¢,n) = ¢. Definimos
1 si c(0) =2,i =0,
ix(c)(i) = ¢ SNANXwN(¢c q)(i—1) sic(0)=2,i#0,
c(i) si ¢(0) # 2.

Claramente, la funcion ix;(c)(4) es recursiva, luego también lo es iy, y obviamente
is(c) =csice C(X). Sice C(I1), entonces ¢(0) = 2, luego ix(c)(0) = 1,
ix(c)! = S(c,a). Por consiguiente,

{in(e)'} N (n) = (s} N (e,n) = ¢ € CO(T1y).
En particular, {ix(c) es una funcion total, luego ixn(c) € C(23+1) y

1
¥ (in(c)) = U 7% (c) = 7% (c).

new

}w,N
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c¢) La aplicacion (¢,n) — c(n) es recursiva, luego existe un a € N recursivo
tal que {a}*““(¢,n) = ¢(n). Definimos

2 sin =0,

gle)(n) = { SNww (e a)(n—1) sin0.

Claramente g es recursiva y si ¢ € C(Z2) entonces tenemos que g(c)(0) = 2 y
g(e)t = §N¥(c, a), luego

{9(e)'}*< (n) = {a}™ X (c,n) = c(n),

luego {g(c)'}** = ¢. Esto prueba que g(c) € C(II?) y ademas
¥ (g(c)) = X \ 7 ().

Definimos - o
. c(n sic(0) =2,
in(c)(n) = . .
n(e)(n) {guz(g(c)))(n) si c(0) # 2.
Claramente iy es recursiva, deja invariantes a los codigos en C(I12) y si
ce C’(Eg) entonces ir1(c) = g(ix(g(c))) € C’(HgH) y

¥ (in(c)) = X \ ¥ (ix(g(c)) = X \ 7% (g(c) = 7% (¢).

d) Sea g : N — N la aplicacion recursiva construida en el apartado ante-
rior. Basta tomar comp(c) = g(ix(c)). Notemos que si ¢ € C(EY) entonces
comp(c) € C(I12).

e) La funcién parcial (a,n) + iy ({a}*N(n)) es recursiva parcial, luego existe
un b € N recursivo tal que

{83 (a,n) = in({a}N(n)).

Definimos
1 sin=20,

Un(@)) = { oty 1) im0

Claramente Un es recursiva y, si ¢ € N cumple las hipétesis, Un(a)(0) = 1y
Un(a)! = S(a,b), luego

{Un(a)'} N (n) = {0} N(a,n) = in({a}*¥(n)) € C(AT3 ),

para cierto ordinal §,, < R;. En particular, la funcién {Un(a)!}*N es total,
luego Un(a) € C(X) ¢ CB, para cualquier? o < w; mayor que todos los

ordinales d,,, y

¥ (Un(a)) = U 7¥({Un(a)'}N(n)) = U 7¥(in({a}N(n)))

new new

= U 7 ({a}N(n)).

necw

2 Asi resulta que si {a}*N € | C(H%), entonces Un(a) € C(Z9).
B<a
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f) Basta tomar In(a) = comp(Un(comp(a))).

g) Supongamos en primer lugar que P € X{(X x Y). Dejamos al lector el
caso en que P = @. En caso contrario existe un a € N recursivo tal que

P: U BXXY

new a(n)

. ’ ’ . . .
Si X =X"%Y = X", consideramos las funciones recursivas

_ rdstr'+s’ rds4r'+s’ rd4s+r'+s’ r4str'4s’
hl(n) - <n0 R R LT > W er! v g/ 4s—1 ’
r+s
_ r4s+r'+s’ r4s+r'+s" r4s+r’+s r+s+r'+s’
ha(n) = <nr v g1 5 Tgrps s M1 ris’

de modo que, llamando g; = a o h;, tenemos que

— X Y
P= U B X By

Asiye P, < Vnecw(x e Bé(n) ANy € B;;(n)). Definimos

h(z,n) = {gQ(n) +1 sz € By ),
0 en otro caso.

Es facil ver que la grafica de la funcion h(z,n) es semirrecursiva, luego h es
recursiva. Ademas

1) siz ¢ BX

w5 (h(x,n)) = { B grepi

Y
g2(n) g1(n)”

Por lo tanto

P, = U 7Y (h(z,n)).

new

Sea a € N recursivo tal que {a}**“*“ = h. Definimos

prov™ (@)n) = { ¢ Snso
P SXwe(ra)in—1) sin>0.

Claramente la funcion es recursiva y proyl).f’y (2)! = §Xww (2, a), luego
X7Y , P 3 pr—
{proyp™ ()"} (n) = {a}**“(2,n) = h(z,n).
Esto prueba que proyy'” (z) € C(Z9) y

7 (proyp¥ (@) = U ) (h(z,n)) = P.

new

Supongamos que el resultado es cierto para X0 y veamoslo para I19. Si
P eIl%(X xY), entonces P/ = (X xY)\ P € X0(X xY), luego existe la
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funcic . XY | pasta defin XY, N XY L
uncion recursiva proyp;” y basta definir proys’” (z) = comp(proys,” (z)). La
funcion es claramente recursiva y

" (proyp ™ (z)) = Y \ 7" (proyp” (x)) = Y \ Py =

Notemos que proyg’y(x) € C(I).

Supongamos el resultado cierto para 112 y veamoslo para %0 11 Tomamos
P el (X xY), conloque P=\nP, para cierto P’ € II%(w x X x Y).
Entonces

yGPw<—>\/n6w(n,x,y)eP’H\/NGwaPy/L,xy

de modo que P, = U P(’n )" Por hipotesis de induccién tenemos la funcion
Ew

xX, Y < . . . .
recursiva proy’p, , que esta codificada por un cierto b € N recursivo, es decir,

(oYX N (n, z) = proysr XY (n, z).
Entonces
{5 N(@,b)}(n) = {b}** N (n, 2) = proy; ™Y (n,z) € C(ITy).

El apartado e) nos da entonces que la funcion proyX Y(x) = Un(S*XN(x,b))
es recursiva y cumple

WY(proyI).f’Y(a:)) =Umn (proyofafxx Y( T)) = U (n z) =

necw

Ademés se cumple que Proy ' (z) € C(%? ) (véase la nota al pie en la prueba
del apartado e). "

Lo méas destacado del teorema anterior (salvo el tltimo apartado) es que
las funciones definidas entre coédigos son uniformes, en el sentido de que no
dependen de los espacios producto a los que se aplican. La propiedad siguiente
requiere el teorema de recursion:

Teorema 5.11 Sea f : X — Y wna funcion recursiva. Entonces eziste
v : N — N recursiva tal que si ¢ € CB entonces v(c) € CB y 7% (v(c)) =
FHTY(e)]. Mds ain, v[C(E0)] € C(Zg) y v[CIL,)] € O(IIY).

DEMOSTRACION: Se cumple que
z e fB,) < f(x) € By, < G (n,z) <z € G
y Gf € 30 por definiciéon de funcién recursiva. Definimos

() = { Bas(0) sin =0,

proy o X(n—1) sin#0.
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Claramente u es una funcién recursiva y, para todo n € w, se cumple que
u(n) € C(2Y) y
71 .
x e sin=0,
™ (u(m) = {f—l[Bnl] i #0.

La funcién parcial f(b,c,n) = {u({c'}**(n3))*}*(n?) es recursiva parcial,
luego existe un a; € N recursivo tal que

{an PO (b, e,n) = {u({c} (nd)) 1 (n).
Similarmente, podemos tomar as, ag € N recursivos tales que
{az)? PN (b, ¢,n) = {0} N ({3 (),
{as PO b, m) = PN ({1 }2°) (n).
Definimos ahora la funcion h : N x N — N mediante

¢(0) sin=0,

SN*Nww(ph coar)(n—1) sic(0)=0An#0,
SNXNwN(p ¢ az)(n—1) sic(0)=1An#0,
SNxNww(p ¢ az)(n—1) sic(0)>2An#0.

h(e,b)(n) =

Claramente h es recursiva, luego por el teorema de recursion existe un b € N
recursivo tal que, para todo ¢ € N, se cumple que {b}**N(c) = h(c,b). Definimos
v ={b}™N, con lo que v es trivialmente una funcién recursiva.

Si c € C(XY), entonces ¢(0) = 0, luego v(c)* = h(c,b)t = SN*Nww (b ¢ a).
Por lo tanto,

{v(0)' ) (n) = {a} 779, ;) = {u({c' 1< (nd)) 1 (nd).

Ahora bien, sabemos que u({c'}**(m)) € C(XY), luego el altimo término
esta definido y, por consiguiente,la funcion v(c)! es total. Esto implica que
v(c) € C(2Y). Ademas

¥ (w(e) = U mg ({u({c" ) (n)' }+ (nd))

= U m (el m) o) = U m¥ (w({el)=(m)))
= U ) = 1| U e m)| = )

Supongamos ahora que la relacion 7% (v(c)) = f~1[rY (c)] se cumple para
coddigos en BU C’(H%) y veamos que es cierta cuando ¢ € C(X2). Como el
<o
caso a = 1 ya esta probado, suponemos a > 1, de manera que ¢(0) = 1y
v(c)t = SNNwN(p ¢ ay). Entonces

{v(e)'}* 7 (n) = {aa} VNN (b, ¢,n) = (BN ({0 N (n) = v({c!} N ().
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En particular vemos que {v(c)'}*™(n) esta definido para todo n € w y
{v(c)1}*N(n) € BL<J C(H%). Por lo tanto, v(c) € C(Z2) y

7 (v(e) = U ¥ (w({c}N(m) = U fHr ({1 N ()]

new new

= U 7 { BN )| = A ()

new

Finalmente, supongamos que la relacion se cumple para codigos en C(X2)
y veamos que se cumple cuando ¢ € C(II%). En tal caso ¢(0) = 2, luego
v(c)t = SN*XNww(p ¢ az). Asi pues,

{v(0)' )< (n) = {as} 9 b, ;) = (BN ({e'}9) (n) = v({c}*¥) (n),

luego la funcion {v(c)!'}*~ = v({c'}**) es total y es un codigo C(X2), luego
v(c) € C(I) y

¥ (v(e) = X\ ¥ (v({c'})) = X\ fHr ({e!})]
= [N {3 = F A () .

Para terminar con las propiedades de los codigos, codificamos los conjuntos
universales:

Teorema 5.12 Sea I' una de las clases X9 o 112. Existe una funcion recursiva
codr : N —> N tal que para cada espacio producto X existe un G C X x N, tal
que G € T, es N-universal para T'(X) y si ¢c € C(T') entonces

An € w {cody (¢)}*“(n)L A 7% (c) = G{codf(c)}ww'

DEMOSTRACION: Vedmoslo en primer lugar para ©Y. Definimos

G(z,a) < Vn € w(a(n) #0 Az € Bypy—1).

Claramente G € X9(X) y es N universal para X%(X). Como la funcion
(e,n) — {ct}*“(n) es recursiva parcial, existe un a € N recursivo tal que
{a}*w“w(¢,n) = {c'}**(n). Definimos codspo(c) = SNww (e a).

Asi, si ¢ € C(XY), tenemos que

{codgy ()} (n) = {a} (e, n) = {'}“(n),

luego la funcién {codgo(c)}*** es total y
zem¥(c) o Vnew({ () #0 Az € Brayow(n)—1)

< Gz, {codgo (c)}) > x € Gleod

sy ()}
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Supongamos que se cumple para XU y veamoslo para I12. Sea G € X9 (X xN)
un conjunto N-universal para X! (X) asociado a la funcion codso : N — N.

Entonces G’ = (X x N) \ G es N-universal para IT° (X).

Sea a € N recursivo tal que {a}™*“*(¢,n) = {codsp ({c'}**)}** y defini-
mos codpp (¢) = SN (c,a). Asi, sic e C(I1%), tenemos que
{codmg (¢)}* (k) = {a}™™“(c, k) = {codsy ({c'}**)} k),
luego la funcion {codppo (c)}* es total y, como {c'}* € c(x?),
X X I w,w I w,w\\w,w
zen” (o) oad¢n ({c}) o (2, {codgy ({c'}*°)}**) ¢ G

w,w i /
< (z,{codp (¢)}**) € G' >z € G{codngy(c)}ww’

Supongamos que se cumple el teorema para I19 y veamoslo para $0 11- Sea
G C X x N un conjunto N-universal para IT° (X) correspondiente a la funcion
codro , de modo que el conjunto

G'(zy) & Vkew (z,y0) €G

es X9 1 y N-universal para Z?H_l(X). Sea a € N recursivo tal que

{ae (e, k) = {eodng ({e} (k) (k).

Definimos codyy | (c) = SN (¢ a). Asi, si c € C(IT2), tenemos que

{codso ()} (k) = {a}™™““(c, k) = {codmo ({c"}* ™ (k§))}* (k7).

En particular, esto prueba que la funcién {codgo+1 (c)}** es total. La igualdad

anterior equivale a que, para todo par (k,i) € w?,
{codgo ()} ((k.i)) = {codmg ({e"} (k) } ().
0, también:
{codso ()} = {codmg ({e"} N (k))}.

Por lo tanto:
zen¥(c) = VEkecwrern® ({1 (Ek) &

Vk € w G(x, {codpo ({c' }N (k) }*)
= Vk € w G(x, {COd23,+1 (@)} & G'(x, {COdzg/H (c)}¥*)

/

—red .
T EPcodyy (@ .

Ya estamos en condiciones de definir jerarquia hiperaritmética, pero antes
demostramos el teorema siguiente, que garantizard que los primeros conjuntos
de dicha jerarquia son los de la jerarquia aritmética que ya tenemos definida:
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Teorema 5.13 SeaT una de las clases de Kleene ¥2, 119 y sea a € N. Entonces
T(a)(X) = {n%(c) | c € C(T) A ¢ es recursivo en a}.

DEMOSTRACION: Si ¢ € C(T') es recursivo en a, como codr es recursiva,
el teorema 3.30 nos da que codr(c) es recursivo en ¢, luego en a, por lo que
b = {codr(c)}** es también recursivo en a. Si G es el conjunto N-universal
sobre T'(X) dado por el teorema anterior, 7% (c) = Gy, € I'(b) C I'(a).

La tltima inclusién para $0 se deduce de 3.30 c), pues ¥ (a) es cerrado
para sustituciones ? (a)-recursivas por la propiedad de sustitucion. A su vez,
la inclusion 2 (b) C 2 (a) implica inmediatamente la inclusion 119 (b) C T12 (a).

Con esto tenemos probada una inclusién. Reciprocamente, si A € I'(a)(X),
entonces existe B € I'(X x N) tal que A = B, = 7% (c), donde ¢ = proyg’N(a)
es recursivo en a (teorema 5.10 g). [

Definicion 5.14 Para cada ordinal 1 < o < wy, cada a € N y cada espacio
producto X, definimos

C(2%(a)) = {c e C(2) | ¢ es recursivo en a},

C(IT%(a)) = {c € C(I1Y) | ¢ es recursivo en a},
$0(a)(X) = {nX(c) [c€ (@)}, T2(a)(X) = {r¥(¢) | e € C(IS(a))},
A%(a) = 20 (a) 112, (a).
Cuando a es recursivo escribimos simplemente X9, 1% y AQ.

El teorema anterior prueba que para o < w las clases que acabamos de
definir son las clases de Kleene que ya teniamos definidas.

Es facil ver que 119 (a) = =%9(a), pero en general no es cierto que X% (a) sea
la relativizacion de X.0. La suprayectividad de las aplicaciones 7% implica que

o= U (), o= U O5a), A= U Al(a)
aeN a€eN aeN

En realidad la dltima igualdad se apoya en que las clases que acabamos de
definir satisfacen las inclusiones “tipicas™

Teorema 5.15 Las clases X0 (a), 119 (a), A% (a) satisfacen las inclusiones

Al(a) Aj(a) Aj(a) Aj(a)
¢ (O
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DEMOSTRACION: Si 2 < o < f§ < wy, las inclusiones ¥0(a) C j(a) y
I, (a) C Tj(a) son consecuencia directa de las inclusiones correspondientes
entre los conjuntos de codigos: C(£9,(a)) C C(X3(a)) y C(11)(a)) C C(11%(a)),
luego faltaria probar que %9(a) C ¥9(a) y I%(a) C II3(a), pero estas clases
pertenecen a la jerarquia aritmética y estas inclusiones ya las tenemos probadas.

La inclusion 119 (a) C £, (a) es sencilla: si A € 112 (a)(X) existe un codigo
c € C(I%(a)) tal que A = 7% (c) = n¥(ix(c)) € £5,,(a), y tomando comple-
mentos obtenemos que X2 (a) C II2_;(a). De aquf se deducen inmediatamente
todas las demaés inclusiones. "

Definicion 5.16 Sia € N, los conjuntos hiperaritméticos en a son los elementos
de la clase

Hip(a)= U X3(a)= U M@= U Ala)

1<a<wi 1<a<wi 1<a<wi

Equivalentemente, los conjuntos hiperaritméticos en a son los conjuntos de
Borel que admiten un c6digo recursivo en a. Por consiguiente, es obvio que

Al = |J Hip(a). En la seccion siguiente demostraremos que Al(a) = Hip(a).
aeN

Ahora observamos que las inclusiones 9 (a) C Z% (a) no pueden ser todas
estrictas, pues ello significaria que Hip(a)(X) es no numerable (para algin es-
pacio X)), pero de hecho es numerable, pues s6lo hay una cantidad numerable
de funciones recursivas en un a € N fijo.

El teorema siguiente nos ayudaré a entender mejor la situacion:
Teorema 5.17 FEuxiste una funcion v : N — N recursiva tal que si c € CB, en-
tonces A\n € w {v(e)}**(n)L A {v(c)}* € BO y si [[{v(c)}**| = a, entonces
ceC(Zyuo(ml).

DEMOSTRACION: Sea u € BO (recursivo) tal que |ju|| = 1. Tomamos
b1, b2, b3 € N recursivos tales que

{bl}NXwa’w(C, a?n) — u(n)’

[} (e, a,m) =
0 en otro caso,

{bs} 2 (e, a,m) = {{a} N ({}) ) (),

donde, en la definicion de bo, la expresion <j es una abreviatura por

S{a} NN ({e JoN (k) pere -
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Para interpretar b, debemos pensar en n como la codificacion de un par de
pares de nimeros naturales:

= (ng,n1), = (((m0)5, (n0)7), » (D)5, (M))7),), -

Si, para cada natural k tenemos definida una relacion de orden <, sobre un
subconjunto de w, la funcién que define by define la suma lexicografica de dichas
relaciones de orden, es decir para que el par ((n§)3, (n3)?), sea menor o igual
que el par ((n?)3, (n%)f>2 se ha de cumplir que las segundas componentes estén
en los dominios de las relaciones asociadas a las primeras componentes, que la
primera componente del primer par sea menor que la del segundo o que, en caso
de que coincidan, que la segunda componente del primer par sea menor o igual
que la segunda componente del segundo par respecto de la relacion asociada a
la primera componente comun.

Definimos la funcién recursiva

SN*Nww (e g by)(n) sic(0)
g(c,a)(n) = ¢ SN*Nww (e g by)(n) sic(0)
SNX*N:ww (e g b3)(n) sic(0)

0,
L,
2

Por el teorema de recursion existe un a € N recursivo tal que

v(e) = {a}N(c) = g(a,c).

Asi, la funcion v : N — N es recursiva. Vamos a ver que cumple lo pedido.
Tomemos primeramente ¢ € C(XY). Entonces ¢(0) = 0, luego tenemos que
v(c) = SNNww (e a,by), luego

{v()}*“(n) = (b1} e a,n) = u(n),

luego la funcion {v(c)}¥* = wu es total, ||[{v(c)}*“|| = |lu]| = 1y, en efecto,
c e C(xY), como exige el enunciado.

Supongamos ahora que el teorema es cierto para codigos de ordinal < « y
supongamos que ¢ € C(XL,). Entonces ¢(0) = 1, luego v(c) = SN*Nww (¢, a, by),

luego
v(e) V¥ (n) = by NXNXw,w c,a,n).
{v(e)} :
Ahora observamos que la funciéon {c!'}*“ es total y cada k € w tenemos
que {c'}¥¥(k) € C(H%), para un S < «, luego, por hipotesis de induccion esta

definido
{o({c} (k)3 = {{a} N ({' ¥ (k) }*~ € BO
v, si B, = [{o({c 3= (k) L (k) € C(TIg,).

Esto a su vez garantiza que esta definido {by }N*N*“¢ (¢ a,n). Por lo tanto,
la funcion {v(c)}*“ es total y, segin hemos explicado, codifica la suma lexi-
cografica de los buenos 6rdenes codificados por los codigos {v({c!}¥ (k))}««,
luego es un buen orden, y asi {v(c)}** € BO. Si llamamos o' = ||{v(c)}*¥|,
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tenemos que o’ es el ordinal de un conjunto ordenado que contiene subconjuntos
de ordinal 8. Como hay infinitos 85 y ninguno de ellos es nulo, concluimos que
Br < o, luego c € C(X2)).

Por dltimo, supongamos que v cumple el teorema para codigos C(Eg) y
veamos que lo cumple cuando ¢ € C(I1°). En tal caso ¢(0) = 2, luego v(c) =
SN*Nww (e q,bs), luego

{v(e)}*(n) = {bs} 7 (e a,n) = {{a} V7 ({1 })} (n).

Pero {c'}** es un codigo en C(X2), luego por hipotesis de induccion esta

definido
HaP (e ) = {u({e}*#))* € CB

y si o = |[{v({c'}**)}|| entonces {c'}** € C(X2,).
En particular vemos que la funcion {v(c)}** = {v({c!}¥¥)}*¥* es total,
[{v(c)}*«| = oy, ciertamente, ¢ € C(II2)). "

Como consecuencia:

Teorema 5.18 Para cada a € N se cumple que

Hip(a)= U ()= U M@= U A(a).

1<a<wy 1<a<wf 1<a<w

DEMOSTRACION: Observemos que la funciéon parcial N — N dada por
x — {2} (que estd definida para aquellos x tales que la funcion {z}““ es
total), es recursiva parcial. En efecto, si esta definida en x, tenemos que

{2} € B, < N\i < £(n) {z}““ (i) = n;
< Ni <lm)VEk(k =n; AU (i,r) € By)
< Ni < Ln)VE(k =n; A G*“(k,i,)),

luego el conjunto semirrecursivo
P(n,z) < Ni < tn)VEk(k =n; A G**“(k,i,))

computa la funcién en su dominio.

Ahora, si A € Hip(a)(X), existe un ¢ € CB recursivo en a tal que A = 7% (c).
Entonces v(c) es también recursivo en a y b = {v(c)}*** € BO es recursivo en
v(c), luego en a. Por consiguiente § = [|b]| < w{ y ¢ € C(X%) U C(IT3), luego
A =7m%(c) €A%+1(a)7ytambiénﬁ+l < wf. "

Del teorema 5.11 se sigue facilmente que las clases X9 (a) son cerradas para
sustituciones recursivas. Para 1 < a < w{ se cumple también que estan w-
parametrizadas, pero no estamos en condiciones de probarlo. Nos limitaremos
a demostrar que estdn N-parametrizadas. La prueba es un refinamiento de la
construccion empleada en el teorema 1.14:
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Teorema 5.19 Sea a € N y sea 1 < a < w§. Entonces la clase X0 (a) estd
N-parametrizada.

DEMOSTRACION: Basta probar que existe un conjunto N-universal para
Y0 (a)(N). Sea x € BO recursivo en a tal que ||z| > a. Definimos

V(nE#0ANT £0ANn3—1<,n?-1),

0 sin=0Vm3=0An?#0An?—1<,n3—1)
2'(n) =
1 en otro caso

Claramente ' € BO es recursivo en a, ||2/]] = 1+ ||z]] > @ y ademéas 0 es el
minimo para la relacion <,/. A su vez definimos

(ny = {0 51 B <o DF A ((08)8 = (nD)E — ()} < (D)D),
1 en otro caso.

Observemos que z’’ es recursivo en a y codifica el buen orden lexicogréfico
definido por <,/ y el orden usual en w. Por consiguiente, vemos que z’/ € BO
y 2| = w- ||2'|| > ||2'|] > «. Sustituyendo z por a” podemos exigir que la
semejanza s : ||z|| — (Cy, <) cumpla lo siguiente:

a) s(0)=0.
b) NS < [l 5(8)F # 0.
¢) AN < ||z]|(X limite — s(\)? = 0).

Definimos una funcién X (a)-recursiva parcial mediante

0 sin? =0,
se(n,0) = { (ng,n3—1), sini#0,
sc(n, k) sin=0Vn}#0,

sc(n,k+1) = {

pm(m > sc(n, k) Am <, m) en otro caso.

Asi, sin € Cy, la sucesion {sc(n, k)}re, esta definida para todo k, es constante
igual a 0 si n = 0, es constante igual al anterior de n respecto de <, cuando
existe dicho anterior, y recorre todos los elementos anteriores a n respecto de
<z si n no tiene un inmediato anterior. Asi pues, salvo cuando n = 0 se trata
de una sucesiéon cofinal en la seccion inicial determinada por n respecto a <,.

Sea ay € N recursivo en a tal que {a1}**““(n, k) = sc(n, k). Asi,
(5 (n, 1)} (k) = sc(n, k).

Para cada k € w, consideramos la funcién recursiva fr, : N X N — N x N
dada por fr(y,z) = (yx,z) (donde yx(j) = y({k,j),). La prueba del teorema
5.11 se adapta sin dificultad para demostrar que existe una funcién recursiva
v:wx N — N tal que si ¢ € C(I13), entonces v(k,c) € C(I13) y

TN (w(k, 0)) = fi TN ().
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Sea ag € N recursivo en a tal que
{as} N (e, n, k) = v(k, comp({c} N ({5 (n, a1)}“ (k))))-

Sea ag € C(X9) tal que 7% (ag) sea un conjunto N-universal para X{(N).
Consideramos la funcién 39 (a)-recursiva parcial dada por

{ag sin=0Vn=1(=(0,1),),

g(n,c) = Un(SN*wwN(¢c n. as)) en otro caso.

Por el teorema de recursiéon existe un ¢ € N recursivo en a que cumple
f(n) = {c}*N(n) = g(n,c). Vamos a probar que f estd definida para todo
n € C, o, equivalentemente, siempre que n = s(d), con d < ||z|| y que, si § # 0,
f(s(9)) € C(£%(a)). Llamaremos Us = m>*N(f(s(4))).

Razonamos por induccién sobre §. Si § =0 0 § = 1 tenemos que f(d) = ag,
luego f(8) € C(X9(a)). Supongamos ahora que para todo v < § se cumple que
fstri) e U CEla),

1<e<é

Llamando n = s(d), tenemos que {S“*“*(n,a;1)}** (k) es de la forma s(7v),

para cierto v < 9, luego, por hipotesis de induccion esta definido

{3 N ({5 (na)} (k) € U C(=a)),

1<2<5
luego
comp({c}* ({$ < (n,a1)}*“ (k))) € 1<L€J<6C(H?(a)),
luego
v(k, comp({e}N({S9“(n,a1)}* (k)))) € 1<L€J<(SC(HS(a))~
Equivalentemente,

c,M, a2 = x ¢ n,
{SNXw,w,N( )}w,N(k) {a2}N wxw,N( k)

esta definido para todo k y estaen |J C(I1%(a), lo cual implica que
1<e<é

g(n,c) = Un(éﬁ\[x“”“”N(C7 n,as))

esta definido y pertenece a C(X9(a)), como habia que probar. Mas precisamente,

vemos que

Us = U WNXN({GQ}NX“’X“”N(C,TL,/{))
kEw

= U fi [N (comp({c} N ({5 (1, a1)} (k))))]

kew

= U fi TN N)\ N (f ({89 (n, a1) } (k)]

kew
= U i [N x N)\ Us, ],

kEw
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donde {0k }rew €s una sucesion cofinal en §. Equivalentemente,

Us ={(y.2) e NxN|Vk € w((ye, x) & Us,)}-

Como la funciéon f : w — N es ¥9(a)-recursiva parcial, es inmediato que
Us € ¥9(a), y ahora una simple inducciéon demuestra que es N-universal para
2Y(N). (De hecho, el argumento es exactamente el mismo empleado en el teo-
rema 2.10.) .

Ahora el mismo argumento del teorema 1.15 (aplicado a N en lugar de a C y
usando de las clases hiperaritméticas son cerradas para sustituciones recursivas
en lugar de continuas), nos da el teorema siguiente:

Teorema 5.20 Sia € N, las inclusiones entre las clases de la jerarquia de los
conjuntos hiperaritméticos en a son estrictas para ordinales 1 < oo < wf.

Notemos que la demostracién del teorema anterior prueba, concretamente,
que la jerarquia hiperaritmética es estricta sobre el espacio N y, en general, so-
bre los espacios producto no numerables (puesto que son recursivamente homeo-
morfos a N). Segun indicaAbamos, puede probarse que las clases hiperaritméticas
estan w-parametrizadas y esto implica que la jerarquia hiperaritmética también
es estricta en w y, en general, en todos los espacios producto, pero no vamos a
probarlo aqui (ni tampoco vamos a usar este hecho en ningtin momento).

En particular, puesto que la clase de los conjuntos aritméticos en a € N
estd contenida en la clase A (a), hemos demostrado que existen subconjuntos
hiperaritméticos de N que no son aritméticos.

No vamos a demostrar mas propiedades de las clases de la jerarquia hiper-
aritmética, pues no las vamos a necesitar y las demostraciones se reducen a
tediosas manipulaciones de codigos, pero no es dificil demostrar, sin mas que
refinar sistematicamente argumentos que ya hemos empleado, que todas las
clases X0 (a) y % (a) son adecuadas, que las primeras son cerradas para Vn y
las segundas lo son para An y que X0 (a) es la relativizacion de X9 si a < wk,

pero no en caso contrario.

5.3 El teorema de Suslin-Kleene

En esta seccion demostraremos que la clase Hip(a) de los conjuntos aritméti-
cos en a no es sino la clase A (a), en perfecta analogfa con el teorema de Suslin
que caracteriza a la clase de los conjuntos de Borel como la clase A].

Definicién 5.21 Para cada espacio producto X, fijamos un conjunto GX que
sea Y] y N-universal para 31(X) segtn 3.55. Un codigo Aj en X es un ¢ € N
tal que Gii =X\ Gé.

Llamaremos Cx (A7) al conjunto de todos los codigos A} en el espacio X
y px : Ox(A]) — A7(X) ala aplicacion (obviamente suprayectiva) dada por
px(c) = Gg%.
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Llamaremos Cx (Al(a)) al conjunto de todos los codigos A} en X que son
recursivos en a.

Segun el teorema 3.55 (véase la nota al pie en la demostracion), tenemos que
la restriccion px : Cx (Al(a)) — Al(a)(X) es suprayectiva.

Veamos la parte trivial de la igualdad que nos proponemos demostrar:

Teorema 5.22 Para cada espacio producto X existe una funcion v : N — N
recursiva tal que si c € CB, entonces u(c) € Cx(A}) y 7% (c) = px(u(c)). Por
lo tanto, Hip(a) C Al(a).

DEMOSTRACION: Sea D = |J {n + 1} x BX € X(w x X). Existe a € N

new
recursivo tal que D = G¥*X. Observemos que Dy = @ y que D,, 11 = B;X. Por
lo tanto, usando 3.55:

r€BY & (n+1,z) €D (n+1,z,0) € G & (2,8%(n+1,a)) € G

X
&€ Ggux(ny1,0)
Igualmente se prueba que G?w, x(0,0) = 9 Anélogamente, partiendo del

conjunto |J {n+ 1} x (X \ B;X) obtenemos un b € N recursivo tal que

necw
X X X
Gsox(nery =X\ By, Gowxop =X

Sea ug(n) = (5 (n,a), S X(n,b)), € Cx(A1). Por construccion tenemos

claramente que px (ug(n)) = Wg((”)-

Definimos los conjuntos
P(z,c) ¢ Vn ({3 (n)LA GX (2, uo({c' 1 (n))7)),
Qx,¢) & An ({c"}“ ()L A GX (z, uo({c' 14 (n))}))-
Observemos que
{19 ()} & U (n, V) > Vm € wk € wim = k ¢ G**“(k,n, c"))

y la tltima expresion es claramente ¥1, luego P y @ son 1. Por lo tanto,
existen by, bo € N recursivos tales que

P(z,c) + GXXN(gc,c7 b1), Q(z,c) « GXXN(,T,C, ba).

Sea uy(c) = (S*N(c,b1),5%N(c,by)),. Claramente u; es una funcion re-
cursiva.

Sean ahora

P'(z,c,a) & Vn({a} ™ ({3 N ()b A GX (2, {a} N ({c" N (n)))),
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Q' (z,¢,a) & Nn({a}N({ 3N (n)LA G (2, {a} VN ({11 (n))p)),
que también son 1, luego existen b}, by, € N recursivos tales que
P'(z,c,a) < GXNN(g ¢ a,b)), Q' (z,c,a) & GXNN(g ¢ a,bh).
Definimos us(c, a) = (SN*NX (¢, a,b}), SN*NX (¢, a, b’2)>2, recursiva.
Similarmente, definimos

P"(z,¢,a) ¢ {a} " N({c"}) LA GX (2, {a} N ({2 )D),

Q" (z,¢,a) & {a} N({c})A GX (2, {a} N ({})R),

que también son L1, luego existen by, by € N recursivos tales que
1" XXNXN " " XXNxN /1
P'(z,c,a) < G (z,c,a,by), Q" (z,c,a) & G (x,c,a,b3).

Definimos us(c, a) = (S™N-X(¢,a,b)), SN*N-X(c,a,by)),, recursiva.
Por dltimo definimos g : N x N — N mediante
uy(c) si ¢(0) =0,

g(c,a) = < uz(c,a) sie(0) =1,
us(c,a) sic(0) =2,

claramente recursiva. Por el teorema de recursion existe un a € N recursivo tal
que

NN
u(c) = {a}™7(c) = g(c, a).
Vamos a probar que la funcion u (claramente recursiva) cumple lo pedido.

Sea ¢ € C(XY). Entonces ¢(0) = 0, luego u(c) = ui(c). En consecuencia:

ren¥(c) o re U nmf({c ) < Vnewa e Gg(w,X({cl}w»w(n),a)

new

= Vnew GX(z,up({c'}*“(n))2) < P(z,c) & G X (x,¢,by)

& GX(2,8%N(e,by)) < 2 € G

1(e)3”

Asi pues 7% (c) = GX

w03 © igualmente:

T € 7TX(C) sre gt} vn) < Vnewré Gg{"’x({cl}“”“’(n),b)

new

< Vn € w ~GX(z,up({c'}*“(n))?) < =Q(x, c) < ~GN*X(x,¢,b1)

o =GX (2, 85N (e, b)) € X\ GX ..

u1(c)?

luego ¥ (c) = X\Gf(c)%. Esto prueba que u(c) € Cx (A1) y 7¥(c) = px (u(c)).
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Supongamos que u cumple el teorema para codigos en C(Hg), con f<ay

veamos que también lo cumple si ¢ € C(XY), con a > 1. Entonces ¢(0) = 1,
luego u(c) = ua(c, a).

vem™(c) o re U a¥{c}Nn) = U px(u{c'}*N(n))

new new
s Vnewre Gi(({cl}“’!N(n))g < Vnew X (z, {a} NN 0))?)
& Pz, c,a) < GXNN(g ¢ a, b)) + GX(z, SNVNX (¢, a,b))
X X
T Gu2(c’a)[2) —x e Gu(c)g’
luego X (c) = Gi((c)?)’ y analogamente 7% (c) = X \ Gf(c)%. Esto prueba que
u(e) € Cx (A7) y 7%(c) = px (ulc)).

Por dltimo, supongamos que u cumple el teorema para codigos en C' (23)
y veamos que también lo cumple si ¢ € C(ITY). En tal caso ¢(0) = 2, luego
u(c) = us(c, a).

zem¥(c) o re X \1X({c}?) o re X\ px(u({c}*?))
@ € Gypayuny & Gz, ({a} N ({}99)T) & P(x,c,a)
& GV N(,¢,0, b)) © G (2, SN (¢ a,0))
X X
©rECy a3 0T ECuep
luego 7% (c) = Gf(c)gv y andlogamente 7 (c) = X\fo(c)%, luego u(c) € Cx (A7)
y 7% (¢) = px (u(e)). .

El resultado principal es el analogo efectivo del teorema de Suslin segtn el
cual todo par de conjuntos analiticos disjuntos puede separarse por un conjunto
de Borel:

Teorema 5.23 (Suslin-Kleene) Para cada espacio X existe una funcion re-
cursiva v : N x N — N tal que si c, d € N cumplen GX N Gé( = @ entonces
v(c,d) € CB y si B =m%(v(c,d)) entonces GX C B, Gf C X\ B.

DEMOSTRACION: Lo demostraremos primero para X = N. Llamamos

P={new|l(nf)=Ln})}, T={new|l(ng)="_n})="L(n3)}

Un drbol binario serd un conjunto A C P tal que, para todo z, y € N, si
(Z(n),g(n)), € Ay m < n, entonces (T(m),y(m)), € A. Anélogamente se
define un drbol ternario.

Consideramos las relaciones recursivas siguientes:

n Cm <+ Ln) < lm) A Ni < l(n)n;,=m;

n<3m<—>n8§mg/\n‘;’§m‘;’/\nggmg
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r=nxmLr)=Ln)+1AnCr Arg, =m

— (02 2 2 2 _ /3 3 2 3 .3 3
n*2m7<no*m0,n1*ml>2, n*gmf<n0*m0,n1*m1,n2*m2>3.

Si A es un arbol binario y n € P, definimos
A, ={me Al (nd CcmiAnicCmi)V (micCniAmicn?)l},
p(A) ={veN|VweNAn €w (B(n),w(n)), € A}.
Diremos que un z € N codifica un arbol A si x = x ,.

Si Ay B son arboles binarios, podemos construir el drbol ternario J dado
por:
J = {(u,v,w); | (u,v), € AN (u,w), € B}.
Sean fi(m) = (m§, m?),, fa(m) = (mj, m3), recursivas, de modo que
ne€J <+ filn) € AN fa(n) € B.

Sea j : N x N — N la funcién recursiva dada por

i@ u)(n) = { L si f(nd) = £(n}) = £(nd) A a(fi(n) = 1 Ay(fa(n) =1,

0 en otro caso.
Asi, six = X 40 Y = X entonces Jjlz,y) = X -
Sea G el conjunto N-universal para X} (N) segtin 3.55. Sea B € I19 tal que
G (u,v) <+ Vw € N B(u, v, w).

Por 3.12 existe un P C w* recursivo tal que

=B(u,v,w) < \/m P(a(m),v(m),w(m), m)

P(u(m), v(m),w(m),m) Am <m’ — P(a(m'),o(m’), w(m’),m’).
Para cada v € N definimos
A" = {(s,1), | Vn € w(l(s) = £(t) = n A =P(u(n), s,t,n))}.
Claramente A" es un arbol binario. Ahora observamos que
veGYN < (u,v) € GN & Vw B(u,v,w) < VwAn—P(a(n),5(n),w(n),n)
< VwAn (0(n), @(n)), € A" v € p(A").
Asi pues, GY = p(AY).

Sea g : N — N la funcion recursiva dada por

s = {8 AV 1000 )10 ),
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Asi, g(u) = X 4u- Definimos

*{]31}3\IXL*)3"3\[(CL7 T, 8,t) = In(S“’S’“”N(r, s, t,a)),

}waQ,N SwaQ,w,N(

{pQ (a,T, S) = IH( aa'rasapl))a
{pa}™ N (a,r) = Un(S™““N(a, 1, p2)),  pla) = Un(S™N(a, p3)).

Asi, p: N — N recursiva y si a € N cumple que
Nrstu € w {a}‘*’4’N(T,s,t,u) € CB
y WN({a}“’4’N(r, $,t,u)) = Dygpy, entonces p(a) € CB y

WN(p(a)): U ﬂ Drstu-

r,s€w t,ucw
En efecto: {a}“4’N(r, s,t,u) = {S”S’“’*N(r, s,t,a)}* N (u), luego

3
N {p 7 N a, 7, 5,8) = () Dysta

uecw
A su vez, {p; }“’B’N(a, r,8,1) = {SNX“’z"‘”N(a,T, 5,p1) N (1), luego

T {2} N(a,7,8) = N Dystu-

t,uEw
Igualmente, {pg}j\fx‘*’z*N(a,r7 s) = {SNX“”“’*N(a,r,p2)}“”N(s), luego

™N{ps}N(a,r) = U N Drstu-

sEw t,uEw

Por ltimo,
{pa} N (a,r) = {8 N (a, p3)} N (r),

luego

WN(p(a)): U m Drstu'

r,s€w t,ucw

Veamos ahora que existe una funcién recursiva ds : w X w — N tal que,
para todo n,r € w, da(n,r) € CB y

¥ (da(n,)) = {z € N'| 2(£(ng)) = r}.
Para ello consideramos el conjunto
Apr={mew|l(m)=£0nd)+1A My(ng) =T}
Es facil construir una funcién recursiva h : w® — w tal que

A ={h(k,n,7) | k € w}.
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(Basta definir h(0,n,7) como el minimo elemento de A,, . y h(k + 1,n,r) como
el minimo elemento de A,, , mayor que h(k,n,r).)

Podemos tomar a € N recursivo tal que {a}*N(n,r, k) = Bas(h(k,n,r) +1).
Asi, dy(n,r) = Un(S“’2>‘*’7N(n,r, a)) cumple lo pedido, pues
{89 N(n, r,a)}N (k) = Bas(h(k,n,r) + 1) € CB,

luego

N (da(n,r) = U By = U BY
k€Ew meA

es el conjunto requerido.

Seguidamente definimos una funcién parcial d : N® x w® — N como sigue:

a) Sir=ty j(r,y)(n*s (r,s,u);) =1, entonces

d(z,y,a,n,r, s,t,u) = {a}‘”XN2’N(n 3 (T, 8,U) 5, T, Y).
b) Sir =ty x(fi(nx*s (r,s,u);)) # 1 entonces d(z,y,a,n,r,s,t,u) = d,
donde dy € CB es un coédigo recursivo tal que 7 (dy) = @.

¢) Sir =ty no se cumplen los casos anteriores, d(z,y,a,n,r,s,t,u) = di,
donde d; € CB es un cddigo recursivo tal que 7 (d;) = N.

d) Sir #t, entonces d(x,y,a,n,r,s,t,u) = da(n,r).
Claramente d es recursiva parcial, luego existe un d € N recursivo tal que
d(,y,a,n,r,s,t,0) = {d}* NN @,y a,n, 7 st )

= {SNgX“”‘*’4’N(:17,y, a, n,d)}“4’N(r, s, t,u).
Sea h : w x N® — N la funcién recursiva dada por
SN3xw,w4,N(

h(n,z,y,a) = p( z,y,a,n,d)).

Por el teorema de recursion existe un a € N recursivo tal que

a(n,,y) = {a}> N N (n,2,y) = h(n,,y, a).
De este modo, la funcién ¢ : w x N2 — N es recursiva.

Consideremos ahora dos arboles binarios A y B tales que p(4) Np(B) = @.
Sean x = X ,, y = X Y sea J el arbol ternario construido a partir de Ay B, de

modo que j(z,y) = X ;-
Observemos que la inversa de <3 esta bien fundada en J, pues lo contrario
significa que existen u, v, w € N tales que

An € w (a(n),v(n),w(n)), € J,

y entonces An (i(n),v(n)), € A, An {(u(n),w(n)), € B, luego u € p(A)Np(B).
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Vamos a ver que si n € J entonces ¢(n,z,y) € CB y si C,, = n¥(q(n, z,v)),
entonces p(Ayfn)) C Cn, p(Bgmy) C N\ C.

Para ello observamos que

PAnm) = U p(Anmyars,),  PBpm) = Uep(Bh(n)*z(tmz)v

r,SCwW t,u

por lo que es suficiente demostrar que d(z,y,a,n,r, s,t,u) € CBy que D,gy =

aN(d(z,y,a,n,r,s,t,u)) separa a P(Af, (n)xa(rs),) d€ D(Bfy(n)es(tou), ), DUES en-
tonces

Cr = ™ (g(n,2,y)) = T (SN > Nz yan,d) = U ) Drota

r,s€w t,uCw

separa a p(Ay, (n)) de p(Bj,(n))-

Lo demostramos por induccién sobre la inversa de <j3. Distinguimos casos
segun la definicion de d:

a) Sir =ty j(x,y)(n*3(r,s,u);) = 1, entonces, n *3 (r,s,u); € J, luego,
por hipétesis de induccion,

d($7yaa7nvrvsvta ’U) = q(’l’L *3 <T‘,S,U>3 7$7y) € CB

y Dysty = Cn*3<7“,8,u>3 separa a p(Afl(n)*2(r,s)2) = p<Af1(n*3<T’S,U>3)) de
P(Bpy(myeattuy,) = P(By(nws r,s,u)5))-

b) Sir=t y 1‘(f1(n *3 <T787u>3)) 7é 1, entonces fl(n) *9 <7‘,S>2 gé A’ luego
P(Afl(n)*Q(T7s>2) = &y Dystoy = & cumple lo pedido (ademés obviamente
d(x,y,a,n,r,s,t,u) = d() S CB)

c) Sir =ty no se cumplen los casos anteriores ha de ser necesariamente
porque fZ(n) *2 <7’7 ’U,>2 ¢ B7 luego p(BfQ(n)*2<T7’U.>2) =0y Dyt = N
cumple lo pedido (ademas obviamente d(x,y, a,n,r, s,t,u) = d; € CB).

d) Si r # t, entonces d(z,y,a,n,r,s,t,u) = da(n,r) € CB y se cumple que
Drstu = {z € N'| 2((nj)) = r}. Este conjunto separa a p(Af, () (r,s),)
de p(sz(n)*2<t7u>2), pues si z € p(Afl(n)*2<T.7s>2) entonces Z(Z(ng)) =,

mientras que si z € p(Bf,(n)x,(t,u),) entonces 2(0(nd)) =t.

Obviamente 0 = (0,0,0), € J y en particular tenemos que Cy separa a p(Ag)
de p(By), es decir, a p(A) de p(B). Por consiguiente, si definimos r(z,y) =
q(0,z,y), la funcién r es recursiva y acabamos de probar que si A y B son
drboles binarios con p(A) N p(B) = @, entonces (X 4, X ) codifica un conjunto
de Borel que separa las proyecciones.

Finalmente, basta definir v(c, d) = r(g(c), g(d)). Asi v es una funcion recur-
siva y si GNNGY = @, como G, = p(A°), Gq = p(A?), g(c) = X per 9(d) = X 445
resulta que v(c,d) codifica a un conjunto de Borel que separa a G. y Ggq.
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Esto termina la prueba para X = N. Veamos ahora el caso general. Si X es
un espacio producto, consideramos una funcion h : X — N recursiva inyectiva
como en la prueba del teorema 3.64. Sea v; : N x N — N la aplicacion
que acabamos de construir para N segin el enunciado y sea vy : N — N la
aplicaciéon dada por el teorema 5.11 para h. Definimos

P(u,v) < Vw € X (h(w) = u A G¥ (w,v)),
que claramente es X1. Por consiguiente, existe un a € N recursivo tal que
P(u,v) < G N(u,v,a) & GN(u, NN (v, a))).
Asi pues:
URS GJSVN,N(WI) = Vo eN P(u,v) < Vw € X (h(w) =uAwe Gy

< u € h[GX].
Equivalentemente: h[GZ] = G?‘N’N(U,a)‘

Si GX NG¥ = @, como h es inyectiva, h|[GX] N h[GX] = @, luego también
GJS\[N’N(c,a) ﬂG?N,N(d,a) = &, luego, por el caso ya probado, v1(S(c, a), S(d,a)) es
un c6digo de borel correspondiente a un conjunto B que separa estos dos tltimos
conjuntos, luego va(v1(S(c,a), S(d,a))) es un cédigo de Borel para h=1[B], el
cual separa a GX y G¥.

Por consiguiente, basta definir v(c,d) = v2(v1(S(c, a), S(d, a))). n

En particular:
Teorema 5.24 Para cada espacio producto X existe una funcion recursiva

v: N — N tal que si c € Cx(A7) entonces v(c) € CB y px(c) = 7¥(v(c)).
Consecuentemente, para todo a € N se cumple que Al(a) = Hip(a).

DEMOSTRACION: Si llamamos v’ : N x N — N a la funcion dada por el
teorema anterior, basta definir v(c) = v'(c3,c?). Todo conjunto Al(a) es de la
forma pyx(c), para un ¢ € Cx(Al(a)), y entonces v(c) es recursivo en a, luego

px(c) = 7% (v(c)) € Hip(a). u

5.4 Una caracterizacion de Hip(a)(w)

Presentamos aqui una caracterizacion de los subconjuntos hiperaritméticos
(en un a € N) de w" en términos de modelos de KPI. Necesitamos algunos
resultados técnicos:

Teorema 5.25 Para cada formula aritmética ¢ € Form(L,) existe una formula
¢ € Form(Ly.) de clase Ag tal que para todo modelo transitivo M de KPI y todos
losny,...,n, €Ew, x1,...,24 € NN M, se cumple que

Fdng, ..., @1, 5] & M E @[ng, ..., nm21,. .., 2s,w,0,7),

donde 0 :wXw—w ym:wXw— w son la suma y el producto en w.
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DEMOSTRACION: Observemos que w, al igual que la suma y el producto
de numeros naturales pueden definirse en KPI y son claramente absolutas para
modelos transitivos de KPI, por lo que w,o,7m € M.

Veamos en primar lugar que si ¢ es un término de £, existe una formula
¢¢ € Form(Ly.) de clase A tal que

En=t)nny,...,npx1,...,25] & ME ¢e[n,ny,...,np,21,...,2s,w,0,7].

Si t = n; es una variable de primer orden, basta tomar ¢; =n = n;.
Sit = ¢, es la constante que se interpreta como el namero natural n, basta
tomar la formula ¢,, definida recurrentemente por ¢o(z) = Auu ¢ =,

dni1(@)=Vyez(dp(y) AyCcazANucz(ucyVu=y)).

Sit =ty + to, tomamos

¢t(n,w>37p) = VUU S w(¢t1 (u7w7s,p) A ¢t2(v7w787p) A ('LL7’U,’I'L) € 8)7

donde por brevedad hemos suprimido los demas parametros. Similarmente se
razona en el caso t = t; - to.
Sit = z;(t') tomamos

be(n, zi,w, 5,p) = Vu € w(dy (u, w,s,p) A (u,n) € x;).

Es claro que las formulas construidas cumplen lo pedido. Ahora pasamos a
demostrar el teoremas:

Si ¢ = (t; = t3) definimos ¢ = Vu € w(¢y, (u,w, s,p) A ¢, (u, w, s, p)).

Los casos restantes se tratan de forma obvia. Por ejemplo, si ¢ = An,
definimos ¢ = An € w . .

Como consecuencia:

Teorema 5.26 Sea M un modelo transitivo de KPI y a € M N N. Entonces
todo subconjunto de w” aritmético en a estd en M.

DEMOSTRACION: Por 4.13 si X C w" es aritmético en a existe una formula
aritmética ¢ € Form(£L,) tal que

X ={new"|F¢[n,al}.

Por el teorema anterior existe una formula ¢ € Form(Li.) de clase Aq tal
que _
neX o ME dn,a,w,o0,7].

Como w" € M, el subconjunto de w” definido en M por Ag-especificacion a
partir de ¢ con parametros a,w, o, 7 es claramente X, luego X € M. L]

En particular M contiene todas las funciones recursivas f : w”™ — w™. Esto
también puede probarse directamente, comprobando que el concepto de funcion
recursiva puede definirse en KPI y es absoluto para modelos transitivos.
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Observacion Dado a € N, recordemos que
{e};’(l,“za) ={(z,y) ewxw]|(e,x,y) € U;é‘z’a)},
donde, segtun 3.65,

Ugiey = {lesa,y) €0’ | An € w(y = n & (e,n,x) € G ).

El conjunto G;OX(“) es X.{(a) recursivo, luego U ) es un conjunto aritmético

en a. Por el teorema 4.13 tenemos que
{e}EO(a) - {($7y) € w2 ‘ F (15[67557?/7(1]}7

para cierta formula aritmética ¢(e, x,y,a). Por 5.25 existe una formula Ay de
L. tal que, para todo modelo transitivo M de KPI y todos los e,z,y € w,
a € NN M se cumple

M E (e, ,y,0,0,0,7) ¢ F dle, 2, ,0] & (2,9) € {e}5ff,.

Esto hace que {e};’(fza) € M, pues puede definirse por Ag-especificacién como
1

subconjunto de w x w. (De hecho, lo que hemos probado es que esta funcion es
definible en M.) Mas ain, todo y € M cumple

y= {5, o ME @y Cwxwh Ary € w((@y) €y & ble.2.y,0,w,0,7))),

y la formula es Ag, luego por Yj-reemplazo la funcion { }‘E"b“(’a) esta (y es de-
1

finible) en M, al igual que su rango, el conjunto de todas las funciones %9 (a)-
recursivas parciales de w en w. Como la formula y : w — w es Ag, por seleccion
en este conjunto obtenemos que el subconjunto de los puntos de N recursivos
en a estd (y es definible) en M. "

El teorema 5.26 se puede mejorar sustancialmente:

Teorema 5.27 Si M es un modelo transitivo de KPI y a € M NN, entonces
todo subconjunto de w" hiperaritmético en a estd en M.

DEMOSTRACION: Podemos trabajar con » = 1 pues M contiene una biyec-
cion recursiva f 1 w — w” que reduce el problema a este caso.

Para cada z € CB definimos d(z) : w — N por recurrencia sobre ¢(s), para
cada s € w, es decir, si £(s) = 0 (lo que equivale a s = 0) definimos d(z)(s) = «
y, supuesto definido d(z)(s) para £(s) = n, definimos

(

: o)

A@R0 =9 iy m) sida)s)0) =2 k=0,
{d(@) ()N (B)(n)  si d(z)(5)(0) =

Una simple induccion sobre £(s) prueba que d(x)(s) € CB o bien d(x)(s) es
la sucesion constante igual a 3.
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Sea e : CB — N la aplicacion dada por e(z)((s,n),) = d(x)(s)(n). Asi,
para cada s € w tenemos que e(x)s = d(x)(s). Ahora observamos que, para
x € CB, la formula e(x) = y equivale a la conjuncién de las formulas siguientes:

)

) (45(0) =0V ys(0) =1V ys(0) =2V y,(0) = 3)

) (ys(0) =0 = An € w {yi}*“(n)l)
d) As €w (y5(0) =0V ys(0) = 3 = Ank € w(ys—k(n) = 3))

) (y(0) = 1 = Ak € w yo—r = {3} N (k) A ys~£(0) = 2)
) As €w (y5(0) =2 = ys~0 = {w2}** A ys—~0(0) = 1)

) (ys(0) =

Es claro que el conjunto F' C N'x N formado por los pares (z,y) que cumplen
estas formulas es aritmético. Por ejemplo, {y!}¥N (k) = U“N(k,y!), luego

Ys—~k = {ys}w N( ) e /\n cw (ys”‘k € Bn x4 waw(nakaysl))

y el conjunto G¥** C w x w x N es semirrecursivo, luego aritmético. Notemos
que la formula de la derecha implica en particular que {y!}*™N(k)J .

En particular tenemos que Az € CB \/y F(z,y).

Para cada x € CB definimos ¢(x) : w — N de modo que ¢(z)(s) es la funcion
caracteristica de 7 (d(z)(s)) si d(x)(s) € CB y es la funcién caracteristica de @
en caso contrario. En particular ¢(x)(0) es la funcion caracteristica de 7% (z).

Sea f : CB — N la aplicacion dada por f(z)((s,n),) = c¢(x)(s)(n), de modo
que f(z)s = c(x)(s). Seguidamente observamos que, si z € CB, la formula
e(z) =y A f(z) = z equivale a la conjuncion de las formulas siguientes:

a) (z,y) €
b /\snEw(zs()zo\/zs(n)

0
c) Nsn € w(ys(0) =3 = z:(n) = 0)

Asn € (45(0) = 0= (4(n) = 16 Vm € w {y1}**(m) = n))
e) Nsncw (ys(0) =1— (25(n) =1 Vk €w zs~x(n) = 1))
Asn € w (ys(0) =2 — (25(n) =1 > z5~0(n) = 0))

Nuevamente vemos que el conjunto G C N x N x N formado por las ternas
(z,y,z) que cumplen estas formulas es aritmético, luego existe una formula
aritmética ¢(x,y, z) € Form(L,) tal que

)
)
)
d)
)
£)

1
Az € CBVyz € N E @[z, y, 2]
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y, concretamente, los tinicos y, z que cumplen F @[z, y, 2] son y = e(x), z = f(x).
Sea ¢(z,y, z,w, s,p) la formula Ay dada por el teorema 5.25.

Veamos ahora por induccién sobre a que si x € C(X%(a)) U C(Il,(a)) en-
tonces e(x), f(x) € M. Notemos que z € M por el teorema 5.26.

Si z € C(XY(a)), entonces

si s =0,

e(z)((s,m),) = {g(n) sis#0,

_ 1 siVmew{z'}#(m) =n,
f@)((s, n>2) - { 0 en caso contrario,

y es claro que tanto e(x) como f(x), vistos como subconjuntos de w?, son
aritméticos en z, luego estan en M por el teorema 5.26.

Supongamos que el resultado es cierto para cédigos en C(X0(a)) y supon-
gamos que z € C(I1%). Entonces 2’ = {z!}** € C(22(a)), luego por hipétesis
de induccion ', e(z’), f(z') € M.

Ahora observamos que, si llamamos y = e(z), vy’ = e(z’), la relacion entre
ambos viene dada por

Om)) = o), (LK), "5,y = { Y L) SR

Por otra parte, los conjuntos aritméticos
P={(s,n,u) €w? |u=(s,n)y} Q={(k,s,t)€w|t=(1k), s}

estan® en M y, como M cumple el axioma de Ag-especificacién, concluimos que

MEVyAu(u € y < u € [w x w] A Vabtn € [w](u = (a,b) A (t,n,a) € [P] A
(t=0Av=[2](n))V Vsk € w((k,s,t) €[Q] A
(k=0AVt ew((s,n,t') € [PIAv=[y](t)) V (k#0Av=3))))).
El conjunto y € M determinado por esta formula es precisamente e(x).

Similarmente, si llamamos z = f(z) y 2’ = f(#'), la relacién entre ambos
viene dada por

2((0,n)y) =1 =2"((0,n),),  2({(1,k), " 5,7m),)

Z'((s,n)y) si k=0,
0 si k # 0,

y un razonamiento analogo al precedente nos permite concluir que z € M.

Supongamos ahora que el resultado es cierto para codigos en C(II}(a)) con
B < ay tomamos z € C(X%(a)). Entonces, para cada k € w, tenemos que

3 Alternativamente puede probarse que en KPI pueden definirse la funcién ( , )o vy las demas
funciones relacionadas con la codificacion de las sucesiones finitas.
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o = {2} Nk)e U C(H%(a)), luego, por hipétesis de induccién tenemos
que xk7e(xk),f(xk)1€§i\<40f
El conjunto
A={(k,n,m)cw® | Vtewlt)=n+1At,=mAG*“(tk,z")}
es aritmético en ' € M, luego A€ M y
zp(n) =m < {3 NE)(n) = m < U Nk, 2 ) (n) = m

Vtewl(t)=n+1At, =mAG*(t k,a")) < (k,n,m) € A.

Usando el axioma de Ag-especificacion con k y A como parametros obtene-
mos que x € M, de modo que

ME Nk € w\l/f(f w] — (W] A An € (W] (k,n, f(n)) € [A]),

luego, por Ag-reemplazo, concluimos que B = {(k,zx) | k € w} € M. Por lo
tanto,

ME Nk € w\l/yz\/x € [RB]((k,z) € [B] A ¢(z,y, 2, w, 0, 7))
y por Ag-reemplazo concluimos que
E = {(k,e(zx)) | k e w} € M, F={(k, f(z)) | k ew} e M.
Si llamamos y = e(x), yr = e(xy), la relacion entre ellos es que

y(<07n>2) = x(n), y(<<17 k>2 s, n>2) = yk(<sv n>2)7

y a partir de aqui se concluye por Ag-especificacion en M que y € M. Similar-
mente, la relacion entre z = f(x) y zr = f(xx) es

2({0,n),) = { Losi Ve €wa((0.k)) =1) 5 (((1,k), s, m),) = 2((s,n),),
0 en otro caso.
y nuevamente es facil concluir que z € M.

En definitiva, hemos probado que si * € CB es recursivo en a, entonces
f(z) € M, luego f(x)o € M y esta funcion es la funcion caracteristica de 7 (x),
luego 7% (z) € M. "

Del principio de la prueba del teorema anterior se deduce un resultado que
tiene interés en si mismo:

Teorema 5.28 El conjunto CB es I11.
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DEMOSTRACION: Consideremos el conjunto aritmético F© C N xN que hemos
construido en la demostracion del teorema anterior. Teniendo en cuenta que el
conjunto ABF es I1}, basta probar que

r€CB« Vyz e N (F(x,y) A N\s € w (2(s) =0 > y5(0) # 3) A z € ABF)).

En efecto, si se cumple la condicién de la derecha, consideramos el conjunto
A, = {s € w] z(s) = 0}, sobre el cual esta bien fundada la relacién dada por
s <t tCs Sear: A, — Q el rango asociado a dicha relacion. Una
simple induccion sobre 7(s) prueba que cada ys € CB y, como la definicion de
F implica que 0 € A,, en particular x = yy € CB.

Reciprocamente, si € CB, sabemos que existe un y € N tal que F(z,y) y
podemos definir z € N como indica la féormula de la derecha. Hemos de probar
que no existe un u € N tal que la sucesion {@(n)}ne, esté contenida en A,.
Ahora bien, si 0 = @(0) tiene un anterior en A, necesariamente x(0) = y(0) # 0,
luego ha de ser 2(0) =1 o z(0) = 2. Supongamos que z(0) = 1. El otro caso se
trata analogamente.

Tenemos entonces que T = yz) € C(Eio), para cierto ordinal oy > 1.
Entonces (1) = {yé(o)}‘*”N(u(O)) € C(I1},), para cierto ordinal a; < apg, a su
Vez Yu(2) = {yé(l)}‘”’w € C(X1,) v, como @(2) tiene un anterior en A, no puede
ser iy = 0. Entonces yg3) = {yé@)}“’N(u@)) € C(H}M), para cierto ordinal
ag < aq, y prosiguiendo de este modo se construye una sucesiéon decreciente de
ordinales. -

Veremos més adelante que en KPI no puede probarse que todo conjunto bien
ordenado es semejante a un ordinal, y que “ser un conjunto bien ordenado” no es
absoluto para modelos transitivos de KPI. No obstante, se cumple lo siguiente:

Teorema 5.29 Sea M un modelo transitivo de KPI y sea (A, <) € M un con-
junto ordenado. Entonces

(A, <) estd bien ordenado <> M E N fVa € Q f:[(A,<)] — a semejanza.
DEMOSTRACION: Una implicacion es inmediata, porque la férmula
a€ QA f:(A <) — «asemejanza

es absoluta para modelos transitivos de KP. Demostraremos la contraria pro-
bando que si f : (A, <) — « es una semejanza, entonces «, f € M. Razonamos
por induccion sobre a. Si a = 0 el resultado es trivial. Si es cierto para oy
f (A <) — a+ 1 es una semejanza, sea a € A tal que f(a) = a. Entonces

As={ze€eA|lx<a} e M,

y también esta en M la restriccion de < a A3, luego por hip6tesis de induccion
@, flas € M, luego a+1€ My f= flac U{(a,a)} € M.
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Si @ es un ordinal limite y el resultado es cierto para todo § < «, tenemos
que

ME Nae [A]\l/f\/6 € Q(f: (45, [€]a) — 0 semejanza),

a’?
1
donde <, representa la restriccion de < a A<, y la formula tras \/ f es Ag, luego

por reemplazo C' = {f|4< |a€ A} € M, luego f= (JueMya=Rfc M.

ueC
[ ]

Como consecuencia:

Teorema 5.30 St M es un modelo transitivo de KPI y a € M NN, entonces
wi C M.

DEMOSTRACION: Todo o € w$ es de la forma ||z||, para un « € BO recursivo
en a. Por 5.26 tenemos que x € M, luego claramente tenemos que <, € M
yCp={n €wl|n <, n} € M. Puesto que (Cy,<,) es un conjunto bien
ordenado, el teorema anterior nos da que su ordinal ||z| € M. n

Hasta aqui hemos usado la definicién de los conjuntos hiperaritméticos en a
a partir de la jerarquia hiperaritmética. Los teoremas siguientes dependen de
su caracterizacién como conjuntos Af(a):

Teorema 5.31 Sia € N yx C w" no es hiperaritmético en a, entonces existe
un modelo transitivo M de KPI tal que a € M y x ¢ M.

DEMOSTRACION: Si f : w” — w es una biyeccion recursiva, entonces f
estd en todos los modelos transitivos de KPI, luego basta probar que existe
uno tal que @ € M y flx] ¢ M, pues entonces también se cumplird = ¢ M.
Equivalentemente, podemos suponer que  C w. Notemos que y = x, € N no
es hiperaritmético en a (como subconjunto de w?), pues x es una antiimagen
recursiva de y, luego basta demostrar que existe un modelo transitivo M de KPI
talquea € M ANy ¢ M.

Equivalentemente, basta probar que si * € N no es hiperaritmético en a
(como subconjunto de w?), entonces existe un modelo transitivo M de KPI tal
queaceMANz¢M.

Observemos en primer lugar que existen modelos transitivos numerables de
KPI tales que a € M. En efecto, N = H(X;) es un modelo transitivo de KPI
tal que @ € N. Por el teorema de Lowenheim-Skolem existe un submodelo
elemental Ny < N numerable tal que a € Ny y basta considerar el colapso
transitivo M de Ny. Se comprueba sin dificultad que a € M.

Llamamos £}, al lenguaje de la teoria de conjuntos al que anadimos un
conjunto infinito de constantes C. Por ejemplo, si consideramos que los signos de
L}, son nameros naturales, podemos suponer que sus variables son las potencias
de 2 y que el conjunto de sus constantes es

C={3"]icwlu{5s™|icuw}.
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Representaremos por N; = 3t y ¢; = 571 las constantes de £].. Un
modelo de £{. queda determinado por una terna (M, R,I), donde M es un
conjunto, R C M x M es la relaciéon que interpreta al relator de pertenencia e
I :C — M es la aplicacion que determina la interpretacion de cada constante
de £},. Llamaremos S al conjunto de todas las sentencias de £},.

Sea D C S el conjunto formado por las sentencias siguientes:
r il

e o= Nzz¢ Ny,

o p, = an =N,_1U {Nn_l}—l, para cada n € w \ {0},

o Y, = '_co € N—l,
r A

e Y, = co(Np) = Ny , para cada n € w.

Diremos que (M, R, I') es un modelo vdlido de £’ si es un modelo w numerable
de KPI+ D en el que todo elemento de M esté denotado por una constante c,,.

Observemos que existen modelos validos, pues todo modelo transitivo nu-
merable M de KPI que contenga a a se extiende a un modelo véilido sin més
que definir R como la relacion de pertenencia en M, I(N;) = i, I(cp) = a 'y
completar la definicién de I sobre las demas constantes ¢, de modo que sus
interpretaciones recorran todo M. Se trata de un modelo w porque esta bien
fundado.

Notemos también que si (M, R, T) es un modelo de KPI+D el : My — M
es la inmersion natural, una simple induccion prueba que An € w I(N,,) = i(n),
y si es un modelo w entonces a € My¢ y se cumple que i(a) = cp.

Llamaremos P al conjunto de todos los conjuntos finitos p de sentencias
de L}, tales que existe un modelo valido (M, R,I) tal que (M, R,I) F p. Con-
sideramos a P como conjunto parcialmente ordenado por la relaciéon inversa de
la inclusién.

Para cada sentencia ¢ de Ly, sea
Co={peP|opecpV¢cp}
Para cada sentencia de la forma \z ¢(z), definimos
Dos={p€P| Vao(r) ¢pvVee Cole) €p).
Para cada ¢ € C definimos
Ec:{pEIP’|rcgéw—lEp\/\/nEwrc:Nnjep},
y sea

Fc:{pE]P’|I—cgéN—lEpV\/nme(m(n);ém/\rc(Nn):Nm € p}.
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Todos los conjuntos que acabamos de definir son densos en P. Veamos la
prueba para los dos tltimos (los dos primeros casos son mucho mas simples).

Dado p € P, sea (M, R,I) un modelo valido de p. Si (M,R,I) F ¢ ¢ w,
entonces pU{c ¢ w} es una extension de p en E.. Si, por el contrario, se cumple
que (M,R,I) E ¢ € w, entonces, por definicion de modelo w, existe un n € w
tal que I(c) = i(n) = i(Ny) o, lo que es lo mismo, (M, R,I) E ¢ = N,, luego
pU{c¢=N,'} € P es una extension de p en E..

Consideremos ahora el caso de F,. y razonemos por reduccion al absurdo.
Si F,. no es denso en P existe un p € P que no admite extensiones a F,.. Sea
(M, R, I) un modelo valido de p. No puede ser que (M,R,I) E ¢ ¢ N, pues
entonces p U {c ¢ N} seria una extension de p a F,, luego (M,R,I) F ¢ € N.
Para que p no admita extensiones a F, es necesario que si n, m € w, entonces

x(n)=m <+ (M,R,I)F ¢(N,,) = Np,.

En efecto, (M, R,I) F Vv € w ¢([N,,]) = v y, por ser un modelo w, existe un
k € wtal que (M, R, I) F ¢(Ny,) = [i(k)], luego

(M, R,I) E ¢(N,,) = Ng.

Si k fuera distinto de m = x(n) podriamos extender p a F., luego k = m y
tenemos una implicaciéon. El reciproco es trivial.

Observemos que la equivalencia anterior es véalida para cualquier modelo
vélido de p. En particular M ha de ser numerable (necesariamente infinito),
luego pasando a un modelo isomorfo podemos suponer que M = w, y entonces
la relacion R puede codificarse mediante un y € N, de modo que m Rn <
y({m,n),) = 0. A su vez I puede extenderse a un elemento z € N. Reciproca-
mente, cada par (y,z) € N? determina un modelo (w,y, z) del lenguaje £/ , y
podemos escribir

z(n) =m < (w,y,2) Fc(N,) = Np,

donde (y, z) € N? es cualquier par que determine un modelo valido de p.

Podemos identificar el conjunto S de las sentencias de £}, con un subcon-
junto de w, y entonces una adaptacion rutinaria del argumento empleado en la
demostracion del teorema 4.60 prueba que el conjunto

V={(y,z0) e N?*xw|acSA(wy,z2)Ea}
es Al. Mas atn, el conjunto KPI + p formado por los axiomas de KPI més las
sentencias de p es claramente recursivo, mientras que D es claramente recursivo
en a, luego el conjunto M dado por

(y,2) eM < AnewVicw 25" =n A

Na € wla € KPI+ D +p— V(y, 2, a))
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es Al(a) (y es el conjunto de todos los elementos de N? que determinan un
modelo de KPI+ D+p en el que todo elemento esta denotado por una constante

Cn)-

Veamos ahora que el conjunto M, formado por los pares (y,z) € M que
determinan un modelo w (es decir, un modelo vélido de p) también es Af(a).
Para ello observamos que

(y,2) €My, < (y,2) EMANN €Ew (w,y,2) Fep €Ew—

\/k cw (waywz) F Ny = Cn)'

Como las funciones f : w — w y ¢ : w? — w dadas por
r 1
f(n):rcnew—la g(k7n): Nk:cn
son obviamente recursivas y

(y,2) € My, < (y,2) EMA AR ew (V(y, 2, f(n)) = Vk €w V(y,z,g(k,n))),

concluimos que M, es Al(a).

Por tltimo, la aplicacién h : w? — S dada por h(n,m) = rC(Nn) =N,

también es recursiva, luego el conjunto dado por
Wy, z,m,n) < (y,z,h(n,m)) € V < (y,2) E c¢(N,) = Np,
es Al, y concluimos que
z(n) =m < Vyz € N((y,2) € My, A W(y, z,m,n)) <

Nyz((y, 2) € My, = W (y, z,m,n))),

lo que prueba que z es hiperaritmético en a, en contra de lo supuesto. Esto
termina la prueba de que el conjunto F. es denso.

Ahora tomamos un filtro G que sea P-genérico sobre la familia numerable de
conjuntos densos que hemos definido y llamamos Sy = J p, que es una familia
de sentencias de Lf... PeEG

Observemos que, si ¢ es cualquier sentencia de L1, como CyNG # @, resulta

que ¢ € Sy V —¢ € 5.

Por otra parte, todo teorema ¢ de KPI + D esta en Sy, ya que no puede
suceder que —¢ € Sy, pues ello exigiria que —¢ fuera verdadera en un modelo
véalido.

Ahora definimos en el conjunto C' de constantes de £}, la relacion dada por
c~d<—>rc:d—|65’0.

Se cumple que es una relac10n de eguwalencm Por ejemplo, probaremos
la transitividad. Suponemos que "¢ = d, "d=¢'€ So y hemos de probar que
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'c=¢€'€ Sy. En caso contrario, hemos Vlsto que c #+ e € So, luego existe un
p € G que contiene las sentencias o= d ‘d=¢' y " #* e , pero esto es imposi-
ble, pues entonces las tres tendrian que ser verdaderas en un mismo modelo w
de KPI.

Consideramos el conjunto cociente M = C/ ~. Un argumento similar al
anterior prueba que la relacion en M dada por

[(JR[d] < ced €S,

estd bien definida, en el sentido de que no depende de los representantes de
las clases de equivalencia con los que se calcula. Con esto tenemos un modelo
(M,R,I) de Ly, en el que la aplicacion I interpreta cada constante como su
propia clase de equivalencia en M. Veamos ahora que, para toda sentencia ¢
de Ly, se cumple que

(M,R,I)E ¢ < ¢ € Sp.

Lo probamos por induccién sobre la longitud de ¢. Si ¢ = 'c=d' se cumple
por la definicion de ~, y si ¢ = c€ d' se cumple por la definicién de R. Si
¢ = —), tenemos que

(M,R,I)':(ZSH_‘(M,R,I)':1/)(—>_\’(/J€S()<—)¢€S(),

donde hemos usado que G N Cy, # .

Si ¢ =1 — x entonces
(M,R,)E¢dp <+ ~(M,RIEYV (M,RI)Ex<+ —w€ESyV xESy

e Sy.

La dltima equivalencia se debe a que si suponemos que =) € Sy V x € Sy
pero ¢ ¢ Sp, entonces =g € Sy, luego existe un p € G que contiene a —¢ y a
una de las dos sentencias =) o X, pero eso es imposible, porque tendrian que
ser verdaderas en un mismo modelo. La implicaciéon contraria se demuestra
analogamente.

Por tltimo, si ¢ = Az (z) tenemos que
(M,R,I)E ¢+ Nce C (M,R,I)E(c) < Nce Cy(c) € Sy

¢ € Sp.

La ultima equivalencia se prueba asi: si ¢ ¢ Sy entonces —¢ € Sy, luego
Vz—p(z) € Sy (pues en caso contrario la negacion de esta sentencia y —¢ serian
verdaderas en un mismo modelo, lo cual es imposible) y, como D—y , N G # @
existe un ¢ € C tal que —)(c) € Sp, luego ¥(c) ¢ Syp. Esto demuestra una
implicaciéon. La otra es mas sencilla.

En particular tenemos que (M, R,I) E KPI+ D. Mas aun, (M, R,I) es un
modelo w, pues si [c] € M cumple (M, R,I) F [c] € w, es decir, "¢ € w' € Sp,
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como F, NG # & existe un n € w tal que 'c=N,' € So, lo que implica que
(M,R,I)E c= Ny, luego I([c]) = I(N,) =i(n).

El teorema [PC 2.40] nos da que Mys es un modelo transitivo de KPI, y
ademas sabemos que contiene a a. Sélo falta probar que ¢ My¢. Supongamos
lo contrario y sea i(x) = [c]. Entonces (M,R,I)E c € Ny, como F. NG # &,
existen n,m € w tales que x(n) # my (M,R,I) E ¢(N,) = Np,. Equivalente-
mente,

(M, R, 2) F [i(@))([i(n)]) = [i(m))

luego My¢ E [z]([n]) = [m], luego 2(n) = m y tenemos una contradiccion. m

Combinando el teorema anterior con 5.27 obtenemos la caracterizacion si-
guiente de los subconjuntos hiperaritméticos en a de w”:

Teorema 5.32 Un subconjunto de w” es hiperaritmético en a € N si y solo si
pertenece a todos los modelos transitivos de KPI que contienen a a.

En particular, los subconjuntos hiperaritméticos de w” son los subconjuntos
de w” que pertenecen a todos los modelos transitivos de KPI.

5.5 Ordinales admisibles

En esta seccién presentamos una caracterizaciéon de los subconjuntos hiper-
aritméticos de w” que no dependa de la totalidad de los modelos transitivos
de KPI, sino de un modelo en concreto de la forma L. Para ello introducimos
el concepto siguiente:

Definicion 5.33 Un conjunto M es admisible si es transitivo y M F KP. Un
ordinal « es admisible si L, es un conjunto admisible.

En estos términos, los teoremas [PC 2.33] y [PC 3.25] afirman que si k es
un cardinal infinito, entonces H (k) es un conjunto admisible, al igual que lo son
los conjunto Ly[a] con a € N, si # es un cardinal infinito™l?. (El caso x = w no
esta contemplado en estos teoremas, pero entonces el conjunto en cuestiéon es en
ambos casos V,, y la conclusion es trivial.) En particular, todos los cardinales
infinitos son ordinales admisibles.

Obviamente w es el menor ordinal admisible, y si @ > w es admisible, enton-
ces L, F KPI, pues w € L,. Todo ordinal admisible es un ordinal limite, pues
en L,+1 hay un maximo ordinal, mientras que en KP se demuestra que no lo
hay.

Ejercicio: Probar (AE) que si k es un cardinal infinito no numerable, entonces hay
x ordinales admisibles menores que k.

Del teorema [PC 2.40| se desprende que si (M, R) es un modelo de KP,
entonces O} es un ordinal admisible, pues, si Q) > w (el caso contrario es
trivial) My es un modelo transitivo de KPI tal que My N Q = Q{)Vf, y a su
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vez LMvt = LQ% es también un modelo de KPI (aqui usamos que en KPI se
demuestra que L es un modelo de KPI), luego Q% es admisible.

Ahora estamos en condiciones de probar lo siguiente:
Teorema 5.34 Sia € N, el ordinal w§ es admisible.

DEMOSTRACION: Segtin hemos observado tras el teorema 4.25, el conjunto
BO, C w es ITi(a), pero no ¥i(a), luego, en particular, no es hiperaritmético.
Por el teorema 5.32 existe un modelo transitivo M de KPI tal que a € M y
BO, ¢ M. Por 5.30 sabemos que w§ C M. Basta probar que w{ ¢ M, pues
entonces Ly = LM es un modelo transitivo de KPI, es decir, el ordinal w{
es admisible (y por la misma razon, Lya[a] = Lla]™ es también un modelo
transitivo de KPI).

Supongamos que, por el contrario, w{ € M. Entonces Lya(a) € M. En la
prueba del teorema 4.24 hemos visto que el conjunto

{ecw| {e};;ﬁa) e N}
es hiperaritmético en a. Mas aiin, lo mismo vale para el conjunto

OT, ={ecw|{e}s

w,w
29(a)

€ OT}.
En efecto:

ee€ 0T, < {e};;ﬁa) ENANzeN((An€wz(n) = {e};?“za)(n)) — x € OT)

“ {e};zﬂa) ENANzeN(Anew G‘Z"?X(z)(e,x(n),n) — z € OT),

con lo que OT,, es I} (a) (pues OT es Al), pero podemos cambiar el cuantificador
Az € N por Vz € Ny la formula resultante es equivalente, luego OT, es Al(a)
y, en particular, estd en M. Para cada e € OT, definimos la relaciéon en w dada
por

m<en < {6}2(1’(@)<<m7n>2) =0,

de modo que <. es una relacién de orden total en su dominio
Ce={newl|n<.n}
por definicién de OT y de OT,. Mas explicitamente:

m<.n < g(l)x(‘;) (€,0,(m,n),)

y, teniendo en cuenta que el conjunto de la derecha es X{(a), concluimos que
la relacién < (como subconjunto de w?) esta en M. Méas precisamente, esta en
L, +1[a]. Ahora bien,

e €BO, <> e€ 0T, A VS (f:(Ce,<.) — w{ inyectiva creciente).
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Basta probar que, més aun,
e €BO, e € OT, AV f € Lyala] (f : (Ce,<c) — w{ inyectiva creciente),

ya que entonces podemos concluir que BO, € M por Ag-especificacion, ya que
la formula de la derecha es Ag en los parametros OTy, Lye[a], w, <, wf € M,
y asi tendremos una contradiccion.

Un poco maés en general, tenemos C' = C, C w tal que C' € L, 11]al], pues
C={necwln<,n}

y < es definible (con a como parametro) por una formula relativizada a Ly, [a],
tenemos < = <, € L,41[a] y una semejanza f : (C,<) — «a, con a < wf, y
queremos probar que f € Lyq[a]. Para cada 0 < «, sea f5 : (Cy,, <) — 0 la
restriccion de f a la seccién inicial de C' determinada por ng = f~1(4).

Obviamente, si § < w, tenemos que fs € L,[a], pues fs5 es hereditariamente
finito. Si § es infinito (en el supuesto de que « lo sea), tenemos que fs C Lsya[a)
(porque f5 es un conjunto de pares ordenados con primera componente en w y
segunda componente en §). Ademas, C, < € Lsi1]al.

Una simple induccion demuestra que, si w < ¢ < «, entonces f5 € Lsi3al.
En efecto, si § = v+ 1, por hipotesis de induccién f, € Lsio[a] y asi

fs ={zx € Lsya[a) | Vg € Lsi2[a](g: (Cr, <) — 7 semejanza A x € g)

V= (ny,0)},

y la formula indicada puede relativizarse a Lsis[a] tomando como pardmetros
C,ny,<,7,6, todos ellos en Lsyo[a]. Esto prueba que f5 € Lsys[al.

Si § es un ordinal limite, para todo v < ¢ (por hipotesis de induccion o por
el caso finito) tenemos que f, € Lsi2[al, luego

fs ={x € Lsyala) | Vg € Lsyi2[a]VVn € CVy < 5 (g: (C5, <) — v semejanza
ANz € g)},
e igualmente concluimos que fs5 € Lsis[al. n
De aqui extraemos varias consecuencias de interés:
Teorema 5.35 Se cumple:
a) w§* es el menor ordinal admisible > w.

b) Lyela] es el menor modelo transitivo de KPI que contiene a a. Ademds
en €l se cumple que todo conjunto es numerable.

¢) Aj(a)(w) = Lyala] N Pw.
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DEMOSTRACION: a) Si o > w es un ordinal admisible entonces L, es un
modelo transitivo de KPI, luego wi* C L, por 5.30, luego wi* < a.

b) En la prueba del teorema anterior hemos visto que Lya[a] F KPI. Si
M FKPly a € N entonces wi C M, luego Lyala] C M.

Si a < w{ entonces existe x € BO recursivo en a tal que ||z|| = «a, pero
entonces & € Lya[a] por 5.26 (porque x es aritmético en a como subconjunto
de w?), y por 5.29 concluimos que la semejanza (w,<,) — a esta en Ly lal,
luego « es numerable”“# ¥ Ese mismo teorema implica que la semejanza de
(La[a], dq) en su ordinal esté en Lyq [a], y acabamos de probar que dicho ordinal
es numerable en el modelo, luego L, [a] también lo es. De aqui se sigue que todo
elemento de Lyq[a] es numerable’« .
¢) Una inclusion nos la da el teorema 5.27 y la otra el teorema 5.31 junto

con el apartado b). "

El hecho de que los ordinales w{ sean admisibles implica que, aun siendo

1 )
numerables, son ordinales “grandes”, pues, por ejemplo, la suma, el producto y
la exponenciacién de dos ordinales menores que w{ es menor que wf.

Recordemos que, segiin 3.28, un x € N es X1 (a)-recursivo si y solo si lo es
como aplicacion z : w — w y, seglin 3.21, esto equivale a que z sea ¥1(a) como
subconjunto de w x w. De hecho, equivale a que x sea Al(a) como subconjunto
de w, pues

(m,n) ¢z Vkew(k#nA (m,k) € ).

Veamos una variante del teorema 4.56:

Teorema 5.36 Sea a € N, Y un espacio producto y P C'Y x N un conjunto
1! (a). Entonces el conjunto dado por

S(y) < Va € Aj(a) P(y, )
es también 11L (a).

DEMOSTRACION: Si z € Al(a), entonces A = {n € w | x(nd) = n?} es
Al(a)(w) (es una sustitucion recursiva de x como subconjunto de w x w), luego
existe un z € CB recursivo en a tal que A = 7¥(2). Si llamamos b = x,,
tenemos que (z, b, z) pertenece al conjunto R C N x N x N dado por

R(x,b,2z) < b=x A Amn € w(z(m) = n < b((m,n),) = 1).

7 (2)
Reciprocamente, si € N cumple R(x,b, z) para cierto b € Ny cierto z € CB
recursivo en a entonces x € Aj(a). La razon para expresar la relacion de este
modo es que en la demostracion del teorema 5.27 hemos construido un conjunto
aritmético G tal que para todo z € CB se cumple

b= < Vuv € N(G(z,u,v) Ab=1vp).

X (2)
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La relacion de la derecha define un conjunto C' € X1 (N?). Asi pues, si definimos
R'(z,b,2) < C(b,2) A \mn € w (z(m) = n > b((m,n),) = 1),

tenemos que R € X1(N3) y, los z € N tales que = € A}(a) son exactamente
los que cumplen R/(z,b, z), para cierto z € CB recursivo en a y cierto b € N

(necesariamente tnico, pues tiene que ser XﬂW(z))' Por consiguiente:

S(y) < Veecw ({e};’gza) ENANzeEN(z= {e};’?“za) —2€ CB) A

Axbz € N(z = {e};;{“ga) A R'(z,b,2) = P(y,x))).

Esta relacién prueba que S es IIL (a), pues CB es I (teorema 5.28) y en
la demostraciéon del teorema 4.24 hemos visto que la relaciéon {e};’éza) € Nes
1

Al(a) (aritmética en a, de hecho), ya que

{e}sy) e N AncwVm e wAu € wim =u < G5 (e, u,n)),
29 (a) 2 ()

y lo mismo sucede con

w X w

w,w —
z = {e}zg(a) < Nnu € w(z(n) =u E(1,((1)(e,u,n)). -
De aqui extraemos una consecuencia interesante:

Teorema 5.37 En KPI no puede probarse que todo conjunto bien ordenado es
semejante a un ordinal.

DEMOSTRACION: Sabemos que Lwik es un modelo transitivo de KPI, luego

P . . Lok
basta probar que en él existen conjuntos bien ordenados “i" que no son seme-

. . L . . p .
jantes a ordinales “f*. Por 5.29 esto equivale a que no estén bien ordenados
(en V).

Si e € w cumple que {e}*** € N, hemos visto que {e}** € L., y también
esta en dicho modelo la relacion

m <. n e {e}*((m,n),) =0,
asi como su dominio C, = {n € w | n <, n}. Por lo tanto, podemos definir
BOj ={ecw]|{e}** e NA (C,,<.) esta bien ordenadoLW?k}.
Por otra parte, sea
BOg={ecw]|{e}*“ e NA (Ce, <) esta bien ordenado}

={ecw]{e}** € BO}.

El teorema 5.29 implica que BOy C BOg. Ahora bien, e € BOj si y solo si
{e}*~ € OT y todo conjunto a C Ce no vacio que esté en L, (es decir, que
sea hiperaritmético) tiene un minimo elemento respecto a <.
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Observemos que si z € Al, el conjunto a = {n € w | z(n) = 1} es hiper-
aritmético, y que todo a C w hiperaritmético es de esta forma con x = X, Por
lo tanto:

e € BOj < {e}** € OT A Nz € A} M(e, 2),

donde
M(e,z) < An€w(n <.n— x(n) =0)V
Vnewmn<.nAzn)=1AAmew(m<,n— z(m)=0))
es la relacion Al que expresa que x codifica a un subconjunto de C, vacio o con

minimo elemento. En la prueba de 5.34 hemos visto que la relacion {e}*** € OT
define un subconjunto Al de w, y el teorema 5.36 nos da que la relacion

Az € A} M(e,z) < =z € A =M (e, x)

es X1, luego concluimos que BO;, es un conjunto %1, pero tras el teorema 4.25
hemos observado que el conjunto BO* no es 1. Esto significa que la inclusién
BOy C BOj tiene que ser estricta. Por consiguiente, tomando un e € BOj;\ BOg
obtenemos que el conjunto totalmente ordenado (Ce, <) no esta bien ordenado,

c

< 1. L cx
pero esta bien ordenado “i". L]

Vamos a estudiar con mas detalle la jerarquia hiperaritmética:

Teorema 5.38 Si M es un modelo transitivo de KPI y a € NN M, para cada
ordinal 1 < o < w¢ se cumple que X2 (a)(w), Y (a)(w) € M.

DEMOSTRACION: Veamos en primer lugar que el conjunto N, de los z € N
recursivos en a estd en M. Para ello observamos que

R={ecwl|{e}s" eN} € M,

pues en la prueba del teorema 4.24 hemos visto que es hiperaritmético en a. El

conjunto ;é(j;) € M porque es aritmético y, puesto que, para cada e € R se
1

cumple que
WX W

Y= {e};’(lfza) Syw—wANnEw GE?(Q) (e,y(n),n)

1
y, obviamente, M E Ae € [R]Vy (y : [w] — [W] A An € w | ;()X(z)](ay(n),n)),
por reemplazo tenemos que

N, = {{e};b“Ea) |ee R} € M.
1
Por otra parte, si € N, tenemos que
{2}9 ()} < Vm € wAu € w(u =m < G (u,n, z))

< VmewAuewu=m+ Vk €w H(k,u,n,z(k)),
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donde H € M es el conjunto recursivo dado por el teorema 3.12. Asi pues,
si llamamos ¢(x,n,w, H) a la formula A, anterior? (donde la variable w se
sustituye por w), tenemos que

C(X%a))={r €N, |2(0)=0AAn € w ¢(zt,n,w,H)} € M

por Ag-especificacion.
Similarmente,

C(MY(a)) = {z e Ny | 2(0) =2 A Vy € C(=0(a)) ¥(y, 2", w, H)} € M,
donde v es la formula Ay dada por
Yy, z,w, H) = Nnu € w (u = y(n) < Vk € w H(k,u,n,z(k))).

Veamos ahora que es posible definir en M la aplicacion F : Q — V dada
por F(a) = (C(X%(a)),C(11%(a))). Basta expresarla en la forma®

F(a) =G(a, Fla)

para cierta funciéon G de clase ¥y definida, en principio, sobre todos los pares
(a, f) talesque a € Qy f: o« — V. Sin embargo, para simplificar la definicion
conviene comprobar que el teorema de Y;-recursion puede modificarse para que
el dominio de G se reduzca a los pares («, f) conaw € Qy f: a — PNy x PN,.
En esencia esto es posible porque esta condicion es Ag:

fia— PN, xPN, & f:a—VAAuecaVvef

Vo € vV € v1Vs € va.Vpg € v3 (v = (u,(p,q)) A\p C Ny A g CN,).
La definiciéon de G es:
y=Gla, f) & (a=0Ay=(2,9))V(a=1Ay=(C(X(a)),C(II}(a))))
V(a>1AVCD (y=(C,D)ANC C Ny ADC Ny A
Nz € Ny(z € C < 2(0) =1 A An € wVé < aV pg(f(8) = (p,q) A
Vy € g {z'}N(n) =y) A
Az € Ny(z € D+ 2(0) =2 A Vy € C {z'}¥% =y))).

(Por no complicar atn més la expresion no hemos acotado los cuantificadores
marcados con un asterisco, pero es facil hacerlo.) La definicién de G es, de
hecho, Ay. Notemos que

{x}“’N(n) =y Amcw(y € B, < GYY(m,n,x)))

= Am e w(@l(m)) =m < Vk € wH(k,m,n,z(k))),

e igualmente se reduce a una formula Ag (con los parametros necesarios) la

4Por simplicidad en las comprobaciones podemos ahadir a ¢ més parametros con las rela-
ciones aritméticas que definen a Z(k), y asi no hace falta justificar que éstas pueden definirse
en KPI.

5Usamos el teorema de ¥q-recursion [L 12.6].
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formula {z'}** = y. Hay que demostrar que el conjunto y descrito por G
estd realmente en M. El Gnico caso no trivial es el correspondiente a a > 1,
donde hay que probar que los conjuntos C'y D estan en M, pero también es
evidente, pues se definen a partir de N, por Ag-especificacion con los pardmetros
necesarios (entre ellos oy f).

Asi pues, concluimos que los conjuntos de cédigos C(2(a)), C(I1% (a)) estan
en M, para 1 < a < w{). Mas precisamente, las formulas y = C(3%(a)),
y = C(II%(a)) equivalen a formulas A; relativizadas a M con los pardmetros
necesarios.

Seguidamente comprobamos que la aplicacion F' : Q — V dada por F(a) =
7Tw|c(zg(a))uc(ng(a)) también es definible en M. Esto completara la demostra-
cién, pues entonces

Sal@)(w) = F(@)[C(Za(a)] € M, TI5(a)(w) = F(a)[C(IT4(a))] € M.

Como antes, podemos definir funcion G sobre la clase de los pares («, f)
tales que a € Qy f: o — V cumple que

Na € Q fa) : (£ (a)) U C(IL (@) — V.
pues estas condiciones definen una clase Ay. La definicion es la siguiente:
y=Gla)+= (a=0Ay=92)V
(a=1AVyrye(yr = C(Z(a)) Ay = C(I(a)) Ay :y1 Uy — V A
Nz € yi(y(z) = {{z"}*“(n) | n € w}) A
No € yoVa' €y (af = {a'}* Ay(a) =w\ y(a')) v
(a>1AVyrye(yr = C(Z2(a)) Aya = C(2a)) Ay :yr Uy — V A
Ne € yi(VA(An € Vb < aVy'Va' € ' (v = C(Z(a)) Ao’ = {2'}N(n)
A F(8)(2") € A) A Na € ANVn € w6 < aVy' V2’ €y (y = C(Z3(a) A
' = {2"} N () Aa= f(O)() Aylx) = U a)

acA
A Az € yVa' €y (o = {21} Ay(z) = w\ y(2)))).

Como en el caso anterior se demuestra que la férmula que define a G es X
asi como que la funciéon y descrita por dicha féormula esta en M. L]

Al aplicar el teorema anterior al modelo L [a] obtenemos que si 1 < o < wf
entonces X0 (a)(w) € Lya[a], luego existe un A < w tal que X9 (a)(w) C La[a].
En otras palabras, existe un A < w{ tal que en los conjuntos de la jerarquia
constructible posteriores a A ya no aparecen nuevos subconjuntos de w hiper-
aritméticos de rango a. A continuacién demostramos que, por el contrario,
nunca dejan de aparecer nuevos subconjuntos hiperaritméticos de w:

Teorema 5.39 Sia €N y A < w{, entonces Al(a)(w) ¢ Lala].
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DEMOSTRACION: Sea A = {a € Ly[a] | a C w} € Lye[a], sea o€ Lyela] la
restriccion a Ly [a] del buen orden constructible y sea <= <, N (AxA) € Lyzq[a].

Asi (A, Q) es un conjunto bien ordenado y, si « es su ordinal, el teorema 5.29
nos da que a < w{ y que la semejanza f : (A, <) — a cumple f € Lya[a]. Sea
x € BO recursivo en a tal que ||z|| = . Por el mismo teorema, las semejanzas
9:(Ce, <) — ay h:(Cy, <) — w cumplen g, h € Ly [a], donde la tltima
relacion de orden es la restricciéon a C, del buen orden usual en w.

Componiendo estas semejanzas obtenemos una biyeccion ¢ : w — A tal que
t € Lygla]. Ahora basta considerar el conjunto

r={ncwl|n¢t(n)} € Lyalal.

Tenemos que z € Af(a)(w) (por estar en Lyala]), pero no puede ser = € Ly[al,
pues entonces existiria un n € w tal que t(n) = z y llegarfamos a la paradoja
nexr<nd¢x. "

Los dos teoremas anteriores implican que si 1 < o < w{, entonces

Sa(a)w) & Aj(a)(w),

y de aqui se sigue la misma inclusion estricta para I1% (a)(w).

5.6 La logica eo

Vamos a presentar una logica con deducciones infinitas que esta asociada a
una generalizacion del concepto de modelo w. Con ella determinaremos todos
los ordinales admisibles numerables.

Definicién 5.40 Dado un ordinal numerable o, llamaremos L., al lenguaje
formal de primer orden cuyos signos (aparte de los signos logicos) son el relator
de pertenencia € y un conjunto de constantes {w+7 | 7 € o}. Representaremos
T=WwW-+T.

Supondremos ademas que los signos de L., distintos de las constantes 7 son
numeros naturales (por ejemplo, que las variables son las potencias 2* y que los
restantes signos —una cantidad finita— son los primeros niimeros naturales).

Mas en general, llamaremos lenguaje eo a cualquier lenguaje £ que conste de
los signos de L., méas una cantidad finita o numerable de nuevas constantes (a
las que siempre supondremos una descripcién conjuntista sencilla, por ejemplo,
las primeras o todas las potencias 3°).

Todos los resultados que vamos a probar siguen siendo validos si admitimos
lenguajes eo con otros signos adicionales (relatores o funtores), pero no nos van
a hacer falta y solo alargarian las demostraciones, por lo que trabajaremos con
la definicion restringida que acabamos de dar.

Un modelo eo de £ es un modelo M tal que

a) Sip <7 <o entonces M EpeT.



208 Capitulo 5. Conjuntos hiperaritméticos

b) Siz € M y 7 < o cumplen M F [z] € 7, entonces existe un ordinal p < 7
tal que M F [z] = p.

Observemos que si M es un modelo eo de KPI, para todo 7 < ¢ se cumple
que M(T) € My¢, pues una sucesion decreciente respecto a la pertenencia en M
que parta de 7 darfa lugar (por la propiedad b) a una sucesion decreciente de
ordinales. Una simple induccién demuestra entonces que el colapso transitivo
de M(7) es precisamente 7, de modo que o < QM y A7 < o i(1) = M(7).

En particular, si ¢ > w tenemos que e(M(®)) = i[w], pero entonces, apli-
cando el principio de induccién en M, concluimos que M F & = w, luego
e(M(@)) = wM y tenemos que M es un modelo w. Asf pues, los modelos €0 son
una generalizacién® del concepto de modelo w.

Definicion 5.41 Sea £ un lenguaje eo. Una deduccidn eo a partir de un con-
junto de premisas dado T' C Form(£) es un arbol bien fundado T' C X <% junto
con una aplicacion p : T — Form(£) que cumpla las condiciones siguientes:

e Si s €T es un nodo terminal (no tiene extensiones en T') entonces p(s) es
un axioma légico, o bien una premisa, o bien una sentencia p € 7, para
ciertos ordinales p < 7 < g.

e Si s € T no es terminal, entonces se da uno de los casos siguientes:

(MP) Existen x,y € X tales que s™x, sy € T, p(s™x) = p(s7y) — p(s).
(IG) Existe un # € X tal que s~ € T'y p(s) = A\u p(s™x), para cierta
variable u de L.

(IG,) Existe un ordinal 7 < o tal que p(s) = Au € T¢(u) y
No<7tVr e X(sTx €T Ap(s™z) = ¢(p))-

Escribiremos I' (7 ,)c; ¢ para indicar que (7',p) es una deducciéon eo con
premisas en I' C Form(£) y p(@) = ¢.

Abreviaremos I' -, ¢ = VTp T Frpes ¢-

En definitiva, una deduccién eo es una deduccion en la que admitimos como
axiomas todas las sentencias p < 7 con p < 7 < ¢ y admitimos como demos-
traciéon de que todo ordinal menor que 7 cumple una determinada propiedad
la reunion (organizada en forma de arbol) de una familia de demostraciones
individuales de que cada uno de ellos la cumple.

Es obvio que este concepto de deduccién eo extiende al concepto usual, de
modo que
'y = Thro,o.

(toda deducciéon usual se convierte en una deduccién eo sobre un arbol finito
lineal).

6Es facil ver que un modelo w es esencialmente lo mismo que un modelo €(w + 1), mientras
que cualquier modelo de KP admite una estructura de modelo ew.
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El concepto de deduccién eo nos obliga a trabajar con arboles T C X <%
sobre conjuntos X arbitrarios, no necesariamente X = w. Algunos resultados
que hemos visto tras la definicion 5.5 cuando X = w son validos en general con
el mismo argumento. Asi, todo arbol bien fundado T tiene asociada una tnica
aplicacion rang, : T' — ) determinada por la relacion recurrente

rangp(t) = ng (rangp(s) + 1).
tGs
Asi, sit & s, entonces rangy s < rangp t.

Para cada t € T podemos definir el arbol
T/t={se X< |t seT},

que estd bien fundado si 7' lo estd, y en tal caso rangg,(s) = rang,(t7s). Se
define la altura de un arbol bien fundado como ||T'|| = rang(&). En particular,
site T\ {2} se cumple que ||T/t|]| = rangp(t) < ||T||.

Vamos a necesitar la versiéon para arboles del teorema 5.29. En general, si
T C X<% es un arbol, diremos que f : T — Q es un rango si

[:T—QANseT f(s) = ng(f(t)—i—l)

Segin acabamos de indicar, todo arbol bien fundado tiene asociada una
aplicacién rango, y es claro que T tiene una aplicacién rango entonces esta bien
fundado. Todo esto se puede demostrar en ZF + ED, pero no en KPI. No
obstante se cumple:

Teorema 5.42 Sea M un modelo transitivo de KP1 y sea T € M un drbol.
Entonces

T estd bien fundado +» \/f € M (f : T — Q es un rango).

DEMOSTRACION: Una implicacion es trivial, pues si existe un rango (esté o
no en M), entonces T esté bien fundado. Falta probar que si T € M es un arbol
bien fundado y rang : T — € es su aplicaciéon rango, entonces rang € M. Lo
probamos por induccién sobre su altura ||T|.

Asi pues, suponemos que el rango de todo arbol en M bien fundado y de
altura menor que ||T|| esta en M, y vamos a probar que lo mismo vale para T.

Sea X = ct(T) € M, de modo que T' C X<% € M. Paracadat € T, es claro
que, por Ag-especificacion,

T/t={se X<¥|t"seT}e M.

Sit# @, tenemos || T/t|| < [|T'[|, luego por hipétesis de induccion rangy,, € M.
Asi pues:

ME Nt e [T]\{@}\l/f(f : [T]/t — 2 es un rango)
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Teniendo en cuenta que la tnica aplicacién f que satisface la afirmacion
anterior es rangr ;, por Xq-reemplazo la aplicacion F: T\ {@} — V dada por
F(t) = rangy,, estd en M, luego también lo estéd la funcion r : 7'\ {@} — Q
dada por

r(t) = F(t)(9) = rangr,, () = rangy(t).
(Por ejemplo, r = {(t,a) € (T'\ {0}) x ct(T) | (&,) € F(¢t)}, que esta en M
por Ag-especificacion.) Ahora bien, |T|| < |JRr +1 € M, luego tenemos que
IT|] € M y por consiguiente rang, = r U {(@, ||T]])} € M. u

Pasemos ya a estudiar la logica eo. En primer lugar demostramos que las
deducciones eo son correctas con respecto a los modelos eo:

Teorema 5.43 (de correccion) Sea £ un lenguaje o, sea M un modelo eo
de L y sea I un conjunto de premisas tales que M F T'. Entonces, para toda
formula ¢ € Form(L), se cumple que

'k = MEG.

DEMOSTRACION: Por induccion sobre la altura de (el arbol asociado a) una
deduccién eo de ¢.

Si el arbol tiene altura 0, entonces ¢ es un axioma logico (luego es verdadero
en M) o bien una premisa (en cuyo caso es verdadera en M por hipotesis), o
bien una sentencia p € 7 (que es verdadera en M por definicion de modelo ec).

Si ¢ tiene una deduccién sobre un arbol de altura «a y el resultado es valido
para féormulas deducibles sobre arboles de altura menor, fijemos una deducciéon
(T,p) de ¢ y distingamos tres casos:

Si ¢ se deduce por (MP), es decir, si existen zy € X de manera que
{(0,2)},{(0,9)} € Ty p({(0,2)}) = ¥ — ¢, donde ¢ = p({(0,y)} los arbo-
les T/{(0,2)} y T/{(0,y)} tienen altura menor que Ty sobre cada uno de ellos
podemos construir una deduccién de ¥ — ¢ y 1 respectivamente. Por hipdtesis
de induccion concluimos que M E (v — ¢) y M E 1, luego también M E ¢.

El caso en que ¢ se deduce por (IG) es andlogo al anterior, incluso mas
simple. Pasemos al caso en que ¢ se deduce por (IG;). Tenemos entonces que
¢ = N\u € 71(u) y que para cada p < T existe un x € X tal que {(0,z)} € T
y p({(0,2)}) = ¥(p). El arbol T'/{(0,z)} tiene altura menor que T', y sobre él
podemos construir una deduccién de 1 (p), luego por hipdtesis de induccion

No <7 M E(p).

Veamos que de aqui se sigue que M = Au € 7 ¥(u). En caso contrario
existe un x € M tal que M F [z] € Ty =M E ¢[z]. Por definicion de modelo
eo existe un p < 7 tal que M F [z] = p, luego - M E 9(p), y asi tenemos una
contradiccion. n

En particular, si decimos que un conjunto de férmulas I' es eo-consistente si
no existe ninguna deduccién eo de una contradiccion a partir de I', el teorema
anterior prueba que todo conjunto de férmulas que admita un modelo eo es
eo-consistente. Mas delicado es probar el reciproco:
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Teorema 5.44 (de adecuaciéon) Todo conjunto eo-consistente de sentencias
de un lenguaje eo tiene un modelo e numerable.

DEMOSTRACION: Dado un lenguaje ec £ y un conjunto eo-consistente I'
de sentencias de £, consideramos el lenguaje £’ que resulta de anadir a £
un conjunto numerable de constantes C'. Llamamos P al conjunto de todos
los conjuntos finitos p de sentencias de £’ tales que I' U p es eo-consistente y
consideramos en P el orden parcial dado por la relacién inversa de la inclusion.

Para cada sentencia ¢ de £, sea

Co={peP|oepV¢ecp}

Para cada sentencia de la forma \x ¢(z), definimos

Dso={peP| Vag(z) ¢pvVee C(c) € p}.

Por ultimo, para cada ordinal 7 < ¢ y cada constante ¢ € C, definimos
ET7c:{pEIP’|rc¢7"—|6p\/\/p<7rc:ﬁ~'€p}.

Todos estos conjuntos son densos en P. La prueba para el primero de ellos
se basa en que la logica eo también cumple el teorema de deduccién.” Asi,
dado p € P, o bien pU {¢} o bien p U {—¢} esta en P pues en caso contrario, si
llamamos ¥ = Vz(z # x) a una contradiccién, tendriamos que TUpU{$} e 9
y TUpU{—¢} Feo ¥, luego por el teorema de deduccion T'Up by ¢ — 0 y
F'up ke ¢ — ¢, de donde I' Up ¢, ¥, pues ¢ — ¢,m¢d — ¢ - ¢, y esto
implica trivialmente que ¢ — ¥, 7¢ — ¥ b, Y.

Dejamos al lector la comprobacién de que Dy, es denso.®

Para E; . tomamos una condicién p € P. Si existe un ordinal p < 7 tal
que ' Up U {c = p} es consistente, entonces p se extiende a un elemento de
E, .. En caso contrario, para todo p < 7 tenemos que I' U p ¢, ¢ # p, luego
F'Up ke Au € 7 c# u,y esto implica que TUp ., ¢ ¢ 7 (pues es una
consecuencia logica), luego pU {c ¢ 7} € W, ..

En total tenemos una familia numerable de conjuntos densos, luego podemos
tomar un filtro G que sea P-genérico sobre todos ellos, y llamamos So = |J p.
peG
Tenemos los hechos siguientes:

"La prueba de [L 2.8] se generaliza sin dificultad, cambiando la induccién sobre la longitud
de una deduccion por una induccién sobre la altura del arbol asociado. Sélo hay que afiadir un
altimo caso correspondiente a la regla (IG+), que es trivial (con la notacién alli empleada): si
B = Au € 7¢(u) se deduce por (IG), por hipotesis de induccion tenemos que I' Fep @ — ¢(p)
para todo p < 7, lo que nos da una prueba de Au € 7(a — ¢(u)) (donde u puede tomarse no
libre en ) y esto a su vez nos lleva a o — .

8Esto supone generalizar los teoremas [L 4.9 y 4.10] y sélo el primero de ellos requiere
anadir un caso a la prueba, lo que no ofrece ninguna dificultad.



212

2)

Capitulo 5. Conjuntos hiperaritméticos

Para toda sentencia ¢ de L', o bien ¢ € Sy o bien —¢ € Sy, pero no se
dan ambos casos a la vez.

En efecto, la primera parte es consecuencia de que Cy4 es denso, y la
segunda se debe a que en caso contrario ¢ y —¢ estarian en una misma
condicién de G, lo cual es imposible.

I'c Sy

En efecto, siy € I'\\Sy entonces —y € Sy, luego —y estaria en una condiciéon
de P, la cual no seria consistente con I'.

Sip<T<o,entonces ' pe7' €S

Pues b, p € 7, luego p ¢ 7 no es consistente con I' y no puede estar en
ninguna condiciéon de P.

M 1
Si Va¢(x) € Sy, entonces existe una constante ¢ € C tal que ¢(c) € Sp.

En efecto, existe una condiciéon p € G que contiene la féormula indicada, la
cual tiene que extenderse a una condicién en G N Dy ., la cual tiene que
contener a ¢(c), para cierta c.

SiT<oyeceC cumplen 'c € 7' € Sy, entonces existe un p < 7 tal que
e = /_)—I € 5.
Esto se sigue de la densidad de E, .

Si ¢ es una sentencia tal que Sy F ¢, entonces ¢ € Sp.

En efecto, pues en caso contrario —¢ € Sy y existe un nimero finito de
premisas en Sy que implican ¢, las cuales estaran en una misma condicién
p € G, que ademés podemos exigir que contenga a —¢, pero entonces p
serfa contradictorio, al igual que I' U p.

Definimos sobre el conjunto C la relacion dada por

c~d<—>rc:d1650.

La observacion f) implica que se trata de una relacion de equivalencia, luego
podemos considerar el conjunto cociente M = C/ ~, y definir sobre él la relacion
dada por

[ R[d] + ced €8,

que también esté bien definida por la propiedad f).

Si k es cualquier constante de £’ (en particular esto vale para las constan-

I al
tes 7, con 7 < o) por f) tenemos que Vz z =k € Sy, luego por e) existe una

constante ¢ € C tal que c=k'e S, Ademas, si O =k € So, por f) conclui-

1mos

que c=c€ So, luego [¢] = [¢/]. Esto nos permite definir I(k) = [¢], y asi

(M, R, I) se convierte en un modelo de £’. Notemos que si ¢ € C' se cumple que

I(e)

= [d.

Si ¢ es una sentencia de L', entonces (M, R,I) E ¢ si y solo si ¢ € Sp.
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En efecto, lo probamos por induccion sobre la longitud de ¢.

Si ¢ = k = k’, existen constantes c,c¢’ € C tales que k= c—l, W =c¢€ So.
Entonces

(MR Fk=K ol=[]cc=c¢ €Sy k=Fk' €S,
donde en la tltima implicacion hemos usado la propiedad f).

El caso ¢ = k € k' es analogo.

Si ¢ = -« entonces
(M,RI)E¢dp+ -MEa+ a¢ Sy ¢eSy,

donde la altima equivalencia es por la propiedad a).

Si ¢ = a — [, entonces
(MR, )E¢dp <+ ~(M,R)EaVv (M,R,I)ES

Hﬁ(O&ES@)VﬁES@H(ﬁES@,
donde la dltima equivalencia es por las propiedades a) y f).

Si ¢ = Az (z), entonces
(M,R,I) Eoo NeeC (M,R,I) EY[c] + NeceC (M,R,I) EY(c)

= NeeCyc)e Sy« NeeC —p(c) ¢ So
< Va—(z) ¢ Sp « =Va—p(x) € Sy <+ ¢ € S,
donde hemos usado las propiedades d) y f).

En particular (M, R,I) ET'y, para cada p < 7 < o, tenemos que M F p < 7.
Para comprobar que (M, R,T) es un modelo eo solo falta observar que si se
cumple (M, R, I) E [c] € 7, entonces (M, R, I) = ¢ € 7, luego "¢ € 7' € Sy, luego,

. . I A .
por la propiedad e), existe un p < 7 tal que ¢=p € Sy, luego concluimos que
(M, R,1)E [d = 5.

Asi pues, “olvidando” la interpretacion de las constantes de C, tenemos que
M es un modelo eo de T'. m

En particular:

Teorema 5.45 Un conjunto de sentencias o es ea-consistente si y solo si tiene
un modelo.

Teorema 5.46 (de completitud) Si I' es un conjunto de sentencias de un

lenguaje eo L y ¢ es una sentencia verdadera en todos los modelos eo (nume-
rables) de I', entonces I' b, ¢.



214 Capitulo 5. Conjuntos hiperaritméticos

DEMOSTRACION: Basta tener en cuenta que si —I' b, ¢, entonces I' U {—¢}
es eo-consistente. En efecto, si a partir de este conjunto pudiera probarse una
contradiccion, como ¢ = \x(x # z), por el teorema de deduccion (que ya hemos
observado que es valido para la logica eo) tendriamos que T' ., —¢ — %, pero
—¢ — Y F ¢, luego concluimos que I' ., ¢. n

Veamos ahora cémo aplicar estos resultados al estudio de los ordinales ad-
misibles. Necesitamos algunos resultados previos.

Teorema 5.47 Sea M un modelo transitivo de KP1 y sea 0 = QM. Entonces,
el conjunto

{(Tvpvra ¢) eEM | r |_(T,p)e<7 (b}
es X1 sobre M.

DEMOSTRACION: Descompongamos
I'Ferpyes @ T FZ‘Typ)w ¢ A T esta bien fundado,

donde T’ I—Z‘TW)M ¢ representa la definicion de deduccién en la que hemos eli-
minado la exigencia de que el arbol T esté bien fundado. Basta probar sepa-
radamente que ambas férmulas son X7 en M, es decir, que ambas equivalen a
formulas ¥ relativizadas a M. La segunda lo es por el teorema 5.42.

En cuanto a T I—’(*T’p)w ¢, seria pura rutina escribir esta féormula explicita-
mente. Ello supondria incluir en los lugares oportunos las definiciones de formula
en £ y de sustituciéon de una variable por una constante, y de axioma légico,
etc. Ahora bien, dicha férmula tendra muchas variables ligadas que no admitan
una cota natural. Ademads habra algunas acotadas por o (pero es claro que o
no aparecera mas que como cota de ciertas variables) y no podemos mantener
esta cota porque o ¢ M.

Observamos entonces que si (T,p,T',¢) € M, entonces A =ct(pUT) e M y
este conjunto contiene a todos los signos de £ que aparecen en las férmulas de la
deduccién y, en particular, a todos los ordinales correspondientes a constantes
de £ que aparecen en la deduccion (no a todos los signos de £ porque son una
clase propia en M). Ademés, T puede verse como un arbol T' C A<¥.

Es claro entonces que todas las variables que en la féormula I" I—E‘T’p)m ¢ no
tienen una cota natural, cuando la formula se aplica al (T, p,T', ¢) considerado,
varfan en el conjunto

BewUAU(ASY)U(AS)<¥ € M.

Por ejemplo, para afirmar que p(t) es una formula de £ necesitamos afirmar
la existencia de una sucesion de subformulas que justifique que p(¢) esta cons-
truida de acuerdo con la definicion recurrente de “férmula”, y dicha sucesion sera
un elemento de (A<¥)<«,

Por lo tanto, para obtener una férmula ¥/ basta acotar todas las variables
por B (y, en el caso de las variables acotadas por o, sustituir cada Ao < o
por Aa € B(a es un ordinal — ---), que es de tipo A¢ y no menciona a o) y
anteponer un VB e M. n
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Teorema 5.48 Sea M un modelo transitivo de KPI y sea 0 = QM. Suponga-
mos que I' by ¢ y que T' C M es ¥y sobre M. Entonces existen T, T,p € M
tales que I" C T y I' i pyeo ¢-

DEMOSTRACION: Por induccién sobre la altura de una deduccién de ¢ a
partir de I", es decir, suponemos que el teorema es cierto para formulas deduci-
bles con arboles de altura menor que ||Tp|| y que ¢ tiene una deduccion (7o, po),
donde Ty C X <. Distinguimos varios casos segin la definicion de deduccion:

Si @ es un nodo terminal de Ty, entonces Ty = {@}, po = {(F, )} ¥ ¢ es un
axioma logico o bien ¢ € ', o bien p € 7. Entonces Ty, pg € M y basta tomar
I =2 o IV = {¢}, segin el caso, y se cumple que IV € M.

Si @ no es un nodo terminal, se pueden dar tres casos:

(MP) Si existen x,y € X tales que t; = {(0,2)},t2 = {(0,y)} cumplen
t1,t2 € To, po(t1) = pol(ta) — &, entonces es facil obtener una deduccion de
po(t1) sobre el arbol T'/t; y otra de po(ta) sobre T'/to, luego, por hipotesis de
induccién existen 11, p1, T, p2, '), T € M talesque I, C Ty

I Epeo Po(t1), T5 BT, pa)e0 Polt2).

Ahora se trata de ver que podemos unir estas dos deducciones en una sola
sin salirnos de M. En efecto, tomamos X' = ct(Ty UT2) U{1,2} € M y, por
Ag-especificacion, para i = 1,2,

T ={se X"<*|VteT, s=i"t}€ M.
Igualmente
pi={(s,0) €T xct(p;) |Vt € Ty(s =it Na=p;i(t)} € M,

luego T" = {2} UTiUT}, p ={(2,9)}Up| Uph y I =T1 UT, estan en M y
cumplen lo pedido.

El caso (IG) es mas simple que el anterior. Pasemos a (IG,), es decir,
suponemos que ¢ = Au € 79 (u) y que

Np < 7Vz € X({(0,2)} € To A po({(0,2)}) = ¥(p))-

Entonces podemos construir una deduccion de 1(p) sobre T/{(0,z)}, cuya
altura es menor que ||T||, luego por hipotesis de induccion

Np < 7NTpl" € M(I' CT AT Frpyeo (D))

Ahora usamos que la formula I” C T es £ por la hipétesis sobre I', mientras
que la segunda parte de la conjuncion lo es por el teorema anterior. Por lo tanto,
la afirmacion precedente es de la forma

M EYp < [r]VTpI'(---)
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donde la formula entre paréntesis es ;. Ahora podemos aplicar el principio
de ¥j-recoleccion, segun el cual existe un conjunto A € M cuyos elementos
son ternas (T,p,I"), cada una de las cuales demuestra una formula ¥ (p) (v
para cada p hay al menos una terna en A que demuestra ¢ (p)). Tomamos
X'=AUct(A) € M y definimos

T ={oyu{te X'<*|Vz e ANTpI'(z = (T,p,T) AVs €T t =275)},
P ={@.0)}u{t,a) eT" xX"|Vae A
VTpl(z = (T,p.T) A Vs € T(t = 27 Ao = p(s))},
I'={xe X |VzeAVTpl'(z = (T,p,T) A x € )}
Es claro que TV, p/, IV € M (pues estan definidos por Ag-especificacion) y
cumplen lo pedido. L]
Consideremos el orden siguiente definido sobre pares de sucesiones finitas de
ordinales: s <t si £(s) < £(t), o bien (s) = £(t) y ademas max Rs < max Rt,
o bien £(s) = £(t), maxRs = maxRt y s < ¢ respecto al orden lexicografico.
Claramente se trata de un buen orden y si £(t) = n y max Rt = «, entonces
Ay ={s|s=t}C(a+1)~"!

es un conjunto. Maés atn, si ¢ es un ordinal admisible y ¢ € L, es claro que
A; € L, y también pertenece a L, la restriccion de < a A;. Como es un buen
orden, el teorema 5.29 nos da que « = ord(A;, X) € L, y también esta en L,
la semejanza correspondiente. Por lo tanto, la formula

a=t)=tc QY AVf f: (A, <) — a semejanza

es absoluta para L, (es facil ver que es Aq).
En particular, la asignacion ¢ — (@) asigna un ordinal < ¢ a cada formula
¢ € Form(£.,). Definimos

V,={a<o|Vo¢eSents, (L,)(a={(p) AL, F )}

Aunque no vamos a necesitar este hecho, no es dificil probar que V, es 3
sobre L,. Lo que necesitamos en realidad es la version siguiente del teorema de
Tarski de indefinibilidad de la verdad:

Teorema 5.49 Si o es un ordinal admisible numerable, el conjunto Vy no es
II; sobre L.

DEMOSTRACION: Supongamos que existe una formula ¥ (z) (del lenguaje de
la teoria de conjuntos) de tipo II; de modo que, para cada 7 < o

7€V, < Ly (7).

Entonces consideramos la formula 0(x) (del lenguaje de la teoria de conjun-
tos) dada por

O(x)=x € QA Vst € Forms, (Leo)(x = (s) Nt =SEas
AVy € Qy = {t) A ~(y)).
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No es dificil comprobar que esta férmula es X7 sobre L,. Con més detalle,
es de la forma

r € QA Vstyfg(s,t € Form(Ley) A f 1 (Ag, <) — = semejanza

ANy €QAY(y) Ag: (A, 3) — y semejanza A - - )

donde s € Form(L.,), al igual que la parte que corresponde a los puntos sus-
pensivos, es 31 sobre L, por la misma razén que en el teorema 5.47: Todas las
variables que no admiten una cota natural pueden acotarse por una variable que
puede tomar el valor AUA<YU(A<¥)<¥ € L,, donde A = wU{z, T} Uct(sUt).

Podemos ver a 6(z) como una formula ¥y de L.,. Sea 7 = (6(z)), con lo
que 6(7) es una sentencia ¥y de L.,. Sea p = (0(7)). Entonces

Lo FO(F) ¢ Ly E—1p(p) <> p & Viy > =Ly F 0(7),

con lo que llegamos a una contradiccion. [

Teorema 5.50 Sea o un ordinal admisible numerable, sea L un lenguaje e y
sea I' un conjunto ec-consistente de sentencias de L que extienda a KPI y sea
Y1 sobre L,. Entonces I' admite un modelo ec M tal que Q{)Vf[ =o0.

DEMOSTRACION: Usamos el argumento del teorema 5.44, pero anadimos una
familia mas de conjuntos densos. Concretamente, para cada constante ¢ € C
definimos

F.={peP|Vr<o((reVo,A7dc epVv(r¢V,AFec ep)}

Vamos a probar que efectivamente F, es denso en P. En caso de no serlo,
existe una condicion ¢ € P que no admite extensiones a F.. Como I' U q es
eo-consistente, tiene un modelo ec M. Si 7 € V,, tiene que cumplirse que
M E 7 € ¢, pues en caso contrario ¢ U {7 ¢ ¢} seria una extension de ¢ a F..
Similarmente, si 7 ¢ V, tiene que ser M F 7 ¢ ¢. Como esto vale para todo
modelo €0, el teorema de completitud 5.46 nos da que, para todo 7 < o, se
cumple

TeV,TUqle T Ec, T¢V, e TUqk,T¢c.
El teorema 5.48 implica a su vez que
7¢V, o \NI'Tpe Ly IV CTUGAT Fippyeo T ¢ €).

La formula de la derecha es ¥; sobre L, (por 5.47), pero no podemos decir
que hemos llegado a una contradiccion con el teorema 5.49 porque éste no con-
templa la presencia del pardmetro q. Observamos entonces que ¢ es un conjunto
finito de sentencias de £, cada una de las cuales puede codificarse por un ordinal
< 0. Estos ordinales forman una sucesion finita de ordinales que a su vez puede
ser codificada por un ordinal § < o.
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Consideramos la férmula:
Y(1,6) = =Vsnfghgin cw A s € Q" A f:(As, %) — § semejanza A Dg = n
ADh=nANie€n(g(i) € Form(Leo) A h(i) : (Agay, <) — s(i) semejanza)
ANg=RgANT'Tp I CTUGAT Firpyeo T & €)).

Se trata de una férmula II; (del lenguaje de la teoria de conjuntos) tal que,’
para todo 7 < o,
TEV, & L, E(r,0).

Ahora, la prueba del teorema 5.49 se generaliza trivialmente para admitir el
pardmetro § en la formula v, sin méas que definir

(z,d) =z € QA Vst € Formy, (Leo)(z = (s) At = SE-Shs

AVy € Qy = (t) A —(y, d)),

y tomar 7 = (6(z, d)), p = (6(7,9)).
La contradiccion final es ahora:

L, EO(T,0) < Lo E —)(p,6) <+ p & V, <> =L, E0(7,0).

Esto termina la prueba de que V. es denso en P. Ahora el teorema 5.44 nos
da un modelo ec M de IT" del que ahora podemos probar ademas que no existe
ningtn x € M tal que

TeV, > METE [z].

En efecto, dicho z seria de la forma x = [c], para cierta constante ¢ € C,
pero existe un p € GN F,, lo que a su vez se traduce en que existe un 7 < o tal
que, o bien 7 € V,, pero M E 7 ¢ ¢ o viceversa.

En particular, ningin z € My cumple esto mismo, lo cual equivale a que
Vs ¢ My¢. Esto implica a su vez que o ¢ My¢, pues en caso contrario también
tendriamos que L, € My; y V,, puede construirse'® en KPI a partir de L.

Puesto que todo modelo eo cumple o < QJb\? , podemos concluir que Q{a\{ =o0.
u

Notemos que KPI es 31 sobre cualquier modelo transitivo de KPI, pues es
una teoria recursiva y, segtin el teorema 5.25 el conjunto de nimeros de Godel
de sus axiomas puede ser descrito con una férmula A; relativizada al modelo
(una férmula que empiece por Vwsp(w = w A f =0 Ap=m A --+) 0 por
Nwsplw=wA f=cAp=7—--)).

Como aplicacion generalizamos el teorema 5.35 a):

9 Aqui estamos usando que si g es un conjunto finito de formulas de Lo, cualquier biyeccion
g:n — qestd en L, (porque Ly es cerrado para subconjuntos finitos), al igual que lo estan
(por la misma razon) la sucesion s de codigos de las férmulas g(7) y la aplicacion h que a cada
i < n le asigna la semejanza correspondiente h(i) : (Ag(;y, <) — s(3).

0La férmula M E ¢ puede definirse en KPI y es Aj. En la seccién 12.2 de [L] esta probado
para lenguajes formales con signos contenidos en w, pero el argumento es valido sin méas que
cambios triviales cuando el conjunto de signos esta contenido en un ordinal o. Asi pues, V;
puede definirse por Aj-especificacion a partir de L.
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Teorema 5.51 Los ordinales admisibles numerables mayores que w son los or-
dinales w$, para cada a € N.

DEMOSTRACION: En la observacién tras el teorema 5.26 hemos probado que
existe una formula ¢ (z,a) tal que, para todo modelo transitivo M de KPI y
todos los x,a € NN M, se cumple

x es recursivo en a > M E Y[z, a].

Sea ahora ¢ > w un ordinal admisible y £ un lenguaje eoc que posea una
constante a. Consideramos el conjunto I' de sentencias de £ dado por:

a) Los axiomas de KPIL
b) La sentencia @ : w — w.

¢) Para cada 7 < o, la sentencia

F<wl=Vaof(r:w—wAY(z,a) A f:(Cp<,) — T semejanza).

Claramente I' es X7 sobre L,, v es eo-consistente, pues tiene por modelo eo
a H(XN;). (Basta interpretar a como un elemento a € N tal que o < w{.) El
teorema anterior nos da entonces un modelo M tal que Q{D\/ff = 0. Es obvio que
M(a) € Myt (porque w € Myy), luego podemos llamar a € N al objeto de My
que se corresponde con M (a).

Similarmente, para cada 7 < o, las funciones z, f € M que existen porque
MET < w? estan en Mys, y es claro entonces que la sentencia 7 < wii es
absoluta para Myps — M, luego resulta que (cambiando = y f por sus colapsos
en M) tenemos que z € Ny f: (Cy,<,) —> 7 semejanza, lo cual implica a
su vez que x € BO y que 7 = ||z|| con = recursivo en a, es decir que 7 < w{.
Por lo tanto, ¢ < wf.

Por otra parte, el teorema 5.30 nos da que w§ C My, luego o =wf. =

Nota Terminamos observando que podemos generalizar ligeramente el teo-
rema 5.50: cuando o = w{, basta exigir que I' sea ¥; sobre Lya[a] en lugar de
sobre L. Para ello basta considerar el conjunto V. definido como V,, pero con
Lyg [a] en lugar de Lye. La prueba del teorema 5.50 vale sin mas que cambiar
cada L, por L,[a] (pues ambos son modelos de KPI, y esto es lo tinico que se
usa).






Capitulo VI

Pruebas de consistencia

En los capitulos precedentes hemos probado muchos resultados sobre las
primeras clases de la jerarquia de Lusin o de Kleene, pero apenas nada sobre las
siguientes. Por ejemplo, sabemos que los conjuntos de R de tipo E% y H% son
medibles Lebesgue, pero no sabemos si esto es cierto también para los conjuntos
2% y H%, o siquiera para los A%.

Esto se debe a que los analogos para clases superiores de éste y de otros
resultados que hemos obtenido son indecidibles en ZFC. Por ejemplo, en este
capitulo vamos a probar que si V' = L existe un subconjunto A% de R que no
es medible Lebesgue, mientras que el axioma de Martin implica que todo los
conjuntos X3 y IT} son universalmente medibles.

Mas en general, aqui vamos a presentar algunos resultados sobre modelos
transitivos de ZFC relacionados con la teoria descriptiva de conjuntos que nos
permitiran aplicar las técnicas expuestas en [PC] (en este capitulo y en capitulos
posteriores) para dar pruebas de consistencia en este contexto.

6.1 La complejidad del orden constructible

Varios de los resultados que vamos a obtener en este capitulo se apoyan en el
analisis que vamos a hacer ahora de la complejidad del buen orden constructible
respecto de la jerarquia de Lusin.

Recordemos [PC 2.27] que H(R;) es el conjunto de todos los conjuntos he-
reditariamente numerables, es decir, los conjuntos cuya clausura transitiva es
numerable. El resultado basico de esta seccion es el teorema siguiente:

Teorema 6.1 Sea a € N y A C N un conjunto definido por una formula
E{{(Nl)(a), es decir,

A={zeN|Vyec HR)) ¢(z,y,a)},

donde ¢(x,y,a) es una formula (metamatemdtica) Ag. Entonces' A es Xi(a).

LEl teorema también es cierto si A = {z € N| Vy ¢(z,y,a)}, pero entonces requiere AE.

221
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DEMOSTRACION: La clave estd en que z € A equivale a
VM (M transitivo numerable Az € M Aa € M ANy € M ¢(z,y,a)).

En efecto, si existe M, entonces M C H(R;) y se cumple que z € A. Re-
ciprocamente, si z € A, sea y € H(Xy) segin la definicion. Como también
x,a € H(Ny), es claro que M = ct({z,y,a} U {x,y,a} es un conjunto transitivo
numerable y cumple la condicion.?

Ahora recordamos que las formulas A son absolutas para conjuntos transi-
tivos, luego

Vy € M ¢(z,y.a) & (Vy d(z,y,0)™ < M EVy ¢'[z,4],

donde r¢j € Form(L) es la formula matemética que se corresponde con la for-
mula metamatemética ¢. (Técnicamente, I—¢—I es un designador del lenguaje
(metamatematico) de la teoria de conjuntos.) A través de una biyeccion entre
M y w podemos definir un z € N tal que M sea el colapso transitivo de (w, F.).
Por lo tanto, € A equivale a

VeVmn(z e BEFAz e Mo Am=2AaeM, An=aAzE Ny ¢)m,n)).

Asi pues, el conjunto R de los (z,a,z,m,n) € NXxNxNXw xXw que cumplen
la condicién que sigue a los cuantificadores es interseccion de dos conjuntos IT1
(por 4.63) y un conjunto A} (por 4.60), luego es II}, luego \/mn R también es
I}y B=\VzVmn R es ¥}. Finalmente, el conjunto

A={zxeN|(z,a) € B}
es Yi(a). n

Recordemos [PC 3.7] que existe una féormula (metamatematica) Ay, diga-
mos ¢(f,Y,a,a), tal que para cualquier conjunto a (aunque aqui nos interesa
unicamente el caso a € N) y para todo ordinal numerable o se cumple

Y = Lala] ¢ Vf ¢(f.Y,a.a) ¢ Vf € Lu, [a] ¢(f,Y, @, a).
Combinando este hecho con el teorema anterior obtenemos:
Teorema 6.2 (Gddel) Sia € N, entonces NV es un conjunto $3(a).
DEMOSTRACION: Observemos que, por [PC 3.28],
Nl = NN L[a] € (PL,[a))!1 ¢ L, [a].

Por otro lado, si o < wy, entonces Ly[a] es un conjunto transitivo numerable,
luego Ly, [a] C H(X;). Esto implica que

Y = Lyfa] < Vf e HRy) o(f,Y, a,a),

2Si no exigimos que y € H(X1) podemos llegar a la misma conclusién usando el teorema
de reflexién, pero entonces usamos AE.
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luego, para todo z € N C H(Xy),
v e NH o VY fae HRy) (2 €Y A @(f,Y,a,a))
o Vy e HR)VU € VY fa € Uy = (V; f,a) Az €Y A 6(f, Y, 0,a)
o Vy € HR) y(z,y, ),
donde la formula ¥ es Ag. En definitiva,
Nl = {2 e N | Vy € H(R) (.9, 0)},
luego N1 es ¥4 (a) por el teorema anterior. "

Maés atn, en La] tenemos definido el buen orden <%, que es definible en
las mismas condiciones que L[a], es decir, existe una formula Ag, digamos
W(f,Y,a,a), tal que, para todo o < wy,

Y = 94 0 VF (. Y,a,0) ¢ Vf € Lo la] ¥(f, Y, a),
donde <% es la restriccion de <% a L,[a], que es una seccion inicial de <%.
Definicion 6.3 Si a € N, definimos
4, ={(z,y) € NElal 5 N\Llal | z <%y},
que es un buen orden en N4l
Teorema 6.4 (Godel) Sia €N, el conjunto <, es X3(a).

DEMOSTRACION: La prueba es anéloga a la del teorema anterior. Como el
teorema 6.1 esta enunciado para N en lugar de N xN, fijamos un homeomorfismo
h : N — NxN, por ejemplo el dado por h(z) = (20, 21), donde z;(n) = z(2n+1i),
que claramente es A}, y asf basta probar que h=1[<,] es ¥1(a) en N.

Al igual que en la prueba del teorema anterior, tenemos que, para todo
ordinal numerable «,

V=45 < Vfe H®) y(f,Y, a,a),
luego, para cada z € N,
z€ h ] < VY faxy € HRy)(x,y € N A An € w(z(n) = 2(2n)

Ay(n) = z(2n+ 1)) A (z,y) € Y AP(f,Y, a,a)),

y la formula de la derecha se transforma facilmente en una férmula en las condi-
ciones del teorema 6.1, lo que implica que h~1[<,] es ¥ (a) y, consecuentemente,
<, también lo es. [

Observemos que, como los conjuntos L, [a] son numerables y son segmentos
iniciales de <1%, todos los segmentos iniciales de (N* [a], <,) son numerables, por
lo que ord(NL[a], <,) = wf[a] < wi.

Una propiedad técnica de gran importancia es que los segmentos iniciales de
la relacion <, pueden codificarse mediante un conjunto 1 (a):
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Teorema 6.5 (Addison) Para cada a € N, la relacion
SI(z,y) <y e NH A {2, | new)={ze N | 2 <, ¢}

es Al(a) en N x N.

DEMOSTRACION: Aqui hay que entender que {x, }ne., es la imagen de z por
el homeomorfismo canénico N = N«. Ahora observamos que

SI(z,y) < VaYZ e HX)(Y = Lafa) AN Z =<2 Ay Y A
NeeYzeNA(z,y)€Z o Vncwz=u1,))
<+ VaYZfge HX)(¢(f, Yo,a) AN(g, Z,c,a) Ny €Y A

N2eY(zeNA(z,y) € Z - NVnewz=ua,)).

A partir de esta expresion, razonando anélogamente a como hemos hecho en
los dos teoremas precedentes se concluye que SI(z,y) es ©3(a). Que su negacion
es también X1(a) es trivial. Basta tener en cuenta la equivalencia:

—Sl(z,y) < VzeNVnew (z =2, ANy <, 2) V
VzeNEz < yAAn€wVweNw =z, A 2z # w)).
Esto se traduce en la propiedad siguiente del buen orden constructible:

Teorema 6.6 Sia € N y P C N x N es un conjunto ¥} (a), para n > 2,
entonces los conjuntos dados por

Pi(z,y) &z e NHA ANz 9, 2 P(z2,y),
Py(z,y) <>z € N A Az <, z P(z,y),
son también YL (a).
DEMOSTRACION: El caso de P es trivial:
Pi(x,y) < Vz € N(z <4 2 A P(z,y)).
Para P5 necesitamos el teorema anterior:

Py(z,y) +» Vw € N(SI(w,z) A An € wVz € N(z = w, A P(z,y))).
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6.2 Consecuencias de V = L

En realidad, las pruebas de consistencia que vamos a presentar no requieren
la hip6tesis V' = L o, mas en general, V' = L|a], sino que N C L[a] o, equivalen-
temente, N = NZla) gera suficiente. En lo sucesivo, siempre que demostremos
una formula ¢(a) con la indicacion N C L[a] habra que entender que estamos
demostrando la sentencia

Na € N (N C Lia] — #(a))

Naturalmente, todo resultado de este tipo puede particularizarse tomando,
por ejemplo, una sucesion constante a, y entonces L[a] = L y todo conjunto
Y1 (a), I} (a) o Al(a) es simplemente B}, ITL o AlL.

Empezamos probando que si V' = L los espacios polacos admiten buenos 6r-
denes A} que, segiin las observaciones tras el teorema 2.13, es el mejor resultado
que se puede esperar en esta direccion.

Teorema 6.7 (N C L[a]) La relacion <, es un buen orden en N de clase
Al(a) y ordinal® wy con la propiedad de que si P C N x N es un conjunto
¥l (a), para n > 2, entonces los conjuntos dados por

Pi(z,y) ¢ Vz doz P(2,y),  Paz,y) & Nz Doz P(z,y),
son también X1 (a).
DEMOSTRACION: Hemos visto que ord(.’NL[“], ) = wf[a] < wp y, como
N = NEl | dicho ordinal ha de ser no numerable, luego ha de ser w;.

En principio tenemos que <, es un buen orden ¥i(a), pero la demostracion
del teorema 2.12 se adapta trivialmente al caso efectivo: la diagonal A C N'x N
es A}, luego <, = <, \ A es también ©}(a) y, como la aplicacion (z,y) — (y, z)
es claramente Af, concluimos que la relacién inversa i, también es ¥1(a). Por
dltimo, como N x N = <, U A U >, y la union es disjunta, resulta que >, es el
complementario de <,, luego éste es también I13(a), luego es Al(a). La tltima
parte es el teorema 6.6. [

Asi, si N C L[a], tenemos que N admite un buen orden A} y, por la ob-
servacion previa al teorema 2.12, lo mismo vale para todo espacio polaco. Més
aun, en la demostracion de 6.6 se ve que si P es 271” entonces los conjuntos P;
y P» son también 2711 y es claro que esto es extensible a todo espacio polaco no
numerable.

Veamos ahora que el teorema anterior (es decir, la existencia de un buen
orden en N que cumpla las condiciones del teorema anterior), es, de hecho,
equivalente a N C L[a]. Para ello necesitamos un resultado previo:

Teorema 6.8 Sea R un drbol en w x K tal que R € L[R] y sea A =p[R] C N.
Entonces, o bien A C L[R] o bien A contiene un subconjunto perfecto. Mads
atin, en el seqgundo caso existe un drbol perfecto U € L|R] en w tal que [U] C A.

3En particular tenemos que N C L[a] — 2%0 = R;.
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DEMOSTRACION: En general, para cualquier drbol R en w x K, definimos el
arbol derivado

R' ={(s,h) € R | existen (so, ho), (s1,h1) € R tales que s C sg, s C s1,

h C hg, h C h1 y 8o, $1 son incompatibles}.

Ahora, partiendo del drbol R del enunciado, definimos

R*=R, R“"'=(R%), R = R’
I<A

Estas definiciones son absolutas para modelos transitivos de ZFC, luego,
para todo ordinal a se cumple que R* € L[R]. Como cada R* esta contenido
en los anteriores, ha de existir un (minimo) ordinal « tal que R**1 = R*,

Supongamos en primer lugar que R* = & y veamos que entonces A C L[R).

Para ello tomamos z € A, de modo que existe f € K“ tal que (z, f) € [R].
Sea v < a tal que (x,f) € [R']\ [R""!]. Esto significa que existe un par
(s,h) € RY tal que s C w, h C fy (s,h) ¢ [R"*!], lo cual significa a su vez que
si (s',h') € RY cumplen s C s y h C I/, entonces s’ C z. Entonces

z={s ew<|scs AVI(hC I A(s,H)e R} € LIR].

Supongamos ahora que R* # &. Este arbol tiene la propiedad de que cada
(s,h) € R* tiene dos extensiones con primeras coordendas incompatibles. Ahora
razonamos en L[R] (que es un modelo de ZFC, luego podemos usar el axioma de
eleccion). Tomamos (sg, ho), (s1,h1) € R™ tales que sp y $1 sean incompatibles.
A continuacion elegimos (soo, hoo), (So1,h01), (S10,R10), (S11,h11) € R, tales
que s; C 845, hy C hy; y los s;; sean incompatibles. De este modo podemos
construir pares { (s, ht) }rea<e en R* de modo que t C ¢ — s¢ C sp A hy C hy
y los elementos de {st}tecon son incompatibles dos a dos para todo n. Toda la
construccion esté hecha en L[R], por lo que

U={scw<|Vte2<¥scCs}eL[R],

y claramente U es un arbol perfecto tal que [U] C p[R*] C p[R] = A. n

Ahora ya podemos probar:

Teorema 6.9 (Mansfield) Sia € N y existe un buen orden Yi(a) en N, en-
tonces N C Lla].

DEMOSTRACION: Sea <l un buen orden ¥}(a) en N y supongamos que N no
esta contenido en Lla]. Es claro que entonces € tampoco esté contenido en L|a],
pues todo elemento de N puede codificarse de forma absoluta por un elemento
de €. Llamemos Ry = 2<%, de modo que € = [Ry].

En general, si R C Ry es un arbol y f : R — Ry es una aplicaciéon que
cumple:
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a) s Ct— f(s) C f(t),
b) Az e [R] U f(zl.) €€,

necw

podemos definir una aplicacion continua f* : [R] — € mediante

fr@)= U f(zln)
new
Vamos a probar que si R C Ry es un arbol perfecto, R € Lla], f : R — Ry
cumple las condiciones anteriores, f € L[a] y f* es inyectiva, entonces existen
un arbol perfecto U C R, U € L[a] y una aplicaciéon g : U — Ry que cumple
las condiciones anteriores, g € Lla], g* es inyectiva y Az € [U] g*(x) <0 f*(x).

En efecto, como R es perfecto, cada r € R tiene dos extensiones incompa-
tibles 7/ y r”. Si las restringimos al minimo natural n + 1 en el que difieren,
tenemos que 7’ y r” son tunicas, pues '|, = |, y r'(n),7”(n) sélo pueden
tomar los valores 0 y 1. Es facil construir entonces una semejanza h : R — Ry
que induce un homeomorfismo h* : [R] — [Rp]. Mas aun, la construccion
puede hacerse en L[R], con lo que h € L[R].

Para cada s € Ry y cada s € C, definimos § como la funcién con el mismo
dominio que s y tal que §(i) = 1 — s(i), para todo i en el dominio comin. Sean

P={ze[R|I"@) < f (@)}  Q={we[R|h(x)<f ()}
y sea z el <-minimo elemento de €\ L[a].

Si z, y € [R] cumplen h*(z) = z, h*(y) = Z, entonces z,y ¢ L[a], pues en
caso contrario

z= U h(x|,) € L[a], obien 2= nLEth(y\n) € Lla],

new
y lo segundo implica igualmente que z € L[a].

Por consiguiente, f*(z), f*(y) ¢ Lla], ya que si, por ejemplo, f*(z) € L]a],
entonces

S={seR[f(s)C [ (x)} € L]

seria un arbol con z como unica rama infinita, pues si hubiera otra rama in-
finita o’ # x, serfa f*(z') = f*(x), en contra de la inyectividad que estamos
suponiendo en f*. Por lo tanto, tendriamos que z € Lla].

Asi pues, z < f*(z) A 2 < f*(y), luego z < f*(x) V z < f*(y), luego uno de
los conjuntos P y @ no esté contenido en Lla]. Vamos a suponer que es P. (El
caso de @ se trata analogamente.)

Ahora observamos que R, f, h son subconjuntos de V,, pertenecinentes a L|a],
por lo que pueden codificarse en funcion de un b € NN L[a], de modo que son
aritméticos en b. Esto implica que tanto [R] como (la grafica de) la aplicacion
F : [R] — € dada por F(x) = (h*(x), f*(z)) son Al(b). Por lo tanto, el
conjunto P = F~1[<] es X1 (b).
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Por 4.29 existe un arbol S en w X wy tal que P = p[S]y S € L[b] C Lla]. Por
el teorema anterior existe un arbol perfecto U € L[S] C L[a] tal que [U] C P.
(Aqui usamos que P no esta contenido en L[b] C Llal.)

Es facil ver que g = hly : U — Ry cumple lo requerido.

Aplicando repetidamente la propiedad que acabamos de probar, y partiendo
de la identidad fo : [Ro] — [Ro], construimos una sucesion decreciente de
arboles { R, }new v de funciones { f, }ncw de modo que f,, : [R,] — Cy

An€w fr,(x) < frl).

Ahora bien, {[R,]}necw €s una sucesion decreciente de compactos no vacios

en C, luego existe un = € [ [R,], pero esto es absurdo, porque entonces
new

- fa(x) Q fa(z) < fi(z) < folw)
contradice que < sea un buen orden. u

Asi pues, la existencia de un buen orden X1(a) en N equivale a que N C L[d]
y, a su vez, esto equivale a la existencia de un buen orden en N que cumpla las
propiedades del teorema 6.7. Una de las razones por las que esta equivalencia
es interesante es que puede usarse sin necesidad de estar familiarizado con la
teoria sobre conjuntos constructibles. Observemos que todos los resultados que
vamos a deducir de N C L[a] las obtendremos en realidad a partir de 6.7.

Por ejemplo, el teorema 2.13 implica que, si N C L[a], existen conjuntos Al
que no son medibles Lebesgue ni tienen la propiedad de Baire. Veamos una
version efectiva:

Teorema 6.10 (N C L[a]) Eziste un subconjunto Al(a) de N que no es uni-
versalmente medible ni tiene la propiedad de Baire.

DEMOSTRACION: Obviamente es equivalente encontrar un subconjunto de
N x N en las condiciones del enunciado, y vamos a ver que sirve

A=d,={(z,y) eNxN|z sy},

que ciertamente es Al(a). Vamos a probar que si y; es una medida de Borel
continua y no nula en N y puo es la medida producto en N x N, entonces A no
es fo-medible.

Si lo fuera, como las secciones A, = {x € N | (z,y) € A} son numerables
(porque <, tiene ordinal wy), todas ellas son nulas, luego, por el teorema de
Fubini, A es nulo. Ahora bien, el conjunto

B=NxN)\A={(z,y) e NxN|y <, x}
también serfa medible, y sus secciones B” son todas numerables, luego nulas,
luego B también seria nulo, y todo N x N tendria medida nula.

La prueba de que A no tiene la propiedad de Baire es totalmente analoga,
usando el teorema de Kuratowski-Ulam [T 6.45] en lugar del teorema de Fubini.
u
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Nota Observemos que, si cambiamos A}(a) por A}, la demostracion del teo-
rema anterior es valida cambiando N por cualquier espacio polaco no numerable.

Para probar la existencia de un conjunto ITj (a) no numerable sin subcon-
juntos perfectos nos basta una hipotesis mas débil que N C L[a):

Teorema 6.11 Si a € N cumple que NlL[a] = Ny, existe un subconjunto 11} (a)
de N no numerable que no contiene subconjuntos perfectos.

DEMOSTRACION: Sea A C N el conjunto dado por
reAoxzeNdAzeBOAAY <, z(yeBO = |yl #|z]).

Usando las relaciones que prueban que || || es una norma en ITj, podemos
expresar esta relacion en la forma

NI AT EBOAAY Q2 (y ¢ BOV (y € BOA—~(w <x: y Ay <zt @))).

Asi es claro que la relacion tras Ay <, = es X3, luego usando 6.6 vemos que
Aes Yi(a).

Observamos ahora que la aplicacion A — w; dada por = — |z|| es bi-
yectiva. La inyectividad se sigue inmediatamente de la definicion de A, y la
suprayectividad se debe a que si @ < w; = wf[a], existe un ¢ € BO N L[a] tal
que ||z|]| = a y el minimo para <, cumple que x € A. En particular, vemos que
|A] = 8.

Vamos a probar que A no posee subconjuntos analiticos no numerables. En
efecto, si B C A fuera analitico y no numerable, el conjunto {||z|| | + € B} no
estaria acotado en wy, pero entonces

BO:{I€N|VZ(ZEB/\IESE% 2)}

(recordemos que, para z € BO, se cumple z <y1 z <> € BO A [z < ||z]), lo
que implicaria que BO es 2}, y esto es falso.

Sea ahora C' C N'x N un conjunto II}(a) tal que z € A <+ Vy € N (2,y) € C.
Como la clase IT} (a) tiene la propiedad de uniformizacion, podemos suponer que

1
Nz € AVy e N (z,y) € C,

y es claro que C' no tiene subconjuntos perfectos, pues si P C C fuera perfecto,
entonces w[P] C A serfa un conjunto analitico no numerable.

Asf hemos encontrado un subconjunto de N x N que es I13(a) y no tiene sub-
conjuntos perfectos. Obviamente esto implica que existe un conjunto similar en
N y en cualquier espacio producto. Més atn, todo espacio polaco no numerable
contiene un subconjunto H% no numerable sin subconjuntos perfectos. [

Sucede que se cumple el reciproco del teorema anterior. Para probarlo ob-
tenemos primero un resultado sobre conjuntos o3(a). Por 4.29, todo conjunto
A C N de clase Xi(a) es de la forma A = p[R], donde R es un arbol en w x w;
tal que R € Lla] (con lo que L[R] C L[a]). Claramente R C L[R], luego
R = RN L[R] € LIR]. Combinando esto con 6.8 obtenemos:
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Teorema 6.12 (Mansfield-Solovay) Sia € N y A es un subconjunto ¥}(a)
de N, entonces A C Lla] o bien A contiene un subconjunto perfecto.

Y de aqui se deduce a su vez la equivalencia que anuncidbamos:

Teorema 6.13 Para cada a € N, las afirnaciones siguientes son equivalentes:
a) R oy
b) Todo conjunto I1}(a) no numerable contiene un subconjunto perfecto.

¢) Todo conjunto ¥3(a) no numerable contiene un subconjunto perfecto.

DEMOSTRACION: a) — ¢) es consecuencia del teorema anterior: si supone-
mos XX < Ny y A es un conjunto $1(a) no numerable, no puede ser A ¢ NEA,
pues el conjunto NZ[@ es numerable, luego por el teorema anterior A contiene
un subconjunto perfecto.

Por otra parte, ¢) — b) es trivial y b) — a) es el teorema 6.11. "

Pasamos a estudiar ahora la propiedad de uniformizacion:

Teorema 6.14 (N C L[a]) La clase XL (a) (definida sobre los espacios pro-
ducto no numerables) tiene la propiedad de uniformizacion para n > 2.

DEMOSTRACION: Sea A C N x N un conjunto I} _;(a) y sea
A% (z,y) & Alz,y) ANz Doy (2 =y V ~A(z, 2)).

Obviamente A* uniformiza a A, y es X1 (a). Hemos probado que todo sub-
conjunto 11 _;(a) de N x N puede ser uniformizado por un conjunto X} (a).
Obviamente, esto implica que lo mismo es cierto para cualquier producto de

espacios producto no numerables.

Sea ahora A C X x Y una relacion X1 (a), de modo que existe un conjunto
BCXxY xNaquees Il ;(a)y A(z,y) ++ Vz B(z,y,2). Segtn acabamos de
probar, B admite una uniformizacién B* de clase ¥ (a), respecto de la primera

coordenada, es decir,
1
Vyz (z,y,2) € B+ Vyz (z,9,2) € B*.

Es facil ver que A* = \/z B* uniformiza a A y es claramente X1 (a). n

Como es habitual, considerando isomorfismos de Borel, de aqui se sigue que,
paran > 2, la clase X (definida sobre todos los espacios polacos no numerables)
tiene la propiedad de uniformizacion.

Recordemos que en ZF + ED se demuestra que ¥1(a) no tiene la propiedad
de uniformizacion, sino que es II} (a) quien la posee.

Teorema 6.15 (N C L[a]) La clase X% (a) es normada para n > 2.
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DEMOSTRACION: Sea X un espacio producto y A C X un conjunto X! (a).
Entonces existe un conjunto B C X x N de clase II} ,(a) tal que A = \/y B.

n—1
Sea p : N — Ny la semejanza determinada por <,. Para cada = € B definimos

¢(x) = min{p(y) | (z,y) € B}.
Asi, las relaciones
x <2’ o Vy e N(B(z,y) ANz 4o y(z =y vV =B(', 2)))
r<*2 & VyeN(B(x,y) AN \z <, y-B(2',y))
son ambas T (a). .

De aqui se sigue a su vez de forma inmediata la version para las clases de
Lusin para todo espacio polaco:

Teorema 6.16 Las clases de Lusin

LD X
I

son normadas y tienen la propiedad de uniformizacion, pero sus complementa-
7448 No.

Por consiguiente, las clases indicadas en el teorema tienen la propiedad de
reducciéon generalizada y sus complementarias tienen la propiedad de separaciéon
generalizada. Las clases X1 (a) tienen la propiedad de reduccion y las clases
I1! (a) tienen la propiedad de separacién (y todos estos resultados se invierten
para n = 1).

No es dificil probar que si N C L[a] las clases 1 (a) tienen escalas, pero no

vamos a necesitar este hecho, asi que no presentamos la demostracion.

Con esto hemos probado que el axioma N C L[a] resuelve todas las cuestio-
nes que en los temas anteriores habian quedado abiertas. En todo caso, podemos
afiadir una tltima observacién trivial: la mera hipotesis del continuo 2% = X;
implica que todo subconjunto de cualquier espacio polaco es unién de N; con-
juntos de Borel (sus puntos, que son cerrados), y no solamente los subconjuntos
E%, como hemos probado en ZF+ED.

Del teorema 6.13 se sigue inmediatamente la siguiente version clésica:
Teorema 6.17 Las afirmaciones siguientes son equivalentes:
a) NaeN NlL[a] <Ny,

b) Todo conjunto H% no numerable en un espacio polaco contiene un subcon-
junto perfecto.

¢) Todo conjunto E% no numerable en un espacio polaco contiene un subcon-
junto perfecto.



232 Capitulo 6. Pruebas de consistencia

Y de aqui deducimos algo crucial. En principio, cabria esperar un resultado
de este tipo:

(Si ZFC es consistente) la existencia de conjuntos TI} no numerables
sin subconjuntos perfectos es independiente de los axiomas de ZFC.

Sin embargo, aunque uno podria jugarse el cuello a que esto es cierto, jno
es posible demostrarlo! Ciertamente, el teorema 6.11 nos asegura que no es
posible demostrar en ZFC que todo conjunto Hi no numerable contiene un
subconjunto perfecto. La cuestion es si podemos asegurar que tampoco se puede
demostrar lo contrario. Esto equivaldria a encontrar en ZFC un modelo en el
que se cumpla la condicién a) del teorema anterior. Sin embargo, segin el
teorema [PC 3.36], dicha condicién a) implica que ®; es inaccesible* en L. Por
lo tanto, si pudiéramos construir en ZFC un modelo de ZFC + “todo conjunto
H% no numerable posee un subconjunto perfecto”, esto nos daria un modelo
de ZFC + “existe un cardinal inaccesible”; y con ello habriamos demostrado la
consistencia de ZFC en ZFC. Por el teorema de incompletitud de Goédel, ZFC
seria contradictorio.

Concluimos que si es consistente que todo conjunto II} no numerable posea
un subconjunto perfecto, dicha consistencia no puede demostrarse a partir de
la mera consistencia de ZFC. Lo maximo a lo que podemos aspirar es a demos-
trarla suponiendo la consistencia de ZFC + “existe un cardinal inaccesible”; es
decir, suponiendo la existencia de un cardinal inaccesible o bien partiendo de
un modelo de ZFC en el que haya un cardinal inaccesible. Asi lo haremos en
[PC 9.27]. Veamos otro caso similar:

Ya hemos visto que en ZFC no puede demostrarse ni refutarse la existencia
de conjuntos E% que no sean universalmente medibles, luego tampoco puede de-
mostrarse que todo conjunto E% lo sea, pero, ;puede demostrarse la existencia
de un conjunto E;l), que no sea universalmente medible? Equivalentemente, ;po-
demos probar que si ZFC es consistente, también lo es ZFC + “todo conjunto
X1 es universalmente medible”?

La respuesta es anéloga a la del problema sobre la existencia de conjuntos
H% sin subconjuntos perfectos:

Teorema 6.18 (Shelah) Seaa € N. Si todo conjunto X3 es medible Lebesgue,

Lla] L[a]

entonces \a € N R <Ny, luego Xy es inaccesible para todo a € N.

DEMOSTRACION: Consideremos en el espacio de Cantor € su medida de
Haar unitaria m. Si todo conjunto 211)) (de R y, en particular de, I) es medible
Lebesgue, el teorema [T 6.40] nos da que todo subconjunto 2113 de C es medible
para la medida m, asi como que todo subconjunto Eé de € x € es medible para
la medida producto.

Supongamos que NlL[a] = N;. Entonces X = €N L[a] es un subconjunto 2%
de N de cardinal N;. Mas precisamente, en X esta definido el buen orden <,

4De hecho, una ligera variante en la prueba muestra que en realidad R es inaccesible en
todos los modelos Lla], con a € N.
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que es también Eé y (X, <,) tiene ordinal ;. Vamos a refinar la prueba del
teorema [TC B.23|.

En primer lugar demostramos que se cumple la condicion (N) de [TC B.22].
Para ello tomamos H C € x € un conjunto G5 con secciones nulas y hemos de
probar que H(X) es nulo. El argumento de [TC B.23] es valido salvo por el
hecho de que requiere que el conjunto H (X) sea medible, y para asegurarlo en
el contexto actual hemos de demostrar que es 33.

Recordemos que H(X) = |J Hy, Mz) =min{y e C|lye X Ax € Hy}y
zeX

H(X) = {(z,y) € H(X) x H(X) | Mz) <a A(y)}-
Por lo tanto:
(z,y) € HX) & Vzw(ze X Aw e X A (x,2) € HA (y,v) € HA

Nu(u € X A (y,u) € H— —u <, 2)).

La estructura de esta relacion es:
Vew(E5 A A AL A AT A Au(EE A AL = TID)).

Por lo tanto, la relacion tras Au es H; luego con Au también lo es, luego
la relacion tras Vzw es Eé y con V zw también lo es.

Igualmente se prueba que el conjunto D definido en [TC B.23]| es Eé, lo que
nos permite concluir que X cumple la propiedad (N). A su vez, eso garantiza

que el filtro Fx es rdpido, por lo que el conjunto Fx C € no es medible. Solo
necesitamos probar que Fx es también Eé.

Para ello consideramos un conjunto U C €3 que sea @2-universal para E},
de modo que cada subconjunto de Borel de C? est4 determinado por dos puntos
x,y € N tales que U, = N\ U,. Ast:

pE Fx < p € € A VR(R es una relaciéon de equivalencia de Borel en € x C
AC/R| <o A Zr C p~ ' [{1}]).
< p€CAVay e C(Auwv € C((u,v) € Uy <> (u,v) & Uy,) A
U, es una R.E. en € x C) A |@/U,| < Ro A Zy, C pL[{1}]).
Vamos a analizar cada parte de esta relacion:
o Nuv € €((u,v) € Uy > (u,v) ¢ Uy)
Nuwv(u € @Av € C— ((u,v,2) €U « (u,v,y) ¢ U))

es T3, luego 3.
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e U,esuna R.E.en € x €«
Auwvw € C((u,u,z) € U A ((u,v,2) € U — (v,u,x) € U) A

((uyv,2) € U A (v,w,x) € U = (u,w,x) € U))
es II3, luego 3.

o |C/U,| <Ny VzeNAue CVnecwVweClw=z, A (w,u,z) € U)

es 33,
o Zy. Cp {1 e Awwue X Ave X Au#vA (u,v,2) €U —
Vi € w(uln = vl A u(n) # v(n) A p(n) = 1))
es II3, luego 3.

En total, p € Fx es de la forma A% A Vazy Eé, luego es 251,), como habia que
probar. L]

Asi pues, para probar la consistencia de que todo subconjunto Eé de R sea
medible Lebesgue o, més en general, de que todo conjunto 2:15 de un espacio
polaco sea universalmente medible, es necesario suponer como minimo la con-
sistencia de ZFC + “existe un cardinal inaccesible”. Nuevamente, en [PC 9.27]
demostraremos que esta condicién necesaria es también suficiente para garanti-
zar la consistencia de la medibilidad de los conjuntos E;l), y, de hecho, de todos
los conjuntos proyectivos.

6.3 Consecuencias del axioma de Martin

Tal y como anticipdbamos en la introduccion a este capitulo, en 6.10 hemos
probado que el axioma de constructibilidad implica la existencia de un subcon-
junto A% de R no medible Lebesgue, y ahora probamos que el axioma de Martin
implica lo contrario:

Teorema 6.19 (AM(R;)) Los conjuntos X3 y IIy son universalmente medi-
bles y tienen la propiedad de Baire.

DEMOSTRACION: Por el teorema [TC 8.45] sabemos que AM(X;) implica
que N; < ad(I,) < ad(l.), lo que, junto a los teoremas [TC 8.38] y [TC 8.39],
inplica que la union de 8y conjuntos medibles (para cualquier medida de Borel
continua en un espacio polaco) es medible, asi como que la union de 8; conjuntos
con la propiedad de Baire (en cualquier espacio polaco sin puntos aislados) tiene
la propiedad de Baire. Combinando esto con el teorema 2.26, segin el cual todo
conjunto E; es uniéon de N; conjuntos de Borel, tenemos la conclusién. L]

Por otra parte, ya hemos observado que la hipdtesis del continuo implica que
todo subconjunto de cualquier espacio polaco es unién de Ny conjuntos de Borel.
Ahora veremos que, con la ayuda del axioma de Martin, podemos demostrar que
es consistente que so6lo los conjuntos 2% puedan expresarse como uniones de Ny
conjuntos de Borel (cf. 2.26) La clave es el teorema siguiente:
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Teorema 6.20 (AM) Si X es un espacio de Hausdorff 2AN y |X| < 2%o,
entonces todo subconjunto de X es ITS.

DEMOSTRACION: Sea B una base numerable de X y sea A C X arbitrario.
Definimos P como el conjunto de todos los conjuntos finitos p cuyos elementos
son de una de las dos formas siguientes:

a) Pares (z,n), con x € X \ Ay n € w. [Conviene pensar en cada uno de
estos pares como si representara una “afirmacion” de tipo « ¢ U,, donde
U, es el nombre de un “abierto genérico” en X que pretendemos definir.|

b) Pares (B,n), con B € By n € w. [Estos pares representan “afirmaciones”
BcU,]|

Exigimos ademés que las condiciones p sean “consistentes” en el sentido de que
siz € B\ A los pares (z,n) y (B,n) no estén simultaneamente en p. [Es decir,
que la condicién no “fuerce” al mismo tiempo = ¢ U,, y B C U,.|

Consideramos a P como c.p.o. con la relaciéon inversa de la inclusion.

Para aplicarle AM hemos de probar que cumple la condicién de cadena
numerable. En efecto, dada una familia no numerable de condiciones, puesto
que so6lo hay una cantidad numerable de pares (B,n) y, por consiguiente, sélo
una cantidad numerable de conjuntos finitos de tales pares, ha de haber dos
condiciones distintas en la familia, digamos p y ¢, que contengan exactamente
los mismos pares de tipo (B, n), pero entonces pUq € P es una extension comun,
luego la familia dada no era una anticadena.

Para cada © € X \ A definimos D, = {p € P | Vn € w (x,n) € p}, que
obviamente es denso en P. Similarmente, para cada x € A y n € w definimos
E'={peP|VBe€B(xeBA(B,n)€p)} Veamos que también es denso.

Sea Y C X \ A el conjunto finito de puntos que aparecen como primera
componente de un par de p. Como x € A y X es un espacio de Hausdorff, existe
un Be Btalquex € By BNY = &. Entonces ¢ = pU {(B,n)} € P es una
extension de p en E7.

Como |X| < 2% podemos aplicar AM para concluir que existe un filtro G
en P que corta a todos los conjuntos densos que hemos definido. Llamamos
U, ={B | Vp e G (B,n) € p}, que es un abierto en X. Basta observar que
A= (N U,. En efecto:

new

Siz € Ayn € w, existeun p € E) NG, luego existe un B € B tal quez € B
y (B,n) € q, luego x € B C Uy, luego z € () U,.
new
Six e X\ A, existe ¢ € D, NG, luego existe un n € w tal que (z,n) € ¢,
luego si p € G cumple (B, n) € g, entonces (z,n) y (B,n) estan en una extension
comun de p y g, luego x ¢ B, luego x ¢ U, luego x ¢ (| U,. =

necw

Teorema 6.21 (AM + 2% > N; + RF' =) En todo espacio polaco no nu-
merable, los subconjuntos de cardinal X, son TI}.
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DEMOSTRACION: Claramente, basta demostrar el teorema para subconjun-
tos de C. En la prueba del teorema 6.11 se ve que el conjunto H% no numerable
A C N que se construye tiene concretamente cardinal 8;. Obviamente, pode-
mos tomar un conjunto A C € con las mismas caracteristicas (que sea II7 de
cardinal N1). Sea B C € un conjunto arbitrario de cardinal ¥;. Enumeremos
ambos conjuntos: A = {an}a<w,s B = {bata<w, -

Por el teorema anterior, el conjunto U’ = {by | an(n) = 1} es TI9(B), luego
existe un conjunto U,, de clase TI9(€) tal que U/, = U,, N B. Esto significa que

Na < wiAn € w (ag(n) =1 b, € U,).
Igualmente, existen conjuntos V;, de clase TI(C) tales que
Na <wiAn €w (by(n) =1 a, € V4,).
Pero entonces:
beB+ NacCAncw(a(n)=1+beU,)

—(ac ANNnew(b(n) =1 acVy,))l|.

En efecto, para probar la implicaciéon < tomamos b € € y definimos a € C
mediante

An €w(a(n) =1« beU,).

Entonces tenemos que a € A, luego a = a,, para cierto a < wq, y la segunda
parte de la implicacién se traduce en que b = b,.

Reciprocamente, si b € B, entonces b = b, y la hipotesis del miembro derecho
equivale a que a = a,, luego se cumple la consecuencia indicada.

Con esto tenemos una definicion para B de tipo Aa[ITg — (II] A II3)], con
lo que concluimos que B es H%. L]

Teorema 6.22 (AM + 2% > N, 4+ Nf =N;) Toda union de Xy conjuntos de
Borel en un espacio polaco es Z%.

DEMOSTRACION: Basta probar el teorema para €. Para ello fijamos un
conjunto U C-universal para IT;(€). Sea { B, }a<w, una familia arbitraria de ¥,
conjuntos de Borel en €y sea x, € Ctal que V,, = U,_. Sea A = {x, | @ < w1},
que es H}, por el teorema anterior si es no numerable y trivialmente si es
numerable. Entonces

r€ |J Ba+ Va(zre AN (z,y) €U),

a<wi

con lo que tenemos una definicion de tipo 2 (IT A IT}), luego la unién es 33.
|
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6.4 El teorema de Shoenfield

Vamos a probar que las formulas ¥} y T3 son absolutas para modelos tran-
sitivos de ZF + ED y que, bajo alguna hipétesis adicional, lo mismo sucede con
las formulas 3 y I13. Nos ocupamos primero de este segundo caso porque asf
la prueba del primero puede verse como una simplificacion de la segunda:

Teorema 6.23 (Shoenfield) Sea M wun modelo transitivo de ZF + ED tal
que wy € M y sea ¢[t1,...,tr,21,...,2s,Y, 2] una formula aritmética de L.
FEntonces

At € WAz e N*n M( EM \yAz dlt,z] + EVyAzot,z]).
DEMOSTRACION: Consideremos primero el caso en que r = 0. El conjunto

{(z,y) e N7 | F Az oz, y]}

es I}, luego, por definicién, es de la forma Az € N A(z, y, z) para cierto conjunto
A de tipo 9. Por el teorema 3.12 existe un B C w®*3 recursivo (en particular
aritmético) tal que

F Az ¢lz,y] < Az € NVm € w B(m, #(m),5(m), 2(m)),
con la propiedad adicional de que
B(m,z(m),y(m),z(m)) Am <m’ — B(m',z(m),y(m’), z(m')).

La parte mas técnica de la prueba es que podemos definir explicitamente B a
partir de ¢ o, més precisamente, que podemos definir un término B del lenguaje
de la teoria de conjuntos y demostrar que si ¢ es una férmula aritmética de £,
entonces By es un conjunto aritmético que cumple lo indicado y, mas atn, que
es absoluto para modelos transitivos de ZF. Vamos a demostrar el teorema
admitiendo este hecho. Consideramos

Ry={tew™ | Vmecwm=~L{t) A Am=Lts1) A (m,t) & By)},

5+2 tal que

que es la codificacién de un arbol en w
F Az ¢z, y] < Nz € NVm € w—Ry(Z(m),y(m), 2(m)).
Ademaés Ry es claramente absoluto para modelos transitivos de ZF. Asi pues,

F VyAzd[z] < Vy € N (Ry) (2 esta bien fundado.

Seguidamente, si x es cualquier ordinal no numerable y {s, },cw es la enu-
meracién canénica de w<*, definimos el arbol R;; . en w*t! x Kk mediante
;

(s,t,h) € R",,,i < Amn < £(R)(8m, sn € R’d)ﬁ[s,t] — h(n) < h(m)),
donde

srlst] = {u € ws? [ L(u) <L(s) =L(t) A (8leu), theu), u) € Ry}
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El razonamiento del teorema 1.62 justifica que

E \/y/\ng[m] A \/y € N\/f € w”/\n cw (x|nay|naf|n) € R:z;m

y el término Ry . es también absoluto para modelos transitivos de ZF. A partir
de aqui tomamos k = wy, pero es importante que la equivalencia anterior vale
para cualquier x, pues w; no es necesariamente wi!, pero como la equivalencia
anterior se prueba en ZF + ED para cualquier £ no numerable y w; es en
cualquier caso un ordinal no numerable en M, se cumple

M \/y/\Z ¢[$] <~ \/y S NMVf € (wH)M/\n cw (‘T|nvy|n7f|n) € g,wp

Ahora consideramos la semejanza i : w X w; — wy respecto del orden lexico-
grafico en w X wy (comparando primero las segundas componentes de los pares),
de modo que ¢ € M y mediante ¢ construimos a partir de ;ﬁ#ﬂ el arbol R} si-
guiendo la prueba de 1.62, de modo que R;‘) es un término absoluto para modelos
transitivos de ZF, y se cumple que

EVyAzd[z] < (R)z no esta bien fundado

y también
EM \y Az dlz] (R)« no esta bien fundado™

pero “estar bien fundado” es absoluto, luego el teorema queda probado para
r = 0, salvo que falta definir el término Bg. Si r > 0 definimos

Y(w,z,y,2) = d(w(0),...,w(r—1),z,y, 2),

donde 0, ..., — 1 son las constantes de £,. Tenemos el teorema probado para
la formula ¥, y, sit € W™y x € N®* N M, fijamos un w € NN M que extienda a
t, de modo que

EMVyAzolt,z] < EM VyAzgw, 2] < E VyAzolw, 2] < F VyAz ¢[t, z].

Pasemos a construir el término By. A cada férmula aritmética ¢ pode-
mos asociarle otra equivalente ¢ en forma prenexa (es decir, que conste de una
sucesion de cuantificadores de primer orden seguidos de una férmula ¢q sin cuan-
tificadores). Ademas ¢ puede definirse explicitamente a partir de ¢, de modo
que el término ¢ sea absoluto para modelos transitivos de ZF.

Pongamos que las variables de primer orden que aparecen en ¢ estan entre
2,...,2P alas que hay que anadir las variables de segundo orden x4, ..., s, ¥y, 2.
Sea T' C w el conjunto de (codificaciones de) los términos aritméticos en los que
a lo sumo aparecen dichas variables. Definimos una funcién V : wP+s+3 —
como sigue (escribimos 72 y @ en lugar de nq,...,n, y u1,...,Us):

a) Sit € w no esta en T, entonces V (¢, 7, 4,v,w) = 0.
b) Sit = 2¢, entonces V (¢, 7, U, v, w) = n; + 1.

c¢) Sit = 5° (es decir, es la constante que debe interpretarse como i — 1),
entonces V (¢, 71, 4, v, w) = i.
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d) Sit =ty + tq, entonces V(t, 7, @, v, w) toma el valor
V(t1,n,a,v,w) + V(te, ft, @, v, w) — 1
si V(t;, 7,4, v,w) # 0 para ¢ = 1,2 y toma el valor 0 en caso contrario.
e) Sit = titq, entonces V (¢, 7, u, v, w) toma el valor
(V(t1,n, 4, v,w) — 1)(V(te, n, 4, v,w) — 1) + 1
si V(t;,n,a,v,w) # 0 para i = 1,2, y toma el valor 0 en caso contrario.

f) Sit = x;(t'), entonces V (¢, 7, 4, v, w) toma el valor 0si V (¢, 7, 4, v, w) =0
osi V(¥,7n,4,v,w) — 1 es mayor que la longitud de la sucesion codificada
por u;. En caso contrario

V(t,n, u,v,w) =uw;(V(F#, n,a,0,w) — 1)+ 1.

g) Sit = y) ot = z(t') la definicién es analoga al punto precedente,
cambiando u; por v o w, respectivamente.

De este modo, V(t, 71, u, v, w) es una unidad méas que el valor denotado por ¢
cuando las variables 2¢ se interpretan como n; y las variables z;, vy, z se inter-
pretan como sucesiones que extienden a las sucesiones finitas definidas por los
nimeros u;, v, w, supuesto que estas sucesiones finitas basten para calcular di-
cho valor, y V(t,7, 4, v,w) = 0 si ¢t no estd en T o si las sucesiones codificadas
por u;, v, w no son lo suficientemente largas como para interpretar las variables
z;, 1, z a la hora del calcular el nimero denotado por t.

Es pura rutina comprobar que la funciéon V es recursiva. Ahora consi-
deramos el conjunto F' de las féormulas aritméticas sin cuantificadores cuyas
variables estan entre las que estamos considerando, y definimos una funciéon
V' wPTst3 5 ) como sigue:

a) Si a no esta en F entonces V'(«a, 71, @, v, w) = 2.

b) Si « es t; = t9 entonces V' (a, i, 4, v,w) = 2 si V(¢,7,4,v,w) = 0 para
algtn 7 y, en caso contrario, toma el valor 1 si se cumple V (¢1,7, @, v, w) =
V(t2, i, @, v,w) y 0 en caso contrario.

¢) Si a = —f, entonces V'(a, 71, @, v,w) = 2 si V'(B, 7,4, v,w) =2y en caso
contrario

d) Si a = 8 — =, entonces V'(, 71, @, v,w) = 2 si V'(B,n,u,v,w) = 2 o0
V'(y,n, 4, v,w) = 2 y en caso contrario V'(«, 71, @, v, w) = 1 si se cumple
V'(8,7n,4,v,w) =0 o bien V'(y,7n,4,v,w) =1,y V'(a, 7, @, v,w) =0 en
el caso restante.



240 Capitulo 6. Pruebas de consistencia

De nuevo es pura rutina comprobar que la funcion V' es recursiva y se cumple
V'(a, 71,0, v, w) = 2 sl & no esta en F o si las sucesiones finitas codificadas por
u;, v, w no son suficientemente largas como para decidir el valor de verdad de a.
En otro caso, a toma el valor 1 si F «a[fi, Z,y, 2], donde z;, y, z son elementos
de N que extienden a las sucesiones finitas u;,v,w. El conjunto Ry C wP5+2
dado por

Ro(7, 1, v,w) <> V' (¢, 1, U, v,w) = 1

es recursivo, y es facil ver que

E ¢oln, T,y, 2] < Vm € w Ro(n, z(m), g(m), 2(m)).

Ademas,

Ro(n, 2(m),5(m), 2(m)) Am < m' — Ro(n, 2(m'), g(m), 2(m)).
En particular
F Az goln, 2,y] < Nz € NVm € w Ro(n, 2(m), 5(m), 2(m)).
Supongamos que el primer cuantificador que precede a ¢g en ¢ es \/np. Entonces
F Az Vn, ¢oln, Z,y] < Nz € NVm € w\/n, € w Ro(n, Z(m), 5(m), 2(m))
© Nz € NVm € w Ry (n, 2(m), §(m), 2(m)),

donde el conjunto Ry = \/np € wRy es aritmético y sigue cumpliendo la propie-
dad de monotonia.
Si, por el contrario, el primer cuantificador es /\n,, entonces

F Az Any doln, Z,9] < Nz € NVm € w € w Ry(n, 2(0), Z2(m), 5(m), 27 (m))
< Nz € NVm € w Ry (R, Z(m), g(m), 2(m)),
donde 27 (i) = z(i + 1) y ahora
Ri(na,...,np,u,v,w) <>

Vn € wll(w) =n+1A Ro(ni,...,np—1,w(0), uln, v|n,w")

es también un conjunto aritmético con la propiedad de monotonia. Incorporando
de este modo los cuantificadores llegamos hasta el conjunto By que cumple
lo requerido. Es claro que hemos construido un conjunto aritmético a partir
exclusivamente de la estructura de la férmula ¢, por lo que la construccion es
absoluta para modelos transitivos de ZF. L]

Sin mas que simplificar la prueba del teorema anterior obtenemos una de-
mostraciéon del resultado siguiente:

Teorema 6.24 Consideremos un modelo transitivo M de ZF + ED y una for-
mula aritmética d[ny, ..., Ny, x1,...,xs, 2] de L. Entonces

ANt cw A e NN M(EM Vzo[t,z] < EVzolt,z]).
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En particular, las relaciones 1 (a) son absolutas en el sentido siguiente:

Teorema 6.25 Sia € N, A C w" xN* es un conjunto ¥3(a) y M es un modelo
transitivo de ZF + ED tal que a,w; € M, entonces AM = ANM € M, y es
el conjunto X3 (a)™ definido en M por cualquiera de las formulas de L, que
definen a A (en V).

DEMOSTRACION: Basta tener en cuenta que
A={(t,z) ew” xN°| EVyAz¢[t,,a]},

para cierta formula aritmética ¢(t, z, a,y, 2). n

Observaciones Obviamente lo mismo vale para las relaciones I1}(a) y en el
caso de relaciones Y1 (a) o I1}(a) podemos suprimir la hipétesis de que wy € M.
Por otro lado, el teorema de Schoenfield no puede generalizarse a férmulas 1,
ya que, por ejemplo, la afirmacién ¢(x) = Vw(w ¢ L A x = z) es X3 y, si
V' # L, no es absoluta para L. [

He aqui una consecuencia sencilla del teorema de Shoenfield:

Teorema 6.26 Si a € N, todo subconjunto ¥3(a) (o li(a)) de w pertenece a
Lla]. En particular, todo subconjunto ¥} o 11} de w es constructible.

DEMOSTRACION: Basta aplicar el teorema anterior. El modelo M = Lla]
cumple los requisitos y A = AN L[a] = AM € L]a]. "

Por consiguiente, la complejidad de un subconjunto no constructible de w
debe ser al menos Al.

6.5 Conjuntos de Borel en modelos transitivos

Ahora estamos en condiciones de abordar un problema fundamental a la
hora de tratar con conjuntos de Borel en un modelo transitivo M de ZF + ED,
y es que, en principio, los subconjuntos de Borel de, digamos NM = NN M
tienen poco que ver con los de N. Por ejemplo, si M es numerable todos los
subconjuntos de N™ son numerables, luego son nulos y de primera categoria.

RN RN

No podemos decir ni por asomo que “ser medible”, “ser nulo”, “ser de primera
categoria”, “tener la propiedad de Baire”, etc. sean propiedades absolutas para
modelos transitivos.

Sin embargo, vamos a ver que estas propiedades si resultan ser absolutas
cuando se expresan en términos de los codigos de Borel que hemos introducido
en la seccion 4.4. Recordemos, més precisamente, que alli hemos definido un
subconjunto CB de N de modo que, para cualquier espacio polaco X, fijada
una enumeracion {Bj, },co de una base de X, cada codigo ¢ € CB determina
un conjunto de Borel B, C X, y hemos visto que todo conjunto de Borel de

X puede expresarse de esta forma. Puesto que el teorema 4.37 prueba que las



242 Capitulo 6. Pruebas de consistencia

relaciones fundamentales relacionadas con los codigos y con la codificacion de
los conjuntos de Borel son I1}, el teorema de Shoenfield nos da ahora que son
absolutas:

Teorema 6.27 Las relaciones del teorema 4.37 son absolutas para modelos
transitivos de ZF + ED, al igual que la relacion sobre productos cartesianos
considerada tras dicho teorema.’

Nota Si M es un modelo transitivo de ZF + ED, el caracter absoluto de
la relacion ¢ € CB es equivalente a que CBM = CB N M. Similarmente, si
¢ € CBM, el caracter absoluto de 2 € B, equivale a que (B)M = B.N M. En
particular, CB y B. no son absolutos como conjuntos (como términos), salvo
para modelos que cumplan N C M. n

Esto justifica la definicién siguiente:

Definicion 6.28 Sean M C N modelos transitivos de ZF + ED. Si B € M es
un subconjunto de Borel™ de NM y ¢ € CBM cumple que B = BM | definimos
BN = BYN. Esta definicién no depende de la eleccién de ¢, pues si d € CBM

y BM = Bé”, entonces, aplicando dos veces 6.27, tenemos que B, = By, luego
BN = BY.

Obviamente se cumplen las propiedades siguientes:
B=B"nM, (Buc)¥=BNucY, Bnc)YN=BNncV,

(BACYN =BNACN, oV =g, (NM)V =NV, NM\B)N =NV\BV.

Lo mismo vale para subconjuntos de Borel de N x N, y entonces tenemos
ademas que (B x O)N = BN x CN.

Ahora vamos a necesitar una variante del teorema 1.14 sobre existencia de
conjuntos de Borel universales:

Teorema 6.29 Si M C N son modelos transitivos de ZF + ED, con wM = wiV,
en M existe una sucesion {Ca}a<w{\4 € M de manera que Bé\g C CM x M ¢

un conjunto CM -universal para X2 (C)M e igualmente Bé\; C CN x €N es un
conjunto €N -universal para X° (€)N.

5No estd de mas hacer alguna reflexién sobre este uso del teorema 6.24. Consideremos
por ejemplo la relacion R = {(z,c) € N? | ¢ € CB A 2 € B.}. Aqui R es un designador del
lenguaje (metamatematico) £ de la teoria de conjuntos y Fzpiep R € I3 (N?). La prueba
de esto consiste en mostrar explicitamente una definicién H% de R, con la cual podriamos
construir explicitamente una férmula « (otro designador de £) tal que

FZF4+ED Nzc(R(z,c) < F VyAn alz, ).

Al relativizar esto a un modelo M tenemos que Azc € M(RM(z,¢) + R(z,c)), pues la
formula de la derecha de la equivalencia precedente es absoluta por 6.24.
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DEMOSTRACION: Seguimos la demostracion del teorema 1.14. El conjunto
> {-universal alli construido es

U= | (C, x By),

new

donde C,, = {¢c € € | ¢(n) = 0} y es facil definir explicitamente un codigo
co € XY tal que B,, = U en cualquier modelo M. En particular, tanto Bé‘g
como Bé\g son universales.

Supuesta definida {cs}s<q, fijamos una sucesion {0, }ne, € M en las con-
diciones de la demostracion de 1.14. El conjunto universal para X% (@) alli
construido es

U={(y,z) €€xC|Vnew (yn,z) ¢ Be,, }-

La relacion
R(C7 d) A /\xy € N((:%x) S Bc <~ (yn7x) ¢ Bd)

es claramente I11, luego es absoluta para M—N. Por lo tanto, si tomamos un
codigo ¢, para U, en M se cumple que

Azy € N((y,x) € B., < \In € w R(y,¢s,)),

luego lo mismo se cumple en N, y esto significa que Bé\; es el conjunto que
cumple la definicion de U en N, luego también es universal en N. [

Ahora probamos que las extensiones a través de los codigos de Borel conser-
van la medida y la categoria. En los dos teoremas siguientes vamos a trabajar
con el espacio de Cantor €. Observemos que € admite un cédigo de Borel recur-
sivo (y absoluto para modelos transitivos de ZF + ED), por lo que la relacion
B, C C es absoluta, y esto hace que si B C €, entonces BY C CV y que, en
general, todas las consideraciones precedentes se puedan restringir al caso de los
subconjuntos de € en lugar de N.

Teorema 6.30 Sea m la medida de Haar en el cubo de Cantor C y sea M un
modelo transitivo de ZF + ED. Si B € M es un subconjunto de Borel de C,
entonces m™ (B) = m(BY).

DEMOSTRACION: Sea B la o-algebra de Borel de €, sea BM su relativizacion
aMyseaA={BY| B¢ BM}. Las propiedades que hemos enunciado justo
antes de este teorema implican que A es una subéalgebra de B. (Aqui usamos
ademas que, como es facil comprobar, (CM)V = €.)

Observemos que la aplicacion BY — A dada por B — BY es un isomor-
fismo de algebras, pues su inverso es el dado por B — B N M. En general, A
no es una o-algebra, pues BM no tiene por qué serlo (s6lo es una o-algebra).

En cualquier caso, la medida m™ en B induce una medida finitamente

aditiva A : A — R, a saber, la dada por A(B) = m™ (BN M).
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Vamos a probar que A es una medida en A, es decir, que si {B,, }ne, €s una

familia de elementos de A disjuntos dos a dos tal que B = |J B, € A, entonces
new

A(B) = > A(Bn).
new
Esto serfa trivial si pudiéramos suponer que la sucesiéon dada esta en M, pero
no podemos. La aditividad finita implica, en cualquier caso, la desigualdad >.
Para probar la contraria tomamos un € > 0.

Como cada B, N M € M, usando la regularidad de m™ obtenemos un
abierto™ tal que B, N M C G,, C M y mM(G,,) —mM(B,) < ¢/2""2. Puesto
que G, y GY tienen el mismo cédigo de Borel y éste ha de estar en (X})M,
tenemos que G es abierto en C y

B, Cc BY ce, MGY) = \(B,) < ¢/2"2,

Por otra parte, como BN M € M, existe un compacto™ tal que C ¢ BN M
y A(BNM)—=X(C) < €/2. De nuevo por la conservacion de los codigos de Borel,
tenemos que C'V es un cerrado en € (luego compacto) y

cV c B, MB) = ACY) < €/2.

Asi tenemos que
cVcBc U GY,

new

luego, por compacidad, existe un m € w tal que CV C |J GY. Por consi-

guiente: n<m
A(B) = AB\CY)+MCY) < 5+ ¥ AGY)
n<m
€ €
<= B — < B
-2 +n;m)\( n)+n§n 2n+2 _n%:w/\( n)+€’

y, como esto es cierto para todo € > 0, tenemos la desigualdad < que perseguia-
mos.

Ahora podemos aplicar el teorema de Caratheodory [T B.19], segin el cual
A se extiende a una medida p sobre la o-dlgebra generada por A.

Ahora bien, A contiene a todos los abiertos basicos B; C €. En efecto.
Si s = si, entonces un coédigo de Borel para B, es la sucesion ¢ dada por
ck(0) =2y cx(n+1) =1+« n=k,y claramente ¢, € M. Asi pues, Bs = B,
y, relativizando esto a M, BM = B por lo que B, = (BM)Y € A.

Esto implica que la o-algebra generada por A contiene a todos los abiertos
de C, luego no es sino la o-algebra de Borel B, y asi tenemos una medida de

Borel p: B — R que extiende a .
Por otra parte, si Bs es un abierto basico, tenemos que
1(Bs) = \(By) = mM (B, 0 M) = mM(BM) = 274,

de modo que p satisface la propiedad que determina a m y, por consiguiente,
@ = m y, como habia que probar, m™(B) = A\(BY) = m(B"). "
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Equivalentemente, lo que afirma el teorema anterior es que si ¢ € CBM y
B, C €, entonces m(B.)™ = m(B.). En particular, “B, es un conjunto nulo” es
absoluto para modelos transitivos de ZF 4+ ED. Veamos ahora el analogo para
la categoria:

Teorema 6.31 “B. es de primera categoria” es absoluto para modelos transi-
tivos de ZF + ED.

DEMOSTRACION: Sea M un modelo transitivo de ZF + ED. Veamos en
primer lugar que si ¢ € (II$), entonces BM es diseminado™ si y solo si B, es
diseminado.

En efecto, si B. no es diseminado, existe un abierto basico By de modo
que By, C B.. Si s = s, en la prueba del teorema anterior hemos visto que
B; = B,.,, donde el cédigo ci estd en M. Por consiguiente, B., C B, y la
inclusioén es absoluta, luego Bﬁ\f CBMy Bé\f es un abierto bésico (no vacio) en
M, luego BM tampoco es diseminado. La prueba del reciproco es idéntica.

Supongamos ahora que B es de primera categoria’. Entonces existe una

sucesion {F, }new € M de conjuntos diseminados™ tal que BM = |J F,.
new

Entonces F,, es también diseminado™ y cerrado™. Por EDM existe una

sucesion {c, }new € M de codigos de Borel (I1$) de modo que F,]\L/I = BM.
Podemos construir explicitamente un codigo de Borel ¢ € CBM tal que
BM = U BM, con lo que BM < B, luego B. C B, = |J B., y hemos

Cn? c'
new new

probado que cada conjunto B,, es diseminado, luego B, es de primera categoria.

Supongamos ahora que BM es de segunda categoria™. Puesto que BM es
de BorelM | tiene la propiedad de Baire, luego existe un G € M abierto™ no
vacio tal que BM A G es de primera categoria™ .

Tomemos codigos de Borel d € (Z9)M, e € CBY tales que G = BM y
BM = BM A BM. Entonces B. = B. A By, By es abierto no vacio y, por la
parte ya probada, B, es de primera categoria. Esto implica que B, es de segunda

categoria. L]

Cuando comparamos dos modelos con los mismos reales, podemos enunciar
los resultados sin codigos:

Teorema 6.32 Sean M C N dos modelos transitivos de ZF + ED tales que
NM = NN Entonces, para todo A € M, A C NM:

a) A C CM es m-medible™ siy sdlo si es m-medible .
b) A tiene la propiedad de Baire™ si y sélo si tiene la propiedad de Baire™ .
c) A es numerable™ si y solo si es numerable! .

d) A contiene un subconjunto perfectoM si y sdlo si contiene un subconjunto
perfecto! .
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DEMOSTRACION: Tenemos que CBY = CBY vy, para todo ¢ € CBM, se
cumple que AM = A, NNM = A.NNN = AN, Por lo tanto, N™ y NV tienen
los mismos conjuntos de Borel y, si B € M es un subconjunto de Borel de NM |
entonces BY = B.

Llamemos B a la o-algebra de Borel de N tanto en M como en N. El
teorema 6.30 nos garantiza que, si B € By B C CM | entonces m(B) es el mismo
calculado en M o en N, por lo que representaremos esta medida simplemente
por m(B). En particular, B es nulo en M si y s6lo si es nulo en N. Igualmente,
un B € B es de primera categoria en M si y so6lo si lo es en V.

a) Sea A€ M, Ac €M, Si Aesm-medible, entonces A = BU N, donde
B € By N =A\DB es nulo”. Basta observar que N también es nulo?”, ya
que esto equivale a que, para todo € > 0, existe un B € B tal que N C B C €
y m(B) < €, y esto sucede en M si y solo si sucede en N. Por lo tanto, A
es medible” (y su medida en N es la misma que en M, a saber, la de B). El
reciproco se prueba igualmente.

El razonamiento para b) es completamente anélogo, cambiando “nulo” por
“de primera categoria”.

c) Si A es numerable en N, entonces existe z € NV tal que A = {7, }new-
Como z € M, también A es numerable™ . El reciproco es obvio.

d) A contiene un subconjunto perfecto en M si y sblo si contiene un con-
junto de Borel no numerable™, si y sélo si contiene un conjunto de Borel no
numerable’, si y sélo si contiene un subconjunto perfecto en N. L]

Este teorema se aplica en particular a V' y al modelo L(N), del que nos
ocupamos en la secciéon siguiente.

6.6 El modelo L(N)

Consideramos ahora el modelo L(N) definido en la seccion 3.8 de [PC], es de-
cir, el menor modelo de ZF que contiene a todos los ordinales y a N. Observemos
en primer lugar que

L(Pw) = L(€) = L(N) = L(R).

En efecto, cada una de estas clases es el menor modelo de ZF que contiene
a todos los ordinales y a Pw, €, N o R, respectivamente, pero todo modelo
que contenga a Pw contiene a C, ya que cada A € Pw puede codificarse por su
funcion caracteristica x , € €, de modo que A € L(C), luego Pw C L(C), luego
Pw = PwnN L) = (Pw)X(®) ¢ L(C). Esto prueba que L(Pw) C L(C), y el
reciproco se prueba analogamente.

La igualdad L(Pw) = L(N) se demuestra de forma similar. Ahora necesi-
tamos una biyeccién absoluta w X w — w, por ejemplo, la biyeccién canédnica
(, ) definida en 3.3. Asi, si z € N, podemos considerar el conjunto

A={necw|Vuv e wh = (u,v) A z(u) =v)}.
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Como A € L(Pw), también x € L(Pw), luego N C L(Pw), luego N =
NEOW) € L(Pw) y L(N) C L(Pw). Para la inclusion contraria podemos usar
funciones caracteristicas, como antes.

Por tdltimo, a partir de un homeomorfismo canonico (por ejemplo, el definido
por las fracciones continuas) N 2 R\ Q, se razona que L(N) = L(R\ Q) = L(R),
ya que Q estad en todo modelo transitivo de ZF.

En [PC 3.51] probamos que L(Pw) cumple el principio de elecciones depen-
dientes, pero ahora vamos a ver que no cumple necesariamente el axioma de
eleccion. Para ello necesitamos un resultado técnico:

Teorema 6.33 Sea ¢(x) una formula con x como tnica variable libre. Sea
M un modelo transitivo numerable de ZFC y consideremos dos conjuntos no
numerables® I, J. Sea P = Fn(I,2,8y) y Q = Fn(J,2,Ry). Entonces, para
todo ordinal o € M se cumple

Ip I ¢(a)"7) 5 g I p(a) "),

DEMOSTRACION: Supongamos, por ejemplo, que (|I| < |J])*. Conside-
remos R = Fn(I,J,8;)M y sea H un filtro R-genérico sobre M. Entonces
(|7] = |J)MH]] pues la aplicacion genérica fy : I — J es suprayectiva.

Sea G un filtro P-genérico sobre M[H] (luego P-genérico sobre M). Veamos
que Pw N M[H][G] = Pw N M[G]. Una inclusion es obvia. Para probar la otra
tomamos x € Pw N M[H][G]. Por el teorema [PC 5.21], existe un buen nombre
o € M[H]? para un subconjunto de & tal que = = 0. Esto significa que

o= U {n} x A4,,

ncw

donde A,, es una anticadena en IP. Ahora bien, P cumple la condicién de cadena
numerable™ 7] (teorema [PC 5.15]), luego cada A,, C P C M es numerable 7],
Por consiguiente, también ¢ C M es numerable™ ], Como (R es R;-cerrado)™,
el teorema [PC 5.8] nos da que, de hecho, o € M¥. Por tanto, x = o0g € M[G].

Tenemos, pues, que (Pw)MCl = (Pw)MHIIE] Como el término Ly(A) es
absoluto para modelos transitivos de ZF, concluimos que para todo ordinal
o € M se cumple L, (Pw)MICl = L, (Pw)MIHIG] A su vez esto implica que los
conjuntos x € M[H][G] que cumplen (z € L(Pw))MHIE] son exactamente los
conjuntos 2 € M[G] que cumplen (z € L(Pw))MICl. Es claro entonces que si
a € M, se cumple

(¢(a)L(?w))M[H][G] o ((b(a)L(ﬂ’w))M[G]’

pues, al relativizar, las variables ligadas quedan restringidas por condiciones
equivalentes. De aqui a su vez obtenemos que

Vp e P plra ¢(@)“P) 5 Vp € P p Ik arpmy o).

Ahora bien, por [PC 5.14] tenemos que P es casi homogéneo en M y en
MH], luego el teorema [PC 4.45] nos da que

Tp Far ¢(@)" 79 5 1p IFarpm p(a) 7).
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Todo el razonamiento vale para QQ igual que para P, luego también tenemos
1o IFar ¢(a) <) 45 g IFprpm ¢(a@)=T).

Por tltimo, como (|I| = [J|)MH] tenemos que P y Q son semejantes en

MH], con lo que el teorema [PC 4.39] nos da que
Te I agg $(@) ) 6 g Ik arp d(@) 7).
En definitiva,

Tp as ¢(a) 2T & Qg kap () LT,
| |
Ahora podemos probar que el axioma de elecciéon no es demostrable en ZF
(ni siquiera en ZF + ED):

Teorema 6.34 Si ZFC es consistente, también lo es ZF + V = L(Pw) + Pw
no puede ser bien ordenado.

DEMOSTRACION: Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC + V = L.
Sea I € M un conjunto no numerable™ y consideremos el c¢.p.o. P = Fn(I,2,R).
Sea G un filtro P-genérico sobre M y sea N = L(Pw)MICl. Por [PC 3.46]
sabemos que N es un modelo transitivo (numerable) de ZF + V = L(Pw). Si
suponemos que (Pw puede ser bien ordenado)”, podemos considerar

K = ‘TW|N — (|CPW‘L(?UJ))M[G},

es decir, el menor ordinal biyectable con (Pw)" mediante una biyeccién perte-
neciente a N. Como P es casi homogéneo™, se cumple que

Ip - (& = |Pw|)LP).

Sea y un cardinal regular™ tal que u > k y sea Q = Fn(u,2,R¢)™. Por el
teorema anterior también lg IF (& = |Pw|)XP*). Sea G’ un filtro Q-genérico
sobre M. Asi k = (|Pw|FP)MIET uego |Pw|MIET = |k|MIE] < K, es decir,
(2N0)M[G’] < k.

Ahora bien, segin [PC 5.23] tenemos que |Pw|MIG] = (2R)MIET — /) >
contradiccion. "

Nota El teorema anterior prueba en realidad la consistencia de ZFC + Pw no
puede ser bien ordenado en L(Pw), en particular la consistencia (con ZFC) de
que L(Pw) no cumpla el axioma de eleccion. En virtud de [PC 3.51] podemos
concluir también que (en ZF) el principio de elecciones dependientes no permite
probar que Pw pueda ser bien ordenado. n

Para extraer més consecuencias del teorema anterior observamos lo siguiente:
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Teorema 6.35 L(N) contiene a todos los subconjuntos proyectivos de N.

DEMOSTRACION: Basta observar que, como N C L(N), la formula F ¢[v] es
absoluta para L(N) y, como todo subconjunto proyectivo de N es de la forma
A={x eN| E ¢[z]}, para cierta formula ¢ de £, concluimos que

— L(N) L(N) _ L(N)
A={zeN | E olz]} = {x e N| E ¢[z]} €LN).
Obviamente, L(N) contiene en realidad a todos los subconjuntos proyectivos

de cualquier espacio w” x N*, pues todos ellos son recursivamente homeomorfos
awoadN.

Segin 6.7, si N C L[a] existe un buen orden A} en N y, por consiguiente,
en cualquier espacio polaco. La pregunta es: jpuede demostrarse la existencia
de dicho buen orden en ZFC, sin suponer N C L[a]? Y la respuesta es negativa.
Mas atn:

(Si ZFC es consistente) la existencia de un buen orden proyectivo en
N (o, equivalentemente, en cualquier espacio polaco no numerable)
es independiente de los axiomas de ZFC.

En efecto, que no puede refutarse se sigue de la consistencia de V = L,
mientras que en la prueba de 6.34 construimos un modelo transitivo M de ZFC
en el que Pw no puede ser bien ordenado en L(Pw) = L(N), es decir, que en dicho
modelo, Pw y, por consiguiente, N, no admite un buen orden que pertenezca a
L(N), luego por el teorema anterior no admite un buen orden proyectivo.

Ejercicio: Demostrar que L(N) contiene a la o-algebra generada por el algebra de
los subconjuntos proyectivos de N. (AyuDA: Asignar a cada uno de sus elementos un
codigo en N.)

6.7 Indiscernibles uniformes

Recordemos brevemente la teoria de los indiscernibles de Silver. Momentéa-
neamente trabajamos en ZFC. Segtin [CG 3.20], para cada z C V,, tenemos
definido (aunque no podemos demostrar que existe) el conjunto zf, que es un
conjunto de féormulas del lenguaje Lr que resulta de anadir al lenguaje de la
teoria de conjuntos un relator monadico R. Este lenguaje tiene por modelo
natural a la clase L[z], donde R se interpreta como la pertenencia a x. En
principio no podemos definir la relacion de satisfaccion de una férmula en una
clase propia, pero en [CG 3.25] se ve que, si existe z¥, si que es posible definir
una relacion L{z] E ¢[aq, ..., a,] con el significado esperado.

La existencia de z! es en tltima instancia una propiedad, no de z, sino de
L[z], por lo que no perdemos generalidad si, en lugar de considerar conjuntos
x C V,, arbitrarios, consideramos tnicamente x € N, ya que para todo x C V,
existe un 2’ € N tal que L[z] = L['], por lo que la existencia de z* equivale a la
existencia de z'f. A su vez, el conjunto z* es un conjunto de férmulas de £, las
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cuales pueden ser codificadas recursivamente por nimeros naturales y z! puede,
a su vez, codificarse por un elemento de N. Asi pues, aqui podemos suponer
que para cada = € N, si existe =¥, entonces z! € N.

Con esta codificacion recursiva no deja de cumplirse el teorema [CG 3.37],
segun el cual la formula

o(x,y) = Existe zh A Y= 2t
es II;. El teorema 6.1 (usando AE) nos da que el conjunto
A={(z,y) € N? | existe z* A y = 2F}

es I o, més explicitamente, que existe una formula aritmética ¥ (z,y, z, w) tal
que (bajo AE),
existe zf Ay = 2¥ & E AzVw ¢z, y].

Veamos que el uso de AE se puede eliminar. Trabajando en ZF + ED,
podemos entender que, por definicion,®

existe #* Ay = ¥ = (existe 2F Ay = xﬁ)L[x’y],
y, como L[z, y] es un modelo de ZFC, esto equivale a

(E AzVw ¢[m,y])L[m’y] < ENANVw oz, g,

donde la tltima equivalencia se debe al teorema de Shoenfield 6.23. Con esto
hemos probado que el caracter I3 del conjunto A es demostrable en ZF + ED,
sin necesidad de AE:

Teorema 6.36 (Solovay) El conjunto {(x,y) € N? | existe z* Ny = 2%} es de
clase T13.

Una consecuencia elemental de este hecho es la siguiente:
Teorema 6.37 Si existe 0° € N, entonces es’ A}.

DEMOSTRACION: Si llamamos A al conjunto II3 considerado en el teorema
anterior, entonces y = 0 ¢ (y,0) € A, luego {0°} es I13(0), que es lo mismo
que I13. A su vez,

(m,n) € 0F < Ay(y € {0} = (m,n) € y) & Vy(y € {0°} A (m,n) € y),
luego 0% es Al. "

Asi pues, si es consistente que exista 0f, también es consistente que exista
un subconjunto Al de w no constructible. En realidad esto puede probarse a
partir de la mera consistencia de ZF'.

6Por [CG 3.38] esto equivale a que exista z! en cualquier modelo interno de ZFC, y z! sera
el mismo en cualquier modelo interno de ZFC en que se calcule.

7Como subconjunto de w X w. Méas ain, si entendemos que 0 es la funcién caracteristica
de un subconjunto de w (un conjunto de férmulas), una ligera variaciéon de la prueba muestra
que dicho conjunto es también Ail)).
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Observemos que en realidad = € L[z, 2% = L[z¥], pues x* codifica un con-
junto de Ehrehfeucht-Mostowski ¥ € L[zf] y

x(m) =n < Lz E R(Im],[n]) < (Vzo ... 2my1 ... yn(xo =0 A

=20+ 1N - ANxp =Tm-1+1Ayo=0A
yi=Yo+1A-Ayp=yYn—1+1AR(@n,yn)) €L,
y la tltima sentencia es absoluta para L[z*].

La consecuencia principal de la existencia de z! es la existencia de una clase
de indiscernibles I, (los indiscernibles de Silver) caracterizada por el teorema
[CG 3.24]. En principio, podemos definir I, como la clase de indiscernibles
construida en L[wﬁ], pero en realidad tenemos que si M es cualquier modelo
interno de ZFC que contenga a z y a xzf, por [CG 3.38] se cumple que 2
)M (z7]

. L ..
= 2% y, més aun, la clase I, cumple en M las condiciones

If[w”]

existe™ y (2

del teorema [CG 3.24], por lo que = IM. En definitiva, no necesitamos

explicitar el modelo interno en el que se calcula I, y, en particular, tenemos que

la formula « € I, es absoluta para modelos internos de ZFC que contengan a x
#

N AR

Las propiedades principales de los indiscernibles de Silver I, C ) son las
siguientes:

En primer lugar son indiscernibles salvo el orden, es decir, que para toda
formula ¢(x1, ..., z,) y dos series de indiscernibles €; < -+ < €,y < -+ < Ny
se cumple que

L{z) E dler, ..., en] & Llx] E dn1, ... nnl-

En segundo lugar todo a € L[x] puede definirse en términos de los indiscerni-
bles, es decir, existen indiscernibles ¢; < - -+ < €, y una formula ¢(x, z1,...,z,)
tales que @ es el unico elemento de L[z] que cumple

Liz] E ¢la, €1, ..., €]

Equivalentemente, la férmula ¢ tiene asociado un término de Skolem ¢, (y
una funciéon de Skolem que la interpreta) de modo que

a = L[z](ty)[e1, - - -, €n]-
En el caso particular en que a € €2, digamos que
€< <g<a<egy << €p.

Entonces, teniendo en cuenta que zf codifica un conjunto de Ehrenfeucht-
Mostowski notable, el teorema [CG 3.13] implica inmediatamente que si to-
mamos nuevos indiscernibles €; < 7;41 < - -+ < 1,, se cumple que

a = L[l’](td,)[él, ey €y i1, - - .nn],
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lo que a su vez se traduce en que a es el tnico elemento® de L[x] que cumple
L[l‘] E ¢[aa €1y 5 € M1y - 77771]

En definitiva, si en la definiciéon de un ordinal « a partir de indiscernibles
aparecen indiscernibles > «, éstos pueden elegirse arbitrariamente entre los
mayores que el maximo indiscernible < a que aparece en la definicion (si lo
hay).

Podemos generalizar esto a conjuntos que no sean ordinales. Si a € Llx]
es arbitrario, podemos considerar el ordinal a tal que existe una semejanza
f o (Lz]d=,<,) — «. Dicha semejanza existe y es tnica en L[z], luego a
puede definirse a partir de o en L[x] (no necesitamos decir “a partir de o y a”
porque x esta interpretado por el relator R incluido en el lenguaje Lg, luego
“no cuenta”’ como pardmetro). Por consiguiente, a es definible en L[z]| a partir
de los mismos indiscernibles que «, luego podemos elegir arbitrariamente los

indiscernibles mayores que « que aparezcan en la definicion.

Esto tiene especial interés cuando, por ejemplo, a € Ly,r(x) [x] (en particular,
1

cuando a € N), pues entonces el ordinal « correspondiente es numerable, mien-
tras que todos los indiscernibles de I, son cardinales no numerables, por lo que,
si a requiere n indiscernibles para ser definido, entonces puede ser definido por
n indiscernibles cualesquiera.

Definicién 6.38 Suponiendo que Az € N existe z#, definimos la clase de los
indiscernibles uniformes como

I'=( L.
zeN

Teorema 6.39 Si Az existe z*, la clase I* es cerrada no acotada, contiene a
todos los cardinales no numerables y, para todo x € N y todo uw € I*, el ordinal
de I, Nu es u.

DEMOSTRACION: La interseccion de cerrados es cerrada (no importa que
sean clases propias: si A es un ordinal limite y A N I* no estd acotado en A
tampoco lo esta cada A N I, por lo que A € I, luego A € I*). Como cada
I, contiene a todos los cardinales no numerables, lo mismo le sucede a I* y en
particular no es acotada.

Fijemos ahora € Ny u € I*. Observemos en primer lugar que I, N u no
estd acotado en u. Si lo estuviera, sea § < u una cota superior. Entonces en
L[z*] podemos definir u como el menor elemento de I, mayor que f3, es decir,
en términos de x y de 8. Por los mismos argumentos empleados en la prueba
de [CG 3.34], en L[z*] tanto = como 3 (y por consiguiente u) pueden definirse
en términos de indiscernibles de [,; distintos de u, lo que lleva a la misma
contradiccién final.

1
8Notemos que, por indiscernibilidad, L{z] £ Vx ¢(z)[e1, - .., € Mit1,- - - n]-
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Esto vale para todo = € N, luego en particular I,s Nu no esta acotado en w.
Por lo tanto, si a < u, podemos definir  en L[] a partir de indiscernibles
menores que u (porque el nimero finito de indiscernibles mayores que a que
aparezcan en una definicion de a se pueden sustituir por otros cualesquiera de
los infinitos que hay entre a y u). También sabemos que x es definible en L[z!] a
partir de indiscernibles arbitrariamente pequenos, en particular menores que u.

Por otro lado, en L[z¥] podemos definir a partir de 2 una funciéon normal
1:Q — I, luego i(«) puede definirse a partir de z y de «, luego también a
partir de indiscernibles de I,; menores que u. Si i(a) es el tinico 8 € L[z*] que
cumple L[z!] E ¢[B3,&1,...,&,], con indiscernibles & < --- < &, < u, entonces,
tomando cualquier indiscernible £ > max{f, u}, tenemos que

Lz EVB((B) &1, &) A B < [€]),

donde podemos sustituir £ por u, lo que nos lleva a que i(a) < u. Esto prueba

que I, contiene una seccion inicial de ordinal o formada por ordinales menores

que u, para todo a < u, luego u < ord(I, Nu), y la otra desigualdad es obvia.
n

Como I* es cerrado no acotado en €2, es el rango de una funciéon normal,
aunque es costumbre numerar los indiscernibles uniformes empezando con el
indice 1 en lugar del 0:

Definicién 6.40 Si Az € N existe 2%, definimos u : Q\ {0} — I* como la
anica semejanza entre ambas clases, de modo que I* = {u, | 1 < a € Q}.

Que I* sea cerrado no acotado se traduce en que, para todo limite A, se
cumple que uy = sup{us | § < A\}. La razén para empezar la numeracion en 1
es el teorema siguiente:

Teorema 6.41 Si Az € N existe ¥, se cumple que u; = Ry y
Na >0 uy < Ny

DEMOSTRACION: La segunda parte se debe a que la aplicacion a +— u~1(R,,)
es inyectiva y creciente, luego necesariamente o < u=1(R,).

Ahora basta probar que ningin £ < N; es un indiscernible uniforme. Para
ello tomamos x € BO tal que ||z|| = . Entonces £ es definible en L[], luego

E¢I,. L]

Teorema 6.42 (Solovay) Supongamos que \x € N existe x*. Entonces, para
todo a > 0 se cumple que cfuqq1 = cfug < No.

DEMOSTRACION: Sea n : 2 x N — Q la aplicacion dada por n(a,x) =
min I, \ (a+ 1), es decir, n(a, x) es el menor indiscernible de I, mayor que «.
Veamos que, para todo « > 0, se cumple que

U1 = sup{n(uq,x) | z € N}.
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Llamemos s al supremo. Como u, < Ugt1 € I, €s obvio que uqy < s < Ug1-
Basta probar que s € I*. Para ello tomamos y € N y observamos que

s = sup{n(uq, ) | x € N} = sup{n(uq,z) | z € N Ay € L[z]},

pues si € N existe un 2’ € N tal que z,y € L[z'] y por [CG 3.34] tenemos que
I C I, luego n(uq, x) < n(uq,z’), luego s es menor o igual que el supremo de
la derecha, y la desigualdad contraria es obvia.

Ahora observamos que si y € L[z] entonces n(uq,x) € I C I, luego s € I,
porque la clase I, es cerrada. Como y es arbitrario, concluimos que s € I*.

Veamos ahora que n(uy,x) < n(u,y) siy solo si n(uq, ) < n(uq,y) (v en
particular lo mismo vale si cambiamos < por =).

En efecto, sea z = (x,y,4% y*),. Entonces en L[z] podemos hablar de  y
de y a través del relator R de L, es decir, sin necesidad de introducirlos como
parédmetros en las formulas, por lo que

n(a,z) < na,y) <> L[z] F ¢la]
para cierta formula v, y basta usar que los u, son indiscernibles en L[z].

Asi, por una parte tenemos que los conjuntos
Cy = {n(uy,x) | x € N}, Co = {n(uq,z) |z € N}

son cofinales en us y en uy41 respectivamente y, por otra parte, podemos definir
f: C1 — C, mediante n(uy,z) — n(uq,z), que estad bien definida (por la
altima propiedad que hemos demostrado) y es una semejanza. En general,
es claro que la cofinalidad de un conjunto bien ordenado coincide con la de
cualquier subconjunto cofinal, por lo que

cfu; =cfCy =cfCy = cfugq.
En particular:
Teorema 6.43 (AE) uy, < Nj.

DEMOSTRACION: Basta probar por induccién que si 1 < a < N3 entonces
Uy < N3. Siu, < Nz, entonces u,4+1 < N3 (porque Nz es un indiscernible
uniforme) y no puede darse la igualdad porque la cofinalidad del primero es
< Ny, Siusg < N3 para todo § < A < N3, entonces uy < N3, y no puede darse la
igualdad porque cfuy = cf A < A < N3, n

Para el teorema siguiente necesitamos una observacion sobre la prueba del
teorema 4.29 que ya hemos usado en la prueba del teorema de Shoenfield. En
ella se parte de un conjunto A C N* de clase Yi(a), representado en la forma

reAs\VyeN U(z,y) esté bien fundado,

donde U (alli lo llamabamos R’) es un arbol en w®*! x w aritmético en a, y a
partir de este arbol U se contruye otro arbol R. Lo que necesitamos senalar
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aqui es que en la construccién de R puede sustituirse w; por cualquier ordinal
no numerable . Mas precisamente, podemos definir un arbol Rf; en w® x « con
la propiedad de que

r€A Vyea?An€w(xln,yln) € RY <+ RY(x) no esta bien fundado,

y es féacil ver a partir de su construcciéon que el término R{; es absoluto para
modelos transitivos de ZF.

Teorema 6.44 Si \x € N existe x*, todo subconjunto 113(a) de N admite una
escala Al(a) en u,.

DEMOSTRACION: Sea A C N un conjunto IT3(a). Por la observaciéon prece-
dente, existe un arbol U en w?® aritmético en a tal que, para todo ordinal no
numerable «a, se cumple que

x € A <> Rfj(x) esta bien fundado,
donde R{}(z) = {s € a=* | (z]y(s),s) € R{}-

Asi, para cada a > w; y cada z € A tenemos definida una funciéon rango:
rang(w, z) : R (x) — © que podemos extender a todo a<“ asignando el valor 0
a todas las sucesiones de ordinales que no estén en R¢ ().

Sea {¢n(vo, - - -, Vk(n)) fnew una enumeracion del conjunto de las formulas de
Form(Lg) (el lenguaje de la teoria de conjuntos méas un relator monédico R)
tales que

L[a] E tdm [Nl, ey Nk(n)] € Q<.

(Notemos que X; no ha de entenderse como NiL[a], sino como el auténtico N;, que
es indiscernible en Lla].) Asi, si K > Ng es un cardinal y & < -+ < &n) < &
son indiscernibles de I, se cumple que

Tn(é-la oo 7£k(n)) = L[a](tn)[§17 s ’gk(n)] c Q<v,

Mas atn, si (o, - . ., Mm—1) € K< es cualquier sucesion de ordinales, sabemos
que existe una formula ¢(vo, ..., vg) tal que (1o, ..., Mm—1) s el Gnico conjunto
que cumple Lla] F ¢((no, - -, Mm-1),&1, - - -, €k ), para cierta sucesion de indiscer-
nibles &; < -+ < & de I,,, que pueden tomarse < k (pues (g, - .., Nm—1) € Ly[a],
luego es definible a partir de I, N k).

Por la indiscernibilidad tenemos que L[a] E t4[Ry,...,N;] € Q<% luego
existe un n tal que ¢ = ¢, k = k(n), y en definitiva hemos probado que toda
sucesion finita de ordinales < s es de la forma 7,(&1,..., &) para ciertos
indiscernibles §; < -+ < &pn) < K en .

Ahora definimos, para cada x € A,

¢n(x) = rang(uk(n)+1a x)(Tn(ulv cee 7uk(n))) < U,

y vamos a ver que {¥,}new €s la escala cuya existencia queremos probar. La
desigualdad v, () < u, se debe a que la imagen de rang(k,x) : k<% — «a es
un ordinal y k<% admite un buen orden, luego tenemos una aplicacién inyectiva
a — k<%, de donde se desprende que |a| < k.
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Tomemos una sucesion {x;};c,, contenida en A y convergente a un & € N
de modo que las sucesiones {¢,,(x;)}ic., son finalmente constantes. Digamos
que ¥, (z;) = ay, para todo i suficientemente grande. Tenemos que probar que
x € Ay que ¥,(x) <« para todo n.

Sea y € N tal que yo = a y;4+1 = z; para todo ¢ € w, de modo que z; € L[y],
luego I, C I,. Sea {is}scq la enumeracion creciente de I,,. El teorema 6.39
nos da que I, Nu, tiene ordinal u,, luego si § < u,, entonces is < uy,.

Ahora observamos que para comprobar si una féormula ¢(vy, ..., v;) cumple
L[a] E t¢[N1, ey Nk] e Q<

no es necesario considerar precisamente los cardinales Ny, ..., N, sino que po-
demos emplear indiscernibles cualesquiera de I,. En particular, podemos em-
plear indiscernibles de I, C I,. Esto significa que la enumeracion {¢,}new
puede calcularse en L[y]. Ademés, como U es aritmético en a, tenemos que
U € Lla] C L[y], luego T € L[y], porque su definicion es absoluta para mode-
los transitivos de ZF. Esto implica que las relaciones

S,?j(vl, e Uk, K) > TANG(K, T4) (Tn (U1, .+ ., Vk(ny)) = rang(k, 25) (Tn (V1, - - -, Vi(n)))

son definibles en Ly] y, fijado n, para 4, j suficientemente grandes (en funcion
de n), se cumplen para (vi,...,V,,K) = (UL,..., Ukmn)s Uk(n)+1), Uego, por
indiscernibilidad, se cumplen también (para los mismos ¢,j) cuando tomamos
(V1 Uk, &) = (i5y, - - - 85 » Uw), PaTa cualesquiera 61 < -+ < Op(n) < U-

Consideremos ahora cualquier sucesion (1o, ...,Mm-1) € Ry#(x). Hemos
probado antes que existen un n e indiscernibles §; < ... < &) < uy en I,
tales que

(7707 o ~;77m—1) = Tn(€17 cee agk(n))

Definimos
Ff(Moy- oy Mm—1) = lilm rang (e, i) (Tn(ig; s - - -5 Ggy ) ))-

Para ver que esto tiene sentido demostraremos que la sucesién de ordinales
cuyo limite estamos considerando es finalmente constante (con lo que cierta-
mente existe el limite), y que no depende de la representacion escogida para la
sucesion (1o, ..., Mm—1)-

En efecto, dadas dos sucesiones de indiscernibles & < -+ < &pn)y < uw y
§1 <ot <&y < U, entonces ig, < ov gy < Uy elg <o < Uy < U
son indiscernibles que satisfacen las mismas relaciones de orden, luego la relacion

L[CL] F t¢n (517 s 7£k(n)) = t¢n/ (giﬂ s agllg(n’))

implica que lo mismo es vélido si cambiamos cada §; por i¢, y cada & por ig/,
luego si

(7707 st anmfl) = Tn(§17 st 76](5(7’1)) = Tn'(£i7 s 7&‘2}(77,’))’
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también se cumple que 7y, (ig,, ..., ig, ) = Ta(ig, .- 7Z§;<n/))' Mas atun, lo
mismo es valido si cambiamos = por &, de modo que si partimos de dos suce-
siones

(7707 s 777'm71) = Tn(gla s 7£k(n)) (,7_: Tn’(§17 s 7§l/€(n’)) = (7707 s 7nm’71)u
también se cumple que 7, (ig,, - - ., ig, () & Tnr(igg, - - ,ig;@( ,)).

Por otra parte, como (7o, ..., Nm—1) € Ry (x), esto es lo mismo que

(N0, Mm—1),x|m) € R,

luego depende sélo de x|, y, como {;};c. converge a x, tenemos que

((7707 e ’nm—l)vxi|m) S Rg]w,

para todo 4 suficientemente grande (en funcion de m). Equivalentemente,

L[a’] = (Tn(£1, e 7£k(n))7xz‘m) c ng

En esta expresion podemos describir la sucesion finita x;|,, de nimeros na-
turales (al igual que U, que es aritmético en a, luego definible a partir de una
formula de Lg) y considerar que es una féormula cuyos tGnicos parametros son
los indiscernibles §; < -+ < &g(n) < U, de modo que, por indiscernibilidad,
también se cumple

L[a] E (Tn(igl, . ,Z'gk(n)),xi|m) S R;}‘”

para todo 4 suficientemente grande (en funcion de m). Esto prueba que, para
todo 7 suficientemente grande, 7, (i¢, , - - ., i¢, ,,,) € B (74).

Por la definiciéon de v, y la hipotesis sobre la sucesion {x;};c., sabemos que
si 4, j son suficientemente grandes se cumple

rang(Up(n)+1, Ti) (T (U1s -+« Uk(n)) = TANG(Up(n) 41, T5) (Tn (U1, - -+, Uk(n))-

Como antes, esto puede verse como una afirmacion en L[a] con parametros
up < -+ < Ug(n)41, luego por indiscernibilidad también se cumple

rang(u, xi)(Tn(i& R i&k(n) )) = rang(ue, xj)(Tn (ifl’ e 7i€k:(71) ))-

Esto significa que la sucesion de ordinales que define a f(no, ..., 7m—1) es final-
mente constante, luego tiene limite.

Tenemos asi definida una aplicacion f : R () — €, y hemos probado
que si s,t € R/*(z) cumplen s = Tn(fl,...,fk(n)) ¢ Tn/(i&,...,ig;(n/)) = t,

entonces 7y (ig,, - ig, () & Tnr (g - - U ), luego

rang (U, ;) (7 (ig, , - - - ,igk(n))) > rang(uy,, ;) (T (igf,- - ’i%n/)))’
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luego f(t) < f(s). Esto implica que R} (z) esta bien fundado, luego concluimos
que x € A. Mas aun, el rango asigna a cada elemento de un conjunto bien
fundado el menor ordinal posible, de modo que, para todo s € R (x), se cumple
que rang(u,,x)(s) < f(s). Esto significa que, para cualquier n y cualquier
sucesion &1 < -+ < §pn) < Uy de indiscernibles de I, y todo i suficientemente
grande:

rang (e, ©)(7n (&1, - - - agk(n))) < rang(u,,, xi)(Tn(iélv oo 7i£k(n)))'

Ahora bien, el teorema 6.39 implica que i,, = u;, luego para todo n y todo i
suficientemente grande

rang (U, ) (7 (U1, - - - 7uk(n))) < rang (g, ;) (Tn (U1, - - - 7uk(n)))'

Por indiscernibilidad (teniendo en cuenta como antes que la relacion anterior
puede expresarse en L[a]) podemos cambiar u,, por uy(,)4+1, con lo que queda

qun(l‘) = rang(uk(n)-‘rla x)(’rn(ula cee 7uk(n)))

< rang(Up(n)+1, i) (Tn (U1, - . ., Up(n))) = Qn,

lo que completa la prueba de que {t, }ne, €s una escala. Veamos que es una
escala en Ai(a). De acuerdo con 2.14 esto supone comprobar que las relaciones
en w x N? dadas por

z<lyerxe AN (z) < ny), Tz <y € ANY(T) < n(y)

estan en Al(a) (donde, si z ¢ A, se define 1, (x) se define como mayor que la
norma de cualquier elemento de A). Ahora, bien, como estamos considerando
una clase de tipo A, la propiedad para <}, es consecuencia de la de <}, pues

<,y <, yN(y <, o).
Tenemos que
rang(r, ) (T (§1, - - Ekn))) < rang(k, y)(7n (1, - -5 Ep(n)))
< Lla,z,y| F @u[&1, - - - Eknys Kl
para cierta formula ®,,, pues U es definible en L[a], al igual que R};. Asi,
r<!ycrcAN(yEAV(@eAnye AN, (z) < Pa(y)))
Gr€ANYEAV(re ANy e AN La,z,y] F @plur, ..., Ukn)s Uk(n)+1]))
SreAANYE AV (e ANy EAN (a,2,y) (cn) =1)),

donde ¢, € w es el codigo de P, en una codificacion de las formulas de L con
respecto a la cual consideramos (a, z, y)* € N.

Ahora basta probar que la relacién (a,z, )" (¢,) = 1 es Ab.
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Ante todo observamos que la condicién para que una féormula ¢ de codigo
¢ deba aparecer en la enumeracion {¢, }nc., es que la formula ¢y = t, € Q<
cumpla Lla] F ¢4[R1,...,R;], lo cual a su vez equivale a que ¢4 € a*. Clara-
mente, la funcién f: w — w tal que si ¢ es el codigo de ¢ entonces f(c) es el
codigo de 94 es recursiva, luego, considerando a* € N, la condicién para que c
sea el codigo de una formula ¢,, es que af(f(c)) = 1. A partir de aqui es pura
rutina construir una relacion recursiva C' que enumere las ¢,,, de modo que

c es el codigo de ¢, <> C(c,n,a).

A su vez, (el codigo de) ®,, puede construirse recursivamente a partir del codigo
de ¢, por lo que también existe una relacién recursiva R tal que

m = ¢, < R(m,n,a").
Por lo tanto, (a,x,y)ﬁ (cn) =14«
Vwzz'm(w = (a,z,y) Az =w* A2 =a* A R(m,n,2") A z(m) = 1)

& Nwzz'm(w = (a,z,9) Az =w* A2 =a* A R(m,n,2') — z(m) =1)

y sabemos que las relaciones z = w¥, 2/ = a* son I13, luego la primera equiva-
lencia es 33 y la segunda II3. .

Es claro que el teorema anterior vale en realidad para cualquier espacio
producto no numerable (pues cualquiera de ellos es homeomorfo a N a través
de un homeomorfismo Al). Examinando la prueba del teorema 4.41 es facil ver
que el teorema anterior prueba que todo subconjunto I13(a) puede uniformizarse
por un conjunto I1}(a). Veremos mas adelante (teorema 7.33) que el axioma de
determinacion proyectiva implica que todo conjunto II}(a) puede uniformizarse
por un conjunto I1}(a).

Una consecuencia inmediata del teorema anterior es la siguiente:

Teorema 6.45 (Martin) Si Az € N eaiste x*, todo subconjunto X3 de N es
Uy, -Suslin.

DEMOSTRACION: Por el teorema 2.31 (y el teorema anterior) tenemos que
todo conjunto Hé es uy,-Suslin, y 2.32 implica entonces que lo mismo vale para
los conjuntos Xj. ]

Si suponemos el axioma de eleccién obtenemos un analogo de 2.26 para
conjuntos 33:

Teorema 6.46 (Martin) (AE) Si Az € N existe z¥, todo subconjunto X3 de
N es Ry-Suslin, y por consiguiente es union de Vo conjuntos de Borel.

DEMOSTRACION: Por 6.43 tenemos que u,, < N3, luego |u,| < Ry y por lo
tanto los conjuntos Eé son No-Suslin. Ahora basta aplicar el teorema 2.38. =

Terminamos con un resultado técnico que necesitaremos més adelante:
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Teorema 6.47 Supongamos que \x € N existe 2. Siy < ug, existe un a € N
y existen ordinales 0 < a3 < -+ < a, < « tales que v es definible en Lla] a
partir de Uq,, ..., Uq,, -

DEMOSTRACION: Razonamos por induccién sobre a. Si a = 1 entonces
v < u; = Ny, y basta tomar a € BF tal que v = ||a||, con lo que 7 es definible
en Lla], sin necesidad de indiscernibles.

Si v < ug, entonces se cumple el teorema por hipétesis de induccion. Si
v = ug la conclusion es trivial. Suponemos, pues que ug < v < ug1. Entonces
~ no es un indiscernible uniforme, luego existe un a € N tal que v ¢ I, luego
es el dnico elemento de L[a] tal que

L[CL] F ¢0[x1a ey Ty Y Yty aym/]’
para cierta formula ¢( e indiscernibles de I, tales que
TL < < Ty <Y<Y < -+ < Yy

Por hipotesis de induccion, cada x; es definible en un Lfa;] a partir de in-
discernibles wq,, ;... Ua,,, ; CON Qip, < . Cambiando a por otro a € N que
codifique a a,ay,...,a, llegamos a que v es el tnico elemento de L[a] tal que

L[a] F ¢1[ua13---,uaﬂ’)/,ylg---,ym/],

con «, < 3. Ahora bien, sabemos que ¥y, ...,y pueden sustituirse por indis-
cernibles cualesquiera de I, mayores que ug. En particular, podemos sustituirlos
por los primeros n cardinales de L[a*] mayores que ug, pero entonces los y; son
definibles en L[a*] a partir de ug, lo que nos permite definir v en L[a®] a partir
de uq, <+ < Uq, = ug. "



Capitulo VII

Juegos infinitos

En el capitulo anterior hemos visto que el axioma de constructibilidad re-
suelve muchas cuestiones que se plantean de forma natural en la teoria descrip-
tiva de conjuntos y que resultan ser indecidibles en ZFC. Por ejemplo, hemos
probado la existencia de conjuntos de tipo Al no medibles Lebesgue y sin la
propiedad de Baire, y de conjuntos de tipo II} sin subconjuntos perfectos, he-
mos determinado las clases de Lusin que son normadas y tienen la propiedad de
aproximacion, etc.

En este capitulo vamos a ver que éstas y otras propiedades posibles de las
clases de Borel y de Lusin pueden reducirse a a un mismo esquema general
puramente conjuntista, a saber, la determinacién de ciertos juegos infinitos. Este
punto de vista nos proporcionaré, por una parte, demostraciones alternativas de
algunos resultados que ya conocemos y, lo que es mas importante, nos permitira
formular un axioma muy simple (el axioma de determinacion proyectiva ADP)
con el cual podremos extender a todas las clases proyectivas los resultados que
en ZFC pueden ser demostrados tinicamente para las primeras de la jerarquia
de Lusin. Si estamos dispuestos a renunciar al axioma de eleccién, el axioma
ADP puede extenderse al axioma de determinacion (AD) que permite extender
muchas propiedades a subconjuntos arbitrarios de cualquier espacio polaco.

7.1 Definiciones basicas

Definicién 7.1 Sea X un conjunto, sea R C X<“ un arbolen X y A C [R] un
conjunto de ramas de R. Llamaremos juego (de longitud w) asociado al drbol
de reglas Ry al conjunto de apuesta A al par J(R, A) = (R, A). Los elementos
de R se llaman posiciones legales del juego J(R, A). Las ramas de R (finitas o
infinitas) se llaman partidas de J(R, A).

Si x es una partida de J(R, A), los elementos xg, x2, x4, ... se llaman juga-
das del jugador I, mientras que los elementos x1, 3, x5, ... son las jugadas del
jugador 11. La partida x la gana el jugador I si es finita y la ultima jugada es
del jugador I o si es infinita y € A En caso contrario la gana el jugador II.

261
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La idea es que podemos imaginar (aunque nuestra imaginacion no forma
parte de las definiciones) que cada partida se construye mediante la interaccion
entre dos jugadores. El jugador I realiza la primera jugada z(, que ha de respetar
las reglas del juego, es decir, que, vista como un elemento s; € X', ha de cumplir
que s; € R. Seguidamente, el jugador II realiza su jugada z1, con la condicién
de que ss = s17 w1 € R, y asi sucesivamente. Si llega un punto en que un
jugador no tiene ninguna jugada legal, éste pierde la partida. En caso contrario,
la partida se prolonga hasta un elemento de [R], y entonces gana I si la partida
pertenece al conjunto de apuesta. Podemos interpretar esto como que I ha
apostado a que es capaz de acabar la partida en A (salvo que II pierda antes),
mientras que II ha apostado a que es capaz de acabarla en [R] \ A (salvo que I
pierda antes).

Una estrategia para el jugador I (resp. II) es una aplicacion o : S — X,
donde S C R es un arbol tal que:

a) Si s € S tiene longitud impar (resp. par), entonces s~ € S para todo
x € X tal que sz € R.

b) Si s € S tiene longitud par (resp. impar), entonces s"o(s) € S.

De este modo, si o es una estrategia para I, el jugador I puede usar o como
criterio para determinar univocamente sus jugadas. Mas precisamente, si o es
una estrategia para I y y € X%, existe una tnica rama o *x y de S (finita o
infinita) que cumple:

(0 xy)2n) = (0 *xy)len"o((0xy)l2n),  (0*xy)2n+1) = (0% y)|2ns1” Yn-

Notemos que si o * y tiene longitud finita, ésta ha de ser impar, es decir,
termina con una jugada de I, ya que, por definicién de estrategia, toda posicion
en S de longitud par puede prolongarse con o. Ademas, si la longitud es 2n+ 1,
necesariamente (o xy)" y, ¢ R.

En definitiva, o * y es la partida que se obtiene empezando con zy = o(9),
seguido de yo, seguido de z1 = o(zg,yo), seguido de y;, seguido de zo =
o(xo,Y0,%1,Y1), etc., y que se prolonga mientras las jugadas para I determina-
das por la sucesion y sean legales.

Anéalogamente, si o es una estrategia para II, se define y x ¢ como la tnica

rama de S que cumple

(yxo)(2n) = (y*0)lan" yn,  (yx0)2n+1) = (Y*0)l2nt1” o((y* 0)l2nt1),

que, en caso de ser finita, tiene longitud par.

Una estrategia o para I (resp. para II) es ganadora si para toda sucesion
y € X¥ tal que o x y (resp. y * o) es infinita, se cumple de hecho que o xy € A
(resp. y x o € [R] \ A).

En otras palabras, una estrategia es ganadora si, cuando el jugador para el
que esta disenada la sigue, éste gana necesariamente la partida.
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El juego J(R,A) esta determinado si uno de los dos jugadores tiene una
estrategia ganadora.

Llamaremos J(A4) = J(X<“, A), donde A C X%, es decir, J(A) es el juego
cuya Unica regla es que cada jugada ha de estar en el conjunto X. Observemos
ahora que, en realidad, todo juego de la forma J(R, A) es equivalente a uno de
la forma J(A’), en el sentido de que cada jugador tiene una estrategia ganadora
en uno si y sélo si la tiene en el otro, de modo que establecer un arbol de reglas
es sOlo una forma de simplificar la definicion de un juego.

En efecto, dado un juego J(R, A), para cada € X* \ [R] existe un minimo
n € w tal que x|, ¢ R, descartando el caso trivial en que R = &, sera n = m+1,
de modo que z|,, € R. Asi,

XU\ [R] = LerBS’

donde I = {s € X<¥ | s ¢ R A s|ys)—1 € R}. Ahora bien, podemos dividir I en
dos subconjuntos: el conjunto I; formado por las sucesiones de longitud impar,
y el conjunto I formado por las de longitud par. De este modo, si definimos
los abiertos
U1: UBSa UZ: UBS?
sel; sels

tenemos que X \ [R] = Uy UUs y cada = € Uy es una prolongacion de una
partida de J(R, A) en la que ha perdido el jugador I por ser el primero en
realizar una jugada ilegal, mientras que cada x € U, es una prolongacion de
una partida de J(R, A) en la que ha perdido el jugador II por el mismo motivo.
Por lo tanto, si llamamos A’ = A U Us, tenemos que todo x € A’ corresponde a
una partida de J(R, A) en la que gana I, ya sea porque = € A, ya sea porque II
ha hecho una jugada ilegal, mientras que todo 2z € X \ A’ corresponde a una
partida de J(R, A) en la que gana II, ya sea porque x € [R]\ A, ya porque I ha
hecho una jugada ilegal.

Es claro entonces que cada jugador tiene una estrategia ganadora en J(R, A)
si y solo si la tiene en J(A’). Es importante recordar que A’ es simplemente la
unién de A con un abierto Us disjunto con A.

Diremos que un conjunto A C X% esta determinado si lo esté el juego J(A).

El axioma de eleccion implica que existen juegos no determinados. Esto es
consecuencia de [TC B.8] y el teorema siguiente:

Teorema 7.2 Si B C N es un conjunto de Bernstein, entonces J(B) no estd
determinado.

DEMOSTRACION: En general, si B C X“ y o es una estrategia para I en
el juego J(B), para cada y € X¥ la partida o * y es infinita, pues no existen
jugadas ilegales. Mas atin, el conjunto

[o] ={o*xylye X} CX¥
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es un cerrado perfecto. En efecto, si z € X\ [o], esto significa que la partida x
no esta jugada de acuerdo a la estrategia o, lo que significa a su vez que existe
un minimo n tal que la posicion x|, estd jugada segin o, pero z|,11 ya no lo
esta. Entonces x € B, ., C X\ [0].

Segtn el teorema 1.1, tenemos que [o] = [A], donde A C X <% es el arbol
formado por las restricciones de los elementos de [o], es decir, el arbol de las
posiciones jugadas segin la estrategia o. Dicho arbol es perfecto. pues cada
posicién de longitud impar admite tantas extensiones incompatibles como ele-
mentos tiene X (suponemos que X tiene al menos dos elementos), luego 1.1
implica que [o] es perfecto. Todo lo dicho vale igualmente si partimos de una
estrategia para II.

Concretando ahora al caso X = w, vemos que si B es un conjunto de Berns-
tein el jugador I no tiene estrategia ganadora para J(B), pues, para cada estra-
tegia o, existe un z € (N'\ B) N [0] y entonces x es una partida jugada segin
o pero en la que es II quien gana. Igualmente, II no tiene estrategia ganadora,
pues si T es una estrategia para II, existe x € BN[7], y entonces x es una partida
jugada segtin 7 en la que I resulta vencedor. L]

Por otra parte, el axioma de eleccién garantiza también la determinacion de
ciertos juegos:

Teorema 7.3 (Gale-Stewart) (AE) Sea X un conjunto, sea R C X<¥ un
drbol bien podado y sea A C [R] un abierto o un cerrado. Entonces el juego
J(R,A) estd determinado.

DEMOSTRACION: Supongamos primeramente que A es cerrado, asi como
que IT no tiene estrategia ganadora, y vamos a probar que I si que la tiene. En
general, si s € R es una posicion de longitud par (en la que le corresponde jugar
al), diremos que s no estd perdida paral si Il no tiene una estrategia ganadora a
partir de s, es decir, si II no tiene una estrategia ganadora en el juego J(Rs, As),
donde Ry, ={te X<¥ |s"te R}y A, ={x € [R;]| s~z € A}

Asi pues, que II no tenga estrategia ganadora para J(R, A) equivale a que
@ 1o es una posicion perdida para I. El punto crucial® es que si s € X?” es una
posicion no perdida para I, existe un x5, € X tal que s™ x5, € R y para todo
Ton+1 € X tal que s"wo, xon41 € R, la posicidén sTxo, rap41 no esté perdida
para 1.

Asi pues, tenemos que @ no esta perdida para I y que, siempre que s sea una
posicion no perdida para I, sea cual sea la jugada legal de II, existe una jugada
de T que da lugar a una posicion no perdida para I. Esta es precisamente la
estrategia para I: elegir en cada momento una jugada legal? que dé lugar a una

IEsto se debe a que, si para cada jugada legal x2, existiera una jugada legal wa,11 tal
que el jugador II tuviera una estrategia ganadora para J(Rs~ws, ~ 29,415 As™zon ~22p41)> @
partir de dichas estrategias podemos construir facilmente una estrategia ganadora para II en
J(Rs, As). Ahora bien, para ello, para cada z2, € X legal hemos de elegir una jugada legal
y una estrategia, lo que, en general, puede suponer una eleccién no numerable y requiere AE.
No obstante, si particularizamos el teorema a X = w, la eleccién es numerable y basta ED.

2Nuevamente, si X = w esta elecciéon no requiere AE (no siquiera ED).



7.1. Definiciones basicas 265

posicién no perdida cualquiera que sea la respuesta de II. Vamos a ver que esta
estrategia es ganadora. Evidentemente, siempre da lugar a partidas infinitas
y, si & € [R] es una partida en la que I juega con esta estrategia, no puede
ocurrir que = € [R] \ A, pues se trata de un conjunto abierto, luego existiria
un cierto n € w de manera que |z, € By,,, C [R]\ A, pero esto supone que
la posicion x|y, estaria perdida para I, ya que II tendria la estrategia trivial de
jugar arbitrariamente.

El caso en que A es abierto se razona analogamente sin més que intercambiar
los papeles de I y II: suponemos que I no tiene una estrategia ganadora, con
lo que, ninguna posicién de longitud I esta perdida para II, y I siempre puede
jugar de modo que pase de una posicién no perdida a otra en la que cualquier
respuesta de I dé lugar a una posicion no perdida. La partida resultante no
puede estar en A, porque si estuviera en A, al ser abierto, daria lugar a la
misma contradicciéon que el caso precedente. [

Ejercicio: Sea R C X<“ un 4rbol no necesariamente bien podado. Demostrar que el
juego J(R, [R]), es decir, el juego en el que I apuesta simplemente a que no se quedara
nunca sin posibilidad de jugar, esta determinado.

En particular, tomando R = X<¥ 0 A = [R] (y observando ademéas que
J(R,[R]) = J([R])), concluimos (con AE) que los abiertos y los cerrados de X%
estan determinados.

Para referencias posteriores enunciamos el siguiente caso particular del teo-
rema anterior, donde lo tinico a destacar es que, como ya hemos explicado, no
depende de AE:

Teorema 7.4 (Gale-Stewart) Sea R C w<“ un drbol bien podado y A C [R]
un abierto o un cerrado. FEntonces el juego J(R,A) estd determinado. En
particular, los abiertos y los cerrados de N estdn determinados.

Definicién 7.5 SiT es una clase de subconjuntos de un espacio X*, llamaremos
Detx(I") a la afirmacion “todo conjunto A € T' estd determinado”. Si T es
una clase de conjuntos definida sobre todos los espacios X“, abreviaremos por
Det(T') la afirmacion “para todo conjunto X, todo A € T'(X) estd determinado”.

Asi, el teorema de Gale-Stewart (que usa AE) implica® Det(XY) y Det(I1?),
mientras que simplemente con ED podemos demostrar Det,,(2Y) y Det,, (IT?).
Cada uno de estos pares de resultados es en realidad uno solo:

Teorema 7.6 SiI es una familia de subconjuntos de X% cerrada para sustitu-
ciones continuas, entonces Detx (I") <» Detx (—I').

DEMOSTRACION: Dado A € T',sea B= {27y |z € X Ay € A}. Notemos
que B = f~![A], donde f : X¥ — X% es la aplicacion continua que a cada

3Pero el teorema de Gale-Stewart es ligeramente mas fuerte, pues implica la determinacién
de ciertos conjuntos de la forma “abierto” U (“cerrado” N “abierto”), es decir, la determinacién
de ciertos conjuntos Ag
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y € X% le quita su primera componente 4. Por lo tanto, B € T', y es inmediato
que si I tiene una estrategia ganadora para J(B), entonces II la tiene para
J(X“\ A) y que si II tiene una estrategia ganadora para J(B) entonces I la
tiene para J(X“ \ A). Esto prueba que Detx(I') — Detx (—I"). La implicacion
opuesta se debe a que —I" también es cerrado para sustituciones continuas. m

Cabe destacar que cuando decimos que necesitamos el axioma de eleccion es
que realmente lo necesitamos:

Teorema 7.7 (ZF) Det(IT)) <+ AE.

DEMOSTRACION: Vamos a demostrar que, para todo conjunto Z, existe una
funcién de elecciéon en PZ. Para ello tomamos X = Z U PZ y consideramos el
juego J(A) cuyo conjunto de apuesta es el abierto cerrado

A={zeX“ |20 CZNzg# DI Nx1 & 20}

Por hipotesis J(A) esta determinado, pero es evidente que I no puede tener
una estrategia ganadora, ya que para ganar se veria obligado a jugar un o C Z
no vacio, y entonces II solo tiene que jugar un z; € xg y ya tiene ganada la
partida. Por lo tanto, es II quien tiene una estrategia ganadora 7. Asi, la
funcion e : PZ\ {@} — Z dada por e(z) = 7(x) es una funcion de eleccion.
(Notemos que 7(x) es la respuesta de II segin 7 cuando I empieza la partida
jugando z.) "

7.2 Aplicaciones del teorema de Gale-Stewart

En esta seccion damos demostraciones alternativas a partir del teorema de
Gale-Stewart (en su version débil, que requiere ED, pero no AE) de algunos
resultados sobre conjuntos analiticos que ya hemos demostrado en los capitulos
anteriores, a la vez que probamos que las generalizaciones a clases posteriores
de la jerarquia proyectiva se reducen a la determinacion de dichas clases.

7.2.1 Subconjuntos perfectos

Sea X un espacio polaco perfecto en el que fijamos una distancia y una
base numerable {U,, } e, Dado un subconjunto A de X, consideramos el juego
J*(A) que se juega segun el esquema siguiente:

[ | U3,07 Uy, Ui
I | io i1

Las reglas son las siguientes:

a) U son abiertos bésicos no vacios de didmetro menor que 27"

b) U§ mU1 =
¢) in
d) ugttuoptt cuop.
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Si Iy II juegan una partida siguiendo estas reglas, existird un tnico punto
ze N U} . Diremos que I gana la partida si z € A.

new

En otras palabras: I comienza el juego presentando a II dos abiertos bésicos.
Entonces II elige uno de los dos, luego I elige otros dos abiertos basicos dentro
del que II ha elegido, y asi sucesivamente.

Observemos en primer lugar que este juego es equivalente a un juego tipico
J(R,A’), para cierto arbol R C w<* y cierto A’ C N. En efecto, podemos fijar
una biyeccion w — w X w que a cada n € w le asigne un par (ng,n1) € w X w
y considerar asi que cada jugada de I no es mas que un ntimero natural =™ que
determina dos abiertos U;* = U,» a partir de la enumeracion fijada para la base
de X. Asi, las reglas de J*(A) se traducen en condiciones sobre las jugadas z™
de I e i, de II que definen un arbol R en w (bien podado, pues es imposible
que un jugador se encuentre sin posibilidades de realizar una jugada legal). Asi,
cada partida de J*(A) se corresponde biunivocamente con una partida jugada
en R.

En particular, cada y € [R] determina una partida de J*(A) y, con ella,
un z € X que determina qué jugador es el vencedor, por lo que tenemos una
aplicacion f : [R] — X dada por y — z. Llamando A’ = j7![A], tenemos
claramente que J*(A) es equivalente a J(R, A").

Es importante que la aplicacién f es continua. En efecto, si U C X es
abierto e y € f71[U], sea x = f(y) € U y sea € > 0 tal que Bc(z) C U. Si
27" < ¢, entonces y € By, ., C fT!U], pues si z € By, ,, el abierto U
determinado por z es el mismo que el determinado por y, luego z, f(z) € W’Z,
luego d(z, f(z)) < 27™ <€, luego f(z) € B(x) C U. Asi pues:

Teorema 7.8 Si X es un espacio polaco perfecto, existe un drbol bien podado
R C w<¥ y una aplicacion continua f : [R] — X tal que, para cada A C X, el
juego J*(A) estd determinado si y sdlo si lo estd el juego J(R, f~1[A]).

Por otra parte:

Teorema 7.9 Sea X un espacio polaco perfecto y A C X. Entonces

a) 1 tiene una estrategia ganadora para J*(A) si y sdlo si A contiene un
subespacio homeomorfo a C.

b) 1I tiene una estrategia ganadora para J*(A) si y sélo si A es numerable.

DEMOSTRACION: Supongamos que o es una estrategia para I. Aunque hemos
definido ¢ como una funcién que actiia sobre posiciones del juego, lo cierto es
que la imagen por ¢ de una posiciéon estd completamente determinada por las
jugadas de IT en dicha posicién. Por lo tanto, podemos ver a ¢ como una
aplicacion que a cada s € 2<% le asigna un par (Us o, Us 1) de abiertos basicos
de X. Asi podemos definir un esquema de Hausdorff A : 2<¢ — PX mediante
A@) =Xy A(s7i) = Us,.
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De este modo, A(0) y A(1) son las clausuras de los abiertos que constituyen la
primera jugada de I segin o, A(0,0) y A(0,1) son las clausuras de los abiertos
determinados por ¢ como segunda jugada para I bajo el supuesto de que la
primera jugada de II sea 0, mientras que A(1,0) y A(1,1) son las clausuras de
la segunda jugada de I segtn o si la primera jugada de IT es 1, etc.

Las reglas de J*(A) implican que el esquema A cumple las propiedades
indicadas en la demostracion del teorema [T 6.18], por lo que determina una
aplicacion ¢ : € — X que es un homeomorfismo en su imagen. Ahora bien,
el hecho de que o sea una estrategia ganadora para I se traduce en que dicha
imagen esta contenida en A. Por lo tanto, A contiene un subespacio homeomorfo
a C.

Reciprocamente, si C' C A es homeomorfo a €, en particular C' no tiene
puntos aislados, luego I puede elegir como primera jugada un par de abiertos
(legales) UJ y UY con la condicién adicional de que ambos corten a C, y puede
mantener esta condicién a lo largo de toda la partida: si Uy y Ui cortan a C'y
IT juega i,,, entonces, como UZ-On NC no puede reducirse a un punto, I puede elegir
dos abiertos legales USH y Uanr1 que siguen cortando ambos a C. Cualquier
estrategia que mantenga esta condicion es ganadora, ya que, para cada n € w,
existe un ¢, € C tal que ¢, € U]'. La sucesion {¢n}new es de Cauchy, luego

converge a un ¢ € C' C A tal que ¢ € () U’. Dicho ¢ no es sino el punto que
new
determina el vencedor del juego, con lo que resulta que I es el vencedor.

Si A = {x, }new una estrategia ganadora para II consiste en jugar i, tal que

Finalmente, supongamos que o es una estrategia ganadora para II. Diremos
que una posicion s de longitud 2n (es decir, que termina con una jugada i,, de II)
es buena para un x € A si estd jugada de acuerdo con o y x € U] . Convenimos
en considerar que & es también una posicién buena para x.

Si toda posicién buena para z admite una extension de longitud 2n + 2
que también es buena para x, entonces podemos formar una partida jugada de
acuerdo con o que termina en x, lo que contradice a que o sea una estrategia
ganadora para II. Asi pues, para cada x € A existe una posicion s, que es buena
para x pero que no admite extensiones buenas para x. Equivalentemente:

ACPs,

donde s recorre las posiciones de longitud impar jugadas de acuerdo con o y, si
£(s) = 2n+1, el conjunto P, contiene a los x € U" tales que, para toda posible
jugada (UJ™, UP) de I que prolongue s, si i, 11 es la jugada que o determina
a su vez como respuesta, se cumple que x ¢ U:fi}

Ahora bien, sucede que P; no puede contener més de un punto, ya que,
dados dos puntos xg, ¥1 € U], siempre hay una jugada legal para I tal que
z; € UM conlo que z;,,, € Ui’;ﬁ, luego z;,,, ¢ Ps. Como el conjunto de
posiciones es numerable, esto prueba que A es numerable. L]

En particular:
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Teorema 7.10 Sea I' una clase de conjuntos cerrada para uniones e intersec-
ciones finitas y para sustituciones continuas, y que contenga a 2(1) U H(l). En-
tonces Dety, (T') implica que, para todo espacio polaco X, todo A € T'(X) no
numerable contiene un subconjunto perfecto.

DEMOSTRACION: Por el teorema de Cantor-Bendixson [T 6.23] podemos
descomponer X = P U N, donde P es perfecto y N numerable. Como la
inclusion i : P — X es continua, AN P € I'(P) y sigue siendo no numerable,
luego podemos suponer que X es perfecto. Basta probar que el juego J*(A) esta
determinado, para lo cual, segiin 7.8 es equivalente a la determinacién de un
juego J(R, A"), donde R es un arbol en w y A’ C [R] es una antiimagen continua
de A, luego A’ € I'([R]). Por el teorema 1.4 existe una retraccion r : N — [R],
de modo que A” = r~1[A’] cumple que A’ = A” N [R]. Por lo tanto A” € T'(N)
(por sustituciéon continua) y también A’ € T'(N) (por ser interseccion de dos
conjuntos de la clase). Finalmente, por la observacion previa al teorema 7.2,
la determinacion de J(R, A’) equivale a la determinaciéon de un juego J(A"'),
donde A" es la unién de A" y un abierto, luego A” € T'(N) y la determinacién
de J(A"") la tenemos por hipotesis. n

Asf pues, una forma alternativa de probar [T 6.28] serfa probar Det, (A1),
pues la clase A% cumple las condiciones del teorema anterior. Esto lo proba-
remos en la seccién siguiente. Sin embargo, vamos a ver que con una ligera
modificacion del juego J*(A) podemos extender el teorema [T 6.28] a conjuntos
analiticos sin necesidad de nada mas que el teorema de Gale-Stewart 7.4.

Para ello consideramos de nuevo un espacio polaco perfecto X, pero ahora
fijamos un conjunto F' C X x N. Definimos el juego Ji(F) que se juega segin
el esquema siguiente:

I ‘ yOvU(?leO y17U017U11
T | i i

con las mismas reglas que J*(A) afiadiendo tnicamente que y; € w. Asi, una
partida de J§(F') determina un par (z,y) € X x N. Establecemos que I gana la
partida si (x,y) € F.

Como en el caso de J*(A), tenemos que J§(F) se puede codificar como un
juego J(R, A’), donde R esun arbolenwy A’ = f~1[F], donde f : [R] — X xN
es la aplicacion continua que a cada partida le hace corresponder el par (z,y)
que resulta de ella.

Teorema 7.11 Sea X un espacio polaco perfecto, sea FF C X xN y A = nx[F].
Entonces

a) Si 1 tiene una estrategia ganadora para J§(F) entonces A contiene un
subespacio homeomorfo a C.

b) Sill tiene una estrategia ganadora para Ji(F), entonces A es numerable.
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DEMOSTRACION: a) Claramente, una estrategia ganadora de I para Jj§(F')
da lugar a una estrategia ganadora para J*(A) sin mas que no tener en cuenta
los y;.

b) Supongamos que II tiene una estrategia ganadora o para Jj(F). Sea
x € Ayseayg € N tal que (x,y9) € F. Razonamos como en 7.9: Diremos
que una posicién s de longitud 2n es buena para x si estd jugada de acuerdo
con o, los y; son los dados por yol, y © € U]’ . Como en 7.9 concluimos tiene
que haber una posiciéon s buena para x que no pueda prolongarse a otra mayor,
con lo cual z € P (nt1), donde Ps , contiene los x € U;" tales que, para toda

5,40
posible jugada (a, U(?'H, 7*1) de T que prolongue a s, si i, es la jugada que

o determina a su vez como respuesta, x ¢ U . Por lo tanto,

A C UPs,as

s,a

donde s recorre las posiciones de longitud par jugadas de acuerdo con oy a € w.
Al igual que en 7.9, razonamos que P, , contiene a lo sumo un punto, y esto
implica que A es numerable. L]

Como consecuencia:

Teorema 7.12 Todo conjunto analitico no numerable en un espacio polaco con-
tiene un subconjunto perfecto.

DEMOSTRACION: Sea X un espacio polaco y A C X un conjunto analitico
no numerable. Por el teorema de Cantor-Bendixson podemos suponer que X
es perfecto. Por definicion de conjunto analitico existe un cerrado FF C X x N
tal que A = 7wx[F]. Por el teorema anterior basta probar que Ji(F') esta
determinado, lo cual equivale a que cierto juego J(R,F') esté determinado,
donde R es un arbol bien podado en w y F’ C [R] es una antiimagen continua
de F, luego un cerrado en [R]. Basta aplicar el teorema Gale-Stewart 7.4. m

El mismo argumento empleado para probar 7.12 nos da:

Teorema 7.13 Det,, (I1}) implica que todo conjunto E,lH_l no numerable en un

espacio polaco contiene un subconjunto perfecto.

7.2.2 La propiedad de Baire

Sea X un espacio polaco (en el que fijamos una distancia) y sea B una base
numerable de X (en realidad, basta con que B sea una base débil, es decir, un
conjunto de abiertos no vacios tales que todo abierto no vacio de X contenga
uno de ellos). Sea F' C X x N. Definimos el juego de Banach-Mazur G§*(F')
como el juego que sigue el esquema siguiente:

I ‘ yOaUO y17U1
I ¥ 7

con las reglas
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a) Up, V, son abiertos de B de diametro < 27™.
b) Upy1 CV,, CU,.

C) Yn Ew.

Asi, cada partida determina un y € N y un tnico x € () U, = (] V.. El
new new

jugador I gana la partida si (z,y) € F.

(En realidad G§*(F) es la variante del juego de Banach-Mazur G**(F) pro-
piamente dicho, en el que F C X y I no juega los enteros y,.)

Como en el caso de los juegos que hemos tratado antes, es facil reformularlo
como un juego J(R, F'), donde R es un arbol en w (obviamente bien podado) y
F' C [R]. Mas concretamente, existe una aplicacion continua f : [R] — X x N
que a cada partida z le asigna el par (z,y), y F' = f~1[F].

Teorema 7.14 Sea X un espacio polaco, sea F C X x N y A =nx[F].

a) Sil tiene una estrategia ganadora para Gi*(F'), entonces existe un U € B
tal que U \ A es de primera categoria.

b) SilIl tiene una estrategia ganadora para G§*(F), entonces A es de primera
categoria.

DEMOSTRACION: Veamos primero b). Sea o una estrategia ganadora para
el jugador IT y sea x € A. Tomamos yg € N tal que (z,y0) € F.

Diremos que una posicién s de longitud 2n es buena para z si esté jugada de
acuerdo con la estrategia o, las jugadas y; de I son las dadas por yg|, y = € Vj,.
Entonces, ha de haber una posicién buena para x que no pueda prolongarse a
otra posiciéon buena para x, pues, en otro caso, obtendriamos una partida jugada
segliin o en la que ganarfa I. En otras palabras, existe una posiciéon buena s tal
que, para toda jugada posible de I (con y,+1 = yo(n + 1)), la jugada siguiente
segin o hace que « ¢ Vj,11.

Si s es una posicion de longitud 2n jugada seglin ¢ y a € w, llamaremos Cs 4
al conjunto de todos los z € X tales que x € V,, y, para toda jugada (legal) de I
de la forma (a,Up41), el abierto V;,11 determinado por o cumple que x ¢ V,,41.

Hemos probado que, dado z € A, existe una posicion s de longitud par
jugada segin o y un a = y(n + 1) de modo que z € Cs 4 0, lo que es lo mismo
AcCse.

s,a

Ahora bien, sucede que C;s, es diseminado, pues lo contrario significa que
existe un abierto no vacio U,4+; C 65,,1 C V,, que podemos tomar tal que
Upi1 € By d(U,y1) <2771 Sea entonces V,,;1 el abierto determinado por
o si I prolonga s con (a,U,11). Entonces Vi1 C Vig1 C Upy1 C Csq, luego
Vi1 NCs o # @, pero esto es absurdo, por la propia definicién de Cj ,.

Como los pares (s, a) recorren un conjunto numerable, concluimos que A es
de primera categoria.
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a) Si I tiene una estrategia ganadora para G§*(F'), es claro que también la
tiene para el juego G**(A). Soélo tiene que seguir su estrategia desechando los
Yn que ésta le proporciona. Si o es una estrategia, llamemos U = ¢(@) y vamos
a probar que II tiene una estrategia ganadora para G**(U \ A). Admitiendo
esto, toda la demostracion del apartado b) se simplifica (al adaptarla a G** en
lugar de G*) para probar que U \ A es de primera categoria.

Veamos cudl es la estrategia de II. Sea U la primera jugada de I y suponga-
mos en primer lugar que Uy ¢ U. Tomamos = € Uy \ U. Entonces, como X \ U
es un entorno de x, se cumple que Uy N (X \ U) es un abierto no vacio, luego
podemos tomar Vo € B, Vo C Vo C Ug \ U, d(Vp) < 1/2. Jugando Vj, II tiene
asegurada la victoria sean cuales sean las jugadas posteriores.

Supongamos ahora que Uy C U. Entonces II puede responder con el abierto

Vo determinado por ¢ para la partida que empieza con U seguido de Uy. En

general, II puede jugar de modo que cada posiciéon de la partida se convierta en

una posicién segin o cuando se le antepone U. De este modo se asegura de que

el punto final 2 esté en U N A, luego no estard en U \ A y ganara la partida.
u

Como aplicacién obtenemos una demostraciéon alternativa del teorema 1.46:
Teorema 7.15 Todo conjunto analitico tiene la propiedad de Baire

DEMOSTRACION: Sea X un espacio polaco y A C X un conjunto analitico.
Sea F' C X x N un cerrado tal que A = wx[F]. El juego G§*(F') es equivalente
a un juego que cumple las hipotesis del teorema de Gale-Stewart 7.4, luego esté
determinado.

Si II tiene una estrategia ganadora, entonces A es de primera categoria, luego
tiene la propiedad de Baire.

Supongamos que es I quien tiene la estrategia ganadora. Entonces existe
un abierto basico no vacio (de una base numerable) Uy C X tal que Uy \ A es
de primera categoria. Sea U la unién de todos los abiertos con esta propiedad.
Entonces U \ A esta contenido en una uniéon numerable de conjuntos de primera
categoria, luego tiene primera categorfa. Si probamos que A\ U también es de
primera categoria, tendremos que lo es AAU, y asi A tendra la propiedad de
Baire.

Supongamos que A\U = 7x[F\ (U x N)] no es de primera categoria. Como
F\ (U x N) es cerrado, el juego G§*(F \ (U x N)) esta determinado, de nuevo
por el teorema de Gale-Stewart, pero Il no puede tener una estrategia ganadora,
luego la tiene I. Esto significa que existe un abierto basico no vacio U’ tal que
U’\(A\U) es de primera categoria. Como ﬁ/\A C U/\ (A\U), también ﬁ/\A es
de primera categoria, luego U’ C U por definicion de U, luego U’ C U \ (A\U),
luego U’ es de primera categoria, lo cual es absurdo. L]

Adaptando ligeramente el argumento anterior obtenemos:

Teorema 7.16 Det,, (IT}) implica que todo conjunto E;H en un espacio polaco
tiene la propiedad de Baire.
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1) es equivalente a Det,(3}) y, por
otra, que todo conjunto E,ll 11 tenga la propiedad de Baire equivale a que la ten-
gan todos los conjuntos H}l +1- En particular, hemos probado que todo conjunto

Notemos que, por una parte, Detw(l'[1

II} tiene la propiedad de Baire.

7.2.3 Conjuntos universalmente medibles

El teorema 1.47 demuestra que los conjuntos E% son universalmente medi-
bles. Vamos a estudiar ahora bajo qué circunstancias podemos asegurar que lo
mismo les sucede a los conjuntos 3., 11- Por conveniencia estudiaremos conjun-
tos 1'[711 11, aunque el problema es equivalente, pues un conjunto es universal-
mente medible si y sblo si lo es su complementario.

Sea X un espacio polaco no numerable (si es numerable todos sus subcon-
juntos son medibles) con una medida de Borel p. En la prueba del teorema
[T 6.36] hemos visto que podemos construir otra medida unitaria en X con los
mismos conjuntos medibles, por lo que no perdemos generalidad si suponemos
que f es unitaria.

Usando un isomorfismo de Borel f : € — X para transportar la medida,
no perdemos generalidad si suponemos que X = €. (Si probamos que todos los
conjuntos de TT}, +1(€) son medibles para la medida transportada, los conjuntos
de IT},, | (X) seran p-medibles.)

Sea {t, }new una enumeracion de 2<% y {s, },<, una enumeracion de w<¥.
Para cada F C € x C y cada € > 0, definimos el juego Jj(F,€) que se juega
segun el esquema;:

I | 20,90 T1, Y1
11 ‘ 20 z1

con las reglas:
a) Tn,Yn € 2, 2p € W.

b) SiU, = U
1<l(S2,)

By, ) se cumple que p(Uy) < /2772,

Asi, cada partida determina un par (x,y) € € x € y un abierto U = |J U,.

new
El jugador I gana la partida si (z,y) € FN ((C\U) x C).

En la practica podemos pensar que las jugadas de II son uniones finitas de
abiertos bésicos de €. La jugada z, determina una sucesion s, € w<¥ la
cual determina a su vez una sucesion finita ¢, (0),---,%s., (k) € 2<% la cual
determina a su vez el abierto U,, y cualquier unién finita de abiertos bésicos
puede obtenerse de esta forma.

Al igual que sucedia con los juegos que hemos analizado previamente, es
facil reducir J)(F,e) a un juego J(R,B), donde R es un arbol (obviamente
bien podado) en w. Para analizar B, observamos que tenemos una aplicacion
continua f : [R] — € X € x N que a cada partida le asigna las sucesiones

(m? y7 Z)
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El conjunto C de las partidas w € [R] tales que, si f(w) = (z,y,2), z € C\U,
es cerrado en [R]. En efecto, si w € [R]\ C, tenemos que x € U,, para un n € w,
luego existe un r € w tal que x € B, C U, Por continuidad, existe un k € w
tal que B,), N[R] C f~'[B,, xCx B , con lo que z € B, N[R] C [R]\C.

z|n+1}

Claramente, el conjunto de apuesta B es C' N f~1[F x N], y es claro que
si F € TIL (€ x @), entonces B € I} (N). Ademas, la determinacion del juego
Jy(F, €) equivale a la de un juego J(B’) donde B’ es la uniéon de B y un abierto,
luego B’ € TIL(N). Por consiguiente, Det,,(II}) implica que el juego J4(F, €)
esta determinado siempre que F € I}, (C x C).

Teorema 7.17 Sea p una medida de Borel unitaria en €, ¢ >0, FCCxCy
A= X [F]

a) Siltiene una estrategia ganadora en el juego Ji(F,€), entonces A contiene
un conjunto p-medible de medida positiva.

b) Sill tiene una estrategia ganadora en el juego Ji(F,€), entonces existe un
abierto U C C tal que AC U y u(U) <e.

DEMOSTRACION: Sil tiene una estrategia ganadora o, sea C' C N el conjunto
de las sucesiones z € N tales que si II juega zg, 21, ... sus jugadas son legales.
Se cumple que C' es cerrado, pues si z € N\ C, existe un minimo n € w tal que
la jugada z, es ilegal, con lo que z € B, ., C N\ C.

La aplicaciéon C — € que a cada z € C le asigna el punto x correspondiente
a la partida o % z es continua, luego su imagen, que es el conjunto B C A de
todos los puntos de X construidos mediante partidas en las que I juega segin o,
cumple B € X}(€). Por el teorema 1.47 sabemos que B es p-medible. Sélo
hemos de probar que no tiene medida nula.

Si fuera u(B) = 0, existirfa un abierto G tal que B C G y u(G) < €/23.
Expresamos G' como uniéon de abiertos béasicos G = |J G;, donde cada G; es

1EW
de la forma By, para cierta t € 2<¢. Como dos abiertos bésicos distintos estan
uno contenido en otro o son disjuntos, podemos refinar la unién para que los G;
sean disjuntos dos a dos.

Definimos Uy como una unién finita de abiertos G; tal que u(G\Up) < €/25,y
asegurando que al menos Gy C Uy. Tenemos que u(Up) < €/23. Similarmente,
definimos U; C G \ Up como una unién finita de abiertos G; de modo que
w(G\ (Uy UUy)) < €/2°, asegurando que G C Uy U U;. Procediendo de este
modo construimos una sucesion {U, } <., de abiertos en C, cada uno de los cuales
es una unioén finita de abiertos bésicos, u(U,) < /23" y Bc G = |J U,.

new
Entonces, la sucesion U, determina una estrategia para II (jugar en cada paso

U,, independientemente de lo que haga I), que claramente burla a la estrategia o,
pues el conjunto U resultante serd G y, si I juega segtin o, el punto = resultante
estard en B C U. Esto contradice que o sea una estrategia ganadora, luego B
ha de tener medida positiva.

Supongamos ahora que es II quien tiene una estrategia ganadora o. Para
cada par (s,t) € 21 x 271 llamemos U ; al abierto U,, que determina o como
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jugada n-sima de II cuando I ha jugado hasta el momento x; = s(i),y; = t(i).

Sea G = |JUs .
s,t

Claramente, U es abierto y A C U, pues si ¢ € A, existe un y € C tal que
(z,y) € F. Entonces I puede jugar en cada turno z(n),y(n) y, si II aplica su
estrategia o, al final de la partida se llega al punto (z,y) € F, luego la tnica
forma en que II puede ganar es que x esté en U, lo que significa que esta en
U, =U, ., bara cierto n € w, luego = € G. Por otra parte,

Z“ U Us.t) <222n+2 23§+3:6'

n=0 s t€2n+1

\n+1,y|n+

Con esto podemos probar:

Teorema 7.18 Det,, (II.) implica que todo conjunto Hn+1 en un espacio polaco
es universalmente medible.

DEMOSTRACION: Hemos visto que basta ver que todo B € II, . (C) es me-
dible para toda medida de Borel unitaria p en C. En la prueba del teorema 1.47
hemos visto que existe un conjunto B que es Gg, B C B y todo conjunto de
Borel contenido en B\ B es nulo. Sea A = B\ B € %) ,1(C). Por el teorema 2.9,
existe un F € II}(C x @) tal que A = mx|[F].

Por hipotesis, dado € > 0, el juego J'(A,€) esta determinado, pero por el
teorema anterior I no puede tener una estrategia ganadora. Esto significa que
la tiene II, luego, de nuevo por el teorema anterior, existe un abierto G tal que
A C Gy u(G) < e. Esto implica que p*(A) = 0, donde p* es la medida exterior
asociada a p, pero todo conjunto de medida exterior nula es medible, luego B \B
es medible, luego B también lo es. m

Como en el caso de la propiedad de Baire, observemos que Detw(H}L) es
equivalente a Det,,(X1), asi como que la medibilidad de los conjuntos IT! 11
equivale a la de los conjuntos X} 11

Notemos también que en la demostracién de 7.17 hemos usado que los con-
juntos analiticos son universalmente medibles, luego, al contrario de lo que su-
cedia con la propiedad de Baire, en este caso no podemos usar el argumento
para obtener una prueba alternativa de este hecho.

7.3 La determinacion de los conjuntos de Borel

Mas adelante veremos que no es posible demostrar en ZFC que todo con-
junto E% es universalmente medible, por lo que tampoco es posible demostrar
Detw(Ei). El méximo resultado de determinaciéon que puede, pues, probarse en
principio en ZFC es Det(A%)7 y vamos a ver que, en efecto, esto es posible.
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Por conveniencia, vamos a representar las estrategias para un juego J(R, A)
de una forma ligeramente distinta de como las hemos representado hasta ahora.
En lugar de considerar que una estrategia es una aplicacion o : S — X, donde
S C R es un arbol, podemos considerar que una estrategia es ella misma un
arbol 0 C R. Concretamente, una estrategia para I es un arbol ¢ C R que
cumpla las condiciones siguientes:

a) Si s € o tiene longitud par, existe un tnico = € X tal que s™z € 0.

b) Si s € o tiene longitud impar y € X cumple que s™x € R, entonces
sTreo.

Una estrategia para II se define anélogamente, sin mas que intercambiar las
palabras “par” e “impar”. De este modo, las partidas jugadas de acuerdo con o
son simplemente las ramas de o, finitas o infinitas. Es obvio que toda estrategia
en este sentido determina univocamente una estrategia equivalente en el sentido
anterior (equivalente en cuanto a que determina las mismas partidas en funcion
de las jugadas del adversario) y viceversa.

Llamaremos X!(R) y L1(R) a los conjuntos de todas las estrategias para los
jugadores I y II (respectivamente) en un juego en el conjunto X determinado
por el arbol R C X <% (notemos que el conjunto de apuesta puede determinar si
una estrategia es o no ganadora, pero no influye a la hora de decidir si un arbol
es 0 no una estrategia).

Definimos también los conjuntos de estrategias parciales

Zi(R) =U EI(RQX<2TL+1), EE(R) = U EH(RQX<27L+2)‘
new new

Definicion 7.19 Un cubrimiento ¢ : R — S de un arbol S en un conjunto Y
por un arbol R en un conjunto X es una terna ¢ = (c, c!, c!!), donde

cl ¢: R — T es una aplicacién que conserva el orden y las longitudes de las
sucesiones (es decir, que ¢(c(r)) = £(r), para todo r € R). Claramente ¢
induce una aplicacién ¢ : [R] — [S], a la que llamaremos con el mismo

nombre. Concretamente: c¢(z) = |J c(z|p).
new

c2 ' BI(R) — TI(S) es una aplicacion tal que o C o’ — cl(o) C (o)
y que induce una aplicacién c' : $(R) — $1(S). Para c!! exigimos lo
mismo.

c3 Para cada o € Z1(9), si s € cl(0), existe un 7 € o tal que ¢(r) = s, y si
y € [c!(0)] existe un x € [o] tal que ¢(z) = y. Lo mismo es valido para II.

Diremos que un cubrimiento ¢ : R — S resuelve un juego J(S, A) si se
cumple que ¢~ }[AN[S]] = [R] N C, donde C es abierto y cerrado en X“.

Observemos que si un cubrimiento resuelve un juego J(S, A), también re-
suelve el juego J(S,[S]\ A4).

Esta propiedad nos permite aplicar el teorema de Gale-Stewart:
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Teorema 7.20 (AE) Siun cubrimiento ¢ : R — S resuelve un juego J(S, A),
entonces J(S, A) estd determinado.

DEMOSTRACION: Sea B = ¢ 1[AN[S]], que por hipétesis es abierto y cerrado
en [R]. Por el teorema de Gale-Stewart sabemos que J(R, B) esta determinado.

Supongamos que o es una estrategia ganadora para I en J(R, B) y veamos
que c!(c) es una estrategia ganadora para I en J(S, A). Sélo hemos de probar
que [c}(0)] € A. Ahora bien, si y € [¢!(0)], entonces existe un x € [o] tal que
ol(z) = y. Entonces x € B, puesto que o es ganadora, luego y € A.

El mismo razonamiento prueba que si o es una estrategia ganadora para II
en J(R, B), entonces c!!(c) es una estrategia ganadora para Il en J(S, 4). =

Definicion 7.21 Diremos que un cubrimiento ¢ : R — S es un k-cubrimiento,
donde k € w,si RN X<k =8nY<ky

a) Sir e RN X<k entonces c(r) = r.

b) Si2n < ky o€ BHRN X< entonces c'(o) = o, e igualmente con
¢! cambiando 2n por 2n + 1.

Diremos que un conjunto A C Y% es absolutamente resoluble si para todo
arbol S en Y, para toda funcion continua f : [S] — Y y todo k € w, existe
un k-cubrimiento ¢ : R — S que resuelve el juego J(S, f~1[A]).

Llamamos U a la clase de conjuntos definida sobre todos los espacios de la
forma Y, para todo conjunto Y, de modo que U(Y*) es la clase de todos los
subconjuntos de Y“ absolutamente resolubles.

Vamos a demostrar las propiedades siguientes:

a) (AE) Si A € U(Y¥) y S es cualquier arbol en Y, entonces J(S, A) esta
determinado.

b) La clase U contiene a los cerrados.
¢) La clase U es cerrada para complementos.
d) La clase U es cerrada para intersecciones numerables.

La propiedad a) es inmediata: tomando como f : [S] — Y la inclusion, el
juego J(S,[S]N A) esta determinado por el teorema anterior, pero esto equivale
a que lo esté el juego J(S, A).

La propiedad c) también es obvia: si tomamos A € U(Y¥) y S es un ar-
bolen Y, f : [S] — Y“ es una aplicacion continua y k € w, entonces existe
un k-cubrimiento ¢ : R — S que resuelve el juego J(S, f~1[A]), luego tam-
bién resuelve el juego J(S,[S]\ f71[A]) = J(S, fHY“ \ A]), luego Y \ A es
absolutamente resoluble.

Nos falta probar b) y d), pero antes observemos que estas cuatro propiedades
implican inmediatamente el teorema central de esta seccion:
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Teorema 7.22 (AE) (Martin) Se cumple Det(A}).

DEMOSTRACION: Las propiedades b), ¢) y d) implican que U(Y*) es una o-
algebra en Y“ que contiene a los abiertos, luego contiene a la o-algebra de Borel,
luego la propiedad a) implica que todo conjunto de Borel esta determinado. =

La parte mas delicada es la demostracion de b):
Teorema 7.23 Todo conjunto cerrado es absolutamente resoluble.

DEMOSTRACION: En las condiciones de la definicién de resolucién absoluta,
llamamos F' = f~![A], que es un cerrado en [S], luego existe un arbol J en Y
tal que F = [J].

Notemos que si k < &/, todo k’-cubrimiento es también un k-cubrimiento,
luego basta probar que se cumple la definicién de resolucion absoluta para k
arbitrariamente grande. En particular, podemos suponer que k = 2m.

Consideramos a continuacién el juego J* que se juega segin el esquema
siguiente:

I ‘ To s Tam-2 (z2m, P) Tom+2
IT ‘ HATEE Tam—1 (T2m+1,u) T2m+3

y con las reglas siguientes:

a) (zo,...,x,) € S para todo n € w.
b) PCSy(.’EQ7...,$2m)€P.
¢) O bien u = @ o bien u = (z0,T1,. .., Loami1, Thyro-- - Thyy) € P\ J.

d) Siu = @, a partir de la jugada 2m + 2 ambos jugadores han de respetar
las reglas adicionales siguientes:

1. T debe jugar de modo que, para todo y € Y, si (xq, ..., T2, Yy) € S,
entonces (xq, . .., T2, y) € P (es decir, I debe garantizar que cualquier
jugada legal que pueda hacer II quede dentro de P, y si no puede
lograrlo pierde).

2. II debe garantizar que las posiciones siguientes estén en J.

e) Siu= (20,1, Tams1,Typ2,---,Ty 1), entonces las jugadas siguien-
tes de ambos jugadores deben ser precisamente

W o
L2m41 = Lom425 -+ -y L2041 = Lop41-

A partir de la jugada x99 ambos jugadores son libres de jugar sin some-
terse mas que a la regla a).
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Mas informalmente: En la jugada 2m, el jugador I hace una oferta a II
consistente en que II se comprometa a jugar en J (y rendirse si no lo consigue)
a cambio de que I se comprometa a rendirse si II logra salirse de P. No obstante,
II puede rechazar la oferta, y entonces ambos jugadores se comprometen a hacer
sus proximas jugadas de acuerdo con la sucesion u fijada por II.

Estas reglas determinan un arbol R sobre un cierto conjunto X y podemos
definir ¢ : R — S de forma obvia (eliminando P y u en las posiciones de
longitud mayor que 2m). En particular, RN X<* = SN Y <k como exige la
definicién de k-cubrimiento. Definimos

C={zeX*|(xg,...,%2m) € PCS Au=0}

Claramente C es un abierto cerrado en X* y ¢ ![F] = [R]NC, pues una partida
Z € [R] N C cumple que u = 0, luego todas las sucesiones finitas (xg,...,Z2:+1)
estan en J, luego ¢(Z) € F. Reciprocamente, si ¢(Z) € F', ha de ser u = 0, por
las reglas c) y e).

De este modo, si definimos adecuadamente aplicaciones ¢! y ¢!, tendremos
que ¢ es un k-cubrimiento que resuelve el juego J(S, F).

Aunque aqui va a ser irrelevante, podemos completar la definicién de J*
estableciendo que el conjunto de apuesta es B = ¢~ ![F], en consonancia con la
demostracion de 7.20, de modo que J* = J(R, B).

Sea o € YL(R) una estrategia parcial y vamos a definir c!(c). Para i < m,
la jugada xo; prescrita por c¢'(o) para J(S, F) es la misma prescrita por o para
J* (de acuerdo con la definicion de k-cubrimiento). En ese punto, si II juega
Zom+1, la respuesta de I consiste en aplicar o a la jugada (2,41, 9), supuesto
que (zg,...,Tam+1) € J y continuara asi salvo que llegue un momento en que
u = (zg,...,2a4+1) ¢ J. Sise da el caso, I pasara a aplicar o tomando como
jugada de IT en el turno 2m+1 el par (x2,,41,u). Notemos que, como o respeta
la regla d) 1, se cumplird que u € P\ J, luego la jugada (zg;,+1,u) es legal.
Por la regla e), las respuestas de o a las jugadas que ha hecho II hasta el turno
20+ 1 serén las dadas por u, es decir, las mismas que antes, luego I podra seguir
aplicando la estrategia parcial o a partir de la posiciéon 2] 4+ 2 mientras o esté
definida.

Con esto queda definida la estrategia c'(0). Observamos que si 0 € LI(R),
es decir, si ¢ proporciona una jugada legal a I en J* mientras II juegue legal-
mente, al aplicar ¢! a las restricciones de o obtenemos una estrategia c!(o) que
proporciona una jugada legal a I en J(S, F) mientras IT juegue legalmente (es
decir, mientras mantenga la partida en ).

Asi, ¢! cumple claramente las propiedades c1, ¢2 y la primera parte de c3
de la definicion de cubrimiento. La segunda parte afirma que si 0 € X(R)
e y € [c!(0)], entonces existe un x € [o] tal que c}(x) = y. Solo hemos de
observar que, aun en el supuesto de que I deba cambiar la partida de J* que
construye a partir de las jugadas de II, a lo sumo lo hara una vez y, si lo hace,
las posiciones finitas suficientemente grandes convergen a una partida « € [0]
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(es decir, se extienden mutuamente) que cumple lo requerido. También es obvio

que ¢! cumple la definicién de k-cubrimiento.

Consideremos ahora una estrategia parcial 7 € YII(R) y vamos a construir
una estrategia parcial ¢!!(7). Como en el caso anterior, para las primeras ju-
gadas, II se limita a aplicar 7 a las jugadas de I. Puede hacer esto hasta la
jugada 2m (mientras 7 esté definida), en la que debe proporcionar a 7 un con-
junto P como parte de la jugada de I. En tal caso juega

P={ueS|NAQC SAr2mi1 €Y (z0,...,T2m-1, (T2m, Q), (T2m+1,u)) & T}.

La jugada (22, P) es legal. Esto significa que u = (zg, ..., Z2,) € P, lo cual
significa a su vez que, dados, Q) y Z2m,11, no puede suceder que 7 recomiende
jugar (X2m11,u), ya que la sucesion u tiene que tener al menos longitud 2m+ 2.

Mas aun, para cualquier u # & y cualquier xa,,11, se cumple que

(x07 s T2m—1, (Iva P)7 (372771—&-1’ u)) ¢ T,

pues en caso contrario tendriamos que u ¢ P por definicion de P, mientras que
la regla ¢) (a la que 7 esta sometida) exige que u € P. Asi pues, tras la jugada
(zam, P), la estrategia 7 proporcionara una jugada de la forma (xo,41,9).
Entonces la jugada determinada por ¢ (7) es @9, 11, y II seguird empleando
la estrategia 7 con el conjunto P indicado y con u = & mientras se cumpla la
condicion d) 1. Si se da el caso de que, para una cierta jugada xo; de I, existe
un o471 tal que u = (zg,...,T941) € S\ P, esto significa que existe un Q C S
y un cierto o, 41 tal que

(.’170, o T2m—1, (l’gm, Q)a (x2m+17 ’LL)) €T

Para que esto sea posible, xo,41 tiene que ser el que figura en u, es decir,
el mismo que ya estabamos considerando. Si aplicamos la estrategia 7 a la
partida que resulta de considerar como jugada 2m de I el par (za.,, Q), la jugada
siguiente sera el par (Zom+1,u), y las jugadas siguientes hasta xg;11 seran las
dadas por u, es decir, las mismas que ya habfamos establecido. A partir de
ahi, IT puede jugar aplicando la estrategia o con el conjunto @ y la sucesion u
indicadas.

Con esto queda definida la estrategia c!!(7). Como en el caso anterior, si
7 € XM(R), es decir, si T proporciona una jugada legal para II ante cada jugada
legal de I, al aplicar c'! a las restricciones de 7 obtenemos una estrategia c'(7)
que proporciona una jugada legal para cada jugada de I que mantenga la partida
en S. Las comprobaciones restantes son idénticas a las del caso anterior. m

Ahora so6lo nos falta demostrar que la intersecciéon numerable de conjun-
tos absolutamente resolubles es absolutamente resoluble. Para ello necesitamos
construir limites inductivos de cubrimientos.

En primer lugar observemos que si tenemos dos cubrimientos ¢; : S — Sty
co : S1 —> Sp, la composicion cyocy : So — S, definida como la terna formada
por las composiciones (cg o ¢y, choch, el ocll), es claramente un cubrimiento, y

si ¢g y ¢1 son ambos k-cubrimientos, su composiciéon también lo es.
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Teorema 7.24 Si, para cada i € w, ¢; : S;x1 — S; es un k + i-cubrimiento,
existe un drbol S y una familia de k + i-cubrimientos d; : S — S; tales que el
diagrama siguiente es conmutativo:

Ci

Si+1 —5;

d;
+1T %

S

DEMOSTRACION: Componiendo los cubrimientos dados podemos construir
k + i-cubrimientos c¢j; : S; — S;, para i < j (tomando como ¢;; la identidad).

Si S; es un arbol sobre el conjunto X;, vamos a definir un arbol S sobre el
conjunto X = |J X;. Para ello observamos que los arboles X<" N S; son el

1cw
mismo para todg n suficientemente grande, debido a que los cubrimientos cj;
son n-cubrimientos para todo j suficientemente grande.

Por lo tanto, podemos definir S de modo que un s € X <% esta en S si y solo
si s € S; para todo i suficientemente grande. Es inmediato que S definido de
este modo es un arbol en X. Més precisamente, se cumple que s € S si y so6lo
si s € S; para todo ¢ > £(s). En efecto, si s € S e i > {(s), sabemos que s € S,
para un cierto j > ¢, pero si ¢j; es un k + i-cubrimiento, luego s = ¢j;(s) € 5;.

Similarmente, es claro que si s € S, 7 € w y j,j son suficientemente grandes
(mayores que £(s) y que ), entonces c¢;j;(s) = ¢;/;(s). Esto se debe a que si, por
ejemplo, j < j', entonces c;/;(s) = ¢;i(cj7;(s)), pero ¢js; es un k+ j-cubrimiento,
luego ¢;j/;(s) = s.

Esto nos permite definir d; : S — S; mediante d;(s) = ¢;i(s), donde j es
cualquier indice mayor que i y que £(s).

Es inmediato comprobar que d; conserva el orden y las longitudes, asi como
que hace conmutativo el diagrama del enunciado.

Ahora observamos que si j > 2n+1 entonces SNX <?"t! = G; OX?”H, luego
SIS N X<l = 3138, N Xj<2"+1). Ma4s atin, se comprueba inmediatamente

que si j' >j >iyoe¥(SN X< entonces ¢}, (o) = cj;(0).

De este modo, si o € $L(S), existe un n € w tal que o € XIS N X <2ty
y podemos definir d}(o) = cﬁ--(o), para cualquier 7 > 2n + 1. Tenemos asi una
aplicacion d! : XL(S) — 2L(S;), v es facil ver que cumple las condiciones de
la definicién de cubrimiento, asi como que hace conmutativo el diagrama del

enunciado. Similarmente se define y se razona con d%l. m
El teorema siguiente completa la demostracion de 7.22:

Teorema 7.25 La clase U es cerrada para intersecciones numerables.
DEMOSTRACION: Sea {A;}ic, una familia de conjuntos en U(Y*). Hemos

de probar que A = () 4; € U(Y¥).

1EW
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Para ello tomamos un arbol Sy en Y, una aplicaciéon continua f : [So] — Y
y un k € w, y hemos de encontrar un k-cubrimiento de Sy que resuelva el juego
J(So, £ 11A]).

Como Ag es absolutamente resoluble, existe un k-cubrimiento cqg : S1 — Sp
que resuelve el juego J(Sp, f~![Ag]). Igualmente, como A; es completamente
resoluble, existe un k + l-cubrimiento ¢; : So — S1 que resuelve el juego
J(S1, (co o f)71[A41]). Procediendo de este modo obtenemos una familia de
cubrimientos ¢; : S;11 — S; en las condiciones del teorema anterior, de modo
que, si llamamos c;; a las composiciones c¢;_; o - - - o ¢;, tenemos que ¢; resuelve
el juego J(S;, (cio o f)71[As]).

Esto significa que existe un abierto cerrado B; C X, tal que

ol A = ¢ (e o f) A = [Siga] N B

Sea S el arbol (en un conjunto X) dado por el teorema anterior, de modo
que tenemos también k + i-cubrimientos d; : S — S;, y sea B = ) di_+11 [Bi],
que es un cerrado en X. i€w

Necesitariamos que B fuera abierto cerrado, asi que aplicamos el teorema
7.23, segun el cual existe un arbol R en un conjunto X’ y un k-cubrimiento
e : R — S que resuelve el juego J(S, B). Esto significa que existe un abierto
cerrado C' C X' tal que e ![B] = [R] N C.

Vamos a probar que el k-cubrimiento ¢ = e o dg : R —> Sy resuelve el juego
J(So, f~1[A]). Basta ver que

N A = A = [RINC

icw
o0, equivalentemente, que si x € [R], entonces
r€C+ Nicwdo(e(n)) € fHA.
En efecto:
r€C < e(r) € B+ Nicwdiy(e(n)) € B;

& Ni€w cipro(dipi(e(x)) € fHA] < Ni € w do(e(x)) € f1A,
donde hemos usado que, trivialmente, dy = d;41 0 ¢;11,0- [

Observemos que en la demostracion de 7.22 s6lo hemos empleado AE al usar
el teorema de Gale-Stewart en la demostracion de 7.20. El teorema 7.7 prueba
que dicho uso de AE es inevitable. Ahora bien, si llamamos Ug a la restriccion
de la clase U a espacios X“ con X numerable (lo que supone exigir en la
definicion de conjunto absolutamente resoluble que el arbol R esté definido sobre
un conjunto numerable), todo el argumento sigue siendo valido particularizado
a Up, y asi ya no es necesario AE. En efecto, es obvio que la version 7.4 del
teorema de Gale-Stewart es valida —maés en general— para juegos definidos en
arboles sobre conjuntos numerables cualesquiera (no necesariamente w), y esto
es lo tnico que necesitamos ahora en la prueba de 7.20. Solo hay que tener
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presente que los tinicos arboles que construimos en la demostraciéon son el drbol
R construido en la prueba de 7.23 —cuyo conjunto X es claramente numerable
si el conjunto Y de partida lo es— y el arbol S construido en el teorema 7.24,
cuyo conjunto X es numerable si lo son todos los conjuntos X; correspondientes
a los cubrimientos dados (pues es la union de todos ellos). Consecuentemente:

Teorema 7.26 (Martin) Det,,(A]).

Aunque en principio este teorema es un caso particular de 7.22, lo destacable
es que se puede demostrar en ZF+ED. (Por ejemplo, la sucesion de cubrimientos

¢; construida en la demostracion del teorema 7.25 es un caso tipico de aplicaciéon
de ED.)

7.4 El axioma de determinacién proyectiva

Los resultados de la seccién 7.2 muestran el impacto que tiene sobre la teo-
ria descriptiva de conjuntos la determinacion de los juegos infinitos, por lo que
resulta natural estudiar las consecuencias del azioma de determinacion proyec-
tiva:

(ADP) Si A C N es un conjunto proyectivo, el juego J(A) esté determinado.

Mas brevemente, el axioma ADP es la sentencia Det,, (P), donde P es la clase
de los subconjuntos proyectivos de N. Segtin hemos anunciado en la seccién an-
terior, la tnica porcion de ADP demostrable en ZFC (de hecho, en ZF + ED)
es la determinacion de los conjuntos de Borel. Aunque al tomar como hipotesis
adicional ADP nos estamos saliendo de la teoria axiomatica ZF + ED, a la que se
supone que esta dedicada esta parte del libro, estudiaremos aqui las consecuen-
cias de este axioma porque las técnicas necesarias para ello son las mismas que
hemos venido empleando hasta ahora, sin necesidad de ningtin conocimiento de
la l6gica matematica ni de teoria de conjuntos mas avanzada. Dejaremos para
la tercera parte del libro el estudio de la consistencia de ADP con los axiomas
de ZFC. No obstante, en esta seccion seguimos tomando la axiomatica ZF +
ED como teoria basica, y senalaremos explicitamente todo uso que hagamos de
ADP al igual que venimos haciendo con los usos de AE.

Para empezar, a partir de los resultados obtenidos en la seccién 7.2, se
obtiene inmediatamente el teorema siguiente:

Teorema 7.27 (ADP) Todo conjunto proyectivo en un espacio polaco es uni-
versalmente medible, tiene la propiedad de Baire y, si es no numerable, contiene
un subconjunto perfecto.

Por el teorema 2.7, otra consecuencia de ADP es que no existen bases de Ha-
mel proyectivas. Ahora vamos a ver que ADP resuelve también otras cuestiones
sobre las clases superiores de la jerarquia proyectiva.
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7.4.1 Clases normadas

Empezamos estudiando cuéales de las clases de Kleene y de Lusin son nor-
madas. La cuestion la resuelve completamente el teorema siguiente (debido a
Moskovakis), dual de 4.40:

Teorema 7.28 (Primer teorema de periodicidad) Para cada a € N, si la
clase L (a) es normada y se cumple Det,,(A},), también lo es II%  (a).

DEMOSTRACION: Sea X un espacio producto y sea A C X un conjunto
I} 1 (a), de modo que existe un conjunto B C X x N de clase ¥}, (a) tal que
A = Az B. Por hipétesis existe una norma ¢ : B — Q en ! (a). Fijados z,
y € N, consideramos el juego J, , en el que, si I juega la sucesién v y II juega
la sucesién v, entonces

I gana siy solo si (y,v) <} (z,u) <> (y,v) € B A ¢(y,v) < d(x,u).
Equivalentemente:

IT ganasiy solosi (y,v) € BV ¢(x,u) < ¢(y,v) <> (y,0) ¢ BV (z,u) <} (y,v).
Para todo x, y € X, el juego J, , estd determinado.

En efecto, siy ¢ A, el jugador II gana la partida jugando cualquier v tal que
(y,v) ¢ B, mientras que si y € A, entonces

[ gana < (y,v) <j, (z,u) < (z,u) £5 (y,v)

Como ¢ es una norma en 2;, el conjunto de los (u,v,z,y) que cumplen las
dos equivalencias es A,ll en X x X x N x N el conjunto de las partidas (u,v)
ganadas por I (es decir, el conjunto de apuestas del juego J, ;) es una antiimagen
continua del anterior (por la aplicacion p — (po,p1,,y)), luego también es A’
y, por hipotesis, estd determinado.

Ahora definimos 2 < y <+ II tiene una estrategia ganadora en J, .

Vamos a demostrar que la restriccion de < a A es un pre-buen orden, es
decir, se trata de una relacion reflexiva, transitiva, conexa y bien fundada. Esto
hace que el cociente de A respecto de la relacion de equivalencia dada por
z~y <+ <yAy <z esté bien ordenado por la relacién inducida por <.

Para todo x € A, se cumple que x < x.

En efecto, para ganar en J, , lo tinico que tiene que hacer II es repetir las
jugadas de I, de modo que la partida resultante es de la forma (u, u), con lo que
obviamente (z,u) ¢ BV ¢(z,u) < ¢(x,u).

Six,y,z € A, entoncest <yANy<z—z<z.

En efecto, suponemos que II tiene estrategias ganadoras para J, y v Jo 2, ¥
hemos de describir una estrategia ganadora para J; .. La figura ilustra cémo
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obtenerla:

I Ug Ul U
oy PN\ N\

II i) v v

I Vo v v
Ty.z N N

1I wo wy w

I Ug uUq U
| l

11 wWo w1 w

Sil juega ug en el juego J, ., llevamos su jugada al juego J, , y obtenemos la
jugada vy determinada por la estrategia de II para dicho juego. A continuacion
convertimos esta jugada de II en una jugada de I en el juego J, . y obtenemos
la jugada wy determinada por la estrategia de II en dicho juego. El resultado lo
convertimos en la respuesta de II para el juego J, .. A partir de aqui I realiza su
jugada u; y repetimos el proceso indefinidamente. Como x, y, z € A, tenemos
que (z,u), (y,v), (z,w) € By, como las estrategias empleadas por Il en J, , ¥y
Jy,» son ganadoras, tenemos que ¢(z,u) < ¢(y,v) < ¢(z,w), y esto implica que
IT gana siempre el juego J, ., luego < z.

Definimos ahora z < y <> x <y A y £ . Entonces
Sixz, y e A, entonces x <y <+ 1 tiene una estrategia ganadora para Jy ..

En efecto, si x < y entonces y £ x, luego II no tiene una estrategia ganadora
para Jy . y, como el juego estd determinado, la ha de tener I. Reciprocamente,
si I tiene una estrategia ganadora para Jy ., entonces II no la tiene, luego y £ z,
pero falta probar que x < y, es decir, que 11 si que tiene una estrategia ganadora
para Jg . La figura ilustra dicha estrategia:

1 V0 VU1 Vg v
Ty / /

1I ug (751 u

I Ug Uy Us U
Sy

II V0 (41 V2 v

Si la primera jugada de I en J, , es ug, la respuesta de II es la primera jugada
vg de I seglin su estrategia para el juego J, .. Luego I juega arbitrariamente
uy y II juega ug en J, , y toma la respuesta vy de I como su jugada en J, 4,
y asi sucesivamente. El juego .J, , termina con una partida (u,v) tal que I ha
ganado J, , con (v,u), es decir, se cumple que (z,u) € B A ¢(z,u) < ¢(y,v).
En particular ¢(z,u) < ¢(y, v), luego II gana la partida de J 4.

Por consiguiente, si z, y € A, o bien x <y, o bien y < z (pues si no se da el

primer caso, es que II no tiene una estrategia ganadora en J, ,, luego la tiene I,
luego y < z).
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La relacion < estd bien fundada en A.

Supongamos, en caso contrario, que existe una sucesioén decreciente
Top > X1 > Xg > -

De modo que I tiene una estrategia ganadora para Jg, q,,,. Entonces podri-
amos establecer una sucesion de partidas segiin este esquema:

I ud ud ud u®
JZDO sT1
II ud ui u!
Wl Wl
I ud ul ud ul
Jo1,25 / /
II ud u? u?
Wl Wl
I ud u? u3 u?
sz »T3 / /
II ud u3 u?
Wl Wl
I ud u3 us u?
Js.a4 / /
IT ug uf ut

En cada una de ellas I juega con una estrategia ganadora y por consiguiente
obtenemos una sucesion decreciente de ordinales:

¢(x07u0) > d)(xl,ul) > ¢(x2,u2) >

Con esto tenemos probado que A/ ~ esta bien ordenado por la relacion de
orden inducida por <, lo cual nos da una aplicaciéon ¢ : A — Q que induce
sobre el cociente una semejanza en un ordinal. Asi pues, si z, y € A, se cumple

<y pr) <P(y).
Vamos a probar que 1 es una norma en II}, ,; (a). En efecto, tenemos que
xr <y y <> x € AN tiene una estrategia ganadora para J,

< = € A A1 no tiene una estrategia ganadora para J, ,
sxeANNoVveN (z,0xv) < (y,v),

donde aqui representamos por ¢ * v la sucesion u de jugadas de I que determina
la estrategia o cuando II juega v.
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Ahora observamos que toda aplicacion o : w<% — w define una estrategia
para cualquiera de los dos jugadores, y que, reciprocamente, toda estrategia se
puede extender a una aplicacién en estas condiciones. A su vez, a través de la
biyeccion canonica entre w<“ y w, podemos identificar a las estrategias para I
con los elementos de N. Es facil ver que (x,y,0,v) — (x,0 * v,y,v) es una
aplicacion f : N* — N* de clase Al, luego

{(.y,0,v) €N | (2,0 %v) <§ (y,0)} € By, (a),

pues es la antiimagen de <j por f. Es claro entonces que <j, es H}H_l(a).
Similarmente:

T <,y < x € AN tiene una estrategia ganadora para Jy ;

< & € A NIl no tiene una estrategia ganadora pra J, .
s xe ANNTVu (z,u) < (y,uxT),
y se razona analogamente que <j, es I}, 4 (a). "

Teniendo en cuenta que la clase 111 (a) es normada (teorema 4.39) asi como
el teorema 4.40, concluimos inmediatamente:

Teorema 7.29 (ADP) Las clases 113, (a) y X3, ,,(a) son normadas, pero
sus complementarias no lo son.

El hecho de que las clases complementarias no sean normadas se sigue del
teorema 4.38, que nos dice ademas que las clases indicadas en el teorema anterior
tienen la propiedad de uniformizacion numeérica y la propiedad de reduccion,
mientras que las complementarias tienen la propiedad de separacion.

A su vez, del teorema anterior se sigue inmediatamente la version para las
clases de Lusin, que a su vez se extiende a espacios polacos cualesquiera. (Al-
ternativamente, en la demostraciéon de 7.28 el espacio X puede ser un espacio
polaco arbitrario.)

Teorema 7.30 (ADP) Las clases de Lusin

son normadas, pero sus complementarias no lo son.

El teorema 2.15 nos da que las clases indicadas tienen la propiedad de uni-
formizacion numeérica y la propiedad de reduccion generalizada, mientras que
sus complementarias tienen la propiedad de separacion generalizada.
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7.4.2 Clases con escalas

Nos ocupamos ahora de la existencia de escalas y, a su vez, de la propiedad
de uniformizaciéon. Vamos a necesitar un resultado técnico:

Teorema 7.31 Sea a € N y X un espacio producto no numerable. Si un con-
junto A C X admite una escala en $L(a) o en Il (a), entonces admite una
escala {pn tnew con las propiedades adicionales siguientes:

a) Si{Tmtmew €s una sucesion en A tal que, para todo n € w, cada sucesion
{n(Zm) tmew €s finalmente constante igual a o, entonces existe un x € A
tal que lim x,,, = x (y entonces, por definicion de escala, ¢n(x) < ay,).

m

b) Siz,y€ A cumplen ¢, () < pn(y), entonces \i <n ¢;(x) < ¢i(y).

DEMOSTRACION: Supondremos en primer lugar que X = N. Sea {¢p, }new
una escala en A y sea A un ordinal suficientemente grande como para que todas
las normas ,, tomen imégenes en \. Sea S, el conjunto de las 2n + 2-tuplas
de la forma (&g, ko,...,&n,kn) con & < A, k; < w. Consideramos en S, el
buen orden lexicografico (de modo que, para comparar dos de sus elementos,
empezamos comparando su primera componente, en caso de empate la segunda,
etc.) y sea (&g, ko, .-, Enykn) = (€0, ko, .-, Eny kn) la semejanza de S, en su
ordinal. Definimos

On(2) = (Yo(@),2(0), ¢1(2),2(1), ..., Pn (), 2(n)) -

Vamos a probar que {¢, }neo €s una escala con las propiedades adicionales
indicadas. Conviene abreviar z ~y, y <> x <j, y Ay <j,. x, que es una relaciéon
Y1(a) o Il (a) en N x N x w. Ahora:

acgz,my<—>$<;§,0y\/(:vwwoy/\ac(O)<y(O))\/
V(@ vy YN Z(0) =y (0) A - A~y y Az(m) < y(m))
= Vi<m(Nj <i(z ~y; y Az(d) = () A

(x <y, YV (@ ~g y Ax(@) <y(@) V (E=m Az ~y, y Ax(m) <y(m))).

Es claro que esta relacion (triadica) esta en la clase correspondiente X1 (a)
o I} (a), y con una minima variacién se prueba lo mismo para z <4, Y-

Consideremos una sucesion {z,, }mew en A tal que ¢, (x,,) = oy, para todo
m suficientemente grande. Entonces

(Yo(@m), 2m(0), - s o (Tm), Tm (1)) = (&5, kg5 -5 &5 k)

para todo m suficientemente grande. Como k7 = z,,(j) para todo m suficien-
temente grande, resulta que k7 = k; no depende de n y la sucesion {Zm}mew
converge a = (kj)jew. lgualmente {7 = §; no depende de n y ¥;(zm) = §;
para todo j suficientemente grande. Como {u,, }ne. €8 una escala, tenemos que
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z € Ay yj(x) <¢;. Con esto queda probado que {¢,, }necw €s una escala, y ade-
mas es claro que ¢, () < (€0, ko, - - -, &ny kn) = @, luego se cumple la propiedad
a). La propiedad b) es inmediata.

Consideremos ahora el caso general en que X es un espacio producto no
numerable. Basta considerar un homeomorfismo f : N — X que sea A]. Es
facil ver que f transforma una escala en A en otra escala en f~![A], la parte
ya probada nos da una escala en f~![A] con las propiedades adicionales, y ésta
se transforma a través de f en una escala en A con las propiedades adicionales.

|

Ahora ya podemos probar el teorema fundamental, también de Moskovakis,
dual de 4.43:

Teorema 7.32 (Segundo teorema de periodicidad) Para cada a € N, si
la clase 3} (a) tiene escalas y se cumple Det,,(A,,), también las tiene 11, 4 (a).

DEMOSTRACION: Sea X un espacio producto y sea A C X un conjunto
IT} 1 (a), de modo que existe un conjunto B C X x N de clase X}, (a) tal que
A = ANz B. Sea {¢,}ncw una escala en A que cumpla las condiciones del
teorema anterior. Consideremos la biyeccion canénica s : w — w<%, de modo
que so = @. Se comprueba ademas que si s; C s; entonces ¢ < j. Definimos

A, ={z e X | Ny eN(s, Cy— (x,9) € B)}.

Asi Ag= Ay An€wAC A,. Vamos a definir una norma 1),, sobre A,,.
Dados z,y € X, consideramos el juego J;', en el que, si I juega la sucesion u’
y II juega la sucesion v’, entonces, llamando u = s, ~u’, v = s, v, se cumple
que

I gana si y solo si (y,v) <} (z,u) <> (y,v) € BA ¢n(y,v) < pn(z,u).
Equivalentemente:

IT gana syss (y,v) € BV ¢n(z,u) < ¢n(y,v) ¢ (y,0) € BV (z,u) <5 (y,0).
Ahora definimos z <;, y <+ II tiene una estrategia ganadora en J7 .

Los mismos razonamientos empleados en la prueba del teorema 7.28 (mini-
mamente adaptados) nos permiten construir una norma ,, sobre A, cuya re-
lacion <, sea precisamente la relacién <,, que acabamos de definir. Maés atn,

*

las relaciones triddicas <j, 'y <j, ~estan en la clase I}, ; (a) (donde la dltima
n es la constante que aparece en el enunciado).

Vamos a probar que {t, },c. €s una escala en A. Para ello tomamos una
sucesion {Zm bmew €n A que converja a un & € X y tal que las sucesiones
{tn(Zm) }mew tomen finalmente un valor constante «,,. Tomando una subsuce-
sién podemos suponer que Am > n Yy, (T,) = ap.

En primer lugar vamos a probar que x € A, para lo cual hemos de probar
que, para todo y € N, se cumple que (z,y) € B. Sea n; tal que s,, = y|;. De
este modo ng <Ny < ng < -+
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Entonces ¥y, (Tn,) = ¥n,(Tn,,,) = an,, luego ., <, n,, luego II tiene

i1l —
una estrategia ganadora en el juego J,¢ . Consideramos ahora las partidas
i1 Tn;

1T
descritas por la figura siguiente, en las que II aplica siempre una estrategia

ganadora:

Yyoyry2 I y3 yi ys - y*
n,
Tiriny N 3 N 3 3
yoyrye I Y3 (I Y
Y N
yoyr Iy Y3 yi oo y?
o N\
s I 2 2 . 2
Yo Y1 Y2 Ys Y
N N
vo I owm Y3 Y3 y?
n
Jw'rizwrnl \ 1 \ 1 1
Yo II Yi Yo T Yy
AW Y
I yi Ys y'
n
stl »Tng \ 0 \ 0 0
11 Yo Yi Yy

El jugador I empieza la primera partida con yg, la siguiente con y;, y asi
sucesivamente. La segunda jugada de I en la primera partida es la respuesta
de II en la segunda, la segunda jugada de I en la segunda es la respuesta de II
en la tercera, y asf sucesivamente. Llamamos y* a las sucesiones que resultan
de completar las sucesiones jugadas por cada jugador con la sucesion s,, = y|;
correspondiente a cada juego, de modo que li%n y' = 9. Como II gana todas las

partidas, se cumple que ¢n, (xni+17yi+1) < bn; (Tns,y')-

Por la propiedad b) del teorema anterior, para todo i suficientemente grande
se cumple que

¢k(xni+1 ) yl+1) S ¢k(xn1 I yz)7

pero toda sucesion decreciente de ordinales ha de ser finalmente constante, luego
la sucesion {¢x(zn,;,y") }icw €s finalmente constante. Como (z,,,y") — (z,y),
la definicion de escala nos da que (x,y) € B, para todo y, luego = € A.

Ahora falta probar que ¥, (z) < ay, = ¥, (z,). Esto equivale a que z <,, z,,,
es decir, a que II tenga una estrategia ganadora en el juego J;', . Veamos como
construir dicha estrategia.
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Observemos que si k < m, entonces i (zr) < VYr(xy), luego x,, <p =,
luego II tiene una estrategia ganadora para J* (para todo k < m).

Tm Tk

Llamemos ng = n y | = £(s,). La figura siguiente explica la estrategia que
vamos a considerar:

n Sngy I Yi+2
2
Jﬂ’/‘ng sTng b \ 5 5
Sno IT Yiio Y
:
- Sny 1 Yi+1 y12+2 c y2
J-'En2 sTny p 1 1 1
sny I Y41 Yiio )
| |
E Iy zjl ;1 y!
o ng U 1+1 142
JfEnl sTng \
Sn 11 yo yO yO yo
0 I I+1 I+2
| | |
sn Iy l Yi+1 l Yi+2 ey
Zn 0 0 0 0
sn I Y Y41 Yipo 0 Y

Llamamos y; a la primera jugada de I en el juego J;', . Para responder, II
la lleva a una primera jugada de I en el juego J;Lfl Ty donde n; es el nimero
natural que cumple que s,, = sp, " Y. Luego II aplica su estrategia para este
juego y copia la respuesta en el juego inicial.

Seguidamente I juega un y;41 arbitrario y II lo toma como primera jugada
de I en el juego J;li2.,zn1 , donde ng es el nimero natural tal que s, = Sp; " Yit+1-
Después aplica su estrategia para este juego, copia la respuesta como jugada de
I en el juego anterior, aplica su estrategia y copia la respuesta en el juego inicial,
y asi sucesivamente.

Si llamamos y® a las sucesiones resultantes (con la sucesién s,,, correspon-
diente incorporada), es claro que limy* = y (donde y es la sucesion jugada por
1

I en el juego inicial). Como II gana todas las partidas salvo quiza la primera,
sabemos que ¢y, (Tn,,,,y" ) < ¢, (zn,,y"). Por la propiedad b) del teorema
anterior, para todo ¢ suficientemente grande,

¢k(xni+1>yi+1) < (bk(xnnyl) (71)

Como toda sucesion decreciente de ordinales es finalmente constante, cada
sucesion {¢x(wn,, ") }icw es finalmente constante, digamos igual a Sy, luego,
por definicion de escala, (z,y) € By ¢p(z,y) < Bx. Tomando k = n = ng en
(7.1) obtenemos que

d)n(xnmyo) > d)n(xnlayl) > ¢n($n2ay2) > 2> B > d)n(x»y)v

y esto significa que II gana la partida de J;', .
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Con esto hemos probado que {¥,, }ne, €s una escala en A. Sin embargo, hay
un detalle a causa del cual todavia no podemos dar el teorema por demostrado:
Tenemos que las relaciones

x gj‘;"m Y <> ax e A, N T,me(x) < ¢m(y)a

€ <;Zm Y€ Ay AYn(x) < Yin(y),
son IT} +1(a), donde n es el natural fijo dado por el enunciado, mientras que
necesitamos que se cumpla esto mismo cambiando A,, por A y que v, tome
su valor méaximo sobre todos los elementos de X \ A, en lugar de sobre los
elementos de X \ A,,. La forma més sencilla de corregir estos inconvenientes
es la siguiente: sea A un ordinal suficientemente grande como para que todas
las aplicaciones 1, tomen valores menores que A, consideramos la semejanza
AX Ay sea (a, ) — (o, 8) de A x A (con el orden lexicografico) en su ordinal y
definimos
U (@) = (tho(), ¥ (2)) -

Una simple adaptaciéon del argumento del teorema anterior muestra que

{¥! }new €s una escala en A y, ademas,

x <y yeora € ANYL(2) <P (y) &
r € AN (Yo(x) <to(y) V (Yo(z) = Yo(y) A Ym(z) < UVm(y))) <
<y yV(r <y YAy <y, v AT <, ),

donde usamos que A = Ay C A,,, demodo quex € A<>x € ANz € A, Esta
expresion muestra que la relacion triddica z <j, y es Il +1(a), e igualmente se
razona con & <y, Y. n

Combinando esto con los teoremas 4.41 y 4.43 obtenemos:

Teorema 7.33 (ADP) Las clases 11}, (a) y 3, 5(a) tienen escalas y la
propiedad de uniformizacion.

La prueba del teorema 7.32 es valida sin cambio alguno para la clase E:L y
entonces podemos tomar como X un espacio polaco arbitrario. Por consiguiente:

Teorema 7.34 (ADP) Las clases de Lusin

tienen escalas y la propiedad de uniformizacion.

Nota (ADP) Partiendo de que IT}, 11 no tiene la propiedad de separacion
(por los teoremas 4.38 y 7.29), el argumento del teorema 2.20 nos da que existen
conjuntos II3, en N x N que no pueden ser uniformizados por conjuntos 3, , ;.
Por consiguiente, ni I3, ni X3, 41 tienen la propiedad de uniformizacion. A su
vez, esto implica que H%n no tiene escalas y, por (la version para clases de Lusin
de) 7.32, 3., tampoco las tiene. "
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7.5 FEl axioma de determinacion

El azioma de determinacion es la sentencia siguiente:
(AD) Para todo A C N, el juego J(A) estd determinado.

Maés brevemente, AD es la sentencia Det,, (PN). El teorema 7.2 nos da la
implicacion AD — —AE, luego ZFD = ZF + ED + AD es una extension de ZF
incompatible con ZFC. La razon principal por la que hemos desarrollado la teoria
descriptiva de conjuntos en ZF + ED es para asegurar que todos los resultados
que hemos visto en este libro (excepto aquellos pocos que han requerido AE)
siguen siendo validos en ZFD. Demostraremos més adelante que i la existencia de
ciertos cardinales grandes es consistente, entonces ZFD es también consistente.

En la seccion 7.1 hemos visto que todo juego J(R, A) puede reducirse a un
juego J(A), por lo que el axioma de determinacion implica que todo juego
J(R, A) esta determinado.

Bajo AD tenemos la siguiente generalizacion del teorema 7.27:

Teorema 7.35 (AD) Todo subconjunto de todo espacio polaco es universal-
mente medible, tiene la propiedad de Baire y, si no es numerable, contiene un
subconjunto perfecto.

La afirmacion sobre subconjuntos perfectos es consecuencia inmediata de
7.10 tomando I" = PN.

La afirmacién sobre la propiedad de Baire se puede probar particularizando
la demostracion del teorema 7.16. En efecto, alli se parte de un conjunto A C X
de clase 2711+1 y se expresa como A = 7[F], con F C X x N de clase IT} y se
usa Det(Hi) para probar que A tiene la propiedad de Baire. Ahora partimos
de un A C X arbitrario y la prueba sigue siendo vélida tomando F'= A x Ny
usando AD (con lo que no hemos de preocuparnos de ver qué tipo de conjunto
es F'). No obstante, el argumento puede simplificarse eliminando el paso a F'
por completo. Vamos a verlo con detalle:

Fijamos un espacio polaco X y en él una base B = {B,},e, de abiertos
no vacios. Para cada conjunto A C X, consideramos juego de Banach-Mazur
G**(A) que sigue el esquema siguiente:

1| U U,
m % Vi

con las reglas
a) Up, V, son abiertos de bésicos de N de diametro < 27",
b) Uny1 C Vi C U,

Asi, cada partida determina un tnico z € [\ U, = () V,. El jugador I gana
la partida si x € A. new new
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Observemos que a través de la enumeracion de la base podemos considerar
que cada jugada es en realidad un nimero natural. Las dos reglas del juego
determinan entonces un 4rbol bien podado R C w<% y el juego es equivalente al
juego J(R,A’), donde A’ es el conjunto de los z € [R] tales que el tinico punto
de

ﬂ Bz(Zn) = ﬂ Bm(2n+1)

new new

estd en A. Por lo tanto, AD implica que el juego G**(A) esta determinado.

Teorema 7.36 Sea X un espacio polaco y sea A C X

a) Sil tiene una estrategia ganadora para G**(A), entonces existe un U € B
tal que U \ A es de primera categoria.

b) Sill tiene una estrategia ganadora para G**(A), entonces A es de primera
categoria.

DEMOSTRACION: Veamos primero b). Sea ¢ una estrategia ganadora para
el jugador Il y sea = € A.

Diremos que una posicion s de longitud 2n es buena para z si esta jugada de
acuerdo con la estrategia o y € V,,. Entonces, ha de haber una posiciéon buena
para & que no pueda prolongarse a otra posicién buena para x, pues, en otro
caso, obtendriamos una partida jugada segin ¢ en la que ganarfa I. En otras
palabras, existe una posicién buena s tal que, para toda jugada posible de I, la
jugada siguiente segin o hace que x ¢ V,,11.

Si s es una posicion de longitud 2n jugada segun o, llamaremos Cs al con-
junto de todos los z € X tales que x € V,, y, para toda jugada (legal) de I dada

por U,41, el abierto V,, 41 determinado por ¢ cumple que = ¢ V,,11.

Hemos probado que, dado = € F, existe una posiciéon s de longitud par
jugada segtin o de modo que = € Cs o, lo que es lo mismo F C |J Cs.

S
Ahora bien, sucede que Cy es diseminado, pues lo contrario significa que
existe un abierto no vacio U,,1 C Cs C V,,, que podemos tomar de manera
que Upt1 € By d(Upy1) < 2771 Sea entonces V41 el abierto determinado
por o si I prolonga s con U, ;. Entonces V;,11 C Vyy1 C Upy1 C C, luego
Vo1 N Cs # D, pero esto es absurdo, por la propia definicion de Cs.
Como s recorre un conjunto numerable, concluimos que F' es de primera

categoria.

a) Si I tiene una estrategia ganadora o para G**(A), llamemos U = o(@) y
vamos a probar que II tiene una estrategia ganadora para G**(U \ A). Admi-
tiendo esto, el apartado b) ya probado nos da que U \ A es de primera categoria.

Veamos cudl es la estrategia de II. Sea Uy la primera jugada de I y suponga-
mos en primer lugar que Uy ¢ U. Tomamos = € Uy \ U. Entonces, como X \ U
es un entorno de x, se cumple que Uy N (X \ U) es un abierto no vacio, luego
podemos tomar Vo € B, Vo C Vo C Ug \ U, d(Vp) < 1/2. Jugando Vj, II tiene
asegurada la victoria sean cuales sean las jugadas posteriores.
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Supongamos ahora que Uy C U. Entonces II puede responder con el abierto

Vo determinado por o para la partida que empieza con U seguido de Uy. En

general, IT puede jugar de modo que cada posiciéon de la partida se convierta en

una posicion segin o cuando se le antepone U. De este modo se asegura de que

el punto final z esté en U N A, luego no estard en U \ A y ganara la partida.
|

Ahora ya podemos probar que todo A C X tiene la propiedad de Baire. En
principio, lo que sabemos es que todo A C X es de primera categoria (en cuyo
caso tiene la propiedad de Baire) o bien existe un abierto basico Uy tal que
Up \ A es de primera categorfa. En el segundo caso llamamos U a la unién de
todos los abiertos con dicha propiedad. Asi U \ A esta contenido en una union
numerable de conjuntos de primera categoria, luego es de primera categoria.
Basta probar que A\ U también es de primera categoria, pues entonces lo seré
AAU y A tendra la propiedad de Baire.

Si A\ U no es de primera categoria, por el teorema anterior existe un abierto
basico Uy tal que Uy \ (A\ U) es de primera categoria, luego U \ A también lo
es, luego Uy C U por definicion de U, luego Uy C Ug \ (A \ U), luego Uy es de
primera categoria, lo cual es absurdo.* [

Para estudiar la medibilidad, por los mismos argumentos empleados en la
prueba del teorema 7.18, no perdemos generalidad si nos restringimos a X = C,
el espacio de Cantor. Como en el caso anterior, la prueba de 7.18 vale en
nuestro contexto actual sin més que trivializar el paso de C a C x €, pero de
hecho podemos simplificarla eliminando ese paso:

Sea {t, }necw una enumeracion de 2<% y {s, },<., una enumeracion de w<%.
Para cada A C € y cada € > 0, definimos el juego J'(A, €) que se juega segin el
esquema:

I ‘ To T
1I ‘ 20 Z1

con las reglas:
a) Tp €2, z, € w.

b) SiU,= U B
i<£(52n)

se cumple que p(U,) < ¢/227+2.

zp (1)

Asi, cada partida determina un x € € y un abierto U = |J U,.

new

El jugador I gana la partida si z € A\ U.

En la practica podemos pensar que las jugadas de II son uniones finitas de
abiertos basicos de C. La jugada z, determina una sucesion s,, € w<¥, la
cual determina a su vez una sucesion finita ¢, (0),---,ls. (k) € 2<% la cual
determina a su vez el abierto U,, y cualquier unién finita de abiertos basicos
puede obtenerse de esta forma.

4 Analizando con mas detalle este argumento se ve facilmente que con él también puede pro-
barse que Det(l'l}l) implica la propiedad de Baire para los conjuntos H}L, que es un resultado
menos fino que 7.16.
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Obviamente J'(A, €) es equivalente a un juego J(R, B), donde R es un arbol
(claramente bien podado) en w y B es el conjunto de los y € [R] tales que el
punto z € N formado por los términos pares de y estd en A y no en el abierto
U determinado por la sucesion z de los términos pares de y. Por lo tanto, AD
implica que el juego J'(A4,¢) esta determinado.

Teorema 7.37 Sea p una medida de Borel unitaria en C, ¢ >0 y A C C.

a) Sil tiene una estrategia ganadora en el juego J'(A,€), entonces A contiene
un conjunto p-medible de medida positiva.

b) Sill tiene una estrategia ganadora en el juego J' (A, €), entonces existe un
abierto U C € tal que A C U y u(U) < e.

DEMOSTRACION: Sil tiene una estrategia ganadora o, sea C C N el conjunto
de las sucesiones z € N tales que si II juega zg, 21, ... sus jugadas son legales.
Se cumple que C es cerrado, pues si z € N\ C, existe un minimo n € w tal que
la jugada z, es ilegal, con lo que z € B, ., C N\ C.

La aplicacion C — € dada por z — x = (o * z)1 es continua, luego su
imagen, que es el conjunto B C A de todos los puntos de X construidos mediante
partidas en las que I juega segtn o, es un conjunto analitico, luego p-medible.
Sélo hemos de probar que no tiene medida nula.

Si fuera u(B) = 0, existirfa un abierto G tal que B C G y u(G) < €/22.
Expresamos G como union de abiertos basicos G = |J G;, donde cada G; es

1EW
de la forma By, para cierta t € 2<¢. Como dos abiertos bésicos distintos estan
uno contenido en otro o son disjuntos, podemos refinar la unién para que los G;
sean disjuntos dos a dos.

Definimos Uy como una unién finita de abiertos G; tal que u(G\Up) < ¢/2%,y
asegurando que al menos Gy C Uy. Tenemos que u(Up) < €/22. Similarmente,
definimos U; C G \ Up como una unién finita de abiertos G; de modo que
w(G\ (Uy UUL)) < €/25, asegurando que Gy C Uy U U;. Procediendo de este
modo construimos una sucesion {U, } <., de abiertos en C, cada uno de los cuales
es una unioén finita de abiertos bésicos, u(U,) < ¢/2*""2 y BCc G = |J U,.

new
Entonces, la sucesion U, determina una estrategia para II (jugar en cada paso
U,, independientemente de lo que haga I), que claramente burla a la estrategia o,
pues el conjunto U resultante sera Gy, si I juega segiin o, el punto x resultante
estarda en B C U. Esto contradice que o sea una estrategia ganadora, luego B
ha de tener medida positiva.

Supongamos ahora que es II quien tiene una estrategia ganadora o. Para
cada s € 2"*1), llamemos U, al abierto U,, que determina o como jugada n-sima
de IT cuando I ha jugado hasta el momento x; = s(i). Sea G = |J Us.

S
Claramente, U es abierto y A C U, pues si z € A, I puede jugar en cada
turno z(n) y, si II aplica su estrategia o, al final de la partida se llega al punto
x € A, luego la tnica forma en que II puede ganar es que x esté en U, lo que
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significa que esta en U, = U, ., para cierto n € w, luego z € G. Por otra
parte,
o0 oo €
n(G) < ZN( U Us) < Zan " 92nt2 €
n=0 se2n+l n=0
|

Ahora tomamos un conjunto B C C arbitrario. Por la regularidad de las
medidas de Borel existe un conjunto B de tipo Gs tal que B C B y todo
conjunto de Borel contenido en A = B \ B es nulo.

Dado € > 0, el juego J'(A4, €) esta determinado, pero por el teorema anterior
I no puede tener una estrategia ganadora. Esto significa que la tiene II, luego,
de nuevo por el teorema anterior, existe un abierto G tal que A C Gy u(G) < e.
Esto implica que p*(A) = 0, donde p* es la medida exterior asociada a pu, pero
todo 