Geometria en el espacio
La ecuacién de un plano

Para la Geometria que vamos a ver, trabajaremos en 3 dimensiones. Hasta 1° de Bachillerato se usaron
solo 2 dimensiones: Se trabajaba con los ejes OX y OY, que se colocaban en el plano en el que se hacian
las gréficas. Ese plano se apoyaba en la superficie de trabajo: La hoja de papel o la pizarra.

Para anadir la 3* dimensidn necesitamos un eje adicional, el eje OZ. Ese eje es perpendicular a los otros
dos, OX y OY. Lo imaginamos ‘saliendo’ del plano en el que trabajamos (la hoja de papel o la pizarra) y
lo dibujamos de esta forma:

Y Los ejes OX, OY, OZ son perpendiculares dos a dos.

Decimos que forman un ‘triedro a derechas’: Podemos ver
las direcciones positivas de los ejes usando los dedos de la
mano derecha, como se ve en el dibujo: e

Se nombran en sentido antihorario
(es decir, en direccion contraria al
movimiento de las agujas del reloj).

z

Usando estos ejes de coordenadas nos preguntamos:
(Qué representacion grafica tiene cualquiera de las ecuaciones que hemos usado en el capitulo anterior?

Tomemos como ejemplo esta ecuacion: 2x+3y+z=4.

Una forma de representar graficamente una funcién 3D es imaginar ‘cortes’ de ella, para distintos valores
de z. Para z =0 tendremos la representacion plana con la que hemos trabajado en cursos anteriores.
Después podemos dar mas valores a z, para obtener mas ‘cortes’ de la funcion e ir construyéndola.

Enel ejemplo,  para z=0 obtenemos: 2x+3y =4 que es una recta de pendiente m =—3/2.
para z=1 obtenemos: 2x+3y =3 que también es una recta de pendiente m =—3/2.
para z =2 obtenemos: 2x+3y =2 que también es una recta de pendiente m =—3/2.

Con cualquier valor de z obtenemos rectas paralelas, pues tienen la misma pendiente.

También podemos hacer la representacion grafica 3D haciendo ‘cortes’ para distintos valores de y.
Enel ejemplo, para y =0 obtenemos: 2x+z =4 que es una recta (en XZ) de pendiente m =—1/2
para y =1 obtenemos: 2x+z =1 que es una recta (en XZ) de pendiente m =—1/2

Lo mismo sucederia con otros valores de y, siempre obtenemos rectas paralelas (con la misma pendiente).

Solo hay una forma geométrica tridimensional que, al cortarla en secciones paralelas al eje OZ, siempre
produzca rectas paralelas y que, al cortarla en secciones paralelas al eje OY, también produzca siempre
rectas paralelas: Es un plano, extendido hasta el infinito.

Asi pues, cualquier ecuacion lineal del tipo: [Ax+By+Cz=D]| es, graficamente, un plano en 3D.

No necesitaremos representarlos cuidadosamente,
nos bastara con dibujar algo como lo siguiente:

Se les suele llamar con letras griegas: =, G,...
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Posicién relativa de 2 planos

En el espacio, 2 planos solo pueden tener 3 posiciones relativas:

T,

T,

Planos coincidentes

: m,=2x+3y+ z=4
Ejemplo:
n,=4x+6y+2z=8
Los 2 planos son el mismo.
Cumplen: A = B = < = 12
A2 BZ CZ D2

Planos paralelos

. T, =2x+3y+ z=4
Ejemplo:
n,=4x+6y+2z=9
Forman un sistema incompatible.
Cumplen: A = B = S # b
A2 B2 C2 D2

[
"

Planos incidentes

) T, =2x+3y+z=4
Ejemplo:
n,= x+ y+z=4
Forman un Sist. Comp. Indeterm.
Cumplen: A # B # S
2 2 CZ

Las propiedades que cumplen los planos coincidentes y los planos paralelos que he escrito arriba se
deducen directamente de lo que sabemos sobre sistemas de ecuaciones.

En el caso de los planos incidentes, se cortan en una recta y forman un sistema compatible indeterminado.

La solucion de ese sistema, como la obtuvimos en sistemas, sera una recta en forma paramétrica.

La resolucidn se puede hacer usando métodos elementales, por Cramer o usando el método de Gauss.

Obtengamos la solucion en el ejemplo propuesto con el método de Gauss:

2 3 14 Fl < F2
1 1 1 4) F2<Fl-2-F2
x=8-2t
. x+2z=8 x=8-2z
Es decir: - = y=—4+t
y— z=-4 y=—4+z

z=t

11 10 4) FleFI-F2 (1 0 2} 8
01 -1{-4 01 1|4

conteR

Lo he hecho con el método de Gauss para que recuerdes que la calculadora puede obtenerlo:

Vamos al menu 4

y definimos la matriz A

Pulsamos

Pulsamos (=)

Con 2 filas y 4 columnas

Y la introducimos asi:

Pulsamos @ @ (2]
y luego, K

y obtenemos el resultado:

Mati=
2 3 1 4]
1 1 1
b
D]
Rref (MatA
MatAns=
a z a]
i] 1 1 -4
1

Mas adelante veremos coOmo obtener esa recta con una operacion vectorial, pero puedes usar la
calculadora asi en un examen para obtener una solucion particular, aqui es: (x,, y,,z,) =(8,—4,0)



Obtener la recta definida por 2 planos

Aunque el método de Gauss funciona muy bien, es posible que prefieras los métodos mas ‘tradicionales’
(por ejemplo, reduccion) o por Cramer. Veamos 3 ejemplos. (Comprueba por Gauss con la calculadora).

4x+ y—-z=10
2x+2y+z=11

Ejemplo 1: r

Despejamos z en ambas ecuaciones y resolvemos por reduccion:

4x+ y=10+z| F1-2 Bx+2y=20+2z
idem 2x+2y=11-z

943z 3+z
6 2

Restamos: 6x=9+3z = x
2x+2y=11-z

+z

Sustituyendo en la 1* ec.: 4- +y=10+z > 6+2z+y=10+z = y=4-z

Elegimos: z =1+ 2t para que la expresion de x sea ‘bonita’ y tendremos como solucion:
x=2+t

r=qy=3-2¢
z=1+2t con teR

) 4x+6y+ z=0
Ejemplo2: r=
3x+2y+2z=5

Despejamos z en ambas ecuaciones y resolvemos por reduccion:

4x+6y=—z idem 4x+6y=-z 15-5z
Restamos: 5x=15-5z = x= =3-z

3x+2y=5-2z] F2-3 9x+6y=15-6z

Sustituyendo en la 1*ec.: 4-(3-z)+6y=—z — 12-4z+6y=—2 = y:_126+32:_42+z

Elegimos: z = 2¢ para que la expresion de y sea ‘bonita’ y tendremos como solucion:
x=3-2t

r=qy=-2+t
z=2t contelR

8x— y+z=7

Ejemplo 3: r=
Jemp {—7x+2y+Z:l

Despejamos z en ambas ecuaciones y resolvemos por reduccion:

8x— y=7-z| FI.2 16x-2y=14-2z2 15-3z 5-z
Sumamos: 9x=15-3z = x= =

—Tx+2y=1-z| idem -7x+2y=1-z 9 3

Sustituyendo en la 1* ec.: 8- _Z—y:7—z - 40-8z-3y=21-3z = y:—19;—52219;52

Elegimos: z =2+ 3¢ para que las expresiones de x e y sean ‘bonitas’ y tendremos como solucion:

x=1-t¢
r=<y=3-5¢t
z=2+3¢ con teR
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La ecuacién de una recta en forma paramétrica
Tal y como hemos visto, una recta en el espacio puede definirse como el corte de 2 planos.
X=X, +Vv -t
La solucion es de este tipo: r=<y=y,+v, ¢ conreR
z=2z,+v, -t
Dando valores a ¢t podemos obtener tantos puntos de la recta como queramos.

En particular, para ¢ =0 tenemos que, un punto de larectaes: P (x,,y,,z,)-

Puesto que para ¢ =1 obtenemos el punto: P’ (x, +v,,y,+Vv,,z,+Vv,) vemos que ha habido un

desplazamiento igual a: (v,,v,,v,) que es la definicion de vector director de la recta.

El vector director de la recta es: 17r =5V, v.)

En definitiva, tenemos:
X=Xx,+v_-t
0 P (x,,%0.2,)  Esun punto de la recta
FEY=Y),tv, -t —

v, =(v,,v,,v,) Eselvector director de la recta
z=z,+v, -t , telR

Posicién relativa de 3 planos

Las diferentes soluciones de un sistema de 3 ecuaciones lineales con 3 incognitas nos dan las diferentes
posiciones relativas que pueden tener 3 planos.

Para verlas todas sistematicamente, cogeremos cada uno de los casos que vimos antes para 2 planos y
veremos qué puede ocurrir al afadir un tercer plano.

. ) n,=2x+3y+ z=4
1. Tenemos 2 planos coincidentes. Por ejemplo: El tercer plano puede ser...
n,=4x+6y+2z=28

a) Coincidente con los otros dos, por ejemplo: n, =6x+9y+3z=12 (1* ec. multiplicada por 3)
Se trata de un sistema con: r=1" =l<n=3 { Usaré: r=rang(A) , r" =rang (A| B) }
Es un sistema compatible indeterminado, la solucion es un plano, cualquiera de los 3.
b) Paralelo a los otros dos, por ejemplo: 7, =6x+9y+3z=10 (con otro término independiente)
Se trata de un sistema con: r=1=r1" =2
Es un sistema incompatible, sin solucion.
c¢) Incidente a los otros dos, por ejemplo: m,= x+y+z=4 (Yalo usamos en ‘planos incidentes’)

Se trata de un sistema con; r=1r" =2<n=3

Es un sistema compatible indeterminado, la solucion es una recta.

1a 1b 1c
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2. Tenemos 2 planos paralelos. Por ejemplo: {

a)

b)

n,=2x+3y+ z=4
El tercer plano puede ser...
n,=4x+6y+2z=9

Coincidente con uno de los dos, por ejemplo: m, =4x+6y+2z=9 (idéntico a m,)

Se trata del caso 1b anterior.

Paralelo a ambos. Por ejemplo: n, =4x+6y+2z=3 (cambiando el término independiente)

Se trata de un sistema con: r=1=r1" =3
Es un sistema incompatible, sin solucion.

Incidente a los otros dos, por ejemplo: n,= x+y+z=4 (Yalousamos en ‘planos incidentes’)

Se trata de un sistema con: r=2#1" =3

Es un sistema incompatible, sin solucion.

2a 2b 2c

3. Tenemos 2 planos incidentes. Por ejemplo: {

a)

b)

¢)

d)

T, =2x+3y+z=4
El tercer plano puede ser...
n,= x+ y+z=4

Coincidente con uno de los dos, por ejemplo: ©, =4x+6y+2z=8 (El doble de la 1? ecuacion)

Se trata del caso 1c anterior.

Paralelo a uno de los dos. Por ejemplo: m, =4x+6y+2z=3 (con otro término independiente)

Se trata del caso 2c¢ anterior.

Corta a los dos anteriores en un punto. Por ejemplo: n, =4x+6y—z=8 [ Pasan por (8,-4,0)]

Se trata de un sistema con: r=r" =3 =n, el unico caso compatible determinado.

Corta a los dos anteriores en la misma recta. Por ejemplo: n, =3x+4y+2z=8 (m,=mn+m,)

Se trata de un sistema con: r=r" =2 <n =3, caso compatible indeterminado.

Corta a los dos anteriores, pero con ningin punto comun. Por ejemplo: n, =3x+4y+2z=10
Se trata de un sistema con: r =2 #r" =3, caso incompatible.
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Posicion relativa de un plano y una recta

Respecto a un plano, una recta pueda estar colocada de estas tres formas:

i —

Recta contenida en el plano

2x+3y+z=4
r=
Ejemplo: X+ y+z=4
n=3x+4y+2z=8
El plano & es una combinacion

lineal de los planos que definen
larectar.

r=r =2<n=3
Sistema Comp. Indeterminado

Haz de planos

r

Recta paralela al plano
1r_{Z)c+3y+z=4
Ejemplo: X+ y+z=4
n=3x+4y+2z=10
Solo los coeficientes del plano &

son combinacion lineal de los
que definen la recta r.

r=2,r"=3

Sistema Incompatible

Recta incidente en el plano
2x+3y+z=4

Ejemplo: rz{ x+ y+z=4
n=3x+6y—-2z=0
Los coeficientes del plano & no

son combinacion lineal de los
que definen la recta r.

r=r ' =3=n
Sistema Comp. Determinado

Para entender mejor las posiciones relativas de un plano y una recta es 1til el concepto de haz de planos.

Se llama asi al conjunto infinito de todos los planos que pasan por una recta r dada:

\

r

2

Como ya sabemos, dos planos incidentes definen una recta. Forman un sistema compatible indeterminado.

Si afiadimos otro plano (otra ecuacion) que sea combinacion lineal de los otros dos, el sistema tendra la
misma solucion. Es decir, otro plano que sea combinacién lineal de los otros dos pasa por la misma recta.

Por lo tanto, el haz de planos lo forman todas las combinaciones lineales posibles de 2 planos que definen
a unarectar.

) 2x+3y+z=4
Sitenemos: r=
x+ y+z=4

la ecuacion del haz de planos que pasan por la recta r es:
o-(2x+3y+z=4)+B-(x+y+z=4) con oy B valores reales

Esto equivale (si 3 no es cero) a:
B~[%~(2x+3y+z =4)+(x+y+z = 4)}

En la practica, llamando A al factor que multiplica a la primera ecuacion, se toma:

A(2x+3y+z=4)+(x+y+z=4) que solo excluye al plano multiplicado por A.



Posiciones relativas de dos rectas

Dos rectas en el espacio pueden estar colocadas en estas posiciones relativas:

(En cada caso se forma un sistema de 4 ecuaciones lineales con 3 incognitas)

r

Rectas coincidentes

_[2x+3y+z=4

) X+ y+z=4

Ejemplo:

_[3x+4y+2z=38
xX+2y =0

Ambas rectas son la misma.

Las ecuaciones de la recta 2 son

combinacion lineal de la recta 1.

r=r =2<n=3
Sistema Comp. Indeterminado

Rectas paralelas

{2x+3y+z=4
I'l=

] x+ y+z=4
Ejemplo:
2x+3y+z=4
r, =
2 X+ y+z=2

Solo los coeficientes de la recta
2 son combinacién lineal de los
que definen la recta 1.
r=2,r"=3

Sistema Incompatible

Rectas incidentes (se cortan)

{2x+3y+z=4
I'l=

] x+ y+z=4
Ejemplo:
2x+5y+z=4
I, =
2 X+2y+z=4

Hay 3 ecuaciones independientes,
la cuarta ecuacion no aporta
informacion, es redundante.
r=3,r" =3

Sistema Comp. Determinado

Rectas que se cruzan

L

2x+3y+z=4
x+ y+z=4

Ejemplo:

{2x+5y+z:4
L

xX+2y+z=8
El determinante 4x4 de la

matriz ampliada es distinto
de cero.

r=3,r" =4
Sistema Incompatible

Estudiar un sistema de 4 ecuaciones puede ser complicado.

Lo mas sencillo para estudiar las posiciones relativas de dos
rectas dadas como interseccidon de planos es estudiar el sistema
que forman solo tres de las ecuaciones.

Eso permite distinguir los dos primeros casos (coincidencia y

paralelismo).

Si las tres ecuaciones elegidas forman un sistema compatible
determinado, su solucion puede hacer cierta la cuarta ecuacién
(rectas que se cortan) o puede no satisfacer la cuarta ecuacion

(rectas que se cruzan).

Otra forma de trabajar seria obtener de cada recta un punto y
un vector director, a partir de sus ecuaciones paramétricas, y
estudiar cada posibilidad por separado.

Cuando conozcamos las operaciones vectoriales tendremos
formas mas directas de estudiar estas posiciones relativas.

Si se eligen ‘al azar’ dos rectas en el espacio, casi siempre seran rectas que se cruzan.

Para que las dos rectas sean coincidentes, paralelas o incidentes deben ser elegidas a proposito.
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Otras formas de dar la ecuacidon de una recta

Ya conocemos como definir una recta de dos formas: Como interseccidon de dos planos y en forma
paramétrica (que depende de un punto de la recta y de su vector director). Vamos a conocer otras formas.

Tomemos como ejemplo la recta r que pasa por P(2,—1,3) y tiene como vector director a: = (1,2,-2).
Su ecuacion en forma vectorial es:

r=(x,,2)=2,-1,3)+¢(1,2,-2) , teR
que refleja que cada punto de la recta (x, y,z) se puede conseguir a partir del punto (2,—1,3) con un

desplazamiento de ‘¢’ veces el vector director V= (1,2,-2).

N F Larecta r del dibujo pasa por P y tiene vector director V.
v B
P .
Desde P, se alcanza B desplazandonos 3 veces el vector v.

A Desde P, se alcanza A desplazdndonos —2 veces el vector V.

Separando esa ecuacidn vectorial en una ecuacion para cada componente, tenemos la forma paramétrica:
xX= 2+t
r=qy=-1+2¢
z= 3-2t ,teR
Y si despejamos ¢ en cada una de las 3 expresiones anteriores e igualamos, tenemos la que se conoce
como forma continua de la recta:
x=2 y+1 z-3
1 2 -2

r

Es decir, una recta r que pasa por P(x,,,,z,) y tiene como vector director v=(v,,v ,v,) se escribira:

X=Xy _ Y=V _272%

r
\% v 1%

X y z

Dada la forma continua de una recta es posible conocer dos planos que se intersecten en ella (y, por lo
tanto, usando el haz de planos, la forma de cualquier plano que pase por esa recta).

Para ello basta con usar dos igualdades de la forma continua, cada una nos da un plano.

Veamoslo con el ejemplo que hemos usado hasta ahora:

x—2 z-3
x=2 y+1 z-3 ) — (2)(x=2)=1-(z-3) = —2x—z=-7
r= I = 5 = > RN "y 4
PH_ID L (=269 = ~2y-22=-4

La primera ecuacion produce el plano:  2x+z=7

La segunda ecuacion produce el plano:  y+z=2

) 2x+z=7
Y obtenemos la recta r definida por dos planos: r= 5
y+z=

(Cualquier combinacion lineal de ellos pasard también por la recta r)
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Ejercicios

1. Dados los planos m, =x+y+z=3 y m,=x+y—az=0, calcula:
a) Para qué valor de a son paralelos, b) La ecuacion de la recta interseccion (cuando eso ocurre).

. A B D
a) Dos planos son paralelos si: —=—L = S #—L
AZ BZ CZ D2

= L ;t% es decir, si a =—1 los planos son paralelos.
—a

—_ | —

En este caso debe suceder que: %=

b) Los planos definiran una recta si a # —1 (nunca son coincidentes, distintos términos independientes)

x+y=3-z 3
En ese caso, porloque: 3-z=az - 3=z(+a) = z=—-
xX+y=az l+a
. . ., 3a 3a
si elegimos y =¢, en la segunda ecuacion tendremos: x+t=—— — x= —t
l+a l+a
3a
=t
l+a

La recta buscada, para a #—1,es: r=<y =t

x+y—z=1 ) .. .
2. Seanlarecta r= { Y 0 y el plano m=x+mz =0. Discute sus posiciones relativas.
X—-y—z=

El sistema que forman las tres ecuaciones tiene como determinante de la matriz de coeficientes:

1 1 -1
A|=[1 -1 —l|=-m-1+0-(1+m+0)=-2-2m=-2(1+m)
1 0 m

Si|Al=0 - -2(1+m)=0 = m=-1

Asi, para m # —1 el sistema es compatible determinado. La recta y el plano se cortan en un punto.

Si m =—1 la matriz ampliada del sistema podemos transformarla con el método de Gauss:
I 1 -1 1 1 1 -1 1
(A|B)=|1 -1 -1 0| F2«-F2-F1|0 -2 0 -1|—> -2y=-1= y=1/2
1 0 —-10) F3F3-F1(0 -1 0i-1)—> -ly=-1= y=1
Vemos que las filas 2 y 3 dan soluciones contradictorias, luego el sistema es incompatible.

En este caso la recta y el plano son paralelos (no tienen ningin punto en comun).

Para m # —1 larecta y el plano se cortan en un punto.

Para m =—1 larectay el plano son paralelos.




3.

Sean los planos: n, =2x+ay-z=3, n,=ax-2y—-z=-2, n, =x+3y=>~. Calcula:

a) Sus posiciones relativas, b) La recta comun a los tres en el caso adecuado.

b)

) , .2 -1 . .,
Los dos primeros planos serian paralelos si: — = > = e Esto no es cierto para ningun valor de a.
a — —

Por lo tanto, los dos primeros planos se cortan en una recta para cualquier valor de a.

La matriz de coeficientes del sistema que forman los tres planos es:
2 a -1
A=|a -2 —-1| cuyo determinante es: [A|=0-a-3a—(2+0-6)=—4a+4=4(1-qa)
1 3 0
Si |A|I=0 - 1-a=0 = a=1

Por lo tanto, si a #1 tendremos: rang(A)=3=n Yy el sistema es compatible determinado.
En este caso, los tres planos se cortan en un punto.

Para el caso a =1 la matriz ampliada es:
2 1 -1} 3) Fl«Fl-2-F2 (0 5 1] 7
(AlB)=| 1 -2 -1}{-2 12 -1 =2
1 3 0 b) F3<F3-F2 (0 5 1ib+2

Las filas 1 y 3 son iguales cuando b+2=7 — b =5 y el sistema es compatible indeterminado.
Los planos se cortan en una unica recta.

Si b#5 las filas 1 y 3 son contradictorias y el sistema es incompatible. En ese caso los planos 1y 3
se cortan dos a dos sin ningin punto comun. (El plano 3 no puede ser paralelo ni al 1 ni al 2).

st a#1 Se cortan en un punto

= | . {si b=5 — Hay unarecta comun a los tres planos
si a=

si b#5 — Se cortan dos a dos, sin puntos comunes

El caso compatible indeterminado ocurre cuando a =1y b=5. Como solo hay dos ecuaciones
independientes elegimos las que corresponden a los planos 2 y 3:

xX=2y—z=-2

- (5-3y)-2y-z=-2 = z=T7-5y
x+3y =5 | =5 x=5-3y

Tomando y =t obtenemos la recta buscada:

x=5-3¢
= | y=t [ pasa por P(5,0,7) con vector director v= (-3,1,-5) ]
z=T7-5t con teR
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4.

Escribe las ecuaciones de las rectas que corresponden a los ejes OX, OY, OZ.
Escribe las ecuaciones de las planos XY, XZ, YZ.

Escribe la ecuacion de todos los planos que contienen (o que pasan) por el eje OX.

El eje OX tiene como vector director al que se conoce como i= (1,0,0).
El eje OY tiene como vector director al que se conoce como } =(0,1,0).

El eje OZ tiene como vector director al que se conoce como k = (0,0,1).
Puesto que los tres pasan por el origen (0,0,0) las ecuaciones de las rectas son:

x=0 x=0

Loy =1V =t I, =1y=0 conteR.

Tox

N w
Il
S O 0~

z=0 z=t

El plano XY contiene a las rectas r,, y 1, , por eso su ecuacion es: z=0.

Y °

El plano XZ contiene a las rectas r,, y 1,,, por eso su ecuacion es: y =0.

El plano YZ contiene a las rectas r,, y 1,,, por eso su ecuacion es: x=0.

7 >

Todos los planos que pasan por el eje OX, son el haz de planos que producen
el plano XY, z=0, y el plano XZ, y=0.

Por eso, podemos escribirlo asi: Ay+z=0 con A € R (que solo deja fuera al plano y=0)

Sean larecta r={x=1, y=-2t,z=3+1; teR} yelplano n=2x+3y+az=12. Calcula:

a) Dos planos que se corten en la recta r, b) El valor de a para que el plano 7 contenga a la rectar.

b)

Despejando ¢ e igualando, obtenemos la ecuacion continua de la rectar: x = Y3

Y
= > —-2x=y = 2x+y=0
De ahi tenemos: 4" -2 = Y y los planos buscados son: {

x=z-3 > x—z=-3

2x+y=3

x—z=-3

(o cualquier combinacion lineal de ellos)

Si el plano & contiene a la recta r quiere decir que cualquier punto de la recta r debe satisfacer la
ecuacion del plano .

Como cualquier punto de la recta r es de la forma: (x, y,z)=(¢,—2t,3+¢) sustituyendo en 7, tenemos:
2:-t+3-(2t)+a-3+t)=12
2t —6t +3a+a-t =12
(a-4)-t=12-3a
Esto debe cumplirse para cualquier valor de ¢ (es decir, para todos los puntos de la recta r).
Solo es posible si ambos miembros son nulos.

Esto ocurre para a =4. El plano « contiene a larectarsi a =4.
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Sean los planos n=2x—-y+z=3, c=x—y+z=2,1=3x-y—az=>b.nyoc definen larectar.
Calcula: a) Calcula un punto y un vector de la recta r, b) El plano que contiene a r y pasa por (2,1,3)

c¢) Los valores de a y b para que el plano t contenga a la recta r.

b)

Para resolver el sistema que forman las ecuaciones de m y ¢ restamos ambas ecuaciones, obteniendo:

x=1. De la ecuacion de o, tenemos: z=1+y. Tomando y =t larecta r en forma paramétrica es:

r={x=1,y=t,z=1+1; teR}

La recta r pasa por el punto P(1,0,1) y tiene como vector director: V= (0,1,1).

El haz de planos que pasan por r es una combinacion lineal de las ecuaciones de wy o:
CA+Dx+(-A-Dy+(A+1)z=31+2
Como buscamos el plano que pasa por (2,1,3), ese punto debe satisfacer la ecuacion anterior:
QA+ 2+(-A-D-1+(A+1)-3=31+2
4N +2 -A—-1  +3A+3 =3A+2
oL +4=30+2
3h=-2
r=-2/3
Sustituyendo ese valor de A en la ecuacion del haz de planos, tenemos el plano buscado:
(2 (=2/3)+1)x+(—(=2/3)-1) y+(=2/3+ 1)z =3(-2/3) + 2
—1/3x -1/3y +1/3z=0

x+y—-z=0

El plano que contiene a r y pasa por (2,1,3) es: x+y—z=0.

Para que el plano T contenga a la recta r, cualquier punto de r debe satisfacer la ecuacion de t:
3-1-t—a-(1+t)=>b
3—t—-a—-a-t =b
t-(-1-a)y=b+a-3
Esta igualdad debe cumplirse para cualquier valor de #, por lo que ambos miembros deben ser nulos:
—-l1-a=0 = a=-1
b+a-3=0 —> b=4

Asi pues, el plano t contiene alarectarsi a=—1y b=4.
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7. Calcula en qué punto se cortan r=(x,y,z)=(2+t,2+3t,3+1) , s=(x,y,z) =(-3+2s,1—5,6—25)

donde ¢ y s son parametros reales.

Se cortaran en un punto que satisfaga las ecuaciones paramétricas de ambas rectas:

2+t=-3+2s
2+3t=1-s
3+t=6-2s

Sumando las ecuaciones 1* y 3*: 5+2¢t=3, 2t=-2 — t=-1.
Sustituyendo en la 1* ecuacion: 2+ (-1)=-3+2s5, 2s=4 —> s=2.

Comprobemos que esos valores satisfacen la 2* ecuacion (que atin no hemos usado):

9

2+3-(—1)¥1—2 — —1=-1 secumple, porlotantoryssecortanpara r=—1y s=2.
El punto en el que se cortan podemos obtenerlo sustituyendo # =—1 en la expresion de la recta r:

(x,y,2)=(2+(=1),2+3-(-1),3+(-1)) =(1,-1,2) Se cortan en (1,-1,2).

x+2y=1

8. Sean las rectas: r=(x,y,z)=3+¢,—-1+2t,2+¢t) teR y SE{
3y—z=a

Calcula el valor de a para que las dos rectas estén contenidas en un plano.

Las dos rectas estaran contenidas en un plano si son coincidentes, paralelas o se cortan en un punto.
Calculemos un punto y un vector director de la recta s:

x=1-2A
Elegimos y =A ytenemos: s=<y=A2A

{x+2y:1
S =
z=—a+3L,1LeR

3y—z=a

Por lo tanto tenemos: P, (3,-1,2), v. =(1,2,1) ; P,(1,0,—a) , v, =(-2,1,3)

Los vectores directores no son proporcionales, por lo que r y s no son coincidentes ni paralelas.

Asi pues, las rectas r y s deben cortarse en un punto.

Resolvamos el sistema que se forma al igualar las formas paramétricas de las rectas r y s:

3+t=1-2A
—1+2t=A
2+t=—a+3A

Sustituyendo el valor de A de la 2* ecuacion en la 1* ecuacidon tenemos:
3+t=1-2-(-1+2t) , 3+t=142-4¢t, 5t=0 —> =0
Por lo que, segun la 2* ecuacion, tenemos:
A==1+2-0 > rA=-1
Llevando ambos valores a la 3* ecuacién:
2+0=-a+3-(-1), 2=-a-3,5=—a — a=-5

Si a =-5 las rectas r y s estan contenidas en un plano [y se cortaran para ¢t =0, es decir en: (3,-1,2)]
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3x+3y-5z=4 2x+2y— z=13
9. Sean las rectas: r= s=

x—y— z=0 x=2y+4z=-7

Calcula: a) Un punto y un vector director de cada una de ellas, b) Su posicion relativa

a) Resolvemos cada uno de los dos sistemas indeterminados:

{3x+3y=4+52
Parar:

3
lo hacemos con la regla de Cramer. |A| = ‘ ‘ =3.(-1)-3:-1=-6

X—y=z 1 -1
4+5z 3
re z —1‘:(4+52)'(—1)—3-Z:—4—52—322—4—SZ:2+4Z
-6 -6 —6 -6 3
3 4+5z
y_‘l z| 3.z—(4+5z)-1 3z-4-5z -4-2z 2+z

-6 -6 -6 —6 3
Tomando z=1+3t : (x,y,z)=(2+4t,1+t,1+3t) teR

Por lo tanto: P.(2,1,1) y v. =(4,1,3)

2x+2y=13+z 2 2
Para s: lo hacemos con la regla de Cramer. |A| = | =2-(-2)-2-1=-6

x-2y=-7-4z
13+z 2
x=‘—7—4z —2‘=(13+z)-(—2)—2-(—7—4z):—26—2z+14+822—12+6z:2_z
-6 ) ) -6
2 13+z
y‘l -7-4z| 2-(-7-4z)-(13+z)-1 -14-8z-13-z -27-9z 9+3z

—6 -6 -6 —6 2
Tomando z=-3+2¢: (x,y,z)=(5-2t,3t,-3+2t) teR

Por lo tanto: P, (5,0,-3) y v, =(~2,3,2)

. . 4 1 3 . .
b) Puesto que sus vectores directores son diferentes [ —# 3 #* 5 } no son coincidentes ni paralelas.
Si consideramos el sistema que forman las 4 ecuaciones (2 de ry 2 de s), al no ser ni coincidentes ni
paralelas las rectas r y s, el rango de la matriz de los coeficientes es 3: rang(A) =3

Si el rango de la matriz ampliada es 3, serd un sistema compatible determinado y las rectasry s se
cortaran en un punto. Si tiene rango 4, serd un sistema incompatible y las rectas r y s se cruzaran.

3 3 -5 4 3 6 2 4
Desarrollando
1 -1 -1 0 C2«C2+Cl 1 0 O 0
det(A|B): s 2 1 13 =... €3 3401 = s 4 1 13 =...4por los elementos
- «—C3+
| =2 4 _17 | -1 5 17 de la segunda fila
6 2 4
=) 4 1 13|=—[-102+26+80—(-4+136+390)|=—-[4-522]=518#0
-1 5 -17

Por lo que tenemos que rang (A| B) =4 luego el sistema es incompatible y las rectas r y s se cruzan.
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Este apartado (b) se puede hacer de otras formas.

Una posibilidad, ya que sabemos que las rectas no son coincidentes ni paralelas y por lo tanto solo
pueden o cortarse o cruzarse, es intentar calcular donde se cortan.

Si no se cortan solo pueden cruzarse.
Para calcular donde se cortan, resolvamos el sistema que forman sus ecuaciones paramétricas:

(Para igualarlas elegimos una letra diferente para el parametro de la recta s)

2+4t,1+1,1+3¢t) teR 2hAr=s-2k
= s Vs = + 2 +’ +

r=(x,y,z2) (5 s 2)k keR 1+7=3k

= =—- -+

S (x,y,Z) ( it ) € 1+3t=-3+2k

Sumando la 1* y la 3* ecuacion: 3+7t=2 — t=-1/7
Sustituyendo en la 3* ecuacion: 1+3(-1/7)=-3+2k — 2k=4-3/7, k=25/14
Si las rectas r y s se cortan, esos valores deberian cumplir la 2* ecuacion, pero:
1+(-1/7) = 3-(25/14)
Por lo tanto, las 3 ecuaciones no se satisfacen para algin valor de ¢ y £, asi que r y s no se cortan.

La conclusioén es que las rectas r y s se cruzan.

Ambos métodos utilizados son legitimos, pero cuando conozcamos las operaciones vectoriales
tendremos otra forma para saber si dos rectas se cruzan (y es el que se usa con mas frecuencia).

10.

y+z=0 X . .
Sean las rectas r= y s=—=y—-1=-z+3. Calcula su posicion relativa.
x—2y= 2
o . z==y
Obtengamos la recta r en forma paramétrica. Despejando y: r=
x=1+2y
=142t
. i P.(1,0,0)
Eligiendo y =¢, tendremos: r=<y=t Asi que: —
v.=(2,1,-1)
z=—t ,teR !
_ _ _ P (0,1,3)
Para la recta s, tenemos: s= x—0 P ! =z 3 Asi que: —
2 1 -1 v, =(2,1,-1)

Puesto que ambos vectores directores son idénticos, las rectas r y s son coincidentes o paralelas.
Si fueran coincidentes, cualquier punto de r cumpliria las ecuaciones de s (y un punto de s las de r).

Tomamos el punto de r que tenemos: P_(1,0,0) y veamos si cumple la expresion inicial para s:

»
IIl

=y-1l=-—2z43 > %¢0—1¢—0+3

o | =

Como no la cumple, las rectas r y s son paralelas.
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Geometria Analitica en el espacio tridimensional.

. Puntos y vectores.

JL

En el espacio tridimensional tomamos un sistema de referencia cartesiano de origen O (el origen
de coordenadas) y ejes perpendiculares entre si llamados OX, OY y OZ. El sentido posmvo de la
direccion de cada eje viene definido por los vectores unitarios (modulo 1) llamados i, j y K.

Y Y

Ye
//

<

OP.

o

Zp

y4 Y4

Cada punto del espacio P viene determinado por sus coordenadas (ﬁ Yp, Zp) referidas a estos

ejes. También podemos situar cada punto por su vector de posicion OP . Este vector se puede es-
—

cribir asi: OP = (X, y,, Z,) 0 asi: OP = Xp1 +yPJ +z, K.

Los vectores que manejamos se llaman equipolentes pues se pueden desplazar a cualquier punto

de aplicacion (o polo) mientras no cambiemos su direccion, sentido y modulo (longitud). Cada

vector puede imaginarse dibujado en una caja cuyas dimensiones son las componentes del vector.

Aplicando el teorema de Pitagoras, la diagonal

de la base es: d*> = (v, )* +(v,)’

vy

Aplicando nuevamente Pitagoras, al tridngulo
en el que |§| es la hipotenusa, tendremos el

<t

modulo del vector:

V. = 2 2 2
: V= (V) +(v,)} +(v,)

Si un vector se multiplica por un numero, se multiplican sus componentes y por lo tanto cambiara
en la misma magnitud su modulo: |k . V| = |k| . |V| . Su direccion y sentido no cambiaran.

Podemos pensar en un vector como la operacion que traslada un punto a otro.
Esta traslacion define la operacion suma para vectores:

~ —_—
) — El vector AB desplaza el punto A hasta el B.
AB B . > — —
A Es decir, OA + AB= OB.
/ , Para sumar dos vectores se ponen uno a conti-
oA OB nuacion del otro y se une el punto de aplicacion
v del primero con el final del segundo.
B —_ P —_
Ademas, como AB = OB — OA , tendremos:
—_—
0 X AB=(Xp—X,, Yg—¥a> Zg —Z,)
z
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La suma de vectores se suele representar de una forma equivalente: La regla del paralelogramo.
Segun la definicion anterior AB+BD=AD ,
como los vectores son equipolentes, BD= AC
por lo que podemos escribir:
AB + AC= AD , laregla del paralelogramo.

Asi pues, para sumar dos vectores se pueden

dibujar con el mismo punto de aplicacion y
crear un paralelogramo. La suma es la diagonal

que pasa por el punto de aplicacién comun.

De la primera definicion de la suma de vectores se obtiene también la resta de vectores:
i .., —_ — —_
D Seglin esa definicion, AB + BC = AC por ello,
. — —_ —_
despejando: BC = AC — AB.
Es decir, para restar dos vectores que tengan el
mismo punto de aplicacion basta con unir sus

B /
BC /
AB extremos.
o El vector resta va dirigido hacia el extremo del
vector que se escribe primero en la operacion.
A AC
—>
P

Sabemos que: 6(3= OP + P_Q y P_M:%

Usando vectores podemos calcular el punto medio M del segmento que une los puntos P y Q:
Q

Queremos(i(/[:
OM = OP + PM = 515+% P_Qz
— OP+1(0Q - OP)=1(0Q + OP)

Expresado con palabras: Para calcular el punto
medio de P y Q, basta sumar sus respectivas

coordenadas y dividir por 2.

Con una estrategia similar se pueden calcular los puntos resultantes de dividir el segmento que
. r . . . —> r
une P y Q en cualquier nimero de partes. Basta dividir el vector PQ en el nimero de partes re-

—
querido y sumarlo al vector OP .
Una cuestion interesante que se puede resolver con vectores es saber si tres puntos P, Q y R estan
—_ —_
o no alineados. Para saberlo basta con encontrar los vectores PQ y PR . Si los puntos estan sobre

la misma linea, ambos vectores tendran la misma direccion, es decir, uno de ellos serd multiplo
del otro. Esto ocurrird si el cociente de sus tres componentes da el mismo valor:
X =Xp _Yr™Yr _Zr "%

X7 Xp Yo ¥

P, Q, R estaran alineados si:
Zo—Zp

Ademas de las operaciones vistas hasta ahora (calculo de un vector conociendo sus puntos extre-
mos, modulo, multiplicacion por un numero, resta de vectores y suma de vectores)

nos quedan tres operaciones importantes que se deben conocer: El producto escalar
de vectores, el producto vectorial de vectores y su combinacion, el producto mixto.
pag.2
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2. Producto escalar de dos vectores.

Se define asi: a-b = |a|-‘b‘ -cosa, donde a es el angulo menor que forman los dos vectores.

Por lo tanto, si dos vectores son perpendiculares (ortogonales) su producto escalar es cero.
El producto escalar es conmutativo, a-b=b-a, y distributivo, a- (1_5 + E) —a-b+a-c.

-i-k=0

-

Sia=axi+ayj+azkyb bl+b]+bk como 1 - i=j-j=k-k=1,1-j=j-

)

tendremos que: a-b = (axl +ayJ + azk)-(bxl +by] +bZk) =...=ab +ab +apb,

Esta expresion del producto escalar permite usarlo para hallar el 4ngulo que forman dos vectores:

—

a-b ab +ab +ab,
EECI

—

a-b

:|§|-‘B‘-cosa — cosa =

Geométricamente, el producto escalar permite
calcular la proyeccion de un vector sobre otro.

En el dibujo, la proyeccion de a sobre b es:

~ -~ a-b
b Pa,b:|a|-c0sa:a‘?‘
Papb= |a| cos a
Una relacion interesante y que se usa con frecuencia: a -a = | | | | -cos0 = | | |§| =

3. Producto vectorial de dos vectores.

Se define asi: a A b es un vector perpendiculara a y a b, de médulo ‘a A b‘ = |a|-‘b‘-sina

a A b El sentido del vector a Ab lo da la regla de la
mano derecha:

Si los dedos de la mano derecha indican el sen-

tido del giro para ir de a hasta b por el cami-
no mas corto, el pulgar senala hacia donde va el

o

producto a A D.

—

El producto vectorial es anticonmutativo a Ab =—b Aa y distributivo aA(b+c)=aab+ana

ComoT*]A}=EE6,T}E ~jAl, kni=j=-ink, jak=i=-knj:
inb=(a,i+a,j+ak)A(bi+b j+bk)=...=(ab,~ba)i—(ab,—ab)j+(ab, —ab )k
i 7 k
que se puede escribir como un determinante: a Ab =|a, a, a,
b, b, b,
Geométricamente, el producto vectorial calcula
g el area del paralelogramo que se forma a partir
a
h de los dos vectores:
(X // — —_— — . — —
I — / S=‘b‘-h=‘b‘-|a|-sma=‘a/\b‘
b
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Producto mixto de vectores.

JL

i J k| |a, a, a,
Se define asi: a-(bAac)=a-|b, b, b,|=b b, b,
¢, ¢ ¢, [e ¢ ¢

Es habitual escribir el producto mixto de esta forma: [5, b, E] .
Por las propiedades de los determinantes, [E,B,E] = [E,E,B] = [B,E,E]

Geométricamente, el producto b A ¢ calcula el
area del paralelogramo que, en el dibujo, es la
base del paralelepipedo formado por a,byc.

Al hacer el producto escalar por a , la proyec-

cion de a sobre bAC es igual a la altura del
paralelepipedo.

Asi pucs, Vparalelepipedo = ‘a : (b A C)‘

Se toma en valor absoluto por si b A ¢ va diri-
gido en sentido contrario al vector a .

También podemos, con el producto mixto, cal-
cular el volumen del tetraedro que forman los
tres vectores.

Como su base sera la mitad del paralelogramo
que hay en la base del paralelepipedo y el vo-
lumen de una piramide es la tercera parte del
prisma de igual base y altura, tendremos:

1
6

Vietraedro = "a : (b AN C)‘
Una aplicacion del producto mixto es averiguar si tres vectores dados son o no coplanares. Si lo
son, el volumen del paralelepipedo que forman es nulo, de forma que su producto mixto da cero.

(Si el determinante, en el que cada vector es una fila, resulta cero, es porque uno de los vectores
es combinacion lineal de los otros dos y, por lo tanto, estdn en el mismo plano).

Las tres operaciones de multiplicacion de vectores que hemos visto tienen nombres alternativos:

producto escalar = producto punto (en inglés, dot product)
producto vectorial = producto cruz (en inglés, cross product)
producto mixto = triple producto escalar (en inglés, triple escalar product o mixed product)

Como resultado adicional veamos una relacion entre el producto escalar y el producto vectorial:

\aABZ +(a-B) :(|a|.\g\.sma)2 +(|a|.\5\.cosa)2 —[a} 6 :

’ -(sin2 a +cos’ a) = |€1’|2 -‘B
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5. La recta.

Una recta es el lugar geométrico de los puntos R que se obtienen a partir de un punto P por tras-
lacion segtin un vector director v .

Los puntos de la recta cumplen:
OR=0P+v- -t, siendo el parametro te R.

Si las coordenadas de R son (x, y, z), tenemos,
X=X,+V, -t

Ecuaciones paramétricas: <y =y, + vyt

zZ=27Z,+V,t

: . : . . X—X - A/
Despejando el parametro t e igualando, tenemos la ecuacion continua: p_ Y Ve -
v v \4

X y z

6. El plano.

Un plano es el lugar geométrico de los puntos Q que se obtienen a partir de un punto P por trasla-
cion seglin cualquier combinacion lineal de dos vectores v y w .

Q Los puntos del plano cumplen:
_1; Tv’ OQ OP+v- A+wW-pu,con L, ueR.
P Si las coordenadas de Q son (x, y, z), tenemos,
X=Xp,+V A+W, -u
Ecuaciones paramétricas:qy =y, +v A+ w, - u
Y 2=272,+V, A+tw, -u
0 X

z

—_— - —
Como el vector PQ =(x—X,, y—Yp, Z—Z,) €s una combinacion lineal de v y w, tendremos:

X=Xp Y=Y 2%
\ v v_ |=0, desarrollando por menores de la primera fila quedara en la forma:

X y z
w w w

X y z

A(x—x,)+B(y-y,)+C(z-z,) =0, donde A, B y C son numeros.
Por un lado, de ahi obtenemos la ecuacion general del plano: Ax+By+Cz+D=0.

— . —
Pero, ademas, deducimos que el vector n =(A,B,C) es perpendicular (normal) a PQ puesto que
su producto escalar es cero. Por lo tanto n =(A,B,C) es un vector perpendicular al plano. Otra
forma totalmente equivalente de obtener un vector perpendicular al plano es hacer: n=v AW

Podemos dar la ecuacion de una recta r como la
/ interseccion de dos planos 7, y 7,:
V {A1X+B1y+CIZ+D1=O .
r r= Resolviéndolo
M, Ax+B,y+C,z+D, =0
obtenemos las ecuaciones paramétricas de r.
T[Z

El vector director de la recta seria:
V=0 A1, :(Al’ B, CI)A(AZ’ B,, Cz)
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7.

Posiciones relativas con puntos.

—
Dos puntos P, Q definen una linea recta, cuyo vector director es el vector PQ . La distancia entre
los dos puntos es el mdédulo del vector que los une.

Tres puntos P, Q, R estan alineados si los vectores PQ y PR son proporc10nales Sino estan ah-
neados definen un plano. Los vectores que definen el plano son PQ y PR o bien 1 = PQ A PR.

Cuatro puntos P, Q, R, S son coplanares si el volumen del paralelepipedo creado por los vectores
— —> — —> —> —
PQ, PR y PS esnulo, es decirsi PQ-(PR A PS)=0.

Un punto P pertenece a una recta r si cumple su ecuacion. Si no pertenece a ella, su distancia es:

La altura del paralelogramo formado por RP y
v es la distancia buscada.

Como su area es base por altura, despejando:

—
d= Sparalelogramo _ | RP AV |
L

M

base

Un punto P pertenece a un plano & si cumple su ecuacion. Si no pertenece a ¢él, su distancia es:

La distancia del punto P al plano & es igual a la

—> —
proyeccion del vector QP sobre el vector n :

|QP-ii|  |Ax,+By, +Cz, +D|

il JAZ+ B+

d=

. Posiciones relativas de dos rectas.

JL

Dos rectas son paralelas si sus vectores directores son iguales o proporcionales.
Si ademas tienen un punto comun, son coincidentes.

Dos rectas que no son paralelas forman el angulo que forman sus vectores directores.

Si, formando un angulo, tienen un punto en comun se dice que las rectas se intersectan (o cortan).
Ese punto se calcula resolviendo el sistema de ecuaciones que forman. El aspecto de ese sistema
depende de si las rectas se dan en forma paramétrica, continua o como corte de dos planos.

Si las dos rectas no se intersectan, se dice que se cruzan. En ese caso, hay una distancia minima
entre las dos que se puede calcular asi:

Si dos rectas r y s se cruzan siempre se pueden
encontrar dos planos paralelos que contengan a
cada una de las rectas. El vector normal a esos

planos es n = v, A v,. La distancia entre las rec-

tas es la distancia de un punto de uno de los
planos al otro plano y se calcularia como vimos
en el apartado anterior.

De otra forma, la distancia buscada es la altura

del paralelepipedo que forman v, 55 y E_l))s:

ﬁ — —_
PP -(V.AV,)|
VA, |

d _ Vpa.ralelepipedo _ ‘

S

base
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9. Posiciones relativas de dos planos.

Dos planos son paralelos si sus vectores normales son proporcionales. Si ademas un punto de uno
de los planos pertenece al otro plano, son coincidentes. Si son paralelos, la distancia entre ellos es
la distancia que hay desde un punto cualquiera de uno de los planos hasta el otro plano.

P T, T,
—> [ ] T[
n, - 2
n,
d
r
> =
— 1 v
- r
nZ

Si no son paralelos, dos planos forman un cierto angulo, el que forman sus vectores normales. En
este caso, se cortan en una recta. Esa recta se halla resolviendo el sistema que forman los planos.

10. Posiciones relativas de tres planos.

La posicion relativa de tres planos se averigua resolviendo el sistema de ecuaciones que forman.
Si el sistema es compatible determinado se cortan en un unico punto. Si el sistema es compatible
indeterminado se cortan en una recta. Si el sistema es incompatible no tienen puntos en comun
(por parejas podrian cortarse en una recta o ser paralelos).

2

X Py

11. Posiciones relativas de una recta y un plano.

En general, se puede saber su posicion relativa resolviendo el sistema de ecuaciones que forman.
Con argumentos geométricos, pueden darse los siguientes casos:

Si el vector director de la recta y el vector normal al plano son perpendiculares, la recta y el plano
son paralelos. De ser asi, la distancia entre ellos es la distancia de un punto cualquiera de la recta
al plano. Si esa distancia es cero, la recta esta toda ella sobre el plano.

Si no son paralelos, forman un cierto angulo y se cortan en un punto. El punto de corte es la solu-
cion del sistema que forman. El angulo que forman es el angulo complementario del que forman
el vector normal al plano y el vector director de la recta.

.
P v
—r
’
no T
- ,
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12. Haz de planos.

JL

El haz de planos paralelos es el conjunto de todos los planos que son paralelos a uno dado. Puesto
que todos tienen el mismo vector normal, tienen los mismos coeficientes A, B y C y se distinguen
entre si por el valor de D: Ax+By+Cz+D=0, DeR (A, By C serdn valores dados).

Por ejemplo, el haz de los planos paralelos a 2x —3y+z—-3=0 es: 2x-3y+z+D=0, DeR.

Tf -4B0) - ;'/ e

También existe el haz de planos secantes (muchas veces se llama 'haz de planos' a este tipo).

Es el conjunto de todos los planos que pasan por una recta dada (por lo que se cortan en ella). Lo
mas habitual es que tengamos la recta dada como la interseccion de dos planos y queramos hallar
la ecuacion de un plano cualquiera que también pase por esa recta.

_ Ax+By+Cz+D,=0 | ) .
Es decir, tenemos r = siendo el rango de la matriz del sistema 2.
Ax+B,y+C,z+D, =0
Si afiadimos una tercera ecuacion que tenga la misma solucion, el rango debe seguir siendo 2, por
lo que la tercera ecuacidon debe ser una combinacion lineal de las dos que ya tenemos.

Por lo tanto, Ax+By+Cz+D=4-(Ax+B,y+Cz+D,)+u-(A,x+B,y+C,z+D,)
y como la expresion del primer miembro es cero, puesto que es la ecuacion de un plano,
la ecuacion del haz sera: A-(Ax+B)y+Ciz+D))+u-(A,x+B,y+C,z+D,)=0

Para agilizar el calculo es frecuente desestimar del haz el segundo de los planos, es decir, no con-
siderar el caso de 4 =0, y tomar como ecuacion del haz de planos la combinacion lineal que re-
sulta de sumar la expresion del primero con la expresion del segundo multiplicada por un factor:
(Ax+By+Cz+D,))+k-(A,x+B,y+C,z+D,)=0.

Veamos un ejemplo:

3x+2y—-z+3=0
Encontremos el plano que pasa por P(—4,1,2) y por larecta r =
x=2y+z-2=0

La ecuacion del haz de planos es: (3x+2y—-z+3)+k-(x-2y+z-2)=0

Para que el plano pase por P(—4,1,2), sustituimos: —12+2-2+3+k-(-4-2+2-2)=0
de ahi se obtiene: —9+k-(-6)=0, k=-3/2

Por ello el plano buscado es: (3x +2y—z+3)+(-3/2)-(x —2y+z—-2)=0
Multiplicando todo por 2: 2-(3x+2y—-z+3)-3-(x—-2y+z-2)=0
De lo que resulta: 6x+4y—-2z+6—-(3x—-6y+3z—-6)=0

Por lo que la ecuacion del plano buscado es: 3x+10y—-5z+12=0
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Ejercicios de distancia punto-plano

1.-

Sean los planos: 1=2x-2y+z-3=0y 0=2x-2y+z2-9=0.

Calcula la distancia a la que se encuentran ambos planos.

Xx-3 y+1 z-2
3

a) Su posicion relativa, b) la distancia entre el plano y la recta.

Sean el plano: m=2x—-2y+z-3=0 ylarecta: r= . Calcula:

Un dron que esta situado en el punto A(10,—10,8) queremos dirigirlo por el camino mas
corto posible hacia el plano: t1=2x—-2y+z-3=0. Calcula:

a) Qué recta debe seguir, b) a qué punto del plano = llegard, c) qué distancia recorrera.
Seael plano: t1=2x-2y+z-3=0.

Calcula las ecuaciones de los dos planos que distan 3 unidades del plano .
(NoTA: Se hace usando la formula de la distancia punto-plano.)



Ejercicios de Geometria

1. Larectar pasa por los puntos A(L0,1) , B(3,—-12). Calcula sus distintas ecuaciones.
2. El plano = pasa por los puntos A(2,-11), B(4,1,-1), C(3,2,0). Calcula su ecuacion.

X+2y+z=1 ) L
3. Sealarectar= 5 1 Calcula sus ecuaciones paramétricas.
X—y—2=

4. Calculael punto en el que la recta r del problema anterior corta al plano: t=3x+y+2z+4=0.

X—-y+2z=1
5. Seanlarecta: r= yel plano: t=ax+y+z=Db,con a,beR.
2X+2y—-2=2

Calcula sus posiciones relativas en funcion de los posibles valores de a y b.

6. Sean los puntos P(2,1,-1), Q(5,2,—-3) , R(8,a,b) con a,beR. Calcula:
a) Ladistanciaentre Py Q b) El valor de ay b para que P, Q y R estén alineados.
7. Seanlos puntos A(3,-2,4), B(3,1,-2) yel plano n=2x-6y+3z-12=0.
Calcula cuél de los dos puntos es el mas cercano al plano =.

8. Calcula la ecuacion del plano que pasa por los puntos P(2,1,-1) , Q(0,k,1) , R(3,5,—k) con ke R
sabiendo que el triangulo de vértices PQR es rectangulo en P.

9. Seanelplano n=2x—y+z+3=0 y larecta erT_Z:%zzT_l siendo k e R . Calcula:

a) El valor de k adecuado para que la recta r no corte al plano =.

b) Para el valor de k anterior, la ecuacion del plano que es perpendicular a = y contiene a la rectar.

X+y+z-1=0

10. Seanel punto A(2,2,0) ylarecta: r =
Xx-2-8=0

Calcula el punto simétrico al punto A respecto a la recta r.

11. Seanel punto A(3,0,3) yel plano t=x-y+2z=3 . Calcula el punto simétrico a A respecto a .

X—y=3
12. Seanelplano t=2x-2y+z—-4=0 ylarecta r= Y :
2y+z2=4

Calcula: a) Los puntos de r que estan situados a 2 unidades de =. b) El angulo que formanry .

13. Seanel plano t=2x—y+2z=4 yel punto P(5-11).
Calcula el punto que es la proyeccion perpendicular de P sobre el plano «.

14. Seanel plano n=2x—-y+2z=4 y larecta erT_l= y-1_z

11
Calcula la recta que es la proyeccion perpendicular de r sobre el plano .

15. Seanlarecta: r= XT_l Y Z—_ll yel plano: n=2x—y+bz=0 donde a,beR. Calcula:
a —_
a) La posicion relativa de r y w en funcion de a y b, usando razonamientos geomeétricos.

b) La distancia entrery wen funciondeayb. [Basado en un problema de las PAU de julio-2017]
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

Sean los planos en el espacio: 1=6x—3y+2z-8=0, c=6x—3y+2z+12=0.

Calcula la ecuacion del plano que equidista de ambos (es decir, el plano situado ‘en medio’ de ellos).
Sean las rectas paralelas: r, que pasa por el punto A(1,1,4) ys, que pasa por el punto B(-5,3,6),
ambas con vector director v=(1,-2,1).

Calcula la ecuacion de la recta situada entre ambas y paralela a ambas.

Sea el tridngulo de vértices A(-1,2,a), B(1,1,4) y C(0,1,0) con ac R . Calcula:

a) Si el triangulo es rectangulo en A, los posibles valores de a. [ basado en PAU, junio 2018 ]

b) Para a =-2 el area del triangulo ABC y la ecuacion del plano r que contiene al triangulo ABC.

Sean larecta: r=(X,y,z)=(-3+2t,-4+3t,3-t) conteR vylospuntos: P(1,0,-1), Q(-12,3).

Calcula el punto R de la recta r que forma con P y Q un triangulo isosceles de lados PR, QR iguales.

Sean larecta: r=(x,y,z2)=(-4+2t,—2,1-t) conteR
ylos planos: m=x+2y+2z=1, 6=x-2y+2z=-3

Calcula las posiciones relativas de los tres objetos y haz un dibujo cualitativo de la situacion.

Seael plano t=x—-2y+2z+3=0. Calcula el plano o planos que distan 2 unidades del plano .

Sean los planos m, =2x—-4y+z=4, n,=2z=3 yseael punto P(2,5,0).
Calcula la ecuacion de la recta r que es paralela a los planos m, y =, y pasa por el punto P.

Sea la recta r que pasa por A(2,—2,3) y tiene como vector director v=(3,1,-2) . Y sea el punto
P (10,—4,0). Calcula la recta s que corta perpendicularmente a la recta r y pasa por el punto P.
Sean las rectas: r=X—t-¥=2_Z+1 , S x2_y-1_z-1
1 -1 a b 2 —4
Sabemos que existe un plano & perpendicular tanto a la recta r como a la recta s.

con a,beR.

Calcula la posicion relativa de las rectas r y s.

-1’
Calcula la ecuacion de la recta s que es paralela a «, corta a r y pasa por el punto A(0,2,1).

Sean el plano: t=2x—-y+z+3=0 Yy larecta: rEXT_lzyTJrl Z

Sean los planos en el espacio: t=x+5y—14=0, c=2x-3y+11=0, 1=3x+2y-16=0.
Sean la recta q: interseccion n y o, la recta r: interseccion de n y t, y la recta s: interseccion de o y .

Calcula las posiciones relativas de las rectas g, r y s.

Sean el plano: t=x+y+az=2 donde acR vy larecta: rsXT:y:z.

Calcula, para el caso en el que = y r no tengan ningin punto en comun,
la ecuacion del plano o que es perpendicular a © y contiene a la rectar.
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Ejercicios de Geometria

1.- Larectar pasa por los puntos A(1,0,1) , B(3,—1,2). Calcula sus distintas ecuaciones.

El vector director de la recta es: v=AB=0B—0A =(3,-1,2)—(10,1) =(2,-1,1)
Usando el punto A (también se puede usar el punto B) y el vector v tenemos:
Ecuacion vectorial: r=(x,y,2)=@,0,1)+(2,-1LDt ,teR

X=1+2t
Ecuaciones paramétricas: r=qy=0-t
z=1+t ,telR
L . x—=1 -0 z-1 . x—1
Ecuacion continua: r = _Y - o0 lo que es lo mismo: r ET =-y=2z-1
De esta ecuacion podemos obtener dos planos que contengan a la recta r:
x—1

- — == -1=-2 2y-1=0
rEXTl:—y:z—l N > y = X y = X+2y
-y=z-1 = y+z-1=0
[Los planos se pueden escribir tanto asi: Ax+By+Cz =D como asi: Ax+By+Cz+D=0]
Y la ecuacion del haz de planos que pasan por la recta r es:

(x+2y-1=0)+A(y+z-1=0) - Xx+(@2+1)y+rz-1-A=0, LeR

2.- El plano = pasa por los puntos A(2,-11) , B(4,1,-1) , C(3,2,0). Calcula su ecuacion.

Como vectores generadores de © podemos tomar AB y AC:
V=AB=0B-0A=(4,1-1)—-(2,-1,1) =(2,2,-2) ~(1,1,-1)  [Solo importa su direccion]
W=AC=0C-0A=(3,2,0)—(2,-11) =(13,-1)

a) Método algebraico, usando el punto A y los vectores v, W :

Xx-2 y+1 z-1 x=-2)(-1+3)—(y+)(-1+D)+(z-1)(3-1) =0
n=| 1 1 -1(=0 —> 2(x-2)+0(y+D)+2(z-1) =0
1 3 -1 2X+22-6=0

De manera que, simplificando: t=x+z-3=0

b) Método geométrico, con el vector normal al plano:

i j K
A=VAW=|1 1 -1|=(-1+3)i —(-1+1) j+(B-)k =27 +2k ~(1,0,2)
1 3 -1

Con lo que el plano = tiene como ecuacion: 1-x+0-y+1.-z+D=0
Como pasa por el punto A (se puede hacer tambiéen con B o con C), calculamos D:
A(2,-11) —» 1.2+0-(-)+11+D=0, 3+D=0 = D=-3

Y la ecuacion del planoes: t=x+z-3=0
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X+2y+z=1 . o
3.- Sealarectar= Calcula sus ecuaciones parameétricas.

2x—-y—-z=1

a) Método algebraico, resolviendo el sistema (por ejemplo por Cramer):

X+2y=1-12 1 2
2X—y=1+z2 2 -1
1

X = —
-5

_(A+2)-(2-2z) -1+3z
-5 -5

1+z -1 5 5 YT 52 142

1-z 2‘_(—1+z)—(2+22)_—3—z 1‘1 1-z

Elegimos z=2+5t y tendremos:
-3-7 3+7 3+(2+5t)

‘ 1+t | y= -1+3z _ -1+ (6+15t) _ 5-+15t _ 113t
-5 5 5 -5 -5 -
X=1+t
= r=qy=-1-3t
z=2+5t ,telR
b) Método geométrico:
Si larectar es la incidencia de los planos ty o: v, =n_An_.
i ]k
V. =f_afi_=|1 2 1|=(2+1)i-(-1-2)j+(-1-4)k=—i+3j-5k ~(1,-3,5)
2 -1 -1

Un punto de la recta sera una solucién particular del sistema que forman los dos planos.

Sumando las dos ecuaciones: 3x+y =2.

Eligiendo x=1 tenemos y =—1. Sustituyendo en una de las ecuaciones: z=2.
X=1+t

= r=qy=-1-3t
z=2+5t ,teR

4.- Calculael punto en el que la recta r del problema anterior corta al plano: n=3x+y+2z+4=0.

Sustituimos las ecuaciones paramétricas de r en la ecuacion del plano =:
3(L+t)+(-1-3t)+2(2+5t)+4=0
3+3t-1-3t+4+10t+4=0
10+10t =0
t=-1
Asi, el punto de r que pertenece al plano es el que tiene t =—1. Sustituimos en las ec. paramétricas:
x=1+(-1)=1-1=0
= P=<y=-1-3(-1)=-1+3=2
z2=2+5(-1)=2-5=-3
El punto buscado es: P(0,2,-3).
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X—-y+2z=1

yel plano: t=ax+y+z=Db,con a,beR.
2X+2y—-2=2

5.- Sean larecta: rs{

Calcula sus posiciones relativas en funcion de los posibles valores de a y b.

Encontremos un punto y un vector de la recta .
Un punto de la recta r es una solucién particular del sistema que define la recta.

Tomemos z =0 y el sistema se convierte en:
x-y=1 x—y=1
_)
2X+2y=2 X+y=1
Sumando las ecuaciones: 2x=2 — x=1,ydela2%ecuacion: 1+y=1 — y=0.

Por lo tanto, un punto de la rectar es: P(1,0,0).

Un vector de la recta r se puede obtener de los vectores normales de los planos que la definen:

ik
V=h,Af,=[1 -1 2|=1-4)i-(-1-4)J+@2—-(-2)k=-3+5] +4k
2 2 -1

Por lo tanto, el vector director de la recta es: v=(-3,5,4).

Asilarectares: r=(x,y,2)=(@0,0)+t(-3,54)=(@1-3t, 5t , 4) conteR.

Una forma alternativa para obtener la recta r es resolver el sistema de los planos que la definen:

X—y+2z=1 X—y=1-2z X—-y=1-2z
r= - -
2X+2y—7=2 2X+2y=2+1 X+y=1+2/2

Sumando las ecuaciones: 2x=2-3/2z — x=1-3/4z

Tomando z =4t tenemos: x=1-3t

Sustituyendo en la 2% ecuacion: y=1+2z/2—x — y=1+2t—(1-3t)="5t
ylarectares: r=(x,y,z)=@1-3t, 5, 4t) conteR

El plano t=ax+y+z=Db tiene como vector normal:
n=(all)

y un punto de él es:
Q(0,0,b)

[No nos va a hacer falta este punto.]

Las posiciones relativas entre una recta y un plano son 3:

a) La recta es paralela al plano. No hay puntos en comun. Forman un sistema incompatible.
El vector de la recta es perpendicular al vector normal del plano.

b) La recta esta incluida en el plano. Infinitos puntos en comdn: Sistema compatible indeterminado.
c) La recta corta al plano en un punto. Tienen un punto en comun: Sistema compatible determinado.
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Caso (a): v-n =0, ningun punto de la recta r pertenece al plano .
Caso (b): v-n =0, cualquier punto de la recta r pertenece al plano =.

Caso (c): v-n =0, un solo punto de la recta r pertenece al plano .

Como v-n=(-3)-a+5-1+4-1=9-3a

Sivin=0 - 9-3a=0 = a=3

Si a=3, el punto de larecta P (1,0,0) pertenece al plano si:

n=ax+y+z=b — 3:1+0+0=b = b=3

Por lo tanto, tendremos que:
a) Si a=3, b= 3 larecta es paralela al plano.
b) Si a=3, b=3 larecta esta incluida en el plano.

c) Si a= 3 larecta corta al plano en un punto.

Sean los puntos P(2,1,-1), Q(5,2,-3), R(8,a,b) con a,b R . Calcula:

a) Ladistanciaentre Py Q b) El valor de ay b paraque P, Q y R estén alineados.

a) Ladistanciaentre Py Q es el modulo del vector que los une: d(P,Q) = Wﬂ
PQ=0Q-0P=(52,-3)-(2,1,-1) = (31,-2)
d(P,Q) =| PQ|=/3? +12 +(-2)* =14 u

b) P, Qy R estaran alineados si PQ y QR son proporcionales.
Como: PQ=(3,1,-2) QR =(3,a—2,b+3) debe cumplirse que:

3_a—2_b+3 N a-2=1 = a=+3
3 1 -2 b+3=-2 = b=-5
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7 .-

Sean los puntos A(3,-2,4) , B(3,1,-2) yel plano t=2x-6y+3z-12=0.

Calcula cuél de los dos puntos es el mas cercano al plano =.

Ax, +By,+Cz, +D
La distancia de un punto P al plano Ax+By+Cz+D=0es: d= | P 5V P |
JA?+B2+C?

2:3-6-(-2)+3-4-12| 18 18 J

2+ (-6) +3 Jag 7

2:3-6-1+3-(-2)-12
Para el punto B: d:| +3(2) |— 18 —gu

J2r(6)r+x A9 7

Los dos puntos estan a la misma distancia del plano .

Parael punto A: d=

( El vector AB = (0,3,—6) no es perpendicular a fi = (2,—6,3) pues f AB 0. Por lo tanto, los
puntos A y B no estan ‘al mismo lado’ del plano n. Uno estd ‘encima’ y otro ‘debajo’.

Si estuvieran al mismo lado del plano, A y B pertenecerian a una recta paralela al plano.)

Calcula la ecuacion del plano que pasa por los puntos P(2,1,-1) , Q(0,k,1) , R(3,5,—k) con ke R
sabiendo que el triangulo de vértices PQR es rectangulo en P.

Si el triangulo PQR es rectangulo en P, los vectores PQ , PR forman 90% PQ-PR =0
PQ=(0-2k-11-(-1))=(-2,k-12) ; PR=(3-2,5-1,—k—(-1)=(L4,—k+1)

PQ-PR=(-2,k-12)-(L4,-k+1) = (<2)-1+(k-1)-4+2-(-k +1) =
=-2+4k-4-2k+2=2k-4

Si PQ-PR=0 — 2k-4=0 = k=2.
Los vectores son: @z(—Z,k—l,2)|k=2=(—2,1,2) ; ﬁ=(1,4,—k+1)|k=2=(1,4,—1)

La ecuacion del plano, usando el punto P, es:

x—-2 y-1 z+1 (x=2)(-1-8)—(y-D(2-2)+(z+1)(-8-1)=0
n=| -2 1 2 |=0 > (x=2)(-9)+(z+1)(-9)=0
1 4 -1 X+z-1=0

El plano buscado es: t=x+z-1=0

Sean el plano t=2x—y+2z+3=0 y larecta rs%zz%:zT_l siendo k e R. Calcula:

a) El valor de k adecuado para que la recta r no corte al plano =.

b) Para el valor de k anterior, la ecuacion del plano que es perpendicular a = y contiene a la recta r.

a) Para que la recta r no corte al plano =, debe ser paralela a ese plano y se cumplira que: v,-ri_=0
V,-n_=34,k)(2,-1,1)=3-2+4-(-)+k-1=2+k
Siv,-n =0 » 2+k=0 = k=-2
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La rectar no corta al plano mwsi k=-2.

b) EIl plano buscado contiene a la recta r, luego cumple la ecuacién continua de r:
pasa por el punto de r (2,0,1) y uno de sus vectores es el vector director de r: v, =(3,4,-2)

Ademas ese plano es perpendicular a , luego otro de sus vectores es: n_=(2,-11).

/T[J-

x-2 y z-1
r z n, =l 3 4 -2 |=0
T T 2 -1 1

s n,=(x-2)(4-2)-y(3+4)+(z-1)(-3-8)=0
2(x=2)-7y+(-1)(z-1) =0

/ 2X—1y-11z2+7=0

El plano buscado es: m, =2x—-7y-11z+7=0

X+y+z-1=0

10.- Sean el punto A(2,2,0) ylarecta: r=
Xx-2-8=0

Calcula el punto simétrico al punto A respecto a la recta r.

Para la recta r tenemos, tomando z =t en la segunda ecuaciéon: x =8+t .

Sustituyendo en la 1% ecuacion: y=1-x—z=1-(8+t)-t=-7-2t: r=(XY,z)=(8+t,—7-2t,1)

Asi pues, la recta r pasa por (8,—7,0) y su vector director es: v=(1,-2,1).

Vamos a encontrar el plano auxiliar = del dibujo.

Este plano es perpendicular a la recta r y pasa por A.

Su vector normal es el vector director de la recta r:
n=X—-2y+z+D=0

Y por pasar por A: 2—-2-2+0+D=0 —» D=2

n=X-2yYy+2+2=0

El punto M es donde la recta r corta al plano r. Sustituyendo en él las ecuaciones parametricas de r:
B8+t)—2(-7-2t)+(t)+2=0 — 8+t+14+4t+t+2=0, 6t+24=0 = t=—4

El punto Mesel punto dercon t=—4: M=(8+t,—7-2t,t)|_, =(4,1-4)

Por la definicion de punto simétrico: OM =(OA+0A’)/2 —> OA’=20M-0A

Asi que: OA” =2(4,1,-4)—(2,2,0) =(8,2,-8) —(2,2,0) = (6,0,-8)

El punto simétrico buscado es: A'(6,0,-8)
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11.- Sean el punto A(3,0,3) yel plano n=x-y+2z=3 . Calcula el punto simétrico a A respecto a .

Los puntos Ay A" estan sobre una recta perpendicular a =.

A = El vector director de esarectaes: v=n=(1,-12).
[ ]
T Como esa recta pasa por A (3,0,3) sus ecuaciones paramétricas
T M X=3+t
I son: r=<y=-t
z=3+2t ,teR

El punto M es donde la recta r corta al plano 7. Sustituyendo en él las ecuaciones paramétricas de r:
B+t)—(-t)+2(3+2t)=3 —> 3+t+t+6+4t=3, 6t+6=0 = t=-1

El punto Mesel puntodercon t=—1: M=(3+t,—t,3+2t)_, =(2,11)
Por la definicion de punto simétrico: OM =(OA+0A")/2 —» OA'=20M-0A
Asi que: OA =2(2,1,1)—(3,0,3) = (4,2,2)—(3,0,3) = (1,2, 1)

El punto simétrico buscado es: A’ (1,2,-1)

X—-y=3
12.- Sean el plano t=2x—-2y+z—-4=0ylarecta r= Y .
2y+z2=4

Calcula: a) Los puntos de r que estan situados a 2 unidades de =. b) El &ngulo que formanry =.

Empecemos por convertir la expresion de la recta r a su forma paramétrica.

Un punto de r es una solucidn particular del sistema que la define. Tomemos z =0.

De la 28 ecuacion: 2y+0=4 — y=2. Sustituyendo en la 12 ecuacién: x—2=3 — x=5.
Por lo tanto la recta r pasa por el punto (5,2,0).

El vector director de la recta es el producto vectorial de los vectores normales de los planos:

i j oK
V=i, Af,=|1 -1 0|=(-1-0)i —-(1-0)j+(2-0)k =(-1,-1,2)
0 2 1

Asi que cualquier punto de la rectar es de la forma: (x,y,z)=(5-t,2-t,2t) conteR.

a) Queremos encontrar los puntos de la recta r que distan 2 unidades de .
Igualaremos la distancia de un punto de r a  a 2 y calcularemos para qué valores de t sucede eso:
2(5-t)-2(2-t)+(2t)—4| [10-2t—-4+2t+2t—-4| |2+2t|
- 22 +(-2)% +1 - NG -3
|2+ 2t +2
3 —4

d(P.,m)

Si d(P.,m)=2 — =2, 2+2t=46 = 2t=-2+6, t={
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Los puntos buscados son:
(xy,2)=(56-t,2-t,2t)| ,=(3,0,4) y (x,y,2)=(5-t,2-t,2t)|_,=(9,6,-8)

b) El angulo que forman r y = es el complementario del que forman v, y n_.

El angulo o que forman v, y i_es: i_-v, =|n_|-|V,.|-cosa.

Como: fi_ -V, =(2,-2,1)-(-1,-1,2)=2- (<) +(-2)- (-1) +1-2=—2+2+2=2

1V, 1= ()2 + (D + 22 =VI144 =6 , |i,[= 22 +(-2)? +12 =4 +4+1=0=3

Tendremos:
cos o =L=M =ﬁ -« :arccosﬁz 74.21°
36 36 9 9
Y el angulo que forman r y = sera: . V]
Zr,1=90°—a =90°-74.21°=15.79° %O -a

13.- Sean el plano n=2x—y+2z=4 yel punto P(5,-11).
Calcula el punto que es la proyeccién perpendicular de P sobre el plano .

e P

| n La proyeccion perpendicular de P sobre el plano «

_ 1 es el punto Q.

‘ 0 | El punto Q es el punto en el que la recta perpendicular

a m que pasa por P, corta al plano =.
n

La recta perpendicular al plano que pasa por P (5,—1,1) tiene como vector director n=(2,-12).

X=5+2t
Sus ecuaciones paramétricas son: r=qy=-1-t
z=1+2t conteR

El corte de esa recta con el plano p lo encontramos sustituyendo esas ecuaciones en la ecuacion de
2(5+2t)—(-1-t)+2@Q+2t) =4 — 10+4t+1+t+2+4t=4, 9%t=-9 = t=-1

Por lo tanto, el punto Q es el punto de larectar con t =-1:
Q(+2t,-1-t,1+2t)|_, =(3,0,-1)
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11
Calcula la recta que es la proyeccion perpendicular de r sobre el plano .

14.- Sean el plano t=2x—-y+2z=4 y larecta erT_l= y-1_:z

La proyeccion perpendicular de r sobre el plano 7 es la recta r, del dibujo:

—
L
T
o

Esa recta r, es la que definen los planos = (el dato del problema) y c.

El plano o es el plano perpendicular a & que contiene a la rectar.

La recta r pasa por (1,1,0) y su vector director es: v=(1,-11).
El plano o contiene a la recta r asi que pasa por (1,1,0) y uno de sus vectores es v=(1,-11).
El otro vector que define a o es el vector normalan: n=(2,-12).

Asi, la ecuacion de o es:

x-1 y-1 z
1 -1 1|=0 » (x-)(-2+)—-(y-)(2-2)+z(-1+2)=0
2 -1 2

Simplificando: (x-1)(-1)+z=0, —x+1+z=0 = x—-z=1

Por lo tanto, la recta r, definida por la interseccion de ty o es:

r

s

2X—y+2z=4 e
= (Esto puede darse como la solucidn final.)

Xx—z=1

Podemos obtener las ecuaciones paramétricas de r, resolviendo el sistema:

{2x—y+22=4 — 2X+22=4+Yy = X+2=2+Y/2
Xx—z=1

Sumando las dos ecuaciones: 2x=3+Yy/2 — x=3/2+y/4
Eligiendo y=2-+4t tenemos: x=3/2+(2+4t)/4=3/2+(1+2t)/2=2+t
Y de la segunda ecuacion: z=x-1=(2+t)-1=1+t

r=(xy,2)=(2+t,2+4t,1+t) conteR
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15.- Sean larecta: r= XT_l _Y_ Z__ll yelplano: t=2x—y+bz=0 donde a,beRR. Calcula:
a J—
a) La posicion relativa de r y w en funcion de a y b, usando razonamientos geomeétricos.

b) La distancia entre ry wen funciondeayb. [Basado en un problema de las PAU de julio-2017]

a) Larectar pasa por A(1,0,1) y su vector director es: v=(4,a,-1).

El plano = tiene como vector normal: i =(2,-1,b).

Una recta y un plano pueden ser: a) paralelos o coincidentes si n-v=0 o b) se cortansi n-v=0.

Eneste caso, n-v=(2,-1b)-(4,a,-1)=8—-a-b

Sin.v=0 —» 8-a-b=0 = a+b=8 condicion de paralelismo o coincidencia
Seran coincidentes si el punto A(1,0,1) de la recta r pertenece al plano m:

2-1-0+b-1=0 — b=-2

Enresumen: Si a+b=8 larectary el plano « se cortan (son incidentes).

Si a+b=8: con b=-2 son coincidentes, con b = —2 son paralelos.

[ El estudio de la posicion relativa puede hacerse también discutiendo el sistema de ecuaciones que
forman los tres planos, dos de esos planos los obtendriamos de la ecuacion continua de la rectarr.
El procedimiento geométrico que hemos realizado es equivalente, pero requiere menos trabajo. ]

b) Si a+b =8, puesto que la recta y el plano se cortan, su distancia es cero.
Si a+b=8y b=-2, puesto que la recta esta en el plano, su distancia es cero.
Si a+b=8y b=-2 larectay el plano son paralelos. La distancia entre ellos es distinta de cero.
Para calcular la distancia entre ellos tomamos el punto A de la recta r y hallamos la distancia a =:
de |2:1-0+b-1] _|2+b]|
J22 (=17 +b?  \5+b?

Resumiendo: Si a+b =8 ladistancia entre r y & es cero.
Si a+b=8y b=-2 ladistancia entre r y « es cero.
|2+b |

J5+b?

Sia+b=8y b=-2 ladistanciaentrery mes: d=
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16.- Sean los planos en el espacio: t1=6x—-3y+2z2-8=0, c=6X—-3y+2z+12=0.

Calcula la ecuacion del plano que equidista de ambos (es decir, el plano situado ‘en medio’ de ellos).

Llamemos o al plano que queremos calcular. Si r es una recta perpendicular a los 3 planos, tenemos:

T 4\1’1 o
l (04

Al
(o]

M1

B.

Esa recta r tiene como vector director: v=n=(6,-3,2) y pasa por un punto A.

El punto A es un punto cualquiera del plano r. Basta que cumpla la ecuacion de ese plano.
Elegimos el punto A(0,0,4), pues cumple que: 6-0-3-0+2-4—-8=0

X = 6t
Conlocual, r=qy=-3t
z=4+2t contelR

Esa recta r corta al plano o en el punto B. Calculemos qué punto es ese.
Para ello, sustituimos las ecuaciones paramétricas de r en la ecuacion de o:
6-(6t)—3-(-3t)+2-(4+2t)+12=0
20

36t+9t+8+4t+12=0, 49t+20=0 — t:—4—9

Asi que el punto B es el punto de la recta r con t =—20/49:

B(6t,—3t,4+21) | 20:( 120 60 156)

49 '49’ 49

t=—

El punto M es el punto medio de Ay B:

oW - 1(0A.+08) -1 (0,0,4)+( 120,60 156 Y] _1[(_120 60 352)) ( 60 30 176
2 2 49 49 49 2 49 49 49 49 49 49

Como el plano a tiene como ecuacion: a=6x—-3y+2z+D =0, por pasar por el punto M, tenemos:

6-(—@j—3-(%)+ 2-[%)+ D=0 Multiplicamos todo por 49:

-360-90+352+49-D=0, -98+49-D=0 — D=2

El plano buscado es: a=6x—-3y+2z+2=0
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Vamos a hacerlo con otro método.

Buscamos el plano: a=6x—-3y+2z+D=0 por serparaleloanyao.

Un punto cualquiera de ese plano es: P(a,b,c) de manera que: 6a—3b+2c+D=0.

La distancia de ese punto P al plano = debe ser igual a su distancia al plano ¢: d(P,n)=d(P,0c).

Usando la férmula de la distancia de un punto a un plano tendremos:
diP,n) = d(P,o0)
|6a—3b+2c—-8| [6a-3b+2c+12]

= |6a—3b+2c—8|=|6a—3b+2c+12|
(62 +(=3)?+22  \[67 +(-3)? +2?

Esta ecuacion tiene tres variables, pero podemos simplificarla con la expresion para D anterior:
6a—3b+2c+D=0 —» 6a-3b+2c=-D

Y la ecuacion quedara:
|6a—3b+2c—8|=|6a—3b+2c+12] — |-D-8|=|-D+12|

La solucién puede ser una de estas dos:
—-D-8=+(-D+12) = sinsolucion
-D-8=—(-D+12) = -D-8=D-12

12-8=2D
D=2

Por lo tanto, el plano buscado es: a=6x—-3y+2z+2=0

(Lo mismo que obtuvimos antes, pero mas corto.
El método anterior lo puse para ilustrar el uso de una recta auxiliar.)
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17.- Sean las rectas paralelas: r, que pasa por el punto A(1,1,4) y s, que pasa por el punto B(-5,3,6),
ambas con vector director v=(1,-2,1).
Calcula la ecuacion de la recta situada entre ambas y paralela a ambas.

Usaremos un plano auxiliar &, perpendicular a las rectas r, s y a la recta pedida que llamaremos q:

El plano =, tiene como vector normal el vector director de las rectas, n=(1,-2,1), asi que:
n=X—-2y+z+D=0
y por pasar por A: 1-2-1+4+D=0 —» D=-3
Conloque: 1=x-2y+z-3=0
X=-5+t

La recta s tiene como ecuaciones paramétricas: s=4y=3-2t
Zz=6+t contelR

El punto P es en el que la recta s corta al plano =, por lo que un punto de s cumple la ecuacion de :
(-5+t)—-2-(3-2t)+(6+t)—-3=0

-5+t-6+4t+6+t-3=0, 6t—-8=0 — t:%

Por lo que el punto P es: P(-5+t,3-2t,6+t) | ) :(—5,%,2—32]

El punto M es el punto medio de Ay P:

W=3(ﬁ+@)=1[(1,1,4)+(—1—1,12ﬂ=1K—
2 2 3'3'3

Por lo tanto, la recta g buscada como pasa por M es:

X=—4/3+t X=-4/3+1/3=-1
q=<y=2/3-2t tomandot:% un punto ‘mejor’ de g es: <y =2/3-2/3=0
z=17/3+t conteR 2=17/3+1/3=6
X=-1+t

Y larectaqnos quedaasi: q=4y=-2t
Z=6+t conteR
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18.- Sea el triangulo de vértices A(-1,2,a), B(1,1,4) y C(0,1,0) con acR . Calcula:
a) Si el triangulo es rectangulo en A, los posibles valores de a. [ basado en PAU, junio 2018 ]

b) Para a =-2 el area del triangulo ABC y la ecuacion del plano r que contiene al triangulo ABC.

a) Si el triangulo es rectangulo en A quiere decir que los vectores AB, AC son perpendiculares.
AB=0B-0OA=(L14)—(-12a)=(2,-L4-a)
AC=0C-0A=(0,1,0)—(-1,2,a) =(1,-1,—a)
Y por ser perpendiculares, se cumplira que: AB-AC=0
AB-AC=(2,-1,4-a)-(,,-1,—a)=2+1+(4—a)(-a) =a®—4a+3

4+\16-12 4+2 _{+3
2

SiAB-AC=0 — a’-4a+3=0, a=
2 +1

Los posibles valores de ason: a=3, a=1.

b) Para a=-2 los vectores AB, AC son:
AB=(2,-1,4-a)|_,=(2,-16) AC=(L-1-a), ,=(-12)

Y su producto vectorial es:
i J k
ABAAC=|2 -1 6|=(-2+6)i —(4—6) j+(-2+1)k =(4,2,-1)
1 -1 2

El area del triangulo ABC es:
s== [ABAAC
2
Por lo tanto:

S=% | (4,2,—1)|=%«/42+22+(—1)2 =%JZ u?

El plano que contiene a ABC tiene como vector normal:
Ai=ABAAC=(4,2,-1)

Luego su ecuacion es de la forma:
n=4X+2y-z+D=0

Por pasar por el punto C(0,1,0) tendremos:
4.0+2-1-0+D=0 —» D=-2

Y la ecuacion del plano que contiene a ABC es:
n=4X+2y-2-2=0
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19.- Sean larecta: r=(x,y,2) =(-3+2t,-4+3t,3-t) conteR ylospuntos: P(1,0,-1), Q(-L2,3).

Calcula el punto R de la recta r que forma con P y Q un triangulo is6sceles de lados PR, QR iguales.

Un punto cualquiera de la recta r es de la forma:
R(-3+2t,-4+3t,3-t)

Los lados PR y QR tienen estas longitudes:

PR=0OR-OP=(-3+2t,-4+3t,3-t)—(1,0,-1) =
=(—4+2t,-4+3t,4-1t)

N \ﬁ\ = J(~4+20)2 + (-4 +3t)2 + (4—1)? =

— 16 —16t + 4t% +16 — 24t + Ot2 +16 —8t +t2 =

= \J14t% — 48t + 48

QR=0R-0Q=(-3+2t,—4+3t,3-t)—(-1,2,3) =
=(-2+2t,-6+3t,—t)

= |QR|=(-2+2t)° + (-6+31)° +(-1)° =

— J4—8t + 4t2 + 36— 36t +9t2 +1% =

= 14t — 44t + 40

Y si deben ser iguales tendremos:

J14t% — 48t + 48 = \[14t% — 44t + 40
14t% — 48t + 48 = 14t* — 44t + 40
—48t + 48 =44t + 40
48— 40 = 48t — 44t
8 = 4t
t=2

Por lo tanto, el punto R buscado es:

R(-3+2t,-4+3t,3-t)|_, =(-3+4,-4+6,3-2)=(1,2,1)

El punto buscado es: R (,2,1)
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20.- Sean larecta: r=(x,y,2)=(—4+2t,-2,1-t) conteR
y los planos: t=x+2y+2z=1, 6=x-2y+2z=-3

Calcula las posiciones relativas de los tres objetos y haz un dibujo cualitativo de la situacion.

La recta r pasa por P(—4,-2,1) y tiene como vector director: v=(2,0,-1).

Los planos n y o tienen como vectores normales: n_=(1,2,2) , n_=(1,-2,2).

Empecemos con la posicién relativa de los planos ©t y :
¢Son paralelos o coincidentes? Veamos si sus vectores normales son proporcionales:

1 2 2 , .
17575 por lo que no son ni paralelos ni coincidentes.

Por lo tanto se cortan. ¢Se cortan los planos & y ¢ perpendicularmente?
n-n_=022)-1-22)=1-4+4=1+0 No son perpendiculares.

Por lo tanto, los planos © y o se cortan formando un angulo distinto de 90°.

Veamos la posicion relativa de la recta respecto al plano =
n.-v=0122)-(20,-1)=12+2-0+2-(-1)=2+0-2=0
La recta r es paralela o coincidente al plano .

¢Pertenece el punto P de la recta r al plano =? Sustituimos el punto P en la ecuacion de

4+2-(-2)+2-1#1 No se cumple.

Asi pues, la recta r es paralela al plano =.

Veamos la posicion relativa de la recta respecto al plano o:
n,-v=01-2,2)-(2,0,-1)=1-2+(-2)-0+2-(-1) =2+0-2=0
La recta r es paralela al plano o o coincidente con el plano o.
¢Pertenece el punto P de la recta r al plano ¢? Sustituimos el punto P en la ecuacion de o:
4-2-(-2)+2-1#-3 Nose cumple.

Asi pues, la recta r es paralela al plano o.

El grafico cualitativo es:

( No suele pedirse, pues a algunas
personas les cuesta dibujar bien.)
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21.- Seael plano t=x—-2y+2z+3=0. Calcula el plano o planos que distan 2 unidades del plano =.

Los planos buscados deben ser paralelos a w. Si dos planos se cortan, la distancia entre ellos es cero.
Y deben ser 2, uno ‘encima’ y otro ‘debajo’ del plano .

Por ser paralelos al plano n sus ecuaciones son de la forma: m, =x-2y+2z+D=0.

Un punto cualquiera de estos planos sera P (x,, y,,z,) y cumplira que: x, -2y, +2z,+D=0.

La distancia entre dos planos paralelos es igual a la distancia de un punto cualquiera de ellos al otro
plano. Al ser paralelos, da igual qué punto del primer plano se escoja.

Asi pues, si la distancia debe ser 2 unidades, tendremos:

d(n, m=d(P,m =02 2631 %2 20 +3 oy ) 46
2 +(-2)% + 27 3
Pero como el punto P cumple que x, -2y, +2z,+D =0, tenemos: X, -2y, +2z,=-D
Y la ecuacion que tenemos se transforma en:
|-D+3|=6
Es decir: -D+3=46 — D=3+6 = D,=9, D,=-3

Los planos buscados son: m, =x—2y+2z2+9=0 y n,=x-2y+2z2-3=0

22.- Sean los planos m, =2x—-4y+z=4, n,=2z=3 yseael punto P(2,5,0).
Calcula la ecuacion de la recta r que es paralela a los planos m, y =, y pasa por el punto P.

Los planos =, y m, no son paralelos, puesto que sus vectores normales no son proporcionales.
Por lo tanto, ©, y m, Se cortan en una recta.

La recta que buscamos es paralela a esa recta, pues asi sera paralela tanto a =, como a =, .

La recta en la que se cortan m, y m, tiene como vector director:

i j kK
V=i, Af,=|2 -4 1|=(-8-0)i —(4—0)]j+(0-0)k =(-8,-4,0) ~ (2,1,0)
0 0 2

(El vector marca una direccion, por eso lo podemos ‘simplificar’).

La recta buscada pasa por: P(2,5,0) y su vector director es: v=(2,1,0).

X=2+2t
Sus ecuaciones paramétricas son: r=qy =5+t
z=0 conteR
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23.- Sea la recta r que pasa por A(2,-2,3) y tiene como vector director v=(3,1,—2) . Y sea el punto
P (10,—4,0). Calcula la recta s que corta perpendicularmente a la recta r y pasa por el punto P.

La situacion es la que aparece en este dibujo:

La recta r tiene como ecuaciones paramétricas:

X=2+3t
r=qy=-2+t
z=3-2t conteR

De modo que un punto cualquiera Q de ella es:
Q(2+3t,—2+t,3-2t)

Queremos encontrar el punto Q de r tal que el vector QP sea perpendiculara v: QP-v =0

El vector QP es:
QP =0P-0Q =(10,-4,0)—(2+3t,—2+1,3—-2t) = (8—3t,—2—t,—3+2t)
Con lo que el producto escalar es:

QP-V=3-(8-3t)+1-(-2—t)+(-2)-(-3+2t) =
—24-9t—2—t+6-4t=
= 2814t

SiQP-Vv=0 — 28-14t=0 = t=2

El punto Q, donde se cortan las rectas r y s sera:
Q(2+3t,—2+t,3—2t)|t=2 =(8,0,-1)
y el vector director de la recta s seré:

QP=(8-3t,—2-t,-3+2t)|_, =(2,-4,)

La recta s que pasa por el punto P y tiene como vector director a @5 sera:

2 -4 1

r:x—lo_y+4_z
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24 - Sean las rectas: r = 1 .S

x-1 y-2 z+1 x-2 y-1 z-1
-1 a b 2 —4

Sabemos que existe un plano & perpendicular tanto a la recta r como a la recta s.

con a,beR.

Calcula la posicion relativa de las rectas r y s.

Si una recta es perpendicular a un plano, el vector director de la recta es el vector normal del plano.

El vector director de larectares: v, =(1,—1,a) por lo que el plano = tendra como vector normal:

n=(-1a)
El vector director de la recta s es: v, =(b,2,—4) por lo que el plano = tendra como vector normal:
n=(b,2,-4)
Para que ambas cosas sean ciertas, debe cumplirse que:
S N
1 -1 a b 2
—_—_— =
b 2 -4 -1 a
—=— = a=2
2 -4

Asi, la recta r tendra como vector director: v, =(1,—1,2) y su ecuacion sera:
x-1 y-2 z+1
1 -1 2
y la recta s tendra como vector director: v, =(-2,2,—4) ~ (1,—1,2) y su ecuacion sera:
x-2 y-1 z-1
1 -1 2

r

S

Por lo tanto, las rectas r y s tienen el mismo vector director y son paralelas o coincidentes.

La recta r pasa por el punto P. (1,2,-1).

Si ese punto esta contenido en la recta s, ambas rectas son coincidentes, en caso contrario, paralelas.

Veamos si el punto P. (1,2,—1) esta contenido en la rectas.

Sustituyendolo en la ecuacion continua de la recta s tenemos:
1-2 2-1 (-D-1
= = _)
1 -1 2

Que, al ser cierto, resulta que P, es.

-1=-1=-1

Como tienen el mismo vector director y un punto de r estd en s, las rectas r y s son coincidentes.
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25.- Sean el plano: n=2x—y+z+3=0 vy larecta: rzT=

-1
Calcula la ecuacion de la recta s que es paralela a =, corta a r y pasa por el punto A(0,2,1).

Xx-1 y+1 z
1

De la recta s ya conocemos el punto A(0,2,1) . Necesitamos otro punto de ella o un vector director.

Por ser una recta paralela al plano r, sabemos que Vv, es perpendiculara n=(2,-11).
Se deduce que n-v,=0.

Es una condicion que se debe cumplir, pero que no permite encontrar el vector v..

La recta s corta a la recta r, eso quiere decir que pasa por un punto genérico de r.

Encontremos ese punto genérico de r.

De la ecuacion continua de r tenemos que: P(1,-10) , v, =(2,1,-1)

Asi que un punto genérico de r es:
P(XY,2)=0-10)+t(2,1,-1)=1+2t,-1+t,—t)

Como la recta s pasa por A(0,2,1) ypor P. (1+2t,—1+t,—t) un vector director de s es:

V, =AP =OP. —OA = (1+2t,—1+t,—t)—(0,2,1) = (1+2t,—3+t,—1—1)

Ahora ya podemos usar la condicion n-v, =0:

n-v,=(2,-11) -(1+2t,-3+t,-1-t) =
=2-1+2t)+(-1) - (-3+t)+1-(-1-t) =
=2+4t+3-t-1-t=
=4+2t

Ysifi-v,=0 - 4+2t=0 = t=-2

Por lo tanto, el vector director de la recta s es:
v, =1+ 2t,—3+t,—1—t)|t=72 =(-3,-5,1) ~(3,5,-1)

Como larecta s pasa por A(0,2,1) y su vector director es v, =(3,5,—1), su ecuacion continua sera:

s=X_y-2_z-1
3 5 -1
Yy sus ecuaciones paramétricas seran:
X =3t
S=qy=2+5t

z=1-t conteR
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26.- Sean los planos en el espacio: t=x+5y—14=0, c=2x-3y+11=0, t=3x+2y—-16=0.
Sean la recta q: interseccion n y o, la recta r: interseccion de n y t, y la recta s: interseccion de o y .

Calcula las posiciones relativas de las rectas g, ry s.

X+5y-14=0

La recta g es la solucion del sistema que forman n y o:
2x—-3y+11=0

X+5y-14=0 — 2x+10y-28=0
Restando: 13y—-39=0, y=3

2x—-3y+11=0 — 2x- 3y+11=0
Sustituyendo en la 12 ecuacion: x+15-14=0, x=-1
Como no sabemos nada de la variable z, podra tomar cualquier valor.

La forma paramétrica de larectages: q=(-1,3,A) conieR

X+5y-14=0

La recta r es la solucion del sistema que forman n y t:
3x+2y-16=0

X+5y-14=0 — 3x+15y-42=0
Restando: 13y—26=0, y=2

3X+2y-16=0 — 3x+ 2y—-16=0
Sustituyendo en la 12 ecuacion: x+10-14=0, x=4
Como no sabemos nada de la variable z, podra tomar cualquier valor.

La forma paramétrica de larectares: r=(4,2,a) conacR

2x—-3y+11=0

La recta s es la solucion del sistema que forman c y t:
3x+2y-16=0

2Xx—-3y+11=0 — 6x-9y+33=0
Restando: —13y+65=0, y=5

3Xx+2y-16=0 — 6x+4y-32=0
Sustituyendo en la 12 ecuaciéon: 2x—-15+11=0, x=2

Como no sabemos nada de la variable z, podra tomar cualquier valor.

La forma paramétrica de larectases: s=(2,5,8) conpeR

Las tres rectas tienen como vector director a: v=(0,0,1)  [Es decir, son paralelas al eje OZ.]
Por lo tanto las rectas g, r y s son paralelas o coincidentes.

Pero: La recta g pasa por el punto P, (-1,3,0) que no esta ni en la recta r ni en la rectas.
La recta r pasa por el punto P, (4,2,0) que no esta ni en la recta g ni en la recta s.

La recta s pasa por el punto P, (2,5,0) que no esta ni en la recta g ni en la rectar.

Se trata de tres rectas paralelas.

Tambien se puede decir que el sistema que forman los planos m, o y t es un sistema incompatible en
el que los planos se cortan dos a dos (formando una ‘tienda de campana’).
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27.- Sean el plano: t=x+y+az=2 donde acR y larecta: erszzz.

Calcula, para el caso en el que = y r no tengan ningin punto en comun,
la ecuacion del plano o que es perpendicular a T y contiene a la rectar.

El plano = tiene como vector normal: n=(1,1,a).

x-1 y-0 z-0
2 1

Larectares: r=

, asi que pasa por P(1,0,0) y su vector director es: v=(2,1,1).

Si el plano rt y la recta r no tienen ningun punto en comun, es que son paralelos.
En ese caso se cumplird que: n-v=0.
Tendremos:

n-v=(1a)-(2,11)=1-2+1-1+a-1=3+a

ysin-.v=0 —» 3+a=0 = a=-3

Y el vector normal al plano wes: n=(1,1,-3)

La situacion que tenemos es la del dibujo:

P s

El plano o queda definido por el punto P (1,0,0) y los vectores v=(2,1,1) , n=(11,-3).
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Ejercicios de operaciones con vectores

Sean los vectores: a =(-1,3,2) , b=(1,1,-1) , ¢=(2,-1,2). Calcula:

L- |d],|b],|d+b|,|a-b|
13 |= (1) +32+2 =1+9+4 =14
1b|=y P+ +(=1) =1+1+1=4/3
@+b|=..{@+b=(-13,2)+(LL-D) =04 D}...=N0" + 4 + I =0 +16+1=+17
|a?1—13|:...{5—13:(—1,3,2)—(1,1,—1)=(—2,2,3)}...=«/(—2)2 +2243* =J4+4+9 =17
Comentario: Los vectores a y b definen un paralelogramo de lados |a |y |B |. Las diagonales de
ese paralelogramo miden |a +b |y|a -b |. Puesto que esas diagonales son iguales se trata de un
cuadrado o de un rectangulo. Como |a | # |‘B | se trata de un rectangulo.
2.- 2d,-3b,3da-2b
2a=2(-13,2)=(-2,6,4)
—3b=-3(1,1,-1)=(-3,-3,3)
3a-2b=3(-13,2)-2(1,1,-1) = (=3,9,6)—(2,2,-2) = (-5,7,8)
Comentario: 2@ mide |23 |=2|d| es decir, el doble que a . —3b mide |-3b|=|-3|-|b|=3|b| que
es el triple que b. El vector 3@ —2b es una combinacion lineal de & y b por lo que estd en el
mismo plano que ellos (se dice que son coplanarios).
3- a-b,@+b)d,(@-b)b
a-b=(-1,3,2)-(L,,-1) =(=1)-143-142-(-1) ==143-2=0
(@+b)-d=(0,4,1)-(-1,3,2)=0-(-1)+4-3+1-:2=0+12+2 =14
(3-b)-b=(-2,2,3)-(L1,—1) =(-2)-14+2-143-(-1)=—2+2-3=-3
Comentario: Como d-b =0 tenemos que a L b y se confirma que @ y b definen un rectangulo.
4.- El angulo o que forman (a + b) ya , el angulo 3 que forman (a ~b) y b

cosa = Eatb)'i = 14 =0.9075 — a=arccos 0.9075 = 24.84°
la+b|-|a| 1714
_(@-b)-b -3

osfp=———== =—0.4201 — P=arccos —0.4201=114.84°
1a-b|-|b] V173
Comentario: Dos vectores siempre forman dos angulos. Estos angulos suman 360°. Cuando se habla

del 4ngulo que forman dos vectores siempre se refiere al mas pequefio de los dos (menor de 180°).

cos 24.84°=cos(360°-24.84°) = cos 335.16°=0.9075
cos 114.84°=cos (360°—114.84°) = cos 245.16°=-0.4201




5.- Laproyeccion de a sobre ¢ , la proyeccion de ¢ sobre b
_ac_(-132)-(2,-L2) _ (=D-2+3-(-D+2-2_-2-3+44_ 1
Ul 121D J22 + (1) 422 Vo 3
¢-b (2,-1,2)-(LL,=1) 2:1+4(=1)-142-(=1) 2-1-2 1 3
PE—)B = —= = = = —-———— = ——
b |(L,L-1)] 2412 +(=1)2 3 33
Comentario: Si la proyeccion de un vector sobre otro es negativa, el &ngulo que forman es obtuso.
6.- anb, (5+B)/\B , el area del triangulo definido por los vectores a y b.
i j ok
anb=[-1 3 2|=(3-2)i-(1-2)]+(-1-3)k ==5i + j —4k ~(=5,1,-4)
1 1 -1
i ]k
@E+b)ab=|-1 3 2|=(3-8)i—(-1-0)j+(—4—0)k ==5i + j —4k ~ (-5,1,—4)
0 4 1
_1~*_1___1_22_2_\/Ez
S,.; _E‘aAb‘_Ek 5,1, 4)|_E\/( S+ +(4) ==
Comentario: Como (a+ ‘B) Ab=dAb+bAab=anb+ (0,0,0)=a Ab los dos primeros son iguales.
Para el area del tridngulo hemos usado que es la mitad del area del paralelogramo.
7.- a) El punto medio M entre A (3,-1,4) y B(-1,5,2).

b) Calcula B, si el punto medio entre A (-2,3,1) yBes M(1,-1,3).
¢) Calcula el punto central del paralelogramo ABCD con A (2,0,-2), B(3,1,4), C(7,-15).

Los vectores de posicion de los puntos A , B, M son: O—A) , Cﬁ y (ﬁﬁ .

a) OM :%[&xﬁ &3}} > OM-= %[(3,—1, 4)+(-1,5,2)] :%[(2, 4,6)]=(1,2,3)

— 1| — — — — — — —  —
b) OM=E{OA+OB} — 20M=0A+0B = 0OB=20M-0A

(ﬁ =2(1,-1,3)-(-2,3,1) =(2,-2,6) - (-2,3,1) = (4,-5,5)

c¢) Las diagonales de un paralelogramo se cortan en el punto medio de cada diagonal. Ese punto es
el punto central del paralelogramo.

Como una diagonal del paralelogramo ABCD es el segmento AC, el punto central buscado es:

— 1= — — 1 1 9 13
OM=—0A+0C| —» OM=—|(2,0,-2)+(7,-1,9)|==|9,-L3)|=| —,——,—
1 or-o¢] [20-2+(0,-19)] =3 (013 3.-3.2
Comentario: Cuando se quiere calcular el punto A" simétrico del punto A, se empieza calculando el
punto M (punto medio entre Ay A’). Con Ay M se calcula A’ con la formula del apartado (b).



En (c) el vector B_()? =(7-3,-1-1,5-4)=(4,-2,1) y como A_I>) = ]ii =(4,-2,1), el punto D sera:
OD = OA+AD = (2,0,-2) +(4,-2,1) = (6,~2,—1) —> D(6,-2,—1)

[5,5,6] , la altura del paralelepipedo de lados a,b,c con a,b en la base

-1 3 2
[4,b,¢]=a-(bad)=| 1 1 -1|=—2-6-2-(4+6-1)=-10-9=-19
2 -1 2

El paralelepipedo de lados a,b,¢ tiene como volumen: V = ‘ a-(ba 6)‘ = ‘ [E,B,E] ‘ = |—19| =19’

El area de la base es: S, =| d Ab|=(-5,1,-4)] = J(=5)? + P 4 (—4)? =42 4/

base
asi que la altura del paralelepipedo es: h = v = 1o = 19v42 u

Sbasc \/E 42

Comentario: El volumen del paralelepipedo se calcula con el producto mixto de sus aristas.
Este producto se puede calcular poniendo las aristas en cualquier orden. (Un orden distinto
podria cambiar el signo final, pero el volumen es el valor absoluto de ese producto mixto).

El volumen del tetraedro definido por los vectores a,b,c

10.-

Ese tetraedro tiene como volumen la 6* parte del paralelepipedo que definen los vectores a,b,¢

Por lo tanto: V,

tetraedro

‘a(b/\c)‘ —‘[abc]‘ |19| "

Comentario: Al igual que en el calculo del volumen del paralelepipedo, el orden en que se pongan
los vectores en el célculo del producto mixto es indiferente.

(Son coplanarios los vectores a+b,a+c,c—b ?

(o]
<2
+
ol
ol

Si son coplanarios, el volumen del paralelepipedo que forman es cero: [5 +

|
(o]
L1
I
[e)

a+b=(-1,3,2)+(1,1,-1)=(0,4,1)
d+c=(-1,3,2)+(2,-1,2)=(1,2,4)
B:( )_192)_(1)17_1):(19_2’3)
0 4 1

N [a+6,a+6,6—6]= 1 2 4|=0+16-2-(2+12+0)=14-14=0
1 -2 3

Por lo tanto, esos tres vectores son coplanarios.

—

Comentario: Si restamos los dos primeros vectores, tenemos: (a+b)—(a+c)=a+b—-a—c
por lo que el tercer vector es una combinacion lineal de los dos primeros.

|
(ont}

|
ol

Por eso los tres vectores son coplanarios.



Ejercicios de operaciones con vectores (usando la calculadora)

Sean los vectores: a =(—1,3,2) , b=

(lala_l) ’ E = (2a_1) 2) .

En la calculadora pasamos a (MENY) (5] e introducimos los vectores (con dimension 3):

Yota=

Vo tE=

VotC=

-1 1 2
3 1 -1
2 -1 ’
Para introducir b y C pasamos a y usamos ‘Definir vector’
.- |d|,|bl,|a+b],|d-b]
Abs (VCTA 13 |=/14 =3.741657387
@ E] 3. T11657387
Abs (VCTA 1b|=+/3 =1.732050808
3. 741657387
(4 (& Abs(VciB
1. 732050808
Abs (VCiB 13+b|=17 =4.123105626
1. 732050808
e (3] () e (4] () Abs (VCtA+VCLB
1. 123105626
Abs(VetA+VCiB 1i—b|=+/17 =4.123105626
4,123105620
e (3] (=) (e (4] (=) Abs (VCtA-VOLB
1. 123105626
2.- 23,-3b,33a-2b
@ @ @ VotAns= 25
‘]
-2
(3 @)= Vetpns= _3b
3]
-3
Bl (B (=) (2J 0rN (4] (=) |vetin== 33-2b

=]




3- a-b,@+b)d,(@-b)b
(ad) P (3) VetA-VotB ib5=0
@ M @ (2] 0
(4] (=)
OENEFEEN@D)  |vera-VetB . @+b)-a=14
orN @ (2] ey (3] (E] {“Jctﬂ+‘.?ctB}-?ctA14
o] L = =
(A0 B (= @ 0] {“Jctﬂ+‘.’ctB}-‘Jctﬂ14 (@-b)-b=-3
e @ (2] ey (4] (E] (vcm—vctB}-vctBB
4.- El angulo a que forman (5+B) ya , el angulo B que forman (5—5) yB
o] )
orTN @ (3] A%Ele(vcta+vct3. y o = 24.84
C
0Ty (3] (3) P (4] 24, 83989247
SHIFT B ([=
o ® (3) " 04.83989247 B=114.84°
OPTN @ B m @ SHIFT g?ﬁlE(?Ctﬁ—?CtB; Y
0PN (4] (=) 114. 8398925
5.- Laproyeccién de @ sobre ¢ , la proyeccion de ¢ sobre b
OMEEN®E  [(VetA*vetC)+abs(V| p __1__
e Prs=—3 0.3333333333
o (5) OJ (5 -0. 3333333333
SHIFT 0PN (5] (=] (seD) (D
o) (5) @) (2 v Cmv Byrabedt] P B _ 0577350269
ctC+VctB)+Abs b 4
@E] ctRB b 3
SHIFT 0rN (4] (=) -0. 5773502692




6.- dAb, (a+ B) Ab , el 4rea del triangulo definido por los vectores a y b.

i (3] (X) PN (4] (=)
[Q e (3) () e (@) O
(X) Py (4] (E)

(d (1) () (2] (we] (T
orm) (3] (X] P (4] (Z)

8.- [E,B,E] , la altura del paralelepipedo de lados a,b,

Yot Ans=

-d

Yot Ans=

S .

!

Ab=(-5,1,-4)

[N

(@+b)Ab=(-5,1,-4)

Adb :%‘5/\6‘:

=/42/2 =3.2403703494°

con a,b en la base

ROEMEBEN® @ [veta- {VetBXVetC [4,6,6]=3-(bAg)=-19
[@) X) oW (&) -19
=)
suFr) (A (ang O] (=] AL {; ean {E’-tlﬁg ‘5'(5/\6)‘ 19v22
s {(Ans)+Abs{Vc = i =
o OPTNgz]@ XVerB 931763644 R
- =2.931763649
9.- El volumen del tetraedro definido por los vectores 5,5,6
D]
(ad (1] (=] (6] (X] 1+-6XAbs (VctA« (Vo L. BA0l=
a-(bac)
G (o @) [BxVetC)) emede 6
3. 166666667
@ 2] [A e (4] (X 1 23166666667
ey (BB =) 6
10.- ;Son coplanarios los vectores a+b,a+¢,c—b ?
o] - -
(VetA+VetB)+ ((Vot| [@+b,a+8,e-b|=
Qe 3 # o @ O) A+VctCIX{(Vct(C—-Vct L
T ® @ B)) q =@+b)@E+)AE-b)=0
3) o (5) los vectores son coplanarios
(58] (=) ey (4]
DO =
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El espacio tridimensional

Y Se elige como sistema de referencia:

O es el origen de coordenadas
Ejes X e Y en el plano de escritura
Eje Z saliendo de ese plano

A
L O >1 X i: Vector unitario del eje OX
k i=(1,0,0)
7 . Vector unitario del eje OY
: i=(0,1,0)
Al espacio tridimensional k : Vector unitario del eje OZ

también se le llama R3. k=(0,0,1)




Puntos en 3D. Vector de posicion

Y Cada punto P del espacio esta
definido por sus coordenadas:

g ( )
P» P(x 0 Y Z,

o El vector de posicion de un
X, punto P del espacio es el que
< A= X va desde el origen O hasta P.

El vector de posicion de P es: También se puede escribir:

(ﬁ:(xp,yp,zp) 513=Xp_l:+yp_]:+sz



¢, Qué es un vector?

Un vector es una magnitud dirigida.
Se representa con una flecha.

\ \
\ \
\ \
\
\ \
\ \\
\
\
\
\
\

- Direccién: La linea de apoyo
— Sentido: Lo indica la flecha

| ~ Médulo: Lo indica su longitud
- Punto de aplicacién: Su inicio

Las expresiones que sean vectores llevan una flecha arriba: v
El mddulo de un vector se representa entre barras: |V|



Modulo de un vector

y . . .
N Un vector en el espacio se puede dibujar
en una caja. Las dimensiones de la caja
%Z’ son las componentes del vector:
4 O —
“ ‘ ’ ) V= ( Vx ’ Vy , V z)
v, & El médulo de v es su longitud: |V|

. . 2 2
Aplicando Pitégoras en la base:  d’=v ‘+v,

.y . s — |2 2 2 2 2 2
Pitégoras en el tridngulo rayado:  |[V['=d*+v ‘=v +v *+v,

Por lo tanto: |K/’|:\/vx2+vy2+vz2



Producto de un numero por un vector

SI multiplicamos un vector por k:
* N0 cambia su direccién
* N0 cambia su sentido si k es positivo
e cambia su sentido si k es negativo
* su modulo cambia segun el valor de k

Si v=(v,,v,,v,) entonces: k-v=(k-v,, kv, kv,

eV |=3 (v, S+ (v, P (kew, = KV Vv v =[k D



Vector unitario

El vector v mide |V|

<}

El vector u, mide 1

U, tiene igual direccién y sentido que v

tu, Es el vector unitario (o versor) asociado al vector v

-

Se cumple que: V=|v|-I
1,],k
son los vectores unitarios en
las direcciones OX, QY, OZ

Por lo que: U, =

§|<¢



Un vector es un transportador

El vector AB lleva el punto A hasta el B

Esto define la suma de vectores:

OA+AB=0B

Las coordenadas de A cambian a las de B
tanto como indican las componentes de AB

Regla: PO=PX+XQ con cualquier X

Los vectores se pueden colocar en cualquier punto de aplicacion,
por eso se dice que son libres o equipolentes.

Las componentes del vector indican cuanto se desplaza el punto
inicial hasta el final.
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La regla del paralelogramo

Conocemos la suma de vectores:

AB+BC=AC

Pero si dibujamos el paralelogramo

——

ABCD vemos que: AD =BC

De modo que:
AB+AD=AC

Para sumar dos vectores con un origen comun P, dibujamos el
paralelogramo que forman y trazamos la diagonal desde el punto P.
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Vector que une dos puntos

Como hemos visto:

—_— — 2 —

OA+AB=0

Por eso, el vector que une Ay B es:
AB=0B-0A
Y la distancia de A a B es: d=|AB]

Regla: PQ=XQ— XP con cualquier X

1. Para hallar el vector que une A y B se restan sus coordenadas.

2. Para restar dos vectores de origen comun se unen sus extremos.
El vector diferencia acaba en el punto que se escribe primero.
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Las diagonales de un paralelogramo

Como ya sabemos:
AC=AB+AD
DB=AB—AD

Se cortan en M, que es el punto
medio de ambas diagonales.

Lo demostramos:

En el triangulo AMB se tiene que cumplir: AM +MB=AB
Si AM=2AC=1(AB+AD) y MB=.DB=L(AB-AD)

»»

Entonces: AM+MB=21(AB+AD)++(AB—AD)=AB
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Punto medio entre dos puntos

s Yasabemos que: AB=0OB—0A

M Y como M es el punto medio de Ay B:

———

AMi='AB=10B-10A

Por lo tanto, el vector de posicion de M es:

— — — ——

0 OM=0A+AM=0A+- OB——OA
OM=10A+10B=1(0A+OB|

El punto medio de Ay B es la semisuma de |las coordenadas de Ay B.
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Dividir un segmento en partes

Por lo tanto:

Se trata de dividir AB en n partes:

——

3 AB=(0OB—0A)

Z

—_—

2 %AB:%((TE_EZ)

X

etc.

—_— @ — @ ——  — — ——

OM,=0A+AM ,=0A+-(OB—0A)

—— —— ———— | —

OM,=0A+AM,=0A+

— ——

(OB—O0A)

SN

etc.
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Punto simeétrico a otro

A% Hay que encontrar A', simétrico de A respecto a B:
B* Se cumplird que: BA'=AB
Y como para A: OA'=0OB+BA'
A!

Tenemos que: OA'=OB+AB=...
...=OB+(OB—0A)=...
..=20B—0A

—_—

O bien, B es el punto medio de Ay A": OB:l(EZHOA ')
L 2
y basta con despejar OA'



16

¢ Estan 3 puntos alineados?

Hay que hallar si A, By C estan alineados:

B\*\ Si A, B, C estan alineados, se debe cumplir:
AC=k-AB
CO

OC—OA=k-(OB—0A)
(XC_XA,YC_)’A:ZC_ZA):k'(XB_XA:)’B_YA:ZB_ZA)

Xc™Xa Y™ Ya_ Zc™Z,

Xg=Xpa Y= Va Zp—Z,

A, B, C estan alineados, si:
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El 4° vértice de un paralelogramo

B C Dados A, By C hallar D:
Se cumplira que: AD=BC
Y como para D: OD=0A+AD
Tenemos que: 5f)=5;4+§(>3

Por lo tanto: 55:517\“35:...
..=—OA+0C—-OB




Dados 4 puntos, ¢son coplanarios?

SiA, B, Cy D estan en el mismo plano,
uno de los vectores AB,AC,AD

es combinacion lineal de los otros dos.

Si es asi, el determinante que forman

los vectores es nulo.

Xp=Xa YT YVa ZpTZx
Son coplanarios si: (X=X, Yc—Ya Zo—2,|=0

Xp~Xa Yp = VYa Zp—Zy
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¢, Forman 3 vectores una base?

Tres vectores son una base del espacio
si alcanzan cualquier punto, desde un
origen O, con una combinacion lineal.

OP=x-G+y-b+z-C

En esa base, P=(x,y,z)

Para gque formen una base del espacio R?3, basta que sean
linealmente independientes, es decir que:

a
b, b|#0
C
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1
Producto escalar de dos vectores

Para dos vectores a y b que forman un angulo «
se define el producto escalar asi:

a-b=|ad|-|b|-cosa

Si azax°7+ay-7+az-E y E:bx-_i’+by-?+bz-i<>
Como 772}}2% k=1-1-cos0°=1
7}27%2} k=1-1-cos90°=0

a-b=(a,i+a, j+a, k)(b i+b, j+b, k)=

..=a,b+a, b +a,b,



1
Propiedades del producto escalar

. Conmutativa: d-b=b-a

e Distributiva:

« Asociativa con (kd)-
un numero:

 Como: d-d=|d||d|-cos0°=]|d|’, entonces: |d|=+va-a
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Angulo entre dos vectores

Para hallar el angulo que forman los vectores
a y b usamos su producto escalar:

a -b.+a, b +a,b,

2 2 2 2 2 2
\/ax+ay+az-\/bx+by+bz

O bien: coso=

Siempre se considera como angulo de dos vectores el menor
de los dos que forman, es decir, el angulo interior.
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Proyeccidon de un vector sobre otro

[
Pa->

:=|d|-cos

La proyeccion de un vector sobre otro
es el segmento que se forma al “dejar
caer” el primero sobre el segundo con
un angulo de 90¢.

b
Como: d-b=[d||b|-cosa=P.|b|
a-b
Pm:ﬁ
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Producto vectorial de dos vectores

El producto vectorial GAb
de a y b es un vector.

anb
b | -
%; Es perpendiculara a y b.
Su sentido es el que da la

regla de la mano derecha:

Su modulo se define asi: El pulgar da el _
sentido de aAb

GAD|=|d||b|-sina
Los dedos indican el
giroparairdeaab
por la via mas corta
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Calculo del producto vectorial

Como forman un angulo de 09: _1:/\_1":_]:/\_]:2@\1():6
Por formar 902, tener médulo 1, IAJ=K=—JAI
y por aplicaciébn delaregladela jAk=i=—kAj
mano derecha, se obtiene que: j;/\‘l-’:‘j:_‘l-’/\j(’

Y se obtiene que:
Zi/\E:(ax-7+ay-_j+az-i<>)/\(bx-7+by-}+bz-E):...
...=(aybz—azby)7+(asz—axbz)_j+(axby—aybx)i<>

'

Que equivale a un determinante: aAb=

X

ik
a, a,
b, b,

S Q ~.

X




Propiedades del producto vectorial

e Anticonmutativa: aAb=—bAa

e Distributiva:

* Asoclativa con

un nudmero:

eSi all b, entonces aAb=0

» Como |dAd|=|dl|-|d|-sin0°=0, entonces dAd=
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Area de un paralelogramo

Hallemos el area del paralelogramo
a generado por los vectores d y b
o Segun vemos en el dibujo:
b

Y como el area de

S =

h=|d|-sin

paralelogramo es igual a base por altura:

E‘-h:‘g‘-‘a‘-sinaZ‘a/\E‘

El area del paralelogramo es el modulo del producto vectorial.
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Relacion producto escalar — vectorial

Para el producto escalar: a-b= -COS O

Ql
S G

-sin o

Ql

Para el producto vectorial: ‘aAb‘z

Elevando ambas igualdades al cuadrado y sumandolas:

aAb| +(a-bV=|af-|bf-sin’*a+|d[-|bf-cos’ a
aAb 2+(5-B)2= bl -(sin” a+cos’ )

Ql
>
S
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Producto mixto (triple) de vectores

Se define el producto mixto asi:
d,b,¢|=a-(bA¢)

T

. Porlo tanto: .. -
i j k
[a,B,EIZ(aX,ay,az)-bx by bz
c, C, C

a, a, a,

d,b,¢]=|b, b, b,

c, €, C,

El producto mixto es nulo si los tres vectores son coplanares.

L)



30

Volumen de un paralelepipedo

e a,b,c¢ definen un paralelepipedo.

|E/\E| es el drea de la base del
paralelepipedo que se forma y
la altura del paralelepipedo es la
proyeccion de a sobre bAC.

a-(bAT)=[d||bAE| cosa=S, -h=V

base

Es decir, el volumen del paralelepipedo es: VZ‘H-(E/\E)‘

y se puede calcular con el determinante de los vectores.
( Se toma en valor absoluto por que bAC=—CAb)
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Volumen del tetraedro

. Elparalelepipedo definido por
~a,b,¢ tiene un volumen:
V=|a-(bad)

Su volumen es la tercera parte del prisma de igual base y altura:

El tetraedro que definen Zi,B,’c’
es una piramide cuya base es la
mitad de la original e igual altura.

El volumen del tetraedro es: V=§-V
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La recta en el espacio

La recta la forman los puntos R(x,y,z)
conseguidos a partir de un punto P
por desplazamiento segun el vector Vv

Es decir: (Tf{:513+t-§, tc€lR

A V se le llama vector director de la recta.

En coordenadas: (X,y,Z)Z(Xp,yp,Zp)"'t‘(Vx,Vy,Vz)
(ecuacion vectorial)
r
X=X,+V t

Y separandolas: {yY=Y,*V,-t  que son las ecuaciones
z=z,+v,t  parametricas de la recta.

\
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Ecuacion continua de la recta

f
X=X, +V -t

Como tenemos { y=y,+v -t podemos despejar t e igualar:
Z2=2,+Vv 1

\

— — es la ecuacion continua de la recta.

Cada igualdad de esta ecuacidon produce, como veremos luego,
una expresion que equivale a un plano.

Esto ocurre por que una recta puede expresarse como la
interseccion de dos planos.
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Recta que pasa por dos puntos

B Si nos dan dos puntos A y B podemos
/. obtener el vector AB que los une.
A~ AB -

AB:(XB_XA?yB_yA?ZB_ZA)

. . X7Xa _ Y7 Va_ 2724
La ecuacion continua es: = =

Xp=Xa Yp= VYA Zp—Z,

(

X=X, (Xp—X, )t
Y las paramétricas: {y=y,+(y,—y,)t
2=2,+(25—2,)t

L




¢, Pertenece un punto a una recta?

Un punto A pertenece a una recta si cumple sus ecuaciones
al sustituir x, y, z por las coordenadas del punto A.

Si la recta esta dada por su ecuacién continua, al sustituir:
Xa=Xp Ya=Yp_Za™ %,
v v Y

X y z

Si es cierto, A esta en la recta.

Si tenemos las ecuaciones paramétricas veremos si el valor
de t que obtenemos es el mismo en cada coordenada:

f
Xa=X,tv,t 2>t

CYa= Y, vt Dt Si t,=t,=t,, A esta en la recta.
Zy=Z,tv,t 2 1L

\
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Distancia de un punto a una recta

La recta r pasa por R y tiene vector V.
P/ queremos saber la distancia hasta P.

La distancia entre lugares geométricos es
la menor posible entre puntos de ambos.

En este caso, d es la longitud del segmento

R perpendicular a r que pasa por el punto P.

Como se ve en el dibujo, el vector RP y el vector Vv definen un
paralelogramo de base |Vv|y altura d, la distancia buscada.
Su area: |[RP AV| es igual a base por altura: |v|-d, asi que:
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Posiciones relativas de dos rectas

Que sean coincidentes. Tienen el mismo vector
director y cualquier punto de una esta en la otra.

Que sean paralelas. Tienen el mismo vector
director pero ningun punto de una esta en la otra.

Que se corten. No tienen el mismo vector
director pero tienen un Unico punto coman.

N = N = N [

Que se crucen. No tienen el mismo vector
director ni tienen punto alguno en comun.
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Distancia entre rectas paralelas

Si dos rectas son paralelas cualquier
punto de una de ellas sirve para hallar
la distancia hasta la otra recta.

Si r, pasa por R, y su vector director es v elegimos
un punto P cualquiera de r, y aplicamos la formula
para la distancia de ese punto a la recta r, .

IRP AV
v

La distancia entre las rectas es: d=
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Angulo de dos rectas

5. T Si r, tiene vector director v,
a y 1, tiene vector director v,

Tanto si se cortan como si se cruzan,
el angulo entre las rectas es el angulo
qgue forman los vectores directores:

-

1"V

COS U —

ViV,
|‘71|'|‘72|
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Recta perpendicular por un punto

La recta r pasa por R y tiene vector v .
gueremos la recta perpendicular a r por P.

Un punto cualquiera de r es:
Q,=(XgtV, t,ye+V t,2,+v,t) tER

\]"J_

Construimos el vector que une ese punto con P: Q.P
y hacemos: Q.P-v=0 para que sea perpendicular a V.

Esto nos permite hallar el valor de t para el que Q, es el punto M.
Sustituimos ese valor de t en la expresion de Q, y tendremos M.

La recta buscada tiene como vector director MP
y corta a la recta r en el punto M.
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Punto simetrico respecto a una recta

La recta r pasa por R y tiene vector V.
queremos el punto P'simétrico de P.

Con el método anterior, un punto de r es:
WP’ Qr=(xR+vXt,yR+vyt,yR+vyt) teR

Construimos el vector que une ese punto con P: Q.P
y hacemos: Q.P-v=0 para que sea perpendiculara V.

Esto nos permite hallar el valor de t para el que Q. es el punto M.
Sustituimos ese valor de t en la expresion de Q.,y tendremos M.

Como M es el punto medio entre Py P’ :
OM=1L(0P+OP') » OP'=20M—0P
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Interseccion de dos rectas

La recta r, pasa por Ay tiene vector V.

M La recta r, pasa por By tiene vector w.

(

X=X,+Vv,t
Fi={y=Yatv,t
kZ:ZA+V[t

r25<

it
X_XB+WX.S

y=ygtw,s s,teR

| Z=ZgtW,S

El punto M buscado cumple las ecuaciones de ambas rectas.

lgualamos las dos expresiones para x e y, y hallamos s y t.

Si las rectas realmente se cortan, las expresiones para z tendran
el mismo valor con los s y t que hemos calculado.

Si es asi, el valor de s o el valor de t da las coordenadas de M.
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Distancia entre rectas que se cruzan

7 Si dos rectas r, s se cruzan
P siempre existe un par de
S planos paralelos a los que
d r pertenecen esas rectas.
— La distancia buscada es d.
5 }

/ 4 P, v_son un punto y un vector der.

Vr P, V_ son un punto y un vector de s.

P,P_,v_,v. forman un paralelepipedo de base |V.AV | y altura d.

PP (V,AV)]

Usando la formula del volumen: d= e —
V.AV




44

El plano en el espacio

Q El plano lo forman los puntos
Q(x,y,z) que se consiguen
a partir de un punto P por
desplazamiento segin vy w

O0=0P+t-V+s-w s,teR

En coordenadas (ecuacién vectorial):
(X3y’Z):(XP’yP’ZP)-l-t.(vx’vy’vz)+5.(wx’Wy’wz)

f

X

X=X,+V t+WwW, s
Y separandolas: {y=Y,*tv, t+w, S que son las ecuaciones
z=z,+v,t+w,s parametricas del plano.

\
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Ecuacion general del plano

Si el plano se genera a partir del
ounto Py de los vectores v, w
nara cualquier punto Q(x, y,z) del
vlano: PQ,V,w son coplanarios.

Por lo tanto su producto mixto es nulo: PQ-(VAW)=0

vAw es perpendiculara v y w asi que también lo es al plano.
Llamemos a ese vector perpendicular (o normal) n=(A,B,C)

PQ-(VAW)=PQ-11=0 > A-(x—x,)+B-(y—y,)+C-(z—2z,)=0
Y si reunimos los factores numéricos en la letra D,

La ecuacion general del plano es: A-x+B-y+C-z+ D=0
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Plano que pasa por tres puntos

4
°

Y con ellos, calcu

A=POAPR=

S

amos el vector normal al p
i j k
Xoq=Xp Yo=JVp Zo—Zp
XR—Xp YrTJYp Zr—Zp

Si nos dan tres puntos P, Q, R
obtenemos los vectores PO, PR.

ano:

=...=(A,B,C)

Calculadas A, B y C sustituiriamos las coordenadas de P en:
A-x+B-y+C-z+ D=0 para hallar D y tener la ecuacion general.
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¢, Pertenece un punto a un plano?

7

Un punto P pertenece a un plano si cumple su ecuacion
al sustituir x, y, z por las coordenadas del punto P.

En el plano con ecuacion general: A-x+B-y+C-z+ D=0

Sustituimos las coordenadas de P: A-x +B-y +C-z +D=0

Si la igualdad es cierta, el punto P pertenece a ese plano.

L)
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Encontrar un punto de un plano

En el plano con ecuacién general:
p* A-x+B-y+C-z+ D=0

Podemos encontrar un punto del plano dando los valores que
gueramos a dos de las variables y hallar el valor de la otra.

Si y=0,z=0 = x:—Q El plano corta a OX en (—D,O,O)
A A
Si x=0,z=0 > y:—% El plano corta a OY en (0,—%,0)

Si x=0,y=0 = Z:—g El plano corta a OZ en (0,0,—%)
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Ecuacion canonica del plano

J— En el plano con ecuacién general:
A-x+B-y+C-z+ D=0

2 .

B

Transformamos la ecuacion:
) A B C
A 020 —Xx+——y+——z=1
o gacPT -D —-D° -D
X + Y + Z =1
—D/A —DI/B —-D/C

., , . X y Z
Tenemos la ecuacidon canonica: _+E+_:1
a C

Siendo a, b y c los valores en los que el plano corta a cada eje.
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Distancia de un punto a un plano

A ] P
— A
d 7 — i Queremos la distancia del punto P

o al plano: A-x+B-y+C-z+ D=0
Q w

Elegimos un punto cualquiera Q del plano y calculamos 513

Del plano conocemos su vector normal Ai=(A,B,C)

La distancia d que buscamos es la proyeccion de 513 sobre n

d=|Q€'ﬁ|=...(operando)...=|A.XP+B'yp+C.Zp+D|
d JA*+B*+C”

(El mddulo es por si P no esta 'encima’ del plano sino 'debajo')
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Posiciones relativas de dos planos

Dos planos solo pueden ser:

1. Paralelos
Tienen el mismo vector normal,

no se cortan en ningun punto
salvo si son coincidentes.

2. Se cortan
, Tienen distinto vector normal,
‘ la interseccion es una recta.
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La recta como interseccion de planos

— _
n, r=

B T, Esto corresponde a un sistema
/_n’ \ compatible e indeterminado.
2

w:Ax+B,y+C,z+D,=0
T,:A,x+B,y+C,z+D,=0

Su solucidon daria las ecuaciones
paramétricas de la recta.

Pero también se puede calcular la recta de otra forma:
Un punto de la recta es cualquier solucion particular del sistema,
y su vector director es: vV=m,An,=(A,,B,,C,)A(A,,B,,C,)
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¢, Qué planos definen una recta?

Si tenemos la recta: — —

Buscamos dos planos cuya interseccion sea esa recta.

De la igualdad de las dos primeras fracciones, obtenemos uno,
De la igualdad de las dos ultimas fracciones, obtenemos otro:

X — X —
p=2"Jp A,;-x+B,-y+D,=0

v, v,

— Z—Z
Y £ > B, y+C,-z+D,=0

v, v,

Obtendriamos un tercer plano igualando las fracciones 12 y 32,
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Distancia entre planos paralelos

P LS
TZ ’ Si dos planos son paralelos i, =1,
todos los puntos de uno de ellos
d estan a igual distancia del otro.
T[2
—> i
T”z Elegimos un punto P de uno

y aplicamos la férmula que halla
la distancia punto — plano:

d_|A-xp+B-yp+C-zp+D|
VA%+ B*+C°
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Angulo entre dos planos

1 El angulo a entre dos planos
Lo es igual que el angulo que
*’”ﬁlﬁa ; forman sus vectores normales.

Usando el producto escalar:

->

-1, =|M,||f,|-cos &

1,1, A, A,+B,-B,+C,-C,
|

n 2
Tenemos que: COSA=77=
; ||| \/A +B{+C:- \/A +B3+C;
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Posiciones relativas recta — plano

—

Una recta y un plano solo pueden ser:

1. Paralelos o coincidentes
El vector director de la recta
y el vector normal del plano
son perpendiculares,
no se cortan en ningun punto
salvo si son coincidentes.

2. Se cortan
El vector director de la recta
y el vector normal del plano
forman un angulo distinto de 909,
se intersectan en un punto.
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Interseccion entre recta y plano

La recta r pasa por R con vector v
R buscamos el punto P donde corta
al plano A-x+B-y+C-z+D=0
(

<i

X=Xpt+v -t

A-x+B-y+C-z+D=0
La recta es: r=| y=ygtv,t

\Z:ZR"'Vz't
Un punto de la recta es: P=(Xp+V, t,y+V t,Z,+V,t)

Si sustituimos sus coordenadas en: A-x+B-y+C-z+ D=0

hallaremos para qué valor de t el punto P pertenece al plano.
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Angulo entre recta y plano

A-><+B°)""C'Z+D:0

El angulo a entre recta y plano
es el complementario del que
forman los vectores n y v.

Usando el producto escalar:
n-v=|n|-|v|-cos(90°— )
Y como cos(90°—a)=sina

n-v
|-V

Tenemos que: sina =
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Recta perpendicular a un plano

Dado el plano A-x+B-y+C-z+D=0
buscamos la recta perpendicular
al plano que pasa por el punto P.

A-x+B-y+C-2+D=0 La recta perpendicular al plano
tiene como vector director
el vector n normal al plano.

La recta buscada es: yu. —
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Punto simétrico respecto a un plano

Dado el plano A-x+B-y+C-z+D=0
y el punto P buscamos el punto P'
simétrico de P respecto al plano.

Lo resolvemos en tres pasos:

1. Calculamos la recta perpendicular
al plano que pasa por el punto P.

2. Calculamos el punto M en el que Ia
recta perpendicular corta al plano.

3. Como M es punto medio de Py P":
OM=2(OP+0P') » OP'=20M—OP
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Haz de planos

T, El haz de planos de la recta r es el
T, conjunto de todos los planos que
pasan por esa recta.

" Sitenemos una recta dada como

4\ la interseccion de dos planos:
/ | | . {rn1:A1x+B1y+Clz+D1:O
Tyt Ayx+B,y+C,z+D,=0

Se obtiene como una combinacion lineal de los planos 7, 7T,:
A(A,x+B,y+C,z+D,)+u(A,x+B,y+C,z+D,)=0

Para hacerlo méas simple, si dividimos por A (queda excluido 7 )
(A, x+B,y+C,z+D,)+k(A,x+B,y+C,z+D,)=0
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Posiciones relativas de tres planos 1/3

Corresponden a toda la gama de posibles soluciones que puede
tener un sistema de 3 ecuaciones con 3 incégnitas.

Sistema compatible determinado:

Tres planos gue se cortan en un
’ punto, que esta en los tres planos.
|‘ El sistema tiene una sola solucion.
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Posiciones relativas de tres planos 2/3

Sistema compatible indeterminado:

y 4 ‘A’ y 4

Los tres planos Los tres planos Dos planos coinciden
son coincidentes. se cortan en una el tercero los corta
linea recta. en una linea recta.

Solucion con dos
| _ 1

parametros Soluciones con un parametro
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Posiciones relativas de tres planos 3/3

Sistema incompatible:

¢
v %

Tres planos paralelos, Dos planos son Los tres planos se
0 dos son coincidentes paralelos y el cortan dos a dos.
y el otro es paralelo. tercero los corta.

Sin solucidon: ningun punto esta simultaneamente en los tres planos



Geometria

en el espacio

Puntos, vectores, rectas y planos
Matematicas I1 JL ~ 2020

El espacio tridimensional

Se elige como sistema de referencia:

O es el origen de coordenadas
Ejes X e Y en el plano de escritura
Eje Z saliendo de ese plano

X i : Vector unitario del eje OX
i=(1,0,0)

7 : Vector unitario del eje OY
j=(0,1,0)

Al espacio tridimensional k: Vector unitario del eje 0Z
también se le llama R3. k=(0,0,1)

¢, Qué es un vector?

Un vector es una magnitud dirigida.
Se representa con una flecha.

— Direccidn: La linea de apoyo

\\\
——— Sentido: Lo indica la flecha

\

A

Las expresiones que sean vectores llevan una flecha arriba: v
El mddulo de un vector se representa entre barras: |V|

—— Médulo: Lo indica su longitud
— Punto de aplicacién: Su inicio

7
Producto de un numero por un vector

Si multiplicamos un vector por k:
k-v * no cambia su direccién
* no cambia su sentido si k es positivo
e cambia su sentido si k es negativo
~ * sumddulo cambia segun el valor de k

<i

Si v=(v,,v,,v,) entonces: k-v=(k-v,,k-v,,k-v,)

|k-V|:\/(k~vx)2+(k~vy)2+(k~vz)2:|k|\/vi+v§+vf:|k|~|\7|
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Puntos en 3D. Vector de posicion
Y Cada punto P del espacio esta
definido por sus coordenadas:
Ye
P(xp, YprZ p)
pd yd
P
= El vector de posicion de un
X, punto P del espacio es el que
> A= X va desde el origen O hasta P.
7 /
El vector de posicién de P es: También se puede escribir:
OP:(xp,yp,zp) OP=x,i+y,j+z,k
6
Modulo de un vector
Y Un vector en el espacio se puede dibujar
ol en una caja. Las dimensiones de la caja
. | son las componentes del vector:
v:(vavy’vz)
v, o = El médulo de V es su longitud: |V

Aplicando Pitagoras en la base:  d*=v *+v,’

s . =2 g2 2_ 2 2 2
Pitdgoras en el tridngulo rayado:  [V[’=d"+v “=v, +v “+v,

Porlotanto:  [V|=vv*+v *+v ?

Vector unitario

El vector vV mide |V|

<

El vector &/, mide 1

Z i, tiene igual direccion y sentido que v

U, Es el vector unitario (o versor) asociado al vector v

Se cumple que: V=|V|-, .

i,j,k
son los vectores unitarios en
| las direcciones OX, QY, 0Z

| <

Por lo que: i, =

=i



Un vector es un transportador

El vector AB lleva el punto A hasta el B

Esto define la suma de vectores:
OA+AB=0B

Las coordenadas de A cambian a las de B
tanto como indican las componentes de AB

Regla: PQ=PX +XQ con cualquier X

Los vectores se pueden colocar en cualquier punto de aplicacion,
por eso se dice que son libres o equipolentes.

Las componentes del vector indican cuanto se desplaza el punto
inicial hasta el final.

11
Vector que une dos puntos

Como hemos visto:

OA+AB=0B

Por eso, el vector que une Ay B es:
AB=0B-0A
Y la distancia de A a B es: d=|AB|

Regla: PQ=XQ—XP con cualquierX‘

1. Para hallar el vector que une A y B se restan sus coordenadas.

2. Para restar dos vectores de origen comin se unen sus extremos.
El vector diferencia acaba en el punto que se escribe primero.

13
Punto medio entre dos puntos
B Ya sabemos que: AB=0B-0A
M Y como M es el punto medio de Ay B:
AM=1AB=10B-10A
Al

Por lo tanto, el vector de posicién de M es:
0 OM=0A+AM=0A+:0B—30A

OM=10A+10B=1(0A+0B)

El punto medio de A y B es la semisuma de las coordenadas de Ay B.

15
Punto simétrico a otro

Aﬁ:\ Hay que encontrar A', simétrico de A respecto a B:
B~ Se cumplird que: BA'=AB
Y como paraA:  OA'=OB+BA’
OA'=0B+AB=...

..=OB+(0OB—0A)=...
..=20B—0A

Tenemos que:

—— J—

O bien, B es el punto medio de Ay A": B:%(&HOA )
y basta con despejar OA'

10

La regla del paralelogramo

Conocemos la suma de vectores:
AB+BC=AC

Pero si dibujamos el paralelogramo

ABCD vemos que: AD=BC

De modo que:

AB+AD=AC

Para sumar dos vectores con un origen comun P, dibujamos el
paralelogramo que forman y trazamos la diagonal desde el punto P.

12
Las diagonales de un paralelogramo

Como ya sabemos:
AC=AB+AD
DB=AB-AD

Se cortan en M, que es el punto
medio de ambas diagonales.

Lo demostramos:

En el tridngulo AMB se tiene que cumplir: AM +MB=AB
Si AM=1AC=1(AB+AD) y MB=1DB=1(AB-AD)

Entonces: A_J\7I+M§:%(TB+K5)+§(KE—E):ZB

14
Dividir un segmento en partes

Se trata de dividir AB en n partes:
AM,=1AB=1(0B-0A)

AM,=2AB=2(0OB—0A)

etc.

Por lo tanto: OM,=0OA+AM,=0A+-(OB—0A)

etc.

16
¢ Estan 3 puntos alineados?

Hay que hallar si A, B 'y C estdn alineados:
B' Si A, B, C estan alineados, se debe cumplir:
A AC=k-AB
OC—0OA=k-(OB—0A)

(XC_XA’YC_YA)ZC_ZA):k'(XB_XA’YB_YA’ZB_ZA)

Xe=Xpa  Ye=Ya_2c 2,y

Xp=Xa Y= Ya ZpTZ,u

A, B, C estan alineados, si:
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El 4° vértice de un paralelogramo
Dados A, By C hallar D:
Se cumplird que: AD=BC
Y como para D: OD=0A+AD

Tenemos que: ~ OD=O0A+BC

Por lo tanto: OD=O0A+BC=...
..=OA+0C—-O0B

19
¢, Forman 3 vectores una base?

Tres vectores son una base del espacio
si alcanzan cualquier punto, desde un
origen O, con una combinacién lineal.

OP=x-G+y-b+z-C

En esa base, P=(x,y,z)

Para que formen una base del espacio R?, basta que sean
linealmente independientes, es decir que:

a a, a,
. b, b, #0
X y Cz

21
Propiedades del producto escalar
- Conmutativa: d-b=b-d
* Distributiva: ~ a-(b+¢)=d-b+a-¢
(@G+b)-¢=a-c+b-c
« Asociativa con (kd)-b=k (d-b)
un numero: a-(kB):k (5~E)
+Si G1b, entonces d-b=0
« Como: d-d=|d|-|d|-cos0°=[d|’, entonces: |[d|=+a-a
2

3
Proyeccion de un vector sobre otro

La proyeccién de un vector sobre otro
es el segmento que se forma al “dejar
caer” el primero sobre el segundo con
un angulo de 90°.

o

P_,;=d|-cos

2

18
Dados 4 puntos, ¢son coplanarios?

Si A, B, Cy D estén en el mismo plano,
uno de los vectores AB,AC, AD

es combinacion lineal de los otros dos.

Si es asi, el determinante que forman
los vectores es nulo.

Xp=Xa YpTYa ZpTZ,
Son coplanarios si: [Xc—=X, Yc—Ya Zc—Z,|=0

Xp~=Xa Yp=Ya Zp~Zys

20
Producto escalar de dos vectores

Para dos vectores @ y b que forman un &ngulo «
se define el producto escalar asi:

a-b=|a|-|b|-cos

1+ay~j+az-§ y E:bx~7+by~}+bz-§
Como i-i=j-j=k-k=1-1-cos0°=1
_1’-}:_1:-%:_]:-_12:1-1{0590“:0

a-b=(a,i+a, j+a, k)(b, i+b, j+b, k)=..

..=a,b+a b +a,b,

22 .
Angulo entre dos vectores

Para hallar el angulo que forman los vectores
d y b usamos su producto escalar:

- -

a-b=|al|b|-cosa
Asique: cosa= f’li
lal-[b|

a-b+a, b +a,b,

O bien: cosa=
2 2 2 2 2 2
Jax+ay+az-\/bx+by+bz

Siempre se considera como angulo de dos vectores el menor
de los dos que forman, es decir, el dngulo interior.

4
Producto vectorial de dos vectores

anb El producto vectorial dAb
de @ y b es un vector.

Es perpendiculara @ y b.

Su sentido es el que da la
regla de la mano derecha:

Su médulo se define asi: El pulgar da el

sentido de dAb

la ADB|=[a||B|-sin e
Los dedos indican el
giroparairdeaab
por la via mas corta
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Calculo del producto vectorial

Como forman un angulo de 0 _i'/\_l":-j/\_j:f()/\i(':f)’
Por formar 909, tener médulo 1, LA J=k=—JA1
y por aplicacién de laregladela jAk=i=—kAj
mano derecha, se obtiene que: j(’/\'l-':'j:_'i’/\j(’

Y se obtiene que:
anb=(a,i+a, j+a, k)A(b,T+b, j+b, k)=...
...:(aybz—azby)?+(albx—axbl)}+(axby—aybx)E

-4

k
Que equivale a un determinante: aAb=

z

a
b

S Q ~

X z

j
X ay
b}’

27 .
Area de un paralelogramo
Hallemos el area del paralelogramo
i h generado por los vectores d y b
a Segun vemos en el dibujo:
b h=|d|-sin
Y como el drea del paralelogramo es igual a base por altura:
S:|E|-h:|B|~|a|~sina:|5/\_l5|
El 4rea del paralelogramo es el médulo del producto vectorial.
29

Producto mixto (triple) de vectores

Se define el producto mixto ast:
[@,b,¢]=a-(bAc)

Por lo tanto: oL
i j k
[a,B,E}Z(GX,ay,aZ)bX b, b,
¢, €, €,
a, a, aq,
[@,6.2]=p, b, b,
¢ ¢, ¢

El producto mixto es nulo si los tres vectores son coplanares.

31
Volumen del tetraedro

El p_gralelepl'pedo definido por
d,b,¢ tiene un volumen:

v=[a-(ba?)|
El tetraedro que definen Ez',B,'c'

es una pirdmide cuya base es la
mitad de la original e igual altura.

Su volumen es la tercera parte del prisma de igual base y altura:

_1 _1 = (T Az
El volumen del tetraedro es: V—;thﬁd—g-‘a-(b/\c)‘

26
Propiedades del producto vectorial

« Anticonmutativa: dAb=—bAd

A
* Distributiva: GA(b+¢)=aAb+aAT
(@G+b)AC=dAC+bAT
« Asociativacon  (kd)Ab=k (dAD)
un numero: a/\(kE)Zk (5/\5)

«Si Gl b, entonces GAb=0

« Como |dAd|=|d||d|-sin0°=0, entonces dAG=0

28
Relacion producto escalar — vectorial

Elevando ambas igualdades al cuadrado y sumandolas:
-2 -

lanb[ +(ab)

)2

.B)Z

|af*|B[*sin” ar+|@[*|b[-cos’ @

S

‘6/\5’2+(5- al|b[*(sin’ ¢ +cos’ &)

|a B[ +( P-[Bf

Ql
Ql

30

Volumen de un paralelepipedo

d,b,¢ definen un paralelepipedo.

|_I5/\'c'| es el drea de la base del
paralelepipedo que se forma 'y
la altura del paralelepl’pego esla
proyecciéon de d sobre bAC.

a-(bAZ)=[d||bAE|-cosa=S,, - h=V

base

Es decir, el volumen del paralelepipedo es: V:‘a'(EAE)‘

y se puede calcular con el determinante de los vectores.
( Se toma en valor absoluto por que bAC=—CAb )

32

La recta en el espacio

La recta la forman los puntos R(x,y,z)
conseguidos a partir de un punto P
por desplazamiento segun el vector v

Es decir OR=0P+t-v, teR

A V se le llama vector director de la recta.
En coordenadas: (X,y,Z):(Xp,yp,Zp)+t'(VX,Vy,VZ)

(ecuacién vectorial)

X=X,V t

Y separandolas: {Y=Y,+Vv, 'l  que son las ecuaciones
z=z,+v,t  paramétricas de la recta.
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Ecuacion continua de la recta
X=Xx,+tvt
Como tenemos { y=y,+v,t podemos despejart e igualar:
Z=z,+V,t

X=X, Y=Y, 272,
v % \%

X y z

es la ecuacién continua de la recta.

Cada igualdad de esta ecuacion produce, como veremos luego,
una expresién que equivale a un plano.

Esto ocurre por que una recta puede expresarse como la
interseccién de dos planos.

35
¢, Pertenece un punto a una recta?

Un punto A pertenece a una recta si cumple sus ecuaciones
al sustituir x, y, z por las coordenadas del punto A.

Si la recta estd dada por su ecuacién continua, al sustituir:
Xa=™Xp _Ya—YVp_ 247 Z,
v v \%

X y z

Si es cierto, A esta en la recta.

Si tenemos las ecuaciones paramétricas veremos si el valor
de t que obtenemos es el mismo en cada coordenada:
X =X, vt 2t

Ya=y,tv,t 2t
Z,=z,+Vv, 0 Dty

Sit,=t,=t,, A estd en la recta.

37
Posiciones relativas de dos rectas

Que sean coincidentes. Tienen el mismo vector
director y cualquier punto de una estd en la otra.

Que sean paralelas. Tienen el mismo vector

Que se corten. No tienen el mismo vector
director pero tienen un Unico punto comdn.

Que se crucen. No tienen el mismo vector
director ni tienen punto alguno en comun.

39 .
Angulo de dos rectas

! Si r, tiene vector director v,
¢ y r, tiene vector director v,

Tanto si se cortan como si se cruzan,
el dngulo entre las rectas es el angulo
que forman los vectores directores:

<i

1'V2

1|'|\72|

Cos o=

+

<

director pero ningln punto de una estd en la otra.

34
Recta que pasa por dos puntos

B Si nos dan dos puntos A y B podemos
obtener el vector AB que los une.

AB:(XB_XA’yB_yA’ZB_ZA)
X=Xy Y= Yo _Z7Z,y

La ecuacién continua es: = =
Xp=Xa YT Ya ZpTZ,

x:xA+(xB—xA)~t
Y las paramétricas: | y=y, +(yz—y.)t
2=2,+(25=2,)t

36
Distancia de un punto a una recta

La recta r pasa por R y tiene vector V.
queremos saber la distancia hasta P.

La distancia entre lugares geométricos es
la menor posible entre puntos de ambos.

En este caso, d es la longitud del segmento
perpendicular a r que pasa por el punto P.

Como se ve en el dibujo, el vector RPy el vector V definen un
paralelogramo de base |V|y altura d, la distancia buscada.
Su &rea: |[RP A V| es igual a base por altura: |V|-d, asi que:

d:|1TP9/\V|
vl

38
Distancia entre rectas paralelas

Si dos rectas son paralelas cualquier
punto de una de ellas sirve para hallar
la distancia hasta la otra recta.

Si r, pasa por R, y su vector director es vV elegimos
un punto P cualquiera de r, y aplicamos la férmula
para la distancia de ese punto a la recta r;.

|RP AV

La distancia entre las rectas es: d= H
\%

40
Recta perpendicular por un punto

La recta r pasa por R y tiene vector v .
queremos la recta perpendicular a r por P.

Un punto cualquiera de r es:
Q,=(Xg#v, t,yp+v,t,z,+v,t) teR

Construimos el vector que une ese punto con P: Q,P
y hacemos: Q,P-v=0 para que sea perpendicular a V.

Esto nos permite hallar el valor de t para el que Q, es el punto M.
Sustituimos ese valor de t en la expresién de Q,y tendremos M.

La recta buscada tiene como vector director MP
y corta a la recta r en el punto M.
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Punto simétrico respecto a una recta Interseccion de dos rectas
La recta r pasa por Ry tiene vector V. . La recta r, pasa por Ay tiene vector V.
queremos el punto P'simétrico de P. M La recta r, pasa por By tiene vector .
Con el método anterior, un punto de r es: " X=X, 4Vt X=Xp+W, S
Q,=(Xg+v, t,yp+v, t,yp+v,t) teER FME{y=ya +v,t T=iy=yg+w, s s,teR

. — Z=2z,+v 't Z=2Zz+w, s
Construimos el vector que une ese punto con P: Q,P ATz BTz

y hacemos: Q,P-v=0 para que sea perpendiculara V. )
El punto M buscado cumple las ecuaciones de ambas rectas.

Esto nos permite hallar el valor de t para el que Q, es el punto M.

Sustituimos ese valor de t en la expresién de Q,y tendremos M. Igualamos las dos expresiones para x e y, y hallamos s y t.

Si las rectas realmente se cortan, las expresiones para z tendran

Como M es el punto medio entre Py P': )
el mismo valor con los s y t que hemos calculado.
=1 (BB AD =5 _ PP
OM_E(OP"LOP ) » OP'=20M—OP Si es asi, el valor de s o0 el valor de t da las coordenadas de M.
43 i “ .
Distancia entre rectas que se cruzan El plano en el espacio
- Si dos rectas r, s se cruzan . Q El plano lo forman los puntos
P, siempre existe un par de v I Q(X;X,Z) que se consiguen
s planos paralelos a los que P a partir deiun punto P por
d ] pertenecen esas rectas. desplazamiento segin vy w
_VT La distancia buscada es d. 55:513H'V+S'W s,teR
<l a7 R y
=< " P, v, son un punto y un vector de r. » i
v, P, V. son un punto y un vector de s. . ) En coordenadas (ecuacién vectorial):
z (X;y:z):(xp,yP,ZP)+t'(VX,Vy,VZ)+S'(WX,Wy,WZ)
P.P_, V.,V forman un paralelepipedo de base |V.AV|| y altura d. XX,V W,
P.P-(V.AV 4 : =y +v  t+w S i
Usando Ia férmula del volumen: d:| ; i( ! I Y separéndolas: | Y=y,*V,"t+W,s  que son las ecuaciones
[V. AV z=z,+v, t+w,s paramétricas del plano.
45 ., 46
Ecuacion general del plano Plano que pasa por tres puntos

Si el plano se genera a partir del 7 Si nos dan tres puntos P, Q, R
punto Py de los vectores v, w obtenemos los vectores PQ, PR.
para cualquier punto Q(x,y,z) del

plano: PQ,V,w son coplanarios.
Y con ellos, calculamos el vector normal al plano:

i j k
M=PQAPR=|xo—x, Yo—Yp Zo—2p|=..=(A,B,C)

Xr—Xp YrR™Yp Zr~Zp

Por lo tanto su producto mixto es nulo: 175-(3/\\71):0

VAW es perpendiculara v y w asi que también lo es al plano.
Llamemos a ese vector perpendicular (o normal) n=(A,B,C)

PQ-(VAW)=PQ-n=0>A(x—x,)+B:(y—y,)+C-(z2—2,)=0
. . L Calculadas A, B y C sustituiriamos las coordenadas de P en:
Y si reunimos los factores numéricos en la letra D, L
A-x+B-y+C-z+ D=0 para hallar D y tener la ecuacién general.

La ecuacién general del plano es: A-x+B-y+C-z+ D=0
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¢ Pertenece un punto a un plano? Encontrar un punto de un plano

En el plano con ecuacién general:
A-x+B-y+C-z+D=0

Podemos encontrar un punto del plano dando los valores que

Un punto P pertenece a un plano si cumple su ecuacién .
queramos a dos de las variables y hallar el valor de la otra.

al sustituir x, y, z por las coordenadas del punto P.

. D D
Si y=0,z=0 - x=—-—Elplano cortaa OXen [(—=,0,0
En el plano con ecuacién general: A-x+B-y+C-z+D=0 Ly=h XTa P ( A )

Sustituimos las coordenadas de P: A-x,+B-y,+C-z,+D=0 Si x=0,z=0 > y:—% El plano corta a OY en (0’_%,0)

Si la igualdad es cierta, el punto P pertenece a ese plano.
g p p P Si x=0,y=0 - z:—% El plano corta a OZ en (0,0,_%)
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Ecuacion canonica del plano

En el plano con ecuacién general:
A-x+B-y+C-z+D=0

Transformamos la ecuacién:
A-x+B-y+C-z=—D
A B C
—X+——y+——z=1
-D -D —-D
X + Y + Z =
—D/A —-D/B -DI/C

1

s - X y. z
Tenemos la ecuacion candnica: —+3+—:1
a c

Siendo a, b y c los valores en los que el plano corta a cada eje.

51
Posiciones relativas de dos planos

Dos planos solo pueden ser:

1. Paralelos
Tienen el mismo vector normal,
no se cortan en ningln punto
salvo si son coincidentes.

\

2. Se cortan
Tienen distinto vector normal,
la interseccién es una recta.

-’

N

53
¢, Qué planos definen una recta?

X=X, Y=Y, 272,
v, v, v,

Buscamos dos planos cuya interseccién sea esa recta.

Si tenemos la recta:

De la igualdad de las dos primeras fracciones, obtenemos uno,
De la igualdad de las dos Ultimas fracciones, obtenemos otro:

X—X -

—p:& > Al'X+B1'y+D1:0
vV, v,
- Z—Z

&: L Bz‘y+C2'Z+D2:0
v, v,

Obtendriamos un tercer plano igualando las fracciones 12y 32,

55 .
Angulo entre dos planos

a2 El dngulo « entre dos planos
2 es igual que el angulo que

Usando el producto escalar:
1,1, =, |-| |- cos ax

i, 1, A,-A,+B,'B,+C,-C,

T A2+ B2 +C2 A2+ B+ C

Tenemos que: COSa=

50
Distancia de un punto a un plano

T Queremos la distancia del punto P
al plano: A-x+B-y+C-z+D=0

Elegimos un punto cualquiera Q del plano y calculamos 613
Del plano conocemos su vector normal i=(A,B,C)

La distancia d que buscamos es la proyeccién de 513 sobre 7

QP-ii A-x +B-y +C-z +D
|QI:). n|:...(operando)...:| Xp zyPZ Z2P |
A VA’+B*+C

(EI médulo es por si P no estd 'encima' del plano sino 'debajo')

d=

52
La recta como interseccion de planos

/ = |7:Ax+B,y+C,2+D,=0
V Ty Ayx+B,y+C,z+D,=0
.

T, Esto corresponde a un sistema

’ forman sus vectores normales.

compatible e indeterminado.

Su solucidn daria las ecuaciones
paramétricas de la recta.

Pero también se puede calcular la recta de otra forma:
Un punto de la recta es cualquier solucion particular del sistema,
y su vector director es: v=n,Afi,=(A,,B,,C,)A(A,,B,,C,)

54
Distancia entre planos paralelos

P T,

—

n, Si dos planos son paralelos m,=1i,
todos los puntos de uno de ellos

estan a igual distancia del otro.

—

n, Elegimos un punto P de uno
y aplicamos la férmula que halla
la distancia punto — plano:

d_|A~xp+B~yp+C-zp+D|
VA% + B2+ C?

56
Posiciones relativas recta — plano

e

Una recta y un plano solo pueden ser:

1. Paralelos o coincidentes
El vector director de la recta
y el vector normal del plano
son perpendiculares,
no se cortan en ningdn punto
salvo si son coincidentes.

2. Se cortan
El vector director de la recta
y el vector normal del plano
forman un angulo distinto de 902,
se intersectan en un punto.



57
Interseccion entre recta y plano

La recta r pasa por R con vector v
R buscamos el punto P donde corta
al plano A-x+B-y+C-z+D=0

<4

X=Xg+Vv, -t

A.X+B-y+C~z+D=0 _
Larectaes: r= Y=Yty t

Z=Zp+v,t
Un punto de la recta es: P=(Xp+V,t,yp+V t,2p+V,t)

Si sustituimos sus coordenadas en: A-x+B-y+C-z+D=0

hallaremos para qué valor de t el punto P pertenece al plano.

59
Recta perpendicular a un plano

Dado el plano A-x+B-y+C-z+D=0
buscamos la recta perpendicular
al plano que pasa por el punto P.

Ax+By+Cz+D=0 La recta perpendicular al plano
tiene como vector director

el vector i normal al plano.

X—X - z—z
La recta buscada es: P — Y= Vp = P
A B C

61
Haz de planos

| T, El haz de planos de la recta res el
\, T\ |, conjunto de todos los planos que

pasan por esa recta.

T Sitenemos una recta dada como
la interseccion de dos planos:

X f r= 7,:A x+B, y+C,z+D ;=0

7, A, x+B,y+C,z+D,=0
Se obtiene como una combinacién lineal de los planos 77, 7,:
A(A;x+B,y+C,z+D,)+u(A,x+B,y+C,z+D,)=0

Para hacerlo mas simple, si dividimos por A (queda excluido 7,)
(A;x+B,y+C,z+D,)+k(A,x+B, y+C,z+D,)=0

63
Posiciones relativas de tres planos 2/3

Sistema compatible indeterminado:

X e iy

Dos planos coinciden
se cortan en una el tercero los corta
linea recta. en una linea recta.

[ Soluciones con un pardmetro —

Los tres planos
son coincidentes.

Los tres planos

Solucién con dos
pardmetros

58 .
Angulo entre recta y plano

- El angulo « entre recta y plano
i es el complementario del que
forman los vectores 1 y V.

Usando el producto escalar:

1i-v=|f|-|v|-cos(90°— )

Y como cos(90°—a)=sina

=11
<i

Tenemos que: sina=

<!

n

60
Punto simétrico respecto a un plano

Dado el plano A-x+B-y+C-z+D=0
y el punto P buscamos el punto P'
simétrico de P respecto al plano.

Lo resolvemos en tres pasos:

1. Calculamos la recta perpendicular
al plano que pasa por el punto P.

2. Calculamos el punto M en el que la
recta perpendicular corta al plano.

3. Como M es punto medio de Py P"
OM=1(0P+0P') » OP'=20M 0P

62
Posiciones relativas de tres planos 1/3

Corresponden a toda la gama de posibles soluciones que puede
tener un sistema de 3 ecuaciones con 3 incdgnitas.

Sistema compatible determinado:

Tres planos que se cortan en un
punto, que esta en los tres planos.

El sistema tiene una sola solucion.

64
Posiciones relativas de tres planos 3/3

)

Sistema incompatible:

Los tres planos se
cortan dos a dos.

Dos planos son
paralelos y el
tercero los corta.

Tres planos paralelos,
0 dos son coincidentes
y el otro es paralelo.

Sin solucién: ninglin punto esta simultdneamente en los tres planos



Ejercicios resueltos de Geometria. (Se indica la diapositiva a la que se refiere)
Diapositivas 3 a 11

Dibuja la posicién de estos puntos: A(—1,3,2) ; B(3,2,1); C(2,2,—2) . [d04]

¢Cual es el vector de posicion del punto B? [d04]

Dibuja, basandote en los puntos anteriores, los vectores AB, BC y AC . [d09]

Calcula las componentes de esos tres vectores. Exprésalas de dos formas. [d04]

Calcula AB+BC y comprueba que resulta el vector AC . [d10]

Calcula |AB| , |BC| y |AC| . [d06]

Calcula el vector unitario dirigido en la direccion del vector AC . [d08]

¢Qué expresion en componentes tienen los vectores i, _j , k ? [d03]
Sea el vector w=(2,—1,2) . Calcula |w|, [3w| y |-2w| . [d07]

e A e A

10. Dibuja los vectores d=(5,3,0) y b=(1,5,0) aplicados ambos en el punto P(—2,—1,0) . [d09]
Diapositivas 12 a 19

11. En el dibujo anterior traza los vectores G+b yd ~b. Compruébalos numéricamente. [d12]

12. Un paralelogramo tiene como vértices los puntos EFGH. Dibuja los vectores GE y HF .
Expresa cada uno como una suma de dos formas, y como una resta de dos formas. [d12]

13. Calcula el punto medio M entre los puntos F(3,—1,2) y G(7,1,2) . Comprueba que el vector
FM es igual al vector MG y que ambos son la mitad del vector FG . [d13]

14. Calcula el punto simétrico de P(—2,1,3) respecto al punto H(—1,3,2) . [d15]

15. Calcula si los puntos A(1,4,—2), B(2,6,1) y C(4,10,7) estén alineados. [d16]

16. Silos puntos D(—1,-3,2), E(8,x,5) y F(5,1, y) estan alineados, calcula x e y. [d16]

17. A(2,1,-3),B(4,3,1)y C(3,4,—2) son vértices de un paralelogramo. Halla el vértice D. [d17]
18. Calcula si los puntos P(0,0,3), Q(1,-5,0), R(—1,0,1) y S(2,—2,5) son coplanarios. [d18]

19. Los vectores d=(3,1,2), b=(—1,2,1) y ¢=(2,3,—1) ;Son linealmente independientes?
¢Pueden ser una base del espacio IR* ? ;Estan en el mismo plano? [d19]

20. Encuentra los dos puntos que hacen que el segmento que va de A(—2,1,1) a B(4,4,—2) quede
dividido en tres partes iguales. [d14]

Diapositivas 20 a 23
21. Sip=(-3,1,—1)y G=(2,4,—2) Calcula el producto escalar p-q . ;Qué se deduce de éI? [d21]

22. Calcula el angulo que forman los vectores a=(—1,2,2) y b=(2,1,2) . [d22]

23. Dados los vectores d=(—1,2,2) y E:( 2,k,2), calcula k para que sean perpendiculares. [d21]
24. En el tridgngulo de vértices A(1,1,0), B(3,—2,1) y C(—2,0,1) calcula el &ngulo en B. [d22]
25. Calcula la proyeccion del vector ii=(2,1,1) sobre el vector i=(1,-2,2) . [d23]

26. Demuestra que el &ngulo que forman 3d y 2b es el mismo que el que forman d y b. [d22]

27. En un paralelogramo ABCD, el lado AB mide 3 cm y el lado AD mide 4 cm. Si el angulo en A
mide 60°, calcula la longitud de la diagonal AC. Sugerencia: |AB+AD['=(AB+AD/ . [d21]
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Diapositivas 24 a 31
28. Calcula el producto vectorial de G=31—2 _j+i€ y B:( —2,1,—1) . Calcula su mddulo. [d25]
29. Calcula el drea del tridangulo de vértices P(—1,0,1), Q(3,1,4) y R(1,2,2) . [d27]

30. Calcula un vector que sea perpendicular tanto a v=(2,1,—3) como aw=(0,-2,1).
Comprueba que el vector obtenido es realmente perpendicular a ellos. [d24]

31. Indica si las siguientes expresiones corresponden a un nimero, a un vector o no tienen sentido:
a) u-(v-w) b) u+(v-w) o) u+(vaw)

d) (4-v)+(VAW) e) (UAV)-(VAW) f) u-(v+3w) [d20, d24]

32. Calcula el volumen del paralelepipedo cuya base es un rectangulo, con un vértice en el origen
de coordenadas y apoyado en los ejes X y Z con longitudes 3 y 5 respectivamente, y siendo el
lado que falta el que va desde el origen de coordenadas hasta el punto (2,1,3) . [d30]

33. Si el producto mixto cumple d-(bA¢)=0 ¢Qué relacién hay entre @ , by ¢ ? [d29]

34. Un tetraedro tiene como vértices los puntos A (0,0,0) , B(2,0,0), €(0,0,3), D(0,2,0).
Dibujalo y calcula su volumen. [d31]

Diapositivas 32 a 35

35. Escribe en forma vectorial, y paramétrica las ecuaciones de las rectas que coinciden con los
ejes OX, QY, OZ. [d32]

36. Calcula las ecuaciones vectorial, paramétricas y continua de la recta r que pasa por el punto

S (3 ,— 1,2) y tiene como vector director t =2 i— 7+ 3k . [d33]
37. Calcula la ecuacion continua de la recta que pasa por A(—1,1,—1)y B(2,—1,1). [d34]
38. Calcula si la recta del problema anterior pasa por el punto C(5,-2,2) . [d35]

39. La base de un tridgngulo isosceles tiene vértices P(2,1,1) y Q(4,3,3) . El otro vértice es
R(—3,6,4) . Comprueba que es isosceles y calcula la recta que lo divide por la mitad. [d34]

Diapositivas 36 a 43

X—5_y_z+3
> =15 y la recta r, que pasa por los puntos

40. Calcula donde se cortan las rectas r, =
A(7,-2,-7)yB(-2,-2,5). [d42]

41. Calcula el angulo que forman las rectas del problema anterior. [d39]

42. Calcula la distancia del origen de coordenadas ar:(x,y,z)=(3,-3,2)+(1,2,—1)t. [d36]

43. Calcula el punto simétrico al origen respecto de la recta del problema anterior. [d41]

44. Calcula la posicién relativa de las rectas ry: % :y_l-l = _i2 y Iyt X__ll = %: 252 .
Calcula la distancia entre ellas. [d37, d43]
45. Sea rlarecta que pasa por A(—2,0,0) y B(0,3,0) . Calcula la recta que, pasando por un punto

de r, es perpendicular a r y ademds pasa por P(4,1,—2) . [d40]
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Diapositivas 44 a 49

46.

47.
48.
49.
50.

51.

Escribe las ecuaciones paramétricas de un plano que pasa por el punto F(1,—2,2) y que
contiene a los vectores ii=(—1,0,1) y v=(2,1,0) . [d44]

Calcula el vector normal al plano del ejercicio anterior y escribe su ecuacion general. [d45]
Calcula por donde corta a cada uno de los ejes el plano anterior. [d48]

Calcula la ecuacién general del plano que pasa por A(2,0,1), B(—3,1,1) y C(0,4,2) . [d46]
Calcula si el plano 2x— y+z+3=0 pasa por H(2,1,1) . Calcula dos puntos de ese plano. [d48]

Calcula la ecuacion del plano que contiene a la recta r :XT_l =y_—+31:% y que pasa ademas por

el punto M (0,1,1) . [d45]

Diapositivas 50 a 62

52.

53.

54.
55.
56.
57.
58.

59.

60.
61.

62.

63.

64.

65

66.

Calcula la ecuacién continua de larecta r:| X~ Y12 +2=0 . [d52]
2x+y—z+1=0

Calcula la posicion relativa de estos tres planos:
w:x—z+3=0,m,:x+y+z+1=0,7m,:2x—y+z=0 [d62, d63, d64]

Calcula dos planos que se corten en la recta (x, y,z)=(2,2,0)+(1,-2,2)t [d53]

Calcula la posicion relativa de la recta del ejercicio anterior y el plano 7:4x+y—z—2=0. [d56]
Calcula el 4angulo que forman los planos 7:x—y+4=0y 0:2x—y+2z—1=0. [d55]

Calcula dénde corta la recta que pasa por P(—1,1,0) y Q(2,2,1)at:x—y+2z—1=0. [d57]
Calcula el 4angulo que forman la recta y el plano del ejercicio anterior. [d58]

Calcula la posicién relativa de las rectas r,: | 2X+3y—2=1=0 o . Jx=y—=2=0 [d37]
—x+2y+4=0 3x+y—z—5=0
Calcula a qué distancia esta el punto P(2,1,—3) del plano 0:6x+2y—32z—20=0. [d50]

Calcula el valor de k para que los planos 77 ,:3x+k-y —z+2=0y 7,: x+2 y+z+5=0 sean
a) Paralelos b) Perpendiculares [d55]

Calcula la ecuacion de la recta que es perpendicular al plano 7 :2x—3 y+z+7=0 y que pasa
por el punto A (2,—1,-3) . [d58]

Calcula el punto simétrico al punto C(3,5,—2) respecto al plano x+2y—z+3=0. [d60]

Xx—2_y—4_z+1
2 -4 -3

Calcula la ecuacion del haz de planos que contienen a la recta r: [d61]

x—2_y—4_z+1

2 -4 =3
unidades del origen de coordenadas. Pista: Usa la ecuacion del haz de planos del ejercicio
anterior. [d61, d50]

Calcula la ecuacion del plano que contiene a la recta r: y que dista 4

Calcula las ecuaciones de los planos que son paralelos a 77 :x+2 y—2z+1=0 y que estan a una
distancia de 6 unidades del plano 7 . [d50]
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Z

4. AB=0B-0A=(32,1)—(-13,2)=(4,-1,-1)=47—j—k
BC=0C-0B=(2,2,-2)—(3,2,1)=(~1,0,-3)=—1 -3k
AC=0C-0A=(2,2,-2)—(-1,3,2)=(3,-1,-4)=31—j—4k

5.  AB+BC=(4,-1,-1)+(—1,0,-3)=(3,-1,-4)=AC

6. |AB|=|(4,—1,—1)=V4*(—1)+(-17=18=3+2
|BC|=|(—1,0,—3)|=V(—1)+0*+(=3)* =10
[ACI=I(3,—1,—4)|=V3"+(-1+(-4 =126

7 Uoe = Z& :(3’_17’_4):( 37 — ! — i)

© A |AC V26 V26 V26" 26

8. 1=(1,0,0) ; j=(0,1,0) ; k=(0,0,1)

9. |wl=y22#(—1)+2°=19=3
13%|=[3|-[w|=3-3=9
I—2w|=|-2||#W|]=2-3=6

10. Como las componentes z son cero, dibujamos en el plano XY:
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

a—b=(5,3,0)—(1,5,0)=(4,-2,0) ; da+b=(5,3,0)+(1,5,0)=(6,8,0)

HF=HE+FEF=HG+GF=EF—FEH =GF—-GH

El vector de posicion del punto medio M entre F y G es:
@\’4:%(51’%5(’;):%[(3, —1,2)+(7,1,2)]:% (10,0,4)=(5,0,2) y el punto medio es M (5,0,2) .
FG=0G—-0F=(7,1,2)—(3,-1,2)=(4,2,0) , y tenemos:
1?1\’4:@\’4—515:(5,0,2)—(3,—1,2):(2,1,0):%1?5

— —_— —_— — ‘\\\“\.G
MG =0G—0M=(7,1,2)~(5,0,2)=(2,1,0)= FG

Fo

'z

Buscamos P' de manera que H sea el punto medio entre P y P": OH :%(513+O_>P' )
Despejamos: 20H=0P+0P' ; OP'=20H-0P
Y por lo tanto: OP'=2(—1,3,2)—(—2,1,3)=(0,5,1) . El punto buscado es P'=(0,5,1) .

Para saber si estan alineados A (1,4,—2), B(2,6,1) y C(4,10,7) necesitamos AB y AC :
AB=0B-0A=(2,6,1)—(1,4,-2)=(1,2,3)

AC=0C—0A=(4,10,7)—(1,4,-2)(3,6,9)

SiA, B, C estan alineados AB y AC son proporcionales, es decir, las razones entre cada una de

sus componentes dan el mismo valor. Veamos si es asi:
3_6_9 : s
1-2-3 y como son iguales, los puntos estan alineados.
Para los puntos D(—1,—3,2), E(8,x,5) y F(5,1, y) tenemos:
DE=(8,x,5)—(—1,-3,2)=(9, x+3,3)
DF=(5,1,y)—(-1,-3,2)=(6,4,y-2)
Para que estén alineados se debe cumplir que: S_x+3_ 3
6 4 y-2
9-4=6-(x+3) > 36=6x+18 , 18=6x , x=3
9-(y—2)=6-3 > 9y—18=18 , 9y=36 , y=4
B BC c BC=(3,4,-2)—(4,3,1)=(-1,1,-3)
AD=BC=(-1,1,-3)
Por lo tanto:
. OD=0A+AD=(2,1,-3)+(-1,1,-3)=(1,2,-6)
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18.  Silos puntos P(0,0,3), Q(1,-5,0), R(—1,0,1) y S(2,—2,5) son coplanarios, los vectores
PQ PR, PS seran linealmente dependientes y su determinante sera cero.

POQ=(1,-5,0)-(0,0,3)=(1,-5,-3) 1 -5 -3
PR=(-1,0,1)—(0,0,3)=(—1,0,—2) > |—1 0 —2/=0+20—-6—(0+4+10)=0
PS=(2,-2,5)-(0,0,3)=(2,-2,2) 2 =2 2

Por lo tanto los 4 puntos estan en el mismo plano.

19. Seran linealmente independientes si el determinante que forman es distinto de cero

31 2
-1 2 1|=—6+2—-6—(8+9+1)=—10—18=-28
2 3 -1

Por lo tanto d, b, ¢ son linealmente independientes.
Esto equivale a decir que no estan en el mismo plano y que forman una base de R®.

20. Para dividir el segmento que va de A(—2,1,1) a B(4,4,—2) en tres partes necesitamos %ZE :
AB=(4,4,-2)-(-2,1,1)=(6,3,-3) » LAB=1(6,3,—3)=(2,1,—1)

Lﬁgos _puntos que necesitamos son M; y My: M M
OM,=0A+3 AB=(-2,1,1)+(2,1,-1)=(0,2,0) A———+2—B
OM,=0A+2AB=(-2,1,1)+2(2,1,-1)=(2,3,~1) 1/3AB

21. Sip=(-3,1,-1)yq=(2,4,-2)
Pd=(-3,1,-1)(2,4,-2)=(-3)-2+1-4+(—1)-(-2)=—6+4+2=0
Por lo tanto los dos vectores son perpendiculares: p_L g .

22. Para calcular el 4ngulo que forman d=(—1,2,2) y b=(2,1,2) necesitamos su producto escalar:
a-b=|al|b|-cosa = cosa:f;ll
|al-[b]
a-b=(—1,2,2)(2,1,2)=(—1)-2+42-142:2=—2+2+4=4

d=V(—1)2+2°+22=19=3 , |b|=V2?+1%+2*=1/9=3

ab 4 4 4
coso= —=——=— = g=arccos—=63.6°
lal-|b| 33 9 9
23. Sig L b » db=0
da-b=(-1,2,2)(2,k,2)=(—1)-2+2-k+2-2=—2+2k+4=2k+2
Sia-b=0 = 2k+2=0 , k=-1

24. SiA(1,1,0),B(3,-2,1)y C(~2,0,1) entonces AB=(2,~3,1) y AC=(~3,~1,1).
Como AB- AC——6+3+1——2 , |AB|=V14 , |AC|=V11

cosaz— 2> a=99.3°

V1411
25. La proyeccién de ti=(2,1,1) sobre i=(1,—2,2) es:
u- 21+1(2)+12 2-2+42_2
Al \/1 +( Vo 3

P.

u-)ﬁ

26. El angulo que forman 3dy 2 b es:
_(3d)-(2b) _3-2:(a-b) _ @
0 Balbl 3fal-2[bl [dl

cosa - —=Co0sa

27. |AB+AD['=|AB+AD)=AB’+AD’+2-AB- AD=|AB|[ +|AD[ +2-|AB|-|AD|-cos «
Por lo tanto |AB+AD['=3"+4"+2-3-4-c0s60°=9+16+12=37
Y la longitud de la diagonal es |AC|=|AB+AD|=+37 .
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- - -
1

. Jook_ .
28. dAb=| 3 -2 1 :‘ f _i 7 — _?; _1 I
-2 1 -1

Sumédulo es [dAb|=y1°+1%+(—1)*=V3
29. Si los vértices son P(—1,0,1), Q(3,1,4) y R(1,2,2) necesitamos los vectores PQ y PR .
PQ=(3,1,4)—(-1,0,1)=(4,1,3) , PR=(1,2,2)—(-1,0,1)=(2,2,1)
El area del triangulo buscada es la mitad del area del paralelogramo que producen PQ y PR:

-

-2 1

-

. i ] k
s=LPoAPRI=1(4 1 3|=L)-5 1+2]+6k|——\/ s =165
2 2 2 2
2 21
30. El vector perpendicular tanto a v=(2,1,—3) como aw=(0,—2,1) es VAW .
VAW=[2 1 —3|=—5i-2j-4k
0 -2 1

Comprobemos que es perpendicular a los dos vectores originales:
v(vAw)=(2,1,-3):(=5,-2,—4)=2(=5)+1:(=2)+(=3):(—4)=—10—-2+12=0
w(vAWw)=(0,-2,1)(—5,-2,—4)=0-(—5)+(—2)(—2)+1-(—4)=0+4—4=0
Y es perpendicular a ambos pues sus productos escalares dan cero.
31. a) 'u' (v v'{/) es un vector pues el paréntesis es un nimero que por un vector da un vector.
w) no tiene sentido pues el paréntesis es un nimero y no puede sumarse a un vector.
AW) esun vector pues el paréntesis es un vector y sumado a un vector da otro vector.
( -V)+(VAw) no tiene sentido pues un paréntesis es un niimero y el otro un vector.
v)-(VAW) es un niimero pues cada paréntesis es un vector y su producto un nimero.
f) u (i/’ 3w) es un numero pues el paréntesis es un vector y el producto da un niimero.

32. Los vectores que generan la base son (3,0,0) y (0,0,5) . El otro es el vector (2,1,3) .
El volumen del paralelepipedo es el médulo de su producto mixto, o sea de su determinante.

3 00
V=[o 0 5[=]0+0+0—(0+15+0)=|-15|=15 v’
2 1 3
33. Sia-(ba ) 0 quiere decir que d y b AT son perpendiculares.
Como b A ¢ es perpendicular a b y ac, el vector d estard en el mismo plano que b yc.
34. y Su volumen es la sexta parte del volumen del paralelepipedo.
Ds. Los vectores que necesitamos son:

AB=(2,0,0) , AC=(0,0,3) , AD=(0,2,0)
El determinante que da el volumen del paralelepipedo es:

2 00
1 ,,:—**B 0 0 3/=0+0+0—(0+12+0)=—12
Y 2o

El volumen del paralelepipedo es su valor absoluto, 12.
Luego el volumen del tetraedro es la sexta parte: V=2 u’

35. Los ejes pasan por (0,0,0) y sus vectores directores son i =(1,0,0), j=(0,1,0) , k=(0,0,1) .
Eje OX: (x,y,z)=(0,0,0)+(1,0,0)t ; {x=t,y=0,z=
Eje OY: (x,y,2)=(0,0,0)+(0,1,0)t ; {x=0,y=t,z=
Eje OZ: (x,y,z)=(0,0,0)

+(0,0,1)t ; {x=0,y=0,z=t
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x=3+2t
36. ri:x,y,z)=(3,-1,2)+(2,-13)t , riy=—1-t , r
z=2+3t

X=3_y+l_z-2
2 -1 3
37. Pasapor A(—1,1,—1)y B(2,—1,1) su vector director AB=(2,—1,1)—(—1,1,—1)=(3,-2,2)

Ny . x+1_y—1_1z+1
La ecuacion continua es 3 3 -

. (Se ha tomado como punto el A, pudo ser el B).

38. Si pasa por el punto C(5,—2,2) ese punto debe cumplir la ecuaci6n anterior. Veamos:

S5+1 ,—2—-1_2+1
%+ =
3 -2

39.  Sies un triangulo isosceles la distancia PR debe ser igual a la distancia QR.
PR=(—3,6,4)—(2,1,1)=(=5,5,3) & |PR|=v(-5)*+5"+3?=/59
QR=(—-3,6,4)—(4,3,3)=(-73,1) » |PR|=4(—7/+3%+1*=+59

Como |PR|=|QR] el tridngulo es isdsceles.

La recta que lo divide por la mitad pasa por el punto medio M de Py Q y por el punto R.

Ol =1 (0P+00)=11(2,1.1)+(433)1=1 (644)=(322) » M=(322)

. Por lo tanto el punto C no esta en esa recta (o la recta no pasa por C).

El vector director es MR=(—3,6,4)—(3,2,2)=(—6,4,2)
Este vector se puede dividir por 2 y seguira apuntando a la misma direccion, de modo que
tomaremos como vector director (—3,2,1) .
Las ecuaciones paramétricas seran: {x=3—3t, y=2+2t,z=2+t} .
_X—5_y_ z+3
40. r,= > 1 o
Como r, pasa por A(7,—2,—7) y B(—2,—2,5) su vector director es AB=(—9,0,12) que es
equivalente a (—3,0,4) . Sus ecuaciones paramétricas son r,:{x=7—3s, y=—2,z=—7+4s} .
Para encontrar donde se cortan igualamos las expresiones para x e y:
5+2t=7-3s f=—2.5=2
t=—2
Si sustituimos en las expresiones para z tenemos: z,=—3—2+(—=2)=1 ; z,=—7+4-2=1
Como son iguales, las dos rectas realmente se cortan.
Introduciendo s en r, tenemos que el punto de corte es: x=7—3-2=1,y=—2,z=—7+4-2=1
Por lo tanto se cortan en el punto (1,—2,1).

, las ecuaciones paramétricas son r,:{ x=5+2t,y=t,z=—3—2t|

41. El angulo que forman las rectas es el que forman sus vectores directores.

Estos son v,=(2,1,-2) y v,=(—3,0,4) .

Vi v,=2:(=3)+1-0+(—2)-4=—6+0—8=—14

V,|=V2°+1%+(—2)’=/9=3; |,|=V(-3)*+0*+4°=+25=5 @

_‘ff"i =_—14=—E - a=~159° es decir forman 21°; 2100

Vilvy| 35 15

(Dos rectas siempre forman dos angulos que suman 180°. Siempre se elige el menor.)
42. r:x,y,z)=(3,-3,2)+(1,2,—1)t.

Un punto de la recta es R(3,—3,2) y un vector director v=(1,2,—1) ; [V|=+6

Para calcular la distancia a P(0,0,0) hallamos el vector RP=(0,0,0)—(3,-3,2)=(-3,3,-2).

- -

cosa—=

RPAV=|—3 3 —2|=i1-5]-9Kk ; |PRAV|=y1+(—5)"+(-9)’=4107
12 -1
_|PRAV| 107 _ /642
Entonces: d=——-—= = u
V| V6~ 6
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43. Enr:(x,y,z)=(3,-3,2)+(1,2,—1)t un punto cualquiera es Q,=(3+t,—3+2t,2—t) .
Construimos el vector que une ese punto con P(0,0,0) :
Q,P=(3+t,—3+2t,2—t)—(0,0,0)=(3+t,—3+2t 2—t) .
Ese vector debe ser perpendicular al vector de la recta v=(1,2,—1)
Q. Pv=0 = (3+t)-14(-3+2t)-2+(2—t)(-1)=0 ; t=5/6

5 5_5,.,23 87 Q, L
El punto M de la recta es M=(3+2,—3+2-2 2—2)=(=2 2~
punto M de la recta es M =( c c 6) (6 A 6)
Por ser M el punto medio entre Py P": W:%(@B+O_ﬁ’) > OP'=20M—-0OP
O_P;:Z-(%,—%,%)—(0,0,0):(2—;,—%,%) . El punto buscado es el (?,—%,%) .
a4, ppXoyriozoo o x2l_y_z72

Y21 =27 -1 20 2
Sus vectores directores son v,=(2,1,—2) ; Vv,=(—1,2,2) . No son iguales ni proporcionales
por tanto las rectas no pueden ser coincidentes ni paralelas. Supondremos que se cruzan y
calculamos su distancia. Si da cero no se cruzan, se cortan.
(Podriamos calcular el posible punto de corte, es rapido. Pero hago trampa, sé que se cruzan.)
Un punto de r; es P,=(0,—1,0), uno de r; es P,=(1,0,2) . P,P,=(1,0,2)—(0,-1,0)=(1,1,2)
Calculamos el producto vectorial de v, y V,:

- - -

i j k L
ViAV,=| 2 1 =2|=60=2j+5k ; [V,AV)|= 62"'(_2)2"'52:\/%
-1 2 2

P P,(V,AV,)=(1,1,2)-(6,-2,5)=1-6+1-(—2)+2-5=6—2+10=14
d= |1Tl?2'(‘_;1/\‘72)|: 1i: 14+/65
VLAV V65 65
45. Larecta r pasa por A(—2,0,0)y B(0,3,0) .
Un vector director de r es: AB=(0,3,0)—(—2,0,0)=(2,3,0) .
Un punto de r, con ese vector director y tomando como punto el B, es: Q=(2t,3+3¢,0) .
La recta buscada pasa por Q y P(4,1,—2) . Su vector director es 6132(4—2t,—2—3t,—2) .
Para que esa recta sea perpendicular a r: QP-AB=0
QP-AB=(4—2t,-2-3t,-2)-(2,3,0)=(4—2¢t)-2+(—2—-3t)-3=8—4t—6-9t=2—13¢
Y si QP-AB=0 entonces 2—13t=0 ; t=2/13.
El vector director de la recta que buscamos es QP=(4—2¢,—2—3t,—2) con t=2/13:
2 2 ):(48 32

QPp=(4-2=,-2-3-% ,-2|=|—=,-==,-2|=(48,-32,-26)=(—24,16,13)
13 13 13”13

u es la distancia entre ellas y se cruzan.

x—4_y—1_z+2

Como pasa por P, con ese vector director la recta es: r:

—24 16 13
46. La ecuacion vectorial es (x, y,z)=(1,-2,2)+(—1,0,1)s+(2,1,0)¢t,
x=1—s+2t
y las ecuaciones paramétricas seran: { y=—2+t
z=2+s
ik, L
47. El vector normal a ese plano es i=tiAV=|-1 0 1|=—i+2j—k=(-1,2,—-1)=(A,B,C)

2 10
y la ecuacion general del plano serd —x+2y—z+D=0. Como pasa por (1,—2,2) sustituimos
para hallar D: —(1)+2(—2)—(2)+D=0 » D=7 ylaecuaciénes —x+2y—z+7=0.

Matematicas II Soluciones - 6 JL~2020



48.

49.

50.

51.

52.

Tenemos el plano —x+2y—z+7=0.

Corta a OX en el punto con y=z=0 . Sustituyendo, x=7 ; es decir, en (7,0,0) .

Corta a OY en el punto con x=z=0 . Sustituyendo, y=—"7/2 ; es decir, en (0,—7/2,0)
Corta a OZ en el punto con x=y=0 . Sustituyendo, z=7 ; es decir, en (0,0,7) .

Sipasa A(2,0,1), B(—3,1,1) y C(0,4,2) sus vectores generadores pueden ser AB , AC .

AB=(-3,1,1)—(2,0,1)=(-5,1,0), AC=(0,4,2) —(2,0,1)=(—2,4,1) .
i ] k

El vector normal al plano es n= ABAAC= -5 1 0|=
-2 4 1

Por ello el plano es x+5y —18z+D =0 . Calculamos D sustituyendo el punto A:

(2)+5(0)—18(1)+ D=0 - D=16, y la ecuacién del plano es x+5y —18z+16=0.

i+

5j—-18k=(1,5,—18)

H(2,1,1) estd en el plano 2x— y+z+3=0 si cumple su ecuacién. Sustituimos para saberlo:

2(2)—(1)+(1)+3£0 por lo tanto, el punto H no esta en ese plano.

Para obtener dos puntos de ese plano vamos a dar valores a dos variables y hallar la otra:

Six=1,y=1:2(1)—(1)+z+3=0 - z=—4 y un punto de ese plano es (1,1,—4).
Six=0,z=2:2(0)—y+2+3=0 - y=5 y otro punto de ese plano es (0,5,2) .

x-1_y+1_1z
2 -3 1
sabemos que un punto del plano es A (1,—1,0) y un vector del plano es v=(2,—3,1) .

Si contiene a la recta r:

Como ademds pasa por M (0,1,1) otro vector del plano es AM=(0,1,1)—(1,-1,0)=(-1,2,1)

__ i kK
El vector normal al plano es i=VAAM=| 2 -3 1——51—31+k (—5,-3,1)
-1 21

Por ello el plano es —5x—3 y+z+D =0 . Calculamos D sustituyendo el punto M:
—5(0)—3(1)+(1)+D=0 » D=2,y laecuacion del plano es —5x—3 y+z+2=0.

X—y=—z—2

Sir: X—y+z +2=0 resolvamos el sistema indeterminado:
2x+y=z—-1

2x+y z+1=0

; _HZB , y aplicando la regla de Cramer,
_l —z—2 _1—_1 —7—2)1—(— — :—1 —3)=—
=377 el U= E-3)=1
I RS

El determinante del sistema es: |A| 2‘

y:

x=—1 1

+1
Las parametrlcas sonr: y t+1 es dEClI‘ su ecuacién continua es r: T:T_I .
=t

También se podia haber hecho de otra forma:

—vVvV+z+./.= . . .
Dadar:| X~ Y*2+2=0 ohcontremos una solucion particular. Elegimos z=0 y resolvemos.

2x+y—z+1=0
Sumando las ecuaciones 3x+3=0 > x=-—1.Y sustituyendo enla 1% y=1.
Asi pues, un punto que estd en ambos planos (y por tanto en la recta) es el (—1,1,0) .
Para calcular el vector director de la recta usamos que 7,=(1,—1,1) y 1,=(2,1,—1)

i ik
V=i,AM,=]1 —]1 1|=07+3j+3k=(0,3,3) que simplificado da v=(0,1,1)

2 1 -1
Con el punto y el vector calculados, la ecuacion continua es la misma que se obtuvo al
resolver el sistema.
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53.

54.

55.

56.

57.

58.

59.

Estudiaremos el sistema que forman 7 ,:x—z+3=0, 7,:x+y+z+1=0, 7,:2x—y+z=0
El determinante de la matriz de coeficientes del sistema es:

1 0 -1
|Al=1 1 1|=1+0+1—(-2—-1+0)=2—(-3)=5#0
2 -1 1
Asi el sistema tiene solucion tnica [rang(A)=rang(A*)] y los tres planos se cortan en un punto.
Larecta (x,y,z)=(2,2,0)+(1,-2,2)t se puede escribir asi r: XI2 zy_—_;zg

De la primera igualdad: (—2)(x—2)=y—2 = —2x—y+6=0 o bien 2x+y—6=0
De la segunda igualdad: 2(y—2)=—2z = 2y+2z—4=0 obien y+z—2=0.
Los planos 2x+y—6=0 , y+z—2=0 se cortaran en la recta dada.

Larecta (x,y,z)=(2,2,0)+(1,-2,2)t tiene como vector director v=(1,-2,2) .

El plano 7 :4x+y—z—2=0 tiene como vector normal i=(4,1,—1).

Los dos vectores no son proporcionales. Si lo fueran, la recta seria perpendicular al plano.
Veamos su producto escalar: i-v=(4,1,—1)-(1,-2,2)=4-1+1-(=2)+(—1)-2=4-2-2=0
Por lo tanto 1LV y larectay el plano son paralelos (y por ello, no se cortan).

Si el producto escalar hubiese dado distinto de cero, la recta cortaria al plano en algin punto.

El angulo que forman dos planos es el que forman sus vectores normales.
Sim:ix—y+4=0 = n,=(1,-1,0) ,sio:2x—y+2z—-1=0 = n,=(2,-1,2).

El 4ngulo que forman lo calculamos mediante su producto escalar.

i, 1, =(1,-1,0)-(2,-1,2)=3 L || =V 1+ (= 1)2+0%=42, |, |=V22+(—1)*+22=19=3

De modo que cosa= nﬂ|'|';‘1| 3 ?/, \/12 Q , por lo tanto forman 45°.

Calculemos las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por P(—1,1,0) y Q(2,2,1).

Su vector director es PQ=(2,2,1)—(—1,1,0)=(3,1,1) . Usando el punto P, tenemos que sus
ecuaciones paramétricas son: {x=—1+3t , y=1+t, z=t .

Por lo tanto un punto cualquiera de la recta es Q,=(—1+3t,1+t,t)

Para ver donde corta la recta al plano, sustituimos ese punto genérico en la ecuacion del plano:
T:x—y+2z—1=0 > (—1+3t)—(1+t)+2(t)—1=0

Y tenemos: —1+3t—1—t+2t—1=0, 4t—3=0 asique t=3/4.

3 3 3 57 3
L 1pl t:3/4 1+3-— ]_+_ - DENENE R
arecta corta a plano con Qr ( 4 4 4) (4 4 4)

El 4ngulo que forman la recta y el plano es el complementario del que forman el vector
director de la recta y el vector normal del plano.
Como v=(3,1,1) y il (1 —1,2) tendremos:
n=(3,1,1)-(1,-1 , V=V +1°=V11 , ij= 1P (—1)+2°=V6
Vi _ 4 _4-/66_2V66 .
, a=60.5
V|7 Vi1-v6 66 33

Por lo tanto el angulo que forman la recta y el plano es 90°—a=~=29.5° .

De modo que cos o=

Se puede hallar la posicion relativa de las rectas de una forma similar al ejercicio 44, pero esta
vez lo haremos estudiando el sistema que forman. Son 4 ecuaciones con 3 incognitas.
Como la matriz de coeficientes del sistema no puede tener rango 4, veamos si tiene rango 3:

2 3 -1 1

2 31 -1 2 0 -4
-1 2 0|=...=1 yrang(A)=3, pero para la ampliada =..=0
L -1 o 1 -1 0 2

3 1 -1 5
por lo que rang(A*)=3. Asi, rang(A)=rang(A*) y hay solucion unica: Se cortan en un punto.
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60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

La distancia de P(2,1,—3) a 0:6x+2 y—3z—20=0 la calculamos con la férmula:

d:|A-xp+B-yp+C-zp+D|:|6-(2)+2-(1)—3-(—3)—20|:|12+2+9—20|: 3 _3,
VA% +B2C? V624224 (—3 ) V36+4+9 V49 7

m:3x+k-y—z+2=0 > 7,=(3,k,—1) , m,:x+2y+z+5=0 > 1,=(1,2,1)

a) Para ser paralelos los vectores normales deben ser proporcionales.

Se debe cumplir %: %: — queno tiene solucion. Ningun valor de k los hace paralelos.

b) Para ser perpendiculares, los vectores normales deben tener producto escalar cero:
n,n,=(3,k,—1)-(1,2,1)=3+2k—1=2+2k queseanulasik=—1.Sik=—1 7, 1l7x,.

m:2x—3y+z+7=0 = 1i=(2,-3,1)
La recta que es perpendicular al plano 7 tiene como vector director el vector normal del plano.
Asi pues v=(2,—3,1) y como debe pasar por A(2,—1,—3),
x—2_y+1_z+3
-3 1

su ecuacion continua es

El punto simétrico C' esta en la misma recta perpendicular al plano que el punto original C.
Una recta perpendicular a x+2y—z+3=0 - n=(1,2,—1) tiene como vector director a7 .
Puesto que pasa por C(3,5,—2) su ecuacion es (x,y,z)=(3,5,-2)+(1,2,— 1)t

y un punto cualquiera de ella es (3+t,5+2t,—2—t).

Calculemos el punto M en el que esa recta corta al plano. Ese punto es el medio entre Cy C'.
Sustituimos el punto genérico de la recta perpendicular en la ecuacion del plano:
(3+t)+2:(5+2t)—(—2—t)+3=0 = 3+t+10+4t+2+t+3=0, 6t+18=0, t=—3

Por lo tanto el punto M, con t=—3, es M=(3+(-3),5+2(-3),—2—(-3))=(0,-1,1) .

Por ser M el punto medio de Cy C": @\»/IZ%((T(»HO_C») - OC'=2-O0M-0C

0C'=2:(0,-1,1)—(3,5,-2)=(0,-2,2)—(3,5,-2)=(-3,-7,4)
El punto simétricoa C es C'=(—3,—7,4) .

x—2_y—4_z+1
T2 -4 -3
De la primera: —4(x—2)=2(y—4) » —2(x—2)=y—4, —2x+4=y—4 ,2x+y—8=0.
De la segunda: —3(y—4)=—4(z+1) > —3y+12=—4z-4,3y—4z-16=0.

El haz de planos es una combinacion lineal de estos dos, tomaremos la forma simple que
contiene todos los planos que pasan por la recta salvo el segundo de los que hemos calculado:
k-(2x+y—8=0)+(3y—4z—16=0) > 2k-x+(k+3)y—4z+(—8k—16)=0

Sir hallamos dos planos que la contengan de las dos igualdades:

Para hallar del conjunto del haz de planos cual esta a 4 unidades del origen, usamos la férmula
d:|A~xp+B'yp+C-zp+D|:|2k-0+(k+3)-0—4-0+(—8k—16)|: |—8k—16| _4

VA2 +B*+C? V(2K )+ (k+3)+(—4) V5K +6k+25
—8k—16=+4V5K+6k+25 > +(2k+4)=15k’+6k+25 , (2k+4)=5k*+6k+25

4K’ +16k+16=5k’+6k+25 , k’—10k+9=0 = k=1, k=9. Sustituyendo en el haz:
Si k=1, 2x+4y—4z-24=0 > x+2y—-2z—-12=0
Si k=9, 18x+12y—4z-88=0 > 9x+6y—2z—44=0 son los dos planos solucion.

Un plano paralelo a 7:x+2 y—2z+1=0 tiene su mismo vector normal, luego su ecuacion es:
0:x+2y—2z+D=0. Queremos que un punto cualquiera de 7t esté a 6 unidades de o .

Un punto cualquiera de s lo hallamos con y=z=0: x=—1, el punto es P(—1,0,0) .
|A-x,+By,+C-z,+D| |(—1)+2:(0)—2:(0)+D| |D-1| _
VA?+B+C? V124224 (=2) 3

|D—1|=18, D—1=+18 » D=19, —17
Los planos solucion son 0,:x+2y—2z+19=0y 0,:x+2y—2z—-17=0

6

Su distancia a o es: d=
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Ejercicios de rectas y planos. Distancias

1.- Sean los puntos P(2,1,-1), Q(5,2,-3), R(8,a,b) con a,b e R . Calcula:
a) La distancia entre Py Q b) El valor de a y b para que P, Q y R estén alineados.

a) La distancia entre Py Q es el mddulo del vector que los une: d(P,Q) = P_Q) |
— >
PQ=0Q-0P=(5,2,-3)-(2,1,-1)=(3,1,-2)
d(P,Q) =/ PQ |= /3 + > +(=2)* =14 u

b) P, Qy R estaran alineados si P—Q) y Q—li son proporcionales.

Como: P—Q> =(3,1,-2) Q—li =(3,a—2,b+3) debe cumplirse que:

3 a-2 b+3 a-2=1 = a=43
—_= = >
3 1 -2 b+3=-2 = b=-5
x-1 y+2 =z
2.- Sean el punto P(—1,8,—6)ylarecta:rET= 1 =T.

Calcula si el punto P pertenece a la recta r y, si no pertenece a ella, calcula la distancia de P ar.

Si el punto P pertenece a r, cumplira su ecuacion. Sustituyendo las coordenadas de P en r, tenemos:

-1-1 842 -6 .,
. # — #— con lo que no cumple la ecuacion de r. El punto P no pertenece a la rectar.

La recta r pasa por el punto R (1,-2,0) y tiene como vector director: v=(3,-4,1).

Para calcular la distancia entre P y r obtendremos el area del paralelogramo formado por RP y V.

—_— - —
Como RP=0P-OR =(-1,8,-6)—(1,-2,0) =(-2,10,—6) , tendremos:

i j ok
S=|RPAV|=||—2 10 —6 :\(10—24)?—(—2—(—18))}+(8—30)/€\:
3 -4 1

- ‘ 147 -167-22k ‘ = J(~14) +(=16)* +(<22)* =~/196+256 + 484 = /936 1°
Y la distancia entre P y r es la altura de ese paralelogramo correspondiente a la base | V.

Como |V |=+/3% +(—4) +1> =9+16+1 =~/26 u, queda finalmente:

g [RPAV] 936 [936 _ == o

1V J26 N 26




3.- Sean los puntos A(3,-2,4), B(3,1,-2) yelplano n=2x-6y+3z-12=0.
Calcula cudl de los dos puntos es el mas cercano al plano 7.
. . |AXP+ByP+CzP+D
La distancia de un punto P al plano Ax+By+Cz+D=0 es: d =
JA?+B+C’
2:3-6-(-2)+3-4-12
Para el punto A: d=| ) |= 18 =Eu
J22 +(=6)> +3 Va9 7
2:3-6-1+3-(-2)-12
Para el punto B: d:| 2) |: 18 zgu
22 +(=6)* +3 Jag 7
Los dos puntos estan a la misma distancia del plano 7.
—> . _ I —d
( El vector AB =(0,3,-6) no es perpendicular a n =(2,—6,3) pues n-AB = 0. Por lo tanto, los
puntos A y B no estan ‘al mismo lado’ del plano . Uno estd ‘encima’ y otro ‘debajo’.
Si estuvieran al mismo lado del plano, A y B pertenecerian a una recta paralela al plano.)
4.- Calcula la distancia entre las rectas: r = x—2 = y=> = 273 , S= x+1 = y+3 = z-4

2 2 3 2 -2

Larecta r pasa por P (2,5,5) y tiene como vector director: v, =(1,2,2).

La recta s pasa por P, (—1,-3,4) y tiene como vector director: v, =(3,2,-2).

Los vectores directores no son iguales ni proporcionales, las rectas no son coincidentes ni paralelas.
Por lo tanto, las rectas r y s o bien se cortan o bien se cruzan.

Vamos a calcular la distancia entre ellas suponiendo que se cruzan. Si da cero es que se cortan.

Esa distancia es la altura del paralelepipedo formado por PP V,,V, con v, ,V_en labase.

r-s?

-
PrPs =OP _OPr :(_17_394)_(29595) :(_37_89_1)

S

PP-(v. AV,)=(-3,-8,-1)-(-8,8,—4) =

= (=3)-(=8)+(=8)-8+(=1)-(-4) =24 - 64+ 4=-36

T

|V, AV, | = |87 +8] —4k |=(-8)’ +8° +(—4)’ =/64+64+16 =~/144 =12

d _ Vparalelepipedo

S

=

base

La distancia entre las rectas ry s es 3 u . Las dos rectas se cruzan (pues la distancia no es cero).



Ejercicios de rectas y planos. Rectas que se cruzan.

x—=2 y-5 z-5
2 2

x+1 y+3 z-4
3 2 -2

Calcula el punto de r y el punto de s en los que la distancia entre ambas rectas es minimo.

1.- Sean las rectas: r=

, S

Estas rectas son las del ultimo problema de distancias. Vimos que la distancia entre ellas es 3.

r

Vamos a calcular para qué dos puntos

(punto R de la recta r y punto S de la recta s)

la distancia es 3 (que es la minima entre r y s).

Lo vamos a hacer de dos formas. Para ambos necesitamos tener las ecuaciones paramétricas de r y s:

x=2+t x=—-1+3k
r=<y=5+2t s=sy=-3+2k
z=5+42t ,teR z=4-2k , keR

Asi: paraunpunto Rer — 6§:(2+t,5+2t,5+2t)
y paraunpunto Ses — 6§:(—1+3k,—3+2k,4—2k)

conlo que: RS=0S—OR =(-1+3k,-3+2k, 4=2k)—(2+1,5+2t,5+2t) =
=(-3+43k—t,—-8+2k—2t , —1-2k—21)

Meétodo 1.

Usaremos que el vector RS debe ser paralelo al vector v, AV,.

k
2|=(-4-4)i —(-2-6)j+(2-6)k =-8i +8 ] —4k
-2

~.
DN~

34+3k—t —8+2k—2r —1-2k-2t
-8 8 4
—34+3k—t=—(-8+2k—21) — S5k—3t=11

343k—1=2(-1-2k-21) — Tk+3t=1

Por la condicion de paralelismo:

Sumando estas dos ecuaciones tenemos: 12k =12 - k=1

Y, sustituyendo en la segunda ecuacion:  7-1+3t =1 — 3t=-6,t=-2

Por lo tanto, el punto R er es: R(2+1¢, 5+2¢, 5+2t)|t:_2 =(0,1,1)

yelpunto Ses es: S=(-1+3k,—3+2k, 4-2k)|_ =(2,-1,2)

Podemos comprobar: ES=€S—O—R=(2—0,—1—1,2—1)=(2,—2,1) y \R—S]=\/22+(—2)2+12 =3u



Meétodo 2.

Usaremos que el vector RS debe ser perpendicular tanto al vector v, como al vector v_, es decir,

que se debe cumplir que: RS - v,=0y RS - v, =0.

Puesto que:

RS-V, =(-3+3k—t,-8+2k—2t, —1-2k—21)-(1,2,2) =
=1-(-343k—1)+2-(-8+2k —2t)+2-(-1-2k —2f) =
= 343k—t—16+4k—4t—2— 4k —4t =
=-21+3k-9t

RS-V, =(-3+3k—t,—8+2k—2t , —1-2k—2)-(3,2,-2) =
=3-(=3+3k—1)+2- (-8 +2k —=2t)+(=2) - (=1 -2k —2t) =
=949k -3t-16+4k -4t +2+4k+ 4t =
= -23+17k 3t

Usando que RS- v,=0y RS- v, =0, tenemos el siguiente sistema:

=21+ 3k-9t=0 —> k-3t=7
-23+17k-3t=0 — 17k-3t=23

Siala 2% ecuacion le restamos la 1%: 16k =16 > k=1

Y sustituyendo en la 1* ecuacion: 1-3t=7 — 3t=-6,t=-2
Obtenemos la misma solucion que con el método 1 (jpor supuesto!).

Por lo tanto, el punto R er es: R(2+¢, 5+2¢, 5+2t)|t:_2 =(0,1,1)

yelpunto Ses es: S=(-1+3k,-3+2k, 4-2k)|_ =(2,-1,2)

(Este segundo método de resolucion es el que se usa con mas frecuencia. Yo prefiero el primero.)

Solucion:

Los puntos de las rectas r y s que se encuentran a la minima distancia (d =3 u ) son:

R(O,,)er , S(2,-1,2)€es




Ejercicios de rectas y planos. Posiciones relativas.

x—y+2z=1
1.- Sean larecta: r= yelplano: t=ax+y+z=>b,con a,beR.

2x+2y—z=2

Calcula sus posiciones relativas en funcion de los posibles valores de a y b.

Encontremos un punto y un vector de la rectar.
Un punto de la recta r es una solucion particular del sistema que define la recta.

Tomemos z =0 y el sistema se convierte en:
x-y=1 x—-y=1
%
2x+2y=2 x+y=1
Sumando las ecuaciones: 2x=2 — x=1,ydela2*ecuacion: I+y=1 - py=0.

Por lo tanto, un punto de la rectar es: P(1,0,0).

Un vector de la recta r se puede obtener de los vectores normales de los planos que la definen:

i j k
V=i, Af,=|1 -1 2|=(1-4)i—(-1-4)j+Q2-(-2)k =-3i +5] +4k
2 2 -1

Por lo tanto, el vector director de la recta es: v=(-3,5,4).

Asilarectares: r=(x,y,z)=(1,0,0)+¢(-3,5,4)=(1-3¢t,5t,4t) conteR.

Una forma alternativa para obtener la recta r es resolver el sistema de los planos que la definen:

x—y+2z=1 x—y=1-2z x—y=1-2z
r= —> —
2x+2y—z=2 2x+2y=2+z x+y=1+z/2

Sumando las ecuaciones: 2x=2-3/2z — x=1-3/4z
Tomando z =4t tenemos: x =1-3¢
Sustituyendo en la 2* ecuacion: y=1+z/2—-x — y=14+2t—(1-31)=5¢

ylarectares: r=(x,y,z)=(1-3¢t,5t,4t) conteR

El plano m=ax+ y+z =b tiene como vector normal:
n=(a,l,1)

y un punto de €l es:
Q(0,0,b)

[No nos va a hacer falta este punto.]



Las posiciones relativas entre una recta y un plano son 3:

a) La recta es paralela al plano. No hay puntos en comun. Forman un sistema incompatible.
El vector de la recta es perpendicular al vector normal del plano.

b) La recta esté incluida en el plano. Infinitos puntos en comun: Sistema compatible indeterminado.

c¢) La recta corta al plano en un punto. Tienen un punto en comun: Sistema compatible determinado.

Caso (a): v-n =0, ningin punto de la recta r pertenece al plano 7.
Caso (b): v-n =0, cualquier punto de la recta r pertenece al plano 7.
Caso (c): v-n # 0, un solo punto de la recta r pertenece al plano =.

Como v-n=(-3)-a+5-1+4-1=9-3a

Sivin=0 —» 9-3a=0 = a=3

Si a =3, el punto de la recta P (1,0,0) pertenece al plano si:

n=ax+y+z=b — 3-140+0=b = b=3

Por lo tanto, tendremos que:

a) Si a =3, b#3 larecta es paralela al plano.
b) Si a =3, b =3 larecta esta incluida en el plano.

¢) Si a # 3 larecta corta al plano en un punto.




Ejercicios de rectas y planos. Haz de planos.

l.-

Sea el plano: t=3x—-6y+2z—-12=0 y sea P el punto en el que ese plano = corta al eje OY.

Calcula la recta o rectas que pasan por P y estan contenidas en el plano .

Empezamos por calcular el punto P.
Puesto que es un punto del eje OY, es de la forma: P (0,%,0).
Sustituyendo en la ecuacion del plano 7:
3-:0-6-k+2-0-12=0 > —-6k=12 = k=-2
Por lo que el punto es: P(0,-2,0)

Siempre que se pueda hacer algun calculo previo que hara falta después, se hace.

Ahora, hacemos el dibujo cualitativo de lo que plantea el problema.

En los problemas de Geometria es conveniente hacer un dibujo cualitativo siempre que se pueda.

Vemos que hay infinitas rectas que estan contenidas en el plano mt y pasan por el punto P.

Esto quiere decir que la solucion tendra un parametro, por ejemplo A, que al ir variando producira
todas las rectas que nos piden.

El problema resulta dificil a quienes estan aprendiendo. Es mas sencillo que nos pidan calcular un
objeto concreto (punto, recta o plano). Este problema necesita un nivel de abstraccion mas alto.

Ahora que ya sabemos lo que queremos hay que encontrar un método para hacerlo.

Lo haré de dos formas, aunque el problema se ha propuesto para hacerlo con el primer método.

Método 1.

Este método puede resultar raro por que, para el alumnado, dar una recta se traduce en dar su
forma vectorial, paramétrica o continua. O su equivalente, encontrar un punto y un vector de ella.

Hay que aprender que dar una recta como el corte de dos planos es una forma perfectamente valida.

Las rectas que debemos encontrar son el corte de cada uno de los planos perpendiculares a
que pasan por el punto P y el propio plano r.

Estos planos perpendiculares son un haz de planos:
El haz que corresponde a una recta perpendicular al plano 7 que pasa por el punto P.

Veéamoslo con un dibujo:

(La recta perpendicular al plano, que genera el haz de planos, la llamo r| )



/\

La recta perpendicular t, es facil de obtener: pasa por Py su vector director es el normal al plano.

Como el vector normal al plano w es: n=(3,-6,2) y P(0,-2,0) tendremos:

_yt2 z

r

X
3 -6 2
Obtengamos el haz de los planos que pasan por esa recta.
Igualando las fracciones 1% y 2 y las fracciones 1* y 3* obtenemos dos planos que pasan por T, :
=— o> —-6x=3(y+2), "2x=y+2 = 2x+y+2=0

z
:E -5  2x=3z = 2x-3z=0

Asi que el haz de planos que pasan por la recta 1, es:
(2x+y+2 :0)+ﬁ,(2x—3z =0) con 1eR

Y, reuniendo coeficientes:
2+2)x+y—-31z+42=0 con LeR

Las rectas que buscamos son el corte de cada uno de estos planos con el plano .

Por lo tanto, la solucién del problema es:

2+20)x+y—-34z+2=0
r=
3x-6y+2z-12=0 condeR

Hay que insistir: Dar una recta como corte de dos planos es una solucion perfectamente valida.

Vamos con el segundo método de resolucion.



Método 2.

Este método puede que te parezca mas directo. Vamos a encontrar una expresion para todos los
vectores contenidos en el plano. Seran todos los posibles vectores directores de las rectas buscadas.

Recuerda que un plano es generado por un punto y dos vectores independientes.

El plano & tiene como vector normal a: n =(3,-6,2).
Necesitamos dos vectores independientes que generen el plano. Formaran 90° con n.
Elegimos uno del tipo v, =(a,b,0) y otro del tipo v, =(0,c¢,d) eso hara que sean independientes.
Por formar 90° con n cumpliran que: n-v,=0 y n-v, =0
Por lo tanto tendremos:
n-v,=0 - 3.a+(-6)-b+2.-0=0 = 3a=6b, a=2b
El vector v, serd: v, =(a,b,0)=(2b,b,0) ~ (2,1,0)
n-v,=0 - 3.0+(-6)-c+2:d=0 = 2d=6c, d=3c
El vector v, serd: v, =(0,c,d)=(0,c,3c) ~ (0,1,3)

Un vector cualquiera del plano m serd una combinacion lineal de estos dos vectores, es decir:
v=a-V,+B-v, cona,peR

Asi pues:
v=0a-(2,1,0)+p-(0,1,3)=2a, a+p,3B) cona,peR

Por lo tanto, las rectas buscadas tienen v=(2a, a+f, 3) cona,f€R ypasanpor P(0,-2,0).

La expresion final de las rectas es:

rEL:)H_zzi cona,felR
20 o+pB 3P

Como dije antes, el problema resulta complicado por que las infinitas soluciones se obtienen
dando valores a los parametros.

El problema fue propuesto para ilustrar un uso del haz de planos y para recalcar que una
recta puede darse como corte de dos planos. O sea, el método 1 es el que yo queria utilizar.

,Son equivalentes los resultados obtenidos con ambos métodos?
Afiado en la pagina siguiente una breve discusion sobre este asunto.
El texto que viene a continuacion va dirigido a las personas interesadas, pero puede resultar dificil.

Por suerte, no es necesario para entender lo que se hizo antes.



2+2)x+y—-34z+2=0 x y+2 z
Tenemos: r = y r=—-= =— cona,felR
3x-6y+2z-12=0 condleR 20 a+PB 3B

El punto P(0,-2,0) cumple ambas ecuaciones, fueron construidas de manera que eso es cierto.

Es mas complicado ver si el vector director de la recta, para cada valor de A, es el mismo que con a y .
La segunda expresion del vector, con a y 3, produce més posibilidades puesto que tiene dos pardmetros.
Muchas de ellas solo producen un vector de igual direccion, pero diferente modulo:

Por ejemplo, con a=1yp=3 - (2,4,9);cona=2ypB=6 — (4,8,18) tienen la misma direccion.

(Y ocurrira igual con otros multiplos de ao=1, =3)

Comencemos averiguando si para cada valor de A en la expresion de la recta como corte de 2 planos,
existen valores de o y B en la segunda expresion que produzcan el mismo vector director.

El vector director de la recta dada como interseccion de dos planos es:

Z J k
V={2424 1 3A|=(2-184) i —(4+44+92) j+(-12-122-3) k =
3 -6 2
=(2-182) i +(—4-132) j+(=15-122) k = (k)
=2(1-94) i +(-4-132) j+3(-5-4A) k =...
.. oa=1-94
Eligiendo: — o+B=-4-131
B=-5-41

=200 +(a+B) j+3B Kk

Por lo tanto, para cada A, podemos encontrar valores de o y B que produzcan el mismo vector director.

Y veamos qué sucede si tenemos valores de o y 3 para el vector director de r.
(Existird siempre un valor de A que produzca un vector director equivalente?

Para que sea asi debemos resolver:
20=k-2(1-9%) — a=k-(1-92)
a 1-9A
a+B=k-(—4-13%) = —= Ty
IBP=k-3(-5-41) > PB=k-(-5-41) P

Despejando A se obtiene:

_ Sa+p
98 -4a

Y, dados a y 3, obtenemos un vector director equivalente con esa eleccion de A.

Solo falla en el caso en que 9B —4a =0. Esto ocurre porque en la expresion del haz de planos (en el

método 1) hemos usado la version ‘reducida’ con un solo parametro que deja fuera un plano. Este plano
que queda fuera es el 2x—3z =0 que produce la recta de vector director v =(18,13,12) con 9 =4a.

En definitiva, las dos expresiones iniciales son equivalentes, salvo para la recta con v =(18,13,12).



Ejercicios de rectas y planos. Varios.

1.- Seaelplano t=x-2y+2z+3=0. Calcula el plano o planos que distan 2 unidades del plano .
Los planos buscados deben ser paralelos a w. Si dos planos se cortan, la distancia entre ellos es cero.
Y deben ser 2, uno ‘encima’ y otro ‘debajo’ del plano m.
Por ser paralelos al plano 7 sus ecuaciones son de la forma: ©, =x—2y+2z+D=0.
Un punto cualquiera de estos planos serda P(x,,y,,z,) y cumplira que: x, -2y, +2z,+D=0.
La distancia entre dos planos paralelos es igual a la distancia de un punto cualquiera de ellos al otro
plano. Al ser paralelos, da igual qué punto del primer plano se escoja.
Asi pues, si la distancia debe ser 2 unidades, tendremos:
—2y,+2z,+ =2y, +2z,+
d(a,m=d(Pm =020t 253 _[NoDetan bl ) s 36
JI2+(=2)* +2? 3
Pero como el punto P cumple que x, -2y, +2z,+D =0, tenemos: x, -2y, +2z, =-D
Y la ecuacion que tenemos se transforma en:
|-D+3=6
Es decir: -D+3=46 — D=3+6 = D, =9, D,=-3
Los planos buscados son: m, =x-2y+2z4+9=0 y n,=x-2y+2z-3=0
2.- Seanlos planos n, =2x-4y+z=4, n,=2z=3 yseael punto P(2,5,0).

Calcula la ecuacion de la recta r que es paralela a los planos m, y m, y pasa por el punto P.

Los planos w, y m, no son paralelos, puesto que sus vectores normales no son proporcionales.
Por lo tanto, m, y m, se cortan en una recta.

La recta que buscamos es paralela a esa recta, pues asi serd paralela tanto a @, como a m,.

Larecta en la que se cortan m, y m, tiene como vector director:

ik
V=1, Af,=[2 -4 1|=(-8-0)i —(4-0)j+(0—0)k =(-8,—4,0) ~ (2,1,0)
0 0 2

(El vector marca una direccion, por eso lo podemos ‘simplificar’).

La recta buscada pasa por: P(2,5,0) y su vector director es: v=(2,1,0).

x=2+2t
Sus ecuaciones paramétricas son: r=< y=5+t¢
z=0 contelR



3.- Sealarectar que pasa por A(2,-2,3) y tiene como vector director v=(3,1,-2).Y sea el punto
P(10,-4,0). Calcula la recta s que corta perpendicularmente a la recta r y pasa por el punto P.

La situacion es la que aparece en este dibujo:

La recta r tiene como ecuaciones paramétricas:

x=2+3¢
r=qy=-2+t
z=3-2t contelR

De modo que un punto cualquiera Q de ella es:
Q(2+3¢t,-2+1,3-2¢)

Queremos encontrar el punto Q de r tal que el vector @ sea perpendicular a v : @ -v=0

El vector @ es:
QP =0P-0Q =(10,-4,0)— (2 +3¢,-2+1,3-2() = (8—3t,—-2—t,—3+21)
Con lo que el producto escalar es:

QP -V =3-(8=31)+1-(2—1)+(-2)-(-3+21) =
—24-9/-2—1+6—41 =
= 28—14¢

SiQP-v=0 — 28-14/=0 = =2

El punto Q, donde se cortan las rectas r y s sera:
Q(2+31,-2+1,3-2t)| , =(8,0,-1)
y el vector director de la recta s sera:

QP=(8-3t,—2—1,-3+21)|_, =(2,-4,)

La recta s que pasa por el punto P y tiene como vector director a QP seré:

r:)c—IO_y+4_
2 —4

z
1



Ejercicios de rectas y planos. Proyecciones.

1.- Sea el tridngulo de vértices A(2,1,3), B(2,2,4), C(3,0,6). Calcula el angulo en el vértice B.
Calcula cuanto mide la proyeccion del lado AB sobre el lado AC.

Los vectores correspondientes a cada lado son:
AB=0B-0A =(2,2,4)—(2,1,3)=(0,1,1)
AC=0C-0A =(3,0,6)—(2,1,3) = (1,-1,3)
BC=0C-0B=(3,0,6)—(2,2,4) = (1,-2,2)
El angulo en B es el angulo que forman los vectores BA = 0,-1,-1) y BC = (1,-2,2):
BA-BC=0-1+(-1)-(=2)+(=1)-2=0+2-2=0

Con lo que son perpendiculares, por lo que el dangulo en el vértice B es 90°.

B
La proyeccion del vector AB sobre el vector AC es:
p- ABAC
| AC|
A >C

<>

PROY— —
AB - AC

AB-AC _0-1+1-(-D)+1-:3 _ 2 2411

AC| e+ +3t T 1

Asipues: P=

2.- Seanel plano n=2x—y+2z=4 yel punto P(5,-L1).
Calcula el punto que es la proyeccion perpendicular de P sobre el plano .

P

| n La proyeccion perpendicular de P sobre el plano ©

. i es el punto Q.

| :

i Q El punto Q es el punto en el que la recta perpendicular

a  que pasa por P, corta al plano 7.
Tt

La recta perpendicular al plano que pasa por P(5,—1,1) tiene como vector director n =(2,-1,2).

x=5+2t
Sus ecuaciones paramétricas son: r=< y=—1—t¢

z=1+2¢t contelR

El corte de esa recta con el plano p lo encontramos sustituyendo esas ecuaciones en la ecuacion de m:
2054+26)—(-1-6)+2(+2t)=4 — 10+4t+1+t+2+4t=4, 9%=-9 = t=-1
Por lo tanto, el punto Q es el punto de la rectar con ¢ =—1:

Q(5+2t,—1-1,1+21)| _, =(3,0,-1)



3.- Seanelplano n=2x-y+2z=4 ylarecta rExT_I:y—_ll:% .

Calcula la recta que es la proyeccion perpendicular de r sobre el plano .

La proyeccion perpendicular de r sobre el plano 7 es la recta r, del dibujo:

—
n
Tt
(0

Esarecta r; es la que definen los planos = (el dato del problema) y .

El plano o es el plano perpendicular a  que contiene a la recta r.

La recta r pasa por (1,1,0) y su vector director es: v=(1,—-1,1).
El plano o contiene a la recta r asi que pasa por (1,1,0) y uno de sus vectores es v=(1,—1,1).
El otro vector que define a & es el vector normal a t: n=(2,-1,2).

Asi, la ecuacion de o es:

x-1 y-1 z
1 -1 1{=0 - (x-DE2+D)-(y-D2-2)+z(-1+2)=0
2 -1 2

Simplificando: (x-1)(-1)+z=0, —x+1+z=0 = x—-z=1

Por lo tanto, la recta r, definida por la interseccion de m y o es:

r

L

2x—-y+2z=4 .
= (Esto puede darse como la solucion final.)

x—z=1

Podemos obtener las ecuaciones paramétricas de r, resolviendo el sistema:

{2x—y+22=4 — 2x+2z=4+y = x+z=2+y/2

x—z=1
Sumando las dos ecuaciones: 2x=3+y/2 — x=3/2+y/4
Eligiendo y =2+4¢ tenemos: x=3/2+(2+4t)/4=3/2+(1+2t)/2=2+1
Y de la segunda ecuacion: z=x—-1=Q2+¢)—-1=1+¢

r, =(x,y,z2)=2+t,2+4t,1+t) conteR



Ejercicios de rectas y planos. Distancias y Angulos.

x-y=3

l.- Seanel plano n=2x-2y+z-4=0 y larecta rz{ :
2y+z=4

Calcula: a) Los puntos de r que estan situados a 2 unidades de ©. b) El angulo que forman r y .

Empecemos por convertir la expresion de la recta r a su forma paramétrica.

Un punto de r es una solucion particular del sistema que la define. Tomemos z=0.

De la 2% ecuacion: 2y+0=4 — y=2. Sustituyendo en la 1* ecuacién: x—2=3 — x=35.
Por lo tanto la recta r pasa por el punto (5,2,0).

El vector director de la recta es el producto vectorial de los vectores normales de los planos:

— —

i j k
V=i, A, =|1 -1 0|=(-1-0)i —(1-0)/ +(2-0)k =(-1,-1,2)
0 2 1

Asi que cualquier punto de la recta r es de la forma: (x,y,z)=(5-¢,2—-¢,2t) conteR.

a) Queremos encontrar los puntos de la recta r que distan 2 unidades de .

Igualaremos la distancia de un punto de r a w a 2 y calcularemos para qué valores de ¢ sucede eso:
2(5-6)-2Q2-1)+2t)—4| [10-2t—-4+2¢t+2t—-4| |[2+2¢]
d(Pr , 7‘[) = = =
J2P (=2 + 1 V9 3

12+ 2¢| +2
—4

Si d(P,m)=2 — =2, 2+2t=146 = 2t=-2%6, t={

Los puntos buscados son:

(x,3,2)=(5-1,2—1,2t)| ,=(3,0,4) y (x,y,2)=(5-1,2—1,2t)| _, =(9,6,-8)

b) El angulo que forman r y 7 es el complementario del que forman v, y n_.
El angulo o que forman v, y n_ es: n_-v, =[n_|-|V,|-cose .
Como: n_-v,=(2,-2,1)-(-1,-1,2)=2-(-D)+(-2)-(-D)+1-2=-2+2+2=2
9, =D+ 17+ 22 =VIH 14 =46, i, [=y27+ (-2 + 17 =VA+4+1=10 =3

Tendremos:

246 _J6

coso =L= = —> o :arccos?6:74.2l°

3.6 36 9

Y el angulo que forman r y 7 sera: n ;/
Z1,m=90°—¢ =90°~74.21°=15.79° %o—a




Sean los planos n=2x-2y+z-4=0y oc=3x+4z-12=0. Calcula los planos bisectores de r y .

Uno de los planos bisectores es el que aparece coloreado en el dibujo:

El otro plano bisector es perpendicular a ¢l y también pasa por la interseccion de my G.

Puesto que ambos planos bisectores pasan por la recta interseccion de n y o, forman parte de su haz
de planos. Por lo tanto, ambos planos bisectores son una combinacién lineal de ty o.

Por otra parte, el angulo que forman dos planos es el que forman sus vectores normales.

Si los planos 7 y G tuvieran sus vectores normales de igual modulo, conseguiriamos los vectores
normales de los planos bisectores sumando y restando esos vectores normales:

En el dibujo, al ser |a|=| B| , se cumple que:
@+b tiene la direccion de la bisectriz de & y b.

a—b es perpendiculara a+b.

(Es facil comprobar ambas cosas con el producto escalar.)

Asi pues, los planos bisectores se pueden conseguir sumando y restando los planos  y o, siempre y
cuando esos planos tengan los vectores normales de igual moédulo.

Puesto que:  1i_=(2,-2,1) — |f_|=+/22+(2)"+1> =/9 =3

I_io_=(3,0,4) —> ’ﬁ0’= 32_’_024_42:\/%:

Conseguiremos que los vectores normales tengan el mismo mdodulo multiplicando la ecuacion del
plano 7 por 5 y la ecuacion del plano o por 3. Esas ecuaciones representan a los mismos planos.

n=52x-2y+z-4=0)=10x-10y+5z-20=0
0=30Bx+4z-12=0)=9x+12z-36=0

Y los planos bisectores son:
1+o=(10x-10y+5z-20=0)+(Ox+12z-36=0)=19x-10y +17z-56 =0
n—o=(10x-10y+5z-20=0)—(9x+12z-36=0)=x-10y-7z+16=0

Los planos bisectores buscados son: 19x—10y+17z-56=0 y x—10y—-7z+16=0

Si quieres, comprueba que todo es correcto:

n+o y n—o forman el mismo angulo con 1t que con G.



Ejercicios de rectas y planos. Varios 2.

x=1 y-2 z+I o x=2 y-1 z-1
-1 a b 2 -4
Sabemos que existe un plano 7 perpendicular tanto a la recta r como a la recta s.

1.- Sean las rectas: r= con a,beR.

Calcula la posicion relativa de las rectas r y s.

Si una recta es perpendicular a un plano, el vector director de la recta es el vector normal del plano.

El vector director de larectar es: v, =(1,—1,a) por lo que el plano © tendrd como vector normal:
n=(,-1,a)

El vector director de la recta s es: v, =(b,2,—4) por lo que el plano n tendrd como vector normal:

n=(b,2,-4)

Para que ambas cosas sean ciertas, debe cumplirse que:
| | l = _—1 = b=-2
r.Z_a b 2
b 2 -4 -1 a

7 =— = a=2

Asi, la recta r tendra como vector director: v, =(1,—1,2) y su ecuacion sera:

x-1 y-2 z+I
1 -1 2

r

y la recta s tendra como vector director: v, =(-2,2,-4) ~ (1,—1,2) y su ecuacion sera:
x=2 y-1 z-1
1 -1 2

S

Por lo tanto, las rectas r y s tienen el mismo vector director y son paralelas o coincidentes.

La recta r pasa por el punto P (1,2,-1).

Si ese punto estd contenido en la recta s, ambas rectas son coincidentes, en caso contrario, paralelas.

Veamos si el punto P (1,2,—1) estd contenido en la recta s.

Sustituyéndolo en la ecuacion continua de la recta s tenemos:
1-2 2-1 (-1)-1
1 -1 2

—l=-1=-1

Que, al ser cierto, resulta que P €s.

Como tienen el mismo vector director y un punto de r estd en s, las rectas r y s son coincidentes.



2.- Seanelplano: n=2x—-y+z+3=0 y larecta: rExT_I:yTH:il.

Calcula la ecuacion de la recta s que es paralela a 7, corta a r y pasa por el punto A (0,2,1).

De la recta s ya conocemos el punto A (0,2,1) . Necesitamos otro punto de ella o un vector director.

Por ser una recta paralela al plano 7, sabemos que v, es perpendicular a n =(2,-1,1).
Se deduce que n-v, =0.

Es una condicion que se debe cumplir, pero que no permite encontrar el vector v_.

La recta s corta a la recta r, eso quiere decir que pasa por un punto genérico de r.
Encontremos ese punto genérico de r.

De la ecuacion continua de r tenemos que: P(1,-1,0) , v, =(2,1,-1)

Asi que un punto genérico de r es:

P (x,y,2)=(,-1,0)+¢(2,1,-1) =(1+2¢t,-1+1,-1)

Como la recta s pasa por A(0,2,1) y por P (1+2¢,—1+¢,—¢) un vector director de s es:

V. =AP. =OP. —OA = (1+21,—1+¢,-1)—(0,2,1) = (1+ 21,3 +1,-1—1)

Ahora ya podemos usar la condiciéon n-v_ =0:

n-v,=(2,-L1)-(1+2¢t,-3+¢,-1-1) =
=2-(1+20)+(-1)-(3+)+1-(-1-1) =
=2+4t+3—-t-1-t=
=4+2t

Ysin-v,=0 > 4+2t=0 = ¢=-2

Por lo tanto, el vector director de la recta s es:

Vo =(1+21,=3+1,-1-1)| _, =(-3,-5,1)~ (3,5,-1)

Como la recta s pasa por A (0,2,1) y su vector director es v, =(3,5,—1), su ecuacion continua sera:

g=X_y=2_z-1
3 5 -1
y sus ecuaciones paramétricas seran:
x =3t
S=<y=2+5¢

z=1-t conteR



Ejercicios de rectas y planos. Varios 3.

1.-

Sean los planos en el espacio: t1=x+5y—-14=0, 6=2x-3y+11=0, t=3x+2y-16=0.
Sean la recta q: interseccion m y o, la recta r: interseccion de wy 1, y la recta s: interseccion de ¢ y 1.

Calcula las posiciones relativas de las rectas q, ry s.

x+5y-14=0

La recta q es la solucién del sistema que forman 1y :
2x-3y+11=0

x+5y-14=0 — 2x+10y-28=0
Restando: 13y -39=0, y=3

2x=-3y+11=0 — 2x-3y+11=0
Sustituyendo en la 1* ecuacion: x+15-14=0, x=-1
Como no sabemos nada de la variable z, podra tomar cualquier valor.
La forma paramétrica de la recta q es: q=(-1,3,A) conieR
x+5y—-14=0

La recta r es la solucion del sistema que forman nt y t:
3x+2y-16=0

x+5y—-14=0 — 3x+15y-42=0
Restando: 13y -26=0, y=2

3x+2y-16=0 — 3x+ 2y—-16=0
Sustituyendo en la 1* ecuacion: x+10-14=0, x=4

Como no sabemos nada de la variable z, podra tomar cualquier valor.

La forma paramétrica de larectares: r=(4,2,0) conaeR

2x-3y+11=0

La recta s es la solucion del sistema que forman o y t:
3x+2y-16=0

2x=-3y+11=0 — 6x-9y+33=0
Restando: —13y+65=0, y=5

3x+2y-16=0 — 6x+4y-32=0
Sustituyendo en la 1* ecuacion: 2x—15+11=0, x=2

Como no sabemos nada de la variable z, podra tomar cualquier valor.

La forma paramétrica de la recta s es: s=(2,5,8) conPeR

Las tres rectas tienen como vector director a: v=(0,0,1)  [Es decir, son paralelas al eje OZ.]
Por lo tanto las rectas g, r y s son paralelas o coincidentes.
Pero: Larecta q pasa por el punto P, (-1,3,0) que no esta ni en la recta r ni en la recta s.

La recta r pasa por el punto P (4,2,0) que no esta ni en la recta q ni en la recta s.

La recta s pasa por el punto P, (2,5,0) que no estd ni en la recta q ni en la rectar.

Se trata de tres rectas paralelas.

También se puede decir que el sistema que forman los planos 7, G y T es un sistema incompatible en
el que los planos se cortan dos a dos (formando una ‘tienda de campana’).



2.- Seanelplano: t=x+y+az=2 donde a e R ylarecta: rz%:y:z.

Calcula, para el caso en el que  y r no tengan ningin punto en comun,
la ecuacion del plano ¢ que es perpendicular a m y contiene a la recta r.

El plano & tiene como vector normal: n = (1,1,a).

x-1 y-0 z-0
2 1 1

Larectares: r= , asi que pasa por P(1,0,0) y su vector director es: v=(2,1,1).

Si el plano © y la recta r no tienen ningun punto en comun, es que son paralelos.
En ese caso se cumplira que: n-v=0.
Tendremos:

n-v=_1,1a)-(2,,1)=1-2+1-1+a-1=3+a

ysin-v=0 — 3+a=0 = a=-3

Y el vector normal al plano 7 es: n =(1,1,-3)

La situacion que tenemos es la del dibujo:

<}

PA

=5

El plano o queda definido por el punto P (1,0,0) y los vectores v=(2,1,1) , n=(1,1,-3).
Por lo tanto, la ecuacion de o es:

x—1 y-0 z-0
2 1 1 |=0
1

Q
1l

Calculando el determinante:
(x-1)-(-3-D)-(y-0)-(-6-1)+(z—-0)-(2-1)=0
(x-1)-(-4)—-y-(-7)+z-1=0
—4x+4+7y+z=0
—4x+7y+z+4=0

c=—4x+T7y+z+4=0



Ejercicios de rectas y planos. Simetrias.

1.-  Sean los planos en el espacio: t1=6x—-3y+2z-8=0, 6=6x-3y+2z+12=0.

Calcula la ecuacion del plano que equidista de ambos (es decir, el plano situado ‘en medio’ de ellos).

Llamemos a al plano que queremos calcular. Si r es una recta perpendicular a los 3 planos, tenemos:

r —>

A T
‘|~ o
Al
(6}
M.
B.

Esa recta r tiene como vector director: v=n =(6,—3,2) y pasa por un punto A.

El punto A es un punto cualquiera del plano nt. Basta que cumpla la ecuacion de ese plano.
Elegimos el punto A (0,0,4), pues cumple que: 6-0-3-0+2-4—-8=0
x =06t
Conlocual, r=<y=-3¢

z=4+2t conteR

Esa recta r corta al plano o en el punto B. Calculemos qué punto es ese.
Para ello, sustituimos las ecuaciones paramétricas de r en la ecuacion de :
6-(6t)=3-(-3t)+2-(4+2t)+12=0
36t+9t+8+4t+12=0, 49¢+20=0 — tz—i—g
Asi que el punto B es el punto de la recta r con ¢ =—20/49:

(0. 150)

B(6t,-31,4+21) 40°29° 49

20
==
4

El punto M es el punto medio de A y B:

0% - L (67.+ 08) - 0.0,4)+ 120, 80 156)]_1[(_ 120 60 352)] ( 60 30 176
2 2 49 49 49 2 49 49 49 49 49 49

Como el plano o tiene como ecuacion: a=6x—3y+2z+D =0, por pasar por el punto M, tenemos:

6- _%0 -3 30 +2- 176 +D=0 Multiplicamos todo por 49:
49 49 49

-360-90+352+49-D=0, -98+49-D=0 —» D=2

El plano buscado es: o =6x—-3y+2z4+2=0



Vamos a hacerlo con otro método.

Buscamos el plano: a=6x—-3y+2z+D =0 porserparaleloanyao.

Un punto cualquiera de ese plano es: P(a,b,c) de manera que: 6a—3b+2c+D =0.

La distancia de ese punto P al plano r debe ser igual a su distancia al plano o: d(P,n)=d(P,0).

Usando la férmula de la distancia de un punto a un plano tendremos:
d(P,n) = d(P,0)
|6a—3b+2c—8| |6a—3b+2c+12|
J6+(3)7 428 J6r +(=3)? + 22

|6a—3b+2c—8|=|6a—3b+2c+12|

Esta ecuacion tiene tres variables, pero podemos simplificarla con la expresion para D anterior:
6a—-3b+2c+D=0 —> 6a-3b+2c=-D

Y la ecuacion quedara:

|6a—3b+2c—8|=|6a—3b+2c+12] —> |-D-8|=|-D+12]

La solucion puede ser una de estas dos:
-D-8=+(-D+12) = sin solucién
-D-8=—-(-D+12) = -D-8=D-12

12-8=2D
D=2

Por lo tanto, el plano buscado es: a=6x—-3y+2z+2=0

(Lo mismo que obtuvimos antes, pero mas corto.

El método anterior lo puse para ilustrar el uso de una recta auxiliar.)



2.- Sean las rectas paralelas: r, que pasa por el punto A(1,1,4) y s, que pasa por el punto B(-5,3,6),
ambas con vector director v=(1,-2,1).
Calcula la ecuacion de la recta situada entre ambas y paralela a ambas.

Usaremos un plano auxiliar «t, perpendicular a las rectas r, s y a la recta pedida que llamaremos q:

El plano m, tiene como vector normal el vector director de las rectas, n =(1,-2,1), asi que:
n=x—-2y+z+D=0

y por pasar por A: 1-2-1+4+D=0 — D=-3

Conloque: t=x—-2y+z-3=0

x=-5+t¢
La recta s tiene como ecuaciones paramétricas: s=4y =3—-2¢t
z=6+¢t conteR

El punto P es en el que la recta s corta al plano 7, por lo que un punto de s cumple la ecuacion de =
(-5+1)-2-3-2t)+(6+1)-3=0

—5+1t—-6+4t+6+t-3=0, 6t—8=0 — tzg

Por lo que el punto P es: P(—5+t,3—2t,6+t) | =(—E 1 2}

El punto M es el punto medio de A y P:
W:l(ﬁm—P):l (1,1,4)+(—ﬂ,1,2j _1 (_
2 2

Por lo tanto, la recta q buscada como pasa por M es:

8 4 ﬁj _(_i 21_7j
3’3’3 3’373

x=—4/3+1 1 x=—4/3+1/3=-1
q=4y=2/3-2t tomandotzg un punto ‘mejor’ de qes: 4y =2/3-2/3=0
z=17/3+t conteR z=17/3+1/3=6
x=-1+¢

Y la recta q nos queda asi: q=qy=-2¢t
z=6+t contelR



Ejercicios de rectas y planos. Rectas que se cruzan y posiciones relativas.

1.- Sean las rectas: rsiz:l:z—_l , S X9 _y+2_z-6
3 2 2 3 1 0

a) La distancia entre r y s (con la formula habitual).

. Comprueba que se cruzan y halla:

b) El plano m que contiene a ry es paralelo a s y el plano ¢ que contiene a s y es paralelo ar.
Comprueba que la distancia entre esos dos planos coincide con el valor obtenido en (a).

Un punto de res: A(-2,0,1) con v, =(3,2,2). Un punto de s es: B(9,-2,6) con v, =(3,1,0).
Las rectas r y s se cruzan si los vectores AB, V, Y V, no son coplanarios, es decir: [E,V v ] #0

r’> °s

Como AB=0B-0A =(9,-2,6)—(-2,0,1)=(11,-2,5) tendremos:

=2i+6j-3k

<l

>

<l

Il
W W
— N~
S NS

| AB.¥,,7, | = AB-(¥, A¥,) = (11,-2,5)(-2,6,-3) = 221215 =49 # 0

Por lo tanto, las rectas r y s se cruzan.

a) La distancia entre dos rectas que se cruzan es: d =

|49 _ 49 49
JEP+6 +(=37 V49 T

|

|
-
<

Con los datos anteriores:; d =

b) Los planos © y ¢ contienen a los vectores directores de ry s. Sus vectores normales son: 1=V, AV,

Por la tanto, para ambos planos el vector normal es: n=v, AV, =(-2,6,-3).

El plano & contiene a la recta r y pasa por A(-2,0,1). Su ecuaciénes: n=-2x+6y—-3z+D, =0.
Por pasar por A: -2-(-2)+6-0-3-1+D, =0 — D, =-1

El plano & contiene a la recta s y pasa por B(9,-2,6). Su ecuacidén es: 6 =—-2x+6y—-3z+D, =0.
Por pasar por B: —2:9+6-(-2)-3-6+D,=0 — D, =48

Asipues, 1=-2x+6y—-3z-1=0 y 6=-2x+6y—-3z+48=0

Para calcular la distancia entre ellos tomaremos el punto A del plano 7 y hallaremos su distancia a G.

1722 +6:0-31+48| [4+0-3+45| _|49] 49 _
J2 +6+(-3y V49 77

Tu

Con ambos métodos encontramos el mismo valor. La distancia entre las rectasr, ses: d=7 u .



x—1 Yy _z-

2.- Sean larecta: r= e ! yelplano: t=2x—y+bz=0 donde a,b eR. Calcula:

a) La posicion relativa de r y w en funcion de a y b, usando razonamientos geométricos.

b) La distancia entre r y w en funcion de a y .  [Basado en un problema de las PAU de julio-2017]

a) La recta r pasa por A (1,0,1) y su vector director es: v=(4,a,-1).

El plano & tiene como vector normal: n =(2,-1,b).

Una recta y un plano pueden ser: a) paralelos o coincidentes si n-v=0 o b) se cortansi n-v#0.

En este caso, n-v=(2,-1,b)-(4,a,-1)=8—a—b
Sin-v=0 —» 8-a—-b=0 = a+b=8 condicion de paralelismo o coincidencia
Seran coincidentes si el punto A (1,0,1) de la recta r pertenece al plano 7:

2:1-0+bH-1=0 - b=-2

En resumen: Si a+b#8 larectary el plano & se cortan (son incidentes).

Si a+b=8: con b=-2 son coincidentes, con b # —2 son paralelos.

[ El estudio de la posicion relativa puede hacerse también discutiendo el sistema de ecuaciones que
forman los tres planos, dos de esos planos los obtendriamos de la ecuacion continua de la recta r.
El procedimiento geométrico que hemos realizado es equivalente, pero requiere menos trabajo. |

b) Si a+b # 8, puesto que la recta y el plano se cortan, su distancia es cero.
Sia+b=8y b=-2, puesto que la recta estd en el plano, su distancia es cero.
Si a+b=8 y b#-2 larectay el plano son paralelos. La distancia entre ellos es distinta de cero.
Para calcular la distancia entre ellos tomamos el punto A de la recta r y hallamos la distancia a n:
_|2:1-0+b-1]  |2+D]

d -
J2 + (=140 A5+b

Resumiendo: Si a+b # 8 la distancia entre r y 7 es cero.

Si a+b=8 y b=-2 ladistancia entre r y 7 es cero.
|2+b |

J5+b°

Sia+b=8y b#-2ladistanciaentrery mwes: d=



Ejercicios de rectas y planos. Triangulos y posiciones relativas.

1.- Sea el tridangulo de vértices A(-1,2,a), B(L,1,4) y C(0,1,0) con a € R . Calcula:
a) Si el tridngulo es rectangulo en A, los posibles valores de a. [ basado en PAU, junio 2018 ]

b) Para a =2 el area del tridngulo ABC y la ecuacion del plano © que contiene al triangulo ABC.

a) Si el tridngulo es rectangulo en A quiere decir que los vectores AB, AC son perpendiculares.
AB=0B-0A =(1,1,4)— (-1,2,a) = (2,-1,4—a)
AC=0C-0A =(0,1,0)—(-1,2,a) = (1,1, —a)
Y por ser perpendiculares, se cumplira que: AB-AC=0
AB-AC=(2,-1,4—a)-(l,-L,—a)=2+1+(4—a)(-a) =a* —4a+3

4+\/16 12 _4%2 _{+3

2 +1

SiAB-AC=0 — a*-4a+3= 0,

Los posibles valores de a son: a =3, a=1.

b) Para a =-2 los vectores AB, AC son:
AB=(2,-L4-a)| _ =(2,-16) AC=(,-1,-a)|,_, =(1,-12)

Y su producto vectorial es:

ik
ABAAC=[2 -1 6|=(2+6)i —(4—6)]+(-2+1)k =(4,2,-1)
1 -1 2

El 4rea del tridngulo ABC es:
1 — —
= [ABAAC|
2
Por lo tanto:

=—|(42 1)|— L @2y \/—lu

El plano que contiene a ABC tiene como vector normal:
fi=ABAAC =(4,2,-1)

Luego su ecuacion es de la forma:
n=4x+2y-z+D=0

Por pasar por el punto C(0,1,0) tendremos:
4.0+2:1-0+D=0 —» D=-2

Y la ecuacion del plano que contiene a ABC es:

n=4x+2y-z-2=0



2.- Seanlarecta: r=(x,y,z)=(-3+2¢,—-4+3¢t,3—-t) conteR ylospuntos: P(1,0,-1), Q(-1,2,3).

Calcula el punto R de la recta r que forma con P y Q un tridngulo isosceles de lados PR, QR iguales.

Un punto cualquiera de la recta r es de la forma:

R(-3+2¢,-4+3¢t,3—-1)
Los lados PR y QR tienen estas longitudes:

PR = OR —OP = (-3+2¢,-4+3¢,3—1)—(1,0,-1) =
=(—4+2t,-4+3t,4-1)

N ‘ﬁ‘ = J(~4+20) + (4430 +(4—1) =

= 16161 +4> +16—241+ 97> +16—81 + 1> =

=~14¢> — 48t +48

QR =OR-0Q = (-3+2t,-4+3t,3-1)—(-1,2,3) =
=(-2+42t,—6+3t,—1)

N \@\ = J(=2+26) +(=6+31)> + (1)’ =

—J4—8+ 41> +36-361+97> +1* =

=~/14¢* — 44t + 40

Y si deben ser iguales tendremos:

V1412 — 48t + 48 =141 — 44t + 40
1462 — 48t + 48 = 141> — 44¢ + 40
487 + 48 = —44¢ + 40
48— 40 = 481 — 44t
8 = 4
t=2

Por lo tanto, el punto R buscado es:

R(-3+2t,~4+31,3~1)| _ =(-3+4,~4+6,3-2)=(1,2,1)

El punto buscado es: R (1,2,1)



3.-

Sean larecta: r=(x,y,z)=(—4+2¢t,—-2,1-t) conteR
ylosplanos: t=x+2y+2z=1, o=x—-2y+2z=-3

Calcula las posiciones relativas de los tres objetos y haz un dibujo cualitativo de la situacion.

La recta r pasa por P(—4,-2,1) y tiene como vector director: v=(2,0,—1).

Los planos  y o tienen como vectores normales: n_ =(1,2,2) , n_  =(1,-2,2).

Empecemos con la posicion relativa de los planos n y o:
(Son paralelos o coincidentes? Veamos si sus vectores normales son proporcionales:

1 2 2 : D
—F—%# ) por lo que no son ni paralelos ni coincidentes.

1 =2
Por lo tanto se cortan. ;Se cortan los planos  y 6 perpendicularmente?

n_-n_=(1,2,2)-(1,-2,2)=1-4+4=1#0  No son perpendiculares.

Por lo tanto, los planos m y ¢ se cortan formando un angulo distinto de 90°.

Veamos la posicion relativa de la recta respecto al plano m:

A -v=(1,2,2)(2,0,-1)=1-242-0+2-(-1)=2+0-2=0

La recta r es paralela o coincidente al plano .
(Pertenece el punto P de la recta r al plano ©? Sustituimos el punto P en la ecuacion de m:

4+2-(-2)+2-1#1 No se cumple.

Asi pues, la recta r es paralela al plano 7.

Veamos la posicion relativa de la recta respecto al plano o:
n,-v=(1,-2,2)-(2,0,-1)=1-2+(-2)-0+2-(-1)=2+0-2=0
La recta r es paralela al plano ¢ o coincidente con el plano G.
([ Pertenece el punto P de la recta r al plano ¢? Sustituimos el punto P en la ecuacion de o:
4-2-(-2)+2-1#-3 No se cumple.

Asi pues, la recta r es paralela al plano .

El grafico cualitativo es:

( No suele pedirse, pues a algunas
personas les cuesta dibujar bien.)
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