Probabilidad

PROBABILIDAD

1.

Introduccion

Todo lo que es objeto de nuestra experiencia sensible nos hace preguntarnos por qué ocurre de
la manera que lo hace. Buscamos leyes que nos permitan saber la relacion causa-efecto de los
distintos fendmenos. Pero esto solo es posible en fendmenos deterministas.

Son fenomenos deterministas aquellos en los que, conociendo las causas que intervienen y
aplicando las leyes de la Logica o de la Naturaleza, somos capaces de predecir los efectos.

Pero muchos fendmenos no son deterministas. Se les llama fendmenos aleatorios y el efecto
que observamos depende del azar. Ejemplos de fendmenos aleatorios son el lanzamiento de un
dado, la duracion de una bombilla o la longitud que recorrera un avion de papel al ser lanzado.

Los fendmenos aleatorios tienen un resultado incierto. La certidumbre de un acontecimiento se
mueve entre la imposibilidad y la seguridad, la probabilidad de que ocurra el acontecimiento es
la medida de esa certidumbre.

A un suceso imposible le asignamos una probabilidad cero. A un suceso seguro le asignamos
una probabilidad de valor 1. La probabilidad de un suceso aleatorio estara entre 0 y 1.
Definiciones

Experimento aleatorio.

Es el que: a) tiene mas de un resultado posible, b) conocemos de antemano todos los resultados
posibles, y c) desconocemos el resultado que obtendremos entre los que son posibles.

Para estas definiciones usaremos como ejemplo de experimento el lanzamiento de un dado.
Espacio muestral.

Es el conjunto de todos los resultados posibles de un experimento aleatorio. Se designa con la
letra ©. El nimero de elementos de Q se denomina cardinal de Q y se designa como: card ()

En nuestro ejemplo: ={1,2,3,4,5,6} y card(Q)=6.

Suceso.

Es cualquier subconjunto S de Q, S Q. Por ejemplo: A={1,2,3}, B={1,2,4,5} o C={3,5}.
Suceso elemental.

Es el que tiene un Unico resultado posible. Por ejemplo: A = {Obtener un mdltiplo de 5} = {5}
Suceso compuesto.

Es el que tiene més de un resultado posible. Por ejemplo: B = {Obtener valor par} = {2,4,6}
Suceso seguro.

Es el que siempre ocurre. Por ejemplo: {sacar menos que 7} ={1,2,3,4,5,6} =Q

Suceso imposible.

Es el que nunca ocurre. Por ejemplo: {sacar més que 6} ={ } =&

Suceso contrario (0 complementario)

Dado el suceso A se llama suceso contrario de A a la negacién de A, y se escribe A o A°.

Por ejemplo: Si A ={Sacar par} ={2,4,6} su suceso contrario es: A= {Sacar impar} ={1,3,5!
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Operaciones con sucesos

Las ilustraremos con diagramas de Venn y con este ejemplo numérico: Al lanzar un dado con
0 ={1,2,3,4,5,6} consideraremos estos cuatro sucesos: P = {Obtener valor par} ={2,4,6},

Q = {Obtener més que 4} = {5,6} , R ={Obtener menos que 3} ={1,2}, S={Obtener 6} = {6} .

Inclusion.
Si el suceso B esta incluido dentro del suceso A, se indica asi: Bc A
Con nuestros ejemplos: PcQ, ScQ, ScP, RZP

Tendremos que, si ocurre ‘el méas pequefio’, ocurrird también ‘el mas grande’:
Como Sc P, si sacamos un seis (S) también ocurre ‘obtener par’ (P).

A AcQ
BcA

Q

Complementacion.

El suceso complementario (o contrario) de A es A, el que ocurre cuando no ocurre A.

Por ejemplo: Si Q = {Obtener més que 4} = {5,6} , su suceso contrario es: Q ={1,2,3,4}.

|

Q

Interseccion.

Si Ay B tienen elementos comunes, esos elementos comunes se designan AN B.
El suceso AB ocurre cuando se dan, al mismo tiempo, Ay B.

Con nuestros ejemplos: PNQ={6}, PNR={2}, RNS=Q

A B

Q2

Dos sucesos A, B son incompatibles si no pueden ocurriralavez: AnB=Y

Por ejemplo: Ay A son incompatibles, por eso: ANA=D

p.2
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Diferencia.

Si tenemos dos sucesos A y B, su diferencia A—B se da cuando ocurre A pero no B.
Los elementos de A—B son los de A sin los elementos de AnB: A-B= A—(Am B)

Con nuestros ejemplos: P—-Q={2,4}, P-R={4,6}, Q—-S={5}

A B A B

Q Q

Si dos sucesos A, B son incompatibles, AnB=, tendremos que A—-B=Ay B-A=B

Ademas, se cumple que: A—B=AnNB vy, deigual forma; B—-A=BNA
Union.

Si tenemos dos sucesos A y B, su union A B se da cuando ocurre A o B, cualquiera de ellos.
Es decir, AuB contiene tanto los elementos de A como los elementos de B.

Con nuestros ejemplos: PUR ={1,2,4,6}, PUQ={2,4,5,6}, RUS={1,2,6}

o

A

Q Q

Siempre se cumple que: .

Esto equivale a decir que cualquier suceso y su contrario completan el espacio muestral.
Por otro lado, no hay que confundir AuB con A+B.

A+ B corresponde a poner juntos todos los elementos de A y todos los elementos de B.
Esto hace que los elementos de A B hayan sido contados dos veces, una en Ay otra en B.

Poreso: |[AUB=A+B-ANB]

Esta relacion es especialmente importante para hacer calculos.

Escribimos a continuacion algunas de las operaciones anteriores como operaciones logicas:

Traduccion al lenguaje de la Logica

Suceso contrario A Negacion de A No A
Suceso interseccion ANB Conjuncion de A-B AyB
Suceso union AuUB Disyuncion de A-B AoB
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E.01 Enuna clase de la ESO el 70% del alumnado lleva comida para la hora del recreo.
El 60% del alumnado lleva bebida y el 40% del alumnado lleva tanto comida como bebida.
¢ Qué porcentaje del alumnado no lleva ni comida ni bebida?
Lo mejor es hacer diagramas de Venn para entender la situacion.
El espacio muestral es la clase completa: ©2=100%.

Llamamos C al suceso ‘llevar comida’ y B al suceso ‘llevar bebida’.
Tienen una zona comdn, By C, que es: BN C =40%

)

B

40%

|
BNC

Para que el suceso B ‘llevar bebida’ tenga un valor del 60%, la zona B—C =20%.

Para que el suceso C ‘llevar comida’ tenga un valor del 70%, la zona C—B=30%.

B=60% C=70%

40%

Q

VVemos que los alumnos que llevan, o comida o bebida, son: 20% +40% + 30% = 90%

Los que no llevan nada seran el porcentaje que falta hasta el 100%: 100% —90% =10%

| Los que no llevan ni comida ni bebida son el 10% del alumnado. |

Podriamos resolver este problema de una manera mas ‘técnica’ asi:
El espacio muestral es la clase completa: ©2=100%.
Llamamos C al suceso ‘llevar comida’ y B al suceso ‘llevar bebida’.
Los que cumplen B o C son:
BuC=B+C-BnC
El problema pide el grupo que no cumple eso:

(BUC)+(BuC)=Q — BUC=0Q-BUC
Por eso, la solucion es:
BUC=Q-(B+C-BNC)=
=100%—(60%+70%—40%) =
=100% —90% =

=10%
p.4
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E.02 En unas pruebas para la Policia Nacional el 80% de los presentados aprobo las pruebas fisi-
cas, el 35% de los presentados aprobd las pruebas técnicas y el 5% de los presentados no
aprobd ninguna de las dos. ¢ Qué porcentaje de los presentados aprob6 ambas pruebas?

Llamemos a los sucesos F: ‘aprob¢ las pruebas fisicas’ y T: ‘aprobo6 las pruebas ténicas’.

Tenemos esta situacion:

ofo a
. ?)Q . 350/

(]

<

nada:5%

Es decir: F=80%, T=35%, FUT =5%. Queremos averiguar FNT .

Por lo tanto: FUT=Q—-FUT =100% —5% = 95%
Y de la formula para la unién tenemos:
FUT=F+T-FNnT — 95%=80%+35%-FNT = FNT=20%

| El 20% de los presentados aprob6 ambas pruebas. |

Leyes de De Morgan.
Son dos leyes importantes para trabajar con diagramas de Venn (con conjuntos). Son estas:

AUB=ANB ANB=AUB

Podemos comprobar que son ciertas a la vista de estas imagenes:

A ~.B
™
P
€2
Con trama vertical: A
|
Al = N
vl N
/ \
[
/
\ /
™ -
T |
A (2 9
Con trama cuadrada: AUB=ANB Con trama diagonal: AnB=AuUB
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E.03 Los alumnos de una autoescuela se han presentado a los examenes para obtener el permiso de
conducir turismos. Hicieron la prueba tedrica y la prueba practica. EI 15% de los alumnos
aprobd ambas pruebas. El 75% de los alumnos solo aprob6 una prueba. La prueba teorica se
les dio mejor, pues el nUmero de alumnos que la superaron fue el doble que el nimero de
alumnos que superoé la prueba practica. ¢Qué porcentaje de los alumnos fall6 las 2 pruebas?
¢ Queé porcentaje de los alumnos aprobd cada una de las pruebas?

Llamemos a los sucesos A: ‘aprobd la prueba teérica’ y B: ‘aprobo la prueba practica’.

Tenemos esta situacion:

A:2x% B:x%

-6

Tenemos que usar el dato ‘el 75% solo aprobo una prueba’.

Los que aprueban solo la prueba teorica son el grupo A—B.
Como A-B=A—-(ANB)
los que aprueban solo la prueba tedrica son: A—(Am B)

Los que aprueban solo la prueba practica son el grupo B—A.
Como B-A=B-(ANB)
los que aprueban solo la prueba préactica son: B—(Am B)

Por lo tanto, los que aprueban una sola prueba son:
[A-(ANB)|+|B-(ANB)|=A+B-2(ANB)

Puesto que ese numero es el 75%, y puesto que ya sabiamos que A B =15%, tenemos:
5% =A+B-2x15% — A+B=105%

Los que aprueban alguna de las dos pruebas (la prueba A o la prueba B 0 ambas) son:

AUB=A+B-(ANB)
AUB =105% -15%
AUB=90%

Los que no aprueban ninguna de las dos pruebas son:

AUB =100%—(AUB) =100%-90% =10%

| El 10% fallé ambas pruebas. |

Como A+B=105% tenemos:
2X%+X%=105% — 3x%=105% —= x=35%

Por lo que: | El 70% aprob0 la prueba tedrica (A) y el 35% aprobo la prueba practica (B). |
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Probabilidad de Laplace

Al lanzar 6 veces un dado, es dificil que obtengamos 1 vez cada uno de los 6 valores posibles.
Si lo lanzamos 600 veces, tampoco obtendremos 100 veces cada valor. Pero, a mayor sea el
namero de lanzamientos, mas se parecera la frecuencia con la que obtenemos cada valor a la
sexta parte del nimero de lanzamientos (1/6 =0,16666...)

Con un programa informatico podemos simular un gran namero de tiradas de un dado. Estos
son los resultados que he obtenido, con las frecuencias relativas cada millon de tiradas:

Tiradas Sale 1 Sale 2 Sale 3 Sale 4 Sale 5 Sale 6
1.000.000 | 0,16712 | 0,16678 | 0,16596 | 0,16654 | 0,16680 | 0,16680
2.000.000 | 0,16704 | 0,16692 | 0,16598 | 0,16658 | 0,16675 | 0,16673
3.000.000 | 0,16712 | 0,16683 | 0,16625 | 0,16643 | 0,16673 | 0,16664
4.000.000 | 0,16681 | 0,16685 | 0,16634 | 0,16656 | 0,16666 | 0,16678
5.000.000 | 0,16677 | 0,16669 | 0,16636 | 0,16668 | 0,16668 | 0,16682
6.000.000 | 0,16674 | 0,16677 | 0,16640 | 0,16669 | 0,16672 | 0,16668
7.000.000 | 0,16669 | 0,16678 | 0,16646 | 0,16672 | 0,16673 | 0,16662
8.000.000 | 0,16671 | 0,16680 | 0,16645 | 0,16673 | 0,16672 | 0,16660
9.000.000 | 0,16667 | 0,16677 | 0,16646 | 0,16678 | 0,16670 | 0,16662
10.000.000 | 0,16665 | 0,16679 | 0,16642 | 0,16674 | 0,16673 | 0,16666
11.000.000 | 0,16669 | 0,16677 | 0,16646 | 0,16671 | 0,16667 | 0,16670
12.000.000 | 0,16669 | 0,16672 | 0,16653 | 0,16667 | 0,16670 | 0,16669
13.000.000 | 0,16663 | 0,16676 | 0,16654 | 0,16668 | 0,16666 | 0,16673
14.000.000 | 0,16661 | 0,16674 | 0,16655 | 0,16674 | 0,16663 | 0,16673
15.000.000 | 0,16666 | 0,16671 | 0,16655 | 0,16672 | 0,16662 | 0,16674
16.000.000 | 0,16666 | 0,16668 | 0,16660 | 0,16666 | 0,16666 | 0,16675
17.000.000 | 0,16664 | 0,16667 | 0,16661 | 0,16668 | 0,16667 | 0,16671
18.000.000 | 0,16666 | 0,16669 | 0,16660 | 0,16671 | 0,16668 | 0,16666
19.000.000 | 0,16669 | 0,16669 | 0,16662 | 0,16668 | 0,16667 | 0,16665
20.000.000 | 0,16668 | 0,16665 | 0,16666 | 0,16666 | 0,16669 | 0,16665

Esto se conoce como ley de los grandes nimeros: Cuando un experimento se repite un gran
numero de veces, la frecuencia relativa con la que se obtiene cada resultado se va acercando
paulatinamente a un valor que se conoce como probabilidad tedrica de ese resultado.

Esa probabilidad tedrica la definié Laplace. Su férmula es vélida con dos condiciones:
1. El espacio muestral debe ser finito (el nimero de casos posibles no es infinito).
2. La probabilidad de las posibilidades es uniforme, todas tienen igual probabilidad.
La probabilidad del suceso A Q es:

_card(A)

(A)= m Se conoce como probabilidad de Laplace
car

Es decir, que la probabilidad de A es el cociente de los casos favorables (los de A) entre todos
los casos posibles (los de Q).

Por eso, la probabilidad de sacar un 5 al lanzar un dado es:
{ A={5} — card(A)=1 _card(A)

1
0=11,23456 — card(Q)=6 ( )_card(Q)_E

p.7



E.04

E.05

Probabilidad

Con esta definicion, la probabilidad de un suceso imposible valdré cero:
La probabilidad de sacar un 7 es:

A={} — card(A)=0 - I:)(A):card(A)zgzo
0={1,2,34,56} — card(Q)=6 card(Q) 6

Y la probabilidad de un suceso seguro valdra uno:

La probabilidad de sacar un valor menor que 7 es:
A={1,2,3456} — card(A)=6 - I:)(A):card(A)zgz1
0={1,2,34,56} — card(Q)=6 card(Q) 6

El valor de la probabilidad se puede expresar de tres formas. Vedmoslo con la probabilidad de
sacar un numero par al lanzar un dado:

A={2,4,6} — card(A)=3 card(A) 3 1
= P(A)= ==—==
0={1,2,34,56} — card(Q)=6 card(Q2) 6 2
Esta es la primera forma, como una fraccién: P(A) = %

Evaluando la fraccion seria la segunda forma: P (A) =0,50 (esun ‘tanto por uno’)

Como un porcentaje seria la tercera forma: P(A)=0,50x100% =50%

Las tres formas son equivalentes. La forma fraccional es la mejor para hacer calculos exactos.

Una bolsa contiene 5 bolas rojas, 3 blancas y 2 negras. Calcula la probabilidad de sacar:
a) Una bola roja, b) una bola que no sea blanca, c) una bola negra, d) una bola roja o blanca.

a) P(roja)ziz 1=O,50:50% b) P(no blanca) = 1=0,70=70%
10 |2 10

c) P(negra):zz l:0,20:20% d) P(rojaoblanca):iz ﬂ:0,80:80%
10 |5 10 |5

Una baraja espafiola tiene 48 cartas, 12 de cada palo. Cada palo tiene solo tres figuras (la
sota, el caballo y el rey). Si sacamos una carta al azar, calcula la probabilidad de que sea:
a) De oros, b) una figura de oros, ¢) una figura, d) que sea figura o sea de oros.

a) P(oros)= 2 11 0,25=25%| b) P(figurade oros)= R 0,0625 = 6,25%
48 |4 48 |16
c) P(figura)= 12 11 0,25=25%| d) P(figurao oros)= 2L\ 7 0,4375 = 43,75%
48 |4 48 |16

En este Gltimo caso, se pudo hacer: P(figura o oros)= P(figura)+ P (oros)—P(figura y oros)
12 12 3 12+12-3 21

con lo que: P(figura o oros)= BB B @ con el mismo resultado.
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E.06 En un estudio para conocer si un grupo de personas sabe bailar o no, se obtuvo esto:

Si se elige a una persona de ese grupo,
calcula la probabilidad de que:

a) Sea mujer.

Mujer (M) |Hombre (H)
Baila 500 200 700
No baila 300 1000 1300
800 1200 2000

b) Sepa bailar.
c) Sea una mujer que sabe bailar.

Esta presentacion de los datos se denomina tabla de contingencia y se usa habitualmente.
El espacio muestral lo forman 2000 personas, asi que: card(Q) =2000.

. 800 2 ]
a) P(mujer)=——=|==0,40=40% b) P(sabe bailar
) P(muier) =2 56 =I5 b b) P )
c) P(muijer y sabe bailar)=5—00= 1=0,25=25%
000 |4

700

000

l0=0,35=35%

E.0O7 Se lanzan dos dados y se mira la suma de sus puntos. Calcula la probabilidad de:
a) Obtener menos de 4 puntos, b) Obtener 7 puntos, ¢) Obtener mas de 9 puntos.

Hacemos una tabla de contingencia con
todas las sumas que pueden ocurrir.

La cabecera de las filas indica el valor del
primer dado, la cabecera de las columnas
indica el valor del segundo dado.

Hay un total de 36 valores (no Unicos).

1 2 3 4 5 6
1 1 3 4 5 6 7
2 3 4 5 6 7 8
3 4 5 6 7 8 9
4 5 6 7 8 9 10
5 6 7 8 9 10 11
6 7 8 9 10 11 12

a) P(menos de 4) = 3—:;

1

—=0,0833=8,33%
12

b) P(obtener 7)= % =

=0,1667 =16,67%

1
6
c) P(més de 9):3—%: %

=0,1667 =16,67%

(Hay 3 posibilidades. Las que suman 1y 3.)

(Hay 6 posibilidades. Es la suma més probable.)

(Hay 6 posibilidades. Las que suman 10, 11, 12.)

E.08 Si se lanzan dos monedas (que tienen cara y cruz), calcula la probabilidad de que:
a) Salga al menos una cara, b) No salga ninguna cara, c¢) salgan una cara y una cruz.

El espacio muestral tiene 4 elementos: Q:{CC, C+, +C, ++}

a) P(al menos una cara) =

§=O,75=75%

b) P(ninguna cara) =

1=O,25=25%
4

c) P(unacaray unacruz)=

(C=cara, +=cruz)

(son los 3 casos: CC, C+, +C)

(es tan solo un caso: ++)

1

DN

=0,50=50%
2

(son los dos casos: C+, +C)
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E.09 En una asignatura, el nimero de las chicas que se han matriculado es el doble que el nimero
de chicos. Al final del curso aprobaron el 80% de las chicas y el 60% de los chicos. Calcula:
a) El porcentaje de chicas matriculadas respecto al total, b) El porcentaje de aprobados res-
pecto a los matriculados, c) el porcentaje de chicas entre los suspendidos.

Lo resolveremos con una tabla de contingencia.

Como sabemos que el nimero de chicas es el doble que el de chicos,
si llamamos x al nimero de chicos, el nimero de chicas serd 2x.

Aprobo el 80% de las chicas, es decir: 0,80-2x =1,6x.
Suspendio el 20% de las chicas, es decir: 0,20-2x =0,4x
Aprobo el 60% de los chicos, es decir: 0,60-x=0,6x.
Suspendio el 40% de los chicos, es decir: 0,40-x =0,4x

Completemos la tabla:

Mujer (M) [Hombre (H)
Aprueba (A) 1,6x 0,6x 2,2X
Suspende (S) 0,4x 0,4x 0,8x
2X X 3X
a) %chicas matriculadas = % = % =0,6667 =66,67%

b) %aprobados sobre matriculados = 22X _ 2210 _22_ 1 0,7333=73,33%
3x 3 30 [15

c) %chicas entre suspendidos = 0.4x = 0.4 = 4 = 1 =0,50=50%
08x 08 8 |2

E.10 En un estudio para conocer si un grupo de personas tiene o0 no artrosis se obtuvo esto:

Mujer (M) | Hombre (H) Si se elige a una persona de ese grupo,
calcula la probabilidad de que:
Artrosis (A) 55 45 100 :
a) Tenga artrosis.
No artrosis (A) 15 30 45 b) Tenga artrosis o sea mujer.
70 75 145 c) Sea hombre y no tenga artrosis.
a) P(A) _100_120 _ 0,6897 =68,97%
145 |29

19,0 > I 12 7631 -79,31%

= + = =
145 145 145 145 |29

b) P(AUM)=P(A)+P(M)-P(ANM)

):E_ﬁ=ﬂ:£=o,2069=20,69%
145 145 145 |29

¢) P(HNA)=P(H-A)=P(H)-P(HNA

p.10
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5. Probabilidad de Kolmogérov

El matematico Andréi Kolmogoérov desarroll6 la teoria de la probabilidad a partir de axiomas.
Utilizo el lenguaje de la teoria de conjuntos y, a partir de sus axiomas, se pueden obtener las
diferentes propiedades de la probabilidad (algunas las hemos mencionado ya). Establecié que:

La probabilidad P es una funcién definida sobre los sucesos de un espacio muestral €, y cuyos
valores son nimeros reales. Esa funcion verifica estos axiomas:

1. P(Q)=1
2. SiAcQ — P(A)=0
3. Si Ay B sonincompatibles, es decir ANB=& — P(ANB)=P(A)+P(B)

Propiedades de la probabilidad

De los axiomas de Kolmogorov se pueden deducir las siguientes propiedades. No vamos a
obtenerlas aqui, nos bastara con entender su significado. Algunas de ellas las conocemos ya.

a) P()=0
b) SiAcQ — 0<P(A)<l

c) Si ABcQ,puestoque AUB=BUA — P(AUB)

P(BUA)

d) Si A BcQ,puestoque ANB=BNA — P(ANB)=P(BNA)

e) SiIACQ - P(A)=1-P(A)
fy SiAcB — P(A)<P(B)

9) SIAcB — P(B-A)=P(B)-P(A); siBcA — P(A-B)=P(A)-P(B)
h) Si ABcQ — P(B-A)=P(B)-P(ANB), P(A-B)=P(A)-P(ANB)

i) SiABcQ — P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)

j) Sicard(Q) esfinitoy AcQ esuniforme — P(A)= EZ:SES; [Ley de Laplace]

E.11 De los sucesos A, B sabemos que P(A)=0.65, P(B)=0.45, P(AnB)=0.25
Calcula: a) P(AUB) , b) P(A), ¢) P(Kmé) , d) P(Amé) ) P(KmB)
AUB)=P(A)+P(B)-P(AnB)=0,65+0,45-0,25=]0,85|

~P(A)=1-0,65=[0,35|

(

(A)=

¢) P(AnB)=...{Ley de De Morgan}...= P(AUB)=1-P(AUB)=1-0,85=[0,15|
(
(

-

ANB)=P(A-B)=P(A)-P(ANB)=0,65-0,25=0,40|

ANB)=P(BNA)=P(B-A)=P(B)-P(ANB)=0,45-0,25=0, 20|

p.11
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6. Probabilidad condicionada
Para entender mejor el concepto de probabilidad condicionada, retomaremos el ejemplo 06:
En un estudio para conocer si un grupo de personas sabe bailar o no, se obtuvo esto:

Mujer (M) |Hombre (H) Designaremos a los sucesos asf:
Baila 500 200 700 M : Mujer H: Hombre
No baila 300 1000 1300 B:Baila  B: No baila.
800 1200 2000

Si elegimos a una persona al azar de ese grupo, la probabilidad del suceso ‘sabe bailar’ es:

P(B) = 0 _ 7 (700 personas de un total de 2000)

2000 20

Si sabemos que se trata de una mujer, el suceso ‘sabe bailar condicionado a ser mujer’ se
escribe B| M vy la probabilidad de ese suceso es:

P(B|M) = 5005 (500 mujeres de un total de 800)

800 8
Vemos que tener informacion adicional (aqui, saber que es mujer) cambia mucho las cosas.
Esta Gltima probabilidad podemos escribirla asi:

P(BAM) 500/2000 500 5

P(B|M) = = X2
P(M)  800/2000 800 8

Se define la probabilidad del suceso A condicionado a B (sabemos que se ha dado B) asi:

P(ANB)
P(B)

P(A[B) =

Sucesos independientes.
Dos sucesos A 'y B se dice que son independientes si la ocurrencia de uno no afecta al otro:

P(A|B)=P(A) si Ay B son independientes

P(ANB)
P(B)

E.12 Con la tabla del ejemplo 06, ;son independientes los sucesos ‘sabe bailar’y ‘ser mujer’?

En ese caso tendremos: P(A|B)=P(A) — P(A)= = [P(AnB)=P(A)-P(B) |

La probabilidad de ‘sabe bailar’ es: P(B) = J0o 7
2000 20
La probabilidad de ‘ser mujer’ es: P(M) = 800 _2
2000 5
- . . 500 1
La probabilidad de ‘ser mujer’ y ‘saber bailar’ es: P(BNM)=——==
2000 4
7 2 7 l
Como P(B)-PM)=—-==—===P(BNM) \ no son sucesos independientes. |
20 5 50 4

[Los datos de la tabla indican una preferencia por el baile distinta para hombres y mujeres.]
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E.13 De los sucesos A, B sabemos que P(A)=3/4, P(B)=1/3, P(AnB)=1/5
Calcula: a) P(AUB) , b) P(AB) , ) P(Z\‘B) . d) P(K‘E)

2) P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB) =~ +>—2 =2

P(AnB) 15 [3

b) P(A|B):W:%: :
_, ., P(ANB _ _P(AA

0 P(A‘B): (P(B) ):P(pB(B)A):P(B) sz(s)A B) _ _P(A|B):1_g=§
i P(Krﬁﬁ) P(KZTE) 1_p(AkJB) 1-53/60 7

Y P(A‘B): P(B) B P(E) T 1-P(B)  1-13 |40

E.14 De un estudio con 200 personas sobre la relacion entre fumar y tener cancer se tiene:

Fumador | No Fumador Si se elige a una persona_ql azar de ese
grupo, calcula la probabilidad de que:
Con cancer 80 20 100 )
a) Tenga cancer (C).
Sin cancer 30 /0 100 1) Tenga cancer y sea fumador (C y F).
110 90 200 ¢) ¢Son independientes fumar y tener cancer?
100 |1
a) P(C)=—=|=
) P(C) 200 |2
80 |2
b) P(CnF =
) Pl )= 200 |5
c) P(C|F)= 80 _8  como P(C)=P(C|F) — [son dependientes. |
110 11

E.15 Demuestra que, si Ay B son independientes, A y B también lo son.
Si Ay B son independientes: P(ANB)=P(A)-P(B)
Por lo tanto: P(AUB)=P(A)+P(B)-P(AnB)=P(A)+P(B)-P(A)-P(B)
Si A y B son independientes debe ocurrir que: P(Kmﬁ)z P(Z\)P(E)
P(KmE):P(AuB):l—P(AuB =1-[P(A)+P(B) P(B)]=

=1-P(A)-P(B)[1-P(A ]:[1—P(A)][1—P ]:P( ) (E)

Luego,

p.13
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E.16 De los sucesos A, B sabemos que P(A)=3/8, P(B)=2/5, P(Z\uﬁ) =17/20
Calcula si Ay B son independientes.

B) = P(AnB)=1-1 -3

(AuB) {Ley de De Morgan}...=P(ANB)=1-P(ANB)
“P(An 20 20

_3 . P(AnB) = |Ay B son independientes. |

P(A)-P(B)= 50

| w
og1lN

E.17 De los sucesos A, B sabemos que P(A)=2/3, P(B|A)=1/2, P(B)=
Calcula el menor valor posible de x y el mayor valor posible de x.

P(ANB)
P(A)

P(B)=x debe cumplir que: a) P(ANB)<P(B) y b) P(AUB)<1

Wl

P(BIA)= > P(ANB)=P(A)-P(BIA)=2-2 -

Por (a) tenemos que: % <X
2

P(AuB)=P(A)+P(B)—P(AmB)=§+x—%=%+x

Por (b) tenemos que: %+xsl — xs%

Uniendo los dos resultados:

Wl
b3
IN

wIlN

E.18 Ay B son sucesos independientes. La probabilidad de que ocurran simultaneamente es 1/6
y la probabilidad de que no ocurra ninguno es 1/3. Calcula las probabilidades de A y B.

La probabilidad de que ocurran simultaneamente es: P(ANB)=P(A)-P(B) :%

La probabilidad de que no ocurra ninguno es: P(Au B) :% — P(AUB)=1-

Wl

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB) — = =P(A)+P(B)-< = P(A)+P(B)=
Llamando x=P(A), y=P(B) tenemos el sistema de ecuaciones:

{x-yﬂ/a > y=1(6%)

X+y=5/6 — x+1/(6x)=5/6 Multiplicamos todo por 6x

b? —4ac=(-5)2-4-6-1=1
= 6x*-5x+1=0 (- 5)+\/_ 5+1 {1/3 — y=1Y(6x)=1/2
X =
2-6 12 |Y2 — y=1/(6x)=1/3

Las probabilidades de A y B son 1/2 y 1/3 (intercambiables)

14
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7. Diagramas de arbol

Ademas de los diagramas de Venn y las tablas de contingencia, existe un tercer método visual
para analizar problemas de probabilidad: Los diagramas de arbol.

En un diagrama de arbol se representan los posibles resultados de un experimento. A partir del
nudo inicial se pone una rama para cada una de las posibilidades, con su probabilidad. Al final
de cada rama se pone un nuevo nudo del que partiran nuevas ramas con sus probabilidades.

La suma de probabilidades de las ramas de cada nudo debe dar 1.

La probabilidad de cada punto final (ramas que van del nudo inicial hasta ahi) sera el producto
de las probabilidades de las ramas que se han recorrido.

Veamos como Se usan con varios ejemplos:

E.19 Tenemos un dado de 6 caras coloreadas. Dos de las caras son rojas, las otras cuatro son
blancas. Si lanzamos dos veces el dado, calcula la probabilidad de que se obtenga:
a) Una sola cara roja, b) al menos una cara blanca, ¢) ambas caras del mismo color.

La probabilidad de obtener una cara roja al lanzar el dadoes: ~ P(R)=2/6=1/3

La probabilidad de obtener una cara blanca al lanzar el dado es: P(B)=4/6=2/3

El arbol que tenemos al hacer los dos lanzamientos es este:

Lanzamientos: | 1° 20 Probabilidad
Y3 11 1
/3 R: = P(R,AR,)=P(R,)P(R,)=72=7
w1 2 12 2
B. = P(R.NB,)=P(R)P(B,)=3-5=5
Inicio 7

Y3 21 2
P(B,nR,)=P(B,)-P(R,)==-Z==
2/3 R: = P(B,NR,) (1)(2)339

B1 23
22 4
B. = P(BlmBz):P(Bl).|:>(|32):§.§:5

El resultado de cada lanzamiento es independiente de lo obtenido anteriormente, por eso la
probabilidad de cada punto final es el producto de las probabilidades de las ramas seguidas.

Para calcular las probabilidades pedidas sumaremos las probabilidades de los puntos finales
que contribuyen en cada caso.

a) P(unasola cararoja)=P(R,NB,)+ P(BlmRz):§+§: 3:0,4444:44,44%

b) P(al menos una cara blanca)=P(R, nB,)+P(B,"R,)+P(B,NB,)=
_2,2,4_18_0 8839-88,89%
9 9 9 |9

c) P(caras del mismo color)=P(R, "R, )+ P(BlmBz)=%+g= 3:0,5556=55,56%
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E.20 En una bolsa tenemos 4 bolas blancas, 3 bolas rojas y 2 bolas negras. Sacamos una bola al
azar de la bolsa y, sin devolverla a la bolsa, sacamos una segunda bola.
Calcula la probabilidad de que:
a) Ambas sean del mismo color, b) al menos una sea roja, ¢) una unica bola sea negra.

El diagrama de arbol correspondiente es este (se indica en cada caso el estado de la bolsa):

Extracciones IE Probabilidad
3B 3/7832 = P(BmB) gg:%
.
LIRS |
4B 4B n = PRS- gg:%
Bolsa ;F\j . 39 R, 2:3 —2/78R2 = P(R,NR,)= g§=%
BN, = pRAN)=220
4B e - P(NlmBZ)_S'g:%
0 [ pyry-22-8
0, o e -2i2

a) La probabilidad de que sean del mismo color:
P (el mismo color) =P (B, "B, )+P(R,NR,)+P(N,nN,)=

12 6 2 20 |5

=—t—t—=—=

L2 20,2778 =27,78%
72 72 72 72 [18

b) La probabilidad de que al menos una sea roja:
P(una 0 més roja) =
=P(B,NR,)+P(R,nB,)+P(R,NR,)+P(R,"N,)+P(N,NR,)=

_12,12,6,6,6 42215 4 9778-27.78%
72 72772772772 72 |18

c) La probabilidad de que una unica bola sea negra:
P(solo unanegra)=P(B,"N,)+P(R,AN,)+P(N,nB,)+P(N,NR,)=

8,6, 8,6 28 _17_03389-3889%
T R R T2 s
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E.21 Tenemos dos urnas. La Uz contiene 2 bolas rojas y 1 bola verde. La U contiene 1 bola roja y
2 bolas verdes. Extraemos dos bolas de la urna Uz y, sin mirar el color, las ponemos en la ur-
na U.. Si extraemos una bola de la urna Uz, ¢qué probabilidad tiene cada color?

El diagrama de arbol correspondiente a la extraccion de dos bolas de Uj es:

12 21 2 1
— " R, = P(R,NR,)=%.2=2==
2/3  |1R ? ( )=327673
. i
1V 2
Y2\, = p(RAV,)-2.1 2L
2R 32 6 3
U:|_ ]
1v 2/2 12 2 1
A2 R. = P(V,nR,)==.2=5=-=
1/3 2R 32 6 3
Velov| ] 072
10 0
—V, = P(V,nV,)==—==-=0
2 ( )= 32 6

Como no se puede extraer 2 bolas verdes: P(W) =0, las Unicas posibilidades son:

ooll—\
OJII—‘
w|N

2 bolas rojas: P(RR) :2:% o bien 1 bola roja y 1 bola verde: P(RV) =

Introducimos las dos bolas en U y extraemos una bola:

bolas de U;
3/5
LR = P(RRF\R) lgzi
1/3 3R 35 15
— RRIy | 25 2 2
—V = P(RRmV) 1—=—
1R 35 15
Uz ]
2V 2/5
LR = P(RVmR) Ezzi
2/3 2R 35 15
RVlsv| ] 35
Py L p(RvAv)=238
35 15

La probabilidad de sacar una bola roja de U; es:

3 4 7
P(R)=P(RRNR)+P(RVNR
(R)=P(RRAR)+P(RVNR)=+=1o
La probabilidad de sacar una bola verde de U es:
2 6 8
P(V)=P(RRNV)+P(RVNV
(V)=P(RRAV)+P(RVAV) =+ 2=
- 7 8
Las probabilidades buscadas son: P(R)=E, P(V)=E

(Por supuesto, ambas probabilidades sumadas dan 1. Bastaba calcular una de ellas.)
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E.22 Una Universidad esta formada por tres facultades: La A1 con el 50% de los estudiantes, la A2
con el 30% de los estudiantes y la As con el 20%. En la Az las mujeres son el 70% de los estu-
diantes, tanto en la A2 como en la As las mujeres son el 40% de los estudiantes.

Si elegimos un estudiante al azar de esa Universidad, calcula la probabilidad de que:
a) Sea mujer, b) sea mujer de la facultad A1, c) sea de la facultad A , sabiendo que es mujer,
d) sea mujer, sabiendo que es de la facultad A; .

El diagrama de arbol correspondiente es este: (Facultades: A, B, C; Sexo: Mujer, Hombre)

0.70 M = P(Alﬁl\/l)=0,50><0,70=0,35
0,50
.
990 4 = P(AAH)=0,50x0,30=015
4
0,40 = P(Azﬁl\/l)=0,30><0,40=0,12
] 0,30
Univ. — Az -
0,60
H = P(A,nH)=0,30x0,60=0,18
0,40 M = P(Agml\/l)=0,20><0,40=0,08
0,20
As -
0,60

= P(A3mH):O, 20x0,60=0,12

a) La probabilidad de que sea mujer sera la suma de todos los casos que tengan M:

P(M)=P(A,nM)+P(A,"M)+P(A,nM)=0,35+0,12+0,08=|0,55=55%

Puesto que: P(M|A1):—P(AlmM), P(M|A2):—P(A20M), P(M|A3):—P(A30M)
P(A) P(A,) P(A;)

resulta que: P(M)=P(M|A,)-P(A,)+P(M|A,)-P(A,)+P(M|A;)-P(A,)

A esto se le conoce como probabilidad total y seré el objeto del siguiente capitulo:

SiQ=A UA,U...UA  y McQ setieneque: P(M)=>Y P(M|A,)-P(A))

i<n

b) La probabilidad de que sea mujer de la facultad A1 es:
P(A,nM)=|0,35=35%
¢) La probabilidad de que sea de la facultad A1 , sabiendo que es mujer, es:

P(A,AM) 35%
P(M)  55%

P(AM)= =|0,6364 = 63,64%|

[Las mujeres en Az son 0,35 de un total para la Universidad de: (0,35+0,12+0,08)=0,55]

d) La probabilidad de que sea mujer, sabiendo que es de la facultad Az , es:
P(A,nM) 35%
P(MA,)= ! = =10,70=70%

[En A1 las mujeres son 0,35 de un total de: (0,35+0,15)=0,50]
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Probabilidad

Probabilidad total

Lo hemos visto, para un caso particular, en el apartado (a) del ejemplo anterior (22).
Como es un tema importante lo exponemos ahora de una forma mas general.

Supongamos que los casos A; con 1<i<n son una particion de Q.
Quiere decir que cubren por entero el espacio muestral: Q=A VA, UA,U...UA ;UA,

Si consideremos el suceso B<=Q, tenemos: B=(A, nB)U(A, nB)uU...uU(A, NB)

Al A, A A,

AAB A,0B AB  ANB
Por eso, la probabilidad del suceso B sera:

P(B)=P(A,nB)+P(A,nB)+...+P(A,"M) (k)
Las probabilidades de B condicionadas a los sucesos A, son:

P(A,NnB)

S p(BlA, )= A 0B)

P(A,)

P(A,NB)

P(B|A1): P(A,) ’P(B|A2):

Por lo que las probabilidades de las intersecciones A, N\ B son:
P(A,nB)=P(BJA,)-P(A,) ; P(A,nB)=P(B|A,)-P(A,) ; ... etc.

Y sustituyendo en () tendremos:
P(B)=P(B|A,)-P(A,)+P(B|A,)-P(A,)+...+P(B|A,)-P(A,)

Que se puede escribir asi:

P(B)= ZH:P(B|Ai)-P(Ai) Es el Teorema de la probabilidad total
i=1

Dos empresas X e Y fabrican bombillas. El 60% de las bombillas del mercado las produce X,
el 40% restante las produce Y. EI 99% de las bombillas de X lucen méas de 5000 horas. EI 95%
de las bombillas de Y lucen méas de 5000 horas.

¢ Cual es la probabilidad de que una bombilla elegida al azar dure méas de 5000 horas?

La probabilidad de que una bombilla sea de X 0 Y es: P(A, ) =60/100, P(A, )=40/100
Si B es el suceso ‘durar més de 5000 horas’: P(B|A, )=99/100, P(B|A, )=95/100
= P(B)= P(B|Ax)'P(AX)+P(B|AY)'P(AY):

_99 60 95 40 _[487
100 100 100 100 |500

= 0,974 =97,4%
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E.24 En unas oposiciones al Cuerpo de Bomberos, el 30% de los presentados son mujeres. Entre
las mujeres presentadas, las que miden mas de 1,80m son el 40%. Entre los hombres presen-
tados, los que miden més de 1,80m son el 60%. Si se elige una persona entre los que se han
presentado, ¢cual es la probabilidad de que mida mas de 1,80m?

El espacio muestral queda cubierto por los grupos ‘Hombre’ y ‘Mujer’. De cada grupo
conocemos la probabilidad del suceso ‘medir mas de 1,80m’. Por eso, vamos a aplicar el
teorema de la probabilidad total:

Llamamos A; al suceso ‘Hombre’ y Az al suceso ‘Mujer’: Q=A, UA,

70 30
Segun los datos del problema: P(A,)=—, =—
egun los datos del problema: P(A,) 100 (A,) 100
PTIRN , 60 40
Llamamos B al suceso ‘medir mas de 1,80m’: P(B|Al)=— : P(B|A2)=—
100 100
B . . _ 60 70 40 30 (27 _ 0
P(B)=P(B|A,)-P(A,)+P(B|A,) P(AZ)_100 700 100 o0~ |50 = 54 =54%

E.25 En un acuario tienen peces Angel de 3 colores. El 50% son plateados, el 30% dorados y el
20% negros. De los plateados son machos el 60%, de los dorados son machos el 40% y de los
negros son machos el 80%. Si se elige un pez al azar de ese acuario, calcula la probabilidad
de que: a) Sea hembra, b) sea negro, sabiendo que es hembra.

El espacio muestral queda cubierto por los colores ‘Plateado’, ‘Dorado’ y ‘Negro’.
De cada grupo conocemos la probabilidad del suceso ‘ser Macho’.
Calculemos la probabilidad del suceso ‘ser Macho’. Con ella tendremos la de ‘ser Hembra’.
P(M)=P(M|A;)-P(A,)+P(M|A,)-P(A,)+P(M|A)-P(A)=
=60.50+4O_30+80.20=§
100 100 100 100 100 100 50

a) La probabilidad de elegir una hembra es:

P(H) =1-P(M) =1 2> — | 2L _ 0, 42— 429
50 |50

b) Queremos obtener P(A|H).

p(Ay|H) =2 CH)

b (F)
fo(hia,) =280t o, ) =p(la,)- Pl )

_P(HIAW P(A) _[1-P(MIA)]P(A)

P(H) P(H)

100% —80%]- 20%
[100%—80%]-20% _ 20,0952 =9,520%
42% 21

(Muchas veces es més claro hacerlo con un diagrama de arbol, aqui preferi hacerlo asi.)
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E.26 En un concurso se nos da a elegir entre 3 urnas. La primera urna tiene 3 bolas blancas y 5
bolas negras, la segunda tiene 2 blancas y 6 negras, la tercera urna 1 blanca y 7 negras.
Elegimos una urna al azar y de ella sacamos una bola al azar. Calcula la probabilidad de
que: a) La bola sea blanca, b) Si la bola es blanca, haberla sacado de la primera urna.

El diagrama de arbol correspondiente es este:

3/8
B g~ punB)-L3-2
y3 |38 38 24
Ylon| T 578 15 5
7" N = P(UAN)=2.2=2
3’8 24

2/8
B g pu,nB)-L2_2
lys 2B 3'8 24
Inicio —U, &N n 6/3 16 6
N = P(U,nN)==-—=—
3'8 24

8
L
Y3 |18 38 24
Yslonl T 778 17 7
N = P(U,AN)==.L=L
38 24

a) La probabilidad de que la bola sea blanca es:
P(B)=P(U,nB)+P(U,nB)+P(U,NB)=

3,2, 16 |11 _0o5-050
24 24" 24 24 |4

Con el teorema de la probabilidad total, tendriamos el mismo resultado:
P(B)=P(B|U1)'P(U1)+P(B|U2)'P(U2)+P(B|U3)'P(U3):

13,2, 1.6 11 _¢o5-050
3 24 24 24 24 |4

31,211
83 83 8

b) La probabilidad de haberla sacado de la primera urna, sabiendo que es blanca, es:

P(U|B)=P(UlmB)=3/24:3-4=E:l=050=5o%
' P(B) V4 124 24 [2

La probabilidad del suceso B|U, es:
ST AL
P(U,)
Con este resultado, podriamos reescribir P(U1| B) de esta manera:
P(B|U,)-P(U
P(U,[B)= P(LJE;)B) _P(8 Pl()B) (U.)

Esta forma de escribir la probabilidad condicionada se conoce como Teorema de Bayes y
sera el objeto del siguiente capitulo.

— P(U,nB)=P(B|U,)-P(U,)
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Teorema de Bayes

Supongamos que los casos A; con 1<i<n son una particion de Q.
Es decir, que cubren por entero el espacio muestral: Q=A, VA, UA; U...UA, , UA,

Y consideremos el suceso Bc Q.
Las probabilidades P(Ai) reciben el nombre de probabilidades a priori de los sucesos A, .
Estamos interesados en saber como cambian si sabemos que se ha producido el suceso B.

Se llama probabilidad a posteriori del suceso Ai| B a la probabilidad P(Ai|B).

_P(AiﬁB)_
P(Ai|B)_W_...
{P(B|Ai):% — P(AimB):P(B|Ai)-P(Ai)}
P(B|Ai)'P(AI)
P
p ) _P(B|Ai)'P(Ai)
Esta formula: | P(A,|B) = >(®) se conoce como Teorema de Bayes.

n

Usando el teorema de la probabilidad total: P(B)=>"P(B|A,)-P(A,) se puede escribir as:
i=1
P(B|Ai)'P(Ai)

n

ZP(B|Ai)'P(Ai)

i=1

P(A|B)=

Esta ultima forma es totalmente equivalente a la anterior, solo es mas ‘espectacular’.
Pero muestra con claridad que la formula permite calcular P(A;|B), con las P(BJA,).

El teorema de Bayes es muy importante pues relaciona la probabilidad de A sabiendo B con la
probabilidad de B sabiendo A. Por ejemplo: Conociendo la probabilidad de tener fiebre, si se
sabe que se tiene coviD, se podria hallar la probabilidad de tener coviD si se tiene fiebre.

Es util para estudiar las relaciones causa-efecto. Normalmente se conoce, para una causa dada,
cudl es la probabilidad de su efecto (por ejemplo, si tienes hipotiroidismo qué probable es que
pierdas peso). El teorema de Bayes permite calcular, para un efecto determinado, cual es la
probabilidad de las causas que lo pudieron producir (si pierdes peso qué probable es que tengas
hipotiroidismo).

La inferencia bayesiana es un tipo de deduccion basada en estadisticas en la que las evidencias
0 las observaciones se emplean para averiguar la probabilidad de que una hipétesis pueda ser
cierta. Su nombre proviene del uso que se hace del teorema de Bayes durante el proceso. El
teorema de Bayes tiene muchos campos de aplicacién y es una herramienta matematica basica
para cualquier Ciencia.
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E.27 Tenemos dos monedas, una normal y otra trucada en la que sale cara el triple de veces que
cruz. Cogemos una moneda al azar y la lanzamos al aire obteniendo cara. Calcula la probabi-
lidad de que la moneda lanzada fuese la moneda trucada.

Llamamos A a la moneda normal y B a la moneda trucada.

Las dos monedas tienen la misma probabilidad de ser elegidas: P(A) :%, P(B) :%
La moneda normal (A) tiene como probabilidad de obtener cara: P(cara|A) =

La moneda trucada (B) de cada 4 lanzamientos produce 3 caras: P(cara| B) =

La probabilidad total de obtener cara es:

11 31
_._+_._
22 42

P(cara) =P(cara|A)-P(A)+P(cara|B)-P(B) = —g

Queremos calcular la probabilidad de que la moneda elegida sea la B: P(B| cara)

Segun el teorema de Bayes:

P(B|cara):P(Cara|B)'P(B)=3/4']/2= 38 _13_0,6-60%
P(cara) 58 54.2 |5

E.28 Laurna A contiene 6 bolas rojas y 4 bolas verdes. La urna B contiene 5 bolas rojas y 10 bolas
verdes. Elegimos una urna al azar y sacamos dos bolas que son ambas rojas.
Calcula la probabilidad de que la urna elegida sea la A.

Las dos urnas tienen la misma probabilidad de ser elegidas: P(A) :%, P(B) :%

En laurna A, la probabilidad de elegir 2 bolas rojas es: P(R1 NR, |A) =%g :%
(En A hay 6 rojas de 10. Tras sacar la primera bola roja quedan 5 bolas rojas de 9.)
En la urna B, la probabilidad de elegir 2 bolas rojas es: P(Rl NR, |B) = >4 = 2
15 14 21

(En B hay 5 rojas de 15. Tras sacar la primera bola roja quedan 4 bolas rojas de 14.)

Asi, la probabilidad de sacar dos bolas rojas es:
P(R,NR,)=P(R,NR,|A)-P(A)+P(R,NR,[B)-P(B)=

11 21 3
= =
2

21 2 14

Queremos calcular la probabilidad de que la urna elegida sea la A: P(A| RN RZ)

Segun el teorema de Bayes:

p(AR, AR )_P(leR2|A)-P(A)_]/3.]/2_ 14 [7
Y P(RAR,) 314 332 |9

=0,7778=77,78%
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E.29 En una ciudad hay cajeros automaticos de 3 redes. EI 60% de esos cajeros son de la red A, el
30% de la By el 10% de la C. Cierto dia estaban operativos el 80% de los cajeros de la red A,
el 75% de lared By el 90% de la red C. Ese dia un cliente eligié un cajero al azar e intentd
sacar dinero. Calcula la probabilidad de que:

a) El cajero funcionase, b) si el cajero funciond, que fuera un cajero de la red A.

Llamamos F al suceso ‘el cajero funciona’ y F al suceso ‘el cajero no funciona’.

El diagrama de arbol del problema es el siguiente:

0.80 = P(ANF)=0,80-0,60=0,480
060 |
2 _ —
020 = o P(ANF)=0,80-0,20=0,160
0h ¢ o P(BNF)=0,30-0,75=0,225
.1 030
Inicio B 0.25
=~ F = P(BNF)=0,30-0,25=0,075
090 o P(CF)=0,10-0,90 = 0,090
0,10
c _
010 _

F = P(CNF)=010-0,10=0,010

a) La probabilidad de que el cajero elegido funcione es:
P(F): P(AmF)+P(BmF)+ P(CmF):

=0,480+0,225+0,090 = %:0,795=79,5%

Usando el teorema de la probabilidad total seria:
P(F)=P(F|A)-P(A)+P(F|B)-P(B)+P(F|C)-P(C)=

80 60 75 30 90 10 _[159
100 100 100 100 100 100 |200

=0,795=79,5%

b) Queremos obtener la probabilidad de que el cajero sea de A sabiendo que funciond.
Con los datos del diagrama de arbol tenemos:

P(AJF)= 0.480 - 0489 _132 _ 0,6038 = 60,35%
0,480+0,225+0,090 0,795 |53

[La probabilidad de que el cajero que funciona sea el A es 0,480 de 0,480+0,225+0,090]

Ahora lo haremos usando el teorema de Bayes:

P(F|A)-P(A .
P(AlF) = (FA)-P(A) 8010060100 [32 _ om0
P(F) 159/200 53

(Por supuesto, no hay que hacer cada apartado de dos formas. Sirvié como comprobacion.)

p.24
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E.30 Una empresa recibe material de tres proveedores: A, By C. El 50% del material lo suministra
A, el 30% lo suministra B y el 20% C. Algunos lotes no pasan el control de calidad. No lo pa-
san el 0,1% de los lotes de A, el 0,5% de los lotes de B y el 1% de los lotes de C.
Calcula: a) ¢Qué porcentaje de los lotes es rechazado?
b) Si un lote es rechazado, ¢qué proveedor es el mas probable?

Llamamos Q al suceso ‘lote pasa control de calidad’ y R al suceso ‘lote rechazado’.
El diagrama de arbol del problema es el siguiente (solo nos interesan los rechazados):

50% °
0,1%
b R :P(AmR):SO-O’lz 1
100 100 2000
. 30% °
tnicio 7 | 05% 30 05 3
?2 R = P(BAR)=—. =
100 100 2000
20% °
0,
1% R = P(CAR)- 20 1 1
100 100 500
a) La probabilidad de que un lote sea rechazado es:
P(R):P(AmR)+P(BmR)+P(CmR):
3 0 Y 0004-04%
2000 2000 500 [250

Usando el teorema de la probabilidad total seria:

P(R)zP(R|A)~P(A)+P(R|B)~P(B)+P(R|C)~P(C):
01 50 0530 1 20 |1
=100 100 ' 100 100 100 100 |250

=0,004=0,4%

b) Queremos obtener la probabilidad de que el proveedor sea A, B, C si fue rechazado.
Lo haremos usando el teorema de Bayes para cada proveedor:

p(A|R)=P(R|A)' (A) _0,1/100-50/100 _1

P(R) 1/250 “gT O
P(B|R):P(R|PE2)R-;>( )_05/1]3(;532)0/100 : 0.375
P(c|R)=P(R|C)' (C) _1100- 20100 _1_ o ¢

P(R) Y250 2

| Si un lote es rechazado, el proveedor mas probable es el C|
(De las anteriores, es la mayor probabilidad sabiendo que el lote ha sido rechazado.)

p.25
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E.31 En una factoria 3 maquinas fabrican una misma pieza. La maquina A fabrica 1000 unidades
al dia, un 2% defectuosas. La maquina B, 3000 unidades al dia, un 1,5% defectuosas. La C
fabrica 4000 unidades al dia, un 0,5% defectuosas. a) ¢Cuél es la probabilidad de que una
pieza elegida al azar sea defectuosa? b) Si una pieza es defectuosa, ¢cual es la probabilidad
de que haya sido fabricada por la maquina A? c) Sabiendo que una pieza no es defectuosa,
¢cudl es la probabilidad de no haber sido fabricada por la maquina C?

Llamamos A, B, C a los sucesos de fabricacion por cada maquina y D a ‘pieza defectuosa’.

Las méaquinas fabrican 8000 unidades diarias. La probabilidad para cada maquina es:

1000 1 3000 3 4000 1
( ):800025’P(B):sooozé’P(C) 8000 2

El diagrama de arbol del problema es el siguiente:

2% 1 2 1
D = P(AND)=Z.——=—_
18 A 8 100 400
98%  _ S\ 1 98 49
1,5%
D = P(BAD)=2.2_ 9
N 3/8 8 100 1600
fnicio 1 | 98,5% 3 985 501
’ 0 — e
b = P(BQD):§ 100 1600
0.5%
D = F>(CmD)—5;5 1
Y2 c 2100 400
995% _ — 1995 199
b = P(CGD)_E 100 _ 400

a) La probabilidad de que una pieza sea defectuosa es (probabilidad total):
P(D)=P(ANnD)+P(BND)+P(CND)=
1 9 1 17
400 1600 400 [1600

=0,010625=1,06%

b) La probabilidad de que una pieza haya sido fabricada por A, sabiendo que es defectuosa,
la calculamos usando el teorema de Bayes:
P(D|A)-P(A) P(AND
P(AID)= (DIA)-P(A) _P(AND) _ 1400 [4 o once on gy,
P(D) P(D)  17/1600 |17

c) Laprobabilidad de que una pieza no haya sido fabricada por C, si no es defectuosa, es la
probabilidad de haber sido fabricada por A o por B, sabiendo que no es defectuosa:

P(AnD) P(BAD) P(AND)+P(BND)

P(C_)‘B):P(A|5)+P(B|5): ") + -5 _ -r (D) -
49 591
_ 4001600 _| 787 _ 4q75 _ 49 700
17 1583 ’
1600

p.26
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Ejemplos que se encuentran resueltos en el documento ‘Probabilidad’

E.O1

E.02

E.O03

E.04

E.05

E.06

E.O7

E.08

E.09

E.10

En una clase de la ESO el 70% del alumnado lleva comida para la hora del recreo.
El 60% del alumnado lleva bebida y el 40% del alumnado lleva tanto comida como bebida.
¢ Qué porcentaje del alumnado no lleva ni comida ni bebida?

En unas pruebas para la Policia Nacional el 80% de los presentados aprobd las pruebas fisi-
cas, el 35% de los presentados aprobd las pruebas técnicas y el 5% de los presentados no
aprobd ninguna de las dos. ¢ Qué porcentaje de los presentados aprob6 ambas pruebas?

Los alumnos de una autoescuela se han presentado a los examenes para obtener el permiso de
conducir turismos. Hicieron la prueba tedrica y la prueba practica. EI 15% de los alumnos
aprob6 ambas pruebas. El 75% de los alumnos solo aprobd una prueba. La prueba tedrica se
les dio mejor, pues el nimero de alumnos que la superaron fue el doble que el nimero de
alumnos que superd la prueba préactica. ¢Qué porcentaje de los alumnos fall las 2 pruebas?
¢ Qué porcentaje de los alumnos aprobé cada una de las pruebas?

Una bolsa contiene 5 bolas rojas, 3 blancas y 2 negras. Calcula la probabilidad de sacar:
a) Una bola roja, b) una bola que no sea blanca, c) una bola negra, d) una bola roja o blanca.

Una baraja espafiola tiene 48 cartas, 12 de cada palo. Cada palo tiene solo tres figuras (la
sota, el caballo y el rey). Si sacamos una carta al azar, calcula la probabilidad de que sea:
a) De oros, b) una figura de oros, ¢) una figura, d) que sea figura o sea de oros.

En un estudio para conocer si un grupo de personas sabe bailar o no, se obtuvo esto:
Mujer (M) [Hombre (H) Si se elige a una persona de ese grupo,
calcula la probabilidad de que:
Baila 500 200 700 .
a) Sea mujer.
No baila 300 1000 1300 b) Sepa bailar.
800 1200 2000 c) Sea una mujer que sabe bailar.

Se lanzan dos dados y se mira la suma de sus puntos. Calcula la probabilidad de:
a) Obtener menos de 4 puntos, b) Obtener 7 puntos, ¢) Obtener mas de 9 puntos.

Si se lanzan dos monedas (que tienen cara y cruz), calcula la probabilidad de que:
a) Salga al menos una cara, b) No salga ninguna cara, c) salgan una cara y una cruz.

En una asignatura, el nimero de las chicas que se han matriculado es el doble que el nimero
de chicos. Al final del curso aprobaron el 80% de las chicas y el 60% de los chicos. Calcula:
a) El porcentaje de chicas matriculadas respecto al total, b) El porcentaje de aprobados res-
pecto a los matriculados, c) el porcentaje de chicas entre los suspendidos.

En un estudio para conocer si un grupo de personas tiene o no artrosis se obtuvo esto:
Mujer (M) | Hombre (H) Si se elige a una persona de ese grupo,
calcula la probabilidad de que:
Artrosis (A) 55 45 100 .
a) Tenga artrosis.
No artrosis (A) 15 30 45 b) Tenga artrosis o sea mujer.
70 75 145 c) Sea hombre y no tenga artrosis.
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E.1l1

E.12

E.13

E.14

E.15

E.16

E.17

E.18

E.19

E.20

E.21

E.22

De los sucesos A, B sabemos que P(A)=0.65, P(B)=0.45, P(AnB)=0.25
Calcula: a) P(AUB) , b) P(K) , ) P(Zmé) , d) P(Amé) ) P(KmB)

Con la tabla del ejemplo 06, ;son independientes los sucesos ‘sabe bailar’y ‘ser mujer’?

De los sucesos A, B sabemos que P(A)=3/4, P(B)=1/3, P(AnB)=1/5
Calcula: a) P(AUB) , b) P(AB), c) P(Z\‘B) . d) P(K‘E)

De un estudio con 200 personas sobre la relacion entre fumar y tener cancer se tiene:

Fumador | No Fumador Si se elige a una persona al azar de ese
grupo, calcula la probabilidad de que:
Con cancer 80 20 100 )
a) Tenga cancer (C).
Sin cancer 30 /0 100 1) Tenga cancer y sea fumador (C y F).
110 90 200 ¢) ¢Son independientes fumar y tener cancer?

Demuestra que, si Ay B son independientes, A y B también lo son.

De los sucesos A, B sabemos que P(A)=3/8, P(B)=2/5, P(Z\uﬁ) =17/20
Calcula si Ay B son independientes.

De los sucesos A, B sabemos que P(A)=2/3, P(B|A)=1/2, P(B)=x
Calcula el menor valor posible de x y el mayor valor posible de x.

A'y B son sucesos independientes. La probabilidad de que ocurran simultaneamente es 1/6
y la probabilidad de que no ocurra ninguno es 1/3. Calcula las probabilidades de Ay B.

Tenemos un dado de 6 caras coloreadas. Dos de las caras son rojas, las otras cuatro son
blancas. Si lanzamos dos veces el dado, calcula la probabilidad de que se obtenga:
a) Una sola cara roja, b) al menos una cara blanca, ¢) ambas caras del mismo color.

En una bolsa tenemos 4 bolas blancas, 3 bolas rojas y 2 bolas negras. Sacamos una bola al
azar de la bolsa y, sin devolverla a la bolsa, sacamos una segunda bola.

Calcula la probabilidad de que:

a) Ambas sean del mismo color, b) al menos una sea roja, ¢) una Unica bola sea negra.

Tenemos dos urnas. La Uy contiene 2 bolas rojas y 1 bola verde. La Uz contiene 1 bola roja y
2 bolas verdes. Extraemos dos bolas de la urna U1 y, sin mirar el color, las ponemos en la ur-
na Uz. Si extraemos una bola de la urna Uz, ¢qué probabilidad tiene cada color?

Una Universidad esta formada por tres facultades: La A1 con el 50% de los estudiantes, la A2
con el 30% de los estudiantes y la As con el 20%. En la A1 las mujeres son el 70% de los estu-
diantes, tanto en la A2 como en la Az las mujeres son el 40% de los estudiantes.

Si elegimos un estudiante al azar de esa Universidad, calcula la probabilidad de que:

a) Sea mujer, b) sea mujer de la facultad A1 , c) sea de la facultad A , sabiendo que es mujer,
d) sea mujer, sabiendo que es de la facultad A; .
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E.23

E.24

E.25

E.26

E.27

E.28

E.29

E.30

E.31

Dos empresas X e Y fabrican bombillas. EI 60% de las bombillas del mercado las produce X,
el 40% restante las produce Y. EI 99% de las bombillas de X lucen méas de 5000 horas. EI 95%
de las bombillas de Y lucen més de 5000 horas.

¢ Cual es la probabilidad de que una bombilla elegida al azar dure méas de 5000 horas?

En unas oposiciones al Cuerpo de Bomberos, el 30% de los presentados son mujeres. Entre
las mujeres presentadas, las que miden mas de 1,80m son el 40%. Entre los hombres presen-
tados, los que miden més de 1,80m son el 60%. Si se elige una persona entre los que se han
presentado, ¢cual es la probabilidad de que mida mas de 1,80m?

En un acuario tienen peces Angel de 3 colores. El 50% son plateados, el 30% dorados y el
20% negros. De los plateados son machos el 60%, de los dorados son machos el 40% y de los
negros son machos el 80%. Si se elige un pez al azar de ese acuario, calcula la probabilidad
de que: a) Sea hembra, b) sea negro, sabiendo que es hembra.

En un concurso se nos da a elegir entre 3 urnas. La primera urna tiene 3 bolas blancas y 5
bolas negras, la segunda tiene 2 blancas y 6 negras, la tercera urna 1 blanca y 7 negras.
Elegimos una urna al azar y de ella sacamos una bola al azar. Calcula la probabilidad de
que: a) La bola sea blanca, b) Si la bola es blanca, haberla sacado de la primera urna.

Tenemos dos monedas, una normal y otra trucada en la que sale cara el triple de veces que
cruz. Cogemos una moneda al azar y la lanzamos al aire obteniendo cara. Calcula la probabi-
lidad de que la moneda lanzada fuese la moneda trucada.

La urna A contiene 6 bolas rojas y 4 bolas verdes. La urna B contiene 5 bolas rojas y 10 bolas
verdes. Elegimos una urna al azar y sacamos dos bolas que son ambas rojas.
Calcula la probabilidad de que la urna elegida sea la A.

En una ciudad hay cajeros automaticos de 3 redes. El 60% de esos cajeros son de la red A, el
30% de la By el 10% de la C. Cierto dia estaban operativos el 80% de los cajeros de la red A,
el 75% de lared By el 90% de la red C. Ese dia un cliente eligi6é un cajero al azar e intentd
sacar dinero. Calcula la probabilidad de que:

a) El cajero funcionase, b) si el cajero funciond, que fuera un cajero de la red A.

Una empresa recibe material de tres proveedores: A, By C. ElI 50% del material lo suministra
A, el 30% lo suministra B y el 20% C. Algunos lotes no pasan el control de calidad. No lo pa-
san el 0,1% de los lotes de A, el 0,5% de los lotes de B y el 1% de los lotes de C.
Calcula: a) ¢Que porcentaje de los lotes es rechazado?

b) Si un lote es rechazado, ¢qué proveedor es el mas probable?

En una factoria 3 maquinas fabrican una misma pieza. La maquina A fabrica 1000 unidades
al dia, un 2% defectuosas. La maquina B, 3000 unidades al dia, un 1,5% defectuosas. La C
fabrica 4000 unidades al dia, un 0,5% defectuosas. a) ¢Cual es la probabilidad de que una
pieza elegida al azar sea defectuosa? b) Si una pieza es defectuosa, ¢cual es la probabilidad
de que haya sido fabricada por la maquina A? c) Sabiendo que una pieza no es defectuosa,
¢cudl es la probabilidad de no haber sido fabricada por la maquina C?
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Problemas de Probabilidad

Problemas tedricos de probabilidad (PAU-Valencia)

01. Junio-2005_A4

Sean Ay B dos sucesos con P(A)=0,5; P(B)=0,3 y P(AnB)=0,1. Calcula:
a) P(AUB), b) P(A|B),c) P(A|AnB), d) P(A|/AUB)

a) P(AUB)=P(A)+P(B)-P(AnB)=0,5+0,3-0,1=[0,7|
P(AnB) 01 |1

b) P(A|B):W:?:§
o) P(A|AmB):P(??AQQ)B)):...{Am(AmB):AmB}...:EE?QE;:
d) P(A|Au|3)=P(??A(CE)B))=...{Am(AuB)=A}...=%:%:g

02. Junio-2006_A4

Sean Ay B dos sucesos con P(AUB)=0,9 ; P(K)=0,4 y P(AnB)=0,2. Calcula:
a) P(B),b) P(A[B),c) P(AnB),d) P(AUB)

a) P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB) — 0,9=(1-0,4)+P(B)-0,2 = P(B)=[0,5
_P(AnB) 0,2 _2_

b) P(A|B)—W—O——g 0.4]

¢) P(ANB)=P(A-B)=P(A)-P(ANB)=(1-04)-0,2=[0,4]

d) P(AUB)=P(ANB)=1-P(ANB)=1-0,2=[0]

03. Septiembre-2006_B4

Dados dos sucesos aleatorios independientes se sabe que la probabilidad de que ocurran

los dos simultdneamente es 3/25 y la de que ocurra al menos uno de los dos es 17/25.
Calcula la probabilidad de cada uno de los dos sucesos.

P(A)=x, P(B)=y — P(AUB):%:P(A).F)(B) — X'yzzis

17 3 20
P(AuB)=P(A)+P(B)-P(ANB) > —=X+y—— = X+y=—
(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB) — Z==x+y-— Y=o
. b® —4ac = (—20)? —4-25.3=100
= S X+—="" = 25x*-20x+3=0 3/5 5
TV 25x 25 yo20£10_2+1 13/5 — y=Y
50 5 |15 — y=3/5

= [P(A)=3 . P(B)=¢| obien |P(A)==, P(B)==
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Problemas de Probabilidad

04. Septiembre-2007_A4

Sean Ay B dos sucesos con P(A)=0,4 ; P(B)=0,6 y P(AUB)=0,7. Calcula:
a) ¢Son independientes Ay B?, b) P(Amﬁ), c) P(Km@)
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05. Junio-2008_A4

Sean Ay B dos sucesos con P(AnB)=0,1; P(AUB)=0,7 y P(A|B)=0,2. Halla:
a) P(A) y P(B), b) ¢(Son independientes A y B?, c) P(Ku B)

P(ANB) .,

01 1
IO I PR =

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB) - 0,7=P(A)+0,5-0,1 = P(A)=[0,3

a) P(AB)=

N

b) P(A)-P(B)=0,3-0,5=0,15%0,1=P(AnB) |AYy B no son independientes. |

¢) P(AUB)=P(A-B)=1-P(A-B)=1-[P(A)-P(AnB)]=1-(0,3-0,1)=[0,8]

06. Septiembre-2008_B4

Sean Ay B dos sucesos con P(A)=0,7 ; P(B)=0,2 y P(A|B)=1. Calcula:
a) P(AnB),b) P(AUB), c) P(B|A), d) ¢Son independientes A y B?

) P(A|B)=% - 1=W = P(ANB)=1.0,2=[0,2]

b) P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)=0,7+02-0,2=[0,7]

c) P(B|A)=%=%= %

d) P(A)-P(B)=0,7-0,2=0,14%0,2=P(AnB) |AYy B no son independientes. |
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Problemas de Probabilidad

07. Junio-2010_A3

Sean Ay B dos sucesos con P(B|A)=0,9 ; P(A|B)=0,2 y P(A)=0,1. Calcula:
a) P(AnB), b) P(B), c) ;Son independientes A y B?, d) P(AUE)

a) P(B|A)=% — O’QZW = P(ANB)=0,1-0,9=|0,09]
b) P(A|B)=% B 0,2=% = P(B):%zo,%

c) P(A)-P(B)=0,1.0,45=0,045=0,09=P(ANB) [Ay B no son independientes. |

d) P(AUB)=P(B-A)=1-P(B-A)=1-[P(B)-P(AnB)]=1-(0,45-0,09)=(0,64]

08. Junio-2013_B3

Sean Ay B dos sucesos con P(A)=0,3 ; P(B)=0,4y P(A|B)=0,2. Calcula:
a) P(Z\u B), b) P(BJA), ¢) P(Kmﬁ), d) ¢Son independientes A y B?

P(ANB) o, _P(ANB)

a) P(AB)= >(®) - 02=—"7

= P(AmB)=O,2-0,4:0,08

P(AUB)=P(A-B)=1-P(A-B)=1-[P(A)-P(ANB)]|=1-(0,3-0,08)=[0,78

P(AmB):O,OSZi
P(A) 03 |15

b) P(B|A)=

¢) P(AnB)=P(AUB)=1-[P(A)+P(B)-P(ANB)]=1-(0,3+0,4-0,08)=[0,38

d) P(A)-P(B)=0,3-0,4=0,12=0,08=P(AnB) |Ay B no son independientes. |

09. Julio-2014_B3

Sean A 'y B dos sucesos con P(K) =1/3 ; P(B)=3/4 y P(AyB)=5/8. Calcula:
a) P(AoB), b) P(ni AniB),c) P(A|B), d) ;Son independientes A y B?

a) P(Ao B):P(AuB):[l—P(K)}+P(B)—P(AmB):(l—%jJr%_g: %

b) P(ni Ani B):P(AUB):l—P(AuB):l—%: >

24

d) P(A)-P(B):(l——);:%ig: P(ANB) |Ay B no son independientes. |
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10. Junio-2015_B3

Sean Ay B dos sucesos con P(A)=2/3; P( ) /4 y P(AoB)=19/24. Calcula:
a) P(AyB),b) P(no AynoB),c) P(A|B), d) ¢Son independientes A y B?

) P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB) > 102, (1—%)—P(AmB):>P(AmB)=E

~ =\ o= 19 [5
b) P(noAynoB)=P(AnB)=P(AUB)=1-P(AUB)= =1-— =
_P(AnB) 58 [5
O PR e e s
d) P(A)-P(B)z%-(l—%]z%;ég:P(AmB) | A'y B no son independientes. |

11. Junio-2016_B3

Sea el espacio muestral: Q={a,b,c,d,e, f} con P(a)=P(b)=P(c)=P(d)=1/12;
P(e)=1/2; P(f)=1/6. Dados los sucesos: A={a,c,d} y B={c,e, f}. Calcula:
a) P(AUB),b) P(AUB), ) P(ANB),d) P(A[B)

P(A)=P(a)+P(c)+P(d)=3-é=% ; P(B)=P(c)+P(e)+P(f)=é+%+1=%

6

1.1 1,111 1

P(AUB)=P({a,c,de f})= AT AR BET] , P(AnB)=P({c }):E
2) P(AuB):%

b) P(KuB):P(,ﬁs)=1—P(A—B)=1—[P(A)—P(AmB)]=1 (%-%} %

d) P(A|B)-= P(PA(Q)B) :jé/lj - %
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12. Julio-2018_B3

d)

Sea el espacio muestral: Q={a,b,c,d,e} con P(a)=P(c)=1/8; P(d)=1/4;
P(e)=1/3. Dados los sucesos: A={a,b,c} y B={b,d,e}. Calcula:
a) P(ANB), b) P(Aué),c) P(Kmé),d) P(A|§),e) P(B|A)

1

P(Q)=1=P(a)+P(b)+P(c)+P(d)+P(e) - P(b)=1—(8+%+ v

1
=+
12

P(A)=P(a)+P(b)+ P(c):% ; P(B)=P(b)+P(d)+P(e)

P(AuB):P(ﬂ):l—P(B A)=1-[P(B)-P(AnB)]=1- (11]:3

~ P(Amg) P(A—B) B p(A)_P(AmB)_5/12—]/6 :

P(AlB)= ) = P(B)  1-P(B)  1-3/4
_P(ANB) 16 |2
P(B|A)= P(A) _5/12_

13. Septiembre-2020_3

Sean Ay B dos sucesos con P(A)=0,4 ; P(AUB)=0,8y P(Z\UE)—O 7. Calcula;

a) ¢Son independientes A y B?, b) P(solo uno de los dos), c) P( ) d) P(A‘ )

P(AUB)=P(ANB)=1-P(AnB) — 0,7=1-P(AnB) = P(ANB)=0,3

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(AnB) - 0,8=04+P(B)-03 = P(B)=0,7
a) P(A)-P(B)=0,4-0,7=0,28+0,3=P(ANB) [Ay B no son independientes. |
b) P(solounodelosdos) (AuB)—P(AmB):O,S—O,B:
¢) P(B)=1-P(B)=1-0,7=
o p(A )=P(f(;)B):P(:;)A)zP(B);?é/;mm_ono—?o,s_;
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14. Junio-2021_5

Sean Ay B dos sucesos con P(A)=0,4 ; P(B|A)=0,25y P(E) =0,75. Calcula:
a) ¢Son independientes Ay B?, b) P(AUB), c) P(A|§) ,d) P(Kuﬁ) y P(Z\mﬁ)

P(ACB) 5e_P(ACB)

P(A) 0,4

a) P(A)-P(B)=0,4-(1-0,75)=0,1=P(ANB

P(BJA)= = P(ANB)=0,4-0,25=0,1

| A'y B son independientes. |

1-0,75)-0,1=[0,55]
_. P(ANB) P(A-B) P(A)-P(ANB) 04-01
) P(AB)- P(B)  P(B) (8) o7 =04

)
(

b) P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)=04+

P

d) P(AUB)=P(ANB)=1-P(AnB)=1-0,1=[0,9]

P(ANB)=P(AUB)=1-P(AUB)=1-0,55=[0,45]

15. Julio-2022_5

Sean Ay B dos sucesos con P(B)=0,4 ; P(AnB)=0,2 y P(AnB)=0,3. Calcula:

a) P(AUB), b) P(solo uno de los dos), c) P(B|A), d) ¢Son independientes A y B?

a) P(AnB)=P(AUB)=1-P(AUB) — 0,2=1-P(AUB) = P(AUB)=[08]
b) P(solounodeIosdos):P(AuB)—P(AmB):O,S—O,B:
¢) P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB) — 0,8=P(A)+0,4-0,3 = P(A)=0,7

_P(AnB) 0,3 |3
P(BIA)= P(A) 07 |7

d) P(A)-P(B)=0,7-0,4=0,28%0,3=P(AnB) |Ay B no son independientes. |
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Problemas de Probabilidad

Problemas de probabilidad (PAU-Valencia desde 2018)

01. Junio-2018_A3

En un estudio realizado en un comercio se ha determinado que el 68% de las compras
se pagan con tarjeta de crédito. El 15% de las compras superan los 500 € y ambas cir-
cunstancias (una compra supera los 500 € y se paga con tarjeta de crédito) se da el 5%
de las veces. Calcula la probabilidad de que:

a) Una compra no supere los 500 € y se pague en efectivo.
b) Una compra no pase de 500 € si no se ha pagado con tarjeta de crédito.
¢) Una compra se pague con tarjeta de crédito si no ha superado los 500 €.

Llamamos T al pago con tarjeta (T serd pago en efectivo) y S a “ser superior a 500€”.
Segun los datos del problema: P(T)=68% ; P(S)=15% ; P(T nS)=5%

El diagrama de Venn del problema es:

T=68% S=15% T=68% 5=15%

Q2 Q
P(SUT)=63%-+5%+10% = 78%

a) P(émf):P(STT):l—P(SuT):loo%—m%:

b) P(éﬁ)—P(émﬂ— 22% __22% _\1_ 4 a7 68,750
B p(f) 100%-68% 32% |16 T

P(TAS -
(TAS) P(T-S)  63% 93 _o,7412-74,12%

PS)  P(S) T 100%-15% |85

o) P(TfS)-=
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02. Junio-2018_B3

En una casa hay tres llaveros. El primer llavero (Azul) tiene 5 llaves. El segundo (Rojo)
tiene 4 llaves y el tercero (Verde) tiene 3 llaves. En cada llavero hay una Unica llave
que abre la puerta del trastero. Se escoge al azar uno de los llaveros.

a) Calcula la probabilidad de abrir el trastero con la primera llave que se prueba del
Ilavero escogido.

b) Si se abre el trastero con la primera llave que se prueba, ¢cuél es la probabilidad de
que se haya escogido el llavero Verde?

c) ¢Cudl es la probabilidad de que la primera llave que se prueba del Ilavero escogido al
azar no abra y si que lo haga una segunda (distinta) que se prueba del mismo llavero?

Llamamos A, R, V a los sucesos ‘elegir llavero X’ y T al suceso ‘la llave abre ¢l trastero’.

El diagrama de arbol del problema es:

5
A N D1
1/3 35 15
AT us
s o= 2 P(ANT)= 14_4
35 15
4
Ll = P(BAT)=1.1-1
1/3 34 12
Inicio R - 24
/ = P(RNT)= 183
34 12
3
B2 P(vAT)=2.221
1/3 33 9
Y 2/3 2 2
_ 1
P(VAT)=2.2=%
T = ( m) 33 9
1 1 1 [47
a) P(T)=P(ANT)+P(BNT)+P(CNT)="—+-—+==|—=0,2611=26,11%
15 12 9 |180

PIVAT) . 49 120\ oss_ 4 5506
P(T)  47/180 |47

b) P(V[T)=

c) Llamemos T2 al suceso ‘la segunda llave abre el trastero’.
Para T2: En el Azul abre 1 de 4, en el Rojo abre 1 de 3, En el Verde abre 1 de 2.
141 131 121

P(T,NT|A)= Yo g,P(T NT|R)= 37 Z,P(T ATIV)= >33

P(T mT) P(T T|A)-P(A)+P(T2m'_I'|R)-P(R)+P(T2m'_I'|V)-P(V):

1 (1. )AL T AT g oe11-2611%
374 3)3 15 129 |180

1
3
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Problemas de Probabilidad

03. Julio-2018_A3

Un dado normal tiene sus caras numeradas del nimero 1 al 6. Otro dado esta trucado y
tiene cuatro caras numeradas con el 5 y las otras dos caras numeradas con el 6. Se elige
un dado al azar y se realizan dos tiradas con el dado elegido. Calcula la probabilidad de:

a) Sacar un 6 en la primera tirada y un 5 en la segunda.

b) Que la suma de los resultados obtenidos en las dos tiradas sea 11.

c) Si al realizar las dos tiradas con el dado elegido al azar se obtiene un 6 en la primera
tirada y un 5 en la segunda, ¢cuél es la probabilidad de haber elegido el dado trucado?

Llamamos A al dado normal y B al dado trucado [ P(5)=2/3, P(6)=1/3].

El diagrama de arbol del problema es:

1/2 1/6 1/6 111 1
N N, = P(ANN,NN,)==-=.= =
A ' ’ (AONAN,) =28 6™ 72
(Deala6) (Dealab) [Para las 36 posibilidades]
Inicio T 2/3 Lo 4
5 = P(Bn5 N5 )==-—-— =—
2/3 : ? (B&nS,)=2337 1
s 6 = P(Bn5n6,)=2.2.1_2
1/2 . ’ Y777 233 18
2/3
/ 5 = P(Bm61m52):l-1-2:£
1/3 6 2 33 18
1 3 6 = P(BN6,n6 )—EEE—i
? 11727 573'3 18
1 2 9 |1
a) P(5 n6,)=P(ANn5 N6,)+P(BN5 N6, )=—+—=—=|=
) P(5.16,)=P(AN5,M6,)+P(BNE,N6,)= o= = |2

b) P(suma1l)=P(5,n6,)+P(6,N5,)=
=[P(AN5,n6,)+P(BN5n6,)|+[P(An6,N5,)+P(BN6,N5,)]=
1 1.2 2 |1

=t —t—F—=
72 72 18 18 |4

1 2
_+_
72 18

c) P(6,n5,)=P(An6,n5,)+P(BN6,N5,)=

P(B|6,N5,)= P(BAGS,) 218 —

P(6,n5,) 18

1
8
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Problemas de Probabilidad

04. Junio-2019_A3

En una ciudad, las 2/3 partes de los hogares tienen Smart TV, de ellos las 3/8 partes han
contratado algun servicio de television de pago, porcentaje que baja al 30% si conside-
ramos el total de los hogares. Al elegir un hogar al azar, calcula la probabilidad de que:

a) No tenga Smart TV pero haya contratado television de pago.
b) Tenga Smart TV si sabemos que ha contratado television de pago.
¢) No tenga Smart TV si sabemos que no ha contratado television de pago.

Llamamos S al suceso ‘tener Smart TV’ y T al suceso ‘tener television de pago’.

Segun los datos del problema: P(S)= % =66,67%, P(T)=30%, P(SNT) =§ % = 25%
El diagrama de Venn del problema es:
S=66,67%  1=30% S=66,67%  1=30%
41,67%
Q Q

P(SUT) =41,67%+25%+5%=71,67%

a) P(SNT)=P(TNS)=P(T-3)=

P(SNT)_25% _[5_
P(T) 30%

b) P(S|T)= =0,8333=283,33%

6
P(SAT) P(SUT) 1-P(SUT) _100%-7167%
P(T)  P(T) 1—P(T) ~100%—30%

0 P(S[T)= —[0,4048 = 40, 48%
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05. Junio-2019_B3

Sabemos que el 5% de los hombres y el 2% de las mujeres que trabajan en una empresa
tienen un salario mensual mayor que 5000 euros. Se sabe también que el 30% de los
trabajadores de dicha empresa son mujeres.

a) Calcula la probabilidad de que un trabajador de la empresa, elegido al azar, tenga un
salario mensual mayor que 5000 euros.

b) Si se elige al azar un trabajador de la empresa y se observa que su salario mensual es
mayor que 5000 euros, ¢cual es la probabilidad de que dicho trabajador sea mujer?

c) ¢Que porcentaje de trabajadores de la empresa son hombres con un salario mensual
mayor que 5000 euros?

Llamamos M al suceso ‘ser mujer’, H a ‘ser hombre’ y S al suceso ‘salario > 5000€”.
El diagrama de arbol del problema es:

2% S = P(MnS)= 0 2 _3 =0,6%
30% 100 100 500
28% _ -\ 30 98 147
= P(MNS)=—.—= =29, 4%
N S (M) 100 100 500 ’
Inicio
% S = P(HNS)= 05 _7 =3,5%
70% 100 100 200
95% _ -\ 70 95 133
= P(HNS)= . = =66,5%
S (HAS) 100 100 200 ’

P(S)=P(SM)-P(M)+P(S/H)-P(H)=P(MNS)+P(HNS)=0,6%-+3,5% = [4,1%)|

P(MNS) 0,6% 6
P(M|S)= = =—=0,1463=|14,63%

5 70 7
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06. Julio-2019_A3

Un modelo de coche se fabrica en tres versiones: Van, Urban y Suv. El 25% de los co-
ches son de motor hibrido. El 20% son de tipo Van y el 40% de tipo Urban. El 15% de
los de tipo Van y el 40% de los de tipo Urban son hibridos. Se elige un coche al azar.

Calcula:

a) La probabilidad de que sea de tipo Urban, sabiendo que es hibrido.
b) La probabilidad de que sea de tipo Van, sabiendo que no es hibrido.
c) La probabilidad de que sea hibrido, sabiendo que es de tipo Suv.

d) La probabilidad de que no sea de tipo Van ni tampoco hibrido.

Llamamos V, U, S a los sucesos ‘tipo de coche’, H al suceso ‘ser un coche hibrido’.

Los coches de tipo Suv son: P(S)=100%—(20%-+40%) = 40%

Los coches hibridos son el 25%: P(H)=25%
Los Van-hibridos son: 15%-20% = 3%, los Urban-hibridos son: 40%-40% =16%
Los Suv-hibridos deben ser: 25% —3%—16% = 6% =P (S)-P(S|H)=40%-P(H|S)

6%

Por lo tanto: P(H|S): =15%
40%
El diagrama de arbol del problema es:
15% 20 15 3
20% —H = F>(\mH)Zloo'loozloo:?’%
0 —
85% N P(Vmﬁ)— 20 85 _17 _ .
H 100 100 100
40% 40 40 16
40% —H = F)(UmH):loo'loozloo:16%
. . 0
Inicio -
o0% = P(UnH)= 0 0 _ 2 o
H 100 100 100
15% 40 15 6
40% —H = F)(SmH)Zloo'loo:10026%
0 —
o H = P(SAH)= 0 5 _ 3 a0
100 100 100
P(UAH 0
a) P(UH)= ( ) _16% o

P(H) — 25%

P(VAH) P(VAH) 17%

b) P(VIF)- P(H) — 1-P(H) = To0% 259 ~ 2287

0 P(H|S):P(Hm8) 6% _[i5%)

P(S)  40%

d) P(VAH)=P(VUH)=1-P(VUH)=1-[P(V)+P(H)-P(VnH)]=
=100% —(20% + 25% —3%) = |58%
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Problemas de Probabilidad

07. Julio-2019_B3

Un estudiante va a la universidad el 70% de las veces usando su propio vehiculo, y el
doble de veces en transporte publico que andando. Llega tarde el 1% de las veces si va
andando, el 3% si va en transporte publico y el 6% si va en su vehiculo. Se pide:

a) La probabilidad de que un dia cualquiera llegue puntualmente.
b) La probabilidad de que haya acudido en transporte publico, sabiendo que llego tarde.
c) La probabilidad de que no haya acudido andando, sabiendo que llegd puntualmente.

Llamamos V, A, P a los sucesos ‘ir en su vehiculo’, ‘ir andando’, ‘ir en transp. publico’.
Llamamos T al suceso ‘llegar tarde’, con lo que T seré el suceso ‘llega puntual’.
Como: P(V) =70% y P(P) =2-P(A) sera: 70%+3-P(A)=100% — P(A) =10%

El diagrama de arbol del problema es:

6% T 70 6 21

= P(VAT)=——=—"=4,2%
70% 100 100 500
alINE SR P(VAT)= 70 94 _329_ 65 8ot
100 100 500 ’
1%
" 1 s pann)=2 L g
o 10% 100 100 1000
Inicio -
LI SN P(ANT)= 10 99 _ 9 _g 99
100 100 1000 '
3% = P(PNT)= 20 3 _3 =0,6%
20% 100 100 500
97%  _ - 20 97 97
= P(PAT)=———=——=19,4%
T (PAT) 100 100 500 °

a) P(T)=P(VAT)+P(ANT)+P(PNT)=658%+9,9%+19,4% =

Por lo tanto, P(T)=1-P(T)=100%—95,1% = 4,9%

P(PNT) P(PNT) 0,6% 6
b) P(P|T)= = = = =[12,24%|
) ( | ) p(T) 1—P<T) 100%—-95,1% 49 -

P(ANT) P(AUT) 1-p(AUT) 1-[P(A)+P(T)-P(ANT)]
P(T) P R(T) P(T) i
_ 100% ~[10%+ 4,9%—0,19] _ gij e

95,1%

c) P(Z\ﬁ)z
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Problemas de Probabilidad

08. Julio-2020_3

Si un habitante de la ciudad de Megaldpolis es portador del anticuerpo A, entonces 2
veces de cada 5 es portador del anticuerpo B. Por el contrario, si no es portador del anti-
cuerpo A, entonces 4 veces de cada 5 no es portador del anticuerpo B. Sabemos que la
mitad de la poblacion es portadora del anticuerpo A. Si elegimos un habitante de la ciu-
dad de Megalopolis al azar, calcula la probabilidad de que:

a) Sea portador del anticuerpo B.

b) Si es portador del anticuerpo B lo sea también del anticuerpo A.

¢) Si no es portador del anticuerpo B, tampoco lo sea del anticuerpo A.
d) Sea portador del anticuerpo A y no lo sea del anticuerpo B.

Llamamos A al suceso ‘es portador del anticuerpo A’ y B al suceso para el anticuerpo B.
. 2 S\ 4 1
: == S — = —-500
Seguin los datos del problema: P(B|A) 3 P(B‘A) 1 P(A) > 50%
P (A N B)
P(A)

a) P(BJA)= — P(ANB)=P(BJA)-P(A) = P(ANB)==-2===20%

[$00)\N)
N |-
gl

P(ng)_P@ﬁB)_l_p(Aug)
P(A)  P(A)  1-P(A)

P(E‘Z\): N P(AUB)zl—P(E‘Z\)-[l—P(A)]

= p(AUB)=1-—.|1- |12 1y 23 4oy
5 2 52 5 5

Con los dos calculos anteriores podemos calcular la probabilidad de B:

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB) — g:%w(s)—% = P(B):%:BO%

El diagrama de Venn del problema es:

A=50% B=30%

Q
b) P(A[B)= P(PA(;)B) =[5 -se.67%
. K‘é)_P(KmE)_F’(AﬁB)_1—P(Au|3)_100%—60%_ 4
(A[B)- P(B)  p(B) 1-P(B) 100%-30% |7 "'

d) P(Amﬁ):P(A—B):P(A)—P(AmB):%—%: %:30%

[El célculo de P(A— B) era innecesario, en el diagrama de Venn se ve que es el 30%.]
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Problemas de Probabilidad

09. Julio-2020_6

Un profesor evalUa a sus estudiantes con un trabajo final. El profesor sabe que el 5% de
los trabajos no son originales, sino que son plagios. El profesor dispone de un programa
informatico para detectar plagios. La probabilidad de que el programa no clasifique co-
rrectamente un trabajo plagiado es 0,04 y la probabilidad de que clasifique como plagio
un trabajo original es 0,02.

a) Calcula la probabilidad de que un trabajo final, elegido al azar, sea clasificado como
plagio por el programa informatico.

b) Un trabajo inspeccionado por el programa informatico es clasificado como original.
¢Cual es la probabilidad de que dicho trabajo sea un plagio?

c) ¢Que porcentaje de trabajos son plagios y a la vez son clasificados como tales por el
programa?

2

Llamamos A al suceso ‘el trabajo es original’ (auténtico) y A al suceso ‘trabajo plagiado’.

Llamamos D al suceso ‘programa detecta plagio’ y Da ‘programa no detecta plagio’.
El diagrama de arbol del problema es:

2% D = P(AnD)= » 2 _19 =1,9%
95% 100 100 1000
98% _ N P<Am5)_ 95 98 931 _931%
N b 100 100 1000
Inicio
S6% D = P(Z\mD)—i-%—i—48%
5%  _ 100 100 125 '
A —
4%  _ — — 5 4 1
= PlAND|= : = =0,2%
D (AnD) 100 100 500 °

P(D)=P(AND)+P(AND)=19%+4,8%=

P(Kmﬁ) P(Km[_)) 0,2% 2
P(D) ~1-P(D) 100%-—6,7% |933

P(AND)=[4,8%)

=0,2144%

P(AD)=
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Problemas de Probabilidad

10. Septiembre-2020_6

b)

d)

En una determinada ciudad, se sabe que el 80% de los hogares estan formados por mas
de una persona. Se sabe también que el 30% de los hogares de esa ciudad estan suscri-
tos al canal Panoramix. Por ultimo, se sabe que el 20% de los hogares estan formados
por mas de una persona y estan suscritos al canal Panoramix. Seleccionamos al azar un
hogar de esta ciudad. Calcula la probabilidad de que ese hogar:

a) No esté suscrito al canal Panoramix.

b) Esté formado por una Unica persona y también esté suscrito al canal Panoramix.
c) Si esta formado por una Unica persona, esté suscrito al canal Panoramix.

d) Si esta suscrito al canal Panoramix, esté formado por méas de una persona.

Llamamos M al suceso ‘el hogar es de mas de una persona’ y S a ‘suscrito a Panoramix’.
Segun los datos del problema: P(M)=80%, P(S)=30%, P(MNS)=20%

El diagrama de Venn del problema es:

M=80% S=30%

60%

Q
P(MUS)=60%+20%-+10 = 90%

P(§)=1—P(s)=1—30%=
P(MmS): P(S—M)=

Se podria calcular sin mirarlo en el diagrama de Venn:
P(S—M)=P(S)-P(SnM)=30%-20% =10%

P(SW):P(SrlM):P(SmM): 0% [T_..
P(M)  1-P(M) 100%-80% |2

P(MNS) 20% _ g=66,67%

P(MPs)= P(S) 30% |3
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Problemas de Probabilidad

11. Junio-2021_6

b)

Una empresa fabrica protectores de pantalla para mdviles de tres tipos: de 4 pulgadas,
de 4,7 pulgadas y de 5 pulgadas. Los habitantes de una ciudad poseen un Gnico movil
con una de estas tres medidas. Un estudio indica que el 30% de los maoviles tienen una
pantalla de 4 pulgadas. Este mismo estudio indica que el 30% de los usuarios de un mo-
vil con pantalla de 4 pulgadas utilizan protector de pantalla. Este también es el caso del
25% de los que poseen un movil con pantalla de 4,7 pulgadas y del 40% de los que po-
seen un movil con pantalla de 5 pulgadas.

a) Si el 34% de los que tienen mavil usan protector de pantalla, calcula el porcentaje de
los que usan un movil de 4,7 pulgadas y el de los que usan un movil de 5 pulgadas.

b) Sea un usuario de movil con protector de pantalla. Calcula la probabilidad de que su
movil sea de 5 pulgadas.

c) Sea ahora una persona que tiene maévil con protector de pantalla y cuya pantalla no es
de 4,7 pulgadas. Calcula la probabilidad de que use un mdvil de 5 pulgadas.

Llamamos S, M, L a los sucesos asociados al tamafio del movil (Small, Medium y Large).
Llamamos X al suceso ‘usar protector de pantalla’.

La probabilidad de que los usuarios tengan un movil de tamafio M le llamaremos x. Asi,
la probabilidad de que un usuario tenga un movil de talla L sera 1-0,3—x=0,7—x.

Con los datos del problema el diagrama de arbol es:

03 20 _x = P(SnX)=0,3-0,3=0,09
S o0 -
—— X = P(SnX)=03:0,7=0,21
22 x = P(MNX)=x-0,25=0,25x
Inicio — X M 0.75 B
= X = P(MnX)=x-0,75=0,75x
0,40
0.7—x X = P(LnX)=(0,7-x)-0,40=0,28-0,4x
L -
060 _

X = P(LnX)=(0,7-x)-0,60=0,42-0,6x

Si P(X)=0,34, tendremos:
P(X)=P(SNX)+P(MNX)+P(LNX) — 0,34=0,09+0,25x+0,28—-0,4x
= 0,34=0,37-0,15x, x=0,2

Por lo tanto:

P(M)=x=0,2=[20%| y P(L)=0,7-x=0,7-0,2=0,5=[50%]

_P(LnX) 0,28-0,4x _0,28-0,4-0,2

P(L|X)= =10,5882 = 58,82%)
P(X) 0,34 0,34

P(LIMAX)= PLAX)  __ 0.28-04x |20 o7 g g706
P(SAX)+P(LNX) 0,09+0,28-0,4x |29
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En un sorteo, un jugador extrae dos bolas sin reemplazamiento de una urna con 2 bolas
blancas, 3 bolas amarillas y 5 bolas negras. El jugador consigue el primer premio si las
dos bolas extraidas son blancas, el segundo premio si las dos bolas extraidas son amari-
llas y el tercer premio si una de las dos bolas es blanca y la otra no lo es. No hay mas
premios en el sorteo. Calcula la probabilidad de que el jugador consiga:

a) El primer o el segundo premio.
b) El tercer premio.
c) El tercer premio sabiendo que ha obtenido algin premio.

Llamamos B, A, N a los sucesos asociados al color de la bola extraida.
El diagrama de arbol del problema es:

Extracciones E Probabilidad
1/9 2 1 2
B, = P(B,NB,)==.-=<
1B ? ( )=1597 %0
2/10 3A 3/9 2
/ B, —LA2 = P(B,NnA,)= 23_6
5N 10 9 90
5/9 2 5 10
L7 N, = P(B,AN,)==-2==
? (B oN:) =355~ 50
2/9
P g, = P(A,nB)=—>.2-5
2B 2B 10 9 90
3A| [ 310 |2al | 2/9 32 6
Inicio . A +——A; = P(ANA)=—=—
Sl PN *5N 2 ( )= 10 9 90
5/9 35 15
L7 N, = P(A,nN,)==.2=22
? ( 1)=159" %0
2/9 5 2 10
B, = P(N,nB,)=—-2=="
2B ? ( 2)=109 " %0
5/10 3A 3/9 1
LI N COON
AN 10 9 90
4/9 5 4 20
N, = P(N,AN,)=—.2=%
? (N.AN) =359 50
. . 2 6 4
a) P(1r premio 0 2° premio) =P(B, "B, )+P(A NA,)=—+—=|—=0,0889=8,89%
90 90 |45
b) P(3rpremio)=P(B,nA,)+P(B,nN,)+P(A,nB,)+P(N,NB,)=
6,100,610 116 _ 4 3556 3556%
90 90 90 90 |45
: : . . 4 16 |4
c) P(premio)=P(1r premio o 2° premio)+ P (3r premio) = wtElec 0,4444 = 44,44%
P(3r premio ~premio) P(3r premio
P(3r premio|premio) = (3rp ~P ) _P@rp : ):16/45:ﬂ:0,8:80%
P(premio) P (premio) 4/9 |5
p.18
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b)

d)

Una enfermedad afecta al 5% de la poblacion. El tnico test disponible para detectar la
enfermedad tiene una probabilidad del 99% de clasificar correctamente a los enfermos
(probabilidad de que el test dé positivo si la persona tiene la enfermedad), mientras que
la probabilidad de que el test dé negativo si la persona no esta enferma es del 95%. Se
pide la probabilidad de:

a) Que una persona esté enferma si ha dado positivo en el test.

b) Que una persona esté sana si ha dado negativo en el test.

c) Que el test dé el resultado correcto.

d) Si la enfermedad solo afectara al 1% de la poblacion, calcula la probabilidad de que
la persona esté enferma si ha dado positivo en el test.

Llamamos E al suceso ‘tener la enfermedad’ y T al suceso ‘Test positivo’.

El diagrama de arbol del problema es:

99%
: = P(ENT)=5%-99% = 4,95%
5%
1% _
“— T = P(ENT)=5%1%=0,05%
Inicio 50/
L RN P(EmT):QS%-5%=4,75%
%95 _ |
E 950

T = P(Em'T'):95%-95%:90,25%

La probabilidad de que el test de positivo es:

P(T)= P(EmT)+P(EmT):4,95%+4,75%=9,7%

P(ENT) 4,95% |99
P(T)  97% [194
P(ENT) P(ENT)  9025%  [1805

PEfT)- P(T) ~ 1-P(T) 100%-9,7% (1806 ~0.9994=99,94%

P(E[T)= =0,5103="51,03%

P(Test correcto) =P(ENT)+P(ENT)=4,95%-+90, 25% =

Si solo el 1% de la poblacion tiene la enfermedad: P(E) =1%, y sin cambios en el test:
P(ENT)=P(T|E)-P(E)=99%-1%=0,99%

P(ENT)=P(T[E)-P(E)=5%: (100%-1%) 5% 99% = 4,95%

La nueva probabilidad de que el test de positivo es:

P(T)=P(ENT)+P(ENT)=0,99%-4,95% =5,94%

P(ENT)_0,99% [1
P(T) 594% |6

P(E|T)= =0,1667 =16,67%
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b)

Entre los clientes de una compafiia de seguros de automdviles, un 30% tiene menos de
30 afios, un 55% entre 30 y 60 afios, y el 15% mas de 60 afios. Se sabe que, entre los
clientes de menos de 30 afios, 3 de cada 4 no presentaron parte de accidente el afio
pasado; entre los que tienen entre 30 y 60 afios, 9 de cada 10 no presentaron parte de
accidente el afio pasado; y entre los de méas de 60 afios, 2 de cada 5 no presentaron parte
de accidente el afio pasado. Seleccionamos al azar un cliente de la compafiia.

a) Llamemos A al suceso “el cliente tiene mas de 60 afios” y llamemos B al suceso “el
cliente no presento parte de accidente afio pasado”. Calcula P(A v, B) .

b) Llamemos C al suceso “el cliente tiene 30 afios 0 mas” y D al suceso “el cliente
presento parte de accidente el ano pasado”. Calcula P(C N D) .

c) Si sabemos que el cliente seleccionado presentd parte de accidente el afio pasado,
calcula la probabilidad de que tenga 60 afios 0 menos.

Llamamos J, M, V a los sucesos relacionados con la edad (Joven, Maduro, Viejo) y
Ilamamos X al suceso ‘presentd parte de accidente el afio pasado’.

El diagrama de arbol del problema es:

4
Y X = P(me)=30%-1=7,5%
30% 4
3/4 —
/ - P(me)=30%;=22,5%
10
Y X = P(me)zss%izs,s%
55% 10
Inicio M
'c! 9/10 _ 9
= P(me)=55%-—=49,5%
10
3/5 3
= P(VAX)=15%-==9%
15% . 2
2/5 2

= P(vm_():ls%-—:e%
5

P(X)=P(3nX)+P(MX)+P(VNX)=225%+49,5%-+6% = 78%
P(VUX)=P(V)+P(X)-P(VX)=15%+78%-6%=87% — [P(AUB)=87%
P(X)= (JmX)+P(MmX) P(V N X)=7,5%+5,5%+9% = 22%
P([MUV]nX)=P(MnX)+P(VAX)=55%+9%=14,5% — [P(CND)=14,5%
P([JUM“X):P([J:(I\)/I(])mX):P(mez)J(r)I:)(MmX):

0 0,
_75%+55% 18 con 59,005
22% 22
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d)

En un juego se lanzan dos monedas equilibradas y un dado de seis caras equilibrado.
Un jugador gana si obtiene dos caras y un namero par en el dado, o bien, si obtiene
exactamente una cara y un nimero mayor o igual que cinco en el dado.

a) Calcula la probabilidad de que el jugador gane.

b) Si se sabe que ha ganado, ¢cual es la probabilidad de que obtuviera dos caras?
c) Si se sabe que ha ganado, ¢cudl es la probabilidad de que obtuviera un cinco?

d) Llamemos A al suceso “el jugador no gana” y llamemos B al suceso “el jugador
obtiene un seis al lanzar el dado”. ;Son independientes los sucesos?

Al lanzar las dos monedas, el espacio muestral es: Q= {CC,C+,+C,++}. Cada suceso

tiene probabilidad 1/4. El jugador necesita, para ganar, que salgan dos caras con proba-
bilidad 1/4 o que salga una cara y una cruz, en cualquier orden, con probabilidad 1/2.

Llamemos G al suceso ‘el jugador gana’. Si obtiene CC gana si el dado sale par (probabi-
lidad 1/2), si obtiene C+, en cualquier orden, gana si el dado sale 5 0 6 (probabilidad 1/3)

El diagrama de arbol del problema es:

2
Y2 & = p(ccnc)=tlil
14 42 8
cc y2
_ 11 1
CCNG)==-Z==
& = P(CCNG)=7 7=
3
B & = pcrnc)=tlill
1/2 23 6
Inicio C+ 2/
B 3 = P(C+nG)= 121
23 3
0 1
P G)==-0=0
1/4 G = (++m)4
++ 1 1 1
G P(++nG)==-1==
6 = P(+nG)=g1-g

P(G)= P(CCﬁG)+P(C+mG)=%+%: %=0,2917:29,17%

P(cc|G)=P(CcmG)= V8 _13 _0,4286 - 42,86%
P(G) 7/24 |7
P(G 5)-P 5 . .
P(saca5|G)=P(SacasmG): (Glsaca5)-P(saca5) P(C+)-P(saca5) 12 1/6:
P(G) P(G) P(G) 7/24 |7
—= 7 17 _l
P(G)—l—P(G)—l—ﬂ—ﬂ : P(saca6)—6
P(@msaca6)=P(++msaca6)=P(++)~P(saca6)_l 1.1
46 24
= P(@ Msaca 6) = P(@)- P(saca 6) | A'y B no son independientes. |
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El director de una auditora sabe que, cuando se hace una auditoria, el 30% de las em-
presas merece la calificacion «Excelente», el 50% merece la calificacion «Aceptable» y
el 20% restante merece la calificacion «Deficiente». El director también sabe que, entre
sus auditores, el 90% siempre auditan correctamente y dan a cada empresa la califica-
cion que merece; pero hay un 10% de auditores que no auditan correctamente y dan
siempre una calificacion de «Aceptable».

a) ¢Qué proporcion de empresas auditadas recibe la calificacion de «Deficiente»?

b) ¢ Qué proporcion de empresas auditadas recibe la calificacion que realmente merece?

c) Para analizar si un auditor hace bien su trabajo, se le encarga auditar a una empresa
escogida al azar. Si el auditor da la calificacion de «Aceptable», ¢cual es la probabili-
dad de que este auditor sea uno de los que siempre auditan correctamente?

Llamemos E, A, D a los sucesos de calificacion ‘Excelente’ ‘Aceptable’ y ‘Deficiente’.

Al suceso ‘El auditor audita correctamente’ le [lamamos C, y C al suceso ‘El auditor no
audita correctamente’ (y siempre da una calificacion A).

El diagrama de arbol del problema es:

Empresa Auditor Probabilidad Calificacion
90%
"¢ = PEAC)==. V027 £ bien
30% 100 100
10% _ =\ 30 10
— P(EAC ~0,03 mal
¢ (EnC)= 100 100 A
90%
"¢ = P(ANC)= S0 90 o454 bien
| 0% 100 100
tnicio 7 1 10% 50 10
0 — R
— P(ANC ~0,05 bi
¢ P(ANC)= 100 100 A ten
90%
"¢ = P(DNC)= 20 90 518 p bien
20% 100 100
10% _ =\ 20 10
= DNC =0,02 |
¢ P(DNC)= 100 100 A ma

Q) P(D)=P(DC)=[018=18%
b) P(bien)=0,27+0,45+0,05+0,18=|0,95 = 95%)
c) La probabilidad de que una empresa reciba la calificacion de Aceptable es:
P(A)=P(ENC)+P(ANC)+P(ANC)+P(DNC)=
=0,03+0,45+0,05+0,02 =

P(COA) 045 19 _\ a180 g1 0%
P(A) 0,55 |11

= P(C|A)=
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Combinatoria

Es la rama de las Matemaéticas que estudia cuantas ordenaciones se puede hacer con los elementos
de un conjunto, tomados por grupos. (Estudia mas cosas pero, a nuestro nivel, esto sera suficiente.)

Antes de estudiar las operaciones posibles indicamos dos reglas generales que conviene conocer:
Principio aditivo

Supongamos que tenemos que hacer una eleccion entre varias opciones. La primera opcion se pre-
senta con a, posibilidades, la segunda opcion se presenta con a, posibilidades, y asi hasta la opcion

n-ésima que se presenta con a, posibilidades.
Debemos elegir una entre todas ellas. ¢ De cuantas formas distintas podemos hacer la eleccion?

Como hay que elegir o una posibilidad entre las de la 12 opcion o una entre las de la 22 0 una entre
las de la 32, etc. el total es:

a, +a, +...+a, posibilidades.

E.O1 Vamos a comprar un perfume. En la tienda tienen perfumes de 3 marcas. La marca A
ofrece 5 variedades, cada una de un tamafio. La marca B ofrece 3 variedades y la
marca C ofrece solo 2 variedades. ¢ Cuéntas opciones tenemos en total?

Como hay que optar entre la marca 1 o la marca 2 o la marca 3, tendremos en total:
5+3+2 =10 posibilidades.

Principio multiplicativo

Supongamos que tenemos que hacer una eleccion multiple, seleccionando una posibilidad de cada
una de las opciones. La primera opcion se presenta con a, posibilidades, la segunda opcion se pre-

senta con a, posibilidades, y asi hasta la opcion n-ésima que se presenta con a, posibilidades.

Debemos elegir una posibilidad de la 12 opcién y una posibilidad de la 22 opcién y una posibilidad
de la 3? opcidn, etc. ¢De cuantas formas distintas podemos hacer la eleccion multiple?

El total se obtiene multiplicando las posibilidades de cada una de las opciones:
a, xa, x...xa, posibilidades.

E.02 Vamos a comer en un restaurante el mena del dia. Disponen de 3 primeros platos, 2
segundos platos y 4 postres. ¢De cuéantas formas diferentes podemos elegir el mena?

Como hay que optar entre un 1" plato y un 2° plato y un postre, tendremos en total:
3x2x4 =24 posibilidades.
E.03 En un concesionario venden coches de 2 marcas. La marca A dispone de 3 modelos en

4 colores. La marca B dispone de 2 modelos en 5 colores. Si queremos comprar un
coche, ¢cuantas opciones diferentes tenemos?

Para los coches de la marca A hay 3 modelos y 4 colores. EI nimero de opciones es:
3x4 =12 posibilidades de la marca A.

Para los coches de la marca B hay 2 modelos y 5 colores. EI nimero de opciones es:
2x5=10 posibilidades de la marca B.

Como elegiremos o bien un coche de la marca A o bien uno de la marca B, tendremos:
12+10 =22 posibilidades en total.
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Permutaciones
Si tenemos un conjunto de n elementos, las permutaciones de ellos (que se escriben P, ), nos dan el
namero de formas de ordenarlos todos.
E.04 Con el conjunto cuyos elementos son {A, B, C}, ¢cuales son sus permutaciones?
Las permutaciones de esos 3 elementos son: ABC, ACB, BAC, BCA, CAB, CBA.

Vamos a contar cuantas hay. Si imaginamos que tenemos n posiciones (una para cada elemento),
para ocupar la 12 posicion tendremos n posibilidades (uno cualquiera de los n elementos).

Para ocupar la 22 posicion tenemos n—1 posibilidades (ya hemos puesto uno en la 12 posicion).
Para ocupar la 3? posicion tenemos n—2 posibilidades (ya hemos puesto dos en las dos primeras).

posiciones: 1 2 3 y n-1 n
I
111 11
[ I/ll [
n opciones ‘ 2 opciones ‘
n-1 opciones 1 opcién

n—-2 opciones
Si seguimos colocando elementos, cuando llegamos a la penultima posicion (la n—1) solo nos que-
dan 2 posibilidades. En la Gltima posicién (la n) solo nos queda 1 posibilidad.
El nimero total de maneras de ocupar las n posiciones es (por el principio multiplicativo):
P.=n-(n-1)-(n-2)-...-2-1

Esta operacién, que calcula el nimero de permutaciones de n elementos, se conoce como factorial
del nimero n 'y se escribe como n!, es decir: n'=n-(n-1)-(n-2)-...-2-1

P,=nl!

n

E.05 ¢Cuantas permutaciones tiene un conjunto de 3 elementos, como el {A, B, C}?

Las permutaciones de 3 elementos son: P, =3!=3-2-1=6 (las 6 que obtuvimos antes).

La operacion ‘factorial de un numero’ estd disponible en cualquier calculadora cientifica. Crece
muy rapidamente: En una calculadora normal, el nimero mas grande del que se puede calcular el

factorial es 69, pues 69!=1,711224524x10% que es un nimero de 99 cifras. 70! producira error.

Una propiedad interesante de la operacién factorial es esta: el factorial de un niumero es igual a ese
numero multiplicado por el factorial del nimero anterior.

nl=n-(n-1)!

Puesto que 1!'=1, si aplicamos la formula anterior para n =1 tendremos:

1=1.(1-1)! - 1=1.0! =

Podemos decir que las permutaciones de 0 elementos dan 1. Coincide con la idea intuitiva de que si
no hay ningin elemento solo pueden ponerse de una manera, asi: &

Aqui podemos ver la Gnica forma de poner cero manzanas: & (si, ahi hay cero manzanas:)
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E.06 ¢Cuéantas permutaciones tiene un conjunto de 4 elementos, como el {A, B, C, D}?

Las permutaciones de 4 elementos son: P, =4!=4-3-2.1=24 . Son estas 24 formas:

ABCD BACD CABD DABC
ABDC BADC CADB DACB
ACBD BCAD CBAD DBAC
ACDB BCDA CBDA DBCA
ADBC BDAC CDAB DCAB

ADCB BDCA CDBA DCBA
E.07 ¢Cuantos elementos debe tener un conjunto para que sus permutaciones sean 50407

5040 =2*x3*x5x7=7-6-5-4-3-2:1=7!=P, . Hacen falta 7 elementos.

E.08 En una carrera participan 8 atletas. ¢ De cuantas formas pueden llegar a la meta?
Pueden llegar de P, =8!=8-7-6-5-4-3-2-1=40320 formas.

E.09 Enuna mesa circular se sientan 4 jugadores de cartas. ¢De cuantas formas distintas se
pueden sentar a la mesa?

Para que solo importe su colocacion relativa (y dé igual que giremos toda la mesa) fija-
remos la posicién de uno de los jugadores. Asi, bastara mover a los otros tres.
El nimero de formas de sentarse a la mesa sera: P, =3!=3-2-1=6 formas.

Variaciones

Si tenemos un conjunto de n elementos, las variaciones de ellos (que se escriben V, , ) nos dan el
numero de formas de ordenarlos en grupos de k elementos.

E.10 Con el conjunto cuyos elementos son {A, B, C}, ¢cuales son sus variaciones de 2 en 2?
Las variaciones en grupos de 2 son: AB, BA, AC, CA, BC, CB.

Vamos a contar cuantas hay. Hay que rellenar k posiciones. Para ocupar la 12 posicion tenemos n
posibilidades (uno cualquiera de los n elementos).

Para ocupar la 22 posicion tenemos n—1 posibilidades (ya hemos puesto uno en la 12 posicién).

Para ocupar la 3? posicion tenemos n—2 posibilidades (ya hemos puesto dos en las dos primeras).

posiciones: 1 2 3 k-1 k

il , L]

[ ‘ Il [

n opciones n—k+2 opciones

n-1 opciones n—k+1 opciones

n—-2 opciones

Para ocupar la penultima posicién (la k —1), como ya hemos colocado k —2 elementos, nos quedan
n—(k—2)=n-k+2 posibilidades.

Para ocupar la ultima posicién (la k), como ya hemos colocado k —1 elementos, los elementos que
nos quedan son: n—(k —1) =n—k +1 posibilidades.
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Por lo tanto, para las variaciones de n elementos en grupos de k elementos tendremos:
V, =n:(n-1)-(n-2)-...-(n-k+2)-(n-k+1) =

(n—-k)-(n-k-1)-....2.1

(n—k)-(n—-k-1)-...-2-1

=n-(n-1)-(n=2)-...-.(n—k+2)-(n—k +1)-

n!

(n—k)!

n!
V =
" (n—k)!

E.11 Con cuatro atletas, ¢de cuéntas formas pueden quedar un campe6n y un subcampeon?
Llamemos a los atletas A, B, C y D. Escribiremos en orden campedn y subcampeon:
AB, BA, AC, CA, AD, DA, BC, CB, BD, DB, CD, DC. Son 12 formas.
Al 41 4.3.2.1

vV ==
o(a-2p 20 21

=4.3=12 formas.

E.12 En un colegio con 50 profesores hay que elegir una persona para la direccion, otra
para la subdireccién y otra para la jefatura de estudios. ¢ De cuantas formas se puede
hacer la eleccién de esas 3 personas?

Son 50 elementos que hay que elegir en grupos de 3. Seran:
~ 50! 50! 50-49-48-47!

Vs =70 == =50-49-48=117600 formas.
® (50-3)1 47! 47!

El calculo de las variaciones usando factoriales puede ser incomodo, pero existe un truco que evita
los factoriales. Fijémonos en los dos ejemplos anteriores: EI numero k (tamafio del grupo) es el nu-
mero de factores decrecientes que se debe escribir a partir del namero n. Podemos escribir:

V, =n-(n-1)-(n-2)-...-(n—k+1)

k factores

E.13 Enuna liga con 20 equipos: ¢ Cuantos partidos se tienen que jugar?
Tenemos 20 elementos que hay que elegir en grupos de 2.
AB y BA son diferentes, el primer equipo es local, el segundo es visitante. Seran:
V0, = 20-19 =380 partidos.
—

2 factores

En cada jornada, los 20 equipos juegan 10 partidos (de 2 en 2). Disputaran 38 jornadas.
E.14 ¢ Cuantos numeros de 5 cifras (pueden empezar por cero) existen que tengan alguna de
sus cifras repetidas?
Calculemos primero cuantos nimeros hay que no tengan ninguna cifra repetida.
Hay 10 elementos (las cifras del 0 al 9) que hay que elegir en grupos de 5. Seran:
Vs = 10-9-8-7-6 =30240 numeros sin cifras repetidas.
—_—

5 factores

Todos los numeros de 5 cifras van del 00000 al 99999, en total son 100000.
Numeros de 5 cifras en los que haya alguna repetida seran: 100000—-30240 =69760.
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Combinaciones
Si tenemos un conjunto de n elementos, las combinaciones de ellos (que se escriben C, ), nos dan

el nimero de formas de ordenarlos en grupos de k elementos pero sin importar su orden. (AB=BA)

E.15 Con el conjunto de elementos {A, B, C}, ¢cuales son sus combinaciones de 2 en 2?
Las combinaciones en grupos de 2 son: AB, AC, BC. (Recuerda: No importa el orden)

E.16 Con el conjunto de elementos {A,B,C,D,E}, ¢ cudles son sus combinaciones de 2 en 2?
Las combinaciones en grupos de 2 son: AB, AC, AD, AE, BC, BD, BE, CD, CE, DE.

Para calcular cudntas combinaciones pueden hacerse con n elementos en grupos de k elementos,
partamos del calculo anterior de las variaciones que se puede hacer con ellos:

posiciones: 1 2 3 y k-1 k
11
117 111
[ ///l [
n opciones ‘ n—k+2 opciones
n-1 opciones n—k+1 opciones

n—-2 opciones
n!
V., =
" (n-k)!

Pero, en las combinaciones, no importa el orden en que coloquemos los elementos. Cualquier per-
mutacion de los k elementos sera equivalente.

Esos k elementos se pueden colocar de k! formas —todas ellas equivalentes—, por lo que el nimero
de combinaciones sera igual al niUmero de variaciones que teniamos dividido por k!, es decir:

posiciones: 1 2 3 k-1 k

vl Ll

/
[ ‘ ! [

—
—_—

n opciones n—k+2 opciones

n-1 opciones n—k+1 opciones

n—-2 opciones

Se pueden colocar de k! formas equivalentes

c Vi« n! ket
"R (n—k)! T (n—k)!-k!
n!
C =—— "
" (n=k)!-k!
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E.17 Calcula el nimero de combinaciones con 4 elementos tomados de 2 en 2. Escribelas.
41 41 4.3.21 4.3
(4—2)!-2! 21.21 2.1.2.1 21

Son estas 6 posibilidades: AB, AC, AD, BC, BD, CD.

El valor buscadoes: C,, =

E.18 Calcula el nimero de combinaciones con 5 elementos tomados de 3 en 3. Escribelas.
51 51 _5-4-3-2-1_5-4_1

El valor buscado es: C,, = (5-3)13! S oral 21821 21°

Las 10 combinaciones: ABC, ABD, ABE, ACD, ACE, ADE, BCD, BCE, BDE, CDE.
E.19 Queremos coger 4 caramelos de una bolsa que contiene 6, cada uno de un sabor. ¢De
cuéntas formas distintas podemos coger los 4 caramelos?
Por lo que dice el problema, el orden en que los cojamos no importa: Combinaciones.
6! __6! =6-5-4-3-2-1=6-5:15
(6-4)r-41 21.41 2.1.4.3.2.1 21

El valor buscado es: C; , =

Si identificamos a los caramelos como A, B, C, D, E, F, las formas de coger 4 son:

ABCD | ABDE | ABEF | ACDE | ACEF | ADEF
ABCE | ABDF ACDF
ABCF

BCDE | BCEF | BDEF | CDEF | Han sido escritas
en un orden facil
BCDF de seguir.

E.20 Calcula el nimero de combinaciones con 10 elementos tomados de 6 en 6.

| | .9.8.7.6!
10! 10! _10-9-8-7-6!_10-9-8-7

El valor buscado es: 010’62(10—6)!-6!:4!-6!_ 4.3.2.1.6! 4321

E.21 Calcula el nimero de combinaciones con 10 elementos tomados de 4 en 4.

10! 10! 10-9-8-7-6! 10-9-8-7
(10-4)1-4!1 6141 61.4.3.2.1 4.3.2.1

El valor buscado es: C, , = =210.

E.22 ¢Por quésoniguales C,sy Cy,?
Cuando calculamos C,, , tenemos las formas de elegir 6 elementos de un total de 10.

Eso quiere decir que hemos dejado de elegir 4 elementos.

Las formas de dejar 4 elementos, de un total de 10, son: C,g ,

Puesto que es lo mismo coger 6 de 10 que dejar 4 de 10, tendremos: C,, , =C,,,

Esa propiedad de las combinaciones solo es una entre otras que tenemos que conocer.
Veremos esas propiedades en el apartado ‘nimeros combinatorios’.

Antes vamos a ver cdmo calcular permutaciones, variaciones y combinaciones con la calculadora.
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Uso de la calculadora en calculos combinatorios

Las calculadoras cientificas disponen de estas 3 opciones: | x!|[nPr|[nCr| para estos célculos.

Las tres son funciones secundarias, de manera que antes se debe pulsar la tecla [SHFT].
Busca en tu calculadora donde estan esas 3 opciones, a continuacién las usaremos.
(Cualquier calculadora cientifica valdra, las teclas que indicaré son las de cualquier modelo CAsIO).

La opcion calcula factoriales. Se introduce el nimero, se pulsa y después (=].

100 " ’
Célculo de 10! Pulsa: (1] (0] =)
3628800
Vo | A
521
Calculo de 52! Pulsa: (5) (2) =)
B. 06581751 7wt

Asi pues: 10!'=3628800 y 52!=8,065817517 x10%

La opcion calcula variaciones. Se introduce el niumero de elementos n, se pulsa , S€
pone el nimero de elementos de los grupos (la calculadora lo llama r) y por Gltimo se pulsa (=).

Esta forma de escribirlo se debe a que, en los Estados Unidos de Norteamérica, a las variaciones
se les llama permutaciones parciales. La notacion que usan es: P, que es lo mismo que: V, .

Vo [ A
12P7
Calculo de V,, , Pulsa: (1] (2] XI@E=
3991680
Vo [ A
30P9
Célculo de V, Pulsa: (3] (0] X (@)=
5.191778592x1012

Asi pues: V,,, =3991680 y V,,, =5,191778592x10"

La opcion calcula combinaciones. Se introduce el nimero de elementos n, se pulsa , se
pone el nimero de elementos de los grupos (la calculadora lo llama r) y por Gltimo se pulsa (=].

En los Estados Unidos de Norteamérica, las combinaciones se escriben asi: |C, idénticoa: C_,.

¥or E "
42C€8
Célculo de C,, Pulsa: (4] (2 = EE=E)
118030185
I=C] &
70C9
Célculo de C,g, Pulsa: (7] (0] = (=] (=)
6. 503352856 x101?

Asipues: C,,,=118030185y C, , = 6,503352856x10".
En los ejemplos, a partir de aqui, usaremos la calculadora cuando sea necesario.
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E.23

E.24

E.25

E.26

E.27

E.28

Combinatoria

Queremos hacer bolsas para regalar con 3 bombones distintos y 5 caramelos distintos.
Disponemos de bombones de 5 tipos y caramelos de 7 tipos. ¢De cuantas formas dife-
rentes podemos hacer las bolsas?

El nimero de formas de seleccionar los bombones es: C;, =10.
El nimero de formas de seleccionar los caramelos es: C, ; =21.

Por el principio multiplicativo, el namero buscado sera: N =10x21=210 bolsas.

En 2° de Bachillerato A hay 24 alumnos y en 2° de Bachillerato A hay 30 alumnos.
Queremos seleccionar un equipo de 3 alumnos, (portavoz, primer ayudante y segundo
ayudante) que debe ser o bien del grupo A o bien del grupo B. ¢De cuéntas formas
diferentes se puede crear el equipo?

Los 3 alumnos que se seleccionen tienen ‘cargos’ diferentes: El orden importa.
Por lo tanto, los equipos en cada grupo se calcularan como variaciones de 3 en 3.

En el grupo A el nimero de equipos posible es: V,, , =12144.
En el grupo B el nimero de equipos posible es: V,, , = 24360.

Como hay que elegir un grupo o del A o del B, por el principio aditivo el total sera:

N =12144 + 24360 = 36504 equipos.

En la Bonoloto se extraen 6 bolas de un bombo que tiene bolas del 1 al 49. No importa
en qué posicion se extraen las bolas. ¢ De cuantas formas distintas pueden extraerse?
Las 6 bolas, de un total de 49, se extraen sin importar su orden.

Por lo tanto, las posibles extracciones se calcularan como combinaciones de 6 en 6.

El nimero de posibles extracciones es: C,, , =13983816 formas diferentes.

En una tienda, ademas de mi, hay otras 13 personas comprando. Cuando terminen de
elegir los productos se pondran en cola para pagar. ¢De cuantas formas diferentes se
pueden poner en la cola si estoy seguro de que me va a tocar ser el ltimo?

Como voy a ser el ultimo, las otras 13 personas se recolocaran delante de mi.

El nimero de posibles colocaciones es: P, =13!=6337020800 formas diferentes.

En una panaderia venden 12 tipos de pan. Me quiero llevar 4 panes, uno de cada tipo.
¢ De cuantas formas diferentes puedo elegir mis 4 panes?

Los 4 panes que elijo no tienen un orden particular. Lo calcularé con combinaciones.
El nimero de formas de elegir los panes es: C,, , =495 formas diferentes.

A una oposicion se presentan 600 personas. La pasan las 10 mejores notas.

a) Calcula de cuantas formas pueden ordenarse las personas con las 10 mejores notas.
b) Calcula de cuantas formas se puede elegir un grupo de 10 personas de las 600.

a) Si miramos su nota, el orden importa: Lo calcularemos con variaciones.

Vago10 = 5,607 472331107 formas de listar 10 personas fijandonos en la nota.

b) Ahora no miramos su nota, el orden no importa: Lo calculamos con combinaciones.

Cono0 =1,545269051x10* formas de listar 10 personas sin fijarnos en la nota.
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NUmeros combinatorios

Se llaman numeros combinatorios a los que se obtienen al calcular el nimero de combinaciones de
n elementos dispuestos en grupos de k elementos:

[

n
k

J-ee~;

n—k)!-k!

n!

Estos nimeros son importantes en Matematicas y tienen varias propiedades interesantes.

* [SJ:(“—?’;!'O!:”Tl:lj (8}1 z sz(n—z)!!~0!=?r.1(_nl;!1-)1!=n:> [Zj:n
(st « (il [T

> (nikhn—(n—k?)!r(n—k)fk!-<:!—k>!=@ - (k)@
® (krll}r(:]:(n—(k—lr)])!!-(k—l)!+(n—lr<];!-k!:
_ .k, om (nok+d)
C(n—k+1)!-(k=1) k  (n—k)'-k! (n—k+1)

n!

n!

n!

k!-[k+(n-k)]=

(n—k+1)!.k!'k+(n—k+1)!-k!’(n_k)zm
J-(V)

2y - [

(n+1-k)!-k!
Esta propiedad permite escribir los nimeros combinatorios en forma de triangulo, conocido como

n!
(N—k+1)!-k!

triangulo de Pascal. Cada linea corresponde a los nimeros combinatorios para un valor de n:

n=0 1

n=1 1 1

n=2 1 2 1

n=3 1 3 3 1

n=4 1 4 6 4 1

n=>5 1 5 10 10 5 1

n==6 1 6 15 20 15 6 1

n=7 7 21 35 35 21 7 1
n=8 1 8 28 56 70 56 28 8 1

. : 0 . . 1 1 ) ) 2) (2 2
La fila n=0 solo tiene ; lafila n=1 tiene y ; lafila n=2 tiene : y ; etc.
0 0 1 0) \1 2

Cada elemento de la tabla, de acuerdo con la propiedad (6) es la suma de los dos elementos que
estan situados directamente encima. Ademas, por la propiedad (5) la tabla es simétrica.
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Un uso del triangulo de Pascal es que en él aparecen los coeficientes del binomio de Newton:

n=0 (a+b)0:> (a+b)°:1

n=1 (a+b)l:> (a+b)1=1-a+1-b

n=2 | (a+b)’'= (a+b)’ =1-a*+2-ab+1-b?

n=3 | (a+b)’= (a+b)’ =1-a*+3-a’b+3-ab® +1-b°

n=4 | (a+h)'= (a+b)' =1-a*+4-a%+6-a%h? +4-ab® +1-b*

n=5 | (a+b)’= (a+b)’ =1-a°+5-a‘b+10-a%*+10-a%° +5-ab* +1-b°
n=6 | (a+b)’= | (a+b)’ =1.a°+6-a’h+15-a"h?+20-a’h*+15-a’h* +6-ab° +1-b°

En general, para un exponente n cualquiera, tenemos esta formula para el binomio de Newton:

(a+b)' = i(ﬂ}-a” -b*

k=0

22

Esta es la Gltima propiedad de los nimeros combinatorios que vamos a ver aqui.
Dice que la suma de los nimeros combinatorios de la fila n del triangulo de Pascal vale 2".

, 4) (4) (4) (4) (4 . .
Comprobémoslo para n=4: 0 + 1 + 5 + 3 + 4 =1+4+6+4+1=16=2". Es cierto.

Vamos a demostrar esta propiedad:

n n n n
Con un conjunto de n elementos, el nUmero de subconjuntos es: x = (OJJF(JJF[Z]JF'"J{ ]
n

Pero podemos contar todas las formas de hacer subconjuntos de otra forma: Para cada uno de
los subconjuntos, asignamos un 1 a cada uno de los n elementos que pertenecen a €l y un cero a
cada uno de los que no pertenecen a él. Cada subconjunto sera una lista de n digitos binarios.

¢Cuantos nimeros binarios se puede hacer con n digitos? Son un total de 2" posibilidades. Por
lo tanto el valor de x (nUmero de subconjuntos) es 2", y queda demostrada la propiedad (7).

100 100
E.29 Calcula manualmente el valor de: 98 + 99

Por la propiedad (5) o propiedad de simetria, tendremos:

100) (100 100\ (100) 100-99
+ = + = +100=50-99+100 = 4950 +100 = 5050.
98 99 2 1 2:1

E.30 Calcula cuantos subconjuntos distintos tiene un conjunto de 10 elementos.

) 10 (10 " ) o
Por la propiedad (7): Z ) =2~ =1024 subconjuntos distintos.
k=0
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Permutaciones con repeticion

Tenemos un conjunto de n elementos, en los que hay elementos repetidos. Hay un elemento que
esta repetido a veces, otro que esta repetido b veces, uno mas que esta repetido ¢ veces, etc.

Contando todos los elementos del conjunto tenemos el total, asi que: a+b+c+...=n

Se llama permutaciones con repeticion PR** al nimero de formas de ordenar esos elementos.

E.31

E.32

Con los elementos A, A, B, ¢cuéles son sus permutaciones con repeticion?
Son estas 3: AAB, ABA, BAA. (B solo puede ocupar 3 posiciones diferentes)

Con los elementos A, A, B, B, ¢cuales son sus permutaciones con repeticion?
Son estas 6: AABB, ABAB, ABBA, BAAB, BABA, BBAA.

Si no hubiera repeticiones, el nimero de permutaciones de n elementos ya sabemos que es n!.

Los elementos repetidos a veces se pueden colocar de a! maneras, pero todas son la misma.

Los elementos repetidos b veces se pueden colocar de b! maneras, pero todas son la misma.

Los elementos repetidos ¢ veces se pueden colocar de ¢! maneras, pero todas son la misma, etc.

Asi, el nmero de formas de ordenar los n elementos sera:

E.33

E.34

E.35

1
PR?;b'C"“ - n
al-btl.ct-...

Tenemos 3 vasos, 2 copas y 2 tazas. ¢ De cuantas formas se pueden alinear?

I .6-5-4-31
Son 7 elementos: PR3*? = o _res4s

= = =7-6-5=210 formas.
3r.21.21 31.2.1.21

Tenemos 10 bolas rojas, 4 verdes y 6 azules. ¢ De cuantas formas se pueden alinear?

!
Son 20 elementos: PRy = ﬁ =38798760 formas (usando la calculadora)

Con 15 chicas y 10 chicos, ¢ de cuantas formas se pueden ordenar por su sexo?

25! 25!

Son 25 elementos: PR = = =
15!-10! (25-10)!-10!

25
=3268760 formas.
10

Vemos mediante este ultimo ejemplo que, si los elementos son solo de dos tipos, el nimero de
permutaciones con repeticion se puede escribir como un nimero combinatorio:

Pongamos que tenemos n elementos de dos tipos. Un tipo aparece k veces y el otro n—k veces.

E.36

E.37

! n
PRnfk,k — n: —
" T (n—K)l k! [k)

Tenemos 36 bolas rojas y 4 bolas verdes. ¢ De cuantas formas se pueden ordenar?

400 400
36!-41 (40-4)1-41

40
Son 40 elementos: PR%* = ( A J =91390 formas.

¢, Cuantos nimeros binarios se pueden escribir usando 5 unos y 3 ceros?

8! 8!

Son 8 elementos: PR5® = = -
50.31 (8—3)!-3!

8
(3j =56 nUumeros binarios.
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Variaciones con repeticion

Tenemos un conjunto de n elementos. Queremos colocarlos en k posiciones, pudiendo repetir las
veces que queramos alguno o varios de los n elementos.

Se llama variaciones con repeticion VR, al nimero de formas de ordenar esos elementos.

E.38 Con los elementos A, B; ¢,cuéles son sus variaciones con repeticion tomados de 3 en 3?
Son estas 8: AAA, AAB, ABA, BAA, ABB, BAB, BBA, BBB.

E.39 Con los elementos A, B, C; ¢ cuales son sus variaciones con repeticion de 2 en 2?
Son estas 9: AA, AB, AC, BA, CA, BB, BC, CB, CC.
Tenemos n elementos, y cada uno puede ir en cualquiera de las k posiciones disponibles:

posiciones: 1 2 3 y k-1 k
I
TITid
I. Il/l I.
n opciones n opciones
n opciones n opciones
n opciones

El nimero total de formas de colocar los n elementos sera (por el principio multiplicativo):
k veces

—
VR, =n-n-....n

VR, =n*

E.40 Las cifras binarias son solo dos: 0y 1. ¢ Cuantos nimeros binarios hay de 8 cifras?

Tenemos 2 elementos en grupos de 8: VR, ; =2° =256 nlimeros binarios.

E.41 Enuna quiniela de 14 partidos que se marcan con 1, X o 2. ¢ Cuantas diferentes hay?

Tenemos 3 elementos en grupos de 14: VR, , =3* =4782969 quinielas diferentes.

E.42 ¢Cuantos numeros decimales de 5 cifras son capicuas (o palindromos)?
Los nimeros capicuas de 5 cifras tienen la 52 cifra igual a la 12 y la 42 cifra igual a la 22.

Por lo tanto, solo tienen 3 cifras libres: VR,,, =10° =1000 nimeros capiclas.

E.43 Desde el afio 2000 las matriculas espafiolas tienen 4 cifras decimales y 3 letras que se
eligen entre estas: B,C,D,F,G,H,J, K, L, M,N,P,R, S, T, V, W, X, Y, Z Las letras
pueden repetirse. ¢ Cuantas matriculas distintas se podran formar?

La parte numérica usa 10 cifras en grupos de 4: VR,; , =10* =10000 niimeros.

La parte alfabetica usa 20 letras en grupos de 3: VR, , = 20° =8000 letras.

Por el principio multiplicativo seran: N =10000x8000 =80 millonesde matriculas.
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Combinaciones con repeticion

Tenemos un conjunto de n elementos. Queremos colocarlos en k posiciones, pudiendo repetir las
veces que queramos alguno o varios de los n elementos, sin que su orden importe. (AB=BA)

Se llama combinaciones con repeticion CR, , al nimero de formas de ordenar esos elementos.

E.44 Con los elementos A, B; ¢cuéles son sus combinaciones con repeticion en grupos de 3?
Son solo estas 4: AAA, AAB, ABB, BBB.

E.45 Con los elementos A, B, C; ¢cuales son sus combinaciones con repeticion de 2 en 2?
Son estas 6: AA, AB, AC, BB, BC, CC.

Para contar cuantas formas distintas producen las combinaciones con repeticion, veamos cOmo se
puede pensar usando el ejemplo anterior.

Son 3 elementos ABC para colocar en 2 posiciones. Ya sabemos que hay 6 formas de colocarlos.

Como el orden es indiferente, vamos a contar las formas de colocarlos poniendo primero las A, lue-
go las By, por ultimo las C. Hemos de colocar 2 elementos (hay 2 posiciones).

Pondremos un ‘separador’ entre las A y las B, y otro ‘separador’ entre las B y las C. El separador lo
codificaremos como un cero, y cada aparicion de una letra la codificaremos con un 1:

Combinacién: La colocamos con separadores: Y la codificamos asi:
AA A A x X 1100
AB A X B X 1010
AC A X X C 1001
BB x B B x 0110
BC X B X C 0101
CcC X x C C 0011

El nimero de combinaciones con repeticion serd el nimero de formas que tenemos de colocar esos
ceros y unos con los que hemos codificado cada combinacion.

Resulta igual a las permutaciones con repeticion de 4 elementos (suma de las 2 posiciones que hay
que ocupar mas los dos ceros que hacen de separador —al ser 3 elementos, hay 2 separadores—) en
las que uno de los elementos se repite 2 veces y otro de los elementos se repite 2 veces:

I I 4 .
PR}? = a4 _[H 43 que es el nimero que esperabamos.
2021 (4-2)l-21 (2) 21

Pasemos ahora al caso general con n elementos. Entre ellos pondriamos n—1 separadores (los ce-
ros). Y si hay que ocupar k posiciones, habra que colocar k veces el nimero 1.

El numero total de unos y ceros serd: n—1+k que escribiremos, mas estéticamente, asi: n+k —1
El nimero de combinaciones con repeticion seran las permutaciones con repeticion de unos y ceros:

CR . =PR"k _(n"'k—l)!_ n+k-1
nk — n+k—l_m— c

(Con la formula ya vista de las permutaciones con repeticion cuando solo hay 2 tipos de elementos.)
n+k-1
CR, (= \
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E.46

E.47

E.48

E.49

E.50

E.51

Combinatoria

Con 7 elementos, ¢ cuantas combinaciones con repeticion hay tomandolos de 4 en 4?
7+4 —1} B

Seran: CR,, :[ 4

10 .9.8.
_10-9-8-7 =10-3-7 =210 combinaciones.
4) 4.3.2.1

Con 699 elementos, ¢,cuéntas combinaciones con repeticion hay tomandolos de 2 en 2?

699+2-1) (700 700-699
2 L2 ) 241

Seran: CR g, :£ =350-699 = 244650 combinaciones.

Para hacer una bebida tenemos 5 tipos de zumo. Queremos usar 3, sean o no distintos,
poniendo igual cantidad de cada uno. ¢ Cuantas bebidas diferentes podemos hacer?

Como los zumos se mezclaran, no importara el orden en el que los afiadamos.
Ademas, se permite que los zumos se repitan. Seran combinaciones con repeticion.

5+3-1 7 .6-
Seran: CR, =( 3 j:(gj:;—gi:?S:BS bebidas diferentes.

En una feria escolar del Libro, a quien aporte un libro le obsequian con una flor, la
que prefiera entre un grupo de 5 diferentes. Si una alumna aporta 4 libros, ¢de cuantas
formas diferentes puede elegir las flores que le regalaran? (Puede repetir tipo de flor).

Sean ABCDE los tipos de flores. ¢De cuantas formas puede elegir 4, una por libro?
Segun el enunciado, el orden no es importante: Serdn combinaciones con repeticion.

5+4-1 8 -7-6-
Seran: CR;, =( A j:(4j:i ; 2 i=7-2~5:70 formas diferentes.

Tenemos 6 puntos en un plano formando un hexagono. ¢ Cuantas lineas distintas se
pueden trazar uniendo dos puntos diferentes?

Sean los puntos ABCDEF. Una linea unira por ejemplo A y B. Es la misma linea que la
que une B y A, asi que el orden no importa: Seran combinaciones sin repeticion.

6 .
Seran: C,, = [2} = % =15 lineas diferentes.

De ellas, 6 seran los lados del hexagono. Las otras 9 seran las diagonales del hexagono.

Un laborario etiqueta sus muestras con dos letras y dos nimeros. Para las letras usan
ABCDEF y pueden repetir letras. Para los nimeros usan los digitos 12345, siempre se
escribe primero el mayor y no se puede repetir ningun digito. ¢Cuéntas etiquetas
distintas pueden componer?

Para las letras, tienen 6 y las eligen de 2 en 2. Por ejemplo, son posibles AA, AB o BA.
Se trata de variaciones con repeticion de 6 elementos tomados de 2 en 2:

VR, =6° =36 posibilidades con las letras.

Para los nimeros usan 5 digitos (12345) y deben escoger 2 sin repetir. Como se escribe
primero el mayor, la opcion 31 es valida, la 13 no. Por eso, cambiar el orden no da una
posibilidad distinta y se trata de combinaciones sin repeticion de 5 elementos de 2 en 2:

5 .
C.,=| |= o4 =10  (Sonestas: 21, 31, 32, 41, 42, 43, 51, 52, 53y 54.)
2 12) 24

En total, por el principio multiplicativo, son: N =36x10=360 etiquetas diferentes.
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E.52

E.53

E.54

Combinatoria

En una votacion con un censo de 1000 votantes se debia votar Si o NO. Ha habido un
numero de abstenciones. ¢De cuantas formas diferentes se pueden repartir los votos?

Supongamos que cada uno de los tipos de voto los ponemos en un grupo. Los votos Si
los apuntamos, cada uno, con un 1. Ponemos un cero para separar del siguiente grupo.
Los votos NO los apuntamos, cada uno, con un 1. Ponemos un cero para separarlos del
altimo grupo. En este apuntamos las abstenciones, cada una con un 1.

Tendremos un total de 1000 unos y 2 ceros (separadores), 1002 elementos en total.

10002 _ 1002!  1002-1001

1002 = = =501-1001=501501
1000! - 2! 2:1

El total de posibilidades serd: PR

Entre los numeros de 5 cifras, ¢cuantos hay con 3 cifras impares y 2 cifras pares? (Se
cuentan entre esos numeros los que empiecen por cero.)

Si llamamos T a una cifra par y P a una cifra par, los nimeros que buscamos son, por
ejemplo, de tipos como IPIIP, PIPII o IIPPI.

¢ Cuéntos tipos, atendiendo a si las cifras son pares o impares, podemos tener?

I .
> >4 =10 tipos.

Seran: PRY? ETITRER]

En uno cualquiera de esos tipos hay 3 cifras impares (de un total de cinco: 1, 3,5, 7, 9).
¢De cuantas formas se pueden colocar esas 3 cifras impares?

De: VR, , =5° =125 formas para las 3 cifras impares.

En uno cualquiera de esos tipos hay 2 cifras pares (de un total de cinco: 0, 2, 4, 6, 8).
¢ De cuéantas formas se pueden colocar esas 2 cifras pares?

De: VR, , = 5? = 25 formas para las 2 cifras pares.

Por el principio multiplicativo, en cada uno de los tipos las posibilidades seran:
N =125x25= 3125 posibilidades en cada uno de los 10 tipos.

Asi, el total de nimeros buscado serd: N-.., =3125x10=31250 nimeros de 5 cifras.

Total

Francis tiene 7 boligrafos y 5 rotuladores. De todos ellos quiere elegir solo 4, que son
los que le caben en el bolsillo de la camisa. Pero, para hacer su trabajo, debe llevar al
menos un boligrafo y un rotulador. ¢ De cuantas formas distintas los puede elegir?

Hacer el conteo de forma directa es complicado, lo haremos de una forma indirecta.

Si no hubiera que distinguir entre boligrafos y rotuladores habria simplemente 12 (7+5)
elementos para elegir en grupos de 4. Como el orden no es importante, serian:

12
Cus =[ 4 j =495 posibilidades.

Pero, para tener al menos un boligrafo, hay que descartar las opciones que solo tienen
rotuladores: C,, y, para tener al menos un rotulador, hay que descartar las opciones
que solo tienen boligrafos: C, ,.

5 7
Estas opciones que hay que descartar son: C; , = [4} =5yC,, = [4} =35

Las opciones restantes son: N =495-5-35=455 formas distintas.
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E.55 Calcula de cuantas formas se pueden repartir 7 bombones entre 3 personas de forma
que le toque al menos 1 bombon a cada persona. (Es equivalente a calcular los valores
enteros de a, b y ¢ para que sumen 7, siendo cada uno de los 3 valores mayor de cero).

Para empezar, damos a cada una de las tres personas un bombdn. Nos quedan cuatro.

A cada persona a quien togue cada uno de estos 4 bombones le apuntamos un 1.
Separaremos las 3 personas con 2 ceros: uno entre la 12 y la 22 y uno entre la 22 y la 32,

Asi, los 4 bombones que debemos repartir podrian quedar asi: 101101 o asi: 100111.

I I 6 .
Tendremos: PRg? = o _ ot = _95 =15 formas de repartirlos.
41.21 (6-2)1-21 \2) 21

E.56 Calcula de cuantas formas se pueden escribir los nimeros decimales de 4 cifras, de
forma que no contengan dos cifras consecutivas. (Valdria 0952, no valdria 1738).

Para comenzar, encontremos las formas de elegir 4 cifras ordenadas de menor a mayor
en las que no haya dos cifras consecutivas.

Supongamos que las 4 cifras son, por ejemplo 2469. Sea cual sea la primera cifra queda
prohibida la cifra siguiente. En nuestro ejemplo, quedaria prohibido el 3. No se prohibe
la cifra anterior, porque estan ordenadas de menor a mayor. Esto mismo ocurre por la
eleccion de las cifras segunda y tercera, quedan prohibidos el 5y el 7.

Es decir, siempre quedan prohibidas 3 cifras de las 10 que tiene la numeracion decimal.

7}_7.6.5.4

=———— =235 formas de menor a mayor.
4) 4.3-2-1

El nimero de posibilidades sera: C, , :(

Cada una de ellas dard, por sus posibles reordenaciones, 4!'=24 numeros distintos.
En total tendremos: N =35x24 =840 numeros de 4 cifras sin dos cifras consecutivas.

E.57 Enuna cuadricula de 6x5 cuadritos, ¢ cuantos rectangulos se pueden dibujar en ella?

Cada uno de los rectangulos que se pueden dibujar esta
delimitado por dos lineas horizontales y dos verticales.

Hay 7 verticales, de 2 en 2 son: C,, =21 parejas.

Hay 6 horizontales, de 2 en 2 son: C, , =15 parejas.

En total: N =21x15= 2315 rectangulos en la cuadricula.

E.58 En una cuadricula de 6x5 cuadritos, calcula cuantos caminos minimos (sin retroceso)
unen dos esquinas opuestas.

El camino del dibujo puede ponerse: HHVVVHHHHVV.
Cada paso se indica con H (horizontal) o V (vertical).

Cualquier camino minimo tendra6 Hy 5 V.
El total de caminos minimos sera:

| ! 11
PRY® = w i =462 caminos.
6!-5 (11-5)1.5! (5
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Tabla de operaciones combinatorias

¢En otro orden| ¢Entran todos | ¢Se repiten

es diferente? | los elementos? | elementos? Formula

Operacion

Permutaciones \/ \/ ® P,=n!=n-(n-1)-...-2-1

Variaciones

Combinaciones

Permutaciones
con repeticion

Variaciones
con repeticion

NN N0

Combinaciones
con repeticion

Q| N N
Q 0 \N| 0|0

Propiedades de los nUmeros combinatorios

7~/ N\
~ S
N————
I
—~
=]
|
|
~ | —
=~
7~ N\
o S
N—
I
[
7~ N\
= S
N—
I
S
7~ N\
S5
| =]
| ]
N——
I
7~ N\
S5 S
N—
I
[

n n Tridngulo de Pascal
n-k) |k 1
n n n+1 1 1
+ =
k-1) (k K 1 5 1
n (n} 1 3 3 1
olk 1 4 6 4 1
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Por ultimo, afiado unos problemas sencillos que se han usado para evaluar la comprension de la
combinatoria por el alumnado. Son utiles para conocer qué clase de problemas pueden plantear
dificultades conceptuales, pese a ser de solucion simple. Mis breves soluciones intentan ser claras.

Quien esté interesado en la Didactica de la Matemaética sobre el tema de Combinatoria, puede ver:

https://www.ugr.es/~batanero/pages/ARTICULOS/combinatoria.pdf
https://www.ugr.es/~batanero/pages/ARTICULOS/RAZON.pdf
https://www.ugr.es/~batanero/pages/ARTICULOS/TesisRoa.pdf
https://digibug.ugr.es/bitstream/handle/10481/61877/5283-157-9402-3-10-20190911.pdf
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Combinatoria

Problemas sencillos de combinatoria. (Navarro-Pelayo, 1994 [1-13] y Gascon, 1988 [14-15])

Prob.1

Prob.2

Prob.3

Cuatro chicos son enviados al director del colegio por alborotar en la clase. Para esperar
su castigo, tienen que alinearse en fila ante la puerta del despacho. Supongamos que los
nifios se llaman Andrés, Benito, Carlos y Daniel (pondremos A, B, C y D). Escribe todos
los érdenes posibles en que podrian alinearse. Por ejemplo: para A como 1°, B como 2°, C
como 3°y D como 4°, escribiremos ABCD. ¢Cuantas formas diferentes hay en total?

Tenemos 4 elementos: A, B, C y D. Queremos alinear los 4 (todos), el orden importa y no
se repiten. Asi pues, seran permutaciones de 4 elementos: P, =4!=4.3-2.1=24 formas.

Las 24 formas diferentes son:  ABCD BACD CABD DABC
ABDC BADC CADB DACB
ACBD BCAD CBAD DBAC
ACDB BCDA CBDA DBCA
ADBC BDAC CDAB DCAB
(6 empiezan con cada letra) ADCB BDCA CDBA DCBA

En una caja hay cuatro fichas de colores: dos azules, una blanca y una roja. Se toma una
ficha al azar y se anota su color. Sin devolver la ficha a la caja, se toma una segunda
ficha, y se anota su color. Se continta de esta forma hasta que se han seleccionado, una
detras de otra, las cuatro fichas. ¢De cuantas formas diferentes se puede hacer la seleccion
de las fichas? Ejemplo: se pueden seleccionar en el orden Blanca, Azul, Roja 'y Azul.

El problema es equivalente a alinear las 4 fichas: AABR. Se usan todos los elementos, el
orden importa y hay elementos repetidos: se trata de permutaciones con repeticion.

PRZ’l']': 4' :4'3'2'1
4 20,1110 2.1.11

=4.3=12 formas diferentes.

Son estas formas: AABR, AARB, ABAR, ARAB, ABRA, ARBA,
BAAR, RAAB, BARA, RABA, BRAA, RBAA.

Disponemos de tres cartas iguales. Deseamos colocarlas en cuatro sobres de diferentes
colores: Amarillo, Blanco, Crema y Dorado. Si cada sobre solo puede contener, a lo
sumo, una carta. ¢De cuantas formas podemos colocar las tres cartas en los cuatro sobres
diferentes? Ejemplo: podemos colocar una carta en el sobre Amarillo, otra en el Blanco y
otra en el Crema.

Llamemos por su inicial a los sobres que tienen carta. El caso del ejemplo seria: ABC.
Tenemos 4 elementos que hay que tomar de 3 en 3, no importa el orden (ABC=CAB) y
no hay repetidos: son combinaciones de 4 elementos en grupos de 3.

41 41 4.3.21
(4-3)1-31 11.31 1.3.2:1
Estas formas son: ABC, ABD, ACD, BCD.

Como un sobre queda vacio, hay 4 posibilidades: que quede vacio el A, el B, el C o el D.

C,s= =4 formas de colocar las cartas.

I I .3.2. 4 4
Esto corresponde a: C,, = @ i)l - 3|4.1| = 2 ?2’ i 11= 4. Se cumple que: (3]:(J
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Prob.4

Prob.5

Prob.6

Prob.7

Combinatoria

Un nifio tiene cuatro coches de colores diferentes (azul, blanco, verde y rojo) y decide
regalarlos a sus hermanos Fernando, Luis y Teresa. ¢De cuantas formas diferentes puede
dar los coches a sus hermanos? Ejemplo: podria dar los cuatro coches a su hermano Luis.

Llamemos a los hermanos F, L y T. Para los coches usaremos 4 posiciones (azul-blanco-
verde-rojo), de forma que si los 4 le correspondieron a L escribimos: LLLL, si el azul le
correspondio a F, el blanco y el verde a L y el rojo a T escribimos: FLLT.

En cada una de las 4 posiciones podemos colocar cualquiera de las 3 letras. El orden
importa, y hay repetidas: variaciones con repeticion de 3 elementos en grupos de 4.

VR, , =3 =81 formas de regalar los coches.

En una urna hay tres bolas numeradas con los digitos 2, 4 y 7. Extraemos una bola de la
urna y anotamos su numero. Sin devolver la bola extraida, se elige una segunda bola y se
anota su numero; y sin devolverla, se saca una tercera bola y se anota su numero.
¢ Cuantos nameros de tres cifras diferentes podemos obtener? Ejemplo: el nimero 724.

El problema es idéntico a alinear de todas las formas posibles los tres digitos. EI orden
importa, se toman todos y no hay repeticiones: son permutaciones de 3 elementos.

P, =3!=3-2-1=6 numeros diferentes se podran obtener.

Son estos: 247, 274, 427,472, 724 'y 742,

Cuatro nifios Alicia, Berta, Carlos y Diana, van a pasar la noche a casa de su abuela. Esta
tiene dos habitaciones diferentes (salén y buhardilla) donde poder colocar los nifios para
dormir. ¢De cuantas formas diferentes puede la abuela colocar los cuatro nifios en las dos
habitaciones? (puede quedar alguna habitacion vacia). Ejemplo: Alicia, Berta y Carlos
pueden dormir en el salén y Diana en la buhardilla.

A cada uno de los nifios podemos asignarle una de las habitaciones. Si ponemos S para
salon y B para buhardilla, el ejemplo que da el problema podria escribirse asi: SSSB.

Cada una de las 4 posiciones se asigna a S 0 a B. El orden importa, no aparecen todos los
elementos y hay repeticiones: variaciones con repeticion de 2 elementos en grupos de 4.

VR, , =2" =16 formas diferentes.

Las posibles formas son: SSSS, SSSB, SSBS, SBSS, BSSS, SSBB, SBSB, SBBS,
BSSB, BSBS, BBSS, SBBB, BSBB, BBSB, BBBS, BBBB.

Un grupo de cuatro amigos, Andrés, Benito, Clara y Daniel, tienen que realizar dos
trabajos diferentes, uno de Matematicas y otro de Lengua. Para realizarlo deciden
dividirse en dos grupos de dos chicos cada uno. ;De cuéantas formas pueden dividirse para
realizar los trabajos? Ejemplo: Andrés-Benito pueden hacer el trabajo de Matematicas y
Clara-Daniel el trabajo de Lengua.

Dos de ellos hacen el trabajo de Matematicas. Una vez elegidos estos, los otros dos, sin
opciones, haran el de Lengua. Asi que nos basta con ver quienes hacen el de Matematicas.

Si de 4 elementos (los amigos) debemos escoger dos, no importa el orden y no hay
repeticiones: se trata de combinaciones de 4 elementos en grupos de 2.

41 4 4.3.21
(4—2)!~2! 21.21 2.1.2-1

Las 6 formas son: AB-CD, AC-BD, AD-BC, BC-AD, BD-AC, CD-AB

C,.= =3-2=6 formas de dividirse los trabajos.
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Prob.8

Prob.9

Prob.10

Prob.11

Combinatoria

Una maestra tiene que elegir tres estudiantes para borrar la pizarra. Para ello dispone de
cinco voluntarios: Elisa, Fernando, German, Jorge y Maria. ;De cuantas formas puede
elegir tres de estos alumnos? Ejemplo: Elisa, Fernando y Maria.

Tiene que elegir 3 personas de un total de 5. No importa el orden y no hay repeticiones:
son combinaciones de 5 elementos tomados de 3 en 3.
51 5/ 5.4.3.2.1 5.4

C,= = = = =10 formas de elegirlos.
© (5-3)1-3 21-31 2.1.3.21 21

Las formas son: EFG, EFJ, EFM, EGJ, EGM, EIJM, FGJ, FGM, FIM, GJM.

El garaje de Angel tiene cinco plazas. Como la casa es nueva, hasta ahora sélo hay tres
coches; el de Angel, Beatriz y Carmen que pueden colocar cada dia el coche en el lugar
que prefieran, si no esta ocupado. Este es el esquema de lacochera:| 1 |2 [ 3|4 [ 5|
Por ejemplo, Angel puede aparcar su coche en el aparcamiento nimero 1, Beatriz en el
nimero 2 y Carmen en el nimero 4. ;De cuantas formas posibles pueden Angel, Beatriz y
Carmen aparcar sus coches en la cochera?

El ejemplo del enunciado podemos escribirlo como 124. Cualquiera de las posibilidades
tendra 3 valores (hay 3 coches) tomados entre los nimeros 1, 2, 3, 4, 5 (hay cinco plazas).

No entran todos los elementos, el orden importa y no hay repeticiones: son variaciones de
5 elementos tomados de 3 en 3.

V;,=5-4-3=60 formas de aparcar.

Maria y Carmen tienen cuatro cromos numerados 1, 2, 3 y 4. Deciden repartirselos entre
las dos (dos cromos para cada una). ¢De cuantas formas se pueden repartir los cromos?
Ejemplo: Maria puede quedarse con los cromos 1y 2, y Carmen con los cromos 3y 4.

Una vez Maria se queda con dos cromos, ya no quedan opciones para Carmen que debe
quedarse con los otros dos. Por lo tanto, nos basta con ver las opciones de Maria.

Para Maria, de 4 cromos debe elegir 2. No importa el orden y no hay repeticiones: son
combinaciones de 4 elementos tomados de 2 en 2.

4 4 4321
(4-2)1-21 21.21 2.1.21

Las 6 formas son: 12-34, 13-24, 14-23, 23-14, 24-14, 34-12.

C,,= =3-2=06 formas de repartirselos.

En un bombo hay cuatro bolas numeradas con los digitos 2, 4, 7 y 9. Elegimos una bola
del bombo y anotamos su nimero. La bola extraida se introduce en el bombo. Se elige
una segunda bola y se anota su numero. La bola extraida se vuelve a introducir en el
bombo. Finalmente se elige una tercera bola y se anota su nimero. ¢ Cuantos numeros de
tres cifras podemos obtener? Ejemplo: se puede obtener el nimero 222.

El problema es equivalente a tomar de 4 elementos (2, 4, 7 y 9) solo tres de ellos.

No se toman todos los elementos, importa su orden y se pueden repetir elementos (al
devolver las bolas al bombo, se podran repetir): son variaciones con repeticién de 4
elementos (2, 4, 7, 9) en grupos de 3.

VR, ; =4 =64 nlmeros de tres cifras.
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Prob.12

Prob.13

Prob.14

Prob.15

Combinatoria

Disponemos de cinco cartas, cada una de ellas tiene grabada una letra: A, B, C, Cy C.
¢De cuéntas formas diferentes se pueden colocar en la mesa las cinco cartas, una al lado
de la otra formando una hilera? Ejemplo: pueden estar colocadas de la forma ACBCC.

Tenemos que la A esta una vez, la B una vez y la C tres veces. Son 5 elementos en total.

En cada ordenacion participan todos los elementos, importa el orden y hay repeticiones:
son permutaciones con repeticion de 5 elementos.
Rl'l*?’— 5! _5'4'3'2'1

o= = =5.4 =20 formas de colocar las cartas.
r.11.3t 1.1-3-21

Se quiere elegir un comité formado por tres miembros: presidente, tesorero y secretario.
Para seleccionarlo disponemos de cuatro candidatos: Arturo, Basilio, Carlos y David.
¢Cuantos comités diferentes se pueden elegir entre los cuatro candidatos? Ejemplo: que
Arturo sea presidente, Carlos sea tesorero y David sea secretario.

El ejemplo del enunciado serd: ACD. El cargo lo indicamos por la colocacion de los
miembros: el primero es el presidente, el segundo el tesorero, el tercero el secretario.

Tenemos 4 elementos (los candidatos) que hay que elegir en grupos de 3. Importa el
orden y no hay repeticiones: son variaciones de 4 elementos en grupos de 3.

V,;=4-3-2=24 comités diferentes.

Un nifio tiene doce cartas: 9 de ellas son los numeros 1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8 y 9. Las tres
restantes son las figuras: sota, caballo y rey. ¢(De cuantas maneras se pueden alinear
cuatro de las doce cartas, con la condicion de que siempre estén seleccionadas las tres
figuras? Ejemplo: sota, caballo, rey, 1.

Tenemos que seleccionar 4 cartas: tres figuras (F) y una carta normal (X), asi: F1F2F3X, y
ver después las diferentes formas en que se pueden ordenar.

Las figuras son siempre las mismas, pero para el lugar X hay 9 cartas posibles. En total
hay 9 maneras de seleccionar las 4 cartas.

Para cada una de esas maneras, las posibles formas de alinearlas seran las formas de
ordenarlas todas: P, =41=4-3-2-1=24 formas.

El nimero total serd: N =24x9 =216 maneras de alinear las 4 cartas.

¢ Cuantos nameros de cinco cifras pueden formarse utilizando los digitos 1, 2, 4,6 y 8, si
cada uno de ellos debe contener exactamente dos ochos? Ejemplo: 88124.

Los ndmeros seran de la forma 88X1X2X3, siendo Xi uno cualquiera de los 1, 2, 4, 6 (con
repeticion) y pudiendo ocupar cualquiera de los 5 elementos cualquier posicion.

Veamos primero las maneras de seleccionar los 5 elementos y después como ordenarlos.
Para los Xi tenemos 4 digitos (1, 2, 4 6) para colocar en 3 posiciones. El orden es
importante y se pueden repetir: son variaciones con repeticion, VR, ; = 4° =64 maneras.

Con una seleccion hecha de los Xi , las formas de colocar los 8 y las Xi serédn, puesto que
son 5 elementos (dos 8 y tres Xj), importa el orden y con repeticiones:

PR2% _ Bl _54-321 54
> 21,31 2.1.3.2.1 241

=10 formas para cada seleccién de los 5 elementos.

En total habra: N =64x10=640 nUmeros de cinco cifras.
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Distribucién binomial

Distribucion binomial

Experimentos binomiales

Un experimento aleatorio en el que solo puede haber dos resultados se denomina binomial. A uno
de los dos posibles resultados lo llamaremos ‘éxito’ y al otro le llamaremos ‘fracaso’.

Ejemplos de experimentos aleatorios binomiales son:

Lanzar una moneda y ver si sale cara o cruz, Lanzar un dado y ver si sale un valor mayor de 4 o0 no,
extraer una carta de una baraja y ver si es de oros o no, producir bombillas y ver si son defectuosas
0 no, jugar un partido de futbol y ver si gana el equipo local o no, comprar un boligrafo y ver si nos
dura mas de un mes o no. La variedad de experimentos binomiales es ilimitada.

En el problema tipico tendremos una situacion binomial en la que el resultado “éxito’ tendra una
probabilidad p y el resultado ‘fracaso’ una probabilidad q (como no hay mas opciones: q=1-p).

Si se repite N veces el experimento, calcularemos la probabilidad de que ‘éxito’ ocurra X veces.
Veamos un ejemplo:

Un jugador de baloncesto tiene una estadistica de acierto en los lanzamientos de tiro libre del 80%.
Si lanza tres tiros libres, ¢Cual es la probabilidad de que acierte solo 2 de los 3 tiros?

VVamos a hacer un diagrama de arbol de la situacion. Llamaremos A a acertar (canasta) y F a fallar.

1" tiro 2° tiro 3"tiro Nos interesan solo 2 aciertos
0.8 08 As 3 aciertos
ATl g2
0.8 : Fs 2 aciertos P(AlAz):0.8><0.8x0.2:0.128
— M 0.2
0.2 : As 2aciertos P(AA;)=0.8x0.2x0.8=0.128
P gy
Fs  1acierto
Inicio 0.8
0.8 : As 2aciertos P(A,A;)=0.2x0.8x0.8=0.128
A2 g2 ,
02 Fs  1lacierto
P 0.8 ,
0.2 As; lacierto
P27 02

F; 0 aciertos
P(X = 2 aciertos de 3) = P(A1A2 ) + P(A1A3)+ P(A2A3) =0.128+0.128+0.128=0.384 = 38.4%

Puesto que cada uno de los sumandos es de la forma P(A,A,)=P(AA;)=P(A,A;)=0.8"x0.2
se pudo haber escrito asi: P(X =2 aciertos de 3) =3x0.8* x0.2=3x0.8" x (1-0.8)**

El factor 3 que aparece se debe a que, con 3 intentos, las formas de conseguir 2 aciertos son 3.

3
Sonestas: AA,, AA;, A,A;. Se escribe asi: [2) y se le llama numero combinatorio. Da 3.

Como queremos 2 aciertos, la probabilidad de acierto (0.8) esta al cuadrado y la de fallo
(1—0.8) esta elevadaa 3—2 que seré el nimero de fallos (solo uno) al hacer 3 lanzamientos.
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Tal y como hemos visto, la probabilidad de tener 2 aciertos en 3 lanzamientos, si la probabilidad de

: ‘. 9 Avi _ 3 2 3-2
acertar en un solo lanzamiento es 0.8, se calcula asi: P(X =2 exﬂos) =5 -0.8°-(1-0.8)

Las probabilidades de conseguir 0 aciertos, 1 acierto, 2 aciertos o 3 aciertos seran estas:

P(X =0 éxitos =1 Solo hay una forma de hacer 0 aciertos}

W W D W kW O w

3
1

3
2

P(X =1 éxitos)

=(

j-0.81 -(1-0.8)>*=0.096 =3 Hay 3 formas de hacer 1 solo acierto}

@ .0.8°-(1-0.8)*° =0.008

P(X =2 éxitos) ]-0.82 -(1-0.8)*2=0.384 =3 Hay 3 formas de hacer 2 aciertos}

1

3
P(X =3 éxitos) [3)0.83 -(1-0.8)**=0.512 =1 Solo hay una forma de hacer 3 aciertos}

Por supuesto, estas probabilidades suman 1 pues representan todas las situaciones posibles.

Decimos que estas probabilidades de la variable estadistica X estan asociadas a una distribucion
binomial con N=3y p=0.8 (la probabilidad de éxito) lo que se escribe asi: X ~ B(3, 0.8).

3
La probabilidad de cada posible valor de la variable X es: P(X =k éxitos) = (kj-0.8k -(1-0.8)**

Formula de la probabilidad binomial

Consideremos una variable aleatoria X que sigue una distribucion binomial: | X ~ B(N, p)

Esto supone que hacemos N experimentos binomiales en los que la probabilidad de ‘éxito’ es p y la
probabilidad de ‘fracaso’ es 1— p . La probabilidad de tener k éxitos, es decir, que X =k éxitos es:

P(X =k éxitos) :(llj) pk-@-p)V*

El valor del nimero combinatorio, también llamado coeficiente binomial, viene dado por:

Se obtiene del estudio de una rama de las Matematicas que se llama Combinatoria. Sin saber como
ha sido obtenida esta expresion, ya se pueden hacer calculos de la distribucion binomial. Las dos
férmulas que aparecen encuadradas es todo lo que se necesita para resolver los problemas.

Pero es recomendable tener una idea basica de los conceptos que llevan hasta esa expresion. En las
dos péaginas siguientes te explico los conceptos clave de la Combinatoria y cémo calcular nimeros
combinatorios con la calculadora.
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Combinatoria

1. Permutaciones
Se llaman permutaciones a las diferentes formas de reordenar todos los elementos de un conjunto.

Si queremos reordenar todos los elementos de un conjunto de x elementos, podemos colocar en la
primera posicion uno cualquiera de los x elementos. Una vez colocado, para la segunda posicion
tenemos x —1 posibilidades. Colocado este, para la tercera posicion tenemos x—2 posibilidades.

Si seguimos asi, para la penultima posicidn quedan 2 posibilidades y para la ultima solo 1.

En total, para reordenar x elementos, tenemos: X-(x—1)-(x—2)-...-2-1 posibilidades.

Ese valor, las permutaciones de x elementos, se llama ‘X factorial” y se escribe: x!

Por ejemplo, para reordenar los elementos ABCD tenemos 4!=4-3-2-1= 24 posibilidades:

ABCD, ABDC, ACBD, ACDB, ADBC, ADCB, BACD, BADC, BCAD, BCDA, BDAC, BDCA,
CABD, CADB, CBAD, CBDA, CDAB, CDBA, DABC, DACB, DBAC, DBCA, DCAB, DCBA.
2. Variaciones

Si no queremos reordenarlos todos, sino solo z de los x elementos, tendremos x (que son x—0)
elementos posibles para colocar en la primera posicién, x—1 elementos posibles para colocar en la
segunda posicion, y seguiriamos asi hasta la posicion z. Para ella tendriamos x—(z-1) =x—z+1

elementos posibles.

Para reordenar z elementos de un total de x, tenemos: x-(x—1)-(x—2)-...-(x—z+1) posibilidades.

Este valor se llama ‘variaciones de x elementos tomados en grupos de z elementos’ y se escribe:

X-(x=1)-(x=2)-...-(x=z+1)-(x-2)-...-2.1  x!
(x-=2)-...-2-1 (x—=2)!

Vx,z =X'(X_l)'(X—Z)'...'(X—Z+1)=

Por ejemplo, para hacer grupos de 2 elementos de un conjunto de 3 elementos ABC, tenemos:
3! 3-2:1
V3,2 = =
(3-2)! 1

=6 quesonestas: AB, BA, AC, CA, BC, CB

3. Combinaciones

Se llaman combinaciones de x elementos en grupos de z elementos a las formas de elegirlos sin que
importe el orden, es decir que AB=BA. Son como las variaciones pero, para que no importe el
orden, las z! maneras de colocar una de las variaciones seran equivalentes. Por eso, tenemos:

X\ Vi, x! . . : :
C = === ( Y que es la formula para calcular nimeros combinatorios.
z! 7! (x=2)!

2) 21.(3-2)! 211
Con los elementos ABC serian estas tres: AB, AC, BC. Con AA A, serian: AA,, AR, A,A,.

3 ! 2.
Las combinaciones de 3 elementos en grupos de 2 son: C,, z( j 3 _321

VVeamos otro ejemplo.

6 I .5.4.3.2.
Las combinaciones de 6 elementos en grupos de 3son: C,,=| _|= ! _9543.21 20
‘ 3) 31-(6-3)! 3.2.1.3.2-1
Si los 6 elementos son ABCDEF, las 20 combinaciones que existen toméndolos de 3 en 3 son:

ABC, ABD, ABE, ABF, ACD, ACE, ACF, ADE, ADF, AEF,
BCD, BCE, BCF, BDE, BDF, BEF, CDE, CDF, CEF, DEF
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4. Uso de la calculadora en calculos combinatorios

Las calculadoras cientificas disponen de estas 3 opciones: | x! || nPr|[nCr| para estos calculos.

Las tres son funciones secundarias, de manera que antes se debe pulsar la tecla [SHIFT].
Busca en tu calculadora donde estan esas 3 opciones, a continuacién las usaremos.
(Cualquier calculadora cientifica valdra, las teclas que indicaré son las de cualquier modelo CASIO).

La opcion calcula factoriales. Se introduce el nimero, se pulsa y después (=].

100 " ’
Calculo de 10! Pulsa: (1] (0] =)
3628800
Vo @ i
521
Calculo de 52! Pulsa: (B3] (2] =)
B. 06581751 7wt

Asi pues: 10!=3628800 y 52!=8,065817517 x10”

La opcion calcula variaciones. Se introduce el nimero de elementos n, se pulsa , S€
pone el nimero de elementos de los grupos (la calculadora lo llama r) y por Gltimo se pulsa (=].

Esta forma de escribirlo se debe a que, en los Estados Unidos de Norteamérica, a las variaciones
se les llama permutaciones parciales. La notacion que usan es: P, que es lo mismo que: V, .

VT [ &
12P7
Célculo de V,, , Pulsa: (1J (2 =)
3991680
I=C] &
30P9
Célculo de V,, Pulsa: (3] (0] X] (2] (=]
5. 191778592xw0!2

Asi pues: V,,, =3991680 y V,,, =5,191778592x10"

La opcion calcula combinaciones. Se introduce el nimero de elementos n, se pulsa , S
pone el nimero de elementos de los grupos (la calculadora lo llama r) y por Gltimo se pulsa (=].

En los Estados Unidos de Norteamérica, las combinaciones se escriben asi: |C, idénticoa: C_,.

¥or E "
42C€8
Célculo de C,, Pulsa: (4] (2 = EE=E)
118030185
I=C] &
70C9
Célculo de C,g Pulsa: (7] (0] = (=] (=)
6. 503352856 x11?

. 42 70 0
Asipues: C,, 5 = 8 =118030185 y C,y, = 9 =6,503352856x10".

Es importante saber que 0!'=1 (compruébalo). Solo hay una forma de ordenar 0 elementos: &
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Distribucién binomial

Lanzamos un dado de seis caras 5 veces. Calcula la probabilidad de obtener 2 cuatros.

Es una distribucion binomial. N =5, ‘éxito’ es ‘sacar un 4’ con probabilidad 1/6.

5 2 5-2 | 3
P(X=2)=[ J(lj -(1—lj LI =10- 1 12—5—0 16075 =116.08%

2)\6 6) 21316 6 36 216
Lanzamos un dado de seis caras 8 veces. Calcula la probabilidad de obtener 3 seises.

Es una distribucién binomial. N =8, ‘éxito’ es ‘sacar un 6’ con probabilidad 1/6.

8 3 8-3 I 5
P(X=3)=( J(lj -(1—1) 8 15, =56- 1 %—010419 10.42%

3)\6 6) 315! 6° 6° 216 7776

Lanzamos una moneda 20 veces. Calcula la probabilidad de obtener 10 caras.

Es una distribucién binomial. N =20, “éxito’ es ‘sacar cara’ con probabilidad 1/2.

20 10 20-10 |
P(X=10)=( M%) -(1—1j A L 017619-[7.60%

10 2 7101101 20 2°

Una bolsa tiene 6 bolas blancas y 8 bolas negras. Sacamos 5 bolas con reemplazamiento.
Calcula qué es més probable, sacar 2 bolas blancas o sacar 3 bolas blancas.

Es una distribucién binomial. N =5, ‘éxito’ es ‘sacar bola blanca’ con probabilidad % = ;

5 2 5-2 I 2 3
P(x=2)=|> 2] [1-3 L3 0.2 % 034071-3427%
2)\7 7) a3 49 343

5 3 5-3 | 3 2
P(X=3)= (§j -(1—§] St 3 A _10.27 20 425703=25.70%
3)\7 7 32 77 343 49

| Es mas probable sacar 2 bolas blancas que sacar 3 bolas blancas||

Una empresa produce memorias flash. La probabilidad de que llegue al mercado una
memoria flash que no funciona bien es del 0.1%. Si compramos 5 memorias flash ¢qué
probabilidad hay de que todas funcionen bien?

Es una distribucion binomial. N =5, ‘éxito’ es ‘funcionar bien’ con probabilidad 99.9%.

P(X=5) =@-(0.999)5 -(1-0.999)" =%-o.9995 :1=0.99501=

Una maquina produce 12 piezas defectuosas de cada 1000 fabricadas. Calcula la
probabilidad de que, en 40 piezas, haya: a) Una sola pieza defectuosa, b) Ninguna defectuosa.

Es una distribucion binomial. N =40, ‘éxito’ es ‘ser defectuosa’ con probabilidad 0.012.

4
a) P(X=1)= ( 1Oj -(0.012)'-(1-0.012)” = 40-0.012-0.988% = 0.29975 =

40
b) P(X=0) :[ . ]-(0.012)0 -(1-0.012)" =1-1-0.988" = 0.61699 =
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En cierta facultad solo se licencian el 40% de las personas que se matricularon el primer afio.
Si elegimos 10 estudiantes al azar, calcula la probabilidad de que: a) Ninguno se licencie,
b) Se licencien todos, ¢) Solo se licencie uno de los 10.

Es una distribucion binomial. N =10, ‘éxito’ es ‘licenciarse’ con probabilidad 0.4.

a) P(X=0) =[1:j-(0.4)° .(1-0.4)" =1.1.0.6" = 0.006047 =[0.60%
10 10 0 10
b) P(X=10)= |(04)"-(1-04)"=1:04"1=0.000105=[0.01%

¢) P(X=1) =(110].(0.4)l .(1-0.4)° =10-0.4-0.6° = 0.04031 = [4.03%

En una clase de 20 alumnos cada alumno falta a clase el 4% de los dias. Calcula la
probabilidad de que un dia de clase: a) No falte ninguno, b) Falten menos de 3 alumnos,
¢) Falte un Unico alumno.

Es una distribucion binomial. N =20, “éxito’ es “faltar a clase’ con probabilidad 0.04.

a) P(X=0)= [ZOOJ-(O.M)O -(1-0.04)" =1-1-0.96® = 0.44200 =

b) P(X<3)=P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)=
= (200]-(0.04)" -(0.96)" +(2le -(0.04)"-(0.96)" + (220]-(0.04)2 -(0.96)"° =
=1-1-0.96% +20-0.04-0.96" +190-0.04?-0.96" = 0.95614 =

2
¢) P(X=1) :( 10)(0.04)1 -(1-0.04)” = 20-0.04-0.96" = 0.36834 =

En un tipo de gatos la probabilidad de que nazca una hembra es del 56%. Una gata ha tenido
5 crias. Calcula la probabilidad de que: a) Sean 3 hembras, b) Sean al menos 2 hembras.

Es una distribucion binomial. N =5, ‘éxito’ es ‘ser hembra’ con probabilidad 0.56.

a) P(X=3)= @-(0.56)3 -(1-0.56)" =10-0.56° - 0.44> = 0.33999 =

b) P(X>2)=P(X=2)+P(X=3)+P(X=4)+P(X=5)=
{Requerira menos célculos si lo hacemos de la siguiente manera }
=1-[P(X=0)+P(X=1)]=

=1—K2) /(0.56)’-(1-0.56) + @ /(0.56) (1~ 0.56)4} =

=1—[1~1~0.445 +5~0.56~0.444] -
=1-[0.0164916224 +0.104946688] =

=0.87856 =|87.86%
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El 20% de los boletos de una rifa tienen premio. Si compramos 4 boletos, calcula la
probabilidad de que tengamos, como mucho, 2 boletos premiados.

Es una distribucion binomial. N =4, ‘éxito’ es ‘tener premio’ con probabilidad 0.20.
P(X<2)=P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)=
{Requeriré menos calculos si lo hacemos de la siguiente manera }
=1-[P(X=3)+P(X=4)]=
:1{(:}(0.2)3 (1-0.2) +(3j-(o.2)“ -(1—0.2)0} =
=1-[4-02°-0.8+1.0.2" 1] =
=1-[0.0256 +0.0016] =

=0.9728=

La probabilidad de que un esquiador principiante se caiga en la pista es 0.4. Si intenta
esquiar 5 veces, calcula la probabilidad de que se caiga al menos 3 veces.

Es una distribucion binomial. N =5, ‘éxito’ es ‘caer’ con probabilidad 0.4.
P(X>3)=P(X=3)+P(X=4)+P(X=5)=
_ @ (0.4 -(1-0.4) +@ (0.4)*-(1-0.4)' + @.(0.4)5 (1-04) =

=10-0.4°-0.6*+5-0.4*-0.6+1-0.4°-1=
=0.2304 +0.0768+0.01024 = 0.31744 =|31.74%
En una zona de cultivo de pimientos de Padrén el 85% de ellos no son picantes. Si elegimos 8

pimientos de esa zona, calcula la probabilidad de que: a) Todos sean no picantes, b) Més de 6
sean no picantes, ¢) Al menos la mitad sean no picantes.

Es una distribucion binomial. N =8, “éxito’ es ‘ser no picante’ con probabilidad 0.85.
a) P(X=8) =@-(0.85)8 .(1-0.85)" =1.0.85°-1=0.27249 =
b) P(X>6)=P(X=7)+P(X=8)=

= (3]-(0.85)7 -(1-0.85)' +@-(0.85)8 -(1-0.85)" =

=8-0.85"-0.15+1-0.85°-1=0.65718 =
c) P(X>4)=P(X=4)+P(X=5)+P(X=6)+P(X=7)+P(X=8)=

8 8 8
= (4} -0.85*-0.15* + (5) -0.85°-0.15° + (6)0.856 -0.15% +

8 7 1 8 8 0
+ .0.85"-0.15" + 6 .0.85°-0.15° =

=0.018499 + 0.08386 + 0.237604 + 0.384693+ 0.272491 =
=0.997147 ={99.71%
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E.13 Se lanza una moneda 4 veces. Calcula la probabilidad de que salgan mas caras que cruces.
Es una distribucion binomial. N =4, ‘éxito’ es ‘salir cara’ con probabilidad 0.5.
P(X > 2): P(X:3)+ P(X :4)
4 3 1 (4 4 0
:(Sj-(O.S) -(1-0.5) +[4J-(0.5) -(1-05) =

=4.05°.05'+1-05"-1=4-05"+0.5* =5-0.5* =0.3125 =31.25%

E.14 En un bombo tenemos 10 bolas idénticas numeradas del 0 al 9 y tras cada extraccion
devolvemos la bola al bombo. Calcula la probabilidad de que: a) Con 5 extracciones, salga el
namero 7 menos de tres veces, b) Con 10 extracciones, salga el nimero 7 al menos dos veces.

Es una distribucion binomial. ‘Exito’ es ‘salir un 7° con probabilidad 0.1. N, =5, N, =10.

a) P(X<3)=P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)=

= (3-(0.1)" (1-0.1y +[ij-(o.1)1-(1—0.1)“ +(2j'(0.1)2 (1-0.1)’ =
=1.1.0.9°+5-0.1-0.9* +10-0.12-0.9° = 0.99144 =

b) P(X>2)=P(X=2)+P(X=3)+P(X=4)+...+P(X=8)+P(X=9)+p(X=10)=

{Requeriré menos calculos si lo hacemos de la siguiente manera }

=1-[P(X=0)+P(X =1)] =1—H1§j-(0.1)° [(1-0.2)" +(110j-(0.1)1 ~(1—0.1)9} =
=1-[1-1-0.9 +10-0.1-0.9° | =1-[0.7361] = 0.2639 =

E.15 En unas pruebas de alcoholemia se ha visto que el 5% de los conductores dan positivo, que el
10% de los conductores no llevan puesto el cinturdn de seguridad y que ambas infracciones
son independientes. En un control se para a 5 conductores al azar. Calcula la probabilidad de
que: a) Exactamente tres conductores hayan cometido alguna de las dos infracciones, b) Al
menos uno de los conductores haya cometido alguna de las dos infracciones.

Llamemos A al suceso ‘dar positivo’ y B al suceso ‘no llevar cinturdn de seguridad’.

La probabilidad de que un conductor haya cometido la infraccion A o la infraccién B es:

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)=...{independientes}...=P(A)+P(B)-P(A)-P(B)=
=5%-+10% —5%-10% =14.5% = 0.145

Si en el control paran a 5 conductores para ver si han cometido alguna infraccion, se trata de
una distribucion binomial. ‘Exito’ es ‘cometio alguna infraccion’ con p=0.145 para N=5.

5
a) P(X=3)= (3} 1(0.145)’-(1-0.145)" =10-0.145° - 0.855> = 0.02229 =

b) P(X21)=P(X=1)+P(X=2)+P(X=3)+P(X=4)+P(X=5)=
{Requeriré menos calculos si lo hacemos de la siguiente manera }

=1-P(X=0) =1—(2]-(o.145)° -(1-0.145) =

=1-1-1-0.855" =1-0.45691 = 0.54309 = |54.31%
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Distribucion binomial

Experimentos binomiales

Un experimento aleatorio en el que solo puede haber dos resultados se denomina binomial. A uno
de los dos posibles resultados lo llamaremos ‘éxito’ y al otro le llamaremos ‘fracaso’.

Ejemplos de experimentos aleatorios binomiales son:

Lanzar una moneda y ver si sale cara o cruz, Lanzar un dado y ver si sale un valor mayor de 4 o0 no,
extraer una carta de una baraja y ver si es de oros o no, producir bombillas y ver si son defectuosas
0 no, jugar un partido de futbol y ver si gana el equipo local o no, comprar un boligrafo y ver si nos
dura mas de un mes o no. La variedad de experimentos binomiales es ilimitada.

En el problema tipico tendremos una situacion binomial en la que el resultado “éxito’ tendra una
probabilidad p y el resultado ‘fracaso’ una probabilidad q (como no hay mas opciones: q=1-p).

Si se repite N veces el experimento, calcularemos la probabilidad de que ‘éxito’ ocurra X veces.
Veamos un ejemplo:

Un jugador de baloncesto tiene una estadistica de acierto en los lanzamientos de tiro libre del 80%.
Si lanza tres tiros libres, ¢Cual es la probabilidad de que acierte solo 2 de los 3 tiros?

VVamos a hacer un diagrama de arbol de la situacion. Llamaremos A a acertar (canasta) y F a fallar.

1" tiro 2° tiro 3"tiro Nos interesan solo 2 aciertos
0.8 08 As 3 aciertos
ATl g2
0.8 : Fs 2 aciertos P(AlAz):0.8><0.8x0.2:0.128
— M 0.2
0.2 : As 2aciertos P(AA;)=0.8x0.2x0.8=0.128
P gy
Fs  1acierto
Inicio 0.8
0.8 : As 2aciertos P(A,A;)=0.2x0.8x0.8=0.128
A2 g2 ,
02 Fs  1lacierto
P 0.8 ,
0.2 As; lacierto
P27 02

F; 0 aciertos
P(X = 2 aciertos de 3) = P(A1A2 ) + P(A1A3)+ P(A2A3) =0.128+0.128+0.128=0.384 = 38.4%

Puesto que cada uno de los sumandos es de la forma P(A,A,)=P(AA;)=P(A,A;)=0.8"x0.2
se pudo haber escrito asi: P(X =2 aciertos de 3) =3x0.8* x0.2=3x0.8" x (1-0.8)**

El factor 3 que aparece se debe a que, con 3 intentos, las formas de conseguir 2 aciertos son 3.

3
Sonestas: AA,, AA;, A,A;. Se escribe asi: [2) y se le llama numero combinatorio. Da 3.

Como queremos 2 aciertos, la probabilidad de acierto (0.8) esta al cuadrado y la de fallo
(1—0.8) esta elevadaa 3—2 que seré el nimero de fallos (solo uno) al hacer 3 lanzamientos.
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Tal y como hemos visto, la probabilidad de tener 2 aciertos en 3 lanzamientos, si la probabilidad de

: ‘. 9 Avi _ 3 2 3-2
acertar en un solo lanzamiento es 0.8, se calcula asi: P(X =2 exﬂos) =5 -0.8°-(1-0.8)

Las probabilidades de conseguir 0 aciertos, 1 acierto, 2 aciertos o 3 aciertos seran estas:

P(X =0 éxitos =1 Solo hay una forma de hacer 0 aciertos}

W W D W kW O w

3
1

3
2

P(X =1 éxitos)

=(

j-0.81 -(1-0.8)>*=0.096 =3 Hay 3 formas de hacer 1 solo acierto}

@ .0.8°-(1-0.8)*° =0.008

P(X =2 éxitos) ]-0.82 -(1-0.8)*2=0.384 =3 Hay 3 formas de hacer 2 aciertos}

1

3
P(X =3 éxitos) [3)0.83 -(1-0.8)**=0.512 =1 Solo hay una forma de hacer 3 aciertos}

Por supuesto, estas probabilidades suman 1 pues representan todas las situaciones posibles.

Decimos que estas probabilidades de la variable estadistica X estan asociadas a una distribucion
binomial con N=3y p=0.8 (la probabilidad de éxito) lo que se escribe asi: X ~ B(3, 0.8).

3
La probabilidad de cada posible valor de la variable X es: P(X =k éxitos) = (kj-0.8k -(1-0.8)**

Formula de la probabilidad binomial

Consideremos una variable aleatoria X que sigue una distribucion binomial: | X ~ B(N, p)

Esto supone que hacemos N experimentos binomiales en los que la probabilidad de ‘éxito’ es p y la
probabilidad de ‘fracaso’ es 1— p . La probabilidad de tener k éxitos, es decir, que X =k éxitos es:

P(X =k éxitos) :(llj) pk-@-p)V*

El valor del nimero combinatorio, también llamado coeficiente binomial, viene dado por:

Se obtiene del estudio de una rama de las Matematicas que se llama Combinatoria. Sin saber como
ha sido obtenida esta expresion, ya se pueden hacer calculos de la distribucion binomial. Las dos
férmulas que aparecen encuadradas es todo lo que se necesita para resolver los problemas.

Pero es recomendable tener una idea basica de los conceptos que llevan hasta esa expresion. En las
dos péaginas siguientes te explico los conceptos clave de la Combinatoria y cémo calcular nimeros
combinatorios con la calculadora.
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Combinatoria

1. Permutaciones
Se llaman permutaciones a las diferentes formas de reordenar todos los elementos de un conjunto.

Si queremos reordenar todos los elementos de un conjunto de x elementos, podemos colocar en la
primera posicion uno cualquiera de los x elementos. Una vez colocado, para la segunda posicion
tenemos x —1 posibilidades. Colocado este, para la tercera posicion tenemos x—2 posibilidades.

Si seguimos asi, para la penultima posicidn quedan 2 posibilidades y para la ultima solo 1.

En total, para reordenar x elementos, tenemos: X-(x—1)-(x—2)-...-2-1 posibilidades.

Ese valor, las permutaciones de x elementos, se llama ‘X factorial” y se escribe: x!

Por ejemplo, para reordenar los elementos ABCD tenemos 4!=4-3-2-1= 24 posibilidades:

ABCD, ABDC, ACBD, ACDB, ADBC, ADCB, BACD, BADC, BCAD, BCDA, BDAC, BDCA,
CABD, CADB, CBAD, CBDA, CDAB, CDBA, DABC, DACB, DBAC, DBCA, DCAB, DCBA.
2. Variaciones

Si no queremos reordenarlos todos, sino solo z de los x elementos, tendremos x (que son x—0)
elementos posibles para colocar en la primera posicién, x—1 elementos posibles para colocar en la
segunda posicion, y seguiriamos asi hasta la posicion z. Para ella tendriamos x—(z-1) =x—z+1

elementos posibles.

Para reordenar z elementos de un total de x, tenemos: x-(x—1)-(x—2)-...-(x—z+1) posibilidades.

Este valor se llama ‘variaciones de x elementos tomados en grupos de z elementos’ y se escribe:

X-(x=1)-(x=2)-...-(x=z+1)-(x-2)-...-2.1  x!
(x-=2)-...-2-1 (x—=2)!

Vx,z =X'(X_l)'(X—Z)'...'(X—Z+1)=

Por ejemplo, para hacer grupos de 2 elementos de un conjunto de 3 elementos ABC, tenemos:
3! 3-2:1
V3,2 = =
(3-2)! 1

=6 quesonestas: AB, BA, AC, CA, BC, CB

3. Combinaciones

Se llaman combinaciones de x elementos en grupos de z elementos a las formas de elegirlos sin que
importe el orden, es decir que AB=BA. Son como las variaciones pero, para que no importe el
orden, las z! maneras de colocar una de las variaciones seran equivalentes. Por eso, tenemos:

X\ Vi, x! . . : :
C = === ( Y que es la formula para calcular nimeros combinatorios.
z! 7! (x=2)!

2) 21.(3-2)! 211
Con los elementos ABC serian estas tres: AB, AC, BC. Con AA A, serian: AA,, AR, A,A,.

3 ! 2.
Las combinaciones de 3 elementos en grupos de 2 son: C,, z( j 3 _321

VVeamos otro ejemplo.

6 I .5.4.3.2.
Las combinaciones de 6 elementos en grupos de 3son: C,,=| _|= ! _9543.21 20
‘ 3) 31-(6-3)! 3.2.1.3.2-1
Si los 6 elementos son ABCDEF, las 20 combinaciones que existen toméndolos de 3 en 3 son:

ABC, ABD, ABE, ABF, ACD, ACE, ACF, ADE, ADF, AEF,
BCD, BCE, BCF, BDE, BDF, BEF, CDE, CDF, CEF, DEF
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4. Uso de la calculadora en calculos combinatorios

Las calculadoras cientificas disponen de estas 3 opciones: | x! || nPr|[nCr| para estos calculos.

Las tres son funciones secundarias, de manera que antes se debe pulsar la tecla [SHIFT].
Busca en tu calculadora donde estan esas 3 opciones, a continuacién las usaremos.
(Cualquier calculadora cientifica valdra, las teclas que indicaré son las de cualquier modelo CASIO).

La opcion calcula factoriales. Se introduce el nimero, se pulsa y después (=].

100 " ’
Calculo de 10! Pulsa: (1] (0] =)
3628800
Vo @ i
521
Calculo de 52! Pulsa: (B3] (2] =)
B. 06581751 7wt

Asi pues: 10!=3628800 y 52!=8,065817517 x10”

La opcion calcula variaciones. Se introduce el nimero de elementos n, se pulsa , S€
pone el nimero de elementos de los grupos (la calculadora lo llama r) y por Gltimo se pulsa (=].

Esta forma de escribirlo se debe a que, en los Estados Unidos de Norteamérica, a las variaciones
se les llama permutaciones parciales. La notacion que usan es: P, que es lo mismo que: V, .

VT [ &
12P7
Célculo de V,, , Pulsa: (1J (2 =)
3991680
I=C] &
30P9
Célculo de V,, Pulsa: (3] (0] X] (2] (=]
5. 191778592xw0!2

Asi pues: V,,, =3991680 y V,,, =5,191778592x10"

La opcion calcula combinaciones. Se introduce el nimero de elementos n, se pulsa , S
pone el nimero de elementos de los grupos (la calculadora lo llama r) y por Gltimo se pulsa (=].

En los Estados Unidos de Norteamérica, las combinaciones se escriben asi: |C, idénticoa: C_,.

¥or E "
42C€8
Célculo de C,, Pulsa: (4] (2 = EE=E)
118030185
I=C] &
70C9
Célculo de C,g Pulsa: (7] (0] = (=] (=)
6. 503352856 x11?

. 42 70 0
Asipues: C,, 5 = 8 =118030185 y C,y, = 9 =6,503352856x10".

Es importante saber que 0!'=1 (compruébalo). Solo hay una forma de ordenar 0 elementos: &
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E.05
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Lanzamos un dado de seis caras 5 veces. Calcula la probabilidad de obtener 2 cuatros.

Es una distribucion binomial. N =5, ‘éxito’ es ‘sacar un 4’ con probabilidad 1/6.

5 2 5-2 | 3
P(X=2)=[ J(lj -(1—lj LI =10- 1 12—5—0 16075 =116.08%

2)\6 6) 21316 6 36 216
Lanzamos un dado de seis caras 8 veces. Calcula la probabilidad de obtener 3 seises.

Es una distribucién binomial. N =8, ‘éxito’ es ‘sacar un 6’ con probabilidad 1/6.

8 3 8-3 I 5
P(X=3)=( J(lj -(1—1) 8 15, =56- 1 %—010419 10.42%

3)\6 6) 315! 6° 6° 216 7776

Lanzamos una moneda 20 veces. Calcula la probabilidad de obtener 10 caras.

Es una distribucién binomial. N =20, “éxito’ es ‘sacar cara’ con probabilidad 1/2.

20 10 20-10 |
P(X=10)=( M%) -(1—1j A L 017619-[7.60%

10 2 7101101 20 2°

Una bolsa tiene 6 bolas blancas y 8 bolas negras. Sacamos 5 bolas con reemplazamiento.
Calcula qué es més probable, sacar 2 bolas blancas o sacar 3 bolas blancas.

Es una distribucién binomial. N =5, ‘éxito’ es ‘sacar bola blanca’ con probabilidad % = ;

5 2 5-2 I 2 3
P(x=2)=|> 2] [1-3 L3 0.2 % 034071-3427%
2)\7 7) a3 49 343

5 3 5-3 | 3 2
P(X=3)= (§j -(1—§] St 3 A _10.27 20 425703=25.70%
3)\7 7 32 77 343 49

| Es mas probable sacar 2 bolas blancas que sacar 3 bolas blancas||

Una empresa produce memorias flash. La probabilidad de que llegue al mercado una
memoria flash que no funciona bien es del 0.1%. Si compramos 5 memorias flash ¢qué
probabilidad hay de que todas funcionen bien?

Es una distribucion binomial. N =5, ‘éxito’ es ‘funcionar bien’ con probabilidad 99.9%.

P(X=5) =@-(0.999)5 -(1-0.999)" =%-o.9995 :1=0.99501=

Una maquina produce 12 piezas defectuosas de cada 1000 fabricadas. Calcula la
probabilidad de que, en 40 piezas, haya: a) Una sola pieza defectuosa, b) Ninguna defectuosa.

Es una distribucion binomial. N =40, ‘éxito’ es ‘ser defectuosa’ con probabilidad 0.012.

4
a) P(X=1)= ( 1Oj -(0.012)'-(1-0.012)” = 40-0.012-0.988% = 0.29975 =

40
b) P(X=0) :[ . ]-(0.012)0 -(1-0.012)" =1-1-0.988" = 0.61699 =

86 PS5



E.O7
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E.09
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En cierta facultad solo se licencian el 40% de las personas que se matricularon el primer afio.
Si elegimos 10 estudiantes al azar, calcula la probabilidad de que: a) Ninguno se licencie,
b) Se licencien todos, ¢) Solo se licencie uno de los 10.

Es una distribucion binomial. N =10, ‘éxito’ es ‘licenciarse’ con probabilidad 0.4.

a) P(X=0) =[1:j-(0.4)° .(1-0.4)" =1.1.0.6" = 0.006047 =[0.60%
10 10 0 10
b) P(X=10)= |(04)"-(1-04)"=1:04"1=0.000105=[0.01%

¢) P(X=1) =(110].(0.4)l .(1-0.4)° =10-0.4-0.6° = 0.04031 = [4.03%

En una clase de 20 alumnos cada alumno falta a clase el 4% de los dias. Calcula la
probabilidad de que un dia de clase: a) No falte ninguno, b) Falten menos de 3 alumnos,
¢) Falte un Unico alumno.

Es una distribucion binomial. N =20, “éxito’ es “faltar a clase’ con probabilidad 0.04.

a) P(X=0)= [ZOOJ-(O.M)O -(1-0.04)" =1-1-0.96® = 0.44200 =

b) P(X<3)=P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)=
= (200]-(0.04)" -(0.96)" +(2le -(0.04)"-(0.96)" + (220]-(0.04)2 -(0.96)"° =
=1-1-0.96% +20-0.04-0.96" +190-0.04?-0.96" = 0.95614 =

2
¢) P(X=1) :( 10)(0.04)1 -(1-0.04)” = 20-0.04-0.96" = 0.36834 =

En un tipo de gatos la probabilidad de que nazca una hembra es del 56%. Una gata ha tenido
5 crias. Calcula la probabilidad de que: a) Sean 3 hembras, b) Sean al menos 2 hembras.

Es una distribucion binomial. N =5, ‘éxito’ es ‘ser hembra’ con probabilidad 0.56.

a) P(X=3)= @-(0.56)3 -(1-0.56)" =10-0.56° - 0.44> = 0.33999 =

b) P(X>2)=P(X=2)+P(X=3)+P(X=4)+P(X=5)=
{Requerira menos célculos si lo hacemos de la siguiente manera }
=1-[P(X=0)+P(X=1)]=

=1—K2) /(0.56)’-(1-0.56) + @ /(0.56) (1~ 0.56)4} =

=1—[1~1~0.445 +5~0.56~0.444] -
=1-[0.0164916224 +0.104946688] =

=0.87856 =|87.86%
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El 20% de los boletos de una rifa tienen premio. Si compramos 4 boletos, calcula la
probabilidad de que tengamos, como mucho, 2 boletos premiados.

Es una distribucion binomial. N =4, ‘éxito’ es ‘tener premio’ con probabilidad 0.20.
P(X<2)=P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)=
{Requeriré menos calculos si lo hacemos de la siguiente manera }
=1-[P(X=3)+P(X=4)]=
:1{(:}(0.2)3 (1-0.2) +(3j-(o.2)“ -(1—0.2)0} =
=1-[4-02°-0.8+1.0.2" 1] =
=1-[0.0256 +0.0016] =

=0.9728=

La probabilidad de que un esquiador principiante se caiga en la pista es 0.4. Si intenta
esquiar 5 veces, calcula la probabilidad de que se caiga al menos 3 veces.

Es una distribucion binomial. N =5, ‘éxito’ es ‘caer’ con probabilidad 0.4.
P(X>3)=P(X=3)+P(X=4)+P(X=5)=
_ @ (0.4 -(1-0.4) +@ (0.4)*-(1-0.4)' + @.(0.4)5 (1-04) =

=10-0.4°-0.6*+5-0.4*-0.6+1-0.4°-1=
=0.2304 +0.0768+0.01024 = 0.31744 =|31.74%
En una zona de cultivo de pimientos de Padrén el 85% de ellos no son picantes. Si elegimos 8

pimientos de esa zona, calcula la probabilidad de que: a) Todos sean no picantes, b) Més de 6
sean no picantes, ¢) Al menos la mitad sean no picantes.

Es una distribucion binomial. N =8, “éxito’ es ‘ser no picante’ con probabilidad 0.85.
a) P(X=8) =@-(0.85)8 .(1-0.85)" =1.0.85°-1=0.27249 =
b) P(X>6)=P(X=7)+P(X=8)=

= (3]-(0.85)7 -(1-0.85)' +@-(0.85)8 -(1-0.85)" =

=8-0.85"-0.15+1-0.85°-1=0.65718 =
c) P(X>4)=P(X=4)+P(X=5)+P(X=6)+P(X=7)+P(X=8)=

8 8 8
= (4} -0.85*-0.15* + (5) -0.85°-0.15° + (6)0.856 -0.15% +

8 7 1 8 8 0
+ .0.85"-0.15" + 6 .0.85°-0.15° =

=0.018499 + 0.08386 + 0.237604 + 0.384693+ 0.272491 =
=0.997147 ={99.71%
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E.13 Se lanza una moneda 4 veces. Calcula la probabilidad de que salgan mas caras que cruces.
Es una distribucion binomial. N =4, ‘éxito’ es ‘salir cara’ con probabilidad 0.5.
P(X > 2): P(X:3)+ P(X :4)
4 3 1 (4 4 0
:(Sj-(O.S) -(1-0.5) +[4J-(0.5) -(1-05) =

=4.05°.05'+1-05"-1=4-05"+0.5* =5-0.5* =0.3125 =31.25%

E.14 En un bombo tenemos 10 bolas idénticas numeradas del 0 al 9 y tras cada extraccion
devolvemos la bola al bombo. Calcula la probabilidad de que: a) Con 5 extracciones, salga el
namero 7 menos de tres veces, b) Con 10 extracciones, salga el nimero 7 al menos dos veces.

Es una distribucion binomial. ‘Exito’ es ‘salir un 7° con probabilidad 0.1. N, =5, N, =10.

a) P(X<3)=P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)=

= (3-(0.1)" (1-0.1y +[ij-(o.1)1-(1—0.1)“ +(2j'(0.1)2 (1-0.1)’ =
=1.1.0.9°+5-0.1-0.9* +10-0.12-0.9° = 0.99144 =

b) P(X>2)=P(X=2)+P(X=3)+P(X=4)+...+P(X=8)+P(X=9)+p(X=10)=

{Requeriré menos calculos si lo hacemos de la siguiente manera }

=1-[P(X=0)+P(X =1)] =1—H1§j-(0.1)° [(1-0.2)" +(110j-(0.1)1 ~(1—0.1)9} =
=1-[1-1-0.9 +10-0.1-0.9° | =1-[0.7361] = 0.2639 =

E.15 En unas pruebas de alcoholemia se ha visto que el 5% de los conductores dan positivo, que el
10% de los conductores no llevan puesto el cinturdn de seguridad y que ambas infracciones
son independientes. En un control se para a 5 conductores al azar. Calcula la probabilidad de
que: a) Exactamente tres conductores hayan cometido alguna de las dos infracciones, b) Al
menos uno de los conductores haya cometido alguna de las dos infracciones.

Llamemos A al suceso ‘dar positivo’ y B al suceso ‘no llevar cinturdn de seguridad’.

La probabilidad de que un conductor haya cometido la infraccion A o la infraccién B es:

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)=...{independientes}...=P(A)+P(B)-P(A)-P(B)=
=5%-+10% —5%-10% =14.5% = 0.145

Si en el control paran a 5 conductores para ver si han cometido alguna infraccion, se trata de
una distribucion binomial. ‘Exito’ es ‘cometio alguna infraccion’ con p=0.145 para N=5.

5
a) P(X=3)= (3} 1(0.145)’-(1-0.145)" =10-0.145° - 0.855> = 0.02229 =

b) P(X21)=P(X=1)+P(X=2)+P(X=3)+P(X=4)+P(X=5)=
{Requeriré menos calculos si lo hacemos de la siguiente manera }

=1-P(X=0) =1—(2]-(o.145)° -(1-0.145) =

=1-1-1-0.855" =1-0.45691 = 0.54309 = |54.31%
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Cierto bollo industrial incluye un premio en el 5% de las unidades. Calcula la probabilidad de
que la tercera unidad que compramos sea la primera en la que tenemos premio.

Lo haremos de esta forma: Calcularemos la probabilidad de que en las dos primeras unidades
no haya premio, después lo uniremos a la probabilidad de tener premio en la 32 (p =0.05).

Veamos la probabilidad de que en las dos primeras unidades compradas no haya premio.
Es una distribucion binomial. N =2, ‘éxito’ es ‘hay premio’ con probabilidad 0.05.

P(X=0)= [§]~(0.05)° .(1-0.05)" =1-1-0.95> = 0.9025

La probabilidad de que haya premio en la tercera unidad es 0.05.

La probabilidad de que ocurran ambas cosas (sin premio en las 2 primeras y premio en la 3%) es
el producto de ambas probabilidades, puesto que son independientes:

P( Unico premio en la 33) —0.9025x 0.05 = 0.045125 = [4.51%

En Espafia, el 8% de la poblacion tiene sangre de tipo O negativo. En un grupo de 10
donantes de sangre, calcula la probabilidad de que: a) Solo uno sea del tipo O, b) Al menos
uno sea del tipo O, ¢) Que el décimo donante sea el segundo del grupo con sangre de tipo O.

Es una distribucion binomial. N =10, “éxito’ es ‘ser O’ con probabilidad 0.08.
10
a) P(X=1) :[ 1 ]‘(0.08)1 -(1—0.08)9 =10-0.08-0.92° =0.37773=|37.77%

b) P(X>1)=P(X=1)+P(X=2)+P(X=3)+...+P(X=8)+P(X=9)+p(X=10)=
{Requeriré menos calculos si lo hacemos de la siguiente manera }

=1-P(X=0) :1—(1;)]-(0.08)0 .(1-0.08)" =

=1-1-1-0.92" =1-0.434388 = 0.565612 = |56.56%
c) Veamos la probabilidad de que en los primeros 9 donantes solo haya uno de tipo O™,
Es una distribucion binomial. N =9, “éxito’ es ‘ser O~ con probabilidad 0.08.

P(X=1)= ) .(0.08)"-(1-0.08)° =9-0.08-0.92° = 0.3695176
1

La probabilidad de que el 10° donante sea de tipo O™ es 0.08.

La probabilidad de que ocurran ambas cosas (solo un O™ en las 9 primeros, tipo O~ el 10°)
es el producto de ambas probabilidades, puesto que son independientes:

P(EI 10° es el segundo O ) = 0.3695176x0.08 = 0.029561=[2.96%

Los casos que se plantean en los ejercicios 16 y 17¢ se conocen como distribucion de probabilidad
binomial negativa. Se utiliza en procesos en los que se necesita repetir los ensayos hasta conseguir
un namero de casos favorables (por ejemplo, el primer éxito).

Aunque tiene sus propias férmulas, se puede abordar como lo hemos hecho aqui, como el producto
de 2 probabilidades independientes: La probabilidad binomial para n—1 ensayos multiplicada por
la probabilidad de éxito para el ensayo siguiente.
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Valor esperado de una distribucion binomial

Consideremos una variable estadistica binomial X en la que la probabilidad de ‘éxito’ es p y que
realizamos N experimentos. La probabilidad de obtener k “éxitos’ es P (X =Kk), siendo la formula
que calcula esas probabilidades la que ya conocemos.

La forma técnica de expresarlo es esta:
N
X~B(N,p) ; P(X=k):(kj- p*-A-p)™* para k=0,12,...N

Si repetimos esa medida de los N experimentos binomiales, el resultado serd algunas veces de cero
‘éxitos’, otras veces sera de un solo “éxito’, etc. En promedio, ;cuantos éxitos obtendremos? A este
namero promedio se le llama valor esperado o valor medio.

Para ver como se calcula utilizaremos un ejemplo.

Supongamos que lanzamos 2 monedas y nos fijamos en cuéntas caras aparecen.

El espacio muestral es: Q= {CC, C+, +C, ++} de manera que:
25% de las veces obtenemos 0 caras, 50% de las veces 1 cara 'y 25% de las veces 2 caras.

Podiamos haber dicho que se trata de un variable binomial en la que la probabilidad de ‘éxito’
(obtener cara al lanzar una moneda) es p =1/2 y que vamos a hacer 2 experimentos (lanzar 2
monedas) con lo que N =2. Asi, la variable estadistica es del tipo X ~ B(2,1/2) y tendriamos:

2 0 2-0 2
P(X =0) :[OJ-(W) (A-1/2)>° =1.1- (1/2) :%: 250
P(X=1)= ﬁj-(l/z)l (1-12)* =212 (1/2)' = % = 50%

P(X=2)= @-(1/2)2 (1-1/2)¥2=1-(1/2)* 1= % = 25%

Repitiendo 100 veces el lanzamiento de las 2 monedas, teéricamente obtendremos 0 caras 25
veces, 1 cara 50 veces y 2 caras 25 veces.

0-25+1-50+2-25 0+50+50
100 100

Usando las probabilidades, sin pensar en repetir 100 veces, obtendriamos:
X=0-P(X=0)+1-P(X=1)+2-P(X=2)=0-25%+1-50%+2-25% =1

El nimero promedio de caras obtenidas sera: x = =1 cara

Para cualquier otra variable estadistica binomial, se define el valor esperado o valor medio de forma
analoga:

>_<:O-P(X:0)+1-P(X:1)+...+N-P(X:N):ZN:k-P(X:k)

k=0

>_<=ZN:k-P(X=k)

Vamos a calcularlo usando la formula para P (X =k) que ya conocemos.

Las transformaciones algebraicas que habra que hacer son sencillas, pero para quien no ha hecho
antes este tipo de manipulacion, conviene tomarselo con calma y pensar en lo que se hace en cada
uno de los pasos. Se daran indicaciones para hacerlo mas comprensible.
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N N
x=Y k-P(X=k)= {Usamosque:P(X:k):(kj-pk-(l— p)N‘k}
k=0
N N N!
= k- 1-p)N* = Usamos que: =
£ (oo R
N
=Yk ——— p*-@-p)V*= Separamos el término para k =0, que da cero
2, k,(N k), (- p) { Sep ino p qu J
N
= kZ‘ TN (N k)l p“-(1-p)V* = { Usamos que: k!=k-(k-1)!}
o N-k
:é - 1)'(N k)l pk-A-p)Vt= { Usamos que: N!=N-(N-1)!}
N
(N-1)! K N—k Lk k-1
=N- pe-- = Usamos que: p* = p-
kZ;(k_l)!(N_k)! p*-(1-p) { que: p* = p-p**}
N-p- Z (N-1)! P A-p)V = { Usamos que: N—k =(N-1)—(k-1) }
T (k=)' (N-k)!
N
(N 1) k-1 (N=1)—(k-1) . N-1 (N _l)!
= N' . . 1_ = U . =
P2y P 4P SAMOS AU | 1 )7 =D 1 (N=K)!
L(N-1 k-1 (N-1)—(k-1) : .
=N-p->. «1]P -(1-p) = { Hacemos el cambio de variable: z=k -1}
k=1 -
NN -1
=N-p- , j p-(1-p)" 7 = { Hacemos el cambio de variable: n=N-1}
z=0
nin - n _
=N-p- Zj-pz-(l—p)“: {Usamosque:P(Xzz):(zj-pz-(l—p)“}
z=0
=N-p-dYP(X=2)= {Usamosque:ZP(X:z):l}
z=0 =0
=N- p.]_:
=N- p

En los Gltimos pasos hemos utilizado que, para una variable binomial X ~ B(n, p) , la probabilidad

n
de obtener z ‘éxitos’ es: P(X=12) = (zj p*-(1-p)"* para k=0,12,...n

Y que la suma de todas las probabilidades, desde z=0 hasta z=n, es 1: ZP X=2)=1

z=0

En definitiva, hemos encontrado que, para una variable estadistica binomial X ~ B(N, p) , el valor
esperado o valor medio es:

x=N-p
Aunque le he llamado X, en la literatura especializada se le suele llamar p y también E(X).

Aplicado al ejemplo de lanzar 2 monedas, siendo ‘éxito” obtener cara, tendremos N=2 y p=1/2
con loque x=N-p=2-1/2=1 tal y como habiamos obtenido anteriormente.
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Varianza y desviacion tipica de una distribucién binomial

Al igual que se puede calcular el valor medio de una serie de experimentos binomiales también se
puede calcular una medida de la dispersion de los valores que se van obteniendo.

La forma més habitual de medir la dispersion de una lista de valores: {x,, X,, X;, ..., X} = {xi}_N
N

. . ., .. . 1 —
es la varianza o”, que es lo mismo que la desviacion cuadratica media: o® =—>"(x —X)
i=1

N

La distancia de cada valor individual a la media se eleva al cuadrado para que no importe si el valor
esta por encima o por debajo de la media. Después se calcula su valor promedio (sumando todas
esas distancias al cuadrado y dividiendo por el nimero total de valores).
Como la varianza se mide en unidades al cuadrado respecto de la variable x, se prefiere usar la raiz
1Y —\2
cuadrada de ese valor: 6= NZ(Xi -X)
i=1

A esta medida se le llama desviacién tipica (o desviacion estandar) de la lista {xi}i“:'l.

La varianza (o la desviacion tipica) puede ser tediosa de calcular.
Veamos si se puede reorganizar la expresion para o”, de manera que sea mas ‘amable’:

: _)2 :%ZN:(xiz—in§+§2):
i=1

Q
N
[l
|~
M=
—_
>
|
<

|
LN

1
M=
—~
<
N
|
M=
—~
N
X
X
+
M=
—~~
><N
N—
| I |
1

I
x| Z|r Z|+ Z|+ Z| Z|» Z|» Z|+-
L=

(Por lo tanto, la varianza es la diferencia entre la media de los cuadrados y el cuadrado de la media.)

- —2 - —2
ol=x-X = c:«/xz—x

Al igual gue hicimos con el valor medio de una distribucion binomial, veamos qué se obtiene para
la varianza (o la desviacion tipica) de una distribucion binomial. Otra vez los calculos se detallaran
para que sea mas sencillo seguir el proceso.

Obtenemos:



=Xt X =
S XXX =
N
=3 k2P (X =k)
k=0

N

=0+0+Y k(k-1)-P(X=k)+X-X" =

k=2

k(k=1)- ([:] p (- p)V* +X-X" =

N NI
:ék(k_l)'k!(r\l—k)!'
Z

2

P -@L-p)" T+ x-x =

Distribucién binomial

(Ej:k!(s!—k)!}

2. 2):\I(IN o P p)V X=X = [N!'=N(N-1):(N-2)!}
:N(N_l)'g(k—(zl\)l! (i)!_k)!'pk'(l‘ P X=X = {p*=p*-p?|
=N(N-1)- p*- g(k g';'l(a)' i P -V X=X = {N-k=(N-2)-(k-2)}
=N(N—1)-p2-ZN; = (2'\)',(3 o P p)N DD LK =

{ _(N—zj (N-2)! (N-2)! }
Usamos que: = =
k=2 ) (k=2)I(N-K)—(k—-2))! (k—2)! (N—K)!
I:__sz P2 (= p)N 2D p XX = { Cambio:z=k-2}
z_ j p*- (- p)M P+ XX = { Cambio:n=N-2}
:)pz.a—p)”—wi—i% {P(x 2)- p - p)“}

= N(N-1)-p?-1+

=(N*-~N)-p*+N-

= N2p” =N-p?+N-p- N2<p? =N p-(1- p)

o’ =N-p-(1-p) =

N.p_(N.p)2:
p-N*-p*=

c=yN-p-(1-p)

94
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La estadistica de un colegio revela que el 8.9% del alumnado matriculado histéricamente es
zurdo. Este afio tienen 562 matriculados. Calcula: a) El valor esperado de alumnos zurdos
que tendran, b) La desviacion tipica del numero de alumnos zurdos que tendran.

Es una distribucion binomial. N =562, ‘éxito’ es ‘ser zurdo’ con probabilidad 0.089.
a) El valor esperado de alumnos zurdos es:

x=N-p=562-0.089 =50.02 alumnos zurdos
b) La varianza del nimero de alumnos zurdos es:

o’ =N-p-(1- p)=562-0.089- (1-0.089) = 45.566398

La desviacion tipica del numero de alumnos zurdos es:

o =+/45.566398 = 6.75 alumnos zurdos

Redondeando los valores obtenidos al entero méas proximo, seria razonable esperar que el
numero de alumnos zurdos sea 50+ 7, asi que estaria comprendido entre 43 y 57.

Este calculo se puede mejorar usando una distribucién normal, cosa que no haremos ahora.
Cuando se dan las condiciones adecuadas, una distribucion binomial se puede aproximar bien
por una distribucién normal y en ese caso se usan la media y la desviacion tipica vistas aqui.

El 2% de las pilas recargables que produce una empresa no alcanzan el nimero de ciclos de
recarga que deberian soportar. Si se venden 10000 pilas de ese tipo, calcula: a) El valor
esperado de pilas defectuosas, b) La desviacion tipica del nimero de pilas defectuosas.

Es una distribucion binomial. N =10000, ‘éxito’ es ‘pila defectuosa’ con probabilidad 0.02.
a) El valor esperado de pilas defectuosas es:

x=N-p=10000-0.02 =200 pilas defectuosas
b) La varianza del numero de pilas defectuosas es:

o> =N-p-(1- p)=10000-0.02- (1—0.02) =196

La desviacion tipica del namero de pilas defectuosas es:

o =+/196 =14 pilas defectuosas

En una tienda de ropa se sabe que el 75% de las compras se pagan con tarjeta de crédito. Si
en un trimestre han hecho 9000 ventas, calcula: a) El valor esperado de ventas pagadas con
tarjeta, b) La desviacion tipica del nimero de ventas pagadas con tarjeta.

Es una distribucion binomial. N =9000, ‘éxito’ es ‘pagado con tarjeta’ con probabilidad 0.75.
a) El valor esperado de ventas pagadas con tarjeta es:

x=N-p=9000-0.75=6750 ventas pagadas con tarjeta
b) La varianza del nimero de ventas pagadas con tarjeta es:

o?=N-p-(1— p)=9000-0.75-(1—0.75) =1687.5

La desviacion tipica del nimero de ventas pagadas con tarjeta es:

o =+/1687.5 = 41.08 ventas pagadas con tarjeta
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Uso avanzado de la calculadora casio fx-991SP X

1. Caélculo de n! para n>69

Distribucién binomial

69!=1.711224524 x10% es el mayor nimero del que la calculadora puede calcular su factorial.

Para valores n>69 podemos calcularlo asi:
n'=n-(n-1)-(n-2)-....

3-2:1 = logn!=logn+log(n—1)+log(n—2)+...+log3+log2+logl

n
Usaremos la funcion sumatorio de la calculadora asi: logn!= Z log x

Ejemplo: Calculemos 100!

100 —
log100!= "> log X
X1 @O MMM E=

— 1001 = 101579700087 _ 109700037 . (157 _[g 330621544 % 10" |

2. Célculo de nimeros combinatorios grandes

. . . n! n!
El algoritmo que usa la calculadora no funciona si — o

rt - (n-r)!

Vo O i

100
Zi{log{x}}
x:

157. 9700037

—- *
10 15

9. 332621544

igualan o superan 1x10'°.

Obtengamos una formula de recurrencia para los nimeros combinatorios:

n'-(n—r+1) n—r+1

n! _n-r+l

n) n! _
r) ri-(n-r)!

(Dl (n—r+(n-n!

=)l (n—(r-n) r

%

n . . L
Puesto que (Oj =1 para cualquier valor de n, podremos usar la funcion productorio asi:

i

x=1

Ejemplo: Calculemos 200C50 y 800C400

200 200+1— X
50 H OOEE®E
@O BE0E
2001 _[4538583779x10"]
50
500 S""FT
Iog(8ooj:ZIog% @E]E]@
400) e X DEOD®
L@ ]O]E=)

[jgg} _ 1202742559 _ 1 ()0-2742559 1 ()239 _ |1.880424418 %10%° |

96

0 para resultados mayores que 1x10': Iog[ ] ZI

n+1—x
il 2%%—:1: ’
(5%

4. 5385837 7Ox10?7

(Emplea menos de 2 seg.)

w7 801—x)
2 1os 297%] )

239. 2742559

i

dr]
Ars-239

1.880424418

p.15
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3. Aplicacion del menu ‘Distribucion’ a la distribucion binomial

Pulsando [MENU) tenemos acceso al céalculo de la probabilidad de la distribucion binomial (DP
Binomial) y de probabilidades acumuladas (DA Binomial).

¥
X< 28 oo 1:DP Normal 1:DA Binomial
LEJM [= 2:DA Normal 2:DP Poisson
B 3:D
n

% 4 ldn JFNE 3:Normal Inversa A Poisson

7:Distribucid 4:DP Binomial
Usaremos primero la opcion de célculo de la probabilidad para X éxitos (DP Binomial).
Se puede calcular para una lista de valores de X (‘Lista’) o para un valor concreto (‘Variable’).

k]

l:Lista Con ‘Lista’ calcularemos: Pulsamos (1] (opcion Lista).
2:Variable P(X=0), P(X=1), P(X=2) Escribimos los valores
y P(X=3) para X~B(3,04) 0,1,2,3ypulsamos (=)
]
* F |DP DP Binomial T D)
: i Binomial| | N 13 2 i| 0:azzBinomial
3 2 P :D 4 3 2| 0.288
4| I 3 - 4 3 0.064 D

Asi, si X~B(3,0.4): P(X=0)=0.216, P(X=1)=0.432, P(X=2)=0.288, P(X =3)=0.064
Poniendo el cursor en uno de los valores de la columna P, si pulsamos la tecla podemos
almacenar el valor visualizado en una memoria (A, B, C, D, E, F, X, Y 0 M) pulsando su tecla.
Si seleccionamos un valor x de la lista podemos cambiarlo por otro, bastara con teclearlo.

Pulsando (=] podemos cambiar los parametros de la distribucién o pulsando seleccionar
otro tipo de calculo o editar la lista de valores de x.

Seleccionemos ahora el célculo de una probabilidad binomial para un valor dado (‘Variable’):

1:DP Normal ' l1:Lista Elegimos la opcién (2]
2:DA Normal 2:Variable para calcular P(X =3)
3:Normal Inversa i X~ B(3.04
4:DP Binomial sl X~B(3,04)

o)
DP Binomial ) ] P=
X 3 Tras introducir los datos,

N 13 pulsando (=] se obtiene:
.p 0.4 0. 064

Al igual que antes, podemos almacenar ese valor en una memoria pulsando (s, pulsando (=)
cambiar los pardmetros de la distribucion o pulsando seleccionar otro tipo de calculo.

Si seleccionamos como tipo de célculo ‘probabilidades acumuladas’ (DA Binomial), se trabaja
de forma anéloga. La diferencia es que se calculara la probabilidad acumulada P(X < x).

Por ejemplo, con X ~ B(10,0.8) si queremos calcular P(X <6) haremos:

1:DA Binomial 1:Lista °
2:DP Poisson Pulsamos (1] 2:Variable

3:DA Poisson (DA Binomial)

) . o]
Pulsamos (2] DA Binomial P=
(Variable) X :6
e introducimos los datos N 10
0.12087388106

Asi, habremos calculado, para X ~ B(10,0.8), que: P(X <6) =0.1208738816 .
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Calculo de la probabilidad binomial acumulada con una calculadora programable

N
Sea una variable estadistica X ~ B(N, p) . Sabemos que: P(X =k)= ( ) j p*-(1—p)N*

Obtengamos una ley de recurrencia:

N
P(X =k +l) :{k_i_lj. pk*l-(l— p)N—(k+1) _
NI

— A k+1' 1_ N—(k+l):
kD! (N—k-1)! d=P)

_ N!-(N-k) .p_pk.(l_ ™ _
(k+1)-k!-(N-K)-(N-k-1)! 1-p
N -k N! K Nk P

= : 0k (- N
k+1 kI-(N—k)! Pr-{d=p) 1-p
N-k (N} Nk P

= . . 1_ [ N—
k+1 (kj P-d=p) 1-p
N-k p (N} N-k

_ . . . 1_ —
k+1 1-p [k} P-d-p)

_N-k _p P(X=k)
k+1l 1-p

N
Y como P(X =0) =(O]‘ p’-(1-p)"°=1.1.-(1- p)" =(@- p)" podremos calcular P(X =k) vk

_ _ P(X=k+1)=
La ley de recurrencia obtenida es: k+1

P(X=0)=(-p)"

P p(x=k)

N-k p
1-p

Esta ley permite calcular, para X ~ B(N, p), la probabilidad P(X =k) a partir de P(X=0).

El diagrama de flujo de nuestro programa para calcular P(min <X< méx)seré el siguiente:
Introducir los parametros Ny p
Introducir valores min. y max.

[ Iniciar el nUmero de éxitos x a 0 }

Iniciar el valor final (M) a 0
Con Ny p: P(X=0) poneren y

SI
[ M=M+y ]
Con Ny p: P(X=x) poneren y NO
Aumentar x ax + 1
Si
[ Presentar M ]
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El programa podréa calcular la probabilidad binomial para un nimero k de éxitos introduciendo los
valores min =max =k . (Es decir, sirve tambien para probabilidades binomiales no acumuladas).

El listado del programa valido para calculadoras programables cAsio (por ejemplo, la fx-6300G, la
fx-3650P 11 o la fx-5800P) es el siguiente:

(Las variables han sido elegidas para que funcione en la fx-3650P Il, que es la més restrictiva, y
para que funcione en ella no hay prompts al pedir valores. No se usa pues algunas calculadoras
no tienen esa funcion.)

Célculo de P(min <X <max) para X ~ B(N, p)

?-C : 25D : C contendra el valor N, D contendré el valor p

?-5A : ?-5B : A contendra el valor min, B contendra el valor max
0-X : 0-M : X contendra el valor k, M contendra el valor a calcular
(1-D) " C Y : Y contendra el valor P(X =k). Inicialmente P(X =0)
Lbl 0

X2A =2 M+Y->M :

X 2B = Goto 1

Y x (C-X) + (X+1) xD + (1-D) - Y
X+1-5X :

Goto O

Lbl 1 M

Veamos un uso del programa. Calcularemos, para X ~ B(200, 0.472), P(100 <X <200).

Lanzamos el programa. Introducimos: 200-C, 0.472-D, 100-A, 200-B.
El programa produce en unos segundos: 0.234879302 0bien 0.2348793018

(El resultado depende de la precision de la calculadora, no todas tienen la misma precision.)

Con una calculadora fx-991SP X, con la opcién de calculo de distribucion binomial acumulada, se
obtiene este resultado:

DA Bihomial p=
X 99 P(X <99) = 0.7651206949
N : 200
D :0. 472 0. 7651206949
VoF [ i
Guardado en A 1=4 P(100 <X <200) =
=1-P(X <99)
0. 2348793051 = 0.2348793051

El resultado coincide en las 8 primeras cifras decimales y esta de acuerdo con WolframAlpha.

(Aunque hay que reconocer que el algoritmo de célculo de la fx-991SP X es casi instantaneo y no
produce error para valores muy grandes de N y k. Buen trabajo de los programadores de CASIO.)
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Examen de Matematicas Il — 32 EVALUACION SANT JAUME APOSTOL 5-V-2023

1.- Enunaclase, el 75% del alumnado aprueba Lengua Espafiola, el 65% aprueba Inglés y el 5% no
aprueba ninguna de las 2 asignaturas. Si se elige un alumno al azar, calcule la probabilidad de que:

a) Apruebe solo una de las dos asignaturas. [ 4 puntos]
b) Si sabemos que aprobd una de las asignaturas, que apruebe las dos asignaturas. [ 3 puntos]
c) Apruebe Lengua Espafiola sabiendo que no ha aprobado Inglés. [ 3 puntos]

Si llamamos A al suceso ‘aprueba Lengua Espanola’ y B al suceso ‘aprueba Inglés’, tenemos que:

P(A)=75% : P(B)=65% : P(A~B)=5%

a) Que no apruebe ninguna de las dos asignaturas quiere decir que (no aprueba A) y (no aprueba B):
P(ANB)=.. .{Aplicamos una de las leyes de De Morgan: AnB=AUB }
...=P(AUB)=1-P(AUB)
Con esto, podemos calcular la probabilidad de AwB con los datos del problema:
P(AnB)=1-P(AUB) = P(AUB)=1-P(ANB)=100%—5% =95%
Si ahora aplicamos la expresion bésica para la probabilidad de A B, tenemos:
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)
95% = 75% + 65% —P(ANB) = P(ANB)=75%+65%—95% =45%
La probabilidad de aprobar solo una de las asignaturas sera:
P (aprobar solo una de las dos asignaturas) =
= P (aprobar A o aprobar B) —P (aprobar A y aprobar B) =
=P(AUB)-P(ANB)=
=95% —45% =
=50%

La probabilidad de que apruebe solo una de las dos asignaturas es: P(solo una)=50%

b) La probabilidad de que apruebe las dos asignaturas, sabiendo que aprobo una de las asignaturas, es:

p(AnB|AUB) - PIACBINAUE)) PANB) _45% 9 o 07 47 3704
P(AUB) P(AUB) 95% 19 ’

La probabilidad de aprobar las dos asignaturas si aprobd una es: P(ANB|AUB)=47,37%

c) Que apruebe Lengua Espafiola (A) sabiendo que no ha aprobado Inglés (B) es:

_ R _ 0/ _ AEQ 0
P(AlB):P(Af_wB):P(A) P(ANB) _ 75%-45% 30% 6 o ocoi oo i
P(B) 1-P(B) 100%—65% 35% 7

La probabilidad de aprobar Lengua Espafiola si no ha aprobado Inglés es: P(A | §) =85,71%

p.1
100




2.- Enunarifa, el nimero de boletos sin premio es el triple que el nimero de boletos con premio.
Si compramos 5 boletos, calcula la probabilidad de que:

a) Solo uno de los 5 boletos tenga premio. [ 4 puntos]
b) Al menos dos de los 5 boletos tengan premio. [ 3 puntos]
c) No tengan premio més de tres de los 5 boletos. [ 3 puntos]

Llamemos A al suceso ‘boleto con premio’. Serd A el suceso ‘boleto sin premio’: P(A)+ P(A)=1

Segun el enunciado: P(A)=3-P(A), y tenemos: P(A)+3-P(A)=1 = 4.P(A)=1 = P(A)=1/4

Se trata de una distribucion binomial en la que ‘éxito’ es ‘boleto con premio’ con probabilidad p=1/4 y
con un nimero de intentos N =5, es decir: X ~B(5,1/4).

a) La probabilidad de que solo uno de los 5 boletos tenga premio es:

e (-

51 1(3)“_5!134 1 81 405

=5-——=—-=0,3955=39,55%
4 256 1024

ETHCE IV VY Ty

La probabilidad de que solo uno de los boletos tenga premio es: P(X =1) =39,55%

b) La probabilidad de que al menos dos de los 5 boletos tengan premio es:

P(X>2)=P(X=2)+P(X=3)+P(X=4)+P(X=5)=
=1-[P(X=0)+P(X=1]=

(S -
21{1.1.@)1%}

| 248,405 ) 16481 | 18\ 47 4 3672-3672%
1024 " 1024 1024 128 | 128

La probabilidad de que al menos dos de los boletos tengan premio es: P(X>2) =36,72%

c) La probabilidad de que no tengan premio mas de 3 de los 5 boletos es:
P (Sin premio més de 3) = P(Sin premio 4 0 5) =P (Con premio 0 0 1) =

=P(X=0)+P(X=1)=...{apartado anterior}...= 182_18 =0,6328 = 63,28%

La probabilidad de que no tengan premio mas de 3 boletos es: P(Mas de 3 sin premio) = 63, 28%

p.2
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se utilizan en una empresa. Son defectuosas el 5% de las piezas producidas por A, el 2% de las
producidas por B y el 1% de las producidas por C. Calcula:

Los proveedores A, B y C suministran, respectivamente, el 60%, el 30% y el 10% de las piezas que

a) La probabilidad de que una pieza elegida al azar sea defectuosa. [ 5 puntos]

b) Siuna pieza es defectuosa, la probabilidad de que no proceda del proveedor A. [ 5 puntos]

Llamemos A al suceso ‘suministrado por el proveedor A’ y analogamente para B y C.
Tenemos que P(A)=60% ; P(B)=30% ; P(C)=10%
Llamemos D al suceso ‘pieza defectuosa’: P(D|A)=5% ; P(D|B)=2% ; P(D|C)=1%

El diagrama de arbol de la situacion del problema es:

0,
o % = P(AND)=P(A)-P(D|A)=60%-5%=3,00%
0
| 95% - =
D = P(AND)=P(A)-P(D|A)=60%95%=57,00%
2% 0, 0 0,
-~ = P(BND)=P(B)-P(D|B)=30%-2% =0,60%
Inicio - T 9su
"~ b = P(BND)=P(B)-P(D|B)=30%-98%=29,40%
1% 0 0 0,
o = P(CAD)=P(C)-P(D|C)=10%-1% =0,10%
| 99%

D = P(CnD)=P(C)-P(D|C)=10%99% =9,90%

a) La probabilidad de que una pieza elegida al azar sea defectuosa es:
P(D)=P(AND)+P(BND)+P(CND)=3,00%+0,60%+0,10% = 3,70%

[ Teorema de la probabilidad total: P(D)=P(A)-P(D|A)+P(B)-P(D|B)+P(C)-P(D|C) 1]

La probabilidad de que una pieza sea defectuosa es: P(D)=23,70%

b) La probabilidad de que no proceda del proveedor A una pieza que es defectuosa es:

P(BND) P(CnD) P(BND)+P(CnD)
+ = =

P(D) P(D) P(D)

0,60%+0,10% 0,70% 0,7 7

= =—=—=0,1892=18,92%
3,70% 3,70% 3,7 37

P(A|D)=P(B|D)+P(C|D)=

[ Se us6 el teorema de Bayes para P(B|D) y P(C|D). Por ejemplo, para P(B|D) se tiene:
P(B)~P(D|B) ]
P(A)-P(D|A)+P(B)'P(D|B)+P(C)-P(D|C)

P(BID)=

La probabilidad de que no proceda de A una pieza que es defectuosa es: P(Z\l D) =18,92%
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4.- De los sucesos Ay B sabemos que: P(A):%; P(B|A)=%; P(KmB)=%.Calcula:
a) Los sucesos Ay B, ¢son independientes? [ 4 puntos]
b) P(AUB) [ 3 puntos]
c) P(B|A) [ 3 puntos]
P(AnB P(A
Si P(B|A) =1 = P(ANB) 1 - p(AmB):L:_“:i
3 P(A) 3 3 3 12
SiP(AnB)=1 = P(B)—P(AmB)zl = P(B):LLF>(Am|3)=1+i=3+i=i=1
4 4 4 4 12 12 12 12 3

Por lo tanto, tenemos: P(A):%; P(B):%; P(AmB):é

a) ¢Son independientes Ay B?
Si son independientes debe ocurrir que: P(ANB)=P(A)-P(B)

p(A).p(B):%%:%:P(AmB)

Por lo tanto, A y B son independientes.

| Los sucesos A y B son independientes. |

b) Queremos calcular P(Au B). Usamos la propiedad basica de AUB:

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)=
1.1 1 3 4 1 6 1

473 12 12 12 12 12 2

P(AUB)=

N |~

c) Queremos calcular P(E | A) . Usamos la definicién de probabilidad condicionada:

P(BnA) P(A)-P(ANB)

PEIA S a  RA)
_Y4-112 12-(Y4-112) 3-1 2
Y4 1274 3 3
P(B|A)=2/3

Inicialmente no pensé en poner este problema, sino el que aparece a continuacion.

Las transformaciones algebraicas son un poco mas complejas y, al final, lo descarté.

Como me parece un problema interesante, lo afiado aqui. ¢ Lo hubieras resuelto?

p.4
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4b.- De los sucesos Ay B sabemos que: P(A|B) :% ; P(B|A)= % Calcula:

a P(ANnB|AUB) [ 4 puntos]

Si sabemos, ademas, que A y B son independientes y no son incompatibles, calcula:

b) P(A|B) [ 3 puntos]
c) P(B|A) [ 3 puntos]
Si P(A|B)= % %:% = P(B)=4-P(ANB)
Si P(B|A)—% P(PA(—:)B)% = P(A)=3-P(ANB)

a) Queremos P(ANB|AUB). Usemos la definicion de probabilidad condicionada:
((AmB)m(AuB)) P(AnB)
P(AUB) P(AUB)
P(AuB)=P(A)+P(B) (AmB)
=3-P(AnB)+4-P(ANB)-P(ANB)=
=6-P(ANB)
3 P(AmB) 1
6-P(ANB) 6

P(AnB|AUB)=

P(ANB|AUB)=1/6

Para los siguientes apartados sabemos que A y B son independientes:
P(AnB)=P(A)-P(B) = P(AnB)=3-P(AnB)-4-P(ANB)
P(AnB)=12-P(ANB)
12.P(AnB)° ~P(ANB)=0
P(AnB)-[12-P(AnB)-1]=0
También sabemos que no son incompatibles, con lo que P(Am B) #0

Por lo tanto, ocurrird que: 12-P(AnB)-1=0 = P(ANB)=1/12

= _P(AnB) P(A)-P(AnB) 3112-112 3-1 2 1
b) P(A|B)= p(B)  1-P(B) = 1-4112 12-4 8 4
P(A|B)=1/4
_ _p(@mz\)_P(M)_l—P(AuB) 1-6-1/12 _12-6 _6_2
o) P(BIA)= p(A)  pP(A)  1-P(A) 1-3112 12-3 9 3
P(B|A)=2/3

p.5
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Col-legi Parroquial Sant Jaume Apostol

Matematicas Il - 32 Evaluacion 22 BACH-A 5-V-2023

Todos los resultados deben obtenerse razonadamente, escribiendo todos los pasos necesarios.

1.-

En una clase, el 75% del alumnado aprueba Lengua Espafiola, el 65% aprueba Inglés y el 5% no
aprueba ninguna de las 2 asignaturas. Si se elige un alumno al azar, calcule la probabilidad de que:

a) Apruebe solo una de las dos asignaturas. [ 4 puntos]
b) Si sabemos que aprob6 una de las asignaturas, que apruebe las dos asignaturas. [ 3 puntos]
c) Apruebe Lengua Espafiola sabiendo que no ha aprobado Inglés. [ 3 puntos]

En unarifa, el nimero de boletos sin premio es el triple que el namero de boletos con premio.
Si compramos 5 boletos, calcula la probabilidad de que:

a) Solo uno de los 5 boletos tenga premio. [ 4 puntos]
b) Al menos dos de los 5 boletos tengan premio. [ 3 puntos]
c) No tengan premio mas de tres de los 5 boletos. [ 3 puntos]

Los proveedores A, B y C suministran, respectivamente, el 60%, el 30% y el 10% de las piezas que
se utilizan en una empresa. Son defectuosas el 5% de las piezas producidas por A, el 2% de las
producidas por B y el 1% de las producidas por C. Calcula:

a) La probabilidad de que una pieza elegida al azar sea defectuosa. [ 5 puntos]

b) Si una pieza es defectuosa, la probabilidad de que no proceda del proveedor A. [ 5 puntos]

De los sucesos A y B sabemos que: P (A) :% ; P(B|A) =% - P(AnB)= % . Calcula:

a) Los sucesos Ay B, ¢son independientes? [ 4 puntos]
b) P(AUB) [ 3 puntos]
c) P(B|A) [ 3 puntos]
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Examen de Matematicas Il — 32 EVALUACION-BIS  SANT JAUME ApOsToL  16-VV—2023

1.-  Una bolsa contiene 4 bolas blancas y 8 bolas negras. Se extrae al azar una bola de la bolsa,

se deja aparte y se introduce en la bolsa una nueva bola de distinto color a la extraida.
A continuacion, se extrae una segunda bola de la bolsa. Calcula la probabilidad de que:

a) Lasegunda bola sea blanca.

[ 4 puntos]
b) La segunda bola sea de distinto color que la extraida en primer lugar. [ 3 puntos]
c) La primera bola extraida haya sido negra, sabiendo que la segunda bola es blanca. [ 3 puntos]

Si llamamos A al suceso ‘sacar bola blanca’ y B al suceso ‘sacar bola negra’, tenemos este arbol:

3/12
/ B: = P(B,NB,)- 4 3 12
4/12 3B 1212 144
Bilon| | 9712 4 9 36

Ne = P(BION)=15 1= 1ag

o | 4B -
NICIO ]
8N 5/12 8 5 40

B: = P(N,nB,)=

812 |58 12 12 144
Rl A
IN| | 7/12
12 N, = p(N,AN,)= 8.1 50
12 12 144

a) Probabilidad de que la segunda bola sea blanca:

P(B,)=P(B,nB,)+P(N,NB,)= 12 40 52 1—3—0,3611=36,11%
144 144 T 144 36

La probabilidad de que la segunda bola sea blanca es: P(Bz) = % =0,3611=36,11%

b) Probabilidad de que la segunda bola sea de distinto color que la primera:

P(distintas) = P(B, NN, )+P(N, "B, )= 36 40 76 19

=0,5278="52,78%
144 144 T144 36

La probabilidad de que sean de distinto color es: P(distintas) = ;—(95 =0,5278=52,78%

c) Probabilidad de que la primera bola fuese negra si la segunda es blanca:

p(N IB)_P(NlmB) 40/144 40 _10
~ P(B,) 52144 52 13

=0,7692=76,92%

La probabilidad de que 12 bola fuese negra si la 22 es blanca es: P(Nl |BZ) = 10 =0,7692 =76,92%

p.1
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2.- Enlas abejas, dos caracteristicas genéticas A y B aparecen con probabilidades respectivas
de 0,1y 0,2. La aparicion de cada una de ellas es independiente de la aparicion de la otra.
Calcula la probabilidad de que:

a) Una abeja elegida al azar no presente ninguna de ellas. [ 3 puntos]
b) Una abeja elegida al azar presente tan solo una de ellas. [ 3 puntos]
c) Sielegimos al azar 10 abejas, alguna de ellas presente ambas caracteristicas. [ 4 puntos]

Las probabilidades de ambas caracteristicas son: P(A)=0,1y P(B)=0,2
Como son sucesos independientes, tenemos que: P(ANB)=P(A)-P(B)=0,1-0,2=0,02

a) La probabilidad de que una abeja elegida al azar no presente ni A ni B es:
P(Z\mﬁ):...{ Ley de De Morgan }...
...=P(AUB)=1-P(AUB)=...
{ P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)=0,1+0,2-0,02=0,28 |
...=1-0,28=0,72

La probabilidad de que una abeja elegida al azar no presente ni A ni B es: P(ANB)=0,72

b) La probabilidad de que una abeja elegida al azar presente solo la A o solo la B:
P(solo AosoloB)=P(A0oB)-P(AyB)=
=P(AUB)-P(ANB)=
=0,28-0,02=0,26

La probabilidad de que una abeja presente solo la A o solo la B es: P(solo A o solo B) =0, 26

c) La probabilidad de que, de 10 abejas, alguna de ellas tenga la A y la B es:
P(ANB)=P(A)-P(B)=0,1-0,2=0,02 por ser independientes A y B.

Se trata de una distribucion binomial en la que ‘éxito’ es ‘tienen Ay B’ con probabilidad p=0,02 y
con un namero de intentos N =10, es decir: X ~B(10,0.02).

P(X>1)=P(X=1D+P(X=2)+P(X=3)+P(X=4)+...4+P(X=9)+P(X=10)=
=1-P(X=0) =1—(1§J-[o,oz]° [1-0,02]"" =

I
=1 L-O,OZO -0,98" =1-1.1-0.98" =1-0,8171=0,1829 = 18,29%

0! (10-0)!

La probabilidad de que, de 10 abejas, alguna tenga la Ay la B es: P(X >1) =18,29%

p.2
107



El porcentaje de mujeres en Consejos de Administracion de empresas del IBEX-35 es del 33%.
A una reunién asisten 10 personas elegidas al azar de esos Consejos de Administracion.
Calcula la probabilidad de que en esa reunion:

a) Haya al menos una mujer. [ 3 puntos]
b) La cantidad de hombres y mujeres sea paritaria. [ 3 puntos]
c) Ladécima persona sea la segunda mujer del grupo. [ 4 puntos]

Llamemos A al suceso ‘ser mujer en Consejos del IBEX-35" y tenemos que P(A)=33%.

Se trata de una distribucion binomial en la que ‘éxito’ es A con probabilidad p=0,33 y con un

numero de intentos N =10, es decir: X ~ B(10,0.33).

a) La probabilidad de que haya al menos una mujer es:

P(X>1)=P(X=1D+P(X=2)+P(X=3)+P(X=4)+...4+P(X=9)+P(X=10)=

100

=1—P(X=0)=1—(1(?j-[0,33] -[1-0,33]

10' 0 10 10
=1-— " .0,33°.0,67° =1-1.1-0.67" =1-0,0182 = 0,9818 = 98,18%
0!- (10-0)!

La probabilidad de que haya al menos una mujer es: P(X >1) =98,18%

b) La probabilidad de que la cantidad de hombres y mujeres sea paritaria es:

10 I
P(X=5)=|" |[0,33] [1-0,33"*=— 0 __.033.0,67° =
5 51. (10-5)!
1098765 5 0,67y = 109876 g oy
51. 5 5.4-3.2:1

=252-0,0005284 =0,1332 =13,32%

La probabilidad de que la cantidad de hombres y mujeres sea paritaria es: P(X =5)=13,32%

c) La probabilidad de que la décima persona sea la segunda mujer del grupo lo hacemos en 2 partes.

Para las primeras 9 personas es una binomial con X ~ B(9,0.33) y la probabilidad de que solo haya
una mujer es:

9 ot
p(x:n:@-[o,sﬂ 03] =

=9-0,33.0,0406 = 0,120582

-0,33-0,67° =

La probabilidad de que la décima persona sea mujer es: P (A) =33%
La probabilidad de que ocurran ambas cosas (asi la 10? persona sera la segunda mujer) es:

P(10% persona, 22 mujer ) =0,120582-0,33 =0,0398 = 3,98%

‘ La probabilidad de que la décima persona sea la segunda mujer es: P=3,98% ‘
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4.- De los sucesos Ay B sabemos que: P(A|B):%; P(B|A)=ﬁ; P(Z\mﬁ):%.Calcula:
a) P(AnB) [ 6 puntos]
b) P(§|AuB) [ 4 puntos]
Si P(A|B)=1 = P(ANB) 1 P(B)=3-P(ANB)
3 P(B) 3
sip@|a) =t = PACBI_1 o) 14p(anB)
14 P(A) 14

Si P(ANB)=— = P(AUB)=— = 1-P(AUB)=—~ = P(AUB)=—
15 15 15

Por lo tanto, tenemos: P(A)=14-P(AnB); P(B)=3-P(ANB); P(AUB)=—

a) Calculamos P(Am B) usando la propiedad que siempre cumple la probabilidad de AUB:

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)
%:14-P(Am5)+3-P(Am B)-P(ANB)

8 _16-P(AnB)
15

= P(AmB) Ei_ii_i
1516 15 8-2 30

P(AmB):%

b) Calculemos P(§|Au B):

P(BlavB)- P(AUB) P(AUB)  P(AUB)
_14-P(ANB)-P(ANB) 13-P(ANB)
P(AUB) P(AUB)
13930 _13.15_13
815 830 16
P(BJAUB)= ig’

109

P(BA[AUB]) P(A-B) P(A)-P(ANB)_

p.4




Col-legi Parroquial Sant Jaume Apostol

Matematicas Il - 32 EvaluacionBIS 22 BACH-A 16-V-2023

Todos los resultados deben obtenerse razonadamente, escribiendo todos los pasos necesarios.

1.-

Una bolsa contiene 4 bolas blancas y 8 bolas negras. Se extrae al azar una bola de la bolsa,
se deja aparte y se introduce en la bolsa una nueva bola de distinto color a la extraida.
A continuacion, se extrae una segunda bola de la bolsa. Calcula la probabilidad de que:

a) Lasegunda bola sea blanca. [ 4 puntos]
b) Lasegunda bola sea de distinto color que la extraida en primer lugar. [ 3 puntos]

c) La primera bola extraida haya sido negra, sabiendo que la segunda bola es blanca. [ 3 puntos]

En las abejas, dos caracteristicas genéticas A y B aparecen con probabilidades respectivas
de 0,1y 0,2. La aparicion de cada una de ellas es independiente de la aparicion de la otra.
Calcula la probabilidad de que:

a) Una abeja elegida al azar no presente ninguna de ellas. [ 3 puntos]
b) Una abeja elegida al azar presente tan solo una de ellas. [ 3 puntos]
c) Sielegimos al azar 10 abejas, alguna de ellas presente ambas caracteristicas. [ 4 puntos]

El porcentaje de mujeres en Consejos de Administracion de empresas del IBEX-35 es del 33%.
A una reunién asisten 10 personas elegidas al azar de esos Consejos de Administracion.
Calcula la probabilidad de que en esa reunion:

a) Haya al menos una mujer. [ 3 puntos]

b) La cantidad de hombres y mujeres sea paritaria. [ 3 puntos]

c) La décima persona sea la segunda mujer del grupo. [ 4 puntos]
1 1 — = 7

De los sucesos A 'y B sabemos que: P (A|B) = 3 ; P(B|A) = ) . P(ANB) = A Calcula:

a) P(AnB) [ 6 puntos]

b) P(§|Au B) [ 4 puntos]
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