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“Hypotheses non fingo.”
[“No forjo hipétesis.”]
[I. Newton,
Philosophiae naturalis principia mathematica. 2% ed.]

“Neque enim leges intellectui aut rebus damus ad arbitrium nostrum,
sed tanquam scribae fideles ab ipsius naturae voce latas et prolatas
excipimus et describimus.”

[“No le damos leyes al intelecto y a las cosas segin nuestro arbi-
trio, sino que como escribas fieles anotamos y transcribimos las que
anuncia y pronuncia la voz de la propia naturaleza.”]

[F. Bacon,
Scripta in naturali et universali philosophia.)

“Veniet tempus, quo lata quae nunc latent in lucem dies extrahat et
longioris aevi diligentia.”

[“Digo cosas que ahora estdn ocultas, pero llegard el tiempo en que
una persistente diligencia las saque a la luz del dia.”]

[Pablo de Tarso,
Primera Epistola a los Corintios.]

§1

El concepto de potencia o nimero cardinal.

Por un “conjunto” entendemos toda agrupacién M en un todo de objetos de-
terminados y bien diferenciados m, de nuestra intuicién o de nuestro pensamiento
(que son llamados los “elementos” de M).

En signos expresamos esto asi:

M = {m}. (1)

Comentario. [N'T'l] Hay que comparar esta definicién (descripcién) de conjunto

con las otras que propuso Cantor en trabajos anteriores. Poner de manifiesto la
naturaleza extensional de los conjuntos; interpretar: (1) “agrupacién en un todo”,
en el sentido de que se consideran sistemas acabados; (2) “objeto determinado”
en el sentido de que no se admite la imprecisién; (3) “diferenciado” en el sentido
de que hay un criterio que permite discernir a los objetos entre si; (4) diferencia
entre “intuicién” y “pensamiento” en Cantor. Desde luego, para Cantor, parece ser
que en los conjuntos no se admite la repeticién de elementos (lo que hoy llamamos
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un multiconjunto, i.e., un conjunto junto con una aplicacién en el conjunto de los
nimeros naturales), ni, por considerar la légica Aristotélica, la inexactitud, i.e.,
que no esté univocamente determinado cuando un elemento dado pertenece o no a
un conjunto dado. Tampoco le interesa a Cantor el asunto de la efectividad, en el
sentido de si hay, o no, un procedimiento mecénico que permita decidir acerca de
la pertenencia de un elemento a un conjunto.

Tomando en consideracién los anteriores escritos de Cantor, en particular, aqué-
llos en los que presenta su construccién de los nimeros reales, asi como el actual
trabajo de 1895-1897, se llega a la conclusién de que para Cantor los conjuntos no
son simplemente entidades desestructuradas, i.e., entidades despojadas de cualquier
estructura adicional, sea ésta de tipo métrico, topoldgico, de orden, o algebraico.
Cantor, de manera implicita, considera que un conjunto viene dado junto con una
relacién de equivalencia, que sirve para determinar la igualdad (no la identidad)
de los elementos del mismo, y, eventualmente, estructuras métricas, de orden, o
algebraicas.

Hay que estudiar las cartas de Cantor a Hilbert de 1898 y hacer una comparacién
de lo que alli dice, respecto de los conjuntos acabados, y lo que dice aqui Cantor,
en su descripcion del concepto de conjunto. Ademas, dichas cartas son importantes
porque al decir, por una parte, que la proposicion mas elevada e importante de la
teoria de conjuntos es: “La totalidad de los alephs no puede ser concebida como un
conjunto determinado y a la vez acabado”, y, por otra parte, que: “Hace ya muchos
anos que denominé, a las totalidades que no podemos concebir como “conjuntos”,
totalidades “absolutamente infinitas” (ejemplo de ellas es la totalidad de los alephs,
segin demostramos arriba), y las diferencié nitidamente de los conjuntos transfini-
tos”, esto no cuadra con lo que dice, en estos trabajos de 1895 y 1897, acerca de
los conjuntos de las potencias y de los ordinales.

Comentario. [N'T‘Q] Obsérvese el uso que hace de elementos genéricos, en este

caso “m”, para representar a los elementos de los conjuntos, en este caso “M”.

Denotamos la reunién [agregacién] de varios conjuntos M, N, P,..., que no
tienen ningun elemento [en] comin, en un dnico conjunto con [por]

(M,N,P,...). (2)

Comentario. [N‘T'?’] Cantor estd considerando uniones de familias de conjuntos

formadas por conjuntos dos a dos disjuntos. De manera que, salvo que dispusiera
de un mecanismo que le permitiera obtener, a partir de una familia de conjuntos
que no fueran dos a dos disjuntos, una nueva familia que cumpliera tal propiedad,
no puede considerar uniones de familias de conjuntos arbitrarias. Recordemos que
Dedekind, en 1888, considera la unién de una familia arbitraria de conjuntos.

Los elementos de este conjunto son, por consiguiente, los elementos de M, de N,
de P, etc., tomados en comun.

Llamamos “parte” o “subconjunto” de un conjunto M a todo otro conjunto M,
cuyos elementos son al mismo tiempo elementos de M [N 'Z'l].

Comentario. [N'T‘4] Tal como usa “parte” parece que ha de interpretarse como

“parte propia y no vacia”, i.e., una parte de M es un conjunto N que estd incluido en
M pero que no es ni M ni @. Hay que ir con cuidado con esto, porque, en particular,



us6 el conjunto vacio, en trabajos anteriores, y, mas adelante, en el trabajo que nos
ocupa, lo usara. Hay cierta reticencia, por parte de Cantor, y también de Dedekind,
a dar derecho de ciudadania al conjunto vacio debido a que los conjuntos son las
extensiones de los conceptos y a que bajo cualquier concepto se supone que cae al
menos un objeto.

Si M es una parte de My, y M7 una parte de M, entonces Ms es también una
parte de M.

A todo conjunto M le corresponde una determinada “potencia’, que también
denominamos su “ntmero cardinal”.

Llamamos “potencia™ o “numero cardinal” de M al concepto general, que con la
ayuda de nuestra capacidad activa del pensamiento surge del conjunto M, al hacer
abstraccion de las caracteristicas de sus diferentes elementos m y del orden en que
se dan.

Comentario. Si tiene la necesidad de hacer un doble acto de abstraccién,
para obtener el cardinal de un conjunto, esto pudiera indicar que los conjuntos no
son para €él, en principio, independientes ni de la naturaleza de sus elementos, lo
cual involucra cuestiones de definibilidad, del modo como son dados, ni del orden
en el que se den los mismos.

Debemos preguntarnos si “concepto general” es sinénimo de conjunto, o de con-
junto despojado de toda estructura. Qué es la “capacidad activa del pensamiento”.

[N.T.S}

[482] El resultado de este doble acto de abstraccién, el nimero cardinal o la
potencia de M, lo denotamos con [por]

M. 3)
Puesto que a partir de cada elemento particular m, si se prescinde de sus carac-

teristicas, se tendrd una “unidad”, el ntiimero cardinal M es él mismo un conjunto
determinado compuesto sélo de unidades, que tiene existencia en nuestra mente
como imagen intelectual o proyeccién del conjunto M dado.

Comentario. Hacer referencia a Frege sobre el asunto de la “unidad” como
resultado de prescindir de las caracteristicas. Cantor distingue entre igualdad e
identidad, la igualdad viene dada por una relacién de equivalencia. Insistir sobre el
hecho de que Cantor antes ha dicho que el cardinal de un conjunto es un concepto
general (jun universal?) y ahora dice que el cardinal de un conjunto es, simplemente,
un conjunto, y no otra cosa, pero, pudiera decirse, que es un conjunto en estado
puro. Decir algo sobre que los cardinales tienen existencia en la mente como imagen
intelectual o proyeccion . . .

[N.T.6]

Llamamos “equivalentes” a dos conjuntos M y N y denotamos esto con [por]
M~N oN~ M, (4)
st es posible poner a los mismos en una relacion tal que cada elemento de uno de

ellos corresponda a uno y sélo un elemento del otro. A cada parte My de M le
corresponde entonces una determinada parte equivalente N1 de N y viceversa.

Comentario. Observemos que extiende, automaticamente, una biyeccién
entre dos conjuntos, hasta otra biyeccién entre, lo que actualmente llamariamos,

[N.T.7]



sus conjuntos de partes. Por otra parte, considera evidente, en virtud de la notacién
usada, que la relaciéon binaria definida es simétrica. Mas adelante demuestra que
la misma es reflexiva y transitiva, por lo tanto que tiene las propiedades formales
de una relaciéon de equivalencia. Si embargo no es una relacién de equivalencia
propiamente dicha, porque el universo de discurso sobre el que se aplica, el sistema
de todos los conjuntos, no es un conjunto.

Si se tiene una tal ley de coordinacién de dos conjuntos equivalentes, entonces
ésta puede modificarse de multiples maneras (prescindiendo del caso en que cada
uno de éstos sélo consista en un elemento). Por ejemplo, siempre pueden tomarse
[medidas] para que a un elemento particular mg de M le corresponda algiin elemento
particular ng de N. Puesto que, si los elementos mg y ng no se corresponden ain
entre si, sino que ma&s bien corresponde al elemento my de M el elemento ny de
N, y al elemento ng de N el elemento m; de M, entonces se modifica la ley, de
modo que mg y ng, asi como m; y ni sean elementos correspondientes de ambos
conjuntos, mientras que en los restantes elementos se mantiene [subsiste| la primera
ley. Con esto se logra el objetivo propuesto.

Cada conjunto es equivalente a si mismo:

M ~ M. (5)

Si dos conjuntos son equivalentes a un tercero, entonces son también equivalentes
entre st
de M ~P y N ~ P se sigue M ~ N. (6)
Es especialmente significativo que dos conjuntos M y N tienen el mismo niumero
cardinal si, y solo si, son equivalentes:

de M ~ N se sigue M = N, (7)

de M = N se sigue M ~ N. (8)
La equivalencia de conjuntos conforma por lo tanto el criterio necesario e infalible
para la igualdad de los numeros cardinales.

Comentario. [N'T'g] Reemplaza, en virtud del doble acto de abstraccién, una

relacién de equivalencia (formal), la que subsiste entre dos conjuntos cuando entre
los mismos existe una biyeccién, por la relaciéon de igualdad.

De hecho, desde el punto de vista de la teoria de categorias, lo que acaba de
hacer Cantor es definir una subcategoria plena de la categoria de conjuntos, la de
los cardinales, que es esquelética, i.e., si dos cardinales son isomorfos, entonces son
iguales, y tal que el functor de inclusién es, ademés de fiel, pleno y esencialmente
sobreyectivo, i.e., una equivalencia.

[483] De hecho el ntimero cardinal M permanece inalterado segiin la definicién
anterior de la potencia, si en lugar de un elemento, o también en lugar de varios se
sustituyen incluso todos los elementos de M por otra cosa en cada caso.

Si se da M ~ N, entonces subyace una ley de coordinacion, por la cual M y N
estdn relacionados [coordinados| reciprocamente entre si de manera univoca; por ello
corresponde al elemento m de M el elemento n de N. Podemos entonces substituir
en el pensamiento en lugar de cada elemento m de M el elemento correspondiente
n de N, y se transforma asi M en N sin cambio del nimero cardinal; se da por
consiguiente

=

ﬁ:



El inverso del teorema se obtiene de la observacién de que entre los elementos de
M vy las diferentes unidades de su nimero cardinal M se mantiene [subsiste] una
relacion de coordinacién reciproca y univoca. Pues M surge en cierto modo, como
hemos visto, de M, de manera que entonces de cada elemento m de M surge una
unidad particular de M. Por ello podemos decir que

M~ M. 9)
Igualmente se da N ~ N. Por lo tanto, si se da M = N, entonces se sigue por (6)
M ~ N.

Destacamos ain el siguiente teorema que se sigue directamente del concepto de
equivalencia:

SiM, N, P,...son conjuntos, que no tienen ningin elemento comin, y M', N’,

P’,... conjuntos correspondientes a ellos y del mismo tipo que ellos [conjuntos con
la misma propiedad], y se da que

M~M,N~N P~P,. ..,
entonces siempre se da también que
(M,N,P,...)~(M',N', P ...).

§2

Lo “mayor” y lo “menor” en las potencias.

Si para dos conjuntos M y N con los ntimeros cardinales a = M yb= N se
cumplen las dos condiciones:

1) No hay ninguna parte de M que sea equivalente a N,

2) Hay una parte N1 de N, tal que Ny ~ M,
entonces se advierte en primer lugar que las mismas siguen quedando satisfechas,
cuando se reemplazan en ellas M y N por dos conjuntos equivalentes a éstos M’ y
N’; por ello, éstas expresan una determinada relacion de los nimeros cardinales a
y b entre si.

Comentario. [N‘T'g] Observemos la insistencia en demostrar que la relacién defi-

nida es independiente de los representantes elegidos (i.e., es uniforme).

[484] Ademss, la equivalencia de M y N, y por tanto la igualdad de a y b
estd excluida; pues si se tuviera M ~ N se tendria también N; ~ N, porque
N1 ~ M,y dado que M ~ N, deberia también existir una parte M; de M, de
modo que se daria que M7 ~ M,y por lo tanto también M; ~ N, lo que contradice
la condicién 1).

En tercer lugar, la relacion de a a b es tal que hace imposible la misma relacion
de b a a; pues si se intercambiaran en 1) y 2) los papeles de M y N, se producirian
a partir de ahi dos condiciones, que se opondrian de manera contradictoria a las ya
mencionadas.

Ezpresamos la relacion de a a b caracterizada por 1) y 2) diciendo: a es menor
que b, o también: b es mayor que a, en signos

a<b o b>a. (1)
Se demuestra facilmente que

sia<b, yb<c entonces siempre a < c. (2)



[gualmente se sigue sin mds de aquella definicion que, si Py es parte de un
conjunto P, de a < P, se obtiene siempre también que a < P y de P < b siempre
también que ?1 < b.

Hemos visto que de las tres relaciones

a=b, a<b, b<a

cada una de ellas en particular excluye las otras dos.

Por el contrario no se [comprende] en modo alguno por s mismo, y dificilmente
podria ser probado [demostrado] en este lugar de nuestra [argumentacion], que entre
dos numeros cardinales a y b cualesquiera debe realizarse mecesariamente una de
las tres relaciones.

Sélo més tarde, cuando hayamos logrado una visién de conjunto [global] sobre la su-
cesién ascendente [creciente] de los nimeros cardinales transfinitos, y nos hayamos hecho
una idea de sus relaciones [su encadenamiento], se obtendrd [reconocerd] la verdad del
teorema:

A. “Sia y b son dos numeros cardinales arbitrarios, entonces se da o a =b, o a < b,
oa>b."

Comentario. [N'T'lo} Principio de la tricotomia, o teorema de comparabilidad,

para los nimeros cardinales que no demuestra. Hartogs demostré la equivalencia
del mismo con el axioma de eleccion.

De este teorema se pueden obtener muy ficilmente los siguientes, de los cuales sin
embargo no vamos a hacer de momento ningin uso:
B. “Si dos conjuntos M y N estdn [constituidos] de manera tal, que M es equivalente a

una parte N1 de N, y N a una parte M1 de M, entonces son también M y N equivalentes
[N.Z.2] »

Comentario. [N'T'H] Es el teorema de Cantor-Bernstein(-Schréder-Dedekind).
Cantor lo enuncia, pero no lo demuestra, E. Schréder comete un error en su demos-
tracién, F. Bernstein, que fue alumno de Cantor, lo demuestra correctamente (y
entonces Borel lo incorpora en sus Lecciones sobre la teorfa de funciones), y R. De-
dekind lo demostr6 en 1887, antes que Bernstein . .. (explicar este dltimo episodio,
i.e., el teorema 63 de ;Qué son y para qué sirven los nimeros?, un trabajo inédito
de Dedekind, y la entrevista de Bernstein con Dedekind).

Teorema 0.1. Si K’ < L < K, y por lo tanto también K es una cadena, entonces
L es también una cadena. Si ésta es una parte propia de K, y U el sistema de todos
aquellos elementos de K que no estdn contenidos en L, y ademds la cadena Uy es
una parte propia de K, y V el sistema de todos aquellos elementos de K que no
estdn contenidos en Uy, entonces tenemos que K = MUy, V) y L = MU}, V).
Por 4ltimo, si L = K', entonces tenemos que V < V.

Demostracion. De L C K, deducimos que ¢[L] C ¢[K], pero ¢[K] C L, as{ que
¢[L] C L, i.e., L es una y-cadena.

Supongamos que L C K, que Uy C K, siendo U =K — L,y que V =K — Uj.
Entonces K =UgUV y L = ¢[Up| U V.

Es evidente que K = Uy UV, porque V = K — Uj.

Para demostrar que L = p[Up|UV, establecemos, como lema, que Uy = UUp[Uy].
Puesto que U C Uy y ¢[Ug] C Uy, tenemos que U U p[Uy] C Uy. Para demostrar la
inclusién inversa, es suficiente que demostremos que p[UUyp[Up]] € UUp[Uy]. Ahora
bien, p[U U ¢[Us]] = ¢[U] U ¢[p[Uo]]. Por otra parte, de U C Uy, obtenemos que
¢[U] C ¢[Us]; ademas, [Uo] € Uo, luego ¢[p[Uo]] € ¢[Uo], asf que ¢[U]Uplp[Uo]] €
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©[Uo], luego o[U] U plp[Us]] C U U p[Up]. Por lo tanto Uy C U U p[Up]. De donde
la igualdad Uy = U U @[Up].

Demostramos ahora que L = ¢[Up] U V. Ahora bien, de Uy C K, obtenemos
que ¢[Up] C ¢[K], pero ¢[K] C L, asi que ¢[Uy] C L. Por otra parte, a partir de
U C Uy concluimos que V=K —-Uy C K -U = K- (K —L) = L, ie., que
V C L. De modo que ¢[Up] UV C L. Para inclusién inversa, teniendo en cuenta
que K se puede representar como K = U UL y como K = U U (p[Up] UV), porque
K =UyUV y Uy = UUp[Up], concluimos que L no puede estar incluido en U,
porque U = K — L, asf que L C ¢[Uy] U V. De donde la igualdad.

Suponiendo ahora que L = ¢[K], podemos afirmar, por lo anterior, que p[K| =
p[Up]UV . Pero K = UpUV, asi que p[K| = ¢[Up|UV, luego p[Ug|Up[V] = ¢[Up|UV.
Pero V C o[Ug] UV, asi que V' C [Up] U p[V].

Falta demostrar que V' no puede estar incluido en ¢[Up]. Ahora bien, p[Us] C Uy
y V. = K — Uy, luego V no puede estar incluido en ¢[Up], ya que si lo estuviera,
estaria incluido en Uy, lo cual seria absurdo. O

De este teorema se deduce el siguiente

Corolario 0.2. Si un conjunto M es isomorfo a una de sus partes M’, entonces
es isomorfo a cualquier otra parte T de M que contenga a M'.

Demostracion. Sea f una biyeccidn, arbitraria, pero fija, de M en M', Q =T — M’
y Tar 7 el conjunto definido como:

Twr={ACM|QCA& fI[A|]CA}
Entonces M € Ty 7, ie., Taprr # @. Sea Ag = ﬂAeTM/ . A. Entonces Q C Ay
y flAo] C Ay (por lo tanto Ay € Ty ). Se cumple que Ay = QU flAo]. Que
QU f[Ao] C Ag es obvio.

Para demostrar la inclusién inversa, i.e., que Ag C Q U f[Ag], sea r € 4g — Q.
Supongamos que r & f[Ag], entonces f[Ag] C Ag—{r}, luego f[Ag—{r}] C Ag—{r}
(porque Ay — {r} C Ag y f[] es is6tona). Pero Q C Ay — {r} (porque Q C Ag y
r & Q). Asi que Ay — {r} € Ty 1, pero Ay — {r} C Ay, contradiccién. Por lo
tanto Ag = QU f[Ag]. De donde T' = Ag U (M’ — f[Ao]), yaque T = QU M’ y
QUM = (QU f[Aog]) U (M’ — f[Ag]). Pero Ag es isomorfo a f[Ag], luego T es
isomorfo a f[Ag] U (M’ — f[Ao]). Ahora bien, f[Ag]U (M’ — f[Ao]) = M' y M’ es
isomorfo a M, asi que T es isomorfo a M. O

De este 1ltimo corolario se deduce el teorema de Cantor-Bernstein, tal como hizo
Dedekind, en el inédito mencionado antes.

C. “Si My es una parte de un conjunto M, y Ma una parte del conjunto My, y si los
conguntos M y My son equivalentes, entonces My es también equivalente a los conjuntos
My Ms.”

D. “Si entre dos conjuntos M y N se cumple la condicion de que N no es equivalente
ni a M mismo, ni a una parte de M, entonces hay una parte N1 de N que es equivalente
a M.”

E. “Si dos conjuntos M y N no son equivalentes, y hay una parte N1 de N que es
equivalente a M, entonces no hay ninguna parte de M equivalente a N.”

Comentario. [N'T'm]

Hay que comentar los tres teoremas anteriores.

[485] §3



La adicion y multiplicacion de las potencias.

La unién de dos conjuntos M y N, que no tienen ningin elemento comtun, se
denoté en el §1, (2), con (M, N). Lo llamamos el “conjunto unidn de M y N 7.

Si M’ y N’ son otros dos conjuntos sin elementos comunes, y se da que M ~ M’,
N ~ N’, entonces vimos que también se da que

(M, N) ~ (M, N).
De aqui se sigue que el ntimero cardinal de (M, N) depende sélo de los nimeros
cardinales M =ay N = b.
Esto lleva a la definicién de la suma [adicién] de a y b, en tanto que [ponemos]

a+b=(M,N). (1)

Puesto que en el concepto de potencia se ha hecho abstracciéon del orden de los
elementos, entonces se sigue sin mas que

a+b=>b+a (2)
y para cada tres numeros cardinales a, b, ¢ que
a+(b+c¢)=(a+b)+ec. (3)

Llegamos a la multiplicacién.

Cada elemento m de un conjunto M puede [componerse] [ligarse][combinarse][em-
parejarse|[relacionarse] con cada elemento n de otro conjunto N en otro nuevo
elemento (m,n); para el conjunto de [todas estas composiciones] [todas estas li-
gaduras][todos estos emparejamientos| (m, n) establecemos la denotacién (M - N).
Lo llamamos el “conjunto de las composiciones [las ligaduras][los emparejamientos]
[las combinaciones] de M y N”. Se da por lo tanto que

(M- N) = {(m,n)}. (4)

Se advierte que también la potencia de (M-N) depende sélo de las potencias M = a,
N = b; pues, si se sustituyen los conjuntos M y N por los conjuntos equivalentes a
ellos

M'={m'} y N' = {n'}
y se consideran m, m’, as{ como n, n’ como elementos correspondientes, entonces
el conjunto

(M- N') = {(m/ ')}

es llevado [por ello] a una correspondencia reciproca y univoca con (M - N), de
modo que se [contemplan] [consideran] (m,n) y (m’,n') como elementos que se
corresponden entre si; se da también que

(M"-N') ~ (M- N). (5)
Definimos ahora el producto [multiplicacién] a - b por medio de la ecuacién
a-b=(M-N). (6)

[486] Un conjunto con el numero cardinal a - b se puede producir a partir de
dos conjuntos M y N con los niimeros cardinales a y b de acuerdo con la siguiente
regla: se parte del conjunto N y se reemplaza en él cada elemento n por un conjunto
M,, ~ M; se reinen los elementos de todos estos conjuntos M, [de elementos
disjuntos entre si] en un todo S, entonces se ve facilmente que

S~ (M- N), (7)

por consiguiente

9]
I
a
o



Puesto que, en cualquier ley de coordinacién que se da entre los dos conjuntos
equivalentes M y M, el elemento de M,, correspondiente al elemento m de M es
denotado con m,,, entonces se tiene que

S ={my,}, (8)

y se pueden relacionar por ello los conjuntos Sy (M- N) de modo univoco y recipro-
co, porque m,, y (m,n) pueden [contemplarse] como elementos correspondientes.

Comentario. [N'T'13] En lo anterior los conjuntos M, han de ser dos a dos disjun-
tos, porque ha definido, en este trabajo, la unién sélo para familias de conjuntos que
cumplan tal condicién. Por ello, intervienen, implicitamente, el esquema axiomatico
de reemplazamiento y el axioma de la unién. Concretamente, a cada n € N, Cantor
le asigna un nuevo conjunto M, (e.g., {n} x M, que es isomorfo a M) y de modo
que dos a dos sean disjuntos. Entonces considera el conjunto {M,, | n € N}, aqui es
donde intervendria el esquema axiomético de reemplazamiento, y a continuacién el
conjunto | J,c y({n} x M) = U,,c y Mn, aqui es donde intervendria el axioma de la
unién, que es isomorfo a (M - N).

De nuestras definiciones se siguen facilmente los teoremas:

a-b==b-q, 9)
a-(b-¢c)=(a-b)-c, (10)
a(b+c¢) = ab + ac, (11)

porque
(M- N)~(N-M),
(M- (N-P))~((M-N)-P),
(M- (N, P)) ~ ((M-N),(M-P)).

Por lo tanto, la adicion y multiplicacion de potencia estdn sometidas en general a
las leyes conmutativa, asociativa y distributiva.

84
La exponenciacién de las potencias.

Entendemos por un “recubrimiento del conjunto N con elementos del conjunto
M7, o expresado mas facilmente, por una ‘recubrimiento de N con M’ una ley por
la cual en cada caso un determinado elemento de M esta asociado con cada elemento
n de N, donde uno y el mismo elemento de M puede ser usado repetidamente. El
elemento de M asociado con n es en cierto modo una funcién univoca de n y puede
en general ser denotado con f(n); ésta se llama “funcidn de recubrimiento de n”;
el recubrimiento correspondiente de N se denomina f(N) [N-43].

Comentario. [N‘T'M] Para los pares ordenados usamos [“composicién”] [“ligadu-
ra’] [“combinacién”]; asi que, para las aplicaciones, serfa conveniente usar “asocia-
cién”. Decir algo sobre el concepto de “ley” en Cantor.

Sobre los “coverings” en los apuntes de teoria de conjuntos digo: Una aplicaciéon
f de un conjunto A en otro conjunto B, ademds de poder ser considerada como una
familia de miembros de B indexada por A, puede ser considerada, como ya hizo, por
ejemplo, Cantor, como una familia de subconjuntos de A indexada por B, de modo
que tales subconjuntos sean dos a dos disjuntos y cubran A. Antes de proceder a
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presentar formalmente lo dicho, indicamos que tal hecho serd usado en el algebra
universal para extender un algebra universal mediante un algebra booleana.

Definicién 0.3. Sean A y B dos conjuntos. Entonces el conjunto Cov(B, A) de los
cubrimientos disjuntos de A por B es

R Ul AT i !

Observemos que no exigimos que, para cada x € B, ¢(x) # &, i.e., el cubrimiento
disjunto no es necesariamente una particién de A indexada por B.

Proposicién 0.4. Sean A y B dos conjuntos. Entonces el conjunto Hom(A, B) de
las aplicaciones de A en B es naturalmente isomorfo al conjunto Cov(B, A) de los
cubrimientos disjuntos de A por B.

Demostracion. Es suficiente que consideremos la aplicacion del conjunto Hom(A, B)
en el conjunto Cov(B, A) que a una aplicacién f de A en B, le asigna la aplicacién
f7]o{}5 de B en Sub(A). O

Observemos que los conjuntos de morfismos Cov(B, A), junto con los conjuntos
(en un universo de Grothendieck, arbitrario, pero fijo), constituyen una subcategoria
(no plena) de la categoria de Kleisli, KI(P), canénicamente asociada a la ménada
de las partes, P, sobre la categoria Set de conjuntos y aplicaciones. Ademas, se
tiene un anti-isomorfismo entre la categoria Set y tal subcategoria de la categoria
KI1(P).

Estudiar la relacién entre el conjunto de las aplicaciones sobreyectivas de A en
B y el conjunto de los cubrimientos disjuntos de A por B que son particiones de A
indexadas por B.

[487] Dos recubrimientos f1 (V) y f2(IN) se llaman iguales cuando, y sélo cuando,
para todos los elementos n de N se cumple la ecuacion

fi(n) = fa(n), (1)

de manera que, si no se mantiene [subsiste] esta igualdad, aunque sélo sea para
un unico elemento particular n = ng, f1(IN) y f2(N) son [caracterizados] como
diferentes recubrimientos de N.

Se trata de recubrimientos de N con M.

Comentario. [N'T'15]

Por ejemplo, puede [constatarse] estipularse, si mg es un elemento particular de
M, que para todo n se dé que
f(n) =mo;
esta ley constituye un recubrimiento particular de N con M.
Otro tipo de recubrimiento se obtiene cuando mg y m; son dos elementos par-
ticulares de M diferentes, y ng es un elemento particular de N, a través de la
[constatacién] estipulacién

f(’n,()) = My,
f(n) =ma,

para todos los n que son diferentes de nyg.
La totalidad [El compendio] de todos los diferentes recubrimientos de N con M
forma un determinado conjunto con los elementos f(N); lo llamamos el “conjunto
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de los recubrimientos de N con M” y lo denotamos por medio de (N|M). Se da
por lo tanto que

(NIM) = {f(N)}. (2)

Si M~ M y N~ N', entonces se comprueba ficilmente que también
(NIM) ~ (N'[M"). 3)
El niimero cardinal de (N|M) depende por lo tanto sélo de los ntimeros cardinales

M=a y N = b; y nos sirve para la definicién de la potencia a®:

a® = (N|M). (4)
Para tres conjuntos arbitrarios M, N, P, se demuestran ficilmente los teoremas
((N[M) - (P|M)) ~ (N, P)|M), (5)
((P|M) - (P|N)) ~ (P|(M - N)), (6)
(PI(N|M)) ~ ((P-N)|M), (7)

de los cuales, si se establece [conviene] que P = ¢, sobre la base de (4) y tenien-
do en cuenta el §3 se obtienen los teoremas vélidos para tres nimeros cardinales
cualesquiera a, b y ¢

ab af = abJrc’ (8)
a® - b* = (a-b)", (9)
(@) =a"* (10)

Comentario. [NT16] En (5) los conjuntos N y P han de ser disjuntos, de modo
que no son tan arbitrarios como dice Cantor. Esto se puede lograr, por ejemplo,
como sigue. Es suficiente que consideremos el conjunto P x {N}, que es isomorfo a
P y disjunto de IV, usando el axioma de regularidad.

[488] Lo fecundas y llenas de consecuencias que son estas simples férmulas extendidas
a las potencias, puede verse en el siguiente ejemplo: Denotamos la potencia del continuo
lineal X (i.e., del agregado X de todos los nimeros reales z, que son > 0y < 1) con
0; entonces es facil convencerse de que ésta puede ser representada, entre otras, por la
férmula
0= 28 (11)
donde sobre la significacién de Ry da explicacién el §6.
De hecho, oNe segln (4) no es otra cosa que la potencia de todas la representaciones
x:@+@+---+M+H' (donde f(¥)=001) (12)
2 22 2v
de los numeros x en el sistema binario. Observamos aqui que cada nimero z sélo se
representa una vez con la excepcion de los ntimeros x = 2;:1 < 1, que se representan por
duplicado, asf tenemos, si denotamos la totalidad “numerable” de los dltimos con {s,},
en primer lugar

Mo — (15,7, X).

Comentario. [N'T'”] Aqui se rompe, literalmente, el convenio, establecido por
Cantor, de considerar que (M, N) sélo tiene sentido si M y N son disjuntos, porque
los conjuntos {s,} y X no son disjuntos.
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Si se elimina de X cualquier conjunto “numerable” {t,} y se denota el resto con X1,
entonces tenemos que

X = ({t.}, X1) = ({tav—1}, {tan }, X1),
{so}, X) = ({su )}, {tu}, X0),
{tov—a} ~{su}, {tan} ~ {tu}, X1~ Xa,
con lo que
X ~ ({SV}ﬂX)a
por lo tanto (por el §1)

Mo —X=o
De (11) se sigue al elevar al cuadrado (segin el §6, (6)) que
0-0=2%0 . 9% oo _oRo _
y de aqui, por multiplicacién iterada por o que
o’ =o, (13)
donde v es cualquier niimero cardinal finito.
Si se elevan ambos términos de (11) a la potencia Ro, entonces se obtiene que

Sin embargo, puesto que, segin el §6, (8), Ro - Rg = Ro, entonces
oMo = (14)

Las férmulas (13) y (14) no tienen mds significacién que ésta: “tanto el continuo v-dimen-
sional como el Ro-dimensional tienen la potencia del continuo unidimensional”. Asi pues,
todo el contenido del trabajo en el volumen 84 del Journal de Crelle, 1878, se deduce
de manera puramente algebraica con estos pocos trazos de las formulas fundamentales de
cdleulo con [las] potencias.

[489] 65
Los niimeros cardinales finitos. [NV-%4]

Debe mostrarse en primer lugar, cémo los principios expuestos, sobre los cuales
debera ser construida mas tarde la teoria de los ntimeros cardinales actualmen-
te infinitos o transfinitos, proporcionan también la méas natural, corta y rigurosa
fundamentacion de la teoria de los niimeros finitos.

Comentario. [N‘T'ls] Cantor supone, en lo que sigue, que hay una infinidad nu-

merable, al menos, de “cosas” (jdiferentes de los conjuntos?): eg, e1,..., €,,..., dos
a dos distintas, y, a partir de ellas, obtiene, aplicando un procedimiento recursivo,
los niimeros naturales positivos. Toda esta construccién de Cantor es inaceptable.
Hay que admitir, axioméaticamente, la existencia de un conjunto infinito, éste no
se puede construir, como pretende Cantor, ni demostrar que existe, como preten-
di6é Dedekind, a partir de una definicién del concepto de conjunto infinito (de hecho,
es independiente del resto de los axiomas de Zermelo-Fraenkel-Skolem).

A una sola cosa e, cuando la subsumimos bajo el concepto de un conjunto Ey =
(eo), le corresponde como niimero cardinal 1o que llamamos “uno” y denotamos con
1; tenemos que

1=E,. (1)
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Comentario. [ Creo que en lo anterior, en lugar de poner Ey = (eg), Cantor
deberia haber puesto Ey = {eg}, v, en lo que sigue exponiendo, en lugar de poner,
por ejemplo, E; = (Ep,e1) = (ep,e1), deberfa haber puesto £y = (Ey,{e1}) =
({eo},{e1}). Cantor usa la notacién M = {m} para los conjuntos, con elemento
genérico m, mientras que usa (M, N,...) para la unién de conjuntos M, N,...que
son dos a dos disjuntos. En el caso que nos ocupa, al menos cuando escribe F; =
(Eo,e1) = (eo,e1), parece que identifica a los conjuntos unitarios (finales) con el
tnico elemento que contienen.

N.T.19]

Si ahora se retine con Fj otra cosa eq, el conjunto unién se llamara F;, de modo
que

Ei = (Eo,e1) = (eo,€1). (2)

El nimero cardinal de E; se llama “dos” y se denota con 2:
2=F;. (3)
Al anadir nuevos elementos obtenemos la sucesién de los conjuntos
Ey = (Fy,e2), E3=(FEse3),...,

que nos proporciona sucesivamente, en una sucesién ilimitada, los restantes deno-
minados numeros cardinales finitos, denotados con 3, 4, 5, ... El recurso en el caso
presente a los mismos nimeros como indices se justifica porque un nimero sélo es
usado en [bajo] esta significacién, después de que ha sido definido como nidmero car-
dinal. Tenemos, si se entiende por v — 1 al inmediatamente precedente del nimero
v en aquella sucesion, que

v=~FE, i, (4>

EIJ = (Eu—17eu) = (607€1a"'7eu)' (5)

De la definicién de la suma en el §3 se sigue que

Eu = Eufl +1, (6)
i.e., cada numero cardinal finito (excepto el 1) es la suma del inmediatamente
precedente y 1.
En nuestra argumentacién destacan los siguientes tres teoremas:
A. “Los términos de la sucesion ilimitada de los nimeros cardinales finitos

1,2,3,...,v,...

son todos diferentes entre st (i.e. la condicion de equivalencia establecida en el §1
no se cumple en los conjuntos correspondientes)”.

[490] B. “Cada uno de estos nimeros v es mayor que el que le precede y menor
que el que le sigue (por el §2).”

C. “No hay ningin numero cardinal que por su magnitud esté situado entre dos
consecutivos v y v+ 1.7

La demostracion de estos teoremas la apoyamos en los dos siguientes D y E, que
por ello han de ser justificados en primer lugar.

D. “Si M es un conjunto que tiene la caracteristica de que su potencia no es igual
a ninguno de sus subconjuntos, entonces el conjunto (M, e), que se genera a partir
de M por el anadido de [anadiendo] un dnico nuevo elemento e, tiene también la
misma caracteristica, de no tener igual potencia que ninguno de sus subconjuntos.”

Comentario.

[N-T-20] En D usa subconjunto en el sentido de subconjunto propio.
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E. “Si N es un conjunto con el niumero cardinal finito v, y N1 un subconjunto
cualquiera de N, entonces el numero cardinal de N1 es igual a uno de los nimeros
precedentes 1, 2, 3,..., v—1.7

DEMOSTRACION de D. Supongamos que el conjunto (M, e) tuviera la misma
potencia que uno de sus subconjuntos, al que [queremos] llamar N, entonces habria
que diferenciar dos casos, y ambos conducen a una contradicciéon:

1) El conjunto N contiene a e como elemento: se darfa que N = (M, e), entonces
M; es una parte de M, porque N es una parte de (M, e). Como vimos en el §1,
la ley de correspondencia de dos conjuntos equivalentes (M,e) y (M, e) se puede
modificar de modo tal que el elemento e de la una se corresponda con el mismo
elemento e de la otra; entonces estan también relacionados entre si reciproca y
univocamente M y M;i. Pero esto contradice al supuesto de que M no tiene la
misma potencia que su parte M.

2) El subconjunto N de (M, e) no contiene a e como elemento, luego N es o M
o una parte de M. De acuerdo con la ley de correspondencia entre (M, e) y N, que
estd en la base de nuestra suposicién, corresponda el elemento e de la primera al
elemento f de la tltima. Sea N = (M, f); entonces el conjunto M tendré que estar
puesto al mismo tiempo en una relacién reciproca y univoca con Mi; pero M es
como parte de N en todo caso también una parte de M. Aqui también seria M
equivalente a una de sus partes, contra lo que se habia supuesto.

DEMOSTRACION de E. Presupongamos la correccién del teorema hasta un deter-
minado v, y entonces concluiremos sobre la validez para el inmediatamente siguiente
v + 1 de la siguiente manera.

Sea puesto como base E,, = (eg, €1, ...,e,) como conjunto con el nimero cardinal
v+1. Si el teorema es correcto para él, entonces se sigue sin més (por el §1) también
su validez para cualquier otro conjunto con el mismo ntmero cardinal v + 1. Sea
E’ una parte cualquiera de E,; distinguimos los casos siguientes:

1) E’ no contiene a e, como elemento, luego E’ es, o bien E,_1, [491] o bien
una parte de E,_1, luego tiene como nimero cardinal o v o uno de los ntimeros 1,
2, 3,..., v — 1, porque suponemos ciertamente que nuestro teorema es verdadero
para la conjunto E,_; con el nimero cardinal v.

2) E' consiste en el tinico elemento e, luego E’ = 1.

3) E’ consiste en e, y un conjunto E”; de modo que E' = (E",e,). E” es una
parte de E,_1, luego tiene de acuerdo con lo supuesto uno del los nimeros 1, 2,
3,..., v —1 como cardinal.

Ahora bien, tenemos que E/ = E” 4+ 1, de donde E’ tiene como cardinal uno de
los nimeros 2, 3,..., v.

DEMOSTRACION de A. Cada uno de los conjuntos que hemos denotado con E,
tiene la caracteristica de no ser equivalente a ninguno de sus subconjuntos. Enton-
ces, si se supone que esto es correcto para un determinado v, se sigue de acuerdo
con el teorema D lo mismo para el inmediatamente siguiente v + 1.

Para v = 1 se reconoce inmediatamente, sin embargo, que el conjunto F; =
(eg,e1) no es equivalente a ninguno de sus subconjuntos, que aqui son (eg) y (e1).

Si consideramos ahora dos nimeros cualesquiera p y v de la sucesion 1, 2, 3,
...y pes el anterior, y v el posterior, entonces E,,_; es un subconjunto de £, — 1;
por lo tanto E,,_1 y E,_; no son equivalentes; por ello, los ntimeros cardinales

correspondientes = E,,_1 y v = E,,_1 no son iguales.

Comentario. [N'T'Ql] No considera, en A, como subconjunto de un conjunto dado

ni al vacio ni al propio conjunto en cuestién.
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DEMOSTRACION de B. Si de los dos ntimeros cardinales finitos u y v el primero
es el anterior, y el ultimo el posterior, entonces p < v. Pues, si consideramos los dos
conjuntos M = E,,_; y N = E,_, cada una de las dos condiciones del §2 se cumple
en ellos. La condicién 1) se cumple, porque segiin el teorema E un subconjunto de
M = E,,_; sélo puede tener uno de los nimeros cardinales 1, 2, 3,..., u — 1, luego,
de acuerdo con el teorema A, no puede ser equivalente al conjunto N = F,,_;. La
condicién 2) se cumple, porque aqui M mismo es una parte de N.

DEMOSTRACION de C. Sea a un ntimero cardinal, que es menor que v+ 1. Debido
a la condicién 2) del §2 hay un subconjunto que es parte de F, con el nimero
cardinal a. Por el teorema E corresponde a un subconjunto de F, sélo uno de los
cardinales 1, 2, 3,..., v.

Por lo tanto, a es igual a uno de los ndmeros 1, 2, 3,..., v.

Segun el teorema B ninguno de éstos es mayor que v.

Por consiguiente no hay un niimero cardinal a que sea menor que v + 1 y mayor
que v.

El siguiente teorema es importante para lo que sigue:

F. “Si K es un conjunto cualquiera de diferentes numeros cardinales finitos, hay
entre ellos un k1, que es menor que los demds, y que por lo tanto es el minimo de
todos.”

[492] DEMOSTRACION. El conjunto K contiene, o bien el ntiimero 1, y entonces
éste es el minimo, k1 = 1, o no. En el ultimo caso, sea J el conjunto de todos
aquellos numeros cardinales de nuestra sucesiéon 1, 2, 3,..., que son menores que
los que aparecen en K. Si un nimero v pertenece a J, entonces pertenecen también
a J todos los niimeros que son < v. Pero J debe contener un elemento v, tal que
v1 + 1 y por consiguiente también todos los niimeros mayores no pertenecen a J,
porque en caso contrario J contendria la totalidad de los niimeros finitos, mientras
que sin embargo los nimeros que pertenecen a K no estan contenidos en J. Por
lo tanto J no es otra cosa que la seccién [segmento (Abschnitt)] (1,2,3,...,v1). El
ntimero v1 + 1 = k1 es necesariamente un elemento de K y menor que los demas.

Comentario. [N'T'QQ] En el teorema F se establece la propiedad caracteristica de

los conjuntos bien ordenados: todo subconjunto no vacio de un conjunto ordenado
tiene un minimo.

De F se concluye:
G. “Todo conjunto K = {k} de diferentes nimeros cardinales finitos se puede
poner bajo la forma [de una sucesidn/

K = (Hl,HQ,H3, .. )

de modo que

2

K1 < Kg <Kg--+.

§6

El minimo nimero cardinal transfinito Aleph-cero. [V%?]

Los conjuntos con un nimero cardinal finito se llaman “conjuntos finitos”, a
todos los demds [queremos] denominarlos “conjuntos transfinitos”, y a los ntimeros
cardinales que les corresponden, “nimeros cardinales transfinitos”.

La totalidad de los mumeros cardinales finitos v nos ofrece el ejemplo més in-
mediato de un conjunto transfinito; denominamos al nimero cardinal (§1) que le



16

corresponde “Aleph-cero”, en signos Ry, y definimos por lo tanto

Ro = {v}. (1)

Que Ry es un nimero transfinito, i.e., que no es igual a ningin numero finito p,

se sigue del simple hecho de que, si se anade al conjunto {v} un nuevo elemento ey,

el conjunto unién ({v}, eg) es equivalente al original {v}. Puesto que entre ambos

se puede pensar la relacién reciproca y univoca, segin la cual al elemento ey del

primero le corresponde el elemento 1 del segundo, y al elemento v del primero el
elemento v + 1 del otro. Segin el §3 tenemos a partir de aqui que

Ry + 1 =Rg. (2)

Sin embargo, en el §5 se mostré que (para un g finito) p + 1 es siempre diferente
de p, por ello 8 no es igual a ningin nimero finito.
El nimero Ry es mayor que cualquier niumero finito p:

Ro > u. (3)

[493] Esto se sigue, teniendo en cuenta el §3, de que p = (1,2,3,...,u), de que
ninguna parte del conjunto (1,2,3,...,u) es equivalente al conjunto {v}, y de que
(1,2,3,..., 1) mismo es una parte de {v}.

Por otra parte, 8y es el minimo numero cardinal transfinito.

Si a es cualquier nimero cardinal transfinito diferente de Ry, entonces se da
siempre que

Ro < a. (4)

Esto se apoya en los siguientes teoremas:

A. “Todo conjunto transfinito T tiene subconjuntos con el numero cardinal Ry.”

DEMOSTRACION [N‘Z‘G] . Si se ha eliminado de acuerdo con alguna regla un nime-
ro finito de elementos t1, ts,..., t,_1 de T, entonces queda siempre la posibilidad
de eliminar un elemento adicional ¢,. El conjunto {t,}, donde v [significa] denota
un numero cardinal finito cualquiera, es un subconjunto de T con el cardinal Yo,

porque {t,} ~ {v} (por el §1).

Comentario. [N'T'23} En el teorema A parece ser que la palabra “subconjunto”

se puede interpretar en sentido amplio (C). En la demostracién del teorema A
interviene una forma débil del axioma de eleccién, especificamente, el azioma de
eleccion numerable, que dice lo siguiente: Cualquier familia numerable de conjuntos
no vacios tiene una funcién de eleccién. Tal axioma implica que cualquier conjunto
infinito tiene un subconjunto infinito numerable. Hay otro axioma, el azioma de
las elecciones dependientes de Bernays, que es més débil que el axioma de eleccién,
pero mas fuerte que el axioma de eleccion numerable, a partir del cual se puede
demostrar el teorema A de manera méas simple, y que dice lo siguiente: Si A es
un conjunto no vacio y ® una relacién binaria sobre A tal que para cada x € A
existe un y € A tal que (z,y) € ®, entonces existe una sucesién (z,)neny en A
tal que, para cada n € N, (z,,2,1+1) € ®. La demostracién del teorema A es,
entonces, como sigue: Si el conjunto 7" es infinito, entonces, para cada k € N, el
conjunto Iny(k + 1,7, de las aplicaciones inyectivas de k + 1 en T no es vacio,
luego ey Iny(k +1,T) # @. Entonces sobre (J, oy Iny(k 4+ 1,T) # @ definimos
la relacién binaria ® como: ((@;)iem, (¥;)jen) € ® si, y sélo si, n = m + 1y, para
cada i € m, x; = y;, con m y n > 1. Entonces, por el axioma de las elecciones
dependientes, hay una familia ((2;)icnt1)nen, en el conjunto |J, oy Iny(k + 1,T),
tal que, para cadan € N, ((;)ien+1, (i)ient2) € P. Luego la unién de las imdgenes
de las familias (2;);en+1, que componen la familia ((2;)ien+1)nen, constituyen el
conjunto infinito numerable en cuestion.
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B. %51 S es un conjunto transfinito con el nimero cardinal Ro, y S1 cualquier

subconjunto transfinito de S, entonces tenemos también que S1 = Rg.”

DEMOSTRACION. Se ha presupuesto que S ~ {v}; tomando como base una ley
de correspondencia entre estos dos conjuntos, denotamos con s, aquel elemento de
S, que corresponde al elemento v de {v}, entonces tenemos que

S={s,}
El conjunto S7 que es parte de S consiste en determinados elementos s, de S, y la
totalidad de todos los nimeros k forma una parte transfinita K del conjunto {v}.

Segun el teorema G del §5, el conjunto K puede ponerse en la forma de una

sucesién

K = {K’V}a
donde

Ry < Ry+1,

por consiguiente tenemos también que
S1 = {sk, }

De donde se sigue que S1 ~ S, con lo que ?1 = Np.
De A y B se obtiene la férmula (4) tomando en consideracién el §2.
De (2) se obtiene al anadir 1 en ambos lados que

Ro+2=8+1=Rg,
y, [en tanto que se repite esa consideracién| repitiendo esto, que
Ro + v = Ng. (5)

Pero tenemos también que
Ro + Rg = Ro. (6)

[494] Puesto que, segin (1) del §3, Ry + R es el nimero cardinal ({a,}, {b,}),
porque

{av} ={b,} = Ro.
Ahora se tiene, manifiestamente [evidentemente], que
{v} = ({2v -1}, {2}),
({2v =1}, {2v}) ~ ({au}, {bu}),
luego
({av}; {b,}) = {v} = .
La ecuacién (6) puede escribirse también asi:
Ro - 2 = Ro;
y si se anade repetidamente a ambos lados Rg, se encuentra que
Ro-v=r- -8y =Np. (7)
Tenemos también que
Ko - R = . (8)
DEMOSTRACION [N-%7]. Segtin (6) del §3, R - Rg es el nimero cardinal corres-
pondiente al conjunto de las [composiciones] [ligaduras]

{(n, )},

donde i y v son dos nimeros cardinales finitos arbitrarios independientes entre si.
Si A es también el representante de un nimero cardinal finito arbitrario (de modo
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que {A}, {#} v {v} sélo son diferentes denotaciones para la misma totalidad de
todos los ntmeros cardinales finitos), tenemos que mostrar que

{(, )} ~ {A}

Denotamos @+ v con p, luego p toma todos los valores numéricos 2, 3,4, ..., y hay
en total p — 1 elementos (p, V), para los cuales p + v = p, a saber, éstos:

(Lp—=1),(2,p=2),..., (p—1,1).

En esta sucesién piénsese establecido en primer lugar el elemento (1, 1), para el que
p = 2, luego los dos elementos para los que p = 3, luego los tres elementos para los
que p = 4, etc, asi se obtiene la totalidad de los elementos (u, v) en la forma de una
sucesion simple:

(1’1)§ (172)v (2a1); (173)7 (2’2>7 (3v 1)? (174)v (2’3)7'--»

y cilertamente viene aqui, como se ve facilmente, el elemento (u,v) en el A-ésimo
lugar, donde
(p+v-—1(p+v-2)

5 : )
Tomando A cada valor numérico 1, 2, 3,..., una sola vez; se mantiene [subsiste] por
lo tanto, gracias a [en virtud de] (9), una relacién reciprocamente univoca entre los
dos conjuntos {A\} v {(u, )}

[495] Si las dos partes de la ecuacién (8) se multiplican por Ry, entonces se
obtiene que X3 = 82 = R, y, mediante multiplicaciones repetidas por g, obtenemos
la ecuacion, valida para cualquier nimero cardinal finito v:

A=pu+

Ng = No. (10)

Los teoremas E y A del §5 conducen al [siguiente] teorema sobre conjuntos finitos:

C. “Todo conjunto finito E estd constituido de modo tal, que no es equivalente a
ninguno de sus subconjuntos.”

A este teorema se le opone frontalmente el siguiente para conjuntos transfinitos:

D. “Todo conjunto transfinito estd constituido de tal modo, que tiene subconjuntos
Ty que son equivalentes a €l [N'Z'S}.”

DEMOSTRACION. Segtin el teorema A de este pardgrafo hay un subconjunto
S = {t,} de T con el nimero cardinal Ry. Sea T" = (S,U), de manera que U
estd compuesto de aquellos elementos de T, que son diferentes de los elementos ¢,,.
Establezcamos que S1 = {t, 41}, T1 = (S1,U), luego T} es un subconjunto de T
que se genera ciertamente por la supresion del tnico elemento ¢; de T'. Puesto que
S ~ S1 (teorema B de este pardgrafo), y U ~ U, entonces tenemos también (por el
§1) que T ~ T3.

Comentario. U =T -5, asi que usa la operacién de formar diferencias
de dos conjuntos (esto (creo que) viene a cuento de algo que dice Ferreirds).

[N.T.24]

En estos teoremas C y D queda puesta de relieve de la manera mas manifiesta la
diferencia esencial entre conjuntos finitos y transfinitos, a la que ya se hizo referencia
en el afio 1877 en el volumen 84 [1878] del Journal de Crelle, pag. 242.

Comentario. [N'T'QS} Aqui parece que hay, implicita, una disputa de prioridad

con Dedekind 1888 ..., ver las cartas y los prefacios de las obras de Dedekind.
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Tras haber introducido el minimo ntimero cardinal transfinito 8y y haber dedu-
cido sus propiedades méas inmediatas, surge la pregunta por los nimeros cardinales
mas elevados [superiores| y su procedencia de Ry.

Ha de mostrarse que los nimeros cardinales transfinitos se pueden ordenar segin
su magnitud, y que en esta ordenacién forman, como los [ntimeros] finitos, un “con-

Junto bien ordenado” aunque en un sentido extendido [ampliado] de las palabras.
[N.Z.Q]

Comentario. No existe el conjunto de todos los cardinales transfinitos.
Su admision lleva a una contradiccion.

Ferreirds, en la pag. 274 de “Fundamentos para una teoria general de conjuntos”,
dice: “Ya desde los Fundamentos de 1883 Cantor llegé al convencimiento de que la
totalidad de los alephs o la totalidad de los ordinales transfinitos no pueden formar
un conjunto. O mas bien, llegé a pensar que forman “conjuntos” absolutamente
infinitos, a los cuales no puede aplicarse el razonamiento matemético (como no
puede aplicarse a Dios mismo)”.

No me parece que lo dicho por Ferreirés quede corroborado por lo que dice Cantor
en 1895.

[N.T.QG]

De Rg procede segiin una ley determinada el nimero cardinal siguiente mayor
N1, de este por la misma ley el siguiente mayor Ro, y asi sucesivamente.

Comentario. [N'T'27]

Explicar lo de “ley determinada”.

Pero ademds [incluso] la sucesién ilimitada de los niimeros cardinales
No, N1, Ro, oL, Ryl

no agota el concepto de nimero cardinal transfinito. Se demostrara la existencia
de un nimero cardinal que denotamos con R, y que se acredita [muestra] como el
siguiente mayor a todos los R, ; de él procede un siguiente mayor 8,41 de la misma
manera como ®; de Ry, y asi sucesivamente, sin fin.

[496] Para cada nimero cardinal transfinito a hay un ndmero siguiente mayor
procedente de él segiin una ley unitaria; y también para cada ilimitadamente as-
cendente [creciente] conjunto bien ordenado {a} de niimeros cardinales transfinitos
a hay uno siguiente mayor procedente de ahi [ése conjunto] de modo unitario.

Comentario. [N'T'QS} Explicar lo de “ley unitaria” y “modo unitario”, se refieren

a los dos primeros principios de generacién del ano 1883.

Para una fundamentacién rigurosa de este hecho, encontrado en el ano 1882 y
expresado en el escrito “Fundamentos de una teoria general de las multiplicidades”,
asf como en el vol. 21 de los Math. Annalen [IIT 4, n° 5, §§11 — 13] nos servimos de
los llamados “tipos de orden” de cuya teoria nos hemos ocupado por primera vez
en los siguientes paragrafos.

87
Los tipos de orden de los conjuntos simplemente ordenados.
[N.Z.IO]
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Denominamos a un conjunto M “simplemente ordenado” cuando entre sus ele-
mentos m rige un determinado “orden jerdrquico”, en el cual de cada dos elementos
my1 y ms uno toma el rango “inferior” y el otro el “superior”, y ciertamente de
modo que, si de tres elementos my, my y mg, por ejemplo m; es en rango inferior
a mg, y éste inferior a mg, entonces my es en rango inferior a ms.

Comentario. [N'T'29] Hay que recordar la nocién actual de conjunto totalmente,

o linealmente, ordenado, como un conjunto M dotado de una relaciéon binaria <
reflexiva, antisimétrica, transitiva, y conexa (para cada x,y € M, x <y oy < z),
y que tal concepto es equivalente al de Cantor. También que, para una relacién
binaria < sobre M, la transitividad junto a la tricotomia (para cada z,y € M, o
bien x < y, o bien y < z, o bien z = y) de <, es equivalente a la nocién propuesta
por Cantor.

La relacién de dos elementos my y maq, en los que m; tiene el rango inferior [en
el orden jerdrquico dado] y ms el superior, debe expresarse por medio de la férmula

mi < ma, Mo = Mmj. (1)

Asi, por ejemplo, cada conjunto de puntos P definido en una linea recta [infinita]
es un conjunto simplemente ordenado, si de dos puntos p; y p2 pertenecientes a el
se le atribuye el rango inferior a aquel cuya coordenada (una vez fijado un punto
cero [origen] y un sentido positivo) sea la menor.

Es evidente que uno y el mismo conjunto puede estar “simplemente ordenado”
segun diferentes leyes. Asi, por ejemplo, para el conjunto R de todos los nimeros
racionales positivos f}i (donde p y ¢ no tienen divisores comunes), que son mayores
que 0 y menores que 1, se tiene, en primer lugar, su jerarquia “natural” segin su
magnitud. Entonces se pueden ordenar [colocar] [disponer], también, por ejemplo
(v en este orden [queremos| denotar el conjunto con Rp), de manera que de dos
nimeros Z—i y 2’—’;’, para los cuales las sumas p; +¢1 y p2 +¢2 tienen valores diferentes,
el ndmero cuya suma correspondiente es la menor tiene el rango inferior, y [que
cuando] si p; + ¢1 = p2 + g2, entonces el menor de los dos niimeros racionales sea
el inferior.

[497] En esta jerarquia, puesto que a uno y el mismo valor de p 4+ ¢ sélo le
pertenece una cantidad finita de diferentes [nimeros] racionales 2, nuestro conjunto
tiene manifiestamente [evidentemente] la forma

o

)

ST
N[

R() = (7’1,7"2,...77’,/,...) = (%,%,i,%,%,%,
donde
Ty < Tysi-

Por lo tanto, siempre que hablamos de un conjunto M simplemente ordenado,
pensamos que estd a la base [subyaciendo] una determinada jerarquia de sus ele-
mentos en el sentido explicado.

Hay conjuntos doble, triple, v-ple, a-plemente ordenados, pero prescindimos pro-
visionalmente de ellos en nuestra investigacion. Por ello, permitasenos emplear en lo
que sigue la expresién més corta “conjuntos ordenados”, mientras [cuando] tenemos
en mente “conjuntos simplemente ordenados”.

Comentario. [N'T'30] Se refiere al trabajo de Acta Math. que no se publicé (ex-

plicar el incidente y la repercusién que tuvo en su relacién con Mittag-Leffler).
“Simplemente” se refiere al hecho de que sobre un conjunto dado se considera
un unico orden lineal, “doblemente” a que se consideran, sobre un mismo conjunto,
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simultdaneamente dos érdenes lineales, etc. Ver un trabajo de F. Riesz al respecto
asi como una tesis de un alumno de Cantor, llamado H.C. Schwarz.

A cada conjunto ordenado M le corresponde un determinado “tipo de orden”, o,
mas brevemente, un determinado “tipo”, que queremos denotar con
M; (2)
entendemos por tal el concepto general que se obtiene de M, cuando sélo hacemos
abstraccion de las propiedades de los elementos m, pero conservamos la jerarquia
entre ellos.
Segun esto, el tipo de orden M es él mismo un conjunto ordenado, cuyos elemen-

tos son puras unidades, que guardan entre si la misma jerarquia que los elementos
correspondientes de M, de los que han surgido por abstraccion.

Comentario. [N-T-3!] Como en el caso de los cardinales, aqui Cantor asocia a cada

conjunto linealmente ordenado M, haciendo un sélo acto de abstraccién (sobre la
naturaleza de los elementos de M), un nuevo conjunto linealmente ordenado M.

Llamamos “semejantes” a dos conjuntos ordenados M y N, cuando se pueden
poner entre si en una correspondencia reciproca y univoca de manera tal que, si m4
y ms son dos elementos cualesquiera de M, y ny y no los elementos correspondien-
tes de N, entonces la relacién de jerarquia de m; con my dentro de M es siempre
la misma que la de ny con ny dentro de N. Llamamos a una tal correspondencia de
conjuntos semejantes una “imagen” [“aplicacién” (Abbildung)] de los mismos entre
si. En ella [una tal aplicacién], a cada subconjunto M; de M (que se muestra ma-
nifiestamente [evidentemente]| también como un conjunto ordenado) le corresponde
un subconjunto semejante Ny de N.

La semejanza de dos conjuntos ordenados M y N la expresamos por la férmula

M ~ N. (3)

Todo conjunto ordenado es semejante a si mismo.

Si dos conjuntos ordenados son semejantes a un tercero, entonces son también
semejantes entre si.

[498] Una simple reflexién muestra que dos conjuntos ordenados tienen el mismo
tipo de orden, si, y solo si, son semejantes, de modo que de las dos formulas

M=N,M~N (4)

una es siempre consecuencia de la otra.

Comentario. [N'T'?’ﬂ Reemplaza, en virtud del acto de abstraccion consistente

en olvidar la naturaleza de los elementos del conjunto simplemente ordenado, una
relacién de equivalencia formal, la que subsiste entre dos conjuntos linealmente
ordenados cuando entre ellos existe una biyeccién que preserva el orden, por la
relacion de igualdad.

Un tipo ordinal no es para Cantor lo que hoy llamarfamos una clase de equivalen-
cia, sino un representante de clase de una clase de equivalencia. Y se da la circuns-
tancia de que, por el modo como determina el tipo de orden, mediante las unidades
y manteniendo el orden lineal original, obtiene que, para dos conjuntos linealmente
ordenados (M, <),y (M', <), (M,<) = (M’,<’) si, y sdlo si, (M, <) ~ (M',<’).

De hecho, desde el punto de vista de la teoria de categorias, lo que acaba de
hacer Cantor es definir una nueva categoria, la de los conjuntos simplemente orde-
nados (y aplicaciones is6tonas), denotada por LOrd, junto con una subcategoria
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plena, la de los tipos de orden, denotada por OTyp, que es, ademads, esquelética
(para que se pueda obtener lo que dice antes sobre “Una simple reflexién muestra
que...”), un functor desde OTyp hasta LOrd, el de inclusién, y un functor OT
desde LOrd hasta OTyp, que asigna a un conjunto simplemente ordenado (M, <)
su tipo de orden OT(M, <) = (M, <). Entonces se cumple que, para cada conjunto
simplemente ordenado (M, <), (M,<) ~ (M, <). Por ser OT un functor, es evi-
dente que, si (M, <) ~ (M’,<’), entonces OT(M, <) ~ OT(M’,<'), pero, por ser
OTyp esquelética, entonces OT(M, <) = OT(M’', <').

Si se abstrae en un tipo de orden M atin ademés la jerarquia de los elementos,
se obtiene (por el §1) el nimero cardinal M del conjunto ordenado M, que es al
mismo tiempo el ntiimero cardinal del tipo de orden M.

De M = N se sigue siempre M = N, i.e., dos conjuntos ordenados de igual
tipo [del mismo tipo de orden] tienen siempre la misma potencia o nimero cardi-
nal; la semejanza de conjuntos ordenados conlleva siempre su equivalencia. Por el
contrario, dos conjuntos ordenados pueden ser equivalentes sin ser semejantes.

Para la denotacién de los tipos de orden emplearemos las mintsculas del alfabeto
griego.

Si a es un tipo de orden, entendemos por

a ()

el nimero cardinal correspondiente.

Los tipos de orden de los conjuntos simplemente ordenados finitos no ofrecen
ningun interés especial. Pues es fédcil convencerse de que para uno y el mismo
ntmero cardinal finito v todos los conjuntos [simplemente] ordenados son semejan-
tes entre si, luego tienen uno y el mismo tipo. Los tipos de orden simples y finitos
estan por esto sometidos a las mismas leyes que los nimeros cardinales finitos, y
estard permitido emplear para ellos los mismos signos 1, 2, 3,..., v,..., aunque
ellos son conceptualmente diferentes de los nimeros cardinales.

El caso de los tipos de orden transfinito es completamente diferente; pues para
uno y el mismo nimero cardinal transfinito hay innumerables tipos de conjuntos
simplemente ordenados, que en su totalidad constituyen una “clase de tipos” espe-
cial.

Asi pues, cada una de estas clases de tipos estd determinada por el nimero
cardinal transfinito a que es comun a todos los tipos particulares que pertenecen a
la clase; la denominamos por esto brevemente la clase de tipos [a].

Aquellas clases, que se nos ofrecen en primer lugar naturalmente, y cuya inves-
tigacion completa debe ser por ello el objetivo mas inmediato de la doctrina de los
conjuntos transfinitos, es la clase de tipos [Ro], que comprende todos los tipos con
el minimo ntdmero cardinal transfinito 8.

Hemos de distinguir del nimero cardinal a, que determina la clase de tipos [a],
aquel nimero cardinal a’, que por su parte [499] estd determinado por la clase de
tipos [a]; [el ultimo] es el nimero cardinal que (por el §1) corresponde a la clase
de tipos [a], en cuanto [ella] representa un conjunto bien definido, cuyos elementos
son todos los tipos o con el nimero cardinal a. Veremos que a’ es diferente de a, y
ciertamente es siempre mayor que d.

Si se invierten todas las relaciones de orden [precedencia] de un conjunto ordena-
do M, de manera que en todos los casos [por doquier| se convierte el “inferior” en
“superior”, y el “superior” en “inferior”, se obtiene de nuevo un conjunto ordenado,
que denotamos con

M, (6)
y que queremos denominar el “inverso” de M.
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El tipo de orden de *M lo denotamos, si @ = M, con
o (7)

Puede suceder que se dé que *a = a, como p. €j. en [el caso de] los tipos finitos o en
el [del] tipo del conjunto R de todos los nimeros racionales que son mayores que 0
y menores que 1, en su jerarquia natural, que investigaremos bajo la denotacién 7.

Senalamos ademads, que dos conjuntos ordenados semejantes pueden ser aplicados
entre si, bien de un modo, bien de varios modos; en el primer caso el tipo corres-
pondiente es semejante a si mismo sélo de un modo, en el otro de varios modos

N.Z.117]

No sélo todos los tipos finitos, sino los tipos de los “conjuntos bien ordenados”
transfinitos, que nos ocupara después, y que llamaremos “ntmeros ordinales trans-
finitos”, son tales que ellos admiten sélo una tnica aplicacién sobre si mismos. Por
el contrario, aquel tipo 7 es semejante consigo mismo de innumerables modos.

Queremos aclarar esta diferencia con dos ejemplos simples.

Entendemos por w el tipo de un conjunto bien ordenado

(e1,€2, . y€uy..t)y
en el cual
€y < €pii,

y donde v es un representante de todos los niimeros cardinales finitos.
Otro conjunto bien ordenado

(f17f27"‘vfl/a"')a

con la condicién

f v = f v+1,
del mencionado tipo w sélo puede, manifiestamente [evidentemente], ser “aplicado”
[sobre el primero] de tal manera que e, y f, sean elementos que se corresponden.
Puesto que eq, el elemento minimo en rango del primero, debe ser asignado en la
aplicacién al elemento minimo f; del segundo, el siguiente a e; en rango, es al
siguiente a f1, f2, etc.

[500] Cualquier otra correspondencia univoca y reciproca de los dos conjuntos
equivalentes {e, } y {f,} no es una “aplicacién” en el sentido que hemos fijado més
arriba para la teoria de los tipos.

Tomemos por el contrario un conjunto ordenado de la forma

{el/’}v
donde 1/ es un representante de todos los niimero enteros finitos positivos y nega-
tivos, incluido el 0, y donde igualmente
ey < Cu/41-

Este conjunto no tiene ningin elemento que sea minimo ni ningtn elemento que
sea maximo en rango. Su tipo es, segin la definicién de la suma [adicién] que en el
68 se ha dado, ésta:

W+ w.
Es semejante consigo mismo de innumerables modos. Luego contemplamos un con-
junto del mismo tipo

{fu’ }>
donde

Jvr < forss

entonces ambos conjuntos ordenados pueden aplicarse entre si, de modo tal que,
entendiendo por v} un nimero determinado de los v/, corresponda al elemento e,
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del primero el elemento f,; 1,/ [del segundo]. Dada la arbitrariedad de 1 tenemos
por lo tanto aqui innumerables aplicaciones.

El concepto de “tipo de orden” desarrollado aqui comprende, cuando se extiende
de la misma manera a “conjuntos ordenados de varias maneras [miiltiplemente
ordenados]”, ademds del [en conjuncién con el] concepto introducido en el §1 de
“ntimero cardinal o potencia”, el de todo lo “numerable” (“Anzahlméssige”), que
en general es pensable [todo lo que sea susceptible de ser “numerado” que sea
pensable], y no permite en este sentido ninguna generalizacién ulterior [N'Z'lz]. No
contiene nada arbitrario, sino que es la ampliacién [extensién] natural del concepto
de cantidad [enumerador]. Merece la pena acentuar especialmente, que el criterio
de igualdad (4) se sigue con absoluta necesidad del concepto de tipo de orden y por
ello no permite alteracion alguna. En el desconocimiento de este hecho ha de verse
la causa fundamental de los graves errores que se encuentran en los “Fundamentos
de geometria” del senor G. Veronese (versién alemana de A. Schepp, Leipzig, 1894).

Alli, en la pag. 30 se explica la “cantidad o nuimero de un grupo ordenado” en
completa coincidencia con lo que hemos denominado “tipo de orden de un conjunto
simplemente ordenado”. (Sobre la teorfa de los transfinitos, Halle, 1890, pdgs. 68—
75, reimpresién de Ztschr. f. Philos. u. philos. Kritik, del afio 1887).

[501] El sefior V. cree deber proporcionar un afiadido al criterio de igualdad.
El dice, pag. 31: “nuimeros, cuyas unidades se corresponden univocamente y en el
mismo orden y de los cuales uno no es una parte del otro ni es igual a una parte
del otro, son iguales.”!

Esta definicién de la igualdad contiene un circulo y lleva por ello a un sinsentido.

Pues, jqué quiere decir, en su anadido, “ni es igual a una parte del otro”?

Para responder a esta pregunta, se debe saber ante todo, cudndo dos niimeros son
iguales o no lo son [desiguales]. Por lo tanto, su definicidn de la igualdad (aparte de
su arbitrariedad) presupone una definicion de la igualdad, que a su vez presupone
una definicion de la igualdad, en la que se debe saber, de nuevo, qué es igual y
desigual, etc., etc., in infinitum.

Una vez que el senor V. ha abandonado, por asi decir, voluntariamente el funda-
mento indispensable para la comparacién de niimeros, no puede uno sorprenderse
de la falta de regla [ilegalidad] [ilicitud] con la que él opera en lo que resta [sub-
siguientemente] [posteriormente] con sus niimeros pseudotransfinitos y les atribuye
propiedades que no pueden poseer simplemente porque ellos mismos, bajo la for-
ma imaginada [fingierten] por él, no tienen existencia salvo sobre el papel. Por lo
tanto, también, la llamativa semejanza de sus “ntdmeros” con los [muy] absurdos
[absurdisimos] “nimeros infinitos” de la “Géometrie de 1'Infini, Paris, 1727 de
Fontenelle se hace comprensible. Recientemente, W. Killing ha dado cumplida ex-
presion de sus dudas concernientes a la fundamentacion del libro de Veronese en el
“Index lectionum” de la Academia de Munster (para 1895-1896).

Comentario. [N'T'33]

hipétesis”.

Relacionar “fingierten” con el aforismo de Newton “No forjo

88

Adicién y multiplicacion de los tipos de orden.

En la edicién original italiana (pég. 27) este pasaje dice literalmente: “Numeri le unita
dei quali si corrispondono univocamente e nel medesimo ordine, e di cui 'uno non & parte
o iguale ad una parte dell’altro, sono uguali.”
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El conjunto unién (M, N) de dos conjuntos M y N puede, si M y N estdn
ordenados, ser concebido como un conjunto ordenado en el que las relaciones de
precedencia de los elementos de M entre si mismos asi como las relaciones de
precedencia de los elementos de N entre si mismos permanece la misma tanto en
M como en N respectivamente, y todos los elementos de M tienen un rango inferior
a todos los elementos de N. Si M’ y N’ son otros dos conjuntos ordenados, M ~ M’
y N ~ N’ [502] entonces (M,N) ~ (M’  N'); luego el tipo de orden de (M, N)
sélo depende de los tipos de orden M = o y N = 3. Luego, definimos:

a+f=(MN). (1)

En la suma [adicién] a + § llamamos a «a el “sumando” y a § el “sumador”.

M y N, asf como M’ y N’ han de ser disjuntos.

Comentario. [N-T~34]

Para cualesquiera tres tipos demostramos facilmente la ley asociativa:

at(B+7)=(a+p6)+r (2)
Por otra parte, la ley conmutativa no es valida, en general, para la adicion de tipos.
Vemos esto mediante el siguiente ejemplo simple.
Si w es el tipo, mencionado con anterioridad en el §7, del conjunto bien ordenado
E = (e1,e2,...,6p,...), €, <e€ui1,

entonces 1 + w no es igual a w + 1.
Pues, si f es un nuevo elemento, entonces se tiene por (1)

El conjunto
(f’E) = (f7€1a627"'a6117~-~)

es, sin embargo, semejante al conjunto E, por consiguiente

l+w=w.

Comentario. Hay que justificar, como en otras ocasiones, que se tiene
un nuevo elemento f que no pertenece a E y que identifica el elemento f con el
conjunto unitario (final) {f}.

[N.T.35]

Por el contrario, los conjuntos F y (E, f) no son semejantes, porque el primero
no tiene ningin miembro que sea el maximo en rango, mientras que el segundo
tiene el miembro maximo f. Por lo tanto, w + 1 es diferente de w =1 + w.

A partir de dos conjuntos ordenados M y N con los tipos a y 3 se puede producir
un conjunto ordenado S al substituir en N en el lugar de cada elemento n un
conjunto ordenado M,,, que tiene el mismo tipo a que M, luego

M, =q, (3)
y que sobre el orden de rango en
S = (M) (4)

se establecerdn las siguientes prescripciones:
1) Cada dos elementos de S, que pertenecen a uno y el mismo conjunto M,
mantienen en S la misma relacién de rango que en M,,.
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2) Cada dos elementos de S que pertenecen a dos conjuntos diferentes M, y
M,,, mantienen en S la relacién de rango que tienen n; y ng en N.
El tipo de orden de S depende, como es facil ver, s6lo de los tipos a y 3: definimos:

a-B=2. (5)

Comentario. El conjunto S es la unién de la familia (M,),cn en la que
los conjuntos de la misma son dos a dos disjuntos.

[N.T<36]

[503] En este producto [esta multiplicacién] « se llama el “multiplicando” y
el “multiplicador”. Dada cualquier aplicacion de M sobre M,,, sea m,, el elemento
de M, correspondiente al elemento m de M.

Podriamos entonces escribir también

S = {mn} (6)
Si afiadimos [adjuntamos| un tercer conjunto ordenado P = {p} con el tipo de
orden P =+, entonces, segin (5)

O"ﬂ:{mn}v 6'7: {np}a (aﬂ)’yz{(mn)p}a 01‘(6"}/) :{m(np)}-
Los dos conjuntos ordenados {(1m,,),)} ¥ {m(n,)} son sin embargo semejantes y son
aplicados entre si, si sus elementos (my,), vy M(n,) Se consideran como correspon-
dientes.

Se mantiene [Subsiste] por consiguiente para los tres tipos «, 5y 7 la ley aso-
ciativa

(a-f)-y=a-(8-7) (7)
De (1) y (5) se sigue también facilmente la ley distributiva
a-(B+y)=a-fta-y; (®)

aunque solo en la forma en que el factor con dos términos tiene el papel del multi-
plicador. Por el contrario, la ley conmutativa no tiene valor general ni en la multi-
plicacion ni en la adicion.

Por ejemplo, 2w y w - 2 son dos tipos diferentes; pues, segun (5)

2-w=(e1, fisea, foi.. 1€, fu. ) = w;

por el contrario,

LU'2:(61,62,...761,7...;fl,fg,...,fu,...)

que es claramente diferente de w.

Si se comparan las definiciones de las operaciones elementales para niumeros
cardinales dadas en el §3 con las aqui establecidas para tipos de orden, entonces se
reconoce facilmente que el nimero cardinal de la suma de dos tipos es igual a la
suma de los ntimeros cardinales de los tipos singulares y que el nimero cardinal del
producto de dos tipos es igual al producto de los ntimeros cardinales de los tipos
singulares.

Cada ecuacién entre tipos de orden que surge de ambas operaciones elementales
se mantiene [sigue siendo] por lo tanto también correcta, si en ella se cambian todos
los tipos por sus nimeros cardinales.

[504] §9

El tipo de orden 7 del conjunto R de todos los niimeros

racionales que son mayores que 0 y menores que 1, en su
ordenacion jerarquica natural. [N-%13]
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Entendemos por R, como en el §7, el sistema de todos los niimeros racionales %
(no teniendo p y ¢ divisores comunes), que son > 0y < 1, en su orden jerdrquico
natural, donde la magnitud del nimero determina su rango. El tipo de orden de [Al
tipo de orden de] R lo denotamos con 7:

n=R. (1)

[Pero hemos puesto el mismo conjunto en otra ordenacién jerdrquica, en la que
lo lamamos Ry, donde esta ordenacion esta determinada, en primer lugar, por la
magnitud de p + ¢, y en segundo lugar, es decir, para los niumeros racionales para
los que p + ¢ tiene el mismo valor, por la magnitud de g misma] Tenemos entonces
ahi el mismo conjunto puesto también en otra ordenacién jerdrquica, en la que
lo lamamos Ry, donde esta ordenacion estd determinada, en primer lugar, por la
magnitud de p + ¢, y en segundo lugar, es decir, para los niimeros racionales para
los que p + q tiene el mismo valor, por la magnitud de % misma. Ry tiene la forma
de un conjunto bien ordenado del tipo w:

Ry = (r1,72,.-.,7y,...), donde 7, < 7,41 (2)
Ry =w (3)

Ry Ry tienen, puesto que se diferencian sélo en el orden jerarquico de sus elementos,

el mismo nimero cardinal, y puesto que manifiestamente [evidentemente] Ry = Ry,
entonces tenemos también que

ﬁ:ﬁ:&o. (4)

Luego el tipo 7 pertenece a la clase de tipos [Rg].

Comentario. [NT37] (QN]0,1[,<) es un conjunto linealmente ordenado, infini-
to numerable, denso, y sin extremos. “Everywhere dense” es lo que hoy se llama
“dense”.

Senalamos, en segundo lugar, que en R no ocurre ni un elemento que sea el
minimo, ni uno que sea el maximo en rango.

En tercer lugar R tiene la propiedad de que entre cada dos de sus elementos segin
el rango hay otros; esta caracteristica la expresamos con las siguientes palabras: R
es “denso por doquier”.

Debe mostrarse ahora, que estos tres atributos caracterizan al tipo 7 de R, de
modo que se tiene el siguiente teorema:

“Si se tiene un conjunto M simplemente ordenado, que cumple las tres condi-
ciones:

1) M = Ro,

2) M no tiene ningin elemento que sea el minimo y ninguno que sea el mdrimo
en rango,

3) M es denso por doquier,

entonces el tipo de orden de M es igual a n:

M=n"

Comentario. [ La demostracién que sigue se basa en lo que se conoce como
el método del “back and forth”.

N.T,38]
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DEMOSTRACION. Por la condicién 1) se puede poner a M en [bajo] la forma [505]
de un conjunto bien ordenado del tipo w: dado en [bajo| una tal forma, denotamos
M con My y establecemos que [convenimos que]

Moz(ml,mg,...7m,,7...). (5)
Ahora tenemos que mostrar que
M ~R. (6)

Esto es, debe demostrarse que M se puede aplicar en R, de tal modo que la relacién
de rango de cada dos elementos en M sea la misma que la relacién de rango de los
dos elementos correspondientes en R.

Sea puesto en correspondencia el elemento ;1 en R con el elemento m; en M.
r9 tiene una determinada relacién de rango con r; en R, por la condicién 2) hay
una infinidad de elementos m, de M, que tienen la misma relacién de rango en M
con my que la que tiene ro con 71 en R; de entre ellos escogemos aquel que tiene el
indice minimo en My, sea éste m,,, y lo hacemos corresponder con 3.

r3 tiene en R determinadas relaciones de rango con r1 y r9; por las condiciones 2)
y 3) hay innumerables elementos m, de M, que tienen la misma relacién de rango
en M con m; y m,,, que la que tiene r3 con r1 y ry en R; escogemos de entre ellos
aquel, sea m,,, que tiene el indice minimo en M, y a éste le hacemos corresponder
con r3.

De acuerdo con esta ley nos representamos este procedimiento de asignacién
continuado; si a los v elementos

T, T2, 73,5 Ty
de R les son asignados elementos determinados
my, mLQ) ngv ey mLu’

de M como imagenes, que tienen entre si en M las mismas relaciones de rango que
los que les corresponden en R, entonces le serd asignado al elemento r,41 de R el
elemento m,, ., de M dotado del indice minimo en My como imagen, que tiene con

1, My, Mygy e oo My

v

las mismas relaciones de rango en M, que las que tiene 7,41 con ry,73,...,7, €n
R.

De este modo hemos asignado a todos los elementos r, de R determinados ele-
mentos m,, de M como imagenes, y los elementos m,, tienen en M el mismo orden
jerarquico que los elementos correspondientes 7, en R.

Ha de mostrarse ahora que los elementos m,, comprenden a todos los elementos
m, de M, o, lo que es lo mismo, que la sucesion

1, L1, 02y vy lyy ..
[506] sélo es una permutacion de la sucesién
1,2,3,...,0,...

Demostramos esto por una induccion completa, mostrando que si los elementos
mi, Ma,...,m, son valores tomados por la aplicacién, lo mismo sucede con el si-
guiente elemento my11.

Sea A de una magnitud tal, que entre los elementos

T, My Mygyevoy My,

se encuentran los elementos

mi, M, ..., My,
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(que por hipdtesis fueron valores tomados por la aplicacién). Puede ser, que se
encuentre entre ellos también m, 41, entonces m,,1 es un valor tomado por la
aplicacion.

Sin embargo, si m,11 no se encuentra entre los elementos

mi, ngv mL37"‘7 mL,\7

entonces m,, 41 tiene una determinada posicién de rango con estos elementos dentro

de M; la misma posicién de rango con r1, 79,..., ) en R la tienen una infinidad

de elementos de R, entre los cuales sea 7y, €l dotado del indice minimo en Ry.
Entonces m, 41 tiene, como es facil advertir, también con

M, My Mgy ooy My,
la misma posicién de rango en M que ry4, con
T1, T2 0oy Th40o—1

en R. Puesto que my, mo,..., m, ya han sido tomados como valores por la aplica-
cién, entonces my 41 es el elemento dotado del indice minimo en M, que tiene esta
posicién en rango con respecto a

M, Mgy eeey My oy
Por consiguiente, tenemos segin nuestra ley de asignacion
Myyye = My41-

En este caso también llega el elemento m, 1 a ser un valor en la aplicacion, y
ciertamente 7)1, es el elemento asignado a él en R.

Vemos asi que segin nuestro modo de asignacién todo el conjunto M es aplicado
sobre todo el conjunto R; M y R son conjuntos semejantes, q.e.d.

Del teorema que acabamos de demostrar se obtienen por ejemplo los siguientes:

[507] “n es el tipo de orden del conjunto de todos los niimeros racionales nega-
tivos y positivos con la inclusién del cero en su orden jerarquico natural.”

“n es el tipo de orden de todos los nimeros racionales que son mayores que a
y menores que b, en su ordenacion jerarquica natural, donde a y b son cualesquiera
dos nimeros reales, a < b.”

“n es el tipo de orden del conjunto de todos los ntimeros reales algebraicos en su
orden jerarquico natural.”

“n es el tipo de orden del conjunto de todos los ntimeros reales algebraicos que
son mayores que a y menores que b, en su orden natural, donde a y b son dos
nimeros reales cualesquiera, tales que a < b.”

Pues todos estos conjuntos ordenados cumplen las tres condiciones exigidas en
nuestro teorema para M (cf. el Journal de Crelle, vol. 77, pag. 258).

Si consideramos ahora ademads segtun las definiciones dadas en el §8 conjuntos
con los tipos n+n, nm, (1 +n)n, (n+ 1)n, (1 +n+ 1)n, se cumplen también entre
ellos aquellas tres condiciones. Con esto tenemos los teoremas:

n+n=mn, (7)
m =, (8)

(L+mn)n=mn, 9)
(n+1n=mn, (10)
)

(I+n+1)n=n, (11
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El uso repetido de (7) y (8) da para cada nitimero finito v que
n-v=n, (12)

y que

n’ =1. (13)
Por el contrario, como es facil observar, para v > 1, los tipos 1 +n, n+ 1, v - 7,
14+ 71+ 1, son diferentes tanto entre si como de 7. Por otra parte, tenemos que

n+1+n=mn, (14)

por el contrario, 7 + v + n es diferente de n para v > 1.
Por 1ltimo merece ser enfatizado que

= (15)

[508] §10

Las sucesiones fundamentales contenidas en un conjunto
ordenado transfinito.

Comentario. [N'T‘Bg] En esta seccién introduce contrapartidas, para los conjuntos

linealmente ordenados, de nociones topoldgicas tales como: sucesiones fundamenta-
les, limites de sucesiones fundamentales, denso en si mismo, cerrado, y perfecto.

Tomamos como base un conjunto transfinito cualquiera M simplemente ordena-
do. Cada subconjunto de M es él mismo un conjunto ordenado. Para el estudio del
tipo M parecen ser especialmente valiosos aquellos subconjuntos de M, a los que
corresponden los tipos w y *w; los denominamos “sucesiones fundamentales de pri-
mer orden contenidas en M7,y por cierto, a las primeras (de tipo w) “ascendentes”
[ “crecientes”], y a las otras (de tipo *w) “descendentes” [ “decrecientes”].

Puesto que nos limitamos a la consideracién de las sucesiones fundamentales de
primer orden (en investigaciones posteriores se tendran en cuenta también las de
orden superior), las denominaremos aqui simplemente “sucesiones fundamentales”.

Asf pues, una “sucesién fundamental ascendente [creciente]” tiene la forma

{a,}, donde a, < a,41, (1)
y una “sucesién fundamental descendente [decreciente]” es de la forma
{b,}, donde b, > b,41, (2)

v tiene siempre en nuestras consideraciones (asi como k,\, p), la significacién de
un numero cardinal finito cualquiera, o también de un tipo finito respecto de un
nimero ordinal finito.

Llamamos a dos sucesiones fundamentales ascendentes [crecientes] {a,} y {a]}
“congéneres”, en signos,

{av} [ {a}, 3)

si para cada elemento a, existen elementos ajy, de tal modo que
/
ay < ay,
asi como también para cada elemento a], hay elementos a,, de manera que

/
a, < a,.
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Dos sucesiones fundamentales descendentes [decrecientes] {b, } y {b],} se llaman
“congéneres”, en signos,

{b} 11 {81}, (4)

si para cada elemento b, hay elementos b}, de manera que
b, = b,

y para cada elemento b}, existen elementos b,, de modo que
b, = by.

Llamamos ‘congéneres’ a una sucesién fundamental ascendente [creciente] {a,}
y a otra descendente [decreciente] {b,}, en signos,

[509] {an} | {bo}, (5)
si 1) para todos los p y v

a, < by,
y 2) en M existe a lo sumo un elemento myq (es decir, uno o ninguno), tal que para
todos los v
a, < mo < by,.

[N.T.40]

“||’7

Comentario. La relacién es una relacién de equivalencia sobre el
conjunto de las sucesiones ascendentes [crecientes], y también sobre el de las des-
cendentes [decrecientes].

Se tienen entonces los teoremas:

A. “Si dos sucesiones fundamentales son congéneres con una tercera, entonces
son congéneres también entre si.”

B. “Dos sucesiones fundamentales que proceden en el mismo sentido, de las cua-
les una es un subconjunto de la otra, son siempre congéneres.”

Si existe en M un elemento mg, que tiene una posicidon con respecto a la sucesién
fundamental ascendente [creciente] {a,}, tal que

1) para cada v

a, < my,

2) para cada elemento m de M que es [sea] < mg, existe un determinado nimero

1g, tal que
a, = m, para v > 1y,

entonces denominaremos a mg “elemento limite de {a,} en M”,y al mismo tiempo
un “elemento principal de M”.

Igualmente denominaremos también a my un “elemento fundamental de M7,
y al mismo tiempo un “elemento limite de {b,} en M”, si se cumplen las dos
condiciones:

1) para cada v

bl, >~ myo,

2) para cada elemento m de M, que es [sea] > my, existe un determinado nimero

1y, tal que
b, < m, para v > vg.

Una sucesién fundamental no puede tener nunca mds que un elemento limite en
M; sin embargo, M tiene en general muchos elementos principales.

Se advierte la verdad de los siguientes teoremas:

C. “Si una sucesion fundamental tiene un elemento limite en M, entonces todas

las sucesiones fundamentales congéneres con ella tienen el mismo elemento limite
en M.”
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D. “Si dos sucesiones fundamentales (procedan en el mismo o en diferentes sen-
tidos) tienen uno y el mismo elemento limite en M, entonces son congéneres.”
Si M y M’ son dos conjuntos ordenados semejantes, de tal modo que

7 = 77, (6)

y se parte de una aplicacion cualquiera entre ambos conjuntos, entonces son validos,
como es facil ver, los siguientes teoremas:

[510] E. “A cada sucesion fundamental en M le corresponde como imagen una
sucesion fundamental en M' y viceversa; a cada ascendente [creciente] una ascen-
dente [creciente], a cada descendente [decreciente] una descendente [decreciente]; a
sucesiones fundamentales congéneres en M le corresponden como imdgenes suce-
siones fundamentales congéneres en M' y viceversa.”

F. “Si un elemento limite en M pertenece a una sucesion fundamental en M,
entonces pertenece también un elemento limite en M’ a las sucesiones fundamenta-
les correspondientes en M’ y viceversa; y estos dos elementos limite son imdgenes
entre st en la aplicacion.”

G. “A los elementos principales de M les corresponden como imdgenes elementos
principales de M’ y viceversa.”

Si un conjunto M consiste sélo en elementos principales, de tal modo que cada
uno de sus elementos es un elemento principal, entonces le llamamos un “conjunto
denso en si mismo”.

Si hay para cada sucesion fundamental en M un elemento limite en M, entonces
llamamos a M un “conjunto cerrado”.

Un conjunto que sea tanto “denso en si mismo” como “cerrado” se llama un
“conjunto perfecto” [N'Z'M}.

Si un conjunto tiene uno de estos tres predicados, entonces le corresponde tam-
bién el mismo predicado a todo conjunto semejante; se pueden atribuir por esto
los mismos predicados a los tipos de orden correspondientes, y hay con ello “tipos
densos en st mismos”, “tipos cerrados”, “tipos perfectos”, e igualmente también
“tipos densos por doquier” (por el §9).

Asi, por ejemplo, 1 es un tipo “denso en si mismo”; y, como se ha mostrado en
el §9, también es “denso por doquier”, pero no es “cerrado”.

w y *w no tienen ningin elemento principal (unidades principales); por el con-
trario w + v y v + *w tienen un elemento principal y son tipos “cerrados”.

El tipo w- 3 tiene dos elementos principales, pero no es “cerrado”; el tipo w-3+v
tiene tres elementos principales y es “cerrado”.

Comentario. Un conjunto ordenado (X, <) es denso si tiene al menos dos
elementos y, para cada a,b € X, si a < b, entonces hay un ¢ € X tal que a < ¢ < b.

El ejemplo més importante de conjunto linealmente ordenado, denso, e infinito
numerable es el del conjunto de los nimeros racionales Q con su orden natural por
[seguin la] magnitud.

[N.T.41]

Teorema 0.5. Sean (P,<) y (Q,<) dos conjuntos linealmente ordenados, infi-
nito numerables, densos, y sin mdaximo ni minimo. Entonces (P, <) y (Q,<) son
isomorfos.

Para demostrar el teorema consideramos dos biyecciones (pp,)nen, de N en P,y
(qn)nen, de N en @, arbitrarias pero fijas (tales biyecciones no son necesariamente
isomorfismos). Ademds, necesitamos disponer del concepto de isomorfismo parcial
entre dos conjuntos linealmente ordenados y de un cierto lema.

Definicién 0.6. Un isomorfismo parcial del conjunto linealmente ordenado (P, <)
en el conjunto linealmente ordenado (@, <) es una biyeccién parcial f de P en @,
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i.e., una aplicacién parcial inyectiva f de P en @, tal que, para cada p,p’ € Dom(f),
se cumple que p < p’ si, y sélo si, f(p) < f(p').

Lema 0.7. Sean (P, <) y (Q,<) dos conjuntos linealmente ordenados, infinito
numerables, densos, y sin mdzrimo ni minimo. Si [ es un isomorfismo parcial de
(P, <) en (Q,<) tal que Dom(f) es finito y sip € P y ¢ € Q son dos elementos
arbitrarios, pero fijos, entonces existe un isomorfismo parcial fP9 de (P,<) en
(Q, <) tal que p € Dom(f7), q € Im(fP), y f < fP9.

Demostracion. Sea F = {(piy,qio)s---s Din_y> Gr_, )} la funcién subyacente del iso-
morfismo parcial f, donde se cumple que p;, < pi, < ... < Dj,_,, ¥, por lo tanto
que g, < ¢, < ... < ¢,_,- Si p & Dom(f), entonces, o bien p < p;,, o bien
i, <p <pi,,paraun 0 < e < k—2, o bien p;, _, < p. Sea ahora n el minimo
ntimero natural tal que si p < p;,, entonces g, < g;,; si p;, < p < p;,,,, entonces
G. < Gn < Gioy3 Y Sl ps,_, < p, entonces p;, _, < qp. Que tal nimero natural
existe y sujeto a cumplir lo dicho se sigue de que (@, <) es un conjunto linealmente
ordenado, denso, y sin maximo ni minimo.

Se cumple que F/ = F U {(p,qn)} es la funcién subyacente de un isomorfismo
parcial f/ de (P, <) en (Q, <).

Si ¢ € Im(f’), entonces el problema estd resuelto. Si ¢ € Im(f’), entonces,
usando el mismo argumento que antes pero intercambiando los papeles de (P, <)
y (@, <), hay un p,, € P tal que F' U {(pm,q)} es la funcién subyacente de un
isomorfismo parcial f” de (P, <) en (@, <) y, tomando el minimo m, obtenemos
FP9 = F' U{(pm,q)}, v, por lo tanto, fP9. O

Para demostrar el teorema definimos, por recursién, una sucesién de isomorfismos
parciales: fj es el que tiene como funcién subyacente al vacio, supuesto definido f,,
para n > 0, definimos f,4+1 como fP~9 siendo ésta tultima la extensién de f, tal
que p,, € Dom(fP~) y g, € Im(fF~). Entonces tomando como f la aplicacién
parcial cuya funcién subyacente es |, F5™ %" obtenemos el isomorfismo deseado
entre (P, <) y (Q, <).

§11
El tipo de orden ¢ del continuo lineal X. [N-%17]

Nos dedicamos ahora a la investigacion de los tipos de orden del conjunto X =
{z} de todos los ntimeros reales x, que son > 0 y< 1, en su orden jerdrquico natural,
de tal modo que para dos elementos cualesquiera z y ' del mismo

x <2, en el caso de que = < 2'.
La denotacién de este tipo seria
X =0 (1)

[511] De los elementos de la teoria de los nimeros racionales e irracionales se
sabe que toda sucesién fundamental {x,} en X tiene un elemento limite g en X,
y que también, viceversa, todo elemento x de X es elemento limite de sucesiones
fundamentales correspondientes en X. Con esto X es un “conjunto perfecto”,y 6
un “tipo perfecto”.

Sin embargo, con esto 6 no estd aun suficientemente caracterizado; es més, te-
nemos que tener presente ain la siguiente propiedad de X:

X contiene el conjunto R investigado en el §9 de tipo de orden 7 como sub-
conjunto, y ciertamente en particular de tal modo que, entre cada dos cualesquiera
elementos xo y x1 de X estan situados elementos de R segin el rango.
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Debe mostrarse ahora que estas propiedades en conjunto [al unisono] caracterizan
de modo exhaustivo el tipo de orden € del continuo lineal X, de tal modo que es
valido el teorema:

“Si un conjunto ordenado M tiene un cardcter tal que 1) es “perfecto”, 2)

estd contenido en €l un conjunto S con el nimero cardinal S = Ry, que estd con M
en una relacion tal que entre cada dos cualesquiera elementos mg y my de M estdn
situados segiin el rango elementos de S, entonces M = 6.”

DEMOSTRACION. Si S tuviera un elemento minimo o méximo,entonces tendria a
causa de 2) el mismo cardcter como elemento de M; podriamos entonces eliminarlo
de S, sin que este conjunto perdiera por ello la relacién con M expresada en 2).

Suponemos por ello en adelante a S sin elemento menor ni mayor; S tiene en-
tonces segun el §9 el tipo de orden 7.

Puesto que entonces S es una parte de M, entonces deben por 2) estar situados
entre cada dos cualesquiera elementos sg y s; de S otros elementos de .S segun el
rango. Ademds, tenemos por 2) que S = Ro.

Los dos conjuntos S y R son por ello “semejantes” entre si,

S~R. (2)

Nos imaginamos que partimos de cualquier “aplicacién” de R en S y afirmamos
que ésta da lugar al mismo tiempo a una determinada “aplicacion” de X en M,y
por cierto del modo siguiente:

Todos los elementos de X, que al mismo tiempo pertenecen al conjunto R, co-
rresponderian como imégenes a aquellos elementos de M, que al mismo tiempo son
elementos de S y en la aplicacién supuesta de R en S corresponderian a esos ele-
mentos de R. Pero si zy es un elemento de X que no pertenece a R, entonces puede
contemplarse como un elemento limite de una sucesién fundamental {z, } contenida
en X, que puede ser sustituida por una sucesién fundamental {r,, } contenida en R
congénere con ella. A ésta [512] le corresponde como imagen una sucesiéon funda-
mental {sy, } en Sy M, que a causa de 1) estd limitada por un elemento mg en M,
que no pertenece a S (F del §10). Sea este elemento mg en M (el cual permanece el
mismo, si en lugar de las sucesiones fundamentales {z,} y {r., } se pensaran otras
limitadas por el mismo elemento zg en X (E, C, D, en el §10)), la imagen de zg
en X. Viceversa, corresponde a cada elemento mg de M, que no ocurre en .S, un
elemento completamente determinado xg de X, que no pertenece a R y del cual my
es la imagen.

De este modo se ha construido una relacién [coordinacién] reciproca y univo-
ca entre X y M, de la que hay que mostrar que funda una ‘aplicacién’ de estos
conjuntos.

Esto permanece en adelante para aquellos elementos de X y M que al mismo
tiempo pertenecen a los conjuntos R y S respectivamente.

Comparemos un elemento r de R con un elemento xy de X que no pertenezca a
R; los elementos correspondientes de M serian s y my.

Si r < x, entonces hay una sucesién fundamental ascendente [creciente] {ry, },
que estd limitada por zg, y tenemos, a partir de un determinado vy [en adelante],
que

r <rg,, para v > vg.

La imagen de {r,,} en M es una sucesién fundamental ascendente [creciente]
{sx, }, que estard limitada por un mg de M, y se tiene (por el §10), en primer lugar,
que sy, = mg para cada v, y por otra parte, que s < sy, para v > vy, y por ello
(por el §7) s < my.

Si r > x(, entonces se concluye de modo semejante que s > my.
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Si consideramos por ultimo dos elementos zp y x(, no pertenecientes a R y los
elementos mq y m(, correspondientes a ellos en M, entonces se muestra por una
consideracién andloga, que si zo < x( entonces mg < my,

Con esto se habria alcanzado la demostracién de la semejanza de X y M, y
tenemos por ello que

M = 0.

Halle, Marzo de 1895.
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CONTRIBUCIONES A LA FUNDAMENTACION
DE LA TEORIA DE LOS CONJUNTOS TRANSFINITOS

POR
G. CANTOR
de Halle a. S.

(SEGUNDO ARTICULO)
[Math. Annalen vol. 49, pags. 207-246 (1897).]

Traduccion provisional y comentarios por J. Bares y J. Climent.

§12
Los conjuntos bien ordenados.

Entre los conjuntos simplemente ordenados les corresponde a los conjuntos bien
ordenados un lugar relevante; sus tipos de orden, a los que denominamos “nume-
ros ordinales” constituyen el material natural para una definicién precisa de los
numeros cardinales transfinitos superiores o de las potencias, una definicién, que
estd por completo de acuerdo con aquella que se nos ha proporcionado para el
nimero transfinito minimo aleph-cero por medio del sistema de todos los nimeros
finitos v (en el §6).

Llamamos “bien ordenado” a un conjunto simplemente ordenado F' (ver el §7)
si sus elementos f desde uno minimo f; en adelante ascienden [crecen] en una
sucesion determinada, de tal modo que se cumplen las dos siguientes condiciones:

1. “Hay en F un elemento f; minimo segun el rango”

IL. “Si F’ es un subconjunto cualquiera de F' y F posee uno o varios elementos
de rango superior a todos los elementos de F’, entonces existe un elemento f' de
F, que sigue inmediatamente a la totalidad F’, de manera que no se da ningin
elemento en F que caiga entre F' y f' seqin el rango?”’ [N'Z'16].

Comentario. [N'T"ﬂ Un conjunto bien ordenado, segin el trabajo de Cantor de

1883, es un conjunto bien definido en el que los elementos estdn ligados [relacio-
nados] entre s{ mediante una sucesién determinada dada tal que (i) hay un primer
elemento del conjunto; (ii) cualquier elemento singular (a condicién de que no sea el
ultimo de la sucesién) es seguido por otro elemento determinado; y (iii) para cual-
quier conjunto de elementos finito o infinito deseado existe un elemento determinado
que es su sucesor inmediato en la sucesién (salvo que no exista absolutamente nada
en la sucesién que los siga a todos ellos).

Vamos a demostrar que el concepto de conjunto bien ordenado que usamos ac-
tualmente es equivalente al de Cantor. Para ello comenzamos recordando la primera
acepcién del término mencionado.

Definicién 0.8. Un conjunto bien ordenado es un par A = (A, <) en el que A es
un conjunto y < una relacién binaria sobre A que cumple las siguientes condiciones

1. < es irreflexiva, i.e., para cada a € A, a £ a.
2. < es transitiva, i.e., para cada a,b,c € A, sia < by b < ¢, entonces a < c.

2Esta definicién de los “conjuntos bien ordenados” coincide por completo, dejando
aparte los términos literales, con la que se introdujo en Math. Ann. vol. 21, pdg. 548
(Grundlagen e. allg. Mannifaltigkeitslehre, pag. 4).
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3. Para cada subconjunto no vacio X de A existe un a € X tal que, para cada
reX,a<zro0a==x.

Obsérvese que entonces A = (A, <) es un conjunto linealmente ordenado, i.e.,
que < es irreflexiva, transitiva, y que, para cada x,y € A, si x # y, entonces x < y
oy <.

Continuamos reformulando la anterior definicién de Cantor como

Definicién 0.9. Un conjunto bien ordenado es un par A = (A, <) en el que A es
un conjunto y < una relacién binaria sobre A que cumple las siguientes condiciones

1. < es transitiva, i.e., para cada a,b,c € A, sia < by b < ¢, entonces a < c.

2. Para cada a,b € A, o bien a = b, o bien a < b, o bien b < a (Principio de la
tricotomia).

3. Hay un m € A tal que, para cada a € A, m < a o m = a.

4. Paracadaa € A,sifa={x € A|a<x} # &, entonces existe un b € A tal
que a < by Ja,b[= @. Al dnico elemento b con tal propiedad lo denotamos
por a® y lo denominamos el sucesor inmediato de a.

5. Paracada X C A, si X #0y1X ={a€ A| X <a} # @ (significando
“X < a” que, para cada z € X, x < a) entonces existe un b € A tal que
X<bylX,b={ceAd| X <c<b}=2.

Observemos que la transitividad junto con el Principio de la tricotomia equivalen
a decir que A = (A, <) es un conjunto linealmente ordenado. Por otra parte, la
cuarta condicién es un caso particular de la quinta, considerando, para un a € A
que cumpla la condicién Ta ={x € A|a <z} # &, el subconjunto {a} de A.

Es evidente que si A = (A, <) es un conjunto bien ordenado no vacio en el primer
sentido, entonces es un conjunto bien ordenado en el sentido de Cantor.

Para demostrar la reciproca, i.e., que un conjunto bien ordenado en el sentido
de Cantor lo es en el primer sentido, la estrategia a seguir consiste en suponer que
existe un subconjunto no vacio X de A tal que, para cada x € X, existe un y € X
tal que y < x, para entonces tratar de demostrar que no hay un m € A tal que,
para cada a € A, m < a 0 m = a, o que hay un subconjunto Z C A tal que Z # &
y1Z={a€A|Z <a} # &, pero que no existe un y € A tal que Z < y y
]27 y[: .

Sea pues X un subconjunto no vacio de A sin minimo, i.e., tal que, para cada
x € X, existe un y € X tal que y < x. Consideremos el subconjunto | X = {a €
Ala< X} de A

Si | X =g, 1ie., si, para cada a € A, existe un x € X tal que x < a, entonces,
por la hipétesis sobre X, para cada a € A, existe un y € X tal que y < a, luego A
no tiene un primer elemento.

Si | X # @, entonces T (| X) # &, porque X CT (| X) y X # <. Ahora
verificamos que no existe un y € A tal que | X <y y ] | X,y[= 2, i.e., que, para
cada y € A, si | X <y, entonces | | X, y[# @.

Sea y € A tal que | X < y, i.e., tal que, para cada a € A, si a tiene la propiedad
de que, para cada ¢ € X, a < z, entonces a < y. Se cumple que, o bien y precede
estrictamente a todos los elementos de X, o bien algin elemento de X precede
estrictamente o coincide con y.

Ahora bien, lo primero no puede ocurrir, ya que si, para cada x € X, y < «x,
entonces y €| X e y, por cumplir que | X < y, serfa tal que y < y, contradiccién.

Por consiguiente debe ocurrir necesariamente lo segundo, i.e., que existe un = €
X tal que z < y. Luego hay un t € X tal que t < x, de donde t < y, y puesto que
para t se cumple que | X < t, porque t € X CT(]X), tenemos que | | X, y[# &.




38

En particular, a cada elemento f de F', en el caso de que mo sea el mdzrimo,
le sigue otro elemento determinado f’ como el inmediato mayor en rango; esto se
obtiene de la condicién II, si se sustituye F’ por el elemento particular f. Ademas,
si estd contenida, por ejemplo, una sucesién infinita de elementos consecutivos en
F

e < <. e(u) ) e(u+1)
aunque de tal manera que hay en F elementos tales que tienen un [208] rango
superior a todos los e, por lo que segin la condicién II, si alli se sustituye F’ por
la totalidad {e(*)}, debe existir un elemento f’, de tal manera que no sélo

fo=e®
para todos los valores de v, sino que también no hay en F' ningiun elemento g que
cumpla las dos condiciones
g=f
g - e

para todos los valores de v.
Asi, por ejemplo, los tres conjuntos

(a1,a2,...,0Gy,...),
(al,(ZQ,...7(11,,...bl,bQ,...7b#,...),
(al,ag,...,au,...b17b2,...,bu,...01702703),

donde
ay < Gyg1 < by <bup1 <1 <ex <3,
estan bien ordenados. Los dos primeros no tienen ningin elemento méximo, el
tercero tiene el elemento maximo c3; en el segundo y el tercero sigue a todos los
elementos a, en primer lugar by, en el tercero a todos los elementos a, y b, en
primer lugar c;.
A continuacién extenderemos los signos definidos en el §7 < y =, que alli fueron

usados para expresar la relaciéon de rango de cada dos elementos, a grupos de
elementos, de tal manera que las férmulas

M < N,
M = N

serfan la expresién de que en una ordenacién de rango existente todos los elementos
del conjunto M tienen un rango inferior, o superior, respectivamente, a todos los
elementos del conjunto V.

A. “Todo subconjunto Fy de un conjunto bien ordenado F tiene un elemento
minimo.”

Comentario. [N'T'43] Supone, implicitamente, que las partes no son vacias. Adema4s,

este teorema se toma hoy en dia como condicion definitoria del concepto de conjunto
bien ordenado.

DEMOSTRACION. Si el elemento minimo f; de F pertenece a Fy, entonces es al
mismo tiempo el elemento minimo de F;. Por otra parte, sea I’ la totalidad de los
elementos de F', que tienen un rango inferior a todos los elementos de F}, entonces
por eso mismo no se encuentra situado ningtin elemento de F entre F’ y F}. Luego
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si (segtn II) f’ sigue en primer lugar a F”, entonces pertenece necesariamente a Fj
y toma aqui el rango minimo.

B. “Si un conjunto simplemente ordenado I estd constituido de tal manera que
tanto F' como cada uno de sus subconjuntos tienen un elemento minimo, entonces
F' es un conjunto bien ordenado.”

Comentario. [N'T'44] Es suficiente que F' sea ordenado y que cada parte no vacia

de F tenga un minimo. Ademads, en B, se ve que Cantor considera parte como parte
no vacia y distinta del conjunto en cuestion.

[209] DEMOSTRACION. Puesto que F' tiene un elemento minimo, entonces la
condicién I estéd satisfecha. Sea F’ un subconjunto de F' tal que hay en F uno o
varios elementos que son = F’; sea F} la totalidad de esos elementos y f’ el elemento
minimo de Fj, entonces es manifiestamente [evidentemente] f’ el elemento de F'
inmediatamente siguiente a F’. Con esto se satisface también la condicién IT y F
es por lo tanto un conjunto bien ordenado.

C. “Todo subconjunto F' de un conjunto bien ordenado F es igualmente un
conjunto bien ordenado.”

DEMOSTRACION. F” tiene, segiin el teorema A, al igual que cada subconjunto F”’
de F’ (pues éstos son al mismo tiempo subconjuntos de F') un elemento minimo;
por eso F’ es segiin el teorema B un conjunto bien ordenado.

D. “Todo conjunto G semejante a un conjunto bien ordenado F es igualmente
un conjunto bien ordenado.”

Comentario. [N'T"LE’} Supone Cantor, implicitamente, que G esta linealmente or-

denado y esto es, entonces, un caso de transporte de estructura.

DEMOSTRACION. Si M es un conjunto, que posee un elemento minimo, entonces
tiene, como se sigue directamente del concepto de semejanza (en el §7), también
cada conjunto N semejante a él un elemento minimo. Ahora bien, puesto que debe
ser G ~ F, y F, como conjunto bien ordenado, tiene un elemento minimo, entonces
vale lo mismo de G. Cada subconjunto G’ de G tiene igualmente un elemento
minimo; pues en una aplicacién de G a F corresponde al conjunto G’ como imagen
un subconjunto F’ de F, de tal manera que

G' ~ F'.
Pero F’ tiene segun el teorema A un elemento minimo, y por lo tanto también G’.
Luego tanto G como cada subconjunto G’ de G tienen un elemento minimo; y G
es por esto segun el teorema B un conjunto bien ordenado.

E. “Si en un conjunto bien ordenado G se sustituyen sus elementos g por con-
Juntos bien ordenados de manera que, si Fy y Fyr son los conjuntos bien ordenados
que [ocupan los lugares] entran en lugar de los elementos g y ¢’ y g < g', entonces
también Fy < Fy, entonces el conjunto H, producido componiendo [combinando] de
este modo los elementos de todos los conjuntos Fy, es un conjunto bien ordenado.”

DEMOSTRACION. Tanto H como cada subconjunto H; de H tienen un elemento
minimo, lo cual caracteriza a H segun el teorema B como un conjunto bien ordena-
do. Es decir, si g1 es el elemento minimo de G, entonces el elemento minimo de Fy,
es al mismo tiempo el elemento minimo de H. Ademds, si se tiene un subconjun-
to Hy de H, entonces sus elementos pertenecen a conjuntos determinados Fy, que
tomados en comin [al unisono] forman un subconjunto del conjunto bien ordenado
{F,}, semejante al conjunto G y compuesto de los elementos F; si, por ejemplo,
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Fy, es el elemento minimo de este subconjunto, entonces el elemento minimo del
subconjunto H; contenido en Fy, es al mismo tiempo el elemento minimo de H;.

[210] §13
Las secciones de los conjuntos bien ordenados.

Si f es un elemento cualquiera del conjunto bien ordenado F' diferente del ele-
mento inicial f1, entonces denominaremos al conjunto A de todos los elementos de
F que son < f, una “seccion de F'”,y por cierto, la seccion de F' determinada por el
elemento f. Por el contrario, llamese al conjunto R de todos los elementos restantes
de F incluido f un “resto de F'”,y por cierto el resto de F' determinado por el
elemento f. Los conjuntos A y R son segun el teorema C del §12, bien ordenados,
y podemos escribir segin el §8 y el §12

F=(AR), (1)
R=(f,R), (2)
A< R. (3)

R’ es la parte de R que sigue al elemento inicial f y se reduce a 0, en el caso de
que R no tenga ninguin otro elemento mas que f.

Comentario. Aqui, una vez mas, Cantor admite, mal que le pese, el
conjunto vacio (“se reduce a 07).

[N.T446]

Tomemos como ejemplo el conjunto bien ordenado
F = (al,QQ,...,a,l/,...bl,bQ,...,b#,...01702703),
entonces la seccién
(a1,a2)
y el resto correspondiente
(a37a4,...7aV7...b1,b2,...7bu,...61762703)
estan determinados por el elemento ag, vy la seccion
y el resto correspondiente
(bl, b27 ey bl“ e 01,62,63)
estan determinados por el elemento by, y la seccion
(al,ag,...,a,,,...bl,bg,...,bu,...cl)
y el resto correspondiente
(c2,c3)
estan determinados por el elemento cso.

Si Ay A’ son dos secciones de F',y fy f’ los elementos determinantes, y tenemos
que
=17 (4)
entonces A’ es también una seccién de A. Llamamos entonces a A’ la seccién menor,
vy a A la mayor de F":
A< A (5)
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Correspondientemente podemos también decir de cada A de F, que es menor que
F' mismo:

A<PF. (6)

[211] [N'Z'17] A. “Si dos conjuntos bien ordenados semejantes F' y G se aplican
entre si, entonces corresponde a cada seccion A de F una seccion semejante B de
G y a cada seccion B de G una seccion semejante A de F, y los elementos f y g
de F' y G por los cuales las correspondientes secciones A y B estan determinadas,
se corresponden entre st igualmente en la aplicacion.”

DEMOSTRACION. Si se han aplicado entre si dos conjuntos simplemente ordena-
dos semejantes M y N,y m y n son dos elementos coordinados [correspondientes],
y M’ es el conjunto de todos los elementos de M que son < m, y N’ es el conjunto
de todos los elementos de N que son < n, entonces M’ y N’ se corresponden entre
si en la aplicacién. Pues a cada elemento m’ de M, que es < m debe corresponderle,
(por el §7), un elemento n’ de N, que es < n, y viceversa.

Si se aplica este teorema general a los conjuntos bien ordenados F'y (G, entonces
se obtiene lo que habia que demostrar.

B. “Un conjunto bien ordenado F' mno es semejante a ninguna de sus secciones
A7

Comentario. [N'T'M] Usa, en la demostracion, el axioma de eleccion y el principio

de la definicién por recursion.

DEMOSTRACION. Supongamos que F' ~ A, entonces nos imaginamos construida
[instituida] una aplicacién de F' sobre A. Segun el teorema A, a la seccién A de F' le
corresponde entonces como imagen una seccién A’ de A, de tal modo que A’ ~ A.
Serfa entonces también A’ ~ F, y es A’ < A. De A’ se obtendria de la misma
manera una secciéon menor A” de F, de tal modo que A” ~ F y A” < A, etc.,

Obtendriamos asi una sucesion necesariamente infinita

A> A > A" .o AW) 5 AW+

de secciones de F' que van haciéndose siempre méas pequenas, las cuales serian todas
semejantes al conjunto F'.

Si denotamos con f, f', f",..., f®),...a los elementos de F' que determinan
estas secciones, entonces tendriamos que

fom e e f) e gt
Tendriamos por lo tanto un subconjunto infinito de F

o f " D)

en el cual no toma ningun elemento el rango minimo.

Tales subconjuntos de F' son sin embargo segin el teorema A del §12, imposibles.
[Luego] el supuesto [la suposicién] de una aplicacién de F' en [sobre| una de sus
partes lleva por lo tanto a una contradiccién, y por ello el conjunto F' no es semejante
a ninguna de sus secciones.

Aunque, segtn el teorema B, un conjunto bien ordenado F' no es semejante a
ninguna de sus secciones, sin embargo, si F' es infinito, entonces hay siempre [212]
otros subconjuntos de F' que son semejantes a F'. Asi, por ejemplo, el conjunto

F = (ay,a9,...,a,,...)
es semejante a [cualquiera de| su [sus] resto [restos]

(G’K-‘rla Ar+25 -+ kv - - )
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Por ello es significativo que podamos anadir junto al teorema B también los siguien-
tes

C. “Un conjunto bien ordenado F no es semejante a ningin subconjunto de
ninguna de sus secciones A.”

DEMOSTRACION. Suponemos, que F’ es un subconjunto de una seccién A de F,
y que F’ ~ F. Imaginamos que [subyaciendo haya] hay a la base una aplicacién de
F a [sobre] F’; en ella segin el teorema A a la seccién A de F le correspondera como
imagen una seccién " del conjunto bien ordenado F”; esta seccién estard deter-
minada por el elemento f/ de F’. f’ es también elemento de A y determina una
seccion A’ de A, de la cual F” es un subconjunto.

El supuesto de un subconjunto F’ de una seccién A de F, tal que F’' ~ F', nos
lleva por esto al de un subconjunto F” de una seccién A’ de A, tal que F”' ~ A.

El mismo tipo de demostracién obtiene [nos proporcional] un subconjunto F"”
de una seccién A” de A’, de tal manera que F""" ~ A’. 'Y avanzando [procediendo]
asi obtenemos, como en la demostracion del teorema B, una sucesion necesariamente
infinita de secciones de F que se van haciendo siempre mds pequenas [menores]

A>A > A" AW > AHD

y con ello la sucesién infinita de los elementos que determinan esta [estas] seccién
[secciones]

fom s fe fO) o gl o

en la cual no habria presente ningin elemento minimo, lo cual es seglin el teorema
A del §12, imposible. Por lo tanto no hay ningtn subconjunto F’ de una seccién A
de F, tal que F’' ~ F.

D. “Dos secciones diferentes A y A’ de un conjunto bien ordenado F no son
semejantes entre si.”

DEMOSTRACION. Si A’ < A, entonces A’ es también seccién del conjunto bien
ordenado A, y no puede por esto segun el teorema B ser semejante a A.

E. “Dos conjuntos bien ordenados semejantes F y G no pueden aplicarse entre
st mds que de un unico modo.”

DEMOSTRACION. Suponemos dos aplicaciones diferentes de F' en [sobre] G y sea
f un elemento de F, al que corresponderian en [por medio de] las dos aplicaciones
diferentes imagenes g v ¢’ en G. Sea A la seccién de F que estd determinada por
f, y sean By B’ las secciones de GG, que estdn determinadas por g y ¢’. Segin el
teorema A tenemos tanto A ~ B [213] como A ~ B’, y tendriamos también que
B ~ B’, lo que contradice al teorema D.

F. “Si F' y G son dos conjuntos bien ordenados, entonces una seccion A de F
puede tener a lo sumo una seccion semejante B en G.”

DEMOSTRACION. Si la seccién A de F' tuviera dos secciones semejantes a ella B
y B’ en G, entonces B y B’ serfan también semejantes, lo que segin el teorema D
es imposible.

G. “Si A y B son dos secciones semejantes de dos conjuntos bien ordenados F' y
G, entonces hay también para cada seccion mds pequenia [menor] A’ < A de F una
seccion semejante B’ < B de G y para cada seccion mds pequenia [menor] B’ < B
de G una seccién semejante A’ < A de F.”

La demostracién se sigue del teorema A, si se aplica a los conjuntos semejantes
Ay B.

H. “Si A y A’ son dos secciones de un conjunto bien ordenado F, y B y B’
dos secciones semejantes a ellas de un conjunto bien ordenado G, y tenemos que
A’ < A, entonces tenemos que B’ < B.”

La demostracién se sigue de los teoremas F y G.
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J. “Si una seccion B de un conjunto bien ordenado G no es semejante a ninguna
seccion de un conjunto bien ordenado F, entonces tanto cada seccién B’ > B de G
como G mismo no son semejantes a ninguna seccion de F ni a F mismo.”

La demostracién se sigue del teorema G.

K. “Si hay para cada seccion A de un conjunto bien ordenado F una seccion
B semejante a ella de otro conjunto bien ordenado G, pero también viceversa para
cada seccion B de G una seccion semejante a ella A de F, entonces tenemos que
F~G.”

DEMOSTRACION. Podemos aplicar entre si F'y G segtin la siguiente ley: Hacemos
que el elemento minimo f; de F' corresponda al elemento minimo g; de G. Si
f > f1 es cualquier otro elemento de F', entonces determina una seccién A de F;
a ésta pertenece segun el supuesto una seccién semejante determinada B de G|
sea el elemento g de G, determinante de la seccién B, la imagen de f. Y si g es
cualquier elemento de G, que es > g1, entonces determina una seccién B de G, a
la cual pertenece de acuerdo con la suposicién una seccién semejante A de F'; sea
el elemento f, que determina esta seccion A, la imagen de g. Que la coordinacién
univoca y respectiva definida de este modo de F'y G es una aplicacion en el sentido
del §7, se sigue facilmente. Pues si f y f’ son dos elementos arbitrarios de F', g y ¢’
[214] los elementos correspondientes a ellos de G, A y A’ las secciones determinadas
por fy f', By B’ las secciones determinadas por g y ¢’, y tenemos, por ejemplo,
que

=1
entonces
A < A;
a partir de aqui tenemos también segin el teorema H que
B'<B
y por consiguiente que
9 =g

L. “Si para cada seccion A de un conjunto bien ordenado F hay una seccion B
semejante a ella de otro conjunto bien ordenado G, y, en cambio, existe al menos
una seccion de G para la que no hay ninguna seccion semejante de F, entonces
existe una seccion determinada By de G, tal que By ~ F.”

DEMOSTRACION. Tomamos en consideracion la totalidad de las secciones de G
para los cuales no hay ninguna secciéon semejante en F'; entre ellos debe haber una
seccién minima, a la que denominamos B;. Esto se sigue de que, segin el teorema
A del §12, el conjunto de todos los elementos que determinan estas secciones posee
un elemento minimo; la seccién By de G determinada por este ultimo es la ma&s
pequefia [minima] de aquella totalidad. Segun el teorema J, cada seccién de G que
es > Bj es tal que no existe ninguna seccién semejante a ella en F; por esto, las
secciones B de G, que se enfrentan [corresponden] a secciones semejantes de F,
deben ser todas < Bj, y ciertamente pertenece a cada secciéon B < Bj una seccién
semejante A de F, porque justamente Bj es la seccién minima de G entre aquellas
a las que no les corresponde ninguna seccién semejante en F. Con esto [Luego],
para cada seccién A de F' hay una seccién semejante B de Bj, y para cada seccién
B de Bj [hay] una seccién semejante A de F'; segtin el teorema K tenemos a partir
de aqui que

F ~ Bl.

M. “Si el conjunto bien ordenado G tiene al menos una seccion para la que no
existe minguna seccion semejante en el conjunto bien ordenado F, entonces debe
haber para cada seccion A de F' una seccion B en G semejante a ella.”
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DEMOSTRACION. Sea B la minima de todas aquellas secciones de G para las
que no existe ninguna [seccién| semejante en F (Cf. la demostraciéon de L). Si
hubiera secciones en F' a las que no correspondiera ninguna secciéon semejante en
G, entonces, entre estas, una, a la que denominamos A;, habria de ser la minima.
Para cada secciéon de A; existirfa entonces una seccién semejante de Bj, y para
cada seccién de Bj una seccién semejante de A;. Entonces, segun el teorema K,
tendriamos que

Bl >~ Al-
[215] Pero esto contradice al hecho de que para B; no existe ninguna seccién
semejante en F. A partir de aqui [Por consiguiente], no puede haber ninguna seccién
en F' que no se enfrente [corresponda] a una [seccién] semejante en G.

N. “Si F y G son dos conjuntos bien ordenados arbitrarios, entonces o bien son
1) F y G semejantes entre si, o hay 2) una seccidn determinada By de G, que es
semejante a F, o hay 3) una seccion determinada A; de F, que es semejante a G:
y cada uno de estos tres casos excluye la posibilidad de los otros dos.”

Comentario. [N'T“Lg} El anterior es el teorema de comparabilidad para los con-

juntos bien ordenados. Este teorema lo usard Zermelo en 1904 en su demostraciéon
de que todo conjunto tiene una buena ordenacién. Recordemos que para Cantor era
una ley del pensamiento el que todo conjunto bien definido puede ser bien ordena-
do. De modo que Zermelo, usando, entre otros instrumentos, el axioma de eleccién,
transforma una ley del pensamiento en un teorema, y en tltima instancia la ley del
pensamiento anterior es equivalente al axioma de eleccién de Zermelo.

DEMOSTRACION. El comportamiento de F con respecto a G puede admitir tres
posibilidades.

1) Pertenece a cada seccién A de F una seccién semejante B de G y viceversa,
a cada seccién B de G una seccién semejante A de F'.

2) Pertenece a cada seccién A de F una seccién semejante B de G, y por el
contrario hay al menos una seccién de G a la que no le corresponde ninguna seccién
semejante en F.

3) Pertenece a cada secciéon B de G una seccién semejante A de F', y por el
contrario hay al menos una seccién de F' a la que no le corresponde ninguna seccién
semejante en G.

El caso de que haya tanto una secciéon en F' a la que no le corresponda ninguna
seccion semejante en G, como también una seccién de G a la que no le corresponda
ninguna seccién semejante en F', no es posible; es excluido por el teorema M.

Segun el teorema K, en el primer caso tenemos

F~(@.

Segun el teorema L, hay en el seqgundo caso una seccién determinada By de B,
tal que
Bl ~ _F7
y en el tercer caso hay una seccién determinada A; de F, tal que
Al ~(@.

Pero no pueden darse a la vez F' ~ G y F ~ B, pues entonces también tendriamos
que G ~ By, contra el teorema B, y por la misma razén no pueden darse a la vez
F ~ Gy G ~ A. Pero también es imposible que se sostengan [mantengan| juntas
F ~ By y G ~ Aj; pues segin el teorema A se seguirfa de F' ~ Bj la existencia
de una seccién B de Bj, de tal manera que tendriamos que A; ~ Bj. Tendriamos
también que G ~ Bj, contra el teorema B.
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O. “Si un subconjunto F' de un conjunto bien ordenado F mo es semejante a
ninguna seccion de F', entonces es semejante a F mismo.”

DEMOSTRACION. F’ es un conjunto bien ordenado segin el teorema C del §12.
Si F' no fuera semejante ni a una seccién de F' ni a F' mismo, entonces habria
segin el teorema N una seccién F| de F’, que serfa semejante a F. Pero F| es un
subconjunto de aquella seccién A de F que [216] estd determinada por el mismo
elemento que la seccién F| de F’. El conjunto F' deberfa por lo tanto ser semejante
a un subconjunto de una de sus secciones, lo que contradice al teorema C.

§14
Los niimeros ordinales de los conjuntos bien ordenados.

Segun el §7 cada conjunto bien ordenado M tiene un determinado tipo de orden
M;; éste es el concepto general que se obtiene de M si manteniendo la ordenacién de
rango de sus elementos se hace abstraccion de las caracteristicas de estos ultimos,
de tal manera que llegan a ser a partir de ellos puras unidades, que estan entre
s{ en una determinada relacién de rango. A todos los conjuntos semejantes entre st,
y solo a ellos, les corresponde uno y el mismo tipo de orden.

Al tipo de orden de un conjunto bien ordenado F' lo denominamos el “nimero
ordinal” que le corresponde.

Si a y @ son dos nimeros ordinales arbitrarios, entonces pueden tener entre
s{ un comportamiento que admite tres posibilidades. Por ejemplo, si F' y G son dos
conjuntos bien ordenados, del tipo que se da que

F=a G=0p,
entonces, segun el teorema N del §13 son posibles tres casos mutuamente excluyen-
tes:
1) F~Q@G.
2) Hay una seccién determinada By de G, tal que
F ~ Bl.
3) Hay una determinada seccién Ay de F, tal que
G~ A]_.

Como se ve facilmente, cada uno de estos tres casos se mantiene [subsiste], si F'y
G son sustituidos por los conjuntos semejantes a ellos F’ y G’; segtin esto tenemos
que vérnoslas también con tres relaciones reciprocas y excluyentes de los tipos a y
(3 entre si.

En el primer caso tenemos que o« = (3; en el segundo decimos que o < 3, en el
tercero, que o> 3.

Tenemos por lo tanto el teoremas:

A. “Sia y B son dos numeros ordinales arbitrarios, entonces tenemos que o bien
a=[f, 0 biena<f, obiena>p."

Comentario.

[N-T-49] Tricotomfa para los ordinales.

De la definicién de ser menor y mayor se sigue facilmente:

B. “Si se tienen tres numeros ordinales o, 0 y vy, y tenemos que o < [ y que
B <, entonces tenemos también que o < 7y.”

Los numeros ordinales forman por lo tanto, en su ordenacién de magnitudes
[cuando se disponen en orden de magnitud], un conjunto simplemente ordenado;
después se mostrard que éste es un conjunto bien ordenado.
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Comentario. Que los numeros ordinales formen un conjunto lleva a una
contradiccién (Burali-Forti). Observemos que no restringe el tamano de los con-
juntos bien ordenados cuando considera los ordinales con ellos asociados y que los
ordinales, en tanto que tipos de orden particulares, son, ademés de universales,
conjuntos. Esto también es un contraejemplo para lo que dice Ferreirds en la pég.
274 de Fund. para una teoria ...

[N.T.50}

[217] Las operaciones definidas en el §8 de la adicidn y la multiplicacién de
tipos de orden de conjuntos simplemente ordenados arbitrarios son naturalmente
también aplicables a los ntimeros ordinales. Si « = F, y 8 = G, donde F y G son
dos conjuntos bien ordenados, entonces se da que

a+f=(FG). (1)
El conjunto unién (F,G) es manifiestamente [evidentemente| también un con-
junto bien ordenado; tenemos por lo tanto el teorema:
C. “La suma [adicién] de dos niimeros ordinales es igualmente un nimero ordi-
nal.”
En la suma a + 3, « se llama el “sumando” y 3 el “sumador”.

Comentario. [N‘T'M] sumando = augend: A quantity to which the addend is

added; sumador = addend: A number that is added to another number.

Puesto que F' es una seccion de (F,G), entonces se tiene siempre que
a<a+p. (2)

Por el contrario, G no es una seccidn, sino un resto de (F,G), y por ello puede,
como vimos en el §13, ser semejante al conjunto (F,G); si esto no sucede, entonces
G es segin el teorema O del §13 semejante a una seccién de (F,G). Tenemos por
lo tanto que

B<a+p. (3)
A continuacién tenemos:

D. “La suma [adicidn] de dos nimeros ordinales es siempre mayor que el suman-
do, y por el contrario mayor o igual que el sumador. Si se tiene que a+ 3 = a+1y,
entonces se sigue de aqui siempre que 3 =y.”

En general a + B y B+ a no son iguales. Por el contrario se tiene, si v es un
tercer niimero ordinal, que

(@+B)+r=a+(B+7) (4)

Por lo tanto

E. “En la adicion de los nimeros ordinales la ley asociativa es vdlida.”

Si se sustituye en el conjunto G del tipo 8 cada elemento g por un conjunto
F, del tipo A, entonces se obtiene segtn el teorema E del §12, un conjunto bien
ordenado H, cuyo tipo estd completamente determinado por los tipos a 'y 3, v se
denomina el producto « - (:

F,=a, (5)
a-B=H. (6)
F. “El producto de dos niumeros ordinales es igualmente un nimero ordinal.”

En el producto a - 3, a se llama el “multiplicando” y B el “multiplicador”.
En general o - B y B - o no son iguales. Sin embargo, se tiene que (por el §8)



47

(a-B)-y=a-(B-7). (7
Esto es,

[218] G. “En la multiplicacion de los nidmeros ordinales es vdlida la ley asocia-
tiva.”

La ley distributiva tiene en general (por el §8) aqui validez sélo en la siguiente
forma:

a-(f+y)=a-fta-. (3)

En relaciéon con la magnitud del producto es vélido, como se ve ficilmente, el
teorema:

H. “Si el multiplicador es mayor que 1, entonces el producto de dos niumeros
ordinales es siempre mayor que el multiplicando, y por el contrario es mayor o igual
que el multiplicador. Si se tiene que a- 3 = a- 7y, entonces se sigue de ahi siempre,
que B =7."

Por otra parte, es evidente que

a-l=1-a=a. (9)

Hay que anadir adn la operacién de la substraccion. Si a 'y [ son dos nimeros
ordinales y a < f3, entonces existe siempre un nimero ordinal determinado, que
denominamos (3 — a, que satisface la igualdad

a+(f—a)=p. (10)

Pues si G = 3, entonces G tiene una seccién B, tal que B = o al resto correspon-
diente lo llamamos S y tenemos que

G = (B,S) y
B=a+5;
luego
B—a=S. (11)

La determinacion de 3— « aparece claramente a partir del hecho de que la seccién
B de G es una completamente determinada (teorema F del §13), y por ello también
S estd univocamente dado.

Subrayamos las siguientes férmulas, que fluyen [se siguen] de (4), (8) y (10):

(Y+8)-(v+a)=0F-aq (12)

7(18 _ a) _ ’Yﬁ —a. [N.Z.lS] (13)
Es importante [reflejar] que una cantidad infinita de ndmeros ordinales siem-
pre se pueden sumar, de manera que su suma es un numero ordinal determinado,
dependiente de la sucesién de sus sumandos.
Si por ejemplo

81,82,y Buy .-

es una sucesién [simplemente| infinita simple y arbitraria de ntdmeros ordinales y
se tiene que

B, =G, (14)
[219] entonces también, por el teorema E del §12,
G=(G1,Gs,...,G,,...) (15)

es un conjunto bien ordenado, cuyo nimero ordinal 3 representa la suma de los (3,,.
Tenemos por lo tanto que
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y se tiene, como se desprende facilmente de la definicién del producto, siempre que

’Y'(ﬁl“"ﬂQ“""""‘ﬂu“""'):’Y'ﬁ1+7'ﬁ2+"'+7'6u+"' (17)
Establecemos que [Si convenimos que]
ay =0+ B2+ + 06, (18)
entonces tenemos que
a, = (G1,Ga,...,GL). (19)
Tenemos que
Qg1 > Qy, (20)

y podemos segin (10) expresar los nimeros (3, por medio de los niimeros «, del
modo siguiente:
Br=a1; But1 = Q1 — Q. (21)
La sucesion
A1, 0,0 s Oy ee s

representa por ello una sucesién infinita arbitraria de nimeros ordinales que cum-
plen la condicién (20); la denominamos una “sucesidn fundamental” de ntimeros
ordinales (ver el §10); entre ella y 5 hay una relacién, que se puede expresar de la
siguiente manera:

1) B8 es > «,, para cada v, porque el conjunto (G1,Ga,...,G,) cuyo nimero
ordinal es a,,, es una seccién del conjunto G, que tiene el nimero ordinal 3.

2) Si B’ es cualquier nimero ordinal < (3, entonces tenemos desde un cierto v en
adelante que

a, > [

Porque, puesto que 3 < 3, hay una seccién B’ del conjunto G' que es de tipo §'.
El elemento de G que determina esta seccién debe pertenecer a una de las partes
G,; llamaremos a esta parte G,,. Pero entonces B’ es también una seccién de
(G1,G1,...,G,,), y por consiguiente 3’ < ay,. Luego

a, >,

para v > 1.

Con esto 3 es el nimero ordinal inmediatamente siguiente en magnitud a todos
los a,; lo denominaremos por esto el “limite”de los «, para un v creciente, y lo
denotaremos con Lim, «,,, de tal manera que segin (16) y (21)

Ll;ma,,:oz1+(oz2—oz1)+---+(a,,+1—a,,)—l—u- (22)

[220] Podemos expresar lo precedente en el siguiente teorema:

I. “A cada sucesién fundamental {a,} de mimeros ordinales le pertenece un
numero ordinal Lim, a,,, que sigue inmediatamente en magnitud a todos los «,;
estd representado en la formula (22).”

Si se entiende por v un numero ordinal constante cualquiera, entonces se de-
muestra facilmente, con la ayuda de las férmulas (12), (13) y (17), los teoremas
contenidos en las siguientes férmulas:

Lim(y 4+ a,) = v+ Lim o, (23)
Lim(y-a,) =v-Lima,. (24)

Ya hemos mencionado en el §7 que todos los conjuntos simplemente ordenados
de numero cardinal finito dado tienen uno y el mismo tipo de orden. Esto se pue-
de demostrar aqui como sigue [N'Z'lg]. Cada conjunto simplemente ordenado de
nimero cardinal finito es un conjunto bien ordenado; pues debe tener, asi como
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cada uno de sus subconjuntos, un elemento minimo, lo que los caracteriza segun el
teorema B del §12 como un conjunto bien ordenado.

Comentario. [N'T"W] Una vez mas, Cantor distingue entre un conjunto y sus

partes propias y no vacias.

Los tipos de [los] conjuntos simplemente ordenados finitos no son, por esto, otra
cosa que [los| nimeros ordinales finitos. A dos nimeros ordinales diferentes a y 8
no puede corresponderles, sin embargo, uno y el mismo ntmero cardinal finito. Por
ejemplo si tenemos que o < 3y G = 3, entonces existe, como sabemos, una seccién
B de G, tal que B = a.

Luego el mismo nimero cardinal v seria apropiado para el conjunto G y para su
subconjunto B. Esto es, segun el teorema C del §6, imposible.

Los mumeros ordinales finitos coinciden, por lo tanto, en sus propiedades con
los numeros cardinales finitos. Con los numeros ordinales transfinitos sucede algo
por completo diferente; para uno y el mismo niimero cardinal transfinito a hay una
cantidad infinita de ntimeros ordinales, que forman un sistema coherente [conexo]
unitario, al que llamaremos la “clase numérica Z(a)”. Es una parte de la clase de
tipos [a] (del §7).

El siguiente objeto de nuestra consideracién lo forma la clase numérica Z(Rp), a
la que llamaremos la seqgunda clase numérica.

En este contexto entendemos por la primera clase numérica la totalidad {v} de
todos los numeros ordinales finitos.

[221] §15
Los niimeros de la segunda clase numérica Z(Ro).

La segunda clase numérica Z(Ro) es la totalidad {a} de todos los tipos de orden
a de conjuntos bien ordenados de nimero cardinal Ry (ver el §6).

A. “La sequnda clase numérica tiene un nimero minimo w = Lim, v.”

DEMOSTRACION. Entendemos por w el tipo del conjunto bien ordenado

Fo=(f1,foy s fuyeor)s (1)
donde v recorre todos los nimeros ordinales finitos y
fv = fotr. (2)
Tenemos por lo tanto que (por el §7)
w=Fy (3)
y que (por el §6):
w = Ny. (4)

w es por ello un ntmero de la segunda clase numérica, y ciertamente el mini-
mo. Puesto que v es un nimero ordinal cualquiera que es < w, entonces debe ser
(por el §14) el tipo de una seccidn de Fy. Pero Fy tiene sélo secciones

A:(f17f2;~~'afl/)

con un numero ordinal finito v. Por lo tanto, tenemos que v = v.

Asi pues, no hay ntimeros ordinales transfinitos, que fueran [sean| menores que w,
el cual es por ello el minimo de ellos. Segun la definicién dada en el §14 de Lim, «,,
tenemos claramente que w = Lim,, v.

B. “Si a es un numero cualquiera de la seqgunda clase numérica, entonces le sigue
como numero inmediato mayor de la misma clase numérica el numero a+ 1.”
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DEMOSTRACION. Sea F' un conjunto bien ordenado de tipo o y de ntimero car-
dinal 8y, por lo tanto

F=oq, (5)
a = Rg. (6)

Tenemos, si se entiende por g un nuevo elemento que se anade,
a+1=(Fyg). (7)

Puesto que F es una seccién de (F, g), entonces tenemos que
a+1>a. (8)

Esto es,

at+l=a+1=8+1==8g (§6).
Luego el nimero a + 1 pertenece a la segunda clase numérica. Entre @ y o + 1 no
hay sin embargo ningtin nimero ordinal; pues cada nimero v [222] que es < a+1
corresponde como tipo a una seccién de (F, g); y como tal s6lo puede ser F' o una
seccién de F'. v es por lo tanto o = o < a.

C. “Si a1, ag,..., a,,...es una sucesion fundamental cualquiera de niumeros
de la primera o la sequnda clase numérica, entonces el niumero inmediatamente
siguiente a ellos en magnitud Lim, «, (ver el §14) pertenece también a la segunda
clase numérica.”

Axioma de eleccion.

Comentario. [N'T‘53]

DEMOSTRACION. Segtn el §14, se obtendria de la sucesién fundamental {a,, } el

nimero Lim, «, construyendo otra sucesién 31, Bo,..., By,. .., de tal manera que
61 = 01, 62 zag—al,...,ﬁy_H =0p41 —Opyen
Si ademés Gy Ga, ...Ghy, ...son conjuntos bien ordenados [sin elementos comunes|
tales que
GV = ﬁl/a

entonces también
G =(G1,Ga,...,Gp,...)
es un conjunto bien ordenado y

Lima, = G.
1%

Se trata por ello sélo de demostrar que

Qll

= Rp.
Pero puesto que los nimeros (1, Bs,. .., Bu,. . . pertenecen a la primera o a la segunda
clase numérica, entonces tenemos que

G, < Ro,

y por ello

G < Rp - Rg =K.
Sin embargo, G es, en todo caso, un conjunto transfinito, luego el caso G, < Rg
estd excluido [N'Z'zo].

A dos sucesiones fundamentales {a,} y {«/,} de ntmeros de la primera o la
segunda clase numérica las llamamos ‘congéneres’, en signos

{ou} [ {en}, (9)
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si para cada v existen nimeros finitos \g, g, de tal manera que

a\ >a,, N>, (10)

ap >0, j> po. (11)

[223] D. “Los numeros limite Lim, «,, y Lim, o), correspondientes a las sucesio-
nes fundamentales {a, } y {al,} son iguales si, y sdlo si, {a,} || {a),}.”

DEMOSTRACION. Por mor de la brevedad, convenimos que Lim, o, = 8 y
Lim, o/, = 7. Suponemos en primer lugar que tuviéramos que {a,} || {al}, en-
tonces afirmamos que 8 = . Pues si # no fuera igual a -y, entonces, uno de estos
dos nuimeros deberia ser el menor, por ejemplo 5 < 7. A partir de un determinado
v tendriamos que «, > § (§14), por lo que también, a causa de (11), a partir de un
determinado p tendriamos que «,, > 3. Pero esto es imposible, porque 3 = Lim, «,,
luego para todos los u oy, < .

Si se supone por el contrario que 8 = 7y, entonces, puesto que «,, < -y, deberemos
tener a partir de un cierto A que o/ > a,, y puesto que ), < [, deberemos tener
a partir de un determinado p que o, > a,, esto es, tenemos que {a, } || {a}}.

E. “Si a es un ndmero cualquiera de la sequnda clase numérica, y vy un nimero
ordinal finito arbitrario, entonces vo+ a = «, y por ello [por consiguiente] también
que o — Vg = a.”

DEMOSTRACION. Nos convencemos en primer lugar de la correccién del teorema
si @ = w. Tenemos que

w=(f1, a5 s for-e)s

vy = (913927 e 79110)’
por ello

Vt+w= (917927---agl/oaflvaa“'awa") = w.
Pero si a > w, entonces tenemos que
a=w+ (a—w),
wta=w+w) +(a—w)=w+ (a—w)=a.
F. “Si vy es un numero ordinal finito cualquiera, entonces vy - w = w.”
DEMOSTRACION. Para obtener un conjunto del tipo vq - w, los elementos parti-
culares f,, del conjunto (fi, fa,. .. fu,...) han de substituirse por conjuntos del tipo
1o (Gu15 90,2, - - - Gy )- Se obtiene el conjunto
(91,1791,23 QR 7gl,u0792,17 e 792,uoa oo 7gu,17gu,27 o .. 7gl/,yo7 .. ')7
que es manifiestamente [evidentemente] semejante al conjunto {f,}, por ello
oW = w.
Se obtiene lo mismo mds brevemente de la manera siguiente: segin (24) del §14,
puesto que w = Lim, v, tenemos que

vow = Lim pyv.
v

Por otra parte tenemos que
{ror} [ {v},
con lo que
Limygry = Limv = w,
v 1%
luego
ow = Ww.
[224] G. “Siempre se tiene que

(a4 1vp)w = aw,
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donde o es un numero de la sequnda clase numérica, y vy uno de la primera.”
DEMOSTRACION. Tenemos que

Limv = w.
v

Segtin (24) del §14, tenemos por ello [por consiguiente que]
(a4 vp)w = Lim(a + vp)v.

Pero tenemos que

1 2
(a+w)v=(a+wo)+(a+wvo)+ -+ (a+wo)

1 v—1
=a+Ww+a)+-+ (v+a)+w
1 2 v
=T+ A
=av + 1)

Se tiene ahora, como es ficil ver [porque a(v + 1) = aw + a > av + 1], que

{av +vo} || {ow}
y por consiguiente que

Lim(a + vo)v = Lim(av + vp) = Limav = aw.
v v v

H. “Si a es un numero cualquiera de la sequnda clase numérica, entonces la
totalidad {'} de todos los nimeros o de la primera y la sequnda clase numérica,
que son menores que o, forma en su ordenacion por magnitud un conjunto bien
ordenado de tipo a.”

DEMOSTRACION. Sea F' un conjunto bien ordenado tal que F = «; sea f; el
elemento minimo de F. Si o’/ es un nimero ordinal arbitrario < «, entonces, por el
8§14, hay una seccién determinada A’ de F, tal que

A =d,
y viceversa cada seccién A’ determina por medio de su tipo A’ = o/ un ntimero
o’ < o de la primera o la segunda clase numérica; pues, dado que F = Ry, A’ sélo
puede ser un numero cardinal finito o ¥g.

La seccién A’ estd determinada por un elemento f’ > fi de F, y viceversa, cada
elemento f’ = fi de F' determina una seccién A’ de F. Si f’ y f” son dos elementos
= f1de F, A’ y A” las secciones determinadas por ellos de F, o’ y o’ sus tipos de
orden, y tenemos, por ejemplo, que f' < f” entonces (por el §13) A’ < A” y por
ello o/ < a”.

[225] Establecemos [Convenimos] por ello que F' = (f1, F'), luego, si se asigna
al elemento f’ de F' el elemento o’ de {a’}, hemos logrado una aplicacién de estos
dos conjuntos. Con ello tenemos que

{o/} =F'.
Pero[, ahora bien,] F” = o — 1 y (por el teorema E) a — 1 = a, por lo cual
{¢/} =

Puesto que @ = Ry, es valido a partir de aqui que:

J. “El conjunto {a'} de todos los nimeros o de la primera y la sequnda clase
numeérica, que son menores que un numero o de la seqgunda clase numérica, tiene
el numero cardinal Ry.”
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K. “Cada nimero o de la seqgunda clase numérica es, o bien tal que se [produce]
[origina] a partir de uno inmediatamente menor a_y al aniadirle el 1:

a=a_1+1,

o bien se puede indicar una sucesion fundamental {a,} de nimeros de la primera
o la sequnda clase numérica, tal que

a=Lima,.”
v

DEMOSTRACION. Sea o = F. Si F tiene un elemento méximo g segin el rango,
entonces F = (A,g) donde A es la seccién de F determinada por g. Tenemos
entonces el primer caso, a saber,

a=A+1=a_;+1.

Existe por lo tanto un niimero inmediatamente menor, que justamente se denomina
a_q.

Sin embargo, si F' no posee ningin elemento maximo, entonces consideramos el
conjunto [agregado] [compendio] [Inbegriff] {a/} de todos los niimeros de la primera
y segunda clases numéricas, que son menores que «. Segtn el teorema H, el conjunto
{a'} es semejante en su ordenacién por magnitudes al conjunto F; por ello entre
los niimeros o’ ninguno es el méaximo. Segun el teorema J el conjunto {a’} puede
llevarse a la forma {«a],} de una sucesién simplemente infinita. Si partimos de o,
entonces los siguientes elementos o, af, ...en este orden, que es diferente, en
general, en esta ordenacion jerarquica de la ordenaciéon por magnitudes, habran de
ser menores que af; en todo caso sin embargo tienen lugar [ocurrirdn] en el curso
posterior [del proceso] miembros [términos], que son > «f; pues o) no puede ser
mayor que todos los demds miembros [términos], porque entre los nimeros {«),}
no existe ninguno que sea el méximo. Sea o], el nimero «;, provisto [dotado]
con el indice minimo, que es mayor que «f. Sea igualmente o/p3 el nimero de
la sucesién {aj,} provisto [dotado] con el indice minimo, que es mayor que aj, .
Si proseguimos asi, obtenemos una sucesién infinita de nimeros crecientes, una

sucesion fundamental
! ! /

/
O, Oy Qs Oy

[226] Tenemos que

1<p2<,03<"'<,0u<py+1"',

/ / / / /
) <, <o, < <Q, <, 0

/ ! . . .
Oé'u < aPu siempre Sl 4 < py;

y puesto que manifiestamente [evidentemente] v < p,,, entonces tenemos siempre

que
/
-
A partir de aqui, se ve que cada ntimero «),, y por lo tanto también cada nimero
o' < «a es sobrepasado por los niimeros a;V para valores suficientemente grandes
de v.

Pero « es el nimero inmediatamente siguiente a todos los ntimeros o’ segin la
magnitud, con lo que es también el nimero inmediatamente siguiente en relacién
a todos los o/, . Si establecemos [convenimos| por ello que o) = a1, ), = Qy1,

P
entonces tenemos que

/
a, <«

«a = Lima,,.
1%

A partir de los teoremas B, C.. .., K, queda claro que los nimeros de la segunda
clase numérica se obtienen de dos modos a partir de nimeros menores. Algunos



54

numeros, a los que llamamos nimeros del primer tipo, se obtienen de un ntmero
inmediatamente menor «_; al anadirle el 1, segin la férmula

a=a_1+1;

los otros, a los que denominamos nimeros del sequndo tipo, estdn compuestos [he-
chos] de tal manera, que para ellos no hay un inmediatamente menor «_1; estos
proceden sin embargo de sucesiones fundamentales {a, } como sus nimeros limite
segun la férmula

o = Lima,,.
v

Aqui « es el nimero inmediatamente siguiente a la totalidad de los nimeros «,,
segin la magnitud.

Estos dos modos de producirse [originarse] (de) los nimeros mayores a partir de
los menores los denominamos el primero y el seqgundo principio de generacion de
los numeros de la seqgunda clase numérica.

§16
La potencia de la segunda clase numérica es igual al segundo
minimo nimero cardinal transfinito Aleph-uno.

Antes de dedicarnos en los siguientes pardgrafos a una consideracién mas ex-
haustiva de los nimeros de la segunda clase numérica y de las leyes que los rigen,
queremos responder la pregunta acerca del nimero cardinal que corresponde al
conjunto Z(Ro) = {a} de todos estos nimeros.

[227] A. “La totalidad {a} de todos los nimeros « de la sequnda clase numérica
forma en su ordenacion por magnitud un conjunto bien ordenado de la sequnda
clase numérica.”

DEMOSTRACION [N-%421] Entendemos [Denotamos] por A, la totalidad de los
nimeros de la seqgunda clase numérica que son menores que un numero « dado, en
su ordenacién [numérical, luego A, es un conjunto bien ordenado del tipo o — w.
Esto se desprende del teorema H del §15. All{ el conjunto de todos los ntimeros o’
de la primera y la sequnda clase numérica, denotado con {«'}, se compone de {v}
y Ag, de modo que

{o} = ({v}, o).

De aqui se sigue que

y puesto que
{o'}=a, {v}=uw,

entonces tenemos que

Ay =0 —w.

Sea J un subconjunto cualquiera de {a} tal que hay ntmeros en {a} que son
mayores que todos los nimeros de J. Sea por ejemplo ay uno de estos nimeros.
Entonces, J es un subconjunto de A,,+1, y ciertamente uno tal que al menos el
numero o de A,,+1 €s mayor que todos los nimeros de J. Puesto que Ay 41 €s un
conjunto bien ordenado, entonces un nimero o' de A,,+1, que por lo tanto también
es un nimero de {a}, debe (por el §12) seguir inmediatamente a todos los nimeros
de J. Con esto se cumple la condicién II del §12 en [el caso de] {a}; la condicién I
del §12 se cumple también, porque {a} contiene el nimero minimo w.

Si se aplican ahora los teoremas A y C del §12 al conjunto bien ordenado {a},
entonces se obtienen los siguientes teoremas:
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B. “Cada conjunto [agregado] [compendio] [Inbegriff] de nimeros diferentes de
la primera y sequnda clase numérica tiene un numero minimo, un minimum.”

C. “Cada conjunto [agregado] [compendio] [Inbegriff] de nimeros diferentes de
la primera y la sequnda clase numérica [comprendido][dispuesto] en su ordenacidn
por magnitud forma un conjunto bien ordenado.”

Ahora ha de mostrarse en primer lugar que la potencia de la segunda clase
numérica es diferente de la de la primera, que es Rg

D. “La potencia de la totalidad {a} de todos los nimeros a de la sequnda clase
numérica no es igual a Rg.”

DEMOSTRACION [N'Z'm] . Sifuera {a} = Ro, entonces se podria poner la totalidad
{a} en [bajo] la forma de una sucesién simplemente infinita

Y1 V25 -y Yy - -

de manera que {7, } representarfa a la totalidad de los nimeros de la segunda [228]
clase numérica en una ordenacién jerarquica que es diferente de la ordenacién por
magnitudes; y {v,} no contendria, como {a}, un nlimero méximo.

Partiendo de 1, sea ,, €l término de la sucesién provisto [dotado] con el indice
minimo > 71, [y] 7,, €l término provisto [dotado] con el indice minimo de aquéllos
> 7p,, etc. Obtenemos la sucesién infinita de ntiimeros crecientes

Y15 Vpas -+ Vpuse-es

de modo que

1<p2<p3"'<py<Pu+1<"‘,
V1< Vp2 <Vps < Vp <Vpug1 <0
%S%,,~

Segun el teorema C del §15, habria un nimero determinado § de la segunda clase
numérica, a saber

6 =1Li
}jrn Yous
que serfa mayor que [todos los] 7,,, por consiguiente, tendrfamos también que
>

para todo v. Ahora bien, {7, } contiene [a] todos los nimeros de la segunda clase
numérica, y por consiguiente también al ntmero J; tendriamos por lo tanto para
un determinado v que

0 =Y,
ecuacion que es incompatible con la relacién v > 1, . Por lo tanto, el supuesto

{a} = ®¢ lleva a una contradiccién.
E. “Un conjunto [agregado] [compendio] [Inbegriff] arbitrario de diferentes nime-
ros {f} de la seqgunda clase numérica tiene, si es infinito, o bien el ndmero cardinal

No, 0 bien el numero cardinal @ de la sequnda clase numérica.”

DEMOSTRACION. El conjunto {3} en su ordenacién por magnitudes, como sub-
conjunto del conjunto bien ordenado {a}, segin el teorema O del §13, es semejante,
o bien a una seccién A,, de este ltimo, (esto es, del conjunto de todos los ntimeros
de la segunda clase numérica que son < g en su ordenacién por magnitudes), o
bien a la totalidad {a} misma. Como fue mostrado en la demostracién del teorema
A, Zao =0p — W.

Tenemos por lo tanto, o bien W = qp—w, o bien W = @, de donde también,
o bien {3} es igual a ag — w, o bien es igual a {a}. Pero ag — w es o bien un nimero
cardinal finito, o bien es igual a Ry (Teorema I del §15). El primer caso estd excluido
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aqui, porque se ha supuesto a {3} como un conjunto infinito. Asi pues, el nimero
cardinal {3} es, o bien = Ry, o bien = {a}.

F. “La potencia de la seqgunda clase numérica {a} es el segundo minimo nimero
cardinal transfinito Aleph-uno.”

[229] DEMOSTRACION. No hay ningiin ntimero cardinal a, que sea > 8y y < {a}.
Pues en caso contrario deberfa existir por el §2 un subconjunto infinito {5} de {a},

de tal modo que {8} = a. Como consecuencia del teorema E que acabamos de
demostrar, sin embargo, el subconjunto {3} tiene, o bien el nimero cardinal &g, o

bien el ntimero cardinal {a}. Por ello, el ntimero cardinal {a} es necesariamente el
numero cardinal siguiente en magnitud a Ry, y lo denominamos R;.

Por ello, en la segunda clase numérica Z(Rg) tenemos el representante natural
para el segundo nimero minimo transfinito Aleph-uno.

§17

Los nimeros de la forma w”vy + o' vy + - 4 v, [N22]

Es conveniente familiarizarse en primer lugar con aquellos nimeros de Z(Xo) que
son funciones enteras (racionales) de grado finito de w. Cada ntimero de este tipo
puede, y esto sélo de un modo, llevarse a la forma

o =wlry + w4y, (1)
donde p y v son finitos y diferentes de cero, pero vy, vs,. .., v, pueden ser también
cero. Esto se debe a que

WV 4wl = wh, (2)

en el caso de que ' < py v > 0.
Pues segin (8) del §14, tenemos que

WY 4wty = Wk (v + w”f”lu),
y, segun el teorema E del §15, que
Vo wh =ty
Luego, en un agregado de la forma
..._|_w#l1/_|_w#y+...
todos aquellos términos que son seguidos hacia la derecha por términos de grado

mas alto en w pueden ser omitidos. Este procedimiento puede seguir llevandose a
cabo, hasta que se haya alcanzado la forma dada en (1). Destacamos atin que

Wy + Wi = wh (v + ). (3)
Comparamos ahora el nimero ¢ con un nimero ¥ del mismo tipo
Y =wrpo +w o+ (4)
Si vy A son diferentes y, por ejemplo, i < A, entonces tenemos, segin (2), o+ = 1,
y de ahi ¢ < 1.
[230] Si = A, vy ¥ po son diferentes, y, por ejemplo, vy < pp, entonces tenemos,
segun (2)
@+ (WMpo —v0) + WM o4+ p) =,
y de ahi también
p <.
Si tenemos por ultimo

:LL:A; vy =po, V1=0pP15---5 Vool =PpPo-1, O <,
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y por el contrario v, y p, son diferentes, y por ejemplo v, < p,, entonces tenemos
segun (2)
©+ (wAig(Po — V) + W)\igilptﬂrl + =1,
de ahi de nuevo
p <.

Vemos, por lo tanto, que sélo en el caso de la identidad de las expresiones ¢ y
pueden ser iguales los nimeros representados por ellos.

La adicion de ¢ y 1 lleva al siguiente resultado:

1) Si p < A, entonces tenemos, como ya se sefialé6 méas arriba,

p+v =1
2) Si g = A, entonces se tiene
¢+ = o+ po) +w o1+ +
3) Si u > A, entonces se tiene
e+ =wlry+w v+ My s M vaea o) F0 o+ o

Para realizar la multiplicacion de ¢ y 1, senalamos que, si p es un numero finito
diferente de cero, la férmula es

op = whvgp+wh vy -+, (5)
Se obtiene facilmente realizando la suma ¢ + ¢ + - - - + ¢ de los p miembros.
Aplicando repetidamente el teorema G del §15, se obtiene ademads, teniendo en
consideracién F del §15, que
pw = wht, (6)
y de ahi también que
o = wh A, (7)
Segtin la ley distributiva, (8) del §14, tenemos que
P = pupo + L+ - pwpait + epa
Las férmulas (4),(5) y (7) proporcionan el siguiente resultado:
1) Si px = 0, entonces se tiene

(,0’1/1 = w”+)‘p0 + wHJF/\*lpl 4+ 4 Wqulp)\—l = wﬂ,l/).
2) Si px no es = 0, entonces tenemos
Pt = W' pg + Pt Aoy W sy W + W T

[231] Llegamos a una descomposicién de los nimeros ¢ digna de ser sefalada
del siguiente modo. Sea

o =w'rg+ Wkl + -+ W R, (8)

donde
B> > g > > e >0
y Ko, K1,..., K+ son numeros finitos diferentes de cero. Tenemos entonces que

o= ("R +wW"ky+ -+ W' R (W T R + 1).
Aplicando repetidamente esta férmula obtenemos que
©=wl R (W TR e+ D) (WHT TR g o+ 1) L (W T R + 1)
Pero [segin (5)] tenemos que
W4 1= (W + 1)k,
en el caso en que k sea un numero finito diferente de cero. Por lo tanto

o =w' R (W TR 4+ DR (WP 2R L DR (WP 4 1) K. (9)
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Los factores w* + 1 que ocurren aqui son completamente [todos] primos, y se puede
representar un numero ¢ en [bajo| esta forma de producto de un solo modo. Si
ur = 0, entonces ¢ es del primer tipo, en todos los demés casos es del segundo
tipo.

La diferencia aparente entre las férmulas de este pardgrafo y aquéllas que ya fue-
ron dadas en Math. Annalen, vol. 21, pag. 585 (o Grundlagen, pédg. 41) se debe s6lo
a que se ha cambiado el modo de escribir el producto de dos ntimeros, pues ahora
ponemos el multiplicando a la izquierda, el multiplicador a la derecha, mientras que
entonces seguimos la regla contraria.

§18
La exponenciaciéon v en el dominio de la segunda clase
numérica. [N-%21]

Sea & una variable cuyo dominio consiste en los nimeros de la primera y la
segunda clase numérica incluido el cero, y sean v y § dos constantes pertenecientes
al mismo dominio, y en efecto

6>0,v>1.
En ese caso podemos fundamentar el siguiente teorema:

A. “Hay una dnica funcion f(§) completamente determinada, de la variable &,
que cumple las siguientes condiciones:

1) £(0) =
2) Si & y &' son dos valores arbitrarios de &, y tenemos que
5/ < 5//
entonces tenemos
f(E€) < fE€.
[232] 3) Para cada valor de & tenemos que
fE+1)=f(&).

4) Si{&,} es una sucesion fundamental arbitraria, entonces lo es también { f(&,)},
y se tiene que

¢ =Lim¢,,
v
entonces tenemos que

£(6) = Lim f(&,)”

Comentario. [N-T~54]

Principio de la definicién por recursién transfinita.

DEMOSTRACION. Segiin 1) y 3) tenemos que

f)=dv, f(2)=6bvv. [fB)=brrv,..-,
y, debido a que § > 0 y v > 1, se tiene que

F)<fR)<fB) < <fv)<flv+1)<---.
Asf pues, la funcién f(§) estd completamente determinada para el dominio & < w.
Suponemos ahora que el teorema esté establecido para todos los valores de £ que son
< «, donde « es cualquier nimero de la segunda clase numérica, entonces también
es valido para £ < a. Puesto que « es de la primera clase, entonces se sigue de 3)
que

fla) = fla_1)y > fla-1);
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luego se cumplen también las condiciones 2), 3) y 4) para £ < «. Pero si « es de
la segunda clase, y {a,} una sucesién fundamental tal que Lim, o, = «, entonces
se sigue de 2) que también {f(a,)}, y de 4), que f(a) = Lim, f(a,). Si se toma
otra sucesién fundamental {«}, tal que Lim, o] = «, entonces, por 2), las dos
sucesiones fundamentales {f(a,)} y {f(c),)} son congéneres; por lo tanto tenemos
que f(a) = Lim, f(a),). El valor f(«) estd por lo tanto también en este caso
univocamente determinado.

Si o’ es cualquier niimero < «, entonces es facil convencerse de que f(a’) < f(«).
Por lo tanto se cumplen las condiciones 2), 3) y 4) también para { < «. De aqui se
sigue la validez del teorema para todos los valores de &.

Pues si hubiera valores excepcionales de £ para los cuales no se mantuviera
[cumpliera], entonces, segin el teorema B del §16, unos de ellos deberfa ser, al que
denominamos «, el minimo. Entonces el teorema seria vélido para £ < a, pero no
para £ < a, lo que estaria en contradicciéon con lo que se acaba de demostrar. Por
lo tanto, para todo el dominio de £ hay una y solo una funcién f(€) que cumple las
condiciones 1) a 4).

[233] Si se asigna a la constante ¢ el valor 1 y se denota al mismo tiempo la
funcién f(&) con

7,
entonces podemos formular el siguiente teorema:

B. “Siy es una constante > 1 arbitraria perteneciente a la primera o la sequnda
clase numérica, entonces hay una funcién completamente determinada ~¢, de tal
modo que

1) 4% =1.

2) Si & < &, entonces tenemos que ¢ < ~% .

3) Para todo valor de & se da que v5T1 = ~%+.

4) Si{&,} es una sucesion fundamental, entonces lo es también {y*}, y se tiene,
en el caso en que & = Lim, &, también que

7¢ = Lim~%.”

Podemos también, sin embargo, expresar también asi el teorema:
C. “Si f(&) es la funcidn de € caracterizada en el teorema A, entonces tenemos
que

GETN

DEMOSTRACION. Teniendo en cuenta (24) del §14, es facil convencerse de que la
funcién 6v* no sélo satisface las condiciones 1), 2) y 3) del teorema A, sino también
la condicién 4) del mismo. A causa de la unicidad de la funcién f(&), ésta debe por
ello ser idéntica a dv¢.

D. “Si a y B son dos numeros arbitrarios de la primera o la sequnda clase
numérica con la inclusion del 0, entonces tenemos que

a+3 :,Yoz B »

v v

DEMOSTRACION. Consideramos la funcién ¢(¢) = v**+¢. Teniendo en cuenta que
segun la férmula (23) del §14,

Lim(a+¢,) = a+ Limé&,,
v 1%
reconocemos, que (&) cumple las cuatro siguientes condiciones:

1) p(0) =~
2) Si & < £, entonces tenemos que (&) < p(£").
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3) Para cada valor de & se da que p(£ + 1) = p(£)7.
4) Si {£,} es una sucesién fundamental tal que Lim, £, = &, entonces se tiene
que

90(6) = L£m<p(fu)
A partir de aqui, segin el teorema C, poniendo é = y%,
(&) ="
Si ponemos aqui que £ = (3, entonces se sigue

yoHP = 4P

E. “Si a y [ son dos nimeros arbitrarios de la primera o la sequnda clase
numérica con la inclusion del cero, entonces tenemos que

,yaﬂ _ (’ya)ﬁ.”

[234] DEMOSTRACION. Si consideramos la funcién 1(€£) = ¢ y sefialamos que
segin (24) del §14, siempre se da que Lim, af, = «aLim, &,, entonces podemos
afirmar lo siguiente sobre la base del teorema D:

1) %(0) = 1.

2) Si ¢ < £, entonces tenemos que (&) < P (£").

3) Para cada valor de & se da que (€ + 1) = 9(&)y*.

4) Si {&,} es una sucesién fundamental, entonces también lo es {(&,)} y se
tiene, en el caso de que £ = Lim,, &,, también que 1(£) = Lim, ¥(&,).

A partir de aqui se tiene segtin el teorema C, si aqui § = 1, y se pone v* por 7,

Y(€) = (v
Sobre la magnitud de ¢ en comparacién con ¢ puede expresarse el siguiente

teorema:
F. “Si v > 1, entonces se tiene para cada valor de & que

Fze

DEMOSTRACION. En los casos £ = 0y £ = 1 el teorema es inmediatamente
evidente. Mostramos ahora que, si es valido para todos los valores de £ que son
menores que un nimero dado a > 1, es también correcto para £ = a.

Si a es del primer tipo, entonces tenemos segin el supuesto que

a1 < ’ya717
por lo que también
a1y <Yy =9,
con lo que
Y > ar+asi(y—1) =a_1y.
Puesto que tanto w1 como v — 1 son al menos = 1 y tenemos que av_1 + 1 = q,
entonces se sigue que
¥ > a.
Si por el contrario « es del segundo tipo y ciertamente

a=Lima,,
v
entonces tenemos, a causa de que «, < «, de acuerdo con el supuesto, que
a, <Y,

de aqui también que
Lim o, < Lim~%,
1% v
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i.e., que
a <%
Ahora, si hubiera valores de &, para los cuales
£> 5,
entonces, [uno] de entre ellos, segiin el teorema B del §16, deberfa ser el minimo; si
éste es denotado con «, entonces se tendria para £ < «, que
[235] £<95,
pero
a>q",
lo que contradice lo demostrado previamente. Con esto tenemos para todos los
valores de £ que

7t > ¢

§19
La forma normal de los nimeros de la segunda clase
numérica.

Sea o un niimero cualquiera de la segunda clase numérica. La potencia wé serd pa-
ra valores lo suficientemente grandes de £ mayor que a. Esto, segtn el teorema F
del §18 es siempre el caso para £ > «a, pero en general ocurrird también ahora para
valores menores de .

Segun el teorema B del §16, entre los valores de &, para los cuales tenemos que

W > a,

uno debera ser el minimo; le llamamos [ y nos convencemos facilmente de que no
puede ser un nimero de la segunda clase numérica. Si tuviéramos, por ejemplo,

6= Limf,
entonces se tendria, puesto que 5, < 3,

Wb < a,
de aqui también

Lim w? < a.
14

Tendriamos por lo tanto
w? < a,
mientras que, a pesar de todo, deberiamos tener que
W’ > a.

Por lo tanto § es del primer tipo. Denotamos a $_; con ag, y podemos afirmar
por ello que hay un nimero completamente determinado aqg de la primera o la
sequnda clase numérica, que cumple las dos condiciones

w?® <a, wPw>a. (1)

De la segunda condicién concluimos que no para todos los valores finitos de v
puede ser que
w*r < a,
pues en caso contrario tendriamos también que Lim, w*v = w*w < a.
El nimero minimo finito v, para el cual
wy > a,

lo denotamos con kg + 1. A causa de (1), tenemos que kg > 0.
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[236] Hay por lo tanto también un nimero completamente determinado ko de la
primera clase numérica, tal que

WPk < a, w*(kg+1)>a. (2)
Ponemos que a — w* kg = o/, entonces tenemos que
a=wky+a (3)
y que
0<a <w*, 0<ky<w. (4)

Sin embargo, « se puede representar de un unico modo bajo las condiciones (4)
en la forma (3). Pues de (3) y (4) se siguen retroactivamente en primer lugar las
condiciones (2) y de ahi las condiciones (1).

Las condiciones (1) las satisface s6lo el ndimero oy = f_1, y por medio de las
condiciones (2) el niimero finito k¢ estd unfvocamente determinado. De (1) y (4) se
sigue tomando en consideracién el teorema F del §18, que

o <a, ag<a.

Podemos por ello afirmar la correccién del siguiente teorema:
A. “Cada nimero « de la seqgunda clase numérica se puede, y ciertamente de un
unico modo, llevar a la forma

a=wrkg+ o,
de tal modo que
0<a <w*, 0<kKy<w;
o’ es siempre menor que «, por el contrario oy es menor o igual que o.”

Si @’ es un ndmero de la segunda clase numérica, entonces se le puede aplicar el
teorema A y tenemos
o =w Kk +a”, (5)
0<a’ <w*, 0<k <w,
y tenemos que
o <ap, o <ol [N
En general obtenemos una sucesién adicional de ecuaciones analogas

Q' = Wk + a///, (6)

" = wks + oV, (7)

Sin embargo, esta sucesion no puede ser infinita, debe interrumpirse mecesaria-
mente. Pues los niimeros «a, o/, o’ decrecen en magnitud, esto es,

a>ad >a">a" .

Si una sucesién de nimeros transfinitos descendente [decreciente] fuera infinita,
entonces ningiin miembro de la misma seria el minimo; esto es segiin el teorema B
del §16 imposible. Por ello debe darse para un cierto valor numérico finito T que

o™t = .

[237] Si combinamos ahora las ecuaciones (3),(5), (6) y (7) entre si, obtenemos el
teorema:

B. “Cada numero o de la sequnda clase numérica se puede, y por cierto sélo en
un unico modo, representar en la forma

a=wky+w k1 + -+ WKy,
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donde g, aq,..., ar son numeros de la primera o la seqgunda clase numérica, que
satisfacen las condiciones

Qg >ap >ap> > o >0,

mientras que Ko, K1, -.., Kr, T + 1 son numeros de la primera o sequnda clase
numérica diferentes de cero.”

La forma demostrada aqui de los nimeros de la segunda clase numérica queremos
denominarla su forma normal; llamese aq el ‘grado’, y a. el ‘exponente’ de a; en
el caso de 7 = 0 el grado y el exponente son iguales entre si.

Segun que el exponente o, sea igual o mayor que 0, « es un numero del primer
o el sequndo tipo.

Tomamos ahora otro nimero [ en la forma normal

B=whN+ WA+ F w7, (8)

Tanto para la comparacién de « con § como también para la realizacién de su
suma y diferencia sirven las férmulas
’ ’ ’
WK +w k=w® (K + k), (9)
’ 1" 1"
WK +w* K =w* K, parad <d. (10)
K, k', k' tienen aqui la significacién de ntimeros finitos.
Son éstas generalizaciones de las férmulas (3) y (2) del §17.
Para la formacién del producto a8 entran en consideracion las siguientes féormu-
las:

X = wRoA + WK+ W Ry, 0< A < w; (11)
aw :wa0+1; (12)
aw® = w“ﬁﬁ/, g > 0. (13)

La exponenciaciéon af es ficilmente realizable sobre la base de las siguientes
férmulas:

ad=w ko4, 0< A <w. (14)

Los miembros que se van anadiendo a la derecha tienen un grado inferior que

el primero. De aqui se sigue facilmente que las sucesiones fundamentales {a*} y

{w®?} son congéneres, de tal manera que
a¥ =w™ oy > 0. (15)

A partir de aqui se tiene también como consecuencia del teorema E del §18:

’ ’
wﬁ — waowﬁ

, ag>0, [ >0. (16)

Con la ayuda de estas féormulas se pueden demostrar los siguientes teoremas:

[238] C. “Si los primeros miembros w™ kg, w?\g de la forma normal de dos
numeros « y 3 no son iguales, entonces es o menor o mayor que (3, sequn que
W Ko sea menor o mayor que w°\g. Sin embargo, si se tiene que

[e%

Wk = wP Ny, WMk =P, ... wapnp:wﬁp)\p,

Y w"‘f’“/ipﬂ es menor o mayor que w’BP“)\pH, entonces es también o respectiva-
mente menor o mayor que [3.”
D. “Si el grado ag de o es menor que el grado By de (3, entonces tenemos que

a+ g3 =24.
Si ag = By, entonces tenemos que
a+ B =wh(ko+ o) F WA+ F WP,
Si tenemos, sin embargo, que

)] >607 aq >ﬁ0a"'a apZﬂOa Qpt1 <607
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entonces tenemos que

a+B=wkg+ Wk, + WP + WP 4wl

E. “Si B es del sequndo tipo (B, > 0), entonces tenemos que
aﬂ _ wao+ﬂo)\0 + wao+61 M+ + wao+ﬁa)\a _ waoﬁ;
sin embargo, si B es del primer tipo, (B, = 0), entonces tenemos que

aﬂ:wa°+ﬁ0/\0+wa°+ﬁ1)\1+~~+w°‘°+ﬁ"*1)\g_1+wa°/<;0/\c,+w°‘1n1+~«~+w°‘fl<;7..”

F. “Si 0 es del sequndo tipo (8, > 0), entonces tenemos

af = waoﬂ;
sin embargo, si B es del primer tipo (B, = 0) y por ejemplo = 3 + Ay, donde '
es del sequndo tipo, entonces se tiene

Oéﬂ _ waoﬁ,a)\().n

G. “Cada numero o de la sequnda clase numérica puede, y ciertamente de un
unico modo, representarse en la forma de producto

a=w’k (W + D1 (W? + Dkreg - (W™ 4+ 1)Ko,
y tenemos que
Yo =0, Y1 =0Qr_1 — Qp, Y2=0;_2—0r_1,..., 7 =0y Q1,

mientras que Ko, K1, - .., ke tienen la misma significacion que en la forma normal.
Los factores wY + 1 son todos primos.”

H. “Cada numero a del seqgundo tipo perteneciente a la sequnda clase numérica
puede, y ciertamente de un inico modo, representarse en [bajo] la forma

a=wld,
donde vo > 0 y o es un nimero del primer tipo perteneciente a la primera o a la
sequnda clase numérica.”
[239] J. “ Para que dos nimeros « y [ de la sequnda clase numérica cumplan
la relacion
at+pf=0+aq,
es mecesario y suficientes, que tengan la forma

a=pu, [=v,
donde p y v son numeros de la primera clase numérica.”
K. “Para que dos nimeros o y 3 de la sequnda clase numérica, los cuales son
ambos del primer tipo, cumplan la relacion

a8 = Ba,
es mecesario y suficiente, que tengan la forma

a=7" ="
donde 1 y v son nimeros de la primera clase numérica.”

Para ejemplificar la transcendencia de la forma normal de los nimeros de la
segunda clase numérica demostrada y de la forma de producto directamente rela-
cionada con ella, pueden seguir aqui las demostraciones que se basan en ellas de los
dos ultimos teoremas J y K.

Del supuesto

a+p=0+a



65

concluimos en primer lugar, que el grado oy de « debe ser igual al grado Gy de (.
Pues si por ejemplo fuera agy < [y, entonces se tendria (segin el teorema D) que

a+p =0,
y de ahi también que

5 +a= ﬂa
lo cual no es posible, pues segin (2) del §14,

O+a> 0.

Podemos por ello poner que
a=wu+ao, B=w v+,
donde los grados de los nimeros o y £/ son menores que «g, y ¢y ¥ son nimeros
finitos diferentes de 0.
Segun el teorema D tenemos ahora que

/

a+pB=w(pu+v)+p, B+a=w(u+v)+d,
por lo tanto,
wr(p+v)+f =w(utr)+a.
A causa del teorema D del §14 tenemos por ello que
3 =d.
Con lo que tenemos que
a=wu+a, [f=wv+d,
[240] y si se pone
w™ +a' =7,
entonces, por (11),
a=u, B=qv

Suponemos por otra parte [N'Z'%] dos numeros « y (8 del primer tipo pertene-
cientes a la segunda clase numérica, que cumplen la condicién

aff = Pa,
y suponemos que
a > 0.
Nos representamos segin el teorema G a ambos ntimeros en su forma de producto
y sea
a=1d6d, B=65
donde o’ y ' no tendrian (ademds de 1) ningun factor final comiin a la izquierda.
Se tiene entonces que
o >,
y
o683 = p'sa.
Todos los ntiimeros que ocurren aqui y en los que sigue son del primer tipo, porque
esto quedo supuesto por a 'y (.

La ultima ecuacién permite reconocer en primer lugar (teniendo en consideracién
el teorema G), que o y 3’ no pueden ser ambos transfinitos, porque en ese caso
conllevarian un factor final a la izquierda comin. Tampoco pueden ser ambos finitos;
pues § seria entonces transfinito y, si x es el dltimo factor final a la izquierda,
entonces deberia tenerse que

o'k = Bk,
y por lo tanto también que

o =4
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Queda sélo la posibilidad de que
o >w, B <w.
El ntdmero finito 3 debe sin embargo ser 1:
8 =1,
porque en caso contrario estaria contenido como parte en el ultimo factor final a la

izquierda de o/.
Llegamos al resultado, que 8 = §, y en consecuencia

a = Bd,

donde o’ es un nimero del primer tipo perteneciente a la segunda clase numérica,
que debe ser menor que «:

o' < a, [ porque tenemos que Ba = af > al.
Entre o y 8 se mantiene [subsiste] la relacién
o' B = pa.
[241] Por consiguiente si también o’ > (3, entonces se concluye de la misma manera
la existencia de un numero transfinito del primer tipo o” < o/, tal que

Oé/ — ﬂO[N, O[Nﬂ — ﬁOLH.
Si también o’ fuera ain > 3, entonces hay un nimero «

a// — /60/1/7 O/Nﬂ — ﬂo///7

"< o) tal que

etc.

La sucesién de nimeros descendentes [decrecientes] a, o/, ", &/”, ... debe in-
terrumpirse segun el teorema B del §16. Por ello se tendra para un determinado
indice finito pg que

alPo) < 8.
Si se tiene que
alPo) — 8,
entonces se tiene que
a=p"" B=p;

el teorema K estarfa entonces demostrado, y se tendria que

y=8, w=po+1, v=1
Pero si se tiene que
alP) <,
entonces ponemos
alPo) — B,
y tenemos que
a=p"p, BB =B, B <p.

Por ello hay también un nimero finito p; tal que

B =0 B2, B1f2=F2f1, P2 <P

En general se tiene, de manera analoga,

B = 0505, [2f3 =302, P3< P2

etc. También la sucesién de nimeros descendentes [decrecientes] (1, B2, 33,. . . debe
interrumpirse segun el teorema B del §16. Existe por ello un nimero finito s, tal
que

Bn—l - ﬁg‘
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Ponemos
/Bn =7
entonces tenemos que
o = ’Yﬂa ﬁ = ’Yyy
donde p y v son numerador y denominador de la fracciéon continuada:

!
A +
iy Po ot

P

[242] §20
Los e-ntimeros de la segunda clase numérica. [N-%27]

Comentario. [N'T‘55] El primero de los nimeros ordinales que se definen en esta

seccion es el que mide la complejidad de la aritmética.

El grado ag de un nimero «, como es inmediatamente evidente a partir de la
forma normal

a=wkg+w k1 +-, a>ar >, 0<k, <w (1)

teniendo en cuenta el teorema F del §18, no es nunca mayor que «; se pregunta, sin
embargo, si no hay nimeros a para los cuales se dé que oy = a.

En un tal caso la forma normal de a deberia reducirse al primer miembro
[término], y éste deberfa ser = w® [porque en caso contrario tendriamos que o =
Wk + WKy -+ > w?], i.e., a deberfa ser una raiz de la ecuacién

Wt =¢. (2)
Por otra parte, cada raiz « de esta ecuacién tendria la forma normal w®; su grado
serfa igual a si mismo.

Los ntimeros de la segunda clase numérica que son iguales a su grado, coinciden],
por consiguiente,] por completo con las raices de la ecuacién (2). Nuestra tarea es
[Nuestro problema es el de] determinar estas raices en su totalidad. Para diferen-
ciarlas de todos los deméas numeros, las denominamos los ‘“c-nidmeros de la sequnda
clase numérica”.

Sin embargo, que hay tales e-ntimeros resulta del siguiente teorema:

A. “Si~y es cualquier nimero de la primera o la sequnda clase numérica que no
satisface la ecuacion (2), entonces éste determina una sucesion fundamental {v,}
por medio de las ecuaciones

’lew’Y’ '72:(4)’717'-'7 7V:w7U717'-"

El limite Lim, v, = E(y) de esta sucesidn fundamental es siempre un e-nimero.”

DEMOSTRACION. Puesto que y no es un e-ntimero, entonces w? > 7, i.e., y; > .
Por ello, segtin el teorema B del §18, también w™ > w7, i.e., 72 > 71, y de la misma
manera se sigue que y3 > 72, etc. La sucesién {v,} es por lo tanto una sucesién
fundamental. Su limite, que es una funcién de v, lo denominamos [denotamos por]
E(vy) y tenemos que

wPO) = Limw™ = Limy,41 = BE(9).

E(v) es por ello un e-ntmero.
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B. “El nidmero g = E(1) = Lim, w,,, donde
Wi =w, wy=w"", w3=w*? ..., w,=w -

es el minimo de todos los e-nimeros.”
[243] DEMOSTRACION. Sea ¢’ un e-niimero cualquiera, de tal modo que

’7
/
w® =¢'.

/ . z . .
Puesto que &’ > w, entonces w® > w¥, i.e., & > wi. De aqui se sigue igualmente
’ .
que w® > w*l ie., que g’ > wq, etc.
Tenemos en general que
!/
e >w,,
y por ello que
¢ > Limw,,
1%

i.e., que
e > eq.
Por lo tanto, g = E(1) es el minimo de todos los e-nimeros.
C. “Si &' es cualquier e-niumero, " el siguiente e-nimero en magnitud, y -y
cualquier niumero situado entre ambos
e <y<ée
entonces E(vy) =¢".”
DEMOSTRACION. De
e <y<e’
se sigue que

/

’ ’
W' <W < W,

i.e., que
!/ 1
e <y <e.
De aqui concluimos igualmente que
e <y <’
etc. Tenemos, en general, que
e <y, <&’

por lo que
g <E(y)<ée'.
E(y) es, segin el teorema A, un e-nimero. Puesto que €’ es el e-nimero que sigue
en magnitud a €’ entonces no puede darse que E(vy) < &”, y por lo tanto debe darse
que
E(y) =¢".

Puesto que € + 1 ya en principio no es ningiin e-ntimero, [simplemente] porque
todos los e-ntimeros, como se sigue de la ecuacién definitoria & = w¢, son del seqgundo
tipo, entonces €’ + 1 es con seguridad menor que €”, y tenemos por ello el siguiente
teorema:

D. “Sie’ es un e-nimero cualquiera, entonces E(e' +1) es el e-nidmero inmedia-
tamente siguiente en magnitud.”

Al minimo e-ntimero ¢( le sigue por lo tanto el inmediatamente siguiente, que
denominamos €1,

g1 = E(EO + 1),
[244] y a éste el inmediatamente mayor
Eo = E(51 + 1)

etc.
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En general tenemos para el e-nimero (v + 1)-ésimo en magnitud la férmula
recursiva
e, =E(e,—1 +1). (3)
Que sin embargo la sucesién infinita
€0y €1y-++y Euyen-

no abarca en modo alguno [a] la totalidad de los e-ntimeros, resulta del siguiente
teorema:
E. “Sie, €/, £”,... es cualquier sucesidn infinita de e-nimeros tal que

6<5/<€”"'5(V)<€(V+1)<"'7

entonces también Lim, €*) es un e-mimero, y en particular [de hecho], el e-niimero
inmediatamente siguiente en magnitud a todos los e™).”

DEMOSTRACION.

Wl e = Lim of” = Lime®).
v 1%
Que sin embargo Lim,, ) es el e-ntimero inmediatamente siguiente en magnitud a
todos los ) resulta [del hecho] de que Lim, ™) es el nimero de la segunda clase
numérica inmediatamente siguiente en magnitud a todos los e®).

F. “La totalidad de los e-nimeros de la sequnda clase numérica forma, en su
ordenacion por magnitud, un conjunto bien ordenado del tipo Q) de la sequnda clase
numérica, considerada en su ordenacion por magnitud, y tiene por ello la potencia
aleph-uno.”

DEMOSTRACION. La totalidad de los e-ntimeros de la segunda clase numérica
forma, segin el teorema C del §16, un conjunto bien ordenado en su ordenacién por
magnitud

€0y Elyvvy Epyenn EwsEwtly e+ Ealy ey (4)
cuya ley de formacion estd expresada en los teoremas D y E.

Ahora bien, si el indice o’ no recorriera todos los nimeros de la segunda clase
numérica, entonces deberia haber un niimero minimo «, al que éste no alcanzara.
Pero esto contradiria el teorema D, si « fuera del primer tipo, y al teorema E, si «
fuera del segundo tipo. Se le suponen por ello a [Luego] o’ [toma] todos los valores
numéricos de la segunda clase numérica.

Si denotamos el tipo de la segunda clase numérica con €2, entonces el tipo de (4)
es

Ww+Q=w+w? +(Q—-uw?);
[245] pero puesto que w + w? = w?, entonces se sigue de aqui que
w4+ Q=0
Por ello tenemos también que
w + Q = ﬁ = Rl .

G. “Si € es cualquier e-nimero y a un nimero arbitrario de la primera o la
sequnda clase numérica que es menor que €:

a<e,
entonces € satisface [a] las tres ecuaciones

at+e=¢g =€, o =E.

DEMOSTRACION. Si ag es el grado de «, entonces ag < a, y por ello, dado que
a < g, también ag < €. El grado de € = w® es sin embargo ¢; « tiene por lo tanto
un grado menor que g, con lo que, segin el teorema D del §19,

a+e=¢g,
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por lo que también
ag+¢E=¢.
Por otra parte, tenemos, segin la férmula (13) del §19, que

ag = aw® = w0 = f =¢,

y por lo tanto también que
QpE = €.
Por tltimo, tenemos, considerando la férmula (16) del §19, que
€ €
aE — aUJ — wOé()w — wOLOE — wE =
H. “Si a es un numero cualquiera de la sequnda clase numérica, entonces la
ecuacion
ot =¢
no tiene otras raices que los e-numeros que son mayores que «.”
DEMOSTRACION. Sea 3 una raiz de la ecuacién

at =¢,
por lo tanto
o’ =5,
luego se sigue inmediatamente de esta férmula que
8> a.

Por otra parte, 8 debe ser del segundo tipo, puesto que en caso contrario tendriamos
que
@ = =0 a>a’2>32>p0 +1=0, ie., que
a? > B.

Tenemos por ello segun el teorema F del §19, que

of = woéoﬁ7
con lo que
w®P =g,
[246] Tenemos, segin el teorema F del §18, que
w*P > a3,
por ello
B> aof.
Pero no puede ser que 8 > agf3; por ello tenemos que
O‘Oﬁ = ﬁv
y con ello que
w? = 8.

luego 3 es un e-ntimero que es mayor que «.

Halle, Marzo de 1897.

[Notas de Zermelo.]

El trabajo precedente, que aparecié en dos partes con [una distancia] entre ellas de
dos afios, la ultima publicaciéon de Cantor sobre la teoria de los conjuntos, es el verdade-
ro cierre de su obra. En él, los conceptos fundamentales y las ideas, después de haberse
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desarrollado paulatinamente en el curso de decenios, obtienen su versién definitiva, y mu-
chos teoremas principales de la teoria de conjuntos “general” encuentran aqui por primera
vez su fundamentacién cldsica. Aparte de algunas imperfecciones y obscuridades en la
fundamentacién, que sefialaremos en detalle, s6lo podemos lamentar muy vivamente que
Cantor, como consecuencia de problemas de salud y dificultades objetivas, no pudiera
continuar el trabajo en el modo previsto, de tal modo que esta tdltima publicacién asi co-
mo el trabajo Uber unendliche lineare Punktmannigfaltigkeiten sobre conjuntos de puntos
[multiplicidades puntuales] en cierto modo han quedado en esbozo. Como en éste, perma-
necié inalcanzada la meta buscada, la demostracién de que el continuo tiene la segunda
potencia, aqui falta también ain la demostracién que constituye el verdadero colofén de
la doctrina [teorfa] de la[s] potencia[s], que todo conjunto [es] susceptible de una buena
ordenacién, y por lo tanto [que] toda potencia es un Aleph.

[N'Z‘l] Pég. [481]. Por “subconjunto” entiende Cantor aqui s6lo un subconjunto propio,
diferente del conjunto mismo. También la definicién del “conjunto unién” esta aqui limita-
da (innecesariamente) al caso de conjuntos de elementos ajenos [disjuntos] entre si (exclu-
sivamente) en contraposicién a la anteriormente introducida (p. 145) de ”minimo comun
multiplo”.

El intento de explicar el proceso de abstraccién que lleva al “nimero cardinal” com-
prendiendo el nimero cardinal como “un conjunto compuesto de solas unidades” no fue
afortunado. Pues las unidades, como no puede ser de otro modo, son todas diferentes entre
si, no pueden servir justamente como los elementos de un nuevo conjunto y equivalente
con el primero, y en la abstraccién requerida ahora no hemos avanzado ningin [ni un sélo]
paso.

[N'Z'Q] Pag. [484], teorema B. Aqui tenemos en la formulacién mds clara el llama-

do “teorema de equivalencia”’, que hoy tras su demostracién por F. Bernstein y otros
constituye uno de los mas importantes y bésicos teoremas principales de la teoria gene-
ral de conjuntos. Cf. F. Hausdorff, Grundz. d. Mengenl. cap. III, §2. Aqui aparece este
fundamental teorema como consecuencia del teorema maés general A, que afirma la “com-
parabilidad” de cualesquiera potencias, pero, como hoy sabemos, bastante menos bésico,
sélo puede ser demostrado con la ayuda de la buena ordenacién. Entre las restantes “con-
secuencias” aqui introducidas, el teorema es practicamente igual en su significacién a B
y ha sido demostrado muchas veces antes que éste, mientras que D y E hacen uso de la
“comparabilidad” general.

[N'Z'?’] Pag. [486] §4, Subteorema 1. Por “recubrimiento” de un conjunto N con ele-

mentos de M entiende Cantor por lo tanto una funcién m = f(n) cuyo “dominio de
variabilidad” estd formado por el conjunto N y su “[provisién] de valores” [est4 formado
por el conjunto M], o dicho de otro modo, una aplicacién univoca (aunque no inversamente
univoca) del conjunto N en una parte (propia o impropia) de M.

[N'Z'4] 85, pdg. [489]. La teoria aqui desarrollada de los numeros cardinales finitos

(como también la teoria que sigue en el §6 del ntimero cardinal Aleph-cero es, medida
con el patrén moderno, menos satisfactoria, pues a los fundamentos necesarios de una tal
teorfa les falta atin una definicidon conceptual precisa de los conjuntos finitos, y s6lo puede
lograrse en un nivel més elevado [superior] de la teorfa general, p. ej., con la ayuda de
la buena ordenacién. Asi, p. ej., se hace uso en la pdg. [490] de la ley de la “induccién
completa”, sin que se hubiera fundamentado antes la validez de esta ley. Esta ley es usada
por otros, como p. e€j., por G. Peano, correctamente para la definicion de la sucesién
numérica.
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[N'Z'5] 86, pdg. [492]. Puesto que el “minimo ndmero cardinal transfinito” es definido
aqui por medio de la “totalidad de los ntimeros cardinales finitos”, sin que éstos fueran
(en el §5) definidos satisfactoriamente, falta también aquf la verdadera base conceptual de
la teoria. Y sin embargo basta con definir el nimero cardinal de que se trata por medio de
la seccidn minima de un conjunto bien ordenado (transfinito) que no posee ningin dltimo
elemento. A ello, claro estd, deberia precederle una teoria general de los conjuntos bien or-
denados. Las afirmaciones de este (como de los previos) pardgrafos [padecen] visiblemente
en el orden elegido, segin el cual lo (aparentemente) més bésico también deberia haber
sido tratado antes, mientras que a pesar de todo justamente requieren de la teoria general
para su fundamentacién.

[N'Z'G] Pég. [493]. La “demostracién” del teorema A, que es puramente insatisfactoria
intuitiva y légicamente, recuerda al conocido intento primitivo, de alcanzar la buena orde-
nacion de un conjunto dado por medio de la extraccion sucesiva de elementos arbitrarios.
Para una demostracién correcta obtenemos primero, si partimos de un conjunto ya bien
ordenado, de su minima seccién transfinita que entonces posee de hecho el nimero cardinal
No requerido.

[N'Z'7] Pag. [494]. Para la demostracién de la férmula (8) cf. la construccién corres-

pondiente para la demostracién del teorema C’ en el trabajo I1I 2 en la pag. 131-132 y la
corriente explicacién del editor en la p. 133.

[N'Z's] Pag. [495]. Los teoremas C y D, que aqui (sobre bases puramente intuitivas y

por ello inseguras) son “demostrados”, sirven en Dedekind (; Qué son y para qué sirven los
numeros?) y en otros autores simplemente para la definicién conceptual de los conjuntos
“finitos” y de los “infinitos”.

[N.Z.g] Pag. [495 — 496]. La promesa hecha aqui, que se refiere al sistema en conjunto

de todos los niimeros cardinales transfinitos en su construccién natural, no ha sido cum-
plida por Cantor: sus propias investigaciones (en la segunda parte de este trabajo) [no
llegan a] la “segunda clase numérica”, alcanzan por lo tanto sélo hasta Aleph-uno, aunque
los métodos empleados por él son susceptibles de una extensién mucho méas amplia. El
fundamento de este abandono parece residir por una parte en la falta de la demostracién
de que toda potencia es un Aleph, y por otra parte sin embargo también, en que la ya
conocida para él “antinomia de Burali-Forti” habfa incitado a dudas escépticas contra el
concepto de “todos” los nimeros ordinales o cardinales en Cantor, y pudo haberle mo-
tivado por ello a una limitacién objetivamente injustificada de sus investigaciones. Sobre
esto, cf. también la exposicion postal en el “apéndice”, pag. 443 y sigs.

[N'Z'lo] 87, pag. [496]. Aqui se desarrolla por primera vez el concepto fundamental

de “tipo de orden” (de conjuntos simplemente ordenados) con toda claridad, aunque su
pretendida ilustracién por medio de un conjuntos compuesto de “puras unidades” deberia
ser tan errada como la correspondiente para el nimero cardinal en el §1 de este trabajo.
Una definicién correcta deberia, partiendo del concepto de una “aplicacién semejante”,
definir el tipo de orden como la “invariante” de estos tipos de aplicaciones, como aquélla,
que tiene en comun un conjunto ordenado con todos aquellos “semejantes” ordenados.
Frege, Russell, y otros [quieren] definir el nimero cardinal, y correspondientemente el
numero ordinal como la “clase” o el “concepto” de todos los equivalentes de un conjunto
dado, y correspondientemente de los conjuntos semejantes. Pero entonces una tal “clase”,
como es sabido (cf. Apéndice, pdg. 443 y sigs.) no es un verdadero conjunto consistente,
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asi se obtiene con esta definicién ya inmediatamente en [desde] el principio la necesidad
(siempre negada por Russell) de distinguir entre “conjuntos” y “clases”.

[N'Z'H] Pag. [499], §4. Aqui se indica la posibilidad de los “automorfismos”, i.e., de

aplicaciones semejantes de un conjunto ordenado sobre si mismo, que son diferentes de la
identidad.

[N'Z'12] Pag. [500], par. inic. Que el tipo de orden abarca todo lo “numerable” en

general y que no pueda admitir “ninguna ulterior generalizaciéon”, parece sin embargo ser
una afirmacion algo arbitraria. Depende de lo que se se entienda por “numerable” —y esto
es una opinién subjetiva. Cantor entiende por “numerable” el tipo de orden, mientras que
también podria entenderse por ello el nimero cardinal o alguna otra cosa.

[N'Z'l?’] 89, pag. [504]. Este pardgrafo proporciona con la caracterizacién inequivoca

del tipo 1 un resultado muy bello y quizd sorprendente. La demostraciéon es didfana y
correcta. Sélo en la pdg. [506], [l. 6], donde dice “como es fdcil convencerse” encuentra
el lector una cierta dificultad. A esto ha de observarse lo siguiente. Los elementos rx41,
TA+2, - -+ TA+o—1 estdn situados fuera del intervalo parcial determinado por r1, ra,. ..,
rx, en el cual debe estar situado rii., i.e, en parte antes, y en parte después de este
intervalo parcial. Correspondientemente estan situados entonces sin embargo también los
elementos correspondientes m;, ,,, Miy 5, - -5 Miy,,_, €n parte antes, y en parte después
del intervalo parcial correspondiente, que esta determinado por mgi,, mi,,..., ms,, en el
que estd situado m, 41, tiene por lo tanto con respecto a este la misma relacién de rango
que T'x+4+1y- -+ 'x4+o—1 CON T\ 4o

[N'Z'M] P4g. [510]. Los conceptos “denso en s{ mismo”, “cerrado” y “perfecto” emplea-
dos para los tipos de orden, no coinciden exactamente con los conceptos correspondientes
en la teorfa de los conjuntos de puntos, donde éstos tienen sélo una significacién relativa en
relacién al continuo presupuesto como dado, en el que los conjuntos de puntos concernidos
estan colocados. Un conjunto de puntos se llama “cerrado” si contiene todos los puntos
de este continuo, que representan los “puntos limites” o los “puntos de acumulaciéon” de
los conjuntos de puntos. Aqui por el contrario se trata de una propiedad interna del tipo
de orden: se llama “cerrado”, si cada “sucesiéon fundamental” formada en él, posee en él
un “elemento limite”. Un conjunto de puntos cerrado en un intervalo limitado (finito) del
continuo lineal (incluyendo los puntos limite) tiene ciertamente también un tipo de orden
“cerrado”, pues cada una de sus “sucesiones fundamentales” corresponde a un “punto de
acumulacién” en el continuo y por ello también a un “punto limite” en si misma. Pero a
la inversa un tal conjunto de puntos M de un tipo de orden “cerrado” no necesita nece-
sariamente el mismo ser “cerrado”, p. €j. el conjunto de los puntos con las coordinadas
1— %(v =1,2,...) juntamente con el punto 2 en el intervalo (0, 2), que ciertamente posee
para si el tipo de orden “cerrado” w 4+ 1, pero no contiene su punto de acumulacién. Cf.
aqui las pags. 193, 226, 228.

[N'Z'15] §11, pdg. [510] y sigs. De las dos caracteristicas, con las que caracteriza
aqui Cantor el tipo de orden del continuo lineal, es de significacion fundamental y el
verdadero descubrimiento de Cantor la propiedad sefialada por él como 2): la existencia
de un subconjunto numerable S “denso por doquier” en M. Menos afortunada nos parece
hoy su formulacién de la propiedad 2), puesto que todo elemento de M al mismo tiempo es
un “elemento limite” de S y por ello también de M. Ante todo, sin embargo, la definicién
cantoriana de “elemento limite” a través de las “sucesiones fundamentales”, que mani-
fiestamente estd codeterminada por su teorfa de los nimeros irracionales (cf. aqui la pag.
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186), lleva aqui a complicaciones innecesarias. Lo mds sencillo serfa, desde luego, segiin
Dedekind caracterizar el conjunto como “continuo” o mejor “sin huecos” (F. Hausdorff,
Grundziige, cap. IV, §5) a través de la siguiente propiedad: en cada “corte”, i.e., cada divi-
sién del conjunto (simplemente ordenado) M en un “corte” [una “seccién”] A y un resto B
(cf. 813, pag. [210]) posee o bien el segmento A un mdximo, o bien el resto B un minimo
elemento. Ambos a la vez estd excluido en el caso del continuo lineal por la propiedad 2).
Por medio de este cambio de la propiedad 1) se simplifica también la demostracién de la
exclusividad. Después de que en primer lugar se ha aplicado el subconjunto S al conjunto
R de los ntimeros racionales del tipo 7, cada elemento ulterior m de M es caracterizado
por un “corte” del conjunto S y asi a la inversa exclusivamente aplicado sobre el elemento
x de X, que estd determinado por el “corte” correspondiente del conjunto R. Aqui se
muestra también que es innecesario el uso de “sucesiones congéneres”.

[N'Z'w] Pég. [207] Lo més simple parece caracterizar un conjunto “bien ordenado”

como uno “simplemente ordenado” en el cual cada “resto” posee un elemento minimo,
mientras que la propiedad A (pag. [208]) (aparentemente mds simple), de que también
cada subconjunto tiene también un elemento minimo, es mejor postponerla con Cantor
como una consecuencia demostrable, puesto que éste reproduce la “transitividad” ya con-
tenida en la “simple ordenacion”.

[N'Z'N] Pég. [211]. Los teoremas A—M de estos pardgrafos son en gran parte teoremas

auxiliares para la demostracién del “teorema de semejanza” N (pag. [215]), en el cual
culmina la teoria elemental de los conjuntos bien ordenados. Sin embargo, aqui se pueden
demostrar o reemplazar los teoremas B-F mas simplemente que en Cantor, por medio de la
anticipacién del teorema auziliar general (procedente del editor): “En ninguna aplicacién
semejante de un conjunto bien ordenado en una de sus partes se aplicard un elemento a
en uno precedente a’ < a. Cf. G. Hessenberg, Grundbegriffe d. Mngl. §33, teorema XX,
asi como Hausdorff, loc. cit., cap. V, §2.)

[N.Z.lS] Pag. [218]. Las férmulas (12) y (13) se obtienen de la definicién (10) de la
diferencia, porque de hecho

(V+a)+(B-a) =7+ (a+f-a)=7+p

y tenemos que
ya+y(B—a)=y(a+pf—-a) =98

[N'Z'lg] Pég. [220], dltimo pdrrafo. Aqui se hace notar de nuevo la falta de una de-
finicién precisa del concepto de conjunto “finito”. En este contexto habria que definir el
conjunto “finito” como un conjunto bien ordenado en el que cada seccién, asi como el
conjunto completo, tiene[n] un dltimo elemento, o como un conjunto ordenado en el que
cada subconjunto contiene tanto un primer como un ultimo elemento. Entonces habria
que mostrar que esta propiedad es independiente de la ordenacién elegida y que cada
tal conjunto sdlo puede ser ordenado segtiin un wunico tipo, que estd determinado por su

numero cardinal Cf. aqui §5 (pdg. [489]) y la nota [N‘Z‘ﬂ,

[N'Z'QO] Pag. [222]. L. 1. El conjunto G es numerable como [en tanto que] reunién de
una cantidad numerable de conjuntos numerables o finitos.

[N'Z'Ql] 8§16, pag. [227]. Para la demostracién del teorema A basta a causa de B del

§12 (pag. [208]) mostrar, que cada subconjunto J de {a} contiene un niimero minimo «’.
Sea ap un nimero de J, que atn no es [no sea] el minimo. Entonces todos los nimeros
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a < ag de J pertenecen a la seccién A, determinada por ao, la cual segin H del §15
es un conjunto bien ordenado del tipo g, y forman por ello también ellos mismos un
conjunto bien ordenado con un elemento minimo o’ que, puesto que o < ap < 3, precede
también a todo elemento 3 de J que en general no pertenezca a Aq,, luego representa en
todo caso en general el elemento minimo de J.

[N'Z'QQ] Pag. [227]. La demostracién del teorema D podria también mds ficilmente

reconducirse al teorema H del §15. Si el conjunto {a} bien ordenado del teorema A fuera
numerable, entonces lo serfa también tras el anadido de [después de anadirle] todos los
ndmeros de la primera clase numérica, y el conjunto bien ordenado S que se produciria
tendria como tipo de orden un nuimero o de la segunda clase numérica, de tal modo que
la seccién correspondiente A, tendria segin H del §15 el mismo tipo de orden o. Luego
todo el conjunto S seria semejante a una de sus secciones, contra B del §13.

[N'Z'QB] §17, pdg. [229] y sigs. Se trata en este pardgrafo de un caso particular simple de

la “forma normal” general desarrollada después en el §19 para los nimeros de la segunda
clase numérica. La diferencia consiste sélo en que los exponentes ag, ai,...del teorema
B del §19 se toman aqui todos como finitos. También el desarrollo de los productos (9)
del §17 procede del teorema G del §19 por medio de la correspondiente particularizacién.
Manifiestamente, el estudio del caso particular ha sido para Cantor decisivo para encontrar
la forma de representacién general.

[N'Z'24] §18, pdg. [231] y sigs. La introduccién de un nuevo concepto de potencia, que
es esencialmente diferente del proporcionado antes para los nimeros cardinales, posibilita
por vez primera una teoria formalmente aritmética de los nimeros ordinales transfinitos,
y ciertamente no sélo en la segunda clase numérica. El método empleado aqui para su
introduccién de la “definicién por induccién transfinita” (Hausdorff, op. cit., cap. V, §3)
se ha convertido desde entonces en modélico para todas las construcciones transfinitas de
este tipo. En particular, la funcién f(&) introducida aqui tiene el cardcter de una “funcién
normal” (Hausdorff, op. cit., pdg. 114), un concepto que posteriormente se ha mostrado
como uno de los mas importantes en toda la teoria de los nimeros ordinales transfinitos.

[N.Z.Qs] Pég. [236]. Aqui se da que a1 < a, porque en caso contrario

a=w"0 +w k1 +a"
> w* (ko + k1) +
> w*(ko+1)

estarfa en contradiccién con el supuesto (2).

[N'Z'%] Pag. [240]. La demostracién del teorema K se apoya en lo esencial en la

univocidad de la representacion del producto G y de la existencia que se sigue de ella
de una “parte comin méxima’ (a la izquierda) de dos ntimeros transfinitos o y 3 en la
forma o = 6o’ y B = §B’. Si para dos nimeros tales o y 8 del primer tipo tenemos que
afl = PBa, entonces se obtiene en primer lugar que el mayor de ellos debe ser divisible
por el menor, o = Ba’. Pero ademds también o’ es “intercambiable” con 8y o < a.
Porque ya que 8 > 1 aqui se da que fa = af > «a. A cada par de ntimeros «, § de la
propiedad considerada le corresponde por lo tanto un par “menor” o, 3 (en el cual el
mayor de ambos nimeros es menor que en el primero) de la misma propiedad, y si el par
menor admite la representacién exigida v*, v”, entonces lo mismo vale para « y 3 mismos.
Ahora bien, si hubiera pares de niimeros transfinitos a, 8 de la propiedad mencionada,
que no pudieran representarse asi, entonces habria entre estos también un minimo (uno
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con el menor a > ) y esto estarfa en contradiccién con lo que se acaba de demostrar.
Por lo tanto, por medio de esta simple consideracion se puede simplificar esencialmente la
demostracién cantoriana.

[N'Z'27] §20, pag. [242]. Los e—numeros no son otra cosa en el modo moderno de
denotacién que los “ndmeros criticos” de la “funcién normal” especial f(§) = wt (cf.
Hausdorff, cap. V, §3), y por ello su teorfa ha sido gufa para toda la teorfa moderna de
las funciones normales, por lo que alcanza una importancia que transciende ampliamente
su significacién original. El desarrollo completo del pensamiento de este parigrafo hasta
el teorema F inclusive puede transferirse sin més a los “nimeros criticos” de cualquier
funcién normal.

El trabajo Fundamentos de una teoria general de variedades [multiplicidades] es
el primero de Cantor sobre la teoria general de conjuntos; los anteriores tenian que
ver con conjuntos numeéricos.

Con anterioridad al trabajo mencionado Cantor establecié lo siguiente

1. En el ano 1874 una demostracion de que el conjunto de los ntimeros reales

no es infinito numerable.

En el ano 1878 una definicién de la equipotencia de dos conjuntos.

3. En el ano 1878 una demostracién de que el conjunto de los niimeros reales
es equipotente al conjunto de los puntos del espacio euclideo n-dimensional,
para n > 2.

N

De ello se deduce que hasta antes de 1883 Cantor disponia de al menos dos
nimeros cardinales infinitos, el de los nimeros naturales y el de los niimeros reales.
Ademas, Cantor carecia de los medios para obtener otros cardinales infinitos. Por
otra parte, al establecer en el ano 1878 la hipdtesis del continuo, i.e., que no hay
ningun subconjunto infinito del conjunto de los nimeros reales cuya cardinalidad
esté estrictamente comprendida entre la de los nimeros naturales y la de los reales,
se puede concluir que, hasta antes del ano 1883, Cantor disponia de inicamente
dos cardinales infinitos.

Cantor, a diferencia, e.g., de Bolzano, supo distinguir entre las propiedades de
los constructos, i.e., los objetos matematicos formados por un conjunto junto con
una estructura sobre tal conjunto, y las propiedades de los conjuntos (despojados de
toda estructura). Por ejemplo, los intervalos |0, 1[ y ]0, 2[, considerados como objetos
geométricos, tienen magnitudes distintas (y a ellos les es aplicable el principio de
que el todo es mayor que la parte), pero, en tanto que conjuntos, tienen el mismo
cardinal (y a ellos no les es aplicable el mismo principio).

En el ano 1882 la concepcién que tenia Cantor del concepto de conjunto era la
siguiente:

Llamo a una variedad (un agregado, un conjunto) de elementos,
que pertenecen a cualquier esfera conceptual, bien—definida, si so-
bre la base de su definicién y como consecuencia del principio logico
del tercio excluso, debe ser reconocido que esté internamente de-
terminado cuando un objeto arbitrario de esta esfera conceptual
pertenece a la variedad o no, y también, cuando dos objetos en el
conjunto, a pesar de las diferencias formales en la manera en la que
estan dados, son iguales o no. En general las diferencias relevantes
no pueden ser hechas en la practica con certeza y exactitud por las
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capacidades o métodos actualmente disponibles. Pero eso carece
de cualquier importancia. Lo tnico importante es la determina-
cién interna a partir de la cual en casos concretos, donde ello es
exigido, una determinacién actual (externa) ha de ser desarrollada
por medio de un perfeccionamiento de los recursos.

Como dice Tait, la tltima parte de la cita anterior es interesante porque refleja
la tension creciente en las matematicas acerca del papel de las propiedades que son
‘indecidibles’, i.e., para las que no tenemos ningin algoritmo para decidir de cual-
quier objeto de la esfera conceptual, si tiene o no la propiedad. Cantor esta diciendo
que la existencia de tal algoritmo es innecesaria en orden a que la propiedad defina
un conjunto.

En el otro extremo de la escala ideolégica estaba Kronecker que sostenia, por una
parte, que la ley del tercio excluso no debia de ser asumida (en toda su generalidad)
y, por otra parte, que s6lo debian ser introducidos en las matemadticas aquellos
objetos que pueden ser finitamente representados y sélo aquellos conceptos para
los que tenemos un algoritmo para decidir si tales conceptos se cumplen o no para
un objeto dado. De modo que Kronecker es ancestro intelectual, por una parte, de
Brouwer, y, por otra, de Baire, Borel, y Lebesgue.
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desigualdad de dos recubrimientos, 10
diferencia conceptual
entre los tipos de orden finito y los
cardinales finitos, aunque se
identifican, 22
entre los tipos de orden transfinitos y
los cardinales transfinitos, 22
doble acto de abstraccién, 3
dos, 13

elemento
fundamental
de un conjunto ordenado
transfinito, 31
inicial, 40
limite
de una sucesion creciente en un
conjunto ordenado transfinito, 31
de una sucesién decreciente en un
conjunto ordenado transfinito, 31
principal
de un conjunto ordenado
transfinito, 31
elementos, 1
enumerador, 24
existencia de un neutro bilateral para la
multiplicacién para los nimeros
ordinales, 47
exponenciacion
de las potencias, 9, 11
en el dominio de la segunda clase
numérica, 58
exponente de la representacién bajo
forma normal de un nimero de la
segunda clase numérica, 63

férmulas fundamentales de célculo
con las potencias que ligan a las
operaciones de exponenciacion,
unién, y multiplicacién, 11, 12
Fontenelle, 24
forma normal de los nimeros
de la segunda clase numérica, 61
fraccién continuada, 67
funcién de recubrimiento, 9

grado de la representacién bajo forma
normal de un nimero de la
segunda clase numérica, 63

grupo de elementos, 38

grupo ordenado, 24



igualdad

de dos recubrimientos, 10
de ntimeros cardinales, 4

imagen intelectual de un conjunto, 3
indistinguibilidad

entre igualdad de cardinales y
equivalencia entre conjuntos, 4
entre igualdad de tipos de orden y
semejanza entre conjuntos

ordenados, 21

a la izquierda de la multiplicaciéon
respecto de la suma para los
numeros ordinales, 47

a la izquierda de la multiplicaciéon
respecto de la suma para los
tipos de orden, 26

de la multiplicacién respecto de la
suma para las potencias, 9

reflexiva

para la equivalencia entre

inmediatamente conjuntos, 4
menor, 54 para la semejanza entre conjuntos
precedente, 13 ordenados, 21
inmediato mayor en rango, 38 transitiva
innumerable, 2224, 28 para la equivalencia entre
intuicion, 1 conjuntos, 4

para la semejanza entre conjuntos
ordenados, 21
unitaria, 19

isomorfismo entre N x Ny N, 17
isomorfismo fundamental
para la operacién conjuntista de
multiplicacién, 9
que liga a las operaciones
conjuntistas de multiplicacién y
unién disjunta, 9
isomorfismos fundamentales
que ligan a las operaciones
conjuntistas de exponenciacién, mayor, 5
unién disjunta, y multiplicacién, 11 entre nimeros cardinales, 5

maximo, 23
minimo, 23
de un conjunto no vacio
de cardinales finitos, 15
ntumero cardinal transfinito Ro, 15

menor, 5

Killing, W., 24 entre nimeros cardinales, 5
mente, 3

limite, 48 minimum, 55

de una una sucesién fundamental de
ntimeros ordinales (Lim, o), 48
linea recta infinita, 20 de dos tipos de orden, 26
ley, 9, _10’. 20, 43 de potencias, 8
asociativa de tipos de orden, 24
para el producto de nimeros multiplicador, 26, 46

ordinales, 47 multiplicando, 26, 46
para la adicién de los tipos de

modo unitario, 19
multiplicacion

orden, 25 numero

para la adicién de potencias, 8 cardinal

para la multiplicacién de los tipos como conjunto determinado, 3
de orden, 26 finito, 12, 13

para la multiplicacién de potencias, transfinito, 15
9 cardinal de un conjunto, 3

para la suma de nimeros ordinales, de la segunda clase numérica, 49
46 de un grupo ordenado, 24

conmutativa del primer tipo, 54

para la adicién de potencias, 8 del segundo tipo, 54

para la multiplicacién de potencias, entero, 23
9 irracional, 33

de cancelacién ordinal, 36, 45
a la izquierda de la multiplicacién de un conjunto bien ordenado, 45
para los nimeros ordinales, 47 finito, 49
de coordinacién, 9 transfinito, 23
de dos conjuntos equivalentes, 4 ordinal sucesor primo, 58, 64
determinada, 19 racional positivo > 0y < 1, 20
distributiva real >0y <1, 33



real algebraico, 29
numero ¢
del primer tipo, 58
del segundo tipo, 58
nimeros
de grado finito, 56
de la forma w*vg +w* vy + - + Yy,
56
Newton, I., 1
numerado, 24

objeto, 1

objeto determinado, 1

objetos bien diferenciados, 1

orden
de los elementos de un conjunto, 3
jerarquico, 20

Pablo de Tarso, 1
parte, 2
pensable, 24
pensamiento, 1, 4
potencia
de la segunda clase numérica, 54
de un conjunto, 3
del continuo lineal, 11
primer principio de generacién de los
numeros de la segunda clase
numérica, 54
primera clase numérica, 49
producto
de numeros ordinales, 46
no conmutativo, en general, 46
proyeccién de un conjunto, 3
punto origen de una recta, 20

raiz, 70
rango
inferior, 20
superior, 20
recubrimiento de un conjunto con otro,
9
representacién de los nimeros reales de
10, 1] en el sistema binario, 11
resto de un conjunto bien ordenado, 40
reunién de conjuntos mutuamente
disjuntos, 2
rigidez de los conjuntos bien ordenados,
23

Schepp, G., 24

seccion, 15
de un conjunto bien ordenado, 40
mayor, 40
menor, 40

seguir inmediatamente, 36

segunda clase numérica, 49

81

segundo principio de generacién de los
nimeros de la segunda clase
numérica, 54
sentido positivo, 20
sistema coherente [conexo] unitario, 49
subconjunto, 2
semejante para una semejanza entre
conjuntos ordenados, 21
substituir, 25
en el pensamiento, 4
substraccién de nimeros ordinales, 47
subsumir una cosa bajo el concepto de
conjunto, 12
sucesion
fundamental, 30
creciente, 30
de nimeros ordinales, 48
decreciente, 30
fundamental contenida en un
conjunto ordenado transfinito, 30
fundamental en un conjunto
ordenado transfinito
de orden superior, 30
de primer orden creciente, 30
de primer orden decreciente, 30
ilimitada, 13
sucesion creciente de los niimeros
cardinales transfinitos, 6
sucesiones
fundamentales
crecientes congéneres, 30
crecientes y decrecientes
congéneres, 31
decrecientes congéneres, 31
fundamentales de nimeros de la
primera o la segunda clase
numérica
congéneres, 50
suma de una infinidad de ndmeros
ordinales, 47
sumador, 25, 46
sumando, 25, 46

teoria de los ntimeros
cardinales actualmente infinitos,
transfinitos, 12
finitos, 12
teorema
de Cantor-Bernstein(-Schroder-
Dedekind),
6
de comparabilidad
para los conjuntos bien ordenados,
44
para los numeros cardinales, 6
para los niimeros ordinales, 45
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de representacién bajo la forma de II. 15. A, 49
producto de los nimeros II. 15. B, 49
de la segunda clase numérica, 64 II. 15. C, 50
de representacién bajo la forma II. 15. E, 51
normal de los niimeros II. 15. F, 51
de la segunda clase numérica, 62 II. 15. G, 52
I. 10. A, 31 II. 15. H, 52
I. 10. B, 31 II. 15. J, 52
I. 10. C, 31 II. 15. K, 53
I. 10. D, 32 II. 16. A, 54
I. 10. E, 32 II. 16. B, 55
I. 10. F, 32 II. 16. C, 55
I. 10. G, 32 II. 16. D, 55
I.2.A6 II. 16. E, 55
I.2.B, 6 II. 16. F, 56
.2.C, 7 II. 18. A, 58
.L2.D,7 II. 18. B, 59
I.L2.E,7 II. 18. C, 59
I.5. A, 13 II. 18. D, 59
I.5.B, 13 II. 18. E, 60
I.5.C, 13 II. 18. F, 60
I.5.D, 13 IT. 19. A, 62
I.5.E, 14 II. 19. B, 63
I. 5. F, 15 II. 19. C, 63
I.5.G, 15 II. 19. D, 64
I.6. A, 16 II. 19. E, 64
I.6. B, 17 II. 19. F, 64
I.6.C, 18 II. 19. G, 64
I.6.D, 18 II. 19. H, 64
I1. 12. A, 38 II. 19. J, 64
II. 12. B, 39 II. 19. K, 64
II. 12. C, 39 II. 20. A, 67
II. 12. D, 39 II. 20. B, 68
II. 12. E, 39 II. 20. C, 68
I1. 13. A, 41 II. 20. D, 68
II. 13. B, 41 II. 20. E, 69
IT1. 13. C, 42 II. 20. F, 69
IT1. 13. D, 42 II. 20. G, 69
I1. 13. E, 42 II. 20. H, 70
I1. 13. F, 42 tipo, 21
II. 13. G, 42 Q) de la segunda clase numérica, 69
I1. 13. H, 42 cerrado, 32
I1. 13. J, 43 de orden, 19
II. 13. K, 43 de la segunda clase numérica, 69
II. 13. L, 43 de un conjunto bien ordenado, 45
II. 13. M, 43 de un conjunto ordenado, 21
II. 13. N, 44 de un conjunto simplemente
II. 13. O, 45 ordenado, 19
I1. 14. A, 45 de un conjunto simplemente
II. 14. B, 45 ordenado finito, 22, 49
II. 14. C, 46 es conjunto ordenado, 21
II. 14. D, 46 finito, 22
II. 14. E, 46 inverso, 23
II. 14. F, 46 tranfinito, 22
IT. 14. G, 47 de orden n, 23, 26
I1. 14. H, 47 pertenece a la clase de tipos [Ro], 27
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de orden 6, 33



denso en si mismo, 32

denso por doquier, 32

perfecto, 32
totalidad numerable, 11
transitividad

de la relacién de inclusién, 3

del orden, 20

para las sucesiones fundamentales

de ser congéneres, 31

unién
de dos conjuntos disjuntos, 8
de dos conjuntos ordenados disjuntos,
25
unidad, 3
pura, 21
uno, 12

Veronese, G., 24
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