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RESUMEN. Enunciamos los axiomas de extensionalidad, del conjunto vacio,
del conjunto par no ordenado, de la unién, del conjunto potencia y el esquema
axiomatico de separacién. A partir de tales axiomas justificamos las defini-
ciones de las nociones y operaciones usuales sobre el universo de conjuntos y
estudiamos las propiedades de tales conceptos y operaciones. Los cuatro axio-
mas restantes de la teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel-Skolem i.e., el
axioma de eleccién, el del conjunto infinito, el de regularidad o fundamenta-
cién y el esquema axiomatico de reemplazo, los presentamos a medida que
sean necesarios para justificar la existencia de ciertos conjuntos y para poder
establecer algunas nociones y construcciones, que sin ellos serian imposibles,
como son las de cardinal y ordinal.
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1. INTRODUCCION.

La teorfa de conjuntos, en un primer momento, se ocupa del estudio de los con-
juntos que se obtienen a partir de los axiomas, considerados como objetos amor-
fos, i.e., desprovistos de cualquier tipo de estructura, mediante diferentes tipos de
morfismos, e.g., relaciones, funciones parciales y funciones. Posteriormente, para
profundizar en el estudio de la naturaleza de los conjuntos, se les dota de diversas
estructuras, siendo las fundamentales las de tipo relacional, algebraico, topolégico
y analitico y se les compara mediante los morfismos adecuados, i.e., aquellos que
preservan las estructuras involucradas.

Una vez estudiadas las operaciones conjuntistas basicas, pasamos a considerar las
relaciones y las funciones, que usaremos para establecer los conceptos de producto
de una familia de conjuntos, igualador de un par de aplicaciones con el mismo
dominio y codominio, producto fibrado de un par de aplicaciones con un codominio
comun y limite proyectivo de un sistema proyectivo de conjuntos; asi como los
conceptos duales de coproducto de una familia de conjuntos, coigualador de un par
de aplicaciones con el mismo dominio y codominio, suma amalgamada de un par
de aplicaciones con un dominio comun y limite inductivo de un sistema inductivo
de conjuntos.

Siguiendo los principios categoriales, demostramos la existencia del exponen-
cial de dos conjuntos, caracterizado por una cierta propiedad universal, debida a
Schonfinkel y Curry, que sirve, entre otras cosas, para poner de manifiesto que el
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concepto de funcién de dos o més variables, puede ser reducido al de funcién de una
sola variable. Por otra parte, demostramos que el conjunto 2 es un clasificador de
subconjuntos, i.e., que los subconjuntos de un conjunto estdn en correspondencia
biunivoca con las aplicaciones desde tal conjunto hasta el 2 y ello sujeto a cumplir
una cierta propiedad universal.

La existencia de los conjuntos infinitos, razén de ser de la teoria de conjuntos
de Cantor, la obtendremos una vez introduzcamos el axioma del conjunto infinito.
De hecho, demostraremos, a partir de tal axioma, la existencia de un algebra de
Dedekind-Peano, para las que obtendremos el principio de la definicién por recur-
sién finita, a partir del cual demostraremos que las dlgebras de Dedekind-Peano son
esencialmente Unicas, y que otros principios de definicién por recursién méas comple-
jos, se pueden obtener a partir del mismo. Ademas, demostraremos que el conjunto
subyacente del algebra Dedekind-Peano, que serd el conjunto de los niimeros na-
turales, estd dotado de una buena ordenacién, y que tal ordenacién es compatible
con las operaciones aritméticas usuales, definidas por recursion, sobre el conjunto
de los nimeros naturales.

Por ser fundamental para la teoria de conjuntos y teorias afines, continuaremos
con el estudio de los conjuntos bien ordenados en general, asi como de los morfismos
entre los mismos. Una vez llevada a cabo tal tarea, demostraremos, siguiendo a
Cantor, que el universo de discurso WO, formado por los conjuntos bien ordenados
y los morfismos entre ellos, tiene un esqueleto, i.e., hay una clase de conjuntos bien
ordenados ON, la clase de los ordinales, que tiene las siguientes propiedades:

» V(o €a), (B,€5) € ON ((, €a) = (B, €5) = (v, €a) = (B, €p))-
» VA € WO3(a,€,) € ON (A = (a, €q) ).

Finalizaremos enunciando el esquema axiomdtico de reemplazo, en la versiéon de
Skolem, seguin el cual la imagen directa de un conjunto bajo una condicién funcional
es un conjunto, que nos permitird, no sélo asegurar la existencia de ciertos conjuntos,
sino también establecer un principio de la definicién por recursién transfinita, que
generalizard al principio de la definicién por recursion finita y, en definitiva, definir
los niimeros ordinales y por lo tanto los cardinales.

2. AXIOMAS DE LA TEORIA DE CONJUNTOS DE ZERMELO-FRAENKEL-SKOLEM.

Una variedad (una totalidad, un conjunto) de elementos pertenecientes
a cualquier esfera conceptual se dice “bien definida’si sobre la base de
su definicién y como consecuencia del principio légico del tercio excluso,
puede ser considerado como internamente determinado, por una parte,
si cualquier objeto perteneciente a esta esfera conceptual pertenece o no
como elemento a dicha variedad y, por otra, si dos objetos pertenecientes
al agregado son o no iguales entre si, aparte de las diferencias formales
en la manera en la que estén dados.

G. Cantor.

Entendemos por “conjunto” cualquier agrupacién en un todo M de deter-
minados objetos bien diferenciados m de nuestra intuicién o de nuestro
pensamiento (llamados “elementos”de M).

G. Cantor.

Set theory is that branch of mathematics whose task is to investigate
mathematically the fundamental notions “number”, “order”, and “fun-
ction”, taking them in their pristine, simple form, and to develop thereby
the logical foundations of all of arithmetic and analysis; thus it constitu-
tes an indispensable component of the science of mathematics ... Under
such circumstances there is at this point nothing left for us to do but
to proceed in the opposite direction [from that of the General Com-
prehension Principle] and, starting from set theory as it is historically
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given, to seek out the principles required for stablishing the foundations
of this mathematical discipline. In solving the problem we must, on the
one hand, restrict these principles sufficiently to exclude all contradic-
tions and, on the other, take them sufficiently wide to retain all that is
valuable in this theory.

E. Zermelo.

En esta seccién enunciamos los axiomas de extensionalidad, del conjunto vacio,
del conjunto par no ordenado, de la unién, del conjunto potencia y el esquema
axiomadtico de separacién. A partir de tales axiomas justificamos las definiciones
de las operaciones usuales sobre el universo de conjuntos y estudiamos las propie-
dades de tales operaciones. Los cuatro axiomas restantes de la teoria de conjuntos
de Zermelo-Fraenkel-Skolem i.e., el axioma de eleccién, el del conjunto infinito, el
de regularidad o fundamentacién y el esquema axiomatico de reemplazo, los expli-
citaremos en secciones posteriores, a medida que sean necesarios para justificar la
existencia de ciertos conjuntos y para poder establecer algunas nociones y cons-
trucciones, que sin ellos serian imposibles o extremadamente dificultosas.

2.1. El axioma de extensionalidad. El primero de los axiomas que enuncia-
mos, el axioma de extensionalidad, afirma, esencialmente, que un conjunto esté univo-
camente determinado por sus miembros.

Axioma de extensionalidad. Una condicion suficiente para que dos conjuntos
coincidan es que tengan los mismos miembros:

VX, Y(Vz(z€ X 2z€Y )= X=Y).

El reciproco del axioma anterior i.e., que si dos conjuntos coinciden, entonces
tienen los mismos miembros, que no es méas que un caso particular de la ley de
Leibniz de la identidad de los indiscernibles, es deducible en la légica de predicados
de primer orden con igualdad; por consiguiente, una condicién necesaria y suficiente
para que dos conjuntos coincidan es que tengan los mismos miembros. De donde
podemos concluir, por una parte, que el concepto de conjunto es independiente del
orden de sus miembros y, por otra, que en un conjunto sus miembros, de tenerlos,
no ocurren repetidos.

2.2. El axioma del conjunto vacio.
Axioma del conjunto vacio. Hay un conjunto sin miembros:
IXVy(ye X < y#y).

Ejercicio 2.2.1. Demuéstrese que el axioma del conjunto vacio puede enunciarse
alternativa, pero equivalentemente, como:

IXVy(y g X).

Proposicion 2.2.2. Hay un dnico conjunto sin miembros. Denominamos a tal
conjunto el conjunto vacio y lo denotamos por <.

Demostracion. En virtud del axioma del conjunto vacio, hay al menos un conjunto
sin miembros. Por otra parte, si X’ fuera otro conjunto tal que, para cada y, y € X’
precisamente si y # y, entonces, por el axioma de extensionalidad, X' = X. O

2.3. El axioma del conjunto par no ordenado.

Axioma del conjunto par no ordenado. Dados dos conjuntos x e y, hay un
conjunto cuyos miembros son exactamente x e y :

Ve,ydZVt(te Z + (t=xzVit=y)).



6 JUAN CLIMENT

Proposiciéon 2.3.1. Sean x e y dos conjuntos. Entonces hay un unico conjunto
cuyos miembros son exactamente x e y. Denominamos a tal conjunto el conjunto
par no ordenado determinado por x ey y lo denotamos por {z,y}

Demostracion. Dados dos conjuntos x e y, en virtud del axioma del conjunto par
no ordenado, hay al menos un conjunto Z que consta de x e y. Por otra parte, si
Z' fuera otro conjunto tal que, para cada t, t € Z’' precisamente si t =z o t = y,
entonces, por el axioma de extensionalidad, Z = Z’.

O

Corolario 2.3.2. Sea x un conjunto. Entonces hay un dnico conjunto cuyo unico
miembro es exactamente x. Denominamos a tal conjunto (siguiendo la terminologia
categorial) el conjunto terminal o final determinado por x y lo denotamos por {x}.

Ejercicio 2.3.3. Sean z, y, ' e y’ cuatro conjuntos. Demuéstrese que una condicién
necesaria y suficiente para que {z,y} = {z/,y'} esque (z =2’ ey =y’ ) o (z =
yey=a).

Los axiomas hasta ahora enunciados, sélo nos permiten obtener conjuntos con a
lo sumo dos miembros distintos. Es por ello por lo que son necesarios otros axiomas
que nos aseguren, condicional o incondicionalmente, la existencia de otros conjuntos
que puedan tener, eventualmente, mas de dos conjuntos distintos como miembros.
Dirigido a ese objetivo se encamina el proximo axioma.

2.4. El axioma del conjunto unién.

Axioma del conjunto unién. Dado un conjunto X, hay otro conjunto cuyos
miembros son exactamente los miembros de los miembros de X :

VXAV VE(teY < IX (te XAX € X)).

Proposicion 2.4.1. Sea X un conjunto. Entonces hay un unico conjunto cuyos
miembros son eractamente los miembros de los miembros de X. Denominamos a
tal conjunto el conjunto unién de X' y lo denotamos por |J X o por Uxcr X.

Demostracion. Dado un conjunto X', en virtud del axioma del conjunto unioén,
hay al menos un conjunto Y al cual pertenecen precisamente los miembros de los
miembros de X. Por otra parte, si Y’ fuera otro conjunto que tuviera la misma
propiedad que tiene Y, entonces, por el axioma de extensionalidad, Y =Y. U

Asi pues, para un conjunto X tenemos que
UrX ={t|3X(te XAXeX)}.

Proposicion 2.4.2. Sean X e Y dos conjuntos. Entonces hay un dnico conjunto
cuyos miembros son exactamente aquellos conjuntos que pertenecen a X o a Y.
Denominamos a tal conjunto la unién (binaria) de X e Y y lo denotamos por
XUY.

Demostracion. Sean X e Y dos conjuntos. Entonces, en virtud del axioma del
conjunto par no ordenado, existe el conjunto {X,Y} y ahora, en virtud del axioma
del conjunto unién, existe | J{X,Y}. Pero, los miembros de ese tltimo conjunto son
precisamente los conjuntos que pertenecen a X o a Y i.e., en definitiva a XUY. O

De modo que, para dos conjuntos X e Y tenemos que
XuY={t|teXVvteY}.

Proposicion 2.4.3.

1. Sean x, y y z tres conjuntos, entonces hay un unico conjunto del cual son
miembros exactamente x, y y z. Denotamos a tal conjunto por {x,y,z}.
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2. Sean X, Y y Z tres conjuntos, entonces hay un unico conjunto del cual son
miembros exactamente aquellos conjuntos que pertenezcan a alguno de los
conjuntos dados. Denotamos a tal conjunto por X UY U Z.

3. Para cada numero natural n, no nulo, y cualesquiera n conjuntos g, . ..,Tp—1,
hay un dnico conjunto, denotado por {xg,...,Tn_1}, tal que
Vae(x € {xo,...,Tna1t < (z=29 V...V =2y_1)).
4. Para cada nimero natural n, no nulo, y cualesquiera n conjuntos Xo, ..., Xp_1,

hay un dnico conjunto denotado por Xo U ---U X,,_1, tal que
Ve(r e XoU---UXp 1 (zeXgV...Vz e X,—1)).

Demostracion. Dados los conjuntos x, y y z, obtenemos, por el axioma del conjunto
par no ordenado, los conjuntos {z,y} y {2} y a partir de ellos, otra vez, en virtud
del axioma del conjunto par no ordenado, el conjunto {{z,y},{z}}, por tltimo,
mediante el axioma del conjunto unién, obtenemos el conjunto |J{{z,y},{z}}, que
es el conjunto {z,y, z}.
Para la segunda parte de la proposicién es suficiente considerar (J{X,Y, Z}.

La tltima parte se demuestra usando el principio de la demostracion por induc-
cion (finita) de J. Bernoulli-Pascal O

Parece ser que Levi Ben Gerson fue el primero en hacer uso explicito del principio
de la demostracion por induccién finita en su libro El trabajo del calculador, escrito
en el 1321. Le siguieron, en este uso, F. Maurolico en el 1575, con ocasién de su
libro Arithmetica, B. Pascal en el 1655, en el Traité du triangle arithmétique y J.
Bernoulli, con ocasién de la critica que hizo de Wallis, por el uso que este tltimo
autor hacia del proceso de induccion incompleta. Ademds, la expresion induccion
matemdtica fue usada por primera vez por A. de Morgan en el 1838 y el principio
como tal fue establecido por G. Peano en su axiomatizacién de la aritmética en el
1889. A esto cabe anadir que P. de Fermat hizo uso en alguna de sus demostraciones
del llamado principio del descenso indefinido, sobre el que volveremos al considerar
el axioma de regularidad, que es equivalente al principio de la demostraciéon por
induccion finita, aunque Lusin, en un trabajo de 1934 sobre los conjuntos medibles,
advierte que es dificil decidir sobre la equivalencia entre ambos principios.

A continuacién definimos la relacién binaria de inclusién entre conjuntos, con
el fin de abreviar el enunciado del axioma del conjunto potencia. Pero no sdélo
por eso definimos la relacién de inclusion, sino porque mas adelante estudiaremos
las propiedades de tal relacién, que ademds resultara ser, cuando se estudien los
conjuntos ordenados en una seccién posterior, el modelo de las relaciones de orden
sobre los conjuntos.

Definicién 2.4.4. Sean X e Y dos conjuntos. Decimos que X estd incluido en Y,
o que es un subconjunto o parte de Y, y lo denotamos por X C Y| si para cada z, si
z € X, entonces z € Y. Ademds, decimos que X estd estrictamente incluido en Y,
0 que es un subconjunto estricto o parte estricta de Y, y lo denotamos por X C Y,
si X CY pero X #Y.

2.5. El axioma del conjunto potencia.

Axioma del conjunto potencia. Dado un conjunto X, hay otro conjunto cuyos
miembros son exactamente los subconjuntos de X :

VXIYVT(T €Y T C X).

Proposiciéon 2.5.1. Sea X un conjunto. Entonces hay un unico conjunto cuyos
miembros son precisamente los subconjuntos de X. Denominamos a tal conjunto
el conjunto potencia o el conjunto de los subconjuntos de X y lo denotamos por
Sub(X).
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Demostracion. Dado un conjunto X, en virtud del axioma del conjunto potencia,
hay al menos un conjunto ) que consta de los subconjuntos de X. Por otra parte,
si V' fuera otro conjunto que tuviera la misma propiedad que tiene ), entonces,
por el axioma de extensionalidad, ) = ),

O

Asi pues, para un conjunto X tenemos que
Sub(X)={T|TCX}.

Debemos observar que en el conjunto Sub(X) estdn absolutamente todos los sub-
conjuntos de X, sean o no definibles mediante férmulas, con o sin parametros, de
ZFSk.

Antes de pasar a formular el préximo axioma, que es realmente una familia de
axiomas, parametrizados por las férmulas de la teoria de conjuntos, conviene recor-
dar que Frege, que fue coetaneo de Cantor, sostuvo el principio de comprehension,
segun el cual cada férmula de la teoria de conjuntos ¢, con al menos una variable
libre, determina univocamente un conjunto, su extensidn, denotado por {z | ¢ }, y
tal conjunto consta de todos los conjuntos x que cumplen la condicién ¢ (aunque,
para Frege, “extension de un concepto” y “conjunto” no son sinénimos. Recorde-
mos que, cldsicamente, los conceptos tienen una “extensién” y una “intensién”. La
extensién de un concepto esta formada por todos los objetos que caen bajo el con-
cepto, mientras que su intensién consta de todas las propiedades que son comunes a
todos los objetos que caen bajo el concepto). Pero, Russell y Zermelo demostraron
que algunas férmulas no determinan conjunto alguno. Concretamente, tanto Rus-
sell como Zermelo, demostraron que, para la férmula = € x, no existe el conjunto
R={z|z &z} A estoseleda el nombre de paradoja de Russell.

Teorema 2.5.2 (Russell). No existe el conjunto del cual sean miembros precisa-
mente aquellos conjuntos que no se pertenezcan a si mismos, i.e., no existe

R={z|z&ua}.
Demostracion. Si existiera R, entonces R € R siy s6losi R € R, lo cual es absurdo.
Por consiguiente no existe tal conjunto. U

El hecho, demostrado por Russell y Zermelo, de que algunas férmulas de la teoria
de conjuntos no determinen conjuntos, tuvo como efecto inmediato la destruccién
fulminante del programa logicista de Frege, de la fundamentacién de la aritmética
en una amalgama de 16gica de predicados de orden superior (en la que se admite
la cuantificacién de relaciones, funciones, . ..) y principios conjuntistas, consistente
en reducir el concepto de ntimero natural a conceptos légicos.

Ese programa de fundamentacién fue el sucesor inmediato del programa de arit-
metizacion del andlisis matematico, iniciado por Cauchy y Bolzano y continuado
por Weierstrass, Dedekind, Cantor y Meray, entre otros, y tal programa de arit-
metizacion consistid, esencialmente, en construir los nimeros reales a partir de los
numeros racionales, para entonces poder definir correctamente los procesos de paso
al limite, caracteristicos del andlisis matematico.

A diferencia de otras paradojas conjuntistas, como e.g., la de Cantor, del conjunto
de todos los cardinales, o la de Burali-Forti, del conjunto de todos los ordinales,
en las que intervienen nociones sofisticadas de la teoria de conjuntos; la paradoja
de Russell es notable, entre otras razones, porque estd formulada en funcién de
términos bésicos, como son los de conjunto, pertenencia y negacién y es obtenida
mediante un procedimiento natural, el de comprehensién.

La paradoja de Russell, junto, sobre todo, a la critica que de la primera demos-
traciéon del teorema de la buena ordenabilidad de los conjuntos de Zermelo, hicieron
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los matematicos franceses Baire, Borel y Lebesgue, indujeron a Zermelo a proponer
un sistema axiomético para la teoria de conjuntos de Cantor que, por una parte,
fuera lo suficientemente restrictivo, como para evitar la reproduccion, en el mismo,
de las conocidas paradojas conjuntistas y, por otra, fuera lo suficientemente poten-
te, como para preservar los resultados fundamentales obtenidos por Cantor y otros,
demostrandolos a partir de principios explicitos, y anadir otros resultados nuevos,
aunque, como demostraron Fraenkel y Skolem, el sistema axiomatico de Zermelo no
tenfa la suficiente potencia como para demostrar la existencia de ciertos conjuntos
e.g., el conjunto { Sub™(N) | n € N}, y por ello, estos dos matemdticos tuvieron
que anadir el esquema axiomatico de reemplazo.

El principio limitativo mediante el cual, Zermelo, consiguié, aparentemente, eli-
minar las paradojas conjuntistas fue el esquema axiomatico de separacion, que le
permitia, a partir de un conjunto ya dado y de una proposiciéon bien definida, se-
parar del conjunto la parte formada por todo aquello que cumpliera la proposicion
bien definida en cuestién. Pero la formulacién que de él dié Zermelo fue insatisfac-
toria, debido a que estaba basada en el concepto informal de definite Eigenschaft.
Recordemos que segin Zermelo:

Una cuestién o afirmacién E, se dice que esta bien definida si las rela-
ciones fundamentales del dominio (i.e., las de la forma a € b), en virtud
de los axiomas y de las leyes légicas universalmente vélidas, determi-
nan sin arbitrariedad su validez o invalidez. Asimismo, una “funcién
proposicional” E(x), en la que el término variable z tiene como domi-
nio de variacién una clase K, se dice que estd bien definida si estd bien
definida para cada uno de los individuos de la clase K.

Posteriormente, el esquema axiomatico de separacion fue correctamente enun-
ciado por parte de Fraenkel y Skolem, independientemente uno de otro, y, por lo
que respecta a Skolem, haciendo uso de la légica de predicados de primer orden con
igualdad, como afirmando que, dada una férmula de la teoria de conjuntos ¢, con
al menos una variable libre, y un conjunto A, existe el subconjunto de A formado
por los miembros de A que cumplen la condicién .

2.6. El esquema axiomatico de separacion.

Esquema axiomético de separacién. Si la formula ¢(x,t),)) es tal que sus
variables libres son x, tg,. .., tn_1 y en ella no ocurre B, entonces, para cualesquiera
conjuntos tg,. .., th—1 y A, existe un conjunto B cuyos miembros son exactamente
aquéllos conjuntos x € A tales que p(x,tg,. .., th—1):

Vtg, ..y tn_1 VAIBYz (2 € B+ (x € ANp(x,to, ... th-1))).

La restricciéon impuesta a B, en el enunciado del esquema axiomatico de se-
paracién, de que no ocurra en la férmula ¢(x,tg,...,t,—1), elimina las definicio-
nes auto-referenciales de los conjuntos. Asi, e.g., si la formula ¢ fuera = ¢ B,
entonces la existencia de un conjunto no vacio A entraria en contradiccién con
dBVz(z € B+ (x € ANz € B)), ya que entonces x € B si y sblo si « € B, por
cumplirse que = € A.

Proposicién 2.6.1. Sea p(z,to,...,ty—1) una férmula cuyas variables libres sean
z, to, .., th—1 Yy en la que no ocurra B. Entonces para cualesquiera conjuntos
to,. .-, th_1 y A, existe un unico conjunto B cuyos miembros son precisamente
aquellos conjuntos x € A tales que p(x,to, ... ,tn—1). Denotamos a tal conjunto por
{1’ cA ‘ (p(fﬁ,to,...,tn_l)}.

Demostracion. Sea ¢(x,tg,...,t,—1) una férmula cuyas variables libres sean z,
to,-.., tn—1 y en la que no ocurra B . Entonces, por el esquema axiomatico de
separacion, dados los conjuntos tg,. .., t,—1 y A, hay al menos un conjunto B cuyos
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miembros son precisamente aquellos conjuntos x € A tales que ¢(z,tg,...,th—1).
Por otra parte, si B’ fuera otro conjunto que tuviera la misma propiedad que tiene
B, i.e., si B’ no ocurriera en ¢(x,tg,...,t,—1) y si para cada z se cumpliera que
x € B’ cuando y sé6lo cuando x € Ay o(z,tg,...,t,—1), entonces se cumpliria que,
para cada z, x € B s y sélo si x € B’, luego, por el axioma de extensionalidad,
B=D"H. O

Cuando la férmula ¢ sea x € x, lo que obtenemos es que, para cada conjunto A,
hay un unico conjunto R(A) tal que, para cada z, ¢ € R(A)siysélosiz € Ay
x ¢ x; y lo que ocurre entonces es que R(A) € Sub(A4) y R(A) ¢ A, como pone de
manifiesto la siguiente proposicion.

Proposicién 2.6.2. Para cada conjunto A, existe un conjunto R(A) tal que R(A) €
Sub(A) pero R(A) & A.

Demostracion. Sea R(A) ={xz € A|x ¢ x }. Entonces R(A), por definicién, es un
subconjunto de A, luego miembro de Sub(A). Pero, R(A) ¢ A, porque si ocurriera
que R(A) € A, entonces, ya que R(A) € R(A) siysélosi R(A) € Ay R(A) ¢ R(A),
obtendriamos que R(A) € R(A) siy sélo si R(A) € R(A), lo cual es absurdo. Por
lo tanto R(A) & A. O

Cuando en una seccién posterior enunciemos el axioma de regularidad, demos-
traremos que de hecho, para cada conjunto A, R(A) = A.

A diferencia de lo que ocurre con el conjunto vacio, que es el minimo respecto de
la inclusion, no hay ningtin conjunto que sea méximo respecto de la inclusiéon como
pone de manifiesto el siguiente

Corolario 2.6.3. Para cada conjunto A, hay un conjunto B tal que A C B. Por
consiguiente no hay ningun conjunto mdzximo respecto de la inclusion.

Demostracion. Dado un conjunto A, es suficiente considerar B = AU {R(A)}, o
cuando dispongamos del axioma de regularidad A U {A}.
O

Ejercicio 2.6.4. Demuéstrese que suponiendo la existencia de al menos un con-
junto, entonces existe el conjunto vacio.

Teorema 2.6.5 (Cantor). No existe el conjunto del cual sean miembros precisa-
mente todos los conjuntos. Por consiguiente no hay ningun conjunto que sea mdxrimo
respecto de la pertenencia.

Demostracion. Si existiera el conjunto de todos los conjuntos, i.e., el conjunto
V = {x | ¢ = x}, entonces deberfa existir, en virtud del esquema axiomé&tico
de separacién, el conjunto R(V) = {z € V | x &€ x }, que es precisamente el con-
junto R ={z |z & x }, pero tal conjunto no existe, por el Teorema 2.5.2, luego no
existe el conjunto de todos los conjuntos.

O

2.7. Algunas operaciones conjuntistas derivadas.

Proposicién 2.7.1. Sea X un conjunto no vacio. Entonces hay un unico conjunto
cuyos miembros son precisamente aquellos conjuntos que pertenecen a todos y cada
uno de los miembros de X. A tal conjunto lo denominamos el conjunto interseccion
de X y lo denotamos por (Y X o por (\xcr X.

Demostracion. Dado un conjunto no vacio X, sea X € X, arbitrario pero fijo.
Entonces, en virtud del esquema axioméatico de separacién, obtenemos el conjunto
{te X |VY (Y eX =tecY)}, que es precisamente [y X. O
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Asi pues, para un conjunto no vacio X, tenemos que
NX={t|vX(XeX —-teX)}

Ademas, no definimos la interseccién del conjunto vacio, porque tal conjunto deberia
ser el conjunto formado por todos los conjuntos ¢ tales que para cada X, si X € &,
entonces t € X, i.e., seria el conjunto de todos los conjuntos, ya que el antecedente
del condicional es falso, pero tal conjunto, por 2.6.5, no existe. Otro modo de
justificar que no existe (@ es el siguiente. Si existiera (|, entonces, ya que,
para cada conjunto X, se cumple que @ C X, tendriamos, en particular que, para
cada conjunto X, se cumple que @ C {X}. Por lo tanto, para cada conjunto X,
N{X} =X C (2. Ahora bien, no hay ningin conjunto que contenga a cualquier
conjunto, ya que, para cada conjunto A, existe un conjunto B, e.g., B = AU{R(A)},
siendo R(A) ={z € A|z ¢ z}, tal que A C B.

Proposicion 2.7.2. Sean X e Y dos conjuntos. Entonces hay un unico conjunto
cuyos miembros son precisamente aquellos conjuntos que pertenecen a X e Y. A
tal conjunto lo denominamos la interseccién (binaria) de X e Y y lo denotamos
por X NY.

Demostracion. Sean X e Y dos conjuntos. Entonces, por el axioma del conjunto par
no ordenado, obtenemos el conjunto {X,Y} y, por la Proposicién 2.7.1, el conjunto
xXny. O

De manera que, para dos conjuntos X e Y, tenemos que
XNY={t|teXANteY}.

Definicién 2.7.3. Dos conjuntos X e Y son disjuntos, y lo denotamos por X 1 Y,
si XNY = &. Ademds, decimos que un conjunto X es un conjunto de conjuntos dos
a dos disjuntos si, para cada Y, Z € X, si Y # Z, entonces Y y Z son disjuntos.

Proposicion 2.7.4. Sean X,Y y Z tres conjuntos, entonces hay un uinico conjunto
del cual son miembros exactamente aquellos conjuntos que pertenezcan a todos y
cada uno de los conjuntos dados. A tal conjunto lo denotamos por X NY N Z.

Demostracion. Es suficiente considerar (1{X,Y, Z}. O

Proposiciéon 2.7.5. Sean X e Y dos conjuntos. Entonces hay un dnico conjunto
cuyos miembros son precisamente aquellos conjuntos que pertenecen a X y no per-
tenecen a Y. A tal conjunto lo denominamos la diferencia o la diferencia relativa

deY en X y lo denotamos por X =Y, o por X \Y.

Demostracion. Dados dos conjuntos X e Y, es suficiente, en virtud del esquema
axiomético de separacién, que consideremos el conjunto {t € X |t € Y }. (]

Debemos observar que en la proposicién anterior los conjuntos X e Y son arbi-
trarios, en particular, no se exige que Y C X.

Proposiciéon 2.7.6. Para cualquier conjunto X, se cumple que no existe el con-
junto que consta precisamente de todos los conjuntos que no pertenecen a X, i.e.,
no existe el complementario absoluto de X.

Demostracion. Sea X un conjunto y supongamos que exista el conjunto

{t|tg X}

Entonces, por el axioma del conjunto unién, existiria el conjunto X U {¢ |t & X },
pero tal conjunto seria el conjunto de todos los conjuntos que, por el Teorema 2.6.5,
no existe. Por consiguiente no existe el complementario absoluto de X. U
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No obstante, ya que en muchas ocasiones se toma un conjunto X, arbitrario,
pero fijo, como universo de discurso y en el se llevan a cabo ciertas construcciones,
conviene considerar, en particular, la nocién de complementario relativo en X.

Proposicion 2.7.7. Dado un conjunto X, considerado como universo de discurso
local, y para un subconjunto Y de X, existe el conjunto de todos los conjuntos que
pertenecen a X pero que no pertenecen a 'Y, i.e., existe el complementario relativo
deY en X, al que denotamos por CxY .

Demostracion. Esta Proposicién es el caso particular de la Proposicién 2.7.5, cuan-
do el conjunto Y, en lugar de ser arbitrario, es un subconjunto de X. O

Para un conjunto X y un subconjunto Y de X se cumple que CxY es la unién

de todos los subconjuntos Z de X que son disjuntos de Y, i.e., CxY = J zcx 4,
YNZ=2

i.e., CxY es el maximo subconjunto de X disjunto de Y. También se cumple que

CxY es la interseccién de todos los subconjuntos Z de X que son suplementarios

deY,ie.,CxY = N zcx Z,ie., CxY es el minimo subconjunto de X suplemen-
YUZ=X
tario de Y. Todo esto significa, por una parte, que la formacién del complementario

relativo es definible en términos de otras operaciones conjuntistas, la unién y la in-
terseccion, y, por otra, que la primera ecuacién estd intimamente ligada al principio
de contradiccién, mientras que la segunda lo estd al principio del tercio excluso.
Naturalmente estas consideraciones se pueden extrapolar a otros dmbitos, con las
correcciones adecuadas, p.ej., a la légica, considerando el complemento l6gico de
un sistema deductivo en una légica abstracta, o a la topologia, considerando la
clausura de una parte de un espacio topoldgico.

Proposicion 2.7.8. Sean X e Y dos conjuntos. Entonces hay un unico conjunto,
al que denotamos por X &Y y denominamos la diferencia simétrica de X e Y, que
consta precisamente de los conjuntos que pertenecen a X pero no a 'Y, junto con
los conjuntos que pertenecen a'Y pero no a X.

Demostracion. Dados X e Y, es suficiente que consideremos (X —Y)U(Y - X). O

Haciendo uso de los conceptos de clase y de diferencia simétrica, podemos refor-
mular el axioma de extensionalidad como:

» Axioma de extensionalidad. Si denotamos por V? la clase de todos los
pares de conjuntos (X,Y), entonces de V2 en V tenemos, entre otras, a las
dos transformaciones @& y kg, la primera asigna al par (X,Y) el conjunto
X @Y y la segunda le asigna @. Entonces, el axioma de extensionalidad
afirma que el igualador de ® y kg, denotado por Eq(®, k) y definido como
la clase Eq(®,kg) = {(X,)Y) | X ®Y = &}, estd incluido en Ay, siendo
Ay, la diagonal de V?, ie., la clase { (X,Y) | X =Y }.

Ahora consideramos algunas de las relaciones mas relevantes que subsisten entre
el operador de formacion del conjunto de las partes de un conjunto dado y los
restantes operadores hasta ahora introducidos.

Proposicién 2.7.9.
1. @, A € Sub(4).
Sub(@) = {@}.
A C B, siy sélo si Sub(A) C Sub(B).
Sub(A N B) = Sub(4) N Sub(B).
Sub(A) U Sub(B) C Sub(AU B).
Sub(A) USub(B) = Sub(AU B) si y sélo si AC B o B C A.

S LU D

Demostracion. O
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Ejercicio 2.7.10. Demuéstrese que para cualesquiera conjuntos A y B se cumple
que:

1. Sub(A — B) — {@} C Sub(A) — Sub(B).

2. (Sub(A — B) — {@}) U (Sub(B — A) — {@}) C Sub(A) @ Sub(B).

Definimos a continuacién una operacién binaria, el condicional, sobre los sub-
conjuntos de un conjunto.

Definicién 2.7.11. Sea A un conjunto y X e Y dos subconjuntos de A. Entonces
denotamos por X = Y el subconjunto de A definido como:

X =Y =(CaX)uy,

y lo denominamos el condicional de X e Y. Ademds, denotamos por X < Y el
subconjunto de A definido como:

XeY =0 XuY)nCaYuXx),
y lo denominamos el bicondicional de X e Y.

Ejercicio 2.7.12. Sea A un conjunto y X e Y dos subconjuntos de A. Demuéstrese
que X =Y es el mdximo subconjunto de A tal que XN (X =Y)CY

2.8. Propiedades de la relacién de inclusién. A continuacién, enunciamos
las propiedades fundamentales de la relacion de inclusién entre conjuntos. Tales pro-
piedades establecen, esencialmente, que el universo de los conjuntos estd ordenado,
bajo la relacién de inclusion, que no es una cadena i.e., que hay pares de conjuntos
incomparables respecto de la inclusion, y que el conjunto vacio es el minimo de tal
universo. Ademads, por el Corolario 2.6.3, el universo de los conjuntos no tiene un
maximo, respecto de la relacién de inclusién.

Proposicion 2.8.1.

1. gC A (T es el minimo para la inclusion).

ACA  (Reflexividad).

SiAC B yBCA, entonces A= B  (Antisimetria).

Si AC By BCC, entonces ACC  (Transitividad).

Hay dos conjuntos incomparables respecto de la relacion de inclusion, i.e.,
hay dos conjuntos A y B tales que ni AC B, ni BC A (No conectividad).

A

Demostracion. Para la dltima parte es suficiente considerar, p. €j., los conjuntos

{2}y {{2}}. O
Ejercicio 2.8.2. Demuéstrese que si A C &, entonces A = &.

Proposicion 2.8.3.
1. A¢ A (Irreflexzividad).

2. SiACByBCC, entonces AC C.
3. SiACByBCC, entonces A C C.
4. SiAC B yBCC, entonces AC C  (Transitividad).
5. Si A C B, entonces B¢ A (Asimetria).
Demostracion. O

Ejercicio 2.8.4. Sean A y B dos conjuntos. Demuéstrese que:
1. 3 C Asiysblosi A+#@.
2. A¢g @.
3. Si A C B, entonces B ¢ A.
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3. PROPIEDADES DE LAS OPERACIONES BOOLEANAS.

En esta seccién estudiamos algunas de las propiedades de las operaciones Boo-
leanas, concretamente de la unién, unién binaria, interseccion, interseccién binaria,
diferencia, diferencia simétrica y la complementacién. Postponemos el tratamien-
to de otras propiedades de las operaciones anteriores hasta la introduccién, en la
préxima seccién, de la nocién de funcién.

3.1. Propiedades de la unién. De entre las propiedades de la unién que enun-
ciamos en la proposiciéon que sigue, son especialmente importantes las dos ultimas,
debido a que establecen que la unién de un conjunto es el minimo conjunto que
contiene a cada uno de los conjuntos que le pertenecen o, lo que es equivalente,
es el extremo superior, respecto de la inclusién, de los conjuntos del conjunto en
cuestion.

Proposicion 3.1.1.

1. ACAUByBC AUB.

2. STACX yBCX, entonces AUB C X.

3. Uz =2.

4. | J{a} ==.

5. Si A C B, entonces  JACUB  (Isotonia).

6. UAUB) = (UA)UUB).

7. UAnB) < (UA)NWUB).

8. St A€ A, entonces A C|JA.

9. Si B es tal que, para cada A € A, A C B, entonces | JA C B.
Demostracion. [l

Ejercicio 3.1.2. Demuéstrese que:
1. A={JSub(4).
2. ACSub(JA)

Proposicién 3.1.3.

1. AUg =A (@ es neutro para la union binaria).
AUA=A (Idempotencia).

AUB=BUA (Conmutatividad).
AU(BUC)=(AUB)UC) (Asociatividad).

AC B siysélosi AUB = B.

SiAC B yCCD, entonces AUC C BUD  (Isotonia).

A e

Demostracién. La idempotencia se cumple, esencialmente, porque {A, A} = {A},
yva que de dicha propiedad obtenemos

AUA = {4, A} = J{4} = A.

La conmutatividad se cumple, esencialmente, porque {A, B} = {B, A}, ya que
de dicha propiedad obtenemos

AuB=J{A,B} =U{B,A} = BUA.
La asociatividad se cumple porque, por una parte, tenemos que

AUBUC) = (U{A}) U (U{B,C}) =U({A} U{B,C}) = U{4, B, C},

y, por otra, que

(AuB)uC = (U{4, B U (U{C}H = U{A, B} U{C}) = U{A, B,C},

Ejercicio 3.1.4. Demuéstrese que:
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1. A C Bsiysoélosi AUB = B. Por lo tanto la relacién de inclusiéon entre
conjuntos es definible a partir de la operaciéon binaria de la unién.
(A-—B)—-C=A—-(BUCQO).

A—(B-C)=(A-B)U(ANC).

(A-B)UuC=(AUC)—(B-0C).

(A-B)NnC=(ANC)—(BNCQO).

AN

3.2. Propiedades de la intersecciéon. De entre las propiedades de la intersec-
cién que enunciamos en la proposiciéon que sigue, son especialmente importantes las
dos tltimas, debido a que establecen que la interseccién de un conjunto no vacio es
el maximo conjunto que esta contenido a cada uno de los conjuntos que le pertene-
cen o, lo que es equivalente, es el extremo inferior, respecto de la inclusion, de los
conjuntos del conjunto en cuestion.

Proposicion 3.2.1.

1. ANBCAyANnBCB.

Si X CAyXCB, entonces X C AN B.

N{z} = =.

SiA# @ y ACB, entonces (\BC (A  (Antimonotonia).

Si A y B no son vacios, entonces [((AUB) = (N.A) N (N B).

SiA#+ o yAe A, entonces [ AC A.

Si A+ @ y B es tal que, para cada A € A, B C A, entonces B C [ A.

NS Gt W

Demostracion. O

Ejercicio 3.2.2. Demuéstrese que si A y B no son vacios y AN B # &, entonces
(NAU(B) S NANB).
Proposicién 3.2.3.

1. An@=A (9 es un aniquilador para la interseccion binaria).
ANA=A (Idempotencia).

ANB=BnNnA (Conmutatividad).
AN(BNC)=(ANnB)NC) (Asociatividad).

AC B siysélosi ANB = A.

SiAC B yCCD, entonces ANC CBND  (Isotonia).

O U W

Demostracion. O

Ejercicio 3.2.4. Demuéstrese que A C B si y s6lo si AN B = A. Por lo tanto la
relacién de inclusion entre conjuntos es definible a partir de la operacién binaria de
interseccion.

Proposicién 3.2.5.
1. AU(BNC)=(AUB)N(AUC) (Distributividad).
(AN

2. An(BUQC) = B)U(ANC) (Distributividad).
3. AU(ANB)=A (Absorcion).
4. AN(AUB)=A (Absorcidn).
Demostracion. g

La generalizacion de la distributibidad de la unién respecto de la interseccién a
un conjunto A y un conjunto no vacio B, i.e., la ecuacién:

AU(NpesB) =N{AUB| B ¢ B}

presupone la existencia del conjunto { AU B | B € B}. Ahora bien, tal conjunto
existe debido a que, usando el esquema axiomatico de separacién, lo obtenemos
como parte del conjunto Sub(A U Jgzcp B), porque, para cada B € B, se cumple
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que AUB C AuJp e B- Del mismo modo, la generalizacién de la distributibidad
de la interseccién respecto de la unién a un conjunto A y un conjunto B, i.e., la
ecuacién:

AN(UpepB) =U{ANB|BeB}

presupone la existencia del conjunto { AN B | B € B}. Pero, tal conjunto existe
debido a que, usando el esquema axiomadtico de separacién, lo obtenemos como
parte del conjunto Sub(A), porque, para cada B € B, AN B C A.

Ejercicio 3.2.6. Demuéstrese que dado un conjunto A existe el conjunto
{Sub(a) |a € A}.

Tomar en consideracién que si a € A, entonces a C |J A4, luego Sub(a) C Sub(|J A4),

por lo tanto Sub(a) € Sub(Sub(|J A)).

Ejercicio 3.2.7. Demuéstrese que dado un conjunto A existe el conjunto

{{a} [ac A}

Tomar en consideracién que si a € A, entonces {a} C A4, i.e., {a} € Sub(A).

Ejercicio 3.2.8. Demuéstrese que dado un conjunto A existe el conjunto

{Ualac A}
Tomar en consideracién que si a € A, entonces a C [J A, luego Ja C JUA, ie,

Ua € Sub(UU A).

3.3. Propiedades de la diferencia.

Proposicion 3.3.1.

1. C—(AUB) =(
.C—(ANnB)=(
AN (C-A)=2.
.AUB=(A-B)U(ANB)U(B-A).
. ACBsiysdilosiA—B=ga.

)N (C —B) (De Morgan).

C-A
C—-A)U(C—-DB) (De Morgan,).
A

T W N

Demostracion. O

La generalizacion de las leyes de De Morgan a un conjunto C' y un conjunto no
vacio B, i.e., las ecuaciones:
C—UpesB=C—-B|BecB} yC—gegB=U{C—-B|BcB}
presuponen la existencia del conjunto { C — B | B € B}. Ahora bien, tal conjunto

existe debido a que, usando el esquema axiomatico de separacién, lo obtenemos
como parte del conjunto Sub(C), porque, para cada B € B, C — B C C.

Ejercicio 3.3.2. Demuéstrese que:

1. A—A=2.
2. A—o=A.
3. o9—-A=a.
Proposicién 3.3.3.
1. Cx X = 2.
2. Bxg = X.
3. 8i AC X, entonces CxCx A=A  (Involucidn).
4. Si AC X, entonces AUCxA = X.
5. 81 AC X, entonces ANCx A = 2.
6. Si A,B C X, entonces Cx(AUB) = (CxA) N (CxB)  (De Morgan).
7. 8i A,BC X, entonces Cx(ANB) = (CxA) U (CxB)  (De Morgan).
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8. Si A, B C X, entonces AC B siy sélo si Cx B C CxA.
Demostracion. O

Ejercicio 3.3.4. Demuéstrese que:

1. Si A, B C X, entonces son equivalentes:
a) ANB=0.
b) ACCxB.
C) B Q ExA

2. Si A, B C X, entonces son equivalentes:
a) AUB=X.
C) ExB g A.

3. Si A,B C X, entonces A — B=ANCxB.

Proposicién 3.3.5. Sean X, Y y Z tres conjuntos. Entonces se cumple que:

L XeX=0.
2. Xpo=X.

3. XeY=YaX.

4 (XeYV)oZ=Xa Y eZ).
5. XaY =(XUY)—(XNY)

Demostracion. O

4. RELACIONES.

La teoria de conjuntos, en un primer momento, se ocupa del estudio de los con-
juntos, considerados como objetos amorfos, i.e., desprovistos de cualquier tipo de
estructura, mediante diferentes clases de morfismos, e.g., relaciones, funciones par-
ciales y funciones. Posteriormente, para profundizar en el estudio de la naturaleza
de los conjuntos, se les dota de diversas estructuras, siendo las fundamentales las
de tipo relacional, algebraico, topolégico y analitico y se les compara mediante los
morfismos adecuados.

De entre las diferentes maneras de comparar a los conjuntos amorfos entre si,
para determinar su magnitud relativa, la fundamental, tal como veremos al tratar el
teorema de Cantor-Bernstein, es a través de las funciones. Ahora bien, el concepto
de funcién del que actualmente se dispone, es el resultado de un largo proceso de
generalizaciones sucesivas y, para no remontarnos en exceso en el tiempo, recor-
damos que tal concepto, aplicado a dominios numéricos y en sentido extensional,
proviene, esencialmente, de Dirichlet y del profundo estudio que éste hizo de los
trabajos de Fourier sobre la representacion de las funciones numéricas mediante
series trigonométricas, que también estuvo, dicho sea de paso, en el origen de la
teoria de conjuntos de Cantor.

Para Dirichlet, una funcién numérica (continua) era una correspondencia que
asignaba a cada nimero, de un cierto dominio numérico de variacion, y de manera
univoca, otro numero, de otro dominio numérico de valores. Posteriormente, tal
concepto fue generalizado, entre otros, por Cantor, Dedekind, Frege y Peano, hasta
conjuntos arbitrarios, i.e., dominios no necesariamente numéricos.

4.1. Pares ordenados. En la teoria de conjuntos se da cuenta del concepto de
funcidn, sin que con ello se pretenda en absoluto dilucidar qué sean las funciones
en si, reduciéndolo al de relacién y este, a su vez, al de par ordenado. Antes de
pasar a definir la nocién de par ordenado de Kuratowski, que, en principio, tiene
una forma aparentemente arbitraria, y para entender el por qué de ésa definicién,
convenie, por una parte, saber, aunque sea adelantiandose al tratamiento formal
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de los 6rdenes lineales, que llevaremos a cabo en una seccién posterior, que una
ordenacidn lineal sobre un conjunto A es, segin la definié Cantor, un determinado
orden de precedencia, que gobierna a sus miembros, de manera que de cualesquiera
dos miembros = e y de A, uno tiene el rango inferior y el otro el superior y eso de
tal modo que, si de tres miembros x, y y z de A, x tiene un rango inferior a y e y
un rango inferior a z, entonces el rango de x es inferior al de z o, denotando por <
el orden de precedencia entre los miembros de A y simbolizando por z < y el que
el rango de z sea inferior al rango de y, cuando la relaciéon < tenga las siguientes
propiedades:

w Vo e A(x £ ) (Irreflexividad);

s Ve,yc Alz £y — (r<yVy<z)) (Disyuntividad);

w Vo y,z € A((x < yANy < z) = 2 < z) (Transitividad);
y, por otra, que Hessenberg, Kuratowski y otros autores, demostraron que una
ordenacion lineal sobre A se puede establecer, considerando un subconjunto M de
Sub(A) que cumpla las siguientes condiciones:

VX, Y EM(XCYVY CX).
Ve,ye Az #y - IG e M((x e GAYy € G)V(ye GAz & Q)).
n VXY C MUX e M).
s VY CMX AT > NX eM).
= Ae M.
En efecto, si M cumple las condiciones anteriores, entonces definiendo la relacién
< sobre A, para cualesquiera x e y € A, como:

r<ycIGeMxzeGAy¢Qq),

se cumple que la relacién < es un orden lineal sobre A i.e., es irreflexiva, transitiva
y conexa.

En particular, si A = {z,y}, siendo x # y, entonces los tinicos subconjuntos de
Sub(A) que cumplen las condiciones anteriores son:

{o.{z} Az v}} v {2.{y}.{z.v}}.

Usando la definicién del orden lineal determinado por ellos, estos 6rdenes totales
deben corresponder, resp., a los érdenes < y y y < x sobre A. Si se ignora &,
entonces {{z},{x,y}} corresponde a z < y y {{y},{x,y}} corresponde a y < =.
Esto, junto a la proposicién que sigue, es lo que posiblemente indujo a Kuratowski
a definir el par ordenado determinado por = e y como:

(z,y) = {{z}, {z, y}}.

Proposicién 4.1.1. Sean x e y dos conjuntos. Entonces hay un inico conjunto,
cuyos miembros son exactamente {x} y {x,y}. A tal conjunto lo denominamos el
par ordenado cuya primera coordenada es x y cuya segunda coordenada es y, y lo
denotamos por (x,y).

Demostracion. A partir de los conjuntos = e y, en virtud del axioma del conjun-
to par no ordenado, obtenemos los conjuntos {z} y {z,y}, y entonces, otra vez
por el mismo axioma, obtenemos el conjunto { {z},{z,y}}, cuyos miembros son
exactamente {z} y {z,y}. O

Conviene decir que la definicién de par ordenado de Kuratowski, no es la tnica.
Otra definicién del mismo concepto fue dada, con anterioridad, por Wiener, también
para reducir el concepto de relacién a conceptos conjuntistas, pero considerando el
sistema de los Principia Mathematica de Russell & Whitehead, como:

(z,y) = {{o. {z}}, {y}}}-
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No obstante, sea cual sea la definicién adoptada, lo esencial es que se cumpla que
la operacién (-, ) sea inyectiva.

Lema 4.1.2. Sean x, y, 2’ ey’ cuatro conjuntos. Entonces una condicién necesaria
y suficiente para que {z,y} ={2',y'} esquex =2 ey=y oquex =9y ey=2a'.

Proposicién 4.1.3. Sean x, y, ¥’ ey’ cuatro conjuntos. Entonces una condicién
necesaria y suficiente para que (z,y) = (2',y') es quex =2’ ey =1y'.

Demostracion. Nos limitamos a demostrar que la condicién es necesaria. Suponga-
mos que (z,y) = (2/,¢), i.e., que {{z},{z,y} } = {{2'},{«',y'} }. Para continuar
distinguimos dos casos, segin que * =y 0 que T # y.

Si & = y, entonces (z,y) = {{z}}, luego, ya que por hipétesis (x,y) = (2/,y'),
(«',y") = {{z}}. Por lo tanto {«'} = {z} y {2/,y'} = {z}, ie, ¢’ = z y ademds
2 =x ey =z, o0, lo que es equivalente, '’ = z e y' = z. Por consiguiente los
cuatro conjuntos coinciden.

Siz # y, entonces o’ # y', luego, ya que por hipétesis (z,y) = (2/,y), {} = {2’}
y {z,y} = {«,y'}, ie, z = &' y {z,y} = {«/,y'}. Por consiguiente z = 2’ e
y=y O

Proponemos a continuacion otra demostracién de la proposiciéon anterior. Dados
cuatro conjuntos z, y, &’ e 3, una condicién necesaria y suficiente para que (x,y) =
(2',y') es que x = 2’ e y = y'. En efecto, por lo que respecta a la necesidad, si
(z,y) = (¢',y'), entonces

NN(,y) =z =2"=NN("Y)
y
MU, »)uUU(,»)-UN(=z,) =y =y = NUE,yIUUUE, y)-UNE y).-

Ejercicio 4.1.4. Demuéstrese que tanto la definicién de Wiener de par ordenado,
como la definicién (z,y) = {{@, 2}, {{2},y}}, tienen la misma propiedad que tiene
el par ordenado definido por Kuratowski.

Ejercicio 4.1.5. Demuéstrese que no hay un conjunto del cual sean miembros
exactamente todos los pares ordenados. Si existiera el mencionado conjunto, enton-
ces existiria, en virtud del esquema axiomatico de separacién, el conjunto de todos
los pares ordenados de la forma (z,z), luego existirfa la unién de la unién de tal
conjunto, que es el conjunto de todos los conjuntos, contradiccion.

A partir de la nocién de par ordenado, definimos la de triplo ordenado, cuddruplo
ordenado y, en general la de n-tupla ordenada. No obstante, la nociéon general de
n-tupla ordenada, sélo estard plenamente justificada una vez dispongamos, en una
seccién posterior, del conjunto de los nimeros naturales.

Definicién 4.1.6. Sean z, y y z tres conjuntos. Entonces definimos el triplo orde-
nado determinado por z, ¥ y 2z como:
(xa Y, z) = ((CL’, y)? Z)

Supuesto definido el concepto de n-tupla ordenada, para n > 3 definimos el de
n + 1-tupla ordenada como:

(an sy Tp—1, :L'n) = ((x()a s 7',1:7’7,71)7 xn)
Ejercicio 4.1.7. Demuéstrese que para cada nimero natural n > 3 y cualesquiera
conjuntos T, ..., Tn_1,%n, Yo,-- -, Yn—_1,Yn SON equivalentes:

1. (370, ceey xn—laxn) = (y07 e 7yn—1ayn)~
2. Vi en(z; =y).
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Observemos que el concepto de triplo ordenado podriamos haberlo definido como:

(@,y,2) = (z,(y, 2)),
obteniendo resultados, esencialmente, equivalentes a los que se obtienen con la
definicién adoptada.

Ejercicio 4.1.8. Sean z, y, 2z, 2/, ¥ y z’ seis conjuntos arbitrarios. Entonces son
equivalentes:
L ((z,y),2) = ((«",'), ).

2. (z,(y,2)) = (@', (¥, 2")).
ox=2,y=y yz=27.

Observacion 4.1.9. Dados tres conjuntos z, y, z, si el concepto de triplo ordenado
(z,y, z) se definiera, no de manera recursiva como antes, sino como:

(:TJ, Y, Z) = {{‘T}a {.’L‘, y}a {l‘, Y, Z}}7
entonces dicha definicién no seria correcta, ya que, para = # y, se tendria que
(z,z,y) = (z,y,y), puesto que ambos coinciden con (z,y).

4.2. El producto cartesiano de conjuntos. Antes de definir la nocién de rela-
cién (binaria), demostramos la existencia del producto cartesiano de dos conjuntos,
que usaremos, entre otros fines, para caracterizar a las relaciones.

Lema 4.2.1. Siz, y € A, entonces (x,y) € Sub(Sub(A4)).

Demostracion. Puesto que z,y € A, {z} € Sub(A) y {z,y} € Sub(A). Por lo tanto
(z,y) = {{z},{z,y} } € Sub(Sub(4)). O

Proposicion 4.2.2. Sean A y B dos conjuntos. Entonces hay un unico conjunto
cuyos miembros son exactamente los pares ordenados (x,y) tales quex € A ey € B.
A tal conjunto lo denominamos el producto cartesiano de A y B y lo denotamos
por A x B.

Demostracion. Porque A x B es el subconjunto de Sub(Sub(AUB)) que obtenemos,
en virtud del esquema axiomatico de separacién, como:

Ax B={z¢€Sub(Sub(AUB))|dx € ATy € B(z = (z,y)) }
O

Corolario 4.2.3. Sean A un conjunto. Entonces hay un unico conjunto, al que
denotamos por A, cuyos miembros son exactamente los pares ordenados (z,y)
tales que z,y € A.

Demostracion. Tal conjunto es el producto cartesiano de A consigo mismo. O

Lo mismo que antes, con la nocién de n-tupla ordenada, a partir de la de producto
cartesiano de dos conjuntos, que estd fundamentada en ultima instancia sobre la
de par ordenado, definimos la de producto cartesiano de cualesquiera n conjuntos
Agy ..., Ap_1, paran > 3.

Definicién 4.2.4. Sean A, B y C tres conjuntos. Entonces definimos el producto
cartesiano de A, By C como:

AxBxC=(AxB)xC.

Supuesto definido el concepto de producto cartesiano para cualesquiera n conjuntos,
con n > 3,y dados los n + 1 conjuntos Ay,...,An,_1, A,, definimos el producto
cartesiano de los mismos como:

Ao X ... X Ap_1 X Ap = (Ao X ... X Ap_q) X Ap.
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En particular, para n > 3, A™ denota el producto cartesiano de A consigo
mismo n veces, de modo que AMTY = A(M) » A

Observemos que el concepto de producto cartesiano de tres conjuntos podriamos
haberlo definido como:
AxBxC=Ax(BxC),

obteniendo resultados, esencialmente, equivalentes a los que se obtienen con la
definicién adoptada.

Proposicién 4.2.5. Sean A, B, A’ y B’ cuatro conjuntos. Si A y B no son vacios,
entonces AXx BC A’ x B’ si y sélosi AC A" yBC B

Demostracion. Nos limitamos a demostrar que si A y B no son vacios y A x B C
A’ x B, entonces A C A’ y B C B’. Sea x € A, entonces, por ser B no vacio,
eligiendo un y € B, tenemos que (z,y) € A x B, luego (x,y) € A’ x B’, por lo tanto
z € A'. Asi que A C A’. Del mismo modo se demuestra que B C B’. O

Proposicién 4.2.6. Sean A y B dos conjuntos. Entonces una condicion necesaria
y suficiente para que A X B # & es que A # @ y que B # &.

Demostracion. La condicion es suficiente. Si A # @ y B # &, entonces, eligiendo
un z € Ay un y € B, tenemos que (z,y) € A X B, luego A X B # &.
La condicidon es necesaria. Si Ax B # &, entonces ni A ni B pueden ser vacios [

Ejercicio 4.2.7. Sean A y B dos conjuntos. Demuéstrese que una condicién nece-
saria y suficiente para que A X B=Zesque A= 0 B=0

Proposicién 4.2.8.
1. SiACC yBCD, entonces Ax BCC xD (Isotonia).

2.A><(BUC) (A><B (AxC)y
(AUB)x C=(AxC)U(BxC) (Distributividad).
3.A><(BﬂC’) (AxB)N(AxC)y
(ANB)xC=(AxC)N(BxC) (Distributividad).

4. Ax (B - ) (AxB)—(AxC)y
(A—B)xC=(AxC)—(BxC) (Distributividad).

Demostracion. O

Ejercicio 4.2.9. Demuéstrese que:

1. Hay dos conjuntos A y B tales que A x B # B x A (No conmutatividad
estricta).

2. Hay tres conjuntos A, By C tales que A x (Bx () # (Ax B)xC (No
asociatividad estricta).

3. Hay un conjunto A tal que AN (A x A) # &. Por ejemplo A = {&, {{@}}}.
Esto tiene como consecuencia que no se puede definir, en general, de manera
natural una aplicacion de UneN A en N que asigne, univocamente, a cada
elemento de  J,,cy 4 A™M su correspondiente “longitud”. Es por ello por lo que
este ejemplo es relevante cuando se trata de definir la nocién de palabra
sobre un alfabeto A. En principio, hay dos opciones razonables para una tal
definicién, una consiste en considerar que las palabras sobre A son funciones
desde un numero natural n hasta A, en cuyo caso tenemos una aplicaciéon
canénica de | J,, . Fnc(n, A) en N que asigna, univocamente, a cada palabra
su “longitud”; la otra consiste en considerar que las palabras sobre A son
n-tuplas ordenadas formadas con las letras de A, i.e., elementos de A(™)
en cuyo caso no tendriamos, necesariamente, en virtud del ejemplo anterior,
una aplicacién canénica de J,, oy A en N que asignara, univocamente, a
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cada palabra su “longitud”, luego si se quisiera obtener una aplicacién tal,
entonces deberfamos considerar que las palabras sobre A son pares ordenados
pertenecientes al conjunto (J, ({1} x AM). De las dos posibilidades, la
primera tiene una complejidad légica menor que la segunda, ya que una
palabra sobre A, segin la primera definicién, tendria la forma

{(0,a0),...,(n—1,an-1)},

mientras que, segun la segunda definicién, tendria la forma

(n,(ag, ..., an-1))-

4.3. Relaciones binarias. El estudio matemdtico de las relaciones fue inicia-
do, en la segunda mitad del siglo XIX, por De Morgan, Peirce, Schroder y Frege.
A los dos primeros se les deben las nociones de relacién inversa de una relacién
y de composicion de dos relaciones, a Schroder un profundo estudio del dlgebra
de las relaciones, que fue aprovechado por Russell y Whitehead en sus Principia
Mathematica y a Frege los conceptos de clausura transitiva de una relacién y de re-
lacion funcional o funcidon. Por lo que respecta al concepto de funcién, éste también
fué considerado, en toda su generalidad, por Dedekind y Peano.

Definicién 4.3.1. Un conjunto R es una relacidn (binaria) si todos sus miembros
son pares ordenados i.e., si se cumple que:

Vz(z € R— 3x,y(z = (z,9))).

Asi pues, un conjunto R no serd una relacién precisamente cuando exista un z
en R que no sea un par ordenado i.e., que sea tal que, para cualesquiera conjuntos

zey, z# (z,y)

Ejercicio 4.3.2. Demuéstrese que:

1. @ es una relacién.

2. No hay un conjunto del cual sean miembros exactamente todas las relacio-
nes. Si existiera, entonces, en virtud del esquema axiomético de separacion,
existirfa el conjunto formado por todas las relaciones de la forma {(z,z)},
luego existiria la unién de la unién de la unién de tal conjunto, que es el
conjunto de todos los conjuntos, contradiccién.

3. Ni la inclusién ni la pertenencia determinan conjuntos. Pero si A es un
conjunto, entonces

Ca={(myedlzCy}t vy ea={(zycdlzey}
son relaciones, denominadas resp., la restriccion de C a Ay de € a A.

Puesto que las relaciones no son méas que un tipo especial de conjuntos, a ellas
se les aplican todas las nociones y construcciones hasta ahora consideradas para los
conjuntos. En particular, para ellas se cumple el principio de extensionalidad, tal
como establece la siguiente proposicién.

Proposicién 4.3.3. Sean R y S dos relaciones. Entonces:

1. Una condicion necesaria y suficiente para que R C S es que
Vr,y((z,y) € R — (z,y) € 5).

2. (Principio de extensionalidad para las relaciones) Una condicidn necesaria y
suficiente para que R =S es que

Vo, y((z,y) € R+ (x,y) € 5).
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Demostracion. Nos limitamos a demostrar la suficiencia de la condicién de la pri-
mera parte, ya que la necesidad de la misma es evidente, y porque la segunda parte
de la proposicion se deduce de la primera inmediatamente.

La condicidn es suficiente. Sea z € R. Entonces, por ser R una relacién, hay dos
conjuntos x e y tales que z = (z,y), luego (z,y) € S, por lo tanto z € S. Asi que
RCS. O

Proposicién 4.3.4.

1. SiR es un conjunto cuyos miembros son todos relaciones, entonces | Jper R
es una relacion.

2. Si R es un conjunto no vacio y sus miembros son todos relaciones, entonces
Ngrer R es una relacion.

3. Si R y S son relaciones, entonces R — S es una relacion.

Demostracion. O

5.  OPERACIONES SOBRE LAS RELACIONES.

5.1. Dominio, imagen y campo de una relacién. A continuacién enunciamos
una propiedad que tienen los pares ordenados respecto de su pertenencia a los
conjuntos, que usaremos en la demostracién de la existencia del dominio, la imagen
y el campo de una relacion.

Lema 5.1.1. Sean z, y y R conjuntos. Si (x,y) € R, entonces z, y € |JU R.
Demostracién. Se cumple que x € |J R, porque
z € {z} € (z,y) € R;
y que y € |JU R, porque
ye{x,y} € (x,y) €R.

Proposicién 5.1.2. Si R es una relacion, entonces:

1. Hay un dnico conjunto cuyos miembros son exactamente aquellos x para los
que hay un y tal que (x,y) € R. A este conjunto lo denominamos el dominio
de definicién o de existencia o simplemente el dominio de la relacion R y lo
denotamos por Dom(R).

2. Hay un unico conjunto cuyos miembros son exactamente aquellos y para
los que hay un = tal que (x,y) € R. A este conjunto lo denominamos la
imagen de la relacion R y lo denotamos por Im(R). A lo que hemos denomi-
nado imagen de una relacion, también se le conoce, entre otros, por rango
de la relacion. Hemos adoptado el término imagen, por ser el habitual en
matemdticas.

Ademds, al conjunto Dom(R) U Im(R) lo denominamos el campo de R y lo
denotamos por F1d(R).

Demostracion. Por lo que respecta a la primera parte, es suficiente considerar el
conjunto definido como:

Dom(R) = {z € UUR | 3y ((z,y) € R) }.

Por lo que respecta a la segunda parte, es suficiente considerar el conjunto defi-
nido como:

Im(R) = {y € UUR | Fz ((z,y) € R) }.
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Ejercicio 5.1.3. Demuéstrese que los conceptos de dominio, imagen y campo, son
predicables de cualquier conjunto, i.e., que tienen sentido para cualquier conjunto,
y no sélo, para las relaciones.

Ejercicio 5.1.4. Si R es una relacién, entonces FId(R) = [J|J R. Ahora bien, si R
es un conjunto, que no es una relacién, entonces, en general, FId(R) C JUR, v,
por ejemplo, si R = {(z,y), 2}, siendo 2 = {0, 1}, donde, a su vez, 0 = @ y 1 = {0},
entonces F1d(R) = {z,y}, pero JUJ R = {x,y, 0}, luego FId(R) C |JJ R. Ademss,
si un conjunto R es tal que FId(R) = |JJ R, entonces R no es necesariamente una
relacién, por ejemplo, si R = {@}, entonces FId(R) = @ = |JUR, pero R no es
una relacién.

Proposicién 5.1.5. Sea R un conjunto. Entonces una condicion necesaria y sufi-
ciente para que R sea una relacion es que R C Dom(R) x Im(R).

Demostracion. La condicion es suficiente. Si R C Dom(R) x Im(R) y z € R,
entonces z € Dom(R) x Im(R), luego hay un € Dom(R) y un y € Im(R) tales
que z = (x,y), por lo tanto R es una relacién.

La condicion es necesaria. Si R es una relacion y z € R, entonces hay un « y un
y tales que z = (z,y), luego, en virtud del lema 5.1.1, =, y € |J|J R, por lo tanto
xz € Dom(R) e y € Im(R), de donde (z,y) € Dom(R) x Im(R). O

Proposicién 5.1.6. Sean R y S dos relaciones. Entonces:

1. Dom(RUS) = Dom(R) UDom(S) e Im(RU S) = Im(R) U Im(S).
Dom(RNS) C Dom(R) NDom(S) e Im(RN S) C Im(R) NIm(S).
Dom(R) — Dom(S) € Dom(R — S) e Im(R) — Im(S) C Im(R — 5).
Si R C S, entonces Dom(R) C Dom(S) e Im(R) C Im(S).
Dom(@) = @ e Im(2) = 2.

FId(RU S) = FId(R) U F1d(S).
FId(RN S) C FlA(R) N F1d(S).
Fld(R) — F1d(S) C FId(R — S).

9. Si R C S, entonces FId(R) C F1d(S).
10. Fld(w) = @.

PO NSO

Demostracion. Supongamos que x € Dom(R U S). Entonces z € JURUS) y
existe un y tal que (z,y) € RUS. Pero se cumple que

UURUS) = (UUR)UUUS).
Por lo tanto x € JUR oz € YU S y existe un y tal que (z,y) € Ro (z,y) € S
Para la segunda parte hemos de tomar en consideracion que de
UENS) < (URrR)NWUS),

obtenemos que

UUENS) cUUR) NUS) € (UUR) N MUUS).

Supongamos que R C S y que z € Dom(R). Entonces z € |J|JR y existe un
y tal que (z,y) € R. Pero, por ser R C S, tenemos que |JUR C JUS. Por lo
tanto z € (J|J S vy existe un y tal que (z,y) € S. De donde podemos concluir que
Dom(R) C Dom(S). La demostracién de que Im(R) C Im(.S) es idéntica.

Para la séptima parte se ha de tomar en consideraciéon que de

Dom(RNS) C Dom(R),Dom(S) y Im(RNS) C Im(R), Im(S5),

obtenemos que

Dom(RNS)UIm(RNS) C Dom(R) UIm(R), Dom(S) UIm(S).
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5.2. El esquema axiomatico de reemplazo. Para obtener la generalizaciéon
de la primera parte de la ultima proposicién de la subseccién anterior hasta un
conjunto de relaciones R, i.e., que Dom({Jpcr R) = U{Dom(R) | R € R} e
Im(Ugrer B) = U{Im(R) | R € R}, hemos de establecer previamente que existen
los conjuntos { Dom(R) | Re R}y {Im(R) | R€ R}, y ello es asi, e.g., aplicando
ciertas instancias del llamado esquema axiomdtico de reemplazo, en la versién de
Skolem, que enunciamos a continuacion, segin el cual la imagen directa de un
conjunto bajo una condicién funcional es un conjunto, y que nos permitird, no
sélo asegurar la existencia de conjuntos como los anteriores y otros, sino también
establecer, posteriormente, algin hecho de méas enjundia tal como un principio de
la definicién por recursién transfinita, que generalizard al principio de la definicién
por recursion finita y, en definitiva, nos permitira definir los niimeros ordinales.

Esquema axiomético de reemplazo. Para cada formula ¢(x,y,t,)) cuyas va-
riables libres sean x, y, to,..., tn_1, ¥ en la que no ocurra B, si, para cualesquiera
conjuntos tg,..., tn—1 y A, se cumple que para cada x € A existe un unico y tal
que @(m,y,t[n]), entonces existe un conjunto B cuyos miembros son exactamente
aquéllos conjuntos y para los que existe un x € A tal que p(x,y,t,)):

V(tm)), VA (Vo € A3y p(,y, 1)) — IBYY(y € B < Jz (v € AN (2,9, 1))

Asi, tomando como férmulas y = Dom(z) e y = Im(z) y para el conjunto de
relaciones R, obtenemos los conjuntos mencionados. También se puede establecer la
existencia de tales conjuntos, haciendo uso del axioma del conjunto potencia e ins-
tancias del esquema axiomatico de separacién, como partes de Sub(Dom(|Jzcx R))
y Sub(Im({Jzer R)), ya que, para cada R € R, Dom(R) C Dom({Jzer R) €
Im(R) € Im(Jper R). No obstante, observemos que la via del esquema axiomaético
de reemplazo es légicamente mas simple y directa que la otra via, que supone el
uso de un axioma, el del conjunto potencia, y una instancia del esquema axiomati-
co de separacion, siendo este tultimo, en definitiva, un caso particular del esquema
axiomatico de reemplazo.

Procedemos a continuacién a demostrar que el esquema axiomatico de reemplazo
nos permite obtener el producto cartesiano de dos conjuntos M y N. Dado un
n € N, tomando como A el conjunto M y como férmula ¢ la férmula y = (x,n),
obtenemos el conjunto M x {n} (que, para cada n € N, es isomorfo a M y, adem4s,
para cualesquiera n,n’ € N, si n # n’, entonces (M x {n}) N (M x {n'}) = 2).
A continuacién, tomando como A el conjunto M y como férmula ¢ la férmula
y = M x {x}, obtenemos el conjunto {M x {z} | z € N}. Por dltimo, obtenemos
M x N como | J{M x {z} |z € N}.

Relacionado con lo anterior, recordamos que Cantor en 1895 escribi6 lo siguiente:

Un conjunto con el ntmero cardinal a - b se puede producir a partir
de dos conjuntos M y N con los nimeros cardinales a y b de acuerdo
con la siguiente regla: se parte del conjunto N y se reemplaza en él
cada elemento n por un conjunto M, ~ M; se retinen los elementos de
todos estos conjuntos M, [de elementos disjuntos entre si] en un todo
S, entonces se ve facilmente que

por consiguiente

S=a-b.

Puesto que, en cualquier ley de coordinacion que se da entre los dos
conjuntos equivalentes M y M, [si] el elemento de M,, correspondiente
al elemento m de M es denotado con m,, entonces se tiene que

S = {mn}v
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y se pueden relacionar por ello los conjuntos S y (M - N) de modo
univoco y reciproco, porque m, y (m,n) pueden [contemplarse] como
elementos correspondientes.

Segun lo anterior, Cantor considera evidente que, dados dos conjuntos M y N,
por cada n € N, hay un conjunto M,, ~ M, i.e., isomorfo a M, y, ademas que, para
cualesquiera n,n’ € N, si n # n/, entonces M,, N M,,, = &. Digamos que considera
natural la siguiente asociacién:

(..., n, ..., n, )
ceey My, ooy My,
Ahora bien, Cantor no hace propiamente explicito ningin procedimiento que le
permita definir los conjuntos M,,, con n € N, cumpliendo, ademas, la propiedad de
ser dos a dos disjuntos.

Resulta un tanto sorprendente que Zermelo, siendo un buen conocedor de la obra

de Cantor y un extraordinario matematico, no extrajera el esquema axiomatico de
reemplazo de la anterior frase de Cantor (en la que, implicitamente, lo usa).

5.3. Funciones y aplicaciones no deterministas entre conjuntos. Estu-
diamos a continuacién el concepto de funcion no determinista. La relevancia de tal
concepto proviene, por una parte, de que mediante él comparamos a los conjuntos
entre si, de modo que un conjunto muestra lo que es, por lo que hace, concretamen-
te, por sus interacciones con el resto de los conjuntos del universo de los conjuntos,
y, por otra, del hecho de que tal concepto ocurre de modo natural en ambitos tales
como la légica, a través de las reglas de inferencia, la semantica de los lenguajes
de programacion, como interpretacién de los programas, o la teoria de funciones de
variable compleja, como las funciones multiformes.

Definicién 5.3.1. Sean A y B dos conjuntos y R una relacién. Decimos que R
es una relacion, o una multifuncion o una funcion no determinista de A en B si
Dom(R) C A e Im(R) C B. En particular, a las relaciones de A en A las denomi-
namos relaciones en A.

Ejercicio 5.3.2. Demuéstrese que R es una relacion en A i.e., una relacién de A
en A, siy sélo si FId(R) C A.

Proposicién 5.3.3. Sean A y B dos conjuntos y R una relacion. Entonces una
condicion mecesaria y suficiente para que R sea una relacion de A en B es que
R C A x B. En particular, R es una relacion en A si y solo si RC A x A.

Demostracion. La condicion es suficiente. Supongamos que R C A x B. Nos limi-
tamos a demostrar que entonces Dom(R) C A, ya que el argumento para demostrar
que Im(R) C B es formalmente idéntico. Si € Dom(R), entonces hay un y tal que
(z,y) € R, luego (z,y) € A x B, por lo tanto x € A.

La condicion es necesaria. Si Dom(R) C A e Im(R) C B, entonces dado un
z € R, hay un = y un y tales que z = (z,y), luego € Dom(R) e y € Im(R), por
lo tanto z € A x B. O

Corolario 5.3.4. Sean A y B dos conjuntos. Entonces existe un inico conjunto
cuyos miembros son exactamente las relaciones de A en B, al que denotamos por
Rel(A4, B). En particular, existe un dnico conjunto cuyos miembros son exactamente
las relaciones en A, y lo denotamos por Rel(A).

Demostracion. Porque Rel(A, B) = Sub(A x B). O

Si R es una relacién de A en B, (A x B) — R, la relacién complementaria de R,
que ya consideraron Peirce y De Morgan, tiene la propiedad de que su complemen-
taria coincide con R (que es una propiedad caracteristica de la 16gica proposicional
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cldsica: Una doble negacién equivale a una afirmacién). Pero si definimos R como

R = (A —Dom(R)) x (B — Im(R)),

que podria interpretarse como un nuevo tipo de complementacién, entonces R no

coincide necesariamente con R, s6lo se cumple, en general, que R C R (que es una
propiedad caracteristica de la 16gica proposicional intuicionista).

Ejercicio 5.3.5. Demuéstrese que hay cuatro conjuntos A, B, A’ y B’ tales que
(A, B) # (A, B'), pero que Rel(A, B) NRel(4', B') # @

Proposicién 5.3.6. Sean A y B dos conjuntos. Entonces Dom(A x B) = A, si
B#@, elm(Ax B)=1B, si A# &.

Demostracion. Nos limitamos a demostrar que Dom(A x B) = A, si B # &, ya que
la otra parte es formalmente idéntica. Supongamos que B # &. Entonces, por una
parte, dado un = € A, z € Dom(A x B), porque eligiendo un y € B, tenemos que
x € {z} € (z,y) € A x B, y, por otra, si z € Dom(A x B), entonces hay un y tal
que (z,y) € A x B, luego z € A. O

En ciertos contextos matematicos, e.g., en el dlgebra homoldgica, la topologia
algebraica o la seméntica de los lenguajes de programacion, cuando se comparan
entre si los objetos de que se ocupan esas disciplinas, mediante los morfismos ade-
cuados, es necesario que ésos morfismos tengan univocamente asociados un dominio
y un codominio, porque e.g., una misma relacién entre conjuntos distintos puede
tener unas propiedades u otras segin cuales sean ésos conjuntos (considérese, por
una parte, la inclusién de S, la circunferencia del circulo, en R?, el plano Euclideo,
y, por otra, la inclusién de S' en el plano Euclideo, pero con el origen de coordena-
das excluido, i.e., en R? — { (0,0) }; o la inclusién del conjunto vacfo en un conjunto
no vacio y la inclusién del vacio en si mismo). Por ello definimos a continuacién el
concepto de multiaplicacion o aplicacion no determinista de un conjunto en otro.

Definicién 5.3.7. Sean A y B dos conjuntos. Una multiaplicacion o aplicacion
no determinista de A en B es un triplo ordenado r = (A4, R, B), al que también
denotamos por r: A——o B, en el que R es una relaciéon de A en B, a la que
denominamos la relacion subyacente de r. Denotamos al conjunto de las aplicaciones
no deterministas de A en B por Hom,4(A, B), y es el conjunto

Homua(A, B) = {A} x Rel(4, B) x {B}.

En particular, a las aplicaciones no deterministas de A en A las denominamos
endoaplicaciones no deterministas de A, y al conjunto de todas ellas lo denotamos
por End,q(A)

Ademis, siguiendo el habito categorial, al conjunto A de la aplicaciéon no deter-
minista 7 = (A, R, B) lo denominamos el dominio de r y lo denotamos por do(r),
y al B el codominio de r y lo denotamos por dj(r).

En general, do(r) serd distinto del dominio de definicién de la relacién R de A
en B, subyacente de la aplicacién no determinista r, y también d;(r) lo serd de la
imagen de R.

Dar una aplicacién no determinista de A en B equivale a dar una aplicacién de A
en Sub(B) o una aplicacién de Sub(A) en Sub(B) que sea completamente aditiva.

Proposicién 5.3.8. Sean A, B, A" y B’ cuatro conjuntos. Si (A, B) # (A’, B'),
entonces Homyq (A, B) N Homyg (4, B') = @

Demostracion. Porque si Homyq(A, B)NHomyq(A', B") # &, entonces existiria una
aplicacién no determinista r tal que do(r) = A= A’ y di(r) = B = B’, pero eso es
imposible, ya que, por hipétesis, (A, B) # (A', B'). O
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Entre otros ejemplos del uso de las aplicaciones no deterministas tenemos las
algebras no deterministas mono-unarias (también conocidas por marcos modales
o marcos de Kripke), i.e., los pares (A,r) en los que A es un conjunto y r una
aplicacién no determinista de A en A.

5.4. Inversién y composicion de relaciones. Nos ocupamos ahora de definir
dos operadores, el de formacién de la inversa de una relacién y el de composicién
de dos relaciones. El primero es un endooperador de la clase Rel de las relaciones
y el segundo un operdor de Rel x Rel en Rel.

Proposiciéon 5.4.1. Sea R una relacion. Entonces hay una unica relacion cuyos
miembros son exactamente aquellos pares ordenados (y,x) tales que (z,y) € R.
Denominamos a tal relacién la inversa o reciproca de R y la denotamos por R™1.

Demostracion. Es suficiente tomar como R™!, la relacién definida como:
R™!' ={(y,z) € Im(R) x Dom(R) | (z,y) € R}
O
Ejercicio 5.4.2. Demuéstrese que el proceso de formacion del inverso es aplicable

a cualquier conjunto (aunque el resultado del mismo, obviamente, no sea necesa-
riamente una relacién).

Proposicion 5.4.3. Sean x e y dos conjuntos. Entonces:

1. NN(x,y) = z.
2. NNz} =y

Demostracion. Por lo que respecta a la primera parte tenemos que:

NN, y) = N(N{{a}{z.y}})  (por ladef. de par ordenado)
= ({x}
=z

Por lo que respecta a la segunda tenemos que:

NNz, )}t =NNNH{ (v, 2)} (por la def. de la inversa)
=NN(N{{{y}{y,z} }}) (por la def. de par ordenado)
=NN{{y} {y, =} }

=y (por la primera parte)
U

La proposicién anterior nos permite asociar, de manera univoca, a cada par
ordenado su primera y su segunda coordenada, tal como establece la siguiente
definicion.

Definicién 5.4.4. Si z es un par ordenado, entonces la primera coordenada de
z, a la que denotamos por (z)g, es [([)z v la segunda coordenada de z, a la que

denotamos por (z)1, es (NN{z}~ .

Ademas, la proposicién anterior nos permite dar una demostracién alternativa
de otra proposicién anterior segin la cual, dados cuatro conjuntos z, y, =’ e ¢/,
una condicién necesaria y suficiente para que (z,y) = (2/,9') es que z = 2’ e
y = y'. En efecto, por lo que respecta a la necesidad, si (z,y) = (¢, ’), entonces
NN@.y) =2z =2"=NN"y)y NN (@} =y =y =NNN{E"y)} "

A continuacién enunciamos algunas de las propiedades esenciales de la operacién
de formacién de la inversa de una relacién.

Lema 5.4.5. Si R es una relacion entonces | JUR™* = U R.
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Proposicion 5.4.6. Sean R y S dos relaciones. Entonces:
1. Dom(R™1) = Im(R) e Im(R™!) = Dom(R).

(R"YH)='=R (Involucion,).

(RUS)t =R tus-t.

(RNS)t=RtnsS-1t.

(R-S)'=R1-571

Fld(R~!) = Fld(R).

Si R C S, entonces R~1 C S~1.

NOo Ot L

Demostracion. O

Ejercicio 5.4.7. Sean A y B dos conjuntos. Demuéstrese que entonces (Ax B) ™! =
B x A.

Definicién 5.4.8. Sir = (4, R, B) es una aplicacién no determinista de A en B,
entonces 1! = (B, R™!, A) es la aplicacién no determinista inversa o reciproca de
ryloesde Ben A.

A continuacién establecemos la existencia de una operacién binaria, fundamental,
sobre el universo de las relaciones, la composicién o producto relativo, que permite
obtener, a partir de dos relaciones una nueva relacion, la compuesta de las mismas,
que serd la base sobre la que se establecerd la clasificacion de Cantor, en términos
de equipotencia, de los conjuntos.

Proposiciéon 5.4.9. Sean R y S dos relaciones. Entonces hay una unica relacion
cuyos miembros son exactamente aquellos pares ordenados (x,z) para los que hay
un y tal que (z,y) € Ry (y,z) € S. Denominamos a tal conjunto la composicién
o el producto relativo de R y S y lo denotamos por S o R o simplemente por
yuxtaposicion como SR.

Demostracion. Es suficiente tomar como S o R la relacién definida como:
SoR={(z,z) € Dom(R) x Im(S) | Iy ((z,y) € RA (y,2) € S) }
O

Ejercicio 5.4.10. Demuéstrese que la operaciéon de composicién se puede aplicar
a cualquier par de conjuntos.

Proposicién 5.4.11. Sean R y S dos relaciones. Entonces Dom(SoR) C Dom(R)
e Im(S o R) C Im(S).

Demostracion. En virtud de la definicién de la composicién de relaciones tenemos
que SoR C Dom(R) xIm(S). Por lo tanto Dom(SoR) C Dom(Dom(R) xIm(S5)). Si
Im(S) = @, entonces S o R = &, luego Dom(S o R) = @ C Dom(R). Si Im(S) # &,
entonces Dom(Dom(R) x Im(S)) = Dom(R), luego Dom(S o R) C Dom(R).
La demostracién de que Im(S o R) C Im(.S) es idéntica.
O

Proposicion 5.4.12. Sean R, S y T tres relaciones. Entonces:

1. Ro(SoT)=(RoS)oT (Asociatividad).

2. Ro(SUT)=(RoS)U(RoT) y(RUS)oT =(RoT)U(SoT)
(Distributividad de la composicion respecto de la unidn, por la izquierda y
por la derecha).

3. Ro(SNT)C (RoS)N(RoT) y(RNS)oT C(RoT)N(SoT).

4. Si RC S, entonces RoT CSoT yToRCToS (Isotonia).

5. (RoS)™t=S"toR™ L

Demostracion. O
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Antes de proseguir conviene poner de manifiesto que la generalizacién de la
distributividad de la composicién respecto de la unién, por la izquierda y por la
derecha, al caso en que consideremos un conjunto de relaciones R y otra relacién
S, i.e., que se cumplen las ecuaciones siguientes:

So(UrerR) =U{SoR|ReR}y (UgrerR)oS=U{RoS|RcR},

presupone que existen los conjuntos { SoR| R€ R} y {RoS | R € R}. Ahora
bien, para demostrar tal existencia podemos hacer uso del esquema axiomatico de
reemplazo, para obtener, en primer lugar, a partir del conjunto de relaciones R
y de las férmulas y = Dom(z) e y = Im(z), los conjuntos { Dom(R) | R € R}
y {Im(R) | R € R} (lo mismo que en un caso anterior, también se puede es-
tablecer la existencia de tales conjuntos, haciendo uso del axioma del conjunto
potencia e instancias del esquema axiomético de separacién). A continuacién, me-
diante el axioma de la unién, obtenemos | Dom(R) y Ugcr Im(R). En tltimo
lugar, después de obtener (|JpcrDom(R)) x Im(S) y Dom(S) x UpcrIm(R) y
usar el axioma del conjunto potencia para obtener Sub((|JzcrDom(R)) x Im(S))
y Sub(Dom(S) x JperIm(R)), obtenemos, usando el esquema axiomatico de se-
paracion, los conjuntos {SoR| R€ R}y {RoS | R € R}, ya que, para cada
ReR,SoRC (UgerDom(R)) x Im(S) y RoS C Dom(S) x JgerIm(R).

Ejercicio 5.4.13. Sean A, B y C tres conjuntos. Demuéstrese que:

1. Si BNC = g, entonces (C' x D)o (A x B) =@.
2. Si BNC # &, entonces (C' x D)o (Ax B)=Ax D.

Ademiés de la composicion de relaciones, De Morgan y Peirce consideraron otra
operacion de composicién para las relaciones, la suma relativa, que se puede defi-
nir, cuando las relaciones lo son entre conjuntos dados, a partir de la composicién
ordinaria y de la complementacién.

Proposicion 5.4.14. Sean R y S dos relaciones. Entonces hay una unica relacion
cuyos miembros son exactamente aquellos pares ordenados (x,z) tales que, para
cada y, (z,y) € R o (y,2z) € S. Denominamos a tal relacién la suma relativa de R
y S y la denotamos por StR.

Demostracion. Es suficiente tomar como STR la relacién definida como:
STR = {(z,z) € Dom(R) x Im(S) | Vy ((z,y) € RV (y,2) € S) }

O

Ahora que disponemos del concepto de composicién de relaciones, definimos,
como caso particular, la composicién de aplicaciones no deterministas.

Definicién 5.4.15. Sea r: A——o B una aplicacién no determinista de A en By
s: B——o(C una de B en C'. Entonces a la aplicacién no determinista (4,5 o R, C)
de A en C la denominamos la composicion de r v s y la denotamos por sor o
simplemente por sr.

Debemos observar que la composicién de dos aplicaciones no deterministas,
r: A——o By s: C—oD sélo la definimos, a diferencia de la composicién de rela-
ciones, cuando y sélo cuando d; (r) = dg(s), i.e., en este caso cuando B = C.
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Proposiciéon 5.4.16. Sir: A——oB, s: B——oC yt: C—oD son tres aplica-
ciones no deterministas, entonces to (sor) = (tos)or, i.e., el diagrama:

(tos)or
/\\\
A B \
\

s
sor

to(sor)

conmuta.

Ahora establecemos la existencia, para cada conjunto, de una relacién distinguida
en el, la diagonal del mismo, que usaremos para demostrar, entre otras cosas, que
la composicién de aplicaciones no deterministas tiene neutros a la izquierda y a la
derecha.

Lema 5.4.17. Sea A un conjunto. Entonces | J|J A4 = A.

Proposicion 5.4.18. Sea A un conjunto. Entonces hay un unico conjunto cuyos
miembros son exactamente aquellos z para los que existe un a € A tal que z = (a,a).
Denominamos a tal conjunto la diagonal de A y lo denotamos por A 4.

Demostracion. Es suficiente tomar como A 4 el conjunto definido como:
Ap={z€eAxA|TacA(z=(a,a))}

O

Proposicién 5.4.19. Sea A un conjunto. Entonces:

1. Dom(A4) = A, Im(A4x) = A y Fld(A4) = A.

2. Ayt =Aa.
Demostracion. (]
Proposicién 5.4.20. Sea R una relacion. Entonces:

1. AIm(R) oR=R.

2. Ro ADom(R) = R.

3. ADom(R) - R 'oR Y AIm(R) CRo R,
Demostracion. O

Definicién 5.4.21. Sea A un conjunto. Entonces a la aplicacién no determinista
(A, A4, A) la denominamos la identidad de A y la denotamos por id 4.

Proposicién 5.4.22. Si r: A——o B es una aplicacion no determinista de A en
B, entonces roidg =1r yidg or =r, i.e., los diagramas:

id
1da A y A r

A B

r idB

conmutan.
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5.5. Imagenes directas e inversas. Nos ocupamos ahora de definir cinco ope-
radores de la clase Rel, de las relaciones, en VV: la imagen directa, la imagen
inversa, la imagen universal, la imagen directa de Galois y la imagen inversa de
Galois.

Proposicién 5.5.1. Sea R una relacion, y X un conjunto. Entonces hay un unico
conjunto cuyos miembros son exactamente aquellos y para los que hay un x tal que
z € X y(x,y) € R. Denominamos a tal conjunto la R-imagen directa o existencial
de X y lo denotamos por R[X] o por R.(X).

Demostracion. Es suficiente tomar como R[X] el conjunto definido como:
R X]|={ye€Im(R)| Iz € X((x,y) € R) }.
O

Observemos que el operador unario R., de formacién de la imagen directa de un

conjunto, es el resultado de la accién del operador (-). sobre R:

Rel —= V'V

()« V—V

Ro— R\ x 5 R.(X)=RIX]
Proposicién 5.5.2. Sea R una relacion, e Y un conjunto. Entonces hay un unico
conjunto cuyos miembros son exactamente aquellos x para los que hay un y tal que
y €Y y (z,y) € R. Denominamos a tal conjunto la R-imagen inversa de Y y lo
denotamos por R™[Y] o por R*(Y).

Demostracion. Es suficiente tomar como R™![Y] el conjunto definido como:
R [Y]={x€Dom(R) |3y cY((z,y) € R)}.
O

No debemos confundir, a pesar de la notacién, para una relacién R, la relacién
R, que es el resultado de la accién del operador unario (-)~!, de formacién de la
inversa de una relacién, sobre R:

()1 Rel — Rel
R — R,

y el operador unario R*, de formacion de la imagen inversa de un conjunto, que es
el resultado de la accién del operador (-)* sobre R:
Rel —= V'V
Bo—= By — r).

De todos modos, como veremos méas adelante, para una relaciéon R y un con-
junto Y, se cumple que R™[Y] = R*(Y), la R-imagen inversa de Y, coincide con
(R71).(Y), la R~'-imagen directa de Y y la R-imagen directa de un conjunto
coincide con la R~!-imagen inversa del mismo.

Proposicién 5.5.3. Sea R una relacion, y X un conjunto. Entonces hay un unico
conjunto cuyos miembros son precisamente aquellos y tales que R™'[{y}] C X.
Denominamos a tal conjunto la R-imagen universal de X y lo denotamos por Ri[X].

Demostracion. Es suficiente tomar como Ri[X] el conjunto definido como:

R[X]={yeIm(R) | R~'[{y}] c X}
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Proposicién 5.5.4. Sea R una relacion, y X un conjunto. Entonces hay un unico
conjunto cuyos miembros son precisamente aquellos y tales que para todo x € X,
(z,y) € R. Denominamos a tal conjunto la R-imagen directa de Galois de X y lo
denotamos por Ry (X).

Demostracion. Es suficiente tomar como R, (X) el conjunto definido como:
Ry (X) ={y e Im(R) |Vz € X((z,y) € R) }
O
Proposicion 5.5.5. Sea R una relacion, e Y un conjunto. Entonces hay un unico
conjunto cuyos miembros son precisamente aquellos = tales que para todo y € Y,

(z,y) € R. Denominamos a tal conjunto la R-imagen inversa de Galois de X y lo
denotamos por RY(Y').

Demostracion. Es suficiente tomar como R4(Y) el conjunto definido como:
RYY)={x € Dom(R) |Vy € Y((z,y) € R)}
O
Proposicién 5.5.6. Sea R una relacion y X un conjunto. Entonces la R-imagen
inversa de X coincide con la R~ -imagen directa de X, i.e., R*(X) = (R71).(X), y

la R-imagen directa de X coincide con la R™'-imagen inversa de X, i.e., R.(X) =
(R™H)*(X).

Demostracion. O

Proposicion 5.5.7. Sean R y S dos relaciones y A y B dos conjuntos. Entonces:
1. SiDom(R) C A, entonces R[A] = Im(R) y si Im(R) C B, entonces R™[B] =

Dom(R).
2. Si AN Dom(R) = @, entonces R[A] = @ y si BNIm(R) = &, entonces
R7[B]= 2.

3. R[AUB] = R[A]U R[B].
4. RIANnB] C R[A ] R[B }

5. R7'[AUB] = R7'[AJUR™Y[B].

6. R~'[AN B] QR [A]QR 1B].

7. AC R7YR[A]] siy sélo si A C Dom(R).

8. BC R[R™![B]] siy sdlo si B C Im(R)

9. Si A C B, entonces R[A] C R[B ] 1A ] C R7YB].
10. (Ro S)[A] = R[S[A]] y (RoS)~'[B ] STHRTYA]L
11. Aa[A] = A y AG'[B] = B.

12. Dom(R o S) C S~!'[Dom(R)] e Im(R o S) C R[Im(S)].

Demostracion. O

Ejercicio 5.5.8. Demuéstrese que si Ry S dos relaciones y A, By C' tres conjuntos
entonces:

1. Siz ¢ Dom(R), entonces R[{z}] = @ ysiy ¢ Im(R), entonces R~ [{y}] = @

Rlo]=2y R (9] =2
oA =0y o \[B] = .
R[A] — R[B] C R[A - B].

R7[A] - R7'[B] C R'[A - B].
Si ANC # &, entonces (Ax B)[C] = By si ANC = &, entonces (Ax B)[C] =
J.

.@P‘PP’!\D
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Definicién 5.5.9. Sir: A——o B es una aplicaciéon no determinista de A en B, de
modo quer = (4, R, B),y X C A, entonces convenimos que r[X] significa lo mismo
que R[X] y lo denominamos la imagen directa o existencial de X bajo la aplicacién
no determinista r y r1[X] significa lo mismo que R[X] y lo denominamos la imagen
universal de X bajo la aplicacién no determinista r. Del mismo modo, si Y C B,
entonces r~![Y] significa lo mismo que R~![Y] y lo denominamos la imagen inversa
de Y bajo la aplicacién no determinista 7.

5.6. Restricciones. Consideramos ahora un operador binario que asigna a una
relaciéon y un conjunto una relacién, la restriccion de la relacién al conjunto en
cuestion.

Proposiciéon 5.6.1. Sea R una relacion y A un conjunto. Entonces hay un unico
congunto cuyos miembros son exactamente aquellos pares ordenados (z,y) tales que
x € A. Denominamos a tal conjunto la restriccién de R a A y lo denotamos por

RTA.

Demostracion. Es suficiente tomar como R [ A el conjunto definido como:
RIA={(z.y) e R|ze A},

o0, lo que es equivalente, el conjunto RN (A x Im(R)). O

6. FUNCIONES.

En esta seccién estudiamos el concepto de funcién, fundamental para toda la
matematica, y los de funcién parcial y funcién de un conjunto en otro, asi como los
derivados de estos ultimos, los de aplicacion parcial y aplicaciéon, que incorporan
en su definicién explicitamente tanto a los conjuntos de partida como de llegada.
Ademids, demostramos la existencia del exponencial de dos conjuntos, caracterizado
por una cierta propiedad universal, debida a Schonfinkel y Curry, que sirve, entre
otras cosas, para poner de manifiesto que el concepto de funcién de dos o mas
variables, puede ser reducido al de funcién de una sola variable, pero a costa (todo
proceso reduccionista tiene un costo) de complejizar el codominio de las mismas.
Por 1dltimo, demostramos, siguiendo a Lawvere, que el conjunto 2 es un clasificador
de subconjuntos, i.e., que los subconjuntos de un conjunto estan en correspondencia
biunivoca con las aplicaciones desde tal conjunto hasta el 2 y ello sujeto a cumplir
una cierta propiedad universal.

6.1. Funciones, aplicaciones parciales y aplicaciones.

Definicién 6.1.1. Decimos que un conjunto F' es una funcion, relacion funcional
o una familia, si cumple las siguientes condiciones:

1. F es una relacion.
2. Va,y,z (((x,y) € FA(x,2) € F) = y = 2).
Si F es una funcién y = € Dom(F), entonces denotamos por F(z) al dnico
miembro del conjunto {y € Im(F) | (z,y) € F}, i.e.,

F(z) =U{y € Im(F) | (z,y) € F'}

y lo denominamos el valor o la imagen de la funcién F' en x. Ademaés, cuando F sea
una funcién y Dom(F) = I, diremos que F es una familia indezada o coordinada
por el conjunto de indices I y la denotaremos por (F(i));er o por (F;)ier.

Asi pues, un conjunto F' no seré una funcién si no es una relacion, i.e., si tiene
algin miembro que no sea un par ordenado, o si hay tres conjuntos z, y y z tales
que (z,y) € Fy (x,2) € F pero y # z, i.e., si hay dos pares ordenados distintos en
F' con la misma primera coordenada.
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Por otra parte, si (Fj)icr es una familia indexada por I, entonces | J;.; F; es
Uier Im((Fy)ier), y si I # @, entonces (o, Fi es ;¢ Im((Fy)ier)-

Ejercicio 6.1.2. Demuéstrese que un conjunto F' es una funcion si y sélo si es una
relacién y para cada ¢ € Dom(F), hay un tdnico y € Im(F') tal que (z,y) € F.

Ejercicio 6.1.3. Demuéstrese que:

1. @ es una funcién.
2. Para cada conjunto A, A 4 es una funcién.
3. No hay un conjunto del cual sean miembros exactamente todas las funciones.
4. Si F es una funcién y A, B dos conjuntos, entonces
a) F7YANB] = F[A|nFB].
b) F71[A—- B] = F~[A] - F7YB].

Proposicién 6.1.4. Sea F una funcion y A un conjunto. Entonces:

1. F'[A es una funcion.

2. Dom(F'[A) = AN Dom(F).

3. Im(F[A) = F[A].

4. Para cada x € Dom(F [ A), se cumple que (F'[A)(x) = F(x).

Demostracion. O

Puesto que las funciones son un caso particular de las relaciones, para ellas
también se cumple el principio de extensionalidad, como pone de manifiesto la
siguiente proposicién.

Proposicién 6.1.5. Sean F' y G dos funciones. Entonces:
1. F C G siy sdlo si Dom(F) C Dom(G) y para cada x € Dom(F), F(z) =
G(x).
2. (Principio de extensionalidad para las funciones). Una condicion necesaria
y suficiente para que F = G es que Dom(F) = Dom(G) y que para cada
x € Dom(F), F(z) = G(z).

Demostracion. O

Si entre dos funciones F' y G se da la relaciéon F' C G, entonces decimos que G
es una extension de F' o que F' es una restriccion de G.

Ejercicio 6.1.6. Demuéstrese que si F' es una funcién, entonces cualquier subcon-
junto de F' es una funcion.

Proposicién 6.1.7.

1. 8i F esun conjunto no vacio de funciones, entonces (. F' es una funcion.
2. Si F es un conjunto de funciones tal que, para cada F,G € F, eriste un
H € F tal que FUG C H, entonces Jpc 7 F' es una funcion.

Demostracion. Es evidente que |Jp . » I es una funcién. Ahora bien, para demostrar
que Dom(Jper F) = U{Dom(F) | F e F}eIm((Uper F) = U{Im(F) | FF € F},
hemos de establecer previamente que existen los conjuntos { Dom(F) | F € F}
y {Im(F) | F € F}, pero éso ya fué demostrado, en el caso de los conjuntos de
relaciones, aplicando las instancias adecuadas del esquema axiomatico de reemplazo.

O

Proposicion 6.1.8. Sean F y G dos funciones. Entonces una condicion necesaria
y suficiente para que F'UG sea una funcion es que:

F [ Dom(F) N Dom(G) = G [Dom(F) N Dom(G).

Demostracion. O
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Corolario 6.1.9. Sean F y G dos funciones. Si Dom(F)NDom(G) = &, entonces
F UG es una funcion.

Demostracion. O

Si F es una funcién, entonces F~! es, con toda seguridad una relacién, pero
no es, en general, una funciéon. La proposicion que sigue establece una condicién
necesaria y suficiente para que la relacién inversa de una relacién sea también una
funcién.

Proposicién 6.1.10. Sea F una funcion. Una condicion necesaria y suficiente para
que F~1 sea una funcion es que F sea inyectiva, i.e., que, para cada x,y € Dom(F),
st x #y, entonces F(x) # F(y).

Demostracion. O

Proposicién 6.1.11. Sean A y B dos conjuntos. Entonces hay un dnico conjun-
to cuyos miembros son exactamente aquellas funciones F para las que se cumple
que Dom(F) C A e Im(F) C B. Denominamos a tal conjunto el conjunto de las
funciones parciales de A en B y lo denotamos por Pinc(A, B).

Demostracion. Es suficiente tomar como Pfnc(A, B) el conjunto definido como:
Pfnc(A,B) = {F € Sub(A x B) |Va € A3y € B((2,y) € F)}
O

Ejercicio 6.1.12. Demuéstrese que hay cuatro conjuntos A, B, A’ y B’ tales que
(A, B) # (A’, B'), pero que Pinc(A, B) N Pfnc(A’, B') # @.

En ciertos contextos matemadticos, e.g., en la teoria de la recursién, es necesaria
una nociéon mas fina que la de funcién parcial, en la que ocurra explicitamente,
tanto el conjunto que contiene al dominio de definiciéon de la funcién parcial en
cuestion, como el que contiene a la imagen de la misma, debido a que hay funciones
parciales recursivas que no admiten ninguna extensién hasta una funcién recursiva,
en la que el dominio de definiciéon de la misma coincida con el conjunto en el que
estd incluido.

Definicién 6.1.13. Sean A y B dos conjuntos. Una aplicacion parcial de A en
B es un triplo ordenado f = (A4, F, B), denotado por f: A B, en el que F es
una funcién parcial de A en B, denominada la funcidn parcial subyacente de f. Al
conjunto de las aplicaciones parciales de A en B lo denotamos por Homy (A, B), y
es el conjunto

Homy(A, B) = {A} x Pfnc(A4, B) x {B}.

En particular, a las aplicaciones parciales de A en A las denominamos endoapli-
caciones parciales de A, y al conjunto de todas ellas lo denotamos por End,(A)

Ademis, siguiendo el hébito categorial, al conjunto A de la aplicacion parcial
f = (A, R, B) lo denominamos el dominio de f y lo denotamos por do(f), y al B
el codominio de f y lo denotamos por d;(f).

En general, do(f) serd distinto del dominio de definicién de la funcién parcial
F de A en B, subyacente de la apicacién parcial f, y también d;(f) lo serd de la
imagen de F.

Proposicién 6.1.14. Sean A, B, A’ y B’ cuatro conjuntos. Si (A, B) # (A’, B'),
entonces Hom, (A, B) NHom,(A',B') = &

Demostracion. O
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Proposiciéon 6.1.15. Sean A y B dos conjuntos. Entonces hay un dnico conjun-
to cuyos miembros son exactamente aquellas funciones F para las que se cumple
que Dom(F) = A e Im(F) C B. Denominamos a tal conjunto el conjunto de las
funciones de A en B y lo denotamos por Fnc(A, B) o por B4.

Demostracion. Es suficiente tomar como Fnc(A, B) el conjunto definido como:
Fnc(A,B) ={F € Pfuc(A,B) | Dom(F) = A}
O

Asi pues, el conjunto de las funciones de A en B consta precisamente de todos
los subconjuntos F' de A x B tales que para cada x € A, hay un tnico y € B tal
que (z,y) € F

Ejercicio 6.1.16. Demuéstrese que hay cuatro conjuntos A, B, A’ y B’ tales que
(A, B) # (A, B'), pero que Fnc(A, B) NFnc(A’, B') # @.

Definicién 6.1.17. Sean A y B dos conjuntos. Una aplicacion de A en B es un
triplo ordenado f = (A, F, B), denotado por f: A——= B, en el que F es una funcién
de A en B, denominada la funcion subyacente de f. Al conjunto de las aplicaciones
de A en B lo denotamos por Hom(A4, B), y es el conjunto

Hom(A, B) = {A} x Fnc(A, B) x {B}.

En particular, a las aplicaciones de A en A las denominamos endoaplicaciones
de A, y al conjunto de todas ellas lo denotamos por End(A).

Ademss, siguiendo el hébito categorial, al conjunto A de la aplicaciéon f =
(A, R, B) lo denominamos el dominio de f y lo denotamos por do(f), vy al B el
codominio de f y lo denotamos por di (f).

En general, d;(f) serd distinto de la imagen de la funcién F' de A en B, subya-
cente de la aplicacion f.

Observemos que una aplicacién de A en B también se puede definir, alternativa,
pero equivalentemente, como un par ordenado f = (F, B) en el que F es una funcién
de A en B, ya que A = Dom(F).

Proposicién 6.1.18. Sean A, B, A’ y B’ cuatro conjuntos. Si (A, B) # (A’, B'),
entonces Hom(A, B) NHom(A', B') = @

Demostracion. O

Observemos que una aplicaciéon de A en B también podria ser definida, simple-
mente, como un par ordenado f = (F, B), denotado por f: A—>= B, en el que F
es una funcién de A en B, debido a que A coincide con Dom(F).

Proposicién 6.1.19. Sean A y B dos conjuntos. Entonces se cumple que:
1. Fnc(A, B) C Pfnc(A, B).
2. Pinc(A, B) C Rel(A4, B).
3. Hom(A4, B) C Homy(A, B).
4. Hom, (A, B) C Hom,q(4, B).
Ademds, en general, las inclusiones inversas no se cumplen.

Demostracion. O

Proposicién 6.1.20. Si F' y G son dos funciones. Entonces:

1. Go F es una funcion.
2. Dom(G o F) = {x € Dom(F) | F(x)
3. Para cada x € Dom(Go F), Go F(x

Demostracion. O
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Ejercicio 6.1.21. Demuéstrese que si F'y G son dos funciones, entonces
Dom(G o F) = Dom(F) N F~![Dom(G)].

Corolario 6.1.22. Sean A, B y C tres conjuntos. Entonces:

1. Si F' es una funcion parcial de A en B y G lo es de B en C, entonces Go F
es una funcion parcial de A en C y la denominamos la composicién de las
funciones parciales F y G. Ademds, si f: A B es una aplicacion parcial
de AenByg: B C lo es de B en C, entonces go f = (A,Go F,C) es
una aplicacion parcial de A en C, a la que denotamos por go f: A—C'y
la denominamos la composicion de las aplicaciones parciales f y g.

2. Si F es una funcién de A en B y G lo es de B en C, entonces Go F es una
funcion de A en C y la denominamos la composicién de las funciones F y
G. Ademds, si f: A——= B es una aplicacion de A en B yg: B——=C lo es
de B en C, entonces go f = (A,Go F,C) es una aplicacion de A en C, a la
que denotamos por go f: A——=C y la denominamos la composicién de las
aplicaciones f y g.

Proposicién 6.1.23. Las diferentes composiciones del corolario 6.1.22 son asocia-
tivas y tienen neutros por la izquierda y por la derecha. En particular, si f: A— B,
g: B—=C y h: C——=D son tres aplicaciones, entonces ho (go f)=(hog)o f,
i.e., el diagrama:

(hog)o f

ho(go f)

conmuta. Ademds, se cumple que foidsg = f yidgo f = f, i.e., los diagramas:

ida f

A—— y A———

A B
f Lf f lidB
B

B

conmutan.

Definicién 6.1.24. Sean A, A’, By B’ cuatro conjuntosy h: A’—= Ayg: B—=B’
dos aplicaciones. Entonces:

1. Denotamos por H(idy4, g) la aplicacién
H(id4, g) : Hom(4, B) —Hom(A, B'),

que a un f € Hom(A, B) le asigna H(ida, g)(f) = go f.
2. Denotamos por H(h,idg) la aplicacién

H(h,idg) : Hom(A4, B)—=Hom(A’, B),
que a un f € Hom(A, B) le asigna H(h,idp)(f) = f o h.



TEORIA DE CONJUNTOS 39

Proposicién 6.1.25. Sean A, A’, A” B, B’ y B” seis conjuntos y f': A" —=A’,
fiAAl—=A, g: B—=B' y¢: B ——=B" cuatro aplicaciones. Entonces los dia-
gramas:

Hom(A, B) M Hom(A,B’) y Hom(A,B) H(f—7idB)> Hom(A', B)
|
H(idy, ¢ H(f',id
H(ida,g' o) ) H(f o f',idp) 7
Hom(A, B') Hom(A”, B)

conmutan.

6.2. Exponenciales. El teorema que presentamos a continuacion, junto con las
proposiciones que le siguen, afirma, esencialmente, que hay una biyeccién natural
entre el conjunto de las aplicaciones de un conjunto C' en el conjunto Hom(A, B) y
el conjunto de las aplicaciones de A x C' en B, situacién que representamos por:

C ——Hom(A4, B)
AxC—B

Teorema 6.2.1 (Schonfinkel-Curry). Sean A y B dos conjuntos. Entonces el con-
junto Hom(A, B), el exponencial de A y B, junto con la aplicacidn eva p: A X
Hom(A, B) — B, la evaluacién para A y B, definida como:

A x Hom(A,B) — B
an (x,h) > hl),

son tales que, para cada conjunto C y cada aplicacion f: A x C—— B, existe una
tinica aplicacion f©: C —=Hom(A, B) tal que el diagrama:

AxC
idAXf@

A x HOID(A, B) W) B

conmuta.

Demostracion. O

Corolario 6.2.2. El par ordenado (eva p,Hom(A, B)) es unico, salvo un unico
isomorfismo, i.e., para cada par ordenado (e, E) en el que E es un conjunto y e
una aplicacion de A x E en B, si (e, E) es tal que, para cada conjunto C' y cada
aplicacién f: A x C—= B, eziste una tnica aplicacion f@: C —=E tal que el
diagramas:

AxC
idAXf@

AxFE

c B
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conmuta, entonces hay un inico isomorfismo t: E—Hom(A, B) tal que el dia-

grama:
AxFE

idg x ¢

A x HOHl(A,B) W B

conmuta.
Proposicién 6.2.3. Sean f: A'——= A y g: B——= B’ dos aplicaciones. Entonces

hay una tnica aplicacion g : Hom(A, B) —=Hom(A’, B') tal que el diagrama:

fxid

A’ x Hom(A, B) A x Hom(A, B)
\LeVA’B
id x gf B

lg

/ /N >Y;
A XHOHI(A,B)WB/

conmuta.
Demostracion. O
Proposicién 6.2.4. Sean A, A’, A” B, B’ y B” seis conjuntos y f': A" —=A’,
fiAA—=A, g: B—=B' y¢': B'——= B"” cuatro aplicaciones. Entonces:

(g 0g)* =g7 o gl
Demostracion. Porque, por una parte, debido a que el diagrama:

f xid fxid

A" x Hom(A, B) A’ x Hom(A, B) A x Hom(A, B)
LGVAB
id x g7 id x gf B
9
f xid
A" x Hom(A', B') —— A’ x Hom(A’, B') —as B
eVA',B/ 7
id x g'f, B’
g/
A" x Hom(A",B") —— = p"

eVA”,B”
conmuta, también conmuta el diagrama:

!/ ‘d
A" x Hom(A, B) fof—><1> A x Hom(A, B)

\LGVAB

id x (g"" o g%) B
lg’ oy

A” x Hom(A"”, B") B

eVA” 7B//



TEORIA DE CONJUNTOS 41

Pero, por otra, (g’ og)f"f/ es la tinica aplicacién de Hom(A, B) en Hom(A”, B") tal
que el diagrama:

A" x Hom(A, B) M) A x Hom(A, B)
ievA}B
d x (g0 g) B
ig’ og
A" x Hom(A”, B") eVar B

conmuta. Luego
(g o9l =g" oyl
O

Ejercicio 6.2.5. Estidiese lo que ocurre en la proposicién anterior si alguna de
las aplicaciones fuera una identidad.

Sea A un conjunto. Entonces el par (Sub(A),e4) en el que 4 es la aplicacién
de A x Sub(A) en 2 que a un par (a,X) de A x Sub(A) le asigna 1 si, y sdlo si,
x € X es tal que, para cada conjunto B y cada aplicacién f de A x B en 2, existe
una tnica aplicacién f© de B en Sub(A) tal el siguiente diagrama

Ax B
idAXf@ f

conmuta.

Sea h: A—>= B una aplicacién. Entonces la aplicacién h~![-] de Sub(B) en
Sub(A) es (ep o (h X idgun(p)))®, tal como muestra el siguiente diagrama con-
mutativo

B x Sub(B

hXIdV

A x Sub(B

\

A x Sub(A

6.3. El clasificador de subconjuntos. Vamos a demostrar que el conjunto
2 = {0, 1}, interpretado en este caso como el conjunto de wvalores de verdad del
universo de los conjuntos, con el 0 como lo falso y el 1 como lo verdadero, junto
con la aplicacion vd de 1 en 2, que al Uinico miembro de 1 le asigna como valor 1,
lo verdadero, tiene la propiedad de establecer una correspondencia biunivoca entre
los subconjuntos de un conjunto y las aplicaciones del conjunto en cuestion en el
conjunto de valores de verdad 2

Proposicién 6.3.1 (Borel-La Vallée Poussin-Lawvere). El par (2,vd), en el que
2={0,1} yvd es la aplicacion de 1 en 2, que al inico miembro de 1 le asigna como
valor 1, tiene la propiedad de que para cada conjunto A y cada subconjunto X de
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A, hay una dnica aplicacion chx: A——=2, la aplicacion caracteristica o indicatriz
de X, tal que, por una parte, el diagrama:

w
X4X> 1
inX J/Vd
A 2
ChX

conmuta, siendo wx la unica aplicacion de X en 1, y, por otra, para cada conjunto
Y y cualquier aplicacion uw: Y —= A si el diagrama:

wy
Yy ——

U vd

<

A

ChX

conmuta, siendo wy la unica aplicacion de Y en 1, entonces hay una unica aplica-
cion t: Y —=X tal que los dos tridngulos del diagrama:

Y wy

N o

X—1
Xl
A

Demostracion. La aplicaciéon chy es la tnica de A en 2 que cumple las citadas
condiciones. Porque si otra aplicacién de A en 2 las cumple, entonces, en particular,
cumple la primera condicién, luego, necesariamente, debe ser del tipo chxyz, para
un subconjunto Z de A tal que Z # @y X N Z = &. Pero entonces tal aplicacién
no cumpliria la segunda condicién tomando como Y precisamente a Z y como u la
inclusién canénica de Z en A, contradiccién. O

conmutan.

7. CONJUNTOS Y APLICACIONES ESPECIALES.

7.1. El conjunto inicial y los conjuntos terminales. El conjunto vacio fue
caracterizado internamente, i.e., respecto de la relaciéon de pertenencia, como el
dnico conjunto sin miembros. Ahora que disponemos del concepto de aplicacién,
lo caracterizamos externamente, i.e., respecto de las relaciones que guarda con los
demas conjuntos del universo de los conjuntos, a través de las aplicaciones; con esta
caracterizacién confirmaremos, una vez més, que lo que sea un objeto (cuando el
ser se interpreta dindmicamente) equivale, esencialmente, a lo que haga.

Proposiciéon 7.1.1. El conjunto vacio es el dnico conjunto que tiene la propie-
dad de que para conjunto A, hay una unica aplicacion de @ en A; es por ello
que al conjunto vacio también lo denominamos el conjunto inicial, respecto de las
aplicaciones. Denotamos por as a la unica aplicacion de & en A.

Demostracion. Sea A un conjunto. Entonces el triplo ordenado ay = (&, @, A) es
una aplicaciéon de @ en A, porque su segunda coordenada es una funcién de & en



TEORIA DE CONJUNTOS 43

A. Si f fuera otra aplicacién de @ en A, entonces su funcién subyacente, F', por ser
un subconjunto de @ x A, deberia ser el conjunto vacio, luego, por el principio de
extensionalidad para las funciones, ay = f. Con ello queda demostrado que desde
el conjunto vacio, hasta cualquier otro conjunto, hay una tinica aplicacion.

Ahora demostramos que si X no es el conjunto vacio, entonces hay un conjunto
A para el cual no hay una unica aplicacién de X en A, i.e., o bien no hay ninguna
o bien hay dos distintas de X en A. Sea pues X un conjunto no vacio. Si tomamos,
e.g., como A el conjunto vacio, entonces no hay ninguna aplicacién de X en A. [

Debemos observar que para el conjunto vacio, ag, la tinica aplicacién de & en
), es idg, que coincide con (&, &, &).

Ejercicio 7.1.2. Demuéstrese que para cada aplicacién f: A—=B, foas = ap.
El concepto dual del de conjunto inicial, es el de conjunto final o terminal.

Definicién 7.1.3. Un conjunto T es final o terminal si para cada conjunto A,
hay una tnica aplicacién de A en T'. Si tal es el caso, denotamos por w4 la inica
aplicacién de A en T.

Proposicién 7.1.4. Una condicion necesaria y suficiente para que un conjunto T'
sea final es que exista un conjunto t tal que T = {t}.

Demostracion. La condicion es suficiente. En efecto, sea T un conjunto tal que,
para algin conjunto ¢, se cumpla que 7' = {t} y sea A un conjunto. Entonces el
triplo wa = (A, A x {t},{t}) es una aplicacién de A en {t} y, por el principio de
extensionalidad para las funciones, es la tnica aplicacién de A en {t}.

La condicion es necesaria. En efecto, si para cada conjunto A se cumple que hay
una unica aplicacién de A en T, entonces, por una parte, T no puede ser vacio,
ya que si lo fuera, entonces tomando como A un conjunto no vacio, e.g., {@}, no
existirfa ninguna aplicacién de A en T, lo cual entraria en contradiccién con lo
supuesto; por otra parte, T no puede tener dos o mas miembros distintos, ya si
ése fuera el caso, entonces tomando como A el conjunto {@}, existirian al menos
dos aplicaciones distintas de A en T, que también entraria en contradiccién con
lo supuesto. Por consiguiente, ya que T" no puede ser ni vacio ni tener dos o maés
miembros distintos, T' tiene necesariamente un tinico miembro, i.e., hay un (\inico,
por el axioma de extensionalidad,) ¢ tal que T' = {t}. O

Aunque los conceptos de conjunto inicial y final son, formalmente, duales, no
obstante, hay una diferencia entre ellos, ademéds de la evidente, de que uno es vacio
y los otros no.

El conjunto inicial, i.e., el conjunto vacio, es absolutamente tinico; pero ocurre que
hay més de dos conjuntos finales distintos, de hecho hay tantos como conjuntos en el
universo de los conjuntos; sin embargo, dos cualesquiera de ellos son univocamente
isomorfos (como demostraremos, una vez dispongamos de la nocién de isomorfismo),
i.e., entre dos conjuntos finales hay una y sélo una biyeccién.

De manera que la definicién de conjunto final, y algunas posteriores, no especifica,
de hecho, un tinico conjunto, sino que determina a toda una clase de conjuntos, la
de los finales; pero, siendo dos cualesquiera de ellos indistinguibles, por existir entre
ellos un unico isomorfismo, se puede elegir a uno, el de menor complejidad, como
representante candnico. En nuestro caso serd el conjunto {@}, al que denotamos
por 1.

Ejercicio 7.1.5.

1. Demuéstrese que no existe el conjunto cuyos miembros sean exactamente
aquellos conjuntos que sean finales.
2. Demuéstrese que para cada aplicacion f: B——= A, wa o f = wp.
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Proposiciéon 7.1.6. No hay ningun conjunto que, respecto de las aplicaciones, sea
inicial y final. Pero el conjunto vacio, respecto de las aplicaciones parciales y de
las aplicaciones no deterministas, es inicial y final; y si A y B son dos conjuntos,
entonces hay tanto una unica aplicacion parcial, como una unica aplicacion no
determinista de A en B, que resulta de componer wa y ap, a la que denotamos por
04,8 Y la denominamos la aplicacion parcial o la aplicacion no determinista cero
de A en B.
Ademds, si f: A

y s: C——oD dos aplicaciones no deterministas, entonces

B yg: C——=D son dos aplicaciones parciales or: A—-o B

gobpcof=0ap y sobpcor=~0ap.

Demostracion. No puede haber un conjunto que sea simultaneamente inicial y final,
porque, para cada conjunto t, & # {t}.

Si Ay B son dos conjuntos, entonces el triplo 04 p = (A, @, B) es tanto una
aplicacién parcial como una aplicacién no determinista de A en B y es la tnica de
Aen B. Ademds, agpows = (4,9, B), i.e., se tiene que 4, 5 = ap owa.

La ultima parte de la Proposicion se cumple porque, tanto la funcién subyacente
de gofp,co f como la relacién subyacente de soflg ¢ or, coinciden con la de 04 g,
que es . O

7.2. Separadores. La nociéon que definimos a continuacion, la de separador o
generador, la usaremos, cuando dispongamos de los conceptos pertinentes, para
demostrar que cualquier conjunto, y algin tipo de conjunto estructurado es, esen-
cialmente, un cociente de un coproducto de generadores del tipo que se considere.

Definicién 7.2.1. Un conjunto X es un separador o generador si dados dos con-
juntos A, B y dos aplicaciones distintas f y g de A en B, existe una aplicacion h
de X en A tal que foh # goh, ie., si

VA,BVYf,g: A—=B(f#g—3h: X—=A(foh#goh)).

Asi pues, un conjunto X no sera un separador cuando existan dos conjuntos A,
B y dos aplicaciones distintas f, g de A en B, tales que, para cada aplicaciéon h de
X en A se cumpla que foh =goh.

Proposicién 7.2.2. Una condicion necesaria y suficiente para que un conjunto X
sea un separador es que no sea Vacto.

Demostracion. La condicion es suficiente. En efecto, supongamos que X no sea
vacio y sean f, g dos aplicaciones distintas de A en B. Entonces hay un a € A tal
que f(a) # g(a) y para la aplicacién h = (X, X x {a}, A) de X en A se cumple que
foh#goh.

La condicion es necesaria. En efecto, si X es vacio, entonces X no es un se-
parador, porque para A = 1, siendo 1 = {@} y B = 2, siendo 2 = {&,{2}}
hay dos aplicaciones distintas f = (1,{(2,92)},2) y g = (1,{(2,1)},2) tales que
f oCw1 =goaoy. U
7.3. Aplicaciones inyectivas y monomorfismos. Empezamos la clasificaciéon
de las aplicaciones definiendo las aplicaciones inyectivas y los monomorfismos, y
demostrando que ambas clases de aplicaciones coinciden.

Definicién 7.3.1. Sea f: A—— B una aplicacion.

1. Decimos que f: A——= B es una aplicacién inyectiva si

Ve,ye A(x#y— f(z) # fy)),

0, lo que es equivalente, si
Ve,y € A(f(z) = fly) =z =y).
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2. Decimos que f: A——= B es un monomorfismo si, para cada conjunto X y
cualesquiera aplicaciones g, h: X —= A, si el diagrama

fog

foh

conmuta, entonces g = h, i.e., si cuando fog = foh, entonces g = h; es por
ello que a este tipo de aplicaciones también se las denomina simplificables
a la izquierda. Denotamos al conjunto de los monomorfismos de A en B
por Mono(A, B). Convenimos entonces que f : A+— B significa que la
aplicacién f: A——= B es un monomorfismo.

Por consiguiente, una aplicacién f: A——= B no serd inyectiva precisamente
cuando

Jz,y e A(x £y f(z)=f(y));

y no serd un monomorfismo precisamente cuando
dg,h: X —=A(fog=fohAg#h).

Ademas, para demostrar que dos aplicaciones g, h: X —= A, coinciden, serd en-
tonces suficiente que determinemos un monomorfismo f: A+— B tal que fog =
foh.

Observemos que el concepto de aplicacién inyectiva se define internamente, i.e.,
haciendo uso de la relacién de pertenencia; mientras que el de monomorfismo se
define externamente, i.e., considerando las relaciones que guarda la aplicacién en
cuestion, con las demds aplicaciones del universo de los conjuntos. No obstante,
ambos conceptos son equivalentes, segin demostramos a continuacion.

Proposicion 7.3.2. Una condicion necesaria y suficiente para que f: A—— B sea
inyectiva es que sea un monomorfismo.

Demostracion. La condicion es necesaria. En efecto, supongamos que f: A—=B
sea inyectiva y sean g, h: X —= A, tales que el diagrama

fog

foh

conmute. Entonces, dado un z € X, se cumple que f(g(x)) = f(h(x)), luego g(z) =
h(x), por lo tanto g = h.

La condicidn es suficiente. En efecto, si f: A——= B no fuera inyectiva, entonces
existirfan x,y € A tales que  # y y f(z) = f(y). Luego, para X = {@} y para
g= (X, {(g,2)},A) y h = (X,{(2,y)}, A) se tendria que fog = foh pero que
g # h, i.e., que f no seria un monomorfismo. Asi pues, si f es un monomorfismo,
entonces f es inyectiva. U

Ejercicio 7.3.3. Demuéstrese directamente que si f: A——= B es un monomorfis-
mo, entonces es inyectiva.
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Ejercicio 7.3.4. Demuéstrese que una condicién necesaria y suficiente para que
f: A——= B sea inyectiva es que, para cada X C A, X = f~1[f[X]].

A continuacién demostramos algunas de las propiedades de clausura de la clase
de las aplicaciones inyectivas.

Proposicién 7.3.5. Sean A, B y C tres conjuntos, X un subconjunto de A, f una
aplicacion de A en B y g una aplicacion de B en C. Entonces:

1. id4, la aplicacion identidad de A, es un monomorfismo.

2. inx 4 = (X,Ax, A), la inclusién candnica de X en A, también denotada por
inx, si queda claro por el contexto cudl es el conjunto que se estd conside-
rando que contiene al conjunto X, es un monomorfismo.

3. Si f y g son monomorfismos, entonces go f es un monomorfismo.

4. Sigo f es un monomorfismo, entonces f es un monomorfismo.

Demostracion. Nos limitamos a demostrar las dos tltimas partes, dejando el resto
como ejercicio.

Por lo que respecta a 3, si M es un conjunto y u,v : M —= A dos aplicaciones
tales que (go f)ou = (go f)ow, entonces, por la asociatividad, go(fou) = go(fowv),
luego, por ser g monomorfismo, fou = fow, y entonces, por ser f monomorfismo,
uU=v.

Respecto de 4, si M es un conjunto y w,v : M —= A dos aplicaciones tales que
fou= fouv, entonces go(fou)=go(fow),luego (9o f)ou= (go f)ow, porlo
tanto u = v.

O

Ejercicio 7.3.6. Demuéstrese que dado un n > 1 y, para cada ¢ € n + 1, una
aplicacién f;: A;—=A;41, si fn, 0+ 0 fo: Ag—=A,4+1 es inyectiva, entonces
fo también lo es. Ademads, demuéstrese que si cada una de las aplicaciones f; es
inyectiva también lo es su composicién.

7.4. La relacién de dominacién. Haciendo uso del concepto de aplicacion in-
yectiva, definimos una clase relacional binaria sobre el universo de los conjuntos, la
de dominacion, sobre la que se fundamentard, en una seccién posterior, la compa-
racién entre los cardinales.

Definicién 7.4.1. Sean A y B dos conjuntos. Decimos que B domina a A, o que
A estd dominado por B, si hay un monomorfismo de A en B. Si tal es el caso lo
denotamos por A < B.

Ejercicio 7.4.2. Demuéstrese que no existe el conjunto { (4,B) | A< B}.

Respecto de la relacién de dominacién puede ocurrir, a priori, para dos conjuntos
arbitrarios A y B, la siguiente tetracotomia:
1. A<B y B<A
2. A<B pero B¢ A
3. A{ B pero B<A.
4. A4B y B¢ZA.

Posteriormente, demostraremos que en el primer caso obtenemos que A y B son
isomorfos, i.e., que son indistinguibles en la teoria de conjuntos, que es el Teorema de
Cantor-Bernstein; y que el ultimo caso no puede darse, ya que, como consecuencia
del axioma de eleccién, siempre se cumple que, para cualesquiera conjuntos A y B,
A< BoB<A.

La proposicién que sigue establece que la relacién binaria, <, de dominacién sobre
el universo de los conjuntos, tiene las propiedades de una relaciéon de preorden, i.e.,
es reflexiva y transitiva.
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Proposicion 7.4.3. Sean A, B y C tres conjuntos. Entonces:

1. A< A.
2. SiA< B yB<C, entonces A< C.

Demostracion. Esta Proposicién se deduce inmediatamente de la Proposicion 7.3.5.
O

Ejercicio 7.4.4. Demuéstrese que la clase relacional < N <~! tiene las propiedades
de una relacién de equivalencia, i.e., es reflexiva simétrica y transitiva.

El teorema de Cantor que sigue, establece que cada conjunto estd dominado por
otro conjunto, concretamente, por el conjunto de sus partes.

Teorema 7.4.5 (Cantor). Para cada conjunto A, hay un monomorfismo natural
de A en Sub(A), i.e., hay un {-}a: A+—=Sub(A) tal que, para cada aplicacion
f: A—— B, el diagrama:

{}a

A+——25 Sub(A)

f il

B +——— Sub(B)

conmuta. Asi pues, con la terminologia anterior, cada conjunto A estd dominado

por Sub(A).

Demostracion. Sea A un conjunto. Entonces la aplicacién {-}4: A+—Sub(4),

definida como:
A —> Sub(A)
{}A{ a —s {a}’
es un monomorfismo.
Por otra parte, si f: A—= B y a € A, entonces

{}5(f(a)) ={f(a)} v [ }ala)]l={f(a)},
luego {-}g o f = f[]o{-}a. Por consiguiente el diagrama conmuta. g
Obsérvese que la definicién de las aplicaciones {-}4 v {-}5 es la misma, i.e., es
independiente del conjunto que se considere, dicho de otro modo la familia de apli-

caciones ({-}4)aev es una transformacién natural entre dos functores convenientes.
Mas adelante demostraremos que Sub(A) no estd dominado por A.

7.5. Conjuntos inyectivos.

Definicién 7.5.1. Un conjunto I es inyectivo si dada una aplicacién inyectiva
f: A+— B y una aplicacién g: A——=1I, hay una aplicacién h: B——=1I tal que el
diagrama:

conmuta, i.e., si

VA, BYf: A+—BVg: A—=I13h: B——=1I(ho f=g).



48 JUAN CLIMENT
Por consiguiente, un conjunto I no serd inyectivo si
JA,B3f: A+—~B3g: A—=IVYh: B——=1(ho f #g).

Proposicién 7.5.2. Una condicidn necesaria y suficiente para que un conjunto sea
inyectivo es que no sea vacio.

Demostracion. La condicion es suficiente. En efecto, sea I un conjunto no vacio y
consideremos la situacion descrita por el diagrama:

A+———>B
9

1

Entonces, para un ¢ € I, arbitrario, pero fijo, definimos la aplicacién h : B——=1
como:

B—=1

"4 %h(b)—{

g(a), sibelm(f),ysiendo {a} = fL[{b}];
i, sibdIm(f)

Para la aplicacién h se cumple que el diagrama:

A+——>B

9

~

conmuta.

La condicion es mecesaria. En efecto, si I = &, entonces para la aplicaciéon
inyectiva aqg): @ —{@} se cumple que no hay ninguna aplicacién de {@} en
@, luego no hay ninguna aplicacién h de {@} en @ tal que h o afzy = idg. Por
consiguiente, si I = &, entonces I no es inyectivo. O

7.6. Secciones. Siguiendo con la clasificaciéon de las aplicaciones, definimos a
continuacién las secciones, de las que demostraremos que son estrictamente mas
fuertes que los monomorfismos, i.e., demostraremos que toda seccién es un mono-
morfismo, pero que hay monomorfismos que no son secciones.

Definicién 7.6.1. Una aplicacién f: A——= B es una seccidn o es invertible por la
izquierda si hay una aplicacién g: B——= A tal que el diagrama:

A / B
g

ida
A

conmuta. Asi pues, f: A——= B es una seccién si y sélo si

Jdg: B—=A(go f=ida).
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Obsérvese que para que f: A——= B sea una seccion, sélo se exige que exista
al menos una aplicaciéon g: B—— A tal que go f = ida, y no que sea tunica tal
aplicacion.

Establecemos a continuacién algunas de las propiedades de clausura de la clase
de las secciones.

Proposicion 7.6.2. Sean A, B y C' tres conjuntos, T un conjunto terminal, f una
aplicacion de A en B y g una aplicacion de B en C. Entonces:

1. id4 es una seccion.

2. Si f: T——=A, entonces f es una seccion.

3. Si f y g son secciones, entonces go f es una seccion.
4. Sigo f es una seccion, entonces f es una seccion.

Demostracion. Demostramos sélo las dos tltimas partes, dejando el resto como
ejercicio.

Por lo que respecta a 3, si f y g son secciones, entonces hay dos aplicaciones
u: B—= Ay v: C—— B, tales que los diagramas:

a—t .5 v B—9 .o
u v
ldA idB
A B
conmutan. Luego el diagrama:
o
a2
uouv
idg
A

conmuta. Por consiguiente g o f es una seccion.
Respecto de 4, si g o f es una seccién, entonces hay una aplicacion h: C —= A
tal que el diagrama:

gof

%C

b

ida h

A

conmuta. Luego el diagrama:

f

A B

h
ida ‘/ °9
A

conmuta. Por consiguiente f es una seccion. O

Ejercicio 7.6.3. Demuéstrese que dado un n > 1 y, para cada ¢ € n + 1, una
aplicacién f;: A;— A;41, si fpo---0 fo: Ag—= A, 41 es una seccion, entonces
fo también lo es. Ademas, demuéstrese que si cada una de las aplicaciones f; es una
seccién también lo es su composicién.
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La proposicién que sigue caracteriza la clase de las secciones.

Proposicion 7.6.4. Una condicion necesaria y suficiente para que una aplicacion
sea una seccion es que sea un monomorfismo y que no sea la unica aplicacion del
conjunto vacio en un conjunto no vacio.

Demostracion. La condicion es necesaria. En efecto, supongamos que f: A——=B
sea una seccién y sean g,h: X —= A dos aplicaciones tales que fog = f o h.
Entonces, por ser f una seccién, hay una aplicacién t: B—— A tal que to f = id 4,
luego to(fog) = to(foh), por lo tanto (tof)og = (tof)oh, asi queidgo0g = id 4 0h,
de donde g = h. Por consiguiente f es un monomorfismo. Ademads, f no puede ser
la tnica aplicacién del conjunto vacio en un conjunto no vacio, porque si lo fuera,
no podria ser una seccién.

La condicion es suficiente. En efecto, supongamos que f: A——> B sea un mo-
nomorfismo y que no sea la tnica aplicacién del conjunto vacio en un conjunto no
vacio. Entonces, o bien f = idg, en cuyo caso f se tiene a si misma como inversa
por la izquierda, y es por lo tanto una seccién; o bien f # idg, y entonces, ademas
de ser monomorfismo y no ser la tinica aplicacién del conjunto vacio en un conjunto
no vacio, se tiene, necesariamente, que A # &, en cuyo caso, eligiendo un i € A, y
definiendo la aplicacién g: B—= A como:

B— A
99 b o(b) = ?, s% b€ Im(f), y siendo {a} = f1({b});
i, sib¢&Im(f),
se cumple que g o f =id4, y por consiguiente, f es una seccion. U

Ejercicio 7.6.5.

1. Demuéstrese que toda seccién es un monomorfismo, pero que hay monomor-
fismos que no son secciones.

2. Demuéstrese que una condicién necesaria y suficiente para que una aplicacién
f: A—— B sea inyectiva es que A = @ o0 que A # & y exista una aplicacién
g: B—Atal que go f =1ida.

Observemos que @ € Fne(g, @)NFnc(, A), para cualquier conjunto A, y que, &,
en tanto que funcién de @ en @, tiene, en particular un inverso a la izquierda, pero
que, en tanto que funcién de @ en A, no tiene un inverso a la izquierda, si A no es
vacio. Asi pues, un mismo conjunto, el vacio, tendria dos propiedades incompatibles.
Es por ello y, sobre todo, por otros casos que se presentan en el algebra homologica
y la topologia algebraica, que es necesario introducir el concepto de aplicacion, en el
que estd incorporado, a diferencia de lo que ocurre con las funciones, explicitamente
el codominio (ademds del dominio, que es comun a ambos conceptos).

7.7. Coseparadores. Ahora definimos el concepto dual del de separador, que
es el de coseparador, y que usaremos para demostrar, cuando dispongamos de los
conceptos pertinentes, que cualquier conjunto es isomorfo a un subconjunto de un
producto de copias del 2. Ademas, tal concepto se usa en la demostraciéon de que
las nociones de aplicacién sobreyectiva y de epimorfismo, definidas después, son
equivalentes.

Definicién 7.7.1. Un conjunto X es un coseparador o cogenerador si dados dos
conjuntos A, B y dos aplicaciones distintas f y g de A en B, existe una aplicacién
h de Ben X tal que ho f # hog, ie., si

VA,BYf,g: A—>B(f#g—3h: B—=X (hof+#hog))
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Asi pues, un conjunto X no serd un coseparador cuando existan dos conjuntos
A, By dos aplicaciones distintas f, g de A en B, tales que, para cada aplicacién h
de B en X se cumpla que ho f =hog.

Proposicién 7.7.2. Una condicion necesaria y suficiente para que un conjunto X
sea un coseparador es que tenga al menos dos miembros distintos.

Demostracion. La condicion es suficiente. En efecto, sea X un conjunto que tenga
al menos dos miembros distintos y sean x e y, dos de ellos, arbitrarios, pero fijos,
y sean f y g dos aplicaciones distintas de A en B. Entonces hay un a € A tal que
f(a) # g(a). Luego, definiendo la aplicacién h: B— X como:

B— X
|, sib= f(a);
b — h(b)_{% SibGB*{f(a)}a

se cumple que ho f # h o g. Por lo tanto X es un coseparador.

La condicion es necesaria. En efecto, si X no tiene al menos dos miembros distin-
tos, entonces, o bien no tiene ninguno, en cuyo caso, tomando como A el conjunto
1 = {@}, como B el conjunto 2 = {&,{@}}, y las aplicaciones f,g: 1 —=2, que
al inico miembro del primero le asignan, rep., @ y {@}, se cumple, por no haber
ninguna, que para cada aplicacién h de B en X, ho f = h o g; o bien tiene un
tnico miembro, en cuyo caso, tomando, también, como A el conjunto 1, como B
el conjunto 2, y las mismas aplicaciones f,g: 1—=2, que antes, se cumple que,
para la tnica aplicacién wp de B en X, wg o f = wp o g. Asi pues, X no es un
coseparador, si no tiene al menos dos miembros distintos. O

h

7.8. Aplicaciones sobreyectivas y epimorfismos. Continuamos con la cla-
sificacién de las aplicaciones especificando las aplicaciones sobreyectivas y los epi-
morfismos, de las que demostraremos que son equivalentes.

Definicién 7.8.1. Sea f: A——= B una aplicacién.

1. Decimos que f: A——= B es una aplicacién sobreyectiva si
Vbe B3a € A(f(a) =D),

ie, si Im(f) = B.
2. Decimos que f: A——= B es un epimorfismo si, para cada conjunto Y y
cualesquiera aplicaciones g, h: B——=Y, si el diagrama

gof

hof

conmuta, entonces g = h, i.e., si cuando go f = ho f, entonces g = h; es por
ello que a este tipo de aplicaciones también se las denomina simplificables a
la derecha. Convenimos entonces que f: A— B significa que la aplicacién

f: A—— B es un epimorfismo, y denotamos al conjunto de los epimorfismos
de A en B por Epi(4, B).

Por consiguiente, una aplicacién f: A—— B no serd sobreyectiva precisamente
cuando

b e BVa e A(f(a) #D);
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y no serd un epimorfismo precisamente cuando
Jg,h: B—=Y (gof=hofAg#h).

Ademas, para demostrar que dos aplicaciones g, h: B——=Y, coinciden, serd en-
tonces suficiente que se determine un epimorfismo f: A—> B tal que go f = ho f.

Observemos que el concepto de aplicaciéon sobreyectiva, lo mismo que el de in-
yectiva, se define internamente, i.e., haciendo uso de la relacién de pertenencia;
mientras que el de epimorfismo se define externamente, i.e., considerando las rela-
ciones que guarda la aplicacién en cuestion, con las demas aplicaciones del universo
de los conjuntos. No obstante, ambos conceptos también son equivalentes, segin
demostramos a continuacion.

Proposicion 7.8.2. Una condicion necesaria y suficiente para que f: A—— B sea
sobreyectiva es que sea un epimorfismo.

Demostracion. La condicion es necesaria. En efecto, supongamos que f: A——=B

sea sobreyectiva y sea Y un conjunto y g, h: B——=Y dos aplicaciones tales que el
diagrama

hof

conmute. Entonces, dado un b € B, por ser f sobreyectiva, hay un a € A tal que
f(a) = b, por lo tanto g(b) = g(f(a)) ¥ h(b) = h(f(a)), luego g(b) = h(b), ya que
go f =ho f, Por consiguiente g = h. Asi pues, si f es sobreyectiva, entonces f es
un epimorfismo.

La condicion es suficiente. En efecto, si f no fuera sobreyectiva, entonces existiria
un z € B tal que, para cada a € A, f(a) # x, sea x uno de ellos, arbitrario, pero
fijo. Entonces, tomando como Y el conjunto 2 y como aplicaciones g,h: B——=2
las definidas, resp., como:

B —=2
IVb — h)=1 ¥

B —2
)1, sibelm(f);
b — h(b)—{o’ sibe B—TIm(f),

se tendria que g # h, porque g(z) = 1y h(xz) =0, pero go f = ho f, i.e., f no seria
un epimorfismo. Por consiguiente, si f es un epimorfismo, entonces es sobreyectiva.

O

h

Ejercicio 7.8.3. Demuéstrese que una condicién necesaria y suficiente para que
f: A——= B sea sobreyectiva es que, para cada Y C B, Y = f[f~[Y]].

Establecemos a continuacién algunas de las propiedades de clausura de la clase
de los epimorfismos.

Proposicién 7.8.4. Sean A, B y C tres conjuntos, f una aplicacion de A en B y
g una aplicacion de B en C. Entonces:

1. id4 es un epimorfismo.

2. Si f y g son epimorfismos, entonces go f es un epimorfismo.

3. Sigo f es un epimorfismo, entonces g es un epimorfismo.
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Demostracion. La demostracién es similar a la de la Proposicion 7.3.5. U

Ejercicio 7.8.5. Demuéstrese que dado un n > 1 y, para cada ¢ € n + 1, una
aplicacién f;: A; —= A1, 81 fno---0fy: Ag— A,+1 es un epimorfismo, entonces
fn también lo es. Ademads, demuéstrese que si cada una de las aplicaciones f; es un
epimorfismo también lo es su composicién.

7.9. El método de la diagonalizacion. La demostracién del teorema que si-
gue, que establece, junto con un teorema anterior de Cantor, para cada conjunto, el
inicio de una escala de conjuntos con el conjunto en cuestién como primer término,
usa en su demostracién el método de la diagonalizacién de Du Bois-Reymond?!-
Cantor, que generalmente se atribuye solo a Cantor, método que consiste en partir
de un dominio de objetos y atribuirle una cierta propiedad, y procediendo por re-
duccién al absurdo, suponiendo que la extension de la propiedad coincida con el
dominio dado, mostrar un objeto del dominio que no cumpla la propiedad. Tal
método tiene aplicaciones, no sélo en la teoria de conjuntos, sino en otros ambitos,
e.g., en la teoria de las aplicaciones recursivas.

Teorema 7.9.1 (Cantor). Para cada conjunto A, no hay ningin epimorfismo de
A en Sub(A).

Demostracion. El teorema es evidente si A es vacio. Supongamos que A no sea vacio,
entonces la demostracion la llevamos a cabo usando el método de la diagonalizacion
de Du Bois-Reymond-Cantor. Supongamos que exista un epimorfismo f de A en
Sub(A). Entonces para el subconjunto X de A, definido como:

Xy={zecA|ad&f(x)},
se cumple, por ser f un epimorfismo, que hay un a € A tal que f(a) = Xy. Sea a
uno de ellos, arbitrario, pero fijo. Entonces, tendriamos, en virtud de la definicién
de X¢, que
ac€ Xy siysélosi a¢ f(a),
y va que f(a) = Xy, tendriamos, en definitiva, que
a€ Xy siysblosi a¢& Xy,

lo cual es una contradiccién. Por consiguiente no hay ningtin epimorfismo de A en
Sub(A).

Observemos que si A no es vacio, entonces Xy no es vacio. Ya que si Xy = o,
i.e., si no fuera el caso que para algin = € A se tiene que x ¢ f(z), entonces, para
cada z € A, tendriamos que = € f(x). Pero, siendo f sobreyectiva, se cumpliria que
Xy =@ = f(a), para algin a € A. Por lo tanto a € f(a) = @, contradiccién. De
modo que si A no es vacio, entonces Xy tampoco es vacio.

O

7.10. El axioma de eleccién. El concepto dual del de inyectivo es el de pro-
yectivo, y aunque para los conjuntos, aparentemente, no presenta ninguin interés,
porque, segun demostraremos, todos los conjuntos son proyectivos, sin embargo,
si lo tiene, ya que, por una parte, tal concepto se puede predicar de otros objetos
matematicos para los que no se trivializa y, por otra, el axioma de eleccion equi-
vale a que todos los conjuntos sean proyectivos y tal axioma, que fue formulado
explicitamente por primera vez por Zermelo, y del que hizo uso para demostrar la
conjetura de Cantor de que sobre todo conjunto hay una buena ordenacién, es fun-
damental tanto para el desarrollo de la teoria de conjuntos, como para el de otras
ramas de las matematicas. De hecho, hay universos de discurso en matematicas, las

Ipy Bois-Reymond fué uno, no dos individuos en uno
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categorias, en los que se cumple la versién del axioma de eleccién que afirma que
todos los objetos de la misma son proyectivos.

Ademas, el concepto de conjunto proyectivo, se puede generalizar para conjuntos
estructurados de alguna especie (y para los morfismos adecuados entre los mismos),
en cuyo caso, ya no ocurre que todos ellos sean necesariamente proyectivos, y tiene
por lo tanto interés determinar cudles lo son.

Damos a continuacion las versiones de Baer y de Zermelo del axioma de eleccién,
y algunas otras, y de las que demostraremos que son equivalentes entre si, por ser
éstas la mas conveniente para lo que ahora pretendemos demostrar, que es, por una
parte, la equivalencia del axioma de elecciéon con el que todos los conjuntos sean
proyectivos y, por otra, con el que todos los epimorfismos sean retracciones; siendo
las retracciones las duales de las secciones, como definiremos en lo que sigue.

Convenimos, para abreviar el enunciado del axioma de elecciéon de Baer, que
Rel(R) significa que R es una relacién y Fnc(F) que F es una funcién.

Axioma de elecciéon de Baer. Para cualquier relacion se cumple que existe una
funcidn contenida en la relacion y que tiene el mismo dominio de definicion que
ésta, i.e.,

VR (Rel(R) — 3F (Fnc(F) AN F C RADom(F) =Dom(R)))

Observemos que el axioma de eleccién de Baer, y lo mismo se aplica a las otras
versiones del axioma de eleccién, sélo afirma, para una relacion dada, la existencia
de al menos una funcién sujeta a cumplir ciertas condiciones, pero, a diferencia de
los axiomas hasta ahora enunciados, no se puede deducir, en general, la unicidad
de la misma. Ademads, el sentido en el que una tal funcién existe es, en general, el
puramente ideal, segiin el cual una entidad, con ciertas propiedades, existe, cuando
la admision de una tal situacién no conduce a ninguna contradiccion; y no el sentido
constructivo, en virtud del cual, el existir (de una entidad, con ciertas propiedades),
se identifica, en una versiéon débil de constructivo, con la posibilidad de construirlo
de manera efectiva, y, en una versién fuerte de constructivo, con la construccién de
hecho del mismo.

Para abreviar el enunciado del axioma de eleccién de Zermelo, convenimos que,
para un conjunto X, Disj(X) significa que X estd formado por conjuntos dos a dos
disjuntos, i.e., que, para cada X,Y € X, si cuando X # Y entonces X NY = &

Axioma de eleccién de Zermelo. Si el conjunto X es tal que @ & X y Disj(X),
entonces hay una funcion

F: x—Ux
tal que, para cada X € X, F(X) € X, i.e.,
VX (2 & XADisj(X)) = IF: X —JX (VX € X(F(X) € X))).
A tales funciones las denominamos funciones de eleccién para el conjunto X.

Teorema 7.10.1. Los axiomas de eleccion de Baer y de Zermelo son equivalentes.

Demostracion. Supongamos el axioma de Baer y sea X' un conjunto tal que @ ¢ X
y, para cada X,Y € X, si cuando X # Y, entonces X NY = &. Entonces para la
relacién R de X en |J X definida como:

R={(X,2)eXxJX|ze X},

se cumple, en virtud del axioma de eleccién de Baer, que hay una funcién F tal
que F' € Ry Dom(F) = Dom(R). Pero Dom(R) = X, porque, para cada X € X,
X # @, asi que Dom(F) = X y, puesto que Im(R) C |J X, también Im(F') C |JX.
Ademds, para cada X € X, F(X) € X.
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Reciprocamente, supongamos el axioma de Zermelo y sea R una relacion. En-
tonces el subconjunto X de Sub(Im(R) x Dom(R)), definido como:

X ={ R[{z}] x {z} | v € Dom(R) },
0, con mayor precisiéon, como:
X ={X € Sub(Im(R) x Dom(R)) | 3z € Dom(R)(X = R[{z}] x {z}) },

es tal que @ ¢ X, porque si € Dom(R), entonces , R[{z}] x {z} # @, y ademas,
si z,y € Dom(R) y © # y, entonces R[{z}] x {z} N R[{y}] x {y} = @. Por lo tanto,
en virtud del axioma de Zermelo, hay una funcién de eleccién E para X. Sea E una
de ellas, arbitraria, pero fija. Entonces para la funcién F de Dom(R) en Im(R), que
se obtiene componiendo la funcién de Dom(R) en X, que a cada z € Dom(R) le
asigna R[{z}] x {«}, la funcién de eleccién E y la funcién de |J X en Im(R), que a
cada (y,z) € |JX le asigna y, se cumple que F' C R y que Dom(F) = Dom(R).

O

Russell, en 1906, y Zermelo, en 1908, propusieron la siguiente forma del axioma
de eleccién, a la que se conoce por el axioma de eleccion multiplicativo.

Axioma de eleccién de Russell-Zermelo. Si @ ¢ X y Disj(X), entonces hay
un subconjunto T de |JX tal que, para cada X € X, hay un dnico x para el que
reTNX, ie.,

VX (@& X ADisj(X)) > IT CUX (VX e XMz (2 € TNX))).

A tales subconjuntos los denominamos conjuntos de eleccién o transversales para
el conjunto X.

Teorema 7.10.2. Los axiomas de eleccion de Zermelo y de Russell-Zermelo son
equivalentes.

Demostracion. Supongamos el axioma de Zermelo y sea X un conjunto tal que
o & Xy, para cada X, Y € X, si cuando X # Y, entonces X NY = &. Entonces,
tomando como subconjunto de |J & la imagen de una funcién de eleccién F' para
el conjunto X, se cumple que, para cada X € X, hay un tnico x para el que
rzeIm(F)nX.

Reciprocamente, supongamos el axioma de Russell-Zermelo y sea X un conjunto
tal que @ € X y, para cada X,Y € X, si cuando X # Y, entonces X NY = &.
Entonces, siendo T un conjunto de eleccién para X, se cumple que la funcién F' de
X en X, que asigna a un X € X el tnico miembro de T'N X, es una funcién de
eleccion para X.

O

Principio general de eleccién de Zermelo. Para cada X, si @ & X, entonces
hay una funcion F de X en |JX tal que, para cada X € X, F(X) € X, i.e.,

VX(@ g X —>3IF: X > X (VX e X (F(X) e X))).
Teorema 7.10.3. El axioma de Zermelo equivale al principio general de eleccion.

Demostracion. Es evidente que del principio general de eleccion se deduce el axioma
de Zermelo.

Reciprocamente, supongamos el axioma de Zermelo y sea X un conjunto tal que
@ ¢ X. Entonces para el subconjunto ) de Sub((|J &) x X) definido como:

Y={Xx{X}|Xex}
0, con mayor precisiéon, como:

Y={Y eSub((UX) x &) | IX e X(Y = X x {X})},



56 JUAN CLIMENT

se cumple que @ ¢ Y, porque @ ¢ X, y que si X, Y € X y X # Y, entonces
(X x {X}) N (Y x{Y}) = @, luego hay una funcién E: Y — [J Y tal que, para
cada X € X, E(X x{X}) € X x{X}. Entonces para la funcién F' de X en | X que
se obtiene componiendo la funcién de X en ) que a un X € X le asigna X x {X},
la funcién E y la funcién de Y en X que a un (z,X) € Y le asigna z, se
cumple que, para cada X € X, F(X) € X.

O

Definicién 7.10.4. Un conjunto P es proyectivo si dada una aplicacion sobreyec-
tiva f: A—+ B y una aplicacién g: P—= B, se cumple que hay una aplicacién
t: P—— A tal que el diagrama:

P
¢ g

conmuta.

Teorema 7.10.5. El axioma de eleccion, equivale a que todo conjunto sea proyec-
tivo.

Demostracion. Supongamos el axioma de Baer y sean P un conjunto, f: A—+ B
y g: P——= B. Entonces para la funcién subyacente F' de la aplicacién f, se cumple
que F71 C Bx Ay que Dom(F~!) = B, luego, en virtud del axioma de Baer, hay
una funcién H tal que H C F~! y Dom(H) = Dom(F~!). Es suficiente entonces
tomar como ¢ la aplicacién de P en A definida como t = (P, H o G, A), para que
fot=y.

Ahora demostramos que si todo conjunto es proyectivo, entonces se cumple el
axioma de eleccién de Zermelo. Sea X' un conjunto tal que @ ¢ X y, para cada
X, Y € X, si cuando X # Y, entonces X NY = &. Consideremos el diagrama:

X
idy

Ux¥ — =X,

f

siendo f la aplicacién que a un = € JX le asigna el dnico X de X para el que
x € X. Entonces, por ser X’ proyectivo, hay una aplicacién t: X — |JX que
completa el diagrama anterior, i.e., el diagrama:

X
idx
UX‘fPX,

conmuta. Por consiguiente, hay una funcién 7', la funcién subyacente de la aplica-
cién t, de X en |J X tal que, para cada X € X, T(X) € X.
O
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7.11. Retracciones. Siguiendo con la clasificacion de las aplicaciones, introdu-
cimos ahora el concepto dual del de seccién, que es el de retraccion.

Definicién 7.11.1. Una aplicacién f: A——= B es una retraccion o es inversible
por la derecha, si hay una aplicacién g: B——= A tal que el diagrama:

conmuta. Asi pues, f: A——= B es una retraccion si y sélo si
dg: B—=A(fog=idp).

Obsérvese que para que f: A——= B sea una retraccion, sélo se exige que exista
al menos una aplicacién g: B——= A tal que f o g =idpg, y no que sea tnica.

A diferencia de lo que ocurre entre los conceptos de seccién y de monomorfismo,
los de retraccién y epimorfismo, como se demostrara a continuacion, si son equiva-
lentes, y ello tiene su fundamento, en dltima instancia, en el axzioma de eleccion.

Proposicién 7.11.2. Una condicion necesaria y suficiente para que una aplicacion
sea una retraccion es que sea un epimorfismo.

Demostracion. La condicion es necesaria. En efecto, supongamos que f : A—=B
sea una retraccion y sean Y un conjunto y u,v: B——=Y tales que uo f =vo f.
Entonces, por ser f una retraccién, hay una aplicacién g: B——= A tal que fog =
idp, luego (uo f)og = (vo f)og, por lo tanto uo(fog) =vo(fog), asi que u = v.
Queda con ello demostrado que f es un epimorfismo.

La condicion es suficiente. En efecto, supongamos que f: A—— B sea una apli-
cacion sobreyectiva. Entonces para la funcién subyacente F' de f, se cumple que la
relacion F~!1 C B x A, luego, en virtud del axioma de eleccién de Baer, hay una
funcién G incluida en F~! y tal que Dom(G) = B. Ademéds, Im(G) C A. Entonces,
para la aplicacién g = (B, G, A) de B en A se tiene que f o g = idg. Por lo tanto
f es una retraccion. O

Ejercicio 7.11.3. Sean A y B dos conjuntos. Demuéstrese que una condicién
necesaria y suficiente para que A esté dominado por B es que A = & 0 que exista
una aplicacién sobreyectiva de B en A.

Teorema 7.11.4. El axioma de eleccion equivale a que todo epimorfismo sea una
retraccion.

Demostracion. En la Proposicion 7.11.2 hemos demostrado que del axioma de elec-
cién, bajo la forma de Baer, se deduce que todo epimorfismo es una retraccién.

Reciprocamente, supongamos que todo epimorfismo sea una retraccién. Puesto
que, por el Teorema 7.10.5, el axioma de eleccién equivale a que todo conjunto
sea proyectivo; vamos a demostrar que de lo supuesto se deduce que todo conjunto
es proyectivo. Sea P un conjunto, f: A—=B y ¢g: P—— B. Entonces hay un
h: B——= A tal que foh =idp, luego para t = hog, que es una aplicacién de P en
A, se cumple que fot = fo(hog), pero, por la asociatividad, fo(hog) = (foh)og
y puesto que f o h = idpg, tenemos, en definitiva, que f ot = g. Asi pues, todo
conjunto es proyectivo.

Otra demostracién de la reciproca. Supongamos que todo epimorfismo sea una
retraccién. Queremos demostrar que, para cada conjunto I y para cada familia de
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conjuntos (A;);er, si, para cada ¢ € I, A; # &, entonces [[..; A;, i.e., el producto
cartesiano de (4;);er, que es el conjunto

Hie[ Ai ={x = (v;)iesr € Fnc(I, Uie[ Ay) | Vie I(x; € Ay)}

no es vacio, i.e., existe una funcién x = (x;);cr de I en |J;c; A; tal que, para
cada ¢ € I, x; € A;. Para ello consideremos, por cada i € I, la aplicacién k;
de A; en I definida, para cada a € A;, como k;(a) = ¢, y entonces la aplicacién
[kilier de [1;c; As = ;e (Ai x {i}) en I definida, para cada (a,4) € [];c; As, como
[k:]icr(a,i) = 4. Se cumple que la aplicacién [k;];cr es sobreyectiva, luego, en virtud
de la hip6tesis, tiene (al menos) una inversa por la derecha g. Entonces, recordando
que para un par ordenado (z,y) se tiene que ([ )(z,y) = z, y definiendo, para cada
i €I, z; como (N g(i), se tiene que (z;)ier € [];c; Ai- O

icl

En la proposicién que sigue establecemos algunas de las propiedades de clausura
de la clase de las retracciones

Proposicion 7.11.5. Sean A, B y C tres conjuntos, f una aplicacion de A en B
y g una aplicacion de B en C. Entonces:

1. id4 es una retraccion.

2. Si f: A——= @, entonces f es una retraccion.

3. Si f y g son retracciones, entonces g o f es una retraccion.
4. Si go f es una retraccion, entonces g es una retraccion.

Demostracion. La demostraciéon de esta Proposicién es similar a la de la Proposi-
cion 7.6.2. O

Ejercicio 7.11.6. Demuéstrese que dado un n > 1 y, para cada ¢ € n + 1, una
aplicacién f;: A;—= A1, si fpo---0fp: Ag—= A, es una retraccién, entonces
frn también lo es. Ademds, demuéstrese que si cada una de las aplicaciones f; es
una retracciéon también lo es su composicién.

7.12. Isomorfismos y bimorfismos. Hasta ahora hemos definido, en particu-
lar, dos pares de nociones duales:

Seccién Monomorfismo

Retraccién Y Epimorfismo

A continuacién definimos dos nociones, las de isomorfismo y bimorfismo, que
pueden ser consideradas, resp., como la sintesis de los dos pares duales anterio-
res; dandose la circunstancia de que las nociones de isomorfismo y de bimorfismo
son equivalentes y, ademads, que los productos cruzados de las fracciones que los
representan coinciden con la de isomorfismo. Sobre el concepto de isomorfismo re-
cordamos que para Weyl:

A science can only determine its domain of investigation up to an iso-
morphic mapping. In particular, it remains quite indifferent as to the
‘essence’ of its objects. That which distinguishes the real points in space
from number triads or other interpretations of geometry one can only
know by immediate intuitive perception. But intuition is not a blissful
repose never to be broken; it is driven on toward the dialectic and ad-
venture of cognition. It would be folly to expect cognition to reveal to
intuition some secret essence of things hidden behind what is manifestly
given by intuition. The idea of isomorphism demarcates the self-evident
insurmountable boundary of cognition. This reflection has enlightening
value, too, for the metaphysical speculations about a world of things
in themselves behind the phenomena. For it is clear that under such a
hypothesis the absolute world must be isomorphic to the phenomenal
one ... Thus even if we do not know things in themselves, still we have
just as much cognition about them as we do about the phenomena.
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Definicién 7.12.1. Una aplicacién f: A——= B es un isomorfismo si existe una
aplicacién g: B——= A tal que gof =ids y fog =idp. Por otra parte, f: A—=B
es una aplicacién biyectiva o un bimorfismo si es un monomorfismo y un epimorfis-
mo.

Proposicién 7.12.2. Si f: A—=B, g: B—= A y h: B——= A son tales que se
cumple go f =ids y f o h =1idp, entonces g = h.

Demostracion. O

Corolario 7.12.3. Si f: A—=B, g: B—=A y h: B——= A son tales que se
cumple go f =ida, fog=1idg, ho f =ida y f o h = idpg, entonces g = h. Por
consiguiente, si f: A—s B es un isomorfismo, entonces hay una unica aplicacion,
denotada por f~1, de B en A, y denominada la inversa de f, tal que f~'o f =idy
y fof~t=idg, i.e., tal que los diagramas:

-1
fB ny

idg lf_l idp /
A

A

conmutan.
Demostracion. O

Proposicion 7.12.4. Una condicion necesaria y suficiente para que una aplicacion
sea un iSomorfismo es que sea una seccion y una retraccion.

Demostracion. O

Proposicién 7.12.5. Una condicion necesaria y suficiente para que una aplicacion
sea un isomorfismo es que sea una biyeccion.

Demostracion. O

Proposicién 7.12.6. Sean A, B y C tres conjuntos, f una aplicacion de A en B
y g una aplicacion de B en C. Entonces:
1. ida es una biyeccion y id;ll =id4.
2. Si f y g son biyecciones, entonces g o f es una biyeccion y (go )7t =
f7log™h.
3. Si f es una biyeccion, entonces f~1 es una biyeccion y (f~1)~! = f.

Demostracion. O

Corolario 7.12.7. Sea A un conjunto. Entonces Aut(A) = (Aut(A),o, ~1,id4) es
un grupo, el grupo de los automorfismos o de las permutaciones del conjunto A.

Definicién 7.12.8. Sean A y B dos conjuntos. Decimos que A y B son isomorfos
o equipotentes, y lo denotamos por A = B, si hay un isomorfismo de A en B. Por
otra parte, decimos que A estd estrictamente dominado por B o que B domina
estrictamente a A, y lo denotamos por A < B, si A estd dominado por By si Ay
B no son isomorfos.

Proposiciéon 7.12.9. Sean A y B dos conjuntos. Entonces
1. A< B siysdlosiA< By B¢ A.
2. Si A # @, entonces no existe el conjunto { X | X = A}; pero si existe el
conjunto { X | X =2 @ }.

Corolario 7.12.10. Sean A, B y C tres conjuntos. Entonces:
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1. A= A.
2. S1 A B, entonces B = A.
3. SiA= By B=C entonces A= C.

Ejercicio 7.12.11. Demuéstrese que dos conjuntos finales son isomorfos y que
entre dos de ellos hay un unico isomorfismo.

7.13. Los operadores PT y P~. Sean A y B dos conjuntos. Entonces deno-
tamos por PX’B la aplicacién de Hom(A, B) en Hom(Sub(A), Sub(B)) que a una
aplicacién f de A en B le asigna la aplicacién PX’B(f) = f[-] de Sub(A) en Sub(B)
que a un subconjunto X de A le hace corresponder el subconjunto f[X] de B.

La aplicacién PX,B: Hom(A, B) —=Hom(Sub(A), Sub(B)) es inyectiva y, por
lo tanto refleja monomorfismos (i.e., si f es una aplicacién de A en B tal que la
aplicacién f[-] es un monomorfismo de Sub(A) en Sub(B), entonces f es un mono-
morfismo) y epimorfismos (i.e., si f es una aplicacién de A en B tal que la aplicacién
f[] es un epimorfismo de Sub(A) en Sub(B), entonces f es un epimorfismo), luego
también isomorfismos (i.e., si f es una aplicacién de A en B tal que la aplicacién
f[] es un isomorfismo de Sub(A) en Sub(B), entonces f es un isomorfismo).

Observemos que la aplicacién P:E’B: Hom(A, B) —Hom(Sub(A), Sub(B)) no
es, en general, sobreyectiva. Ademsds, si C es un tercer conjunto y g una aplicacién
de B en C, entonces

PX,C(Q of)= PE,C(Q)PX,B(]E)’

P4 4 (ida) = idsyp(a)-

Sean A y B dos conjuntos. Entonces denotamos por Pl p la aplicacién de
Hom(A, B) en Hom(Sub(B),Sub(A)) que a una aplicacién f de A en B le asig-
na la aplicacién P 5(f) = f~'[] de Sub(B) en Sub(A) que a un subconjunto Y’
de B le hace corresponder el subconjunto f~1[Y] de B.

La aplicacién P p: Hom(A, B) —=Hom(Sub(B), Sub(A)) es inyectiva y es tal
que si f es una aplicacién de A en B tal que la aplicacién f~1[;] es un monomorfismo
de Sub(B) en Sub(A), entonces f es un epimorfismo, y si f es una aplicacién de A
en B tal que la aplicacién f~![-] es un epimorfismo de Sub(B) en Sub(A), entonces
f es un monomorfismo, luego si f es una aplicacién de A en B tal que la aplicacién
f71[] es un isomorfismo de Sub(B) en Sub(A), entonces f es un isomorfismo.

Observemos que la aplicacién P, p: Hom(4, B) —Hom(Sub(B), Sub(4)) no
es, en general, sobreyectiva. Ademas, si C' es un tercer conjunto y g una aplicacién
de B en C, entonces

PZ,o(g of)= P:LB(f)PE7C(g)a

Py a(ida) = idsup(a)-

7.14. Algunos isomorfismos naturales. Demostramos en primer lugar que el
concepto de aplicacién no determinista de un conjunto A en otro B equivale al de
aplicacién de A en Sub(B).

Proposiciéon 7.14.1. Sean A y B dos conjuntos. Entonces hay una biyeccion,
va,B, del conjunto Homyq(A, B) en el conjunto Hom(A, Sub(B)). Ademds, hay una
biyeccion Ta g entre el conjunto de las funciones completamente aditivas de Sub(A)
en Sub(B) y el conjunto de las relaciones de A en B.

Demostracion. O

En la proposicion que sigue establecemos que hay tantos elementos en un con-
junto como aplicaciones desde el terminal 1 hasta el conjunto en cuestién.
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Proposiciéon 7.14.2. Sea A un conjunto. Entonces hay una biyeccion natural de
A en Hom(1, A), i.e., hay una biyeccion ka: A—Hom(1, A) tal que, para cada

conjunto B y cada aplicacion f: A—— B, el diagrama:

A LHom(l,A)

f H(idy, f)

B Hom(1, B)

KRB
conmuta.

Demostracion. O

Ahora demostramos que el terminal 1 es neutro por la izquierda y por la derecha
respecto del producto cartesiano.

Proposicién 7.14.3. Sea A un conjunto. Entonces, por una parte, hay una biyec-
cion natural de 1 X A en A, i.e., hay una biyeccion Aa: 1 x A——= A tal que, para
cada conjunto B y cada aplicacion f: A—— B, el diagrama:

A
IxA—C4 54
id; x f lf
1xB————2B

AB

conmuta, y, por otra, hay una biyeccion natural de Ax1 en A, i.e., hay una biyeccion
pa: A x1——=A tal que, para cada conjunto B y cada aplicacion f: A—= B, el
diagrama:

conmuta.
Demostracion. O

Sabemos que el producto cartesiano de dos conjuntos no es, en general conmu-
tativo, pero la proposiciéon que sigue establece un isomorfismo natural entre los dos
modos de multiplicar dos conjuntos, en un orden dado.

Proposicion 7.14.4. Sean A y B dos conjuntos. Entonces hay una biyeccion natu-
raltwa p: AXB—— BxA tal que, para cualesquiera conjuntos C', D y cualesquiera
aplicaciones f: A—=C, g: B——=D, el diagrama:

twa.B
AxB——>Bx A

[xg gxf

CxD——DxC(C
twe,p

conmudta.
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Demostracion. O

Lo mismo que antes, sabemos que el producto cartesiano de dos conjuntos no es,
en general asociativo, pero la proposicion que sigue afirma que hay un isomorfismo
natural entre los dos modos de asociar tres conjuntos, en un orden dado.

Proposicion 7.14.5. Sean A, B y C tres conjuntos. Entonces hay una biyeccion
natural aa g.c: (Ax B) x C—=A x (B x C) tal que, para cualesquiera conjuntos
D, E, F y cualesquiera aplicaciones f: A—=D, g: B—=FE y h: C—=F, el
diagramas:

a
(AXB)XC%—AX(BXC)

(f xg) xh fx(gxh)
(DxE)xFWDx(ExF)

conmuta.

Teorema 7.14.6 (Cantor). Sea A un conjunto. Entonces:

1. No hay ninguna biyeccion de A en Sub(A).

2. Sub(A) es naturalmente isomorfo al conjunto Hom(A,2) de las aplicaciones
de A en 2 = {@&,{@}}, i.e., hay una biyeccion ng de Sub(A) en Hom(A4,2)
tal que, para cada aplicacion f: A—— B, el diagrama:

Sub(B) — 5 - Hom(B, 2)
7 H(f,id2)
Sub(A) Hom(4, 2)

Demostracion. Demostramos de nuevo que no hay ninguna biyeccién de A en
Sub(A), haciendo uso del isomorfismo natural entre Sub(A) y Hom(A4, 2). Supon-
gamos que exista una aplicacién sobreyectiva f: A—+Hom(A,2). Entonces obte-
nemos la aplicacién diagonal de f, D(f): A——=2, definida como:

da
A—Ax A

eVA72 o (f X ldA)

D(f)
2

A partir de ella obtenemos la aplicacién codiagonal de f, Cd(f): A——2, definida

como:
A—2
1, si D = 0;
Cd(f) a —> Cd(f)(a) — ? b? (f)(a’) )
0, si D(f)(a)=1
Puesto que Cd(f) € Hom(A,2) y f es sobreyectiva, Cd(f) = f(a), para algin
a € A. Sea a uno de ellos, arbitrario, pero fijo. Entonces tenemos, por una parte
que:

y, por otra que:
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Lo cual es una contradiccién. Por consiguiente no hay ningiin epimorfismo de A en
Hom(A4,2), sea cual sea el conjunto A. O

7.15. Factorizacién a través de la imagen. Para estudiar las aplicaciones,
y, esencialmente, por el mismo motivo que para estudiar los nimeros naturales,
conviene factorizarlas como composiciones de otras aplicaciones que tengan propie-
dades especificas, por ejemplo que estas ltimas sean sobreyectivas o inyectivas. A
esta tarea nos dedicamos ahora. Pero antes establecemos una propiedad universal
que tienen los subconjuntos de los conjuntos, y que usaremos para descomponer las
aplicaciones, a través de su imagen, en la composicién de una sobreyectiva y de una
inyectiva.

Proposicién 7.15.1. Sean A, B y C' tres conjuntos, f una aplicacion inyectiva de
A en B y g una aplicacion de C en B. Entonces:

1. Una condicion necesaria y suficiente para que exista una aplicacion h de C
en A tal que el diagrama

Q

A

k{w
Sy

conmute, es que Im(g) C Im(f).

2. (Propidad universal del subconjunto). Si A C B, entonces una condicion
necesaria y suficiente para que ezista una aplicacion h de C en A tal que el
diagrama

conmute, es que Im(g) C A.

Ademds, tanto en el primero como en el sequndo caso h estd univocamente deter-
minada y recibe el nombre de correstriccién de g a A.

Demostracion. Supongamos que Im(g) C Im(f). Entonces, para cada ¢ € C, se
cumple que existe un tinico a € A tal que g(¢) = f(a). Luego, recordando que, para
cada conjunto x, | J{z} = =, definimos la aplicacién h: C —= A asignando a c € C
precisamente

h(e) =U{a € Afg(c) = f(a)}-

Asi definida, la aplicacién h es tal que f o h = g. Ademds, por ser f inyectiva, hay
una tunica aplicacién h de C en A tal que foh =g. O

La propiedad universal del subconjunto significa que el par (A4,ina) es un igua-
lador de las aplicaciones ch4 y k1 desde B hasta 2, i.e., que chy oing = k1 oing
y que, para cada conjunto C y cada aplicacién g de C en B, si chy o g = k1 0 g,
entonces existe una tnica aplicacién h de C' en A tal que ing o h = g:
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C
h
ChA
A——B 2
K1

Ahora que disponemos de la propiedad universal del subconjunto, obtenemos
como corolario la factorizacion candnica a través de la imagen de una aplicacién,
siendo la imagen, esencialmente, el minimo subconjunto del codominio de la apli-
cacién, a través del cual la aplicacién factoriza.

Corolario 7.15.2 (Noether). Sea f una aplicacion de A en B. Entonces hay una
dnica aplicacidn sobreyectiva f5, la sobreyectivizada de f, de A en Im(f) tal que
el diagrama

f

A———m——

Sy

Mm(f)

)

conmuta. Esta es la factorizacién candnica a través de la imagen de una aplicacion.
Ademds, si [ es inyectiva, entonces f5 es inyectiva, luego biyectiva.

Por otra parte, se cumple que para cada conjunto C, cualquier aplicacion g: A——C
y cualquier aplicacion inyectiva h: C+— B, si el diagrama

fS

=]
E
~

f

A———m—

conmuta, entonces existe un unico monomorfismo t: Im(f)+—=C' tal que el dia-
grama

1n1m(f

m(f)

conmuta. De modo que Im(f) es, esencialmente, el minimo subconjunto de B a
través del cual factoriza f.

Proposicién 7.15.3. Sean A, B, C y D cuatro conjuntos, f una aplicacion in-
yectiva de A en B, g una aplicacion de D en B y h una aplicacion inyectiva de C
en D. Entonces:
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1. Una condicion necesaria y suficiente para que exista una aplicacion t de C
en A tal que el diagrama

c—t o

A
h [f
B

b=

conmute, es que Im(go h) C Im(f).
2. SiAC B yC C D, entonces una condicion necesaria y suficiente para que
exista una aplicacion t de C en A tal que el diagrama

c—t
inc[ IinA
P—g 7"

conmute, es que g[C] C A.

Ademds, tanto en el primero como en el seqgundo caso t estd univocamente de-
terminada y recibe el nombre de birrestriccién de g a C' y A.

Demostracion. (|
Proposicién 7.15.4. Sea A un conjunto, (X;)ic; una familia no vacia de subcon-

juntos de A e Y un subconjunto de A tal que, para cada i € I, Y C X;. Entonces
el diagrama:

conmuta.

Demostracion. O

Proposicién 7.15.5. Sea A un conjunto, (X;)ier una familia no vacia de subcon-
juntos de A e Y un subconjunto de A tal que, para cada i € I, X; C Y. Entonces
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el diagrama:

conmuta.
Demostracion. O

7.16. Aplicaciones constantes y coconstantes. Siguiendo con la clasifica-
cién de las aplicaciones, definimos a continuacion las aplicaciones constantes y las
coconstantes y estudiamos algunas de las propiedades de las mismas.

Definicién 7.16.1. Una aplicacion f: A——= B es constante si para cada conjunto
X y cualesquiera aplicaciones g,h: X —= A, fog= foh.

Proposicion 7.16.2. Una condicion necesaria y suficiente para que una aplicacion
f+ A——= B sea constante es que A =& o Im(f) sea final.

Demostracion. O

Proposicién 7.16.3. Sean f: A—=B, g: B——=C y h: C——= D tres aplicacio-
nes. Si g es constante, entonces ho go f es constante.

Demostracion. O

Definicién 7.16.4. Una aplicacién f : A——= B es coconstante si para cada con-
junto Y y cualesquiera aplicaciones g,h: B——=Y, go f =ho f.

Proposicién 7.16.5. Una condicidn necesaria y suficiente para que una aplicacion
f: A——= B sea coconstante es que A = &.

Demostracion. Si A = @, elegimos un ag € A y entonces definimos dos aplicaciones
gy hde B en 2, de modo que g(f(ap)) =0y h(f(ap)) = 1. O

Proposicién 7.16.6. Sean f: A—=B, g: B——=C y h: C——= D tres aplicacio-
nes. Si g es coconstante, entonces ho go f es coconstante.

Demostracion. O

7.17. El axioma de regularidad. Hay ocasiones en las que conviene disponer
de copias isomorfas, pero disjuntas, de un conjunto dado, o interesa extender un
conjunto hasta otro que lo contenga estrictamente y entre los cuales no exista ningin
otro conjunto intermedio. Por otra parte, los axiomas hasta ahora enunciados, no
impiden la existencia de conjuntos x para los que se cumpla que x € x, o, con
mayor generalidad, la existencia de circulos de longitud arbitraria, pero finita n,
conn > 1:
rexr,—1€---€2x€T,
ni tampoco la existencia de cadenas infinitas €-descendentes:
€ Xpy1 €Ty €000 €T € T

Para poder obtener los resultados antes mencionados, asi como para poder defi-
nir los nimeros ordinales, en una seccién posterior, de manera sencilla, y para evitar
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la existencia de conjuntos irregulares o extraordinarios, asi denominados por Miri-
manoff, i.e., de conjuntos que den lugar a circulos, o sean el origen de €-descensos
infinitos, es por lo que se adjunta un nuevo axioma, el azioma de regularidad o de
fundamentacion de Mirimanoff-Skolem-von Neumann.

Axioma de regularidad. Cualquier conjunto no vacio tiene al menos un miembro
disjunto del conjunto en cuestion:

VA(A#@ =3z (z e ANzNA=0)).

Este axioma es equivalente, como demostramos a continuacién, al siguiente es-
quema, axiomatico.

Esquema axiomético de regularidad. Si en o(z,t[,)) no ocurre y, entonces
una condicion suficiente para que todos los conjuntos tengan la propiedad ¢ es que
un conjunto arbitrario la tenga, cuando la tengan todos sus miembros, i.e.,

Vio, ... tn-1 (Vo (VY (y € 2 = @y, tn))) = (@, 1)) ) = Vo (2, t)-
Proposiciéon 7.17.1. El axioma de reqularidad es equivalente al esquema azio-

mdatico de regqularidad.

Demostracion. O

Conviene senalar que, el esquema axioméatico de regularidad, tiene como pre-
cedente el método del descenso infinito de Fermat, que afirma que una condicién
suficiente para que todos los nimeros naturales tenga una cierta propiedad, es que
un numero arbitrario la tenga, cuando la tengan todos los ntimeros que le precedan
estrictamente, i.e., si ¢(x,t[,)) es una férmula, de la teorfa de nimeros, en la que
no ocurre y, entonces

Vo, tn-1 (V2 (Vy (y <@ = @y, t) ) = (@, 1)) = Yo o(, ) ).
El método del descenso infinito equivale a cada uno de los siguientes enunciados:

= Una condicién suficiente para que ningin nimero tenga una propiedad, es
que cuando exista uno con la propiedad, entonces exista otro estrictamente
menor que también la tenga, i.e.,

VtO’ RN (( Jx 90(-% t[n]) — Hy ( y<zA @(yv t[n]) )) — Vo ( _‘QO(.I, t[n]) ))

= Si hay un nimero que tiene una propiedad, entonces hay un primero que la
tiene, i.e.,

Vig, .. ytn—1 (31‘90(-7;7 t[n]) - (HLL' ( (P(l', t[n]) AVy ( y<w— ﬁ()0(?/7 t[n]) ))))

= Si hay un nimero que no tiene una propiedad, entonces hay un primero que
no la tiene, i.e.,

Vi, . ytn—1 (31’ _"l/}(xvt[n]) - (ax(ﬂ/f(%t[n]) /\Vy(y <T— 1/1(2/,t[n]) ))))

Por consiguiente, el axioma de regularidad también es eqivalente a cada uno de
los siguientes enunciados:

= Una condicién suficiente para que ningin conjunto tenga una propiedad, es
que cuando exista uno con la propiedad, entonces exista otro que le perte-
nezca que también la tenga, i.e.,

Vto, .. tno1 ((Fzp(z, b)) = Fy(y €z Aoy, tp))) = Yo (-, i) ).

= Si hay un conjunto que tiene una propiedad, entonces hay uno que la tiene,
v es tal que ninguno de los que le pertenezcan la tiene i.e.,

Vtg, .. tno1 (Fz o, b)) — (32 (@, ) AVY (y € 2 = =0y, tm)) )
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= Si hay un conjunto que no tiene una propiedad, entonces hay uno que no la
tiene, pero es tal que todos los que le pertenezcan la tienen i.e.,

Vi, .oy tn—1 (32 =(x, 1) = (3o (=p(, b)) AVY (y € 2 — Y(y,tm) )

Una justificacién del axioma de regularidad vendria dada por la siguiente linea
argumental. Un conjunto « es un ordinal si « es e-transitivo y si €[, es una buena
ordenacién sobre «. Ordinales hay de tres tipos: El cero, los ordinales sucesores, i.e.,
aquéllos que son de la forma 37, y, por tltimo, los que no son ni cero ni sucesores,
que reciben el nombre de ordinales limite. Una vez disponemos del concepto de
ordinal, lo usamos para definir la familia, indexada por la clase On de los ordinales,
(V) aweon de los universos parciales de von Neumann, que dardn lugar al universo V
de von Neumann, que serd la unién de los distintos universos parciales V,, cuando
a € On.

a, si a = 0;
Vo = { Sub(Vp), sia=pg";
Upea Vs, si @ es un ordinal limite.

Observemos que la familia (V,)qcon constituye una jerarquia estrictamente cre-
ciente, de hecho se la conoce como la jerarquia acumulativa de los conjuntos de von
Neumann.

Ahora, dado un conjunto no vacio A, existird un primer ordinal « para el que
ANV, # &. Sea x € ANYV,, arbitrario, pero fijo. Entonces z N A = &. En caso
contrario, i.e., si t N A # &, sea y € N A. Entonces, ya que a o es un ordinal
sucesor 7 o es un ordinal limite, tenemos que z C Vj, en el primer caso, o z € V3,
para algin € a, en el segundo. Por lo tanto y € V3, en cualquier caso (en el
segundo, porque los universos parciales V,,, entre otras propiedades, tienen la de
ser e-transitivos). Asi que A tendria un elemento, y, de un universo parcial, V3,
estrictamente anterior al universo parcial V,,, contradiccién. Por lo tanto el conjunto
no vacio A tiene un elemento disjunto del propio A.

El corolario que establecemos a continuacién se muestra de utilidad en diferentes
ramas de la matematica, por ejemplo, en topologia para la compactificacién de
Alexandroff, o para demostrar la equivalencia del teorema de Tychonoff con el
axioma de eleccién, en algebra para el teorema de reemplazo de Steinitz, o para las
valoraciones.

Corolario 7.17.2.

1. No hay un conjunto A tal que A € A.

2. No hay dos conjuntos A y B tales que A € B € A.

3. No hay tres conjuntos A, B y C tales que A € Be€ C € A.

4. Sean A y B dos conjuntos. Entonces hay un conjunto C y una biyeccion f
de B en C tal que ANC = @, i.e., se pueden reetiquetar los elementos de B
de modo que A y B sean disjuntos. En particular, para A, hay un conjunto
C y una biyeccion f de A en C tal que ANC = 2.

Demostracion. Para la dltima parte considérese C = B x { A} O
Antes de establecer el siguiente corolario, conviene introducir la siguiente defini-
cion.

Definicién 7.17.3. Sea A un conjunto. Entonces denotamos por A™ el conjunto
AU{A}. De modo que, para un conjunto z, z € A" precisamente siz € Aoz = A.
Al conjunto AT lo denominamos el conjunto sucesor de A

Ejercicio 7.17.4. Demuéstrese que existe el conjunto sucesor de cualquier conjun-
to. De hecho (-)* es una clase funcional unaria.



TEORIA DE CONJUNTOS 69

Corolario 7.17.5. Para cada conjunto A se cumple que:

1. AC AT,
2. No hay ningin conjunto X tal que AC X y X C AT,

Ademds, si B es otro conjunto y At = BT, entonces A = B, i.c., la clase funcional
()T es inyectiva.

Demostracion. O

Demostramos a continuacién, como otra aplicacién del axioma de regularidad,
que toda aplicacion f: A—— B se puede representar como la composiciéon de una
aplicacién inyectiva seguida de una sobreyectiva. Para ello consideramos el conjunto

[Usetm(p) (F 7B x ABHIU (B = Im(f)) X {Uperm(p) (f 0] x {21},

en el que Ubelm(f)(f_ [b] x {b}) es isomorfo a Ay (B—1Im(f)) x {Ubelm(f)(f_l[b] x
{b})} es, por una aplicacién del axioma de regularidad, disjunto de Upeyy (s (f=1[b]x
{b}). Entonces la aplicacién

g{Aﬁ* Ubetm(py (f 0] x {bDT U (B = Im(f)) X {Uperm(p) (f ' [] X i
a — g(a) = (a, f(a))

cuya imagen es parte de Ubelm(f)(f_l[b] x {b}), es inyectiva. Por otra parte, la

aplicacion h de [Upepn(p) (f 1B x {0 U [(B = Im(f)) X {Uperm(p) (f 7 8] x {0})}]

en B es la que a un par (a, b) de Ubelm(f)(f’l[ | x {b}) le asigna como valor f(a) =b

y a un par (b, Ubelm(f)( '[o] x {b})) de (B —Im(f)) x {Ubelm(f)( o] x {b})}

le asigna b, es sobreyectiva. Ademas, se cumple que f =hog.

7.18. Relaciones de equivalencia y particiones. Una clasificacién de un con-
junto, es una distribucién de los miembros del conjunto en subconjuntos no vacios,
de manera que sean dos a dos disjuntos y se cumpla que su reunién sea el con-
junto en cuestién. Esta nocién se formaliza en la teoria de conjuntos mediante la
de relacién de equivalencia o, lo que es equivalente, segin demostraremos, la de
particion.

Definicién 7.18.1. Sea A un conjunto y R una relacién (binaria) en A. Decimos
que R es una relacién de equivalencia sobre A o que es una clasificacion de A, si
cumple las siguientes condiciones:
1. R es reflexiva, i.e., Vo € A((z,z) € R), 0, lo que es equivalente, A4 C R.
2. R es simétrica, i.e., Va,y € A((z,y) € R — (y,x) € R), 0, lo que es equiva-
lente, R~ C R.
3. R es transitiva, i.e., Va,y,z € A(((z,y) € RA (y,2) € R) = (z,2) € R), 0
lo que es equivalente, Ro R C R.

Denotamos por Eqv(A) el conjunto de las relaciones de equivalencia sobre A vy, si
R € Eqv(A), entonces al par ordenado (A, R) lo denominamos conjunto clasificado.
Ademas, si (A, R) y (B, S) son dos conjuntos clasificados, un morfismo de (A, R) en
(B, S) es un triplo ordenado ((A4, R), f, (B, S)), denotado por f: (A, R) — (B, S),
en el que f es una aplicacién de A en B tal que:

Va,y € A((z,y) € R— (f(2), f(y) € 9).

Proposiciéon 7.18.2. Sea A un conjunto. Entonces:

1. Aq y Ax A, también denotado este tltimo por V 4 y denominado la codiago-
nal de A, son relaciones de equivalencia sobre A y, respecto de la inclusion,
son, resp. la minima y la mdxima.

2. SiR CEqv(A) y R # @, entonces (\per R € Eqv(A).
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3. S5i R C Eqv(4), R # @ y si dados R,S € R, hay un T € R tal que
RUS CT, entonces | Jper R € Eqv(A4).

Demostracion. O

Corolario 7.18.3. Sea A un conjunto y R una relacion en A. Entonces se cumple
que (\{E € Eqv(A) | R C E'} es la minima relacién de equivalencia sobre A que
contiene a R. Denominamos a esa relacion de equivalencia sobre A, la relacién de
equivalencia generada por R y la denotamos por Eg 4 (R).

Demostracion. O

Proposicién 7.18.4. Sea A un conjunto. Entonces la endoaplicacion, Eg 4, del
congunto Sub(A x A), definida como:

B { Sub(A x A) — Sub(A x A)
B4 R — M{E €Eqv(A) |RC E}

tiene las siguientes propiedades:

1. Im(Eg,) € Eqv(A4).

2. {ReSub(Ax A) | R=Eg,(R)} =Eqv(A).

3. Eg, es extensiva o inflacionaria, i.e., para cada R € Sub(A x A), R C

Ega(R).

4. Eg, es is6tona, i.e., para cada R,S € Sub(A x A), si R C S, entonces se
cumple que Eg4(R) C Eg,(5).
Eg4 es idempotente, i.e., para cada R € Sub(AxA), Eg,(R) = Eg4(Eg4(R)).
6. Eg, es algebraica, i.e., para cada R C Sub(A x A), si R # @ y para cada

R,S € R, existe un T € R tal que RUS C T, entonces Eg,4(UR) =

Urer Ega(R).

Demostracion. O

ot

Proposicién 7.18.5. Sea R una relacion binaria sobre un conjunto A. Entonces
son equivalentes:

1. R es una relacion de equivalencia sobre A.

2. CR=(CR Y oR)U(R o (CR)).

Demostracion. Supongamos que R sea una relacién de equivalencia sobre A. En-
tonces, ya que R = R™!, tenemos que

(CR"YoR)U(R o (CR)) = ((CR)o R)U (Ro (CR)).
Por lo tanto hemos de demostrar que
CR=(CR)oR)U(Ro (CR)).

Sea (z,7) € (CR) o R. Entonces hay un a € A tal que (z,a) € Ry (a,y) € CR. Si
(z,y) € R, entonces, ya que (z,a) € R, (a,z) € R, luego (a,y) € R, que es una
contradiccién. Por lo tanto (z,y) € CR.

Del mismo modo se demuestra que R o (CR) C CR. Por lo tanto

(CR)oR)U(Ro (CR)) CCR.

Para demostrar que se cumple la inclusién inversa suponemos que, para x,y € A,
(z,5) € (CR)oRy que (x,y) € Ro(CR). Entonces, para cada a € A, tenemos que, si
(z,a) € R, entonces (a,y) € Ry, paracada b € A, si (b,y) € R, entonces (x,b) € R.
Ahora bien, R es reflexiva, luego, para « = a, (z,z) € R, asi que (z,y) € R. Del
mismo modo, de (y,y) € R, (z,y) € R. Por lo tanto (z,y) € CR. Asf que

CRC (CR)o R)U(Ro (CR)).
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Supongamos que CR = ((CR™1) o R) U (R~ ! o (CR)). Demostrar que Ay C R
equivale a demostrar que CR C CA,4. Sea (z,y) € (CR™!) o R, entonces hay un
a € A tal que (z,a) € Ry (y,a) € R. Si x =y, entonces (z,a) € Ry (x,a) € R,
que es una contradiccién. Por lo tanto (z,y) € CA 4. Del mismo modo se demuestra
que R~ o (CR) C CA4.

Demostrar que R = R~! equivale a demostrar que CR = CR~!. Pero se cumple
que CR~! = (CR)™!, asi que hay que demostrar que CR = (CR)~!. Ahora bien, esta
ultima ecuacién se cumple debido a que

CR)'=[(CR YHoR)U(R o (CR))™

CR YHoR|U[R'o(CR)!

(R~ o (CR™) ™ HU(CR) o (R7H™)
(R' o (CR)U((CR™ ") o R)

CR.

[
[

Para demostrar la transitividad, i.e., que, para cualesquiera x,y, 2 € A, si (z,y) €
Re (y,z) € R, entonces (x, z) € R, procedemos tomando tres elementos z,y,z € A
y suponiendo que (z,2) € CR y (z,y) € R, para acabar demostrando que (y, z) €
CR. Ahora bien, por una parte, si (z,2) € CR, entonces hay un a € A tal que
(z,a) € Ry (a,z) € CR™! o hay un b € A tal que (z,b) € CRy (b,2) € Ry,
por otra parte, si (z,y) € R, entonces (z,y) € (CR™Y) o Ry (z,y) € R~' o (CR),
luego, en el caso de que (z,y) € R, se cumple que, para cada a € A, si (x,a) € R,
entonces (y,a) € Ry que, para cada b € A, si (x,b) € CR, entonces (y, b) € CR. Por
lo tanto tenemos que (y,a) € Ry (a,2) € CR™1 o (y,b) € CRy (b,2) € R7}, e,
que (y,2) € CR.

[l

Proposicién 7.18.6. Sean (A, R), (B,S), (C,T) y (D,U) cuatro conjuntos clasi-
ficados, f un morfismo de (A, R) en (B,S), g uno de (B,S) en (C,T) y h uno de
(C,T) en (D,U). Entonces:

1. id(a,py: (A, R) —= (A, R) es un endomorfismo de (A, R).
2. gof: (A, R)—=(C,T) es un morfismo de (A, R) en (C,T).
3. (Asociatividad). Fl diagrama:

(hog)of

R) _ (B, S) ‘

hog
W lg\
\iﬂ/hf(ll U)

ho(go f)

(4,

conmuta.
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4. (Neutros). Los diagramas:

id
AR —P (4R y (AR — (B3
id
h f P (B,S)
(B,S) (B,S)

conmutan.

Proposicién 7.18.7. Sea A un conjunto y R, S dos relaciones de equivalencia
sobre A. Entonces una condicion necesaria y suficiente para que R o S sea una
relacion de equivalencia sobre A es que Ro S = S o R, en cuyo caso decimos que
conmutan.

Demostracion. O

Proposiciéon 7.18.8. Sea A un conjunto y R, S dos relaciones de equivalencia
sobre A, entonces la relacion Ro S, que no es necesariamente una relacion de equi-
valencia, contiene a R y a S y estd contenida en cualquier relacion de equivalencia
sobre A que contenga a R y a S.

Demostracion. O

Corolario 7.18.9. Sea A un conjunto y R, S dos relaciones de equivalencia sobre
A. Si Ro S es una relacion de equivalencia sobre A, entonces Ro S es la minima
relacion de equivalencia sobre A que contiene a R y a S, i.e., RoS =Eg,(RUS).

Demostracion. O

Estudiar el ejemplo del espacio proyectivo determinado por un espacio vectorial.
También los cocientes del anillo de los enteros entre un ideal, o los cocientes de una
estructura algebraica entre una congruencia. Ademas, cada subconjunto X de un
conjunto A determina dos cocientes:

1. {Xu{A-X}) —-{o}.
2. {Xtu{{a}|acA-X}) —{o}.

Consideramos a continuacién la nocién de particion de un conjunto, que resul-
tard ser equivalente a la de relacién de equivalencia sobre un conjunto.

Definicién 7.18.10. Sea A un conjunto y P C Sub(A). Decimos que P es una
particion de A si cumple las siguientes condiciones:

1. o ¢ P.

2. VX, Y eP(X#Y - XNY =0).

3. UprP=A

Denotamos por Part(A) el conjunto de las particiones de A, y, si P € Part(A4),

entonces al par ordenado (4, P) lo denominamos espacio estratificado. Ademas, si
(A,P) y (B, Q) son dos espacios estratificados, un morfismo de (A4, P) en (B, Q)
es un triplo ordenado ((A4,P), f, (B, Q)), denotado por f: (4, P) —= (B, Q), en el
que f es una aplicacién de A en B tal que:

VP eP3Q e Q(f[P]CQ).

Observemos que si A es vacio, entonces Sub(A) = {@}, luego el unico subcon-
junto P de {@} que es una particién del conjunto vacio es @, i.e., Part(@) = {@}.

Dar una funcién F' de un conjunto A en otro B equivale a dar una particién P
de AJ] B = (A x{0})U (B x {1}) que cumpla las siguientes condiciones



TEORIA DE CONJUNTOS 73

1. Para cada b, c € B, si b # c, entonces, denotando por F 1) el tinico bloque P
de P tal que (b,1) € Py por P el tinico bloque @ de P tal que (c,1) € Q,
se tiene que P, 1) N Pc1) = 9.

2. Para cada P € P existe un b € B tal que (b, 1) € P, o, lo que es equivalente,
Py = P.

En efecto, si F' es una funcién de A en B, entonces F' induce la particién

{(F7 ] x {op) u{®, 1)} [be B}

de A]] B y tal particién cumple las condiciones mencionadas. Reciprocamente, si P
es una particién de A ] B que cumple las dos condiciones anteriores, entonces hay
una biyeccién de B en P (porque la primera condicién significa que la composicién
de la inclusién canénica de B en A]] B y de la proyeccién canénica de de A[] B en
P es inyectiva, y la segunda condicién que la misma composicién es sobreyectiva),
luego componiendo la inclusién canénica de A en A]] B, la proyeccién canénica de
A]] B en P y la inversa de la biyeccién citada, obtenemos una aplicacién de A en
B.

Q), (C,R) y (D,S) cuatro espacios estra-

Proposicién 7.18.11. Sean (A, P), (B,
(B,Q), g uno de (B,Q) en (C,R) y h uno

tificados, f un morfismo de (A, P) en
de (C,R) en (D,S). Entonces:
1. idapy: (A, P)—= (A, P) es un endomorfismo de (A, P).
2. gof: (A, P)—=(C,R) es un morfismo de (A, P) en (C,R).
3. (Asociatividad). Fl diagrama:

(hog)of

ar— —meo
hog
(C.R)

= (D.3)
ho(gof)
conmuta.
4. (Neutros). Los diagramas:
id
AP — 274y 4 (4P —L B0
id
h / 7 (B,Q)
(B, Q) (B, Q)
conmutan.

Antes de establecer la relacidn que existe entre las relaciones de equivalencia y las
particiones sobre un conjunto, enunciamos dos lemas que nos permitiran obtener
relaciones de equivalencia y particiones, de manera optimal, sobre el dominio de
una aplicaciéon cuando el codominio de la misma esté dotado de una relacién de
equivalencia o de una particion.



74 JUAN CLIMENT

Lema 7.18.12. Sea A un conjunto, (B,S) un conjunto clasificado y f: A—= B
una aplicacion; situacion que indicaremos por:
fi A—(B,9).

Entonces hay un levantamiento optimal de S a través de f, i.e., hay una relacion
de equivalencia sobre A, denotada por Lf(S), el levantamiento optimal de S a
través de f, tal que ((A,L7(9)), f,(B,S)) es un morfismo del conjunto clasificado
(A,LI(9)) en el conjunto clasificado (B, S) y para cada conjunto clasificado (C,T)
y cada aplicacion g: C—A, si ((C,T), fog,(B,S)) es un morfismo de (C,T) en
(B, S), entonces ((C,T),g,(A,Lf(9))) lo es de (C,T) en (A,L/(S)). Ademds, se
cumple que:

1. Para cada relacion de equivalencia R € Eqv(A):
L'94(R) = R.
2. Si f: A—=B, g: B——=C son aplicaciones y T € Eqv(C), entonces:
L9°/(T) = LY (LY(T)).
Demostracion. Es suficiente tomar como L7 (R) la relacién sobre A definida como:

LI(R) = {(z,y) € Ax A| (f(2),f(y)) € R}.
O

Lema 7.18.13. Sea A un conjunto, (B, Q) un espacio estratificado y f: A—=B
una aplicacion; situacion que indicaremos por:

Entonces hay un levantamiento optimal de Q a través de f, i.e., hay una particion
sobre A, denotada por Lf(Q), el levantamiento optimal de Q a través de f, tal
que ((A,L7(Q)), f, (B, Q)) es un morfismo del espacio estratificado (A,Lf(Q)) en
el espacio estratificado (B, Q) y para cada espacio estratificado (C,R) y cada apli-
cacion g: C—=A, si (C,R), fog,(B,Q)) es un morfismo de (C,R) en (B, Q),
entonces ((C,R), g, (A, L/ (Q))) lo es de (C,R) en (A,L¥(Q))

Demostracion. Es suficiente tomar como L (Q) la particién sobre A definida como:

Q) ={/"'QlQeQ}—{a}.
O
Proposicién 7.18.14. Sea A un conjunto. Entonces hay una biyeccion natural del

congunto Eqv(A) en el conjunto Part(A), i.e., hay una biyeccion a4 de Eqv(A) en
Part(A) tal que, para cada conjunto B y cada aplicacion f: A——s B el diagrama:

Eqv(A) A Part(A)
Lf/[ 1Lf
Eqv(B) . Part(B)

conmuta. Ademds, si R y S son dos relaciones de equivalencia sobre A, entonces
R C S siy sdlo sila particion E4(R) es un refinamiento de la particion £4(S5), i.e.,
se cumple que
VP € &a(R)3Q € €a(9) (P C Q).
Si R es una relacion de equivalencia sobre A, a la particion £4(R), candnicamente
asociada a R, la denotamos por A/R, a sus miembros los denominamos R-bloques
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0 R-clases de equivalencia y si x € A, entonces al R-blogue determinado por x lo
denotamos por [x]r y no es mds que R[{x}], i.e., el conjunto {y € A| (x,y) € R}.
Ademds, denotamos por pry la aplicacion sobreyectiva de A en A/R que a una € A
le asigna [a]r, y la denominamos la proyeccién canénica determinada por R.

Demostracion. O

7.19. Factorizacién a través de la coimagen. Ahora que disponemos del
concepto de relacién de equivalencia sobre un conjunto, demostramos la existencia
de la factorizacion de una aplicacién a través de un conjunto cociente del dominio de
la misma. Pero antes demostramos la propiedad universal que tienen los cocientes de
los conjuntos entre las relaciones de equivalencia, y que usaremos para descomponer
las aplicaciones, a través de su coimagen, en la composicién de una sobreyectiva y
de una inyectiva.

Proposicién 7.19.1. Sean A, B y C tres conjuntos, f una aplicacion sobreyectiva
de A en B y g una aplicacion de A en C. Entonces:

1. Una condicion necesaria y suficiente para que exista una aplicacion h de B
en C tal que el diagrama

conmute, es que, para cada x,y € A, si f(x) = f(y), entonces g(x) = g(y).

2. (Propidad universal del cociente). Si R € Eqv(A), entonces una condicion
necesaria y suficiente para que exista una aplicacidn h de A/R en C tal que
el diagrama

A%A/R

h

C

conmute, es que, para cada x,y € A, si (x,y) € R, entonces g(x) = g(y).

Ademds, tanto en el primero como en el sequndo caso h estd univocamente de-
terminada.

Demostracion. O

La propiedad universal del cociente significa que el par (prg, A/R) es un coigua-
lador de las aplicaciones pry[R y pr[R desde R hasta A, i.e., que prp o pry[R =
prp o pry[R y que, para cada conjunto C' y cada aplicaciéon g de A en C, si
gopry|R = gopry R, entonces existe una unica aplicacién h de A/R en C' tal

que hoprp = g:

& Prg
R X A—— A/R
pry[R
g h
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Ahora que disponemos de la propiedad universal del cociente, obtenemos como
corolario la factorizacion canonica de una aplicacién a través de la coimagen, siendo
la coimagen, esencialmente, el maximo cociente del dominio de la aplicacion, a
través del cual la aplicacién factoriza.

Corolario 7.19.2 (Noether). Sea f una aplicacion de A en B. Entonces Ker(f),
definido como:

Ker(f) ={(z,y) e Ax A| f(zx) = f(y) },
y denominado el nicleo de la aplicacion f, es una relacion de equivalencia sobre
A, y hay una unica aplicacion inyectiva f, la inyectivizada de f, de A/Ker(f), la
coimagen de f, en B tal que el diagrama

f

A—B

f'i
A/Ker(f)

conmuta. Esta es la factorizacion canonica a través de la coimagen de una aplica-
cion. Ademds, si f es sobreyectiva, entonces f' es sobreyectiva, luego biyectiva.

Por otra parte, se cumple que para cada conjunto C, cualquier aplicacion sobre-
yectiva g: A—C y cualquier aplicacion h: C ——= B, si el diagrama

PIKer(f)

A——B

p h
C
conmuta, entonces existe un tunico epimorfismo t: C — A/Ker(f) tal que el dia-
grama,
A /
W(:)
g A/Ker
t
C
conmuta.

Corolario 7.19.3 (Noether). Sea f una aplicacion de A en B. Entonces hay una
tinica aplicacion biyectiva f°, la biyectivizada de f, de A/Ker(f) en Im(f) tal que
el diagrama:

f

A——————>B
PKer(f) iy f)

A/Ker(f) T> Im(f)
conmuta. Esta es la factorizacion candnica de una aplicacion, a través de la coima-
gen y de la imagen.
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Proposiciéon 7.19.4. Sean A, B, C, D cuatro conjuntos, f una aplicacion sobre-
yectiva de B en A, h una aplicacion sobreyectiva de D en C y g una aplicacion de
B en D . Entonces:

1. Una condicion necesaria y suficiente para que exista una aplicacion t de A
en C tal que el diagrama
B
gl
D

conmute, es que Ker(f) C Ker(h o g).

2. Si R es una relacion de equivalencia sobre B y S una relacidon de equivalencia
sobre D, entonces una condicidn necesaria y suficiente para que exista una
aplicacion t de B/R en D/S tal que el diagrama

f

T

h

~+

—
h

Q

T
B— R B/R

g t

conmute, es que, para cada x,y € B, si (x,y) € R, entonces (g(x),g(y)) € S

Ademds, tanto en el primero como en el sequndo caso t estd univocamente de-
terminada.

Demostracion. O

Proposicion 7.19.5. Sea A un conjunto, y R, S dos relaciones de equivalencia
sobre A tales que R C S. Entonces hay una Unica aplicacion sobreyectiva pr. s de
A/R en A/S tal que prsoDPryp = DPras Y si denotamos por S/R el Ker(pr,s),
entonces plﬁs, la inyectivizada de pr.g, es un isomorfismo. Asi que el diagrama:

A/R =A/S

T f
Prs/r le,S

(A/R)/(S/R)

conmuta.

Proposicién 7.19.6. Sea A un conjunto, (R;):cr una familia no vacia de relacio-
nes de equivalencia sobre A y S una relacion de equivalencia sobre A tal que, para
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cada i € I, S C R;. Entonces el diagrama:

Prp.
A A A/R;

A/ ﬂie[ Ri

conmuta.

Proposicién 7.19.7. Sea A un conjunto, (R;);c; una familia no vacia de relacio-
nes de equivalencia sobre A y S una relacion de equivalencia sobre A tal que, para
cada i € I, R; C S. Entonces el diagrama:

prp.
A/R; i A

pRi7vi€1 Ri

A/ ViEI R;

PV,c; Ri,S

A/S
conmuta.

Proposicién 7.19.8. Sea A un conjunto y R € Eqv(A). Entonces la aplicacion
del congunto {S € Eqv(A) | R C S} en el conjunto Eqv(A/R) que a cada S del
primero, le asigna la relacidn de equivalencia S/R sobre A/ R, definida como

R/S ={([z]r;[y]r) € A/Rx A/R| (z,y) € S},

es una biyeccion.

Ademds, si S,T € {S € Eqv(A) | RC S}, entonces S CT siy solo si S/R C
T/R.
7.20. Saturacion.
Definicién 7.20.1. Sea A un conjunto, R € Eqv(A) y X un subconjunto de A.
Decimos que X estd R-saturado si, para cada x € X, se cumple que [z]g C X, i.e.,
si

X = Ua:GX[x]R'

Denotamos por Satr(A) el conjunto de los subconjuntos de A que estdn R-

saturados, i.e., el conjunto

Satp(A) = {X € Sub(A) | X = U,cx[z]r }

Ejercicio 7.20.2. Sea A un conjunto, R € Eqv(A) y X un subconjunto de A.
Demuéstrese que una condicién necesaria y suficiente para que X esté R-saturado
es que X = pr}_?l1 [pre[X]]
Proposicién 7.20.3. Sea A un conjunto y R € Eqv(A). Entonces:

1. SiX C Satr(A), entonces |y X € Satr(A). En particular, @ € Satg(A).



TEORIA DE CONJUNTOS 79

2. S5i X CSatr(A) y X # @, entonces [\ycr X € Satr(A).
3. Ae SatR(A).
4. Si X € Satg(A), entonces A — X € Satr(A).

Demostracion. O

Corolario 7.20.4. Sea A un conjunto, R € Eqv(A) y X un subconjunto de A.
Entonces se cumple que ({Y € Satr(A4) | X CY } es el minimo subconjunto R-
saturado de A que contiene a X. Denominamos a tal conjunto la R-saturacién de
X y lo denotamos por [ X|g.

Demostracion. O

Proposicién 7.20.5. Sea A un conjunto, R € Eqv(A) y X un subconjunto de A.
Demuéstrese que [X|g = pry' [pr[X]]

Proposicién 7.20.6. Sea A un conjunto y R € Eqv(A). Entonces la endoaplica-
cion, g, del conjunto Sub(A), definida como:
(] Sub(A) —— Sub(A)
R X +— N{YeSatr(Ad) | X CY}

tiene las siguientes propiedades:

1. Im([-]gr) C Satr(A).

3. []r es extensiva o inflacionaria, i.e., para cada X € Sub(A), X C [X]g.

4. []g es is6tona, i.e., para cada X,Y € Sub(A), si X CY, entonces se cumple
que [X|r C [Y]r.
[]r es idempotente, i.e., para cada X € Sub(A), [X]|r = [[X]r]z-
6. [[|r es completamente aditiva, i.e., para cada X C Sub(A), se cumple que

[¢ X]R = Uxex[X]r-

Demostracion. O

o

Ejercicio 7.20.7. Demuéstrese que para cada X C Sub(A), si X # &, entonces
[ﬂX}R < ﬂXeX[X]H

7.21. Otro punto de vista sobre las aplicaciones. Una aplicacién f de un
conjunto A en otro conjunto B, ademds de poder ser considerada como una fami-
lia de miembros de B indexada por A, puede ser considerada, como ya hizo, por
ejemplo, Cantor, como una familia de subconjuntos de A indexada por B, de modo
que tales subconjuntos sean dos a dos disjuntos y cubran A. Antes de proceder a
presentar formalmente lo dicho, indicamos que tal hecho serd usado en el algebra
universal para extender un algebra universal mediante un algebra booleana.

Definicién 7.21.1. Sean A y B dos conjuntos. Entonces el conjunto Cov(B, A) de
los cubrimientos disjuntos de A por B es

s 1 (3| I 070

Observemos que no exigimos que, para cada ¢ € B, ¢(x) # &, i.e., el cubrimiento
disjunto no es necesariamente una particion de A indexada por B.

Proposicién 7.21.2. Sean A y B dos conjuntos. Entonces el conjunto Hom(A, B)
de las aplicaciones de A en B es naturalmente isomorfo al conjunto Cov(B, A) de
los cubrimientos disjuntos de A por B.

Demostracion. Es suficiente que consideremos la aplicacién del conjunto Hom(A, B)
en el conjunto Cov(B, A) que a una aplicacién f de A en B, le asigna la aplicacién
f7]o{}5 de B en Sub(A). O
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Observemos que los conjuntos de la forma Cov(B, A), junto con los conjuntos (en
un universo de Grothendieck, arbitrario, pero fijo), constituyen una subcategoria
(no plena) de la categoria de Kleisli, KI(P), canénicamente asociada a la ménada
de las partes, P, sobre la categoria Set de conjuntos y aplicaciones (en un universo
de Grothendieck, arbitrario, pero fijo). Ademds, se tiene un anti-isomorfismo entre
la categorfa Set y tal subcategoria de la categoria KI1(P).

Estudiar la relacién entre el conjunto de las aplicaciones sobreyectivas de A en
B y el conjunto de los cubrimientos disjuntos de A por B que son particiones de A
indexadas por B.

7.22. Unién e interseccién de familias de conjuntos. A continuacién nos
ocupamos del estudio de algunas de las propiedades de la unién y de la interseccién
de familias de conjuntos. Asi como del de la conducta de las aplicaciones respecto de
las uniones e intersecciones de familias de subconjuntos del dominio y del codominio
de las mismas, y también de su conducta respecto de la complementacion.

Definicién 7.22.1. Sea (X;);e; una familia de conjuntos, i.e., una funcién cuyo
dominio de definicién es I y que a cada i € I le asigna como valor el conjunto Xj.
Entonces la union de (X;)icr, a la que denotamos por | J;c; Xi, es [JIm((Xs)ier)-

Proposicién 7.22.2 (Conmutatividad). Sea (X;);cr una familia de conjuntos y f
una permutacion de I, i.e., un automorfismo de I. Entonces

UieIXi = UieIXf(i) :
Demostracion. O

Proposicién 7.22.3. Sea (X;)icr una familia de conjuntos tal que, para cada
1,7 €I, X; = X;. Entonces, denotando por X el valor comin, se cumple que

UiEIXi = X.
Demostracion. O

Proposicién 7.22.4. Sea (X;)icr una familia de conjuntos. Si J es el conjunto
{iel]|X;=0a}, entonces

UzeIXi = UiEIiji'

Demostracion. O

Proposicién 7.22.5. Sean (X;)icr y (Yi)icr dos familias de conjuntos. Si, para
cada i € I, X; CY;, entonces

UieIXi < UieIYi'
Por otra parte, si J C I, entonces
UjeJXj c UieIXl"
Demostracion. O

Proposicién 7.22.6 (Asociatividad). Sean (J))ier y (Xi)ier dos familias de con-
juntos tales que I = J,c, Ji. Entonces

UieIXi = UleL(UieJlXi)'

Demostracion. O

Definicién 7.22.7. Sea (X;);c; una familia no vacia de conjuntos. Entonces la
interseccion de (X;)ier, a la que denotamos por (,c; Xi, es (1Im((X;)ier)-
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Proposicién 7.22.8 (Conmutatividad). Sea (X;);cr una familia no vacia de con-
jguntos y f una permutacion de I. Entonces

MierXi = Mier X100
Demostracion. O
Proposicién 7.22.9. Sea (X;)ier una familia no vacia de conjuntos tal que, para
cada i,j € I, X; = X;. Entonces, denotando por X el valor comin, se cumple que
MierXi = X
Demostracion. O

Proposicién 7.22.10. Sean (X;)icr v (Yi)ier dos familias no vacias de conjuntos.
Si, para cada i € I, X; CY;, entonces

ﬂieIXi < nieIYi-

Por otra parte, si J C I y J no es vacio, entonces
ﬂielXi < ﬂje.IXj~
Demostracion. O

Proposicién 7.22.11 (Asociatividad). Sea (J;)icr, una familia no vacia de con-
Juntos no vacios y (X;)ier una familia de conjuntos tal que I = |J(J; | 1 € L).
Entonces

mieIXi = ﬂleL(ﬂieJ,Xi)-

Demostracion. O

Proposicién 7.22.12 (De Morgan). Sea A un conjunto y (X;)i;cr una familia no
vacia de subconjuntos de A. Entonces

BA(UiGIXi) = nieICAXi ) CA(miGIXi) = UieICAXi'
Demostracion. O

7.23. Las aplicaciones y las operaciones conjuntistas. Nos ocupamos a
continuacién de estudiar las relaciones que subsisten entre la formacién de iméage-
nes directas e inversas mediante las aplicaciones y las operaciones conjuntistas de
formacién de uniones e intersecciones de familias de conjuntos y de la comple-
mentacion. Debemos observar que la formacién de imagenes inversas madiante las
aplicaciones tiene una conducta especialmente buena respecto de las operaciones
conjuntistas, ya que conmuta con todas las operaciones conjuntistas mencionadas.

Proposicién 7.23.1. Sea r: A——o B una aplicacion no determinista de A en B
y (Xi)ier una familia de subconjuntos de A. Entonces

T[UiGIXi] = UiGIT[X’i]'

En particular, si f: A—> B es una aplicacion de A en B y (X;)ier una familia
de subconjuntos de A. Entonces

f[Uzerz] = Uie[f[Xi]'
Demostracion. O

Proposicién 7.23.2. Sea f: A——= B una aplicacion de A en B y (Y:)icr una
familia de subconjuntos de B. Entonces

f_l[UieIYi] = Ujer fHYi)

Demostracion. O
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Proposiciéon 7.23.3. Sea r: A——o B una aplicacion no determinista de A en B
y (Xi)ier una familia no vacta de subconjuntos de A. Entonces

T[mielXi] < nieﬂ"[Xi]-
En particular, si f: A— B es una aplicacién de A en B y (X;)ier una familia
no vacia de subconjuntos de A. Entonces

f[ﬂieri] < nielf[Xi]'
Demostracion. (]

Proposicién 7.23.4. Sea f: A——= B una aplicacion de A en B y (Y;)iei una
familia no vacia de subconjuntos de B. Entonces

ffl[ﬂiein] = nielffl[yi]-

Corolario 7.23.5. Sea f: A——= B es una aplicacion inyectiva de A en B y (X;)ier
una familia no vacia de subconjuntos de A. Entonces

f[ﬂieri] = niezf[Xi]~
Demostracion. O

Proposiciéon 7.23.6. Sea f: A——=B es una aplicacion e Y un subconjunto de
B. Entonces

SCeY]=Caf Y.
Demostracion. O

Proposicién 7.23.7. Sea f: A——= B es una aplicacion inyectiva de A en B y X
un subconjunto de A. Entonces

flCaX] = fIA] - fIX].
Demostracion. O

7.24. El teorema de Cantor-Bernstein. El teorema de Cantor-Bernstein afir-
ma que una condicién suficiente para que dos conjuntos sean isomorfos, es que cada
uno de ellos domine al otro, i.e., que si A(< N <71)B, entonces A = B. Puesto que
siempre se cumple la reciproca, i.e., que si A =2 B, entonces A(< N <~ 1) B, podemos
afirmar que 2=< N <~ !, de modo que el teorema de Cantor-Bernstein es la parte
no trivial de la ecuacion. Posteriormente veremos que es una buena ordenacién.

Proposicion 7.24.1. Sean [ y g dos aplicaciones de un conjunto A en un conjunto
B y (Xi)ier una familia de subconjuntos de A tal que J,.; X; = A. Si, para cada
1e€1, f1X; =gl X;, entonces f = g.

iel

Demostracion. O

Proposicién 7.24.2. Sea Y un conjunto, (X;)ier una familia de conjuntos y
(fi)ier una familia de aplicaciones tal que, para cada i € I, f;: X;—=Y y, para
cada i,j € I, se cumpla que f;|X; N X; = f;1X; N X;. Entonces hay una Unica

aplicacion t: | J;c; Xi —=Y tal que, para cada i € I, el diagrama:
ini

X;

UiGI Xi
t

i

Y

conmudta.
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Demostracion. O

Corolario 7.24.3. Sean A, B, C y D cuatro conjuntos tales que AN B = @ y
CND=g, ysean f: A—=C y g: B—— D dos aplicaciones. Entonces hay una
dnica aplicacion t: AU B——C U D tal que el diagrama:

ing ing
A AUB B
f t g
C : cCubD - D
e mp
conmuta. Ademds, si f y g son isomorfismos, t también lo es.
Demostracion. O

Lema 7.24.4. Sean A y B dos conjuntos tales que B C A y sea f una aplicacion
inyectiva de A en B. Entonces A y B son isomorfos.

Demostracion. Para demostrar que A y B son isomorfos consideramos el conjunto
Xp={XCA|A-BCXAfIX]CX},

formado por todos los subconjuntos X de A que contienen a la corona A — B
y son tales que f[X] C X. El conjunto Xy no es vacio, porque A € Xy, luego
existe el conjunto () X;. Ademds, se cumple que ((X; € X}, porque, por una
parte, dado cualquier X € Xy, A— B C X, asi que A — B C ()X}, y, por otra,
ya que, f[Xf] C ﬂxexf fIX] y, para cualquier X € Xy, f[X] C X, entonces
fiNx <Ny

Para el subconjunto (| Xy de A, demostramos que tiene las siguientes propieda-
des:

(7.1) NXr = fINXf]U (A - B).
(7.2) NAXr = fINAXy]
(7.3) A—NXy =B — fI[NAXy].

Por lo que respecta a 7.1, demostramos en primer lugar que (| Xy C f[ Xf] U
(A — B), para lo cual es suficiente que demostremos, debido a que (| Xy es el
minimo subconjunto X de A tal que A— B C X y f[X] C X, que, por una parte,
A—BC f[NXf]U(A— B), lo cual es evidente, y, por otra, que

FIFINX U (A= B)] € fINXf]U (A - B).

Pero esto ultimo se cumple porque, a partir de A—B C (X y de [ Xf] C Ay,
tenemos que f[(Xf]U(A—B) C Ay, luego ff[NXJU(A—B)] C fIN Xf] pero
FINX7] C FINX]U (A= B), asi aue fIf[N XU (A~ B)] € fINAs]U(A- B).
Por consiguiente ( Xy C f[ Xf]U (A — B).

La inclusién inversa se cumple debido a que (X4, € Af. Luego podemos
afirmar que (X = f[Xf]U (A — B).

Para demostrar 7.2, consideremos el diagrama:

in, X
me$>A

f

fMN&Xf] ———nB
ngin
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Puesto que (foinq x, )[Xf] = f[NXf] y fINXs] € B, existe una tinica aplicacién
g: (X — f[ Xf] tal que el diagrama

N inn x; 4
g [f
FIN Xy] = B
N xy]

conmuta. Ademads, g es biyectiva.
Para demostrar 7.3, i.e., que A — (X = B — f[[) X}], es suficiente que conside-
remos la sucesion de ecuaciones:

A—-NXp=A-(fINXf]U (A= B)) (por 7.1)
( —fINX)n(A=(A-B))  (por De Morgan)
=(A-fINX)nB (por De Morgan)
= B — f[NXy] (por ser B C A).

Por lo tanto, B = f[(\Xf] U (A — () Xf), ya que, por una parte, se cumple que

B = fI[NXf]U (B = fI[NXy]) v, por otra, que B — f[Xf] = A — Xy
Por 1ltimo, consideremos el diagrama

N —0Y (U (A = ) DY,

gl JidA—ﬂ Xy

FINXf] ——— fIN XU (B = fINXf]) <——— B = fINA]
ingin ;) np—rin 2]

Entonces, en virtud del Corolario 7.24.3, hay una tnica aplicacién h: A——s B para
la cual el diagrama

inn x, A

N Xy A—(Xy
QJ h ‘idAﬂ X5
FIN &) . B <— B — f[NX]
My x4 MB— [N xy]

conmuta. Ademas, ya que g y ida_nx, son isomorfismos, h también lo es. Por lo
tanto A y B son isomorfos.
O

Teorema 7.24.5 (Cantor-Bernstein). Sean A y B dos conjuntos. Si A estd domi-
nado por B y B estd dominado por A, entonces A y B son isomorfos, i.e.,

VA, B(A<BAB<A)—» A% B).
Demostracion. Por hipotesis hay una aplicacién inyectiva f: A+— B y una apli-

cacién inyectiva g: B+— A. Entonces, para g, se cumple que g[B] C A. Por con-
siguiente g[f[A]] C g[B], porque f[(A] C By g« preserva las inclusiones.
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Ahora estamos ante la siguiente situacién:

A

g[B] +—— A.
Mg[B)

Pero, ya que g[f[A]] C g[B], podemos afirmar, en virtud de la Proposicién 7.15.1,
que hay una unica aplicacién h: A—— g[B] tal que el diagrama

A
(@]
L gof
gBl+—=A
My [B]

conmuta.

Ademéds, h es inyectiva, porque inggjoh =go fy go f es inyectiva. Luego, en
virtud del Lema 7.24.4 | ya que g[B] C Ay h: A+— g[B], podemos afirmar que
hay un isomorfismo t: A—sg[B].

Ahora bien, g: B+— A, en virtud del Corolario 7.15.2, determina un isomorfis-
mo ¢* de B en g[B] tal que el diagrama

conmuta.
Por consiguiente, a partir de los isomorfismos

t:A—g[B] y g¢°: B—yg[D],

obtenemos el isomorfismo

Queda pues demostrado que A y B son isomorfos. O

8. CONJUNTOS ORDENADOS Y RETICULOS COMPLETOS.

En esta seccién presentamos aquellas nociones de la teoria de conjuntos ordena-
dos que son imprescindibles para demostrar el teorema de Cantor-Bernstein.

Definicién 8.0.6. Un orden estricto sobre un conjunto A es una relacién binaria
< sobre A que cumple las siguientes condiciones:

1.Vee A (x £ 2) (Irreflexividad);

2. Vx,y,z€ A((z<yAy<z)—x<z) (Transitividad).

Un conjunto estrictamente ordenado es un par A = (A, <) en el que A es un
conjunto y < un orden estricto sobre A.
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Definicién 8.0.7. Un orden sobre un conjunto A es una relaciéon binaria < sobre
A que cumple las siguientes condiciones:

1. Ve € A (x <z) (Reflexividad);

2. Ve,ye A((x <yAny<z)—x=y) (Antisimetria);

3. Vr,y,z€ A((z<yAy<z)—ax<z) (Transitividad).

Un conjunto ordenado es un par A = (A, <) en el que A es un conjunto y < un
orden sobre A.

Observemos que los conceptos acabados de definir son equivalentes, ya que si <
es un orden estricto sobre un conjunto A, entonces < UA 4 es un orden sobre A vy,
reciprocamente, si < es un orden sobre A, entonces < — A4 es un orden estricto
sobre A.

Si A = (A,<) es un conjunto ordenado y X una parte de A, entonces el par
ordenado (X, < N (X x X)), denotado también como X = (X, <), es un conjunto
ordenado.

Definicién 8.0.8. Un orden lineal sobre un conjunto A es una relacién binaria <
sobre A que cumple las siguientes condiciones:

1.Vee A (x £2) (Irreflexividad);
2. Ve,ye Az #y— (x<yVy<z)) (Disyuntividad);
3. Vr,y,z€ A((zx<yAy<z)—x<z) (Transitividad)
Un conjunto linealmente ordenado es un par A = (A, <) en el que A es un
conjunto y < un orden lineal sobre A.

Un conjunto linealmente ordenado se puede definir alternativa, pero equivalen-
temente, como un par (A4, <) en el que A es un conjunto y < una relacién binaria
sobre A que cumple las siguientes condiciones:

1. Ve € A (x <z) (Reflexividad);

2. Vr,ye A((x <yAhy<z)—>zx=y) (Antisimetria);

3. Ve,y,z€ A ((x<yAy<z)—x<z) (Transitividad);
4. Ve,ye A (x <yVy<z) (Disyuntividad).

Debido a que en la demostracion del teorema de comparabilidad de los conjun-
tos, hemos de hacer uso del axioma de eleccién, bajo la forma del lema de Zorn-
Kuratowski, y en este ultimo se mencionan las cadenas, o partes de un conjunto
ordenado que estan linealmente ordenadas, los supremos y los maximales, definimos
a continuacion tales conceptos.

Definicién 8.0.9. Sea A = (A, <) un conjunto ordenado. Un elemento a de A es
el mdzimo de (A, <) precisamente si es posterior a todos los elementos de A, i.e.,
si para cada x € A, x < a. El ménimo se define dualmente. Un elemento a de A
es mazimal en (A, <) precisamente si, para cada x € A, si a < z, entonces a = .
El concepto de minimal se define dualmente. Si X es una parte de A, una cota
superior de X en (A, <) es un a € A tal que, para cada x € X, x < a, al conjunto
de las cotas superiores de X en (A, <) lo denotamos por Ub4 <)(X). El concepto
de cota inferior se define dualmente. El supremo de una parte X de A es el minimo
del conjunto ordenado (Ub(4,<)(X), <), siendo < la restriccion del orden sobre A
a la parte Ub(4 <)(X). El concepto de infimo se define dualmente. Por tltimo, una
cadena del conjunto ordenado (4, <) es una parte C' de A tal que (C,<) es un
conjunto linealmente ordenado, siendo < la restriccién del orden sobre A a la parte

C.

También se entiende por cadena de un conjunto ordenado (A4, <) cualquier familia
(xx)rea en A tal que el subconjunto Im((x)acp) ={a € A|INE€A(a=1x))} de
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A sea una cadena del conjunto ordenado (4, <). De modo que la familia (z))xea
en A es una cadena si y sélo si, para cada A\, p € A, zy <, 0z, < T

Si a es el maximo del conjunto ordenado (A, <), entonces a es el tnico elemento
maximal de (4, <). Ahora bien, un conjunto ordenado (A4, <) puede tener un tdnico
maximal, pero no tener ningtin maximo. Lo mismo se puede decir del minimo y de
los minimales.

Observemos que un a € A es maximal en (4, <) si y sélo si no existe un z € A
tal que a < z, i.e., tal que a < = pero a # x.

Lema de Zorn-Kuratowski. Sea (A, <) un conjunto ordenado. Si A # & y toda
cadena no vacia de (A, <) tiene un supremo en (A, <), entonces (A, <) tiene un
mazimal.

Definimos a continuacion las aplicaciones isétonas y los isomorfismos entre los
conjuntos ordenados. Recordemos que una vez definidos los objetos de interés, en
este caso los conjuntos ordenados, se deben definir los morfismos entre tales objetos,
ya que lo que sea una entidad matemadtica viene dado por su interaccién con las
demés entidades matematicas.

Definicién 8.0.10. Sean A y B dos conjuntos ordenados. Una aplicacion isétona
de A en B es un triplo ordenado (A, ¢, B), abreviado como ¢ y denotado por
@: A——=B, en el que p es una aplicacién de A en B tal que

Vo,ye Az <y — ¢(x) <oy)).

Un isomorfismo de A en B es un triplo ordenado (A, p, B), abreviado como ¢ y
denotado por ¢: A——=B, en el que ¢ es una aplicacién biyectiva de A en B tal
que

Va,y € Az <y o(z) < o(y)).

Definicién 8.0.11. Sea A un conjunto ordenado. Decimos que A es un conjunto
reticulado completo, o un reticulo completo, si tiene maximo, minimo y para cada
subconjunto no vacio X de A existe tanto el supremo de X, denotado por \/ X,
como el infimo de X, denotado por inf X.

Proposiciéon 8.0.12. Sea A un conjunto ordenado no vacio. Entonces son equi-
valentes:

1. A es un reticulo completo.
2. A tiene un mdzimo y todo subconjunto no vacio de A tiene un infimo en A.
3. A tiene un minimo y todo subconjunto no vacio de A tiene un supremo en

A.

Demostracion. Nos limitamos a demostrar la equivalencia entre 1 y 2, ya que la
demostracién de la equivalencia entre 1 y 3 es idéntica. Es evidente que si se cum-
ple 1, entonces se cumple 2. Reciprocamente, supongamos 2. Entonces dado un
subconjunto no vacio X de A, el supremo de X en A es:

VX =inf{ac A|Vze X (x<a)}
Adems4s, el minimo es el infimo de A. O
Si A es un conjunto, entonces Sub(A) = (Sub(A), C) es un reticulo completo.
Estudiamos a continuacién los conceptos de seccidn inicial y final de un conjunto

dotado de una relacién binaria. Demostraremos que el conjunto de las secciones
iniciales de un tal conjunto, ordenado por la inclusién, es un reticulo completo.

Definicién 8.0.13. Sea A un conjunto y R una relaciéon binaria en A. Decimos
que un subconjunto X de A es una R-seccion inicial de A, si junto a un z € X
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contiene al conjunto p © = {y € A | (y,z) € R} de todos los R-predecesores de
z, i.e., si
VIEX(\LRQSQX),
0, lo que es equivalente, ya que R™'X] =, . ¢ Ir @, si
R7'X]C X.
Denotamos por Secg(A) el conjunto de todas las R-secciones iniciales de A.

Proposicién 8.0.14. El conjunto Secg(A), de todas las R-secciones iniciales de A,
es un sistema de clausura completamente aditivo sobre A, i.e., tiene las siguientes
propiedades:

1. A € Secg(A).
2. VX C Secp(A) (X # @ — X € Secr(A)).
3. VX C Secg(A) (UX € Secr(A)).

Demostracion. O

Corolario 8.0.15. Sea A un conjunto, R una relacion binaria en A y X C A.
Entonces hay una minima R-seccion inicial de A que contiene a X .

Demostracion. Es suficiente considerar la interseccién del conjunto
{Y €Secr(A) | X CY }.
O

Definicién 8.0.16. Sea A un conjunto y R una relacién binaria en A. Entonces
denotamos por Cpg el operador clausura sobre A, candénicamente asociado al sistema
de clausura completamente aditivo Secg(A), que asigna a cada subconjunto X de A,
Cr(X), la minima R-seccién inicial de A que contiene a X, a la que denominamos
el cierre inicial de X relativo a R. En particular, cuando X = {z}, con z € A4,
al cierre inicial de {z} lo denotamos, para abreviar, por Cg(x), y lo denominamos
también, la R-seccién inicial principal determinada por z.

Sea A un conjunto y R una relaciéon binaria en A. Demuéstrese que el operador
Cg, definido como:
C Sub(A) — Sub(A4)
Bl X +— {Y €eSecr(A)| X CY}

tiene las siguientes propiedades:

1. Im(Cpr) C Secr(A).

2. {X €Sub(4) | X =Cr(X)} = Secr(A).

3. Cg es extensivo o inflacionario, i.e., para cada X € Sub(A), X C Cr(X).

4. Cp es isétono, i.e., para cada X,Y € Sub(A), si X C Y, entonces se cumple
que CR(X) g CR(Y)
Cr es idempotente, i.e., para cada X € Sub(A4), Cr(X) = C%(X).
6. Cr es completamente aditivo, i.e., para cada X C Sub(A), se cumple que

CR(U X) = UXeX CR(X)-

Proposicién 8.0.17. Sea A un conjunto y R una relacion binaria en A. Entonces,
para cada x € A, Cr(z) = {2} UU,c| .. Cr(Y)-

ot

Demostracion. O

Sea A un conjunto y R una relacién binaria en A. Demuéstrese que si R es
transitiva, entonces, para cada x € A, se cumple que

Cr(z) ={r =,
siendo gz ={a€ A|(a,z) e RVa=1=z}.
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Naturalmente, considerando la relacién R~!, obtenemos la nocién dual de la de
R-seccién inicial de A, que es la de R-seccion final de A.

Definicién 8.0.18. Sea A un conjunto y R una relaciéon binaria en A. Decimos
de un subconjunto X de A que es una R-seccidn final de A, si junto a un z € X
contiene al conjunto T ¢ = {y € A | (z,y) € R} de todos los R-sucesores de x,
i.e., si

VIGX(TRIQX),
o, lo que es equivalente, ya que R[X]| = J,cx Tr 7, si

RIX|C X.

Denotamos por Secg-1(A) el conjunto de todas las R-secciones finales de A.

Proposicién 8.0.19. El conjunto Secg-1(A), de todas las R-secciones finales de A,
es un sistema de clausura completamente aditivo sobre A, i.e., tiene las siguientes
propiedades:

1. A € Secgr-1(A).

2. VX CSecg-1(A) (X # @ = (X € Secg-1(4)).

3. VX C Secg-1(A) (|JX € Secg-1(4)).

Demostracion. O

Corolario 8.0.20. Sea A un conjunto, R una relacion binaria en A y X C A.
Entonces hay una minima R-seccion final de A que contiene a X.

Demostracion. Es suficiente considerar la interseccién del conjunto
{Y €Secg-1(4) | X CY }.
O

Definicién 8.0.21. Sea A un conjunto y R una relacién binaria en A. Entonces
denotamos por Cr-1 el operador clausura sobre A, canénicamente asociado al siste-
ma de clausura completamente aditivo, Secy-1(A), que asigna a cada subconjunto
X de A, Cr-1(X), la minima R-seccién final de A que contiene a X, a la que
denominamos el cierre final de X relativo a R. En particular, cuando X = {z},
con z € A, al cierre final de {z} lo denotamos, para abreviar, por Cz-1(x), y lo
denominamos también, la R-seccién final principal determinada por x.

Sea A un conjunto y R una relacién binaria en A. Demuéstrese que el operador
Cpr-1, definido como:

C Sub(A) — Sub(A4)
R X = ({Y€ESecgr1(A)|XCY}

tiene las siguientes propiedades:

1. Im(Cg-1) C Secg-1(A).

2. {X €Sub(A4) | X = Cr-1(X) } = Secr-1(4).

3. Cp-1 es extensivo o inflacionario, i.e., para cada X € Sub(A4), X C Cg-1(X).

4. Cp-1 es is6tono, i.e., para cada X,Y € Sub(A4), si X C Y, entonces se
cumple que Cr-1(X) C Cr-1(Y).
Cpr-1 es idempotente, i.e., para cada X € Sub(A), Cr-1(X) = CH_, (X).

6. Cr-1 es completamente aditivo, i.e., para cada X C Sub(A), se cumple que

Cr1(UX) =Uxex Cr1(X).

Proposicion 8.0.22. Sea A un conjunto y R una relacion binaria en A. Entonces,
para cada x € A, Cp-1(z) = {2} UU, et e Cr-1 ()

o

Demostracion. O
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Sea A un conjunto y R una relaciéon binaria en A. Demuéstrese que si R es
transitiva, entonces, para cada r € A, se cumple que

Cr-1(z) =g =,
siendo frx={a € A|(z,a) e RVa==z}.

Proposicién 8.0.23. Si A = (A <) es un conjunto ordenado, entonces los con-
juntos ordenados Sec<(A) y Sec>(A) son reticulos completos. Ademds, A se puede
encajar en el reticulo completo Sec<(A), mediante la aplicacion isétona inyectiva
que asigna o un x € A, < x. Por dltimo, la formacion del complementario res-
pecto de A es una involucion, anti-isomorfismo de cuadrado identidad, del reticulo
completo Sec<(A) en el reticulo completo Sec>(A).

Demostracion. O

9. EL TEOREMA DE CANTOR-BERNSTEIN.

Teorema 9.0.24 (Tarski). Si A es un reticulo completo, entonces todo endomor-
fismo de A tiene un punto fijo.

Demostracion. Sea f: A—— A un endomorfismo del reticulo completo A. Quere-
mos demostrar que f tiene al menos un punto fijo, i.e., que existe un a € A tal que
f(a) = a.

Sea Ay ={x € A|x < f(x)}. Se cumple que A no es vacio, porque, denotando
por 0 el minimo de A, tenemos que 0 < f(0),i.e.,0 € Ay. Seaa = \/ Ay el supremo
de A¢. Vamos a demostrar que f(a) = a, para lo cual es suficiente que demostremos
que a < f(a) y que f(a) < a.

Se cumple que a < f(a). Para demostrarlo, ya que a es el supremo de Ay, es
suficiente que demostremos que f(a) es una cota superior de Ay, i.e., que, para
cada x € Ay, x < f(a). Sea x € Ay, entonces x < a, porque @ es cota superior de
Ay, luego, por ser f isétona, f(z) < f(a), pero, ya que x € Ay, x < f(x), por lo
tanto, por transitividad, x < f(a), asi que a < f(a).

Se cumple que f(a) < a. Para demostrarlo es suficiente que demostremos que
f(a) € Ay, ie., que f(a) < f(f(a)). Ahora bien, a < f(a), luego, por ser f isétona,
fla) < f(f(a)), asi que f(a) € Ay, de donde, por ser a cota superior de Ay,
f(a) < a.

Podemos pués afirmar que a = f(a). O

Proposicién 9.0.25 (Cohn). Sean (4, <) y (B, <) dos conjuntos ordenados tales
que (A, <) sea isomorfo a una seccion inicial de (B, <) (con el orden inducido) y
(B, <) sea isomorfo a una seccion final de (A, <) (con el orden inducido). Entonces
hay una biyeccion f: A——s B tal que, para cada x,y € A, si x < y, entonces no

ocurre que f(y) < f(x).
Demostracion. Sea g: (A, <)—(By, <) un isomorfismo de (A4,<) en (By, <),

siendo By una seccién inicial de (B, <), y h: (B, <) — (A4, <) un isomorfismo
de (B, <) en (A, <), siendo Ag una seccién final de (A, <). Definimos una endo-
aplicacién 6, 5, del conjunto Sec<(A) de las secciones iniciales del conjunto ordenado
(4, <) como:

X — EAh[CBg[X]]
Se cumple que, para cada seccién inicial X de (4, <), 6, ,(X) es una seccién inicial
de (A, <). Para demostrarlo hemos de llevar a cabo las siguientes tareas:

0 { Sec<(A) — Sec<(A)
g,h

1. Demostrar que g[X], que es parte de By € Sec<(B), es una seccién inicial
de (B, <).
2. Demostrar que Cpg[X] es una seccién final de (B, <).



TEORIA DE CONJUNTOS 91

3. Demostrar que h[Cpg[X]], que es parte de Ay € Sec>(A), es una seccién final
de (A, <).
4. Demostrar que C4h[Cpg[X]] es una seccién inicial de (4, <).
Pero es suficiente que realizemos las dos primeras.

Se cumple que g[X] es una seccién inicial de (B, <), porque dado un = € X y
un b € B tales que b < g(z), ya que g[X] es parte de By y By seccién inicial de
(B, <), b € By, luego, por ser g sobreyectiva, hay un a € A tal que b = g(a), de
modo que g(a) < g(z), por lo tanto, por ser g isomorfismo, a < z, asi que a € X,
por ser X seccién inicial de (A, <), de donde g(a) = b € g[X]. Es evidente que
el complementario de una seccién inicial es una seccién final, luego Cpg[X] es una
seccién final de (B, <).

Podemos por lo tanto asegurar que 6, estd bien definida. Ademas, 0, es
isétona. Asi que, en virtud del teorema de Tarski, el endomorfismo 6, tiene un
punto fijo, i.e., existe una seccién inicial A; de (A, <) tal que

Og’h(Al) = EAh[BBg[Al]] = Al.
Convenimos que B; = g[A;], con lo que C4A4; = h[CpB;]. Observemos que B; =
g[A1] € By y que es una seccién inicial de (B, <), y que C44; = h[lpBi] C Ag y
que es una seccién final de (A4, <)

Sea ahora f: A—— B la aplicacién definida como:

A— B

f _ Jg(a), sia€ As;
a = Jla)= {hl(a), sia€laA;.

La aplicacién f es sobreyectiva porque
flAl = flA1UCaA]
= g[A1]UR 044,
= g[AJ UL h[CpB]]
=B, UlpB;
=B
La aplicacién f es inyectiva porque si z,y € A son tales que f(x) = f(y), entonces,

o bien z,y € A; o bien z,y € 04 A}, pero ni puede ocurrir que z € A; e y € 04 A,
ni tampoco que y € A, y « € C4A;. En efecto, si x € A; ey € C4A;, entonces

fl@)=g(z) e gl] =B vy fly)=h""(y),
pero y € oA, = h[CpBi], ast que y = h(b), para un b € LBy, luego
fly) =" (y) = h~'(h(b)) = b e CpB,

lo cual es una contradiccién. Por lo tanto no puede ocurrir que z € A ey € 04 A;.
Del mismo modo se demuestra que tampoco puede ocurrir que y € Ay y = € Cad;.
Ahora bien, si ,y € A, entonces x = y, porque g es inyectiva, y si ,y € 0441,
entonces = = y, porque h~! es inyectiva.

Demostramos por ultimo que para cada z,y € A, si z < y, entonces no ocurre
que f(y) < f(z), ie, ni f(y) < f(x) ni f(y) = f(x). Sean z,y € A tales que
x <y, entonces f(y) # f(z), ya que si f(y) = f(z), tendriamos que & = y, por ser
f inyectiva, que entra en contradiccion con que x < y. Falta demostrar que, para
cada z,y € A, si x < y, entonces no ocurre que f(y) < f(x).

Supongamos que existan z,y € A tales que z < y pero que f(y) < f(x).

1. Siy € Ay, entonces z € A1y f(z) = g(x) < g(y) = f(y), que entra en
contradiccién con que f(y) < f(z).
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2. Si z € 044, entonces y € C4A;, luego de f(y) < f(x) obtenemos que
h(f(y)) < h(f(z)), pero, en este caso, f(y) = h™'(y) v f(z) = h'(2),
luego h(h~1(y)) < h(h~1(x)), i.e., y < x, que entra en contradiccién con que
x <.

3. Por tltimo, si x € A; e y € 044, entonces f(z) € By y f(y) € CsBy,
pero al ser CpB; una seccién final de (B, <) y cumplirse que f(y) < f(x),
f(z) € CpBy, que entra en contradiccién con que f(z) € B;.

El caso en que € [4A; e y € A1, no puede darse. (]

A partir de la dltima proposicién obtenemos el teorema de Cantor-Bernstein.
Teorema 9.0.26. St A< B y B < A, entonces A= B.

Demostracion. Se cumple que (A, A4) vy (B, Ap) son conjuntos ordenados. Ademés,
las secciones iniciales y finales de (A, A 4) coinciden con los subconjuntos de A y las
secciones iniciales y finales de (B, Ap) con los subconjuntos de B, luego (A, A4)
es isomorfo a una seccién inicial de (B, Ap) y (B,Ap) lo es a una seccién final de
(A,A4). Por lo tanto hay una biyeccién de A en B. O

Si hay una aplicacién sobreyectiva f de A en B y una sobreyectiva g de B en A,
entonces A y B son isomorfos. En efecto, por una parte, por ser f sobreyectiva es
una retraccion, luego hay una aplicaciéon v de B en A tal que f owu = idpg, y, por
otra parte, por ser g sobreyectiva es una retraccion, luego hay una aplicacién v de
A en B tal que gov =1idy4. Por lo tanto hay una aplicacién inyectiva v de A en B
y una inyectiva u de B en A, asi que A y B son isomorfos.

Observemos que si A estd dominado por B y B por A, entonces no puede ocurrir
nique A=0y B#dnique B=gy A# &. Por lo tanto, o bien A y B son
vacios, o bien ni A ni B son vacios.

El teorema de Cantor-Bernstein se puede usar, entre otras cosas, para demostrar,
por ejemplo, que el conjunto de los nimeros naturales N es isomorfo, para cada
n > 2, al conjunto N™. En efecto, de N en N" se tiene la aplicacién inyectiva
diagonal oy~ que a un z € N le asigna (z,...,x); ademds, de N” en N se tiene la
aplicacién inyectiva que a un (zo,...,2,—1) € N" le asigna [[;, p;*, siendo pg el
nimero primo 2, p; el nimero primo 3, etc.

10. EL TEOREMA DE COMPARABILIDAD.

Demostramos en esta seccién que dos conjuntos cualesquiera siempre son com-
parables mediante la relacién de dominacién.

Teorema 10.0.27. Si A y B son dos conjuntos, entonces A estd dominado por B
0 B estd dominado por A, i.e., existe una aplicacion inyectiva de A en B o existe
una aplicacion inyectiva de B en A.

Demostracion. Sobre el conjunto | Jxca, Iso(X,Y), de los isomorfismos entre partes
YCB

de Ay de B consideremos la relacién binaria < que consta de los pares (f, 1), con
felso(X,Y)y f €lIso(X',Y’), para algunos subconjuntos X, X’ de A y algunos
subconjuntos Y, Y’ de B, tales que:

1. X C X'
2.V CY'.
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3. El diagrama

iny x/

~X
5.
=
N

/

b

conmuta.

Entonces (Jxca,Iso(X,Y), <) es un conjunto ordenado. Se cumple que no es
YCB

vacio porque Iso(é , @) # &. Ademas, toda cadena no vacia del conjunto ordenado
(Uxca,Iso(X,Y), <) tiene un supremo. Sea A un conjunto no vacio y (f)rea una
YCB
familia en (Jxca, Iso(X,Y) tal que
YCB
1. Para cada A € A, f): X),—=Y,.
2. Paracada A\, p € A, fr < fuo fu < fa.

Entonces el triplo

f = (U)\GAX)\’Fﬂ U)\GAY)\)
en el que F es

F={(z9) € UxeaX2) X (Urea¥2) [ 3A € A((z,9) € F3) }

o, lo que es equivalente, para cada = € (Jycp X, f(2) = fa(z), siendo A cualquier
indice en A para el que z € X, es una aplicacién biyectiva y es el supremo de
(fx)aea- Se cumple que F es una funcién porque si (z,y), (x, z) € F, entonces, por
la definicién de F', existirfan A,y € A tales que (z,y) € Fy y (z,2) € F,, pero al
ser (fa)aea una cadena, tendriamos que fy < f, o fu, < fx, luego (z,v), (z,2) €
F, o (z,y),(z,2) € F\, por lo tanto y = z. Asi que podemos afirmar que f es
una aplicacion. Dejamos como ejercicio la demostracion de que f es biyectiva. Es
evidente que f es una cota superior de la familia (f))rea-

Puesto que se cumplen las hipdtesis del Lema de Zorn-Kuratowski, podemos
afirmar que existe un maximal en el conjunto ordenado ((Jxca, Iso(X,Y), <). Sea

YCB

h: X —=Y un maximal. Para h se cumple que X = AoY = B, yaquesi X # A
e Y # B, entonces, tomando un ayg € A— X y un by € B —Y, tendriamos que para
la aplicacién hg, b, definida desde X U{ag} hasta Y U{bg} y con funcién subyacente
Hg, b, 1a definida como

Ha(),bo =HU { <a07 bo) }

se cumpliria que h < hq, by, luego h no serfa maximal, contradiccién. Por lo tanto
X =AoY = B. Siocurre lo primero, entonces iny, 5 o h es una aplicacién inyectiva
de A en B, mientras que si ocurre lo segundo, iny_40h~! es una aplicacién inyectiva
de B en A. O

Respecto del teorema de comparabilidad hemos de decir que Hartogs demostré la
equivalencia del mismo con el axioma de eleccién.

Sabemos que la clase relacional de dominacién entre conjuntos, <, que no es un
conjunto, tiene, entre otras, las propiedades reflexiva y transitiva, luego la conjun-
cién de ella y de su inversa, que coincide con la clase relacional de isomorfia 22,
tiene las propiedades de una eqivalencia, i.e., es reflexiva, simétrica y transitiva.
Ello puede inducir a pensar, como lo hicieron Frege y Russell, que una definicién
de lo que sea la cardinalidad de un conjunto, i.e., aquello que, segin Cantor, se ob-
tiene al hacer abstraccion del orden y naturaleza de los elementos de un conjunto,
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pudiera consistir en definirla, para un conjunto A, como:
Al ={B|B=A}.

Ahora bien, para A = &, tenemos que [~ = { &} es un conjunto, sin embargo,
para un conjunto no vacio A, si admitimos que [A]~ es un conjunto, entonces,
para cada conjunto x, se cumple que x € | J[A]~, que en la teoria de conjuntos de
Zermelo-Fraenkel-Skolem no existe. De modo que la definicién de la cardinalidad
de un conjunto ha de ir por otros derroteros, por ejemplo, por la via de considerar
que los cardinales son ordinales iniciales, involucrando de este modo el concepto de
buena ordenacién y el esquema axioméatico de reemplazo.

11. LIMITES PROYECTIVOS

Cuando consideramos las relaciones, apoyandonos sobre el concepto de par or-
denado, demostramos la existencia del producto cartesiano de dos conjuntos, y, por
recursién, la de cualquier familia finita no vacia de conjuntos. Pero, debido a la
ausencia de un concepto de tupla ordenada de longitud transfinita, que fuera la
generalizacion natural del de tupla ordenada de longitud finita, no demostramos
entonces la existencia del producto de una familia arbitraria de conjuntos.

Ahora, haciendo uso del concepto de funcién, nos ocupamos, en primer lugar,
de demostrar tanto la existencia de productos de familias de conjuntos, como la
de productos de familias de aplicaciones entre familias de conjuntos, asi como, en
segundo lugar, de estudiar la conducta del operador de formacién de productos,
respecto de las identidades y de la composicion de familias de aplicaciones entre
familias de conjuntos.

11.1. Productos.

Proposicién 11.1.1. Sea (X;)ie; una familia de conjuntos. Entonces hay un par
ordenado (IT;c; Xi, (pry)icr) en el que [],c; Xi, el producto de (X;)icr, es un
conjunto y, para cada i € I, pr;, la proyeccién candnica i-ésima del producto, es
una aplicacion de [[,; Xi en X, que tiene la siguiente propiedad universal:
Para cada par ordenado (A, (fi)icr), en el que A es un conjunto y, para cada

i €1, fi: A—=X;, hay una unica aplicacion (fi);c; + A— [l;c; Xi tal que, para
cada i € I, el diagrama:
A
fi
<fi>ie1
[Lic; X pI, X;

conmuta.

Demostracion. Sea [[,.; X; el conjunto definido como:

iel
[Tic;Xi = {z € Fnc(I,U;c; Xi)) | Vi € I(z; € X3) },

y, para cada i € I, pr; la aplicacién de [[,.; X; en X; definida como:

iel
r [Lie; Xi — Xi
Pri x — .

Entonces, dado un par ordenado (A4, (f;)icr), en el que A es un conjunto y, para

cadai € I, fi: A—X;, sea (f;),c; la aplicacién de A en [],.; X; definida como:
(i), A—> L/ Xi

YL e = (fi(a))ier

el
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Es evidente que, para cada i € I, pr; o <fi>7,'€I = f;. Con ello queda demostrada la
existencia de al menos una aplicaciéon de A en J],.; X; con la propiedad indicada.

Dejamos, como ejercicio, la demostracién de la unicidad. O

Ejercicio 11.1.2. Sea I un conjunto no vacio, (X; | ¢ € I) una familia de conjuntos,
A un conjunto y (f; | ¢ € I) una familia de aplicaciones en la que, para cada
i€ 1,f;: A— X,. Demuéstrese que:
1. Ker((fi |ie€I)) = ;e Ker(f;).
2. Im((f; | i € I)) € [L;c; Im(f:), i.e., s6lo se cumple la mitad del principio de
d’Artagnan.

En la proposicién anterior se ha demostrado, para una familia de conjuntos, la
existencia de al menos un par ordenado, formado por un conjunto y una familia de
aplicaciones desde el conjunto hasta cada uno de los conjuntos de la familia dada,
sujeto a cumplir una cierta propiedad universal; pero, ni hemos afirmado que tal
par sea absolutamente tnico, ni que el producto de la familia sea no vacio, ni que
las proyecciones canoénicas sean necesariamente sobreyectivas.

Demostraremos en lo que sigue, entre otras cosas, que:

= El par ordenado de la proposicién anterior, es tinico salvo isomorfismo.

= Fl axioma de eleccién es equivalente a que el producto de una familia de
conjuntos no vacios, no sea vacio.

= Una condicién necesaria y suficiente para que una proyeccién candnica sea
sobreyectiva, es que desde el codominio de tal proyeccién hasta cualquier
otro conjunto de la familia exista al menos una aplicacion.

Proposicién 11.1.3. Sea (X;)ier una familia de conjuntos. Entonces:

1. Para cada conjunto A y cualesquiera aplicaciones f,g: A—[],c; X, si,
para cada i € I, el diagrama:

pr; o f
/\
pr;
A HiEI Xi Xi
g
pr;og

conmuta, entonces f = g, i.e., la familia de aplicaciones (pr;);cr es colecti-
vamente monomérfica.

2. Para cada par ordenado (A, (fi)icr), en el que A sea un conjunto y, para
cada i € I, fi: A—=X;, y para cada epimorfismo t: [[;c; Xi—A, si,
para cada i € I, el digrama:

T.
[Lics Xi Ph X;

t fi
A

conmuta, entoncest es un isomorfismo, i.e., la familia de aplicaciones (pr;)icr
es extremal.

Demostracion. O
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Corolario 11.1.4. Sea (X;)ier una familia de conjuntos. Si un par ordenado
(P, (pi)icr), en el que P es un conjunto y, para cada i € I, p;: P—=X;, tiene
la propiedad de que para cada par ordenado (A, (fi)icr), en el que A es un conjunto
y, para cada i € I, f;: A——= X;, hay una unica aplicacion h: A——= P tal que,
para cada i € 1, el diagrama:

A

b fi

P——X;

pi

conmuta, entonces hay un dnico isomorfismo t de P en [
i €1, el diagrama:

i1 Xi tal que, para cada

P
Pi

X;
conmuta.
Demostracion. O

Teorema 11.1.5. El principio general de eleccion de Zermelo equivale al axioma de
eleccion multiplicativo de Russell, segin el cual el producto cartesiano de cualquier
familia de conjuntos no vacios, es no vacia, i.e., se cumple que:

VIV(Xier (Vi € 1(Xi # 2)) = [Lie, X # 2).

Demostracion. Supongamos el axioma de eleccién, bajo la forma del principio ge-
neral de eleccion de Zermelo, i.e., el que afirma que para cualquier conjunto X,
si @ € X, entonces hay una funcién F de X en |JX tal que, para cada X € X,
F(X) e X, ysea (X;);er una familia de conjuntos indexada por un conjunto I, tal
que, para cada i € I, X; # @. A partir de (X;);c; obtenemos su imagen, i.e., el
conjunto Im((X;);er). Ahora bien, puesto que, para cada ¢ € I, X; # &, tenemos
que @ &€ Im((X;):er), luego, por el principio general de eleccién, podemos afirmar
que:
JF: Im((Xl)le[) e UIm((Xi)iej) (VZ el ( F(XZ) € Xz) )

Entonces tomando como z la composicién de la funcién (X;);er y de la funcién de
eleccion F', se cumple que, para cada i € I, z; € X;.

Reciprocamente, supongamos que para cada conjunto I y cada familia de con-
juntos (X;)ier, si, para cada i € I, X; # @, entonces [[,.; X; # I, y sea X un
conjunto tal que @ ¢ X. Entonces para I = X y la familia de conjuntos (X)xex,
que es la funcién diagonal para X, se cumple que, para cada X € X, X # @, ya
que @ ¢ X; luego [[ycp X # @, ie., hay una funcién F: X — (Jyr X tal que,
para cada X € X, F(X) € X. O

Ejercicio 11.1.6. Sea (X; | i € I) una familia de conjuntos. Demuéstrese que una
condicién necesaria y suficiente para que [],.; X; sea vacio es que exista un i € [
para el cual X; = @

Proposicién 11.1.7. Sea (X;)icr una familia de conjuntos y j € I. Entonces una
condicion necesaria y suficiente para que pr; sea sobreyectiva, es que desde X; hasta
cualquier otro conjunto X; de la familia exista al menos una aplicacion.

Demostracion. O
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Ejercicio 11.1.8. Demuéstrese que no existe el producto de todos los conjuntos no
vacios. Si existiera tal producto, y fuera (P, (pry | X € V—{@})), entonces existiria
Sub(P) y, necesariamente, prg,;,py deberia ser sobreyectiva, lo cual es imposible.

Proposicién 11.1.9. Sea (X;);er una familia de conjuntos. Entonces:

1. 8i I = @, entonces [[,; Xs = {@}, i.e., el producto de la familia vacia de
conjuntos es un conjunto final.

2. St (X;)ier es tal que, para cada i,5 € I, X, = X;, y denotamos por X el
valor comun, entonces

[Lic;Xs = Fne(I, X),

y ala dnica aplicacion de X en Fnce(I, X), determinada por la familia de apli-
caciones (idx);er, la denominamos la aplicacion diagonal de X en Fnc(I, X)
y la denotamos por dg; x; ademds, dg; x es un monomorfismo. Asi pués,
para cada i € I, el diagrama:

X
idx

ng,X

Fnc(I, X)

pr; Xi

conmuta.
3. Si A es un conjunto tal que | J;c; Xi € A, entonces [[,.; Xi € Fnc(I, A).
4. Si I es un conjunto final y su unico miembro es i, entonces

HiEIXi = FHC({Z}7 Xz)

Por consiguiente, en este caso, [[;c; X es isomorfo a X;.
5. Si I tiene exactamente dos miembros y éstos son it y j, entonces

[l Xi = Xix X5y L, X = X x X

6. Sipara cada i € I, X; es un conjunto final, entonces [[,.; X; es un conjunto
final.

Demostracion. O

Proposicién 11.1.10 (Conmutatividad). Sea (X;)icr una familia de conjuntos y
@ un automorfismo de I, entonces

Hie]Xi = HieIXsa(i)'

Demostracion. O

Para establecer la proposicién que sigue, convenimos en denotar por (X;);es la
restriccién de (X;);er a J, si J C I, que no es més que la composicién de iny y
de (X;)ier. Ademds, usaremos pr; para denotar la proyeccién candnica j-ésima,
del producto de cualquier familia de conjuntos para la cual se cumpla que j sea
miembro del conjunto de indices de la misma.

Proposicién 11.1.11. Sea (X;);cr una familia de conjuntos y J, K, L C I tales
que K C J y L C K. Entonces:
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lopry,= idH]‘GJ X, stendo pr; ; la tnica endoaplicacidn <prj>jej del conjun-
to Hje] X tal que, para cada j € J, el diagrama:

Hje] XJ’
pT;
Pry.Jg ’
HjeJ X pr; X;
conmuta.
2. pryL =DPrk oDl i€, el diagrama:
HjeJ Xj
PrjsL
Pryk
erK Xk Pl 1 HleL Xi

conmuta; siendo, para J,K C I, con K C J, pr; la dnica aplicacion del
conjunto [[.c; X; en el conjunto [],cx X tal que, para cada k € K, el

jeJ g
diagrama:
HjeJ Xj
Py
Pryk
Xy — X
erK pry, k
conmuta.
Demostracion. O

Ejercicio 11.1.12. Sea (X; | i € I) una familia de conjuntos y J, K C I tales que
K C J. Demuéstrese que pr ;- es sobreyectiva, si para cada j € J, X; # @. Luego,
bajo la misma hipétesis, si, para cada j € J, identificamos X; con Hje{j} X;, v,
por lo tanto, pr J,{j} con pr;, se cumple que pr; es sobreyectiva.

Ejercicio 11.1.13. Sea (X; | i € I) una familia de conjuntos y J, K C I tales que
K C J. Demuéstrese que si para cada j € J, X; #@y F: K — UjeJXj es tal
que para cada k € K, F(k) € X, entonces hay una funcién G de J en UjeJ X; tal
que FF C G y para cada j € J, G(j) € X;

Proposicién 11.1.14. Sean (X;)icr y (Yi)ier dos familias de conjuntos. Entonces:
1. Si, para cada i € I, X; CY;, entonces [[,c; Xs € [],c; Vi

el <Vi
2. Si, para cadai € I, X; # @ y [[;c; Xi € [Lic; Vi, entonces, para cada i € I,
X; CY;
Demostracion. O

Proposicién 11.1.15. Sean (X;)icr y (Yi)icr dos familias de conjuntos y (fi)icr
una familia de aplicaciones en la que, para cada i € I, f;: X; —=Y;. Entonces hay
una tnica aplicacion, denotada por [[,c; fi y denominada el producto de (f;)icr,
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del conjunto [[,.; Xi en el conjunto [],.; Y: tal que, para cada i € I, el diagrama:

iel iel
pr;
Hie] Xi X
Hie] fl fz
e Yi —5— Y,
conmuta.
Demostracion. O

Proposicién 11.1.16. Sean (X;)icr, (Yi)ier v (Z:i)icr tres familias de conjun-
tos y (fi)ier v (9i)icr dos familias de aplicaciones tales que, para cada i € I,
fi: Xi—Y; yg;: Y;—=Z;. Entonces:

1. Hiel idx, = idniez X,

2. [Licr 9iollies fi = Ticr 9i 0 fi-
Demostracion. (|
Proposicién 11.1.17. Sean (X;)icr, (Yj)jes v (Zi)rex tres familias de conjun-
tos y (fj)jes v (9r)wer dos familias de aplicaciones tales que, para cada j € J,
fit Ilier Xi —=Yj y, para cada k € K, gi: [];c;Yj—Zk. Entonces la ini-
ca aplicacion <gk o <fj>j€J> del conjunto [];c; X en el conjunto [],.cx Zi tal

keK
que, para cada k € K, el diagrama:
Hie[ Xi
gk © <fj>je]

<gk © <fj>j6]>

keK

Hk-EK Zy T Zy,

conmuta, coincide con la composicion de la Unica aplicacion (f;) del conjunto

[Licr Xi en el conjunto ][,
HjeJYj en el conjunto [], i Zx tales que, resp., para cada j € J y cada k € K,
los dos tridngulos del diagrama:

jeg
Yj y de la dnica aplicacion (gi),cy del conjunto

HiEI Xi
(F)ses Ji
e Y — 22y,
() e I

[iex Zk . Zy,

conmutan. Asi pués, se cumple que:
<gk>keK © <fj>ng = <9k ° <fj>jej>

Demostracion. O

keK

Proposicién 11.1.18. Sean (X;)icr y (Yi)ier dos familias de conjuntos y (fi)ier
una familia de aplicaciones en la que, para cada i € I, f;: X; —=Y;. Entonces:
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Si para cada i € I, f; es una retraccion, entonces Hiel fi es una retraccion.
Si para cada i € I, f; es una seccion, entonces [ [, fi es una seccion.

Si para cadai € 1, f; es un isomorfismo, entonces [[;.; fi es un isomorfismo.
Si para cada i € I, f; es un monomorfismo, entonces [[,c; fi es un mono-
morfismo.

5. Si para cada i € I, f; es constante, entonces [[,c; fi es constante.

Ll

Demostracion. O

Corolario 11.1.19. Sea I un conjunto y f: A— B una aplicacion. Si f es una
retraccion (resp. una seccidn, isomorfismo, monomorfismo, constante), entonces
ft, i.e., el producto de la familia (f)icr, es una retraccién (resp. una seccion,
isomorfismo, monomorfismo, constante) de A" = Fnc(I, A) en B! = Fnc(I, B).

Demostracion. O

Proposicién 11.1.20 (Asociatividad del producto). Sea (X;)ier una familia de
conjuntos y (Ji)icr una familia de subconjuntos de I tal que J,cp Ji = I y, para
cada l,m € L, sil # m, entonces J;N J,, = &. Entonces

HieIXi = HleLHieJlXi'
Demostracion. O

Proposicién 11.1.21. Sea ((X;:)icJ, )icr una familia de familias de conjuntos tal
que L # @ y, para cadal € L, J; # &. Entonces:

L Uer Niey, Xii = nfeHleL 2 Urer Xur
(Distributividad de la unidn respecto de la interseccion,).

2. Nier Uier Xii = UfGHzeL Ji Miez Xv.r)
(Distributividad de la interseccion respecto de la union).

Demostracion. O

Corolario 11.1.22. Sean (X;)icr v (Yi)icr dos familias no vacias de conjuntos.
Entonces:

L. (ﬂieIXi) U (ﬂjeJ YJ) = ﬂ(i,j)eIxJ(Xi U YJ)
2. (UieIXi) N (UjeJ YJ) = U(i,j)eIxJ(Xi N YJ)
Demostracion. O

Proposicién 11.1.23. Sea ((Xi,:)ics,)icr una familia de familias de conjuntos
L # @ vy, para cada l € L, J, # &. Entonces:

L [Ler UieJl Xii = Ufer[m Ji [Lier Xus0)
(Distributividad del producto respecto de la union).

2. 8i L+# @ vy, para cada l € L, J;, # &, entonces
HleLmieJle,i = mfenm JlHleLth(l)
(Distributividad del producto respecto de la interseccidn).
Demostracion. O

Corolario 11.1.24. Sea ((X1:)icJ,)ier una familia de familias de conjuntos.Si pa-
ra cadal € L, { X1 | i € Ji'} es una particion de | J(Xi,i)ic,, entonces { [T(Xy sy |
leL)| fell(Jille L)} esuna particion de [];c;, Uie s, Xii-

Demostracion. O

Corolario 11.1.25. Sean (X;)icr v (Yi)icr dos familias de conjuntos. Entonces:
L (Uier Xi) % (UjeJ YJ) = U(i,j)eIXJ X; x Yj.
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2. Si I y J no son vacios, entonces
(m’iEIXi) X (m_je]Y?) = m(i,j)EIXJX'L X }/j
Demostracion. 0

Proposicién 11.1.26. Sea (X; ;)@ j)crxs una familia de conjuntos. Si J # @,

entonces
mjeJ (HiEIXiJ) = Hiel(ﬂjeJXi»j)'
Demostracion. O

Corolario 11.1.27. Sean (X;)icr v (Yi)icr dos familias no vacias de conjuntos.
Entonces:

L (ILer Xi) 0 (Iier ¥i) = [Lie,(Xi N Y3).
2. (Mier Xi) x (Niei Yi) = Nier(Xi x Ya).

Demostracion. O
11.2. Igualadores.

Proposicién 11.2.1. Sean f,g: A——= B dos aplicaciones. Entonces existe un par
ordenado (Eq(f, g),eq(f,g)), el igualador de f y g, en el que Eq(f, g) es un conjunto
yeq(f,g) una aplicacion de Eq(f, g) en A, que tiene las siguientes propiedades:
L. foeq(f,g9) =goeq(fg).
2. (Propiedad universal del igualador) Para cualquier conjunto X y cada apli-
cacion h: X —=A, si f oh = go h, entonces hay una unica aplicacion
t: X —=Eq(f, g) tal que eq(f,g) ot = h.
La situacion descrita por las condiciones anteriores la expresamos diagramdtica-
mente como:

X
; h
f
EQ(f,g)WAT)B

Demostracion. Sea Eq(f, g) el subconjunto de A definido como:

Eq(f,9) ={a € A| f(a) =g(a)},
y eq(f,g) la inclusién canénica de Eq(f,g) en A. Es evidente que f oeq(f,g) =
goeq(f,g).
Ademas, si X es un conjunto y h: X —= A una aplicacién tal que foh = goh,
entonces Im(h) C Eq(f, g), luego, por la propiedad universal del subconjunto, hay
una unica aplicacién t: X —=Eq(f, g), definida como:

t{ x — h(z),

tal que eq(f,g) ot = h.
O

En la proposicion anterior hemos demostrado, para un par de aplicaciones, ambas
con el mismo dominio y codominio, la existencia de al menos un par ordenado,
formado por un conjunto y una aplicacion desde el conjunto hasta el dominio de
las aplicaciones dadas, sujeto a cumplir un par de condiciones; pero no hemos
afirmado que tal par sea absolutamente inico. Demostramos a continuacién que el
par ordenado de la proposicién anterior, es tinico, sélo, salvo isomorfismo.
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Proposicion 11.2.2. Sean f,g: A——=B dos aplicaciones. Si un par ordenado
(E,e), en el que E es un conjunto y e: E——= A, tiene las propiedades:
1. foe=goe.
2. Para cualquier conjunto X y cada aplicacion h: X —=A, si foh=goh,
entonces hay una unica aplicacion u: X —=FE tal que eowu = h.

Entonces hay un tnico isomorfismo t: E——=Eq(f, g) tal que el diagrama:

E
. e
Eaq(f,9) ———— A4
eqd(f, )
conmuta.
Demostracion. O

Ejercicio 11.2.3. Definase el concepto de igualador para familias arbitrarias no
vacias de aplicaciones entre dos conjuntos cualesquiera, al que denominamos el
multiigualador de la familia en cuestién, y demuéstrese de tal multiigualador es
tnico, salvo isomorfismo

Proposicién 11.2.4. Si el diagrama:

/
A B
g
u v
f
A’ B’
g

conmuta serialmente, i.e., sivo f = f'ou yvog= g ou, entonces hay una inica
aplicacién Eq(u,v): Eq(f,9) —=Eq(f’,g") tal que el diagrama:

Ba(f,g) — 9y

Eq(u,v) U

conmuta.
Demostracion. O

Ejercicio 11.2.5. Demuéstrese que:

1. Para el diagrama, serialmente, conmutativo:

f
A B
g
idg idp
I

s
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se cumple que
Eq(ida,idg) = iqu(fag)'

2. Si los diagramas:

f f
A B vy A’ B’
g J
u v u/ 'Ul
f/ f//
—_—
A/ B/ A// B//

/ 1

g g
son, serialmente, conmutativos, entonces se cumple que
Eq(u/,v") o Eq(u,v) = Eq(u’ o u, v’ o v).

Definicién 11.2.6. Una aplicacién f: A——= B es un monomorfismo regular si

existen dos aplicaciones u,v: B——=C tales que el par ordenado (4, f) es un igua-
lador de u y v.

Proposicion 11.2.7. Una condicion necesaria y suficiente para que una aplicacion
f: A—— B sea un monomorfismo regular es que sea inyectiva.

11.3. Productos fibrados. Ahora que disponemos de los conceptos de produc-
to y de igualador, demostramos, apoyandonos en ellos, la existencia de un nuevo
tipo de limite proyectivo, el de producto fibrado de dos aplicaciones con el mismo
codominio.

Proposicién 11.3.1. Sean f: A—=C y g: B——=C dos aplicaciones con el mis-
mo codominio. Entonces existe un par ordenado (A X¢ B, (po,p1)), el producto
fibrado de A y B sobre C relativo a f y g, en el que A X¢ B es un conjunto, pg
una aplicacion de A xc B en A y p1 una aplicacion de A Xc B en B, que tiene las
siguientes propiedades:

1. El diagrama:
AxeB—21 o p
Po g

A——C

conmuta.
2. (Propiedad universal del producto fibrado) Para cada conjunto X y cuales-
quiera aplicaciones u: X —= A yv: X —= B si el diagrama:

x—Y . B
ul g
A C
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conmuta, entonces hay una unica aplicacion t: X —= A X¢ B tal que los
dos triangulos del diagrama:

conmutan.

La situacion descrita por las condiciones anteriores la expresamos diagramdtica-
mente como:

A—C

f

Demostracion. Sea A X¢ B el subconjunto de A x B definido como:
AxoB={(a,b)e Ax B f(a) =9g(b)},

po=pry | AXc By pr=pr; [ Axc B. Es evidente que entonces el diagrama:

AxoB—2 .
Po g
A C

conmuta.
Ademss, si X es un conjunto y u: X —= A, v: X —= B dos aplicaciones tales
que el diagrama:
v

B

X
ul g
A

C

conmuta, entonces, por la propiedad universal del producto, hay una tnica aplica-
cién (u,v) : X —= A[] B tal que pryo(u,v) =uy pr; o (u,v) = vy, por cumplirse
que fou = gow, tenemos que Im({u,v)) C A X¢ B, luego, por la propiedad
universal del subconjunto, hay una tnica aplicaciéon ¢t de X en A x¢o B tal que
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inax.p ot = (u,v). Para la aplicacién ¢ se cumple que los dos tridngulos del dia-

grama;
X
\ v
AxeB—21 S p
U
Po
A

conmutan. Dejamos, como ejercicio, la demostracion de que t es la inica aplicacion
de X en A X¢ B con las propiedades indicadas. U

Cuando digamos que un diagrama de la forma:

x—Y op

U g

A C

es un cuadrado cartesiano, ello significara que el conjunto X es un producto fibrado
de A y B sobre C relativo a f y g, y que u y v son las aplicaciones estructurales.

En la proposicion anterior hemos demostrado, para un par de aplicaciones, ambas
con el mismo codominio, la existencia de al menos un par ordenado, formado por un
conjunto y dos aplicaciones desde el conjunto hasta los dominios de las aplicaciones
dadas, sujeto a cumplir un par de condiciones; pero no hemos afirmado que tal par
sea absolutamente Unico. Demostramos a continuacién que el par ordenado de la
proposicién anterior, es unico, sélo, salvo isomorfismo.

Proposiciéon 11.3.2. Sean f: A—=C y g: B——=C dos aplicaciones con el
mismo codominio. Si un par ordenado (E,(p,q)), en el que E es un conjunto,
p: E——=A y q: E—— B tiene las propiedades:

1. El diagrama:

E 4{1) B
C
conmuta.

A
2. Para cada conjunto X y cualesquiera aplicacionesu: X —=Ayv: X —=B
si el diagramas:

f

x—Y . B
ul g
A C
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conmuta, entonces hay una unica aplicacion t : X —=FE tal que los dos
tridngulos del diagrama:

conmutan.

Entonces hay un unico isomorfismo t : E—= A X ¢ B tal que los dos triangulos del
diagrama:

conmutan.

Demostracion. O

Proposicién 11.3.3. Si el diagrama:

B
Y
A ! C v
U w B’
/
AI C/ g
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conmuta, entonces hay una tunica aplicacion u X, v : A xg B—= A" x¢o B’ tal que
el diagrama:

Axc B i B
Po
U Xy U q
A ‘ 7 C v
U A’ X o B’ pll B’
2 v
0
/ %
Al f/ O/

conmuta.

Proposicién 11.3.4. Si el diagrama:
gof
\ /
B
T Sl/ t
E
/ \
vou

conmuta y el trapecio de la derecha es cartesiano, entonces el de la izquierda lo es
precisamente si lo es el rectangulo.

C

A

F

D

Demostracion. O

Ejercicio 11.3.5. Demuéstrese que:

1. Para el diagrama conmutativo:

se cumple que

idA Xide idB = idAch-
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2. Si los diagramas:

g B vy J B
7 7
A ! C v A L Vol o
u w B u’ w'’ B
Sy Sy
A’ 4>f’ c’ s A" Iz c” a

conmutan, entonces se cumple que
(U X V") 0 (U Xy v) = (U 0 U) Xyprow (V' 00).

Ejercicio 11.3.6. Sean R y S dos relaciones de equivalencia sobre un conjunto A
y B otro conjunto. Demuéstrese que:

1. El diagrama

PRrns,s

A/RNS A/S
PRNS,R Ps,Eg(RUS)
A/R A/Eg(RUS)

_—
PR,Eg(RUS)

conmuta, pero que no es necesariamente un cuadrado cartesiano.
2. El diagrama

inanB,B
ANB—1B
inAmB,AJ inp AuB
A——AUB
MA AUB

es un cuadrado cartesiano.

Las cuatro proposiciones que siguen establecen que los conceptos de nicleo de
una aplicacién, interseccién de dos subconjuntos de un conjunto, imagen inversa
de un subconjunto del codominio de una aplicacién y producto cartesiano de dos
conjuntos, son todos casos particulares del concepto de producto fibrado, de donde
su gran importancia.

Proposiciéon 11.3.7. Sea f: A—— B una aplicacion. Entonces el producto fibrado
de A y A sobre B relativo o f y f es, esencialmente, i.e., salvo isomorfismo,
(Ker(f), (po,p1)), siendo po, la restriccion de pry a Ker(f) y p1, la restriccion de
pr; a Ker(f).

Demostracion. O

Proposicién 11.3.8. Sean A y B dos subconjuntos de X. Entonces el produc-
to fibrado de A y B sobre X relativo a ing e ing es, esencialmente, i.e., salvo
isomorfismo, (AN B, (inanp,4,inanB,B))-

Demostracion. O
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Proposiciéon 11.3.9. Sea f: A——= B wuna aplicacion e Y un subconjunto de B.
Entonces el producto fibrado de A e Y sobre B relativo a f yiny es, esencialmente,

i.e., salvo isomorfismo, (f~1[Y], (ing-1pyy, f ?—1[}/] ).

Proposicion 11.3.10. Sean A y B dos conjuntos. Entonces el producto fibrado de
A y B sobre 1 relativo a wy: A—=1 ywp: B——=1 es (A x B, (pr4,pry)).

Demostracion. O

El concepto de producto depende de dos parametros, el conjunto de indices y
la familia de conjuntos indexada por tal conjunto; es por ello que introducimos, a
continuacién, por una parte, el concepto de conjunto heterogéneo y, por otra, pa-
ra comparar los conjuntos heterogéneos entre si, la nociéon de morfismo proyectivo
entre conjuntos heterogéneos. Ademads, demostramos que tales morfismos proyec-
tivos tienen asociadas, canénicamente, ciertas aplicaciones entre los productos de
las familias de conjuntos, subyacentes a los conjuntos heterogéneos que se compa-
ran mediante los mismos, que cumplen cierta propiedad universal, similar a la que
cumplen los productos.

11.4. Conjuntos heterogéneos y morfismos proyectivos.

Definicion 11.4.1.

1. Un conjunto heterogéneo es un par ordenado (S, A) en el que S es un conjunto
y A= (A, |s€S) una familia de conjuntos indexada por S.

2. Si (S, A)y (T, B) son dos conjuntos heterogéneos, un morfismo proyectivo de
(S, A) en (T, B) es un triplo ordenado ((S, 4), ®, (T, B)), abreviado como ®
y denotado por ®: (S, A)——= (T, B), en el que ® = (p, f), con ¢: T —= 5
y f = (fe | t €T), siendo, para cada t € T, fi: Ay — By, ie., (fi |
t €T) € [],er Hom(A, ), By). Ademas, (T, A,) es el conjunto heterogéneo
para el que la coordenada t-ésima de A, es A, (), para cadat € T.

3. Si (S, A) es un conjunto heterogéneo, entonces el morfismo proyectivo iden-
tidad de (S, A) es:

id(S,A) = (i(ig,idA)7

en el que idy = (idg, | s € 9).

4. Si (S,A), (T,B) y (U,C) son tres conjuntos heterogéneos, ® = (¢, f) un
morfismo proyectivo del primero en el segundo y ¥ = (1), g) uno del segundo
en el tercero, entonces el morfismo proyectivo composicion de ambos es:

Vod=(porh,go fy),
siendo f, la familia indexada por U, cuya coordenada u-ésima es:
Foat Apu) = Byw),

y, por lo tanto, siendo go fy, la familia de aplicaciones, indexada por U, cuya
coordenada u-ésima es:

Jo(u) Gu
Ap((u)) By ) Cy

Proposicién 11.4.2. Sean (S, A), (T, B), (U,C) y (V,D) cuatro conjuntos hete-
rogéneos, ® un morfismo proyectivo de (S, A) en (T, B), ¥ uno de (T, B) en (U, C)
y E uno de (U,C) en (V, D). Entonces:
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1. (Asociatividad). El diagrama:
(2o0T)od

N

e )

5,4 —2 (1B A
=oW
&k‘l’l \
v, C

) (V. D)

—

Zo(Tod
conmuta.

2. (Neutros). Los diagramas:

(S, A) sy (5, 4) y (5,4)—2 ~(T,B)

S TS

(T, B) (T, B)
conmutan.

Demostracion. O

Definicién 11.4.3. Si (S, A) es un conjunto heterogéneo, entonces el limite pro-
yectivo de (S, A) es el producto de la familia (Ag)ses, i-e.,

m(s’ A) = HSES AS'
Proposicién 11.4.4. Si ®: (S, A)— (T, B) es un morfismo proyectivo, entonces
hay una unica aplicacion
Hm @: lim(S, A) — lim(T, B),
denominada el limite proyectivo de ® tal que, para cada t € T, el diagrama:

PTo(t)

lim(S, A) ————— A 1)

IE

lim @ Ji
yLn(T’ B) T> By

conmuta. Ademds, el diagrama:

lim(S, A)
pr, PTo(r)

@ o I&H(Ty Ay) W Ap)
I/ Ji
@(Tv B) P—I"t> By
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conmuta, siendo pr,, la nica aplicacion de @(S, A) en @(T, A,) tal que, para
cada t € T, pry;y = Pryy © pry,. Asi que
@@ =[[fopr,.

Proposicién 11.4.5. Sean ®: (S,A)—(T,B) y ¥: (T, B) — (U, C) dos mor-
fismos proyectivos. Entonces:

1. Y&nid(S’A) = idl'&n(S,A)-

2. lim(% o @) = lim ¥ o lim ®.

— — —
Ademds, si ® = (o, f) y ¥ = (v,9), entonces el diagrama:

@ Vod
Iim & Hm W
ln(S, 4) = ln(T, = lim(U,C)
» / \
: lim (v, f,) t
m 11 (U, By)
/ S
r
Prooy Ply g © fw
U Agoy)

conmuta.
Demostracion. O

A continuacion, generalizamos los conceptos de conjunto heterogéneo y de mor-
fismo proyectivo entre conjuntos heterogéneos, hasta los de sistema proyectivo de
conjuntos y morfismo proyectivo entre sistemas proyectivos de conjuntos, nocio-
nes debidas, en casos particulares, a Cech y Herbrand y, con toda generalidad, a
Steenrod, y que son de gran importancia para la topologia algebraica y el alge-
bra homolégica. Para ello, definimos las nociones de conjunto preordenado, y de
aplicacion isétona entre los mismos, asi como las de conjunto preordenado dirigido
superiormente y subconjunto cofinal de un conjunto preordenado, de las que ten-
dremos necesidad para poder demostrar ciertas proposiciones relativas a los limites
proyectivos de los sistemas proyectivos de conjuntos.

11.5. Sistemas proyectivos de conjuntos.

Definicién 11.5.1. Sea S un conjunto. Un preorden sobre S es una relacién binaria
< en S tal que:

1. =< es reflexiva, i.e., Ag C

<.
2. =< es transitiva, i.e., < o =<

c=.

Denotamos al conjunto de los preérdenes sobre S por Pord(S).

Un conjunto preordenado es un par ordenado (S, <), abreviado como S, en el
que =€ Pord(S). Un conjunto preordenado dirigido superiormente, abreviado como
conjunto preordenado d.s., es un conjunto preordenado S tal que para cada s, s’ € S,
hay un s” € S tal que s < s” y s’ < s”. Un subconjunto cofinal de un conjunto
preordenado S es una parte S’ de S tal que, para cada s € S, existe un s’ € S’ tal
que s < s'.

Proposiciéon 11.5.2. Sea S un conjunto. Entonces:



112 JUAN CLIMENT

Ag, Vg € Pord(95).

Si <€ Pord(S), entonces Ag C<C Vg.

Eqv(S) C Pord(S).

Si P C Pord(S) y P # @, entonces [P € Pord(S).

Si P C Pord(S), P # @ y si, para cualesquiera P,Q € P, hay un R € P tal

que PUQ C R, entonces |JP € Pord(S).

6. Si <€ Pord(S), entonces <~t€ Pord(S) y al par ordenado (S,=<71) lo de-
nominamos el conjunto preordenado dual de (S, =<).

7. Si <€ Pord(S), entonces < N =71e Eqv(S).

CU W o=

Demostracion. O

Corolario 11.5.3. Sea S un conjunto y P una relacion en S. Entonces

({Q € Pord(S) | PCQ}

es el minimo preorden sobre S que contiene a P. Denominamos a tal preorden sobre
S el preorden generado por P y lo denotamos por Pog(P).

Demostracion. O

Definicién 11.5.4. Sean S y T dos conjuntos preordenados. Una aplicacion iséto-
na de S en T es un triplo ordenado (S, ¢, T), abreviado como ¢ y denotado por
@: S——=T, en el que ¢ es una aplicacion de S en T tal que

Vs, s € S(s 25" — o(s) < o(s).
Proposiciéon 11.5.5. Sean ¢: S—=T, v: T—=U y £: U——=V tres aplica-
ciones isotonas. Entonces:

1. Siendo idg = (8S,idg, S), se cumple que idg: S——=S es un endomorfismo
de S.

2. Siendo poyp = (S,v¥op,U), se cumple que Yop: S—=U es una aplicacion
isotona de S en U.

3. (Asociatividad). El diagrama:

ev)op

§orp
(
Yoy
U A%
\\‘/f(
£o (o)
conmuta.
4. (Neutros). Los diagramas:
idg ©
S——S y S—T
© L(p © JldT
T T

conmutan.
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Definicién 11.5.6. Un sistema proyectivo de conjuntos es un par ordenado (S, .A)
en el que S es un conjunto preordenado y A= ((As | s € 5), (as s | (s,8") €X)) tal
que:

1. Para cada (s,5") €=, ay s: Ay —>As.

2. Para cada s € S, as s =ida,.

3. Para cada s,5’,s" € S, si (s,8') €xy (¢,5") €=, entonces el diagrama:

Qg gt
Agr —————= A

As’ s
Qgrr \S

As.

A las aplicaciones ay/ s: Ay —= A, las denominamos las aplicaciones de transicion
del sistema proyectivo de conjuntos (S,.A).

Ejemplo 11.5.7. Sean S un conjunto y (As | s € S) una familia de conjuntos
indexada por S. Entonces (Sub(S), (([[(As | s € F) | F' € Subs(S5)), (prg r | F' C
(7))) es un sistema proyectivo de conjuntos.

Ejemplo 11.5.8. Sean S un conjunto no vacfo, A un conjunto y (X, | s € 5)
una familia de subconjuntos de A tal que, para cualesquiera s,s’ € S exista un
s"” € S de modo que X,» C X, N X, . Entonces, considerando sobre S el preorden
< definido como:

s=<s & Xy CX,,

tenemos que (S, ((Xs | s € 9),(inx_, x, | s = 5'))) es un sistema proyectivo de
conjuntos.

11.6. Limites proyectivos de los sistemas proyectivos.

Proposicién 11.6.1. Sea (S, A) un sistema proyectivo de conjuntos. Entonces hay
un par ordenado (im(S, A), (as | s € S)), el limite proyectivo del sistema proyectivo
(S, A), en el que Liil(S,A) es un conjunto y, para cada s € S, as, la proyeccién
canénica s-ésima, es una aplicacion de @(S,A) en As, tal que:

1. Para cada (s,s') €=, el diagrama:

lim(S, A

A
s’ a
conmuta.

2. (Propiedad universal.) Para cada par ordenado (L,(ls | s € S)) en el que,
para cada s € S, ls: L—= A, si, para cada (s,s') €=, el diagrama:

L
Ay A,
As! s

)

)
as
A

s',s
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conmuta, entonces hay una unica aplicacion u: L — @(S, A) tal que, para
cada s € S, el diagrama:

~

conmuta.

La situacion descrita por las condiciones anteriores la erpresamos diagramdtica-
mente como:

Demostracion. Sea @(S, A) el subconjunto de [[(4s | s € S) definido como:
Mm(S, A) = {z € [[eg As [ V(s,8") €2 (as s(pry(2)) = pry(z)) }.

De manera que los miembros de lim(S,.4) son precisamente aquellas funciones de
eleccién x, para (A | s € S), tales que, para cada (s, s’) €=, la coordenada s-ésima
de z es la transformada mediante ay s de la coordenada s’-ésima de z. Ademds,
para cada s € S, sea as la restriccién de pr, al subconjunto L(S A) de [[,cq As
Entonces el par ordenado (L(S A),(as | s € S)) cumple las condiciones de 1a
proposicién. En efecto, por una parte, es evidente, en virtud de las definiciones,
que, para cada (s, s’) €=, el diagrama:

ILSA

AN

s

conmuta. Por otra parte, si un par ordenado (L, (I5 | s € 5)), arbitrario, pero fijo, en
el que, para cada s € S, I;: L— Ag, es tal que, para cada (s, s’) €=, el diagrama:

L
Ay A

38

conmuta, entonces, en virtud de la conmutatividad del diagrama anterior, se cumple
que Im((ls | s € S)) C @(S, A), luego, por la propiedad universal del subconjunto,
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hay una tnica aplicacién u: L — @(S, A) tal que el diagrama:

L
(I |s€8)
u
lim(S, A) - [Lics As
— mIH(S’A) s

conmuta. Ahora bien, puesto que, para cada s € S, en el diagrama:

L

L
Uy |s€S)
u
lim(S. 4) — Tees As —— A,

w

as

el tridngulo de la izquierda, el de la derecha y el inferior, conmutan, también, para
cada s € S, conmuta el diagrama:

L

u

Jim(S, A) A,

Qs

Por consiguiente hay al menos una aplicacién v de L en lim(S,.A) tal que, para
cada s € S, as ou = l;. Dejamos, como ejercicio, la demostracion de que hay a lo
sumo una aplicaciéon u de L en @(S, A) tal que, para cada s € S, as ou = I,.

O

En la proposicién anterior se ha demostrado, para un sistema proyectivo de con-
juntos, la existencia de al menos un par ordenado, formado por un conjunto y una
familia de aplicaciones desde el conjunto hasta cada uno de los conjuntos de la
familia de conjuntos subyacente a la segunda coordenada del sistema proyectivo,
sujeto a cumplir, por una parte, una condicién de compatibilidad respecto de las
aplicaciones subyacentes a la segunda coordenada del sistema proyectivo, y, por
otra, una cierta propiedad universal; pero, ni hemos afirmado que tal par sea abso-
lutamente Unico, ni que el limite proyectivo de un sistema proyectivo de conjuntos
sea no vacio, ni que las proyecciones candnicas sean necesariamente inyectivas o
biyectivas.

Demostraremos en lo que sigue, entre otras cosas, que:

= El par ordenado de la proposiciéon anterior, es 1inico salvo isomorfismo.

= Una condicién suficiente para que una proyeccién candnica sea inyectiva,
resp., biyectiva, es que el conjunto preordenado, subyacente al sistema pro-
yectivo, esté dirigido superiormente y que las aplicaciones de transicién sean
inyectivas, resp., biyectivas.

Proposicién 11.6.2. Sea (S, A) un sistema proyectivo de conjuntos. Entonces:
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1. Para cada conjunto X y cualesquiera aplicaciones f,g: X —= @(S, A), si,
para cada s € S, el diagrama:

asof

as°g

conmuta, entonces f = g, i.e., la familia de aplicaciones (as | s € S) es
colectivamente monomorfica.

2. Para cada par ordenado (L, (ls | s € S)), en el que L sea un conjunto y, para
cada s € S, ls: L—> A, si para cada (s,8") €=, el diagrama:

L
/ X
Ay i Ay

conmuta, y para cada epimorfismo t: Tgl(S,A) —+=L, si, para cada s € S,

el digrama:
lim(S, A) o A,
L

conmuta, entonces t es un isomorfismo, i.e., la familia de aplicaciones (as |
s € 9) es extremal.

Demostracion. O

Corolario 11.6.3. Sea (S, .A) un sistema proyectivo de conjuntos. Si un par orde-
nado (P, (ps | s € S)), en el que P es un conjunto y, para cada s € S, ps: P— A,
cumple que:

1. Para cada (s,s') €=, el diagrama:

P
Ds’ Ds

conmuta.
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2. Para cada par ordenado (L, (ls | s € 5)), en el que L es un conjunto y, para
cada s € S, lg: L—= A, si, para cada (s,s') €=, el diagrama:

L
/ "
AS/ Ag’ s

)

As

conmuta, entonces hay una unica aplicacion u: L—s P tal que, para cada

s €S, el diagrama:
L
S
U
P

|

Ps s
conmuta.

Entonces hay un unico isomorfismo t de P en @(S,A) tal que, para cada s € S,
el diagrama:

P
" Ds
lin(S, A4) ——— 4,
conmuta.
Demostracion. O

Ejercicio 11.6.4. Demuéstrese que el limite proyectivo del sistema proyectivo del
ejemplo 11.5.7 es isomorfo a [] g As.

Ejercicio 11.6.5. Demuéstrese que el limite proyectivo del sistema proyectivo del
ejemplo 11.5.8 es isomorfo a (X | s € 5).

Proposicién 11.6.6. Sea (S, A) un sistema proyectivo de conjuntos y (L, (ls | s €
S)) tal que, para cada s € S, ls: L— A; y para cada (s,s') €=, el diagrama:

L
Ay o A,

conmuta. Entonces, una condicion necesaria y suficiente para que la unica aplica-
cion u: L—s 1im(S,.A) sea inyectiva es que la familia de aplicaciones (I | s € S)
separe puntos de L, i.e., que sea tal que, para cada x,y € L, si x # y, entonces
exista un s € S tal que ls(x) # 1s(y).

Demostracion. La condicién es necesaria. En efecto, si u: L— lim(S, A) es in-
yectiva y x,y € L son tales que x # y, entonces u(z) # u(y), pero u(z),uly) €
@n(s7 A) y, por ser este conjunto subconjunto de [, g As, u(), u(y) son funciones
de eleccién distintas, luego hay un s € S tal que u(x)s # u(y)s. Sea s € S uno de
ellos, arbitrario, pero fijo. Ahora bien, por la definicién de u, u(z) = (Is(z) | s € S)

y uy) = (s(y) | s € 5), luego ls(x) # ls(y)-
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La condicion es suficiente. En efecto, si la familia de aplicaciones (I5 | s € 5)
separa puntos de L y x,y € L son tales que = # y, entonces hay un s € S tal que
ls(x) # ls(y). Ahora bien, u(z) = (Is(z) | s € S) y u(y) = (Is(y) | s € 9), luego

u(@) # u(y).
(]

Proposicién 11.6.7. Sea (S, A) un sistema proyectivo de conjuntos. Si S estd di-
rigido superiormente y, para cada (s,8") €=, ay s: Ay —= Ag, es inyectiva, resp.,
biyectiva, entonces, para cada s € S, as: @(S,A)HAS, es inyectiva, resp.,
biyectiva.

Demostracion. O

11.7. Morfismos proyectivos entre sistemas proyectivos.

Definicién 11.7.1. Si (S, A) y (T, B) son dos sistemas proyectivos de conjuntos,
un morfismo proyectivo de (S,.A) en (T, B) es un triplo ordenado ((S, A), ®, (T, B)),
abreviado como ® y denotado por ®: (S, A) — (T, B), en el que ® = (i, f), con
o: T—=Sy f=(ft|teT), siendo, para cada t € T, f;: Ay — By, ie.,
(fe |t eT) € ]l,er Hom(Ay ), By), tal que, para cada (t,t') €=, el diagrama:

Agp(t’) % Bt’
Ao(t'),p(t) by ¢

Apty ——— By
t

conmuta. Ademsds, (T, A,) es el sistema proyectivo de conjuntos para el que la
coordenada t-ésima de la primera componente de A, es A (), paracadat € T,y la
coordenada (t,t')-ésima de la segunda componente de A, es a,(1),,(1), para cada
(t,t) €.

Proposicién 11.7.2.

1. Si (S,.A) es un sistema proyectivo de conjuntos, entonces
id(s,4) = (ids,ida),

es un endomorfismo proyectivo de (S, .A), el morfismo proyectivo identidad
de (S, A).

2. 5i (S, A), (T,B) y (U,C) son tres sistemas proyectivos de conjuntos, ® =
(¢, f) un morfismo proyectivo del primero en el sequndo y ¥ = (¢, g) uno
del sequndo en el tercero, entonces

Yod=(porh,go fy),
siendo fy la familia indexada por U, cuya coordenada u-ésima es:
Fowyt Apu) = Byw),

y, por lo tanto, siendo go fy la familia de aplicaciones, indezada por U, cuya
coordenada u-ésima es:

fou Gu
Ap(p(u)) By () Cu

es un morfismo proyectivo de (S, A) en (T, B), el morfismo proyectivo com-
posicién de ambos.
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Demostracion. Puesto que la primera parte es obvia, nos limitamos a demostrar la
segunda.

Por ser @ = (¢, f) vy ¥ = (¢, g) morfismos proyectivos, los diagramas:

f Gu’
Ag@y ——> By y Bywy ——Cy
a‘P(t/)v‘P(t) J btlyt bw(u’)ﬂl)(u) ‘/ Cu’,u
Apt) —>f By By —g Cy
t u

conmutan. Por consiguiente el diagrama:

gu’ o fw(u/)
App(ury) ————>=Cy

as@(w(u’)),s&(d)(u))‘ Cu'u

Ap(p(u))
Gu © fi/)(u)

también conmuta. g
Proposicién 11.7.3. Sean (S, .A), (T,B), (U,C) y (V,D) cuatro sistemas proyec-

tivos de conguntos, ® un morfismo proyectivo de (S, A) en (T, B), ¥ uno de (T, B)
en (U,C) y E uno de (U,C) en (V,D). Entonces:

1. (Asociatividad). El diagrama:

(EoW)o®

LN

\\
\/

Eo(Tod)

conmuta.
2. (Neutros). Los diagramas:

id
(s, 4) —=>2

(S, 4) y (S,4)—2 (T,

conmutan.

Demostracion.
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11.8. Limites proyectivos de los morfismos proyectivos.

Proposicién 11.8.1. Si ®: (S, A)— (T, B) es un morfismo proyectivo, entonces
hay una unica aplicacion

@(I); I&H(S,A)%— @(T’B)v
denominada el limite proyectivo de ® tal que, para cada t € T, el diagrama:

0

@(Sv'A) Aga(t)

lim & fi

(T, B) ——— B,

Iim
A t

conmuta. Ademds, el diagrama:

lim(S, A)
a
Dy (1)
lim & Hm(T, Ap) —5——> Ao
[/ fi
H(Ta B) bt Bt

conmuta, siendo py, la tinica aplicacion de @(S,A) en @(T,Aw) tal que el dia-
grama:

inl-&(s’A)

lim(S, A) I1(A, | 5 € S)

conmuta, y, denotdndola por el mismo simbolo, [ | f la dnica aplicacion de I'&H(T, Ay)
en @(T,B) tal que el diagrama:

Myim(T.A,.)

lim(T, A,)
" y
lin(T, 5)

[[(Agw) [t €T)

- [I(B:|teT)
lnr&n(Tﬁ)

conmuta. Asi que
£1_ ® =1T]]fop,.
Demostracion. O

Proposicién 11.8.2. Sean ®: (S, A)—(T,B) y ¥: (T,B)—(U,C) dos mor-
fismos proyectivos. Entonces:
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1. @id(S,A) = idl'&n(S,A)-
2. yLn(\Iloq)) = @Wo@@.
Ademds, si ® = (o, f) y ¥ = (¢¥,9), entonces el diagrama:

@ Yod
lim (S, A) e lim(T, B) n lim(U, C)

be % R [1g
lim(s), fy)
lim(T, A,) e (U, B,)
w‘ A [I(go fy)
@(U’ Awow)
conmuta.
Demostracion. O

Proposicién 11.8.3. Sea ®@: (S, A)—= (T, B) un morfismo proyectivo. Si S y T
estdn dirigidos superiormente y hay un subconjunto T' de T que es cofinal en T,
@[T"] es cofinal en S y, para cada t' € T', fi: Ayqy— By es biyectiva, entonces
@1@ es biyectiva.

Demostracion. O

Antes de enunciar un corolario de la proposicién anterior, convenimos que si
(S, A) es un sistema proyectivo de conjuntos y S’ un subconjunto de S, y siendo
S’ el par ordenado (57, <X N(S’ x §")), que es, a su vez, un conjunto preordenado,
entonces (S,.A)[S’, la restriccion de (S,A) a S’, denota el sistema proyectivo de
conjuntos cuya primera coordenada es (57, < N(S"x.S")) y cuya segunda coordenada
tiene como primera componente la restriccion de (As | s € S) a S’ y como segunda
componente la restriccién de (as s | (s,5") €=) a = N(S" x 57).

Corolario 11.8.4. Si (S, .A) es un sistema proyectivo de conjuntos tal que S estd di-
rigido superiormente y S’ es un subconjunto cofinal de S, entonces para el morfismo
proyectivo canénico ® = (ins/, (ida,, | 8" € §)) de (S, A) en (S, A)[S" se cumple
que @@ es una aplicacion biyectiva.

Demostracion. O

Corolario 11.8.5. Si (S, .A) es un sistema proyectivo de conjuntos tal que S estd di-
rigido superiormente y S’ es un subconjunto cofinal de S, entonces una condicidon
necesaria y suficiente para que dos miembros de @(S, A) coincidan es que coinci-
dan sus restricciones a S”.

Demostracion. O

11.9. Algunos limites y colimites de familias de sistemas proyectivos.
Del mismo modo que para el universo de conjuntos y aplicaciones, demostramos
la existencia de productos y coproductos de familias de conjuntos asi como la de
coigualadores de pares de aplicaciones con el mismo dominio y codominio, ahora,
para el universo de discurso formado por los sistemas proyectivos de conjuntos y
los morfismos entre ellos, demostramos la existencia de productos y coproductos
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de familias de sistemas proyectivos de conjuntos, asi como la de coigualadores de
pares de morfismos con el mismo dominio y codominio.

Proposicién 11.9.1. Sea ((S%, AY) | i € I) una familia de sistemas proyectivos de
conjuntos. Entonces hay un par ordenado ([J((S%, A") |i € I),(pr’ | i€ I)), tam-
bién denotado por ([1,c;(S*, A%, (pr' |i € 1)), en el que J[[((S", A?) | i € I), el
producto de ((S%, AY) | i € I), es un sistema proyectivo de conjunto y, para cada
i € I, pr', la proyeccién canénica i-ésima del producto, es un morfismo proyectivo
de [T((S%, AY) | i € I) en (S?, A"), que tiene la siguiente propiedad universal:

Para cada par ordenado ((T,B), (V" | i € I)), en el que (T,B) es un sistema
proyectivo de conjuntos y, para cada i € I, W: (T,B)—=(S%, A%), hay un tinico
morfismo proyectivo (U |i € I): (T,B)— [[((S%, A") | i € I) tal que, para cada
1 €1, el diagrama:

(T,B)
(Wi |ieT) v
IS4 1€ ) ——— (5.4

conmuta.

Demostracion. Es suficiente tomar como primera coordenada de [[((S¢, A%) | i € I)
el coproducto de la familia de conjuntos preordenados (S* | i € I), que es ([J(S? |
i €1I),=), siendo < el preorden sobre [[(S®|i € I) definido como:

(5,4) < (s',j) siysélosii=jys=<'s,
y, como segunda coordenada, el par ordenado cuya primera componente es
(A, | (s,9) € TI(S | i € 1))
y cuya segunda componente es
(ai’,s | ((S,i), (S/,i)) Ej);
y, por otra parte, para cada i € I, como primera coordenada de pr’, in;, la inclusién
canénica de S* en [[(S* | i € I), y, como segunda coordenada (ida: | (s,4) €
[Lier 57)-
O
Proposicién 11.9.2. Sea ((S*, A*) | i € I) una familia de sistemas proyectivos de
conjuntos. Entonces hay un par ordenado ([((S*,A")|i€I),(in'|i€ 1)), tam-
bién denotado por ([],c;(S%, A", (in" | i € I)), en el que [[((S*, A%) | i € I), el
coproducto de ((S%, AY) | i € I), es un sistema proyectivo de conjuntos vy, para cada
i € I, in*, la inclusién candnica i-ésima del coproducto, es un morfismo proyectivo
de (S*, A") en []((S*, A") | i € I), que tiene la siguiente propiedad universal:
Para cada par ordenado ((T,B), (¥ | i € I)), en el que (T,B) es un sistema
proyectivo de conjuntos y, para cada i € I, ¥;: (St A*) —= (T, B), hay un inico
morfismo proyectivo [V | i € I|: T[((S*, A%) | i € I)— (T, B) tal que, para cada
i €1, el diagrama:

in*

(S, A% [I(S", A) [iel)
[filiel]

(T, B)
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conmuta.

Demostracién. Es suficiente tomar como primera coordenada de J[((S?,A*) | i € I)
el producto de la familia de conjuntos preordenados (S* | i € I), que es ([[(S? |i €
I),=), siendo < el preorden sobre [[(S* | i € I) definido como:

(s;|iel)=(sh|iel)siysélosiViell(s; <'s)),
y, como segunda coordenada, el par ordenado cuya primera componente es
(]_[(Afg |i€])|(si|i€I)€H(Si|i€I))

y cuya segunda componente es
(L, i€ D[ ((sili€ D). (s; | i € D) €x);

y, por otra parte, para cada i € I, como primera coordenada de in’, pr;, la proyeccién
canénica de [[(S* | i € I) en S*, y, como segunda coordenada, (ing: | (s; |i € 1) €

[1(s" [ i€ D))
O

Proposicién 11.9.3. Sean ®,U: (S, A)— (T, B) dos morfismos proyectivos, con
D= (o, f) y¥ = (v,g). Entonces existe un par ordenado (Ceq(®, V), ceq(P, ¥)),
el coigualador de ® y U, en el que Ceq(®, V) es un sistema proyectivo de conjuntos
y ceq(P, ¥) un morfismo proyectivo de (T, B) en Ceq(®, V), que tiene las siguientes
propiedades:
1. ceq(®,¥) o ® = ceq(P, V) o V.
2. (Propiedad universal del coigualador) Para cualquier sistema proyectivo de
conguntos (U, C) y cada morfismo proyectivo Z: (T, B) — (U, (), si Zod =
2o W, entonces hay un dnico morfismo proyectivo I': Ceq(®, ¥) — (U, C)
tal que I' o ceq(®, V) = =.

Demostracion. Es suficiente tomar como primera coordenada de Ceq(®, ), el con-
junto preordenado Eq(p, 1), formado por el igualador de ¢, 9: T—=S y la res-
triccién del preorden de T a ésa parte, y como segunda coordenada, &, el par cuya
primera componente, E;, para cada t € Eq(p, ), es Ceq(ft, g¢), y cuya segunda
componente, ey 4, para cada t,t’ € Eq(p,), tal que t < #/, es la unica aplicacién
de Ceq(fi,g+) en Ceq(fi,g¢) tal que Ceq(fi,gt) o byt = ew + o Ceq(fi, g¢); v, por
otra parte, como primera coordenada de ceq(®, V), eq(p,¥), la aplicacién isétona
canénica de Eq(p, 1) en T, y, como segunda coordenada, (ceq(fi, g¢) | t € eq(p,)).

O

12. LIMITES INDUCTIVOS

En esta seccién demostramos tanto la existencia de coproductos de familias de
conjuntos, como la de coproductos de familias de aplicaciones entre familias de
conjuntos, y estudiamos la conducta del operador de formaciéon de coproductos,
respecto de las identidades y de la composicién de familias de aplicaciones entre
familias de conjuntos.

12.1. Coproductos.

Proposicién 12.1.1. Sea (X;)ic; una familia de conjuntos. Entonces hay un par
ordenado (]_[ZEI X, (ini)ig), en el que [[;c; X, el coproducto de (X;)ier, es un
conjunto y, para cada ¢ € I, in;, la inclusiéon candnica i-ésima del coproducto, es

una aplicacion de X; en [[;c; Xi, que tiene la siguiente propiedad universal:
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Para cada par ordenado (A, (f;)icr), en el que A es un conjunto y, para cada
i€, fi: Xi—A, hay una tinica aplicacion [fi];c; : [1,c; Xi — A tal que, para
cada @ € I, el diagrama:

ini

X Hiel X
[fi]ie[

A

fi

conmuta.

Demostracion. Sea [[,.; X; el conjunto definido como:

[icrXi = Uie, (Xi x {i}),
y, para cada i € I, in; la aplicacién de X; en [[;.; X; definida como:
in; X HZE.I Xi
1z — (z,9).
Entonces, dado un par ordenado (A4, (fi)icr), en el que A es un conjunto y, para
cada i € I, fi: X;—=A, sea [fi],c; la aplicacién de [];.; X; en A definida como:
il [Lie, Xi — A
tiel (z,3) — fi(2).
Es evidente que, para cada i € I, [fi],c; oin; = fi. Con ello queda demostrada la

existencia de al menos una aplicacién de [[;.; X; en A con la propiedad indicada.
Dejamos, como ejercicio, la demostracién de la unicidad. O

Proposicién 12.1.2. Sea (X;)ic; una familia de conjuntos. Entonces

1. Para cada i € I, in; es inyectiva.
2. Para cualesquiera i,j € I, si i # j, entonces el diagrama:

OéXj
®4>Xj

ax, inj

X

X
ini HzeI ?
es cartesiano.
3. Para cada aplicacion f: A—s [[,c; Xi, se cumple que el par (A, (q; | i €
1)), siendo, para cada i € I, q; la aplicacion de X; X,er X A en A que junto
a la aplicacion p; de X; X1,e; X A en X;, dan lugar al producto fibrado

Xi X]—[iel Xi A & A
Di f
X; . H'LEI Xi
mx,

es un coproducto de la familia (X; X1,e; X Aier

Demostracion. O
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Ejercicio 12.1.3. Sea (X; | i € I) una familia de conjuntos. Demuéstrese que

Sub (Hiel Xy) = HiEI Sub(X7)

Ejercicio 12.1.4. Demuéstrese que no existe el coproducto de todos los conjuntos.
Si existiera tal coproducto, y fuera (5, (inx | X € V)), entonces existirfa Sub(.S)
¥, necesariamente, ing,p(s) deberfa ser inyectiva, pero ya que existe una aplicaciéon
inyectiva de S en Sub(S), tendriamos, en virtud del teorema de Cantor-Bernstein,
que S = Sub(S), lo cual, por un teorema de Cantor, es imposible.

En la Proposicién 12.1.1 hemos demostrado, para una familia de conjuntos, la
existencia de al menos un par ordenado, formado por un conjunto y una familia de
aplicaciones desde cada uno de los conjuntos de la familia dada hasta el conjunto,
sujeto a cumplir una cierta propiedad universal; pero, no hemos afirmado que tal
par sea absolutamente tinico. De hecho, el conjunto | J;c;({i} x X;) junto con las
inclusiones evidentes, tiene, respecto de los conjuntos y las aplicaciones, la misma
propiedad universal que tiene el conjunto | J,;(X; x {i}) junto con sus inclusiones.

Demostraremos en lo que sigue, entre otras cosas, que el par ordenado de la
proposicién anterior, es tinico salvo isomorfismo.

Proposicién 12.1.5. Sea (X;)ier una familia de conjuntos. Entonces:

1. Para cada conjunto A y cualesquiera aplicaciones f,g: [[..; Xi—=A, si,

para cada i € I, el diagrama:

iel

f o ini
; f
1m;
X [icr Xi A
° g
goin;

conmuta, entonces f = g, i.e., la familia de aplicaciones (in;);e; es colecti-
vamente epimérfica.

2. Para cada par ordenado (A, (fi)icr), en el que A sea un conjunto y, para
cadai €I, fi: X;—=A, y para cada monomorfismo t: A+— [[..; Xi, i,
para cada i € I, el digrama:

i€l

ini

X; [icr Xi

i t
A

conmuta, entonces t es un isomorfismo, i.e., la familia de aplicaciones (in; |
i € I) es extremal.

Demostracion. O

Corolario 12.1.6. Sea (X;);c; una familia de conjuntos. Si un par ordenado
(C,(gi)ier), en el que C' es un conjunto y, para cada i € I, q;: X;—=C, tiene
la propiedad de que para cada par ordenado (A, (fi)icr), en el que A es un conjunto
y, para cada i € I, f;: X;—=A, hay una unica aplicacion h: C—=A tal que,
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para cada i € I, el diagrama:

qi

X; C

h
fi
A

conmuta, entonces hay un tinico isomorfismo t de [[;c; X; en C tal que, para cada
i €1, el diagrama:

il’li

X; Hie 1 Xi
qi t
C
conmuta.
Demostracion. O

Proposicién 12.1.7. Sea (X;)icr una familia de conjuntos. Entonces:

1. Si I = @, entonces [[;c; Xi = 9, i.e., el coproducto de la familia vacia de
conjuntos es el conjunto inicial.
2. Si (X,)ier es tal que, para cada i,j € I, X; = X, y denotamos por X el

valor comin, entonces
e X=X x 1.

y a la unica aplicacion de X x I en X, determinada por la familia de apli-
caciones (idx)icr, la denominamos la aplicacion codiagonal de X x I en
X y la denotamos por cdg; x; ademds, si X # &, entonces cdg; x es un
epimorfismo. Asi pués, para cada i € I, el diagrama:

ini
X—Xx1I

. Cdg[,x
ldX
X
conmuta.
3. Si I es un conjunto final y su unico miembro es i, entonces
~J
[Lic/Xi = X

4. Si para cada i € I, X; es vacio, entonces [[,c; X; es vacio.
5. 8i (X, |i€I) es una familia de conjuntos dos a dos disjuntos, entonces

HieIXi = UieIXi'

Demostracion. O

Proposicién 12.1.8 (Conmutatividad). Sea (X;)ier una familia de conjuntos y ¢
un automorfismo de I, entonces

HieIXi = HieIXw(i)'

Demostracion. O
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Para establecer la proposicién que sigue, convenimos en denotar por (X;);cs
la restriccién de (X;)ier a J, si J C I, que no es mds que la composicién de iny
y de (X;)icr. Ademds, usaremos in; para denotar la proyeccién canénica j-ésima,
del coproducto de cualquier familia de conjuntos para la cual se cumpla que j sea
miembro del conjunto de indices de la misma.

Proposicién 12.1.9. Sea (X;);er una familia de conjuntos y J, K, L C I tales que
K CJyLCK. Entonces:
1. iny; = idLIjeJXj7 siendo iny j la tinica endoaplicacion [inj]jeJ del conjunto
HjeJ X; tal que, para cada j € J, el diagrama:

n;
J
X; e X,
. iny s
1nj
e X,

conmuta.
2. inp y =ing joing g, i.e., el diagrama:

inL,K
HleL X erK Xk
. inK’J
mr, g
HjeJ Xj

conmuta; siendo, para J, K C I, con K C J, ing j la dnica aplicacion del
conjunto [[,cp Xx en el conjunto HjeJXJ' tal que, para cada k € K, el

diagrama:
ink
Xk rer Xk
. ing j
1My
e, X;
conmuta.
Demostracion. O

Proposicién 12.1.10. Sean (X;)ier y (Yi)ier dos familias de conjuntos y (fi)icr
una familia de aplicaciones en la que, para cada i € I, f;: X;—=Y;. Entonces
hay una dnica aplicacién, denotada por [[(fi)ier y denominada el coproducto de
(fi)ier, del conjunto [],c; Xs en el conjunto [[,.;Yi tal que, para cada i € I, el

iel
diagrama:
in;
X e Xi
fi Hie[ i
Y; i, Hiel Y;
conmuta.

Demostracion. O



128 JUAN CLIMENT

Proposicién 12.1.11. Sean (X;)ier, (Yi)ier v (Z:i)icr tres familias de conjun-
tos y (fi)ier v (9i)icr dos familias de aplicaciones tales que, para cada i € I,
fi: Xi—=Y, yg;: Y, —=Z,. Entonces:

1. Hiel idy, = id]—[iel X;-

2. ier gio Wies fi = Lier gio fi-

Demostracion. O

Proposicién 12.1.12. Sean (X;)icr, (Yj)jes v (Zk)rek tres familias de conjun-
tos y (fj)jes v (9r)wer dos familias de aplicaciones tales que, para cada j € J,
fi2Yj—=1licr Xi y, para cada k € K, gi: Zi,— [{;c; Y;. Entonces la tinica
aplicacidn [[fj]jeJ o gk] . del conjunto [[;.cx Z1 en el conjunto [],.; X; tal que,
€K
para cada k € K, el diagrama:
in
7 K

erK 2y,
|:[fj]jej o gk] )

Hiel Xi

conmuta, coincide con la composicion de la tnica aplicacion [gr],c e del conjunto
ek Zr en el conjunto [];c;Y; y de la dnica aplicacion [f;];; del conjunto
HjeJ Y en el conjunto [[,.; X; tales que, resp., para cada k € K y cada j € J, los
dos triangulos del diagrama:

[fj]je]ogk €K

ink

Zy, Heex Zx
I [gk]keK

Y, LY,
5 [filjes

Hie] Xi

conmutan. Asi pués, se cumple que:

[fj}jg o [Qk]keK = [[fj}jEJ © gkheK

Demostracion. O

Proposicién 12.1.13. Sean (X;)icr y (Yi)icr dos familias de conjuntos y (fi)icr
una familia de aplicaciones en la que, para cada i € I, f;: X; —=Y;. Entonces:

Si para cada i € I, f; es una retraccion, entonces [[,c; fi es una retraccion.
Si para cada i € I, f; es una seccion, entonces [ [, fi es una seccion.

Si para cadai € 1, f; es un isomorfismo, entonces [ ;. fi es un isomorfismo.
Si para cada i € I, f; es un monomorfismo, entonces |[,.; fi es un mono-
morfismo.

5. Si para cada i € I, f; es coconstante, entonces [[,.; fi es coconstante.

=N =

Demostracion. O

Corolario 12.1.14. Sea I un conjunto y f: A—— B una aplicacion. Si f es una
retraccion (resp. una seccidn, isomorfismo, monomorfismo, coconstante), entonces
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fxidy, i.e., el coproducto de la familia (f);cr, es una retraccion (resp. una seccion,
isomorfismo, monomorfismo, coconstante) de A x I en B x I.

Demostracion. O

Proposicién 12.1.15 (Asociatividad del coproducto). Sea (X;)ier una familia de
conjuntos y (Ji)icr una familia de subconjuntos de I tal que J,cp Ji = I y, para
cada l,m € L, sil # m, entonces J;N J,, = &. Entonces

~ .
HieIXi = HleLHieJ; Xi.
Demostracion. O

Proposicién 12.1.16. Sea (X;)icr una familia de conjuntos. Entonces [[;c; Xi
es isomorfo a un subconjunto de Sub (HieIXi)

Demostracion. O
Demostracion. O

Proposicién 12.1.17. Sea A un conjunto y (X;)ier una familia de conjuntos
indezada por el conjunto I. Entonces existe una aplicacion natural de [, (Ax X;)

en Ax ([1;c; Xi)-

Demostracion. Por cada indice ¢ € I consideremos el diagrama

Prx,
A x Xi Xz
Pra inx, opry, iny,
A Ax (e Xi) ———>ier Xi
prA 1€ eriEI ; 1€

Entonces existe una tinica aplicacién (pr4,inx, oprg, ) de A x X; en A x ([[;c; Xi)
tal que pry o (pry,iny, oeri> =DPray Pryp,_, x,° (pry,iny, oeri> =inx, opry,.
Ahora, por cada indice i € I, consideremos el diagrama

inAXxv
A x X,L' ‘

[Tier (A x X;)

<prAa inXi © er;,>
A x (Hiel Xi)

entonces existe una tnica aplicacién [(pru,inx, o pry,)]icr de J[;c;(A x X;) en
A x ([I;c; Xs) tal que, para cada i € 1,
[(pr4,inx, o pry )]icr 0cinaxx, = (pry,inx, opry,).

O

Proposicién 12.1.18. Sea (X;)icr una familia de conjuntos y A un conjunto.
Entonces

([iesXi) x A= [, (Xi x A) gy
Ax (ITierXs) = 1e(A x X5)

Ademds, los isomorfismos son naturales.
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12.2. Coigualadores.

Proposicién 12.2.1. Sean f,g: A—— B dos aplicaciones. Entonces existe un par
ordenado (Ceq(f, g),ceq(f,g)), el coigualador de f y g, en el que Ceq(f,g) es un
conjunto y ceq(f,g) una aplicacion de B en Ceq(f,g), que tiene las siguientes
propiedades:
L. ceq(f,g) o f = ceq(f,g) o g.
2. (Propiedad universal del coigualador) Para cualquier conjunto Y y cada apli-
cacion h: B——=Y , si ho f = h o g, entonces hay una unica aplicacion
t: Ceq(f,g9)—=Y tal que toceq(f,g) = h.
La situacion descrita por las condiciones anteriores la expresamos diagramdtica-
mente como:
T )

B ——>Ceq(f,9)
7

t

Y

Demostracion. Sea Ceq(f, g) el conjunto cociente de B entre la relacién de equiva-
lencia Ry 4, generada por la relacion

{(f(a),g(a)) |a € A},
en B,y ceq(f, g) la proyeccién candnica de B en Ceq(f, g). Es evidente que ceq(f, g)o
f=ea(f.9)og.

Ademss, si Y es un conjunto y h: B——=Y una aplicacién tal que ho f = hog,
entonces Ry, C Ker(h), porque { (f(a),g(a)) | a € A} C Ker(h), Ker(h) es una
relacién de equivalencia sobre B y Ry, es la minima relacién de equivalencia sobre
B que contiene a {(f(a),g(a)) | a € A}, luego, por la propiedad universal del
cociente, hay una tnica aplicacién ¢t: Ceq(f, g) —=Y, definida como:

Ceq(f7 g) —Y
’“‘{ Blg,, > hib),

tal que t o ceq(f,g) = h. O

En la proposiciéon anterior hemos demostrado, para un par de aplicaciones, ambas
con el mismo dominio y codominio, la existencia de al menos un par ordenado,
formado por un conjunto y una aplicacién desde el codominio de las aplicaciones
dadas hasta el conjunto, sujeto a cumplir un par de condiciones; pero no hemos
afirmado que tal par sea absolutamente inico. Demostramos a continuacién que el
par ordenado de la proposicién anterior, es tinico, s6lo, salvo isomorfismo.

Proposicién 12.2.2. Sean f,g: A——= B dos aplicaciones. Si un par ordenado
(C,c), en el que C' es un conjunto y ¢: B——=C, tiene las propiedades:
1. cof=cogy.
2. Para cualquier conjunto Y y cada aplicacion h: B——=Y , si ho f = hog,
entonces hay una unica aplicacion u: C—=Y tal que uoc = h.

Entonces hay un dnico isomorfismo t: Ceq(f,g) —=C tal que el diagrama:

5 LY9) coiirg

t
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conmuta.
Demostracion. O

Ejercicio 12.2.3. Definase el concepto de coigualador para familias arbitrarias
no vacias de aplicaciones entre dos conjuntos cualesquiera, al que denominamos el
multicoigualador de la familia en cuestién, y demuéstrese de tal multicoigualador
es unico, salvo isomorfismo

Proposicién 12.2.4. Si el diagrama:

A B

B ea—

g
U v

f/
A/

-
/

9

B/
conmuta serialmente, i.e., sivo f = f'ou yvog =g ou, entonces hay una unica
aplicacion Ceq(u,v): Ceq(f,g) —=Ceq(f’,q’) tal que el diagrama:

) s g)

v Ceq(u,v)

/ C /, /
b ceq(f’,9") a9

conmuta.

Demostracion. O

Ejercicio 12.2.5. Demuéstrese que:

1. Para el diagrama, serialmente, conmutativo:

f
A B
g
ida idp
f
A B
g

se cumple que
Ceq(idA, ldB) = idCeq(f,g)~
2. Si los diagramas:

/ f!
A B vy A B’
g g’
u v u/ ’U/
f’ f//
A B’ A" - B
g/ g//

son, serialmente, conmutativos, entonces se cumple que

Ceq(u',v") o Ceq(u, v) = Ceq(u o u,v’ ov).
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Definicién 12.2.6. Una aplicacién f: A——= B es un epimorfismo regular si exis-
ten dos aplicaciones u,v: C —= A tales que el par ordenado (B, f) es un coiguala-
dor de u y v.

Proposicién 12.2.7. Una condicion necesaria y suficiente para que una aplicacion
f: A——= B sea un epimorfismo reqular es que sea sobreyectiva.

12.3. El teorema de Ko6nig-Zermelo.

Proposicién 12.3.1. Sea (X;);c; una familia de conjuntos. Si I es vacio o I tiene
un tinico miembro o, por iltimo, I tiene dos o mds miembros y en [[,.; Xi hay dos
funciones de eleccion x e y tales que, para cada i € I, x; # y;, entonces ]_L-GI X;
es isomorfo a un subconjunto de [];.; X;.

Demostracion. Nos ocupamos sélo del tdltimo caso, ya que los dos primeros son
triviales.

Supongamos pues que I, tenga al menos dos miembros distintos y que x e y sean
dos miembros de [[,.; X;, arbitrarios, pero fijos, tales que, para cada i € I, z; # y;.
Entonces se cumple que

ierXi = (Wier X = {2i}) U{ (@s,0) [ € T},
y que
(e Xi —{zi}) N{(wi,i) | i€ I} = 2.
Usaremos el hecho de que [[;.; X; sea la unién disjunta de los conjuntos [, ; X —
{@i} y {(%,7) | i € I}, para obtener una aplicacién inyectiva de [[,.; X; en
[1;c; X, a partir de dos aplicaciones inyectivas de [ [,o; Xi—{xi} y { (zi,4) | i € I}
en dos subconjuntos complementarios de [],.; X;.
Sea f la aplicacién de [[,.; X; — {x;} en [[,c; X; definida como:

f{ [icr Xi = {wi} — ILie, X

(a,i) — ()
siendo, a su vez, (1% la funcién de I en Ui Xi definida como:

I — UieI Xi

Z(ila) a, si j=ri;

o 2ll9(g) = N
xj, si j#i.

Puesto que, para cada j € J, z(l9)(j) ¢ X, tenemos que, para cada (a,i) €

Hie[ Xi— {x1}7 f(avi) € Hie] Xi.

De hecho, la funcién de eleccién f(a,i) coincide con la funcién de eleccién = en
todas las coordenadas, salvo en una y sélo una, la i-ésima, en la que su valor es a,
que es miembro de X; — {z;}.

Ahora, para demostrar que f es inyectiva, definimos una aplicacién g de Im(f)
en [[,c; Xi — {x;}, que serd inversa por la izquierda de f*, como:

g Im(f) — [Ije; Xi — {:}
z o (a,i),
siendo a la coordenada i-ésima de z para la que se cumple que a € X; — {z;}.

En virtud de la definicién de g, se cumple que go f® = idUieI X,—{ax:}> 1-€., que f*

es una seccién, luego f° es un monomorfismo, por lo tanto f es un monomorfismo,

ya que f = inpy,s) o f° y la composicién de monomorfismos es un monomorfismo.
Por 1ltimo, definimos una aplicacién h de { (z,7) | i € I} en [[,o; Xs — Im(f)

COo1mao:
h {(l‘“l)‘lel} > H_ieIXi_Im(f)
(1) — gl
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siendo, a su vez, y(!1#) la funcién de I en ;7 X definida como:

I U’LEI
y(l|ﬂ77z) i y(ilxi)(j) _ )T si j=1;

iel

De modo que h(z;,i) es tal que todas sus coordenadas coinciden con las de y,
excepto la i-ésima, en la que su valor es x;. Se cumple que h es inyectiva y que
Im(h) estd incluido en []; ., X; — Im(f).

Ahora podemos afirmar, en Vlrtud del corolario 7.24.3, que hay una tunica apli-
cacién f[Th: [[;c; Xi— Hiel X, para la cual el diagrama:

[ies Xi — {oi} [ier Xo = {(@si) i€ 1)
f S1Hh h
Im(f) ™ [Lies Xi [Lier Xi —Im(f)
conmuta. Adem4s, en virtud de la prop. 12.1.13, f ] h es inyectiva. O

Corolario 12.3.2. Sea (X;)icr una familia de conjuntos. Si, para cada i € I,
X; tiene al menos dos miembros distintos, entonces [[,.; Xi es isomorfo a un

subconjunto de [, X;

Demostracion. g
Teorema 12.3.3 (Konig-Zermelo). Sean (X;)icr e (Y;)ier dos familias de conjun—

tos. Si, para cada i € I, X; estd estmctamente dominado porY;, entonces ||
estd estrictamente dominado por ]

1€I
zGI

Demostracion. Por hipdtesis, para cada ¢ € I, X; estéd estrictamente dominado por
Y;, i.e., para cada i € I, hay un monomorfismo f;: X;+—Y; y no hay ningin
isomorfismo entre X; y Y;. Entonces, en virtud del axioma de eleccién, sea

(fi)ier € []ierMono(X;,Y;),
arbitraria, pero fija.
A partir de la familia (f;);c; de aplicaciones inyectivas, obtenemos, para cada
i € I, el diagrama conmutativo:

fi

Xi+————=Y;
ini iIli

[Lier Xi m——1Lic/ Vi
[Lics /i

Asi pues [[,.; X; estd dominado por [],.; Y;

Distingmmos dos casos, segin que, para cada iel, X; # &, o que, exista un
i € I tal que X; = @. Si, para cada i € I, X; # &, entonces, ya que por hipétesis,
X; estd estrictamente dominado por Y;, se cumple que, para cada i € I, Y; tiene
al menos dos miembros distintos. Por consiguiente, en virtud del corolario 12.3.2,
[;c; Yi estd dominado por [[;.; Vi, luego [[;c; Xi estd dominado por [];c; Y;

Ahora, bajo la hipdtesis de que, para cada i € I, X; # &, demostramos por
reduccién al absurdo, que no hay ningtun isomorfismo entre ]_L.e 1 Xiy Hie 1 Y. Su-

pongamos que exista un isomorfismo f de J[,.; X; en [[,.; Yi. Entonces obtenemos
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el diagrama conmutativo:

Xi
+

ini Xi X {Z}

[ier X (pr; o f)LXz x {i}]

_{_
pr;o f .
f M (pro f)[X; x {i}]
4

HieIYi - >Y;

(priof)[Xix{i}]
Xix{i}

luego (pr; o f)[X; x {i}], que es un subconjunto de Y;, estd dominado por X; x {i},
y, ya que X; x {i} es isomorfo a X;, estd dominado por X;. Ahora bien, por estar X;
estrictamente dominado por Y;, se cumple que (pr; o f)[X; x {i}] es un subconjunto
estricto de Y;, ya que si no lo fuera (pr,o f)[X; x {i}] = Y}, luego Y; estaria dominado
por X;, pero éso es imposible, porque X;, por hipotesis, esta estrictamente dominado
por Y;. Asi que, para cada i € I, Y; — (pr; o f)[X; X {i}] # &, luego, en virtud del
axioma de eleccién:

Puesto que pr; o f | es sobreyectiva, tiene una inversa por la derecha,

[Tic; (Y — (pr; o f)[Xi x {i}]) # @.

Sea y un miembro de tal conjunto, arbitrario, pero fijo. Puesto que el conjunto
[Lic/(Yi = (pr; o f)[Xs x {i}]) estd incluido en [],.; Ys, y € [[;c; Y, luego, ya que
[ es, en particular, sobreyectiva, hay un (z,4) € [[;; X; tal que f(z,i) = y. Por lo
tanto, para cada i € I, y; = (pr; o f)(z,1), pero (pr; o f)(z,7) € (pr; o f)[X; x {i}].
De donde la contradiccién, ya que, para cada ¢ € I, y; € Y; — (pr; o f)[X; x {i}].
Luego no hay ningtin isomorfismo entre los conjuntos [[,.; X; y [[,c; Ys, ¥, por lo
tanto, [[,.; X esta estrictamente dominado por [],.;Y;.

Supongamos ahora que exista un i € I tal que X; = &. Entonces para el con-
junto J = {i eI |X; # @}, se cumple que [[,.; X; = [[;c; Xi y que, para cada
1 € J, Y; tiene al menos dos miembros, y estamos, respecto de las familias (X;);cs
y (Yi)ics, en el caso anterior. Por lo tanto [[,.; Xi, que es [[,.; X;, estd estric-
tamente dominado por [],.; Y;. Pero [],.;Yi estd dominado por [],.; Y;, porque,
por una parte, para cada ¢ € J, Y; tiene al menos dos miembros, luego no es
vacio, y, por otra, para cada ¢ € I — J, Y; tiene al menos un miembro, porque
X; = O esta estrictamente dominado por Y;, asi que, para cada i € I, Y; # O,
luego pry ;: [[;c; Yi— [l;c;Yi es sobreyectiva, por consiguiente hay un mono-
morfismo de [],.;Yi en [[,; Yi, luego [,.; Xi estd estrictamente dominado por
[Lier Vi

i€l
g

12.4. Sumas amalgamadas. Ahora que disponemos de los conceptos de copro-
ducto y de coigualador, demostramos, apoyandonos en ellos, la existencia de un
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nuevo tipo de limite inductivo, el de suma amalgamada de dos aplicaciones con el
mismo dominio.

Proposiciéon 12.4.1. Sean f: C——= A y g: C——= B dos aplicaciones con el mis-
mo dominio. Entonces existe un par ordenado (A e B, (ig,1)), la suma amalga-
mada de A y B bajo C relativa a f y g, en el que Allg B es un conjunto, ig una
aplicacion de A en Allc B e i1 una aplicacion de B en Allc B, que tiene las
stguientes propiedades:
fl i1
A

— S~ ATl B
io

1. El diagrama:

conmuta.
2. (Propiedad universal de la suma amalgamada) Para cada conjunto Y y cua-
lesquiera aplicaciones u: A—=Y yv: B——=Y si el diagrama:

g

Q

B

h

— Y

conmuta, entonces hay una unica aplicacion t: Allc B——=Y tal que los dos
tridngulos del diagrama:

conmutan.

La situacion descrita por las condiciones anteriores la expresamos diagramdtica-
mente como:
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Demostracion. Sea Allg B el conjunto cociente del coproducto de A y B entre la
relacion de equivalencia Rip,of,ingog SObre A Il B generada por la relacién

{ (ina(f(2)),inp(g(x))) |z € C},

en AIIB, iy la composicién de la inclusién canénica de A en AIIB y de la proyeccién
canénica de AII B en Allg B e i1 la composicién de la inclusién canénica de B en
ATl B y de la proyeccién canénica de AII B en Allo B. Es evidente que entonces
el diagrama:

C B

fl i
A

—>AHCB

conmuta.
Ademsds, si Y es un conjunto y u: A——=Y, v: B——=Y dos aplicaciones tales
que el diagrama:

C—>B

f v
A—>Y

conmuta, entonces, por la propiedad universal del coproducto, hay una tinica apli-
cacién [u,v] : AIl B——=Y tal que [u,v]oing = u y [u,v] oin; = v y, por cumplirse
que uo f = vo g, tenemos que Ker([u,v]) contiene a la relacién de equivalencia
Rin,ot,ingog €n ALl B, luego, por la propiedad universal del conjunto cociente, hay
una tnica aplicacién ¢t de A Ilg B en X tal que t o P Riy ofinpos = [u,v]. Para la
aplicacion t se cumple que los dos tridngulos del diagrama:

conmutan. Dejamos, como ejercicio, la demostracion de que t es la tinica aplicacion
de Alls B en X con las propiedades indicadas. O

Cuando digamos de un diagrama de la forma:

9

C—8B8

f v

A

Y

que es un cuadrado cocartesiano, ello significard que el conjunto Y es una suma
amalgamada de A y B bajo C relativa a f y g, y que u y v son las aplicaciones
estructurales.
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En la proposicion anterior hemos demostrado, para un par de aplicaciones, ambas
con el mismo dominio, la existencia de al menos un par ordenado, formado por un
conjunto y dos aplicaciones desde los codominios de las aplicaciones dadas hasta el
conjunto, sujeto a cumplir un par de condiciones; pero no hemos afirmado que tal
par sea absolutamente 1inico. Demostramos a continuacién que el par ordenado de
la proposicién anterior, es 1inico, sélo, salvo isomorfismo.

Proposicién 12.4.2. Sean f: C—= A y g: C——= B dos aplicaciones con el mis-
mo dominio. Si un par ordenado (E,(p,q)), en el que E es un conjunto, p: A—=FE
y q: B——=F tiene las propiedades:

1. El diagrama:

c—2 -3
f q
ATE

conmuta.
2. Para cada conjunto Y y cualesquiera aplicaciones u: A—=Y yv: B——=Y
si el diagrama:

C B
f v
A Y

conmuta, entonces hay una unica aplicacion t: E——=Y tal que los dos
tridngulos del diagrama:

B

i1

v
A—F
10 \
\\\
Y
entonces hay un unico isomorfismo t: Allc B——=F tal que los dos tridngulos del
diagrama:

conmutan,

conmutan.
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Demostracion. O

Proposicién 12.4.3. Si el diagrama:
golf
\ /
B
T S\L t
E
/ \
vou

conmuta y el trapecio de la izquierda es cocartesiano, entonces el de la derecha lo
es precisamente si lo es el rectangulo.

C

A

F

D

Demostracion. O

Proposicién 12.4.4. Si el diagrama:

A v
u , O—"—p
A’/

conmuta, entonces hay una tinica aplicacion ull, v: Allg B——A'llc B’ tal que
el diagrama:

c g B
f
/ v i1
A io A HC B v
/
u c’ 9 B’
f/ u Hw v
/ i
A’ " A 'l B’
)
conmuta.
Demostracion. O

Ejercicio 12.4.5. Demuéstrese que:
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1. Para el diagrama conmutativo:

se cumple que
idA Hidc idB = idAHcB-

2. Si los diagramas:

f C B y 5 o B’
/ /
A w v Al w’ v’
U 5 / g B’ u o c" L B
/ /
A A

conmutan, entonces se cumple que
(w My v") o (1 1y, v) = (0 0 u) Moy (V' 0 w).

Sean X e Y dos subconjuntos de un conjunto A. Entonces X UY es isomorfo a la
suma amalgamada de las aplicaciones inxny,x y inxny,y. En efecto, X lIxny Y es
el conjunto cociente de X [[Y entre la relacién de equivalencia sobre tal conjunto
generada por la relacién binaria:

Rxy ={((z,0),(z,1)) |lze XNY }.

Porque, dado un conjunto C' y dos aplicaciones f de X en C' 'y g de Y en C, si
foinxnyx = goinxny,y, entonces Ker([f,g]) DO Rx,y, luego existe una tnica
aplicacién ¢ de X [[Y/Eg(Rx,y) tal que toprgyp, ) = [f, g].

Lo mismo que el concepto de producto, el de coproducto depende de dos parame-
tros, el conjunto de indices y la familia de conjuntos indexada por tal conjunto; es
por ello que introducimos ahora, para comparar los conjuntos heterogéneos entre
si, la nocidon de morfismo inductivo entre conjuntos heterogéneos. Ademads, de-
mostramos que tales morfismos inductivos tienen asociadas, canénicamente, ciertas
aplicaciones entre los coproductos de las familias de conjuntos, subyacentes a los
conjuntos heterogéneos que se comparan mediante los mismos, que cumplen cierta
propiedad universal, similar a la que cumplen los coproductos.

12.5. Conjuntos heterogéneos y morfismos inductivos.

Definicién 12.5.1.
1. Si (S, A) y (T, B) son dos conjuntos heterogéneos, un morfismo inductivo de
(S, A) en (T, B) es un triplo ordenado ((S, 4), ®, (T, B)), abreviado como ®
y denotado por ®: (S, A)—= (T, B), en el que ® = (p, f), con ¢: S—=T
y [ = (fs | s € 8), siendo, para cada s € S, f;: As—=>By(s), ie., (fs |
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s € S) € ]],cs Hom(Ay, By(s)). Ademds, (S, By,) es el conjunto heterogéneo
para el que la coordenada s-ésima de B, es B, (), para cada s € S.

2. Si (S, A) es un conjunto heterogéneo, entonces el morfismo inductivo identi-
dad de (S, A) es

id(s,4) = (ids,ida),

en el que idg = (id4, | s € 5).

3. Si (S,A), (T,B) y (U,C) son tres conjuntos heterogéneos, & = (¢, f) un
morfismo inductivo del primero en el segundo y ¥ = (1, g) uno del segundo
en el tercero, entonces el morfismo inductivo composicién de ambos es:

Vod=(pop,g,0f),

siendo g, la familia indexada por .S, cuya coordenada s-ésima es:

9o(s) Boos) = Cup(s))
y, por lo tanto, siendo g, o f la familia de aplicaciones, indexada por S, cuya
coordenada s-ésima es:

fs B 9e(s)

A, o(s) Cy(e(s))

Proposicién 12.5.2. Sean (S, A), (T, B), (U,C) y (V,D) cuatro conjuntos hete-
rogeneos ® un morfismo inductivo de (S A) en (T, B), ¥ uno de (T, B) en (U,C)
y 2 uno de (U,C) en (V, D). Entonces:

1. (Asociatividad). El diagrama:
EoW)od

\\
\ T

Zo(Pod)

conmuta.
2. (Neutros). Los diagramas:

id
(5,4 — 22 (5,4) 4 (S,4)

Sk Sk

(T, B) (T, B)

)

conmutan.

Demostracion. O

Definicién 12.5.3. Si (5, A) es un conjunto heterogéneo, entonces el limite induc-
tivo de (S, A) es el coproducto de la familia (A, | s € S), i.e

lin(S, A) = [[(A, | s € S).
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Proposicién 12.5.4. Si &: (S, A)— (T, B) es un morfismo inductivo, entonces
hay una unica aplicacion
@@: h_ng(Sa A)‘) @(TvB)v

denominada el limite inductivo de ® tal que, para cada s € S, el diagrama:

A, lim(S, A)
I, lim @
By (s) W h_r)n(T, B)
conmuta. Ademdas, el diagrama:
A, lim(S, 4)
fs s
Byy) — 11_1(}1&(57 B,) h_r)n(I)

liny(7, B)
conmuta, siendo in, la tinica aplicacion de l'i>n(5, B,) en h_n)l(T,B) tal que, para
cada s € S, ing ey = ing, oing(y). Asi que
h_r)nq) =in, o [] f.

Proposicién 12.5.5. Sean ®: (S,A)—(T,B) y ¥: (T, B) — (U,C) dos mor-
fismos inductivos. Entonces:

1. ligqid(s’A) = idl'g(S,A)-

2. ligrl(\llocl)) = h_I)nWoli_)CI).

Ademds, si ® = (o, f) y ¥ = (v,9), entonces el diagrama:

lién Yod
lny (. 4) = liny (T, = lny(U C)

B)
M / (WM /

@(S, Béﬂ ﬂ M(T7 Cw)
f)

N )
L(g, o m //
hﬂ(s; Cwocp)

Demostracion. O

conmuta.



142 JUAN CLIMENT

A continuacion, generalizamos los conceptos de conjunto heterogéneo y de mor-
fismo inductivo entre conjuntos heterogéneos, hasta los de sistema inductivo de
conjuntos y morfismo inductivo entre sistemas inductivos de conjuntos, nociones
debidas, en casos particulares, a Pontrjagin y que son de gran importancia para la
topologia algebraica y el dlgebra homoldgica.

12.6. Sistemas inductivos de conjuntos.

Definicién 12.6.1. Un sistema inductivo de conjuntos es un par ordenado (S,.A)
en el que S es un conjunto preordenado y A= ((As | s € 5), (as,s | (s,8") €X)) tal
que:

1. Para cada (s,8") €=, a5,¢: Ag—> Ay

2. Para cada s € S, a5 s =1ida,.

3. Para cada s,s',s” € S, 51 (s,8') €3y (¢,8”) €<, entonces el diagrama:

As. s

A Ay

(],S/,S//

As”7
conmuta.

A las aplicaciones a, ¢ : As —> Ay las denominamos las aplicaciones de transicion
del sistema inductivo de conjuntos (S, A).

Ejemplo 12.6.2. Sean A y B dos conjuntos y VW C A tales que W C V.
Entonces tenemos la aplicacion

H(inw,v,idg): Hom(V, B) — Hom(W, B),

que aun g: V—— B le asigna g[W.

Sea S un conjunto preordenado dirigido superiormente y (Vs | s € S) una apli-
cacién is6tona de S en (Sub(A),C7!); asi que, para cada (s,s’) €=, Vo C V4.
Entonces

(S> ((HOIH(VS,B) | s € S)? (as,S' | (S’S,> Ej)))v
en el que, para cada (s, s") €<, as ¢ es la aplicacién H(iny,, v, ,idp) de Hom(V;, B)
en Hom(Vy, B) que a un g: V;— B le asigna ¢|Vy, es un sistema inductivo de
conjuntos.

Ejemplo 12.6.3. Sean I un conjunto y (A4; | ¢ € I) una familia de conjuntos
indexada por I. Entonces (Suby (1), (II;c; As | J € Suby (1)), (ing,; | K C J))) es
un sistema inductivo de conjuntos.

Ejemplo 12.6.4. Sean S un conjunto, A un conjunto y (Xs | s € S) una familia
de subconjuntos de A tal que, para cualesquiera s, s’ € S exista un s” € S de modo
que X; U Xy C Xy, Entonces, considerando sobre S el preorden < definido como:

s=<s & X, C Xy,

tenemos que (S, ((Xs | s € 9),(inx,,x, | s = 5'))) es un sistema inductivo de
conjuntos.

Ejemplo 12.6.5. Para el conjunto ordenado (N, <) de los niimeros naturales el
par

((Zn)nENa (fm,n)mgn)
en el que, para cada n € N, Z, es el conjunto de los ntimeros enteros y, para
m,n € N con m <n, fp, la endoaplicacién de Z que a un = € Z le asigna %a es
un sistema inductivo de conjuntos.
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12.7. Limites inductivos de los sistemas inductivos.

Proposicién 12.7.1. Sea (S, A) un sistema inductivo de conjuntos. Entonces hay
un par ordenado (li%m(s, A), (as | s € 9)), el limite inductivo del sistema inductivo
(S, A), en el que liﬂ(S,A) es un conjunto y, para cada s € S, as, la inclusién
candnica s-ésima, es una aplicacion de A; en lig(S,A), tal que:

1. Para cada (s,s') €=, el diagrama:

Qs s
AS As’
limy (S, A)
conmuta.

2. Para cada par ordenado (L,(ls | s € S)) en el que, para cada s € S,
ls: As—>1L, si, para cada (s,s") €X, el diagrama:

Ag, s’

AS As’
L

conmuta, entonces hay una unica aplicacion u: li_r)n(S7 A)——L tal que, para
cada s € S, el diagrama:

A, — > lin(S, A)
u
ls
L

conmuta.

La situacion descrita por las condiciones anteriores la erpresamos diagramdtica-
mente como:

Qg s
A, Ay
limy(S, A)

u

Demostracion. Sea Rs 4) la minima relacién de equivalencia sobre J] . As que
contiene a todos los pares ordenados de [[, .4 As de la forma ((w, s), (as s (z),5')),
conz € Ag y (s,8") €=, i.e., por definicién:

Ris.a) = Bapp . a (Upwyesd (@8), (@00 (2),8)) € (ILes As) 2 € ALY).

Sea @(S, A) el conjunto cociente [ ], .g As/R(s 4) ¥, para cada s € S, sea as la
composicién de ing y de PIRg 4 de manera que, para cada s € S, as es la aplicacion

de A; en lig(S7 A) que a un = € A; le asigna la clase de equivalencia [(z, 5)|r -



144 JUAN CLIMENT

Entonces el par ordenado (li_rr;(S,A), (as | s € S)) cumple las condiciones de la
proposicién. En efecto, por una parte, para cada (s, s’) €=, el diagrama:

Qs s’
A : Ay
limy (S, A)

conmuta, i.e., para cada x € A, se cumple que [(¥, 8)|rg 4y = [(as,5(2), )| Res 4y
por definicién de Rs 4

Por otra parte, si un par ordenado (L, (Is | s € S)), arbitrario, pero fijo, en el
que, para cada s € S, lg: A;—>L, es tal que, para cada (s,s’) €=, el diagrama:

s, s
Ag Ay
L

conmuta, entonces, en virtud de la propiedad universal del coproducto, hay una
unica aplicacién [ls | s € S]: [[,.q As — L tal que el diagrama:

seS

inA

- HSGS AS

Ag
| s €S

L

conmuta.
Ademds, se cumple que R(s, 4y € Ker([l, | s € S]), porque, por una parte, R(g, 4)
es la minima relaciéon de equivalencia sobre [, g As que contiene a

U=t (@9), (@5,0(@),8) € (I e545)° | v € Ay}

y, por otra, porque Ker([l; | s € S]) es una relacién de equivalencia sobre [] g As

que contiene a J; sye<{ (2, 5), (as,5(x), ) € (I,es AS)2 | x € A }. Entonces,
en virtud de la propiedad universal del cociente, podemos afirmar que existe una
lnica aplicacién u: li_n}(S7 A) ——=L tal que el diagrama:

pr@(s,A) .
HseS Ay ——— hg(s’ A)
U
[ls]s €8]
L
conmuta.
Ahora bien, puesto que, para cada s € S, el diagrama:
ing
As HsES AS
[ls]se€S]
I,
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conmuta, también, para cada s € S, el diagrama:

as
TN
PRGNS Y MH_H;(S,A)
I [ls | se S]
® u
L

conmuta. Por consiguiente hay al menos una aplicacién u de lig(S, A) en L tal que,
para cada s € S, el diagrama:

conmuta. Dejamos, como ejercicio, la demostraciéon de que hay a lo sumo una apli-
cacién u de l'£>n(S,A) en L tal que, para cada s € S, uoa, = I.
O

La relacion ® (g 4) es una relaciéon de equivalencia sobre [, g As. Puesto que la
reflexividad y la simetria son sencillas de demostrar, nos limitamos a bosquejar la
transitividad. Para ello, dados (z,s), (y,s),(z,5"”) € [[,cq As, es suficiente tener
en cuenta que, por una parte, por ser S un conjunto preordenado dirigido superior-
mente, existirdn p,q,r € S tales que s,s' < p, s',s" < qy p,q 2 ry, por otra, que
por ser (S, .A) un sistema inductivo, el diagrama:

Ag
W{
Ap
As’ r
Ay ’
m\ aq,r
Aq

AS”
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conmuta. , con ((z,s), (y,5')) € Rs, 4, entonces hay un s” € S tal que s,s" < 5" y
ass7(x) = ag s (y). Pero el diagrama:

conmuta. En la proposicién anterior se ha demostrado, para un sistema inductivo
de conjuntos, la existencia de al menos un par ordenado, formado por un conjun-
to y una familia de aplicaciones desde cada uno de los conjuntos de la familia de
conjuntos subyacente a la segunda coordenada del sistema inductivo, hasta el con-
junto, sujeto a cumplir, por una parte, una condicién de compatibilidad respecto de
las aplicaciones subyacentes a la segunda coordenada del sistema inductivo, y, por
otra, una cierta propiedad universal; pero, ni hemos afirmado que tal par sea ab-
solutamente tnico, ni que las inclusiones candnicas sean necesariamente inyectivas,
sobreyectivas o biyectivas.
Demostraremos en lo que sigue, entre otras cosas, que:

= El par ordenado de la proposicién anterior, es tinico salvo isomorfismo.

= Una condicién suficiente para que una inclusiéon candnica sea inyectiva, so-
breyectiva o biyectiva, es que las aplicaciones de transicion sean inyectivas,
sobreyectivas o biyectivas.

Proposicién 12.7.2. Sea (S,.A) un sistema inductivo de conjuntos. Entonces:

1. Para cada conjunto Y y cualesquiera aplicaciones f,g: liﬂ(s, A)—=Y, si,
para cada s € S, el diagrama:

foas

I5

goas

conmuta, entonces f = g, i.e., la familia de aplicaciones (as | s € S) es
colectivamente epimérfica.

2. Para cada par ordenado (L, (ls | s € 5)), en el que L sea un conjunto y, para
cada s € S, ls: As—>L, si para cada (s,s") €=, el diagrama:

Qs s

As As’




TEORIA DE CONJUNTOS 147

conmuta, y para cada monomorfismo t: L+— li_r)n(S,A), si, para cada s €
S, el digrama:

Qs

As

lny(S, A)

L

conmuta, entonces t es un isomorfismo, i.e., la familia de aplicaciones (as |
s € S) es extremal.

Demostracion. O

Corolario 12.7.3. Sea (S, .A) un sistema proyectivo de conjuntos. Si un par orde-
nado (Q, (¢s | s € 9)), en el que @ es un conjunto y, para cada s € S, qs: As—=Q
cumple que:

1. Para cada (s,s') €=, el diagrama:

Qs s

As As’
X\ /
Q
conmuta.

. Para cada par ordenado (L, (ls | s € 5)), en el que L es un conjunto y, para
cada s € S, ls: As—>L, si, para cada (s,s') €=, el diagrama:

As, s’

AS As’
L

conmuta, entonces hay una unica aplicacion u: Q@ — L tal que, para cada

s €S, el diagrama:
ds
Q
u
ls l
P

As

conmuta.

Entonces hay un unico isomorfismo t de lig(S,A) en Q tal que, para cada s € S,
el diagrama:

qs

conmuta.

Demostracion. O
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En el ejemplo 12.6.2, para el sistema inductivo
(S, ((Hom(Vy, B) | s € 5), (as,s | (s,5') €2))),

su limite inductivo estda formado, por una parte, por las clases de equivalencia, o
gérmenes de aplicaciones, [(f,s)], con (f,s) € [[(Hom(Vs, B) | s € S), y siendo dos
pares ordenados (f,s) vy (g,s’) equivalentes precisamente cuando exista un s” € S
tal que Vg C VN, Vi y fIVsr = glVsn, y, por otra, por la familia de aplicaciones
(as | (s,8") €=), en la que, para cada s € S y para cada f € Hom(V;, B), as(f) =

[(f,9)]

Ejercicio 12.7.4. Demuéstrese que para un sistema inductivo de conjuntos (S, .A),
se cumple que liﬂ(s, A) = U,eg Im(ay)

Ejercicio 12.7.5. Demuéstrese que el limite inductivo del sistema inductivo del
ejemplo 12.6.3 es isomorfo a [] g As.

Ejercicio 12.7.6. Demuéstrese que el limite inductivo del sistema inductivo del

ejemplo 12.6.4 es isomorfo a (J,cg Xs-

Ejercicio 12.7.7. Demuéstrese que el limite inductivo del sistema inductivo del
ejemplo 12.6.5 es isomorfo a Q, el conjunto de los niimeros racionales.

Lema 12.7.8. Sea (S, A) un sistema inductivo de conjuntos, n un nidmero natural
no nulo y (Xo | @ € n) € li_rI>1(S,.A)". Entonces hay un s € S y una familia
(o | € n) en AT tal que, para cada o € n, as(Ts) = Xa.

Demostracion. Para cada o € n, en virtud de la definicién de lim(S,.A), hay un
Sq € Sy algin y, € Ag, tal que X, = as_ (yo). Ahora bien, por ser S un conjunto
preordenado dirigido superiormente, hay un s € S tal que, para cada o € n, so < s.
Luego, ya que, para cada a € n,as 0 as,, s = as,,, tomando como (z, | @ € n) la
familia (as, . s(Ya) | @ € n) en Ag, se cample que as(z,) = X,, paracadaa € n. O

Lema 12.7.9. Sea (S, A) un sistema inductivo de conjuntos, n un nimero natural
no nulo, s € S y (xzo | @ € n) € A?. Si, para cada o, € n se cumple que
as(xzq) = as(xg), entonces hay un s’ € S tal que s = §' y, para cada o, B € n,
as,s’(xa) = Qs,s/ (.Z'ﬁ)

Demostracion. Puesto que, para cada o, § € n, se cumple que as(xq) = as(xg), en-
tonces, en virtud de la definicién de as, tenemos que [(za, 8)]og 1) = [(¥5, 5)] o 4y
luego, para cada o, € n, hay un s, g € S tal que s =< 548 ¥ Gss, ,(Ta) =
Us,s, 5(Tp).

Ahora bien, por ser (s, | (a,3) € n?) una familia finita no vacfa en Sy S
un conjunto preordenado dirigido superiormente, hay un s’ € S tal que, para cada
a,B €n,sqap =25, luego s = s'. Ademds, para cada o, f € 0, G55 = Qs 5,5/ 00s s, 5
yyaque as s, 5(Ta) = s, 5(T8)s Qsy 5,5/ (As 50 5 (Ta)) = s,y 5,57 (s, 5 (25)), luego
as.s (Ta) = as,s (x3). O

Proposicién 12.7.10. Sea (S, .A) un sistema inductivo de conjuntos y (L,(ls | s €
S)) tal que, para cada s € S, ly: As—=L y, para cada (s,s") €=, el diagrama:

Qs s

As As’
L
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conmute. Entonces para la unica aplicacion u: li_r)n(S,A) — L tal que, para cada
s € 8, el diagrama:

A, limy(S, A)

u

conmuta, se cumple que:

1. Una condicion necesaria y suficiente para que u sea sobreyectiva es que L =
Uses Im(ls).

2. Una condicion necesaria y suficiente para que u sea inyectiva es que, para
cada s € S y para cada x,y € As, sils(x) =15(y), entonces exista un s’ € S
tal que s 28" y as () = as ().

Demostracion. 1. Puesto que una aplicacion es sobreyectiva si y sélo si su imagen
coincide con su codominio, u serd sobreyectiva precisamente si u[liﬂ(S,A)} = L.
Ahora bien, lim(S, A) = Uses Im(as), luego u serd sobreyectiva precisamente si
ulU,egIm(as)] = L, ie., siy sélo si [J,cgIm(uoas) = L, pero, para cada s € S,
uoas = ls, luego u seréd sobreyectiva cuando y sélo cuando | J,. g Im(ls) = L.

2. La condicidn es necesaria. Supongamos que u: lim(S, A) —= L sea inyectiva
ysean s € Sy x,y € A tales que I5(z) = 5(y). Entonces, ya que, para cada s € S,
uoas = lg, ulas(z)) = ulas(y)), luego, por ser u inyectiva, as(z) = as(y). Por
consiguiente, en virtud del lema 12.7.9, hay un s’ € S tal que s < ¢’ y a5 (x) =
Qs,s’ (y)

La condicion es suficiente. Supongamos que para cada s € S y para cada x,y €
As, si ls(z) = l5(y), entonces exista un s’ € S tal que s = 8’ y a5+ (x) = a5+ (y).
Sean X,Y € lig(s, A) tales que u(X) = u(Y). Entonces, en virtud del lema 12.7.8,
hay un s € Sy x,y € A, tales que as(z) = X vy as(y) = Y. luego u(as(x)) =
u(as(y)), pero u o as = g, asi que ls(z) = ls(y). Por lo tanto, en virtud de la
hipdtesis, existe un s’ € S tal que s < s’ y as5(x) = as,s(y); pero esto ultimo
significa precisamente que X =Y, ya que X = [(z,5)]os 1)) ¥ = [(¥;8)]|os 4 ¥
X =Y siysélosiexisteun s’ € S tal que s = s’ y a5 o () = as,+ (y)

O

Proposicién 12.7.11. Sea (S, A) un sistema inductivo de conjuntos. Entonces
una condicion suficiente para que as: Ag — @(S,A) sea inyectiva, sea cual sea
s €8, es que, para cada (s,8') €=, as¢: As—> Ay sea inyectiva.

Demostracion. O

Proposicién 12.7.12. Sea (S, A) un sistema inductivo de conjuntos. Entonces
una condicion suficiente para que as: Ag —= li_n;(S,.A) sea sobreyectiva, sea cual
sea s € S, es que, para cada (s,s") €=, as¢: As—> Ay sea sobreyectiva.

Demostracion. O

Corolario 12.7.13. Sea (S, .A) un sistema inductivo de conjuntos. Entonces una
condicion suficiente para que ag: Ag — li_r>n(S, A) sea biyectiva, sea cual sea s € S,
es que, para cada (s,s") €=, a5 As —>= Ay sea biyectiva.

Demostracion. O
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12.8. Morfismos inductivos entre sistemas inductivos.

Definicién 12.8.1. Si (S, A) y (T, B) son dos sistemas inductivos de conjuntos,
un morfismo inductivo de (S, A) en (T, B) es un triplo ordenado ((S, A), @, (T, B)),
abreviado como ® y denotado por ®@: (S,.A) —= (T, B), en el que ® = (¢, f), con
©:8—=Ty f=(fs|se€S), siendo, para cada s € 5, fs: As—= B, i.e.,
(fs | s€8) €]],eg Hom(As, By(s)), tal que, para cada (s, s") €=, el diagrama:

S

Ay —"—= By

s,s by (s),0(s")

AS' _— Btp(s/)

fs’

conmuta. Ademds, (S, B,) es el sistema inductivo de conjuntos para el que la coor-
denada s-ésima de la primera componente de B, es B, (y), para cada s € S, y la
coordenada (s, s’)-ésima de la segunda componente de B, es by () (), Para cada
(s,8") €x.

Proposicion 12.8.2.

1. Si (S, A) es un sistema inductivo de conjuntos, entonces
id(S,A) = (id87 idA)7

es un endomorfismo inductivo de (S, A), el morfismo inductivo identidad de
(S, A).

2. 85i (S,A), (T,B) y (U,C) son tres sistemas inductivos de conjuntos, ® =
(¢, f) un morfismo proyectivo del primero en el seqgundo y ¥ = (¢, g) uno
del sequndo en el tercero, entonces

Vod = (op,g,of),

siendo g, la familia indezada por S, cuya coordenada s-ésima es:

9o(s)* Boo(s) = C((s))

y, por lo tanto, siendo gyo f la familia de aplicaciones, indexada por S, cuya
coordenada s-ésima es:

[s Ge(s)
By (s) Cyp())

As

es un morfismo inductivo de (S, A) en (U,C), el morfismo inductivo com-
posicién de ambos.

Demostracion. Puesto que la primera parte es sencilla de demostrar, nos limitamos
a demostrar la segunda.
Por ser @ = (¢, f) y ¥ = (¥, g) morfismos inductivos, los diagramas:

fs gt
Ay —————= Byy) y B Cye)
As,s’ bgp(s),ga(s’) bt,t’ Cap(t) (")
Ay B‘,D(S') By C¢(t')

fo gy
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conmutan. Por consiguiente el diagrama:

Go(s) © [s
A, »(s)

Cy(e(s)
as, s’ cw(@(s))7¢(W(sl))

Ag ———— Cy(p(s1))
Jp(s') © fs/

también conmuta. O

Proposicién 12.8.3. Sean (S,.A), (T,B), (U,C) y (V,D) cuatro sistemas induc-
tivos de conjuntos ® un morfismo inductivo de (S, A) en (T,B), ¥ uno de (T, B)
en (U,C) y E uno de (U,C) en (V,D). Entonces:

1. (Asociatividad). El diagrama:
Zo¥)od

\\\\
N7

Eo(Tod)

conmuta.
2. (Neutros). Los diagramas:

id(s, ) d
(S,A) (S, 4 v (S,A4) (T,B)
id
(T,B) (T, B)
conmutan.
Demostracion. O

12.9. Limites inductivos de los morfismos inductivos.

Proposicién 12.9.1. Si @: (S, A) — (T, B) es un morfismo inductivo, entonces
hay una unica aplicacion

h_r)nq): h_H>1(S>A)‘> li_r>n(T78)7
denominada el limite inductivo de ® tal que, para cada s € S, el diagrama:

liny(S, A)

as
As

fs lim &

B@(S) b—> 11_1)?(1(']:‘7 B)
»(s)
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conmuta. Ademdas, el diagrama:

As

[s

By(s) —— 1im(S, B,,)

w(s)
i‘P

JUAN CLIMENT

lim(S, A)
1/
hﬂ@

liny(T, B)

conmuta, siendo i, la dnica aplicacion de lig(S,B@) en @(T,B) tal que el dia-

grama:

Pros s, .
H(BLP(S) | s € S) I h_n}(SvBtP)
ian in
LB |t e T) limy (T, B)
Lo (1 5

conmuta, y, denotdndola por el mismo simbolo, [] f la inica aplicacion de lig(s, A)

en lién(S,Bg,) tal que el diagrama:

s e — 2%ty (5. 4)
o
ies Bots) oy im(S, By)

conmuta. Asi que

lig@

Demostracion.

Proposicién 12.9.2. Sean ®: (S,.A)
fismos inductivos. Entonces:

1. liglid(s,_A) = idligl(S,Ay
2. @(@o@) :ligllloli_n}@.

I
1% P(s,B,)

=i,o[[f

—(T,B) y ¥: (T,B)—(U,C) dos mor-
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Ademds, si ® = (¢, f) y ¥ = (¢,g), entonces el diagrama:

hg\lloq)

conmuta.
Demostracion. O

Proposicién 12.9.3. Sea ®: (S, A)— (T, B) un morfismo inductivo. Si hay un
subcongunto S’ de S que es cofinal en S, p[S’] es cofinal en T y, para cada s € 57,
fsri Ay — By(s) es biyectiva, entonces liAﬂI) es biyectiva.

Demostracion. O

Antes de enunciar un corolario de la proposicién anterior, convenimos que si
(S, A) es un sistema inductivo de conjuntos y S’ un subconjunto de S tal que,
siendo S’ el par ordenado (S’, = N(S’x S")), S’ es, a su vez, un conjunto preordenado
dirigido superiormente, entonces (S, .A)[S’, la restriccion de (S,A) a S’, denota el
sistema inductivo de conjuntos cuya primera coordenada es (S, < N(S'x S")) y cuya
segunda coordenada tiene como primera componente la restriccién de (4 | s € S)
a Sy como segunda componente la restriccién de (ass | (s,8") €xX) a = N(S' x5").

Corolario 12.9.4. Si (S, A) es un sistema inductivo de conjuntos y S’ es un sub-
conjunto cofinal de S, entonces para el morfismo inductivo candnico ® = (ing, (ida_,
s e S’) de (S, A)S" en (S, A) se cumple que im ® es una aplicacion biyectiva.

Demostracion. O

Del mismo modo que para el universo de conjuntos y aplicaciones, demostramos
la existencia de productos y coproductos de familias de conjuntos asi como la de
igualadores de pares de aplicaciones con el mismo dominio y codominio, ahora,
para el universo de discurso formado por los sistemas inductivos de conjuntos y los
morfismos entre ellos, demostramos la existencia de productos y coproductos de
familias de sistemas inductivos de conjuntos, asi como la de igualadores de pares
de morfismos con el mismo dominio y codominio.

12.10. Algunos limites y colimites de familias de sistemas inductivos.

Proposicién 12.10.1. Sea ((S%, A%) | i € I) una familia de sistemas inductivos de
conjuntos. Entonces hay un par ordenado ([J((S%, A%)|i€I),(pr'|i€ 1)), tam-
bién denotado por ([1,c;(S%, A", (pr' |i € 1)), en el que J[((S", A") | i € I), el
producto de ((S?, A%) | i € I), es un sistema inductivo de conjunto y, para cada
i € I, pr', la proyeccién candnica i-ésima del producto, es un morfismo inductivo
de TT((S%, A% | i € I) en (S%, AY), que tiene la siguiente propiedad universal:
Para cada par ordenado ((T,B), (9" | i € I)), en el que (T,B) es un sistema
inductivo de conjuntos y, para cada i € I, V': (T,B)—=(S*, A%, hay un tnico
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morfismo inductivo (V' | i € I): (T,B)—= [[((S*, A%) | i € I) tal que, para cada
i €1, el diagrama:

(T, B)
(W liel) v
[1((s*, A" [ie) o (8%, A)

conmuta.

Demostracion. Es suficiente tomar, por una parte, como primera coordenada de
[1((S*, A*) | i € I) el producto de la familia de conjuntos preordenados d.s. (S* |
i € I) y, como segunda coordenada, el par ordenado cuya primera componente es

(ITAL |ied)| (s |iel)e](S|iel))

y cuya segunda componente es
(Ml lie D | (i€ D), () i€ D) €=);
Y, por otra parte, para cada i € I, como primera coordenada de pr?, pr;, la proyec-
cién canénica de [J(S* | i € I) en S*, y, como segunda coordenada, (pry: | (s; | i€
I) e TI(S" i€ 1))
O

Proposicién 12.10.2. Sea ((S%, A%) | i € I) una familia de sistemas inductivos de
conjuntos. Entonces hay un par ordenado ([((S',A%) |i€I),(in’ |i€ 1)), tam-
bién denotado por ([1,c;(S%, A", (in" | i € 1)), en el que [((S*, A%) | i € I), el
coproducto de ((S%, A?) | i € I), es un sistema inductivo de conjuntos y, para cada
i € I,in’, la inclusién canénica i-ésima del coproducto, es un morfismo inductivo
de (S*, A en J((S?, A%) | i € I), que tiene la siguiente propiedad universal:

Para cada par ordenado ((T,B),(V? | i € I)), en el que (T,B) es un sistema
inductivo de conjuntos y, para cada i € I, W;: (S¢, AY) — (T, B), hay un tinico
morfismo inductivo [¥* | i€ I]: [1((S*, A") | i € I)— (T, B) tal que, para cada
i €1, el diagrama:

in®

(8, A (8", A") [ i€ 1)

v [fi|i€l]

(T, B)
conmuta.

Demostracion. Es suficiente tomar, por una parte, como primera coordenada de
LI1((S*, A*) | i € I) el coproducto de la familia de conjuntos preordenados d.s.
(S*| ¢ € I) y, como segunda coordenada, el par ordenado cuya primera componente
es

(A% [ (s,0) € TT(S" [ i € 1))

y cuya segunda componente es
(a%o | ((s,9), (5"4)) €=);

y, por otra parte, para cada i € I, como primera coordenada de in’, in;, la inclusién
canénica de S* en [[(S* | i € I), y, como segunda coordenada, (id4: | (s,7) € [](S" |
iel)).
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O

Proposicién 12.10.3. Sean ®,V: (S, A)—(T,B) dos morfismos inductivos,
con® = (p, f) y ¥ = (v, qg). Entonces existe un par ordenado (Eq(®, V), eq(®, ¥)),
el igualador de ® y U, en el que Eq(®, V) es un sistema inductivo de conjuntos
y eq(®, V) un morfismo inductivo de Eq(®, V) en (S,.A), que tiene las siguientes
propiedades:
1. Poeq(®,¥) =Toeq(d, V).
2. (Propiedad universal del igualador) Para cualquier sistema proyectivo de
conguntos (U, C) y cada morfismo proyectivo Z: (U,C) — (S, .A), si PoE =
U o =, entonces hay un inico morfismo proyectivo I': (U,C) —=Eq(P, V)
tal que eq(®, V) o' =E.

Demostracion. Es suficiente tomar, por una parte, como primera coordenada de
Eq(®, V), el conjunto preordenado Eq(p, 1), formado por el igualador de ¢ y 1,
y la restriccion del preorden de S a ésa parte, y como segunda coordenada, &, el
par ordenado cuya primera componente, Fy, para cada s € Eq(p, ), es Eq(fs, gs),
y cuya segunda componente, e, o, para cada s,s’ € Eq(p, 1), tal que s = &', es la
tinica aplicacién de Eq(fs, gs) en Ceq(fs, gs/) tal que Qs s’ oeq(fs, gs) = eq(fs', gs)o
€s,s; ¥, por otra parte, como primera coordenada de eq(®, V), eq(p,v), y, como
segunda coordenada (eq(fs,gs) | s € eq(p,v)).

O

13. NUMEROS NATURALES.

It was a commonplace belief among philosophers and mathematicians of
the 19th century that the existence of infinite sets could be proved, and
in particular the set of natural numbers could be “constructed”out of
thin air, “by logic alone.” All the proposed “proofs”involved the faulty
General Comprehension Principle in some form or other. We know bet-
ter now: Logic can codify the valid forms of reasoning but it cannot prove
the existence of anything, let alone infinite sets. By taking account of
this fact cleanly and explicitly in the formulation of his axioms, Zermelo
made a substantial contribution to the process of purging logic of onto-
logical concerns, a necessary step in the rigurous development of logic
as a science in its own right in our century.

Y. Moschovakis.

Brouwer made it clear, as I think beyond any doubt, that there is no
evidence supporting the belief in the existential character of the totality
of all natural numbers ... The sequence of numbers which grows beyond
any stage already reached by passing to the next number, is the mani-
fold of possibilities open towards infinity: it remains forever in the state
of creation but is not a closed realm of things existing in themselves.
That we blindly converted one into the other is the true source of our
difficulties, including the antinomies — a source of more fundamental
nature than Russell’s vicious principle indicated. Brouwer mathematics,
nourished by a belief in the ‘absolute’ that transcends all possibilities of
realization, goes beyond such statements as can claim real meaning and
truth founded on evidence.

H. Weyl.

En este seccién enunciamos el axioma del conjunto infinito, que nos permitira de-
mostrar la existencia de un algebra de Dedekind-Peano y, para tales algebras, ob-
tendremos el principio de la definicién por recursién finita, a partir del cual de-
mostraremos que las algebras de Dedekind-Peano son esencialmente tinicas, y que
otros principios de definicién por recursién mas complejos, se pueden obtener a
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partir del mismo. Ademads, demostraremos que el conjunto subyacente del algebra
Dedekind-Peano, que serd el conjunto de los nimeros naturales, estd dotado de una
buena ordenacién, y que tal ordenacién es compatible con las operaciones aritméti-
cas usuales, definidas por recursion, sobre el conjunto de los nimeros naturales.

Los axiomas de la teoria de conjuntos de ZFSk hasta ahora enunciados, solo
nos permiten afirmar la existencia de una infinidad de conjuntos distintos, e.g., los
conjuntos &, {&}, {{@}}, ..., pero no, y éste serd el primer gran salto de lo finito
a lo transfinito, la existencia de un conjunto, actualmente, infinito. Para poder ase-
gurar la existencia de al menos un conjunto infinito, procedemos axioméaticamente,
tal como hizo Zermelo.

13.1. El axioma del conjunto infinito. Antes de enunciar el axioma del con-
junto infinito, recordamos que si A es un conjunto, entonces AT denota el conjunto
sucesor de A, que es AU {A}.

Axioma del conjunto infinito. Hay al menos un conjunto del cual es miembro
el conjunto vacio, y que estd cerrado bajo la operacion de formacion del sucesor de
un conjunto:

JA(@ € ANV (x € A—aT € A)).

El axioma del conjunto infinito, bajo la forma anterior, se debe a von Neumann;
el que propuso Zermelo es:

JA(@ € AANVz(x € A— {x} € A)).

Obsérvese que lo que diferencia al axioma propuesto por von Neumann del pro-
puesto por Zermelo, reside en la operacion de formacién del conjunto sucesor, que,
en el caso de von Neumann, es la que a un conjunto x la asigna =™ y, en el de
Zermelo, la que a z le asigna {z}.

De ahora en adelante usaremos el propuesto por von Neumann.

Antes de proseguir con la obtenciéon de algunas de las consecuencias de la ad-
misién del nuevo axioma, conviene recordar que Dedekind, después de definir a los
conjuntos infinitos como aquéllos que son isomorfos a un subconjunto estricto de
si mismos, transformando de este modo un teorema de Galileo, segun el cual hay
tantos numeros naturales como cuadrados de los mismos, en una definicién; propu-
80, como teorema, la existencia de al menos un conjunto infinito. De dicho teorema
di6 la siguiente demostracion:

El mundo de mis pensamientos, es decir, la totalidad S de todas las
cosas que pueden ser objeto de mi pensamiento es infinito. De hecho, si
s indica un elemento de S, el pensamiento s’ de que s puede ser objeto
de mi pensamiento es él mismo un elemento de S. Si se considera s’
como la imagen ¢(s) del elemento s, entonces la representacién ¢ de S
determinada de esa manera tiene la propiedad de que la imagen S’ es
parte de S; ademds, S’ es parte propia de S, ya que en S hay elementos
(e.g., mi propio yo) diferentes de cada pensamiento de la forma s', y
por lo tanto no contenido en S’. Por tltimo, est4 claro que si a y b son
elementos distintos de S, entonces las imégenes a’ y b’ serdn diferentes,
es decir @ es una representacion inyectiva. Por consiguiente, S es infinito.

Sin entrar en los problemas que plantean los aspectos no mateméticos de la
anterior demostracion, cabe sefialar que si se admitiera la existencia del conjunto S
de todas las cosas que puedan ser objeto del pensamiento (de Dedekind), entonces,
ya que cada subconjunto de S, podria ser objeto del pensamiento (de Dedekind), el
conjunto Sub(.S), formado por la totalidad de los subconjuntos de S, deberfa estar
incluido en S. Por lo tanto ambos conjuntos deberian ser isomorfos, en virtud del
teorema de Cantor-Bernstein, lo cual entraria en contradiccién con un teorema de
Cantor. Luego, desgraciadamente, no se puede admitir como existente el conjunto
de todas las cosas que puedan ser objeto del pensamiento.
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Hay que decir, que Peirce también propuso, independientemente de Dedekind,
el mismo concepto de infinitud que éste dltimo; y que la demostracion anterior de
Dedekind es similar a una de Bolzano.

13.2. Algebras de Dedekind-Peano. Dedekind, en una carta dirigida a Ke-
ferstein, y después de indicarle que su ensayo sobre los nimeros no fué escrito en
un dia; sino que, mas bien, era una sintesis construida después de un prolongado
trabajo, basado en un anadlisis previo de la sucesiéon de los nimeros naturales tal
cual como se presenta, en la experiencia, por asi decir, para nuestra consideracion;
se pregunta por:

What are the mutually independent fundamental properties of the se-

quence N, that is, those properties that are not derivable from one anot-

her but from which all others follow? And how should we divest the-

se properties of their specifically arithmetic character so that they are

subsumed under more general notions and under activities of the un-

derstanding whithout which no thinking is possible but with which a

foundation is provided for the reliability and completeness of proofs and

for the construction of consistent notions and definitions?

La respuesta a lo anterior viene dada por el concepto de dlgebra de Dedekind-

Peano, de las que a continuacion, apoyandonos sobre el axioma del conjunto infinito,
demostraremos la existencia, y cuya definicién, es la siguiente.

Definicién 13.2.1. Un dlgebra de Dedekind-Peano es un triplo ordenado A =
(4, f,e) en el que A es un conjunto, f una endoaplicacién de A y e un miembro de
A, tal que:

1. f es inyectiva.

2. Im(f)n{e} =2.

BVXCA((fIX]CXAeeX )= X=A).

Observemos que la segunda clatsula de la definicién anterior afirma simplemente
que e no es de la forma f(a), sea cual sea a € A, y que la dltima cldusula de la
misma, dice que la unica parte de A que tiene las propiedades de estd cerrada bajo
f y contener como miembro a e, es la propia A.

Como primer paso hacia la demostracién de la existencia de un algebra de
Dedekind-Peano, establecemos el siguiente teorema.

Teorema 13.2.2. Hay un unico conjunto, el conjunto de los niimeros naturales,
denotado por N, que tiene las siguientes propiedades:

1. e NAVn(neN—=nt eN).

2.VB((w € BAVy(ye B—~yt € B))>NCRB)

Demostracion. Existencia. En virtud del axioma del conjunto infinito, existe al
menos un conjunto A tal que @ € A y para cada x € A, 7 € A. Sea A uno de
ellos, arbitrario, pero fijo. Entonces para el conjunto X definido como:

X={XeSub(4)|geXAVz(zeX 2" €X)},

se cumple que X # &, porque A C A, @ € Ay para cada = € A, z7 € A. Luego
existe el conjunto N = (X y es tal que & € N, porque, para cada X € X, & € X,
y, para cada z € N, 1 € N, ya que, para cada X € X, 27 € X.

Ahora demostramos que N esta incluido en cualquier conjunto B que esté cerrado
bajo la formacién del conjunto sucesor y para el que @ € B. Sea B un tal conjunto,
arbitrario, pero fijo. Entonces, ya que AN B C Ay AN B esta cerrado bajo la
formacién del conjunto sucesor y @ € AN B, se cumple que ANB € X, por lo tanto
NC ANB, pero ANBC B, asi que N C B.

Unicidad. Si N’ tuviera las mismas propiedades que tiene N, entonces N C N’ y
N C N, luego N = N, O
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Definicién 13.2.3. Al conjunto vacio, cuando lo consideremos como miembro del
conjunto de los nimeros naturales N, lo denotamos por 0. Ademds, 1 denota al
sucesor de 0, i.e., 1 = {0}, 2 al sucesor de 1, i.e., 2 ={0,1}, ..., 9 al sucesor de 8§,
ie, 9={0,1,...,8} y 10 al sucesor de 9, i.e., {0,1,...,9}.

Proposicion 13.2.4. La relacion binaria Sc sobre N, definida como:
Sc={(m,n) eNxN|n=m"},
es una endofuncion de N.

Demostracion. Porque, para cada niimero natural estd univocamente determinado
el conjunto sucesor del mismo y, ademas, tal conjunto sucesor, en este caso, es un
nimero natural. O

Definicién 13.2.5. Denotamos por sc la endoaplicaciéon de N cuya funcién subya-
cente es Sc y la denominamos la aplicacién sucesor de N. Ademds, denotamos el
valor de sc en n, para cada n € N, por n* o n + 1. Por ltimo, denotamos por N
el triplo ordenado (N, sc, 0).

Proposicién 13.2.6. Para cada nidmero natural n € N, sc(n) # 0, o, lo que es
equivalente, {0} N Im(sc) = @.

Demostracion. Porque, para cada nimero natural n € N, sc(n) = n U {n} no es
vacio. g

Teorema 13.2.7 (Principio de la demostracién por induccién finita). Para cada
subconjunto X de N, si0 € X ysc[X] C X, entonces X = N.

Demostracion. Sea X un subconjunto de N tal que 0 € X y sc[X] C X. Entonces
N C X, ya que N es el minimo conjunto con tales propiedades, por lo tanto, ya que
por hipétesis X C N, X =N. O

Proposicion 13.2.8. FEl principio de la demostracion por induccion finita equiva-
le a que Sgn (@) = N, siendo Sgn (D) el minimo subconjunto de N que contiene
al vacio, al que pertenece el 0 y que estd cerrado bajo sc, i.e., siendo Sgn (D) el
conjunto definido como:

Sen(@) =Y CN|0€Y Asc[Y]CY }.

Demostracion. Supongamos el principio de la demostracién por induccion finita,
i.e., que para cada subconjunto X de N, si 0 € X y sc[X] C X, entonces X = N.
Entonces, por ser N C N y cumplirse que 0 € N y que sc[N] C N, tenemos que N
pertenece al conjunto {Y C N |0 €Y Asc]Y] CY }, luego Sgn (@) C N. Ademds,
N C Sgn (9), porque 0 € Sgn(9), sc[Sen ()] C Sgn (@) v N es el minimo conjunto
con tales propiedades. Por lo tanto Sgn (@) = N.

Reciprocamente, supongamos que Sgn () = N. Entonces, si un subconjunto X
de N es tal que 0 € X y sc[X] C X, entonces X € {Y CN|0e€Y Asc[Y] CY },
luego Sgn (@) C X, asi que N C X, pero X C N, luego X = N. O

A partir del principio de la demostraciéon por induccién finita, se deduce que
una condicién suficiente para que todos los nimeros naturales tenga una cierta
propiedad, es que la tenga el 0, y que cuando un numero natural arbitrario la
tenga, también la tenga su sucesor, i.e., si ¢(x,t[,)) es una férmula, entonces

Vto, -t ((@(0,t)) AV2 € N (@(z, b)) = oz, b)) —
Vo € N(<p(xat[n]) ))

Proposicién 13.2.9. Sin € N—1, entonces hay un m € N tal que n = m™, o, lo
que es equivalente, N — ({0} UIm(sc)) = @
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Demostracion. O

Para demostrar que la aplicacién sucesor es inyectiva, definimos a continuacién
el concepto de conjunto €-transitivo. Ademds, damos algunas caracterizaciones de
dicho concepto y establecemos algunas propiedades de clausura del mismo.

Definicién 13.2.10. Un conjunto A es €-transitivo si para cualesquiera conjuntos
rey, siyExyax€ A, entonces y € A.

Proposicion 13.2.11. Sea A un conjunto. Entonces son equivalentes:
1. A es e-transitivo.
2. UACA.
3. A C Sub(A).

Demostracion. O

Proposiciéon 13.2.12.

1. Si A es €-transitivo, entonces A" es €-transitivo.

2. Si A es e-transitivo, entonces |J A es €-transitivo.

3. Si A es tal que todos sus miembros son €-transitivos, entonces |JA es €-
transitivo.

4. Si A no es vacio y todos sus miembros son €-transitivos, entonces [ A es
€-transitivo.

Demostracion. O

A continuacién, establecemos una caracterizacién del concepto de conjunto €-
transitivo, que sera especialmente 1til en la demostracién de que la aplicacién su-
cesor es inyectiva.

Proposicién 13.2.13. Una condicion necesaria y suficiente para que un conjunto
A sea e-transitivo, es que | JAT = A

Demostracion. O

Proposicion 13.2.14. Cualquier nimero natural es €-transitivo.

Demostracion. Demostramos, por induccién, que T'= {n € N | nes &-transitivo },
coincide con el conjunto de los nimeros naturales.

Se cumple que 0 € T, porque | JO™ = 0. Supongamos que n € T, i.e., que n sea
€-transitivo, o, lo que es equivalente, que | Jn™ = n. Entonces

U =Um*u{n'}
UnH)u(Ufn™})
=nU(nU{n})

:7’L-"_7

luego n™ es €-transitivo, i.e., n™ € T'. Por consiguiente 7' = N.
O

Teorema 13.2.15. FEl triplo ordenado (N, sc,0) es un dlgebra de Dedekind-Peano.
Demostracion. O
Proposiciéon 13.2.16. El conjunto N es €-transitivo.

Demostracion. O
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13.3. El principio de la definicién por recursién finita. Demostramos a
continuacion el principio de la definicion por recursion finita, debido a Dedekind.
Este principio de definicién nos permitird demostrar que el dlgebra de Dedekind-
Peano (N, sc,0) es esencialmente tinica. También, a partir de dicho principio esta-
blecemos otros principios de definicién por recursién, que usaremos en la teoria de
las funciones recursivas.

Teorema 13.3.1 (Principio de la definicién por recursién finita). Sea A un con-
junto, e € A y f: A—= A una endoaplicacion de A. Entonces se cumple que hay
una unica aplicacion h: N——s A tal que el diagrama:

N<—2 N

A

en el que kg es la aplicacion que al unico miembro de 1 le asigna 0 y k. la aplicacion
que al unico miembro de 1 le asigna e, conmuta, i.e., tal que:

1. h(0) =e.

2. ¥Yn € N(h(sc(n)) = f(h(n))).

Demostracion. Decimos que una funcién parcial G de N en A es aceptable, respecto
deey f=(A,F,A), si cumple las siguientes condiciones:

1. Si 0 € Dom(G), entonces G(0) = e.
2. Para cada n € N, si sc(n) € Dom(G), entonces n € Dom(G) y G(sc(n)) =
F(G(n)).

Sea G el conjunto de todas las funciones parciales de N en A que sean aceptables
(conjunto obtenido, mediante una aplicacién del esquema axiomédtico de separacién,
a partir del conjunto de todas las funciones parciales de N en A). Vamos a demostrar
que el conjunto H = |J G tiene las siguientes propiedades:

1. H es una funcién parcial de N en A.
. H es aceptable.
. Dom(H) =N.
. H es la tnica funcién de N en A tal que
a) H0) =e.
b) Vn € N(H(sc(n)) = F(H(n))).
Demostramos en primer lugar que hay a lo sumo una funcién H de N en A tal
que

=0 N

= H(0) =e.

s VYn € N(H(sc(n)) = F(H(n))).
En efecto, si H' fuera otra funcién de N en A que tuviera las mismas propiedades
que tiene H, entonces el igualador de H y H’, i.e., el conjunto Eq(H, H') = {n €
N | H(n) = H'(n) }, coincidirfa con N, ya que, por cumplirse, por una parte, que
0 € Eq(H, H'), debido a que H(0) = e = H'(0), y, por otra, que dado un n € N; si
n € Eq(H, H'), i.e., si H(n) = H'(n), entonces sc(n) € Eq(H, H'), porque

H(sc(n)) = F(H(n)) (porque H tiene tal propiedad)
— F(H'

(n)) (porque, por hipétesis, H(n) = H'(n))
= H'(sc(n)) (porque H' tiene tal propiedad),



TEORIA DE CONJUNTOS 161

entonces, en virtud del principio de la demostracién por induccién finita, Eq(H, H') =
N, luego, para cadan € N, H(n) = H'(n), i.e., H= H'.

Ahora demostramos que H = |JG es una funcién parcial de N en A.

En efecto, puesto que, para cada G € G, G es una funcién parcial de N en A,
H C N x A, luego H es una relacién de N en A. Para demostrar que la relacién
H es una funcién parcial de N en A, hay que demostrar que, para cadan € Ny
para cada y,z € A, si (n,y), (n,z) € H, entonces y = z. Para ello, es suficiente que
demostremos, por induccién, que el conjunto T definido como:

T={neN|Vy,z€ A((n,y) e HA (n,2) e H >y =2)},

coincide con N.

Se cumple que T' = N, ya que, por una parte, 0 € T, porque si y,z € A son
tales que (0,y) € H y (0,2) € H, entonces, ya que H = |JG, hay un G, € G
tal que (0,y) € G, y hay un G, € G tal que (0,z2) € G, luego 0 € Dom(G,) y
0 € Dom(G,), por lo tanto, ya que G, y G son aceptables, G, (0) = e = G(0), pero
Gy(0) =y y G.(0) = z, asi que y = e = z, por lo tanto y = z; y, por otra, dado un
n € N, si n € T, entonces, dados y, z € A tales que (sc(n),y) € H y (sc(n),z) € H,
ya que H = JG, hay un Gy, € G tal que (sc(n),y) € G, y hay un G, € G tal
que (sc(n),z) € G.. Ahora bien, ya que G, y G, son aceptables, n € Dom(G,)
y Gy(sc(n)) = F(Gy(n)) = y y n € Dom(G,) y G.(sc(n)) = F(G.(n)) = =.
Ademés, se cumple que (n,Gy(n)) y (n,G.(n)) € H, luego, por la hipétesis de
induccién, Gy(n) = G.(n), por lo tanto F(Gy(n)) = F(G.(n)), pero F(Gy(n)) =
yy F(G.(n)) = z, asl que y = z. Podemos afirmar pues que sc(n) € T. Por
consiguiente N = T, i.e., H es una funcién parcial de N en A.

Demostramos a continuacién que H es aceptable. Si 0 € Dom(H ), entonces, ya
que H = JG, hay un G € G tal que 0 € Dom(G), luego G(0) = e, i.e., (0,¢) € G,
pero G C H, asi que (0,e) € H, i.e., H(0) = e. Sea n € N y supongamos que
sc(n) € Dom(H), entonces ya que H = (JG, hay un G € G tal que sc(n) €
Dom(G), luego n € Dom(G) y G(sc(n)) = F(G(n)). De donde, en particular,
n € Dom(H), porque Dom(H) = (Jgcg Dom(G). Asi que H(n) = G(n) y, ya que
(se(n),F(G(n))) € Gy G C H, (sc(n), F(G(n))) € H, i.e., H(sc(n)) = F(G(n)),
luego H(sc(n)) = F(H(n)).

Demostramos, por ltimo, que H es una funcién de N en A. Para ello es suficiente
que demostremos, por induccién, que el conjunto T'= {n € N | Jy € A((n,y) €
H) } coincide con N.

Se cumple que 0 € T, porque {(0,e)} € Gy H=|JG. Sea n € N y supongamos
que n € T. Vamos a demostrar que si sc(n) € T, entonces la relaciéon G = H U
{(sc(n), F(H(n)))} tiene las propiedades de ser una funcién parcial de N en A, ser
aceptable y contener estrictamente a H, lo cual, junto con lo demostrado hasta
ahora para H, constituird una contradiccién.

G es una funcién parcial de N en A, porque H y el conjunto {(sc(n), F(H(n)))} lo
son y las restricciones de ambas a la interseccién de sus dominios de definicién (que
es el conjunto vacio) coinciden. Ademds, por definicién de G, se cumple que H C G.
Por tltimo, G es aceptable, ya que, por una parte, si 0 € Dom(G), entonces 0 €
Dom(H), luego H(0) = e = G(0), y, por otra, dado un m € N, si sc(m) € Dom(G),
entonces, puesto que Dom(G) = Dom(H) U {sc(n)} y Dom(H) N {sc(n)} = &, o
bien sc(m) € Dom(H) o bien sc(m) = sc(n). Si lo primero, entonces, por ser H
aceptable, m € Dom(H) y H(sc(m)) = F(H(m)), luego m € Dom(G) y G(sc(m)) =
F(H(m)) = F(G(m)). Si lo segundo, entonces por ser sc inyectiva, m = n, pero
n € Dom(H), luego n € Dom(G) y G(sc(m)) = F(H(m)) = F(G(m)). Pero
esto entra en contradiccién con la definicién de H. Por lo tanto sc(n) € Ty, en
consecuencia, T =N, i.e., Dom(H) = N.

Luego, tomando como h el triplo ordenado (N, H, A), obtenemos el teorema. O
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Debemos observar que la propiedad establecida en el teorema anterior, para el
algebra de Dedekind-Peano (N, sc,0), no es privativa de ésa dlgebra concreta, sino
que es compartida por todas las dlgebras de Dedekind-Peano.

Si A = (A, f,e) es un dlgebra de Dedekind-Peano, A’ un conjunto, e’ € A’ y
f'+ A’ ——= A’ entonces hay una tinica aplicacién h: A —= A’ tal que el diagrama:

A<——"A

A/ < A/

f'/

conmuta, siendo k. la aplicacién que al tinico miembro de 1 le asigna e y k. la
aplicacién que al inico miembro de 1 le asigna €’

Ahora que disponemos del principio de la definicién por recursién finita, podemos
establecer una version alternativa, pero equivalente, del axioma de regularidad, y
también de la existencia del cierre transitivo de una relacién binaria.

Proposicion 13.3.2. El axioma de reqularidad equivale a que no exista ninguna
funcion F cuyo dominio de definicién sea N y tal que, para cada n € N, F(nt) €

Demostracion. O
Proposicién 13.3.3. Si R es una relacion binaria en A, entonces la minima rela-
cion transitiva en A que contiene a R, que es la interseccion del conjunto de todas

las relaciones transitivas en A que contienen a R, coincide con el cierre transitivo
de R, denotado por R', que es:

EmeN—lﬂ(CEi|i€m"’)€Am+ }

Rt{(a,b)eAxA‘
(a=x9 A&y =bAVi € m ((x5,2;+) € R))

Demostracion. O

Proposicién 13.3.4. Si A = (A, f,e) es un dlgebra de Dedekind-Peano, entonces
hay una unica aplicacion biyectiva h: N——= A tal que el diagrama:

<L

Demostracion. Por ser N y A dalgebras de Dedekind-Peano, existe una tnica apli-
cacion h: N——= A asi como una unica aplicacién t: A——=N, de modo que los

SC
D —

conmuta.
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diagramas:
sc f
N<———N vy A A
1 h h 1 t t
A A N<—(——N

conmutan. Luego los diagramas:

N< ¢ y PR
y %
1 toh toh 1 hot hot

conmutan. Pero los diagramas:

Ny At 4

N<————
>
1 idy idy 1 id ida
k
N<—/——

< N A <f— A
también conmutan. De donde, por unicidad, toh = idy y hot = id4, asi que
h: N——= A es una biyecciéon que cumple las condiciones. O

Proposicién 13.3.5. Sea f: A—= B yg: B—— B. Entonces hay una unica apli-
cacion h: A x N——= B tal que el diagrama:

idg x sc
AxXxN<—AxN

<idA7 Ko © O‘}A>/

A h h

g
conmuta, i.e., tal que:
1. Va € A (h(a,0) = f(a)).
2. Ya € AVn € N(h(a,n") = g(h(a,n))).
Demostracion. O

En lo que sigue abreviamos por “RPcP” la frase “Recursién primitiva con
pardmetros” por “RPcPpAP” la frase “Recursién primitiva con parametros para
aplicaciones parciales” por “RPsP” la frase “Recursion primitiva sin pardmetros”
y por “RPsPpAP” la frase “Recursion primitiva sin parametros para aplicaciones
parciales” .
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Proposicién 13.3.6 (RPcP). Sea f: A—=B y g: A x N x B—— B. Entonces
hay una unica aplicacion h: A x N——= B tal que el diagrama:

idg X sc
AXN<—AxN

<1dA7 K’O o V

A h (idaxn, h)

B<Q7A><N><B

conmuta, i.e., tal que:
1. Ya € A (h(a,0) = f(a)).
2. Va € AVn € N(h(a,n") = g(a,n, h(a,n))).

Demostracion. O

Proposicién 13.3.7 (RPcPpAP). Sea f: A—=B yg: AxNxB— B. Entonces
hay una dnica aplicacion parcial h: A x N—— B tal que:
1. Para cada a € A, (a,0) € Dom(h) si y sdlo si a € Dom(f), y si (a,0) €
Dom(h), entonces h(a,0) = f(a).
2. Para cadaa € Ay cadan €N, (a,n™) € Dom(h) siy sdlo si (a,n) € Dom(f)
y (a,n,h(a,n)) € Dom(g), y si (a,n") € Dom(h), entonces h(a,nt) =
g(a,n,h(a,n)).
Demostracion. O

Proposicién 13.3.8 (RPsP). Sea A un conjunto, e € A y f: Ax N—=A. En-
tonces hay una unica aplicacion h: N——= A tal que el diagrama:

SC
N~

1 h (h,idy)

conmuta, i.e., tal que:
1. h(0) =e.
2. Vn e N(h(nT) = f(h(n),n)).
Demostracion. O

Proposicién 13.3.9 (RPsPpAP). Sea A un conjunto, e € Ay f: A x N—=A.
Entonces hay una unica aplicacion parcial h: N A tal que:

1. 0 € Dom(h) y h(0) =e.

2. Para cada n € N, si n™ € Dom(h), entonces h(n™) = f(h(n),n)).

3. Dom(h) =N o para un n € N, Dom(h) = n™ y f(h(n),n) no estd definido.

Demostracion. O

En lo que sigue abreviamos por “PDRCV” la frase “Principio de la definicién
por recursion de curso de valores” .

Proposicién 13.3.10 (PDRCV). Sea A un conjunto y f: A* —= A. Entonces hay
una dnica aplicacion h: N—— A tal que, para cada n € N, h(n) = f(h[n).
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Demostracion.

Proposiciéon 13.3.11.

1. Sea f: A—=B yg: AXxB——> B. Entonces hay una unica aplicacion h: Ax
N——= B tal que el diagrama:

ida x sc
AxN=<=—AxN

<idA7 Ko © UJA>/

A h (pra,h)

.

B Ax B

conmuta, i.e., tal que:
a) Ya € A(h(a,0) = f(a)).
b) Ya € AVn € N(h(a,n™) = g(a, h(a,n))).
2. Sea f: A—= B y g: NxB——= B. Entonces hay una unica aplicacion h: Ax
N——= B tal que el diagrama:

idy X sc
AxN=<=—AxN

<idAa Ko © (‘y

A h (pry, h)

T

B Nx B

conmuta, i.e., tal que:
a) VYa € A(h(a,0) = f(a)).
b) Va € AVn € N (h(a,n™) = g(n, h(a,n))).
3. Sea f: 1—= B y g: N——= B. Entonces hay una tunica aplicacion h de N en
B tal que el diagrama:

conmuta, i.e., tal que:

a) (h(0) = f(0)).
b) Vn € N(h(nt) = g(n)).

13.4. Caracterizacién de Lawvere de las DP-algebras. Vamos a demostrar,
en lo que sigue, que una condicién necesaria y suficiente para que un triplo ordenado
A = (A, f,e) en el que A es un conjunto, f una endoaplicacién de A y e un
miembro de A, sea un dlgebra de Dedekind-Peano, es que A tenga la propiedad de la
definicién por recursién finita, i.e., que si A’ es un conjunto, e’ € A’y f': A’——= A,
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entonces exista una unica aplicacion h: A——s A’ tal que el diagrama:

A

A
e
1 h h
k
A/

7 A

conmute.

De hecho, ya hemos demostrado que la condicién es necesaria. Para demostrar
la suficiencia hemos de demostrar que si A tiene la propiedad de la definicién por
recursién finita, entonces se cumple que:

= f es inyectiva.
» Im(f)N{e} =o.
s VX CA((fIX]CXANeeX)X=A).

Para ello, establecemos, en primer lugar, la siguiente definicién.

Definicién 13.4.1. Si A tiene la propiedad de la definicién por recursion finita,
entonces denotamos por pd a la tnica endoaplicaciéon de A para la que el diagrama:

A<—A

conmuta, y la denominamos la aplicacién predecesor.

Proposicién 13.4.2. Si A tiene la propiedad de la definicion por recursion finita,
entonces

1. La aplicacion f: A—— A es inyectiva.
2. Para cada a € A, f(a) #e, i.e., Im(f)N{e} = 2.
3. Para cada X C A, si f[X]C X ye€ X, entonces X = A.

Demostracion. O

13.5. El orden aritmético sobre el conjunto de los niimeros naturales.
Nos proponemos demostrar a continuacién que el conjunto de los niimeros naturales
estd dotado de una buena ordenacion, i.e., de una relacién binaria < que cumple
las siguientes condiciones:

» < es irreflexiva, i.e., Vn € N(n £ n).
= < es transitiva, i.e., Vm,n,p e N((m <nAn<p)—=>m<p).
s VXCN(X#g—3>IneX(VeeX(n<zxzVn=ux))).

Para ello, siguiendo a Diener, usaremos, por una parte, el hecho de que la es-
tructura algebraica, dada por la operacion unaria sc y la operaciéon ceroaria 0, de
que estd dotado el conjunto de los ntimeros naturales, lo convierte en un algebra de
Dedekind-Peano, y, por otra, que a partir de ello se puede obtener, sobre el conjunto
de los numeros naturales, una relacién de orden bien fundamentada y disyuntiva,
i.e., en definitiva una buena ordenacién sobre N. Pero antes introducimos una serie
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de nociones y proposiciones relativas a las secciones iniciales de los conjuntos or-
denados y las relaciones bien fundamentadas, necesarias para alcanzar el objetivo
anterior.

Definicién 13.5.1. Sea A un conjunto y R una relaciéon binaria en A. Decimos
que un subconjunto X de A es una R-seccion inicial de A, si junto a un z € X
contiene al conjunto p x = {y € A | (y,z) € R} de todos los R-predecesores de
z, i.e., si

vaX(\l/Rng)a

0, lo que es equivalente, ya que R™[X] = Usex {r 2, si
R7'X] C X.
Denotamos por Secg(A) el conjunto de todas las R-secciones iniciales de A.

Proposicién 13.5.2. El conjunto Secg(A), de todas las R-secciones iniciales de A,
es un sistema de clausura completamente aditivo sobre A, i.e., tiene las siguientes
propiedades:

1. A € Secr(A).
2. VX C Secr(A) (X #@ = X € Secgr(4) ).
3. VX C Secg(A) (UX € Secr(A)).

Demostracion. O

Corolario 13.5.3. Sea A un conjunto, R una relacion binaria en A y X C A.
Entonces hay una minima R-seccion inicial de A que contiene a X.

Demostracion. Es suficiente considerar la intersecciéon del conjunto
{Y €Secr(4) | X CY }.
O

Definicién 13.5.4. Sea A un conjunto y R una relacién binaria en A. Entonces
denotamos por Cg el operador clausura sobre A, canénicamente asociado al sistema
de clausura completamente aditivo Secg(A), que asocia a cada subconjunto X de A,
Cgr(X), la minima R-seccién inicial de A que contiene a X, a la que denominamos
el cierre inicial de X relativo a R. En particular, cuando X = {z}, con = € A4,
al cierre inicial de {z} lo denotamos, para abreviar, por Cg(z), y lo denominamos
también, la R-seccién inicial principal determinada por z.

Proposicién 13.5.5. Sea A un conjunto y R una relacion binaria en A, entonces
el operador Cg, definido como:
C Sub(A) — Sub(A)
R X — (Y €Ser(A)| XY}

tiene las siquientes propiedades:

1. Im(Cgr) C Secr(A).

2. {X €Sub(A) | X = Cgr(X) } = Secr(4).

3. Cgr es extensivo o inflacionario, i.e., para cada X € Sub(A), X C Cr(X).

4. Cg es isdtono, i.e., para cada X,Y € Sub(A), si X CY, entonces se cumple
que Cgr(X) C Cr(Y).
Cr es idempotente, i.e., para cada X € Sub(A), Cr(X) = Cr(Cgr(X)).

6. Cr es completamente aditivo, i.e., para cada X C Sub(A), se cumple que

Cr(UX) = Uxexr Cr(X).

Proposiciéon 13.5.6. Sea A un conjunto y R una relacion binaria en A, entonces

1. VX C A(Cr(X) = U,ex Cr()).
2. Vo € A(Cr(lr ) = Uyeype Cr(Y))-

ot
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Proposiciéon 13.5.7. Sea A un conjunto y R una relacion binaria en A. Si R es
transitiva, entonces, para cada x € A, se cumple que

Cr(z) =g =,
siendo ygpx={a€ A| (a,z) e RVa=1z}.

Naturalmente, considerando la relacién R™!, obtenemos la nocién dual de la
de R-seccién inicial de A, que es la de R-seccién final de A, y las propiedades
homdlogas.

Ahora que disponemos del concepto de cierre inicial, damos una caracterizacién
del cierre transitivo de una relacién binaria en un conjunto, especialmente 1til para
algunas demostraciones posteriores.

Proposicién 13.5.8. Sea A un conjunto y R una relacion binaria en A. Entonces
R'={(z,x) e AxA|yeA((y,z) e RAz€ Cr(y))},
o, lo que es equivalente
R'={(z2,n1) € Ax A|ze€Cgr(lr2)}.
Demostracion. O

Corolario 13.5.9. Sea A un conjunto y R una relacion binaria en A. Entonces
las R-secciones iniciales coinciden con las R'-secciones iniciales y las R-secciones
finales con las R'-secciones finales, i.e., para cada subconjunto X de A, Cr(X) =
CRt(X) Yy CR—I(X) = C(Rt)71<X).

Demostracion. Demostramos sélo que Cr(X) = Cg:(X). Para demostrar que Cr(X)
estd incluido en Cge(X), es suficiente que demostremos que Cge(X) es una R-
seccién inicial. Ahora bien, si a € Cge(X), entonces [ge a C Cge(X), pero g
a Clge a, porque si b €|R a, entonces, por ser Lgr a C Cr({g a), b € Cr({r a),
luego (b,a) € R, i.e., b €lp: a.

Del mismo modo, para demostrar que Crt(X) C Cgr(X), es suficiente que de-
mostremos que Cr(X) es una R'-seccién inicial. Ahora bien, si a € Cr(X), en-
tonces |r a C Cr(X), luego Cr(lr a) € Cr(X). Ademds, si b €/ g a, entonces
be Cr({r a), por lo tanto b € Cr(X), asi que | g a C Cr(X). O

Definicién 13.5.10. Sea A un conjunto, R una relaciéon binaria en A, X un sub-
conjunto de A y m € X. Decimos que m es un R-minimal de X si lp mNX = @.
i.e., si no hay ningin z € X tal que (z,m) € R.

Definicién 13.5.11. Sea A un conjunto y R una relacién binaria en A. Decimos
que R es una relacién bien fundamentada sobre A si todo subconjunto no vacio
X de A tiene un R-minimal, i.e., si hay un m € X tal que g mN X = @.
Ademas, si X C A, diremos, para abreviar, que R estd bien fundamentada sobre
X si RN (X x X) lo estd sobre X, i.e., si todo subconjunto no vacio Y de X tiene
un RN (X x X)-minimal.

A continuacién establecemos la equivalencia entre el concepto de relacién bien
fundamentada, y un principio de demostracién por induccion.

Proposicion 13.5.12. Sea A un conjunto y R una relacion binaria en A. Entonces
una condicion necesaria y suficiente para que R esté bien fundamentada sobre A
es que, para cada subconjunto X de A, X = A, si, para cada x € A, x € X, si
Irx C X, i.e., R estd bien fundamentada si y solo si

VXCA(Vz€A(lpaCX sazeX) X =A)
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Demostracion. La condicion es necesaria. Sea X un subconjunto de A tal que para

cadax € A, x € X, sl lg ¢ € X. Si X # A, entonces A — X # &, luego, por

la hipdtesis, existe un m € A — X tal que g m N (A — X) = &, por lo tanto

lrmCA—(A—-X)=X, asi que m € X, contradiccién. Por consiguiente A = X.
La condicion es suficiente. Puesto que la condicién

VXCA(VeeAlpzCX 52 X)X =A)
equivale a la condicion
VWCAA-Y #0 = (FzcA(lpr C X ANz gY)),

si X es un subconjunto no vacio de A, entonces, tomando como subconjunto Y de
A, el conjunto A — X, yyaque X = A— (A — X) # &, existe un z € A tal que
R CA-—XyaorgA—X,luegophayunz € Atalque lJpz CA—-XyzelX,
asi que hay un z € X tal que Jp N X = @. O

Proposicién 13.5.13. Sea A un conjunto y R una relacion binaria en A. Si R
estd bien fundamentada sobre A, entonces R es irreflexiva.

Demostracion. O

Proposicion 13.5.14. Sea A un conjunto y R una relacion binaria en A. Entonces
son equivalentes:

1. R estd bien fundamentada sobre A.
2. R estd bien fundamentada sobre cualquier R-seccion inicial.
3. R estd bien fundamentada sobre cualquier R-seccion inicial principal.

Demostracion. Nos limitamos a demostrar que de la ultima condicién se deduce la
primera.

Supongamos que R esté bien fundamentada sobre cualquier R-seccién inicial
principal y sea X un subconjunto no vacio de A. Por ser X no vacio, sea a € X,
arbitrario, pero fijo. Entonces el conjunto Y = Cg(a) N X, que es un subconjunto
no vacio de Cg(a), tiene, por hipdtesis, un R-minimal m, i.e., hay un m € Y
tal que g m NY = &. Demostramos ahora que m es un R-minimal de X. En
efecto, por ser Y C X, se cumple que m € X. Ademds, g mN X = &, ya que
silg mNX # @, eligiendo un b €}z m N X, tendrfamos que b € Cr(a), porque
(b,m) € Ry m € Cg(a); luego b € g mNY, pero éso es imposible, debido a que
rmnNY =a. Por lo tanto [ p mN X = @, i.e., X tiene un R-minimal. O

Corolario 13.5.15. Sea A un conjunto y R una relacion binaria en A. Entonces
R estd bien fundamentada sobre A si y sélo si RY lo estd.

Proposicién 13.5.16. La funcidn inyectiva Sc = { (m,n) E Nx N |n=m"}, es
una relacion bien fundamentada sobre N.

Demostracion. En virtud de la prop. 13.5.14, es suficiente que demostremos que
Sc estd bien fundamentada sobre cada Sc-seccién inicial principal Cge(n); para lo
cual, a su vez, es suficiente que demostremos, por induccién finita, que el conjunto
T definido como:

T = {n € N | Sc estd bien fundamentada sobre Cg.(n) }

coincide con N.

Se cumple que 0 € T, porque en este caso Cg.(0) = {0}, ya que |g. 0 = &
y la tnica parte no vacfa de {0}, que es ella misma, tiene a 0 como Sc-minimal.
Supongamos que n € T, i.e., que Sc estd bien fundamentada sobre Cs.(n), entonces,
en virtud de las condiciones definitorias del concepto de dlgebra de Dedekind-Peano,
y por la prop. 8.0.17, tenemos que

Cse(n™) = {n*} U Cge(n).
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Sea X un subconjunto no vacio de Csc(n™). Si XNCs¢(n) = &, entonces X = {n*},
y nT es un Sc-minimal de X. Si X N Cgc(n) # @, entonces, por la hipStesis de
induccién, X N Cgc(n) tiene un Sc-minimal, i.e., hay un m € X N Cgc(n) tal que
dse mN(X NCgsc(n)) = &, que es también un Sc-minimal de X, ya que si para algin
x € X se tuviera que (x,m) € Sc, entonces x €lg. m N (X N Cgc(n)), lo cual es
imposible. Por lo tanto n™ € T. Luego T' = N, i.e., Sc est4 bien fundamentada sobre
toda Sc-seccién inicial principal Cg.(n). Podemos pues afirmar que Sc estd bien
fundamentada sobre N. O

Corolario 13.5.17. FEl cierre transitivo de Sc, denotado en este caso por < y de-
nominado el orden aritmético sobre N, es una relacion de orden bien fundamentada
sobre N.

Proposiciéon 13.5.18. El orden aritmético sobre N es disyuntivo, i.e., tiene la
siguiente propiedad

Ym,n e N(m#n— (m<nVn<m))

Demostracion. Sea n € N, arbitrario, pero fijo. Demostramos, por induccién sobre
m, que el conjunto 7' definido como:

T={meN|m=nVm<nVn<m},

coincide con N.

Se cumple que 0 € T, porque al ser Cg.-1(0) = N, tenemos que 0 < n. Supon-
gamos que m € T. Si n < m, entonces de n < m y m < m¥, concluimos que
n < m'. Si m < n, entonces hay un p € N tal que p = m* y n € Cq.-1(p), pero
Cge-1(p) = {p} U Cge-1(tgc-1 p), luego m™ < n, por lo tanto m*™ € T. Asi que
T =N. O

Corolario 13.5.19. FEl orden aritmético sobre N es una buena ordenacion sobre
N. Luego, para cadan € N, <,=<N(n x n), es una buena ordenacidn sobre n.

Demostramos a continuacién que el orden sobre N coincide con la restriccion de
la relacién de pertenencia al conjunto N, i.e., con

en={(m,n) eN|men}.
Proposicién 13.5.20. Se cumple que <=€.

Demostracion. Para demostrar que <C€y, es suficiente que demostremos que €y
es transitivo y que contiene a Sc, porque < es el cierre transitivo de Sc.

Si (m,n) € Sc, entonces n = m™, luego (m,n) € €y. Ademds, si (m,n) €€y y
(n,p) € €y, entonces m € n 'y n € p, luego, por ser p €-transitivo, m € p. Por lo
tanto <Cen.

Para demostrar que eyC<, es suficiente que demostremos, por induccion, que el
conjunto 7" definido como:

T = {n€N|CSc(¢Sc n) :n}7

coincide con N, ya que, por la prop. 13.5.8, m < n si y sélo si m € Cgc(Jsc ).
Se cumple que 0 € T, porque Cs.(lsc 0) = 0. Supongamos que n € T, entonces

Csc(dse n) = Cse(n) (porque g nt = {n})
= {n} UUmeyenCsc(m)  (por la prop. 8.0.17)
={n} UCsc({lsc n) (porque Cg. es comp. aditivo)
={n}Un (por la hipétesis de induccién)
=nt (por definicién del conjunto sucesor).

Por lo tanto nt € T. Luego T = N. O
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Proposiciéon 13.5.21. Para cadan € N, |- n=n.

Demostracion. Sea n € N, entonces

len={meN|m<n} por definicién)

(
={meN|meSc(ls.n)} (por definicién)
={meN|men} (por la prop. 13.5.20)

(

=n por ser N e-transitivo)

O

Exponemos a continuacién otro procedimiento para demostrar que la relacién
de pertenencia, restringida al conjunto de los nimeros naturales, es una buena
ordenacién del citado conjunto.

En lo que sigue, convenimos que la relacién binaria < sobre el conjunto de los
numeros naturales es €.

Proposiciéon 13.5.22. La relacion < es transitiva.

Demostracion. Demostramos anteriormente que todos los niimeros naturales son
€-transitivos, luego si m,ny plosonym <nyn < p,ie, m €nyn € p,
entonces m € p, i.e., m < p. (|

Antes de demostrar que la relacién < es irreflexiva, establecemos el siguiente
lema.

Lema 13.5.23. Sean m,n dos nimeros naturales, entonces son equivalentes:

1. m<n.
2. mT <nt.

Demostracién. Supongamos que m™ < n™. Entonces, ya que n™ = n U {n}, se
cumple que m* € nom™ = n. Puesto que m € m™, si ocurre que m* € n, entonces,
por ser n €-transitivo, m € n, y si ocurre que mT = n, entonces, obviamente, m € n,
luego, en cualquier caso, m < n.

Para demostrar la reciproca, i.e., que, para cada m,n € N, si m < n, entonces
mT < n™T, procedemos por induccién sobre n, i.e., demostramos, por induccién
finita, que el conjunto

T={neN|VmeNm<n—-m"<n®)}

coincide con el conjunto de los nimeros naturales.
Se cumple que 0 € T', porque el antecedente del condicional

m<0—mt <0t

es falso.

Sea n € N tal que n € T. Vamos a demostrar que entonces nt € T, i.e., que
Vm € N(m < nt — m*t < (n7)T). Sea m € N tal que m < n*. Entonces,
va que nt = n U {n}, se cumple que m € n o m = n. Si ocurre que m € n,
entonces mt € nt € (n™)*, luego m™ < (n*)*. Si ocurre que m = n, entonces
mt=nt e (nt)T, luego m* < (n™)*.

Por lo tanto T'= N. U

Corolario 13.5.24. la relacion < es irreflexiva, i.e., para cadan € N, n £ n.

Demostracion. SeaT ={neN|n £n}.

Se cumple que 0 € T', porque @ ¢ &.

Sean € N tal que n € T, i.e., tal que n £ n. Entonces, en virtud del lema,
nt ¢ nT, luego nt € T. Por lo tanto T = N. O
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Corolario 13.5.25. El par (N, <), por ser la relacion < irreflexiva y transitiva, es
un conjunto ordenado.

Establecemos a continuacién la ley de tricotomia para el conjunto ordenado
(N, <).

Proposicion 13.5.26. Para cualesquiera niumeros naturales m,n € N, se cumple
guem<nom=non<m,pronim<nym=nnmm<nyn<m,y
tampoco n < m y m =n.

Demostracion. No se cumple que m < ny m = n, porque si se cumpliera, < no seria
irreflexiva. No se cumple que m < n 'y n < m, porque si se cumpliera, entonces, por
la transitividad, tendriamos que n < n, luego < no seria irreflexiva. No se cumple
que n < m y m = n, porque si se cumpliera, < no seria irreflexiva.

Para demostrar que, para cualesquiera niimeros naturales m,n € N, se cumple
que m < nom=mnon < m, procedemos por induccién sobre n, i.e., demostramos,
por induccién finita, que el conjunto

T={neN|VmeNm<nVm=nVn<m)}

coincide con el conjunto de los niimeros naturales.

Se cumple que 0 € T, i.e., que, para cada m € N, m = 0 o 0 < m. Para ello
procedemos por induccién sobre m, i.e., demostramos, por induccién finita, que el
conjunto

U={meN|m=0v0<m}
coincide con el conjunto de los nimeros naturales.

Se cumple que 0 € U, porque 0 = 0.

Supongamos que m € U, i.e., que m = 0 0 0 < m. Si ocurre que m = 0, entonces
0 <m* =07, luego m* € N. Si ocurre que 0 < m, entonces, ya que m € m™,
0 € m*, luego m* € N.

Por lo tanto U = N. Con lo cual queda demostrado que 0 € T.

Sean € Ntal quen € T. Si m < n, entonces, yaquen € nT, m < nt. Sim =mn,
entonces m™ = n™T, pero m € m™, luego m € n*. Por dltimo, si ocurre que n < m,
entonces nT < m™, luego, ya que m™ = m U {m}, nT € m o n* = m. De modo
que, en cualquier caso, n* € T Por lo tanto 7' = N. (]

Proposicién 13.5.27. El conjunto ordenado (N, <) estd bien ordenado, i.e., cual-
quier parte no vacia de N, tiene un primer elemento.

Demostracion. En lugar de demostrar que
VA CN(A # @ — Jmin(4)),

demostramos que
VA C N(=(3min(4)) —» A = ).
Sea pués A C N sin minimo, i.e., tal que =(3Ip € AVq € A(p < q)), o, lo que
es equivalente, tal que Vp € A3q € A(q < p). Vamos a demostrar que A = &,
estableciendo, por induccién finita, que el conjunto

T={meN|VneNn<m—->n¢gA}

coincide con el conjunto de los nimeros naturales.

Observemos que si ya estuviera demostrado que T'= N, A = &, porque si A # &,
eligiendo un p € A, tendriamos, por carecer A de minimo, que existiria un ¢ € A
tal que ¢ < p, luego ~(Vm,n € N(n <m —- n & A)), ie., Imn e N(n<m &
n € A), que entrarfa en contradiccién con que T = N.

Se cumple que 0 € T, porque en el condicional

n<0—=n¢gA,
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el antecedente es falso.

Sea m € N tal que m € T. Entonces, dado un n € N tal que n < m™, se tiene
que n € m o n = m. Si ocurre que n € m, entonces, por la hipdtesis de induccién,
n & A, luego m™ € T. Si ocurre que n = m, entonces m = n € A, porque si m € A,
se cumpliria que, para cada a € A, m < a, ya que, en caso contrario, i.e., si existiera
un a € A tal que a < m, entonces m ¢ T, que entraria en contradiccién con que
meT.

Por lo tanto T' = N. De donde concluimos que A = &. O

13.6. Principios de demostracion por induccién derivados. Para abreviar,
denotamos por “PDI” la frase “principio de demostracién por induccion”.

Proposicién 13.6.1 (PDI de curso de valores). Sea X un subconjunto de N. Si,
para cada n € N, st cuando n C X, entonces n € X, entonces X = N.

Demostracion. O

Proposicién 13.6.2 (PDI a partir de un ndmero). Sea k € N y X C N. 5
k€ X ypara cada n € N, si cuando k <n yn € X, entonces n™ € X, entonces
{neN|k<n}CX.

Demostracion. O

Proposicién 13.6.3 (PDI ascendente en un intervalo). Sean a,b € N tales que
a<byXCN. Siae€ X ypara cada n € N, si cuando a < n <byn € X,
entonces nt € X, entonces [a,b) ={neN|a<nAn<b}CX.

Demostracion. O

Proposicién 13.6.4 (PDI descendente en un intervalo). Sean a,b € N tales que
a<byXCN. Sibe X ypara cada n €N, si cuando a <n < bynt € X,
entonces n € X, entonces [a,b] C X.

Demostracion. O

13.7. Caracterizacién ordinal del conjunto de los nimeros naturales.
En la seccién anterior caracterizamos al conjunto de los niimeros naturales, dotado
de la estructura algebraica, dada por el cero y el sucesor, mediante la propiedad de
la definicién por recursién. Ahora nos proponemos caracterizar al conjunto de los
ntmeros naturales, dotado de la estructura ordinal, dada por el orden aritmético,
mediante un par de propiedades ordinales adicionales, que tiene el orden sobre
el conjunto de los nuimeros naturales. Para ello definimos y estudiamos una serie
de conceptos, relativos a los conjuntos ordenados, tutiles en si, y algunos de ellos
necesarios para establecer la caracterizaciéon ordinal antes mencionada.

Definicién 13.7.1. Sea A un conjunto.

1. Un orden sobre A es una relacién binaria < en A tal que:
a) < es irreflexiva, i.e., Va € A(a £ a).
b) < es transitiva, i.e., Ya,b,c € A((a <bAb<c)—=a<c).
Denotamos al conjunto de los érdenes sobre A por Ord(A). Un conjunto or-
denado es un par ordenado (A, <), abreviado como A, en el que <€ Ord(A).
2. Un orden lineal sobre A es una relacién binaria < en A tal que:
a) < es irreflexiva, i.e., Va € A(a £ a).
b) < es transitiva, i.e., Va,b,c€ A((a <bAb<c) = a<c).
¢) < es disyuntiva, i.e., Va,b € A(a#b— (a <bVb<a)).
Denotamos al conjunto de los érdenes lineales sobre A por Lo(A). Un con-
Junto linealmente ordenado es un par ordenado (4, <), abreviado como A,
en el que <€ Lo(A4).
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Sea A un conjunto. Entonces que hay una correspondencia biunivoca entre el

conjunto Ord(A) y el conjunto de las relaciones binarias < en A tales que:
1. < es reflexiva, i.e., Ay C<.
2. < es antisimétrica, i.e., Va,b € A((a <bAb<a) = a=0b).
3. < es transitiva, i.e., < o <C<.

Aunque el concepto de orden fué entendido, por parte de su introductor, Haus-
dorff, en el sentido irreflexivo, en virtud del resultado contenido en el ejercicio
anterior, segun el cual son indistinguibles las relaciones irreflexivas y transitivas de
las refexivas, antisimétricas y transitivas en un mismo conjunto, haremos uso del
concepto de orden que més convenga a la situacién de que se trate.

Sea A un conjunto. Entonces que hay una correspondencia biunivoca entre el
conjunto Ord(A) y el conjunto de las relaciones binarias < en A tales que:

1. < es asimétrica, i.e., Va,b € A(a <b—b £ a).
2. < es transitiva, i.e., < o <C<.

El conjunto Ord(A), a su vez, se ordena por extensién, conviniendo que un orden
<’ sobre A extiende a otro orden < sobre A, precisamente cuando <C<’. Esto nos
va a permitir caracterizar a los 6rdenes lineales sobre A como aquellos 6rdenes sobre
A que sean maximales en el conjunto ordenado por extensién Ord(A).

Proposicién 13.7.2. Sea A un conjunto y <€ Ord(A). Una condicidn necesaria y
suficiente para que < sea un orden lineal sobre A es que < sea mazximal en Ord(A).

Demostracion. O

Definicién 13.7.3. Sean A y B dos conjuntos ordenados.
1. Una aplicacion isétona de A en B es un triplo ordenado (A, ¢, B), abreviado
como ¢ y denotado por ¢: A——=B, en el que ¢ es una aplicacién de A en
B tal que
Yo,y € A(z <y — ¢(z) < p(y)).
2. Una aplicacién antitona de A en B es un triplo ordenado (A, ¢, B), abre-
viado como ¢ y denotado por p: A ——=B, en el que ¢ es una aplicacién de
A en B tal que

Va,y € Az <y — o(y) < o(x)).
Proposiciéon 13.7.4. Sean p: A—=B, v: B——=C y £: C——=D tres aplica-
ciones isotonas entre conjuntos ordenados. Entonces:

1. Siendoida = (A,ida, A), se cumple que ida: A —= A es un endomorfismo
de A.

2. Siendo oy = (A, oy, C), se cumple que hop: A——=C es una aplicacion
isotona de A en C.

3. (Asociatividad). El diagrama:

(o)oyp
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conmuta.
4. (Neutros). Los diagramas:

A y A

Ld B
@ lidB
B

¥ ¥

conmutan.

La composicién de dos aplicaciones antitonas es una aplicaciéon isétona, y que la
composicion de una isétona y una antitona es antitona.

Definicién 13.7.5. Sea A un conjunto ordenado, X C Ay a € A.

1. Decimos que a que es el mdzimo de A si, para cada x € A, se cumple que
z < a.

2. Decimos de a es el minimo de A si, para cada x € A, se cumple que a < z.

3. Decimos que a es un minorante o una cota inferior de X en A, y lo deno-
tamos por a < X, si, para cada x € X, a < z. Denotamos por Cinfa (X)
el conjunto de las cotas inferiores de X en A. Ademés, si Cinfa (X) # @,
entonces decimos que el conjunto X estd acotado inferiormente en A. Con-
venimos que Cinfa (@) = A.

4. Decimos que a que es un mayorante o una cota superior de X en A,y lo
denotamos por X < a, si, paracadax € X, z < a. Denotamos por Csup 4 (X)
el conjunto de las cotas superiores de X en A. Ademds, si Csupp (X) #
&, entonces decimos que el conjunto X estd acotado superiormente en A.
Convenimos que Csupy (@) = A.

5. Si X es tal que Cinfa(X) # @ y Csup, (X) # &, entonces decimos que X
estd acotado en A.

Un conjunto linealmente ordenado coinciden los conceptos de minimo y de mi-
nimal, asi como los de maximo y de maximal
Sea A un conjunto ordenado y X C A no vacia. Entonces

1. Cinfa(X) = Nyex ¥< 2.
2. Csupp (X) = Nyex < 2.

Definicién 13.7.6. Sea A un conjunto linealmente ordenado y X una parte de
A. Decimos que X es un intervalo de A si, para cada a € Ay cada z,y € X, si
x < a <y, entonces a € A.

Proposicion 13.7.7. Sea A un conjunto linealmente ordenado y X una parte de
A. Entonces X = {a € A|3w,ye X(z<a<y)} es un intervalo de A que
contiene a X y es el minimo intervalo de A con dicha propiedad. Por lo tanto X
es un intervalo ezactamente si X = X.

Demostracion. O

Introducimos a continuacién el concepto de conexion de Galois contravariante,
ya que, como demostraremos en lo que sigue, los operadores Cinf s y Csup 4, consti-
tuyen un ejemplo de tan importante concepto, introducido por Galois, a principios
del X1X, al estudiar la relacién existente entre cuerpos y grupos de automorfismos.

Definicién 13.7.8. Una conexion de Galois contravariante es un cuddruplo or-
denado (A, ,1,B) en el que A y B son conjuntos ordenados, ¢ una aplicacién
antitona de A en B y 1 una aplicaciéon antitona de B en A tales que:

1. Ya € A(a < ¥(p(a))).
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Vb € B (b < (b))

Proposicion 13.7.9. Sea A un conjunto ordenado y X e Y dos subconjuntos de
A tales que X CY. Entonces:

1.

O U W

Cinfa (X) es una <-seccion inicial A.
Csupa (X) es una <-seccidn final de A.
Cian(Y) g Clan(X)

Csupa (Y) € Csupy (X).

X C Csupyu (Cinfa (X)).

X C Cinfa (Csupy (X)).

Demostracion. O

Corolario 13.7.10. Si A es un conjunto ordenado, entonces el cuddruplo ordenado
(Sub(A), Cinfa,Csup,, Sub(A)) es una conexion de Galois contravariante.

Proposiciéon 13.7.11. Sea A un conjunto ordenado. Entonces:

1.
2.
3.

5.

Para cada parte X de A, Cinfa (X) = Cinfa (Csupa (Cinfa (X))).

Para cada parte X de A, Csupa (X) = Csup, (Cinfa (Csupy (X))).

Csupp oCinfa y Cinfa oCsup, son operadores clausura sobre A, i.e., ambos
son extensivos, isotonos e idempotentes.

La restriccion de Cinf 5 al conjunto de los puntos fijos del operador clausura
Csupyp oCinfa y al conjunto de los puntos fijos del operador clausura Cinf z o
Csup,, determina un antiisomorfismo de Im(Csup oCinfa) en Im(Cinf s o
Csup,), cuyo inverso es precisamente el antiisomorfismo de Im(Cinfa o
Csupp) en Im(Csupyp o Cinfa) determinado por la restriccion de Csup
al conjunto de los puntos fijos del operador clausura Cinfa o Csupy y al
congunto de los puntos fijos del operador clausura Csup o Cinfa .

Para cada subconjunto no vacio X de Sub(A), se cumple que

Cian(UxexX) = mXeXCian(X) ) CSHPA(UXEXX) = ﬂXeXCSHpA(X)'

Demostracion. O

Definicién 13.7.12. Sea A un conjunto ordenado, X C Ay a € A.

1.

Decimos que a es el infimo o el extremo inferior de X en A, si cumple las
siguientes condiciones:

a) Para cada z € X, a <z, i.e, a € Cinfa (X).

b) Para cada b € Cinfa (X), b <a.
Denotamos por Infa (X), o infa X, o simplemente por inf X, el infimo de X
en A, si tal infimo existe.
Decimos que a que es el supremo o el extremo superior de X en A, si cumple
las siguientes condiciones:

a) Para cada z € X, x < q, i.e., a € Csup,p (X).

b) Para cada b € Csupy (X), a <b.
Denotamos por Supa (X), o \/, X, o simplemente por \/ X, el supremo de
X en A, si tal supremo existe.

Asi pues, el infimo de X en A, si existe, es la maxima de las cotas inferiores
de X en A. Ademads, tal infimo no pertenece necesariamente a X, pero si perte-
neciera, entonces seria el minimo de X. Del mismo modo, el supremo de X en A,
caso de existir, es la minima de las cotas superiores de X en A, y no pertenece
necesariamente a X, pero si perteneciera, entonces seria el maximo de X.

Proposicién 13.7.13. Sea A un conjunto ordenado y X C A tal que existan inf X
y '\ X. Entonces:

1.

Si X = @, entonces inf X es el mdzimo de A y \/ X el minimo de A.
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2. Si X # &, entonces iInf X <\/ X.
Demostracion. (]
Proposiciéon 13.7.14. Sea A un conjunto ordenado y X eY dos subconjuntos de

A tales que existan inf X, \/ X, infY y \/Y. Si X CY, entonces inf Y <inf X y
VX <VY.
Demostracion. O
Proposicién 13.7.15. Sea A un conjunto ordenado y (x;)ici € (yi)icr dos familias
en A tales que, para cada i € I, x; < y;. Entonces:
1. Si existen \/;c;xi y ;1 vir entonces \/;cpxi <\ ;cp v
2. Si existen inf;cr x; e inf;cyy;, entonces inf;cy x; < inficry;.
Demostracion. (]
Proposicién 13.7.16. Sea A un conjunto ordenado, (x;)ic; una familia en A y
(J1)ier. una familia de subconjuntos de I tal que I = J,c, Ji. Entonces:
1. Si para cadal € L, existe \/
\/leL(\/ieJL x;), y entonces
Vie]xi = \/leL(VieJlxi)'

2. 8i para cada | € L, existe inf;cj, x;, entonces existe inf,er x; si y solo si
existe inficr, (Inf;c 5, x;), y entonces

icd, Tis entonces existe \/iel x; sty solo si existe

inf;erz; = infjep (inf;ey,2;).
Demostracion. O

Corolario 13.7.17. Sea A un conjunto ordenado y (x; ;) j)erxs una familia en
A. Entonces:
1. Sipara cada j € J, existe \/,.; v, entonces existe \/(
st existe \ ;¢ ;(Vier @i,j), y entonces
\/(i,j)eIxei,j = \/jej(\/ie[xi7j)'
2. Sipara cada j € J, existe inficr w; 5, entonces existe inf(; jyerx s i sy sdlo
si existe infjc j(inf,er 25 5), y entonces

ij)erxg Tig SLY sdlo

inf(i,j)elixi,j = fnfjeJ(fnfi€]$i7j).
Demostracion. O
Proposicién 13.7.18. Sea A un conjunto ordenado y X eY dos subconjuntos de

A tales que X CY. Entonces:

1. Siexisten \[ o X y Vv X, siendo Y = (Y, < N(Y xY)), entonces \/, X <
Vv X. Ademds, si \/ , X existe y pertenece a Y, entonces \/y X existe y

VaX=VyX.
2. Si existen info X y infy X, entonces infy X < infa X. Ademds, si infp X
existe y pertenece a 'Y, entonces infy X existe y infa X = infy X.

Demostracion. O

Proposicién 13.7.19. Si un conjunto no vacio de nimeros naturales estd acotado
superiormente, entonces tiene un mdximo.

Demostracion. O

Teorema 13.7.20. Sea A un conjunto linealmente ordenado no vacio tal que:
1.Vee Adye A(z<y).
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2.VX CA(X#0—-3dIme X (Ve e X (m<x))).
3. VX CA(Csupp(X)# 2 —Ine X (Vx e X (x <n))).
Entonces A = N.

Demostracion. O

Definicién 13.7.21. Un conjunto es finito si es isomorfo a un nimero natural.
En caso contrario decimos que es infinito. Ademds, si A es un conjunto, Subgy, (A4)
denota el conjunto de los subconjuntos finitos de A.

Lema 13.7.22. Para cada nimero natural n se cumple que toda aplicacion inyec-
tiva de n en st mismo es sobreyectiva.

Demostracion. La demostracion es por induccién. Sea T' el subconjunto de N defi-

nido como:
T-{néN’Vf:n%n( sifin " >}
entonces f: n—=>n

Se cumple que 0 € T, porque la tinica aplicacién de 0 en si mismo es la aplicacién
identidad, que es biyectiva.

Sea n € Ny supongamos que n € T. Queremos demostrar que entonces nU{n} €
T. O

Corolario 13.7.23 (Dirichlet). Ningin nimero natural es isomorfo a un subcon-
Junto estricto de st mismo.

Demostracion. Si un nimero natural n fuera isomorfo a un subconjunto estricto
X de si mismo, mediante una biyecciéon f: n—— X, entonces, componiendo f
con la inclusién canénica inx , de X en n, obtendriamos una aplicacién inyectiva
inx , o f: n+—mn, luego tal aplicacién deberia ser sobreyectiva. Pero la imagen de
la aplicacién inx ,, 0 f es X que es una parte propia de n. Contradiccién. Por lo tanto
ningin ndmero natural es isomorfo a un subconjunto estricto de si mismo. O

Corolario 13.7.24. Ningun conjunto finito es isomorfo a un subconjunto estricto
de st mismo.

Corolario 13.7.25. Para cada numero natural n se cumple que toda aplicacion
sobreyectiva de n en st mismo es inyectiva.

Demostracion. Sea f: n—+n. Entonces f tiene una inversa por la derecha, i.e.,
existe una aplicacién g: n—sn tal que f o g = id,. Por lo tanto g es inyectiva,
luego biyectiva, de donde fogog™! = g7 !, ie., f = ¢!, asi que f es biyectiva,
luego, en particular, inyectiva. O
Corolario 13.7.26. Ningun nimero natural n es isomorfo a un cociente n/®,
siendo ® una relacion de equivalencia sobre n tal que ® # A,,.

Demostracidn. Si un ntmero natural n fuera isomorfo a un cociente n/®, para
una relacién de equivalencia ® sobre n tal que ® # A,,, mediante una biyeccién
fi: n——=n/®, entonces, componiendo la proyeccién canénica prg de n en n/d
con f~!  obtendrfamos una aplicacién sobreyectiva f~1 o prg: n—n, luego tal
aplicacién deberia ser inyectiva. Pero, por ser ® # A,,, hay dos nimeros naturales
i,j € n tales que i # j pero (i,7) € ®, luego [ile = [jlo, asl que f~1([ils) =
f~Y([j]s). Contradiccién. Por lo tanto ningin nimero natural es isomorfo a un
cociente n/®, siendo ® una relacién de equivalencia sobre n tal que ® # A,,. O

Corolario 13.7.27. Ningin conjunto finito A es isomorfo a un cociente A/®,
siendo ® una relacion de equivalencia sobre A tal que ® # A 4.
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Proposicion 13.7.28. Para cada numero natural n se cumple que no hay ninguna
aplicacion inyectiva de nU {n} en n.

Demostracidn. Supongamos que exista una aplicacién inyectiva f de n U {n} en
n. Entonces, componiendo f con la inclusién canénica in,, ,(n}, obtenemos una
aplicacién inyectiva de nU{n} en sf mismo. Por lo tanto in, nunyof es sobreyectiva,
pero la imagen de la aplicacién in, ,u(n) © f es fln] C n, luego n no estd en tal
imagen. Contradiccién. Por lo tanto, para cada nimero natural n se cumple que no
hay ninguna aplicacién inyectiva de n U {n} en n. d

Corolario 13.7.29. Para cada numero natural n se cumple que no hay ninguna
aplicacion sobreyectiva de n en n'U {n}.

Demostracion. Si existiera una aplicacién sobreyectiva f: n—#n U {n}, entonces
dicha aplicacién tendria una inversa por la derecha, i.e., existiria una aplicaciéon
g: nU{n} —=n tal que fog =id,. Por lo tanto g serfa una aplicacién inyectiva de
nU{n} en n. Contradiccién. Por lo tanto, para cada niimero natural n se cumple
que no hay ninguna aplicacién sobreyectiva de n en n U {n}. O

Corolario 13.7.30 (Dedekind).

1. Cualquier conjunto isomorfo a un subconjunto estricto de si mismo es infi-
nito.
2. El conjunto de los numeros naturales es infinito.

Corolario 13.7.31. Cualquier conjunto finito es isomorfo a un unico nimero na-
tural. Si A es un conjunto finito, al unico nimero natural isomorfo a A lo denomi-
namos el nimero cardinal de A y lo denotamos por card(A).

Lema 13.7.32. Si X es un subconjunto estricto de un numero natural n, entonces
X es isomorfo a un unico niumero natural m € n.

Demostracion. O
Proposicién 13.7.33. Cualquier subconjunto de un conjunto finito es finito.

Proposicién 13.7.34. Si A es un conjunto finito y F' una funcidn, entonces F[A]
es finito. Ademds, card(F[A]) < card(A).

Demostracion. O

Proposicién 13.7.35. Si A es un conjunto finito y cada miembro de A es fini-
to, entonces |JA es finito. Ademds, si card(A) = ny A ={X;|i € n}, en-
tonces card(|JA) <Sum;cncard(X;) y, si X; N X; = & cuando i # j, entonces
card(|J A) =Sum;encard(X;).

Demostracion. O

Proposicién 13.7.36. Si A es un conjunto finito, entonces Sub(A) es finito.
Ademds, se cumple que
card(Sub(A)) = 2¢rd(4),

Demostracion. O

Proposicién 13.7.37. Si A es un conjunto infinito, entonces, para cada n € N,
hay una aplicacion inyectiva de n en A y no hay ningun isomorfismo de n en A.

Demostracion. O

Proposicion 13.7.38. Si A y B son finitos, entonces A X B es finito. Ademds, se
cumple que
card(A x B) = card(A) - card(B).
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Demostracion. O

Proposicién 13.7.39. Si los conjuntos A y B son finitos, entonces también los
conguntos Fnc(A, B), Pfnc(A, B) y Mfnc(A, B) son finitos.

Demostracion. O

Definicién 13.7.40. Sea A un conjunto. Decimos de A que es infinito numerable
si hay un isomorfismo entre A y N. Si tal es el caso, lo denotamos por card(A4) = .
Por otra parte, decimos de A que es numerable si A estd dominado por N. Si tal es
el caso, lo denotamos por card(A4) < Ng.

Proposicion 13.7.41. Cualquier subconjunto infinito de un conjunto infinito nu-
merable es infinito numerable.

Demostracion. O

Corolario 13.7.42. Una condicion necesaria y suficiente para que un conjunto sea
numerable es que sea finito o infinito numerable.

Proposicién 13.7.43. Si A es un conjunto infinito numerable y F' una funcion,
entonces F[A] es numerable.

Demostracion. O

Proposicion 13.7.44. El conjunto de los numeros naturales se puede representar
como la union de un conjunto infinito numerable de conjuntos infinito numerables

Demostracion. O

Usaremos esta 1iltimna proposicién en la teoria de la recursiéon cuando definamos
la nocién de aplicacién de gran amplitud de Kouznetsov.

Proposicion 13.7.45. La union de dos conjuntos infinito numerables es un conjun-
to infinito numerable. Por consiguiente, la union de un conjunto finito de conjuntos
infinito numerables es infinito numerable.

Demostracion. O
Teorema 13.7.46 (Cantor). Hay un isomorfismo de N x N en N.
Demostracion. O

En la teoria de la recursién demostraremos la existencia de aplicaciones recursivas
primitivas biyectivas de N x N en N, para las que las dos aplicaciones asociadas a
la inversa son recursivas primitivas.

Corolario 13.7.47. Si A y B son dos conjuntos infinito numerables, entonces
A x B es infinito numerable. Por consiguiente, para cada niumero natural no nulo n
y cada familia (A; | i € n), si para cada i € n, A; es infinito numerable, entonces
[Lic,, Ai es infinito numerable; en particular, si A es infinito numerable, A™ es
infinito numerable.

Proposicién 13.7.48. Sea (A, | n € N) una familia de conjuntos tal que, para
cadan €N, A, # @ y Ay, es numerable. Entonces |J, oy An es numerable.

Demostracion. O

Corolario 13.7.49. Si A es infinito numerable, entonces A* = |, oy A™ es infinito
numerable. Por consiguiente, si A es infinito numerable, entonces Suban(A) es
infinito numerable.

Proposicién 13.7.50. Sea A un conjunto numerable y R una relacion de equiva-
lencia sobre A. Entonces A/R, el conjunto cociente de A entre R, es numerable.
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Demostracion. O

Teorema 13.7.51 (Cantor). El conjunto de todos los subconjuntos de N es infinito
y no es infinito numerable. Por consiguiente, los conjuntos se dividen en tres grupos:
Los finitos, los infinito numerables y los innumerables. A los conjuntos de los dos
ultimos tipos los denominamos conjuntos transfinitos

Proposicién 13.7.52. Sea A un conjunto y R una relacion binaria en A. Entonces
Pog(R), el preorden generado por R, coincide con |J, .y R", siendo (R™ | n € N)
la familia de relaciones definida por recursion como:

1. RP=A,4.

2. R"t!' = Ro R"™, para cadan € N.
Ast pues, para cada (z,y) € A X A, (z,y) € Pog(R) si y sdlo si x =y o hay un
n €N —1 yuna familia (a; | j €n+1) en A tal que ag = x, a,, =y y para cada
J En, (aj,aj+1) € R.

Por otra parte, Eqg(R), la equivalencia generada por R, coincide con el conjunto

de los pares (x,y) € A x A tales que x = y o hay un n € N — 1 y una familia
(aj | j €n+1) en A tal que ag = x, a, =y y para cada j € n, (aj,a;4+1) € RUR™.

neN

14. CONJUNTOS BIEN ORDENADOS.

14.1. Conjuntos bien ordenados y morfismos. En la secciéon dedicada al
estudio de los nimeros naturales demostramos, entre otras cosas, que tal conjunto
estd bien ordenado. Ahora, por ser fundamental para la teoria de conjuntos y teorias
afines, nos vamos a ocupar del estudio de los conjuntos bien ordenados en general,
asi como de los morfismos entre los mismos. Una vez llevada a cabo tal tarea,
demostraremos, siguiendo a Cantor, que el universo de discurso WO, formado por
los conjuntos bien ordenados y los morfismos entre ellos, tiene un esqueleto, i.e.,
hay una clase de conjuntos bien ordenados ON, la clase de los ordinales, que tiene
las siguientes propiedades:

» V(o €q), (Bs eﬁ) € ON ((Oé,Ea) = (8, EB) = (a, €q) = (B, eﬂ))'

» VA € WO3(a,€,) € ON (A = (a, €q) ).
Recordemos que ya demostramos que el conjunto de los nimeros naturales es un
esqueleto para el universo de discurso formado por los conjuntos finitos y las aplica-
ciones entre ellos. Ademds, en relacién con la ley del pensamiento de Cantor, segin
la cual “siempre sea posible reducir cada conjunto bien definido a la forma de un
conjunto bien ordenado”, dijo Hilbert:

Any system of real numbers is said to be ordered, if for every two num-
bers of the system it is determined which one is the earlier and which
the later, and if at the same time this determination is of such a kind
that, if a is before b and b is before ¢, then a always comes before c.
The natural arrangement of numbers of a system is defined to be that
in which the smaller precedes the larger. But there are, as is easily seen,
infinitely many other ways in which the numbers of a system may be
arranged.

If we think of a definite arrangement of numbers and select from
them a particular system of these numbers, a so-called partial system or
assemblage, this partial system will also prove to be ordered. Now Cantor
considers a particular kind of ordered assemblage which he designates as
a well ordered assemblage and which is characterized in this way, that
not only in the assemblage itself but also in every partial assemblage
there exists a first number. The system of integers 1, 2, 3, ...in their
natural order is evidently a well ordered assemblage. On the other hand
the system of all real numbers, i.e., the continuum in its natural order, is
evidently not well ordered. For, if we think of the points of a segment of



182 JUAN CLIMENT

a straight line, with its initial point excluded, as our partial assemblage,
it will have no first element.

The question now arises whether the totality of all [real] numbers
may not be arranged in another manner so that every partial assem-
blage may have a first element, i.e., whether the continuum cannot be
considered as a well ordered assemblage—a question which Cantor thinks
must be answered in the affirmative. It appears to me most desirable to
obtain a direct proof of this remarkable statement of Cantor’s, perhaps
by actually giving an arrangement of numbers such that in every partial
system a first number can be pointed out.

Como veremos en el transcurso de esta seccién, el anterior problema, uno de los
problemas fundamentales de la matematica de principios del siglo X X, fue resuelto
por Zermelo al demostrar éste en 1904, a partir de su axioma de eleccién, el principio
del buen orden, segun el cual sobre todo conjunto hay un buen orden. De modo que
una ley del pensamiento, el principio del buen orden, quedd, en manos de Zermelo,
reducida a un teorema, que resultd, en definitiva, ser equivalente al principio ldgico
de eleccién de Zermelo.

Definicién 14.1.1. Sea A un conjunto. Un buen orden sobre A es un orden <
sobre A tal que cada subconjunto no vacio X de A tiene un primer elemento, i.e.,
hay un a € X para el que se cumple que, para cada r € X, a < x. Denotamos por
WO(A) el conjunto de todos los buenos érdenes sobre el conjunto A. Un conjunto
bien ordenado es un par A = (A, <) en el que A es un conjunto y < un buen orden
sobre A.

Ahora caracterizamos a los conjuntos bien ordenados mediante las secciones fi-
nales.

Proposicién 14.1.2. Sea (A, <) un conjunto linealmente ordenado. Entonces son
equivalentes:

1. Toda seccion final no vacia de (A, <) tiene un minimo.
2. Todo subconjunto no vacio de A tiene un minimo.

Demostracion. Supongamos que toda seccién final no vacia de (4, <) tenga un
minimo. Sea P un subconjunto no vacio de A. Consideremos el subconjunto @ =
ﬂpEP l< p de A, formado por todos los minorantes estrictos de P en (A4, <).
Entonces el conjunto A — Q = UpeP ff< p es una seccién final de (A, <) que
contiene a P, luego A — @Q # . Por lo tanto A — @) tiene un minimo ag. Se cumple
que ag < p, sea cual sea p € P. Ademas, ag € P, ya que si, para cada p € P, ag # p,
entonces, para cada p € P, por ser < lineal, ag > p 0 ag < p, pero no se cumple
que ag > p, luego, para cada p € P, ag < p, i.e., a9 € Q = mpEP J< p, pero eso es
imposible, ya que ag € A — Q. O

Ejercicio 14.1.3. Demuéstrese que A — @ = UpeP f'< p es una seccién final de
(A, <) que contiene a P.

Proposicién 14.1.4. Sea (A, <) un conjunto bien ordenado y X un subconjunto
de A. Entonces (X, < N(X x X)), al que también denotamos por (X,<x) es un
conjunto bien ordenado.

Vamos a determinar a continuacién las formas de las secciones iniciales y finales
de los conjuntos bien ordenados. Recordemos que, en la tercera seccién, dados un
conjunto A y una relacién binaria R sobre A, dijimos que un subconjunto X de A
es una R-seccién inicial de A, si junto a un z € X contiene al conjunto |gp x =
{y€e A| (y,x) € R} de todos los R-predecesores de z, i.e.,siVz € X (lgp 2z C X ),
0, lo que es equivalente, ya que R™1[X] = Usex dr o, si R71[X] C X. Ademss,
denotamos por Sec(A, R) el conjunto de todas las R-secciones iniciales de A.
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Convenimos, de ahora en adelante, que cuando hablemos de una seccidn inicial
(A, <), entenderemos por ello, dependiendo del contexto, o un subconjunto X de
A tal que X sea una seccidn inicial de (4, <), o un conjunto bien ordenado (X, <)
tal que X C A, X sea una seccién inicial de (4,<) y <=<x. De modo que la
ampliacién, inesencial, del significado del concepto de seccién inicial, ha consistido
en denominar también asi a los conjuntos bien ordenados que se obtienen a partir de
las secciones iniciales de un conjunto bien ordenado dado, cuando a tales secciones

iniciales se las dota del buen orden que se obtiene por restriccién del buen orden
dado.

Proposicién 14.1.5. Sea (A, <) un conjunto bien ordenado. Entonces el conjunto
de las secciones finales de (A, <) es {ft< a | a € A}. Mientras que el conjunto de
las secciones iniciales es {l< a|a€ A} U{A}.

Demostracion. Si X es una seccion inicial de A distinta de A, entonces el conjunto
A — X tiene un primer elemento a. Se cumple que X =/ . a porque, por una parte,
six €lc a,ie., z<a,entonces z € X, yaquesiax € X,z € A— X, luego a < z,
contradiccién, y, por otra, si x € X, entonces x €. a, ya que si ¢ €l a, a < x,
luego, por ser X una seccion inicial de A, a € X, contradiccién. O

Proposicién 14.1.6. Si A es un conjunto bien ordenado, entonces el par Sec(A) =
(Sec<(A),C) es un conjunto bien ordenado.

Demostracion. O

Definicién 14.1.7. Sean A y B dos conjuntos bien ordenados. Una aplicacion
estrictamente isotona o, simplemente, un morfismo de A en B es un triplo orde-
nado (A, f,B), abreviado como f y denotado por f: A——=B, en el que [ es una
aplicacién de A en B tal que

Ve,y e Az <y — f(z) < f(y))-

Proposicién 14.1.8. Sean A, B, C y D cuatro conjuntos bien ordenados y f: A—B,
g: B——=C y h: C——=D tres morfismos. Entonces:

1. Siendoida = (A,ida, A), se cumple que ida: A —= A es un endomorfismo
de A.

2. Siendo go f = (A,go f,C), se cumple que go f: A——=C es un morfismo
de A en C.

3. (Asociatividad). El diagrama:

hog
golf !
\\_(_j/hD
ho(gof)

conmuta.
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4. (Neutros). Los diagramas:

o}

f idp

B

conmutan.

Ejercicio 14.1.9. Sea A un conjunto. Demuéstrese que hay una familia no vacia
de conjuntos bien ordenados (A;, <;);er y una familia de aplicaciones (1;);e; con
1n;: A— A;, para cada i € I, tal que, para cada conjunto bien ordenado B y cada
aplicacién inyectiva f: A+— B, existe un tnico indice ¢ € I y un unico morfismo
fir (A, <;)—=B tal que f = f;on;.

Proposicion 14.1.10. Los epimorfismos entre conjuntos bien ordenados coinciden
con los morfismos sobreyectivos entre los mismos.

Demostracion. Sean Ay B dos conjuntos bien ordenados y f: A — B un morfis-
mo. Es evidente que si f es sobreyectivo, entonces es un epimorfismo. Si el morfismo
f mno fuera sobreyectivo, existirfa al menos un b € B — Im(f). Sea by un elemento
de B que no sea el valor mediante f de algiin a € A y sean &y, £ dos conjuntos
tales que & # &y BN {&,& } = @ (tales conjuntos, en virtud del axioma de
regularidad, existen y son, e. g., (B,0) y (B,1)). Entonces el par C = (C, <), en
el que C' = (B — {bo}) U{&0,&1}, ie., C se obtiene de B eliminando un punto de
B, pero a costa de doblarlo, y < la unién de <p_yp,3, la restriccion de la relacion
sobre B a B — {bo}, { (€0,&1) } v las relaciones { (b,&) |b€ B—{bo} yb<by}y
{(&1,b) | be B—{bp} y bp < b}, es un conjunto bien ordenado y las aplicaciones
g,h: B——C' definidas como:
B—C
99 b s o) {b, sibe B—{b};

o, 81 b= by,

B—C

. B_ )
b s (D) = b, s?be {bo};
fl, Slb:bo,

respectivamente, son morfismos de B en C tales que g # h pero go f =ho f. [

h

Lo mismo que en otras situaciones, una vez disponemos de los objetos matemati-
cos de interés asi como de los morfismos entre tales objetos matemaéticos y las
composiciones de estos ultimos, en este caso los conjuntos bien ordenados, las apli-
caciones estrictamente isétonas entre ellos y las composiciones de ellas, definimos el
concepto de isomorfismo entre tales entidades, que, para el caso que nos ocupa, nos
permite definir, tal como hizo Cantor, una relaciéon de equivalencia sobre la clase
‘WO de los conjuntos bien ordenados, la de similaridad, y, por lo tanto, clasificar a
los conjuntos bien ordenados en clases de similaridad, siendo, desde este punto de
vista, dos conjuntos bien ordenados indistinguibles exactamente si tienen el mismo
tipo de similaridad, i.e., si son isomorfos. Puesto que, salvo para la clase de equi-
valencia de un conjunto bien ordenado especial, que hara respecto de los conjuntos
bien ordenados, el mismo papel que hace el conjunto vacio respecto de los conjun-
tos, las anteriores clases de similaridad son verdaderas clases, i.e., clases propias,
no las podremos usar como objetos matematicos legitimos en la teoria de conjuntos
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de Zermelo-Fraenkel-Skolem, que representen a los ordinales. Mas adelante, una
vez hayamos establecido el principio de la demostraciéon por induccién transfinita,
el de la definicién por recursion transfinita, introducido el esquema axiomatico de
reemplazo y estudiado algunas de las propiedades de los conjuntos bien ordenados,
definiremos a los ordinales, siguiendo a von Neumann, como ciertos representantes
candnicos de las anteriores clases de similaridad y ello de modo que, junto con los
morfismos entre ellos, constituyan un esqueleto de la clase WO y sus morfismos.

Definicién 14.1.11. Decimos que un morfismo f de un conjunto bien ordenado A
en otro B, es un isomorfismo si existe un morfismo g: B——= A tal que go f = ida

y fog=idp.

Proposicién 14.1.12. Si f es un isomorfismo de A en B, entonces hay un inico
morfismo g de B en A tal que go f =ida y f o g =idg. Al unico morfismo de B
en A con tal propiedad lo denotamos por f~' y lo denominamos el inverso de f.

Podriamos creer que, asi como un conjunto no subfinal, i.e., uno que no sea ni el
conjunto vacio ni un conjunto final, tiene mas de un automorfismo, un conjunto bien
ordenado A cuyo conjunto subyacente no sea subfinal, deberfa tener también maés
de un automorfismos, i.e., mas de un isomorfismo de A en si mismo. Més adelante,
cuando dispongamos del principio de la demostracién por induccién transfinita, de-
mostraremos que los conjuntos bien ordenados son constructos rigidos, i.e., objetos
matematicos que no tienen mas automorfismos que el automorfismo identidad vy,
ademds, que de un conjunto bien ordenado en otro hay a lo sumo un isomorfismo.

Ejercicio 14.1.13. Demuéstrese que:

1. Un morfismo f de un conjunto bien ordenado A en otro B es un isomorfismo
si y s6lo si es una biyeccién.

2. Si f es un isomorfismo de A en B y g lo es de B en C, entonces go f lo es
de AenCy (gof) ' =flog™"

3. Si f es un isomorfismo de A en B, entonces f~!loesde Ben Ay (f~1)7! =
I

Ejercicio 14.1.14. Demuéstrese que un conjunto bien ordenado A nunca es iso-
morfo al conjunto bien ordenado Sec(A), de sus secciones iniciales. Pero que siem-
pre es isomorfo a una seccién inicial estricta de Sec(A).

Proposicién 14.1.15. Si dos conjuntos bien ordenados A y B son isomorfos,
mediante el isomorfismo f, entonces los conjuntos bien ordenados Sec(A) y Sec(B)
son isomorfos, mediante el isomorfismo Sec(f) que a una seccion inicial estricta
l< a de A le asigna la seccidn inicial estricta L« f(a) de B y a la seccidn inicial A
la seccion inicial B, y, para cada seccion inicial estricta |« a de A, se cumple que
(< a, <y a) ¥y U< fla), <y_f(a)) también son isomorfas. Ademds, el diagrama:

A A Sec(A)

f Sec(f)

B T SeC(B)

en el que na es el morfismo candnico que a un a € A le asigna la seccidon inicial
l< a ynB el morfismo candnico que a un b € B le asigna la seccion inicial | < b,
es conmutativo.

Demostracion. O
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Corolario 14.1.16. Sean A y B dos conjuntos bien ordenados. Si (1< a,<;_qa)
y (< b,<y_p) son dos secciones iniciales de A y B, respectivamente, isomorfas,
entonces Sec(l< a,<|_q) y Sec(l< b, <|_q) también son isomorfos.

Corolario 14.1.17. Sean A y B dos conjuntos bien ordenados. Si una seccion
inicial de A mo es isomorfa a ninguna seccion inicial de B, entonces minguna
seccion inicial de A posterior a la primera, serd isomorfa a alguna seccion inicial
de B.

Proposicion 14.1.18. Si f es un morfismo del conjunto bien ordenado A en el
conjunto bien ordenado B, entonces f es inyectivo y, para cada x,y € A, tenemos
que x < y sty sdlo si f(x) < f(y). Por consiguiente f%, la sobreyectivizada de f,
es un isomorfismo de A en Im(f).

Demostracion. Six # y, entonces, o bien z < y o bien y < x, y, en cualquiera de los
dos casos, f(z) # f(y). Por consiguiente f es inyectiva. Por otra parte, si z,y € A
son tales que f(z) < f(y), entonces & < y, ya que en caso contrario, i.e., si x > y,
entonces, f(x) > f(y), contradiccion. O

Teorema 14.1.19. Sea A un conjunto bien ordenado y X C A. Si f es un isomor-
fismo de A en (X, <x), entonces, para cada a € A, a < f(a), i.e., [ es extensiva.

Demostracion. Al ser f un isomorfismo de A en (X, <x), la composicién de f y
de la inclusién candnica de (X, <x) en A es una aplicacién estrictamente isétona
de A en s{ mismo. Si no se cumpliera que, para cada a € A, a < f(a), entonces
el subconjunto {a € A | f(a) < a} de A no seria vacio, por lo tanto, ya que A es
un conjunto bien ordenado, tendria un minimo ag. Ahora bien, por ser inx o f un
endomorfismo de A, tendriamos que f(f(ap)) < f(ao), con lo cual obtendriamos
una contradiccién, ya que ag no serfa el minimo de {a € A | f(a) < a}. Luego,
para cada a € A, a < f(a). O

A partir del teorema anterior vamos a obtener una serie de corolarios, debidos
a Cantor, que profundizan en la naturaleza de los conjuntos bien ordenados. Pero
antes establecemos el principio de la demostracién por induccién transfinita, abre-
viado como PDIT, similar al de induccioén finita, pero para conjuntos bien ordenados
arbitrarios, del que haremos uso en alguna de las proposiciones que siguen.

Teorema 14.1.20 (PDIT). Sea A = (A, <) un conjunto bien ordenado y X un
subconjunto de A. Entonces una condicion suficiente para que X = A es que, para
cadaa€ A, a e X silcaCX.

Demostracion. Supongamos que, para cada a € A, a € X si l« a C X. Si el
subconjunto X de A fuera distinto de A, tendriamos que A — X # &, luego, por
ser A un conjunto bien ordenado, el subconjunto A — X de A tendria un primer
elemento a. Por lo tanto |~ a C X, asi que a € X, lo cual es absurdo. De modo
que podemos afirmar que X = A. O

Proposicién 14.1.21. Sea A un conjunto linealmente ordenado tal que A sea el
unico subconjunto X de A con la propiedad de que, para cada a € A, a € X si
d< a C X. Entonces A es un conjunto bien ordenado.

Demostracion. Sea X un subconjunto no vacio de A. Vamos a demostrar que X
tiene un minimo. Para el conjunto (), .y l< 2 de las cotas inferiores estrictas de X
en A, se cumple que ((,.y < ) N X = &, porque, en caso contrario, existirfa un
r € X tal que 2 < x, contradiccién. Ademds, (), .y }< 2 no tiene la propiedad de
que, para cada a € A, a € (,cx < 81 l< a €, cx I< 2, porque si la tuviera
MNaex +< = A, luego AN X = @, contradiccién. Por lo tanto, hay un a € A tal
que < a C(\,cx +< @ pero a € (), cx 4< 2, i.e., hay un a € A tal que, para cada
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y € A, siy<a,entonces,paracadaaceX,y<xyan:A—ﬂz€X¢<x. No
sélo existe un a € A con las propiedades mencionadas, sino que ademas es tinico y el
minimo de X. En efecto, sib € A fueratal que |« b C [\, cx <« 2y 0 & Nex < 2,
b no podria ser elemento de |« a, porque si lo fuera, entonces b € (|, cx < Ty
b ¢ (Nyex +< T, contradiccién; y tampoco podria ser a elemento de |« b, porque
si lo fuera, entonces a € (,cx {< Ty @ €[\, cx < 7, contradiccién. Por lo tanto
b = a. El elemento a es el minimo de X, porque si no lo fuera, existiria un xg en
X tal que z¢p < a, pero a tiene la propiedad de que, para cada y € A, si y < a,
entonces, para cada x € X, y < z, luego xg < g, contradiccion . O

Asi pues, para un conjunto linealmente ordenado A, son equivalentes:

= Todo subconjunto no vacio de A tiene un primer elemento.
= El conjunto A es el inico subconjunto X de A con la propiedad de que, para
cadaa€ A,a€ X silcaCX.

Corolario 14.1.22. Todo endomorfismo de un conjunto bien ordenado es extensi-
0.

Demostracion. Sea f un endomorfismo de A, Xy ={z € A|z < f(z)}yac A
tal que |« a € X¢. Queremos demostrar que entonces a € X¢. Si a es el minimo de
A, entonces, obviamente, a € X¢. Si a no es el primer elemento de A, sea y €/« a.
Entonces, por ser f morfismo, f(y) < f(a) y, por ser L« a C Xy, y < f(y), luego
y < f(a), para cada y €|« a, i.e., f(a) estd estrictamente precedido por todos los
predecesores estrictos de a. Por consiguiente f(a) € A— | < a, ya que, si no, existiria
un predecesor estricto de a, el propio f(a), al que sucederia un predecesor estricto
de a, el mismo f(a). Luego, ya que a es el primer elemento de A— |« a, a < f(a),
i.e., a € Xy Podemos por consiguiente afirmar que Xy = A. O

Corolario 14.1.23. Un conjunto bien ordenado A = (A, <) no es isomorfo a
ninguna de sus secciones iniciales estrictas.

Demostracion. Si existiera un a € A tal que A fuera isomorfo a (I« a,<|_.),
mediante un isomorfismo f, entonces a < f(a), contradiccién. O

Tal como indic6é Cantor, aunque, en virtud del anterior corolario, ningiin conjunto
bien ordenado es isomorfo a una de sus secciones iniciales estrictas, sin embargo,
si el conjunto bien ordenado A es tal que A es infinito, siempre hay otras partes
estrictas de A, que con el buen orden inducido por el de A, son isomorfas a A.

Corolario 14.1.24. Dos secciones iniciales distintas de un conjunto bien ordenado
no son isomorfas

Demostracion. Sea A un conjunto bien ordenado y (I« z,<|_z), (l< ¥, <y _y) dos
secciones iniciales distintas de A. Entonces, o bien z < y o bien y < x. Si = < y,
entonces (< x,<,_z) es una seccién inicial estricta del conjunto bien ordenado
(d< y, <y_y), luego, en virtud de 14.1.23, dichas secciones iniciales no son isomorfas.
Del mismo modo, si y < z, (J< ¥y, <|_y) es una seccién inicial estricta del conjunto
bien ordenado (< ,<|_z), luego, en virtud de 14.1.23, dichas secciones iniciales
no son isomorfas. O

Corolario 14.1.25. Sean A y B dos conjuntos bien ordenados. Entonces cada
seccion inicial de A es isomorfa a lo sumo a una seccion inicial de B.

Demostracion. Si una seccién inicial de A fuera isomorfa a dos secciones iniciales
distintas de B, estas dos tltimas serian isomorfas, en contra del corolario anterior.
O
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Antes de considerar otros corolarios del teorema 14.1.19, establecemos otra ca-
racterizacion de los conjuntos bien ordenados, a partir de la cual demostraremos
otra propiedad de los conjuntos bien ordenados.

Proposicion 14.1.26. Sea A un conjunto linealmente ordenado. Una condicidn
necesaria y suficiente para que A sea un conjunto bien ordenado es que no ecista
ninguna w-sucesion (Tp)nen en A tal que, para cadan € N, x, > Tpy1.

Demostracion. Si A es un conjunto bien ordenado, entonces no puede haber nin-
guna w-sucesion (z,)ney en A tal que, para cada n € N, x,, > x,41. Porque si la
hubiera, el conjunto {z, | n € N} no tendrfa un minimo, contradiccién. Por otra
parte, si el conjunto linealmente ordenado A no fuera bien ordenado, entonces A
tendria una parte no vacia X sin primer elemento. Sea xy € X, arbitrario pero
fijo. Entonces, ya que X no tiene minimo, para xg, hay al menos un y € X tal que
y < zg. Sea 1 € X tal que 1 < xo. Supongamos, paran > 1, elegidos xg, ..., Tp_1
en X de modo que zg < x1 < ... < T,_1. Entonces, por no tener X minimo, hay
un y € X tal que y < z,_1. Sea z,, € X tal que z,, < x,,—1. De este modo hemos
obtenido una w-sucesion (z,),en en A tal que, para cada n € N, x,, > x,,41. Por
lo tanto, si no hay sucesiones de ése tipo en A, tenemos que A es un conjunto bien
ordenado. 0

Corolario 14.1.27. Un conjunto bien ordenado A no es isomorfo a ninguna parte,
bien ordenada por restriccion, de ninguna sus secciones iniciales estrictas.

Demostracion. Supongamos que el conjunto bien ordenado A sea isomorfo a (X, <x
), siendo X una parte de una seccién inicial estricta |« ag de A. Se cumple que
X #|< ag, porque en caso contrario A seria isomorfo a una de sus secciones ini-
ciales estrictas, que es una contradiccién. Entonces, por la proposicion 14.1.15, la
seccién inicial estricta (l< ag, <|_aq,) de A es isomorfa con una tnica una seccién
inicial estricta (J<, a1,<;_ _a, de (X, <x). Puesto que X Cl< ag, a1 €l< ap y
l<x a1 Cl< ag, esto ultimo se cumple porque, en caso contrario, el conjunto bien
ordenado (1< ag, <j_q,) seria isomorfo a una de sus secciones iniciales, que es una
contradiccién. Esté claro que procediendo de este modo obtenemos una w-sucesion
(an)nen en A tal que, para cada n € N, a,, > a,,11, que es una contradiccién. O

El corolario que sigue establece que los conjuntos bien ordenados son constructos
rigidos, i.e., que no tienen mas automorfismos que la identidad.

Corolario 14.1.28. 5i A = (A, <) un conjunto bien ordenado, entonces ida es el
unico automorfismo de A.

Demostracion. Sea f un automorfismo de A y x € A. Entonces, ya que fy f~! son
endomorfismos, en virtud de 14.1.22, z < f(z) y = < f~*(z). Por lo tanto z < f(x)
v f(z) < f(f~Yx)) = , luego f(x) = x. Por consiguiente f = ida. O

Ejercicio 14.1.29. Demuéstrese que el conjunto linealmente ordenado (Z, <) de
los nimeros enteros tiene una infinidad de automorfismos.

El siguiente corolario afirma que de un conjunto bien ordenado en otro no puede
haber mas de un isomorfismo.

Corolario 14.1.30. Sean A y B dos conjuntos bien ordenados. Si f,g son dos
isomorfismos de A en B, entonces f = g.

Demostracién. Sea x € A. Entonces, ya que g~ ! o f es un endomorfismo de A, en

virtud de 14.1.22, x < g~ 1(f(2)), luego g(z) < g(97'(f(z))) = f(x). Del mismo
modo, ya que f~'og es un endomorfismo de A, en virtud de 14.1.22, z < f~*(g(x)),
luego f(z) < f(f (g(x))) = g(z). De donde f(z) = g(z). Por consiguiente f =
g. U
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Corolario 14.1.31. Dos secciones iniciales distintas de un mismo conjunto bien
ordenado no son isomorfas. Por lo tanto un conjunto bien ordenado no puede ser
isomorfo a dos secciones iniciales distintas de un mismo conjunto bien ordenado.

Demostracion. Sea A un conjunto bien ordenado y S, T dos secciones iniciales
distintas de A. Entonces, o bien S= Ay T =|. y, parauny € A, o bien S =| - =,
paraun x € Ay T = A, o bien S =|. x, paraun ¢ € A, T =], y, para un
y € A,y ¢ # y. Tanto en el primero como en el segundo caso, las dos secciones
iniciales no pueden ser isomorfas, porque un conjunto bien ordenado no es isomorfo
a ninguna de sus secciones iniciales estrictas. En el tdltimo caso, por ser x # y,
tenemos que z < y 0 y < x, luego S es una seccién inicial estricta de T o T es una
seccién inicial estricta de S, luego, por el mismo motivo que antes, S y no pueden
ser isomorfos. O

A continuacién establecemos un lema que nos permitird demostrar el teorema
de Cantor sobre la comparabilidad de los conjuntos bien ordenados.

Lema 14.1.32. Sean A y A’ dos conjuntos bien ordenados. Supongamos que las
aplicaciones parciales f: A——A" yg: A—— A’ sean tales que:

1. Para cada z,y € Dom(f), si x <y, entonces f(x) < f(y).

2. Para cada x,y € Dom(g), si x <y, entonces g(x) < g(y).

3. Dom(f) y Dom(g) son secciones iniciales de A y Dom(f) C Dom(g).
4. Tm(f) y Im(g) son secciones iniciales de A’.

Entonces, para cada x € Dom(f), se cumple que f(x) = g(x).

Demostracion. Supongamos que exista un « € Dom(f) tal que f(x) # g(x). Sea xq
el minimo elemento de Dom( f) con dicha propiedad. Veamos que si f(xq) > g(xo),
entonces obtenemos una contradicciéon. En efecto, por una parte, al ser f[Dom(f)]
una seccién inicial de A’; a ella pertenece g(zg) y, por otra, para cada z € Dom(f),
f(z) # g(xo), ie., g(zg) € f[Dom(f)], ya que, para x € Dom(f), si z < o,
entonces f(z) = g(z) < g(xo), luego f(x) # g(xo), mientras que si x > xg, entonces
f(@) < f(x0) > g(xg), luego también f(x) # g(xp). Del mismo modo, suponer que
g(xo) > f(xg), también conduce a una contradiccién. Por consiguiente, para cada
x € Dom(f), tenemos que f(z) = g(z). O

Definicién 14.1.33. Sean A y A’ dos conjuntos bien ordenados. Decimos que A
precede ordinalmente a A’, y lo denotamos por A < A’, si hay un morfismo de
A en A’ cuya imagen es una seccién inicial de A’, i.e., si A es isomorfo a una
seccién inicial de A’. Ademds, decimos que A es ordinalmente equivalente a A’,
y lo denotamos por A = A’ si hay un morfismo de A en A’ cuya imagen es A'.
En este tdltimo caso también decimos que A y A’ son ordinalmente similares o,
simplemente, que son similares.

Proposicién 14.1.34. Sean A, A’ y A" tres conjuntos bien ordenados. Entonces
tenemos que:

1. A A.

2. SiA<A yA'x A", entonces A < A",

3. Una condicidén necesaria y suficiente para que A = A’ es que A < A y
A <A

A=A.

Si A =A’, entonces A’ = A.

SiA=A"yA'=A", entonces A =A".

Si X es una seccion inicial de A y (X, <x) = A, entonces X = A.

NS ot
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Por lo tanto la clase relacional <X preordena o la clase de todos los conjuntos bien
ordenados, mientras que la clase relacional = es una equivalencia sobre la misma
clase.

Demostracion. La ultima afirmacion es consecuencia del lema anterior, ya que, si
[ es un isomorfismo de A en (X, <x), se cumple que in(x,<,)o f = ida. Por lo
tanto X = A.

Veamos por tltimo, que A < A’ y A’ < A son suficientes para que A = A’.
De la hipétesis concluimos que hay un morfismo f de A en A’ cuya imagen es una
seccién inicial de A’ y que hay un morfismo g de A’ en A cuya imagen es una
seccion inicial de A. Entonces g o f es un endomorfismo de A cuya imagen es una
seccidn inicial de A, luego g o f = ida, de donde g[A’] = A, porque g[f[A]] = Ay
f[A] € A’. Por consiguiente A = A’. O

Antes de demostrar que dos conjuntos bien ordenados son siempre ordinalmente
comparables, verificamos ciertas incompatibilidades para los conjuntos bien ordena-
dos y un lema sobre la unién de familias de conjuntos bien ordenados que cumplan
ciertas condiciones.

Proposicion 14.1.35. Sea A y B dos conjuntos bien ordenados. Entonces las
condiciones:

(a) A y B son isomorfos,

(b) A es isomorfo a una seccién inicial estricta de B,

(c) B es isomorfo a una seccion inicial estricta de A,

son dos a dos incompatibles.

Demostracion. Es evidente que la primera y la segunda, asi como la primera y la
tercera, son incompatibles. La segunda y la tercera también lo son, porque si A fuera
isomorfo a una seccién inicial estricta (l< y,<;_,) de B y B lo fuera a una seccién
inicial estricta (J< z,<;_,) de A, entonces existirfa una seccién inicial estricta
(< v, <y y) de (I« y, < _y) isomorfa a la seccién inicial estricta (1< x,<|_,) de
A.. Luego B serfa isomorfo a su seccién inicial estricta ({< ¢, <|_,), que contradiria
a la proposicién 14.1.23. (]

Lema 14.1.36. Sea I un conjunto y, para cada i € I, A; = (A;,<;) un conjunto
bien ordenado. Si, para cada i,j € I, A; es una seccion inicial de Aj; o Aj lo es
de A, entonces (U;c; Ai, U;er <i) es un conjunto bien ordenado.

Demostracion. O

Teorema 14.1.37 (de comparabilidad). Sean A y A’ dos conjuntos bien ordena-
dos. Entonces A X A’ 0o A’ X A, i.e., A es isomorfo a una seccién inicial de A’ o
A’ lo es a una de A. Por consiguiente la clase relacional < preordena linealmente
a la clase de todos los conjuntos bien ordenados.

Demostracion. SeaFa a+ el conjunto de todas las aplicaciones parciales f: A—— A’
tales que, para cada x,y € Dom(f), si < y, entonces f(z) < f(y), Dom(f) es una
seccidn inicial de A e Im(f) una seccién inicial de A’. Entonces, dadas f,g € Fa ar,
se cumple que f < g o g < f, porque, o bien, Dom(f) = Dom(g) y entonces, en
virtud del lema 14.1.32, f = ¢, luego f < g 0 ¢ < f, o bien, Dom(f) # Dom(g)
y Dom(g) = A y entonces, en virtud del lema 14.1.32, f < g, o bien Dom(f) #
Dom(g) y Dom(f) = A y entonces, en virtud del lema 14.1.32, g < f, o bien
Dom(f) # Dom(g), Dom(f) # A y Dom(g) # A, pero entonces Dom(f) =l x¢
y Dom(g) =l< x4, para algunos zs,z, € A, luego x5 < x4 0 x4 < xf, ¥y por
lo tanto, en virtud del lema 14.1.32, f < go g < f. Asi que h = UfeFA N f es
una aplicacién parcial de A en A’. Ademds, ya que Dom(h) = UfeFA,A/ de(f) e
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Im(h) = UfGFA,A/ Im(f), ambos son secciones iniciales de A y A’, respectivamente,

y es evidente que, para cada z,y € Dom(h), si < y, entonces h(z) < h(y). Por
consiguiente h € Fa a-.

Si Dom(h) = A, entonces hay un morfismo de A en A’, el propio h, mientras
que si Im(h) = A’, entonces hay un morfismo de A’ en A, la composicién de h=! y
de la inclusién de Dom(h) en A. Por dltimo, no puede ocurrir que Dom(h) # Ay
Im(h) # A’, ya que si tal fuera el caso, entonces, siendo z( el primer elemento del
subconjunto no vacio A —Dom(h) de A y x el primer elemento del subconjunto no
vacio A" — Im(h) de A, para t = h U { (w0, z() }, tendriamos que ¢ € Fa a/, luego
t < h, contradiccién. O

Corolario 14.1.38. Sean A y B dos conjuntos bien ordenados. Entonces, o bien
A y B son isomorfos, o bien A es isomorfo a una unica seccion inicial de B, o
bien B es isomorfo a una unica seccion inicial de A.

Corolario 14.1.39. Sea A un conjunto bien ordenado y X C A. Si (X,<x) no
es isomorfo a ninguna seccion inicial estricta de A, entonces es isomorfo a A.

Demostracion. Si el conjunto bien ordenado (X, <x) no fuera isomorfo a ninguna
seccién inicial ni tampoco a A, entonces, en virtud del teorema de comparabili-
dad, existirfa una seccién inicial (J<, z,<;_ ) de (X,<x) isomorfa a A. Pero
l<x « es un subconjunto de |~ x. Luego A seria isomorfo a una parte, bien or-
denada por el orden inducido, de una seccién inicial de A, lo cual contradice a la
proposicién 14.1.27 O

15. EL TEOREMA DE CANTOR-BERNSTEIN PARA LOS CONJUNTOS BIEN
ORDENADOS.

Recordemos que para dos conjuntos amorfos, i.e., dos conjuntos desestructura-
dos, demostramos que una condicién suficiente para que fueran isomorfos, era la de
que uno dominara al otro y el otro al uno, en el sentido de que existieran aplicaciones
inyectivas de uno en el otro y del otro en el uno. En esta seccién demostramos que
el teorema de Cantor-Bernstein también se cumple para los conjuntos que estan do-
tados de una estructura de buena ordenacion, y respecto de la comparacién ordinal
definida en la seccién previa.

Proposicién 15.0.40. Sean (A, <) y (B, <) dos conjuntos bien ordenados para
los que se cumpla que (A, <) sea isomorfo a una seccidn inicial de (B, <) (con el
orden inducido) y (B, <) sea isomorfo a una seccidon inicial de (A, <) (con el orden
inducido). Entonces A= B

Demostracion. Sea f: (A, <)—(By, <) un isomorfismo de (A, <) en (By, <),
siendo By una seccién inicial de (B, <), y g: (B, <)—(Ap, <) un isomorfismo
de (B, <) en (Ap, <), siendo Ay una seccién inicial de (A4, <).

Ahora consideremos el diagrama

g@o]
f 9l
A 0 g [ﬁo]
inp, p g[B,].A,
E —g> Ao

Se cumple que g[Bp] es una seccién inicial de (A, <) y que la composicién de los

J

isomorfismos f y g‘%@" es un isomorfismo de A en g[B,]. Por lo tanto g[By] = A,
Ly

luego g[B] = A, asi que A y B son isomorfos.
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16. EL TEOREMA DE COMPARABILIDAD PARA LOS CONJUNTOS BIEN
ORDENADOS.

Demostramos en esta seccién que dos conjuntos bien ordenados cualesquiera
siempre son comparables.

Teorema 16.0.41. Si A y B son dos conjuntos bien ordenados, entonces existe
un isomorfismo de A en una seccion inicial de B o existe un isomorfismo de B en
una seccion inicial de A.

Demostracion. Sobre el conjunto |Jxegec. (4), Is0(X,Y), de los isomorfismos entre
Y eSec (B)
secciones iniciales de A y de B consideremos la relacién binaria < que consta de los

pares (f, f'), con f € Iso(X,Y) y f' € Iso(X',Y"), para algunas secciones iniciales
X, X’ de A y algunas secciones iniciales Y, Y’ de B, tales que:

1. X CX'.

2.YCY'.

3. El diagrama

Y

X———
il’l&& ‘/ ‘Hly Y’
Y

X ——

conmuta.

Entonces (|Uxesec. (4), Is0(X,Y), <) es un conjunto ordenado. Se cumple que
Y eSec<(B)
no es vacfo porque Iso(d,d) # &, siendo & el conjunto bien ordenado (&, ).

Ademis, toda cadena no vacfa del conjunto ordenado (|Jxesec(4),Is0(X,Y), <)
Y €Sec (B)
tiene un supremo.

Sea A un conjunto no vacio y (fx)aea una familia en (Jxesec. (), Iso(X,Y) tal

Y €Sec (B)
que

1. Paracada A € A, fi: X, —=Y,.
2. Paracada A\, p € A, fr < fuo fu < fa.

Entonces el triplo

f = (U)\EAXM F7 U)\EAZ)\)
en el que F es

F={(2,9) € (UxeaX2) X (Urea¥a) [ 3A € A((2,9) € F)) }

o, lo que es equivalente, para cada = € (Jycp X, f(2) = fa(z), siendo A cualquier
indice en A para el que z € X, es un isomorfismo y es el supremo de (fi)xea-
Porque, por una parte, la unién de una familia de secciones iniciales es una seccién
inicial, y, por otra parte, se cumple que F' es una funcién porque si (x,y) y (z, 2) €
F, entonces, por la definicién de F, existirfan A\, u € A tales que (x,y) € Fy y
(x,2) € F, pero al ser (fi)rea una cadena, tendriamos que fy < f, o f, < f,
luego (z,y),(x,2) € F, o (z,y),(x,2) € Fy, por lo tanto y = z. Luego podemos
afirmar que f es una aplicacién. Dejamos como ejercicio la demostracién de que f
es biyectiva asi como que, para cada z,z’ € U/\GA X, se cumple que z < z’ siy
s6lo si f(x) < f(z'). Es evidente que f es el supremo de la familia (f))xea-
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Puesto que se cumplen las hipétesis del lema de Zorn-Kuratowski, podemos

afirmar que existe un maximal en el conjunto ordenado (|Jxegec. (4), Iso(X,Y), <).
Y eSec« (B)

Sea h: X —=Y un maximal. Para h tenemos que X = AoY = B,yaquesi X # A

e Y # B, entonces, tomando el minimo ag de A — X y el minimo by de B — Y,

tendriamos que para la aplicacién hg, p, definida desde X U {ao} hasta Y U {by} y

con funcién subyacente H,, 5, la definida como

Hambo =HU { (0,0, bO) }

se cumpliria que hg, b, €s biyectiva que, para cada z,z’ € X U {ao}, se cumple
que & < 2’ siy s6lo si gy pe () < hagpo (), y que b < hgy by, luego h no seria
maximal, contradiccién. Por lo tanto X = A oY = B. Si ocurre lo primero, entonces
iny poh es un isomorfismo de A en una seccién inicial de B, mientras que si ocurre
lo segundo, inx 4 o h™! es un isomorfismo de B en una seccién inicial de A. O

17. EL LEMA DE ZORN-KURATOWSKI, LA BUENA ORDENACION Y EL AXIOMA
DE ELECCION.

En esta secciéon demostramos que del lema de Zorn-Kuratowski se deduce que
sobre todo conjunto hay una buena ordenacién, que de suponer esto iltimo dedu-
cimos que sobre todo conjunto existe una funcién de eleccién, y, en tltimo lugar,
que de suponer que sobre todo conjunto existe una funcién de eleccién, se deduce
el lema de Zorn-Kuratowski.

Proposicién 17.0.42 (Principio de la buena ordenacién de Cantor). Cualquier
conjunto tiene, al menos, una buena ordenacion.

Demostracion. Si A = @, entonces @ € WO(A). Supongamos que A # & y sea
W(A) el conjunto formado por todos los conjuntos bien ordenados X = (X, <)
tales que X C A. El conjunto W(A) no es vacio porque @ = (&, &) € W(A). Sobre
el conjunto W(A) consideramos la relacién binaria < definida como:

XCX ,<=<Nn(XxX)y )

X, <) < (X', <) siy sélo si
( )= ( sty <X es una seccién inicial de (X', <).

La relacién asi definida es un orden sobre W(A).

A continuacién demostramos que cada cadena no vacfa en W(A) = (W(A), <)
estd acotada superiormente. Sea (X,);c; una cadena no vacfa en W(A). Entonces
(X, <) = (U;er Xi;U;er <i) es un conjunto linealmente ordenado.

Sea Y un subconjunto no vacio de X. Entonces, para un ¢ € I, tenemos que
Y N X; # @. Ahora bien, puesto que X; es un conjunto bien ordenado y ¥ N X;
es una parte no vacia de X;, sea zy; el primer elemento de Y N Xj, respecto del
buen orden <; sobre X;. Entonces xy; es el primer elemento de Y N X;, respecto
de orden < sobre X y por lo tanto es el primer elemento de Y respecto del orden <
sobre X, esto ultimo se cumple porque no puede existir un y € ¥ tal que y < zy,
ya que si tal fuera el caso, entonces y € X, para algun j € I. Si (X;, <) < (X}, <),
entonces de y < zy,; € X;, obtenemos que y € X;, y si (Xj, <) < (X;, <), también
y € X, luego zy; no es el primer elemento de Y N X;, que entra en contradiccién
con lo anterior. Por lo tanto xy,; es el primer elemento de Y respecto del orden <
sobre X.

Con esto queda demostrado que (X, <) es un conjunto bien ordenado. Es evidente
que (X, <) € W(A) y que es una cota superior de (X,);c; en W(A), que ademés es
minima, i.e., (X, <) es el supremo de de (X )i;er en W(A). Por lo tanto, en virtud
del lema de Zorn-Kuratowski, en el conjunto ordenado W(A) existe un maximal
B = (B’ <)'
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Se cumple que B = A, porque si A — B # &, entonces, eligiendo un a € A — B,
para el conjunto B, = BU{a} y la relacién <,=< U{ (b,a) | b € B}, obtendriamos
un conjunto bien ordenado B, = (B,, <), tal que B < B,, lo cual contradice el
caracter maximal de B. Por consiguiente A = By WO(A) # @. O

Puesto que sobre todo conjunto existe una buena ordenacién, como caso parti-
cular, sobre el conjunto de los niimeros reales hay al menos una, que no coincide
precisamente con el orden lineal usual sobre tal conjunto (por ejemplo, el subcon-
junto ]0, 1] no tiene primer elemento).

Pero no malgastes tu tiempo intentando definir explicitamente una buena orde-
nacién sobre R, porque nadie ha podido, ni podra jamas, construir un buen orden
sobre tal conjunto. La razén de ello estriba en que Feferman demostré que inclu-
so si se asume, ademds de los axiomas de Zermelo-Frenkel-Skolem y el axioma de
eleccidn, la hipotesis generalizada del continuo, no se podra llegar a establecer nin-
guna definicién explicita de un buen orden del conjunto de los nimeros reales, i.e.,
demostré que es consistente con los axiomas de Zermelo-Frenkel-Skolem, junto con
el axioma de eleccion y la hipdtesis generalizada del continuo, que no hay ningin
buen orden que sea definible sobre el continuo.

Lo anterior pone de manifiesto la diferencia radical que hay entre dos modos
de concebir la existencia de los objetos mateméticos, por una parte la Hilbertiana,
que sostiene que un objeto matematico, que cumpla alguna condicién, existe si, de
la admisién de su existencia, no obtenemos una contradiccién (existir puramente
formal), y, por otra, la Brouweriana, segin la cual, un objeto matemadtico, dotado
de cierta propiedad, existe si, cuanto menos, tenemos la posibilidad de la construc-
cién, en principio, de tal objeto matematico, con la propiedad en cuestién (existir
algoritmico).

Proposicién 17.0.43. Si para cada conjunto A se cumple que WO(A), el conjunto
de las buenas ordenaciones sobre A, no es vacio, entonces, para cada conjunto A,
ChFnc(A), el conjunto de las funciones de eleccion para A, i.e., el conjunto de
las funciones F: Sub(A) — {@}——= A tales que, para cada X € Sub(A) — {o},
F(X) € X, no es vacio.

Demostracion. Sea A un conjunto y < una buena ordenacién sobre A. Entonces la
funcién F': Sub(A) — {@} — A, que a un X € Sub(4) — {@&} le asigna F(X) =
min(X), es una funcién de eleccién para A. O

Ante de proceder a la demostracién de que del axioma de eleccién se deduce el
lema de Zorn-Kuratowski, y siguiendo la exposicion de R. Douady y A. Douady en
su libro: Algébre et théories galoisiennes, vol. 1, definimos el concepto de cadena
relativa a una funcién de elecciéon para el conjunto subyacente de un conjunto
ordenado, y demostramos una serie de propiedades de las mismas, a partir de las
cuales estableceremos lo enunciado.

Definicién 17.0.44. Sea A un conjunto ordenado, F' una funcién de eleccién para
Ay X una parte de A. Decimos que X es una F-cadena si, para cada seccién
inicial C de (X, <), distinta de X, se cumple que el conjunto X — C tiene un
primer elemento y que tal elemento es precisamente F'(Ub% (C)), siendo Ub% (C) el
conjunto de las cotas superiores de C' en A que no pertenecen a C, asf que

Ub%(C) = Uba(C) — C.

Observemos que si A es un conjunto ordenado no vacio y que F' sea una funcién
de eleccién para A, entonces el subconjunto { F'(A4) } de A es una F-cadena.

Sea F' una funcién de eleccién para el conjunto R de los niimeros reales. Entonces
el conjunto X = {a, | n € N}, imagen de la tnica aplicacién (a,)nen de N en R
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para la que el siguiente diagrama conmuta

L

e

1 (an)HGN (an)nEN
R <f— R

en el que K es la aplicacién que al Gnico miembro de 1 le asigna 0, k,, la aplicacién
que al nico miembro de 1 le asigna ag = F(R), y f la endoaplicacién de R que a
un ntmero real r le asigna

fr)=F(r,— ) (€]r,— ),
de modo que:
1. ag = F(R) y
2. Vn €N (ap41 = F (Jan, — [)),
es una F'-cadena.

Proposiciéon 17.0.45. Sea A un conjunto ordenado y F una funcion de eleccion
para A. Entonces toda F-cadena de A estd bien ordenada.

Demostracion. Sea X una F-cadena. Entonces considerando sobre X la restriccion
del orden sobre A, se cumple que X = (X, <) es un conjunto ordenado. Demostra-
mos a continuaciéon que toda parte no vacia de X tiene un primer elemento. Sea Y’
un subconjunto no vacio de X. Sea C' el conjunto de las cotas inferiores de ¥ en X
que no pertenecen a Y, de manera que

C =Lbx(Y)—Y =Lbx(Y)NCxY.

Es evidente que C' es una seccién inicial de X. Ahora demostramos que C' es distinto
de X. Pero se cumple que

X -C=YU(X —-Lbx(Y)),

porlotantoY C X —C,ycomo Y # &, X — C # &, luego C # X. Entonces, por
ser X una F-cadena y C' una seccién inicial de X y distinta de X, el conjunto X —C'
tiene un minimo zg, que, adem4s, coincide con F(Ub% (C)). Puesto que Y C X —C
y o = min(X — C), xo es una cota inferior de Y en X. Ademds, se cumple que
xo €Y, ya que si zg € Y, entonces g seria una cota inferior estricta de Y en X,
i.e., xg € C, pero g € X — C, de donde la contradiccién, por lo tanto g € Y y xg
es el minimo de Y en X. O

Proposicién 17.0.46. Sea A un conjunto ordenado, F' una funcion de eleccion

para A y X, X' dos F-cadenas de A. Entonces, o bien X es una seccién inicial de
! . .z ...

X', o bien X' es una seccion inicial de X.

Demostracion. Sea C' la reunién de todas las secciones iniciales comunes a los con-
juntos bien ordenados X y X’. Supongamos que C # X y que C # X’. Entonces,
por ser X y X' F-cadenas de A, se cumple que

min(X — C) = min(X' — C) = F(Ub}4(C)).

Pero entonces CU{ F(Ub(C)) } es una seccién inicial comiin a X y X' que contiene

estrictamente a C', que entra en contradiccién con que C' sea la maxima seccién
inicial comin a X y X’. Por lo tanto C = X o C' = X', O

Proposicion 17.0.47. Sea A un conjunto ordenado y F una funcion de eleccion
para A. Entonces se cumple que
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1. La union, Xp, de todas las F-cadenas de A es una F-cadena.
2. La mdxima F-cadena, Xp, de A no tiene ninguna cota superior estricta en

A.

Demostracion. Sea C' una seccién inicial de X r distinta de Xp. Vamos a demostrar
que Xp — C tiene un minimo y que tal minimo coincide con F(Ub% (C')). Para ello
establecemos que si 2 € Xp —C y X es una F-cadena de A tal que = € X, entonces
C es una seccién inicial de X distinta de X, porque en tal caso se cumple que existe
el minimo de X — C' y coincide con F(Ub%(C)), de donde podemos concluir que
tal minimo es también el minimo de Xp — C.

Ahora bien, puesto que x € X — C', se cumple que C es distinto de X. Sélo falta
demostrar que C' es una seccién inicial de X, pero, por ser C es una seccién inicial
de X, para ello es suficiente que demostremos que C' C X. Sea y € C, entonces,
por ser C' parte de X, existe una F-cadena Y tal que y € Y. Ahora bien, por la
proposicién anterior, ¥ es una seccién inicial de X, en cuyo caso y € X, o X es
una seccién inicial de Y, y entonces z,y € Y, luego, por ser Y un conjunto bien
ordenado, estd linealmente ordenado, asi que x < y, oz =y oy < x. Pero x & C
e y € C, luego no puede ocurrir ni que x = y ni que x < y, asi que y < x. Por lo
tanto y € X.

Supongamos que X r tenga una cota superior estricta. Entonces afiadiendo F'(Ub% (XF))
a Xp, obtenemos una F-cadena de A que contiene estrictamente a X, lo cual entra
en contradiccién con que Xp sea la médxima F-cadena de A O

Proposicién 17.0.48. Si para cada conjunto A, ChFnc(A) # &, entonces se cum-
ple el lema de Zorn-Kuratowsks.

Demostracion. Sea A un conjunto ordenado no vacio tal que cualquier cadena no
vacia de A tenga una cota superior en A. Sea F' una funcién de eleccién para A.
El conjunto X, i.e., la reunién de todas las F-cadenas de A tiene las siguientes
propiedades:
1. X no es una parte no vacia de A, porque { F'(A)} es una F-cadena y
estd incluida en Xp.
2. X es una cadena en A, porque toda F-cadena estd bien ordenada y por lo
tanto estd linealmente ordenada.

Por lo tanto X tiene una cota superior a en A. Si a no fuera maximal, existiria
un b € A tal que a < b, luego b seria una cota superior estricta de la F-cadena Xp,
que entraria en contradicciéon con la segunda parte de la proposicién anterior. Por
lo tanto a es un maximal de A. O

Resumimos en un diagrama las diferentes formulaciones del axioma de eleccién,
pero antes recordamos que

1. El Axioma de elecciéon de Baer afirma que:
VR (Rel(R) — 3F (Fnc(F) A F C RADom(F) =Dom(R)))

2. El Axioma de eleccion de Zermelo afirma que:

VX (&€ X ADisj(X)) = IF: X —JX (VX € X(F(X) € X))).
3. El Axioma de eleccién de Russell-Zermelo afirma que:

VX (@ € XADisj(X)) - 3IT CYX (VX e Xz (z € TNX))).
4. El Principio general de eleccién de Zermelo afirma que:

VX (B¢ X —-3F: X - X (VX e X (F(X) € X))).
5. El Axioma de eleccién multiplicativo afirma que:
VIV(X:)ier (Vi € I(X; # D)) = [,/ Xi # 9).
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6. El Axioma de eleccién afirma que:
VAIF: Sub(A) — {g} —= A (VX € Sub(4) — {@} (F(X) € X)).
7. El Lema de Tukey-Teichmiiller afirma que:
Todo conjunto no vacio Fde caracter finito tiene un C-maximal.
8. El Principio maximal de Hausdorff afirma que:
Todo conjunto ordenado no vacio tiene una cadena C-maximal.
9. El Lema de Kuratowski-Zorn afirma que:
Si A = (A, <) es un conjunto ordenado no vacio y toda cadena no vacia de
A tiene un supremo en A, entonces A tiene al menos un maximal.
10. El Principio de la buena ordenacion de Cantor afirma que:

VA (WO(A) # 2).

Todo epimorfismo
es una rftraccién

Axioma Axioma Axioma
de eleccion de eleccién _ de eleccion
de Baer de Zgrmelo de Russell-Zermelo

Principio general

Todo conjunto de eleccidn Axioma
" ..

es proyectivo de Z?rmelo <——de eleccion
Axioma Principio
de eleccién ((i)i (izlnl:(fona

Itiplicati
multiplicativo de Cantor
Lema de

Tukey-Teichmiiller

\ Principio maximal
\. de Hausdorff

Lema de
Kuratowski-Zorn
Veamos que del lema de Tukey-Teichmiiller se deduce el principio maximal de
Hausdorff. Sea A un conjunto ordenado no vacio. Entonces el conjunto Chain(A),
de todas las cadenas de A, no es vacio y es de caracter finito. Esto 1iltimo es cierto
debido a que, para cada conjunto C, se cumple que C € Chain(A) si y sélo si,
para cada subconjunto finito K de C, tenemos que K € Chain(A). Por lo tanto,
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en virtud del lema de Tukey-Teichmiiller, existe, en Chain(A) un C-maximal, i.e.,
una cadena C-maximal.

Ahora demostramos que del principio maximal de Hausdorff se deduce el lema
de Kuratowski-Zorn. Sea A = (A, <) un conjunto ordenado no vacio y tal que toda
cadena no vacia de A tenga un supremo en A. Entonces, en virtud del principio
maximal de Hausdorff, existe una cadena C-maximal no vacia de A. Sea M una de
tales cadenas. Se cumple que a = sup (M), el supremo de M en A, es un maximal
de A. Porque si tal no fuera el caso, entonces tendriamos que existiria un z € A tal
que x > a, luego M U{z}, que es una cadena en A, contendria estrictamente a M.
Pero eso contradice el que M sea C-maximal. Por consiguiente a es un maximal de
A.

Demostramos a continuacién que del lema de Kuratowski-Zorn se deduce el prin-
cipio de la buena ordenacién de Cantor. Sea A un conjunto y

B =Upca({B} x WO(B)),

de modo que el conjunto B estd formado por todos los pares ordenados (B, G) en
los que B C Ay G € WO(B). Ahora definimos la relacién binaria < en el conjunto
B como:

(B,G) =X (B',G")siysélosi BC B ,GCG y,vbe B,Yb € B—B,(bV)ed.

Se cumple que (B, =) es un conjunto ordenado no vacio en el que toda cadena
no vacia tiene un supremo. En efecto, es evidente que no es vacio porque el par
ordenado (@, &) € B. También es evidente que la relacién binaria < es reflexiva y
antisimétrica. Demostremos que < es transitiva. Sean (B, G), (B',G’),y (B",G") €
B tales que (B,G) < (B',G') y (B',G') = (B",G"), queremos demostrar que
(B,G) = (B",G"). Ahora bien, de B C B’ y B’ C B” obtenemos que B C B", y
de GC G yG C G’ que G C G". Nos falta demostrar que, para cada b € B y
cada b € B"” — B, se cumple que (b,b") € G"”. Pero B — B C B” — B, luego para
b’ € B"” — B puede ocurrir que b’ € B’ — Boque b’ ¢ B — B.SiV’ € B' — B,
entonces, ya que b € By (B,G) < (B',G"), (b)) € G', pero G C G”, luego
(b,b") € G". Si b’ ¢ B’ — B, entonces, puesto que b € By B C B’, tenemos que
beB y(' ¢€B ob'e€B)ie,que(beB yb"¢B)o(beB yb'e€B).Silo
primero, entonces (b,b"”) € G’, pero G' C G”, luego (b,b") € G”. Mientras que lo
segundo es imposible, ya que b’ ¢ B.
Sea I un conjunto no vacio y (B;, G;);cr una cadena en (B, <). Entonces

(B, G) = (Uie[ B;, Uiel Gi)

es el supremo en (B, <) de la cadena no vacia (B;, G;)icr. Es evidente que (B, G)
es un conjunto ordenado. Falta demostrar que toda parte no vacia de B tiene un
minimo en (B, G). Sea D una parte no vacia de B. Entonces hay un iy € I tal que
DN B;, # 2. Puesto que DN B;, C B;, y (Bi,, Gi,) es un conjunto bien ordenado,
hay un minimo b de D N B;, en (B;,,G;,). Veamos que b es, de hecho, el minimo
de D en B, G, i.e., que, para cada = € D, (b,z) € G. Sea x € D. Entonces, o bien
x € B;,, o bien z & Bj,. Si lo primero, entonces (b, z) € G, luego (b, z) € G. Si lo
segundo, entonces x € B, para un j € I — {ip}. Se cumple que B; ¢ B, luego no
puede ocurrir que (Bj,G;) = (Bi,, Gy, ), asi que (B;,,Gi,) = (Bj, Gj), por lo tanto
(b,z) € Gj,yaque b€ B;, y x € B; — B;,, pero G; C G, de modo que (b,z) € G.

Es evidente que (B, G) es el supremo en (B, <) de la cadena no vacia (B;, G;)cr-
Entonces, en virtud del lema de Kuratowski-Zorn, existe un maximal en (B, <). Sea
(B, G) un tal maximal. Se cumple que B = A, ya que si B # A, entonces tomando
un ag € A — B, tendriamos que (B U {ap}, G U {(b,a0) | b € B}) serfa un conjunto
bien ordenado perteneciente a B y que contendria estrictamente a (B, G). Pero eso
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es imposible, porque (B, G) es maximal. De donde hemos de concluir que B = Ay,
por lo tanto, que A es tal que WO(A) # @.

Del principio de la buena ordenacién se deduce el axioma de eleccién. Sea A un
conjunto. Entonces la funcién F' de Sub(A) — {@} en A que a un subconjunto no
vacio X de A le asigna

F(X) = ml’n(Aé)(X),
siendo <€ WO(A), arbitraria, pero fija, es una funcién de eleccién para A.

Ahora demostramos el teorema del buen orden de Zermelo, en virtud del cual so-
bre cualquier conjunto hay un buen orden. Respecto de la demostracién del teorema
dice Zermelo:

The present proof rests upon the assumption that coverings [funciones
de eleccién] v actually do exists, hence upon the principle that even for
an infinite totality of sets there are always mappings that associate with
every set one of its elements, or, expressed formally, that the product
of an infinite totality of sets, each containing at least one element, itself
differs from zero. This logical principle cannot, to be sure, be reduced
to a still simpler one, but it is applied without hesitation everywhere in
mathematical deduction

Teorema 17.0.49. Para cada conjunto A se cumple que WO(A) # &.

Demostracion. Si A = &, entonces @ € WO(A). Supongamos que A # & y sea F
una funcién de eleccién para A, i.e., una aplicacién de Sub(A4) — {@} en A tal que,
para cada subconjunto no vacio X de A, F(X) € X. Diremos, siguiendo a Zermelo,
que un conjunto bien ordenado (X, <) es un F-conjunto si X es una parte no vacia
de Ay, para cada x € X, se cumple que z = F(A— |« ), i.e., = es el elemento
distinguido de A— |~ z por la funcién de eleccién F'. Observemos que el conjunto
Xr de todos los F-conjuntos existe porque existe el conjunto Sub(A) x Sub(Sub(A))
y la condicién de ser un F-conjunto es una condicién, en el lenguaje de Zermelo,
bien definida. El conjunto Xz no es vacio, porque, para ag = F'(A), se cumple que
({ao},g) € Xp.

Demostramos ahora que si (X, <) y (X', <’) son dos F-conjuntos, entonces uno
de ellos es una seccién inicial del otro. En efecto, en virtud del teorema de com-
parabilidad, (X, <) es isomorfo a una seccién inicial de (X', <’) o (X', <’) lo es a
una seccién inicial de (X, <). Supongamos, sin pérdida de generalidad, que (X, <)
sea isomorfo a una seccién inicial de (X', <’) y que f sea un morfismo de (X, <) en
(X', <) cuya imagen sea una seccién inicial de (X', <’). Se cumple que, para cada
x € X, f(x) = z. Desde luego, el primer elemento de (X, <) es un punto fijo de
f, debido a que el primer elemento de cualquier F-conjunto es F(A) y a que f es
un morfismo. Si fuera z( el primer elemento de (X, <) para el que xg # f(x¢), en-
tonces, por inducir f un isomorfismo entre (X, <) y una seccién inicial de (X', <’),
tenemos que Lo f(zo) = flb< @00 b< f(z0) ¥ +< 20 —b< f(zo), luego A— |
xg = A— < f(x0), por lo tanto xg = F(A— l< o) = F(A— l< f(zo) = f(xo),
contradiccién. Por consiguiente para cada x € X, f(z) = z y, por lo tanto, (X, <)
es una seccion inicial de (X', <’).

Por tltimo, sea L el conjunto de todos los subconjuntos X de A para los que
existe un <€ WO(X) tal que (X, <) € Xr y Lr = Uxen, X, el conjunto de los F-
elementos, i.e., de los elementos de algiin F-conjunto. Entonces hay un buen orden
< sobre L tal que (Lp,<) es un F-conjunto y Lp = A. Sea Wr el conjunto de
todas las relaciones binarias sobre A para las que exista un subconjunto X de A tal
que (X, <x) sea un F-conjunto y <= U<ewp <x. Es evidente que < es un orden
lineal. Veamos que todo subconjunto no vacio de Ly tiene un primer elemento. Sea
M una parte no vacia del conjunto de los F-elementos y x € M arbitrario pero
fijo. Entonces z € X, para un F-conjunto (X, <), luego {y € Ly |y <<z} C X,
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y entonces N = M N{y € L | y << 2} C X. Puesto que N es una parte no
vacfa del conjunto bien ordenado (X, <) tiene un primer elemento en (X, <), que
serd también el primer elemento de M en (Lp, <).

Si A —Lp # @, entonces, siendo ag = F(A — Lp), (Lr U{ao}, <4,), siendo
,<qo U{(z,a0) | * € Lp, es un F-conjunto. Por lo tanto ag es un F-elemento,
contradiccién. De modo que A = L. U

Damos otra demostracién del teorema del buen orden, basandonos en el lema de
Zorn, que recordemos afirma que si un conjunto ordenado no vacio es tal que todas
sus cadenas no vacias tienen una cota superior, entonces tal conjunto ordenado
tiene un maximal.

Demostracion. Si A = &, entonces & € WO(A). Supongamos que A # & y sea
W(A) el conjunto formado por todos los conjuntos bien ordenados X = (X, <)
tales que X C A. El conjunto W(A) no es vacio porque (&,d) € W(A). Sobre el
conjunto W(A) consideramos la relacién binaria < definida como:

XCX <=<ky )

X, <) < (X', <) siy solo si
( )= sty <X es una seccién inicial de (X', <).

La relacién asf definida es un orden sobre W(A). Veamos que cualquier cadena no
vacia en W(A) = (W(A), <) estd acotada superiormente. Sea (X;);er una cadena
no vacia en W(A). Entonces (X, <) = (U;c; Xi,U;e; <i) es un conjunto lineal-
mente ordenado. Sea Y un subconjunto no vacio de X. Entonces, para un i € [,
tenemos que Y N X; # &. Ahora bien, puesto que X; es un conjunto bien ordenado
y Y N X, es una parte no vacia de X;, sea xy; el primer elemento de Y N X;, res-
pecto del buen orden <; sobre X;. Entonces xy,; es el primer elemento de Y N X,
respecto de orden < sobre X y por lo tanto es el primer elemento de Y respecto
del orden < sobre X, porque no puede existir un y € Y tal que y < zy;, ya que
si tal fuera el caso, entonces y € X;, luego y <; xy,;, pero eso es imposible. Con
esto queda demostrado que (X, <) es un conjunto bien ordenado. Es evidente que
(X, <) € W(A) y que es una cota superior de (X;);c;r en W(A), que ademds es
minima, i.e., (X, <) es el supremo de de (X;);er en W(A). Por lo tanto, en virtud
del lema de Zorn, en el conjunto ordenado W(A) existe un maximal B = (B, <).
Se cumple que B = A, porque si A — B # &, entonces, eligiendo un a € A — B,
para el conjunto B, = BU{a} y la relacién <,=< U{ (b,a) | b € B}, obtendriamos
un conjunto bien ordenado B, = (B, <), tal que B < By, lo cual contradice el
caracter maximal de B. Por consiguiente A = By WO(A) # o. O

El teorema del buen orden de Zermelo permite, en particular, afirmar que sobre
el conjunto de los nimeros reales hay un buen orden, pero nadie ha podido, ni
podré jamas, construir un buen orden sobre tal conjunto. La razén de ello estriba en
que Feferman demostré que incluso si se asume, ademés de los axiomas de Zermelo-
Frenkel-Skolem y el axioma de eleccion, la hipdtesis generalizada del continuo, no se
podra llegar a establecer ninguna definicién explicita de un buen orden del conjunto
de los nuiimeros reales, i.e., demostré que es consistente con los axiomas de Zermelo-
Frenkel-Skolem, junto con el axioma de eleccién y la hipétesis generalizada del
continuo, que no hay ningin buen orden que sea definible sobre el continuo. Esto
pone de manifiesto la diferencia radical que hay entre dos modos de concebir la
existencia de los objetos matematicos, por una parte la Hilbertiana, que sostiene
que el existir un objeto, sujeto a cumplir una condicién, equivale a que ello no
conduzca a la obtencién de una contradiccién, y la Brouweriana, que afirma que
tal existir significa, cuanto menos, la posibilidad de la construccién, en principio,
de un objeto con la propiedad en cuestion. Cada uno de los dos extremos, como no
podia ser menos, tiene su correspondiente entorno, siendo ambos entornos disjuntos,
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constituido por los diferentes puntos de vista sobre el existir que necesariamente se
acumulan alrededor de cada uno de los dos polos, y difiriendo, en la mayor parte
de las ocasiones, tan poco de los mismos que parece un tanto artificioso sostener
que haya una veradera diferencia.

Recordemos que, en virtud del teorema de Cantor-Bernstein, una condicién su-
ficiente para que dos conjuntos sean isomorfos, i.e., cardinalmente indistinguibles,
es que cada uno de ellos domine al otro. Pero quedé pendiente el problema de si
dos conjuntos arbitrarios son o no cardinalmente comparables, i.e., si uno domi-
na al otro o el otro al uno. El anterior teorema de Zermelo soluciona el problema
afirmativamente, de manera que la relacion de dominacién entre conjuntos es un
preorden lineal.

Corolario 17.0.50. Dos conjuntos cualesquiera son cardinalmente comparables,
i.e., si Ay A’ son dos conjuntos, entonces A domina a A’ 0o A" domina a A.

Demostracién. Sea < un buen orden sobre A y <’ un buen orden sobre A’. Entonces
(A4, <) g (A,<) o (A, <) 2 (A,<). Por lo tanto A < A" 0 A’ < A. O

Presentamos otra demostracién del corolario anterior, haciendo uso del método
de la Zornificacion, i.e., del método consistente en definir, para el problema de que se
trate, un conjunto ordenado no vacio constituido por todas las entidades intermedias
adecuadas para el problema en cuestiéon y demostrar que tal conjunto ordenado no
vacio es tal que, para cada cadena no vacia de tales entidades intermedias, siempre
existe otra entidad intermedia que es una mejor aproximacion a la solucién del
problema que cada una de las que forman la cadena.

Demostracion. Sea Iso,(A, A’) el conjunto de todos los isomorfismos parciales de
A en A’y sobre tal conjunto sea < la relacién binaria definida como:

Dom(f) € Dom(g), Im(f) C Im(g) y
Vz € Dom(f), f(x) = g(x).

Se cumple que Iso,(A, A’) = (Isop(A, A"), <) es un conjunto ordenado no vacio.
Ademés, si F es una cadena no vacia en Iso, (A4, A’), entonces Ufef f es el supremo

f < gsiy sélo si (

de tal cadena. Por lo tanto, en virtud del lema de Zorn, hay un maximal f en
Iso, (A, A’). Para el maximal f se cumple que Dom(f) = A o que Im(f) = B.
Porque si no se cumpliera ninguna de las dos cosas, entonces tomando un a €
A—Dom(f) y un a’ € A’ —Im(f), tendrfamos que fU{ (a,a’) } serfa estrictamente
posterior a f, lo cual es imposible. O

Pero, no sélo del principio de elecciéon de Zermelo se deduce el principio del buen
orden, sino que de éste ultimo se deduce el primero.

Teorema 17.0.51. Para cada conjunto A hay una funcion F': Sub(A)—{@} — A
tal que, para cada X € Sub(4), F(X) € X.

Demostracion. Sea < un buen orden sobre A. Entonces la funcién F. de Sub(A4) —
{@} en A que a cada subconjunto no vacio X de A le asigna F(X) = min(X), es
una funcién de eleccion para A. O

Por lo tanto podemos afirmar que el principio de eleccién de Zermelo y el prin-
cipio del buen orden de Cantor son equivalentes.

Ejercicio 17.0.52. Demuéstrese que del lema de Zorn se deduce que todo epimor-
fismo es una retraccion, i.e., el axioma de eleccion.
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Sea f: A——= B un epimorfismo, i.e., una aplicaciéon sobreyectiva. Queremos
demostrar que existe una aplicacién g: B——= A tal que f o g = idg. Para ello
consideramos, en primer lugar, el conjunto

Ry ={.h) € Uycp({Y} x Hom(Y, A)) | foh =inyp}.

Observemos que R ¢ no es vacio, ya que, por ejemplo, (&, a4) € Ry. A continuacién
ordenamos el conjunto R estipulando que, para cada par (Y,h),(Y', 1) € Ry,
(Y,h) < (Y',h) si, ys6losi, Y CY' yh =hoinyys. De este modo hemos
obtenido un conjunto ordenado no vacio (Ry,<). En tercer lugar, demostramos
que toda cadena no vacia (Y;,h;);er en el conjunto ordenado obtenido tiene un
supremo. Entonces, en virtud del lema de Zorn, el conjunto ordenado (R, <) tiene
un maximal (Y;h). Por tltimo, demostramos que el conjunto Y del maximal es
precisamente B. Si no lo fuera, entonces sea by € B — Y

Demostramos a continuacién que, a diferencia de lo que ocurre en el caso de
los conjuntos con los conjuntos finales, que tienen la propiedad de que hasta ellos,
desde cualquier conjunto hay una tnica aplicacién, no hay ningtn conjunto bien
ordenado que sea final, i.e., tal que desde cualquier conjunto bien ordenado, exista
un unico morfismo hasta él.

Proposicion 17.0.53. Sea cual sea el conjunto bien ordenado A, hay otro conjunto
bien ordenado AT para el que se cumple que no hay ningin morfismo de AT en A.

17.1. Producto lexicografico de conjuntos bien ordenados. Antes de in-
troducir el concepto, debido a Hausdorff, de producto lexicografico de una familia
finita de conjuntos bien ordenados, consideramos un modo, aparentemente natural,
de ordenar el producto de una familia finita de conjuntos bien ordenados, pero que
de hecho, salvo en casos degenerados, no conduce a la obtencién de una buena or-
denacion sobre el producto cartesiano de los conjuntos subyacentes de los conjuntos
bien ordenados dados. Es por ello por lo que definiremos el producto lexicografico
de una familia finita de conjuntos bien ordenados, que si conduce a la obtencién de
un conjunto bien ordenado, aunque tal conjunto bien ordenado, no sea el producto
categorial de la familia dada, que, en general, para los conjuntos bien ordenados no
existe.

Sea (A;)icn una familia de conjuntos bien ordenados y < la relacién binaria
sobre [[... A; definida, para x,y € [[,.,, A;, como:

iEn €N

x<y siysélosi Vien(z; <y;).

Entonces se cumple que la relacién < es un orden, i.e., que es irreflexiva y transitiva,
sobre [],c,, As, pero sin > 2y, para cada i € n, el conjunto A; tiene al menos dos
elementos, entonces < no es un buen orden, porque ni siquiera es un orden lineal.

Este hecho es el que conduce a estudiar, para una familia finita de conjuntos
bien ordenados, la posible existencia de otros érdenes sobre el producto cartesiano
de los conjuntos subyacentes de la familia en cuestién, que si sean buenos érdenes y
de algiin modo estén relacionados con los buenos érdenes dados. Para ello empeza-
mos considerando el producto lexicografico de una familia de conjuntos linealmente
ordenados, relativa a un conjunto de indices bien ordenado.

Definicién 17.1.1. Sea I un conjunto bien ordenado y (A;);e; una familia de
conjuntos linealmente ordenados. Entonces el producto lexicogrdfico de (A,;)icr,

denotado por Hieexl A, esel par (Hiel A, <lex), €n el que <jex es la relacién binaria

sobre [[,.; A; definida, para z,y € [],c; Ai, como:

Dif(z,y) # <2 ysi i = min(Dif(x,y)),)

T < si y s6lo si
ex Y y entonces z; < vy,
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siendo Dif(z,y) = {i € I | x; # y; } el diferenciador de z e y.

Proposicién 17.1.2. Sea I un conjunto bien ordenado y (A;)ic; una familia de
lex

conjuntos linealmente ordenados. Entonces [[;2; A; es un conjunto linealmente or-

denado.
Demostracion. O

El origen del término “lexicografico”, en el contexto anterior, proviene del caso
en que siendo A = {a,b,...y,z} el conjunto formado por las letras del alfabeto
y estando éste bien ordenado por el orden alfabético, para un niimero natural no
nulo n, las palabras de longitud n, con letras en tal alfabeto, se bien ordenan, en
el, hipotético, “diccionario”de las palabras de longitud n, como:

ap < ﬁ07 o

ap=PF y ar<pi, o
(i)ien < (Bi)ien sy sdlosi

Vien—1, aizﬁi Yy Qp-1 <ﬁn71~

Proposicién 17.1.3. Sea (A;)ien una familia finita de conjuntos bien ordenados.

1 . .
Entonces Hichn A, es un conjunto bien ordenado.

Demostracion. Paran =0 o 1, la proposicién es evidente. Sean = 2 y D una parte
no vacfa de Ay x A;. Entonces el par ordenado (zg, 1), en el que xg es el minimo
de la parte no vacia {a € Ag | 3b € A1 ((a,b) € D)} de Ap, y x1 el minimo de la
parte no vacia {b € Ay | (z9,b) € D } de Ay, es tal que (g, 1) < (a,b), para cada
(CLJ)) € Ag X Aj.

Supongamos la proposiciéon para n > 2 y sea D una parte no vacia del producto
cartesiano [ [, ;. Ai- Entonces la n-tupla (xo, . .., Zn—1,7,), enla que (zo, ..., Tn-1)
es el minimo de la parte no vacia

{ae]lic,Ai| e Ay((a,b)eD)}
de ], As, ¥ T, el minimo de la parte no vacia
{be A, | (zg,...,2pn-1),b) €D}

de A,, es tal que, para cada a € [] Ai, (zoy - xn) < (agy ...y Gn—1). O

ien+1

Para la familia infinita de conjuntos bien ordenados ordenados (A, )nen, con
le

A, = N, para cadan € N, tenemos que HnéN A, no es un conjunto bien ordenado,

porque en el conjunto [], .y A, hay una w-sucesién estrictamente decreciente:
(1,0,0,0,...) > (0,1,0,0,...) > (0,0,1,0,...) > ....

Junto al producto lexicografico de una familia finita de conjuntos bien ordena-
dos, en el que el buen orden es el de las primeras diferencias, tenemos el producto
antilexicografico de las mismas, en el que el buen orden es el de las ultimas diferen-
cias.

Definicién 17.1.4. Sea (A;);c, una familia finita de conjuntos bien ordenados.
Entonces el producto antilexicogrdfico de (A;)icn, denotado por H?ée;c A, es el par
(1L en Ais <alex), €0 €l que <,lex €s la relacién binaria sobre Hie” A; definida, para
z,y € [[;c, Ai, como:
Tn—1 < Yn—1, o
3 , . Tn—1=Yn-1 Y Tpn—2<Yn—2, O
T <alex Y Siy sélo si

Vien—1, Tit1=%+1 ¥y To<Yo-
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17.2. Igualadores de morfismos.

Proposiciéon 17.2.1. Sean A y B dos conjuntos bien ordenados y f,g: A—B
dos morfismos. Entonces existe un par ordenado (Eq(f,g),eq(f,g)), el igualador
de f y g, en el que Eq(f, g) es un conjunto bien ordenado y eq(f,g) un morfismo
de Eq(f,g) en A, que tiene las siguientes propiedades:

L. foeq(f,g9) =goeq(f9).
2. (Propiedad universal del igualador) Para cualquier conjunto bien ordenado

X y cada morfismo h: X——=A, si foh = go h, entonces hay un unico
morfismo t: X—=Eq(f, g) tal que eq(f,g) ot = h.

La situacion descrita por las condiciones anteriores la expresamos diagramdticamente
como:

. h
f
Ealf.9) eq(f. 9) A g B

Demostracion. Sea Eq(f,g) = (Eq(f, g), < [Eq(f,g)), en el que Eq(f, g) es el igua-
lador de las aplicaciones f y g, i.e., el subconjunto de A definido como:

Eq(f,9) ={a€ A| f(a) = g(a) },

y < [Eq(f,g) la restriccién del buen orden sobre A a la parte Eq(f,g). Ademads,
sea eq(f, g) la inclusién canénica de Eq(f,g) en A. Entonces es evidente que f o
eq(f,g) = goeq(f,g).

Por otra parte, si X es un conjunto bien ordenado y h: X — A un morfismo
tal que f o h = go h, entonces Im(h) C Eq(f,g), luego, por la propiedad universal
del subconjunto, hay una tnica aplicacién t: X —=Eq(f, g), definida como:

x — h(z),

tal que eq(f,g) ot = h. Ademds, ¢t es un morfismo de X en Eq(f, g) y el tinico con
la propiedad de que eq(f,g) ot = h.
O

En la proposicién anterior hemos demostrado, para un par de morfismos, ambas
con el mismo dominio y codominio, la existencia de al menos un par ordenado,
formado por un conjunto bien ordenado y un morfismo desde el conjunto bien
ordenado hasta el dominio de los morfismos dados, sujeto a cumplir un par de
condiciones; pero no hemos afirmado que tal par sea absolutamente tinico. Demos-
tramos a continuacion que el par ordenado de la proposicién anterior, es tinico, sélo,
salvo isomorfismo.

Proposicién 17.2.2. Sean A y B dos conjuntos bien ordenados y f,g: A—B
dos morfismos.. St un par ordenado (E, e), en el que E es un conjunto bien ordenado
ye: E——= A, tiene las propiedades:

1. foe=goe.
2. Para cualquier conjunto bien ordenado X y cada morfismo h: X —= A, si
foh =goh, entonces hay un unico morfismo u: X —=E tal que eou = h.
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Entonces hay un tdnico isomorfismo t: E—=Eq(f, g) tal que el diagrama:

E
. e
Eq(f,9) ———— A
eq(f,9)
conmuta.
Demostracion. O

Ejercicio 17.2.3. Definase el concepto de igualador para familias arbitrarias no
vacias de morfismos entre dos conjuntos bien ordenados cualesquiera, al que deno-
minamos el multiigualador de la familia en cuestién, y demuéstrese de tal multi-
igualador es tnico, salvo isomorfismo.

Proposicién 17.2.4. Si el diagrama de conjuntos bien ordenados y morfismos
entre ellos:

f
A B
g
U v
7
A’ . B
g

conmuta serialmente, i.e., sivo f = f'ou yvog= g ou, entonces hay un unico
morfismo Eq(u,v): Eq(f,9) —=Eq(f’,¢’) tal que el diagrama:

eq(f,g)

Eq(f,9)
Eq(u,v) u
Eq(f'.g') ——— A’
eq(f',g")
conmuta.
Demostracion. O

17.3. Productos fibrados de morfismos. Nos proponemos demostrar a conti-
nuacion que existe el producto fibrado de dos morfismos de conjuntos bien ordenados
con el mismo codominio.

Proposicién 17.3.1. Sean f: A——C y g: B——C dos morfismos de conjuntos
bien ordenados con el mismo codominio. Entonces existe un par ordenado (A Xc
B, (po,p1)), el producto fibrado de A y B sobre C relativo a f y g, en el que
A x¢c B es un conjunto bien ordenado, pg un morfismo de A xc B en A y p1 un
morfismo de A xc B en B, que tiene las siguientes propiedades:

1. El diagrama:

AxcB—21 . B
Po g
A C
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conmuta.
2. (Propiedad universal del producto fibrado) Para cada conjunto bien ordena-
do X y cualesquiera morfismos u: X —= A yv: X—=B si el diagrama:

(%

X B

U g

A——C

f

conmuta, entonces hay un unico morfismo t: X —= A x¢ B tal que los dos
tridngulos del diagrama:

conmutan.

La situacion descrita por las condiciones anteriores la expresamos diagramdticamente
como:

Demostracion. Sea A xcB = (Ax¢ B, <), en el que A X B es el producto fibrado
de los conjuntos A y B sobre el conjunto C, relativo a las aplicaciones f y g, i.e.,
el subconjunto de A x B definido como:

AxcB={(ab)e Ax B| f(a)=g(b)},
y < la relacién binaria sobre A xX¢ B definida como:
(a,b) < (a',b') siyslosi a<dy b<¥.

Entonces se cumple que A X B es un conjunto bien ordenado. La irreflexividad y
la transitividad son evidentes. Por otra parte, si (a,b) y (a’,b') € A x¢ B, entonces
fla) =g() y f(a') = g(b') y de este hecho, junto a que, en particular, A y B son
conjuntos linealmente ordenados, deducimos que (a,b) < (a/,0’) o (a’,b") < (a,b) o
(a,b) = (a/,b"). Por tdltimo, si D es una parte no vacia de A X¢ B, entonces el par
(z0,Y0), en el que x es el minimo de la parte novacia{a € A|3b € B((a,b) € D)}
de A, e yo el minimo de la parte no vacia { b € B | (xo,b) € D } de B, es tal que, para
cada (a,b) € A x¢ B, (z0,%0) < (a,b). También tenemos que pp = prp | A Xc B
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y p1 =prg [ A Xc B son morfismos de A xc B en A y en B, respectivamente, en
virtud de sus propias definiciones. Es evidente que el diagrama:

AxcB—PL . B

Po g

A C

conmuta.
Por 1ltimo, si X es un conjunto bien ordenado y u: X —=A, v: X—B dos
morfismos tales que el diagrama:

X

B
U g

A—C
f

conmuta, entonces, por la propiedad universal del producto, hay una tinica aplica-
cién (u,v) : X — [[ B tal que prp o (u,v) = u y prg o (u,v) = v y, por cumplirse
que fou = gow, tenemos que Im({u,v)) € A x¢ B, luego, por la propiedad
universal del subconjunto, hay una tnica aplicaciéon ¢t de X en A X B tal que
inax.pot=(u,v). Ademds, ¢t es un morfismo y se cumple que los dos tridngulos
del diagrama:

conmutan. Dejamos, como ejercicio, la demostracién de que t es el iinico morfismo
de X en A x¢ B con las propiedades indicadas. (]

Cuando digamos de un diagrama de la forma:
x—Y .B
U g

A——C

que es un cuadrado cartesiano, ello significard que el conjunto bien ordenado X
es un producto fibrado de A y B sobre C relativo a f y g, y que u y v son los
morfismos estructurales.

En la proposicién anterior hemos demostrado, para un par de morfismos, ambos
con el mismo codominio, la existencia de al menos un par ordenado, formado por un
conjunto bien ordenado y dos morfismos desde el conjunto bien ordenado hasta los
dominios de los morfismos dados, sujeto a cumplir un par de condiciones; pero no
hemos afirmado que tal par sea absolutamente tinico. Demostramos a continuacién
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que el par ordenado de la proposicién anterior, es unico, sélo, salvo (un tnico)
isomorfismo.

Proposicion 17.3.2. Sean f: A——=C y g: B——=C dos morfismos con el mismo
codominio. Si un par ordenado (E, (p,q)), en el que E es un conjunto bien ordenado,
p: E—= A y q: E——=B tiene las propiedades:
q
- B

E
A C
conmuta.

2. Para cualesquiera morfismos u: X —= A yv: X—=B, desde un conjunto
bien ordenado X, si el diagrama:

1. El diagrama:

f

X v

o

U g

Q

ATy

conmuta, entonces hay un unico morfismot: X —E tal que los dos tridngu-
los del diagrama:

conmutan.

Entonces hay un unico isomorfismo t: E—= A xXc B tal que los dos triangulos del
diagrama:

conmutan.

Demostracion. O
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17.4. Coproductos de conjuntos bien ordenados. Nos proponemos demos-
trar que, a diferencia de lo que ocurre con los conceptos de conjunto bien ordenado
final y producto de una familia arbitraria de conjuntos bien ordenados, que son
vacuos, i.e., bajo los cuales no cae ningin conjunto bien ordenado, si que existe un
conjunto bien ordenado inicial, i.e., tal que desde él hasta cualquier otro conjunto
bien ordenado hay un unico morfismo, que ademads es absolutamente unico, y tam-
bién el coproducto de una familia de conjuntos bien ordenados cuyo conjunto de
indices esté, a su vez, bien ordenado.

Proposicién 17.4.1. El par (&, D) es un conjunto bien ordenado inicial.

Vemos pues que el conjunto bien ordenado (&, &) tiene, respecto de los conjuntos
bien ordenados, las mismas propiedades que tiene el conjunto vacio, respecto de los
conjuntos. Sin embargo, como vimos antes, para los conjuntos bien ordenados no
existe, a diferencia de lo que ocurre para los conjuntos, uno que sea final.

Proposicién 17.4.2. Sea I un conjunto de indices bien ordenado y (A;);cr una fa-
milia de conjuntos bien ordenados. Entonces hay un par ordenado (]_L-GI A, (ini)ig)
en el que [[;c; A, el coproducto de (A;)icr, es un conjunto bien ordenado y, para
cada i € I, in;, la inclusion canodnica i-ésima del coproducto, es un morfismo de A;
en [1;c; As, que tiene la siguiente propiedad universal:

Para cada par ordenado (X, (fi)icr), en el que X es un conjunto bien ordenado
y, para cada i € I, fi: A, —=X, hay un unico morfismo

(filier + ier Ai—=X
tal que, para cada i € 1, el diagrama:

ini

A;

Hie] A;
f‘ [fi]ie[
3
X
conmuta.

Demostracion. Sea [[;c; Ai = (I1;c; Ai, <), en el que [ [, A; es el coproducto de
la familia de conjuntos (A4;);er, i.e., el conjunto definido como:

HieIAi = UieIAi x {i},
y < la relacién binaria sobre [, ; A; definida, para cada (z,4), (y,7) € [1;c; A

Ccomao:

icl

(z,1) < (y,j) siysblosi (i=j y z<;y) o i<},
siendo <; el buen orden sobre A;.
Entonces se cumple que [[,.; A; es un conjunto bien ordenado y que, para cada
1 € I, in;, la aplicacion de A; en ]_[iel A; definida como:
in Aj — Hiej A;
e (x0),
es un morfismo de A; en ]_L-GI A,;.

Por tltimo, dado un par ordenado (X, (f;)icr), en el que X es un conjunto bien
ordenado y, para cada i € I, fi: A;—=X, sea [fi];.; la aplicacién de [],.; A; en

X definida como:
[fil; ies Ai — X
tiel (z,i) > fi(z).
Es evidente que, para cada i € I, [fi];c; es un morfismo de J],.; A; en X y que
[ fi]i croin; = fi- Con ello queda demostrada la existencia de al menos un morfismo
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de ] ;er Ai en X con la propiedad indicada. Dejamos, como ejercicio, la demostra-

cién de la unicidad. t

Proposicién 17.4.3. Sea I un conjunto bien ordenado y (A;)icr una familia de
conjuntos bien ordenados. Entonces

1. Para cualesquiera i,j € I, si i # j, entonces el diagrama:

QA .

A, inj

A; - [Micr A

m;

es cartesiano.

2. Para cada morfismo f: X —=[],c; Ai, se cumple que el par (X, (qi)ier),
siendo, para cada i € I, q; el morfismo de A; XT,e; A X en X que junto al
morfismo p; de A; X1,e; A X en X;, dan lugar al producto fibrado

Ai XUieI Ay X g X
Di f
A; - [Lics A
1A .

i

es un coproducto de la familia (A, X11,e; As X)ier

Demostracion. O

Ejercicio 17.4.4. Demuéstrese que no existe el coproducto de todos los conjuntos
bien ordenados.

En la Proposicién 17.4.2 hemos demostrado, para una familia de conjuntos bien
ordenados, la existencia de al menos un par ordenado, formado por un conjunto
bien ordenado y una familia de morfismos desde cada uno de los conjuntos bien
ordenados de la familia dada hasta el conjunto bien ordenado, sujeto a cumplir una
cierta propiedad universal; pero, no hemos afirmado que tal par sea absolutamente
tinico. De hecho, el conjunto | J;.;{i} x A; junto con el buen orden obvio y las inclu-
siones evidentes, tiene, respecto de los conjuntos bien ordenados y los morfismos,
la misma propiedad universal que | J,.; A; X {i} junto con el buen orden anterior y
sus inclusiones.

Demostraremos en lo que sigue, entre otras cosas, que el par ordenado de la
proposicién anterior, es tinico salvo isomorfismo.

i€l

Proposicién 17.4.5. Sea I un conjunto bien ordenado y (A;)icr una familia de
conjuntos bien ordenados. Entonces tenemos que:
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1. Para cualesquiera morfismos f,g: [],c; Ai—=X, con X bien ordenado, si,
para cada @ € I, el diagrama:

foin;

goim;

conmuta, entonces f = g, i.e., la familia de morfismos (in;);ec; es colectiva-
mente epimorfica.

2. Para cada par ordenado (X, (fi)icr), en el que X sea un conjunto bien orde-
nado y, para cadai € I, f;: A;—=X, y para cada morfismot: A—[[..; A,
st, para cada i € I, el diagrama:

A, ini 11
X

conmuta, entonces t es un isomorfismo, i.e., la familia de morfismos (in; |
i € I) es extremal.

icl

icl A;

Demostracion. O

Corolario 17.4.6. Sea I un conjunto bien ordenado y (A;)ier una familia de con-
juntos bien ordenados. Si un par ordenado (C,(q;)icr), en el que C es un conjunto
bien ordenado y, para cada i € I, q;: A; — C, tiene la propiedad de que para cada
par ordenado (X, (fi)icr), en el que X es un conjunto bien ordenado y, para cada
1 €1, fi: A;j—=X, hay un unico morfismo h: C——=X tal que, para cada i € I,
el diagrama:

A, di C
h
fi
X
conmuta, entonces hay un inico isomorfismo t de [[,.; A; en C tal que, para cada
1 €1, el diagrama:
in;
A > [Lics Ai
qi t
C
conmuta.
Demostracion. O

Proposicién 17.4.7. Sean I, A y (Jx)xea conjuntos bien ordenados con 1 =
[xcaIr ¥ (Ad)icr una familia de conjuntos linealmente ordenados. Entonces se

lex lex ~ lex
cumple que [T\ 2x i A =TI A
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Demostracion. O

Proposicién 17.4.8. Sea I un conjunto bien ordenado y (A;)ic; una familia de
conjuntos bien ordenados. Entonces:

1. Si I =@, entonces [[,c; Ai = (9,9), i.c., el coproducto de la familia vacia
de conguntos bien ordenados es el conjunto bien ordenado inicial.

2. 8t (Ay)ier es tal que, para cada i,j € I, A; = A, y denotamos por A el
valor comin, entonces

[Tic,As = A x?exT,

y al tinico morfismo de A <1 en A, determinado por (ida)icr, lo denomi-
namos el morfismo codiagonal de A x***I en A y lo denotamos por cdgr a5
ademds, si A # &, entonces cdgy o es un morfismo sobreyectivo. Asi pues,
para cada i € I, el diagrama:

ini
A A x2lex T

. Cng,A

ldA
A

conmuta.
3. Si I es un conjunto final y su inico miembro es i, entonces
[Tic/Ai =2 A,

4. Si para cada i € I, A; es vacio, entonces [[;.; A; es vacio.
5. Si (Ay)ier es una familia de conjuntos bien ordenados dos a dos disjuntos,
entonces

HiEIAi = UieIAi'

Demostracion. O

Para establecer la proposicién que sigue, convenimos en denotar por (A;);ecs
la restriccion de (A;)er a J, si J C I, que no es mds que la composicién de iny
y de (A;)ier. Ademds, usaremos in; para denotar la proyeccién canénica j-ésima,
del coproducto de cualquier familia de conjuntos para la cual se cumpla que j sea
miembro del conjunto de indices de la misma.

Proposicién 17.4.9. Sea I un conjunto bien ordenado, (A;)icr una familia de
conjuntos bien ordenados y J, K, L C I tales que K C J y L C K. Entonces:

1. iny; = 1d]_[j6, A, siendo iny j el dnico endomorfismo [1nj]j€J del conjunto

bien ordenado HjeJ A; tal que, para cada j € J, el diagrama:

in;

d Hjej Aj

Aj
in J,J

Hje.] Aj

conmuta.
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2. inp y =ing,joing g, t.e., el diagrama:

inLyK
HleL A HkEK Aj
A inK’.]
lnL,J
e, Aj

conmuta; siendo, para J,K C I, con K C J, ink, ; el unico morfismo del

conjunto bien ordenado [[; ;e Ay en el conjunto bien ordenado [, ; A; tal
que, para cada k € K, el diagrama:
ink
Ay erK Ap
. ing g
Mg
Hje.] Aj
conmuta.
Demostracion. O

Proposicién 17.4.10. Sean I un conjunto bien ordenado, (A;)icr y (Bi)icr dos
familias de conjuntos bien ordenados y (fi)icr una familia de morfismos en la que,
para cada i € I, f;: A;—=DB;. Entonces hay un unico morfismo, denotado por
[;c; fi v denominado el coproducto de (fi)icr, del conjunto bien ordenado [ [;c; A;
en el conjunto bien ordenado [[;c; Bi tal que, para cada i € I, el diagrama:

in;
A - Hz‘el A;
fi Hie] fz
B; - [Lic; Bi
1m;
conmuta.
Demostracion. O

Proposicién 17.4.11. Sean I un conjunto bien ordenado, (A;)icr, (Bi)ier v
(Ci)icr tres familias de conjuntos bien ordenados y (fi)icr y (gi)icr dos familias
de morfismos tales que, para cada i € I, f;: A;—=B; y g;: B;—=C,. Entonces:

1. Hiel idAi = idHigIAi'
2. Hie[ gi© Hie[ fi= Hie[ gio fi.

Demostracion. O

Proposicién 17.4.12. SeanI, J, K tres conjuntos bien ordenados, (A;)icr, (Bj) e
Y (Cr)rex tres familias de conjuntos bien ordenados y (f;)jer v (9x)vex dos fami-
lias de morfismos tales que fj: Bj —=[1;c; Ai y gr: Cr— HjeJ B;, para cada
j€Jycada k € K, respectivamente. Entonces el inico morfismo [[‘fj]jeJ o grlkek
del conjunto bien ordenado [ ], Cr en el conjunto bien ordenado [[;.; A; tal que,
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para cada k € K, el diagrama:

ink

Ci Hiex Cr

[[fil;e7 © grlrex

Hie] A;

conmuta, coincide con la composicion del inico morfismo [gr],cx del conjunto bien
ordenado [],cx Cr en el conjunto bien ordenado HjeJ B, y del dnico morfismo
[fil ;e del conjunto bien ordenado [, ; B; en el conjunto bien ordenado [];c; Ai
tales que, resp., para cada k € K y cada j € J, los dos tridngulos del diagrama:

[f]]JGJ O gk

ink

Ci Hiex Cr
m [k ke r

Bj inj HjeJ Bj
5 [filjes

HiEI A

conmutan. Asi pues, se cumple que:

[fj}jej © [gk]keK = Hfj}je] © gk]keK

Demostracion. O

Proposicién 17.4.13 (Asociatividad del coproducto). Sea I un conjunto bien or-
denado, (A;)icr una familia de conjuntos bien ordenados, L un conjunto bien or-
denado y (J1)ier una familia de subconjuntos de I tal que \J;c; Ji = I y, para cada
Il,me L, sil #m, entonces J,NJ,, = &. Entonces

Hie]Ai = HZGLHiE.]l A,

Demostracion. O

Proposicién 17.4.14. Sea I un conjunto bien ordenado y (A;)ier una familia

de conjuntos bien ordenados, con A; = A, para cada i € I. Entonces [[;c; A; =
A ><alox 1.
Demostracion. O

17.5. Sistemas inductivos de conjuntos linealmente ordenados. A conti-
nuacion consideramos el concepto de sistema inductivo dirigido superiormente de
conjuntos linealmente ordenados y bien ordenados.

Definicién 17.5.1. Un sistema inductivo dirigido superiormente de conjuntos li-
nealmente ordenados, abreviado como sistema inductivo d.s. de conjuntos lineal-
mente ordenados es un par ordenado (S,.A) en el que S es un conjunto preordenado
dirigido superiormente y A = ((As | s € 5), (as,s | (s,5") €=X)) tal que:

1. Para cada s € S, A, es un conjunto linealmente ordenado.

2. Para cada (s,s’) €=, as s : As—> Ay es un morfismo, i.e., una aplicacién

estrictamente is6tona.
3. Para cada s € 5, a5 s =ida,.
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4. Para cada s,5',s" € S, si (s,8') €xy (¢,5") €=, entonces el diagrama:

As, s

A, Ay

as/ s
as7S// ’

As”7
conmuta.

A los morfismos a, ¢ : Ag— Ay los denominamos los morfismos de transicion
del sistema inductivo d.s. de conjuntos linealmente ordenados (S,.4). En el caso
de que los A sean conjuntos bien ordenados, hablaremos, como es natural, de un
sistema inductivo dirigido superiormente de conjuntos bien ordenados.

Damos a continuacién algunos ejemplos de sistemas inductivos d.s. de conjuntos
linealmente, o bien, ordenados. De ellos el primero es fundamental, porque, poste-
riormente, demostraremos que cualquier conjunto linealmente, o bien, ordenado, es
el limite inductivo de tal tipo de sistemas inductivos

Ejemplo 17.5.2. Sea A un conjunto linealmente, o bien, ordenado. Entonces se
cumple que el par

(Suby(A), (nx)xcgaa, (axy)xcy)),

en el que, para cada subconjunto finito X de A, ny = (card(X), <) y, para cada
X CY Cqp A, ax,y es el morfismo de nx en ny que a un ¢ € nx le asigna
ax,y(i) = j siy sélo si el i-ésimo elemento de X = (X, <x), en el orden creciente,
es el j-ésimo elemento de Y = (Y, <y ), en el orden creciente, es un sistema inductivo
d.s. de conjuntos linealmente, o bien, ordenados.

Se pueden definir de manera mas formal los morfismos de transicién, eligiendo,
por cada X Cgn A, un isomorfismo ¢x de ny en X y definiendo entonces ax y

como <p{,1 oinx;y opx.

Ejemplo 17.5.3. Sean I un conjunto y (A;);c; una familia de conjuntos lineal-
mente, o bien, ordenados indexada por I. Entonces se cumple que

(Suby (1), ((Ay)sesub, (1), (ink,7)Kxcr)),

siendo, para cada J € Subs(I), Ay =[]
conjuntos linealmente, o bien, ordenados.

ics Ai, es un sistema inductivo d.s. de
Ejemplo 17.5.4. Sean S un conjunto, A un conjunto linealmente, o bien, or-
denado y (Xg)ses una familia de subconjuntos de A tal que, para cualesquiera
5,8 € S exista un s” € S de modo que X, U X, C X,. Entonces, consideran-
do sobre S el preorden =< definido como s < s’ si y sélo si X, C Xy, tenemos que
(S, (Xs)ses, (inx, ,x_, )s<s)) €s un sistema inductivo d.s. de conjuntos linealmente,
o bien, ordenados.

17.6. Limites inductivos de los sistemas inductivos. Una vez disponemos
del concepto de sistema inductivo d.s. de conjuntos linealmente ordenados, vamos
a asignarles a tales sistemas inductivos d.s. ciertos conjuntos linealmente ordenados
en los que estaran encajados todos los conjuntos linealmente ordenados del sistema
inductivo d.s. y eso de manera optimal. Ademas, estableceremos una condicién
necesaria y suficiente para que exista el limite inductivo de un sistema inductivo
d.s. de conjuntos bien ordenados.

Proposicién 17.6.1. Sea (S, A) un sistema inductivo d.s. de conjuntos linealmen-
te ordenados. Entonces hay un par ordenado (lig(s, A), (as)ses), el limite induc-
tivo de (S,.A), en el que @(S,A) es un conjunto linealmente ordenado y, para
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cada s € S, as, la inclusién candnica s-ésima, es un morfismo de A en lim(S,.A),
tal que:

1. Para cada (s,s') €=, el diagrama:

Qs s
As As’
lim(S, A)
conmuta.

2. Para cada par ordenado (L,(ls | s € S)) en el que, para cada s € S,
ls: As——=L, si, para cada (s,s") €=, el diagrama:

Qs s
A, Ay
L

conmuta, entonces hay un Unico morfismo u: li_r>n(S, A) —L tal que, para
cada s € S, el diagrama:

as
A,

liny(S, A)

L
conmuta.

La situacion descrita por las condiciones anteriores la expresamos diagramdticamente
como:

Qs s

Demostracidn. Sea lim(S,.A) el par (lim(S, A), <), en el que lim(S, A) es el con-
junto subyacente del limite inductivo del sistema inductivo d.s. de conjuntos (S, .A),
i.e., el conjunto cociente [] g As/R(s, 4, del coproducto de la familia de conjuntos
(As)ses, entre Rs 4y, que es la relacién de equivalencia sobre J], g A definida,
para (z,s), (z',s") [[,cq As, como (x,s) = (z',s") (mbd Ryg, 4)) si y sélo si hay un
s € S tal que 5,8 < §" y as s (x) = ay ov(2')), y < la relacién binaria sobre
@(S,A) definida, para cualesquiera [(z, s)],[(z’,s")] € lig(S,A), como:

[(z,s)] < [(z',s")] siysdlosi asger(z) <srag s(z'),

siendo s” cualquier elemento de S posterior a s y a 8’ y <4~ el orden lineal sobre
A, Entonces, siendo, para cada s € S, as la aplicaciéon obtenida componiendo
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las aplicaciones ing y prg , , se cumple que el par ordenado (h (S,A), (as)ses)
cumple las condiciones de la proposicién. Ademads, para cada (s, s’ ) €=, tenemos que
as © asy = as. En efecto, si © € A, entonces (ams) = (as,¢(x),5) (mod Rs,4)),
luego ag (as,s () = as(z), por consiguiente ay o as o = as, i.e., el diagrama:

aS S
A, A,
lim(S, A)
conmuta.

Por tltimo, si un par ordenado (L, (I5)ses), arbitrario, pero fijo, en el que, para
cada s € S, l;: A;——=L, es tal que, para cada (s,s’) €=, el diagrama:

Qg s

conmuta, entonces, en virtud de la propiedad universal del coproducto, hay un
tnico morfismo [ZS]ZES : [I(As)ses —=L tal que el diagrama:

inAS

A, [I(As ] s€S5)

b
ls [ZS]SES
L

conmuta. Ademés, para cada (s, s’) €<, tenemos que:

b . b .
[ZS]seS o foings = [ZS]seS © g

b .
[ls]seg 0 going o

Luego [I5 ]SES of =]l ]Zes o g, por lo tanto, en virtud de la propiedad universal del
coigualador, podemos afirmar que existe un unico morfismo u: li_rr)l(S, A)—L tal
que el diagrama:

1A, s € $) <9 s 4

=

u

L

conmuta.
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Ahora bien, puesto que, para cada s € S, el diagrama:

ing

A, [H(As | s€S5)

b
ls [lS]SGS
L

conmuta, también, para cada s € S, el diagrama:

Qs

AL ses) U s, a)

A, lim

b
lg [ZS]SES
’ U
L

conmuta. Por consiguiente hay al menos un morfismo u de ligrl(S7 A) en L tal que,
para cada s € S, el diagrama:

Qs

A,

liny(S, A)

L

conmuta. Dejamos, como ejercicio, la demostracién de que hay a lo sumo un mor-
fismo u de li_I)n(S7 A) en L tal que, para cada s € S, uoas = ;.
O

Podemos resumir el proceso seguido en la demostracién de la proposiciéon anterior
en los siguientes términos:

= En primer lugar, nos olvidamos de la estructura relacional del sistema induc-
tivo d.s. de conjuntos linealmente ordenados dado (S, .A), y consideramos el
sistema inductivo d.s. de conjuntos

(S, ((AS)SESv (as78’)(s,s’)€§))~

= A continuacién, consideramos el limite inductivo del sistema inductivo d.s.
de Conjuntos (S’ ((As)s€5'7 (as,s')(s,s’)eg))~

= Por tiltimo, dotamos al conjunto (S, ((As)ses, (@s,s)(s,s)e<)) del orden lineal
adecuado, y comprobamos que el resultado cumple las condiciones de la
proposicién.

En la proposicién anterior hemos demostrado, para un sistema inductivo d.s. de
conjuntos linealmente ordenados, la existencia de al menos un par ordenado, for-
mado por un conjunto linealmente ordenado y una familia de morfismos desde cada
uno de los conjuntos linealmente ordenados de la familia de conjuntos linealmente
ordenados subyacente a la segunda coordenada del sistema inductivo d.s., hasta el
conjunto linealmente ordenado, sujeto a cumplir, por una parte, una condiciéon de
compatibilidad respecto de los morfismos subyacentes a la segunda coordenada del
sistema inductivo d.s., y, por otra, una cierta propiedad universal; pero, no hemos
afirmado que tal par sea absolutamente unico.
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Demostraremos en lo que sigue, entre otras cosas, que el par ordenado de la
proposicién anterior, es tinico salvo isomorfismo.

Proposicién 17.6.2. Sea (S, A) un sistema inductivo d.s. de conjuntos linealmen-
te ordenados. Entonces:

1. Para cada par de morfismos f,g: h_I)H(S,A)HY, si, para cada s € S, el
diagrama:

foas

goas

conmuta, entonces f = g, i.e., la familia (as)scs es colectivamente epimorfi-
ca.

2. Para cada par ordenado (L, (Is)ses), en el que L sea un conjunto linealmen-
te ordenado y, para cada s € S, ls: Ag—=L un morfismo, si para cada
(s,8') €=, el diagrama:

Qg s

S

conmuta, y para cada morfismo t: L+— li_I)n(S7 A), si, para cada s € S, el
diagrama:

S

lim(S, .A)

s

conmuta, entoncest es un isomorfismo, i.e., la familia (as)ses es extremal.

Demostracion. O

Corolario 17.6.3. Sea (S,.A) un sistema inductivo d.s. de conjuntos linealmente
ordenados Si un par ordenado (Q, (¢s)ses), en el que Q es un conjunto linealmente
ordenado y, para cada s € S, qs: As—=Q un morfismo, cumple que:

1. Para cada (s,s') €=, el diagrama:

Qs s

As As/

conmuta.
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2. Para cada par ordenado (L, (I5)ses), en el que L es un conjunto linealmen-
te ordenado y, para cada s € S, ly: Ag——=L un morfismo, si, para cada
(s,8") €=, el diagrama:

Qg s

A, A,

Iy Ly

conmuta, entonces hay un dnico morfismo u: Q—=L tal que, para cada
s €8, el diagrama:

ds
Q

u
ls L
L

Entonces hay un tnico isomorfismo t de @(S, A) en Q tal que, para cada s € S,
el diagrama:

A,

conmuta.

Qs

A, lim(S, A)

qs v

Q

conmuta.

Demostracion. O

Establecemos a continuaciéon una condicién necesaria y suficiente para que un
sistema inductivo d.s. de conjuntos bien ordenados, tenga un limite inductivo que
sea bien ordenado. Pero antes demostramos que el dominio de cualquier morfismo
desde un conjunto linealmente ordenado hasta un conjunto bien ordenado, es él
mismo un conjunto bien ordenado.

Lema 17.6.4. Sea A un conjunto linealmente ordenado, B un conjunto bien or-
denado y f un morfismo de A en B. Entonces A es un conjunto bien ordenado.

Demostracion. O

Proposicién 17.6.5. Sea (S, A) un sistema inductivo d.s. de conguntos bien or-
denados y A el limite inductivo de dicho sistema cuando se le considera como un
sistema inductivo d.s. de conjuntos linealmente ordenados. Entonces una condicion
necesaria y suficiente para que exista el limite inductivo del sistema inductivo d.s.
de conjuntos bien ordenados (S, A), i.e., para que li_n}(S, A) sea un conjunto bien
ordenado, es que A sea un conjunto bien ordenado.

Demostracion. O

Proposicién 17.6.6. Sea (S, A) un sistema inductivo d.s. de conjuntos linealmen-
te ordenados y (L, (Is)ses) tal que, para cada s € S, ls: Ag——=L sea un morfismo
y, para cada (s,s') €=, el diagrama:



TEORIA DE CONJUNTOS 221

Qg s

A, Ay
L

conmute. Entonces para el unico morfismo u: @(S,A)HL tal que, para cada
s €8, el diagrama:

Qs

A,

liny(S, A)

u
ls

L
conmuta, tenemos que una condicidn necesaria y suficiente para que u sea sobre-
yectivo es que L = J,c g Im(ls).

Demostracion. Puesto que un morfismo es sobreyectivo si y sélo si su imagen
coincide con su codominio, u serd sobreyectivo precisamente si ullim(S, A)] = L.
Ahora bien, @(S,A) = U,egIm(as), luego u serd sobreyectivo precisamente si
ulU,egIm(as)] = L, ie., siy sélo si J,cgIm(u o as) = L, pero, para cada s € S,
uoas = lg, luego u serd sobreyectivo cuando y sélo cuando | J, .o Im(ls) = L.

ses
U

Proposicién 17.6.7. Sea (S,.A) un sistema inductivo d.s. de conjuntos lineal-
mente ordenados. Una condicion suficiente para que as: Ag—s li_n;(S,A) sea
sobreyectivo, sea cual sea s € S, es que, para cada (s,s') €=X, se cumpla que
as,s 0 Ag—=Ay sea sobreyectivo.

Demostracion. O

Corolario 17.6.8. Sea (S,.A) un sistema inductivo d.s. de conjuntos linealmente
ordenados. Una condicion suficiente para que ag: Ay — H_I)n(S,.A) sea un 1iso-
morfismo, sea cual sea s € S, es que, para cada (s,s') €=, ass: As—>= Ay lo
seq.

Demostracion. O

Como una aplicacién del concepto de limite inductivo de un sistema inductivo
d.s. de conjuntos linealmente ordenados, consideramos a continuacién el concepto
de ultraproducto de una familia de conjuntos linealmente ordenados relativo a un
ultrafiltro, sobre el conjunto de indices de la familia en cuestién.

Proposicién 17.6.9. Sea I un conjunto, F un ultrafiltro sobre I, (A;)icr una
familia de conjuntos linealmente ordenados y < la relacion sobre F definida como

<={(JK)e FP|KCJ}.

Entonces (([Ljes Aj) jer Prx)k)e<), 0 (As)ser: (Prr)r)e<), en el que,
para cada J € F, Ay = (Aj,<y) es el conjunto ordenado cuyo conjunto subya-
cente es HjeJAj y en el que, para cada x,y € HjeJAj7 T <y y sty solo si,
para cada i € J, x; <; y;, es un sistema inductivo d.s. de conjuntos ordenados. Al
limite inductivo de tal sistema inductivo d.s. de conjuntos ordenados convenimos
en denotarlo por ([],c; Ai/F,(pF.7)ier), y a [l;c; Ai/F en denominarlo el ul-
traproducto de (A;);er relativo al ultrafiltro F sobre I, siendo, para cada J € F,
pr,s la aplicacion isétona candnica de Ay en [[;c; Ai/F. Entonces se cumple que
el conjunto ordenado [];.; Ai/F estd linealmente ordenado.
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Ademds, [[,.; Ai/F es isomorfo al conjunto linealmente ordenado

[Lic; Ai/ =7= (11 Ai/ =7, <),
en el que la relacion estructural < es la definida como:
2, .
<={(z.y) € (Ilic; A)" [{i €I (wi <iyi)} € F},
A; definida como:

el

y siendo =5 la equivalencia sobre [],.;

=r={(z,9) € ([Lies Ai)2 | Eq(z,y) € F}.

En particular, si, para cadai € I, A; = A, entonces al limite inductivo del sistema
inductivo (A7) er, (Psk) (1 K)e<), lo denominamos la ultrapotencia de (A)ier
relativa al ultrafiltro F sobre I y al conjunto ordenado subyacente lo denotamos por
AlJF.

Proposicién 17.6.10. Sea I un conjunto y F un ultrafiltro sobre I. Entonces

LO! UprLf LO
(Ai)ier [Lic; Ai/F
(fi)ier — [Lie: fi/F
(Bi)ier [LierBi/ 7,

es un functor, el functor de formacion de ultraproductos de conjuntos linealmente
ordenados, para el par (I,F).

Del mismo modo se define el functor de formacion de ultrapotencias de conjuntos
linealmente ordenados, para el par (I, F)

Lo— " 1o
A Al/F

/ — 1F
B B!/F.

Ademds, hay una transformacion natural 6*7 del functor identidad de LO en el
Junctor de formacion de ultrapotencias Upw;

Demostracion. O

Lema 17.6.11. Sea I un conjunto, K C J C I y F un ultrafiltro sobre I. Si J € F,
entonces

FlJ={JNF|FeF},
es un ultrafiltro sobre J. Ademds, F|J C F y si K € F, entonces K € F|J y
(FINIK = FIK.

Demostracion. O

Proposicién 17.6.12. Sea I un conjunto, K C J C I, F un ultrafiltro sobre I y
supongamos que K, J € F. Si (A;)icr es una familia de conjuntos linealmente orde-

nados, entonces hay tres morfismos, univocamente determinados, uy de [[,c; As/F
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en [[;c; Ai/FIJ, ug de [[;c; AifF en]c; Ai/ FIK yugx de[[;c; Ai/FIJ en
[Lic; Ai/FIK tales que el diagrama:

Hz’e[ A ks Hie] Ai/F
PTr g Uy
DIy [Tes A P71y [LesAj/FIT uk
Pryk UJ K
[Tkex Ax 2K [lrex Ax/FIK

conmuta. Ademds, los tres morfismos son isomorfismos.
17.7. Morfismos inductivos entre sistemas inductivos.

Definicién 17.7.1. Si (S,.A) y (T, B) son dos sistemas inductivos d.s. de conjuntos
linealmente ordenados, un morfismo inductivo de (S,.A) en (T,B) es un triplo
ordenado ((S,.A), ®, (T, B)), abreviado como ® y denotado por

®: (S, 4)—(T,B),
en el que ® = (¢, f), con p: S—=T v f = (fs)ses, siendo, para cada s € S,

fs: Ay —=By), tal que, para cada (s,s’) €=, el diagrama:

A, J: By(s)

As,s' b (s),p(s")

A B

) ®(s")

S
conmuta. Ademds, (S,B,) es el sistema inductivo d.s. de conjuntos linealmente
ordenados para el que la coordenada s-ésima de la primera componente de B, es
B, (s), para cada s € S, y la coordenada (s, s')-ésima de la segunda componente de
B, es by(s),p(s), Para cada (s,s’) €=.

Proposicién 17.7.2.

1. Si (S, A) es un sistema inductivo d.s. de conjuntos linealmente ordenados,

entonces
id(s,a) = (ids,id.a),

siendo ida = (ida, | s € 5), es un endomorfismo inductivo de (S, A), el
morfismo inductivo identidad de (S, .A).

2. 5i (S,A), (T,B) y (U,C) son tres sistemas inductivos d.s. de conjuntos
linealmente ordenados, ® = (p, f) un morfismo inductivo del primero en el
seqgundo y U = (v, g) uno del seqgundo en el tercero, entonces

Vod=(pop,g,0f),

siendo g, la familia indexzada por S, cuya coordenada s-ésima es:

9o(s) * Bio(s) = Cuo(s))
y, por lo tanto, siendo g, o f la familia de homomorfismos, indexada por S,
cuya coordenada s-ésima es:

Is B Geo(s)

A, (s) Cuo(s))
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es un morfismo inductivo de (S, A) en (U,C), el morfismo inductivo com-
posicién de ambos.

Demostracion. Puesto que la primera parte es sencilla de demostrar, nos limitamos
a demostrar la segunda.
Por ser @ = (¢, f) v ¥ = (¢, g) morfismos inductivos, los diagramas:

fs gt

AS —— ng(s) y B ——— Cd’(t)
@s,s’ lbw(s),w(s’) by, l%(tww)
A, T> B¢(5/) B T Cw(t')

conmutan. Por consiguiente el diagrama:

Go(s) © fs
A, »(s)

Cuels)
As. s lcw(sa(S)),w(w(S’))

A,

Cuyle(s)
Jp(s') © fs’ ’

también conmuta. O

Proposicién 17.7.3. Sea & un morfismo inductivo de (S, A) en (T,B), ¥ uno de
(T,B) en (U,C) y E uno de (U,C) en (V, D). Entonces:

1. (Asociatividad). El diagrama:

conmuta.
2. (Neutros). Los diagramas:

ld(S”A)
5,4 —P 54 4 (5,4 —2

conmutan.

Demostracion. O
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17.8. Limites inductivos de los morfismos inductivos.

Proposicién 17.8.1. Si ®: (S, A) — (T, B) es un morfismo inductivo, entonces
hay un unico morfismo

denominado el limite inductivo de ® tal que, para cada s € S, el diagrama:

liny(S, A)

Qs

A,

2 lim @

B<p(s) —_— hm(T, B)

w(s)
conmuta. Ademdas, el diagrama:
as .
A, lim(S, A)
fs s
Bo(s) ———1im(S, By) lim &

by (s)
I
lin(T, )
conmuta, siendo i, el inico morfismo de lig(S,Bw) en liﬂ(T,B) tal que el diagra-

ma:

Ples s, ..
H(Bcp(s) | s € S) I hﬂ(S,B@)

1y, ‘/ILP

(B |teT) lim (T B)

prC(T,B)

conmuta, y, denotdndola por el mismo simbolo, [ f el dnico morfismo de @(S, A)
en @(S,B@) tal que el diagrama:

prC(S,A) .
[T(As | s € §) ————1im(S, A)
: "
H(B@(s) | s € S) pr—> hﬂ(S’Bﬁﬂ)

C(s,By)
conmuta. Asi que
liﬂ@ =i,o[[f
Demostracion. O

Proposicién 17.8.2. Sean ®: (S, A)—(T,B) y ¥V: (T,B) — (U, C) dos mor-
fismos inductivos. Entonces:
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1. li_H)lid(S’A) = idl'ﬂ(S,A)-
2. li_r)n(\lloq)) = li_I)n\I/oli_r)nq).
Ademds, si ® = (o, f) y ¥ = (v,9), entonces el diagrama:
ligq Yod

g
A
g
S

lny (S, A)
AN
S
N
\ =

[1(g 0 f)

conmuta.

Demostracion. O

Proposicién 17.8.3. Sea ®: (S, A)— (T, B) un morfismo inductivo. Si hay un
subconjunto S’ de S que es cofinal en S, p[S’] es cofinal en T vy, para cada s’ € ',
Jsrt Ay —=By () es un isomorfismo, entonces hgn@ es un isomorfismo.

Demostracion. O

Antes de enunciar un corolario de la proposicién anterior, convenimos que si
(S, A) es un sistema inductivo d.s. de conjuntos linealmente ordenados y S’ un
subconjunto de S tal que, siendo S’ el par ordenado (S’, < N(S" x S)), S’ es,
a su vez, un conjunto preordenado dirigido superiormente, entonces (S,.4)[5’, la
restriccion de (S, A) a S', denota el sistema inductivo d.s. de conjuntos linealmente
ordenados cuya primera coordenada es (S, < N(S’x S’)) y cuya segunda coordenada
tiene como primera componente la restriccién de (A; | s € S) a S’ y como segunda
componente la restriccién de (as,s | (s,5") €xX) a = N(S" x 57).

Corolario 17.8.4. 5i (S,.A) es un sistema inductivo d.s. de conjuntos linealmente
ordenados y S’ es un subconjunto cofinal de S, con S dirigido superiormente, enton-
ces para el morfismo inductivo candnico ® = (ing/, (ida_, | 8" € S')) de (S, A)[S’
en (S, A) se cumple que lig@ es un isomorfismo.

Demostracion. O

18. ORDINALES Y CARDINALES.

18.1. El principio de la definicién por recursion transfinita. En un con-
junto bien ordenado (A, <), si no es vacio, cabe distinguir, en principio, tres tipos
de elementos: El minimo, los elementos sucesores y los elementos limites.

Definicién 18.1.1. Sea (A4, <) un conjunto bien ordenado y a € A. Decimos que
a es un elemento limite de (A, <) si J< a, el conjunto de los predecesores estrictos
de a, no tiene un méaximo, i.e., si, para cada b € A, si b < a, entonces hay un c € A
tal que b < ¢ < a (de modo que entre a y b hay una infinidad de elementos de
A). Denotamos por Lim(A4, <) el conjunto de los elementos limites de (A4, <). A
todos los elementos de A que no sean ni el primer elemento de (A, <) ni elementos
limites, los denominamos elementos sucesores de (4, <), y a la totalidad de ellos la
denotamos por Suc(4, <).
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Con los axiomas hasta ahora enunciados, no podemos afirmar que los conjuntos
que se obtengan como resultado de la aplicacion de un cierto procedimiento (de
cardcter funcional) a los elementos de un conjunto dado, puedan reunirse en un
todo para formar un nuevo conjunto. Asi, por ejemplo, partiendo del conjunto de
los nimeros naturales, dado por el axioma del conjunto infinito y no mediante
ninguna construccién, podemos considerar el procedimiento consistente en asignar
a cada numero natural n el conjunto de las partes de N iterado n veces, i.e.,

Sub’(N) = N.
Sub™ ! (N) = Sub(Sub™(N)).

Pero no podemos afirmar, con los axiomas hasta ahora disponibles, que exista el
conjunto

{Sub™(N) |n e N}.
Al respecto dice Skolem lo siguiente:

It is easy to show that Zermelo’s axiom system is not sufficient to provide
a complete foundation for the usual theory of sets. I intend to show,
for instance, that if M is an arbitrary set, it cannot be proved that
M, Sub(M), Sub?(M), ..., and so forth ad infinitum form a “set”. To
prove this I introduce the notion “level”of a set. Such sets as @, {2},
{{2}}, {9,{2}}, ...I call sets of the first level; they are characterized
by the fact there exists nonnegative integer n such that J" M = @.
The set N already constitutes an example of a set that is not of the first
level, since, for every n, |J"N = N. By a set M of the second level I
mean one that is not itself of the first level but for which there exists
a nonnegative integer n such that all elements of |J" M are sets of the
first level. Thus N is a set of the second level. In a similar way sets of
the third, fourth, and higher levels can be defined. We need not discuss
whether with every set a level number is associated.

Now let a domain B in which the axioms hold be given. Then the
sets in B that are of the first or second level form a partial domain B’,
and it is easy to see that the axioms must hold in B’ too. The set N
belongs to B’; if the infinite sequence N, Sub(N), Sub?(N), ... formed a
set M in B’, however, it would clearly not be of the second level but
of the third, and such a set just does not occur in B’. For it is evident
that, for every n, |J” M will contain the set N as an element. Thus the
sets N, Sub(N), Sub?(N), ...do not form the elements of a set in B’;
even though Zermelo’s axioms hold in B’; that is to say, the existence
of such a set is not provable.

Ahora el esquema axiomético de reemplazo, en la versién de Skolem, segtin el cual
la imagen directa de un conjunto bajo una condicién funcional es un conjunto, nos
permitira, no sélo asegurar la existencia de conjuntos como el anterior, sino también
establecer un principio de la definicién por recursion transfinita, que generalizard al
principio de la definicién por recursién finita y, en definitiva, definir los nimeros
ordinales.

Ejercicio 18.1.2. Demuéstrese, haciendo uso del esquema axiomatico de reempla-
70, que para cada un conjunto A, existen los conjuntos

L {{a}[zeA}y
2. {Sub(z) |z € A}.

El principio de la definicion por recursion transfinita, abreviado como PDRT,
nos indica la manera de construir recursivamente una funcién que esté definida
sobre un conjunto bien ordenado, partiendo de una clase funcional
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Teorema 18.1.3 (PDRT). Sea ¢(x,y,t},)) una formula cuyas variables libres sean
Z, Y, to,. -y tno1, A = (A, <) un conjunto bien ordenado y to,. .., tn—1 conjuntos.
Si, para cada x hay un dnico y tal que o(x,y,1t)), entonces hay una tnica funcion
F tal que:

1. Dom(F) = A.

2. Para cada a € A, p(F| l< a,F(a),ty,).

Demostracion. Sea a € A. Decimos que una funcién f estd o(z,y, t[,))-construida
hasta a si cumple las siguientes condiciones:

1. Dom(f) ={< a.
2. Para cada = € Dom(f), o(f[ <z, f(x),t[p))-

Demostramos en primer lugar que, dados a,b € A, si a < b, f estd o(x,y,t[)-
construida hasta a y g lo estd hasta b, entonces, para cada = < a, f(z) = g(z).
Si no ocurriera lo dicho, existirfa un primer & < a tal que f(z) # g(z). Entonces
T d< z =gl l< z. Ademss, SO(ff < xvf(x)vt[n]) y SD(QT < 'va(m)at[n])v luego,
por la hipétesis sobre ¢(x,y,tp,), f(x) = g(x), lo cual es una contradiccién. por
consiguiente se cumple que, para cada z < a, f(z) = g(z).

Tomando a = b, podemos afirmar que, para cada a € A, hay a lo sumo una
funcién f que estd o(x,y,t[,))-construida hasta a.

A continuacién, aplicando el esquema axiomético de reemplazo, obtenemos el
conjunto F de todas las funciones f que estdn, para algin a € A, ©(z,y,t[))-
construidas hasta a:

F ={f|3a € A(fes una funcién ¢(x,y,t},)) — construida hasta a }.

Sea F = |JF. Nos proponemos demostrar que F tiene las siguientes propiedades:

1. F' es una funcién.

2. Para cada x € Dom(F), o(F[ |< z, F(x),t,).

3. Dom(F) = A.

4. F es la unica funcién que cumple las condiciones del teorema.

Demostramos en primer lugar, por induccién transfinita, que si G y H son dos
funciones que cumplen las condiciones del teorema, entonces G = H. En efecto, sea
Eq(G, H) el igualador de G y H, i.e., el conjunto Eq(G,H) = {a € A | G(a) =
H(a)} y, dado un a € A, supongamos que . a C Eq(G, H). Entonces G| |«
a = H| l< a. Ademés, o(G| l< a,G(a),tp)) vy ¢(H| l< a,H(a),ty), luego
G(a) = H(a). Asi que a € Eq(G, H). Por lo tanto G = H.

Ahora demostramos que F' = |JF es una funcién.

En efecto, si (x,y),(x,z) € F, entonces, por una parte, hay un ¢ € A y una
funcién f ¢(x,y,t},))-construida hasta a tal que f(z) =y y, por otra, hay un b € A
y una funcién g o(z,y,t[,))-construida hasta b tal que g(x) = z. Pero, por ser A
un conjunto bien ordenado, a < b o b < a, luego y = z.

Demostramos a continuacién que, para cada x € Dom(F'), o(F[| < x, F(x),t[y).
En efecto, si 2 € Dom(F), entonces hay una funcién f € F tal que 2 € Dom(f).
Luego o(fI 1< z, f(x),tp). por lo tanto f[ |« o = F[ |< x, luego f(x) = F(x).
Demostramos, por iltimo, que Dom(F) = A. Si Dom(F) C A, entonces hay un
primer a € A — Dom(F) Por lo tanto |« a C Dom(F'); de hecho |« a = Dom(F).
Sea y el tnico conjunto tal que ¢(F,y,t,)) y sea f = FU{(a,y) }. Se cumple que
[ es una funcién que estd ¢(z,y, t[,))-construida hasta a, luego a € Dom(F). O

Ejercicio 18.1.4. Demuéstrese que existe el conjunto { Sub™(N) | n € N }.

Como caso particular obtenemos el principio de la definicion por recursion de
curso de valores transfinita, abreviado como PDRCVT
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Corolario 18.1.5 (PDRCVT). Sea A = (4, <) un conjunto bien ordenado, B un
conjunto y G una funcion de |J,c 5 BY<% en B. Entonces hay una tnica funcion F
de A en B tal que, para cada a € A, F(a) = G(F| |< a).

Demostracion. O

Teorema 18.1.6 (del isomorfismo de Mostowski). Si A = (A, <) es un conjunto
bien ordenado, entonces hay un inico par (f, B) tal que € es una buena ordenacion
sobre B, B es un conjunto €-transitivo y f un isomorfismo de (A, <) en (B,€p).
Al 4inico conjunto B con las propiedades anteriores lo denominamos la €-imagen
del conjunto bien ordenado (A, <)

Demostracion. O

Proposicién 18.1.7. Sean A = (A,<) y A’ = (A’,<) dos conjunto bien ordena-
dos. Una condicidn necesaria y suficiente para que A y A’ sean isomorfos es que
tengan la misma €-imagen.

Demostracion. O

18.2. Ordinales.

., mientras que los nimeros infinitos, si en absoluto han de ser con-
cebibles de algin modo, tienen que constituir, por su oposicién a los
numeros finitos, una clase de nimeros totalmente nueva, cuya indole
depende enteramente de la naturaleza de las cosas y es objeto de inves-
tigacién, no de nuestro arbitrio o de nuestros prejuicios.

G. Cantor.

Para motivar la introduccién de los niimeros ordinales, recurrimos, parcialmente,
a la exposicién que hace Baire en [?].

Definimos, en primer lugar, una relaciéon de orden sobre el conjunto de las su-
cesiones de ntmeros naturales. Si S = (ap)nen ¥ T = (bn)nen son dos sucesiones
de niimeros naturales, decimos que S es mds creciente que T, y lo denotamos por
S > T, si existe un m € N tal que, para cada n > m, a,, > b,. En general, dos
sucesiones de numeros naturales distintas no son comparables. Sin embargo, dada
una infinidad numerable de sucesiones de nimeros naturales, siempre es posible
construir otra que es mas creciente que cada una de las sucesiones dadas.

Sea (S, )nen una familia de sucesiones de nimeros naturales, a la que convenimos
en representar por la matriz:

S(): 0,0, ao,1, ap,2, ey ao’p,...,
Sli 1,0, a1,1, a1,2, ceey Alpy-en,

: .y ceey ey ey cee gy
Spt Qno, Qnis, Gn2, o5 Gnpy---,

.y ceey ceey ey Ceeg ey

Entonces la sucesién T = (by)nen cuyo n-ésimo término b, es max{a;, | i €

n+ 1} 4+ 1 es mas creciente que cada una de las S,. Pero hemos de tener en

cuenta que este no es el inico procedimiento para obtener una sucesiéon que sea mas

creciente que cada una de las sucesiones de una familia numerable de sucesiones de

nimeros naturales dada. De hecho, en lo que sigue, usaremos otro procedimiento.
A partir de la familia de sucesiones de nimeros naturales:

Soi 0, 0, 07 ey 0,...,
Sy:oo1, 1, 1, ..., 1,...,

Sn: m, M, My .., T,
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obtenemos, por diagonalizacién la sucesién (0,1,2,3,...), més creciente que cada
una de las dadas y, dice Baire, al respecto:

Pour rappeler que cette nouvelle suite est plus croissante qu’une quel-

conque des suites Sy, nous la désignerons par S, considérant en un

certain sens w comme un indice supérieur a tous les entiers positifs.?

Para formar una sucesién més creciente que S, es suficiente anadir una unidad

a cada término de S,. A la sucesién asi obtenida la denotamos por S,i; y es
(1,2,3,4,...). Sea, para n > 0, S 4, la sucesiéon (0 +n,1+n,2+n,3 +n,...).
Entonces tenemos la familia (S, )nen, representada por la matriz:

Sw 0, 1, 2, 3, cee
Soii: 1, 2 3, 4,
Sw+2 : 2, 3, 47 5, ]

et e, e, R ceey e
Segn: n, 14+n, 24n, 3+n, ...,
: ey ey ceey ey ey
Las sucesiones S,4, son tales que S, < S,+1 < .... Entonces, aplicando a esta
familia la diagonalizacién, obtenemos una sucesién de nimeros naturales més cre-
ciente que cada una de las S, . Tal sucesion es (0,2,4,6,...), a la que denotamos
por S,.2. Si aplicamos una vez mas el procedimiento seguido antes, obtenemos, en
primer lugar la sucesién (1,3,5,7,...), a la que denotamos por S,.o11, que es més
creciente que S,.2. Sea, para n > 0, S,.04, la sucesién (n,2 +n,4+n,6+n,...).
Entonces tenemos la familia (Sy.24n)nenN, representada por la matriz:

Soo: 0, 2, 4, 6, ...,
Sw.2+1 : 1, 3, 5, 7, ey

Sw~2+2 . 2, 4, 6, 87 ey
ey e, ce B,
Soo4n: n, 24n, 44n, 64+n, ...,
ey e, cee ceey e,
Las sucesiones S,,.21, son tales que S,.2 < Su.2+1 < .... Entonces, aplicando a
esta familia, una vez mas, la diagonalizacién, obtenemos una sucesién de nimeros
naturales mds creciente que cada una de las S,.24,. Tal sucesién es (0, 3,6,9,...),
a la que denotamos por S,,.3.
En general, sea, param > 0, S, = (0-m,1-m,2-m,;3-m,...) v Spman =
(0-m+n,1-m+n,2-m+n,3-m+mn,...). Ahora, a partir de la familia (S,,.;;)men,
representada por la matriz:

So: 0, 0, 0, 0, ...,
S,: 0, 1, 2, 3, ,
Sw.g : 0, 2, 4, 6, 5

0, 3, 6, 9, e

Sw.gl
Som: 0, 1-m, 2-m, 3-m

.y ey ey ey ey

)

obtenemos, diagonalizando, la sucesién (0,1,4,9,...) mds creciente que cada una
de las dadas, a la que denotamos por S,2. Dice, Baire, ahora:

Pour l'introduction d’un élément nouveau, nous nous sommes placés
dans deux sortes de cas. Dans un premier cas, étant donné un ensemble
d’éléments dans lequel I'un d’eux a un rang supérieur a tous les autres,
nous en ajoutons un nouveau qui a un rang supérieu a ce dernier. Dans le

2Siguiendo la préctica hoy standard, empezamos la numeracién desde el cero. De modo que w
aparece como un indice superior a todos los nimeros naturales.
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second cas, étant donné un ensemble d’éléments dans lequel aucun d’eux
n’a un rang supérieur a tous les autres, nous en ajoutons un, ayant cette
propriété.

De este manera resume Baire los tres principios que segin Cantor gobiernan la
generacién de los nimeros ordinales. El primero de los principios es el de la adicion
de una unidad a un nimero ya formado. Es asi como, admitido el 0 se obtienen:
1, 2, 3, ..., vy, admitido w, se obtienen: w + 1, w + 2, ..., y, admitido w - 2, se
obtienen: w -2+ 1, w-2 42, ..., etc. El segundo de los principios generadores
es el que suministra nimeros ordinales del tipo de w y w - 2, y tal principio es el
que, dada una sucesién arbitraria de nimeros ordinales, ninguno de los cuales sea
mayor que todos los demads, permite crear un nuevo ntimero ordinal, que se concibe
como el limite de la sucesién en cuestién. A los niimeros generados haciendo uso
del primer principio se les llama ordinales sucesores y a los generados mediante el
segundo principio limites. El tercer principio es un principio limitativo, porque exige
que todo ordinal transfinito formado mediante los dos primeros principios tenga un
conjunto de predecesores que sea equipotente a w, el primer ordinal transfinito

Definicién 18.2.1. Sea A = (A, <) un conjunto bien ordenado. El nimero ordinal
de A es su €-imagen. Un conjunto « es un numero ordinal si es el nimero ordinal
de algin conjunto bien ordenado, si tal es el caso lo denotamos por On(a). Un
ordinal es un par (o, €,) en el que o es un nimero ordinal.

Proposicion 18.2.2. Sea a un conjunto. Entonces son equivalentes:

1. a es un numero ordinal.
2. « es e-transitivo y €, es una buena ordenacion sobre a.

Demostracion. O

Proposiciéon 18.2.3. Sean a, B y v tres numeros ordinales. Entonces:

1. Para cada § € o, § es un numero ordinal.

Sia € pyp ey, entonces o € 7.

a ¢ a.

O bien a € B, 0 bien a = 3, o0 bien 5 € a.

Cualquier conjunto no vacio de ordinales tiene un minimo.

AN

Demostracion. O

La proposicién anterior demuestra que la clase de todos los ordinales es una clase
€-transitiva y que estd bien ordenada por €.

Corolario 18.2.4.

1. Cualquier conjunto €-transitivo formado por nimeros ordinales es un nime-
ro ordinal.

2. @ es un numero ordinal.

3. Si«a es un nimero ordinal, ot es un nimero ordinal y es el minimo nimero
ordinal posterior a . Lo denotamos por a+ 1 y lo denominamos el numero
ordinal sucesor del numero ordinal c.

4. Si A es un conjunto de niumeros ordinales, entonces | JA es un ndmero or-

dinal. Ademds, hay un minimo niumero ordinal « tal que, para cada B € A,

B € a.. Al ménimo nimero ordinal con tal propiedad lo denotamos por Sup(A)

y lo denominamos el supremo del conjunto de nimeros ordinales A.

Si o y B son numeros ordinales, entonces o € 3 si y solo si o C .

Si o es un numero ordinal, entonces o = {f € a | On(pB) }.

7. Si A es un conjunto no vacio de nimeros ordinales, entonces (A es un
nimero ordinal, (VA € A y, para cada a € A, (A C a.

o o
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8. Para cada numero ordinal o, se cumple que no hay ningin nidmero ordinal
B tal que a € B € a+ 1.
9. Sean o y B dos niumeros ordinales, entonces a+1 = +1 si y solo si a = B.

Demostracion. O

Teorema 18.2.5 (Burali-Forti). 3 No hay ningin conjunto al que pertenezcan todos
los nimeros ordinales.

Demostracion. O

Correspondiendo a los diferentes tipos de elementos que hay en un conjunto bien
ordenado, tenemos el nimero ordinal cero, los niimeros ordinales sucesores y los
limites.

Definicién 18.2.6. Sea « un numero ordinal. Decimos de a que es un numero
ordinal sucesor si a = 8 + 1, para algiin nimero ordinal 8 y que a es un ntmero
ordinal limite si a # 0 y si & no es un nimero ordinal sucesor.

Proposicién 18.2.7.

1. Una condicion necesaria y suficiente para que un numero ordinal o sea un
nidmero ordinal sucesor es que | Ja € a.

2. Una condicion necesaria y suficiente para que un nimero ordinal « sea un
nimero ordinal limite es que o # 0 y que |Ja = a.

3. Una condicion necesaria y suficiente para que un numero ordinal o sea un
nimero ordinal limite es que o # 0 y que para cada niumero ordinal 3, si
B € a, entonces hay un nimero ordinal v tal que B € v € .

Demostracion. O

Teorema 18.2.8 (Hartogs). Para cada conjunto A hay un nimero ordinal o para
el que no hay ninguna aplicacion inyectiva de o en A.

Demostracion. O

Teorema 18.2.9 (Zermelo). Sea A un conjunto. Entonces son equivalentes:
1. Word(A) # @.

2. Hay una funcién de eleccion para A.
Demostracion. (]
Teorema 18.2.10. Cualquier conjunto es isomorfo a algin nimero ordinal.
Demostracion. O

El principio de la definicion por recursion transfinita para los ordinales, abrevia-
do como PDRTON, nos indica la manera de construir recursivamente una funcién
que esté definida sobre un nimero ordinal, partiendo de una clase funcional.

Teorema 18.2.11 (PDRTON). Sea (z,y,t,)) una formula cuyas variables libres
sean x, y, to,. .., th—1, @ un numero ordinal y a, to,..., t,—1 conjuntos. Si, para
cada x hay un tnico y tal que @(x,y,t,)), entonces hay una tnica funcién F tal
que:

1. Dom(F) =« + 1.

2. F(0) =a.

3. Para cada a € a+ 1, o(F[ B, F(B),t1n)-

Demostracion. O

3Burali-Forti fue un sélo matemético italiano, no dos distintos
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Establecemos a continuacién otro principio de definicién por recursion transfinita
para los ordinales.

Teorema 18.2.12. Sea o un ordinal, A un conjunto y h una aplicacion del conjunto
de las palabras en A de longitud estrictamente menor que «, i.e., del conjunto
UBEa AP en el conjunto A. Entonces hay una tnica aplicacion f de a en A, i.e.,
una inica palabra en A de longitud o, tal que, para cada B € «, f(8) = h(f[B), o,
lo que es equivalente, para el diagrama:

Ao %) (Uﬁea Aﬁ)a

hOA
id ga
AOL
se cumple que las aplicaciones idao y h* o (-]3)geca tienen una dnica aplicacion que
las iguale, o, también, la aplicacion h® o (-[B)gecqa tiene un dnico punto fijo.

18.3. Aritmética ordinal. Si a y g son dos ordinales, entonces definimos la
suma de a y 3, o+ 3, como el unico ordinal 7 tal que (o, €4) [[(8, €s) es isomorfo
a (v, €y). Ademds, definimos el producto de o'y 3, o - 8, como el tinico ordinal ~y

tal que (o, €4) [["(8, €5) es isomorfo a (7, €,).

Proposicion 18.3.1. Para cualesquiera niumeros naturales o, B y 7y, se cunple que:

(a+B8)+vy=a+(B+7) Asociatividad de la suma.
(a-B)-y=a-(B-7) Asociatividad del producto.
a-(B+7)=(a-B)+ (a-v) Distributividad por la izquierda.
a+0=q«a Neutro aditivo por la derecha.
0+a=a«a Neutro aditivo por la izquierda.
a-1=a« Neutro multiplicativo por la derecha.
l-a=«a Neutro multiplicativo por la izquierda.
a-0=0 Aniquilador por la derecha.
0-aa=0 Aniquilador por la izquierda.

Es fundamental recordar que ni la suma ni el producto de ordinales son operacio-
nes conmutativas y que la multiplicacién no es distributiva por la derecha respecto
de la suma.

18.4. Cardinales.

Definicién 18.4.1. Sea A un conjunto. El nimero cardinal de A, al que denotamos
por card(A), es el minimo nimero ordinal isomorfo al conjunto A.

Proposicion 18.4.2.

1. Sean A y B dos conguntos. Entonces card(A) = card(B) si y solo si A y B
son isomorfos.

2. Si A es un conjunto finito, entonces card(A) es el dnico nimero natural
isomorfo a A.

Demostracion. O

Definicién 18.4.3. Un numero ordinal « es un nimero ordinal inicial si no es
isomorfo a ningiin nimero ordinal 5 € a.

Proposicion 18.4.4.
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1. Si « es un nimero ordinal inicial, entonces o = card(«).
2. Cualquier numero cardinal es un nimero ordinal inicial.

Por consiguiente, un conjunto es un numero cardinal si y sélo si es un numero
ordinal inicial

18.5. Aritmética cardinal.

Definicién 18.5.1. Sea (m;);c; una familia de cardinales. La suma de la familia
(m;)icr, denotada por ZieI m;, es card(]_[iel m;)

Proposicién 18.5.2. Sea (A;)icr una familia de conjuntos dos a dos disjuntos.
Entonces card({J;o; Ai) = D, card(Ay).

Proposicién 18.5.3. Sean (A;)icr y (Bi)ier dos familias de conjuntos. Si, para
cada i € I, A; y B; son isomorfos, entonces [[;c; Ai y [1;e; Bi son isomorfos.

Corolario 18.5.4. Si la familia de conjuntos (A;)icr es tal que, para cada i € 1,
card(A;) = my, entonces ), m; = card(][,c; 4Ai)

Proposicién 18.5.5. Sea (4;)ic; una familia de conjuntos. Entonces se cumple
que card({J;o; As) < D,y card(Ay).
Corolario 18.5.6. Sea (m;)ic; una familia de cardinales. Entonces |J;c;m; <

Dier Mi-

Proposicién 18.5.7. Sean (m;)ic; y (n;)icr dos familia de cardinales y m un
cardinal infinito, entonces se cumple que:

3. Zielmi = Zi@upp((mi)iel) m;, siendo
supp((m;)ier) = {i €I |m; #0}.
. SiJ C 1, entonces ), ,m; < Y. m,.

. 8i, para cada i € I, m; < ny, entonces Y ;o my <)oo 0.

> icr 1 = card([).
7. Para cadan € N, m+n =m.

SN

Proposicién 18.5.8 (Conmutatividad). Sea (m;);e; una familia de cardinales y
f una permutacion de I. Entonces

Dier™i = D i /M (a)-

Proposicién 18.5.9 (Asociatividad). Sea (J;)icr una familia de conjuntos y (my;)cr
una familia de cardinales. Si I =\]J,c; Ji. Entonces

Dier™i =D e (Xie s, Mi)-
Definicién 18.5.10. Sea (m;);c; una familia de cardinales. El producto de la

familia (m;);er, denotada por [[;c; my, es card(] [;; m:)

Proposicién 18.5.11. Sean (A;)icr y (Bi)icr dos familias de conjuntos. Si, pa-
ra cada i € I, A; y B; son isomorfos, entonces se cumple que card(][,c; Ai) =

card([[;c; Bi)-

Proposicién 18.5.12. Sea (A;)icr una familia de conjuntos. Entonces tenemos
que card(J[,c; As) = [[;c; card(As).

Proposiciéon 18.5.13. Para cada cardinal infinito m, se cumple que m -m =m

Proposicién 18.5.14. Sean (m;)icr y (n;)ier dos familia de cardinales, entonces
se cumple que:
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1. Sipara uni € I m; =0, entonces Hiel m; = 0.
2. Hie@ m; = 1

3. [Lieymi = HiESuppl((mi)iez) m;, siendo
supp; ((my);er) ={i €l |m; #1}.
4. 3, cym=card(]) - m.
5. HiEJl =1
6. Si, para cada i € I, m; < n;, entonces Hiel m; < Hie[ n;.
7. Y e 1 =card(l).

8. Para cadan € N, m+n=m.

Proposicién 18.5.15 (Conmutatividad). Sea (m;);c; una familia de cardinales y
f una permutacion de I. Entonces

[Lermi =1Licrmysq)-

Proposicién 18.5.16 (Asociatividad). Sea (J;)icr, una familia de conjuntos y
(m;)ier una familia de cardinales. Si I = J,cp, Ji. Entonces

Hielmi = HleL(Hz‘eJlmi)'

Proposicién 18.5.17 (Distributividad del producto respecto de la suma). Sea
((my4)ieg, )ier una familia de familias de cardinales, L # @ vy, para cada |l € L,
J; # . Entonces

HzeLZieJlmM = Zfe HleLJlHleLml,f(l)'

Proposicién 18.5.18. Sea (m;);c; una familia de cardinales y m un cardinal.
Entonces m -y . m; =, (m-m;)

Proposicién 18.5.19. Sean (m;);er y (W;)icr dos familias de cardinales. Si, para
cada i € I, m; < ny, entonces Y . m; <[, ni.

Definicién 18.5.20. Si m y n son cardinales, entonces m" = card(Fnc(m,n))

Proposicién 18.5.21. Sea m un cardinal y (n;);er una familia de cardinales, en-
tonces se cumple que:

1. m0=1.

2. mt =m.

3. Sim=#0, entonces O™ = 0.
4. 1™ =1.

5. Hiel m= mcard([)

6. mier ™ = [[ic;m™

7 (ILier )™ = ILies wi

Proposicién 18.5.22. Sim, n y p son cardinales, entonces (m")? = m"®.
Proposicién 18.5.23. Para cada conjunto A se cumple que card(Sub(A)) = 2021d(4)
Proposiciéon 18.5.24. Para cada cardinal m se cumple que m < 2™,

Proposiciéon 18.5.25. S5i2 <m <n y Ny < n, entonces m"* = 2",

Antes de definir la nocién de cofinalidad de un ordinal recordamos que una parte
cofinal de un conjunto preordenado (A, <) es un subconjunto X de A tal que para
cada a € A hay un z € X tal que a < z. El conjunto A siempre es una parte cofinal
de (A,%) y si (A,<) es un conjunto ordenado que tiene un maximo, entonces la
parte de A reducida a ese maximo es una parte cofinal de (A, <).

Definicién 18.5.26. Sea o un ordinal. La cofinalidad de a, denotada por cf(«, €),
es el minimo del conjunto de los cardinales de las partes cofinales de a.
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La cofinalidad de 0 es 0 y la cofinalidad de o+ 1 es 1. Asi que la cofinalidad es
interesante cuando el ordinal es un ordinal limite, i.e., cuando no es ni cero ni un
ordinal sucesor.

Proposicién 18.5.27. Si « es un ordinal, entonces cf(a, €) es posterior a cf(«),
siendo cf(a) el minimo ordinal 8 para el que existe una aplicacién f: f—« tal
que Im(f) es cofinal en .

Demostracion. Por definicidon cf(a, €) es el minimo del conjunto de los cardinales de
las partes cofinales de a.. Sea X una parte cofinal de « tal que card(X) = cf(a, €).
Entonces hay una biyeccién f de card(X) en X y, por lo tanto, una aplicacién de
card(X) en « cuya imagen es cofinal en a. De donde cf(a) < cf(a, €). O

Proposicién 18.5.28. Si a es un ordinal, entonces cf(a), el minimo ordinal 8
para el que existe una aplicacion f: f—« tal que Im(f) es cofinal en «, es un
cardinal.

Demostracion. Hay que demostrar que cf(a) no es isomorfo a ningiin ordinal + tal
que v < cf(a). Si cf(a) fuera isomorfo a un ordinal v < cf(«), entonces cf(a) no
serfa el minimo para el que existe una aplicacién f: cf(a) —a tal que Im(f) es
cofinal en «, contradiccién. O

Proposicién 18.5.29. Si a es un ordinal limite, entonces hay una aplicacion f
estrictamente creciente, continua y con imagen cofinal de cf(a) en a.

Proposicién 18.5.30. Si a es un ordinal, entonces cf(cf(a)) = cf(a). Ademds,
cf(a, €) < cf(a). Por lo tanto cf(a, €) = cf(a).

Siempre se cumple que cf(a) < a.

Definicién 18.5.31. Sea a un ordinal limite. Decimos que « es un ordinal regular
si cf(a) = a y que es singular si cf(a) < a.

Proposicion 18.5.32. Cualquier ordinal regular es un cardinal.

Proposicién 18.5.33. Un cardinal m es reqular si y solo si es aditivamente inacce-
sible, i.e., exactamente si, para cada conjunto I tal que card(I) < m y cada familia
(ni)ier tal que, para cada i € I, n; <m, se cumple que ), n; < m.
Proposicién 18.5.34. Sim es un cardinal infinito, entonces m™* es reqular.
Proposicién 18.5.35. Sim es un cardinal infinito y cf(m) < n, entonces m < m".
Corolario 18.5.36. Sim es un cardinal infinito, entonces m < cf(2™).

Proposicién 18.5.37. Sim es un cardinal infinito, no hay ningin cardinal n tal
que m =ty cf(m) <n, entonces m* = (U, ¢, p") ™.

Proposicién 18.5.38 (Hausdorff). Sim y n son un cardinales infinitos, entonces
(mT)" =m" .- m*.

Proposicion 18.5.39. Sean m y n cardinales tales que 2 < m y Ng < n. Entonces:

1. Sim <n, entonces m" = 2",
2. Sim es infinito y hay un p < m tal que m < p*, entonces m" = p"
3. Sim es infinito y para cada p < m, p* < m, entonces n < m y

a) sin < cf(m), entonces mf(™ = mn;

b) sicf(m) <n, entonces m =m"
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18.6. Universos. El concepto de universo de Grothendieck-Tarski-Sonner, que
vamos a introducir a continuacién, estd intimamente relacionado con el de cardi-
nal fuertemente inaccesible. De hecho, la existencia de universos de Grothendieck
equivale a la existencia de cardinales fuertemente inaccesibles, como tendremos
oportunidad de comprobar.

Definicién 18.6.1. Sea U un conjunto. Decimos de U que es un universo de
Grothendieck si cumple las siguientes condiciones:

1. U es e-transitivo.

2. Para cada conjunto z, si € U, entonces Sub(z) € U.

3. Para cada conjunto z, si + CU y x no es isomorfo a U, entonces x € U.
4. Nel.

Proposiciéon 18.6.2. Sea U un universo de Grothendieck. Entonces:

1. Para cada conjunto x, si x € U, entonces card(z) < card(U).

Ng < card(Uf).

Para cada x, y, six Cy ey €U, entonces c € U.

Para cada x, y, si x,y € U, entonces {x,y}, (z,y) yx Xy eU.

Para cada funcion F, si Dom(F) € U e Im(F) C U, entonces se cumple que
Im(F)eUyFel.

Para cada conjunto x, si x € U, entonces | Jz € U.

Para cada funcion F, si Dom(F) € U e Im(F) C U, entonces se cumple que
UIm(F) eld y [[Im(F) € U.

Demostracion. 1. Si z € U, entonces Sub(x) € U, luego Sub(z) C U. Por lo tanto
card(z) < card(Sub(z)) < card(Uf). De donde card(z) < card(Uf).

2. Puesto que N € U, entonces, en virtud de 1, Ry < card(U).

3.Six Cyey €U, entonces x € Sub(y) € U, luego = € U.

4. Si z,y € U, entonces {x,y} C U. Ahora bien, puesto que Ry < card(Uf), el
conjunto {z,y} no es isomorfo a U, luego {x,y} € U. Por otra parte, puesto que
(z,y) = {{z},{z,y} }, se cumple que (z,y) € U, ya que {z} € Uy {z,y} € U.
Por 1ltimo, si z,y € U, entonces, para cada a € x y cada b € y, a,b € U, luego
(a,b) € U. por lo tanto = x y C U. Ahora bien, puesto que Ry < card(U), card(z) <
card(U) y card(y) < card(U), card(z x y) < card(U). Por lo tanto x x y € U.

5. Si F es una funcién tal que Dom(F) € U e Im(F) C U, entonces Im(F) C U
y card(Im(F')) < card(z) < card(Uf), luego Im(F') € U. Por dltimo, ya que F C
Dom(F) x Im(F') € U, también tenemos que F € U.

6.SixelUeye|Jx, entonces y € z € x, para un z € x, luego y € z € U, por
lo tanto y € U. De modo que Jz € U. Ademas, card(Jz) < >, z < card(U),
porque card(U) es un cardinal regular. Luego | Jz € U. O

ANl

N

Proposicion 18.6.3. Una condicion necesaria y suficiente para que un conjunto
U sea un universo de Grothendieck es que U = V¢, para un cardinal fuertemente
inaccesible (.

Demostracion. O

Ejercicio 18.6.4. Sea U un conjunto. Demuéstrese que U es un universo de Grot-
hendieck si y sélo si cumple las siguientes condiciones:

1. U es e-transitivo.

2. Para cada conjunto z, si x € U, entonces Sub(z) € U.

3. Para cada conjunto z, six € U y F: £ —=U, entonces | JIm(F) € U.

4. NeU.

Proposicién 18.6.5. Sea U un universo de Grothendieck. Si x €¢ U ey C z,
entonces y € U.
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Demostracion. O

Proposicién 18.6.6. Sea U un universo de Grothendieck. Si x € U, entonces todo
conjunto cociente de x pertenece a U.

Demostracion. O

Proposicién 18.6.7. Sea U un universo de Grothendieck. SiI e U y (X; |1 €T)
es una familia de conjuntos tal que, para cada i € I, X; € U, entonces [, X; € U.

Demostracion. O

Proposicion 18.6.8. Sea U un universo de Grothendieck. Si X,Y € U, entonces
toda relacion, funcion, aplicacion no determinista y aplicacion de X en'Y , pertenece
al.

Demostracion. O

Proposiciéon 18.6.9. Sea U un universo de Grothendieck. Si X,Y € U, entonces
todo conjunto de relaciones, funciones, aplicaciones no deterministas y aplicaciones
de X enY, pertenece a U.

Demostracion. O

Proposiciéon 18.6.10. S5i X C U es tal que su cardinal es a lo sumo el de un
elemento de U, entonces X € U.

Demostracion. Sea I € U tal que card(X) < card(I). Entonces hay una sobreyec-
cién (z; | j € J) desde un subconjunto J de I hasta X. Por lo tanto X = {J; ;{z;},
asi que X e U. O

Ejercicio 18.6.11. Sea U un universo de Grothendieck. Demuéstrese que toda
parte finita de U es elemento de U.

Proposicién 18.6.12. Si (U, | A € A) es una familia no vacia de universos de
Grothendieck, entonces [\ycp U es un universo de Grothendieck.

Demostracion. O
Axioma del universo. Ezxiste un universo de Grothendieck.

Axioma de Grothendieck-Tarski-Sonner. Para cada conjunto x existe un uni-
verso de Grothendieck U tal que z € U.

Proposicién 18.6.13. Sea (X; | i € I) una familia de conjuntos. Entonces hay
un universo de Grothendieck U tal que, para cada i € I, X; € U.

Demostracion. Es suficiente considerar J;.; Xi, porque entonces |J;c; X; € U y
ya que X; C J;c; Xi, X €U, para cada i € I. O
Definicién 18.6.14. Sean X e Y dos conjuntos y n > 0. Decimos de Y que es una
componente de orden n de X si hay una sucesién finita (X; | j € n + 1) tal que
Xo=X, X, =Y,y paracada j € n, X;41 € X;. Convenimos que X es la tnica
componente de orden 0 de X. Ademads, un conjunto Y es una componente de X si
hay un n > 0 tal que Y que es una componente de orden n de X.

Ejercicio 18.6.15. Demuéstrese que todo conjunto es una componente de si mismo
y que si Y es una componente de X y Z lo es de Y, entonces Z lo es de X.

Ejercicio 18.6.16. Demuéstrese que las componentes de cualquier conjunto cons-
tituyen un conjunto.
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Definicién 18.6.17. Sea m un cardinal. Decimos de un conjunto X que es de tipo
m (resp., de tipo estricto m, de tipo finito) si todas las componentes de X tienen
cardinales menores o iguales que m (resp., estrictamente menores que m, finitos)

Proposicién 18.6.18. Si X es un conjunto de tipo m (resp., de tipo estricto m, de
tipo finito), entonces toda componente de X y toda parte de X son de tipo m (resp.,
de tipo estricto m, de tipo finito); del mismo modo Sub(X) es de tipo 2™ (resp., de
tipo estricto 2™, de tipo finito). Ademds, si X es de tipo m y m < n, entonces X es
de tipo n.

Demostracion. O

18.7. Modelos transitivos standard.

Estas “contradicciones”[las “antinomias ultrafinitas de la teorfa de con-
juntos”] aparentes no se derivan mas que de una confusién entre la teorfa
de conjuntos, definida de manera no categérica por sus axiomas, y los
modelos particulares que la representan: lo que en un modelo aparece co-
mo un “no-conjunto o superconjunto ultrafinito”, en el inmediatamente
posterior es un “conjunto” perfectamente valido, con un nimero cardinal
y un tipo de orden, y de este modo constituye la primera piedra para
la construccién del nuevo dominio. A la sucesién ilimitada de los nime-
ros ordinales de Cantor le corresponde una doble sucesién igualmente
ilimitada de modelos esencialmente diferentes de la teoria de conjuntos,
en cada uno de los cuales estd expresada toda la teoria clasica. Las dos
tendencias polarmente contrapuestas del espiritu que piensa, la idea del
progreso creador y la de la conclusiéon abarcadora, que también sub-
yacen a las “antinomias”kantianas, estdn representadas y reconciliadas
simbodlicamente en la sucesion transfinita de los nimeros, basada en el
concepto de buena ordenacién, la cual en su ilimitada continuacién, no
posee ninguna verdadera conclusion, sino s6lo puntos de estacionamien-
to relativos, a saber, precisamente esos “numeros-limite” que separan los
tipos de modelos superiores de los inferiores. Y asi las “antinomias”de
la teoria de conjuntos, correctamente entendidas, conducen a la ciencia
matemadtica no a un empobrecimiento y mutilacién, sino a un enrique-
cimiento y una ampliacion mas alld de cualquier horizonte.

E. Zermelo.

En el articulo “Uber Grenzzahlen und Mengenbereichte”, Zermelo presenta un
nuevo modo de concebir la teoria de conjuntos. Formula, en primer lugar, un sistema
de axiomas, inspirado en el suyo de 1908, pero que difiere de él significativamente.
El sistema no es categodrico y Zermelo, que ve en ello una virtud, procede a demos-
trar teoremas acerca de sus posibles modelos. Cada modelo M estd caracterizado
por dos parametros: el cardinal de su “base’de dtomos y la caracteristica, i.e., el
primer ordinal posterior a todos los ordinales pertenecientes a M. Zermelo demues-
tra que dos modelos M y M’ son isomorfos si tienen bases isomorfas y la misma
caracteristica,k y que si la caracteristica de M es mayor que la de M’, entonces M
contiene un submodelo isomorfo al M’. Por lo tanto las caracteristicas inducen una
buena ordenacién sobre las clases de equivalencia de modelos con bases isomorfas.
Por otra parte, si dos modelos tienen la misma caracteristica, uno de ellos serd iso-
morfo a una parte del otro, aunque sus bases no sean isomorfas. La investigacién
de los modelos de la teoria de conjuntos, la lleva a cabo Zermelo desde la teoria de
conjuntos de Cantor, i.e., haciendo uso de todas las nociones y construcciones de
la teoria clasica de conjuntos, salvo las que conducen a las antinomias ultrafinitas.
Si existe un modelo M, siendo « su caracteristica, el estudio de los modelos de
caracteristica inferior a « se puede realizar en M, pero, de todos modos, debido a
que el ordinal « no pertenece al modelo M, necesariamente hay que trascender al
propio M, para poder incluso describir tal estudio.
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El sistema axiomatico propuesto por Zermelo en 1930 coincide con el de 1908 sal-
vo en que, por una parte, incluye el axioma de reemplazo de Fraenkel y el axioma de
fundamentacién, con el que se evitan, dice, los conjuntos “circulares”y “abismales”
y, por otra, excluye el axioma de eleccién, porque, segin dice, “tiene un caracter
diferente de los otros y no sirve para la delimitaciéon de los dominios”y ahora lo
considera presupuesto en toda su investigaciéon como “un principio 1égico general”,
y también los axiomas existenciales incondicionados, i.e., el axioma del conjunto
vacio y el del conjunto infinito, este ultimo porque, segin afirma “no pertenece a
la teoria “general”’de conjuntos”. De modo que llama “sistema ZF completado 7o,
para abreviar, “sistema ZF' ”a la totalidad de los siguientes axiomas:

= Azioma de extensionalidad: cada conjunto estd determinado por sus elemen-
tos, en la medida en la que contiene elementos.

s Azioma de separacion: de cada conjunto m, con una funcién proposicional
¢(z) se afsla un subconjunto m,,(,) que contiene todos los elementos de m
para los que ¢(x) es verdadera.

= Azioma del par no ordenado: si a 'y b son dos conjuntos cualesquiera, entonces
existe un conjunto que los contiene como elementos.

= Axzioma del conjunto potencia: a cada conjunto m le corresponde un con-
junto Sub(m) que contiene como elementos a todos los subconjuntos de m,
incluidos el conjunto vacio y el propio m. En lugar del conjunto vacio aqui se
adoptard un dtomo ug, elegido arbitrariamente.

= Azioma de la unidn: a cada conjunto m le corresponde un conjunto |Jm,
que contiene a los elementos de sus elementos.

= Azioma de reemplazo: si se substituyen de manera univoca los elementos
z de un conjunto m con elementos arbitrarios =’ del dominio, este ltimo
contiene también un conjunto m’, que tiene como elementos a todos los z’.

= Azioma de fundamentacion: cada cadena (descendente) de elementos, en la
que cada miembro es un elemento del precedente, acaba en un indice finito
con un atomo.

Zermelo designa, con una excepcion, a cada uno de estos axiomas por la inicial del
respectivo nombre alemén. Denomina ZF al sistema BAPUVE de los seis primeros
axiomas, y ZF’ al sistema completo BAPUVEF. Una vez establecido el sistema
axiomatico, Zermelo define el concepto de dominio mormal como un dominio de
conjuntos y dtomos, que respecto de la relacion de pertenencia, satisface al sistema
ZF’. Ademés, dice que “basédndose en los conceptos y principios fundamentales de
la teoria de conjuntos”tratard como si fuesen “conjuntos tanto a los “dominios”de
este tipo, como a sus “elementos”, “subdominios”, y también a sus “uniones’e
“intersecciones”, porque, de hecho, no se diferencian de los conjuntos en ningin
punto verdaderamente esencial. Sin embargo, los llamaremos siempre “dominios”y
no “conjuntos”, para distinguirlos de los “conjuntos” que son elementos del dominio
considerado”. A continuacién, Zermelo define el concepto de sucesion fundamental
como un conjunto bien ordenado en el que cada elemento, salvo el primero, que
debe ser un dtomo, es idéntico al conjunto de todos lo que le preceden.

Para las sucesiones fundamentales, entre otros, se tienen los siguientes teoremas:

Proposicion 18.7.1. Cada elemento de una sucesion fundamental es elemento de
todos los que le suceden y contiene como elementos a todos los que le preceden.

Proposicion 18.7.2. Cada elemento y cada seccion inicial de una sucesion fun-
damental es a su vez una sucesion fundamental.

Proposicion 18.7.3. De cada sucesion fundamental se obtiene una nueva adjun-
tando a sus elementos como iltimo elemento el conjunto mismo: G = G U {G}.
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Proposicién 18.7.4. De cada conjunto T de sucesiones elementales con el mismo
elemento inicial u se obtiene mediante la union una nueva sucesion fundamental
Urer T, que contiene a todos los elementos de T como secciones y (salvo a ella
misma) como elementos

Proposicion 18.7.5. De dos sucesiones fundamentales distintas, con el mismo
elemento inicial, una siempre es siempre una seccién inicial y un elemento de la
otra y tiene siempre un tipo de orden menor.

Proposicién 18.7.6. Si en un dominio normal u es un dtomo y R un conjun-
to bien ordenado de tipo p, entonces al dominio pertenece también una sucesion
fundamental G, con u como primer elemento, similar a R.

Demostracion. Supuesto que el teorema se cumpla para todos los ordinales p < a,
también se cumple para a. En efecto, o « = 8+ 1 y Gp tiene tipo 3 y, por lo
tanto Gg tiene tipo S+ 1 = . O bien « es un ordinal limite y entonces la unién
U s<a G de todos los G, es una sucesion fundamental de tipo «, porque ninguna
de sus secciones iniciales propias es una Gg < G,.

Se aplica el esquema axiomdtico de reemplazo. O

Proposicion 18.7.7. La totalidad de las sucesiones fundamentales G, con primer
elemento comun u contenidas en un dominio normal P constituye un subdominio
bien definido G, de P, y los nimeros ordinales o correspondientes forman una
seccion inicial bien definida Z, de la sucesion de los ordinales, de tipo de orden
m, y el dominio P no contiene (como elemento) ningin “conjunto” W, que ten-
ga como elementos a todas estas sucesiones fundamentales (i.e., que coincida con
Gy ), ni tampoco un conjunto bien ordenado de tipo ; al contrario, 7 es el primer
ordinal posterior a todos los ordinales de P. En caso contrario se reproduciria la
bien conocida “antinomia de Burali-Forti”. El ordinal m asi definido se llama la
caracteristica del dominio del dominio normal.

Proposicion 18.7.8. La caracteristica ™ de un dominio normal P tiene las si-
guientes propiedades:

1. m es un cardinal reqular.

2. Hay una clase funcional f de la clase On en si misma, tal que:
a) Para cualesquiera ordinales o y B, si a < B entonces f(a) < f(B).
b) Sia es un ordinal limite, f(lime<o§) = limecq f(£).

¢) f(m)=m.

Demostracion. Si m no fuera un cardinal, entonces serfa isomorfo a un ordinal ~y
estrictamente menor. Entonces, por ser 7 es el primer ordinal posterior a todos los
ordinales de P, necesariamente ~ estd en el dominio normal P. Entonces Sub(7)
también estd en P y tiene una buena ordenacién isomorfa a un ordinal g de P
Ademas, card(m) = card(y) < card(Sub(vy)) = card(5), luego 7 no es posterior a
todos los ordinales de P, contradiccion. Si 7 no fuera regular, existiria un conjunto
I y una familia de cardinales («;);cr tales que card(I) < m, para cadai € I, oy < T,
pero ) ;. a; = 7. Por lo tanto card([) y todos los a; estan en P, luego también
> icr @i, i.e., T estd en P, contradiccion.

No sélo 7 es un cardinal regular, sino que m# = N,, para algin ordinal limite
a. En efecto, si fuera m = N1, para algin ordinal 8, entonces Ng estaria en Py
también, por lo tanto, card(Sub(Xg)), pero card(Sub(Rg)) > Rgy1 = 7, luego 7 no
seria la caracteristica del dominio P, contradiccion.
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Sea f la clase funcional de la clase On en si misma, definida como:

0, si a = 0;
fla) = { 2card(f(5) sia=8+1;

limgeq f(B), sia es un ordinal limite.

Sea « < 7. Supongamos que, para cada 5 < «, f(8) < w. Entonces, para cada
B < a, Sub(f(B)) estd en P, luego f(B + 1) = 20414/ (0) < 7. Por lo tanto, si « es
un ordinal sucesor, f(a) < 7. Si « es un ordinal limite, entonces, por estar « en P, el
conjunto { f(8) | 8 € a}, obtenido mediante el esquema axiomético de reemplazo,
también estd en P y por lo tanto, en virtud del axioma de la unién, también
Upea f(B) estd en P. Pero Uge,, f(B) = limgea f(B) = f(a), por consiguiente
fla) < =, ya que estd en P.

Antes demostramos que 7 no puede ser un ordinal sucesor, luego es limite y por
ende f(m) = limge, f(B). Si ocurriera que m < f(m), entonces 7 < f(«), para algin
a < 7, lo cual es absurdo. Por lo tanto = = f(m). 0

Continua Zermelo su estudio de los modelos normales, senalando que un dominio
normal puede contener subdominios que, respecto de la relacién de pertenencia
definida entre sus miembros, ya satisfagan los axiomas y, por lo tanto, son ellos
mismos dominios normales. A propdsito de estos se cumple el siguiente

Lema 18.7.9. Un subdominio M de un dominio normal P es a su vez un dominio
normal si cumple que:

1. Si el conjunto x estd en M e y € x, entonces y también estd en M.

2. M contiene cada conjunto del dominio P, cuyos elementos estén en M.

Las dos condiciones son equivalentes a que, para cada conjunto x del dominio nor-
mal P, x estd en M exactamente si todos los elementos de x estan en M. Ademdas,
la base de P estd contenida en M, entonces ambos coinciden.

Demostracion. O

Teorema 18.7.10. Para cada dominio normal P de caracteristica w y base QQ hay
una familia (Qq)aer tal que:
1. Para cada a € w, Q4 Mo es vacio.
2. Para cada o, B €, si o # B, entonces Qo y Qp son disjuntos.
3. Para cada elemento x del dominio normal P y cada o < w, x estd en @,
precisamente si, para cada & < o, x no estd en Q¢ y, para cada y € x, existe
un § < o tal que y estd en Q¢

Demostracion. Sea (P, )o<a<x la familia definida como:

Q, sia=1,
P, = U0<6<a Pg, si a es un ordinal limite,

{zeP|Vyeax(yePs)}, sia=p+1.

A partir de los subdominios P,, con 0 < « < 7, definimos los estratos @, como:

Qa:{Q’ sia=0,

Poi1—P,, si0<a<m.

Tenemos que Qg no es vacio, porque el dtomo v estd en P = @ = @Qy. Supongamos
que, para cada 8 < a, la sucesién fundamental G esté en el estrato Qg. Entonces
todos los elementos de la sucesién fundamental G, que son, a su vez, sucesiones
fundamentales del tipo Gg, pertenecen a estratos anteriores (g y por lo tanto a
P,. Ahora bien, G, pertenece a P,11 pero no a P,, porque, en caso contrario,
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perteneceria a un estrato (g que ya contiene a Gg, que es un elemento de G, en
contradiccién con la construccién.
Para aplicar el lema precedente al subdominio Pr = {Jj.qcr Po de P O
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