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1. Introduccion. Pianes de estudio del curso previos a los estudios universitarios
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CIENCIAS Y TECNOLOGIA
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10. Aplicaciones fisicas y geométricas de la derivada
11. Aplicacidn de las derivadas al estudio de funciones
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14. Teorema de Rolle, Lagrange y Cauchy

15. Integral indefinida

16. Métodos de integracion

17 lntpgral definida

18. Vectores en el espacio

19. Puntos, rectas y planos
20. Posiciones relativas
21. Problemas métricos
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2. Matrices

3. Determinantes

4. Sistemas de ecuaciones. Regla de Cramer

5. Programacion lineal

6. Limite de una funcién
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8. Derivadas

9. Calculo de derivadas

10. Aplicaciones fisicas y geométricas de la derivada
11. Aplicacidn de las derivadas al estudio de funciones
12. Optimizacion de funciones

13. Representacion grafica de funciones

14. Probabilidad

15. Distribuciones discretas de probabilidad

16. Distribucién binomial

17. Distribucién normal

18. Inferencia estadistica
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DESCRIPCION DE CONTENIDOS

1. Nociones basicas de algebra .
Sistemas de ecuaciones lineales y no lineales. Matrices, determinantes, rango y calculo de la inversa. Al gebra

20 %
2. Limites y continuidad de funciones

Nociones de topologia en Rn. Funciones de una y varias variables: funcion homogénea, compuesta e
implicita. Gréaficas de funciones. Curvas de nivel. Conceptos de limite y continuidad.

3. Derivabilidad de funciones

Definicion e interpretacion econdémica de derivada de una funcion real. Calculo de derivadas. Definicion
e interpretacion econémica de derivadas parciales de funciones escalares y vectoriales. Derivadas
sucesivas de funciones de una o mas variables. Gradientes, jacobianas y hessianas.

Calculo

4. Diferenciabilidad de funciones 80 %

Diferenciabilidad de funciones. Relacion entre los conceptos de continuidad, derivabilidad y
diferenciabilidad. Direcciones de crecimiento de una funcion. Derivada de la funcién compuesta.
Derivada de la funcion implicita.

5. Introduccion al calculo integral y a las ecuaciones diferenciales

Técnicas elementales de calculo de primitivas. Integral de Riemann: Condiciones de integrabilidad y
regla de Barrow. Integrales impropias de funciones reales de primera y segunda especie. Ecuaciones
diferenciales de primer orden de variables separables.
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1. Introduccion

Cuando una situacion real se formula mediante un modelo matematico, los conceptos
‘solucion’ y ‘decision’ estan relacionados, pero desde luego no son sinénimos. Asi, un
sistema de ecuaciones lineales sin solucion (incompatible) puede llevar a tomar una
decision de forma clara, mientras que la solucion proporcionada por un sistema
compatible determinado, no tiene por qué ser valida para decidir.

Esta circunstancia hace que resulte necesario analizar los requisitos que se exigen a las
soluciones para que sean utiles en modelos de la Economia y la Empresa, tales como la
no negatividad, encontrarse en un rango determinado, etc.

Por otro lado, cuando existen diferentes alternativas en las soluciones, es necesario
poder compararlas para determinar cual resulta mas conveniente antes de decidirnos
por una opcion.

Muchas veces, no interesa la solucidon en si misma, sino el cambio que se produciria si
se modificase algun parametro del modelo. Por ejemplo, en un modelo de renta-gasto,
puede ser mas importante conocer el efecto que produciria un incremento de un 5% los
impuestos que conocer el valor numérico de la renta en un momento dado.
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Aqui estudiamos situaciones de equilibrio estatico dadas por sistemas de ecuaciones
lineales, particularizando a modelos de renta-gasto, precios de equilibrio e input-output
de Leontief. Para analizar todas las posibles alternativas de una situacion econdmica,
recurrimos a los espacios vectoriales, especialmente las bases de subespacios
vectoriales por ser el minimo numero de elementos capaces de generar todas las
alternativas (minima informacién necesaria).

A partir de las aplicaciones lineales y afines, tratamos algunas transformaciones que
resultan de gran interés en el entorno econdmico-empresarial: las normalizaciones
lineales y “cuasi-lineales”, como paso necesario para poder comparar y agregar
opciones de diferente naturaleza.

El dltimo blogque lo dedicamos a analizar los conjuntos de alternativas dados por
sistemas de inecuaciones lineales (restricciones lineales). Esto, no sdélo permitira
abordar con éxito la programacion lineal, sino que muestra como utilizar y generalizar
algunas de las técnicas de sistemas de ecuaciones y de optimizacion, para asegurar la
existencia de soluciones que verifiguen todas las condiciones.
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De forma similar a lo que se ha hecho con los sistemas de ecuaciones incompatibles, se
presentan métodos para intentar hacer viables algunos sistemas de inecuaciones.

Desde un punto de vista operativo, lo que haremos en este documento es:

* Analizar variaciones de diferentes modelos de renta-gasto keynesiano.

* Estudiar condiciones para que las funciones de oferta y demanda lineales de varios
mercados proporcionen unos precios de equilibrio factibles. Para ello, analizaremos
la utilidad de incorporar parametros a los sistemas de ecuaciones lineales y
comprobaremos cuando las soluciones paramétricas verifican las condiciones
propias de la situacion econdmica modelada.

 Revisar resultados de Algebra Lineal que garantizan la no negatividad de los modelos
input-output de Leontief.

* Presentar las bases de subespacios vectoriales como conjuntos minimales que
contienen toda la informacion necesaria para conocer todas las alternativas.

* Proporcionar técnicas que permiten modificar los sistemas de de inecuaciones
lineales sin solucién, de manera que resulten viables.
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para la economia de las naciones segun el
cual la sociedad se divide en tres clases
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2. Equilibrio estatico

1.

2.

o

;Qué tipos de sistemas de ecuaciones lineales se utilizan para modelar los
equilibrios en Economia y Empresa’?

Las variaciones, scuando se modelan con variables y cuando con
parametros?

;Qué tipos de soluciones pueden aparecer y cuales aportan informacién?
;Cuando interesan las soluciones y cuando las diferencias entre ellas?

Si el sistema de ecuaciones es incompatible, ;la labor de modelacién no ha
servido para nada?

Si al sistema se le afiaden condiciones, s por qué no se modelan como
sistemas de inecuaciones?



3x +2p

3xr +2p

~
Il
K

=5

(3+0.001)x + (2+0.001)  =(5+0.002) }

3xr +2p

3x +2y

=5

(3+0.001).r+ (2+0.001) » =(5+0.001) }

0.001
2

3+

0.001
3
3x +2p

)xr+ (2+

)y =(5+0.001)

=5

No tiene solucidon
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Variables, parametros? ...

Variables Variables+parametros
X+ 3z =5 ay+ 3z =5

> 7 - a,pfER
V +2z =w y +2z =8

2x+3y-4z+67/=2
X+2py+3z-47=35

Xy z t b Xy b

2 3 4 6| 2 . 2 3 |2+4z-6t
1 2 3 4| 5 1 2 |5-3z+4t
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Variables Variables+parametros

N 3

w+ 3z =5 | ay+ 3z =5 . a,BER

X +2z =w X +2z =pf

P

3. Resuelve, por el método de {

*Y Gauss, el siguiente sistema By - e B e |

' ' X+5y4+32=3 E—~E-E |dy+2z=2 |

X—=3y—2z=-1 X+y+z=1 E,—-E -3 |[x+y+z=1 |
Xx+58y+3 =3 3x +7y + 52 =5 4y + 2z = 2

X+y+z=1

Las ecuaciones primera, segunda y cuarta son iguales, por lo que podemos eliminar
3x +7y +5z2 =5

dos de ellas. Asi, el sistema se reduce a:

XxX+y+z=1
2y +z =1

Este sistema tiene dos ecuaciones no triviales y tres incognitas, por lo que es compa-
tible indeterminado, es decir, tiene infinitas soluciones.

Para hallarias, se toma una de las incognitas, por ejemplo la y, como un pardametro y se
procede de la siguiente forma:

Vizmanos, J.R. et al. (2011): Matematicas 2, [;y++yz+=z1= L [; :‘: _=21y— y
Ediciones SM, ISBN: 978-84-675-3472-6

X+z=1-2\
Si a la incognita y le damos el valor X\ resulta {1z = 1 — 2\

y =X
Sustituyendo el valor de z dado por la segunda ecuacién en la primera, se obtiene:
X+(1—=2D)=1-N=x=2

Con lo que, finalmente, la solucién del sistema es x = ANYy=ANZ=1-=9:2\ € R.
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B. Equilibrio estatico

a.- Modelo de renta nacional
Modelos keynesianos

John Maynard Keynes (1883 —1946)
Fue un economista britanico, considerado

como uno de los mas influyentes del siglo
XX.
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Sean Y = renta nacional
C = Gastos de consumo
| =Inversion
G = Gasto publico

Basicamente, el modelo keynesiano de renta nacional supone:

Y=C+I +G, i
C=a+byY a>0, 0<b<1 [
; il

Propensién marginal al consumo (en tanto por 1)

¥ Consumo exdgeno y auténomo (no cambia)

1
*=_
V_ =[0+Go )4 1_é(d+[0+60)

Y+ C=a C*=—11b(a+é[0+b6’0)
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Con otras letras, el modelo keynesiano de renta nacional es:

e

X=y+a+b
y=C+ﬂ,X a,b,c>0,0</1<1'
é =
Propensiéon marginal al consumo (en tanto por 1)
X*=L(d+é+6‘)
X—=y =a+5 1= A
—Ax+ y=c }/*=ﬁ(dd+db+6')

NOTA: En general, expresar las variables como x, y y los pardmetros como /4, a, b hace que el o
la estudiante distinga mas facilmente de qué tipos de variables se trata (enddgenas o
exogenas).
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Sean Y = renta nacional a es el consumo autonomo
C = Gastos de consumo b es la propensién marginal al ahorro
| = Inversion d “impuestos fijos”

G = Gasto publico

, _ t tasa impositiva
T = Cuantia de impuestos

Y=C+I|+G ﬁ V-C =/ +G \
C=a+b(Y-T) (a>0, 0<b<1) - PV +C+bT =a L
T=d+tY (d>0, 0<t<1) _sV v 7 =d
~bd+/+C
Fr=e
A7 -1)+1 come

H(2-1)+1=0,

el sistema tiene solucion uUnica.

Ca-bd -b(1-1)1 +G)
B bz -1)+1

C*

_ d-bd+1(a+/+C)
O(r-1)+1

]"*
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X=y+a+b X—y =a+b
y=c+ A(xz) (ab,cd>0) Ax +yHAz=c I
z=d+ ux (0</A, 1< 1) . e
x*=d+b+c—7m’
Mu-1)+1 Como
M-p)a+b)-d)+e A=) +1=0,

¥ A( D+1 el sistema tiene solucidn Unica.
u-1)+
x ula+b+co)+(1-A)d

Alu-1)+1

NOTA: Desde un punto de vista matematico, se trata de un sistema de 3 ecuaciones con 3
incégnitas y los valores x*, y*, z*, no se ven como férmulas, sino como la solucidn del sistema.
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Sean Y = renta nacional
C = Gastos de consumo
| =Inversion
G = Gasto publico

T = impuestos

Basicamente, el modelo keynesiano de renta nacional supone:

Y=C+I +G, |
C=C0+C_1(Y'T) ¢, >0, 0<c,<1 [
. é =

Propensiéon marginal al consumo (en tanto por 1)

¥ Consumo exdgeno y auténomo (no cambia) 5 Multiplicador

i - de Keynes
9 1 “‘ .".
Y- C =/,+G, | Y*= - (60.7617+/0+G'0)
-cV+ C=c¢, -l 11
J C*= : (¢,-c L +c/,+cG,)
-C
1




Algunos usos del Algebra Lineal en las decisiones de Economia y Empresa

Solucion versus decision: diferencia entre soluciones

Ejemplo 2.1: Siun sistema econdmico tiene una propension al consumo ¢,=0.8, y el gasto se
incrementa en 200 um (politica fiscal expansiva), écudl seria el incremento en la renta?

1
1-0.8

= (¢,-0.87+/,+G)=5(c,-0.87 +/,+G))

V'=5(c,-087 +/,+C,+AG))

AY =YV'-¥V"=5%x200=1000um

Ejemplo 2.2:Siun sistema econdmico tiene una propension al consumo c,=0.9, y los impuestos
aumentan 100 um (politica fiscal contractiva), écudl seria el incremento en la renta?

1
1-0.9

Y’ = (¢,-0.97+7,+G )=10(c,-0.97 + 7/, +G))

Y'=10(c,-0.9(7 +A7)+ 7/, +G)

AY =Y'—¥y%=-9%x100=-900 um
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B. Equilibrio estatico

b.- Precios de equilibrio

Léon Walras (1834 —1910)
Considerado el fundador de la economia
matematica, fue el primero en analizar y
describir el equilibrio general como un
problema matematico.
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El concepto de equilibrio es fundamental en economia. Una situacién de equilibrio es una situacion estable u
Optima, porque en ella la empresa opera con el menor coste posible, obtiene el maximo beneficio, la
asignacion de los recursos econdmicos es la mejor para la utilidad de un individuo, etc. Todas estas
posibilidades tienen en comun que se cuenta con varios fendmenos econdmicos que suceden
simultaneamente y se debe determinar el punto o puntos en los que la situacion es beneficiosa.

Precios de equilibrio

El primer equilibrio que veremos es el general, que consiste en analizar los fendmenos de la economia cuando
todos los sectores que la componen se consideran de modo simultaneo. El primero que formuld
matematicamente esta situacion fue Léon Walras (1834 — 1910).

700

Curvas de oferta y demanda

600

500

400

300

Demanda

Precio por unidad

2001

100

Punto de equilibrio

100

150

200 2% 300 350
Cantidad de producto

400

450

Suponemos un mercado en el que los precios vienen
dados sélo por la interaccion entre la oferta y la
demanda (libre competencia), es decir que las
empresas carecen de poder para manipular el precio.
En este caso, para calcular el equilibrio no hay mas
que igualar las curvas de oferta y de demanda. Si
estas curvas estan en funcion del precio, su
interseccidon nos proporciona el precio de equilibrio.
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Ejemplo 2.3: Consideramos x, y, z los precios de un mercado en el que se venden tres

productos A, B y C. Calcula los precios de equilibrio si se estima que la oferta (S) y la demanda
(D) de cada uno de ellos viene dada por

SA=15x+y+3z-13 DA=70-8x—y—z
SB=x+20y+10z-10 DB=93-2x—-4y—-z
5C=10x+15y+30z-50 DC=107-x-3y-5z

Se trata de calcular los precios para los que la oferta coincide con la demanda. Esto nos lleva a
resolver el sistema de ecuaciones lineales que se obtiene al hacer SA=DA, SB=DB y SC=DC. Si

pasamos todas las incdgnitas a una parte de la igualdad y los términos independientes a la otra,
el sistema queda de la forma siguiente:

23x+ 2py+4z =83
3x+24 y+11z =103
1lr+18 y+352z=157 1lxr+18 p+352z =157

: I 23x+ 2y+4z =83
Los precios de equilibrio son
x=3um,y=3um., z=2um. 3xr+24py+11lz =103

'S

x, y,z=0

Este tipo de problemas podria no tener solucion porque no existen los precios de equilibrio

(sistema incompatible), porque alguno de ellos es negativo o porque la oferta o la demanda
sean negativas, y en este caso no tendria sentido econdmico.



Algunos usos del Algebra Lineal en las decisiones de Economia y Empresa

Ejemplo 2.4:Unaempresa fabrica tres productos A, B y C. Un analisis de la empresa muestra que
su capacidad de produccion para unos precios p,, p, Y p; (resp.) viene dada por
S, =2p, +p, +2p3 — 15
Sg =4p, +2p, +3p3; - 10
Sc=2p, +2p, +p; - 20
Por otra parte, un estudio de mercado indica que la demanda prevista es
D,=95-8p, - 5p, - 3p;
Dg=90-p;-8p, - p;
Dc= 70-p;—p, — 3p;
Calcula los precios con los que la empresa equilibraria su situacién econémica.

109+ 8p,+9p, =110

160 270 3450
Sp,+10p, +4p, =100 ¢ P1=—§, P2=E, ﬂ3=ﬁ-
3p,+3p,+4p, =98 1

No existen unos precios que equilibren la situacidn

No puede fijar unos precios a sus productos (adaptados a la situacion). ‘?
Ha gastado 2000 S en el analisis interno de la empresa.

(]
Ha gastado 9000 S en el estudio de mercado encargado a una empresa.
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Modificamos la modelacion de las ofertas (porque las ofertas dependen de la empresa)

S S 7O 0k — LS Sp=(2+a)p; +(1-a)p, +(2-a)p3 - 15
S, =4p, +2p, +3p, - 10 Sg =(4-a)p; +(2+a)p, +(3-a)p; - 10 O<o<]
Sc = 2p; +2p, +p5 - 20 Sc =(2-a)p; +(2-a)p, +(1+a)p; - 20

Sin embargo, mantenemos las demandas propuestas en el estudio que se ha encargado
D,=95-8p, - 5p, — 3p;
Dg=90-p; - 8p, —p;
Dc= 70-p;—p, — 3p;

Operando como antes, se llega al sistema paramétrico siguiente

I _ 2 2
(10+a)p, + (6-a)p,+(5-a)p, =110 2= 20( 8+43a+129a ) : P 10(345+248a+;12a )3
157+208a+ 520" -4a 157+208a+52a” -4a

S-a)p,+(10+a)p, +(4-a)p, =100
B-a)p+(B-a)p,+(4+a)p, =90

\

= 10(27 + 960 +40a)
> 157+208a+52a* -4a’

157+208a+52a” —4a’ =0

Graficamente, se tiene

40
351

pzi“ ............................ | p3w_

25+

20r

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn
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Si tomamos el valor a=0.5, las nuevas ofertas son

Sp=2py tp, +2p;3 — 15 S, =2.5p, +0.5p, +1.5p, - 15

Sg =4p; +2p, +3p3 - 10 S; =3.5p, +2.5p, +2.5p; - 10

Sc=2p; +2p, +p3 - 20 Sc =1.5p, +1.5p, +1.5p; - 20
que, junto con las demandas, Dp=95-38p; - 5p, - 3p;

Dc= 70-p;—p, — 3p;

Sustituyendo a.=0.5 en la solucién anterior,

20(-8+43a+19a") 10(27 + 960 +400%) _10(345+ 2480+ 42a)

2= - _
' 157+208a+52a% 4’ 2T 1574208a 4520 4’ D2 157+208a +52a” - 4o’

p, = 1334552 $, p,=3.107861$, P,= 17.53199 $

Calculamos las cantidades de la oferta y la demanda en equilibrio,

S, =D, =16.18830 x 103 u., Sy =D;=46.27057 x 103 u., S.=D.=12.96161 x 103 u.

Veamos algunos resultados mas generales para que un modelo de precios de equilibrio
tenga solucion.
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Teorema 1

Dado un sistema incompatible Ax=b, con A=[a;] una matriz nxn, si existe un menor de
orden (n-1)x(n-1) distinto de 0, entonces existe

A’x=b un sistema compatible determinado,

siendo A’=[ @’;], con d'l/.. =a, exceptoun término que es d'l. . =a..+a, con a=0.

0/0 %0/0

DEMOSTRACION:

@y 4yt 4,
Por ser incompatible, |A|=0, pero por hipdtesis, sabemos que existe un

C . dyy Q33" 4y,
menor (n-1)x(n-1) no nulo. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que =0

7n2 73 o nn
B8 a . +d a a
11 12 1 coc
Definimos n @y @yt 4,
/4' — le d22 dZn

Det(A’) =Det (A) + « D @577 4, =0

a a 74 l l
yal 72 nn a a . d

72 73 V2
Desarrollo de Laplace a=0
con la 12 fila

El menor es no nulo
A’x=b es un sistema compatible determinado.
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Aplicacion 1. Viabilidad de sistemas mediante el Teorema 1

El sistema siguiente no tiene solucion

¥X—y+z=3

'S

2y—-y+z=4

xX=2y+2z=0

Como

421 dZ2

2 -1
1 -2

=—-4+1=-3=0

d3 1 432

Si hacemos a’,3=a,5,+0.01, se tiene

xr—y+(1.01)z=3

8 500
2y—y+z=4 =

X=—, =168, z=——ro
3 o 3

A4

xX=2y+2z=0

En realidad cualquier valor a,;=1+a, con a no nulo haria que el sistema
tuviese solucion.
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Aplicacion 2. Viabilidad de sistemas mediante parametrizacion de coeficientes

El sistema siguiente no tiene solucion

X—y+z=3 Nos planteamos si realmente algunos coeficientes podrian ser
2x—y+z=4 | descritos mediante intervalos, en lugar de numeros reales
¥=2p+22=0 concretos.
Por ejemplo Caslsson, C., Korhonen, P. (1986): A parametric approach to fuzzy linear programming, Fuzzy Sets and
V4

Systems, 20: 17-30.

x=[0.751] »+[0.7,1]z =3 Parametrizamos cada intervalo mediante 0<o<1
[1.75,2.25]x - y+[1,1.25]z =[3.8,4] | de modo que a=1 significa lo “mas verosimil” y

0=0 lo “menos verosimil”.
[0.51]x =2y +22=0

xr—(0.75+0.25a) y+(1-0.3c)z =3
(1.75+0.5a)x - y+(1+0.25a)z=4-0.2a
(0.5+0.5a)x-2y+2z=0

h'g
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Aplicacion 2.
Una vez parametrizado,
x—(0.75+0.25a) y+(1-0.3a)z =3

(1.75+0.5a)xr - y+(1+0.25a)z=4-0.2c
(0.5+0.5a)xr-2y+22z=0

A'g

el sistema se puede resolver en funciéon de a

___ 16(11a” ~300a+100) e 4(6a° = 2090 + 5650 + 600)
5(5a° = 24a® —309¢ +120) 5(5a° = 24a’ —309¢ +120)
3 2
oo Tha #6064 +612a+400 o s 5, 2 3000412050

 50° - 2402 =309 +120

Pero este resultado es poco operativo.

En la practica se suele resolver el sistema para unos cuantos grados de verdad (o
satisfaccion), por ejemplo a=0, 0.1, 0.2, ..., 0.9, 1.
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Aplicacion 2.

A pesar de que dar valores concretos al parametro no proporciona soluciones generales,
puede ser suficiente para tomar decisiones.

X—y+z=3

"

2y—y+z=4

xX=2y+2z=0

L lea la® =300 +100)
5(50° - 240 =309 +120)

. 4(6a° -209a” + 5650 + 600)
5(5¢° - 240 =309 +120)

_ —4a’ +64a’ +612a+400
5a° =24a® =309 +120

50° = 24a* -309a+120 =0

z

o X y z

0 2.666666667 4 3.333333333
0.1 2.524638497 5.891327294 5.197051708
0.2 2.259217877 9.842011173 9.16424581
0.3 1.391414441 23.76583976 23.31363007
0.4 8.197752809 -89.09483146 -91.96404494
0.5 3.79184953 -16.67210031 -18.09404389
0.6 3.335087719 -9.485263158 -10.81929825
0.7 3.147792562 -6.733916968 -8.071728807
0.8 3.039085714 -5.26464 -6.632228571
0.9 2.964363553 -4.340936772 -5.74900946

2.907692308

-3,7

-5.153846154
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i 0JO! Nosiempre se puede llegar a soluciones adecuadas.

XY+ py+z=3
no tiene solucién

g

2x+ y+3z="7

X+2yp=35

Si aplicamos el teorema 1,

x+ py+1.0lz=3
2x+ y+3z=7 | tienesolucion x =203, y=-99, z=-100

X+2yp=35

J

La reformulacion del sistema con intervalos “razonables” no es condicidon suficiente ni de
compatibilidad, ni de no negatividad de las soluciones.
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i 0JO! Nosiempre se puede llegar a soluciones adecuadas.

Dado un sistema Ax=b, con A=[a,-j] una matriz nxn, de modo que todos los coeficientes y
los menores sean positivos, eso no implica que las solucidon sea no negativa.

Consideramos el sistema

a.>0,5.>0
4 J

2x +5y=1

rey=l =250, | 2 2 |=1>0

1 3

Hemos visto que es posible hacer viable un problema incompatible que verifica

determinadas condiciones, pero eso no quiere decir que siempre se puedan proporcionar
soluciones utiles en la toma de decisiones. Normalmente, cuando éstos u otros métodos

fallan, es necesario recurrir a una nueva modelacién del problema.
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/ Sistema de ecuaciones lineales /

N
7

NO ’ll“lene 0 SI
solucion?
@)
=
) S
— >
L 4
m r
()] Se modifica el sistema ¢La solucion SI
es valida?
s
<
oC
g Mediante intervalos Mediante pardmetros Snﬁéﬁfadr}gcga%rsﬁseﬁ%%a
Se resuelve el Se resuelve el
sistema lineal — sistema lineal
paramétrico paramétrico
/ DECISION / <

Fuente: Elaboracion propia CF\I’H\D



B. Equilibrio estatico

¢.- Modelos input-output

Wassily Leontief (1905-1999)
“Premio Nobel” en el aiho 1973



El modelo input-output de Leontief es una
aproximacion a las interrelaciones que se dan
entre los distintos sectores en los que puede
dividirse una economia, vistas como partes de un
equilibrio general.

Lo fundamental sera conocer las cantidades que
intercambian los sectores, mas que las
condiciones de equilibrio de mercado. Este
modelo, por el que Wassily Leontief (1905-1999)
recibio el “Premio Nobel” en el aho 1973, se baso
en el procedimiento descrito en el Tableau
Economique por Francois Quesnay (1694 — 1774) y
en los trabajos sobre el equilibrio general de Léon
Walras (1834 — 1910) .

En la actualidad sigue siendo uno de los modelos
mas empleados en Economia.

Wassily Leontief (1905-1999)
“Premio Nobel” en el aiho 1973
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Consideramos una economia formada por n Output
sectores interrelacionados, de modo que 1 2 .. n
cada uno produce un unico bien. - .
Cada sector debe atender las demandas e a, .. a,
(inputs) de los n sectores y unas demandas
externas (demandas finales).

Se trata de calcular el nivel de produccién de
cada sector para satisfacer esas demandas. Lo e e

Input
L
N
[\S)
X

a; = unidades del sector / consumidas para A

producir una unidad del sector j. Matriz input-output

Edl/.; Cantidad de inputs necesarios para
/=1 producir una unidad del sector j.

Y/
Edl] = No tiene sentido econdmico directo.
/=l
e x: = nivel de produccion del sector |.

7
© 2%-’6 = Produccion total del sector i.
/=1
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a; = unidades del sector i consumidas para x;= nivel de produccion del sector i

producir una unidad del sector j d,= demanda externa del input i
a x,+a, x,+..+a x +d =ux (- )x -a,x,—.—a x =d
a, X, +a,x, +..+a, x +d =ux > ~a, x+(l-a,)x,—..—a, x = d, >
a x,+a x,+..+a x +d =x J -a x—a x,+.+(-a )xr = d J

l-a, -a, .. -aq X, a A X4D =X

-a, l-a, .. -a, Yol ,

x, , (I-A)X=D
| -2, -a, .. l-a IRE? d,
. * . - - - -
Matriz de Leontief ?

¢ El sistema tiene siempre solucién? ¢Esta serd no negativa?
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Teorema (Hawkins, David; Simon, Herbert A.; 1949)

Dado un sistema (I-A)x=d, sea I-A=B, i. e. B=[b;] una matriz nxn con de manera que
(7) él/ <0,7#= /7,5 >0

() d >0
4 4 . g
Entonces, é“‘>0, >0, ..., B‘>O <> (I-A)x=d tiene soluciéon con x>0
b, b
21 22

Hawkins, David; Simon, Herbert A. (1949). "Some Conditions of
Macroeconomic Stability”, Econometrica. 17 (3/4): 245-248.

Teorema (Nikaido, Hukukane; 1968)

Dado un sistema Bx=d, en el cual B=[b;] es una matriz nxn con by. <0, 7= /.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) Para algun d>0, el sistema Bx=d tiene solucidon x =0 (débilmente resoluble)
b) Para todo d>0, el sistema Bx=d tiene solucién x =0 (fuertemente resoluble)
c) Todos los menores principales de B son positivos (condicién de Hawkins-Simon)

Nikaido, Hukukane (1968). Convex Structures and Economic
Theory. Academic Press, pp. 90-92.
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Induccion sobre la
dimension del sistema
(a)

Inmediata / (b) Induccién sobre la

dimension del sistema

Teorema (Nikaido, Hukukane; 1968)

Dado un sistema Bx=d, en el cual B=[b;] es una matriz nxn con by. <0, 7= /.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) Para algun d>0, el sistema Bx=d tiene solucidon x =0 (débilmente resoluble)
b) Paratodo d>0, el sistema Bx=d tiene solucién x =0 (fuertemente resoluble)
c) Todos los menores principales de B son positivos (condicién de Hawkins-Simon)

Nikaido, Hukukane (1968). Convex Structures and Economic
Theory. Academic Press, pp. 90-92.
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DEMOSTRACION:  (a) implica (c) (Por induccién)

Para n=1.
El sistema se reduce a bnxl = a’l

Por hipotesis, existe una solucion x, =0 para algun 4, >0 . Pero en realidad, como 4 x, =d, >0 esto significa que
bll = dl /xl >0

Lo suponemos cierto para n-1.
Comprobamos la implicacién para n.
Cuando el nimero de ecuaciones es n, por hipdtesis tiene solucion .xr, =0, 7/ =1,...,7, para algunos &, >0, 7 =1,..., 7.

bll'xl =dl_blzxz_b12x3'"_blnxn = dl >0,
sz >0, 7=/,
bx+bx +.+b x =d PR Y. TR bt G,+ kG, x, = 4,
bx +b,x,+..+0 x = d, > 7T b, b x,+..+0" x = d', >
LI _ 711 ' ' '
box+b v 4. 4b 1 =d Vi =2 Xyt = d
1 bll b12 bln 5B )X
O . +.+D. x =d' .. b ... D 2R
2 %2 D P 2 HipGtesis 2 Y x 27 521 bzz"' 62” =bll -0
( de induccion >0 > A 5
' ' ' ' ' ' 72 73" nn
5”2X2+...+émxﬂ= a’” 5”2 5”3...5”” b}zl é;;z'” b’m 3
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(c) implica (b) (Por induccidn)

Para n=1.
El sistema se reduce a éllxl d

Como se verifica (3), 4 >0, entonces x,=d,/ 4,.Para cualquier Z, =0, setiene x, =0.

Lo suponemos cierto para n-1.

Comprobamos la implicacion para n. b b G +o 0+ +G x = d,
141 7 .. 1171 1272 1
Como antes, 4, >0, entonces hacemos b, =b-—+, 1,/=2 ) '
b, b X+ +b x = d, >
b.d
d' =d -1 722 , o ,
b b b Tr O x +.+0" x =d
b' é' é' 11 “12 14 11 722 m " n 7n
22 23°°° 2k 1 é b é
=b_ 21 722 %150, 2=</h=n
' ' ' 11 cee
b, b0,
bkl é/cz' b/c/c
! ' _ ' -
b0, +.. 40 x = d . » _ . -
Tiene una solucion x, =0, 7/ =2,...,7, para cualesquiera
( términos independientes no negativos. En particular para X, 7=12,.
' ' — ' ' o
b x,+.+b x =d' d',, 7z2. r = colluetin
J 1
Hacemos ., ——(a’ box,=b,x; =4 x) >0
é n n

=
11

(b) implica (a)

Esta implicacion es inmediata.
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¢Y el teorema anterior garantiza la solucion del modelo input-output de Leontief?

(I-a¢)x-a,x,—.—a x =

—a, X + (I- a, )x2 ——a, X =

-a x—a x,+.+(l-a )x =

74

1

a

2

d

VA

(o- d“)x1 —a,X,—..—a, X =

—a, X, + (p- d22)X2 —ma, X =

-a X —-a X, +.+(p-a )xr

Corolario (Nikaido, Hukukane; 1968)

74

1

a

2

d

V4

(p-a)) i=/

-a, [ #

Si p>7, (1=7/=n), entonces se verifican (a), (b) y ( c) del Teorema anterior.

DEMOSTRACION:

Nikaido, Hukukane (1968). Introduction to Sets and Mappings
in Modern Economics. North-Holland, 1970, pp. 18-19.

Si consideramos &, = p—7,, 7 =1,...,z#, entonces, x,=x,=..=x =1 essolucion del sistema.

Como eso implica que verifica (1) y satisface las hipdtesis del Teorema, también verifica (2) y (3).
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éY qué ocurriria si se hubiese analizado desde la perspectiva del output en lugar del
input?

Dados artra,r,+..+ta xr =

= d, N
Con solucién Unica -
a, X +a,x,+..+a, x = d, >
X, 7=12,..,7,
) )
a xr+a x,+.+a xr =d, P o— Edy =Ep ¥
) Y =y

auntra oy, t..ta rv, = p

a,V + a,,V, +...+ a x, = p,

Con solucion unica

y/.,j=1,2,...,/7,

a,, + a, X, +...+ a r =p,

DEMOSTRACION:

Ea’l,y (a”xl+aux2+ ta x )y +(a A ra . ta, x )y2+...+(a xrta x +..+a x)y”

nn 7

= (allyl +a, y, +...+a”1y”)x1 +(021y1 +a,,r, +...+d”2y”)x2 +...+(a”1)/1 +a v, +...+a,my”)x

VA

= A
Ep/ J
e
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Ejemplo 2.5: Unaeconomia esta formada por dos sectores Ay B.

* La produccion de A es de 20 u. de las cuales, 10 u. las utiliza para la propia seccion, 6 u.
son usadas por la seccidon By 4 u. se destinan a la demanda exterior.

e La producciéon de B es de 30 u. de las cuales, 5 u. las utiliza para la propia seccién, 10 u.
son usadas por la seccidon By 15 u. se destinan a la demanda exterior.

Expresa esta situacion mediante un modelo input-output de Leontief.

Demand Demand
A B S oy A B D pop
A 10 6 4 20 ﬁ A 1/2 1/5 1/5 1
B 5 10 15 30 B 1/4 1/3 1/2 1
X, = nivel de produccion de A (expresado en u.)
X, = nivel de produccion de B (expresado en u.)
10 6 1 1
X =—x+—x +4 —x ——x,=4
20 30 . 2 S L m) x,=20u., x,=30u.
5 10 1 2
X, =—x +—x,+15 ——x+—x, =15
207" 30 J 4713 J
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A B o o A B T o
A 10 6 4 20 ﬁ A 1/2 1/5 1/5 1
B 5 10 15 30 B 1/4 1/3 1/2 1

X, = nivel de produccion de A (expresado en u.)
X, = nivel de produccion de B (expresado en u.)

| 172 15 ro| | 4
1/4 1/3 x

L) (/- X =D

-1/4 2/3

[—A=[ 172 -1/5 ] Matriz de Leontief
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Ejemplo 2.6: Sila demanda exterior de A es 8 u. y la demanda exterior de B es 20 u.,
éCual es la produccion que mantiene el equilibrio de |la economia del Ejemplo 2.5.?

10 6 1 1
X, = 2—0x1 +%x2 +8 EXI —gxz =8 S 50
# > = — 5 [
5 10 -, T T
x2=—xl+—x2+20 ——x +—x,=20
20 30 3

(/-A)XY =D &) |\ ¥ =(/-4)"'D

I | -1
Yol 12 -1/5 8 |_| 40/17 12/17 || 8 |_| 560/17
X, -1/4 2/3 20 15/17 30/17 20 720/17
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Ejemplo 2.7: Expresaen una tabla de doble entrada los resultados del Ejemplo 2.6.

Se tiene
10 6 11
TR - 2 5 | 560 720
g = — 3 = —
5 10 1 2 17 17
X, =—x +—x,+20 ——x +—x,=20
20 30 3
A B Demanda exterior Total
A 1/2 X1 1/5 X2 1/5 X1 X1
B 1/4 X1 1/3 X2 1/2 X2 X2
A B Demanda exterior Total

A 280/17 144/17 136/17 560/17
140/17 240/17 360/17 720/17

o




ERROR 1
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* Confundir filas con columnas

A B Demanda exterior Total Demanda exterior
10 4 20 8
B 5 10 15 30 20
A B Demanda exterior Total
10/20 6/20 4/20 20/20
B 5/30 10/30 15/30 30/30
10 6 1 3
Xl=2—0 1'|‘2—O 2+8 EXI—E./Vz:S
- — s x =40u., x, =40u
5 10 2 I 2
L, =—X +—x,+20 ——x, +—x, =20
30 30 3

Esta claro que la solucion obtenida no es correcta




ERROR 1
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éComo podria haberse dado cuenta el estudiante?

A B Demanda exterior Total
10 4 20
B 5 10 15 30
A B Demanda exterior Total
A 10/20 6/20 4/20 20/20
B 5/30 10/30 15/30 30/30

Al expresarlo como un modelo input-output de Leontief, la produccién x, debe ser 20 y
la de x, debe ser 30.

Si se confunden filas y columnas ...

1 3
—x —-——ux, =4
2" 10 °

1 2

—— X +—x, = 15

r=20u, x,=30u



ERROR 1
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A B D o A B el o
10 6 4 20 A 10/20 6/20 4/20 20/20
B 5 10 15 30 B 5/30 10/30 15/30 |30/30

a,;;= unidades de A usadas para elaborar una unidad de A
a,;,= unidades de A usadas para elaborar una unidad de B
a,,= unidades de B usadas para elaborar una unidad de A

a,,= unidades de B usadas para elaborar una unidad de B

Si para elaborar 20 u. de A se necesitan 10 u. de A, cada unidad de A usa 10/20 u. de A, a,;= 10/20
Si para elaborar 30 u. de B se necesitan 6 u. de A, cada unidad de B usa 6/30 u.de A, a,,=6/30

Si para elaborar 20 u. de A se necesitan 5 u. de B, cada unidad de A usa 5/20 u. de B, a,;=5/20

Si para elaborar 30 u. de B se necesitan 10 u. de B, cada unidad de B usa 10/30 u. de B, a,,=10/30
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¢ Podria pensarse cada produccion por separado a partir de la tabla?

A B Demanda exterior Total
1/2 X1 1/5 X2 1/5 X1 X1
B 1/4 X1 1/3 X2 1/2 X2 X2
AN
(a'es
o 1
o —x =8
15 - = x,=40u, x,=40u.
_'XZ = 20 H
560 720
r==—1u, x,=—
17 17

No esta bien planteado. Cualquier cambio en una “casilla” implica cambios en las
Restantes.



ERROR 2
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Modifiquemos 20 30 - ) 2 S -
sélo una demanda 5 10 1 2
x2=2—0x1+3—x2+15 ——x +—x, =15
4 15 9
x =ﬁ(104+45), X, =ﬁ(g+3o), az-
x1=£xl+%x2+a 1. _
Modifiqguemos 1 2
las dos demandas 5 10 [ ﬁ 2 S -
x2=2—0x1+%x2+b —%xl+§x2=b
4 15
x, =ﬁ(104+3b), x, =ﬁ(d+2b)
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Ejemplo 2.8:Supongamos 3 industrias interrelacionadas I, |,, I; que producen un unico
bien cada una y cuya produccion se obtiene de la forma siguiente:

Cada unidad de I, requiere 0.3 unidades de |;, 0.2 unidades de |, y 0.3 unidades de |5
Cada unidad de I, requiere 0.1 unidades de |;, 0.2 unidades de |, y 0.3 unidades de |5
Cada unidad de I; requiere 0.2 unidades de |;, 0.5 unidades de |, y 0.1 unidades de |5

Si las demandas exteriores son:
45 unidades de I, 50 unidades de I, y 51 unidades de |5

Determina los niveles de producciéon que permite el equilibrio de esta economia.

0.3x,+0.1x, +0.2x, +45=x, 0.7x,-0.Lr,-0.2.r, = 45
02x +02x,+0.5x,+50=x, + @) -0.2x, +0.8x,-0.5x, =50 }
0.3x, +0.3x, +0.Lx, +51 = x, —0.3x,-0.3x,+0.9x, =51
430 620 520
Y =—1u, ¥,=—~1u, xr,=—1u
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Ejemplo 2.8:Supongamos 3 industrias interrelacionadas I, |,, I; que producen un unico
bien cada una y cuya produccion se obtiene de la forma siguiente:

Cada unidad de I, requiere 0.3 unidades de |;, 0.2 unidades de |, y 0.3 unidades de |5
Cada unidad de I, requiere 0.1 unidades de |;, 0.2 unidades de |, y 0.3 unidades de |5
Cada unidad de I; requiere 0.2 unidades de |;, 0.5 unidades de |, y 0.1 unidades de |5

Si las demandas exteriores son:
45 unidades de I, 50 unidades de I, y 51 unidades de |5

Expresa en una tabla la produccidon que permite el equilibrio de esta economia.

0.7x,-0.1x,-0.2x, =45
430 620 520
—O.2x1 +0.8X2 —0.5,1’3 =50 ¢ é X = T u, X, = T u, X, = T u.
—0.3x, - 0.3x, +O.9x3 =51
I l4 I Deir::r?: ra Total

4 129/3  62/3  104/3 45 430/3
P 86/3  124/3  260/3 50 620/3
|, 129/3  186/3  52/3 51 520/3
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MODELO INPUT-OUTPUT CERRADO

Ejemplo 2.9:Supongamos 3 industrias interrelacionadas I, |,, I; que producen un unico
bien cada una y cuya produccion se obtiene de la forma siguiente:

Cada unidad de I, requiere 0.6 unidades de |;, 0.2 unidades de |, y 0.2 unidades de |5
Cada unidad de I, requiere 0.2 unidades de |;, 0.5 unidades de |, y 0.3 unidades de |5
Cada unidad de I; requiere 0.1 unidades de |;, 0.3 unidades de |, y 0.6 unidades de |5

Determina los niveles de produccidon que permite el equilibrio interno de esta economia.

0.6, +0.2x,+0.Lx, = x, 0.4x, —0.2.,-0.Lr, =0
02x +0.5x,+03x, =x, ¢ — 0.2, +0.50,-03x,=0
0.2x +0.3x,+0.6x, = x, -0.2.r, —=0.3.x, + 0.4, =0

< J

x1=;—é)t, x2=%l, xr,=A, AER
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3. Conjunto de oportunidades.
Espacios vectoriales

a. Conjuntos de soluciones
b. Bases y minima informacion
necesaria
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Un espacio vectorial es un conjunto V (cuyos elementos se [laman vectores) en el que hay
definidas dos operaciones: una suma de vectores, es decir, una operacion que a cada par
de vectores x, y € V les asigna un vector x +y, y un producto escalar, que acada A ER vy
cada vector x € V les asigna un vector Ax E V.

Estas operaciones deben cumplir las propiedades siguientes (donde las letras griegas
representan numeros reales y las latinas vectores):

1. (x+y)+z =x +(y+z), para todo x, y

2.X+y=y+X, paratodox,y

3. Existe un vector 0 € V tal que x + 0 = x, para todo vector x
4. Para cada vector x, existe otro vector —x tal que x +(-x) =0
5. AM(x + y)=Ax + Ay, para todo Ay todo x, y

6. (A + 1) x = Ax + px, para todo A, py todo x

7. Mpx)=(Ap) x, para todo A, p y todo x

8. 1x = x, para todo vector x
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Teorema 3. Un subconjunto de R" definido por un sistema ecuaciones lineales
homogéneas (o sea, igualadas a 0) es siempre un subespacio vectorial.

Demostracion
Consideremos el sistema de ecuaciones en forma matricial: Axt = 0. El conjunto sera
W = {x € R" | Axt = 0}.

Comprobamos que cumple las condiciones de subespacio vectorial:
1. 0eW,puesA-0=0

2. Dados x,yEW , hemos de probar que x +y€ W, lo cual equivale a que A(x +y)t = 0.
En efecto, teniendo en cuenta que Axt = Ayt =0 (porque x, yYE W ),

A(x +y)t = A(x* +y*)=Ax' + Ayt = 0+ 0= 0.

3. Dados x€ W y A€ R, hemos de probar que AXEW , lo cual equivale a que A(Ax)t=0
Usando como antes que Axt =0, vemos que

A(Ax)t = AAxt = AAxt = A0 =0.
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Ejemplo 3.1:Una empresa distribuye su producto en cuatro mercados A, B, Cy D en
cantidades de x, y, z, w miles de unidades, respectivamente. El coste de transportar mil
unidades de producto a cada mercado es de 3, 1, 2 y 1 ddlares, respectivamente.

Las necesidades de los mercados y su flota de camiones les permite plantearse varios
tipos de modificaciones en el transporte:

(Ax, Ay, Az, Aw) = (3, 2, -6, 1), (Ax, Ay, Az, Aw) = (3, -2, -4, 3), ...

Si no puede alterar la produccidén ni los costes de transporte, éson viables las dos
posibilidades anteriores?

Un vector de incrementos (Ax, Ay, Az, Aw) requiere un incremento de produccién de
AP =Ax +Ay +Az +Aw
y un incremento de los costes de transporte
AC =3Ax +1Ay +2Az +1Aw.
Como ademas la empresa exige
AP =AC=0,
el conjunto de incrementos factibles es

W = {(Ax, Ay, Az, Aw) € R* | Ax +Ay +Az +Aw =0, 3Ax +Ay +2Az +Aw =0},



Algunos usos del Algebra Lineal en las decisiones de Economia y Empresa

AX +Ay +Az +Aw = 0
3Ax +Ay +2Az +Aw= O]‘

Tomamos como parametros A =Ay, p=Aw, A, L1 ER
Az = -2\ -2
AX=-Ay - Az-Aw=-A+2\ +2u-pu=A+p

(AXI Ayl AZI AW) = (A + U, )\; =2\ - 2“-; H)=(}\, }\I _ZA; O)+(p'l O; —ZP-: P~)
-\(1,1,-2,0)+u(1,0,-2,1). A, uER

W = {}\(1; 11 _2; O) + l"l(ll OI _21 1) | )\'l M € R} = <(11 11 _21 O)I (11 OI _21 1)>
(AX' AV; AZ; AW) = (31 21 _6; 1) = 2(11 11 _2; 0) + 1(11 OI _21 1) SI’ (S Via ble

(Ax, Ay, Az, Aw) = (3, -2, -4, 3) #\(1, 1,-2,0) + u(1,0,-2,1) No es viable

NOTA: {(1, 1, -2, 0), (1, 0, -2, 1)} es una base de W y, como sistema generador minimal (con el
minimo numero posible de vectores), contiene la minima informacidon necesaria para conocer
todas las modificaciones posibles en el transporte.
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Ejemplo 3.2:Un banco gestiona cuatro carteras A, B, Cy D, cuyo capital se distribuye
en acciones de tres companias P, Q y R en la proporcidon que indica la tabla siguiente:

COMPANIA CARTERAS
A B C D
P 20% 30% 25% 24%
Q 0 60% 30% 24%
R 80% 10% 45% 52%

El banco desea ampliar el capital de sus carteras.

a) Expresa todos los posibles incrementos de la inversién en cada compania, (AP, AQ,
AR), que pueden distribuirse entre las cuatro carteras sin crear excedentes.

b) Si el banco va a asignar el estudio de cada cartera a un empleado, ¢éCudntos
empleados serian imprescindibles?

a)
Llamamos (AP, AQ, AR) al incremento en cada compaiiia.

Un incremento de capital en las carteras A, B, C, D se pueden expresar
AA=(0.2 AP, 0AQ, 0.8AR)
AB =(0.3 AP, 0.6 AQ, 0.1AR)
AC =(0.25 AP, 0.3 AQ, 0.45 AR)
AD =(0.24 AP, 0.24 AQ, 0.5 2AR)
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COMPANIA CARTERAS
A B C D
P 20% 30% 25% 24%
Q 0 60% 30% 24%
R 80% 10% 45% 52%

(AP, AQ, AR) =(0.2 AA, 0 AA, 0.8 AA) +(0.3 AB, 0.6 AB, 0.1 AB) +(0.25 AC, 0.3 AC, 0.45 AC) +
+(0.24 AD, 0.24 AD, 0.52 AD)

(AP, AQ, AR) = AA (0.2, 0, 0.8) +AB (0.3, 0.6, 0.1) + AC (0.25, 0.3, 0.45) + AD (0.24, 0.24, 0.52)

W =< (0.2, 0, 0.8), (0.3, 0.6, 0.1), (0.25, 0.3, 0.45), (0.24, 0.24, 0.52) >

NOTA: El apartado (b) de este ejemplo hace hincapié en el caracter de generador minimal de las
bases. Ya se sabe que G={(0.2, 0, 0.8), (0.3, 0.6, 0.1), (0.25, 0.3, 0.45), (0.24, 0.24, 0.52)} es un
sistema generador. Ahora se trata de obtener una base contenida en G.
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b)
W =< (0.2, 0, 0.8), (0.3, 0.6, 0.1), (0.25, 0.3, 0.45), (0.24, 0.24, 0.52) >

0.2 0 0.8 2 0 8 1 0 4
= 03 06 0.1 - 3 6 1 = 3 6 1
| 025 0.3 0.45 25 30 45 5 6 9
024 0.24 0.52 24 24 52 6 6 13
1 0 4 1 0 4
2 0 6 —11 i 0 6 —11
0 6 —11 0 0 0
0 6 —11 0 O 0
W =<(0.2,0,0.8),(0.3,0.6,0.1) > La dimensidn es 2, por lo tanto es suficiente

con analizar 2 carteras.

Serian necesarios 2 empleados.
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4. Transformaciones lineales y afines | ©

a.- Formulacion 2
b.- Normalizaciones lineales "
c.- Indicadores lineales -

Aplicaciones aparentemente lineales

El uso de matrices, su aritmética y sus
transformaciones ha contribuido sustancialmente
a la creacién y desarrollo de las bases de datos.
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Una aplicacion lineal o transformacion lineal entre dos espacios
vectoriales V, W sobre el mismo cuerpo K, es una aplicacion f que
verifica:

a) f(u+v)=f(u)+f(v) para cualesquiera vectores u,v

b) f(Av)=Af(v) para cualquier vector vy cualquier escalar A

f: R" —— R™ f(x) = A xT Aemm (R)

Una aplicacion o transformacion afin entre dos espacios afines (en
nuestro caso espacios vectoriales) V, W sobre el mismo cuerpo K,
es una aplicacion lineal seguida de una traslacion, es decir

g:R'— 5 R™ g(x)=Ax'+ bt A e M (R)
b €R"
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Ejemplo 4.1:Unaempresa produce cuatro tipos de articulos, a,, a,, a3 y a,, que requieren el
uso de tres materias primas diferentes m;, m, y m;. Las unidades de materia prima que se
emplean en elaborar cada articulo vienen expresadas en la tabla siguiente:

Materias Articulos
primas a, a, a, a,
m, 1 0.2 0.1 1
m, 0.2 0.7 0.8 0.9
m, 0.2 2 0.9 1

a) Determina la relacion que asocia cada produccion con el uso de las materias primas.
b) ¢éLlarelacion anterior describe una aplicacion lineal?
c) En caso afirmativo, calcula ker f y la antiimagen econdmica de (0,0,0).

a) 4 3 f(l,0,0,0) =(1, 02, 02) =
: - 2 01 1
bR R /(0,1,0,0) =(0.2, 0.7, 2) L 012 83 88 0

/(0,0,1,0) =(0.1, 0.8, 0.9) 02 2 09 1
/(0,0,0,1) =(1, 0.9, 1) _

Ilr+02py+0.1z+17
=| 02x+0.7p+0.82+0.97
02x+2y+09z+17

1 02 01 1
Fr,r,z,0)=|| 02 07 0.8 0.9
02 2 09 1

~ N R OR
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1 02 01 1
S (x,y,z,0)=|| 02 0.7 0.8 09
02 2 09 1

lr+02py+0.1z+17
=| 0.2x+0.7p+0.82+0.97
02x+2y+09z+17

NN R R

S (a,ay,a,a,)=(14,+02a,+0.12, +1a,, 024 +0.72,+0.82,+0.94,, 0.24,+24,+094, +1a, )

: :

Si que es una aplicacion lineal

4 422 474
C ker / =4(x, 1,2, )ER | x=0t, y=—aa, z=——, I=———a, AE R
) / {( ol gy 431 431 }

ket conco (/) =ker(/)N(£")* ={(0,0,0,0)}
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Una normalizacion lineal de numeros reales debe cumplir
f:R— 5 [0,1] f(x) =o x
Si x esta expresado en unidades u, o tiene que estar expresada en unidades u™.
Una normalizacion afin de numeros reales debe cumplir
f:R— 5 [0,1] fx)=ax+ f

Si x esta expresado en unidades u, o tiene que estar expresada en unidades u?y
B debe ser adimensional.

NOTA: El objetivo de la normalizacion es poder comparar opciones, por eso se exige que los
datos, una vez normalizados, sean adimensionales.
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Una normalizacion “lineal a trozos” de numeros reales debe cumplir

<
axr+f, X Sxr<ux,,

f:R— 5 [0,1] f(r)y=3 a, r+p,,, x, sxr<x,

a1'+2x + [))1'+2’ Xz'+2 =r< x1'+3

Si x esta expresado en unidades u, o tienen que estar expresadas en unidades u*
y B, deben ser adimensionales.

1,2

0, xr<2
1 1

—xr—-—, 2=x<5
0.8 3
06 f(xr)=-+ 1, S5=sx<7
s —lx+2, T<x<8
2

0,2

l, xX=8
0 ' 2
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Ejemplo 4.2:Una empresa evalua tres competencias de 20 empleados con valores del 1 al
10, segun aparece en la tabla.

a) Normalice los datos teniendo en cuenta las aplicaciones N, Ry T.

b) Ordene los candidatos segun el valor de la suma de las tres competencias normalizadas.

X Y Z 1
P1 10 1 3 Nx)=ax a=— ut
P2 2 8 4 maxl, Xl.
P3 7 4 2
P4 5 9 4 o 1 oL
P5 8 3 9 — =—
P6 10 5 9 R(x) ax+ ﬂ maXl. 'Xz'
P7 6 2 9 .
P8 6 3 y B —min_ .x U Ul
. & 9 4 max x
P10 7 7 5 ‘
P11 10 10 9
P12 4 3 9
P13 7 9 6 0, xr<2
P14 8 2 6 1
P15 10 7 10 —r—-—, 2=sx<35
P16 2 8 2 3
P17 3 2 3 T(x) = 3 1, S5<sx<7
P18 3 5 4 1
P19 9 2 5 —x+—, T=x<8
P20 3 3 9 2
|
MIN 2 1 2 —, xr=8
MAX 10 10 10 { 2
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X Y Z NX NY NZ
P1 10 1 3 1 0,1 0,3
P2 2 8 4 0,2 0,8 0,4
P3 7 4 2 0,7 0,4 0,2
P4 5 9 4 0,5 0,9 0,4
P5 8 3 9 0,8 0,3 0,9
P6 10 5 9 1 0,5 0,9
P7 6 2 9 0,6 0,2 0,9
P8 6 8 7 0,6 0,8 0,7
P9 4 9 4 0,4 0,9 0,4
P10 7 7 5 0,7 0,7 0,5
P11 10 10 9 1 1 0,9
P12 4 3 9 0,4 0,3 0,9
P13 7 9 6 0,7 0,9 0,6
P14 8 2 6 0,8 0,2 0,6
P15 10 7 10 1 0,7 1
P16 2 8 2 0,2 0,8 0,2
P17 3 2 3 0,3 0,2 0,3
P18 3 5 4 0,3 0,5 0,4
P19 9 2 5 0,9 0,2 0,5
P20 3 3 9 0,3 0,3 0,9

MIN 2 1 2
MAX 10 10 10
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X Y Z RX RY RZ
P1 10 1 3 1 0 0,125
P2 2 8 4 0 0,77777778 0,25
P3 7 4 2 0,625  0,33333333 0
P4 5 9 4 0,375  0,88888889 0,25
P5 8 3 9 0,75 0,22222222 0,875
P6 10 5 9 1 0,44444444 0,875
P7 6 2 9 0,5 0,11111111 0,875
P8 6 8 7 0,5 0,77777778 0,625
P9 4 9 4 0,25 0,88888889 0,25
P10 7 7 5 0,625  0,66666667 0,375
P11 10 10 9 1 1 0,875
P12 4 3 9 0,25 0,22222222 0,875
P13 7 9 6 0,625  0,88888889 0,5
P14 8 2 6 0,75 0,11111111 0,5
P15 10 7 10 1 0,66666667 1
P16 2 8 2 0 0,77777778 0
P17 3 2 3 0,125  0,11111111 0,125
P18 3 5 4 0,125  0,44444444 0,25
P19 9 2 5 0,875  0,11111111 0,375
P20 3 3 9 0,125  0,22222222 0,875

MIN 2 1 2
MAX 10 10 10
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X Y Z X TY T2
P1 10 1 3 0,5 0 0,33333333
P2 2 8 4 0 0,5 0,66666667
P3 7 4 2 1 0,66666667 0
P4 5 9 4 1 0,5 0,66666667
P5 8 3 9 0,5 0,33333333 0,5
P6 10 5 9 0,5 1 0,5
P7 6 2 9 1 0 0,5
P8 6 8 7 1 0,5 1
P9 4 9 4 0,6666667 0,5 0,66666667
P10 7 7 5 1 1 1
P11 10 10 9 0,5 0,5 0,5
P12 4 3 9 0,6666667 |0,33333333 0,5
P13 7 9 6 1 0,5 1
P14 8 2 6 0,5 0 1
P15 10 7 10 0,5 1 0,5
P16 2 8 2 0 0,5 0
P17 3 2 3 0,3333333 0 0,33333333
P18 3 5 4 0,3333333 1 0,66666667
P19 9 2 5 0,5 0 1
P20 3 3 9 0,3333333 |0,33333333 0,5
MIN 2 1 2
MAX 10 10 10
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o _ . _ b) La ordenacion es la siguiente:
Para visualizar mejor la diferencia entre las tres

normalizaciones, en la figura siguiente Ordenacion con las normalizaciones
representamos las funciones graficamente. N R T

P11 P11 P10
P15 P15 P8
P6 P6 P13
P13 P13 P4
. _ P8 P8 P6
12 1 P5 P5 P15
P10 P10 P18
1 P4 P4 P9
P7 P7 P3
0,8 P9 P9 P12
P12 P14 P7
0.6 P14 P19 P11
P19 P12 P14
04 P20 P20 P19
P1 P1 P5
e P2 P2 P2
P3 P3 P20
. 4> P18 P18 P1
P16 P16 P17
P17 P17 P16
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Ejemplo 4.3: Una empresa evalua tres caracteristicas de 10 empleados para ofrecer un
ascenso, segun aparece en la tabla. Teniendo en cuenta las preferencias de la empresa, écual
deberia ser la decisidon?

Presion arterial  Habilidades sociales Distancia al centro = PRESION ARTERIAL (sistdlica)
(mmHg) (puntos) (Km) 1
P1 155 7 3 08
P2 95 6 12 06
P3 112 9 2 04
P4 123 6 14 .
PS5 119 5 9 |
P6 134 8 11 20 40 60 80 100 120 140 160 wr‘hrrfﬁg
P7 166 7 9 —
P8 99 7 7 ' HABILIDADES SOCIALES
P9 162 9 21 '
P10 137 6 5
02 1
Categoria Sistdlica (mmHg) ) —
Hipotension menor de 80 B X & & & 5 A % & § W
Normal 80-120 i3
Prehipertension 120-139 '1 DISTANCIA AL DOMICILIO
Hipertension grado 1 (HTA 1) 140-159
Hipertension grado 2 (HTA 2) 160 o superior »

06 1

g q g 04
Fuente: American Heart Association

0,2
0 2 a 6 8 10 12 “eme
m
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PRESION ARTERIAL (sistélica)

08 1

0,6 1

04 1

0,2 1

40 60 80 100 120 140

HABILIDADES SOCIALES

160

‘ThmHg

12 3 4 s o6 7 o8 s o

DISTANCIA AL DOMICILIO

2 4 6 8 10

12

14 km 16

Presidn arterial Habilidades sociales Distancia al centre
(mmHg) (puntos) (Km)
P1 155 7 3
P2 95 6 12
P3 112 9 2
P4 123 6 14
P5 119 5 9
P6 134 8 11
P7 166 7 9
P8 99 7 7
P9 162 9 21
P10 137 6 5

/(x)= %(7@) PNV (x)+R(x))

Indicadores sintéticos

lineales

C1 c2 c SUMA
P1 0,425 0,7 1 2,125
P2 1 0,6 0 1,6
P3 1 0,9 1 2,9
P4 0,925 0,6 0 1,525
P5 1 0,5 0,166666667 1,666666667
P6 0,65 0,8 0 1,45
P7 0,28 0,7 0,166666667 1,146666667
P8 1 0,7 0,5 2,2
P9 0,36 0,9 0 1,26
P10 0,575 0,6 0,833333333 2,008333333

P3

£3)

P1

P10
PS5
P2
P4
P6
P9
P7
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Algunas reflexiones acerca de indicadores y funciones “aparentemente lineales”

Un operador OWA (ordered weighted averaging) de dimensidon n es una aplicacién
OWI Rn —_ R

v/

asociada a un vector de pesos w = (w,w,,. . .,w,), con w; €[0, 1] de modo que EW,- =1,
7

O (a,...a )= EW;”(;')’
7=1

donde a; es el i-ésimo mayor valor de {a,, a,, ..., a,}

7=1

Yager, R.R. (1988): On ordered weighted averaging aggregation operators in multicriteria decision making,
IEEE Transactions on Systems, Man, and Cybernetics 18, 183-190.

NOTA: Aunque O,, formalmente parece un operador lineal, la ordenacién previa hace que no
sea lineal.
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Algunas reflexiones acerca de indicadores y funciones “aparentemente lineales”

Construimos el indicador

n
/(@)= EW;-%')’ donde ay, es el i-ésimo mayor valor de {a,, a,, ..., a,}.
/=1

Ejemplo 4.4: Una empresa evalla tres caracteristicas de 5 empleados para ofrecer un
ascenso, segun aparece en la tabla. Los pesos que se dan a cada valoracion son w;,= 0.2, w, =
0.3y w3 = 0.5, siendo la mas valorada la peor puntuacion, después la segunda, y por ultimo la
mejor. Ordene a los empleados.

C, C, C,
P, 8 5 9 7,6
P, 9 6 7 /7,1
P, 4 7 2 3,9
P, 7 8 7 7,3
P. 4 2 7 4,9
Ordenados
P, 9 8 5 6,7
P, 9 7 6 6,9
P, 7 4 2 3,6
P, 8 7 7 7,2
P. 7 4 2 3,6
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5. Conjuntos de restricciones.
Sistemas de inecuaciones lineales

Viabilidad de sistemas de inecuaciones
lineales basada en Programacion Lineal

George Bernard Dantzig (1914-2005)
Fisico y matematico estadounidense,
reconocido por desarrollar el método simplex y
es considerado como el padre de la
programacion lineal.
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Consideramos un sistema de m inecuaciones lineales con n incognitas

N

1 1 1 1
<
a x+a x, +..+a x _bl

4 =la €M, (R),

1

] 1 ] 1
a xr+a x +.+a x <b Ax=b A =[a’]€M , (R),
/7211 1 17712 2 mn - n 7, 1 12 7 m2xn :
) ) ) > i 5 Y/, =(él,...,bm1)ERm ,
2 m2
all’rl +d12x2 +"'+dlnxzz Zél ‘42“r = é b =(b1""’bm2)ER )

x=(x,.,xr )ER"

2 2 2 2
a xr+a- xr.+.+a- x =50
/ﬂzl 1 /7222 2 myn” 7,

S

X,..,x =0

12000,

Resolver un sistema de inecuaciones consiste en encontrar el conjunto de puntos S
(conjunto de soluciones) formado por todos los valores de las incognitas que
verifican al mismo tiempo todas las inecuaciones del sistema.

Si S;, ..., S, son los respectivos conjuntos de soluciones de cada una de las
inecuaciones, hallar la solucion del sistema consiste en explicitar S; n... N S_.
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EJEMPLO Resolver el sistema de inecuaciones rizx +y >0
x-y>0
y > -2X

En primer lugar, se despeja y de las dos inecuaciones quedandori .

Para representar graficamente la soluciéon de la primera inecuacién dibujamos y = -2x que es la recta que une los puntos (0,
0) y (1, -2) y se considera la regidon donde se verifica y > -2x para lo cual basta elegir un punto que no esté en la recta y

comprobar si verifica o no la inecuacién (por ejemplo x = 1, y = 1 es un punto que cumple la inecuacion ya que al sustituir se

obtiene 1 > -2).

Para representar graficamente la solucién de la segunda inecuacién dibujamos y = x que es la recta que une los puntos (O,

0) vy (1, 1) y tomamos la regién donde se verifica y < x para lo cual basta elegir un punto que no esté en la recta y
comprobar si verifica o no la inecuacién (por ejemplo x = 2, ¥y = 1 es un punto que cumple la inecuacién ya que al sustituir se

obtiene 1 < 2).

La solucién del sistema es la interseccién de las dos regiones que se muestra sombreada en el siguiente dibujo:

http://www.unizar.es/aragon_tres/unidad2/Sistem
as/u2sisinecteto.pdf
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SISTEMA DE INECUACIONES —>  SISTEMA DE ECUACIONES

X +2x, > 4 X +2x, = 4

—3x, +4x, = 5 —3x, +4x) = 5

-3xr +x, = 6 =3x +.x, = 6

X,,X, > 0 R S/ /A > (
X +2x, = 4 a, = 4
—3x +4 = 5 a, = 5
=3x +.x, = 6 A, = 6
X, X,,/,0,,/4,a,,a, = 0 xr,=x,=h=%4 = 0
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1 1 1 1 .
a.x+a. x.+.+a.x =0, l<s/=m
1771 72772 mn 7 1

2 2 2 2 .
a, X +a X+ +a, x, < bj , l=/j=m,

1 1 1 1 1 .
(P) st. e x+a. x +.+a x -/ +a. =0, l<si<sm,
1771 72772 mn 7 7 7 1

2 2 2 2 2 .
@, X +a X+t a X+ ﬁj = éj , l< j<m,
x,h . ,a=0
JUSTIFICACION TEORICA
Lor, 440w, m) = Y o, + Y w (Bl -a)x = ..—a, x =/ + @)+ 370 (5~ x, = ..~ x + )
/=1 =1 /=1

+ zlk(—xk) + iu}.(—ﬁ;) + iﬂf(‘éj)"' illnl. (—a))
- = = =
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<
U Y/ /771 /772 /ﬂl
= F YA (=) + Y (~h)+ Yl (4 + Y, (—a)
8 =1 7=1 J=1 /=1
|_
(x*,/4"*, /1" * a*) 6ptimo de P

Z
‘O f plk 22% % o %k %
= X 0 * 0 ok o wt L,
< S ,’ _ %W, ) —> Ea.=F* Valor éptimo de P
O Optimo de L Ly
L 7=1
-
(Vg
=

oL . oL

—=w., l=si/=sm —— =1 15/5/772.
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b *+e

I 72 1 1' 1 2 2 * :
L(x*, 2 % A%, a*,w* 7%, 5 *,...,bml*,él *,...,émz*)zz +ew,, lsi<m

<
O b * 40
(a's J
\O l
L
1 2 1 1 2 2 ,
= L(x™, /4 *, 7%, a* w*,a*, 5, *,...,bml*,él *,...,bmz*)zz*+6ﬂj, l< j<m,
e *
O pE-Z_
U 7
S w, §
= 1 2 1 1 2 2 z .
o L(x*é*é*a*w*n*b*.i’b *O LD ) =2 —— l<7<m'
b b b b b | b b m | b b ) 7 1
— : ? w
m l‘
-
- *
z
b k-
/ 7y
L(x*. A" 5%* o w* g% pl* 51*52*\»52*,, * z* l<7<m'
(X*, 4 % 47% o, w*, %5 *,..., 00, )=z -—7, </sm,
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FASE I 1 1 1 1 1 .
st. aeax+a x +..+ta.x -/ +o.= b, lsism,
71771 72772 m”n 7 7 7 1
2 2 2 2 1 .
e R N L SO NS ﬁ/ = b/., l< j=<m,

A5 o=0

DUAL FASE | " "
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Ledn, T.; Liern, V (2001): A fuzzy method to repair infeasibility in linearly constrained problems. Fuzzy Sets
and Systems, 122, 237-243.

Min Eal. o
e~ F* valor 6ptimo
PASO | S.t. aﬁlxl +a}2x2 +...+a;”x” —él.l +a, = él.l, </ < m,, (w* %)
w*,T
2 2 2 2 1 . ’
a,n+a . ta,x, +é/ = b/., l= /< 7, , multiplicadores
A A a=0
0, si w. =0 0, sim =0 1?=(/”1,-~,/”m1)
7 =1 F* . S . =3 —F* .
PASO I / —, Sl W;‘ ;éO 7 , Sl .7'[/. = () S — (SI,...,sz)
w. ﬂj
L g §
Min A
| * El problema es factible
s.t. Ax+AR=s b
PASO Il 1 4
Axr-AS= b/ = 1L 1
2 J numero de multiplicadores no nulos

O<A=<l
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Ejemplo 5.1: Consideramos el sistema de inecuaciones lineales siguiente:
v +x, -1 =1 min o, +Q, +a,

sa -—-x+x,-x-Z+a =1
2x, =3x,+x,23 R

2r -3xr. +x. -/ +0. =3
x1+x2+x325 1 273 22
x1+x2+x3—é3+a3 =5

3x1 —2):2 —4x3 <2
3x1—2x2—4x3+é4 =2

X, x,,1, 20
x.,/A.,0, =0
7277 Ve

a,=36, a=a=0, r=28 r =12, x,=1, h=h=h=h=0

w=1 w=T/15 w,=4/15 m,=-1/15 F*=-54/15
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—X + X, =X, > 1

—_— > . .« 7
2x,-3x,+x, 23 No tiene solucidon

X+x,+a, = 5
3x1 —2x2 —4x3 <2
Xy, X, 4,20

Ledn, T.; Liern, V (2001): A fuzzy method to repair infeasibility in linearly constrained problems. Fuzzy Sets
and Systems, 122, 237-243.

— — 4
X+, x3+15)L21

2x,-3x,+x,+2A23
7 :

Existe A &[0.25, 1] de modo que

e P %A =5 el sistema de inecuaciones tiene solucion

3x, —2x,-4x, —54A <2

X, X,,x,20
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Ejemplo 5.2: Consideramos el sistema de inecuaciones lineales siguiente:

—x +x,-x, =1 min @, + o, +0,
2x1—3x2+x323 S.a _x1+x2_x3_é1+a1 =1
x1+x2+x325 2x1—3x2+x3—é2+a2=3

xl,xz,x320 x1+x2+x3—é3+a3 =5

xl.,éj,a/( >0

a,=32, a,=a=0, xr=36 r,=14 x,=0, h=/h=h=h=0

w=1 w=2/5 w=1/5 F*-16/5
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—x +x,—x, = 08604651

2x, =3x,+x, = -2,5813952 No tiene solucién

X +x, A= -6,1627904
(10, 3, -8) es una solucidon del sistema de ecuaciones

=
X, X,,4, 20

(0, 0.8604651, 0) es una solucidon del sistema de
inecuaciones

— — 1 ~
Aty At Azl Existe 24 &[0.3, 1] de modo que

27v =31r +1r +81 =3 el sistema de inecuaciones tiene solucion
1 2 773 =

.Xl + XZ + .X3 + 16A« = 5 7\‘*= 0,6976744

X, X,,x,20
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Ejemplo 5. 3: Consideramos el sistema de inecuaciones lineales siguiente:

X +2x,+x, <4 X +2x,+x, <4
2x +x,—x, =21 2r+1r —r.>1 ¢ No tiene solucidn
1 2 3
X —x,=2x, 27 X —x,=2x, =7
xX,x,,1,20 ‘lr

X +2x,+x, =4

|

min o, + C¥3

2x1 +X, - X, = 1 ¢ No tiene solucidn

xl—x2—2x3 =7

~

s.a  x, +2x + X, + él =4 ‘L Aplicamos el Teorema

2r+x.—x. -/ +o., =1 ]
72 73 2 X +2xr +x. <4
xl—x2—2x3—ﬁ3+a3=7 1 3 0
2x, +x,—x, 21 x, =39,
xl.,é/.,ak >0 - =-100
xl—x2—2.1x327 3
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X +2x, +x, <4 min a,+a, x1+2x2+x3—3)ts4
2x +x,—x =1 sa . +2x,+a 4/ =4 2x,+x,-x, =1

2x +x,—-x, -/ +o, =1
X=X, 20,27 1 T T AT T, X —x,=2x,+3A=7

xl—x2—2x3—é3+a3 =77

x,x,,1,20 X, X,,1, 20
x., /4.0, =0
VR s
_ _ Existe A &[0.5, 1] de
% _f’ % _03’ 0 modo que el sistema de
=904 =U 5=, . . . .,
ho=h =k =0 inecuaciones tiene solucion
v ==, w=0, w =
A*¥=0.5
* _
X +2x,+x,=55 £*=3
2x +x,—x 21
X=X, —2x,25.5 (5.5, 0,0) es soluciodn
X, X,,x,20
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A. Sistemas de ecuaciones lineales

1. Modelo de renta-gasto

En una economia con propension al consumo estimada de ¢,=0.8, se plantean dos politicas fiscales:
a) Disminuir los impuestos en 1500 um.

b) Incrementar el gasto publico en 1000 um.

¢Cual de las dos politicas fiscales aumenta mas la renta?

SOLUCION:
Consideramos el modelo keynesiano

Y=C+l,+G,
C=cy+c,(Y-T), c,>0, 0O<c,<1

donde Y= renta nacional, C=consumo, I=Inversidn, G= gasto publico, T= impuestos

Y=

s (co —clf+G0)

1

l—c1

C*=

(¢,-a7 +cz,+¢G,)



Algunos usos del Algebra Lineal en las decisiones de Economia y Empresa

La renta antes de disminuir los impuestos es

1

V= X (¢,-0.87+G,)=5(c,-0.87 +G,) = 5¢,-47 +5G,

Si se disminuyen los impuestos, T, en 1000 um, se tiene
1

T1-08
Por lo tanto, el incremento en la renta es
AY =Y?-¥'=6000 um.

Si se aumenta el gasto publico, G, en 1000 um, se tiene

G (¢,-0.87"+G, +1000) = 5¢, - 47 +5G, +5000
1-0.8

El incremento en la renta es

AY =¥’ - ¥7"=5000 um.

}/2

(¢,-0.8(7 =1500)+ G, ) = 5¢, ~ 47 +5G, + 6000

Entonces, la opcion de disminuir los impuestos en 1500um aumenta mas la renta que la de
aumentar el gasto publico en 1000 um.
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2. Precios de equilibrio

Una empresa fabrica tres productos A, B y C. Un analisis de la empresa muestra que su capacidad de
produccion para unos precios p,, p, Y ps (resp.) viene dada por
SA=p;+p, +p3— 5
SB =2p, +3p, + p; — 10
SC=2p, +2p, +p; — 10
Por otra parte, un estudio de mercado indica que la demanda prevista es
DA =45 -3p, - 2p,
DB =40-2p, - 2p, — p;
DC=30 - p, —4p;
a) Calcule los precios con los que la empresa equilibraria su situacion econdmica.
b) Sise ha gastado 4000S en el analisis interno de la empresa para estimar las ofertas y 15000S en
el estudio de mercado, determine unos precios de equilibrio aproximados.
c) Justifique que la solucidn es viable.

SOLUCION: ;
4p1+3p2+p3 =50

a) Planteamos el sistema SA=DA, SB=DB, SC=DC: 4p,+5p,+2p,=50 ¢

Cuya solucién es 20,439,459, =40 j

p1=139 p2=_29 p3=4
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Como no tiene sentido que los precios sean negativos, eso significa que no existen unos precios que
equilibren el mercado.

b) Como la modelacién ha resultado muy costosa para la empresa, no deberiamos iniciar otro
proceso de modelacidon, sino que podemos a comprobar si es posible, a través de un sistema
parameétrico, proporcionar una solucién que se aproxime a la modelacién propuesta.

Como las demandas no las ha establecido la empresa, intentamos modificar ligeramente las ofertas,
porque éstas si dependen de la empresa. Hacemos, por ejemplo:

S, =(1+0.5a)p; +p, +p3 -5
S, =(2-0.5 a)p, +3p, +p,—10 A E[0.1].
Sc=2p, +2p, +p;— 10

Ahora formulamos el nuevo sistema

(4+O.5a)p1+3p2+p3 =50
(4-0.50) p,+5p,+2 p, =50

R

2p+3p,+5p,=40
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Cuya solucidn, en funcion del parametro es

780 _20(19¢-6) _20(@+12) 60
AT 30+60° 22 310460 2T 3la+60 31
Por lo tanto, para
> a>L.  (enrealidad a8 1)
19 19

la solucion del sistema es positiva.
Si tomamos, por ejemplo, o =0.35, el sistema resulta:

4.175p,+3p,+ p, =50
3.825p,+5p,+2 p, =50
2p+3p,+5p,=40

~~

En este caso, la solucién 1200 20 380
277097 2271090 2T 109

c) Para justificar que tiene sentido, no sdlo deben ser positivos los precios, sino que deberian serlo
también las ofertas y las demandas:
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Sy =(1+0.5x0.35)p; +p, +p3 =5 =1.175p, +p, +p; -5
Sg =(2-0.5x 0.35)p, +3p, + p3—10=1.825 p, +3p, + p;— 10
Sc =2p; +2p, +p; — 10 =2p, +2p, +p; - 10

Sustituyendo los valores, se tiene:

11.60550459 u.
14.12844037 u.
15.87155963 u.

Sa
Sg
S

3. Input-output de Leontief

Consideramos una economia formada por tres industrias interrelacionadas A, B, C. Sabemos que la

matriz input-output es -
02 0.1 O

M= 02 02 02
0 03 03

y que el vector de demanda externa es d=(210, 111, 37) unidades.

a) Interpreta el significado econdmico de la suma de los elementos de la tercera columna de M.
b) Interpreta el significado econédmico del elemento a,,=0.1 de la matriz M.

c) Calcula los niveles de produccidon que permiten el equilibrio del modelo.
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SOLUCION:

a) La suma de la columna 3 es la cantidad de inputs necesarios para producir una unidad de la
industria C.

b) El elemento a,,=0.1 representa las unidades de la industria A consumidas para producir una
unidad de la industria B.

c) Llamamos

x = nivel de produccion de la industria A,
y = nivel de produccion de la industria B,
z = nivel de produccion de la industria C.

En forma matricial, el sistema que resulta es

02 0.1 O X 210 X
0.2 02 02 y |+ 111 |= »
0 03 03 Z 37 =z
gue podemos expresar como 0.8xr-0.1=210 \

h'g

-02x+08y-0.2z=111
-03y+0.7z=37
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» 56755 48740 31090
la solucibnes ¥ =——, y=——, Z2=——,
193 193 193

por lo tanto, la industria A debe producir 56755/193 unidades, la industria B producird 48740/193
unidades y la industria C debe producir 31090/193 unidades.

4. Sistemas no factibles

Consideramos el sistema de ecuaciones lineales
X+ py+z=3

g

2x+ y+z=4

X+2y+22=0

a) Compruebe que el sistema no tiene solucion.
b) ¢Es posible modificar un coeficiente (a lo sumo en 0.01) de manera que tenga solucion?

SOLUCION:

a) Resolvemos el sistema por el método de Gauss-Jordan

o1 311 3
0 -1 -1 =2 |=l 0o -1 21 =

1
1
2 0O I 1 -3 0 0 0 -5

S B~ W
U

—_— N =
N —m =



Algunos usos del Algebra Lineal en las decisiones de Economia y Empresa

Por lo tanto se trata de un sistema incompatible.

b) Como
det

N —m =

—_ N =
N DN —
Il
()

comprobamos que

y comprobamos que
X+ py+z=3
2x+(1+0.01) y+2z=4
X+2py+2z=0

g

tiene solucion:

x=6, y=-500, z=497.
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B. Espacios vectoriales

5. Sistemas generadores

(Cands Dards, M. J.; Ivorra Castillo, C., Liern Carridn, V (2011): Matemadticas para la Economia y la Empresa, Ed. Tirant lo Blanch,
Valencia (Espaiia), pp. 30,31).

Una empresa utiliza tres inputs A, B y C en cantidades x, y, z para producir dos articulos Py Q .
Las cantidades requeridas para la produccion de una unidad de cada producto viene dada por la
tabla siguiente:

Articulos Inputs
A B C
P 2 1 3
Q 1 2 2

La empresa estudia alterar su produccion sin que se produzcan excedentes.

a) Pruebe que el conjunto de incrementos factibles (Ax, Ay ,Az) se puede expresar como un
subespacio vectorial de R3 generado por dos vectores.

b) Determine si el vector (5, 7, 9) es un incremento factible de los inputs de la empresa.

SOLUCION:

a) Llamaremos r = cantidad producida de P.
s = cantidad producida de Q.
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Para incrementar la produccion P en Arunidades se necesita un incremento de los inputs de
(Ax,Ay,Az) = (2Ar,Ar,3Ar).
Para incrementar la produccidon Q en As unidades se necesita un incremento de los inputs de

(Ar,Ay,Az) = (As,2As5,2A5).

Por lo tanto, un incremento arbitrario de la produccion (Ar,As) se corresponde con un incre-
mento de los inputs consumidos de

(Ax,Ay,Az) = Ar,Ar,3A7)+ (As,2As,2As) = Ar(2,1,3) + As(1,2,2).
Asi, el conjunto de incrementos factibles es

W = {(Ar,Ay,Az) = A (2,1,3)+As(1,2,2), Ar,AsE R }

(2,1,3), (1,2,2)).

b) Debemos preguntarnos si el vector (5, 7, 9) se puede expresar como combinacion lineal de
(2,1,3)y(1,2,2), (5,7,9)=A(2,1,3)+u(1,2,2), esdecir,

3

2A+u=>5 Porlotanto A=1, u=3,
A+2u="7
3A+2u=9

g

es decir que (5,7,9) es el incremento de inputs necesario para
incrementar la produccion de P en 1 unidad y la de Q en 3 u.
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C. Transformaciones basadas en aplicaciones lineales y afines
6. Normalizaciones aparentemente lineales
Para seleccionar dos jefes de seccidon, una empresa ha valorado tres competencias de 10

empleados. Se han establecido las siguientes puntuaciones entre 0 y 10 (indicando 0 lo mas bajo y
10 lo mas alto):

Empleado C1 C2 C3
P1 7 4 2
P2 5 9 4
P3 8 3 9
P4 10 5 9
P5 6 2 9
P6 6 8 7
P7 4 9 4
P8 7 7 5
P9 7 9 6
P10 8 2 6

Por experiencia, los encargados de recursos humanos saben que un candidato ideal seria aquél

qgue tuviese puntuaciones altas en C1, medias en C2 y bajas en C3. De hecho, han consensuado

que las preferencias de la empresa pueden expresarse mediante los graficos que aparecen a

continuacion. Teniendo en cuenta esto,

a) Normalice los datos de acuerdo con las preferencias de la empresa.

b) Si la competencia C2 tiene la misma importancia que la otras dos juntas, valore todos los
candidatos e indique cuales serian elegidos para ocupar los cargos de jefe de seccion.
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Competencia 1

Competencia 2

Competencia 3

0,9
0,8
0,7
0,6
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1

1,1

0,9
0,8
0,7
0,6
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1

1,1

1
0,9
0,8
0,7
0,6
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1

0

o

2 3 45 6 7 8 9 1011

2 3 45 6 7 8 9 1011

0

1

2 3 45 6 7 8 9 1011

S (x)=0.1x

r€[0,10]

I oo x

S (@)=

>
|
=

N | —

S (x)=1-0.1x

rE€[0,10]

O<sxr<5
5<=sx<6

6=<r<8

8=ax=10
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SOLUCION:

a) Siguiendo el procedimiento descrito y las funciones de preferencia dadas por la empresa, las
normalizaciones serian las siguientes:

Valoraciones originales Valoraciones Normalizadas
Candidatos C1 C2 C3 N1 N2 N3
P1 7 4 1 0,7 0,8 0,9
P2 5 9 4 0,5 0,5 0,6
P3 8 3 9 0,8 0,6 0,1
P4 10 5 9 1 1 0,1
P5 6 2 9 0,6 0,4 0,1
P6 6 8 7 0,6 0,5 0,3
P7 4 9 4 0,4 0,5 0,6
P8 7 7 5 0,7 0,75 0,5
P9 7 9 6 0,7 0,5 0,4
P10 8 2 6 0,8 0,4 0,4

b) Como la competencia C2 tiene la misma importancia que las otras dos juntas, los pesos deben
verificar w,=w,+wj, o dicho de otro modo
w,=0.25, w,=0.5, w,;=0.25.
Por lo tanto, se trata de calcular
w,N1+ w,N2+w;N3
para cada candidato.



Algunos usos del Algebra Lineal en las decisiones de Economia y Empresa

Valoraciones Normalizadas Normalizadas y pesadas SUMA
Candidatos N1 N2 N3 R1 R2 R3
P1 0,7 0,8 0,9 0,175 0,4 0,225 0,8
P2 0,5 0,5 0,6 0,125 0,25 0,15 0,525
P3 0,8 0,6 0,1 0,2 0,3 0,025 0,525
P4 1 1 0,1 0,25 0,5 0,025 0,775
P5 0,6 0,4 0,1 0,15 0,2 0,025 0,375
P6 0,6 0,5 0,3 0,15 0,25 0,075 0,475
P7 0,4 0,5 0,6 0,1 0,25 0,15 0,5
P8 0,7 0,75 0,5 0,175 0,375 0,125 0,675
P9 0,7 0,5 0,4 0,175 0,25 0,1 0,525
P10 0,8 0,4 0,4 0,2 0,2 0,1 0,5
Pesos 0,25 0,5 0,25

Teniendo en cuenta el valor de la suma, la ordenacidon de los candidatos sera

P1 0,8

P4 0,775
P8 0,675
P2 0,525
P3 0,525
P9 0,525
P7 0,5

P10 0,5

P6 0,475
P5 0,375

Por lo tanto, elegiriamos P1 y P4 como jefes de seccion.
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D. ANEXO: Sistemas de inecuaciones lineales

7. Viabilidad de sistemas de inecuaciones no factibles

. : : S X +x —x, =3
Dado el sistema de inecuaciones siguiente: 17727
2x +x,—x, <2

x1—2x2—5x3 =>1

X, 2,1, 20

P

a) Compruebe si el sistema de ecuaciones lineales asociado tiene solucidon vy, es su caso, si se
verifica la no negatividad de las variables.

b) Compruebe que el sistema de inecuaciones no tiene solucion.

c) Sabiendo que el modelo de Programacion Lineal asociado  min o, +a,

sa x+x,-x,-/+a =3
2x +x,—x,+ ) =2
x =2x, -5y, - /+a, =4
,rl.,é/.,a/( >0
tiene soluciones #*=5, a* =2, a* =3, x* =L x* = x* =2, /* =/* =/% =0,
con multiplicadores de Lagrange

w, =1 (primera restriccion), 7, = —1 (segunda restriccion), w, =1 (tercera restriccion)
Proporcione una modificacidn paramétrica del sistema de inecuaciones inicial que tenga solucion.
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SOLUCION:

a) Resolvemos el sistema

X+ X, -, =3

=
I
1
=
I
|
=
I
|
|

2x +x,—x,=2 |

x1—2x2—5x3 =4

7

y comprobamos que no verifica la no negatividad de las variables.

b) Una opcidn para analizar las soluciones del sistema de inecuaciones, es resolver el sistema de

ecuaciones lineales R
X, +x2—x3—él =3

2x1+x2—x3+/12 =2
x1—2x2—5x3—é3 =4

‘XI’XZ’XPéi =0

J

en el que afadimos variables de holgura para poder expresarlo con igualdades.

Si tomamos x, h;, h, como parametros, la solucidn es



a,p,y ER

ho=-5a-38-Ty-13

Esta claro que si tomamos «,f,y =0, se tiene que que h;<0, por lo tanto el sistema de inecuaciones
no tiene solucion.

c) Como conocemos los multiplicadores de Lagrange y el valor 6ptimo F*=5, sabemos que

¥
x1+x2—x3+—)Lz3
ES

"

%k
2x1+x2—x3—F—*)Ls2

5

Ve
X =2x,-Sxr,+——A=1
%
WZ
sabemos que tiene solucidn.

Nota: Si resolvemos el programa lineal siguiente:
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Min A
sujeto a
X +x,—x,=3-5A

2x +x,-x,<2+5A
X =2x,-5x,21-5A
X5 Xy, X, 20,

O0=A=l

la solucion éptimaes A*=0.4

Por lo tanto, el sistema de inecuaciones es
XX, —x 2 1
2x1 +x, -, < 4
X =2x,-5x,z-1

X, X,,x, 20,

en el que (2,0,0) es solucidn del sistema modificado.





