






















CAPITULO 1: TEORIA LOCAL DE CURVAS EN

a

Lección P CONCEPTO DE CURVA. LONGITUD DE ARCO

Si. Concepto de curva.
En este capí tulo vamos a estudiar las curvas desde un punto de vista fí sico,

en concreto, desde un punto de vista dinámico. Consideraremos una curva como
la trayectoria de un móvil. Una trayectoria se considera descrita cuando se da,
en cada instante de tiempo, la posición del móvil. Esta idea dará lugar a la
primera definición de curva, al concepto de curva parametrizada. Podemos
también considerar una trayectoria como el camino recorrido por el móvil sin
preocuparnos del tiempo que invierte en hacer el recorrido, ello dará lugar al
concepto de curva geométrica. Por último, en ocasiones nos interesará
distinguir trayectorias recorridas en sentidos opuestos, y esto dará lugar al
concepto de curva orientada.

r4”~~5
t 2
1

Además, en la mayor parte de este curso nos limitaremos a considerar
trayectorias que se pueden recorrer “de modo continuo” (es decir, trayectorias
clásicas, no admitiremos trayectorias de partí culas cuánticas) e incluso sin
cambios bruscos de velocidad (trayectorias suaves), lo que se impondrá por las
diversas condiciones de continuidad y diferenciabilidad que se exigirán a las
aplicaciones definiendo las curvas.

L1.,DEFINICION: Sea 1 un intervalo de la recta real, llamaremos curva
parametrizada de clase a una aplicación c: ¡ —~ ti t —~ c(t) de clase ck.

I..2.NOTA: (a) Cuando no indiquemos nada sobre la diferenciabilidad de la curva
entenderemos que dicha curva es de clase Ck con k lo suficientemente grande
para que sean válidas las operaciones que se realizan.

(b) t recibe el nombre de parámetro de la curva.
(c) Si 1 no es abierto, decir que c es diferenciable significa que

existe un intervalo abierto 1~ D 1 y una ~licación c*: ¡t -÷ t diferenciable tal
que c*Ii=c.

curva parametrizada curva geométrica curva orientada
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El concepto de regularidad, que introducimos a continuación, elimina tanto
las curvas con puntos angulosos (sin vector tangente) como parametrizaciones
inadecuadas de trayectorias suaves:

I.3.DEFINICION: Diremos que una curva parametrizada c: 1—’ R~ es regular st
c~(t) ≠ O para todo t e 1.

Al vector c’(t) se le clenomina vector tangente a la curva en t, o vector
velocidad de la curva en t. El módulo Ic’(t)I lo llamaremos velocidad de la curva
en t.

I.4.DEFINICION: Dada una curva parametrizada c: 1 —‘ E~ , llamaremos
transformación o cambio de parámetro de c a un difeomorfismo f: J -÷ 1. Diremos
que la curva c* = c • f: J —~ es una reparametrización de c por f.

1.5. Obsérvese que si c es una curva parametrizada regular y c* una
reparametrización de c, entonces también c* es regular.

L6.DEFINICION: Sea f: J —* 1 un cambio de parámetro de c: 1 —, E”. Si fis) > O,
para todo s E J, diremos que f es una cambio de parámetro conservando la
orientación ; y se dice que c* = c • f es una reDarametrizaclón de c conservando
la orieritaclón.Si f’(s) < O, para todo s E J, diremos que f es una cambio de
parámetro invirtiendo la orientación ; y se dice que c* = c • f es una
re~arametrización de c invirtiendo la orientación.

D

Peperametrización conservando la Reparametrización invirtiendo la
orientación orientación

La terminologí a de la definición ¡.6, además de estar motivada por el hecho
de que una reparametrización que conserva la orientación conserva el sentido de
recorrido de la curva, es también coherente con lo que vimos en el capí tulo O.
Por un lado, f(s)>O para todo seJ es equivalente a que f es un difeomorfismo

D conservando la orientación; por otro, c*’(s) f’(s) c’(f(s)), por lo tanto f’(s) se
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D

puede considerar como ma 4licación lineal de la recta {c(Nsfl+x c’(fCs)), X e Rl
s{c*(s) + p. c*’(s), II. E Rl —considerada como espacio vectorial de dimensión 1
con origen en c(s) a c(f(s))— en si misma y, por tanto, conserva la orientación
su su determinante, que es f’(s), es positivo).

¡.7. La relación binaria entre curvas parametrizadas c — c sil c* es una
reparametrización (resp. reparametrización conservando la orientación) de c es
una relación de equivalencia. Ello permite dar la

L&DEFINICION: Se llama curva geométrica (resp. curva orientada) de clase Ck
a cada una de las clases de equivalencia en el conjunto cociente de las curvas

¡.9.DEFINICION: Se dice que una curva geométrica u orientada es regular si una
de sus (curvas parametrizadas) representantes es regular. De acuerdo con ¡.5, si
es así , todas sus representantes serán curvas parametrizadas regulares.

¡.10. De ahora en adelante, si no se dice nada expresamente, cuando hablemos de
“la curva c:I —, Rl”, entenderemos la curva geométrica constituida por la
familia de curvas equivalentes a la curva parametrizada c. De c diremos que es
una parametrización de la correspondiente curva geométrica.

Por “la curva orientada c:I —, Rl” entenderemos el concepto análogo al
anterior, pero haremos siempre mención explí cita de la palabra “orientada”.
mientras que si empleamos solo la palabra curva, entenderemos que hablamos de
una curva geométrica.

I.11.EJEMPLOS:
1.11.1. Lí nea recta: Dados v,~ai,

la recta c(t) = y0 + t y pasando porv~
en la dirección y es una curva regular,
cuyo parámetro t e E.

Obsérvese que c:I —, Rl’ definida
por c(t) = y. + t~ y es una curva que
tiene el mismo conjunto imagen que la
anterior, pero que no es regular en t=O
y, por lo tanto, representa otra curva
geométrica.

parametrizadas de
reparametrización”
orientación”).

clase
(resp.

por la
“ser una

relación de equivalencia “ser
reparametrizaci ón conservando

una
la

y

flelice a4rA cjtj:14?gt3)
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1.11.2. Hélice: Es la curva representada por la parametrización c: E-’ R3 /
c(t) = (a cos t, a sen t, b t), a2~b2 ≠ O, a y b constantes reales. Para b=0 se trata
de una circunferencia de radio a. Para a=0 de una recta. Evidentemente, c es
regular.

1.11.3. La curva con pico c: E —‘ E2! c(t) = (t21t3) es una curva C°°, pero
c(0) = (0,0), luego no es una curva regular en t = 0.

$2. Longitud de una curva.
Estamos acostumbrados a calcular la longitud de la trayectoria descrita por

un móvil integrando su velocidad entre los instantes de tiempo que corresponden
al inicio y final de la trayectoria, por lo tanto parece natural la siguiente

I.12.DEEINICION: Dada una curva c:I—’ E~ se llama longitud de c a
L(c) = fi Ic’(t)I dt,

cantidad que es Independiente de la parametrización, pues si f:J —, 1 es un
cambio de parametro y c* = c • f la reparametrización correspondiente, entonces

L Ic~(s)I ds = fi Kd(cof)/ds)(s)I ds = {~ Idc/dtl Idf/dsl ds
= ~ Idc/dtl dt = f~ Ic’(t)I dt.

Además, esta definición se puede justificar también geométricamente. La
idea geométrica para definir la longitud de una curva es aproximar la curva por
medio de polí gonos inscritos. Nuestra intuición nos asegura que la longitud de
cualquier polí gono inscrito no excederá a la de la curva (dado que la lí nea recta
esel camino más corto entre dos puntos), luego la longitud de una curva deberá
ser una cota superior de las longitudes de los polí gonos inscritos. Parece por
tanto natural definir la longitud de una curva como el extremo superior de las
longitudes de todos los polí gonos inscritos posibles. Vamos a ver que para
curvas de clase C’ (y el lector puede ver inmediatamente que también para
curvas de clase C1 a trozos) tal extremo superior existe y que esta definición
coincide con la 1.12. Primero, formalicemos la definición:

I.13.DEFINICION: Sea c:I=[a,b] —‘ una curva. Se llama lí nea poligonal
inscrita a toda curva poligonal de extremos c(a) y c(b) y cuyos vértices
pertenecen a cC!), i.e., una curva de la forma

c(t~_1) + ((t—t1_1)/(t1—t1_1)) (c(t1) —

para 1 ≤i≤p, a =t~<t1 <...<tp—i <t~b.
Una tal poligonal viene dada por la curva c y una partición p = Ct., t1, ... ,t~)

de [aM]. La longitud de una tal poligonal es
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Lp,0 = !~=~‘~ Ic(t1) — c(t~_~)I.

1.14.TEOREMA: Sea c:I=[a,b]—~ R~ una curva de clase C1. Se verifica que
L(c) = sup (Lp0! ~ E 1),

siendo E el conjunto de todas las particiones de [a,b].
DEMOSTRACION: Veamos en primer lugar que supfLp0/p c E) existe (i.e. es
finito). Como c es C’, para toda partición p de [a,b], c(t,)—c(t~-i) =1 .~ c’(t)dt,

[ti—i ,t~
de donde Ic(t~) — c(t~_i)i = IJ’[ti_i,tj] c’(t) dti ≤ í [ti-l,ti] ¡c’(t)i dt, por lo tanto

Lp,0 =2 ic(t~) — c(t~_1)i ≤ 2Í [t~_i,tt] 1c(t)i dt = J8 iC(t)i dt , i.e. (Lp,0/ P e E) está
mayorado por L(c).

Para ver que no solo está mayorado, sino que es igual, bastará con demostrar
que para todo 4>0 existe una partición p verificando L(c) — Lp~ <E. Veamoslo:

ti1Í ~. 1 c’(t) 1 dt — 1 c(t1) — c(t1—1)iI ~ (1.1.14.1)

¡c’(t)I dt - It1 - ti_li IC(t~-i )i + It, - ti_li ic’(t~-i )I - ic(t~) - c(t~-l )II.
Como c es C1, c’ es continua sobre [a,b] que es compacto, luego C es
uniformemente contí nua, luego existe un 8 > O tal que para todo t, t’ ~ [a,b] con
it—ti <8, lc’(t) c~(t’)i < E/2(b—a), luego II c’(t)i — ic~(t’)Ii ≤ lc’(t) — c’(t’)i < E/2(b—a).
Elijamos una partición p de [a,b] con Itrt~_1i <8 para i=1,...,p, entonces

ti ti tiIJ~~ ~ dt — It1 — ti_li Ic’(t~—i)Il = Ic~(t)I dt — ‘ti—l Ic’(t,_1)I dtl ≤

≤ Í ~ IIC(t)I - IC(t~-1 )I 1 dt < (E/2(b-a)) it~ - ti_li (¡.14.2),

y, por otra parte, sea f(t) = c(t) - t c’(ti_i), entonces f es C1 y f’(t) = C(t) -
c’(t1_1), por tanto, sobre [t,_11ti], Ir(t)i < E/2(b—a), y, por la desigualdad de los
incrementos finitos, If(ti) — f(t1_1 )I <ft/2(b—a)) it~ — t~_1i, de donde

ic(t~)—c(t~_1 )—(t~—t~_1 )c’(t~_1 )i = If(t~)—f(t~_1 )l < (E/2(b—a)) it~~t~_1i (1.14.3),

y, de (1.14.1, 2 y 3),
L(c) t13,c .í (a,b] ic’(t)I dt -2 Ic(ti) - c(t1-1 )I ≤
2 IJ’[ti_i,ti] 1c(t)I dt — Ic(t~) — c(t~_1)II < 2 2 (t1 — t1_1) E/2(b—a) = E. U

I.15.DEFINICION: Diremos que una curva c:I=[a,b] —, R~ está parametrizada
respecto de su longitud de arco si Ic’(t)i = 1 para todo t E 1.

En este caso L(c(t)) = t — a (=t si a = 0), con lo cual el parámetro de la curva
es (salvo una constante) la longitud de la curva, y de ahí la definición dada.
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I.16.PROPOSICION: Toda curva parametrizada regular c: I—~R~ puede ser
reparametrizada respecto de su longitud de arco, con un cambio de parámetro
conservando la orientación (i.e. existe un cambio de parámetro f:J —‘ ¡ tal que
I(cf)i(s)I = 1 y fi(s) > o).
DEMOSTRACION: Buscamos una aplicación f:J -÷ ¡tal que Kc°f)’(s)I = 1, y como
(c•f)’(s) = C(t) f’(s), bastará tomar f de modo que Ic’(tN fi(s) = 1, i.e. fi(s) =

1/Ic’(t)I. Para ello bastará definir g:J —~ 1 por g(t) = 1c(tN dt, y tomar f =

pues, al ser c regular. g(t) = 1c(t)I > O para todo t, y g es una función
estrictamente creciente (y, por tanto, un difeomorfismo conservando la
orientación) y lo mismo ocurre con su inversa f. O.

De la demostración de esta proposición resulta el modo práctico de
parametrizar una curva respecto de su longitud de arco. Dada la curva c(t), su
longitud de arco es la función s(t) = Ic’(t)I dt, de aquí , despejando, se obtiene
la función inversa t = t(s), y la parametrización de respecto de su longitud de
arco es la curva parametrizada e(s) = c(t(s)).
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Lección 2t EL TRIEDRO DE FRENET

53.REFERENCIA DE FRENET
Como decí a el tí tulo del capí tulo, nuestro objetivo es el estudio local de las

curvas, es decir, el conocimiento de la forma de una curva en un entorno de un
punto de la misma. Para realizar este estudio será eficaz usar, en lugar de una
referencia de R~ única, referencias en cada punto de la curva que puedan variar
de un punto a puntos próximos y cuya variación nos de idea de la forma de la
curva (intuitivamente, que la variación de la referencia de idea de la forma de
la curva corresponde al hecho de que la variación de uno de los vectores de esa
referencia indica lo que la curva se separa del hiperplano generado por los
demás vectores). En esta lección introducimos y estudiamos esas referencias.

1.17. DEFINICION: Sea c: una curva parametrizada, llamaremos campo
vectorial a lo largo de c a una aplicación X: I—~TF tal que X(t) e Tc(t)R~.

El vector tangente a una curva c se puede considerar ((y así lo haremos
salvo que se diga otra cosa) como una campo vectorial a lo largo de c mediante
la identificación c’(t) (c(t), c’(t)) E T~ft) R~. Mientras no se diga lo contario,
los campos vectoriales se supondrán difereñciables.

1.18. DEFINICION: Sea c: I—~R~ una curva parametrizada. Se llama referencia
móvil a lo largo de c a un conjunto de n campos vectoriales {e~Ct)}1~ a lo
largo de c tales que para cada tEl constituyen una base ortonormal de Tc(t) R~.

¡.19. DEFINICION: Una referencia móvil (e1(t)}1~ a lo largo de c diremos que
es de Frenet si c(k)(t) E <(e1 ,ekl> para 1≤k≤n (por <(Vi ,V1)> entendemos el
espacio vectorial generado por V1 , y1).

¡.20. TEOREMA (de existencia y unicidad para referencias de
distinguidasi: Sea c:I—+R~ una curva verificando que (c(k)(t)} k-i es un
sistema de vectores linealmente independiente para cada teL. Entonces existe
una única referencia de Frenet verificando:

a) <(e1(t) ,ek(t)J> = <(c~(t) ,c(k)(t)1> para 4 ≤ k ≤ n—1, y las bases ¿-

ordenadas (e1 ,ek), fC c(k)J de este e.v. definen la misma orientación.
b) (e1(t) ,e~(t)J1~ ecan.

A una tal referencia de Frenet se la llama referencia de Frenet distinguida.
DEMOSTRACION: Para k=l la condición (a) implica e1(t) = c’(t)/Ic’(t)I (c’(t) ≠O

3
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por ser~ Supongamos ahora que tenemos (e1(t),...,e~(t)]
verificando la condición (a) para k= 1 ,...,j; j≤n—2. Entonces, como (e111~ ha de ser
una b.o.n., ej+i ha de ser perpendicular a <(e1 ,e1)> = <(c ,c(i)]> y por la
condición (a), ej+1= e+1/1e+11 con e÷1 = ± {cW~) — E~1<c(i+1) , e~> efr].

Elegiremos el signo de e~~1 de modo que {e1,...,e~+1J defina la misma orientación
que Cc’ ~ Ahora bien, como (e1 ,e~] define la misma orientación que

1k k(c’ ,cW), se tiene que e~ = 1 A1 c~Z) con la matriz A=(Aj)l≤jk≤j de determinante
k—1

positivo. Resulta de aqul que

:1 Id 0 .1

é~ — ~. =

e~÷1) ~<c~~~°,e1> j<c~1) ± 1 cii+o

A O

__________ —

a a. ± i

luego el signo a elegir para e+1 es ÷, i.e.

= cQ~1~(t) — Ek~1 <c0~lkt), ek(t)>ek(t).
Tenemos así definidos, por inducción, n—1 vectores e1 ~ verificando (a).
Que (e1,...,e~1 sea una b.o.n., junto con la condición (b), obliga a que e~ =

e1A...J%e~_l.. Hemos probado así la unicidad y existencia de la referencia de
Frenet distinguida (e~(tH.~. La diferenciabilidad de cada e~(t) resulta de que las
operaciones realizadas para su construcción dan objetos diferenciables si
parten de objetos diferenciables (así , si c es de clase c”, todos los e~ son de
clase~ D.

L21.. Existen curvas interesantes que admiten referencia de Frenet pero no
única (i.e. no tienen referencia de Frenet distinguida) por no verificar la
condición de que (c(k)J k=i sean l.i. En estos casos se puede trabajar con una de

18
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las referencias de Frenet de las que verifican la condición (b) y la (a) solo hasta
el mayor £ para el que (c(k)]k~~l sean l.i. En particular, si c(t) está contenida en
un subespacio afin de F de dimensión m <n y {C(k)h≤kcm son 1.1., se puede tomar
la referencia de Frenet verificando la condición (a) hasta k=m y tomando los
restantes em+l ,e~ constantes.

Un ejemplo de estas curvas es la recta c(t) = V0~tV, en la que trabajaremos
con cualquier referencia ortonormal positivamente orientada (e1(t) ,e~(t)] tal
que e1(t) = c’(t) = —Y—.

ic’(t)I lvi

$4. Fórmulas de Frenet. Curvaturas.
Una vez que tenemos una referencia en cada punto de la curva, vamos a ver

como varí a esta referencia de un punto a otro. Si se tiene en cuenta que en la
recta (cfri.21) esa referencia es constante, la variación de la referencia de
Frenet nos dará una medida del modo en que la curva se separa de ser una recta
y, por lo tanto, una idea de como es la curva.

¡.22. PROPOSICION: Sea c:I—’R~ una curva parametrizada, y (e~(t)J.~ una
referencia móvil a lo largo de c, entonces:

(1.22.1) c’(t) = E. ~‘ ~~(t)e~(t)i~l

(1.22.2) e’~(t) = E~’ wj$t) e~(t) con w~~(t) =
Si, además, (e~(t)L~ es la referencia de Frenet distinguida de c, se verifica

(L22.U) «1(t) = ¡ c’(t) 1 «1(t) = O si iti
(L22.2~) w1~(t) = O si j > i~1

DEMOSTRACION: (1.22.1) es consecuencia inmediata de ser (e1(t)L~ una base de

TccL)R”. Además, como es ortonormal, <e~(t),e1(t)> = ~ y, derivando,
+ <e1(t),e~(t)>= O. Ahora bien, wu = <e,e~>, luego w~ = —wj~. Si

es la referencia de Frenet distinguida, entonces e,(t) = c’(t)/ic~(t)I, lo
que prueba (I.22t). Además, la condición <(ei ,e11> = <(ca ,c~’~J> que
verifica la referencia de Frenet distinguida implica e1 = Ek Xkc~, de donde

Ek Xk c~ Ek’l)Lk~
luego e~1(t) E <fC ~ = <(el ,e1+1)>, lo que prueba que si j > i+1,

</e~, e~>= o. a

19
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1.23. Las ecuaciones (I.22.1,l’,2,2’) reciben el nombres de fórmulas de Frenet. En
forma matricial (1.22.2,2’) se escriben

O w1~O O
~~~120 w23 O
O—w230 O
o o o n
o o ~

1.24. Para el caso de curvas en las que solo fc’ ,c~1~1 son 1.1., con £<n—1, y y se
toma una referencia móvil de Frenet de las indicadas en 1.21, las fórmulas de
Frenet siguen verificándose para 1 ≤ i ≤ 2. En el caso en que c estécontenida en
un subespacio afin de ~fl de dimensión 1, si se toma una referencia de Frenet de
las indicadas en 1.2 1. para este caso, se verifica además que e’1 = O si 41<i≤n, i.e.
las fórmulas de Frenet son válidas para todos los í ndices pero con w111.1 = O si
i>1. Esta observación nos indica que los coeficientes w11.~.1 indican de algún modo
como la curva se “curva” o “tuerce” para salirse de un subespacio afí n de
dimensión i. Ello nos llevará a definir las curvaturas en 1.29. Pero, antes, vamos
a ver como varí a una referencia de Frenet distinguida frente a una isometrí a de
t conservando la orientación, y también que las ecuaciones de Frenet son
invariantes frente a estas transformaciones.

I.25.PROPOSICION: Sea 8: n~—,F una isometrí a conservando la orientación, c:
una curva parametrizada, c*= 5 • c. Si (e1(t)L~ es una referencia móvil de

c y 5 = T.R es la descomposición unica de 5 en una traslación y una rotación,
entonces (e~= Re1].~ es una referencia móvil de c*, y los coeficientes de las
fórmulas de Frenet para ambas referencias coinciden: w1~(t) = w~ (t), y Ic*I(t)I =

Ic’(t)I.
DEMOSTRACION: Por una parte, Ic*I(t)I = ¡dS(c’(t))I = IRc’(t)l = Ic’(t)I. Como R es
una transformación ortogonal, es claro que (e3 es una referencia móvil de c*.
Por otra parte, w~ (t) = <e~’(t), e(t)> = <dRe~(t), Re1(t)> = <Re(t), Re~(t)>=
<e’~(t), e~(t)> = w~~(t). O.

1..26.PROPOSICION: Si en la proposición 1.25 (e1) es la referencia de Frenet
distinguida de c, entonces (e~] es la referencia de Frenet distinguida de c*.
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DEMOSTRACION: Obsérvese que c~’ = (5 cY = dBc’ = Rc’, c’” = (Pc’)’
Rc” ~ = por lo tanto, si (~ es la referencia de Frenet

distinguida de c~, ~ = Ic~’I =I~I = Re1. &ponganos ~ e~= Re1 para i=1 k—1,

entonces
= 1 ~ — <c*(k). ~ > fRc~ — E <Rc°~,Re~>Re1} =Rek = e:.

Además =~~~ e_1= Re1A....ARe~_1 = Re~ puesto que Re~ es
ortogonal a Re1 ,Re~_1 y como R conserva la orientación, (Re1 ,Re~_11Re~}
define la misma orientación que (e1 ,e~} e además de que IRe~I2= 1 =

~ O.

1.27. PROPOSICION: Sea c: una curva, ~: J—’I un cambio de parámetro
conservando la orientación, ct= c.ip. Si (e1(t)) es una referencia móvil a lo largo
de c, entonces 1 ef(s) = e1(cp(s)) 1 es una referencia móvil a lo largo de c*.

Además Wij (s) Wij (~(s))
Ict’Cs)I Ic’(cp(s)) 1

DEMOSTRACION: Que (e1*] es una referencia móvil es evidente. Veamos la
relación entre los coeficientes de las fórmulas de Frenet:

w7~(s) — <er’ (5), ei(s) ><(e..,Y(s), e.(,(s))> <e; (~(s))j(s),e~ (tp(s))> ~
Ic*I (~)I Ic*e (s)I (c flp)’ (s)j 1 c’(,(s) ) ,‘(s)I

= <e; (ç(s)),e~ (,(s))> = wu (,(s))
Ic’(tp(s))I Ic’(~(s))I

donde se ha empleado en (1) que p conserva la orientación y, por lo tanto, cp’ > 0
y cp’/Itp’I - 1. 0.

1.28. PROPOSICION: Si en la proposición 1.27 (e1(t)) es una referencia de
Frenet distinguida a lo largo de c, entonces (er(s)] lo es a lo largo de c.
DEMOSTRACION: Sabemos que <(e~ ,erj> = <(e1 ,e~l) = <(c’
bastará, para ver la condición (a) de ¡.20, probar que <(c’

,c*(~j> y que las dos bases definen la misma orientación. Para ello

D
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veamos la forma de la matriz de cambio: de c~ = c.p, derivando, resulta:
=

= c”cp’2 +

c~”=c’”tp’3~ c”2p’p” + c”cp’p”+ c’cp”’=,’3c”~ d1c’~ct2c”

1—1
= 1 «~• + (~‘)‘ c~’~ 1 ≤ i ≤ n—1.
j=1 ~

En forma matricial

cp 2 o c’
c*” (e’)

(1.28.1) ¶~~“ = A ~ .

c*(i) (gp’)’ c~’~
y el determinante de la matriz de cambio es (p1)l+2+....+I > 0 ya que gp es un
difeomorfismo conservando la orientación. La condición (b) es consecuencia
inmediata de que & (s) = e1(,(s)). O.

I.2g.DEFINICI0N: Sea c: I—,t una curva orientada verificando las condiciones
de 1.20, w~ los coeficientes de las fórmulas de Frenet respecto de una
referencia de Frenat distinguida. Se define la curvatura i—ésima de c por

(1.29.1) k1 = i = 1 ,n—1.

Obsérvese que las proposiciones (1.25) a (1.28) aseguran que k~ es un
invariante geométrico bien definido para una curva orientada (i.e. no varí a si se
hace un cambio de parámetro conservando la orientación ni tampoco bajo
isometrí as de gfl conservando la orientación).

De acuerdo con esta definición las fórmulas de Frenet se pueden escribir en
e; O k1 O O e1

—k1 O k2 o e2
e’ O-k2 o o e

forma matricial como ;3 = Ic’(t)I
0 0 0 k~_1
O O 0...—k~_1 O

1.30. PROPOSICI0N: Sea c: I—~R~ una curva orientada verificando las
condiciones de 1.20, entonces k1 > O para 1 ≤ 1 ≤n—2.
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DEMOSTRACION: Obsérvese primero que, como consecuencia de (1.28.1), si una
parametrización de una curva orientada verifica las condiciones de 1.20,
entonces también las verifica cualquier otra parametrización. Por la definición
de k1, para ver que k1 > 0, bastará ver que Wii+1 > 0. Ahora bien, según vimos en
1.20,

e . ‘-1
e1 = Ie~I = iri {c~ — E1~1 < cRe1> Ø y

e1 =Ek~ bJkc~ para 1 ≤1≤i—1,

por lo tanto e1 = 1L1 fc~’~ — ~ e1< c(°,el>blk c~J = b~1 ~ + Ellb.kcck)

de modo que
(1.30.1) b11 = > 0.

Además de la misma fórmula de 1.20 resulta:
(1 1—1 (~\ 1
c”= Ie?9 e.t E <c”, e > e = E c. e con

¿ [1 1=111
(1.30.2) c11 = len > 0.
de donde

= <e;, e1~1> = <kb;1 c(M + Etb1 c(l+1),e1+1> =

Ipuesto que e1~1 es perpendicular a <{c’ ,c~°>}I
= <b11~ e1÷1> = b11 c1÷1 ¡+~> 0, por (1.30.1 y 2). LI.

L31. PROPOSICION: Sea 8: R~—R~ una isometrí a cambiando la orientación,
c:I-+R~ una curva orientada, c* = B.c. Entonces las curvaturas de c~ y las k1
de c están relacionadas pon k1 = kr para 1≤i≤n—2, k~_1 = —k:1 (c verifica las
condiciones de ¡.20).
DEMOSTRACION: Sea 8=T.ji, donde T es una translación y ji una transformación
ortogonal cambiando la orientación. Sea é1(t) = ge1(t), 1≤i≤n, siendo (ej la
referencia de Frenet distinguida de c. Entonces, como en la demostración de
¡.25, se tiene que = jae~ = ~ e~ para 1≤k≤n—1. Por otro lado, (ge1
gea) define la orientación opuesta a la de (e1 e~1, luego e = —ge~= e7A....A e1,
luego (e~ ,er} es la referencia de Frenet distinguida de c*. Resulta entonces
para las curvaturas que:
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‘e <~~‘‘e>e. e. <Ile “e > w* 1 i 1+1 t~ .3—1 — ll~l — __________ — 1 1 i — II _i,parai—~ n— , ‘e. — *• — . — *Ic 1 lc 1 l~jcI id
<e* ,e’e> <p.e’_11-I.Le>

— . t_ n.ijn_ nl fl — n. fl ——

n-1 Ic*’l lc’e 1 luc’l

L32.PROPOSICION: Sea c: I~,Rn una curva parametrizada verificando la
condición de ¡.20, .p: J—d una parametrización cambiando la orientación, y
c’e = c • p. Sean k1 (kr) las curvaturas de c (c*). Entonces: )4 k~ para 1 ≤ i≤ n—2, /k

a) Si n es par, k~_1 = k1 para n12 par y kn_i= — iÇ1para n/2 impar.
b) Si n es impar, k~_1= k1 para (n+ 1)/2 par y kn_i= — para (n+ 1)/2
impar.
DEIIOSTRACION: Puesto que~ cambia la orientación, cp’ < 0. También en este
caso es válida la expresión (1.28.1). Sea (er(s» la referencia de Frenet
distinguida de c*(s). El determinante de la matriz de cambio de f8~1 a
tiene el mismo signo que el de la matriz de cambio de (c(l)J~1 a fc’e(1)}~1, que es

ladadapor (1.28.1) yes (—1) , por lo tanto e7= (—It e1 1≤i≤n—1,y

(= e7i~ A e~1= e~A Ae~_1= (—1) e~. Resulta de aquí que
* <er’,e!1> 1 1+1 ~• <e,e1~ 21para i=1 ,n—2, k1 = _______ = (—1) (—1) ,~ . — (—1) k1 =

ic 1 i~~i id

‘e. *

,~ <e~_1,e~> ~ n—1paran—1, k~_1= Ic*hI = ipi (—1) (—1) k~_1=(—1)

de donde resultan a) y b) porque 1 + ... ~n = ((1 tn)n/2). O.

1.33. NOTA: ¿Cómo definir las curvaturas cuando fc’ c~’~j son l.d3.
Sea c: I-4R~ una curva parametrizada tal que, en todo t’I, fc’ c~) son l.i.

(k <n—2) ~ fc’ c~~J son l.d. Entonces podemos definir los campos vectoriales
el(t),...,ek(t) a lo largo de c, unitarios y perpendiculares entre sí y cumpliendo la
condición (a) de 1.20. Sea y un vector unitario de Tc(t.) W ortogonal a
<(c’(t.,) ,c(k)(t,)]>. Podemos tomar entonces una b.o.n. ek÷I ,en_l de

,c(k)(t.),vl>I tal que y = e1(tjA Aek(t.) A ek+14\ Aen_i. Definamos
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e(t) = e,(t)A Aek(t) A ~ktIA . Entonces -

k
e (t,) = y, y W(t) = Ee1(t)A Ae1(t)A Aek(t)Aek+1A Ae~_1.

Pero, por la definición de los e1, e = w~_1e~_~ + wu+iej+l su ≤ k—1, y para ek,
= — cak_lk ek_1, por lo tanto e’(t) = O, y como e (t.) = y, resulta que e(t) = y

para todo tel.
Consideremos la función Nt) = < c(t) — c (t.),v >. Se tiene que Nt) =

= < c’(t),v > = < c(t), e(t) > = O (pues e(t)±e1(t)=c’ / ¡ci) y f(t.) = O,
luego <c(t) — c(t.), y> = O, luego c(t) — c(t.) es perpendicular a y para
todo y E < (c’(t.) ,c(k)(t.)1 >1. luego c(t) está en el subespacio afin c(t.) +

+ < (c’(t.) ,c(k)(t.)}> de dimensión k de ~fl• Resulta entonces natural definir:

k1= ‘ff1 = 1 para 1≤i≤k—l
¡ci id

k1=O parai~k.
Esta definición se mantiene para curvas regulares arbitrarias tomando las
expresiones anteriores en cada punto, i.e.: Si en un tel (c’(t) ,c~(t)) son
linealmente independientes y (c’(t) ,c~a~(t)) son linealmente dependientes,
entonces las k~(t) se definen por las mismas expresiones que acabamos de dar

~± {c~ ~c,e~>eC~

e’O: Z -, 2
(—a f2kí ~ 4.
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Lección 3~: CURVAS EN p2•

S5. InterDretación geométrica de la curvatura.
Trabajaremos en este apartado con curvas regulares (c’.O) orientadas de

R2, que, evidentemente, cumplen la condición de 1.20 y poseen, por lo tanto, una
referencia de Frenet distinguida (e1(t), e2(t)). La curvatura k1 la denotaremos
por k.

1.34. Las ecuaciones de Frenet quedarán en la forma

(1341) •a° k~ e11~e~j c ~-k 0) e&’
y e1=c’/Ici, e2=Je1.

Si c(t) está parametrlzada respecto de su longitud de arco (i.e. Ic’(t)I = 1),
entonces

(1.34.2) e1(t) = C(t) c”(t) = k(t)e2(t). 1 k(t) 1 = 1 c”(t) 1.
La segunda ecuación (1.34.2.) da una interpretación del signo de la curvatura en
términos de que e2 estédirigido hací a la dirección en que se curva la curva o
hacia la opuesta, de modo que k(t) cambia de signo cuando la curva pasa de ser
cóncava a ser convexa. Se verá esto con detalle en un próximo ejemplo.

Si c(t) está dada respecto de un parámetro arbitrario, entonces
<c”(tXe (t)> <c” Jc’>

(1.34.3) k(t) = 2 = _________

Ic’(t)I Id3

En efecto, de (1.34.1) resulta que e= Ic’I k e2, y e= ( ~ = ( ~~J’ c’ +

luego 1 C + ____ = Id k e2, de donde, multiplicando escalarmente por e2
Ic’I IcI

se obtiene (1.34.3).

1.35. EJEMPLO: Consideremos la curva c: R—~R2f c(t) = (t,sen t). Calculemos:

c’(t) =(1,cos t), e2=J e1 =J c =~ (1,cos t) = 1 (—cost, 1),
Id Ji+cos2t Ji+cos2t

c”(t) = (0, —sen t), y aplicando (1.34.3),

k(t) <(0,—sen t),(—cos t,1)>
(1 +cos2t)3”2
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—sent (<O para O<t<t

____________ = O “ t = fl (PunLo de inflexión

(1 +cos2t)312 > o ~< t < 2n de la curva)

e2t
—~(hjtexí dl4 ~ se4t)

k>O e1

Vamos a dar ahora una interpretación más geométrica (en términos de la
variación de un ángulo) de la curvatura de una curva plana.:

1.36. PROPOSICION: Sea c: una curva orientada, y un vector fijo de R2
de norma unidad. Sea 0(t) el ángulo de y a e1(t) medido en la direccióm positiva
(sentido opuesto al de las agujas del reloj), i.e. el ángulo definido por

(1.36.1) cos 0(t) = <e1(t),v> sen 0(t) =

Entonces se tiene que 0’(t) = Ic’(t)I k(t) (si Ic’I = 1, k(t) = 0’(t)).
DEMOSTRACION: Observemos primero que para cada t. existe un entorno de t.
tal que la función 0(t) = ar cos <e1(t),v> = ar sen (—<e2(t),v>) está bien
definida y es diferenciable, luego tiene sentido hablar de 0’(t). Ahora, derivando
en (1.36.1). se tiene que

(—sen 0(t)) 9’(t) = <Ictlke2(t),v> = — ¡ci k(t) sen 0(t)
cos 0(t) 0’(t) = <Ic’Ike1(t),v>= Ic’(t)I k(t) cos 0(t).

De ambas ecuaciones resulta la proposición. O.

56.Caracterización de la recta y la circunferencia.
Veremos más adelante que las curvaturas de una curva determinan ésta

localmente salvo isometrias conserv~ndo la orientación. Vamos a dar primero
este resultado en dos casos concretos viendo que determinados valores de k
caracterizan completamente dos curvas muy conocidas.

1.37. PROPOSICION: Sea c: 1—÷R~ una curva plana. Son equivalentes:
(i) k(t) = O para todo tEl,
(u) c es una recta, es decir, existe una parametrización de c de la forma c(t)
v9~ (t—t.) y.

D
27



TEORIA LOCAL DE CURVAS EN F

DEMOSTRACION: Es evidente que (u) implica (i). Es consecuencia de 1.33 que si
se verifica Ci) entonces c(t) está contenida en una recta, pero vamos a dar aquí
una demostración directa de que Ci) implica Cii). Tomemos una parametrización
de c con respecto a la longitud de arco. Como k(t) = O, resulta de la segunda

fórmula de (1.342) que c”Ct) = O. Integrando: O = c”Ct)dt = c’(t)-c’(ti.

Integrando de nuevo: c’Ctidt = c’Ct)dt, i.e. C(tJ(t—t,) = c(t) — c(t.). O.

I.3&PROPOSICION: Sea c: una curva regular. Son equivalentes:
Ci) c esixia’codecircuierencia(i.e existe p42/Ic(t)—pI = r = cte>O para todo tal). ¡IR
(u) lk(t)I= 1/r=cte>O.
DEMO5TRACION: Puesto que ninguna de las propiedades depende de la
parametrización, supondremos que c está parametrizada respecto de la
longitud de arco. Veamos primero que (u) implica (u). De Ic—p12 = r2, derivando
resulta que <c,c—p> = O, luego c—p es ortogonal a e1, luego c—p = E Ic—pI e2 = E
re2, siendo € = ±1. Derivando de nuevo, c’ = E r e = — € r k e1, luego, tomando
módulos, 1 = rIkI, como queriamos probar. Veamos ahora que Cii) implica Ci). Si
1k! = lfr, k = E l/r, de donde , por (L34.1), e= — fe1. Sea p(t) = c(t) + E r e2Ct),
derivando p’(t) = e1(t) + € r (— fe1) = O, luego p(t) = p es un punto fijo de E2, y
Ic(t)—p! = I€re2(t)I = r. c.q.d. o.

Acabamos de ver que en una circunferencia cCt) el módulo de la curvatura es
la inversa del radio y que su centro es p = c(t) + E r e2Ct) = c(t) + -~ e2(t), lo que
hace natural la siguiente:

¡.39. DEFINICION: Dada una curva c: i_.,E2, se llama radio de curvatura de
c a r = ~ y se llama centro de curvatura de c a c Ct) + e2(t). Se llama
circunferencia osculatriz de c en t a la circunferencia con centro el centro de
curvatura de c en t y radio el radio de curvatura de c en t.
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Lección 4!: CURVAS EN E3.

§1. Curvatura y torsión.

1.40. Para una curva orientada c: 1—sE3 las curvaturas reciben nombres y
notaciones especiales. Así , la primera curvatura k1(t) se denotará por k(t) y se
llamará curvatura de c, la segunda curvatura k2(t) se denotará por ‘u(t) y se
llamará torsión de c. De acuerdo con 1.30, k(t) ~ 0 y tCt) puede tener cualquier
signo. Además t cambia de signo por una isom&trí a de cambiando la ‘~ -,
orientación (1.31) y no cambia por un cambio de parámetro cambiando la
orientación (cfr.I.32). Resulta, por tanto, que en E3 k y ‘u son funciones bien
definidas para una curva geométrica y no solo para una curva orientada.

1.41. Si (ei, e2, e3) es una referencia de Frenet distinguida de c, e~ se llama
vector tangente (unitario), e2 vector normal y e3 vector binormal de c. Se llama
plano osculador de c al generado por (ei, e2), plano normal al generado por (e2,
e3], y plano rectificante al generado por (e1, e3].

¡.42. De la definición de curvatura i—ésima resulta que, en este caso,
1 ‘P ‘

___________ <e(t),e3(t)> ¿~tjf~J’’

(1.42.1) k(t)= . ‘t(t)= .Ic(t)I Ic(t)l
y las ecuaciones de Frenet se escriben:

e; o k O e1
(1.42.2) e; = id —k O ‘u e2 , i.e.

e~ 0--u o e3

~ k e2 e; id (—k e1~ -ce3) e = id (—-u e2).

¡.43. PROPOSICION: 5ea c: I—~E3 una parametrización respecto de la longitud
de arco s de una curva geométrica regular (i.e. ic~(s)i =i). Se tiene que

k = ic’i, det (c’,c”, ca”) <cAc”, c’~’>
k2 çfr~J ~

DEMOSTRACION: Supongamos primero que c verifica las condiciones 1.20. \]C .~
Entonces existe la referencia de Frenet distinguida te1, e2, e3] y se tiene que
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e1 = c’ y, por (1.42.2), e = ke2, c” = e = k e2, de donde, como k > O, tomando
módulos, k = ¡ci.

Para obtener la segunda ecuación, derivemos en c” = ke2. Resulta:
c” =k’e2~ ke= ICe2~ k(—ke1 + ‘ue3)=—k2e1 + k’e2÷ kte3,

de donde,
<cA c”, ct> = (e1A ke2, — k2e1 + k’e2 + k’ce3> = k2’c <e1A e21e3> = k2»c.

Si en un punto (c’, ci no son 1.1., entonces, segun definimos en 1.33, k = O =

Por otro lado, como c está caracterizada respecto a la longitud de arco,
<c”, c’> = O, lo cual, junto con (ca, ci l.d. implica c” = O. Además, es evidente
que la expresión <CtA c”, c”’> es nula en este caso, con lo que acaba la
demostración de las fórmulas. O.

1.44. PROPOSICION: Sea c: I—~E3 una parametrización (arbitraria) de una
curva geométrica regular. Se tiene que

k = ¡c?%ci det(c’, c”, c’”).3¡ci IcAci
DEMOSTRACION: de c~ = id e1, derivando (suponemos ahora que (c’, ci son l.i.)

<c’,c”> .2c=icI e1+icIe = e1+jci ke2,1 Id
y, de las expresiones anteriores,

cAc” = id3 k e3, de donde, como k> O, k = 1CAc”i/ id3.
Derivando ahora la expresión anterior de c” resulta,

______ ______ .2 • .2

c = . e1~ . e +(ici k)e2~icike =
id id 1 2

= & e~ + p e2 + lc’13k te3.
de donde

det(C, c, c”’)= <cAc”, cj”> =1d16k2’u,
de donde se obtiene la expresión para ‘y teniendo en cuenta la obtenida
anteriormente para k. O.

1.45. PROPOSICION: Un curva geométrica c: 1—sR3 es plana (i.e. está contenida
en un subespacio afí n de E3 de dimensión 2) su su torsión es cero.
DEMOSTRACION: Si es plana existe un y e E3 tal que <(c(t) - c (t.)), y> = o,
de donde <c~(t), v>= O, <c”(t), v>= O, <c’lt), v>= O, luego c~, c”, c”~, vectores
de E3 son perpendiculares a un mismo y & E3, luego están en el <( y 1>1,

luego (C, c”, c’”j son l.d. y, por la expresión de ‘u en 1.43 ó 1.44, ‘u = O.
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Recí procamente, si ‘u = O, de 1.44 6 ¡.43 se deduce que (c, c”, c”) son l.d. y,

de ¡.33 resulta que c está contenida en un plano.
2~rcO, 8~ r C2c.Oj dkafo ~ -v <‘C—clt4€3> ;dt/ w/t,J. a

~Ati~ ¿d1ti,e~> + ¿c1t~cIsoI,,~çi’.~’ O., .Z~o c fr 4’j%I~I 4.

§8. DescomDosición local de una curva en el esDacio.
Sea c: ¡—+R3 una parametrización respecto de la longitud de arco de una

curva geométrica. Podemos realizar el desarrollo de Taylor de c(s) en un
entorno de s.E1 y usar después las ecuaciones de Frenet, Resulta así la siguiente
expresión:

L46. PROPOSICION: (Representación local normal para una curva espacial):

c(s)—c(s.)= [(s-s.) - (~~)3 k2(s.)Jei(s.) +

+1;:~+ ~ k(s.)1e2(s.) +

÷ (s—s.) k (s,) ‘u (s.)Je3(s.) + o ((s-~s.)~).
DEMOSTRACION: Calculando el desárrollo de Taylor hasta el tercer orden y
usando las fórmulas de Frenet:
c(s) — c(s.) = (s—s.) c’(s.) + 1 (~~)2 c”(s.) + ~ (s—s.9 c’ls.) + O((s—s.)~) =

= (s—s.) e1(s.) + 1 (~~)2 k e2(s.) + ~ (s—s.)~ (k’ e2(s.) + k e~(s.)) + O((ss.)3) =

(teniendo en cuenta que e~ = — k e1 + ‘u e3)

= ((s—s.) — ~ (s—s.)3 k2) e1(s.) + (~ (s—s.)~ k~ ~k (s—s.~k’) e2(s.) +

+~ (s-s.)~ k ‘u e3(s.)+ O ((~_~•)3)• EJ.

1.47. Resulta irmediatanente del desarollo anterior las siguientes expresiones
aproximadas de las pr~iecciones de la curva sobre los planos osculador, normal y
rectificante de la curva; tomando s. = O por simplicidad; k ~ k(O), ‘u ~ «O)
proyección sobre el plano osculador Tí ~ c(s) = (s, Çk + 0(52)

en la referencia c(O), e1(O), e2(0)
2 ~3 ~3

proyección sobre el plano normal TTnorc(s) = ( .~—k -g-k~. ~g-k’u) + O(s3)
en la referencia cCO), e2(0), e3(O)

proyección sobre el plano rectificante ~rec c(s) = (s — fk2. fk’u) + O(s~)
en la referencia c(0), e1(0), e3(0)

3,



Df

14gpv”

o

I~O2P7Wflv4~d

(€s

0>2

v~~)Vi,fl»~V
‘s)xIS?Z~a~ll

4sM1f~ssrfl5(5p.40W31

¡7i114fl

~Itt/’,(~4sLvntI~
y6

(‘i~‘≤).~.(s)z’°iz

tv

la

~~JJ~t3(fl3t’A411~

‘BE
11

9 2)17

va

E3

fa

d4”~b“t9d49~A»c(1
1

‘a

4a



DETERMINACION DE UNA CURVA POR SUS CURVATURAS

Lección 5!: DETERMINACION DE UNA CURVA POR SUS CURVATURAS

§9. Teorema de unicidad de curvas con curvatura dada.
Desde el punto de vista de la geometrí a euclí dea (orientada) dos curvas de
son iguales’ si difieren solo en una isometrí a (conservando la orientación)

de F. Vamos a ver aquí que si dos curvas de F tienen las mismas curvaturas
son ‘iguales’ desde este punto de vista, i.e. que las curvaturas determinan la
curva salvo una isometrí a.

1.48. TEOREMA: Sean c, c*: ¡ .—+ R~ dos curvas verificando las condiciones de
1.20 y tales que Ic’(t)I = Ic’~’(t)I y k1(t) = k~(t) para i = 1 , n— 1 (respec. k1(t) =

k~(t) para i = 1 , n—2, k~_1(t) = — <1(t)). Entonces existe una única isometria
conservando la orientación (resp. invirtiendo la orientación) 6: R~—.k~ tal que

= 6 • c.
DEMOSTRACION: Fijemos t. e E. Evidentemente existe una única isometria
6 = T.R (resp. T. U), con R ESO (n, R), (resp. U E O (n,R)) de R~ tal que Dc (t.)
= c*(t.) y Re1 (t.) = er(t.) 1≤ i ≤ n (resp. U e1 (t.) = er(t.) para i = 1 , n—1
y Ue~(t,) = —e~(t.)); Tx = x + a viene determinada por 6c(t.) = Rc(t.) + a, de
donde resulta que Bx = Rx + Bc(t.) — Rc(t.) (resp.6x = Ux + Bc(t.) — Uc(t.)).

De la definición de k1 y las hipótesis sobre k1, k~, id y Ic*i resulta que
w11(t) = w!~(t) (resp. w~~(t) = w~(t) salvo w~...1~(t) = —w~1~ (t) y w~~.1=_w~_1)

Sustituyendo esto en las ecuaciones de Frenet er’ (t) = Ew~ (t) e7(t) resulta

e!e (t) = Eta11 (t) e~(t) (resp. e!t’ (t) = (t) ?(t) — taffi e*(t) si i<n
J 1 .1

e’ (t) = — tar)~_1 e~1 (t).

Pero, por otro lado, aplicando R (respec U) a las ecuaciones e1’(t) = Eca11(t)e$t)
resulta

(Re1)’(t) = Ew~ (t)Re1(t) (resp. (Ue1Y (t) = E w~ Ue1 (t)).
Por lo tanto e~y Re1(t) (resp. er y Ue1 para 1 ≤ 1 ≤ n—1, e y — Ue~) verifican
el mismo sistema de ecuaciones diferenciales y las mismas condiciones iniciales
er(t.) = Re1(t,) (resp. Ue1(t.) = Ç(t.) 1 ≤ i ≤ n—1, e(t.) = — Ue~(t.)), luego por
la unicidad de la solución de un sistema de ecuaciones diferenciales,
er(t) = Re1(t) VteI, 1≤i≤n (resp. er(t) = Ue~(t) 1≤i≤n—1, e(t) = — Ue~(t) VteI).

En particular Pe1(t) = e~ (t) (resp. Ue1(t) = e~ (t)), de donde
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TEORIA LOG~L DE CURVAS EN F

Rc’(t) = R Ic’(tN e1(t) = Ic(t)I Re1(t) = Ic’(t)j e~(t) =

= Ic*~(t)I e~(t) = c*~(t), (resp. Uc~ =

integrando:
t rL rL

Bc(t) — Bc(t.) = (BcY(t) dt = j Rc(t)dt = j c~(t)dt = c*(t) — c~ (t.) =
Le Le
= c*(t) — 8c(t.),

de donde Dc(t) = c*(t) V t E ¡ (y análogamente para U).
Que R conserva la orientación (U la invierte) es consecuencia del modo en

que se ha definido.
La unicidad de 8 resulta de que si ~ es otra isometria tal que • c = c*,

con = • ~, entonces, como (e1) es la referencia de Frenet distinguida de c y
{er} la de ~ por ¡.26, e7 = ~e1 , y como eV = Re1 1 ≤ i ≤ n, resulta que R =

Que T = T resulta entonces de que ~ c(t.) = c* (t.) = Bc(t.). Análogo
razonamiento se sigue para el caso = t • U usando 1.31 en lugar de 1.26. 0.

Si O. Teorema de existencia de curvas con curvaturas dadas.
¡.49. TEOREMA: Sean {k1(t)}1’71 funciones diferenciables en un entorno de 0,

k1(t) > 0 para i=1 ,n—2. Entonces existe c: 1—+ R~ diferenciable, O E 1, con
lc’(t)I = 1 tal que {k1(t)}1’71 son las curvaturas de c.
DEMOSTRACION: La curva c que tenga las curvaturas k1 y su referencia
de Frenet (e1) ~‘ verifican el sistema de ecuaciones diferenciales (st
c = (c’ ,c9, e1 = (e:

(ctY (t) = e (t)

0 ‘~1 ~

—k10 k2 o
(1.49.1) 0 —k~ ~ 9

00 o.••okn—1
e~ O O O~•—k~_10 e~

de (n+ 1 )n en ecuaciones con n(n+ 1) incógnitas.
Por el teorema de existencia y L.nicidad de ecuaciones diferenciales existe una única

solución de (1.49.1) verificando las condiciones iniciales c’(O) c~,, & (0) = e?’
Si elegimos las condiciones iniciales de modo que e~ = (e~’ e~’~)
(e°’ e~) sea una base ortonormal de R~ y (eÇ, ... ,e~} E can, entonces también
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DETERMINACION DE UNA CURVA POR SUS CURVATURAS ~., ~

/ r~~J~4),aVt. .&, /
{e1(t) = (e~(t) ,e~(t)) en(t) = (e~(t) ,e~(t))) ~ y es ortonormal para
todo t. En efecto, escribamos la expresión matricial de (1.49.1) abreviadamente
como W(t) = K(t) e(t). Como la matriz K es aritisimétrica (LK(t) = —

ñesulta que

(te(t) e(t)) = (te(t))’ e(t) + te(t) e’(t) = te(t) tK(t) e(t) + te(t) K(t) e(t) = O,

luego te(t) e(t) es una matriz constante, luego te(t) e(t) = Le(o) e(o) = 1 CI =

matriz identidad), ya que e0 e~ son una b.o.n. Por lo tanto e1(t) , e~(t) es
una b.o.n.

Si definimos ahora c(t) como la solución de (1.49.1) con las condiciones
iniciales dadas, i.e, c(t) = (c’(t) ,cn(t)), entonces c(t) es una curva de R’ que
tiene las curvaturas k1. En efecto, c(t) = e1(t), luego (si k1 es la i—esima
curvatura de c), k~ (t) = Ie’1(t)I = 1 k1(t) e2(t)I = k1 (t). Resulta también de aquí
que si (e~(t)1 es la referencia de Frenet de c, entonces eÇ(t) = e (t) = k1 e2 (t) =

= k~ e2(t), de donde e~ (t) = e2 (t). Además, e (t) = — k1 e1 (t) + k2 e3 (t) y
ci cc cC c c ce2(t) = — k1 e1 (t) + k2 e3 (t), y como e2 = e2, e1 = e1, k1 = k1, entonces
k2 e3 (t) = 4 e~ (O, de donde (si 2 ≤ n— 1), como k2 > O y 4 > O, resulta que
1(2=4 y e3=e~. Seobtiene así por inducción que k1= k ,kn_2 =

e1 = e~ ,en_i = e~_1. Para n se obtiene como antes que kn_i en (t) = k~_1 e~ (t).
Ahora bien {e~(t) ,e~(t)} E ca’i y es ortonormal, {e1(t) ,en(t» E ca~ y es
ortonormal, y como e~ (t) = e~ (t) para 1 ≤ 1 ≤ n— 1, resulta que e~ = en. De aquí ,
y de la ecuación kn_i en (t) = k~_1e~ (t) resulta kn_i = k~_1. O.

~servaciones sobre la necesidad de la Condición 1.20 para la unicidad de curvas con curvaturas dadas.
Para el caso de no cumplirse esta condición, posibilidad de cambiar estos teoremas por otros usando los
coeficientes en una referencia móvil dada (ver ONeilI. en material complementario).
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TEORIA LOCAL DE CURVAS EN 1n

PROBLEMAS DEL CAPITULO 1

1.— Para la hélice c(t) = (a tos t, a sen t, b t), a>O, b>O. a) Expresar las funciones ctxrden~s en
términos de su longituid de arco. b) Determinar el vector unitario tangente en un punto general. c)
Determinar la longitud de arco de una vuelta. d) Determinar su curvatura y torsión. e) Dar la ecuación
de los planos oscukbr, normal y rectificante.

2.— Sea c:I .-, una curva con curvatura, torsión y derivada de la curvatura distintas de cero en todo
punto. Demostrar que c(I) está situada sobre una esfera si y solo si r2 + (r~ )2 T2 = cte, donde r es la
inversa de la curvatura, T la inversa de la torsión, y denota la derivada con respecto al parámetro
longitud de arco.

3.— Supongernos que las rectas normales de una curva c(t) coinciden con las rectas binormales de otra
curva c*(t) = c(t) + Mt) e2(t). Demostrar que a lo lar~ de c se verifica que (k/(k2 + 12)) ~
constante.

4.— Sea c:I —~ una curva regular. La curva tse dice de Bertrand si existe otra curva c*(t) = c(t) +

X( t) e2( t) tal que las rectas normales de c y c* coinciden en todo punto. a)Probar que toda curva plana
es de Bertrand. 10 Probar que si ces una curva regular con k y 1 no nulas en todo punto, entonces es de
Bertrand si y solo si existen constantes a≠O y b tales que a k + b ‘E = 1.

5.— Una curva en el espacio se llama una hélice cilindrica si las rectas tangentes forman un ángulo
constante con una dirección fija Ceje de la hélice), a) Suponiendo k ≠ O ≠ ‘t en todo punto, demostrar
que ces uno hélice si y solo si k/t es constante. b) Probar quela curva c(t) = (st, b t2, t3) con ay b
constantes, es una hélice cilindrica si y solo si 4{4 = 9a2; ¿cual es el eje de la hélice en este caso?.

6.— Probar que si las normales principales de una curva con torsión distinta de cero en t~b punto son‘a paralelas a un plano fija:b, la curva es una hélice cilí ndrica (en el sentido del problema 5).

7.— Demostrar que si todas las tángentes a una curva pasan por un punto fijo, esa curva es una recta.

8.— Demostrar que si todos los planos oscul~bres tienen un punto en común, la curva es plena. ¿Se
podrí a decir lo mismo en el caso de que los planos oscula&ires fueran paralelos a uno ab?.

9.—Demostrar que si todas las rectas normales de una curva pasan por un punto fijo, la curva es una
circunferencia.

10.—Sea c* la prayección de una hélice sobre un plano perpendicular al eje de la hélice (en el sentido
del problema 5). Demostrar que e*2 es paralelo a e2. Demostrar que k* = k cosec2 a, donde a es el
ángulo entre e1 y el eje de la hélice c.

a
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PROBLEMAS ~PITULO 1

11.—Demostrar que si tocbs los planos normales da una curva pasan por un punto fijo, entonces la curve
estésituada sobre una esfera de centro dicho punto.

12.—Probar que el lugar geométrico da los centros da curvatura da una hélice circular (sentiw del
problema 1) es otra hélice circular coaxial del mismo paso da rosca. ¿Cuanda están sobre el mismo
cilindro?

1 3.—Calcular el aparato da Frenet (k, t, e1 , e2, e3) de la curva
c(s)=((4/5)coss, 1 —sens,—(3/5)coss).

Demuéstrese que es una circunferencia. Encuéntrese su centro y su radio.

14.—Uno curvo c se dice que es una curva esférico si su soporte está contenftb en una esfera. Probar que
una curva esférica tiene curvatura k ~ 1/a, sienda a el radio da su esfera.

15.—Probar que una curva o de curvatura constante k es una curva de Bertrand. Además, si la torsión de
c no es constante, la curva asoci&b de ces el lugar geométrico de los centros de curvatura de cy tiene la
misma curvatura k que c. (Suponer kxO≠t).

1 6.—Probar que una hélice circular (como lo del problema 1 , por tanto con k y c constantes) tiene una
infinic~ de curvas de Bertrand asociadas, sienó, todas elles hélices circulares con el mismo eje y paso
que c.

17.—Probar que si una curva e tiene más da una curva da Bertrand esoci~, tiene una infinidad de
curvas da Bertrand asociadas, y este caso ocurre si y solo si ces una hélice circular.

18.— Determinar una función f(t) tal que todos las normales principales dala curva
c(t)= (acost,asent,f(t))

sean paraleles al plano XV.

1 9.—Determinar la curva cCs) en R2, con longitud de arcos y curvatura:
a) k(s) = cte, b) k(s) = 1/(s+m), m=cte, c) k(s) = 11(1 +s2).

20.—Sea c(s) una curva da longitud de arco s, curvatura k > O, torsión t> O y referencia da Frenet e1,
t

e2, e3. 8ea c*(t) = J~, es(s) ds. (a)Probar que t es también la longitud da arco da la curva c*(t).
(b)Seak*,t*,e*11e*21e*3 eleparatodeFrenetdac*. Mostrarquek* g, ‘~* =k, e*1 =031

e*2 = — e2, e*3 = e1. (c) Mostar que si k = t. las curvas cy c~ son congruentes.
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SUPERFICIES DE

CAPITULO II: SUPERFICIES DE t~. FUNCIONES DIFERENCIABLES.
1’ FORMA FUNDAIIENTAL

LECCION 6~: CONCEPTO DE SUBVARIEDAD DE E”.

Si. Conceito de suDerficie.
En este capí tulo vamos a conocer los objetos cuya geometrí a queremos

estudiar. Son objetos que, intuitivamente podrí an obtenerse por deformaciones
‘suaves de espacios euclí deos. Además, en este curso vamos a estudiar la
geometrí a de objetos que se pueden obtener, dentro de E3, por deformación
suave de un plano (i.e. de E2). Por “dentro de E3” entendemos que la figura que
resulta de la deformación todaví a puede representarse como una figura de E3: el
resultado podrí a ser plasmado por un escultor En lugar de limitarnos a definir
superficies de E3, definiremos algo más general, k—subvariedades de E”, porque
cuesta el mismo trabajo dar esta definición, y porque así ahorraremos tiempo y
esfuerzo a la hora de definir el concepto de aplicación diferenciable. Además, no
se pierde intuición con esta generalización.

II.i.DEFINICION: Un subconjunto M de E~ se dice que es una subvariedad de
clase C” y dimensión k (k≤n) (abreviadamente k—subvariedad) si existe una

k . . nfamilia ((U~,x~))~EÁ de abiertos U~ de E y aplicaciones x~: U~ —* M c E
verificando:

a) x~(U~) = V~ es un abierto de M con la topologí a inducida por la de
y x~: U~ —, x~(U~) = V~ cM es un homeomorfismo.

b) X~Ecr(u~,EI~) y para todo ueU~, dx~(u): T~t~’ Tx~(u)E~ es inyectiva.
c)u(V~;~eA] = M.

Cuando k=2, n=3, se dice que M es una suDerficie de E3.
A la aplicación x~ y al par (U~,xa) se les llama sistema de coordenadas o

parametrización de M en p c x~(U~).
El par (V~,x~1) se llama carta de ti en peV~ y la familia ((V~,xjl))~~~

se llama atlas de M. En ocasiones llamaremos con estos mismos nombres a
(U~,x~) y [(U~,x&fl~EÁ.

La condición a) de la definición corresponde a la idea de que, a trozos, una
superficie se obtiene deformando (sin romper) un trozo de un plano. La condición
b) corresponde a la suavidad de la deformación: como veremos más adelante,
esta condición permite que exista un plano tangente y, por lo tanto, impide que
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haya “aristas”.
Vamos a ver ahora un lema de análisis que será útil para probar la

diferenciabilidad del cambio de sistemas de coordenadas en un entorno de un
punto.

II.2.LEMA: (de extensión local de una aplicación con diferencial inyectiva): Sea
U un abierto de t, f: U -÷ Emlk una aplicación de clase C” y ucU tal que df(u) es
inyectiva, entonces existe un abierto U* c U de conteniendo a u, un abierto

rn . . .. m+k rW de E conteniendo a O y una aplicacion f*: U’~x W —~ E de clase C y
difeomorfismo sobre su imagen, tales que f*(x,O) = f(x) para todo xeU*.
DEMOSTRACION: Como df(u) es inyectiva, df(u)(t) c Emtk tiene dimensión k y
su complementario ortogonal df(u)(t)’ tiene dimensión m. Sea {Vi,...,VmI una
base ortonormal de df(u)(t)1, y definamos la aplicación fX: U x ~ por
f*(x,yl,...,ym) = f(x) + y1v1 t ... + ym~~• Sea fel,...,ek+m) la base canónica de
se tiene que

df’~(u,O)e1 = (afx/ax’)(u,O) = (af/ax’)(u) = df(u)e1, para i=l,...,k, y
df’~(u,O)e~ = (af*/ayi4)(u,o) = vj.k, para j = k+ 1 ,...,k~m,

y, como fdf(u)ed es una base de df(u)(t) y (v~4) una base de df(u)(t)’, resulta
que df*(u,O) transforma una base en otra base, luego es un isomorfismo y, por
el teorema de la función inversa, existe un abierto V conteniendo a (u,O) tal
que f~t restringido a V es un difeomorfismo sobre su imagen, pero entonces,
por la definición de la topologí a producto, existe un abierto U~ conteniendo a u
y un abierto W conteniendo a O tales que (u,O) e U* x Wc V, y f* restringido
a U’~ x W es un difeomorfismo. O.

II.3.PROPOSICION: Sea V un abierto de Em, M una k—subvariedad de E~ de clase
C3 (s~r), f: V —, FI c E~ una aplicación de clase Cr (como aplicación entre abiertos
de Em y Ea). Entonces, para todo sistema de coordenadas (U,x) en M, x1°f es de

r —1 —1 fclase C en (r1’f) (U) = f (x(U)). Y cWb ) McE~’

~cf~ct
DEMOSTRACION: Vamos a ver la dií erenci~ilidad en cada punto. Sea yer1(x(U)),
p=f(y), ueU/x(u)=p. Como x es un sistema de coordenadas, dx(u) es inyectiva, y,
por 11.2, existen abiertos U* c U conteniendo u y W c E~_k conteniendo O y un
difeomorfismo x~: U’~x W —* x*(U~tx W) = V* tal que x’~(v,O) = x(v) para todo
vEIJ*. Entonces r’(VXnx(U*)) = W~ es un abierto de V conteniendo a y, la
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restricción de x*1.Í a W~ es de clase C’~ por ser composición de aplicaciones de
clase C”, y, si zeW*, f(z)ex(U*), por tanto, existe v*EU~ tal que x(v*) =

y como x(v*) = x*(v*,O), x*~.f(z) = (v*,O) = (x’(f(z)),o), luego r1°rIw* =

= ni.x’~1’fIw*, donde Tij es la proyección de R~ sobre t, por lo tanto r1’f es
diferenciable en p. O.

IL4COROLARIO: Sean (U11x1), (U23x2) dos sistemas de coordenadas de M
(de clase Cr) en p, x~(U1) = V1. Entonces la aplicación de cambio de coordenadas
x2-1’x1: x1’(V1nV2) —, xj1(V1nV2) y su inversa son de clase Cr.
DEMOSTRACION: Basta tomar en 11.3 f=x1, V=U1, x=x~. O.

1L5 EJEMPLOS:
a) Todo abierto de R~ es una n—subvariedad.
b) La esfera ~ = ((x1,...,x~)ER~/x12+...+x~2=1J. Podemos considerar los

sistemas de coordenadas (U,x1+), donde
U = ((u11...,u~_1) E R~/u12+...÷ u~_~2 < 1) y
x1~: U—’ ((x13...,x~)ESn-l/x1>( O) están definidas por

= (u1 ;...2ui_i~±~q1 1 —(u~÷ ... ~u~1 ),u11...,u~_1).
Se comprueba facilmente que estos sistemas de coordenadas verifican las
condiciones de la definición de (n— 1 )—subvariedad.

Vamos a ver ahora algunos modos sencillos de dar subvariedades.

1L6.PROPOSICION: Sea U un abierto de Rk, f: U —, ~ de clase Cr. Entonces
M = ((ul,...,uk,f(ul,...,uk))/ (ul,...,uk)eUl es una k—subvariedad de F de clase C”.
DEMOSTRACION: Basta definir x: U —, F por

x (ul~..,uk) = (ul,...,uk,f (ul,...,uk)),
que es una aplicación inyectiva y contí nua, y con inversa continua por ser la
restricción a un subespacio de una aplicación proyección. Además x(U) M y dx
viene representada en todo punto por una matriz que contiene una submatriz
identidad k x k, por lo tanto es de rango k, i.e., inyectiva. O.

II.?. PROPOSICION: Sea f: R~ —, una aplicación de clase C” y a un valor
regular de f (i.e. df(p) es suprayectiva para todo per1(a)), entonces rt(a) es
una k—subvariedad de 1 de clase Cr’.
DEMOSTRACION: Supondremos a = O (si a ≠ O, tomamos F = f—a, que verifica
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= r1(a) y dF(p) = df(p) para todo pcr1(a)). Para cada p e r1(O), dfXp) es
suprayectiva, por lo tanto la matriz de df(p) tendrá una submatriz (af~/ax’~’~)
1 ≤j,l≤n—k, de determinante distinto de O. Si suponemos (por comodidad de
notación y sin pérdida de generalidad) que (i( 1),...,i(n—k)) = (k÷1,...,n), y si
p =~ ,x~’1,...,xg), entonces, por el teorema de la función implí cita, existe
un abierto W de F conteniendo a p, un abierto U~, de t conteniendo a~ y
una aplicación 9: 14 —, En_k cte clase C” tal que para todo (xl,...,xk) e se tiene

1 k Ial n —1que f(xl,...,xk,g(xl,...,xk)) = O , g(x03...,x0) = (x0 ,...,x0) y Wnf (O) =

{(u,g(u))/uEu~}. Definamos ahora x~:U~—’f1 = r-’(o) c E’ por x~(xl,...,xk) =

(xl,...,xk,g(xl,...,xk)). La familia ((UP,xP)JPEM verifica las condiciones de la
definición 11.1, ya que (xP(Up)}p~M recubre M, x~(U~) = r~’(O) flW es un abierto
de f-’(O), y los sistemas de coordenadas de esta familia son del tipo de los de
la proposición anterior, EJ.

11.8. Aplicando la proposición anterior es claro que la esfera ~ = con
f = x~+... +x~, es una (n—1)—subvariedad de E~.

S2. Aol icaciones direrenciables entre suDerficies.
En un espacio vectorial real de dimensión n hay coordenadas y el cálculo

diferencial se hace con ellas. En una k—subvariedad se pierde la estructura de
espacio vectorial, pero sigue habiendo k coordenadas localmente y el cálculo
diferencial (que es un cálculo local) puede hacerse con ellas. De ahí la primera
definición que daremos de aplicación diferenciable.

II.9DEFINICION: Sea M1 una k—subvariedad de Em y M2 una l—subvariedad de
E~ Una aplicación 1’: M1 —, M2 diremos que es diferenciable de clase Cr en pcM1
si es contInua en p y existen sistemas de coordenadas (U1,x1? en p, (U21x2) en
f(p), tales que la aplicación xjbofox1 es diferenciable de clase Cren x1~(p).

Obsérvese que es el hecho de ser f continua en p lo que permite que
x2-1’f°x1 estédefinida en un abierto y tenga sentido hablar de diferenciabilidad.

La definición resulta independiente de los sistemas de coordenadas usados.
En efecto, si (1.17, x’), (u, x’) son otros sistemas de coordenadas en p y Np)
respectivamente, entonces, por la continuidad de f en p, existe un abierto V* de
Ek contenido en y conteniendo a x~(i(p) sobre el que x~~fl.fox*1
(x~’2-’ •x2)-(x2-’ •f•x1 )•(x1-’ .x*1), con lo cual, x~21 °fx~1 es diferenciable en

~ x’~1’(p) su x21*fox1 es diferenciable en x11(p).
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Si y es un abierto de M1, Í :V —‘ rl2 se dice cte clase CI’ en y su lo es en cada
punto peV. Para ver que f es C’ en V, bastará probar que para sistemas cte
coordenadas como antes, con x1(U,) c y, (x2’~Í °x1Y1(U~) = x1”í 1(x2(u2)) es un
abierto de t y que x21’f’x1 es de clase Cr’ sobre este abierto. f).w’ ¿ :

Cuando M1 y M2 son abiertos de E1’ y El, f es diferenciable en peM1 en el
sentido de 11.9 su lo es en el sentido usual, como se ve tomando como sistemas
de coordenadas las respectivas aplicaciones identidad.

Para aplicaciones f: M .-* E’, la definición 11.9 dice que f es de clase C’ en
peM si f es continua en p y Í °x: U—’ E1 es de clase C” en r1(p) para un sistema
de coordenadas (U,x) en p. Para una aplicación f: A abto —, M, f es de clase C~’
en pcA si existe un sistema de coordenadas (U,x) en f(p) tal que x-1°f es de clase
« en

Vamos a ver ahora algunos casos en los que es posible ver que una aplicación
entre k—subvariedades es de clase C” sin necesidad de usar coordenadas.

IL1O.PROPOSICION: Sea A un abierto de Etm , M una k—subvariedad (de clase
C5, s~r) de Em contenida en A. Si f:A ~ E” es una aplicación de clase C” en el
sentido usual, entonces ~IM :M —~E~ es una aplicación de clase d’ en el sentido
de 11.9.
DEMOSTRACION: Basta tomar, para cada pcM, un sistema de coordenadas (U,x)
en p y observar que Í ’x es diferenciable por ser composición de aplicaciones
diferenciables y que ~lrl es continua por ser la restricción de una aplicación
continua a un subespacio topológico. O.

¡1.11 PROPOSICION: Sea A un abierto de Em, f: A—’ E” de clase « y rl una k—
subvariedad de E” de clase Cs (s~r) tal que f(A) c M. Entonces f:A —~ M es de
clase Cr’ en el sentido de 11.9.
DEMOSTRACION: Que f: A—’M es continua es consecuer~ia del teorema de topologí a
con el mismo enunciado (cambiando “de clase CI” por “continua’). Por otra parte,
para cada pcA, sea (U,x) un sistema de coordenadas de M en f(p). Entonces, por
11.3, r1°f es de clase Cr en f’(x(U)), luego f es cte clase CI’ en p. o.
II. 1 2.NOTA: De 11.1 1 resulta que la definición 11.9 es equivalente a la
siguiente: “f: rl1 —‘ M2 es de clase C” en peM1 su existe un sistema de
coordenadas (U,x) en p tal que f°x: U -~ rl2 c E” es de clase C” en r1(p)”. En

D efecto,si f: rl1 —‘ rl2 es de clase « en este sentido, entonces, por 11.1 1, f es
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en el sentido de 11.9. Recí procamente, si f es de clase C” en p en el sentido de
11.9, entonces f’x1:U1 —+ M2 viene dada por x2’(x2-T~f~x1), donde x2-1’f~x1 es de
clase C’ en x1-’(p) por 11.9, y x2 es en x21(p) por ser un sistema de
coordenadas, luego f’x1 es en x1-’(p), i.e. f es C” en el sentido de esta nota.

1I.I3PROPOSICION: Sea A un abierto de 1m, M1 y M2 subvariedades de
dimensiones k y 1 de 1m y R~ de clases c5 y Ct (br≤s) respectivamente , tales
que M1 cA, y f: A—’ R~ de clase « tal que f(M1) c M2. Entonces fiMi: M1 —‘ M2 es
de clase Cr.
DEMOSTRACION: Por 11.9, fiMi: M1 -÷ es de clase C” y, por la nota 11.12, esto
es equivalente a que fIMI: M1 —‘ M2 sea de clase d’. O.

En la categorí a de las subvariedades diferenciables y aplicaciones
diferenciables, las aplicaciones que dejan invariantes las propiedades
diferenciales se llaman y se definen como en R~.

11.1 4.DEFINICION: Sean M1, M2 k—subvariedades de Em y i~ respectivamente y
de clase C5 (s~r). Una aplicación f: M1 —~ M2 se dice que es un Cr_difeomorfismo
(difeomorfismo de clase Cr) si es una aplicación biyectiva de clase Cr con
inversa de clase Cr.

1I.15.Según esta definición, la aplicación x: U —‘ x(U) c M de un sistema de
coordenadas de una k—subvariedad M es un difeomorfismo sobre su imagen, ya
que x y x-1 son continuas por ser x homeomorfismo, x es diferenciable (como
se ve aplicando 11.11), y r’ es diferenciable, como se ve tomando para x(U) el
sistema de coordenadas (U,x), pues entonces r1’x: U —~ U es la identidad, que es
diferenciable, y por lo tanto, r1 es diferenciable en el sentido de 11.9 (o,
equivalentemente, de 11.12).

Esta observación justifica que se hable ordinariamente de una k—subvariedad
diferenciable de E~ como de un subespacio topológico de E~ que es localmente
difeomorfo a Ek.

E)
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APENDICE A LA LECCION 6!
Otra definicion de k—subvariedad de R~.

IL&61. DEFINICION: Un subconjunto M de En se dice que es una k—
subvariedad de F de clase Cr si para todo pAl existe un entorno V de Po en En
y una aplicación f:V—+ E~ de clase Cr sobre y tal que df(p) es suprayectiva
para todo p sV nM y M n y = (pEV/f(p) = O}.

II.A.&2. PROPOSICION: Las definiciones 11.1 y II.Á.6.1. son equivalentes.
DEMOSTRACION:Supongamos primero que M es una k—subvariedad en el sentido
11.1. Sea p.~ M y (U,x) un sistema de coordenadas de M tal que p. = x(u.) c x(U).
Por el lema 11.2 existe un abierto UX de Ek y un abierto W de tales que
(u030) e U’¼ W y una aplicación x*: U*XW —. V’= x~ (U*XW) abto de E~ que es un
difeomorfismo y verifica x~ (u,O) = x (u) para todo u e U*. Además, como x(U)
es un abierto de M, existe un abierto 6 de E~ tal que x(U) = 6 nfl. Como x~ es
homeomorfismo, podemos tomar los abiertos U*, W de modo que x’~ (U*xW) c 6
y siga verificándose (u.,O) e U*XW. Con esta elección U~ y W se cumple además
que x*(U*xW)nM c Grtl=x(U).

Definanos ahora r: y — UXxW por f’ = x*-1. Evidentemente 1” es un
difeomorfismo y verifica f’(x(u)) = r’(x’~(u,o)) = (u,O) para todo uGU~. Sea ahora
f 11°f’, siendo n: E~ —, E~ la proyección sobre las últimas n—k componentes.
Entonces se vertí ica que: para todo p c V?~ M = x*(Ut~xW) n M c x(U), f(p) =

f(x(u)) = nr(x(u)) = n(u,O) = O; y, reciprocamente, si pEV’ y Np) = O, i.e.
TÍ of’(p) = O, entonces f’(p) = (u,O) con uéJ*, y como f (x(u)) = (u,O) y Y’
es biyectiva, p= x(u) E xOJ)nV’ c MnV’.

De lo anterior resulta que si M es una k—subvartiedad en el sentido 11.1, lo
es en el de ILÁ.6.l.

Reciprocamente. Supongamos ahora que FI es una k—subvariedad en el
sentido de II.A.6. 1. Entonces los mismos argumentos de la demostración 11.7
prueban que FI es una k—subvariedad en el sentido 11.1.
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Lección 7~: DIFERENCIAL DE UNA APLICACION ENTRE SUPERFICIES.

SS. Espacio tangente a una subvariedad de R”
En todo ente apartado £1 será una k—subvariedad de E1 de clase Cr.

TI.16MEFINICION: Llamaremos curva diferenciable de clase C” en M a una
aplicación c: 1 —~ M de clase C” (I=intervalo abierto).

11.1 7MEFINICION: Sea pcM, un vector XeT~R~ se dice que es un vector tangente
a ti en p si existe una curva de clase C” c: 1 — ti, OcI, tal que c(O)=p y c~(O)=X. Al
conjunto T~M de los vectores tangentes a M en p se le llama espacio tangente a ti
en p.

11.1 8.PROPOSICION: Sea (U,x) un sistema de coordenadas en peM, ucU tal que
x(u)=p. Entonces T~M = dx(u)(Tut).
DEMOSTRACION: Veremos en primer lugar que dx(u)(TuEk) c TpM. Sea X*cTut,
la curva c*: 1—’ U ¡ c*(t) = u + t X verll’lca c*(O) = u y c*(Q) = X’~, por lo
tanto dx(u)(X*) = dx(u)(c*’(O)) = (d(x.c*)/dt)(O) = (dcfdt)(O) con c(t) =

c(Q) = x(c*(O)) = x(u) = p, luego dx(u)(X*) = c’(O) e T~M. Para probar la inclusión
contraria, consideremos XETpM, entonces existe una curva c en ti con c(O)=p,
c(O)=X. Definamos c* = r’~c, que verifica c*(O) = r1~c(O) = r’(p) = u. Por
1L9(penúltimo párrafo), si c es diferenciable, c~ es diferenciable. sea x~ =

c*’(O) e T~Rk. Se tiene entonces, aplicando la regla de la cadena, que dx(u)X* =

dx(u)(d(x-”c)/dt)(O) = = (d(x~r1~c)/dt)(O) = (dc/dt)(O) = X, luego Xedx(u)Tut,
lo que prueba la inclusión reciproca. O.

II. 1 9.COROLARIO: (a) T~M es un suébespacio vectorial de dimensión k de T~E°. /~o
En los siguientes apartados (U,x) es un sistema de coordenadas de M.

(b) [(axlaul)(u),...,(ax/auk)(u)) es una base de Tx(u)M, para todo ueU.
(c) Si X*ETut, dx(u)X* X E Tx(u)M y X~ (XI,...,Xk), entonces

x = I~~’< x~ (ax/au’)(u) (i.e. las coordenadas de X en la base de Tx(u)M inducida por
el sistema de coordenadas x son las mismas que las del vector del que es
imagen por dx(u)).

(c) Si c: 1 —, M es una curva en ti, r1°c(t) = (ul(t),...,uk(t)), entonces
c’(t) = 1k ut(t) (ax/aui)(x-loc(t)).
DEMOSTRACION: a) es una consecuencia de que dx(u) es una aplicación lineal
inyectiva y de 11.18.

2
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b) También como consecuencia de que dx(u) es lineal inyectiva se
tiene que si (e~J 1 ≤i≤k es la base canónica de TuRket, entonces (dx(u)(e1) =

= (ax/u’)(u)]1≤~≤k es una base de dX(U)(Tut) = Tx(u)M.
(c) X = dx(u)X* = dx(u)(~1...1k Xi e1) = ~11k x~ dx(u)e1 = 1k x~ (ax/au’) (u).
(d) c’(t) = (d(x~r1.c)/dt) (t) = dx(x—1.c(t)) (d(r’°c)/dt) (t), pero

(d(x-1°c)Idt)(t) = (ul’(t),...,uk’(t)) y, aplicando c), se obtiene d). D.

II.20.PROPOSICION: Sean (U11x1), (U21x2) sistemas de coordenadas de M en p. Si*
XcT~M tiene las expresiones X = ~ x11 ax1/au1i = •1k X2j ax2/au21, entonces,

au/au’ au;iau’; )Z d~t1~Ç)

... ~

= ... ‘~ ~n
01u ‘~i ~3?v4 a4iau’ au~/au~ X~ ~k (~ ~

donde au2~/au1i = a(x2-1ox1)h/au1i (i.e. u21(u1) = (x2”x1(u1))1), o, lo que es lo
mismo, si X = dx1(u1)X1* = dx2(u2)X2* (lo que, de acuerdo con II.lQc) equivale a

= (X11,...,X1k), X2* = (X21,...,X2k)), entonces X2~ = d(x2-l.x1)(u1)X1*.
DEMO5TRACION: Aplicando la regla de la cadena, se tiene que dx1(u1)X1* =

d(x2exjl.x1)(u1)X1* = dx2(u2).d(x2-l~x1)(u1)X1*, siendo x2(u2) = x1(u1) = p. 1
Comparando esta igualdad con dx1(u1)X1* = dx2(u2)X2X, como dx2(u2) es inyectiva,
resulta X2~ = d(x2-l.x1)(u1)X1*. O.

S4.Diferencial de una aplicación entre subvariedades.
En este apartado todas las subvariedades consideradas serán de clase cr con

nl. Lo mismo para las aplicaciones diferenciables.

II.2LDEFINICION: Sean M1 y M2 una k—subvariedad y una l—subvariedad de R~ y
in respectivamente, f: M1 —, M2 diferenciable en p, (U,x) un sistema de
coordenadas de M1 en p. Se define df(p): T~M1 -. T~M2 por df(p)X = d(fox)(u)X*,
donde x(u) p y X*ETutes tal que dx(u)X* = X (i.e. df(p) d(f’x)(u)’(dx(u)Y1).

Esta definición es independiente del sistema de coordenadas. En efecto, si~
(V,y) es otro sistema de coordenadas en p, veV/ y(v) = p , dy(v)Y* = X, con ~

entonces d(Í ’y)(v)Y~ = d(foxoxb.y)(v)Y* d(f*x)(u)td(x~.y)(v)Y*
d(fox)(u)X*, donde, en la última igualdad, hemos aplicado 11.20.

A’l
D 1L22.Obsérvese también que df(p) está bien definida, i.e., que si XeT~M1,
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entonces df(p)XeTf(~)M2. En efecto: si XcT~M1, existe una curva c: ¡ —‘ £1~ tal que
c(O)=p, c’(O)=X y (como vimos en la demostración de 11.18) X*= c*’(O) con dx(u)X*
= X y c’~ = x1° c, de modo que, aplicando la definición 11.21,

(11.22.1) df(p)X = d(f’x)(u) c*’(O) = d(f’x)(u)(x1°c)’(O) =
= (d(f’x°r”c)/dt)(O) = (d(f’c)/dt)(O)

pero f’c es una curva de M2 con f°c(O) = f(p), luego su vector tangente es un
vector de Tf(p)M2 c.q.d..

Lo que acabamos de ver es,
independiente del sistema de
definición alternativa de df(p).
calcular df(p) que es en muchas
¡1.2 1 que necesita coordenadas.

11.23. NOTA: df(p) es una aplicación lineal, como se puede observar en la
definición 11.21, donde aparece como composición de dos aplicaciones lineales:
d(f°x)(u) y dx(uY*

II.24.PROPOSICION: Si f: M1
componentes de Y=df(p)X en un
vienen dadas en función de las
(U1,x1) deN1 en p por

Y’

Y’

M2 es diferenciable en pcM1, XeT~M,, las
sistema de coordenadas (U2, x2) de 112 en f(p)
componentes de X en un sistema de coordenadas

3u/3u~

au~/au~ a4iau~

= dx2(u2Yl’d(x2’x21’f°x1) (u,)X* =

dx2(u2Yl.dx2(u2).d(x2-lofox1)(u,)X* = d(xj1’f’x,) (u1)X~. O.

II.24’.COROLARIO: df(p) = dx2(u2)od(xf1.~jx~(u1).dx,(u,Y’
~//ni,J(v~jo b,t 1Jo~fo14)1uÁIi9~1tkJQM~J9~4) 1) o~%~L~1I

II.24~.PROPO5ICION: Sea M una k—subvariedad de F conexa, f:M—+E
diferenciable tal que df(q) = O para todo qdl. Entonces f es constante en M.
DEMOSTRACION:Sea (U,x) un sistema de coordenadas con U conexo. Sea uEIJ. Por
11.21, dr(x(u)) = O si y solo si d(fox)(u) = O y, como U es conexo, fox es constante

también, una nueva demostración de que df(p) es
coordenadas elegido, y se puede tomar como
Además, la fórmula (11.22.1) da un método para
ocasiones más práctico que el usar la definición

au/au~ xl

donde u2t(u,) = (x2”f°x,)ku1); o, lo que es lo mismo, si x1(u1) = p, X =

y x2(u2)=p, Y = dx2(u2)Y~, entonces ‘f~ = d(x21ef.x1)(u,)X*.
DEMOSTRACION: Y~ = (dx2(u2)Y~ledf(p)X = dx2(u2)1.d(f.x,)(u1)X*

dx1(u1 )X*

fi
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sobre U, luego f es constante sobre x(U). Como para todo q~1 existe un sistema
de coordenadas (U,x) en q con U conexo, resulta que para todo q de M existe un
abierto V = x(U) C M conteniendo a q tal que fi~ es constante.

Sea q, un punto de £1, a = f(qj. Sea O = (p~1/f(p) = a) = r’(a). Como f es
contí nua, O es cerrado. Por otra parte, para todo q de O existe un abierto V
conteniendo a q tal que fI~ = f(q) = a, i.e. y c O, luego O es abierto, y como q~ e O

y M es conexa, O = M.

Vamos ahora a ver la versión en subvariedades de dos teoremas clásicos
para las funciones diferenciables entre espacios euclí deos.

II.25TEOREMA (de la función inversa para subvariedades): Sean ~ ~2.

k—subvariedades de 1m y E respectivamente, p un punto de M1; sea f: M1 —,

una aplicación diferenciable en un entorno de p con df(p) un isomorfismo.
Entonces existe un abierto V de M1 conteniendo a p tal que f(V) es un abierto de
112 y f: y -s f(V) es un difeomorfismo.
DEMOSTRACION: Sea (U13x1) un sistema de coordenadas en p tal que x1(U1) está
contenido en el entorno de p en el que f es diferenciable. Sea (U23x2) un sistema
de coordenadas de M2 en f(p). Entonces x2-ior.x1 : x,-1.f-1.x2(U2) c U1 -~ U2
es una aplicación diferenciable entre abiertos de con d(x2-’°f°x1) (u1) =

= dx2(u2)-l’df(p)’dx1(u1)(por II.24), que es un isomorfismo por ser composición
de isomorfismos. Por tanto, por el teorema de la función inversa para
transformaciones en t, existe un entorno abierto U de u1 en x1”f’°x2(U2) c
U1 tal que x2-l’f’x1(U) c 1.12 es un abierto de 1k y x2-1’f~x1: U —* x21ofoxiCp~) es
un difeomorfismo. Si tomamos y = x1(U), se tiene que f(V) = x2(xjlof.x1(U)) que
es un abierto de ~2 por ser la imagen por x2 de un abierto de t contenido en U2
y ser x2 un homeomorfismo sobre su imagen. Además f:V —, f(V) es composición
de homeomorfismos ( f = x2°(x2-”f’x1)~x11), por lo tanto un homeomorfismo; f
es diferenciable por serlo x21°f’x1 (definición 11.9), y, como xj”f’x1 es un
difeomorfismo, x1-1°f-1°x2 es diferenciable, por lo tanto f~ es diferenciable, y f
es un direomorfismo. O.

II.26.PROPO5ICION (Regla de la cadena en subvariedades): Sean M1, [12,
M3 subvariedades diferenciables de dimensiones k1, k2, k3 de Em, E~, E1 res
pectivamente. Sea pcM1, 1’: M1 —, M2 diferenciable en p y g: M2 —, [13 diferen—
ciable en f(p). Entonces gof es diferenciable en p y d(g°f)(p) = dg(f(p))°df(p).
DEMOSTRACION: g’f es continua en p por serlo f en p y g en f(p). Por ser f
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diferenciable en p, existen sistemas de coordenadas (U13x1) en p y (U2,x2) en Np)
tales que x2-1°f’x1 es diferenciable en x1-1(p) y, como g es diferenciable en f(p),
existe un sistema de coordenadas (U31x3) en g(f(p)) tal que x31°g~x2 es
diferenciab]e en x2-1(f(p)). Por la continuidad de f y g existe un abierto

),( y2 c x2’(x2(U2)~n 9’(x3(U3)) c U2 conteniendo x2’(f(p)) y un abierto
c x1’(x1(U1) « ftl(V2)) c U1 tal que p c x1(V1) y x31°g~f°x1 es una aplicación

definida sobre V1 que se puede escribir como xç1°g’f°x1 = (xç”g°x2)’(x2”f’x1)
y, por lo tanto, diferenciable en p. Además, si x1(u1) = p, x2(u2) = r(p) y x3(u3) =

g(f(p)), entonces d(g’f) (p)X = d(g°f~x,)(u1) (dx1(u1)-’X) = d(g~x2~x2-1°f°x1)
(u1)(dx1(u1)-1X) = d(g’x2)(u2)~d(x2’•f•x1)(u1)(dx1(u1)-’X) = Ipor 11.241
d(g’x2)(u2)(dx2(u2)-’d(f’x1)(u1)dx1(u1)-’X = Ipor 11.211 = dg(f(p))(dNp)X). O.

‘~‘~?ofl/M; Át H/s~ kydva#ú4d 4 7t

¼’
DVIOSrRACIQ#:

A,) d1~) TLA?~ = Ç1U)

44j / w~ /4’~ X~

LA
O/tL’J X C~1i7~4(1 ,vV~ €4 Ml , = 7)r’dd~ 4S9 A;~~’-4 4t~2 ~ X

J~4 ~ ~, ~ £‘

p~ 4rteM, ~ x= yo/y’ox) ~
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APENDICE A LA LECCION 7!

El espacio tangente con la definición II.A.6.1.

II.A.71 Sea M tnak—abva’iedad de i~, pdl, y un abierto contenido a p y 1’: V—
,E1k cumpliendo las propiedades de II.A.5. 1. Entonces TpM = Ker df(pr.
En efecto: Dados V y f, construyamos U~, abierto de E1 y Xp: Up —+ VflM =

r_1(o)CMCRn como en la demostración de 11.7. Sea U~J~ tal que xp(u) = p.
Entonces

T~M = dx~ (u) (TuEk) E <{( 1~(u)) ,(o ,0, 1$— (u)))>,
au1

siendo x~(u’ ,uk) = (u1 u’~,g(u1

Por otro lado, dim ker cif(p) = k, ya que df(p) es suprayectiva. Como, por la
construcción de xc,, f(u1 u13g(u’ ,u1)) = 0 para (u1 ,uk) E U, se tiene que,
para 1≤i≤k,

df(p)((O ,I ,O,- (u))=-~-(p)+~ -~(p)~~-(u)
ax jk+1 ax’ au’

=—~- f(u1 ut3g(u1 ,u~) = o,
au’ . U

luego los vectores {(o ,O, 1,0 ,0, P.~, (u))) son también una base de Ker df(p).
au’

Por lo tanto T~M=ker df(p), c.q.d.
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Como hoy no puedo hablar, voy a adelantar una
historia en comics que tení a previsto contar más
adelante.

Primero contaré la historia) luego ensefiaré
los comics.

La historia comienza el dí a 22 de noviembre
(ayer, Santa Cecilia, patrona de los músicos) del
aflo l~ de la P época (ya he dicho que esto es un
adelanto, de la 1! y 2~ época hablaré en otras
ocasiones), a las 8 de la mafiana, en Planiburgo,
la ciudad de Planilandia.

Por aquellos dí as los planiburgueses tení an
ya dos rutas tradicionales de excursiones que
consistí an en salir de la ciudad en una dirección
fija sin variar el rumbo y volver a la ciudad por
el lado opuesto al lado por el que habí an salido:
la ruta A o ruta roja, descubierta en la U época
(una excursión de 3 semanas) y la ruta B o ruta
verde, descubierta en la 2~ época (una excursión
de dos semanas).

Pero el dí a 22 de noviembre, a las 8 de la
mafiana, un habitante de Planiburgo, de nombre Un y
de apellido Cuadrado, junto con dos amigos,
intentó una tercera ruta, la ruta C (de Cuadrado,
el nombre del primero en recorrer ese camino) o
incolora (porque en esta ocasión no se llevaron
ningún tipo de pintura para marcar el camino).

En esta ocasión, al contrario de lo que
ocurrió cuando se iniciaron las excursiones que
dieron lugar a los descubrimientos de las rutas A
y B, la aventura no produjo ninguna expectación,
nadie madrugó para ver partir a los aventureros.

Las cosas extrañas comenzaron a ocurrir
cuatro semanas después, cuando Un Cuadradado y sus
amigos estaban ya cerca de la ciudad, volviendo
por el lado opuesto del que habí an partido, como



era habitual en ese tipo de excursiones. Volví an
caminando por su derecha cuando un granjero que
conducí a por la izquierda estuvo a punto de
atropellarlos con su tractor. Se produjo un
altercado entre el granjero y los excursionistas,
porque el granjero sostení a que el también
circulaba por la derecha.

Pasado el incidente del granjero los
aventureros llegaron a Planiburgo, que estaba
entonces en fiestas, las cuales eran anunciadas
por grandes carteles a la entrada de la ciudad. Y
aquí vino la segunda sorpresa para Un Cuadrado y
sus amigos : los carteles (escritos con letras de
puntos y rayas, y no como las nuestras, que no son
legibles en Planilandia, lo cual conviene decir
corrigiendo un error del copista de la historia,
que incluso se atreve a copiar letras de ese tipo
como tomadas de la historia original, pero es a
todas luces evidente que un planilandés no podrí a
darse cuenta de la geometrí a ni de la topologí a de
una “a” sino después de haber dado una vuelta
completa alrededor de la letra(*), lo cual harí a
imposible para él la lectura de un texto aun corto
escrito con nuestro alfabeto) estaban escritos al
revés, y todo el mundo se empefiaba en decir que la
derecha era izquierda y la izquierda derecha.

Puesto que todo el mundo estaba en contra de
ellos, Un Cuadrado y sus amigos no pudieron
aguantar mucho tiempo en Planiburgo, y decidieron
repetir la excursión. A la vuelta todo seguí a
igual que antes de la primera excursión. Habí an
desaparecido las diferencias de criterio sobre
derecha e izquierda entre los amigos
excursionistas y los demás habitantes de la
ciudad. Posteriores excursiones confirmaron el
siguiente fenómeno empí rico: ‘Una excursión por la



ruta O produce una enfermedad caracterizada por
confundir la derecha con la izquierda, y esta
enfermedad se cura realizando otra vez esa

t tiexcursion

Mí os más tarde, el 23.XI.89, unos geómetras
dieron una interpretación del fenómeno. Se
encuentra en los comics que veremos a
continuación. Algunos están en inglés (idioma
original en el que está escrita la historia), por
lo que el nombre del protagonista (Un Cuadrado)
aparece como A Square.

Pero antes de ver los comics, podemos pensar
un poco.. .(solo un poco, que nadie se asuste).
Recordemos algo de lo que hemos aprendido hasta
ahora. ¿A qué nos suena lo de derecha e izquierda
en geometrí a?. Cuando hablamos de orientación en
espacios vectoriales dijimos que tratábamos de
formalizar un concepto que reflejara la igualdad y
diferencia que hay entre la mano derecha y la mano
izquierda para hacerlas coincidir hay que hacer
una transformación cambiando la orientación. Es
posible hablar de esta transformación en un
espacio vectorial porque es posible definir una
orientación (de las dos imnicas posibles) sobre él.
Es la posibilidad de orientar un espacio vectorial
(en particular un plano) lo que permite hablar de
modo preciso de derecha e izquierda en él.

Pero Planilandia, que es una superficie, no
es un plano (pues en un plano no es posible salir
de un punto manteniendo una dirección fija y
volver al mismo punto), entonces, ¿es posible
hablar en una superficie arbitraria de orientación
y de derecha e izquierda por lo tanto?. Si el
relato de Planilandia es verí dico, parece que al



menos en Planilandia no es posible. Veamos (jpor
fin!) los comics.

Hemos visto en los comics dos modelos
distintos de Planilandia. En uno (el cilindro) se
puede hablar de derecha e izquierda, en el otro
(la cinta de M6bius) no. ¿Como podemos buscar un
criterio general que distinga un tipo de
superficies de las otras?.

Si pensamos en orientar una superficie, la
primera idea es que, puesto que en cada punto de
la superficie tenemos un plano tangente, que
podemos orientar, podrí amos orientar una
superficie dando una orientación arbitraria sobre
cada plano tangente. Pero, por ser la orientación
arbitraria en cada punto, la orientación en un
punto de la superficie no dice nada sobre lo que
ocurre con la orientación en otro punto, y el
ejemplo de la Planilandia—Cinta de M~5bius nos
indica las consecuencias funesta que puede tener
el pensar que una elección de orientaciones
arbitrarias sobre cada plano tangente define una
orientación sobre toda la superficie.

(Sigue con los apuntes).



Figure 4.2: When A Square traveis around a Móbius strip he comes
back as bis mirror image.
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Lección 8@: ORIENTACION DE SUOVARIEDADES.

S5. Subvarledades orlentables.
En esta lección vamos a definir el concepto de orientación sobre las

subvarledades. Lo que conocemos del capitulo Preliminares nos permite definir
la orientación en cada espacio tangente, pero esta sería una definición solo
puntual que no dina nada sobre la variedad como un todo. Los s*emas de
coordenadas nos permitirán una aproximación local (más que puntual) al
concepto cte orientación en una subvariedad. En efecto, un sistema de
coordenadas (U,x) define una base ordenada en el espacio tangente de cada punto
del abierto x(U). La familia de estas bases ordenadas define una orientación en
cada uno de los espacios tangentes en x(U), y tenemos ya un modo local de
definir la orientación.

Para tener una orientación sobre toda la subvanledad M deberemos tomar una
familia de sistemas de coordenadas recubriendo M; entonces, para un punto en la
intersección de los dominios de dos sistemas de coordenadas, el espacio
tangente en ese punto tiene una orientación inducida por cada una de las cartas,
y para que la definición sea buena, es necesario que los dos sistemas de
coordenadas Induzcan la misma orientación sobre el espacio tangente. Ello es
equivalente a que la diferencial de la aplicación cambio de coordenadas tenga
determinante positivo, porque, si (U,x), (V,y) son las dos cartas mencionadas, y
denotamos x1 =ax/au’, yj =ayiv~, entonces, por la regla de la cadena 11.26,

yj = a(x•x-’°y)iav~ = 2~ ax/au’ a(x-”y)’iav~, i.e., en forma matricial,
(y~)t(d(x-l.y)) (x1), con lo cual las bases [x1), [Yji definen la misma orientación

su det t(d(x1.y)) = det d(x-’~y) > O.
Por lo tanto, la posibilidad de orientar una subvariedad pasa por la

existencia sobre ella de una familia de sistemas de coordenadas tal que el
determinante de la diferencial de los cambios de sistemas de coordenadas sea
positivo. Por ello damos la siguiente definición:

II. 27.DEFINICION: Sea M una k—subvariedad de clase C’~ de ig~. Diremos que M
es orientable si existe una familia de sistemas de coordenadas
[(U0,X~~)]~~recubrlendo M tales que para todo ~,13 E A con x~(U~) fl xj~(Uj~) x

se tenga que det d(x~”xB)(u)> O para todo u E xjf’(x~(u~)flxo(Us)).
51 M es orlentable, llamaremos orientación sobre M a la elección de una tal

ramilla de sistemas de coordenadas. M con una orientación se dice que es una
subvariedad orientada.

11.28. Resulta evidente de la definición que toda subvariedad que puede ser
recubierta por un solo sistema de coordenadas es orientable. Por ejemplo, el
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graro de una función diferenciable de IRk en ir lo es.

11.29. PROPOSICION: Sea FI una k—subvariedad de IR~ que admite un
recubrimiento por dos sistemas de coordenadas (Uy), (V,y) tales que x(U)fly(V)
es conexo. Entonces M es orlentable.
DEMOSTRACION: Sea W = x(U)fly(V). Consideremos la aplicación det d(y1•x) de
x-1(W) en IR dada por u —~ det d(y-1»x)(u), que es continua por ser conmutativo el
diagrama

det(d(~f’ ox))
x_1(W)cIRk

R~2 /d~t A

o ay1 iau’ .. . ayh/auk
Ar (dondevJ=(y1~x)J)

avkiaul . . . avkiauk
y ser continuas las aplicaciones de la parte inferior del diagrama. Como W es
conexo y x es un homeomorfismo, x-1(W) es conexo. Por otra parte

(11.29.1) det d(y1 •x)(u) = O para todo u E r1 (W),
por ser el determinante de la matriz de un cambio de base. Sea u0 c x1(W),
entonces puede ocurrir:

(a) det d(y1’x)(u0)> 0 6
(b) det d(y-’~x)(u0) <O.

Como det d(y-1~x) es una función continua y x-’(W) es conexo, si es positiva en
un punto, por (11.29.1), es positiva en r1(W), y si es negativa en un punto, lo es

• en todo x-1(W). Por tanto, si se da el caso (a), es claro que la subvariedad es
orientable. Si se da el caso (b), consideremos el difeomorfismo f: IRk ~ &‘ dado
por f(ul,u21...,uk) = (u2,ul,...,u’9, y sea U~ = f-’(U) = f(U) (porque f1 = f), y

= x°f. Se tiene entonces que (U*,x*) es un nuevo sistema de coordenadas de M,
x*(U*) = x.f(U*) = x(U), y

a(y—tex*)/au*i = a(y-1.x.f)/au*i = 2~ (a(y’~x)/au’) (au’.f/au&)

a(y-’~x)/au1 si j2; a(y-’~x)Iau2 si j1; a(y-lox)Ia& si j ~ 3,
zcN{~~N) cci/ L~

av’/au2 av’/au’ . . . . av~iauk ~tI~x* ~b~~~GIJ’

es decir d(y ‘x*) = JJ~
avkiau2 avkiaul . . . . avk/auk j~’t
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de donde resulta que det d(y-lox*) = — det d(y’°x)> O sobre r’(W), por lo tanto
((U*,x*), (V,y)) verifica las condiciones de 11.27 y M es orientable.

S6. Campo vectorial normal e hipersuperficies orientables.
II.3ODEFINICION: Un campo vectorial sobre una k—subvariedad M de 1gfl es una
aplicación diferenciable Z: M .-~ T1R~ tal que 7(p) e T~lR~. Se dice que 7 es un
campo vectorial tangente si 1(p) eT~M, y se dice que es un campo vectorial
normal si 1(p) pertenece al subespacio de T~IR~ ortogonal a T~M.

I1.31.DEFINICION: Se llama hipersuperficie de a~ a una subvariedad de
dimensión n-1.

1L32. PROPOSICION: Sobre una hipersuperficie M de lR~ existe localmente un
campo vectorial normal N unitario(i.e. con INI =1). Es decir, para cada punto ptl
hay un abierto V de M conteniendo a p tal que existe un campo vectorial normal
unitario N sobre V.
DEIIOSTRACION: Sea ptl, (U,x) un sistema de coordenadas en p. definamos

‘fr41z*~O M~~’xA.~Ax
N(q) = ~ (u) (donde x(u) = q; x. =-~- ) para todo q ex(U). ~~i,h’j/z tl,M≠t

Ix1A... Ax~_1I au’

Entonces N es un campo vectorial definido sobre x(U), abierto conteniendo a p,
diferenciable por serlo N°x (cfr. 11.9, último pérrafo, y 11.12), y unitario normal
por las propiedades del producto vectorial. O

Para el caso de hipersuperficies dadas como conjuntos de nivel (i.e., dadas en la
forma indicada en II.?) se tiene el siguiente resultado.

II.33.PROPO5ICION: Sea f: m~ —. IR una aplicación diferenciable y a un valor
regular de f. Entonces existe un vector normal unitario sobre la hipersuperficie
M = r’(a).
DEtIOSTRACION: Basta definir, para cada p eM,

(11.33.1) N(p) (grad f)(p)/I(grad f)(p)I.
N es una aplicación bien definida sobre M porque, al ser a un valor regular de f,
df(p) ≠ O para p e M = f’(a) y, por lo tanto, (grad f)(p) ~ O. Vamos a comprobar
que N es un campo vectorial normal unitario. Que es unitario es evidente por la
definición. Veamos que es normal: si X es un vector de T~M y c: 1 —. M una curva
tal que c(O) = p y c(O) = X, entonces
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4!2(o)zlptwe c1d&I’(~f, /ar ¿acÑ-I:
de CrPLI;&)

<(gradf)(p), X> = ~4(p) X’ = t-~~-(~) dx’(p)(X) = df(p)(X)~ O, (por II.A.7.1)
i=lax

Por lo tanto (grad f)(p) es ortogonal a T~M, y lo mismo ocurre con N(p).

Por otro lado, como f y sus derivadas son aplicaciones continuas,

grad f : 1R’~ -. IR~ es una aplicación continua, luego W = 1R~ - (grad fr1(O) es un
abierto (conteniendo a M evidentemente), y (grad f)/l(grad Dl es una aplicación
diferenciable sobre W, de donde, por 11.10, resulta que es diferenciable sobreN.

II.34.TEOREMA: Una hipersuperficie M de ]R~ es orientable su existe un campo
vectorial normal unitario sobre M.
DEMOSTRACION: Si M es orientable, existe una familia ((UIJ,XGHQEA de
sistemas de coordenadas recubriendo M tales que si xa(lJa) fl xg(U~) x Ø, para
todo u,3 e x,3-i( x,3(U,3) fl x13(U13)) se verifica que det d(x~-l’x~)(u~) > O.

Definimos N sobre cada abierto x11(U8) por

X A...AX
N(x (u)) = 8”’(u ) (dondex •=__fl),

8 8 Ix31A ... Ax,~1l 8 13,

lo que define N globalmente sobre fi. En efecto, si p e M es tal que p = ~(u~) =

x3(uJ3), entonces

x A... AX (x oj~1ox ) A...A(X oX~ox
N(x(u))= «1 «~1(u) ~ ¡3 «1 8 8

«a IxA ‘~x la -l -1 a
«1 an-i l(xox ox) A...Wxox cx) 1

Sf3 «1 88 an-1

~1 1n-’ a(1) a(n-1) 7 ((2

2<~ ...—‘A...A2x~ ~ ~sgn a u~
bu n-i~U ~ a a

a fl-I « _____________________________________ _______________

detdüC1ox )(u ) x A...AX x A..AX
— 8 a a 81 i3IV~1( ~ — 81 J3n-1( )
— 1 1 1 1 8’

donde se ha usado la antisimetría y la linealidad del producto vectorial en la
igu&dad de la segunda línea, y el hecho de que det d(xjf1’x~)(W3) > O en la
igualdad de la tercera línea.

Veamos ahora el recíproco. Supongamos que existe un campo vectorial
normal unitario N sobre fi. Sea ((U,3,Xrj)),3~~ una familia de sistemas de
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coordenadas recubriendo M de modo que U~ sea conexo para todo a e A. Sea p =

ua)exa(urj). Entonces, como N(p) y ((xai A ... AXran..i)/IXr~zi A ... A x~~~-1I)(u~)
son unitarios y ortogonales a T~M, se tiene que son iguales salvo el signo. Por lo
tanto la plicación f0: x~(U~) —1R dada por

f0(p) = < ((x0, A ... A x0~_1)/I X~j A ... A xan_iI)( ua ) , N(p) >

toma los valores ±1. Como f~ es continua y xa(Ua) es conexo, f0 toma solo el
valor 1 ó el —1 sobre x€~(U0). Consideremos los dos casos separadamente para
construir un nuevo sistema de coordenadas recubriendo M y verificando las
condiciones de la definición de orientabilidad:

a) Si ~a = 1, tomamos el sistema de coordenadas (Un, xa).
b) Si ~a = —1, tomamos el sistema de coordenadas (U*0, x*a)

definido a partir de (Ua, xa) como se hizo en 11.29. En estas coordenadas se
verificará que ((x*al A ... A x’~an_i)/I x*01 A ... A X*an_iI)(u*a) = N(p) (siendo x*0
(u*0)=x~(u~)=p.

Vamos a ver ahora que la familia de coordenadas ((Ua,Xa)laeA obtenida de
{(U~,XçgH~~~ por el proceso indicado en a) y b) verifica las condiciones de la
definición de orientabilidad. Sean (Ua,x~a), (U’n,x’s) coordenadas cuyas
imágenes en M tienen intersección no vacía y sea p e xa(Ua) fl x’~(U’~),
entonces, teniendo en cuenta los cálculos realizados en la demostración de la
implicación en sentido contrario, resulta

N(p) = ((x’al A ... Axan—1)/Ix’al A ... A x’an_iI)(ua) =

= ((xpi A ... Ax’p~_1)/Ix’p1 A ... A x’p~_1I)(u’p) =

det d(xHox ) W A ... AK det d(ftox )
= « ¡3 «1 «“ « 8N(p)

luego det d(x1ox3)> O. o.

11J5.NOTA: Observese que en la demostración de la segunda implicación del
teorema anterior solo se ha usado la continuidad de la función ~a, para lo cual
basta la continuidad del campo vectorial unitario normal N que, por otra parte,
como consecuencia de su expresión local, resulta ser diferenciable ( si M es al
menos de clase C2). Por lo tanto, el teorema 11.34 bastaría enunciarlo para
campos vectoriales normales unitarios continuos. Pero un enunciado así es más
general solo aparentemente, pues, según ac os de indicar, un tal campo j~
continuo es, además, diferenciable.

II.36.COROLARIO: Si a es un valor regular de 1: ir —, IR, la hipersuperficie M
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1L36.EJEMPLO de superficie no orientable: La cinta de Móbius. Se obtiene
por rotación de un segmento abierto AB en el plano YZ dado por {(0,y,z)/ y = 2,
Izi < 1) a lo largo de la circunferencia x2 + y2 = 4, z = 0, al tiempo que el
segmento AB gira alrededor de su punto medio C en el plano determinado por C y
el eje Z con una velocidad angular la mitad de la de rotación de C alrededor del
eje Z. De este modo, cuando C completa una vuelta, el segmento AB ha vuelto a
su posición inicial, pero invertido.

8
fiL 4r A

A

Intuitivamente es evidente que la cinta de Móbius M no es orientable, pues si
lo fuera tendrí a un campo vectorial normal unitario N diferenciable. Tomando
ese campo normal a lo largo de la circunferencia x2 + y2 = 4, z = 0, después de
una vuelta volverí amos al punto de partida con N convertido en —N.

Vamos a ver ahora la prueba analí tica de que M no es orientable. Tomemos
sobre M los sistemas de coordenadas (U,x), (U,x*) con U = J0,2n[xl— 1,1 [,

x(u,v) = ((2 — y sen it) sen u , (2 — y sen ~) cos u , y cos -~~)

x~ (u*,v*) =((2_v* sen(~+~)) cos u*,k2_v* sen(~÷-~-)) sen u*, y* cos(~~-) Á —

que verifican x(U) U x*(U) = M. Además x(U) fl x*(U) no es conexo, pero se puede
poner como unión de dos componentes conexas W1 = (x(u,v)/ (v/2) <u < Zrr) ,
(x(u,v)/ 0< u <1-1/21. Los cambios de coordenadas vienen dados por

(11.38.1) u’~= u — (n/2), v~ = y sobre W1 ; u* = u + (31172), y* = —v sobre W2,
donde (u*,v*) x~’°x(u,v). Resulta de aquí que
(11.38.2) det d(x*-lox) = 1 > O en W1 y det d(x~’°x) = —1<0 en W2.
Si M fuese orientable, existirí a un campo vectorial normal unitario N sobre M
Como x(U) es conexo N tendrí a , en x(U), una expresión en coordenadas de la
forma

SUPERFICIES DE E3

r1(a) es orientable.

¡jo ~

~L4E ~ 1K3 e4 iA !0(R~ ~ dÉtø
~÷~44& fn-e,Áe

4.Z
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XI%X
N(x(u,v)) = E U V (u,v) para todo (u,v)EIJ, stendo E = ± 1, x =IXAXI U au

U V

Por lo tanto, usando las fórmulas (11.38.1,2), y repitiendo el cálculo de la
primera parte de la demostración de 11.35, resulta

XAX X~ AX~e -1
N(x(u,v)) = E ~ V (u,v) = E ~ VN (u*,v*) para (u*,v*) e x~ (W1); yIXAXI Ix~ AX* 1

U V U~ V”

)<AX X~ AX~ -1
N(x(u,v)) = E U ‘/ (uy) =—E UN VN (u*,v*) para (u*,v*)~ x~ (W );

IXAXI Ix’~ AX~ 1 2u y UN

expresiones que no pueden darse simultaneamente para N sobre
es conexo, f(u*,v*) = <N’ x*, (x*u*Ax*v*)fIx~u,tAx*v*I>(u*,v*)
continua sobre U que no se anula en ningun punto de U y, si
las expresiones anteriores, se tendrí a que f = E sobre xr’(W1)
x*1(W2), lo cual es absurdo.

x~(U), porque U
es una función
se verificasen
y f= —tsobre

o.
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Lección 9~: LA PRIMERA FORMA FUNDAMENTAL.

En esta lección M representará una superficie de E3 de clase c~.

17- Primera forma fundamental. Elemento de arco y ángulo entre dos
curvas.

II.38.DEFINICION: Sea p un punto de M. Se llama primera forma fundamental de
f en p a la forma cuadrática definida sobre T~M asociada al producto escalar
<,> inducido sobre T~M por el producto escalar <,> canónico de T~R3 e E3; i.e.

Ip: T~M—÷E/ I~(X) = <X,X>.

1L39.NOTA: Si (U,x) es un sistema de coordenadas en p, en la base asociada
(x1,x2) de T~M, IP tiene una expresión matricial cuyos coeficientes son los
mismos de la métrica <,> en ese sistema de coordenadas, i.e., si X = >~ X~ x1 c T~M,
entonces

I~(X) = <~ X1 x1, 2j > = ~ Xt X1 <x~,x~> = E~ gjj X’ X1.
Los gij = <x~,x~> se llaman coeficientes de la Drimera forma fundamental en p.
También se emplea la flotación g = E, g = F, g = G.
d ~h Lx,

II.40.NOTA: Obsérvese que si X es un campo vectorial tangente sobre M (cfr.
11.30) y (U,x) es un sistema de coordenadas de M, entonces

(11.41.1) X(x(u)) = Y~ X’(u) x1(u),
siendo X’ funciones diferenciables sobre U. En efecto, X es diferenciable su lo
son las funciones X1 en cada sistema de coordenadas. Es evidente que si las
funciones x~ son diferenciables, también lo es la función X’x y, por lo tanto (cfr.
11.12), X es diferenciable. Reciprocamente, si )( es diferenciable, entonces lo es
X~x y, multiplicando escalarmente los dos miembros de (11.41.1) por x~,

(11.41.2) <Xox,x~>(u) = I~ Xku) g1~(u).
Si (g’~) es la matriz inversa de (gjj), resulta de (11.41.2) que

>~<X~x,x~>(u) gik(u) = Ejj X’(u) g11(u) t(u),
de donde resulta

X~u = ~ <X°x,x~>(u) gik(u)
luego Xk es una función diferenciable.

Si Xj son los vectores básicos asociados a un sistema de coordenadas (U,x),
enonces x1’x1 son campos vectoriales tangentes sobre x(U).

¡1.41 .NOTA: A menudo abreviaremos la notación denotando x1•x-’ por x1, las

58



PRIMERA FORMA FUNDAMENTAL

funciones ~‘q(1 por X1, las funciones gjjorl y g1~’x1 por ~ y gli
respectivamente, y si X es un campo vectorial, se escribirá a menudo X por X°x.
De este modo nos evitaremos escribir composiciones de funciones en las
fórmulas, y una expresión podrá interpretarse en cada caso, según convenga,
como dependiendo de los puntos de la superficie M o dependiendo de los puntos
del abierto U utilizado para el sistema de coordenadas.

Puesto que la primera forma fundamental está definida sobre el espacio
tangente en cada punto de la superficie, tiene sentido definir su acción sobre
campos vectoriales tangentes de la siguiente forma:

l(X)(p) = I~(X(p)) para cada p EM.
En un sistema de coordenadas (U,x) en el que X = 2~ X’ x1, se escribirá

1(X) = Eu 9j] X’ X~.
(Obsérvese que, de acuerdo con los convenios de notación indicados
anteriormente, X = 2~ X~ x1 puede significar Xox = I~ X’ x1 ó X = 2~ X1°x~ x1°x’,
y 1(X) = !~ g~ X’ X~ puede significar I(X)°x = Z~ g1~ x’ x~
ó 1(X) = 2~j 9jJ’X1 X1’x1 x~’x1).

1142N0TA: De modo análogo a como se definió el concepto de vector tangente
a lo largo de una curva en E3, se define un campo vectorial tangente a lo largo
de una curva c:I —* M como una aplicación diferenciable X: 1 —4 TE3 tal que
X(t) E Tc(t)M. En un sistema de coordenadas (U,x) tal que c(I) c x(U), se escribe
X(t) = ~ X’(t) x1(c(t)). Se demuestra, como en 11.41, que X(t) es diferenciable su
Xkt) son diferenciables. Para estos campos vectoriales se define I(X)(t) =

Ic(t)(X(t)) = ~ g1~(t) X’(t) X~(t), donde g1~(t) es una forma abreviada de escribir
g1~(c(t)).

Obsérvese que si c: 1 —., M es una curva diferenciable, entonces su vector
tangente c’(t) es un campo vectorial tangente a lo largo de c.

IJ..4INOTA: Si c: 1 —. M es una curva diferenciable y (U,K) un sistema de
coordenadas tal que c(I) c x(U), entonces sabemos (cfr. II.lg.d)) que si

(u’(t), u2(t)), entonces c(t) = >~ u”(t) x1, con lo cual I(c(t)t= ~
I~ g~(t) u’(t) u~(t) , y la longitud de la curva c entre los puntos

c(t0) y c(t) (t0, t El) es

s(t) = Ic’(t)I dt = 41(c’(t)) dt = J~JE~ g~ u1’ ~‘ dt, de donde
to to to
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(t)2= ~g..~ que en los libros clásicos suele escribirse como

ds2 = g.. du’ du~

1L44.NOTA: Si ~, 13: 1 —M son dos curvas cortándose en un punto p = ix(t) =

13(t), podemos calcular el coseno del ángulo 8 formado por las dos curvas en p en
términos de los coeficientes de la primera fórmula fundamental mediante la
expresión

it —ji~g~uu
cos 8 = <cx’(t) . 13’(t)> = ti ______________ (t),I~’(t)I 113’(t)I ~ g~ u~ u’,J~ g.. üt’ &

donde X1.x = (u1,u2), xL13 = (U’, U2).

1L45. Dado un sistema de coordenadas (U,x), se llama curva u1—paramétrica a
cada una de las curvas c 1 —. M de la forma c(t) = x(t,u20), con Jx( u201 C U.
Análoga definición se tiene para las curvas u2—paramétricas.

1L46. Si ~~12 es el ángulo formado por las curvas paramétricas en un punto,
entonces

cosi3 — ________12

Se dice que un sistema de coordenadas es ortogonal su las curvas paramé—
tricas son ortogonales, lo que, por la fórmula anterior, equivale a que g,2 = O.

S.& Area de una superficie.
1L47.DEFINICION: Sea R c M tal que existe una parametrización (U,x) de M tal
que R C x(U). Se llama área de R al número positivo

Ix1Ax2I du1 du2 J 4W d& du2 (siendo g det (g11))
x (R) x~(R)

cuando esta integral existe (aunque sea como integral impropia).
Esta definición es independiente del sistema de coordenadas elegido tal que

R c x(U). En erecto, si (V,y) es otro sistema de coordenadas cumpliendo la
misma condición1 entonces
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J Iy1Ay2I dv1 dv2 = J ¡x1Ax~I Idet d(x1oy)I dv1 dv2 =

y~(R) y~(R)
í 12 í 12
j Ix1fsx2I du du = j Ix,Ax~I du du

x~1. y .y~(R) x’(P)
donde hemos emp]eado la regla del cambio de variable para una integral en la
igualdad que pasa de un renglón a otro.

11.48. JUSTIFICACION INTUITIVA DE LA DEFINICION DE AREA: Consideremos un
sistema de coordenadas x: U —. M. Sea ¿R un pequeño rectángulo en U de lados
¿u’, ¿u2. x(AR) es una región de x(U) cuyo borde está constituido por cuatro
segmentos de curvas coordenadas. El segmento de recta de x(u’,u2) a

x1 es una aproximación lineal del segmento de curva coordenada
entre x(u’,u2) y x(u1+Au’,u2) (en efecto:, empleando el desarrollo de Taylor,
x(u’+Au1,u2) = x(u’,u2) + ¿u1 x1 + O(Au1), y, también, dada la curva c(t) =

x(u1+t,u2), la longitud de c(t) entre t=O y t=Au1 viene aproximada, tomando el
desarrollo de Taylor de g1 ~, por

s(Au1)=J~&du1 =JÇ(~)~~1 +Q(Au1)=IAu1xI+O(Au1)/

Análogamente se aproxima el segmento de curva coordenada entre x(u) y
x(u’,u2+Au2) por el segmento de recta entre x(u) y x(u) + ¿u2 x2. Parece natural
también que el área de la región xC&R) quede aproximada por el paralelogramo de
Tx(u)M con un vértice en x(u) y lados determinados por los segmentos de recta
anteriores. Pero, según vimos en los Preliminares, el área de un tal
paralelogramo viene dada por IAu’x, A ¿U2 x21 = ¿u1 ¿u2 J~. El área de la
superficie vendrá aproximada por el lí mite de las ¿ reas de estos paralelogramos
cuando ¿u1 —+ O, lo que corresponde intuitivamente a la definición dada en 11.48.

Para una formalización y tratamiento riguroso de esta justificación
intuitiva puede consultarse [Do Carmo].
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Lección lOt EJEMPLOS CLÁSICOS DE SUPERFICIES.

S9. Superficies de revolución.

¡1.49. DEFINICION: Sea Luna 1—variedad de E3 conexa contenida en un plano 11
y sea ~ una recta contenida en el mismo plano 11 verificando una de las
siguientes condiciones:
a)Lfl~= 0 6 b) Lflfi~0 y i) Lyrsecortana lo sumo en dos puntos.

u) L es simétri%a respecto al eje g /c
iii) en los puntos de intersección la recta tangente a

L es perpendicular a r.
Se llama “fu de revolución’t de ‘generatrtr’ L y ‘eje de rotación’ £ al
lugar geométrico de los puntos de obtenidos por rotación de L alrededor de E.

11.50. NOTA: Intuitivamente es claro que las condiciones i) y iii) son
superfluas. La condición u) se exige para que la superficie no se corte a sí
misma, pues en tal caso no serí a superficie en los puntos de corte.

11.51.. TEOREMA: Una superficie de revolución es una superficie (en el sentido
de 11.1).
DEMOSTRACION: Consideremos (haciendo una rotación de ejes si es necesario)
la generatriz L contenida en el plano XZ y como eje Z de coordenadas el eje
de rotación r. Sea M la superficie de revolución de eje rotación £ y generatriz
L. Estudiaremos los casos a) y b) de 11.39 por separado.
Caso a): L fl r = 0. Sea ( (I~, c~))~EA una familia de sistemas de coordenadas
de L recubriendo L. Consideremos, para cada «EA,

= I~ x] O, 2i1, U~2 = x ]-i~~j~[, y x~1: U~1 —+M definidas por
x~.(u,v) = (x(u) cos y, x(u) sen y, z(u)), i = 1,2, siendo c~(t) = (x(t), O, z(t)).
Evidentemente la familia (x~~ (U~i))~EA, =12 recubre M. Vamos a ver que

cada (U~. x~.) es un sistema de coordenadas. Denotemos por Ja, b[ el intervalo
lO, 2T1[ ó el ]—n,’rr[ (según i= 1,2). Veamos que se verifica cada una de las
condiciones de la definición de sij~ema de ccftiienadas:
• x~ (U~1) es un abierto de M. En efecto: c~(I~) es un abierto de L; por lo tanto,

para cada p = ~ u~) = (x(u~) cos u~, x(u~) sen u~, z(u~)) e x~~(I~xla,b[)
=x~1(U~1) existe una bola abierta 5 de centro c~(u~) = (x(u~), O, z(u~)) y radio E

tal que su intersección con L está contenida en c~ (I&.
Supongamos primero que p t LURWL. Entonces, si ij d(p,l1) y r = mm Uq,E),

vamos a ver que 5(p,r) fl M c x~1(U~1). En efecto: p = x~. (u~, u~) = Ru2 c~(u~);
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sea q EM — xg.(Ug.), entonces q EL si 1=1 (6 Q E R~L si 1=2) 6 q = R~2 2 con

1= (x1 ,O, z1 ) e L—cg(Ig) c L—B(cg(U~),r). Si q e LCII, es evidente que qtB(p,r)flM.
Si q= R~2 2, entonces d(q,p) = d(R~2 £ , R~2 cg(u~)) =

ti q p

= d ((x2 cos u~, x2 sen u~, z2), (x~ cos u~, x~, sen u~, z~) =

2 2 22 21/2 2 2 21/2
= (x1 + x~—2x1 Xp cas (UqUp)4(ZÇZp) ) ~ (x1 + x~ — 2 x1 x~ + (z1—z~) )
= d((x2, O, z2), (x~,o,z~)) = d((2, cg(u~)) ~ r,

luego q~ 8(p,r) A M.
Si p E L, basta tomar ‘q = d(p,r) y repetir el argumento anterior para ver

que 5(p,r) A M c
• es continua, como se deduce de su expresión en coordenadas. Es inyectiva
por serlo cg. La aplicación inversa xg11 es también continua porque localmente

viene dada por las expresiones &= c’(Jx~+y~, o, z), u2= ar tg~ 6 u2= ar cot
que son continuas donde están definidas.
• La matriz de dxg. viene dada por
x’cosu2 — xsenu2
x’ sen u2 x cos u2 , siendo cg (u’) = (x(u’),0,z(u1)) y x’ =~ z’=

d& duo
y los tres determinantes e las submatrices 2x2 son

xxj, —xz’senu2, xzcosu2,
que solo se anulan simultáneamente para x(u1) = 0 , lo que no ocurre por estar
en el caso a), ó para K = O = z’, lo que tampoco ocurre por ser (Ig, cg) un
sistema de coordenadas. Luego dxg~ es inyectiva.
Caso b) L A r * 0. Para cada p e L—r , sea (Ig, c~) un sistema de coordenadas
de L en p (i.e. p ~ cg(Ig)). Sea un abierto contenido en ‘g tal que p ~ cg(Ip) y
cg(Ip)flr = 0. La familia de sistemas de coordenadas ((Ir, cp = c~Iip)Jp~_~
recubre L— ~y, a partir de ella se obtiene, como en el caso a), una familia de
sistemas de coordenadas [(Up~, xp~)]p~_~, i=1,2 que recubren M—g Sea ahora P ~
Mfl~ = Lí t Sea (I~,c~) un sistema de coordenadas de L en p. Como cp: 1p ~ LCR3
es una curva regular, existe un difeomorfismo w: J~ —. I~ tal que =

verifica I~(s)I = 1 (i.e. E~ es una reparametrización de c respecto de la longitud
de arco) y E~(0)= p.. Sea €> O tal que ]—t, t[ c J~ y b~ = EIJ_(,E[. Así la curva
br(s) = (x(s), O,z(s)) verifica z(s) = z(—s), x(—s) = —x(-s). Además, como L es
perpendicular a ~en p, se verifica b(O) (x’(O),O,z(O)) = (± 1,0,0). Entonces, por
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el teorema de la función inversa, como x~(O) = ± 1, existe un entorno 1 =

de O en el que la función f: I—~R/ Nt) = x(t) es un difeomorfismo sobre su
imagen. Como b~(I) es un abierto de L que contiene a p, existe 6 > O tal que
B(p,~)flL c b~(I).(B(p,~) es la bola abierta de ~3 de centro p y radio ~). Sea 6 tal
que b~(6) = S(p,~)flb~(I). Consideremos el abierto U = 5 (O,x(6)), bola abierta de

y x*: U —%1/ x*(u’,u2) = (u1,u2,z(f_1(,J(u1)2+ (u2)2))). Veamos que (U,x*) es
un sistema de coordenadas.
• x*(U) es un abierto de M, pues x*(U) = M fl B(pj).
• A partir de la expresión de x~ (es como el grafo de una aplicación continua) es
inmediato que x* es contInua, inyectiva, con inversa continua y con diferencial
inyectiva.

11.52. DEFINICION: Sea M una superficie de revolución . Las curvas de la
superficie que se obtienen por rotación de un punto se llaman paralelos y las
que se obtienen por intersección de la superficie con un plano conteniendo al eje
de rotación se llaman meridianos. Obsérvese que cualquier meridiano se puede
considerar como generatriz de M.

11.53: PROPOSICION: Sea (U,x) una parametrización de una superficie de
revolución de la forma x(u1, u2) = (f(u’) cos u2, «ul) sen u2, g(u1)) (donde (f,O,
g) es una parametrización de la 1—variedad generatriz L). Entonces los
coeficientes de la primera forma fundamental en este sistema de coordenadas
son

g11=f2~g~ g120 g22=f2.
DEIIOSTRACION: Calculemos:

= (f’ cos u2, f sen u2, g’), x2 = (—f sen u2, f cos u2, O),
g11=<x1,x1>=r2+g2, g12<)<1~)<2>0 g22=f2.

¡.54. NOTA: Obsérvese que en la parametrización de 11.43 los paralelos son las
curvas coordenadas u2, y los meridianos las curvas coordenadas u1, y que g12 = O,
i.e., en estos sistemas de coordenadas las curvas coordenadas son ortogonales.

¡1.55. EJERCICIO: Si la 1—variedad generatirz L es orientable y M es una~
superficie de revolución de eje u con Lfl ~ = 0, entonces M es orientable.

Si O. Superficies regladas
Una superficie reglada es la que se obtiene por el movimiento de una recta

que se apoya sobre una curva. Con más precisión:
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11.56: Sea c: una curva geométrica regular (en el sentido del capí tulo 1).
Sea w: I—~R3 una función diferenciable tal que w(u) • O vucI. Se llama
superficie reglada de directriz c al conjunto imagen de la aplicación

~/ (II.5,7~1) x: 1 XJ_.313/ x(u,v)= c(u)+ y w(u),
Siendo J un intervalo abierto de E (con frecuencia J = E).

Para cada u = u, E 1, el conjunto (x(u.,, y) veJi es una recta o segmento
abierto de recta. Cada una de estas rectas se llama generatriz de la superficie.

Al estudiar ejemplos o tipos concretos de superficies regladas veremos que
estos ejemplos son superficies en el sentido de la definición 11.1. en “casi
todos sus puntos’. Para esos puntos en los que una superficie reglada es
superficie tiene sentido hablar de plano tangente, y ello permite dar la
definición del primer tipo de estas superficies.

11.57. DEFINICION: Una superficie reglada M se dice desarrollable si en los
0 (7 puntos en los que (11.571) define un sistema de coordenadas de un abierto

U c 1 x J sobre un subconjunto de M se verifica que su plano tangente (o, lo que
es lo mismo, su vector normal) es constante a lo largo de cada generatriz.

En los puntos de M en los que está definido el concepto de desarrollable,
decir que el vector normal N es constante a lo largo de cada generatriz es
equivalente a decir que es constante a lo largo de las curvas y—coordenadas, i.e.
ser desarrollable equivale a aN/av = O.

11.58. PROPOSICION: Una superficie reglada M dada por (11.5tO es una / t
superficie reglada desarrollable su en los puntos en los que (11.5/1) define un / 6’
sistema de coordenadas se verifica

< c~ A W, W•> = O
DEt1OSTRACION: Por ser <N,N> = 1, derivando < N~,N >= O (N~ & N/av), luego
N~ es tangente a M. Por otra parte, derivando en (II.rn. 1) se tiene “5

Xu = c(u) + y w~(u), Xv = w(u), Xuv= W’, Xvv =
Como (N~x\, (u,v) e TX(uv)T~li Ny es cero su es perpendicular a los dos vectores
de la base de TX(uv)Mi Xu Y Xv. Ahora bien:

O <N, Xu> = <Ny, Xu> <N, Xuv> = <Ny1 Xu> <N, w’>

0t<N,Xv> =<NviXv> +<N,Xvv> <NviXv>.
Luego N~= O su <N, w’> = O su <XuAXv, W’> < c’ vW’)t\ w, w’>=

=<c’A w, w’>= O c.q.d.

11.59. DEFINICION: Sea c: I—.E3 una curva (geométrica) regular. Se llama
superficie desarrollable tangencial de dicha curva a la superficie reglada dada
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por x: 1 x i—÷i~i x(u,v) = c(u) + y c~(u).
Evidentemente la desarrollable tangencial de una curva es una superficie

reglada desarrollable, puesto que < C’A w, w>= < cA c, c”>= O.

1L60. NOTA: Para que la superficie desarrollable tangencial de una curva eur~
c sea una superficie de la cual x(u,v) = c(u) + y c’(u) sea un sistema de
coordenadas es necesario que c tenga curvatura no nula en todo punto. En
efecto, que x sea un sistema de coordenadas implica que dx sea inyectiva, lo

que equivale a x~ A x~, = (c’÷vc”) A c = y c” A c’ * O, lo que equivale a k = Ic’AC’i
1 ci

* O (recuérdese (cfr cap 1) que esto también equivale a que se cumplan las
condiciones del teorema de existencia y unicidad de referencia de Frenet
distinguida, o a que c~ y c” sean linealmente independientes).

Obsérvese también que, por el mismo motivo del párrafo anterior, en los
puntos de la curva c(u) (puntos v= O) x(u,v) no es un sistema de coordenadas de
la desarrollable tangencial. Se dice que los puntos de la curva c son puntos
singulares de su desarrollable tangencial. Por ejemplo, si c es una
circunferencia, su desarrollable tangencial es todo el plano en que está
contenida menos el interior del disco que determina c, y este conjunto en los
puntos de c no es ni siquiera una superficie.

1L61. DEFINICION: Sea c: I—i13 una curva regular plana, X un vector fijo de
no paralelo al plano que contiene a cG). Se llama cilindro de curva directriz c y
generatriz X a la superficie reglada dada por x(u,v) = c(u) + vX, (uy) e IxE.

Evidentemente un cilindro es una superficie reglada desarrollable, pues
< CA W, W’> = < c’ A W, O> = O.

11.62. PROPOSICION: Si c (1) es una 1—variedad y la restricción c11. de c a
subintervalos I~ C 1 da sistemas de coordenadas de c(I) recubriendo c(I),
entonces el cilindro M = ( x(u,v) = c(u) + vX, (u,v) E Ixfl} es una superficie en el
sentido de 11.1 y xl1~1 son sistemas de coordenadas de esta superficie.
DEMOSTRACION: Sean I~, UI1 1, los subintervalos de 1 tales que (I1,ci1.) es
un sistema de coordenadas de c(I). vamos a ver que M, ((Ii x R, x1
cumplen las condiciones de la definición de superficie 11.1.:
XIi.x& es biyectiva y continua por serlo c (c(u1) ÷ v~X — (c(u2) t v~X) O

+4 c(u1) — c(u2) + (v1—v2)X = 0 4+ c(u1) — c(u2) = O y v1—v2 = O, ya que
c(u1) — c(u2) está en el plano que contiene a c(I) y X no).
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es continua. En efecto, tenemos lxi = 1 y el plano xv como plano conte
niendo a c(I), se tiene entonces que, si c(u) = (x1(u), x2(u),O), entonces x(u,v) =

(x1÷vX’, x2~vX2, vX3), siendo X = (X11X21X3), de donde resulta que, si x(u,v) = (~1,

c2 c3), entonces y = ~, c(u) = (c’- vX1,c2 — vx2,O), luego x’(c1, c2, c3) =

(c1(&—~3%, ~2_~3S, O), —y), que es continua.x x x
x(11 x E) es un abierto de £1 = XCI X E). En efecto, consideremos la aplicación

f: x(I x E) —. cG)! f(x(u,v)) = f(c(u) + vX) = c(u), que es la restricción a M de la

aplicación ?‘ proyección sobre 11 en la dirección de X: ?‘(p) = p + x
(p~efl, N .111, TI plano conteniendo c(I)), que es contí nua, luego f es continua.

Como cG1) es un abierto de cO), r’(c(I~)) es un abierto de M, pero r1(c(11)) =

(c(u) ÷ vX/uEIIl = x(11x E.
• x es diferenciable por serlo c.
• dx es inyectiva. En efecto, dx inyectiva equivale a que )(UAXV * 0, pero XUAXV =

c’ A X t O ya que c’ está en el plano que contiene a c(I) y X no.

11.63. DEFINICION: Sea c: I—+E~ una curva regular plana (c(I)C plano II) y sea
pcR3—lT. Llamaremos cono de vértice p y curva directriz c a la superficie reglada

x(u,v) = c(u) + y (c(u)—p) = (1 ÷v) c(u) — y p Cu,v) e IxE.

Evidentemente se trata de una superficie reglada desarrollable, pues <c~Aw, w’> =

= < C A (c—p), c’> = O.

11.64. PROPOSICION: Sea M un cono de vértice p y curva directriz c:I—+13. Si
c(I) es una 1—variedad y la restricción cI1~ de c a subintervalos lic 1 da
sistemas cte coordenadas de c(I) tales que Uc(11) = c(I), entonces M—[p) es una
superficie en el sentido de 11.1 y XIIIXCR_(_1)) son sistemas de coordenadas de
esta superficie.
DEMOSTRACION: Evidentemente U1 x(I1x(E—(—1))) = x(Ix(E—(—1fl) = M—(p).
Veamos que cada (11x(E—(—l])), x) cumple las condiciones de la definición II.1.~
XIIix(R_(_1)) es biyectiva y continua por serlo c (c(u1) + v1(c(u1)—p) = c(u~) +

(c(u2)—p) -4 (c(u1) — c(u2) = y2 (c(u2)—p) —v1(c(u1)— p).= y2 (c(u2)—c(u1)) — (v1—v2)
(c(u1)—p), y como c(u1) — c(u2) e ny c(u1) —p «11, v1—v2 O, y esto implica, como
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v*—1,quec(u1)=c(u2),y u1 =u~.).
• es continua. En efecto, tomando c contenida en el plano XV y p = (xo,y.,zo),
x(u,v) = (1 +v) (x’(u), x2(u),O) — v(xo,yo,z.) = ((1 ~v)x’— vx~, (1 ÷v)x2 — vy., — vz.), de

donde x~(:1, ~2 ~3) = (cr1((~’- *-~°~ / (1+v), (~2 - ~i) / (1w)), 3)

(donde y = -!~ que es continua.
• x(11x(n—{—1))) es un abierto de M—(p]. En efecto, consideremos la aplicación
f:M—{p) —. c(I) dada por f(c(u) = v(c(u)—p) = c(u), que es la restricción a M de
r: R3-ll’—.3TT dada por T(q) = p + ~P’P,~ (qp) (p.E11, Nfll), siendo 11’ el plano

paralelo a II pasando por p, luego f es continua. Como c(11) es un abierto de c(I),

f1(c(11)) = x(11xR—[—11 es un abierto de M—(pJ.
• x es diferenciable por serlo c.
• dx es inyectiva. En efecto, Xu A Xv = (1 +v) C’ A (c—p) + O, puesto que c’dfl y
(c—p) 4 11.

11.65. NOTA: Observemos que la superficie reglada representada por
x(u,v) = c(u) + y w(u) (u,v) c 1 x ~ es la misma que la representada por
x~(u,v) = c(u) + y ~ (u) (u,v) E lxi; i.e. x*(Ixi) = x (lxi) = M, y las dos tienen
la misma curva directriz y las mismas rectas generatrices. Además, si (U, x) es
un sistema de coordenadas para un subconjunto de M que es superficie,
entonces (r’(U), x~) es un sistema de coordenadas del mismo subconjunto,
siendo f: IxR —+IxR/ (u,v) ‘—, (u,~ ya que x~ = x.f y f es diferenciable con

inversa rt (u,v) —~ (u, IwI y) diferenciable.
Por lo tanto, a partir de ahora consideraremos superficies regladas en las

que wH 1.

¡1.66. DEFINICION: Una superficie reglada x(u,v) = c(u) + vw(u) (con ~w(u)I=1)
diremos que es no cilí ndrica si para todo u E 1, w’(u) * O (por oposición a lo que
ocurre en los cilindros de la definición 11.62).

11.67. DEFINICION: Sea M una superficie reglada no cilí ndrica. Se llama 1/hes
cte estricción de M a una curva regular sobre M tal que, en cada punto, su
vector tangente es perpendicular a w’(u).

Si consideramos, por ejemplo, la superficie desarrollable tangencial de una
curva c, una lí nea de estricción de dicha superficie serí a la propia curva c.
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1L58. DEFINICION: Dadas dos aplicaciones x: ¡xJ — R3/ x(u,v) = c(u) + y w(u),
x~: ~ExJ* —.~ = c~(u~) + v~ w*(u~) representan la misma
superficie reglada con curvas directrices distintas si existe un difeomorfismo
‘p: 1—. I~ tal que w*(, (u) ) = w(u) y las rectas c*(, (u) ) + v% w~(, (u) ) y c(u)
+ y w(u) coinciden para cada u c 1.

*t69. PROPOSICION: Si x(u,v) = c(u) + vw(u) es una superficie reglada no
cilí ndrica, su lí nea de estricción es la curva p(u) = c(u) + v(u) w(u), donde v(u) =

= — (c (u), w (u)> Además, la lí nea de estricción no depende de la elección de la
<w’(u), w’(u)>

directriz para la superficie reglada.
DEMOSTRACION: Si existe una lí nea de estricción, ha de ser una curva de x(u,v)
y, por lo tanto, localmente ha de escribirse como p(u) = c(u) — v(u) w(u), con v(u)
diferenciable si p lo es. Para que una tal curva p sea lí nea de estricción ha de
verificarse que <p w> = 0, i.e. <C + y’ w + y w’ , w> = 0, pero como IwI=1,

= 0, luego <~‘ w’> = O equivale a <c’, w> = — y <w, w’>, i.e. v=
— ‘Cc 1W> . Por otro lado y definida de esta forma es diferenciable y hace de p
(w.,w.>

una lí nea de estricción, con lo que queda probada la primera parte de la
proposición.

Sea ahora x*(u*,v~) = c*(u~~ + v*w*(u*) una parametrización de la misma
superficie reglada con curva directriz c~~(u*). De acuerdo con la primera parte de

<c*’,w*>la proposicion su curva directriz sera pX(u*)= c*(u*Y — . . w*(u~).
Sea p: I—,I’~ el difeomorfismo tal que w*.w(u) = w(u) y las rectas c*.p(u) +

y* w*.,(u) y c(u) + y w(u) coinciden. Sea f= q~1. La coincidencia de las rectas
anteriores define una aplicación (uy) ‘—. v’~(u,v) tal que c’~ow (u) + y* (uy)
w*o(p(u) = c(u) + y w(u). Se tiene entonces que:

<(c*.q)’f’, (w*.cp)f’>
1 w*.,(u) =<(w*.,)f,(w*.,) r >

<c’+vw -— (w*.w)_v*(w*otp) ,(w*.w)>
c(u) + vw(u) — v*(u,v)w*.cp(u) — au (w*ow)

<(w.,Y, (w*.cpY>
=Icomo <w,w’> = 01

c(u) + vw(u) — y*w(u) - <C,W> w — y <w,w’> w + yX <w’1w’> w =

lo que prueba la segunda parte de la proposición. O.

Vamos a dar ahora una interpretación geométrica de la lí nea de estricción.
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¡1.70. NOTA: Dada una superficie reglada no cilí ndrica x(u,v) = c(u) + vw(u),
iwi = 1, sea L~ la generatriz pasando por c(u). Como w* 0, para E
suficientemente pequeño, LU+E no es paralela a L~. Al no ser L~ y LU+E
paralelas, existirá un punto p(E) de L~ y otro de Lu+E únicos tales que la
distancia entre ellos sea la distancia entre L~ y LU+E. Vamos a ver que cuando E
—.0, pW—,Wu) (punto de la lí nea de estricción en La). En efecto:

Consideremos primero el caso general de dos rectas de i~, a~tX, b~tY,
ixi = IYI= 1, X * Y. Sean a + t.X, b +t1y los puntos donde se alcanza la mí nima
distancia entre las dos rectas. Entonces el vector que une los dos puntos es
perpendicular a los vectores directores de las rectas, i.e.
<b÷ t1Y—(a + t.X), X> =0 y <b + t1Y— (a+t0X),Y> = 0, de donde

2
÷ — <b—a,X>IYI — <b—a,Y><Y,X>

2 2 2lxi [vi —

Consideremos ahora el caso en que las rectas son L~ = c(u) ÷ vw(u) y
LU+E = c(un) + y w(un). Entonces, por la discusión hecha antes para el caso
general, PCE) = c(u) + v(E) w (u), con

v(E) = <c(u) — c(u+E), w(u)> — <c(u) — cCun), w(un)> <w(u), w (un)>
<w(u), w(un)>2—1

Tomando lí mites cuando E —+0, aplicando la regla de l’Hópital dos
veces, queda:
1 im vft) =1 i m ([(—d(u+€),w(u) >—((—<c’(u+E),w(u+E)>+ <c(u)-c(u~E),w’(u+E) > )< w(u),w(un)> +

+ <c(u)—c(u÷€),wCu+€) > < w(u),w’(un) > ) 1/2<w(u),w(u+€) > <w(u),w’(u+E)> 1 =

= hm [—<c”(un),w(u)>—{(—<c”,w>—<c’,w’>—<c’,w>+o). 1~0~

+(<—c’,w>+O)<w,w>+O}J/[ 2<w,w’ ><w,w’>÷2. 1.<w,w”>J =

= < c’,w’>/< w,w”>,
y como iwl = 1 implica <w,w’> = O y <w,w”> + (w’,w’> = 0, resulta que

< c’(u), w’Cu)>hm v(E) = — ________________ =

E—)O <w’(u), w’(u)>
de donde p(E) p(u). O.

La próxima proposición dice que los puntos singulares de una superficie
reglada no cilí ndrica (i.e., los puntos donde dx no es inyectiva) se distribuyen a
lo largo de su lí nea de estricción:

D 70



SUPERFICIES DE R3

1L71. PROPOSICION: Si M es una superficie reglada no cilí ndrica se puede
parametrizar de la forma x(u,v) = ~(u) + y w(u), donde p(u) es la lí nea de
estricción de M, y los puntos singulares de la parametrización, si existen, están
contenidos en la lí nea de estricción.
DEMOSTRACION: Dada una parametrización x*(u,v) = c(u) + v~t w(u) de M, x(u,v)
= p(u) + y w(u) verifica las condiciones de 11.69 con cp = id, lo que prueba la
primera aserción de la proposición. Veamos ahora como son los puntos
singulares de x. Son aquellos en lo que IX1jAXvI = O, pero XuAXv = (p + VW)AW =

= ~‘AW + y W’AW. Ahora bien, <w’,w> = O, y <f3,w>= O, luego ~Aw = = Xw y
Ix~Ax~I2 = IX w’ + y wAwI2 = 1x12 Iw’I2~ 1v12 IwAwI2 = O su X = O = y, ya que w’ *
O por ser M no cilí ndrica y, por tanto, w’Aw*O. Por lo tanto Ix~Ax~I = O implica
y = O, i.e., los puntos en los que x~Ax~ = O están en p. U.

11.72. NOTA: A lo largo de la demostración anterior hemos visto que para que
un punto de la lí nea de estricción sea un punto singular es necesario y
suficiente que X = O, siendo BAW = Xw. De esta última expresión podemos

calcular X = <, ~ , de modo que X = O su <pAw, w’> = O (que es la
condición —cfr.II.59— para que una superficie reglada sea desarrollable).

El parámetro X(u) anterior se llama parámetro de distribución de la
superficie reglada x. U.

11.73. COROLARIO: En una superficie reglada desarrollable no cilí ndrica la
lí nea de estricción p es el conjunto de los puntos singulares de la
parametrización x(u,v) = p(u) + y w(u). U.

Veamos ahora algunos ejemplos de superficies regladas no desarrollables.

11.74. LA CINTA DE MOBIUS (cfr.II.38) es
considerando la pa-anetrización

x(u,v) = (2 sen u, 2 cos u, O) +
y (—sen sen u, — sen cos u, cos

y no es desarrollable porque
2 * O.

11.75. EL HELICOIDE es la superficie
reglada M lugar geométrico de las rectas
que pasan por la hélice (cos u, sen u, a u) y
cortan al eje Z perpendicularmente. Se
puede parametrizar por la aplicación

reglada, como se ve
z

una superf icie

7
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lo que indica que x1 también es continua. Luego x: 112_41 es un homeomorfismo.
Además XUAXV = (— y sen u, y cas u, a) A (cos u, sen u, O) = (—a sen u, a cos u, —y)
* O para todo (uy) E E2, luego dx es inyectiva en todo punto.

Además, en el helicoide w’(u) = (—sen u, cas u, O) * O, i.e., el helicoide es
una superficie reglada no cilí ndrica y, — <c’,w’> = O, i.e. (O, O, au) es su lí nea de
estricción. Entonces, como x(u,v) es un sistema de coordenadas (lo que implica
que x es no singular) para todo u,veR2. de 11.73 se sigue que M no es
desarrollable. Esta se puede ver ta-nbién mediante el cálculo directo: <c’Aw,w’> =

= (O, O, au) A (cas u, sen u, O), (—sen u, cos u, O)>= a * o.
11.76. Vamos a dar ahora una aproximación a una clasificación de las
superficies desarrollables no cilí ndricas. Usando como curva directriz la lí nea
de e?Itricción, se pueden parametrizar en la forma

a) Si p’(u) = O vucI
es un cono de vértice ese punto.

x(u,v) = p(u) + y w(u). /5

PIw = jjj, con lo cual Z

ESFERA: Ecuación implí cita: x2+y2+z2 = a2.
Se puede considerar como una superficie de
revolución.

SUPERFtCIES DE E3
~ U Lø

x: E2—tlcR3 dada por x(u,v) = (O, O, au) + y (cos u, sen u, O) = (y cos u, y sen u,
au). M es una superficie en todos sus puntos, ya que (R2,x) es un sistema de ~ .~ ~Ji~//‘4
coordenadas recubriendo M. En efecto: x(E2) es un abierto de M por ser todo M; 4t~’.,-
x es inyectiva, pues si (y’ cos u’, y’ sen u’, au’) = (y cas u, y sen u, au), entonces d

u = u’ y y = y’; x es contí nua evidentemente y, localmente, su inversa se
puede expresar por

x’(z1, z2
3 ) ó x1(z1, z2, x~)

3

=

%2
1,

sen—r /ces

b) Si p~(u) * O vu~I, como

la lí nea de estricción es un punto y la superficie

<p’Aw, w’> = O por ser desarrollable y w y
p’ son ortogonales a w’ entonces p’ es paralelo a w, i.e.,
es la desarrollable tangencial de p.

Sil. Superficies cuádricas.

(i.e. M = r’(O), donde
Son aquellas que vienen definidas por una ecuación de la forma f(x,y,z) = O

f(x1, x2, x3)= ~ a~• x1, x~ ~ b1x’~ c.
1,)

Básicamente las superficies cuádricas se reducen a alguno de los tipos
siguientes (ver Geometrí a 2~).
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SUPERFICIES DE R3

ELIPSOIDE: Esta superficie tiene la ecua—

ci ón

Los planos perpendiculares a los ejes
cortan a la superficie en una familia de
elipses semejantes.
Si a = b los planos perpendiculares a]
eje Z cortan a la superficie en
circunferencias y el elipsoide es entonces
una superficie de revolución (elipsoide de
revolución) alrededor del eje 1.

HIPERBOLOIDE ELIPTICO DE UNA HOJA
2 ~2 2

Tiene la ecuación _L+L_—Z~~= 1
a2 b2 c2

Las secciones de la superficie con planos
perpendiculares al eje Z son elipses, y cono
los planos perpendiculares a los ejes X e Y
son hipérbolas. Cuando a = b se puede
obtener por revolución de una hipérbola
alrededor del eje Z (hiperboloide de
revolución).
Es una superficie reglada. Más, doblemente reglada. Puede ser parametrizada por:

x(u,v)=(acosu, bsen u, O)+ v(—a sen u, b cos u, c) ó por
x (u, y) = (a cos u, b sen u, O) + y (a sen u, —b cos u, c).

2 u2
En ambos casos las rectas generatrices pasan por la elipse 4 + .L~= ~, z = O, y

ab
son perpendiculares al radio vector en cada punto, pero tienen direcciones
diferentes. Para un hiperboloide de revolución es posible demostrar visualmente
que se trata de una superficie reglada mediante el aparato de la figura a
continuación -~ --- -~
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HIPERBOLOIDE ELIPTICO DE DOS 1-CiAS.
2 u2 2

La ecuación es _?S5~+L3.—.%.=--l
a~c

Los planos perpendiculares al eje 7 cortan
a la superficie (cuando la cortan) en
elipses, y los perpendiculares a los ejes X
e Y en hipérbolas. Sin embargo la
superficie tiene un aspecto muy diferente
al del hiperboloide elí ptico de una hoja.
Una vez más, cuando a = b se trata de una
superficie de revolución.

PARABOLOIDE ELI PTICO
2 u2

Laecuaciónes
a b

Los planos perpendiculares al eje Z cortan
a la superficie en elipses semejantes. Los
planos perpendiculares a los otros ejes la
cortan en parábolas. Cuando a= b tenemos
un paraboloide de revolución.

PARABOLOIDE III PERBOLICO
2

La ecuación es z = ~ ~‘--~---~

a2 b2
Los planos perpendiculares al eje Y cortan a la superficie en parábolas, y los
perpendiculares al eje X la cortan en parábolas apuntando hacia el lado opuesto.
Los planos perpendiculares al eje 7 cortan a la superficie en hipérbolas con el
eje en una dirección cuando el plano está por encima del plano XV, y con el eje
en dirección perpendicular cuando el plano está por debajo del plano XV. El plano
XY corta a la superficie en dos rectas que se cortan en el origen.

Esta superficie es doblemente reglada. Puede parametrizarse como
x(u,v) = (au, O,u2) + v(a,b, 2u) ó x(u,v) = (au,O,u2) t v(a, —b, 2u).

z .z~ .t

y

e

y
x
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PROBLEMA3~P. II

PROBLEMAS DEL CAPITULO II

1.— Demostrar que la esfera es una superficie a) usando coordenadas
esféricas b) usando la proyección estereográfica.

2.— Demostrar que el cilindro C = {(x,y,z) E R~ ¡ x2+y2 = r2} es una
superficie a) usando proyecciones sobre los planos coordenados,
b)usando coordenadas cilindricas, c)usando el teorema de la función
implicita.

3.— Sea f: 13 —, E / f(x,y,z) = z2. ¿Es fl(0) una superficie regular?.
Comentar la respuesta.

4.— Sean dos puntos p(t) y q(t) que se mueven con la misma velocidad,
p(t) partiendo de (0,0,0) se mueve sobre el eje Z y q(t) partiendo de
(a,0,0), axO, se mueve paralelamente al eje Y. La recta que une ambos
puntos en sus diferentes posiciones genera una superficie 5. Demostrar
que 5 es una superficie regular. ¿Qué tipo de superficie es?.

5.— Demostrar que si todas las rectas normales a una superficie conexa
pasan por un punto fijo, entonces la superficie está contenida en una
esfera.y calcular dh(p)(w), w E T~M.

7.— Sea ~2 c R~ la esfera unidad de centro el origen, y sea :

—, 13 la rotación de ángulo O alrededor del eje 2. Ver que ~

restringida a ~2 es una aplicación diferenciable de ~2 en si misma y
calcular (dR2,0)(p) en un punto arbitrario p de ~2•

9.— Mostrar que la ecuación del plano tangente de una superficie que es
el grafo de una función diferenciable z=f(x,y) en el punto Po = (x0,y0)
viene dado por z = f(x0,y0) + f~(x0,y0)(x—x0) + f~(x0,y0)(y—y0).
Mostrar, con ello, que el plano tangente es (en un sentido que hay que
precisar) el graf o de la diferencial df(p).

9.— SeaS c 13 una superficie, y sea f:S —‘ E dada por f(p) = Ip—po~,
donde pES, p0E 13, p~S. (a)Probar que f es diferenciable. (b)Probar
que df(p) = O su la recta uniendo p con Po es normal a 5 en p.

10.— Sea x(O,Ø) = (sen O cos Ø, sen 8 sen Ø, cos O) una parametrización
de la esfera unidad g2• Sea P el plano x = z cot c*, 0< Q < ti, y Bel
ángulo agudo que la curva P ñ g2 forma con el semimeridiano 4 =
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Calcular cas 13.

11.— Dada la superficie parametrizada
x(u,v) = (u cos y, u sen y, log cOS y + u), —itI2 < y < n12,

mostrar que las dos cunas x(ui,v), x(u2,v) determinan segmentos de
longitudes iguales sobre todas las cunas x(u,cte).

12.— Mostrar que x(u,v) = (u sena cosv, u sena senv, u coso) O<u<°°,
Ocv<2n, cz=cte, es una parametrización del cono con 20 como ángulo del
vértice. En el correspondiente entorno coordenado, demostrar que la
cuna x(c exp(v senO cotB), y) c=cte, 13=cte, corta a las generatrices
del cono (curvas v=cte) bajo el ángulo cte 13.

13.—Supongamos que las curvas paramétricas sobre una superficie 14 son
ortogonales. Probar que la ecuación diferencial de las curvas de M
bisecando los ángulos de las lineas paramétricas es E(du)2 —G(dv)2 = O.

14.— a)Las curvas coordenadas de una parametrización x(u,v) se dice que
constituyen una red de Tchebyshef si las longitudes de los lados
opuestos de cualquier cuadrilátero f orinado por ellas son iguales.
Mostrar que una condición necesaria y suficiente para esto es (8E/av) =

(&3/du) = O. b)Probar que cuando las cunas coordenadas constituyen una
red de Tchebyshef es posible parametrizar el entorno coordenado de tal
manera que los nuevos coeficientes de la primera forma fundamental sean
E=1, F=cosú, (3=1, donde O es el ángulo que forman las cunas
coordenadas.

15.—Sea 14 una superficie orientable y sean {U0J y {V13} dos familias de

entornos coordenados que recubren M y satisfacen (cada familia) la
condición de que los cambios de coordenadas tienen jacobiano positivo.
Decimos que {U0} y {V13} determinan la misma orientación de 14 si la

unión de las dos familias satisface de nuevo esta condición. Probar que
una superficie orientable y conexa solo puede tener doe orientaciones
distintas.

16.—Sea f:Mi —, un difeomorfismo de superficies. (a)Mostrar que Mi es
orientable 5ii. ~2 lo es (i.e. la orientabilidad se conserva por
difeomorfismos).(b)Sean M1 y M2 orientables y orientadas. Probar que el
difeomorfismo f induce una orientación en ~2• Usar la aplicación
antipoda de la esfera (la que a un punto le hace corresponder su opuesto
o antipoda) para mostrar que esta orientación puede ser distinta de la
inicial (asi, la orientación misma puede no conservarse por
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difeomorfismos; notar, sin embargo, que si M1 y ~ son conexas,
undifeomorfismo o conserva o invierte la orientación).

17.—Calcular el área del toro obtenido por revolución de una
circunferenciade radio a alrededor de un e:je en el plano de esta
circunferencia a una distancia b de su centro (b>a).

18.—Calcular el área de la trompeta: superficie obtenidad por revolución
de la curva (u, c eu/c,O) alrededor del eje x. (c es una constante).

19.—Sea c:I —~ una curva parametrizada regular. Se llama tubo
regular de radio r alrededor de c a la superficie parametrizada x(s,v) =

c(s) + r (e2(s) cosv +e3(s) senv). Cuando x(s,v) es una superficie
regular, probar que su área es igual a 2nr veces la longitud de c.

20.—Mostrar que sobre una superficie l’Í con parámetros u, y las
trayectorias ortogonales de las curvas a du + b dv = O vienen dadas por
(E b —F a) du + (E’ b — G a) dv = 0.

21.—Sea O el ángulo en el punto (u,v) entre las dos direcciones dadas
por la ecuación a (du)2 + 2 b ¿u dv + c (dv)2 = O. Probar que
tg O = 2(v”(EG—F2) v’(b2—ac) 1 (E o — 2 F b + G a)).

22.—Dar una expresión de la primera forma fundamental cuando una
superficie viene dada por z=g(x,y) y cuando viene dada por f(x,y,z) = 0.

23.— Demostrar que si todas las rectas normales a una superficie M
cortan a una recta fija r, y los planos ortogonales a r y los que
contienen a r cortan a M en 1—variedades conexas, entonces M está
incluida en una superficie de revolución.
24.— La superficie x(u,v)= (u2 + 2 u y, u + y, u3 + 3 u2 y), ¿es
reglada?, ¿cuando es desarrollable?.

25.— Dada la superficie x(u,v) = (a cosv + a u senv, a senv — a u cosv,
b u). (a)Ver que es una superficie reglada no desarrollable. (b)Calcular
la lí nea de estricción. (c)Ver que las generatrices cortan a la linea de
estricción bajo un ángulo constante.

26.— Demostrar que la superficie z = a x y, a≠0, es una superficie
reglada. Hallar la lí nea de estricción.
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GEONETRIA LOCAL EXTRIN5E~

CAPITULO III: GIEOME[RIA LOCAL EXTRINSECA DE UNA SUPERFICIE DE t~

Lección 1 1?: APLICACION DE WEINGARTEN

Si. Preliminares
El estudio loca] de las curvas realizado en el capí tulo 1 se basaba en la

obtención de fórmulas que daban la variación de una referencia canónica
asociada a la curva. En el caso de una superficie no hay una referencia canónica
(depende del sistema de coordenadas), pero sí hay localmente un campo
vectorial bien definido (salvo el signo): el vector unitario normal. Será la
variación de este vector la herramienta que usaremos para el estudio de la
forma local de la superficie. Esta variación vendrá dada por un endomorfismo
lineal en cada espacio tangente que llamaremos “aplicación de Weingarten” u
“operador de forma”. Como en el caso de las curvas, se justificará que este
operador realmente mide la forma de la superficie al demostrar que dos
superficies congruentes tiene los mismos •‘operadores de forma”. Consecuencia
de ello será que los invariantes algebraicos (determinante, traza ) de los
operadores de forma tendrán un significado geométrico en la superficie.

Para dar una formalización a la expresión “variación del campo vectorial
unitario normal” necesitamos primero hacer algunas consideraciones:

En 11.30. introdujimos el concepto de campo vectorial a lo largo de una
superficie. Un tal campo vectorial resulta ser una aplicación entre
subvariedades de R3 y T13e ~6, por lo tanto tiene sentido hablar de su
diferencial y, por analogí a con el caso de las aplicaciones entre espacios
euclí deos, de la derivada direccional:

111.1 ~NOTA: Dado un campo vecÁtorial Z: U —, TR3 sobre un abierto U de una /ip
superficie M, de acuerdo con 11.30, se puede considerar Z de la forma Z(p) = (p,
Z~(p)), siendo Z*: U—+ i~ una aplicación diferenciable, y dZ = IWdZ*, con lo cual
dZ y dZ* llevan la misma información sobre el campo Z. De ahora en adelante por
dZ entenderemos dZ*.

Por otro lado, la identificación natural de Tz*(p) R3 con T~ i~ mediante la
aplicación w:Tz*( ~)R3-4TpR3/(P((Z’~(p),Y)) = (pj’) permite considerar dZ*(p)
como aplicación de T~M en TpR3.

Seguiremos a partir de ahora los dos convenios anteriores, i.e, dado un
campo vectorial Z sobre un abierto U de M, identificaremos dZ(p)(X) con
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APLI~ICION DE WEINt~1RTEN

w(dZ*(p)X) 1#XeT~M, V~ElJ.

111.2. NOTA: Dado un campo vectorial 1 sobre M, de la nota anterior y de
(11.22.1) resulta que vptl, VXET~M y una curva c: 1-41 tal que c(O) = p, c’(O) =

X, se tiene:
(111.2.1.) dZ(p) X = (Z.c)(O) (considerado como vector de T~R3).

Recordemos que para f:~ vcEm, la derivada direccional Dvf de f en la
dirección del vector y en el punto p verifica

D~f = df(p) y = .~ (f.c(t))1t0
siendo c: I—.E~ una curva de E~ tal que c(O) = p, c’(O) = y. Por tanto, resulta
natural ahora dar la siguiente definición:

111.3. DEFINICION: Sea U un abierto de la superfike M, pctJ, XeT~M, Z un
campo vectorial sobre U. La derivada direccional de Z en la dirección de X es el
vector

DxZ = dZ(p)X c T~R3.

111.4. PROPO5ICION: Si Z es la restricción a un abierto U de M de un campo
vectorial ~ definido sobre un abierto V de E3, U c y, entonces DJ = DXZ.
DEMOSTRACION: Es consecuencia de (111.2.1.).

£2. ADlicaciones de Bauss y Weingarten
111.5. DEFINICION: Sea M una superficie de E3, pdl, U
conteniendo p tal que existe un campo vectorial unitario N
“aplicación de Weingarten” u “operador formaS’ de M en
orientación N a la aplicación lineal LpTpM—+TpM dada
= —dN(p)X.

Esta aplicación está bien definida. En efecto: sea c: 1—sM tal que c(O) =

c’(O) = X. Entonces, por (111.2.1), L~X = — DxN = —dN(p)X —(d(N.c)/dtW), de donde
<LpX,N(p)> = <-(N.c)’, N(p) > =~ < N.c, N.cY (O) =j, luego L~XcT~M.

111.6. NOTA: Puesto que N es unitario, la aplicación Ñ: M—*52 dada por Ñ(p)
3 3 . . . . . ‘~Icp(N(p)jjsiendo ‘p: TpR —+E el isomorfismo canomco w(p,Y) = Y) esta bien Ái

definida, y se llama “aplicación de Gauss’. Resulta entonces de 111.5. que salvo ~‘V° ~)
el isomorfismo canónico *: Tg(~) 52 ~ T~M 1 4’(N(p), X) = (p,X), la aplicación de
Weingarten es la diferencial de la aplicación de Gauss cambiada de signo.

un abierto de 11
sobre U. Se llama
p asociado a la
por L~X = DxN =
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1111. NOTA: Antes de seguir adelante, vamos a calcular el “operador de forma”
para dos casos sencillos, lo que nos permitirá entender algo de como este
operador mide de alguna manera la forma o aspecto local que tiene una
superficie.

Consideremos en primer lugar un plano. En este caso existe un vector
unitario normal N constante sobre la superficie, resulta entonces que para todo
punto p del plano M L~X = — DxN = — dN(p) X = O ~tXcT~M, i.e. L~ = O Mpdl. Se
ve también esto considerando que L~ es la diferencial de la aplicación de Gauss
(cambiada de signo) y que la imagen de esta aplicación para el plano es un punto
de ~2

Sea ahora M una esfera de radio r. Entonces, para todo ptl, N(p) = p/IpI =

= p/r, de donde resulta que L~ = — dN(p) = — Id.
Resulta de los dos ejemplos anteriores que, intuitivamente, lo que el

operador de forma en ptl aparta de ser nulo es lo que la superficie M se aparta
de ser un plano (incluso se separa de su plano tangente) en un entorno de p, y lo
que Lp se aparta de ser un múltiplo de la identidad es lo que M se aparta de ser
una esfera en un entorno de p.

IILB. PROPOSICION: Lp es una aplicación lineal autoadjunta.
DEFIOSTRACION: La linealidad es consecuencia de que es la diferencial de una
aplicación. Veamos que es autoadjunta. Sean (U,x) un sistema de coordenadas en p.
(i.e pEx(U)); X,Y ET~M, X = IX’ x~, Y = 1V1 x1; u•&J tal que x(u.) = p. Entonces

L~ X = - dN(p)X = - d(Nox)(u.)(dx(u.Y1X) = - (a~~t (u.) X1 + a(N.x) (u.) x2]

= — N. (u.) x’
y, análogamente, L~Y = 22 N1 (u0) y1• Resulta de aquí que

(1118.1.) <LpX,Y> = ~<E N1X~,I Y1 = —2X’Y~ <N~x1 >, y

<L~Y,X> Zt1X1Y}<Nj,xi>.
Ahora bien,

O=—~-<N1x1>=<N~~xt>+<N3x11>y O=—~- <N,x1> =<N11x1>~(N,x~1>, pero
au’

como = x11, resulta que — <N, x11> = <Ni, x1> = <N1, Xj > lo cual, sustituido
en (111.8.1) da <LpX,Y> = <L~Y,X>, c.q.d.
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¡11.9. PROPOSICION: La ap]icaéión de Weingarten es invariante por isometrí as
de R3, i.e. si f: R3—+13 es una congruencia, M una superficie, L la aplicación de
Weingarten de M asociada a un campo vectorial norma] unitario N y L~ la de f(M)

f fasociada a df(N»N , entonces Lf() o df(p) = df(p)o Lp.

DEMOSTRACION: Observemos primero que, por ser f una isometrí a de E3,
f(M) es una superficie y df(N) es un campo vectorial normal unitario por serlo N.

Para calcular U, observemos primero que para todo df(r) = R es una
transformación ortogonal independiente del punto reE3 en que se calcule df.
Por lo tanto, si c es una curva de M tal que c(O) = p y c0) = X, XeTpM,
entonces

Ç)(df(p) X) = — (D~(~)xN~) (f(p)) = — .j(N~ofoc)I
df( c(t) )=R

= — -~- (circct» N(c(t)))I — ~

dt t=o dt t=o
= — R .*(Noc(t))) = — R Dx N = +df(p)L~X c.q.d.

¡11.10. DEFINICION: La segunda forma fundamental de una superficie M en un
punto ptl es la forma cuadrática II~ asociada al operador de forma L~ y al
producto escalar en T~M, i.e. 1I~(X) = <LpX,X>. Asociada a esta forma cuadrática
se tiene una forma bilineal simétrica, que denotaremos también por hp y que
—por ser L~ autoadjunto— verifica IIpOÇY) = <L~x,Y>.

Análogamente se puede definir IIi~(X) = <L~ X,X>, iV~(X) = <L~ X,X>
pero nosotros no las usaremos.

11.11. PROPOSICION: La segunda forma fundamental es invariante bajo
congruencias de i~.
DEMOSTRACION: IIf(~)(df(p)x) = <L~~)df(P)x. df(P)X>f(~)= <df(p) L~x, df(p)b>=
= <LpX,X> = hI~(X). O.

Consecuencia de 11.9 y 11.1 1 es que L~ y II~ son realmente operadores
geométricos y que sus invariantes algebraicos serán invariantes geométricos.
Estudiaremos estos en la próxima lección.

Obsérvese también que es clara, a partir de su definición, la dependencia de
Lp y de hI~ de la elección de N (lo que equivale a una elección local de
orientación ) y que cambian de signo al cambiar el signo de N (i.e. al cambiar de
orientación de la superficie).

D
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Lección 12~: CURVATURAS DE UNA SUPERFICIE

53. Invariantes algebraicos del oDerador de forma.
Comenzaremos dando nombres a los invariantes algebraicos de L y II. En el

siguiente apartado veremos su interpretación geométrica, lo que justificará el
nombre dado.

111.12. DEFINICIONES: Sea M una superficie de i~, ptl:
a) Se llama curvatura de Gauss de M en p a K(p) = det L~.
b) Se llama curvatura media de M en p a EKp) = tr L~.
c) Se llaman curvaturas principales de M en p a los valores propios de L~.

Se llaman vectores principales de M en p los vectores propios de Lp.
A las direcciones que corresponden a los vectores principales se las

1 llama direcciones principales.
e) Un punto pdl se dice que es un punto umbilical si toda dirección de T~M

es principal, i.e. si L~ = X Í d o, equivalentemente, 11p = X
f) Una curva c de M se llama lí nea de curvatura si su vector tangente en

cada punto es un vector principal.

111.13. NOTA: Puesto que, según 111.9, Lp es invariante bajo isometrí as de
E3, está claro que los invariantes algebraicos de L~ mencionados en 111.12 son
invariantes bajo isometrias.

111.14. NOTA: Obsérvese que, por ser L~ autoadjunto, existen siempre dos
direcciones principales independientes (diagonal ización de una matriz simétrica)
ortogonales (si L~v1 = )qv~ con i = 1,2, ~ X2, entonces (X1— X2) <y1, y2> =

<L.~v1, v2>—<v11L~ v2>= O, lo que implica <y1, y2> = O; si L~=X Id, entonces es
posible elegir una base de vectores propios de modo que estos sean ortogonales).

54. Cirvatira normal. Interuretación geométrica de los invari~ites algebraicos.
En este apartado daremos una interpretación geométrica de los invariantes

definidos en el apartado anterior en términos de las curvaturas de determinadas
curvas sobre la superficie. Daremos primero una definición encaminada a esta
interpretación:

111.15. DEFINICION: Dado XcTpM, llamaremos curvatura normal de M en p en la
dirección cte X a KN(X) = III, = iI~(X)/I~(X).

82



CURVATURAS DE UNA SUPERFICIE

Dada una curva c: 1—ti con c(t.) = p, se llama curvatura normal de c en p a
kN(c’(tQ)) = II~(c’(t.))/I~(c’(t.)), i.e. a la curvatura normal de M en p en la
dirección de c(t.).

111.16. NOTA: Obsérvese que la curvatura normal kN(X) solo depende de la
dirección de X. En efecto, por ser II~ y I~ formas cuadráticas se tiene que
II~O.X) = ).2II~(X), I~(XX) = X2I~(X) de donde

k OX) — lI~(XX) — )2 II~(X) — II~ (X) — k (X)N — I~(XX) — X2I~(X) — I~(X) — N

IIL1J. PROPO5ICION: Sea c: I-41CR3 una curva de M paramctrizad~
~espeeto de cu longitud de arco. Sea k(t) la curvatura de c en c(t), y kN(t) =

kN(c(t)). Entonces kN(t) = k(t) <e2(t), N(t)>, i.e, la curvatura normal de c en
c(t) es la proyección del vector curvatura k (t) = k(t) = k(t) e2(t) de c(t) sobre la
dirección normal a la superficie N(t) = N(c(t)).
DEMOSTRACION: c parametrizada respecto a la longitud de arco,
kN(t) = 110(t)(c’(t)). luego kN(t) = <L~(l)c’(t), c’(t)>= - <D0N,c’>= _<dt~), c’(t)>
= - <N(t), c’(t)> -<Mt), c”(t)>) = <N(t), k e2(t)> c.q.d.

111.1 &COROLAR!O (Teorema de Lleusnier): Sea 0(t) (w(t)) el ángulo entre
el plano tangente a la superficie en c(t) y el plano rectificante (plano osculador)
de c en c(t). Entonces

kN(t) = k(t) cos 0(t) = k(t) sen ,(t).

1I1.19.NOTA (Interpretación geométrica de la curvatura normal): Si e2
(t) es paralelo a N(t), entonces

kN(t) = ± k(t) (el signo depende únicamente de la orientación elegida),
expresión que nos permite interpretar geométricamente la curvatura normal de
un vector X~TpM como la curvatura de una curva tangente a X de la siguiente
manera:

Sea 11 el plano pasando por p generado por los vectores X y N(p). La
intersección M fl 11 es, en un entorno de p, una 1—variedad cuyo espacio tangente
en p está generado por X. En efecto, sea f(x, y, z) = O la ecuación en imp] ici—
tas de 11 y g(x,y,z) = O la ecuación de M en implí citas en un entorno de p
(cfr. II.A.6.1). En un entorno de p; M fl ti = f1 (O) fl g’ (O) = (r,gr1 (O) y
d(r,g) = df W dg, con lo cual d(f,g) tiene rango 2 en un entorno de ~O) y, por lo ¿—
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tanto (cfr. 1I1.A.6. 1), Mflfl es una 1—variedad en un entorno de p y su espacio
tangente en p es Ker (d(f,g)(p)) = ker(dflp)edg(p)) = kerdf(p)flkerdg(p) = TIflT~M,
y, como XEfiflT~M, X es tangente en p a la 1—variedad MflTT. Sea c una
parametrización de esa variedad, entonces c:I—*1 es una curva de M.
Evidentemente (st e es una curva y w un cambio de parámetro de c, c.w sigue
siendo un sistema de coordenadas de Í TflM) podemos tomar c de modo que
e(O) = p, c’(O) = X/IXI, Ic’(t)I = 1. Para esta curva, intersección de 11 y M, se tiene
que kN(X) = kN(c’(O)) = <k e2(O), N(O)> = ± IkI(c(O)) ya que e2(O) e TI, plano
generado por Xy N y <e2(O), X>= <e2(O), c’CO)>= O, luego e2(O) = ± NCC).

Resumiendo lo anterior: la curvatura normal de un vector XeT~M (o, mejor,
la curvatura normal en la dirección de un vector XcT~M) es la curvatura en p de
la curva intersección de M con el plano normal a M en p (i.e. plano pasando por
p y conteniendo a N(p) que contiene a X. Una tal curva se llama sección normal
de £1 en p en la dirección de X.

Puesto que ya tenemos una interpretación geométrica de la curvatura
normal, para interpretar geométricamente los invariantes definidos en 111.1 2
bastará relacionar estos con la curvatura normal. Es lo que hacemos a
continuación:

111.20. PROPOSICION: Las curvaturas principales de una superficie rl en un
punto pd’l son las curvaturas normales máxima y mí nima en dicho punto.
DEMOSTRACION: Sean e1, e2 dos vectores principales ortogonales unitarios
(cfr. 111.14) de M en p de curvaturas principales k1, k2 respectivamente,
k1≥ k2. Sea XeT~M, ~XI = 1, 9 = ~(X, e1), entonces X = (cos O) e1+ (sen 0)e2 y
H~(X) = <Lp X, X> = <cosO L~e1+ senO L~e2, cosO e1+ senO e2>= (cos2o) k1 +

(sen2O) k2, i.e. kN(X) = 1I~(X) = k1 cos2O + k2 sen2®. ~or lo tanto, puesto que
k12 k2, el valor máximo de kN corresponde a O = O (i.e. X = e1) y el mí nimo a O
= ‘11/2 ( i.e. X= ea). O.

111.21. COROLARIO (Fórmula de Euler): kN(X)= k1cos2O + k2sen2 O.

(1) Demostración deestaafirmación: N±T~F1 implica ~(p)N =W≠ O ,yNElTimplicadf(p)N = O.
Tomemos Y e T~R3/Y1<{X,N(p)}>.Entonces Y sT~N, luego dg(p)(Y) = O, YITI, luego df(p)Y = Z ≠
O. d(f,g)(p)Y = (df(p)Y, dg(p)Y) = (Z,O) y d(f,g)(p)N = (df(p)N, dg(p)N) (O,W), luego
{d(f,g)( p)Y, d(f,g)( p)N) es una base de R2, luego d(f,g)( p) es suprayectiva, luego existe un menor
2X2 de~ ~/%~ ~‘J~) distinto de cero en p y, por continuidad, será distinto de cero en un
entorno dep, lo que prueba la afirmación.
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¡11.22. NOTA: Obsérvese que si k1 y k2 son las curvaturas principales de £1
en un punto p, resulta de la definición las siguientes expresiones para las
curvaturas media y de Gauss.

(111.22.1) H(p) = .~ (k1 + k2) (111.22.2) K(p) = k1 k2.
La primera fórmula da un por quédel nombre de curvatura media para H. Vamos a
ver que la segunda da también una comprensión intuitiva del significado de las
expresiones ‘curvatura de Gauss negativa, positiva o cero”, de modo que solo con
ver una superficie se puede saber el signo de su curvatura de Gauss. En efecto,
puesto que K = k1. k2, resulta que “la curvatura de Gauss es positiva si todas las
secciones normales se curvan en el mismo sentido y negativa en caso contrario”.
Mostramos a continuación ejemplos para el posible signo de K tomados de las
superficies que conocemos hasta ahora:

HIPEROOLOIDE ELIPTICO
DE UNA HOJA CILINDRO

ESFERA

K=Ü
la recta tiene curvatu~
ro normal cero w las
demás direcciones
curvatura normal po—

las secciones normales se las curvaturas normales sitiva (o negativa, se-
curvan todas en la direc— de los curvas señaladas gún la orientación to—
ción opuesta a N. tienen distinto signo. mada)

Vamos a ver ahora como calcular L y II usando coordenadas para poder aplicar
después esta técnica al cálculo en algunos ejemplos:

1II.23.PROPOSICION: Sea (U,x) un sistema de coordenadas de M en p, XeT~M, X
~ x1, entonces ll~(X) = L1~ X1 x~, siendo L1~ = - <N13x~> <N,x1~> y, además

L~X = ~ X’ x~, donde L =~ L~ gki ~ (gkJ) es la matriz inversa de (g1~).
DEMOSTRACION: Observemos en primer lugar que, si x(u) = p, vimos en la
demostración de 111.8 que para todo YET~t1, Y = ~j Y1 xj se tiene que

K<OK>O
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= - ~ xY <N.,x•>, de donde 1I~(X) = <L X,X>= ~2 L1• X1 X~, con L~• = - <N.y.>
3 J p J J 1 J

= (esta última igualdad la vimos también en la demostración de 111.8).
2 j.

Escribamos ahora L X = L. X’x•. Puesto que <L ,X,Y>= Ijj L1• X1 Y , resultap J p J

que I,j L1~ X’ Y1 = <~ L x1 x1, ~k yk Xk>= 1ifl L~ x~ yk g~ k’ para todo X,Y E T~M.
Iii k

Tomemos X = x~, Y = x~, se tiene entonces que = 6. N” = ó~. por lo tanto la ZLr≤ ~

igualdad anterior se transforma en L1~ = ~k L~ §kj’ de donde, multiplicando por la ~

matriz inversa de (g~J), ~ gik= L~. Li.

11L24. EJEMPLOS:
a) ESFERA: Ya vimos en 111.7 que, para la esfera de radio r, L~ = —* Id, por lo
tanto todas las direcciones de la esfera son principales con curvatura principal
—-~, y esto en todos los puntos de la esfera. La curvatura media en cada punto es
H = —-~. y la curvatura de Gauss K =

b) TORO: Utilizaremos el sistema de coordenadas
x(u,v)=((a+rcosu)cosv,(a+rcosu)senv,rsenu); a>r>O.
E = r (—sen u cos y, —sen u sen y, cos u)

x2 E = (a + r cos u) (—sen y, cos VI O)
= <Xu,Xu> = r2, g12 = <xv, x~> = ~ ~22 = <~ x~> = (a + r cos u)2,

j k
— xUAxV — 1

—senucosv —senusenv cosu
—(a+r cos u) sen y (a+r cos u) cos y O

= (—cos u cos y, —sen y cos u, —sen u),
x11=x~~=r(-cosucosv,-cosusenv,—senu),

= r(senusenv,—senucosv,O) , L1~ = <N,x12> = O
(a+rcosu)(cosv,—senv,O) , L~2 = <N,x22> = (a r cos u) cos u

Dado un vector X = X1x1 + X2x2 tangente al toro en un punto x(u,v) con lxi = 1 (i.e.
con g~ X1 X~ = 1), se tiene que

kN(X) = I~ L11 X1X1 = r CX’ )2 a cos u (X2)2 r cos2u (X2)2
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1 a2 22 22 2 22 22 2 22CX) —2 a cos u(X ) — rcos u(X ) + acosu(X ) + rcos u(X ) =

2 2 2
tacos u)(X2) ,donde a>r implica + + acosu>O.

De esta expresión resulta que kN es máxima cuando X2 = 0 (i.e. X = x~) y mí nima
cuando 1X21 es máximo (que corresponde a X1 = 0, i.e.

XIX’ = 1), resulta así k = 1Nmax T
Por otro lado

Lx(uv) Xij = D~ N = — -f (N.x)(u,v) = — (senu cosv,senu senv, — cos u) = -~ x~

Lx(u,v) Xv = Dx~ N = — -~ (N.x)(u,v) = —(cosusenv,—cosucosv,0) = a+~0c6o’~s u
i.e. las direcciones que corresponden a kNfflax y kNmin son justamente
principales, y kNm~( y kNfflifl son las curvaturas principales. Todo esto está de
acuerdo con 111.20.

Obsérvese que el que x~, x~ sean direcciones principales resulta también de
que 912 = O = L12 y, por lo tanto, la matriz (L~) —que es la matriz de L~ en la
base (xv, x~,]— es diagonal.

Del cálculo anterior de k1 = km~ y k2 = kmin, resulta para la curvatura de
Gauss del toro:

K(x(u,v)) = k — cosu
rr~2 a~rcosu

>0 sicosu>0:
=0 sicosu=O: u = ±1

2

1~

y teniendo en cuenta que E~ g11 Xi X1 = r2(X1 )2 + (a-’-r cos u)2 (X2)2= 1, resulta:

y kNmin=
X = xy, por la condición
cos u

a~r cos u

las

L <0 sicosu<0:
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Lección 13~: CLASIFICACION DE LOS PUNTOS DE UNA SUPERFICIE.

SS. Puntos eliptico. hiperbólico y parabólico.
En primer lugar, vamos a definir un nuevo invariante algebraico:

111.25. DEFINICION: Un vector XeTpM se dice que es un vector asintótico si
II~(X) = O, i.e., si la curvatura norma] de M en p en la dirección de X es cero. La
dirección determinada por X se dice que es una dirección asintótica.

Una dirección asintótica es, por lo tanto, una dirección tal que la curva
sección normal correspondiente tiene curvatura cero.

5e llama curva asintótica una curva sobre la superficie cuyos vectores
tangentes son asintóticos.

Antes de definir los distintos tipos de puntos en una superficie genérica,
vamos a ver como son en un toro:

111.25. Consideremos el toro x(u,v) = ((a~r cos u) cos y, (a+r cos u) sen y, r sen u),
a> r> O. De acuerdo con 11124 y la fórmula de Euler 111211 la curvatura normal
en la dirección que forma un ángulo Q con x~ viene dada por

kN(O) = k1 cos2 ® + k~ sen2 S = .~. cos2 ® + a+crocso~ u sen 2
De esta expresión resulta que las direcciones asintóticas (aquellos valores de ®
para los que kN(G) = O) vienen dadas por (a+r cosu) cos2 ~ + r cosu sen2 L9 = O, i.e.
a cos2 ® + r cosu= O, i.e. cos2 0 = — r cosu Por lo tanto, cuando cosu< O ( que,
según 111.24, era cuando K < O) hay dos direcciones asintóticas, una si cos u = O
(K = O) y ninguna si cos u> O (K>O). Estos son todos los casos que pueden plan—
tearse en una superficie.

111.27. DEFINICION: Un punto p ~ M se dice que es: elí ptico si K(p) > O,
parabólico si K(p) = O, e hiperbólico si K(p) < O.

Obsérvese que
K(p) det L~ = det (L~) = det ~1k glk Lik) = det (Ljk) det (g~) = ~

Como det (Ip)> O, el signo de K(p) y el de det II~ es el mismo, por lo que las
definiciones anteriores pueden darse con detII~ en lugar de con K(p).Resulta
también de esto que:

II~ es definida (positiva o negativa) en los puntos elipticos, por lo que los
puntos elí pticos son aquellos en los que no existen direcciones asintóticas.
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JI~ es degenerada en los puntos parabólicos y en ellos existe al menos una
dirección asintótica.

III, tiene determinante negativo en los puntos hiperbólicos, por lo tanto no
es degenerada y un punto es hiperbólicoo su admite dos direcciones asintóticas
distintas.

§6. Internretación geométrica.
Veremos primero un lema técnico auxiliar:

11L28. LEMA: Sea M una superficie, pdl, [X1, X2) una base de T~M, (U,x) un
sistema de coordenadas en p y N~ el vector unitario normal en p asociado a
(U, x). Entonces existe un entorno abierto U. de u0 = W’(p) en U, un abierto V. de

con O e V0 y un difeomorfismo p: V. —. U. verificando ,(O) = u0 tales
que (y., y = xc,) es un sistema de coordenadas de M en p para el cual

y(v) — y(O) = vtX1 + y2 X2 + r(v) N~ para todo y = (y’, v~) ~
siendo r: V0 —÷ E una aplicación ck si la superficie M es de clase Ck que
verifica (ar/avi)(O) = O.

En pa’ticula’, si X1 = x1(u.) y X2 = x2 (u.), entonces ar . (O) = L~ (u.) = L~(O),
avav1 1)

siendo L~ (resp. L~) los coeficientes de la segunda forma fundamental en el
sistema de coordenadas (U,x) (resp. (V., y)). Es decir, M viene aproximada hasta
el segundo orden por L~1 en ese sistema de coordenadas.
DEMOSTRACION: Como (X1JX2IN~J es una base de E~ y x(u) es diferenciable,

existen funciones diferenciables £~ ~21q: U—. E tales que

(11128.1) x(u) — x(u.) = &(u) X, + ~2(u) X2 + q(u) N~ 4’ u E U,

de donde resulta que
2 a

(111.28.2) (u.) I....~ -~— (u.) X. + (u.) Npauk 1 auk ‘ au

y, como xk(u.) es ortogonal a

(111.28.3) -~~(u,) = O,
3u

luego (-~2E(u.)) es una matriz de cambio de la base tX1,X21 a la base
3u
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(x1(u.),x2(u.)J, por lo tanto det ~ (u.)) . 0. Además1 de (111.28.1) resulta
au

que &(u.) = O = q(u.). Luego, por el teorema de la función inversa, existe un
entorno U. de u. y un entorno V. de O tales que la aplicación qr1:U.—+V./ qr1(u)=
= (~‘(u) ,22(u)) es un difeomorfismo. Definamos r :V. —. E por r = q.cp,
entonces

y(v) — y (0) = x • q’(v) — x.cp(0) = &(cp(v)) x1 + ~2(,(v)) X2 + q(w(v)) Np,
y como, por la definición de qf~, &= T11.’r1,(n1 = proyección sobre la coordenada
i—ésima de E2),

(111.28.4) y(v) — y(o) = y1 + i2 + r(v) Np.
Si X1 = x1(u.), entonces, de (111.28.2 y 3) resulta que

.5 —ju.—

luego L~ (O) = <y11(O), N~> = 1 por UII.28.4) i =

= a2r (~)=±. a(~.w)~(0)a ~ aq~~
av’av1 bv’ ay3 ) ay’ k au aQ

~-:~: a2q ~ .~!L(o)+~4(u) a2uk ~
1,k aukaul ay1 ay1 k au av’av3

ak •\de donde, usando (111.28.3 y 5), y teniendo en cuenta que la matriz —~—(O)I es
ay3 )

la inversa de .~— (u,) , resulta que
auk

2 2
(111.28.6) L~(O) = a ~ (u.) = ~ r (O)

au’au3 avlav)
Por otro lado, L~(u~) = <x~1(u,), N~> = Ipor (111.28.1)1 = a q (u0), que

au’au3
comparando con (111.28.6), prueba lo que querí amos.

2~
Por otra parte, r = qo~ implica -~r(O) = ~ —4-(uj ~~—~(O) = O por (111.28.3).

ay’ j=lat} ay’

go
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111.29. COROLARIO: Dada una base (X1, X2] de T~ M, existe un sistema de

coordenadas CV, y) de M centrado en p y tal que (O) = X1.

Estamos ahora en condiciones de dar la interpretación geométrica anunciada.

111.30. Dada una superficie M y pdl, desplacemos el plano tangente TpM a [1
en p en la dirección del vector normal unitario y en sentido tal que corte a la
superficie. La intersección de dicho plano desplazado con la superficie
determina una curva. Vamos a calcular su ecuación aproximada para
“desplazamientos infinitesimales”. Sea (U, x) un sistema de coordenadas de M
con x(u.) = p, y sea [x13x2) la base canónica del espacio tangente en cada
punto asociada a (U, x). Sea CV, y) el sistema de coordenadas dado en 111.28
para el caso en que X~ = x~ (u.). El plano tangente se puede escribir como
T~M = (x(u.) + ix’x1(u.) + «2x2(u.), ix1cR] y, en un entorno de p, M viene dada por
los puntos de la forma yCO) + y1 x1(u.) + y2 x2(u.) + rCv) N~. La traslación de T~M
en la dirección de Np una distancia X es ‘CXN T~t1 = fx(u.) + gç1 x1(u.)+cç2x2(u.) +

lNp, c&~R), y, como x(u.) = y CO), la intersección de txN TpM con un entorno de fi
~cILo)

[p + y’ x,(u.) + y2 x~Cu.) + r(v) N~ / r(v) = Xl ps yfflf~) 4 ~4 IIU) r(~

r por el desarrollo de Taylor hasta el segundo orden, teniendo en
a2r ‘ 7u~)~~(O) = L1~(u.), resulta:

av1av~

r(v) =~ %=~ L~1(u.)v1 y1 + O ( 1v12). J’ ~
~J ~

Por lo tanto, la interseccion fi fl ‘CXNTPM en un entorno de p viene aproximada~
por < ~

x(u.) + v’x,(u.) + v2x (u.) + XN~ con ~ L1~(u.)v1 y1 = 2 X, ~ ~I<Ç
2 i,j ~

en p será:

Aproximado
cuenta que r (O) = O, O

ay1
y

que es una curva cónica contenida en el plano que pasa por el punto x(u.) ÷ X
y tiene por vector director Nr.. ~ ¿it); 8&) p+v’4/UQ?~ ‘~~ftw) 4.

~ ~g..LpI— ~/u1~
Vamos a estudiar ahora la forma de ¿ ‘sta cónica, y como ~olo nos interesa su

forma y no su tamaño, tomaremos 2). = ± 1. Además consideraremos la cónica
contenida en T~M, plano paralelo a ‘CXN T~M. Esta es la cónica de la siguiente
definición:

111.31. DEFINICION: Llamaremos indicatriz de Dupin en el punto p de M

1.

O
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al subconj unto de T~ M formado por los vectores X = ~ X1 X~ E T~M tales
que ~ L11 X1 X= ± 1, i.e. (X cTpM / II~(X) = ± 1).

111.32. PROPOSICION: La indicatriz de Dupin en un punto p~1 es una elipse su
p es elí ptico, es una hipérbola su p es hiperbólico y es dos rectas paralelas
su p es parabólico y II~ t 0.
DEMOSTRACION: Sea (e1, e2) una base ortonormal de TpM constituida por
vectores principales. Sean k1 las correspondientes curvaturas principales,
i.e. Lp ej = k1 e~. Supongamos (sin pérdida de generalidad) que k12k2. Sea X E TpM,
X = ~ Xi ei, entonces II~ (X) = k1(X1)2 + k2 (X2)2, con lo cual, la ecuación de la
indicatriz de Dupin es (en la base (e1, e2)):

(111.32.1) k1(Xl)2+k2(X2)2=± 1.
Como K(p) = k1 k2, se tiene que:

a) Si K(p) > 0, entonces k1 y k2 tienen el mismo signo, y la indicatriz de
Dupin es una elipse (tomando + 1 si k1 > O y —1 si ki < O). Recí procamente, la
ecuación (111.32.1) representa una elipse su k1 y k2 tienen el mismo signo y, por
lo tanto, su K(p) >0.

b) Si K(p) = O, entonces k1= O ó k2 = O (y no se da simultaneamente k1=0=k2
si suponemos II~ * 0); si k1 = 0, (111.32.1) se reduce a X2 = ± ,J— 1/k2 que son dos
rectas paralelas al eje e1; si k2 = 0,.(11132.l) se reduce a X1 = ±
Recí procamente, la ecuación (III.32.1)representa dos rectas su k1 = O ó k2 = O
(y uno de los ku es SO).

c) Si K(p) <O, entonces k1 O y k2 < O, y la indicatriz de Dupin es las dos
hipérbolas

k1(X1)2+k2(X2)2= 1, k1(X’)2+k2(X2)2=—l.
Cada una de ellas resulta de la aproximación de la curva intersección de la
superficie con el plano que se obtiene por desplazamiento del plano tangente en
cada una de las dos direcciones posibles.

III. 33. NOTA: En 111.32 hemos caracterizado por su indicatriz de Dupin los
puntos parabólicos en los que II~, ~ O. Los puntos en los que II~ = O (equivalen
temente L~ = 0) se llaman puntos planos. En un punto plano todas las curvaturas
normales son nulas y, por lo tanto, toda dirección es principal, luego todo punto
plano es umbilical.

111.34. NOTA: Obsérvese que en la demostración de 111.32 queda implí cito que
en los puntos elí pticos e hiperbólicos los ejes de la elipse y la hipérbola
respectivamente, son los ejes dados por las direcciones principales e1, e2.

También esa demostración nos permite justificar el nombre de dirección
asintótica. En efecto:
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•En un punto elí ptico II~ es definida positiva y, por tanto, no posee
vectores isótropos, que son los que dan las direcciones asintóticas. Este hecho
se corresponde con el de que la elipse no tiene así ntotas.

‘En un punto hiperbólico, como det II~ < O, hp tiene dos direcciones
isótropas, y también una hipérbola tiene dos así ntotas. Además, en este caso,
las direcciones asintóticas en p (direcciones isótropas de Ii~) coinciden con las
asintotas de la indicatriz de Dupin. En efecto: sean k1 = a2> O, k~ = —b2 < O las
curvaturas principales en un punto hiperbólico. La ecuación de la indicatriz de
Dupin es

(111.34.1) a2(X1)2 — b2(X2)2 = 1
que tiene por asintotas las rectas de ecuaciones

aX’ ~bX2=O aX1 —bX2=O
(en erecto, de la ecuación de la hipérbola (111341) resulta X1 = JiTb2(X2)2)/a2
y, de aquí , que la recta tangente a la hipérbola en el punto (X1, X2) tiene

por vector director (± ( a/2,Jl+L?(X2)2) 2 , 1) y, tomando limites

cuando X2 —. co, da como vector director de la asintota (± b/a, 1) de donde salen
las ecuaciones de las así ntotas), y las direcciones asintóticas en p son
aquellas en las que
II~(X)=O i.e k1(X1)2+k2(X2)2=O,i.e. a2(x1)2_b2(x2)2=o i.e. aX1±bX2=O.

‘En un punto parabólico las direcciones asintóticas vienen dadas por la
ecuación:

II~(X) = O ~ k~ (Xi)2 = O (k1 la curvatura principalpal ~ O) ~ = O,
que es la asintota de la indicatriz de Dupin en un punto parabólico, pues la
asintota de una recta es cualquier recta paralela a ella.

S7. Puntos umbilicales.

111.35. NOTA: La definición de punto umbilical se dió en 111.12. e). Resulta de
111.7 que todos los puntos de la esfera son umbilicales. En este apartado vamos a
ver que, salvo el plano, la esfera es esencialmente la única superficie
verificando esta propiedad.

111.36. PROPOSICION: Si todos los puntos de una superficie conexa M son
umbilicales, entonces M está contenida en una esfera o en un plano.
DEMOSTRACION: Supongamos primero que ti es orientable. Sea N un campo
vectorial normal unitario definido sobre toda M. Sea hp la segunda forma
fundamental en-cada p eti asociada a N. Como todo punto de M es umbilical,
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se tiene que ~tp 3 k(p) E E tal que Hp = k(p) Ip. Sea k: M —, E la aplicación
dada por pi-4k(p). Para cada sistema de coordenadas (U,x) de M, k(x(u))
IIx(u)(xl)/Ix(u)(xl) = L,,/g,,, que es una función diferenciable sobre U, luego k
es una función diferenciable sobre M. Vamos a calcular dk(p) para cada p E M.
Dado p c fi, sea (U, x) un sistema de coordenadas de M en p (i.e. pEx(U)). Por
definición de k se tiene que dN(p) = — k(p) Id, de donde a(N.x)/aut = —k x1,
derivando de nuevo: N11 = — (a(k.x)Iau1 ) x1 — k xu y, como xu = x~, N1~ = NJ~J re

sulta que ackox) ~• = 3(k.u) x. para todo 1, j, en particular a(k.x) ~ =

au1 1 au1 i a’ 2

de donde O = a(kor) = a(k.x) por lo tanto dk(p) = O vptt Como M
au2 1 au au

es conexo, esto implica que k es constante sobre fi.
Si k= 0, como = — k xi = 0, dN = 0, luego N es constante sobre fi (por

ser M conexa), luego M está contenida en un plano de vector director N (en
efecto: fijemos p0E fi, entonces vp~9, <p—p0,N> = 0, pues la función f(p) =

<p—p0,N> vale O en p0 y su diferencial es 0 pues, si c(t) es una curva de M con

c(O) = p, entonces df(p)(c’(0)) =*<c(t)—p.,N.c>= <c’(0),N(p)>+<c(t)—p.,N~>= O).
Si k *0, tomemos N de modo que k >0, entonces ‘tptl, p. = p + es

fijo. En efecto, sea F: M —.i~ tal que F(p) = p + N, entonces dF(p) (c’(o)) =

= c’~ N’ = c’~ (—kc) = 0, luego F(M) = p0. Además Ip—p01 = NI = luego fi

está contenida en una esfera de centro p0 y radio
Si no sabemos que M sea orientable, podemos aplicar el razonamiento

anterior a cada abierto de fi de la forma x(LJ), donde (U, x) es un sistema de
coordenadas de M con U conexo. Se tiene entonces que cada una de tales x(LJ)
es un trozo de un plano o de una esfera.

Sean p, q E M. Como M es conexa (y localmente arco—conexa), existe una
curva continua c: [0,1] —+ M tal que c(0) = p, c( 1) = q. vta[0, 1] existe un
sistema de coordenadas (Ut, Xt) (con Ut conexo) en c(t) tal que x~(LJ~) está
contenido en un plano ó una esfera P~. {Xt (Ut)}t~o,,i es un recu
brimiento abierto de cG), que es compacto, luego podemos tomar una
subfamilia finita ordenada {xt1(1Jt~)}t...o de {xt(Ut)}t~o,j tal que t0 = 0, t~ = 1
y xt~(Ut1) fl x~1+,(U~1+,) * 0. Como xt~(iJt) son abiertos de M, se tiene que
xt~(Ut~) fl xt1+,(tJt1+,) = es un abierto de fi. Puede ocurrir:

Que ~ ~~t1+, + 0: ab5urdo, pues ~t1~~t1+, D 0.
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Que sea una esfera “ ~t1+1 un plano, y t 0. Entonces
es un punto ó una circunferencia, lo que es un absurdo porque un punto o una
circunferencia no pueden contener a un abierto de M.

Que Ø~ un plano y P~1~1 una esfera. Se reduce al caso anterior.
• Que P~1flP~1~1 * 0 y ambos P sean esferas pero distintas. Entonces su

intersección es una circunferencia, que no puede contener un abierto de M.
Absurdo.

Que * 0 y ambos P sean planos pero distintos, entonces
es una recta, que no puede contener un abierto de £1. Absurdo.

~ti~~ti+ 1

• Que P~1 = Pt1+ sea un plano. Entonces, por la casuí stica anterior, P~
han de ser el mismo plano, lo que implica que si pdl tiene un entorno
contenido en un plano, todo punto q de ti está contenido en el mismo plano.

Entonces, por la casuí stica
han de ser la misma esfera, lo cual, análogamente al caso anterior,

implica que M está contenida en una esfera.

§8. Algunas fórmulas cara el cálculo.

¡11.37. NOTA: Vamos a completar ahora las fórmulas para el cálculo en
coordenadas que vimos en 111.23

Para la curvatura de Gauss, recordemos que vimos en 111.27 que
(111.37.1)

Para calcular las

~L g1 L11g22—2L12g12 22 11
—— 2H(p) 2 g11g22-g12

curvaturas principales, como son los valores propios de
son las soluciones de la ecuación:

- 2 H Iç + K = O

• Que = sea una esfera. anterior, Pr,,

Para la curvatura media:
K(p) = det II~/det I~.

H(p)=~trLp=.~tr{(LJk)(gkI)}=.~ ~,~LÍ kgk1~ (L11 g11 +2L12g’2+L22g22),

22 — 1y,si g=det(g~)~entonces g11 = .~. g~, g12=_j. g12, g —~ dedonde

(111.37.2)

L1 —k
det 1

L12
(111.37.3)

L,

=O,i.e.~

k=H± ~H2_K..

95



GEOMETRIA LOCAL EXTRINSECA

Para un abierto de M sobre el que se ha dado una orientación (una elección
de un campo vectorial normal unitario), las fórmulas (111.37.1 y 2) dicen que H
y K son funciones continuas sobre un tal abierto (incluso diferenciables). Si
llamamos k1 a la curvatura principal máxima en cada punto y k2 a la minima,
las fórmulas (111.37.3) dicen que k1 = H + K y k2 = H — 4H2_ K son
diferenciables sobre el mismo tipo de abierto.

Vamos a dar ahora una ecuación para determinar las direcciones principales:
Y es un vector principal su exi5te un XER tal que LY = XY. Si Y = ~Y’ x1, esto
equivale a
~1L~ Y’=XY’, i.e. ~Ljkg~ Y’ = XY1, i.e. ~LÍ kY’ gkl g.2= 1 xy1 g11, i.e.

L V’~L Y2 L Y1~L Y2
~L11Y’=X~Y g~21para2= l~2,, dedonde 11 1 21 2 = 12 1 22j 2’ i.e.

1 g11v~g21v g1~y +g22Y
L11g12(Y1)2+L21g~(Y2$+(L11g~+L21 g12)Y1Y2-L12g11 (yl)2_

-L22 921 (y2)2_ (L12g21+L22 g11) Y1 Y2= O,
de donde resulta que Y= Y1 x1 + Y2 x2 es dirección principal su es solución de
la ecuación:

(y2)2 y1y2 (yl)2

(111.37.4) gil ~22 O.
L11 L12 L22
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¡.1 DE LAS SUPERFICIES DE REVOLUCION Y REOLADA3

Lección 1 4~: LA SEGUNDA FORMA FUNDAMENTAL DE LAS SUPERFICIES DE
REVOLUCION Y DE LAS SUPERFICIES REGLADAS.

59. Superficies de revolución.

111.38. Sea M una superficie de revolución, p un punto de M que no estéen el
eje de revolución, x un sistema de coordenadas en un entorno de ese punto de la
forma (cfr. 11.41):

x(u,v) = (f(v) cos u, f(v) sen u, g(v)) y E ]a,b[, u E 10, 2 TT[ ó u E 1—ii, n[.
En uno de estos sistemas de coordenadas los coeficientes de la 1! y 2~ forma
fundamental son:

2 2g22= ~
— fg — — rg”—g’f”L11— 2 2 L12—O L22—

f +g’ ,Jf’2+g’2
Como 912=0, también g12=o, ycomo L12=O, L~=IkLlkgk2= L11 g’2=

= L12 g22 = 0, y L = O. Luego L~ viene representada, en la base [x1, x2), por
una matriz diagonal, luego x1 y x2 son las direcciones principales y las curvas
coordenadas (los meridianos u= cte y los paralelos y = cte) son las lí neas de
curvatura, siendo las curvaturas principales:

k — II(X2)L22rg”_g’r k — II(x1)L11 — g’
— 1(x2) — — (f’2+g2)31’2 ‘ par — 1(x1) •~ — f,Jr2+ gt2’

g’(f’g”—g’f”)la curvatura de Gauss K = kmer kpar = 2
~ 2~. 2)

1 f(rn”—g~r’)+g(r2+g2)y la curvatura media H =~(kmer+Kpar) 2 .2 .23/2
f(f tg )

Veamos ahora como quedan las fórmulas en algunos casos particulares:
a) Si f(v) = y (i.e. la curva generatriz c de la superficie viene parametrizada
por c(v) = (v,0,g (vñ:

k - g k - g gg” __________mer l+g.2312’ por fJl+g’2 (1+g’2)2 - 2v(1+g2)3/2 2

.b) Si g(v) = y (i.e. la curva generatriz viene parametrizada por c(v) = (f(v),O,v)
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-fi’
32 3/2(1÷f’ )

Kper 1 , H=
rgi+r2 N1+r2)2

c) 5if2 + g’2 = 1 (i.e la curva generatriz viene parametrizada por su longitud de
arco), entonces r f” + g’ g” = O y, usando estas dos igualdades, resulta:

- g• - gg”r-g2r” _-rr”r-g’2r” ___kmerf g gf , kpary~ K ___________ — ___________ ___

111.39. En el apartado anterior hemos obtenido las lineas de curvatura de las
superficies de revolución por aplicación de las fórmulas vistas en 111.24 Vamos
ahora a obtenerlas de nuevo usando directamente las definiciones, de modo más
geométrico.

Sea c(v) la curva generatriz de la superficie, contenida en el plano XZ (con
más precisión, c(v) es una parametrización de la 1—variedad generatriz de la
superficie de modo que su imagen no corte al eje de rotación Z). En el punto c(v)
el plano tangente a la superficie está generado por el vector x1(O,v) tangente a
la circunferencia 5 obtenida por la rotación de c(v) y por el vector x2(O,v) =

c’(v) tangente a la curva c. Como x1(O,v) es tangente a la circunferencia 5, es
perpendicular al radio ~ de la misma, y como 5 está en un plano perpendicular
al eje Z, x1 también es perpendicular a ese eje, luego x1(O,v) es perpendicular
al plano XZ. El vector normal a la superficie en c(v), Noc(v), es perpendicular a
x1(O,v), luego está contenido en el plano XZ y, por lo tanto, también su derivada,
luego <(NocY(v), x1(O,v)> = O. Por otro lado, <(N.c, c’> = O y <(N.cY, N.c> = O,
luego (Nec)’ está ‘en la dirección de c’, luego c es una linea de curvatura.

El mismo razonamiento del párrafo anterior vale para todos los meridianos,
tomando en lugar del plano XZ el plano que contiene al meridiano y al eje Z. Por
lo tanto, todos los meridianos son lí neas de curvatura. - -

Consideremos ahora un paralelo cx(u) = x(u,v0). A lo largo del paralelo el
vector normal Neix(u) forma un ángulo constante con el eje Z, luego su tercera

f
— — fi,

f

= c’(v)

eje Z

5

/ y plano que contiene
83

p1~no XZ
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componente cosO es constante, luego la tercera componente de (Nox)(u,v.) =

= (N.cc)’ (u) es nula, luego (N.&)’ está en un plano perpendicular al eje Z.
También, como vimos, «‘(u) = x1(u,v.) es perpendicular al eje Z. Como, además,
tanto x1 como (NaY son perpendiculares a N, se tiene que (Na)~ y x1 =

están en la misma dirección, luego « es una lí nea de curvatura, i.e: los
paralelos son lí neas de curvatura. (Si N está en la dirección del eje Z,
entyonces (N.cxY = O, y se concluye lo mismo).

Para los puntos en el eje de rotación, sea c(t) una curva pasando por un tal
punto ca.). Entonces, por la condición II.39.b).iii) de la definición de superficie
de revolución, c’(t.) es perpendicular al eje 2 , por tanto el vector unitario
normal N.c(t.) estará en la dirección del eje Z. Como todo vector tangente a la
superficie en ca.) es tangente a un meridiano, podemos tomar c(t) como un
meridiano. Entonces por el primer párrafo, (N.cY (t) = k~) c’(t) ~tt * t., por lo
tanto, por continuidad, (N.cY(t.) = k(t.) c’(t.). Resulta entonces que en un punto
de la superficie que está en el eje de rotación toda dirección es principal y, por
lo tanto, un tal punto es umbilical.

S 10. SuDerfl cies regladas.

111.40. Veremos primero algunos resultados cualitativos: Las rectas
generatrices de una superficie reglada tienen curvatura cero y, por lo tanto,
curvatura normal cero, luego son curvas asintóticas. Como por cada punto de la
superficie reglada pasa una recta generatriz, en cada punto hay al menos una
dirección asintótica, luego no hay puntos elí pticos en una superficie reglada,
luego la curvatura de Gauss es no positiva (K≤O) en todo punto de la superficie.

Además, K(p) = o su la dirección de la recta generatriz en p es una
dirección principal (pues, por ser esta dirección de curvatura normal O, solo
puede ser K(p) = k1 k2 = O si la curvatura normal máxima o mí nima es O, y, como
la dirección de una recta generatriz tiene curvatura normal cero, corresponde a
esa curvatura normal máxima o mí nima). Sea x(u,v) = c(u) + y w(u) una para—
metrización de la superficie reglada. Por la afirmación anterior, K(x(u,v)) = O
para todo (u,v) equivale a que Lx(uv)w = O, y como w = x~ E x2, la ecuación
anterior equivale a b(N.x)/av = O que, por 11.1(7, es la condición neces?i-ia para /6
que la superficie reglada sea desarrollable. Por lo tanto:

“Una superficie reglada tiene curvatura de Gauss cero en todo punto su es
desarrollable”.

111.41. Ahora vamos a calcular las curvaturas de una superficie reglada usando
coordenadas. Supongamos que estamos en un dominio sobre el que la
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parametrización canónica
x(u,v) = c(u) + y w(u)

es un sistema de coordenadas. Para estas coordenadas:
x1= c÷v W x2= w <c’~v w’, C+ y w~> g12= <C~~V w, w> g22= <w,w>,

det 1 = Ix1A x212 = 1 (c’Aw)~ v(w’Aw)12, N = CAW~ y WAW
IcAw~ y w AWI

x11=c”~vw”, x12=w, x22=O,
— _<c”+vw”,(c’+vw’)Aw> — <w,c’Aw> —L —<x ,N>— , L1~— ,11 11 I(c’ + y w’)A wI Ic AW + VWAWI

(corresponde la anulación de L22 al hecho de que x2 es dirección asintótica),
2 2

K=detll= = ≤O (yK=0sfl<c~Aw,w~> =0
detl I(c’÷vw’)Aw12 I(c’~vw’)Awj4

su es desarrollable —por II. 48—)

111.42. Para el caso de una superficie reglada no cilí ndrica, tomemos una
parametrización de la misma usando como curva directriz la lí nea de estricción
(cfr. II.61)p:

x(u,v) = p(u) + y w (u), con Iw(u)I = 1, w(u) * O vu.
En esta situación, <p,w> = O y <w,w~> = O, por lo tanto 9~AW está en la
dirección de w, de donde

(*) ~‘AW = <WAW, i~i> T~i’ luego

(**) <~‘AW, WAW> = <Xw’, W’AW>= O, siendo X el coeficiente dado
por la fórmula anterior. Por lo tanto

det 1 = <(p’ + vw) A W, (P’ + vw’) A w> =

= <p’Aw, wAw> + 2v<w’Aw, p’Aw> + V2<W’AW, WAW>
porj(*)

= <pAw, í 3’AW> + v2<w’Aw, WAW> =

= <W’~w. w>2~ v2(1w121w12— <w, w>2)(comolwl= 1)=
1w12

1 (<WA w, w~>2~ v21w14).
Iw’12

Si denotamos por p = <p’Aw,w’>, sustituyendo en la expresión de K de/41 iii
resulta

2 2 4
K= —p = —pIwl

(det 1)2 (p2+ v2(w)4)2
Según esta expresión de K, para cada valor de u fijo (es decir, a lo largo de
cada generatriz), cuando y—.oo (es decir, cuando el punto tiende al infinito de la

loo
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recta), la curvatura de Gauss K tiende a O. (Esto se ve bien en el helicoide como
escalera o rampa de caracol: la pendiente es más suave —la superficie es más
plana— cuanto más lejos se está del eje del helicoide que es su lí nea de
estricción).

111.43. La curvatura de Gauss de la cinta de Móbius. Tomamos el sistema de
coordenadas: x(u,v) = ( 2 senu, 2 cosu, O) + y (— sen~ senu, — sen~- cosu, cos~-).

~
c’ (u) = 2 (cosu, —senu, 0),

—2senu O
<C’AW,W’> = u -sen~-cosu casi! =12 2

.~.senu—seni!casu _+cas~cosu+ sen~~senu ~

(cC+vw)Aw = (_~cosu_2senucos.~.+~sen2u,

~senu~ ~senucosu- 2 cosuco$, vser?~ - 2sen~-)

I(c’tvw’)Aw12 = -~ + (2— vsen .bL)2 y aplicando la fórmula de 111.41. para K:

K(x(u,v)) = — 1
+ (2 y sen~~ )2)2

111.44. Helicoide recto: Consideremos el sistema de coordenadas ( cI’r.II.76)
x(u,v) = (0,0, au) + y (cos u, sen u, O)

Como vimos en 11.76 se trata de una superficie reglada no cilí ndrica con lí nea de
estricción p(u) = (o, o, au). Podemos entonces aplicar las fórmulas de 111.42 para
la curvatura de Gauss:

* 2 *~<f3AW,W> IwI
2 2 42(<p’Aw, w’> + y iw’I )

—<(O,O,a),(cosu,senu,O)A(—senu,cosu,O)>2. 1 — —

A >2+v2)2 (a2+v2)2

Para calcular la curvatura media, aplicamos las fórmulas de 111.41; teniendo en
cuenta que <fi’, WC> = o, <p’+ y w’p + y WC> = pi~ + v~ w*12 = a~ + y2,

2 cas u
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= <w, w> = 1, g1~ = <p’+ y w~ w> = O, y como p” = O, w’= —w, resulta que

L — <p”+vw”,(p’+vw’)Aw>0 — <WAW,W’> — a11_ j(p’~vw)AwI — , L22— , Lt2_I(PI+vwl)AwI_~22+V2•

De que L11 = Ose sigue que las curvas coordenadas y = cte (hélices del helicoide)
son curvas asintóticas y de que g12 = O se sigue que cortan ortogonaimente a las
rectas generatrices (u = cte).
Para la curvatura media resulta de los cálculos anteriores y de (111.37.2) que

H = ± ___________________2 detl
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Lección 15t SUPERFICIES MINIMALES.

§11. Concepto de superficie minimal.

11L45. DEFINICION: Una superficie se dice que es minimal si su curvatura
media es nula en todo punto. A continuación damos unas definiciones que nos
proporcionarán una interpretación geométrica.

111.46. DEFINICION: Sea U un abierto de £2 y x: U —. una aplicación tal
que x(U) es una superficie de R~ con (Uy) como sistema de coordenadas. Sea D
un disco abierto de £2 cuya clausura b está contenida en U. Entonces x(D) es
una superficie con sistema de coordenadas (D, x). Sea ~D la frontera de D. Sea
h: 5—41 una aplicación diferenciable tal que tilaD = O. Se llama variación normal
de x (5) determinada por h a la aplicación

U X 1— E,E [—3R~ / tp(u,v,t) = x(u,v) + t h (u,v) N.x(u,v),
donde N es el vector unitario normal a x(U) determinado por (U, x) y yo es lo
suficientemente pequeño para que para cada te]—t, E[ la aplicación xt: D—+13/
xt(u,v) = w(u,v,t) defina un siJ~ema de coordenadas de una superficie xt(D).

111.47. TEOREMA: Sean U, x, D como 111.45. Entonces x (D) es_una superficie
minimal su A(O) = O para cualquier variacion normal ~ de x (D), siendo A(t)
el área de x~ 5).
DEMOSTRACION: Denotaremos u1 u, u2 y. Para calcular jl (la primera forma
fundamental de xt(D))

=x1 +th1 N~thN1, )4=x2+th2N+thN, (he*)
1 au’

9ii~ t2h~+ t2h21N112 + 2th<N13x1>;
g22=~~t h2~t hN2I+2th<N21x2>;

912-g12~th1h2~th< N11N2> +th(<x11N2> + (

y como L11 = —< N1, x1> L12= — < N2,x1> —< N1,x2>, resulta que
detlt = g11g22-2g11 L22ht-2g22L11ht-g~+4g12L12ht+0(t2)=

=detl-2ht(g11 L~ + g~L11-2g12L12) +

1(111.37.2)1 = det 1 —2 t h 2 FI det 1 0(t2),

de donde resulta que

103



GEOMETRIA LOCAL EXTRINSECA

A(t) = j ‘Jdet ¡~ du dv = J Jdet ¡ 1-4 tH + 0(t2) , de donde

1 (—4 hH~ 0(t)) du dv, y, para t = 0,
2~/1 -4thR+0(t2)

(111.47.1) A(O) = —2 h H ./det ¡ du dv.
De esta fórmula resulta que si H = O, entonces A’(O) = O. Recí procamente, si
A(O) = O para toda variación normal de x(D), supongamos que existe p c x(D)
con [4(p) * O, p = x (u.). Entonces existe un disco abierto D(u.,r) C O tal que

* O y tendrá el mismo signo que [4(p). Consideremos entonces una
función C°° h: b—.i tal que hID_Dcu0,r)= O y h (u.) = H(p) y tal que hID(u,,r) tenga
el mismo signo que H(p) (bastará tomar h una función meseta con sop h c D(u.,r)
y h (u.) = H(p)). .—+ 1 determina una variación normal para la cual se

verfica que A(O) = - 2 h 14 ‘/det ¡ du dv < 0, en contra de que A’(O) = O, luego
H(p) = O 4’ p~x (O).

111.46. NOTA: El teorema anterior dice que cualquier región acotada x (b) de
una superficie minimal es un punto crí tico_de la función área definida sobre el
espacio de las variaciones normales de x (D). Hay que hacer notar, sin embargo,
que dicho punto crí tico puede no ser un mí nimo.

S 12. Ejemplos de suDerficies minimales.

11L49. EL HELICOIDE: Vimos en ¡U. 44 que [4 = O, luego se trata de una
superficie minimal

111.50. LA CATENOIDE: Es la superficie obtenida por revolución de
catenaria con ecuación del tipo x a ch alrededor del eje Z.
parametrización de esta superficie es:

una
Una

mer 3a ch
kpar a

A(t) = j0J~t ¡.

x(u,v)=(ach*cosu, a ch~senu,v) —~<v~, O<u<2n ó
y aplicando las fórmulas dadas en III. 38, se obtiene

-TÍ <uç it
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de donde resulta que H = ~ (kmer + kpar) = O, luego es una superficie minimal.

111.51. PROPOSICION: Toda superficie de revolución minimal generada por una
1—variedad que nunca es perpendicular al eje de rotación es localmente una
catenoide.
DEMO5TRACION: Sea c(v) = (f(v),O,g(v)) una parametrización de una porción de
la curva generatriz que da lugar a una parametrización canónica de la superficie
de revolución (cfr. demostración de 11.41). 51 existe un y. tal que g~(v.) = 0,
entonces c(v0) es perpendicular al eje 1 (eje de rotación). Luego g(v) ≠
0~tv, luego paratodo y existe unentorno de y sobreel cual
y i—.~g(v) = s es un difeomorfismo y, en ese entorno, se puede parametrizar c por
s~—~c(s) = (f(g1(s)),O,s). Seaw = f°g1. Aplicando las fórmulas de 111.38 a esa
parametrización, resulta

- ________ = 1Kmer — 3/2 par
(14iç’2) qn/ 1~cp’2

de modo que la minimalidad implica, para cada uno de esos entornos,

O=K ~k cpcp”+1+p2 . .2 =mer par 3/2 , i.e. (P~P (9
q,(1+w,2)

Las soluciones de esa ecuación diferencial son w(s) = a ch ~ a y b cons
tantes, de modo que en cada uno de los entornos considerados la curva
generatriz es c(s) = (a ch —~—, s), que es una catenaria y da, por rotación, una
catenoide.

11L52.; PROPOSICION: Sea x (u,v) = c(u) + vw(u) una superficie reglada no
cilí ndrica y minimal (en los puntos en que es superficie) con parámetro de
distribución (< c’Aw, w’>) no nulo en todo punto. Entonces x (u,v) es parte de un
helicoide.
DEMOSTRACION: Sea p la lí nea de estricción de x (u,v) y parametricemos la
superficie reglada usando p como curva directriz:

x(u,v)= p(u)+ vw(u) conlwl = 1 ylwi = 1
(la condición Iwi 1 se puede conseguir reparametrizando de nuevo la curva
w(u) —que es una curva regular al ser w’ • O por ser la superficie reglada no
cilí ndrica— res~pecto de su longitud de arco s, u = u(s), y tomando s como nuevo

1 __________parámetro u). De las fórmulas dadas en 111.41 resulta que FI =
siendo, g = det 1, y que

H = O sil <P,’t vw”, (ptuw) A W> —2 <w’,~ w> <p’,w> = O v(u,v), i.e.
<~jAw>- w><~,w>~ y (<w”, ~Aw>~<p”,w’Aw>)+ v2<w”,w’A w> = O,
lo que equivale a que sean O los coeficientes de y:
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<p”,~Aw>- 2<w~f~ w><p~w> = 0 (1)

<W”, p~AW>+<p”,WAW> = 0 (2)
<W,WAW>=0 (3)

Ahora bien, de Iwi =1 resulta que <w’~w’>= 0, luego (3) implica que w” = <w”, w>w.
De iwI= 1 resulta <w,w’>=O y <w~w’>+<w,w”> =0, luego <w,w”>=—1, luego

(4)
Sea (e1]*~ la referencia de Frenet de w, entonces w” = k e2 que, comparado
con (4), da k=1, e2=—w y e3=e1Ae2=w’A(—w), de donde —‘ce2=
= —w”Aw — = 0, luego w(u) es una curva plana de curvatura k = 1, i.e. es
una circunferencia de radio 1. Tomando el origen de i~ en el centro de esa
circunferencia y el plano XV como el plano en que está la circunferencia, w(u)
se puede escribir como w(u) = (cos u, sen u, 0).

Por otro lado1 de (4) y (2) resulta que <P”, VÍ A w>= 0, luego fi” está en el
plano generado por w y w’, que es el que hemos tomado como plano XV, por lo
tanto fi es de la forma p(u) = (p1(u), p2(u), au+b) (aM ctes).

De que el parámetro de distribución no se anule, <flA w, w’» 0 resulta que
flAw * 0, y como w’ es perpendicular a p y a w, fl’AW está en la dirección de
w, luego (1) es equivalente a

2<pt ,w>) = 0, siendo <fi A w,w’> * 0, luego equivalente a
uN <jw’>— 2 <p’,w> = 0, (U)

pero <p~,w’>= O implica <p~,w’>~<~,w”>= O y, por(4), <p”,w’>= <p’,w>, que,
comparado con (1’), da <W,w>= 0, lo que, sustituido en las expresiones de p y w
da:

<p,w> =0 su P cosu+fi~senu=0 atu

<fi,w>= O sil — sen u + fi cos u = O vu,
ecuaciones que implican f3= O = p~, i.e. fi1 y fi2 son constantes, por lo tanto
x(u,v) = (fi1 + y cos u, fi2 + y sen u, au + b).
Una traslación de vector (—p11—p2, — b) transforma esta ecuación en la ecuación
canónica del helicoide. O.
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PROBLEMAS DEL CAPÍ TULO III

1.— Clasificar los puntos de la superficie x(u,v) = (u, y2, u2+v3).

2.— Caracterizar los puntos parabólicos de la superficie
x(t,u) = (f(t) cos u, f(t) sen u, t), siendo f(t) > O.

3.— Determinar la curvatura normal de la curva x(t21t) en t 1 sobre la
superficie x(u,v) = (u,v,u2÷v2).

4.— Demostrar que la suma de las curvaturas normales una superficie FI en dos
direcciones ortogonales en un punto p de FI es igual 2 H(p).

2i1
5.— Demostrar que H(p) = (1/2n) J k~(i3) di3, siendo 6 el ángulo que forma la

o
dirección dada con una dirección principal en p y kN(~) la curvatura normal en la
dirección dada.

6.— Sea FI una superficie con K <O. ¿Hay puntos umbilicales en FI?. ¿Y si K ≤ O?.

7.— Sea p un punto no plano de una superficie M. Probar que H(p) = O su existen
dos direcciones asintóticas ortogonales en p.

Sea C una curva regular sobre una superficie FI con curvatura de Gauss K> O.
Si k1, k2 son las curvaturas principales de M en un punto p, demostrar que la
curvaturakde C en p satisface k ~ mm (1k11, 1k211.

Dada la superficie x(u,v) = (u - (u3I3)~u y2, v-(v3/3)÷u2 y, u2-v2), hallar
las lí neas de curvatura, las asintóticas, las curvaturas principales, FI y K.

Sea C una lí nea asintótica (de curvatura no nula en todo punto) de una
superficie FI. Demostrar que ti = I—K, siendo ,t’la torsión de C en un punto p y K /t
la curvatura de Gauss de M en p.

11.— Se? M una superficie dada por la gráfica de una función f: —+R. Expresar
los coeficientes de la primera y segunda forma fundamentales, la curvatura de
Gauss, la curvatura media y las curvaturas principales en términos de f y sus
derivadas.
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12.— Sea Cuna curva intersección de dos superficies Mj y M2, y sea O el ángulo
entre M1 y M2 en cualquier punto p de C. Supóngase que C es una lí nea de
curvatura de M1. (a) Mostrar que O es constante si y solo si Ces también lí nea de
curvatura de M2. (b) Mostrar que si una lí nea de curvatura C de una superficie M
está en un plano 11 o sobre una esfera E , entonces la superficie M forma, a lo

C / largo dep< un ángulo constante con 11 o con E.

13.— ¿Puede una lí nea de curvatura ser curva asintótica?.

14.—Calcular las curvaturas de Gauss y media en el punto (0,0,0) del
hip~st6Í oidez=axy. /pkm&fk

15.—Probar que todas las curvas asintóticas de la superficie
x(u,v) = (u, y, (u2/4)-v2) son lineas rectas.

16.—Supongamos que el plano osculador de una lí nea de curvatura Cc M forma un
ángulo constante con el plano tangente de M a lo largo de C. Demostrar que C es
una curva plana.

17.— Si la superficie M1 corta a otra M2 a lo largo de una curva regular C,
demostrar que la curvatura k de C en peC viene dada por k2 sen2 O = k12 + —

2 k1 k2 cos O, donde k1 y k2 son las curvaturas normales de M1 y M2
respectivamente, y O es el ángulo que forman M1 y M2 en p.

18.—Sean k1 ,..., km las curvaturas normales en p formando ángulos n/2(m~ 1),
mn/2(m+1) con una dirección principal. Probar que ki+..+km = m 1-1, donde H es
la curvatura media en p.

19.—Sea C c M una curva regular en M. Sea peC y c(s) una parametrización de C
por la longitud de arco tal que c(0)=p. Elijamos en T~M una base ortonormal
positiva (t, hi tal que t = c~(.0). La torsión geodésica tg de C en p se define por
«dN/ds)(0), h>. Demostrar que: a) tg (k1 —k2) cos Ø sen $, donde Ø es el ángulo

que forman la dirección principal correspondiente al valor propio k1 y t. b) Si t
es la torsión de C, n el vector normal principal de C y cos O = <N,n>, entonces
dO/ds = t+tg. c) Las lí neas de curvatura de M están caracterizadas por tener
torsión geodésica identicamente cero.

20.— Mostrar que la superficie dada por el único sistema de coordenadas x(u,v)
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(u, y, log cos y— log cos u) es una superficie minimal con curvatura de Gauss K =

— (sec2u sec2v)/W4, donde = 1 + tg2u + tg2v.

21.—Determinar las curvas asintóticas de la catenoide
x(u,v) = (ch y cos u, ch y sen u, y). (Sol: u÷v = cte, u—y = cte).

22.— Sea M una superficie dada en la forma M = {p E R31 F(p) = O), siendo E :
—+ E. Expresar los coeficientes de la segunda forma fundamental, la curvatura
media y la curvatura de Gauss en términos de F y sus derivadas.

23.— Obtener las curvas asintóticas del hiperboloide de una hoja x2~y2—z2 = 1.
(Sol.: x~z = k( 1 ~y), x—z = (1 /k)( 1—y)) (Sugerencia: mostrar que

el hiperboloide contiene dos familias de rectas que son curvas asintóticas).

24.— Sea M el elipsoide (conjunto de puntos de E~ que verifican ((x2/a2) +

(y2/b2) + (z2/c2)=1). Calcular su curvatura de Gauss y determinar sus puntos
umbilicales.

25.— Sea M una superficie con vector unitario normal N globalmente definido. 5e
define la función soporte h de M por h(p) = —p,N(p»’. (a) Mostrar que Ih(p)j =

distancia de O a T~M, y que h(p)>O si y solo si N(p) está dirigido hacia la cara de
T~M que contiene O. (b) Para el elipsoide F1(O), donde F(x,y,z) = (1/2)
((x2/a2)~(y2/b2)~(z2/c2)—1), mostrar que h(x,y,z) = —1/IZI, siendo Z = (Fx, Fy,

Fz). Concluir que K = h4/(a2b2c2), y localizar los puntos de curvatura máxima y
mí nima. (c) Para los hiperboloides elipticos de una y dos hojas
((x2/a2)÷(y2/b2)—(z2/c2)=± 1 respectivamente), mostrar que K = ; h4/(a2b2c2)
respectivamente.

26.— Sea M una superficie con vector unitario normal globalmente definido N.
Entonces [p + a N(p)/ p e Ml se llama superficie paralela M’ de M. (a) Probar que
si M es compacta, M es una superficie para a suficientemente pequeño. (b) Las \i)
curvaturas principales de M’ son ki/O— a ki), y las curvaturas gaussiana y

media de M’ son K’=K/(1—2aH~a2K), H’ = (H—a K)/(1—2a H+a2K). (c) Si M tiene
curvatura de Gauss constante K > O, entonces alguna superficie paralela tiene ~
curvatura media constante, y si M tiene curvatura media constante H~O,
entonces una superficie paralela tiene curvatura gaussiana constante (Bonnet).
(d) Si M tiene curvatura media H = O, y M no es parte de un plano, entonces el
área de M’ es más pequeña que el área de M (Steiner).
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ISOMETRIAS ENTRE SUPERFICIES

CAPITULO IV: GEOMETRIA LOCAL INTRINSECA DE UNA SUPERFICIE DE IR3

Lección j6~~ ISOMETRIAS ENTRE SUPERFICIES.

§1. Definición de distancia intrí seca.

IV.I. DEFINICION: Una aplicación contí nua c:[a,b] —÷ M de un intervalo en una
superficie se dice que es una curva diferenciable a trozos si existe una
partición a = t0 <t1c... < tk< tk÷1 = b de [a,b] tal que di11, t~+i[ (O ≤ i ≤ k) es
diferenciable. Se define la longitud de una tal curva c por:

k çtj+i
L(c) = ~ Id (t)I dt.

IV.2 PROPOSICION: Sea M una superficie conexa. Dos puntos cualesquiera
de M pueden unirse por una curva diferenciable a trozos.
DEMOSTRACION: Toda superficie es localmente arco-conexa, luego, si M es
conexa, entonces M es arco-conexa. Por tanto, dados p, q e M, existe una
curva c:[a, b] .—. M contí nua tal que c(a) = p, c(b) = q. Para cada te[a,b] existe
un sistema de coordenadas (U1, x1) en c(t) tal que Ut es un conjunto convexo en
IR2 (en efecto, para que U1 sea convexo basta, dado (U, xt) con x1 (O) = c(t),
tomar Ut como una bola abierta de centro O contenida en U). La familia {c &

es un recubrimiento abierto del espacio métrico compacto
[a,b]; Sea 6 el número de Lebesgue del recubrimiento, y sea n tal que (b-a) &

/n < 6. Consideremos una partición de [a,b] en los subintervalos [t0,t1]

[tn+i ,tn] con t0 =a, t~=t~1 + .~, t~ = b. Sea x1 (Ui) un abierto de la familia
~ {xt(Ut)}te[ab]tal que c[t11,t1]c x~(U~). Como U1 es convexo, existe una recta

~1(t) en IR 2 &~: [t11 , t1] —.* U1 tal que ~1(t1_1 ) = x~ ~ c(t1_1 )‘ ~~(t~) = x~ 1~c (ti)
Definamos c~:[a, b]—+M por c~ (t) = = x1 o I~ (t). Entonces ~ es una curva[t1_1 , 13
contí nua que sobre cada intervalo 1 ~ t~[ es diferenciable y ~ (a) = x1o ~1(a)
c(a) = p y ~(b) = x~o ~nQ2) = c(b) = q.

IV.3 DEFINICION: Dada una superficie conexa M de IR3, se llama distancia
(intrí nseca) de M a la aplicación d: MXM —+ IR~ 1 d (p,q) = mf {L(c)/c: I—÷M
curva diferenciable a trozos uniendo p con q}.

IV.4. NOTAS: a) La distancia intrí nseca será, en general, mayor que la
distancia euclí dea.

b) Al definir la distancia se ha puesto el í nfimo y no el mí nimo
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porque este puede no alcanzarse, como lo muestra el ejemplo del plano
agujereado.

§2. Isometrí as entre superficies.
La geometrí a euclí dea se basa en el concepto de isometrí a, y las

propieddes geométricas en el espacio euclí deo IR3 son las que se conservan
por isometrí as. En las superficies, la geometrí a intrí nseca será el estudio de
las propiedades que se conservan por aplicaciones que conservan la distancia
intrí nseca. Estas aplicaciones serán las isometrí as entre superficies, que
comenzaremos definiendo indirectamente:

3IV.5. DEFINICION: Una isometria entre dos superficies M y M de IR es una
aplicación f: M —sM’ diferenciable y biyectiva que conserva el producto escalar
de los vectores tangentes, i.e: para todo peM y para todo Y,XET~M, <X,Y> =

<df(p)X,df(p)Y>..

IV.6. NOTA: Obsérvese que si f es una isometrí a, df(p)X = O 4=~X = O, i.e,
df(p) es un isomorfismo, luego, por el teorema de la función inversa, f es un
difeomorfismo local y, por ser f biyectiva, f es un difeomorfismo de M
sobre M’.

IV.7. PROPOSICION: Una isometrí a f: M —, M’ conserva la distancia
intrí nseca.
DEMOSTRACION: Sean p,qeM, y C(p,q) = {curvas diferenciables a trozos en M
uniendo p y q}. Sea C(f(p),f(q)) = {curvas diferenciables a trozos en M uniendo f(p)
y f(~). Sea — la aplicación —: C(p,q) —÷ C(f(p),f(q)) dada por c t—*ó = foc, la cual
tiene una inversa a ~— c = f1 °a, luego — es una biyección. Sea d la distancia en

M y d’ la distancia en M’. Dada c e C(p,q), L(c) = ~= L~ Ic’(t)I dt =

÷ 1
-, 1 I(focY (t)Idt = L(foc), por ser f una isometrí a. Resulta de todo esto que:

d’(f(p), f(q)) = inf{ L (~) ¡a E C (f(p),f(q))}=inf{L(foc), Ce C(p,q)}
inf{L(c),ceC(p,q)} = d(p, q). 1.

Más adelante (cfr. Iv.75) veremos que un difeomorfismo que conserva la
distancia intrí nseca es una isometrí a, lo cual, junto con IV.7, dice que la
definición Iv.5 coincide con la que serí a natural.

Q IV.8. DEFINICION: Una isometrí a local de superficies es una aplicación

112



ISOMETRIAS ENTRE SUPERFICIES

diferenciable f: M—÷M’ que conserva el producto escalar de los vectores
O tangentes. (A veces también emplearemos el nombre de isometrí a local para

indicar una isometrí a (local o global) definida solo sobre un abierto de M con
valores en un abierto de M’).

Como en el caso de una isometrí a global, una isometrí a local es un
difeomorfismo local.

IV.9. PROPOSICION: f: M—.M’ es una isometrí a local su para todo peM existen
sistemas de coordenadas (U, x) en p, (U, x’) en f(p) tales que x’ = fox (i.e. f=
x’ox’1) y g~1 = g’11 siendo g1~ (resp. g’1p los coeficientes de la 1~ forma

fundamental de M (resp.M’) en el sistema de coordenadas (U, x) (resp. (U, x’)).
DEMOSTRACION: Si f es una isometrí a local es un difeomorfismo local. Por
tanto, para todo peM existe un sistema de coordenadas (U, x) de M en p tal
que f: x(U) —+ f(x(U)) c M’ es un difeomorfismo, de donde resulta que (U,fox) es
un sistema de cooordenadas de M’ en f(p). Por ser f una isometrí a local se
tiene que, para cada u eU, si x’ = fox,

~‘1~(u)=<x;~x’.>(u)= <°~ (u),~°?<~ (u)> =<df(x(u))x~,df(x(u))x1>=<x1,x1>
au

=

Recí procamente, si existen (U,x), (U,x’) con x’ = f~x y ~ = ~ entonces:

<df(X), df(Y)> = <df (2 X’x1), df(2 Y~x~)> = 2 ~1yJ <df(x~), df(x1)>.= ~~iy] g~
i 1,1 i,J

= 2 x’ y] g~• = 2 x’ Y~<x~x~> = <X,Y>.. Ó.
1,1 i

§3. Ejemplo de superficies localmente isométricas.

IV.1O. EJEMPLO: Consideremos la parametrización de la catenoide
(IV.1 o.1)x(u,v) = (a ch *cos u, a ch * sen u, y), ve IR, u e JO, 2t[

y la del helicoide:
(Iv.lo.2)x’(u’,v’) (y’ cos u’, y’ sen u’, a u’), y’ e IR, u’ e JO, 2iu[.

Realicemos el siguiente cambio de coordenadas sobre el helicoide : u’ = u,
y’ = a sh ~ (i.e. definimos sobre el helicoide un nuevo sistema de
coordenadas 5? (u,v) = x’(u’(u), v’(v)). Resulta así para el helicoide:

(IV.1O.3)5?(u,v) = (a sh *cos u, a sh sen u, au), y IR, u e JO, 2ic[.
Con respecto a los sitemas de coordenadas (IV.1O.1) y (IV.1O.3) resulta que:

g11= a2 ch2 ~J= ~ ~ g~= O = 12’ g22= ch24= ~ 22 (tomando u1 u, u2~ y).

Obsérvese que, sin embargo, el helicoide y la catenoide no son globalmente
isométricos por no ser homeomorfos.O . flTñ.. 4r4~/fl4~~/M ~/Aa~:

113
II1I,VJ ~,t(s%v,~~ -Áu~, qk7unt (&hv,a~tç, ~hv,≠~~tç,v) ,



GEOMETRIA LOCAL INTRINSECA

Lección 17~: LA DERIVADA COVARIANTE.

§4. Definición y propiedades de la derivada covariante.

En el estudio de la geometrí a extrí nseca introdujimos conceptos geomé
tricos locales con el auxilio del cálculo de derivadas. Aquí vamos a operar de
modo análogo, pero para ello necesitamos, en primer lugar, un cálculo de
derivadas intrí nseco. Para intuir como puede ser este cálculo diferencial
intrí nseco, podemos pensar del siguiente modo: un habitante bidimensional de
la superficie puede tener una idea, como aproximación de lo no lineal, de los
objetos lineales tangentes a la superficie ( de modo análogo a como un
terrestre puede pensar que un trozo del planeta Tierra es plano), pero es
incapaz de observar cualquier cosa, aunque sea lineal, que se salga del plano

O tangente al punto de la superficie desde el que observa ese habitante. Estaconsideración nos lleva a:
1) derivar solo campos vectoriales tangentes a la superficie;
2) como la derivada direccional de un campo tangente no tiene por qué ser
tangente, tomaremos como su derivada solo su componente tangencial (que
serí a la única parte “observable” de la derivada). Esta será la que llamaremos
derivada covariante.

Naturalmente, después de dar la definición siguiendo la intuición anterior,
comprobaremos que realmente se trata de un concepto intrí nseco mostrando
su invariancia por isometrí as.

IV.11. DEFINICION: Sea Y un campo vectorial tangente de una superficie M
de IR3 definido sobre un abierto U de M. Para cada p c U, X e T~M, se define
la derivada covariante Y de Y en la dirección de X por

(IV.11.1) V~Y DxY~<DxY~ N> N (i.e. VxY= parte tangencial de DxY).
Como ~<DxY, N> = - Dx<Y~ N> + <Y~DxN).= ~<Y, LpX>~ la expresión anterior
es equivalente a

(IV.11.1’) V~ Y= Dx Y <L~X, Y> N. (fórmula de Gauss).
Resulta de esta definición que si X e Y son campos vectoriales

diferenciables, también lo es Y (por serlo Dx Y).

Para el estudio de las propiedades formales de la derivada covariante será
útil la siguiente:

IV.12. DEFINICION: Si X, Y son dos campos vectoriales sobre una bierto U
de una superficie M, su corchete de Lie [X, Y] es el campo vectorial sobre el
mismo abierto U definido por [X, Y] Dx Y- DYx.
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Si X e Y son campos vectoriales tangentes, entonces [X, Y] también lo es. En
efecto: <[X, Y], N> = <DxY - DyX~ N> = Dx<Y, N> - <Y, DxN> - D~<X~ N> +

<X )D.%(N> = <Y, LX>- <X,LY> = O ( por ser L autoadjunto).

IV.13. PROPOSICION: Sean W. X, e T~ M; Y, Z campos vectoriales definidos
sobre un abierto conteniendo a p, f una función diferenciable sobre ese
abierto. Se verifica que:

a)VX(Y+Z)=VXY+VXZ b)VXWY=VXY+VWY
c) Vf(p)x Y = f(P)VxY d) VX(f Y) = f(p)VXY + (Dxf)(p) Y
e) VyZ - V~Y = [Y, Z] O Dx<Y, Z> <V~Y, Z>+<Y,VxZ>.

DEMOSTRACION: a) d) se dejan al lector. Veamos e) y f):
e):VyZ-VzY=DyZ-<LY,Z>N-D~Y+<LZ,Y>N=[Y,Z].

f): DX<Y, Z> <DxY, Z>+<Y~DXZ> = <DxY~<LX, Y>N,Z> +

+<Y,DXZ <LX, Z>N> = <VxY,Z> + <Y, V>Z>.

4~ U —~ ~I4c
§5. Expresión en coordenadas.

~-~--t;t Mt.&y6&~~Gø7 2fr ~ 1V1 1k
IV.14. DEFINICION: Sea (U, x) un sistema de coordenadas de M, {x.}.~ 1 a
referencia local del plano tangente a M en los puntos de x(U) asociada a este
sistema de coordenadas. Sobre el abierto x(U) de M, V~<x~ es un campo
vectorial tangente, por lo tanto se podrá poner como combinación lineal de x1,
x2. Denotemos por r~j a las componentes de V~1x1 en la referencia {xk}k~

i.e. y .x~ — 2 T’~. x~<. Las funciones r~. se llaman sí mbolos de Christoffel.X1i— k ij .. 1

IV.15. PROPOSICION: Sea (U, x) un sistema de coordenadas de M; X, Y
campos vectoriales sobre x(U), X X’ x~, Y = 2.2~ Y’ x~. Se tiene que

a)VXY=21k(Xi ~y~+2X’Y’ T~1Xk b)x~~= 2 T~ Xk+Lj]N.
du k

DEMOSTRACION: Usando las propiedades dadas en IV.13 se tiene que:
VXY=I VXI (2 Y1x~) = ~ x’ v~<. (2 Y~x~) = IX’ (2 (D~Y~)x1 +~ Y~y~< x1)

x~+ 2Y~r~xk) ~ZY~r~) xk.

uC-~ ~ u,u~,
~ y4 9frd0~ ~j~Lt.J~t’ 115t
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Por otro lado, de la definición de y y de que <-N~,x~> = <Lx1, Xj> = ~
resulta:

XjJ = Xji = Dxxi = + <Lxj, xp~N = 2 i~ Xk + LuN.

IV.16. PROPOSICION: Los sí mbolos de Christoffel vienen dados, en términos
de los coeficientes de la 1~ forma fundamental, por

~I~_l gk..2 + ag.~ - ___

du’ au2
DEMOSTRACION: De IV.15 b) resulta que <Xi], x~> = 2 r~. ~ de donde

(iv. 16. b)) r~. = 2 <x11,x~> gttk.

Ahora bien, <x1~,x~>= ~<x1x2>-<xpx ~> = - (~<x~,x1>-<xj~,x~>) =

= - au~ +

y <x11,x» = <xj~x,2> = —~- g.,~ - <x~,xj».

ag~~ ____ ag~2
Sumando ambas expresiones: 2 <x1~,x~> = - + . , lo que,

diii
sustituido en (IV.16.1), da la fórmula buscada. O.

Como consecuencia de esta proposición se tiene la “necesitada”
invariancia de la derivada covariante por isometrí as.

IV.17. COROLARIO: Sea f: M—÷M’ una isometrí a, peM, XETpM, Y un campo
vectorial tangente sobre M, y (resp. y’) la derivada covariante en M (resp.
M’). Se verifica que: df (p) (Vx Y) = ~‘df(p)X (df(Y)).
DEMOSTRACION: Por ser f una isometrí a, si (U, x) es un sistema de coorde
nadas de M en p, (U, x’ = fo x) es un sistema de coordenadas de M’ en f(p), y
para los respectivos coeficientes de la primera forma fundamental se verifica
que g11 = ~ (cfr. IV.9). Además, si Z es un campo vectorial sobre x(U), Z
2Z’x~, se tiene que df(Z) = 2z9fl df(x1) = 2z’x;. De IV.16 resulta que g1~
g’.. implica = ‘r~ siendo r’~j (resp. los sí mbolos de Christoffel

para el sistema de coordenadas (U, x) (resp. (U, x’)) en M (resp. M’). Resulta
entonces de IV.15 que

(df(Y)) = V’~ (2 Y~x~) = 2 [Xi~t + X~ ~ ‘r~.] x~
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=2 (x~Y + x’2 y1 rk ~ df(p)(xk) = df(p) + XX Y r11J Xk] =
i,k~. au j
= df(p)(VxY).

IV.18. TEOREMA (egregium de Gauss):

___ m rm ÷2 rL rm r2 rm)},con ~ ar~

K = det 1 jr112 - 12,1 L IJ,~8 = au211 ~22 12 Li

DEMOSTRACION: De IV.15. b), derivando esa expresión, resulta:

x~Jk = 2{rL x + r (xrflxm+LLkN)}+ Lr N - L 2 mj,k ji m Lk xmiLk ~2 II m
m m2m [rIJ,k+ 2L r~ rLk - ~ Lk )xm +~2L LkL r~ + ~ k)N.

= Zm (~,j ~2L rL r m L. LT~m + (2L LIL 1k +k Lf ik
y como x~J~=x~~1,

rUk r7~ +2 í r~ rm .rL mN
L ~ 1 Lk Ikr’LJJ = L1~L~- LIkLrr.

Multiplicando ambos miembros por grn~’ sumando a lo largo de m, y tomando
i=j=1, k = n = 2, resulta la fórmula del teorema

IV.19.COROLARIO: La curvatura de Gauss es invariante por isometrí as.
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Lección 182: EL TRANSPORTE PARALELO

§6. Paralelismo en superficies.

IV.20. DEFINICION: Sea c: I—÷M una curva diferenciable y regular. Un campo
vectorial diferenciable X a lo largo de c ( o “sobre c”) es una aplicación
diferenciable X: I—*T]R3/ X(t) e Tc(t)1R3.

lV.21.PROPOSICION: Un campo vectorial Y a lo largo de c es diferenciable sil
para todo sistema de coordenadas (U,x) en c(t0), t0eJCI tal que c(J)cx(U), las

funciones Y~(t) definidas por Y(t) = ~ Y1(t) x~(c(t)), teJ, son diferenciables.

O E M O ST R A 0 1 0 N : Es evidente que si Y’(t) son funciones
diferenciables,.entonces Y(t) es diferenciable. Recí procamente, si Y(t) es dife
renciable, entonces <Y(t),x1(c(t))> es diferenciable, también son dife
renciables g~1(t) = <x1(c(t)), x~(c(t))> y, por lo tanto, también lo son las com
ponentes gli(t) de la matriz inversa de (g1~(t)); resulta de todo ello que

Z~ g1i <Y,x1> = 2~ gU <Ek Y1< Xk, x≥ = 2j,k gU ~jk Yk = Y’ es diferenciable.

IV.22. NOTA: Sea X e T~ M, c: ]-E,E[ —÷ M, una curva diferenciable tal que
c(O) = p, c’(O) = X. Entonces, para todo campo vectorial Y sobre M,

Y = Dx Y - <DxY, Np>~= d(~oc) (O) - <dC~oc) (O), Np >Np,
de donde de deduce que VxY depende solo de los valores que Y toma a lo largo
de una curva c tangente a X en p en un entorno de p, y que es independiente
de la curva elegida cumpliendo estas condiciones. Por lo tanto, para que V~Y esté
bien definida basta tener una aplicación Y: c(I) —÷ TIR3 tal que Y (c(t)) e
TC(t)M y que Yoc sea diferenciable.

Para un campo vectorial tangente a lo largo de una curva regular c, como
c’ (t) • o ~t tel, existe, para cada t, un entorno ]t-€, t .i- E [ sobre el que c es
un difeomorfismo sobre su imagen, y se puede definir ? : ci t-€, t-i-E [—÷ TIR3
por ?(c(s)) = Y (s) (i.e. ~? = Yoc1), que verifica ? (c(s)) e Tc(s)MI por lo que, de
acuerdo con el párrafo anterior, tiene sentido hablar de Vc’Y~Vc’?. Esto
permite dar la siguiente definición.

IV.23 DEFINICION: Sea x un campo vectorial tangente a lo largo de una curva
regular c de una superficie M. Se llama derivada covariante de x en la dirección
de c a
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-~=vx=.~Jf- <fl?f,N(c(t))> N(c(t) =fff- <Lc’(t), X(t)> Noc(t).

~y3 IV. 24. NOTA: Obsérvese que si Y es un campo vectorial sobre un abierto U de
!~ M y c: 1—-, M es una curva regular de M con c(I) c U, entonces S’(t) = Yoc(t) es

un campo vectorial a lo largo de c y = - <Lc’(t), S’(t)> Ncc(t) =

= d(Yoc) - <Lc’(t), (Yoc)(t)> (N oc(t)) = y en el sentido de la definición

IV.11, lo que muestra que el nuevo concepto de derivada covariante IV.23
coincide con el de IV.11.

Además, si se parte de IV. 23 como primera definición, se puede, para un
XcTpM y un campo vectorial Y sobre M definir VxY = V(Yoc) siendo c una
curva de M con c(O) = p, c’(O) = X e Yoc el campo vectorial a lo largo de c
definido por Y. Esta definición implica la IV.1 1.

c ~
IV.25.PROPOSICION: Sea Y un campo vectorial diferenciable a lo largo de una
curva c: I—÷M. Sea (U,x) un sistema de coordenadas en c(t0), t0cJcI tal que

c(J)cx(U), y sean Y~(t) las componentes de Y(t) (i.e. Y(t)= 2 Y1(t) x~(c(t))). Se

verifica que

(w.25.» ~Y (1) =2 {ç~ (t) ÷2 Y’(t) ~j4 (t) r~1 (c(tfl} xk (c (t))~

DEMOSTRACION: De la definición de ~resulta que es lineal y que, si f:I—~ iR

es una aplicación diferenciable, ~(f(t) Yo)) = ~(t(t) YO)) - <Lc’(t), f(t) Y(t)> N oc(t) =

= (~j fo)) Y(t) + f(t) Y(t) — f(t)< Lc’(t), Y(t)> N oc(t) =(~~ f(t)»~i. 1(t) .~(t). De aquí : /V
~Y(t) = ~ (2Y 1(t) x1(c(tfl) = 2 ~~-‘~j- (t) x1(cW) + 2 Y’(t) .Y.~J cGO) = I~or IV.241

2 ~Ç(t) x1(c(t)) + 2 Y1(t) V~, x1 por 1Vi5 a), á por IV.13 c) y IV.14

{~k (t) ~2 Y(t) ~4 (t) r~. (c(tfl} xk (c (O)..

IV.26. DEFINICION: Un campo vectorial tangente X a lo largo de una curva
c: I—.M se dice que es paralelo si ~-f(t) = O ~t te 1.
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Si M es un plano, ~= ~_, y X paralelo a lo largo de c equivale a que X
sea un campo vectorial constante, i.e., un campo paralelo (en el sentido de la
geometrí a elemental) a sí mismo. De ahí procede el nombre de la definición
anterior.

En el plano, un campo vectorial es paralelo (i.e. constante) su tiene
módulo constante y forma un ángulo constante con una dirección dada. Esto, en
una superficie, se traduce por la siguiente propiedad:

IV.27.PROPOSICION: Sean X,Y campos vectoriales paralelos a lo largo de
una curva c:I—sM. Entonces <X,Y>.(t) es constante. En particular, IX(t)l, IY(t)l
son constantes y el ángulo formado por X e Y es constante.
DEMOSTRACION: <X,Y> = , y> + <x, =

vx vY
=<dT + <Lc’, X>N, Y> ÷ <X, ~÷ <Lc’,Y>N> = O,

luego <X,Y>= cte. Tomando X = Y sale que ¡X~ 6 IYI es constante. Resulta de

todo esto que cos cg (X,Y) = lxi Y = cte. O.

IV.28. TEOREMA: Sea c:I—+M una curva diferenciable , 1 = [0,1]. Sea YOETc(o)
M. Entonces existe un único campo vectorial paralelo Y a lo largo de c tal que
Y(O) = Y0.
DEMOSTRACION: De (Iv.25.1) resulta que Y(t) es paralelo su para cada
sistema de coordenadas en c(t),

k y ¡ k
~IV281’~ ≤!Y_. ÷4 y’-~. Y’.. —~ k—12

/ dt “i dt ~ — ‘ —

que es un sistema lineal de ecuaciones diferenciales. Aplicando los teoremas
de existencia y unicidad de ecuaciones diferenciales se tiene pues que, para
cada to € 1 y cada sistema de coordendas (U, x) en t0 existe un intervalo L,~ c 1,

E L, tal que c (Ib) c x (U) y existe una solución única (Y1 (t), Y2(t)) de
(Iv.28.1) (i.e. un campo vectorial único Y(t) = Y1(t) x1 + Y2(t) x2 paralelo a lo
largo de c(10) sobre lo verificando Y’(t0) = para valores prefijados de
(i.e. Y(t0) = ?o para ?~ ETc(t)M prefijado).

El mismo razonamiento de la demostración de IV.2 prueba que existe una
partición O t1 <....< tr).~ = 1 de [0,1] y unos sistemas de coordenadas (posi
blemente con repeticiones) (U1, x1) ,(U~, x~) tales que c ([tj, t1.~.1} c x1 (Ui),
i=1....n. En el sistema de coordenadas (U1,x1) existe una solución única Y1(t) de
(11.28.1) definida sobre el intervalo [t1,t2] verificando la condición inicial
Y1(0)=Y0. Para i >1, sobre cada intervalo [t1, t~.1] tomamos, usando el sistema

120



EL TRANSPORTE PARALELO

de coordenadas (Ui, x1), la única solución Y~(t) de (11.28.1) verificando que
Y ~(t~) =Y1_1 (t1).
Observemos como ha sido, usando coordenadas, la construcción de Y1(t):

Sobre [t11, t1], Y11(t) es un campo vectorial definido por Y11(t) =

= ~ (t) (x11 )k~ con (t) (y por lo tanto Y1..1 (t)) definido sobre
]t1..1 -€~ ,t1+ E~ [ para un cierto E i-1~ En un entorno de t1, para el sistema de
coordenadas (U1, x1) se tiene que

= 2k N~~1 (t~ (Xi1)k = (t~ (xók.

Como (IV.28.1) es la expresión en coordenadas de .~!‘ = o, y, en un entorno de

t~, Y1~1 verifica dt = O, las funciones siguen verificando las
ecuaciones (11.28.1) para el nuevo sistema de coordenadas (Ui, xj). Las

Q funciones Y~(t) definiendo Y~(t) = 2 ‘y~ (t) (XI)k se definen por ser las

soluciones de (11.28.1) verificando Y’~(t~)=?’~(t~). Por el teorema de
unicidad de solución de las ecuaciones diferenciales, se tiene que, en

- E i1 ,t~+ E ¡1 [ ~ ]tr E ~, t1÷1 + E ~[, ~ (~) = ?.~ (t), luego Y~(t) = Y1~1 (t). O ~
Definimos ahora Y: I—+TM = U TpM por Y(t) = Y1(t) si te[t1, t~÷1].

paM
Resulta de todo lo anterior que Y(t) es un campo vectorial tangente a lo largo
de c, bien definido y diferenciable, que es paralelo y que verifica Y(O) = Y0.O.

Este teorema permite dar la siguiente:

IV.29.DEFINICION: Se llama transporte paralelo a lo largo de una curva
diferenciable c desde c(O) hasta c(t) a la aplicación P0~: T0(0)M —+ Tc(t)M

tal que P0~(y0) = Y(t), siendo Y(t) el campo parlelo a lo largo de c que verifica
Y(O) = Y0.

IV.30. PROPOSICION: ~ es una isometrí a.

DEMOSTRACION: P0,~ es lineal: si Pc~(Xo) X(t), Pc~(Yó) = Y(t), para todo

X,j.tcR se tiene que XX(O) ÷ uY(o) = XX0 ÷ jaY0 y ~(XX(t) + .uY(t)) = X ~(t)

ji~Y(t) = O, luego P0~(XX0 ÷ i’Y~) =)~ P~~(X0) + i~ P~(Y~).

Como consecuencia de IV.27 se tiene que <P0~(X0), P0 ~,(Y0)>.= <X~Y~>. Ó.
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,—.~ §7. El transporte paralelo y la desarrollable osculadora.
~ Las superficies regladas desarrollables son localmente isométricas al plano

(lo veremos más adelante, será consecuencia de lV.66 y 111.40), por lo tanto en
ellas es fácil construir geométricamente el transportado paralelo pasando al
plano por medio de la isometrí a local. Vamos a ver a continuación que para una
superficie genérica M y una curva c en la superficie es posible encontrar
una superficie reglada desarrollable con esa curva como curva directriz,
tangente a M a lo largo de C, de modo que el transporte paralelo a lo largo de
C en M se pueda construir geométricamente haciéndolo sobre la superficie
desarrollable encontrada.

IV.31. PROPOSICION: Sea M una superficie y c: I—÷M una curva regular. Sea
Y(t) un campo vectorial tangente a lo largo de c tal que <L6(t), Y(t)> = O y 6 e
Y sean linealmente independientes. Entonces ~(s,t) = c(t) + s Y(t) es una
superficie reglada desarrollable, contiene a c(I) y, a lo largo de c, los planos
tangentes a M y a 5c(s,t), y las derivadas covariahtes en M y en 5c(s,t)
coinciden.

Obsérvese que si 6(t) no es asintótica, Y(t) puede ser NA Ñ En efecto:
<Ló, NAÑ> = -<Ñ, NAÑ> = O; si ó no es asintótica, <Ñ, ó>, O; entonces si
NAÑ = Xó, <Ñ, 6> = O, luego 6 y NAÑ son l.i.

La condición {ó, Y} l.i. hace que la superficie Ñ(s,t) no pueda ser la
desarrollable tangencial.
DEMOSTRACION: Veamos que Ñ(s,t) es desarrollable: <N,Y>= O implica que

= O , pero O = <Ló,Y> = -<Ñ,Y>, luego <NY> = O. Por lo tanto
YA’? está en la dirección de N, luego <ó,YA’?> = 0. Evidentemente Y(0,t) =

i.e. la superficie contiene a c(I). A lo largo de c(t) = 5(O,t), el vector normal

a 5c (s,t) es Ñ(O,t) = •j1j- (6(t) ÷ O ‘?(t))AY(t) = 6(t)AY(t), que está en la
dirección de N (Ñ(0,t)), luego M y * son paralelas a lo largo de c. De aquí
Ñ(0,t) = ± N(t) N (Ñ(0,t)), luego, si ( resp. es la derivada covariante a
lo largo de c en Yc(s,t) (resp. M), entonces:

VYcJY ~ Ñ Ñ-~- ~ N N--~-Y Ó~T ~T <E > Zf <E > dt

IV.32 COROLARIO: Un campo vectorial tangente Y(t) a lo largo de c(t) es
paralelo a lo largo de c en M su lo es a lo largo de c en 5 (M, c y Ñ como en
IV.31).

IV.33. DEFINICION: La superficie 5c (s,t) = c(t) + s Y(t) definida en IV.31 se
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llama desarrollable osculadora de M a lo largo de c.

IV.34. Cuando 6(t) no es una dirección asintótica para todo t e 1 y se toma Y
= NA Ñ, la desarrollable osculadora 5< de M se puede interpretar
geométricamente del siguiente modo: “Consideremos la familia de
planos tangentes a M a lo largo de la curva c(t). Para At pequeño, los dos
planos Tc(t)M y TQ(t+At)M de la familia se cortarán a lo largo de una recta
paralela al vector {N(t)A N(t÷At)}/At. Cuando At —+ O, esta recta se
aproximará a la posición lí mite paralela al vector ~ N(t) AN (t÷At)

N(t) A N(t+At) N(t) = N(t)A Ñ(t) = Y(t). Resulta entonces que las rectas
generatrices de la desarrollable osculadora de M a lo largo de c son las
posiciones lí mites de las intersecciones de planos próximos de la familia

O {Tc(t)M}~ lo que expresa diciendo que la desarrollable osculadora en laenvolvente de la familia de planos tangentes a M a lo largo de c(t).

IV.35. NOTA: La desarrollable osculadora nos permite interpretar el
transporte paralelo desde el punto de vista extrí nseco de la siguiente manera.
Veremos mas adelante (teorema de Minding) que una superficie con curvatura
de Gauss K = O es localmente isométrica al plano. Por lo tanto la desarrollable
osculadora es localmente isométrica al plano (cfr. 111.30). Sea £ 5< (s,t) la
desarrollable osculadora de M a lo largo de c(t). Dado p= c(t0) existe un
abierto V de £ conteniendo a p y una isometrí a ‘p: V —-* p (V) c m2 de V
sobre un abierto del plano IR2. Para obtener el transporte paralelo de Y0eTpM a
lo largo de c desde c(t0) hasta c(t1) con c [t0, t1] c V bastará, por IV.32,
calcular el transporte paralelo en £ y, para ello, por ser cp una isometrí a,
bastará tomar el transporte paralelo de dcp(p) Y0 a lo largo de cpoc desde
c(t0) hasta c(t1) y tomar luego la imagen del transportado por d’p(c(t1)~1. Para
obtener el trasporte paralelo entre dos puntos de c en los que no se cumplan
las condiciones anteriores, se divide c en segmentos de curva en los que se
cumple y se calcula el transporte paralelo en cada trozo.

IV.36. EJEMPLO: Consideremos la esfera S2 con la parametrización x(u,v)
(cos u cos y, cos u sen y, sen u), (u,v)e ]it/2,itI2[x]O,2ir[. Sea c(t) el paralelo de

S2 dado por c(t) = x(a,t) (i.e. u(t)=a, v(t)=t). El vector unitario normal “hací a
afuera” de S2 a lo largo de c es: Noc(t) = c(t) = (cos a cos t, cos a sen t, sen a).
Como en la esfera no hay direcciones asintóticas, podemos tomar Y(t) = (N A

ÑW. Ahora bien, Ñ(t) = (-cos a sen t, cos a cos t, O) y
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NAÑ= cosa cost cosa sent

-cos a sent cosa cos t
(cos a) (-(sen a) (cos 1), -(sen a) (sen t), cos a).

Entonces la desarrollable osculadora es 5c(s,t) = c(t) + s NAÑ(t) =

= (cos a cos t, cos a sen 1, sen a) + s cos a (-sen a cos t, -sen a sen t, cos a).
Distinguimos dos casos:

1) a = 0 (el paralelo c(t) es el ecuador). k es el cilindro tangente al
ecuador 5c(s,t) = (cos t, sen t, s) -

2) a * o (c(t) un paralelo no ecuatorial). La desarrollable osculadora es
un cono en este caso. El vértice del cono es el punto Yc(s0,t) para el que *(s0,t)
no depende de t, i.e. el punto para el que

O (cosacost-s cosa sena cosi, cosa sent-scosa sena sent, sen a÷scos2a)no depende de t, i.e. el vértice se obtiene para s = 1/sen a y es Ñ(llsen a, t) =

= (0,0, 1/sen a).
Calcularemos el transporte paralelo para este caso.
Definimos una isometrí a cp: ÑQ- oc, 1/(sen a)[ x j~, 2~r[ ) ——+ D c iR2 por

cp (k(s,t) = (r(s,i) cos o (5,1), r(s,i) sen 0(5,1),
con r(s,t) = cos a (se~i a - s), o(s,t) (sen a) t,

siendo D el subconjunto abierto de IR2 definido por
D = {(r cos e, r sen 8)/O < r< + oc, 0<8<27Esen a).

cp es un difeomorfismo por ser 5c un sistema de coordenadas del abierto
considerado del cono y (r,e) i—÷ (r cos e, r sen 8) otro sistema de coordenadas
del abierto considerado de IR2 y ser (s,t) —+ (r (s,t), 8(s,t) un difeomorfismo.
Además es una isometrí a, pues si tomamos para el cono el sistema de
coordenadas 5 y para IR2 el sistema de coordenadas tp0Yc , se tiene que

o

-t -,

k

sena =

o
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<(-sen a sen (t sen a), sen a cas (t sen a)) , (sen a sen (t sen a), sen a cas (t sen a)) > =

2
= cas2 a (1-5 sen a)

lo que prueba, par IV.9, que cp es una isametrí a.

T ~ S2 desde t = g12
0(2)

O en IV.35, calculamos primero
dw (Yo) = dg’ (c’(t)) = d~

c(t) de Y., = c’(t)

2t/2)) = (cp ok)~ (O, 7t12) =

= (-sen(~- sen a), cos (tsen a)) cos a.
El transporte paralelo en IR2 de dcp(Y.,) a lo largo de cpoQ es

dq’ (Y0) = (-sen (-~- sen a), cas (f sen a)) cas a.
El transporte paralelo en Ñ (s,t) (y por tanta en S2) a lo larga de

Yo dg’ (Yc (O, 3it/2))’ ~LPo0 it/2 ~ (Yo)

dg’ (Ñ(O, 3it12fl1 (_sen(tsen a), cas (tsen a)) cos a.

Si escribimos ~WOc3~ dg’ (Y0) = Ct(90R)1 (O, 3it/2)) +

~Woc it/2
3it/2 dtp’(Ñ (O, 3it/2)) (~t(g’05~~(O, 3ic12)) +

1 /sen a

‘y:~ Coja
A~ a

~,ss

= <~(5, 5(5> = cos2 a, = < 5(s~ 5(t> =

= <(~~ o5()s’(w oÑ)~> =

r

(‘LPtJst —

= cas2a(1 -ssena)2.

= <-cas a (cas (Isen a), sen (t sen a)), - cas a (cas (t sen a), sen(t sen a))> = cas2 a.,
=

<-casa (cas(t sena),sen(t

= <(c~, ~ 5()~~(~ o Ñ)~> =

sena)), (casa)(se~ a -s)(-sena sen(t sena), sena cas (t sena»>= O,

Vamos a calcular el transporte paralela a la larga de
hasta t = &c12. Siguiendo el procedimiento indicada

3 irJ2
it/2

entonces

c será:

3it12)) (*)(O,
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+ ~5Qp0Ñ)5(O, 3it12))
= ct~t(O 3it/2)) + 3it12)).

Luego hemos de calcular ~ ~ Para ello

de donde

= (-cos a cos ~sen a), - cos a sen ~sen a);

y c5 vienen determinados por

luego

= (sen (tsen a) cos (~tsen a) - cos (tsehl a)sen (jasen a)) = - sen (it sen a)

ct = sen (tsen a) sen (j~ sen a) ÷ cos (tsen a) cos (~sen a)) cos (it sen a),

3 n12
itI2 y0 = - sen (it sen a) cos a (O,sena,cos a) ÷ cos (ir sen a) (cos a, O, O) =

NAc’
= cos a (cos (ir sen a), - sen(ir sen a) sen a, - sen (it sen a) cos a)

c’

3n12 3it/2Por ser ~ ~ una isometrí a, ~0 it/2

3 it/2cos.~(P0 n/2 Y0J(t(O,31t/2)) =

Y°I =1Y0h se tiene entonces que
3 it/2

<PC it/2 ~o ~x~(O~37tI2) >
—rr—————~
I~C it/2 ‘cci I~1(0,3it/2)I

3 n12
itI2

(como corresponde al hecho de ser tp una isometrí a) al ángulo que forman sus

(cpa)1 (O, 3ir/2) =

(cp05~)5(O, 3it/2))

con lo cual, por (*),

cos a (-sen ( ~sen a), cos (j~sen a));

sen (~sen a) cos a - cos a cos (j~sen a) = - sen (tsen a) cos a
~ cos (y-sen a) cos a - cos a sen (~sen a) = cos (tsen a) cos a,

= c’ ix1(O,3ic/2)12 = C~ (O,3it/2)
IY0I1x1(O,3it/2)I i~’:;- (O,it/2)

= Icomo ~ = 0~ =

a),
luego el ángulo que forman

= por la expresión de = = cos (it sen

correspondientes imágenes por dq en el plano

y c’(3it12) es it sen a , que es igual

o
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Lección lg~: GEODESICAS

§8. Geodésicas y curvatura geodésica.
Las rectas en el plano pueden ser caracterizadas de dos formas: como
aquellas curvas que minimizan la distancia entre cualesquiera dos de sus
puntos y como aquellas curvas que pueden ser recorridas sin aceleración. El
concepto que generaliza el de recta en las superficies es el de geodésica.
Para definir esa generalización usaremos la segunda caracterización de
recta, restringiendo incluso un poco más el concepto. Las geodésicas de una
superficie serán no solo las curvas que pueden recorrerse sin aceleración,
sino las curvas recorridas sin aceleración. Con esta definición resultará que
el concepto de geodésica está ligado no solo a la curva geométrica, sino
también a la parametrización de la misma, de modo que para que una curva
sea geodésica ha de tener una parametrización especial.

IV.37. DEFINICION: Una curva regular c: I—~* M es una geodésica su c’(t)
es un campo vectorial paralelo a lo largo de c, i.e. = O en todo t e 1.

IV.38. PROPOSICION: Si c(t) es una geodésica, entonces Ic’(t)I = cte
y t= as÷b, siendo s el parámetro longitud de arco de c, y a, b constantes
reales. (Recuérdese que si t no es el parámetro longitud de arco,
Vc’(s)Oevc’(t) = O).

DEMOSTRACION: Si c(t) es geodésica, c’(t) es paralelo a lo largo de c y, por
IV.27, c’(t)I = a es constante . Entonces el parámetro longitud de arco s de c

viene dado por s(t) = lc’(t)I dt = a (t-d) = at - ad = at-b, con b = ad. Ó.

IV.39. NOTA: En el plano ~ = ~-, luego c(t) es una geodésica su c(t) =

= t X0 + Y0, i.e, una recta parametrizada por un parámetro t= as + b, siendo s
la longitud de arco de c (Ic’I = = a, b = ad).

- En el plano las rectas son también las curvas de curvatura cero. Para
caracterizar de igual modo las geodésicas vamos a definir una curvatura
intrí nseca para las curvas en una superficie.

IV.40. DEFINICION: Dada una curva regular c: I—+ M, llamaremos referencia
de Frenet (intrí nseca) de c en M a la base ortonormal Çe1 (t),é2(t)} de Tc(OM
a lo largo de c(t) definida por é1 (t) = c’(t) 1 Ic’(t)I = e1 (t) y e2 (t) elegido de
modo que {e1,e2} sea una base ortonormal (<é~(t), é~(t)> = ó~1) con la misma
orientación que {x1, x2) (la base asociada a un sistema de coordenadas (U, x)).
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Evidentemente esta definición solo tiene sentido para curvas c:I—-,M
tales que existe una familia {(U~, xc~)}~EA de sistemas de coordenadas de M
de modo que c(I) c Ax~(U~) y UAx~(U~) sea una superficie orientable

es siempre una superficie por ser un abierto dé la superficie M).
A

Esta definición es equivalente a la siguiente: sea N = . Entoncesx1A x2
e1(t) = e1(t) y é2(t) = N A e1(t). En efecto, fe1,é2} verifica las condiciones de
la definición anterior y un e2 con estas condiciones es único.

v~1IV.41. NOTA: Obsérvese que <e1,é.1> = 1 implica < dt ~> = O y, por lo
‘nl . . -tanto, dt esta en la direccion de e2. Ello permite escribir

(IV.41.1) dt = Ic’(t)I kg(t) e2 (t).
La expresión (IV.41.1) hace ver de nuevo que la referencia de {e11e2} es
intrí nseca, aún cuando e2 = N A é.1, como corresponde a la definición de
{é~ ,e2} dada en IV.40.

IV.42. DEFINICION: Se llama curvatura geodésica kg de la curva c en M
a la función kg(t) definida por la expresión (IV.41 .1). Resulta de esta
expresión que:

= Ic’(t)I < dt e2>

IV.43. PROPOSICION: Sea c una curva regular en M, k su curvatura, k~ su
curvatura geodésica y kN su curvatura normal, entonces k e2 = + kN N.
Es decir, k~ es la componente tangencial de la curvatura de la curva.

DEMOSTRACION: c’Ike2 = 1= ‘~7~ ÷<Lc’,e1> N = Ic’I kgé2+Ic’I<L.j21,

e1>N=
¡di (kg e2 + kN N), ya que kN kN(el)= IT(e1)/I(e1) = <Le1,e1>.= <L -21, e1>..

IV.44. PROPOSICION: k~ es independiente de la parametrizaci6Tt~é c. Si~€!R1_
cambia la orientación de {x1, x2}, entonces k9 cambia de signo.
DEMOSTRACION: De IV.43 resulta que kg = k<e2,é2>.. Si se hace un cambio
de parámetro de c conservando la orientación, no varí an k, e2 y b2, luego no
varí a kg. Si se hace un cambio de parámetro de c invirtiendo la orientación,
k no varí a, e1 cambia de signo, e2 cambia de signo y é2= N A ~1 cambia de
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signo (pues N no varí a al no depender de c), luego kg no—varí a Si se cambia la
orientación de {x1, x2} cambia el signo de N, luego cambia el signo de e2 = N
A é~, sin que cambie lo demás , por lo tanto cambia de signo.

IV.45. PROPOSICION: (Caracterización de las geodésicas): Una curva
regular c: I—+M tiene kg cero su es una geodésica cuando se parametriza
respecto de su longitud de arco.
DEMOSTRACION: Por IV.44, kg(t) = O equivale a kg(s) = O, lo que es equivalen

te a vel(5) = O ~ts, i.e. _Yc’(s) = O, es decir, a que c(s) sea una geodésica. Ó.
ds ds

Vamos a ver ahora una interpretación geométrica de la curvatura geodésica
semejante a la que se dió para la curvatura de una curva plana:

IV.46. PROPOSICION: La curvatura geodésica de una curva es la derivada
del ángulo que la tangente a la curva forma con una dirección paralela a lo
largo de la curva.
DEMOSTRACION: Sea c: I—.M una curva parametrizada con respecto a la lon
gitud de arco s, Y(s) un campo paralelo a lo ¡argo de c y de norma 1. Si w es el
ángulo que formt c’=e1 = ~, entonces Y(s) = cos cp (s) ~ (s) + sen cp (s) ~2 (s) J
de donde:

(A) 0= (s)=-(sencp)w’ ~ +cosc~k~ 02 +(coscp)c4’ 02 +senc~
v~2 v~2 ___ (*)Pero <~2’ ~2> = 1 implica < ds ~2> = 0, luego = < ds ~ >~ =

= - <~2 ds> ~ = - kg ~, donde hemos aplicado que ~ ~2> = O en (*)~
Sustituyendo en la igualdad anterior (A):

O = (-(sen cp) w’ - (sen w) k9) ~ ÷ ((cos w) kg + (cos w) w’) ~2’ de donde
(sen cp) (cp’+kg) = O y (cos w) (w’ + k9) = 0, luego ¡<g = - ci”. Ó.

NOTA: Obsérvese que la proposición lV.46 da un nuevo método para calcular
transportados paralelos a lo largo de una curva c.

En el plano, por un punto y en una dirección pasa una única recta. El
resultado análogo para las geodésicas es el siguiente:

IV.47. PROPOSICION: Dado un punto p e M, Y e Tp M, Y. 0, existe un E > O y
existe una única geodésica c: }- E, E [—-, M tal que c(O) = p y c’(O) Y.
DEMOSTRACION: Sea (U,x) un sistema de coordenadas en p; c(t) =

u2(t)) una curva de M. Por (IV.28) c(t) es una geodésica de M verificando c(0)
p y c’(O) = Y su se verifica el sistema de ecuaciones diferenciales
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o ci~ uk~ 2 it. ~_Q~ ~ 0; k = 1,2, con (u1(0), u2(0)) = x ~1(p) y ~(0) = Y’,
dt ‘J dt dt dt
siendo Y = 22 Y’x.(p). Entonces la proposición resulta del teorema de

¡=1
existencia y unicidad de soluciones de sistemas de ecuaciones diferenciales.

Vamos a ver ahora algunos ejemplos de geodésicas.

IV.48. EN LA ESFERA: Las geodésicas son las circunferencias máximas. En
efecto: tales circunferencias se obtienen por intersección de la esfera con
planos pasando por el origen. El vector normal e2 de una tal circunferencia
en un punto está en la dirección del radio de la esfera que, a su vez, está en
la dirección del vector normal a la esfera N. Por lo tanto, resulta de IV.43
que la curvatura geodésica de una tal circunferencia es cero y, por IV.45, eso una geodésica cuando se parametriza con respecto a su longitud de arco.

Por otra parte, para todo punto p de la esfera y todo vector X tangente a
la esfera en p, el plano que pasa por el centro de la esfera y contiene a p y p
+ X corta a la esfera en una circunferencia máxima c que pasa por p y tiene
X como vector tangente. Por IV.47 y por lo que acabamos de ver, esta
circunferencias c es la única geodésica pasando por p y con X como
vector tangente. Por lo tanto las circunferencias máximas son todas las
geodésicas de la esfera.

IV.49. EN EL CILINDRO: Los mismos argumentos utilizados en IV.48
muestran que las circunferencias que se obtienen por intersección del
cilindro con planos perpendiculares al eje del cilindro son geodésicsas del
cilindro. También lo son las rectas generatrices pues en ellas = k = 0. Si
queremos obtener todas las geodésicas habremos de enfocar el problema de

O otro modo. Observemos que el cilindro x(u, y) = (r cos u, r sen u, y) eslocalmente isométrico al plano mediante una isometrí a de la forma (u, y) 1—)
x ~ y). Como las geodésicas del plano son de la forma c(s) = (c + as, r3 + bs),
las del cilindro son localmente de la forma d (s) = x (-~-(~ + as), p + bs)
(r cos ÷ f~s), r sen ((~~ + fs), p ÷ bs), que son hélices apoyadas en el
cilindro, se convierten en circunferencias cuando b = O y en rectas cuando a

O (las dos familias de geodésicas obtenidas antes por otro razonamiento).
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Lección 2O~: LA APLICACION EXPONENCIAL

§9. ADlicación exDonencial.
En esta lección introduciremos un tipo especial de sistema de

coordenadas con vistas a su posterior aplicación geométrica. Como vimos en
el apartado anterior, dado un punto p e M y un vector X e TpM, existe una única
geodésica: r: ]-E, E [—+ M / t’(O) = p y a”(O) = X. Para indicar la dependenda de
la geodésica 3, respecto de X la denotaremos por ~(t,X) en lugar de T(t).

IV.50. LEMA: Sea peM, XCTpM y t(t,X):]-€,€[ —. M la única geodésica
verficando ~(0,X) = p, r(O,X) = X. Se tiene que para todo X e IR-{0} la
geodésica 3’(t,XX) está definida sobre el intervalo ]-EIX, €IX[ y verifica:
~(t,XX) = 3’(Xt,X).
DEMOSTRACION: Bastará con ver que 3’(t,XX) = T((Xt,X), pues de aquí se sigue

O que 3’(t,XX) está definida sobre ]-E/X, €IX[. Definamos c: ]-€/X, E/X[—÷ M porc(t) = 3’(Xt,X). Esta curva verifica: c(0) = 3’(O, X) = p; c’(O) = X ~‘(X0, X) = XX y,
además, Vdc;(t) =Vcc’ = X2 vrI(XtX)r(Xt~X) = X2 Va~(s, X) = = o, i.e., c
es geodésica, luego, por definición de 3’(t,XX), c(t) = T(t,XX). c.q.d.Ó.

IV.51.DEFINICION: Dado XcT~M, se define la aplicación exponencial por
exp~X = a’(l,X) para X * 0 en los puntos XeT~M en los que 3’(l,X) esté
definida, y exp~0 = p..

IV.52. NOTA: Tomando X = 1/IXI en el lema 11.50, se tiene que, si X*0,
(IV.52.1) 3’(l,X)= r(IXI~~).

Como ~‘ ( t~ es una geodésica con vector tangente unitario en el
origen, se sigue que esta curva está parametrizada respecto de su longitud de
arco. Entonces la fórmula (IV.52.1.) permite describir geométricamente la
aplicación expp de la siguiente forma: “Dado XeT~M, expp X es el punto de la
geodésica tangente a X en p que se obtiene tomando sobre esta geodésica
una longitud IXI medida a partir de p en la dirección de X”, i.e. “expp X es el
punto de M obtenido ‘doblando’ el vector tangente X a lo largo de la geodésica
pasando por p y tangente a X” (fig. IV.9.1)

IV.53. EJEMPLOS: a) Esfera unidad S2. En este caso expp X está definida
para todo XETpS2 y todo peS2, como resulta inmediatamente del hecho de
que la geodésica que pasa por p tangente a X es la circunferencia máxima
cumpliendo estas condiciones. Si -p es el punto antí poda se p se tiene que
para todo número natural n:

exp~X=p sijXj=2irn y exp~X=-p si IXI=(2n+1)n.
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Sin embargo, sobre ~2 - ~ expp está definida solo sobre los XcT~M tales
que Xj <~.
b) Cono menos el vértice. Si p es un punto de esta superficie y d es su
distancia al vértice, entonces expp no está definida para los vectores en la
dirección de la generatriz y sentido hacia el vértice del cono y de módulo

está siempre definida.

IV.54. PROPOSICION: Dado peM, existe E> O tal que exp~ está definida y
es diferenciable en 3E(O) c T1,M (BE(O)sdisco abierto de radio E en T~M).
DEMOSTRACION: Sea (U,x) un sistema de coordenadas de M en p. Según
vimos en IV.47, una geodésica pasando por p = x(u~,, u~) con vector
tangente X0 = E X~c, x1 E T~M es la curva cuyas coordenadas verifican el
sistema de ecuaciones diferenciales:

(IV.54.1) ük + 21,1= ~ ~ & = o,
con las condiciones iniciales

k = 1,2

(IV.54.2) Ú’ (O) = (IV.54.3) u’(O) = = 1,2.
Por teorí a de ecuaciones diferenciales se tiene que, dado el sistema de
ecuaciones (IV.54.1), con las condiciones (IV.54.3), existen E1,E2 > O y existe
una única aplicación cp E (u1,u2) ]-E1,E1[ X BE(O)(1)

u~(O, (X1,X2)) =

———÷ U c 1R~ tales que
au’ (o, (X1,X2)) = X1, i = 1,2,-r

y, para cada (X1,X2) E BE(O), la curva t ~—* uk(t,pcLX2)), k = 1,2, te]-E1, €~[,
es solución de (IV.54.1).

Definamos r:]-€1, Ei[ x ~E(0) ———+ x( U) c M por r =x o ~. 7 verifica:

7(O,(X1,X2)) = x(u, u~) = p y ~(0,(X1,X2)) r(O,(X1,X2)) = dx(u0)(X1,X2))
XeT~M.

1Obsérvese que BE(O) c fl~2 no en T~M.

que d

x

En la siguiente proposición veremos que, al menos en un entorno de p, exp~
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Como dx(uo)(BE2(O)) es un abierto de TpM, existe 4> 0 tal que el disco

abierto de centro el origen y radio £1 en T~M verifica BEl(O) c dx(uO)(BE (O))
2 2

C TpM. Definimos entonces
?‘: ]-E~, ~ X B (0) —+ x( U) c M por a’(t, X) = r (t, dx (u0)~X),

que es diferenciable por ser dx(u0) ~ un difeomorfismo y verifica:
a’(O,X) = r(o,dx(uJ1X) = p, 3”(O,X) = 7’(O,dx(u0)~X) = dx(u0)dx(u0)~X = X, y
x~(a’(t, X)) = x~(r(t, dx(u0{1X)) = x~(xoq(t, dx(u0Y1X)) = cp(t, dx(u0)~X),
luego las coordenadas uk de las curvas t — a’(t, X) verifican (IV.54.1) y son
geodésicas pasando por p en t = O y con vector tangente X.

Por el lema Iv.50, tomando X = E1/2, se tiene que la curva t’—* T(t, ~X) =

= a’(.!jt,X) es una geodésica definida para t E }-E11(E1/2), E11(E1/2) [ = ]-2, 2[,

y esto para todo X tal que jX~ <4, por tanto 1 2

Resulta de todo ello que, si E = (E14 )12, entonces existe una aplicación
diferenciable r: 1 -2,2 [x BE(O) ——+ M , BE(O) C TpM tal que t ~—+ 8’(t,X)
es una geodésica verificando a’ (O, X) = X. Como consecuencia, la aplicación
expp : ~E(0)—~ M/X~—.~r(1, X) está bien definida y es diferenciable. Ó.

IV.55. PROPOSICION: Existe un E > O tal que expp : BE(O) ———. M es un
difeomorfismo de un entorno U de O en T~M sobre su imagen en M.
DEMOSTRACION: Por el teorema de la función inversa, bastará probar
que d exp~(O) es un isomorfismo. Para ello, sea X € TpM , c: ]-E, E[—~> TpM
la curva c(t) = t X, que verifica c(O) = O, c’(O) = X. Entonces d exp~(O)(X) =

= ~ It= ~ ~c(t) = ~ 0exp~ tX = ~ I~=0a’(1~t)0 = .~ 1~= ~,a’(t,X) = a”(O,X) =

i.e. d exp~(O) es la identidad, lo que acaba la demostración.

§10. Coordenadas normales.

IV.56. DEFINICION: Dado un punto p de M, un entorno abierto V de p en M
diremos que es un entorno normal de p si existe un entorno abierto U de O
en T~M tal que expp: U —+ y es un difeomorfismo.

Utilizando esta definición y las proposiciones anteriores introduciremos
dos tipos especiales de sistemas de coordenadas: “las coordenadas normales”,
correspondientes a un sistema de coordenadas rectangulares en TpM, y “las
coordenadas geodésicas polares” correspondientes a las coordenadas polares
en el plano tangente.
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IV..57. DEFINICION: Sea {e1, e2} una base ortonormal de T~M y 4’: IR2 —+TpM
el isomorfismo dado por qi(X1, X2) = X1 e1 + X2 e2. Sea y un entorno normal de
p, U = tP1(exp~»V)), x = expp o4’. El sistema de coordenadas (U, x) se llama
sistema de coordenadas normales de M centrado en p asociado a {e1, e2).

Evidentemente un sistema de coordenadas normales (U, x) centrado en p
está caracterizado por x(u1,u2) = expp(u1e1 + u2 e2) ó, equivalentemente,
r1(expp (X’e1 + X2e2) = (X’,X2).

IV.58. NOTA: En un sistema de coordenadas normales en p la ecuación de
una geodésica pasando por p es la misma que la de una recta pasando por el
origen en el plano. En efecto: sea ~(t) una geodésica verificando 3’(O) = p, a’”(O)
= X, entonces utilizando la notación indicada el comienzo del §9, el lema
IV.50 y la definición IV.51, Y(t) = r(t,X) = a’(l,tX)= expp tX. Por lo tanto, si

O (U,x) es un sistema de coordenadas normales centrado en p asociado a e1,e2 y
X = X1e1 + X2e2, entonces x-1(r(t)) = r1(expp tX) = i•~ (t X) = (tX1, tX2).

IV.59.DEFINICION: Sea el difeomorfismo cp: ]O,oo[ x ]O,2it[ —+ R2-(IR~x{O})
dado por cp(r,o) = ( r cos e, r sen e) (i.e. cp~ da las coordenadas polares de
IR2). Sean {e1,e2} y 4’ como en 111.57. Sea V un entorno normal de p, UJ=
= cp~1(qj~1expp.1(y) - (IR±x{O})), y ~ = exp~o4iotp Al sistema de coordenadas

(U,5~) se le llama sistema de coordenadas geodésicas polares de M en p
asociado a {e11e2}.

Un sistema de coordenadas geodésicas polares en p viene caracterizado
por x(r,e) = exp~(r cos e e1 + r sen e e2).

IV.60.NOTA: La ecuación de una geodésica pasando por p en un sistema de
coordenadas geodésicas polares en p es r1or(t) = (Xt,e0), con X,e0eIR fijos. En
efecto, si ~(t) es una geodésica con y(O) = p, T’(O) = X, se tiene, como vimos en
IV.58, ~(t) = exp~tX~ y, si X = IXI(cose0 e1 + sena0 e2), entonces r1~a’(t) = (IX~t,e0).

IV.61..NOTA: Las imágenes por exp~ de las circunferencias Sr(O) en T~M
centradas en O (curvas r=cte) se llaman circunferencias geodésicas y se
denotan por Sr(P)• Las imágenes de las rectas (curvas e = cte) se llaman -

radios geodésicos. Análogamente se definen los discos (o bolas) geodésicos
abierto (Br(P) = expp(Br(O))) y cerrado (8r(P) = expp(Br(O))). Se pueden
describir igualmente por: Sr(P) = {qeM/hay un segmento de geodésica de
longitud r que une p con q}, Br(p) = {qeM/hay un segmento de geodésica de

O longitud menor que r que une p con q}
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§11.Propiedades de las coordenadas normales.
IV.62.PROPOSICION: En un sistema de coordenadas normales (U,x) centrado
en p, g11(p) = 811.
DEMOSTRACION: gjj(p) = <x1(p),x~(p)> = <—~-{exppo~i)(O,O), —~-..(exp~o~i)(O,O)>

au au1
= < dexp~(O)—?-.ili(O,O), dexp~(O)—~-.~~(O,O)> = < dexp~(0) e1, dexp~(O) e~> =au au~
=<e~e~> = 6~, donde hemos usado que d exp~(O) = Id (cfr. demostración de
lV.55) en la penúltima igualdad.

IV.63.PROPOSJCION: Para un sistema de coordenadas normales centrado en
p, r~1(p) = O y g~~(p)E(ag~J/auk)(p) = O para todo ij,k = 1,2.
DEMOSTRACION: Sea (U,x) es un sistema de coordenadas normales centrado
en p, asociado a {e1,e2}. Se tiene que

x~(u) = —- (exp~(4’(u))) = d exp~(u e1+u e2)( T~’au au
pero como 4’(u1,u2) = u1e1+u2e2, se tiene que .~!4 = e1, luego

x1(u) = d exp~(4i(u)) (ei).

Si u = (t,O), entonces x1(t,O) = d exp~(te1)(e1) = ~ (exp~,te1) es el vector

tangente a una geodésica y, del mismo modo, x2(~) = ~ (exp~te2) es el AO)V
vector tangente a una geodésica. Por lo tanto:

(V~xi)(t,O) = O y (V~ x2)(O,t) = O, de donde r~1(p) = O = r~2(p) para k = 1,2.
Por otro lado

(x1÷x2)(t,t) = ~1 exp~w (t,t) + exp~~P (t,t) =

= d exp~w (t,t) a’1~ (t,t) + dexp~~P (ti) aw(I~) =

au

d exp~(’p(t,t)) ((~~-+ 2~) (tt) = dexp~(tP(t,t)) (e1-i-e2) = exp~(t(e1+e2))
au au

vector tangente a una geodésica, luego (V (x1+x2))(t,t) = O, luego

(V~xi+V~x2+V~xi+V~x2)(i,t) = O. En particular (VXX1+VXX2+VXX1+VXX2) (0,0)

O, y, por (*), (V~~xi)(O~O) = O, de donde Zk r~2(p) Xk(p) +Zk

r~1(p)xk(p) = 0, lo que, por la simetrí a de r en los subí ndices, implica r’~2(p)
=r~1(p)=O, k= 1,2.
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Por otra parte, gjjk(p) = —~-j~. <x1,xp(p) ; Dxkcxi~xj>(P) =<Vxkxi~xi>(P) +

<xi~Vxkxi>(P) = Ejcrk. x~,x~>(p) + Z,g<xI~rk. x~>(p) = O.

§12.Proøiedades de las coordenadas geodésicas nolares.

IV.64. PROPOSICION: En un sistema de coordenadas geodésicas polares
(ü,~) en p se veritica que grr = 1, gro = O, hm g00 = ~L~0 Ç/g00 )~. = 1,

siendo (,Jg99 )r = ______
DEMOSTRACION: De acuerdo con IV.60, las curvas r —* ~(r,o) son trozos de
geodésicas con vector tangente en t de norma unidad, de donde se deduce, por
IV.25, que grr = 1. Para calcular gro vamos a ver primero cual es el valor de
su derivada en la dirección de los radios geodésicos:

gro =

ya que = O por ser r c* ~(r,o) una geodésica. Además (cfr. IV.13.e)),

V~r~O = + [~r’~Ol = + D~~0 — D~0~r =
=V~ ~r l~ro ~Or=’7~ ~r’

luego ~gro = <~r~~~r> = i~j<5~r’5~r> = j~~rr = O. Por lo tanto gro es

constante. Por otro lado, por la desigualdad de Schwarz,
Igrol = ‘<gr’ ~o>I ~ ‘gr’ ~ol = I~aI’

de donde
lim~g~0~ ≤ Lrn I~o(r,e)I = ~ifl~0I .~.1(ro)exPp r (coso e1+seno e2)I =

= hm dexp~(r (coso e1+seno e2))(- r seno e1+ r cose e2)I =
~—., O
hm r jdexp~(r (coso e1+sene e2fl(- seno e1+ coso e2)j = O.

Por lo tanto gro = o, y limg00(r,o) = hm I~0(r,e)I2 = O.
Por otro lado, el cálculo anterior muestra que -

~ ~r = aI~0(r,o)I/ar
(r Idexp~(r (coso e1i-seno e2))(- seno e1÷ cose e2)I) (f).

Como exp~ es diferenciable,

$~ (jdexp~(r (coso e1-i-sene e2))(- seno e1+ coso e2)I)
está acotada en un entorno de O. Entonces, calculando en (f) y tomando

J) lí mites cuando r tiende a cero, se obtiene la expresión buscada. fi.
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.O Lección 2l~: APLICACIONES GEOMETRICAS DE LAS COORDENADAS NORMALES YGEODESICAS POLARES.

§13.Spbre el inverso del teorema egregio de Gauss.
El teorema egregio de Gauss (corolario IV.19) establece que si dos

superficies son localmente isométricas, entonces tienen la misma curvatura
de Gauss en los puntos correspondientes. Vamos a estudiar ahora el problema
inverso: “Dado un difeomorfismo local f:M—,M’ tal que K(p) = K’(f(p)) (i.e. f
conserva la curvatura de Gauss), ¿es f una isometrí a local?”. Veremos que,
para el caso general, la respuesta a este problema es negativa, y
estudiaremos hipótesis restrictivas bajo las cuales la respuesta será
afirmativa. Otra forma más débil de plantearse el inverso del teorema de
Gauss es la siguiente: “Si existe un difeomorfismo local f:M—-*M’ tal que K(p) =

K’(f(p)), entonces existe una isometrí a local (no necesariamente f) de M en
MT”. Seguidamente daremos un contraejemplo a esta forma débil del inverso

,~ que será también, por lo tanto, un contraejemplo a la forma fuerte del
~U inverso del teorema de Gauss.

IV.65.CONTRAEJEMPLO AL INVERSO DE IV.19: Consideremos la superficie
de revolución engendrada al girar alrededor del eje Z la curva logarí tmica:

x(s.t)=(scost,ssent,lns), O<t<2it, O<s<+oo.
Las fórmulas de 111.38 dan para la primera forma fundamental y la curvatura
de Gauss de esta superficie las expresiones

= 1 + (lis2), g5t = o, gtt = ~2, K = - 1I(1÷s2)2.
Consideremos ahora el helicoide

k(s,t)=(scost,ssent,t), O<t<2n, ~oo<s<+oo.
Para esta superficie se tienen las fórmulas

gss = ~ ~st = O~ ~ = 1-i-s2, 1< = - 1i(1÷s2)2.
Resulta de estas expresiones que la aplicación f: x(s,t) c+ k(s,t), O < t <

27t, O < s < -j-oo es un difeomorfismo que conserva la curvatura de Gauss y no
es una isometrí a. Pero, además, no existe ninguna isometrí a local entre x y *.

En efecto, supongamos que existe una isometrí a local E: x(s,t) c.~ 5(s’,t’). Por
el teorema egregio de Gauss E debe conservar la curvatura, i.e. K(x(s,t)) =

y de las fórmulas anteriores para K y k resulta que 1I(1+s2)2
1/(1÷s’2)2, lo que implica (puesto que s,s’>O) que s = s’. Por se F una
isometrí a local ha de verificar que

Ix~(s,t)I2 = I(dF)(x~(s,t))I2 = I(8(Fox)/as)(s,t)12 = l(ak/as)(s,t’(s,t))12
1k8 + k~q(at’/as)I2 , i.e. 1÷(l/s2) = 1÷(1÷s2)(at’/as)2. (*)

y
Ix~(s,t)I2 = I(dF)(xt(s,t))12 = l(a(Eox)iat)(s,t)12 = I(ak/at)(s,t’(s,t))12

Ikt,?(dt’/dt) 12 , i.e. s2 = (1 ÷s2) (~~‘/~)2 (**)
Ahora bien, de (*) resulta que

U = f(l/(s2(1+s2fl)1/2 ds ÷ 0(t) ($),
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«&)_~&&)+&í 5,z) 4r)~Y~2

y de (**) resulta~ ~
t’ = (s/(1+s2)112) t+ 0(s) ($$), ~9~ú~t /

que está en contradicción con ($), ya que c~ ha de ser solo función de t.

IV.66.TEOREMA (de Minding): Sean M1 y M2 dos superficies con la misma
curvatura de Gauss constante K. Sean p~ a M~, i=1,2, {e1 ,e2} una base
ortonormal de T~M1 y {f1 ,f2} una b.o.n. de T~M2 . Entonces existen entornos
normales V~ de Pi y una isometrí a iji : y1 ~÷y2 tales que d1’(p)e~ = En
particular, M1 y M2 son localmente isométricas.
DEMOSTRACION: En IV.18 vimos que

K= det I~ fr~,2- r~+; r~r~ r~r~~)}.
Empleando coordenadas geodésicas polares, con u1~r, u2~s, teniendo en
cuenta IV.64, resulta:

(matriz de 1) = [~ gO) (matriz de I)1 = [~ i5L0) det 1 = g68~ 1 =

—o — 1 ~oo — 1 dg99 1 d/~~ dln.J~00
— 11~ ‘ 22~ dr’ l22g96 dr dr — dr ——

2 dlnJ~
= do Sustituyendo en la expresion de K se obtiene

K = ___
Por lo tanto si K es constante, )~ debe satisfacer la ecuación

diferencial lineal con coeficientes constantes

(IV.66.1) ~ + K~ = O.
Estudiaremos la solución de esta ecuación distinguiendo tres casos:
a) K = O. La ecuación (IV.66.1) se convierte en

d2,/g00

____ dr2 —

de donde (j~00)r = cp(e) ( siendo cp una función solo de a), por lo tanto tv(a)

1 por IV.64, luego (‘‘~~)r = 1, e integrando, ,.JÇj = r ÷ f(e), de

donde f(e) = hm (.~I~80 - r) = O por IV.64, luego g90 = r2. Por lo tanto, si K = O

se tiene g~~(r,a) = 1, g~(r,o) = O, g88(r,8) = r~.
b). K>O. La solución general de (IV.66.1) es

A(o) cosçfi? r) -i- B(s) sen(Ji? r) (A, B funciones solo de 0).
Tomando lí mites cuando r—÷O y usando IV.64 se tiene O = A(s), derivando
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entonces resulta (ffi~)r = Ji? B(e) cosi!? r) y, tomando lí mites de nuevo y
usando IV.64, se obtiene B(o) = 1/IR. Por lo tanto en este caso

= 1, g~0(r,o) = O, g00(r,o) = (11K) sen2(.í i? r)
o) K < O. La solución general de (IV.66.1) es

= A(o) ch(fl? r) + 8(0) sh(fi? r)
y, haciendo las mismas operaciones que en el caso b), se obtiene 8V) =

1 ui?. Entonces
g~~(r,o) = 1, g~6(r,e) = O, g8~(r,e) = (1/-K) sh2(Ji? r).
Resumiendo, en los tres casos hemos obtenido grr=1~ gro = O, g99

f(K,r), con f una función que depende solo de K y r.
Sea ~i~: T~1M1 —-*T~2M2 la isometrí a definida por ~P(u’e1+u2e2) = u~ f1+ u2

f2
Sea, para cada i=1,2, y, un entorno normal de p1, U~ el abierto de ~ tal que

expp~:ü1—4V1 es un diteomorfismo. Sean U1 = CJ1fl~i~-1(U2), U2 = iI(U.~) =

~P(U1)nO2, V~ = exp~.U1 c Vj. Entonces ~Ti:U1—.,U2 y exPp~:Ui~+Vi son difeo

morfismos. Definimos entonces el difeomorfismo 4’ = exp~2oii3oexp~1tV1—

.V2. Vamos a ver que iji es una isometrí a. Sean ~i: IR2—-> ~ M los
isomorfismos dados por ~ ~ (u1, u2) = u1 e1 ÷ u2 e2, ~2 (u1, u2) = &f1 + u2f2.
Sea 13 = (U1), y sea cp la aplicación

V1c M1 --—-—-. V2c M2

ti,
UC]O,oo[x]O,27t[

definida en IV.57, U = - (IR ~x{O})). (U,x~ = expp1oc1ocP), define un
sistema de coordenadas geodésicas polares en j~ que verifica ~ = ‘4Jox(1),

x~’~(U) = V~-L~, siendo L1 = expp1{Xe1IX≥O}, L2= exp~2{Xf,/X ≥ O), y w: V1-L1 —

un difeomorfismo, que por lV.9, será una isometrí a su los coeficientes

de la primera forma fundamental g(1~ son los mismos en los sistemas de

1’
M1 -->UcT M2 p
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coordenadas (U, x~1~), ¡=1,2. Ahora bien, esta igualdad es consecuencia de la
Q igualdad de K de M1 y M2, según la discusión hecha antes en tres casos a), b),

c), luego ‘p: V1-L1 —-, V2-L2 es una isometrí a. Por otro lado w también es un
difeomorfismo de V1 sobre V2, el producto escalar es una aplicación
contí nua, y VfE[~ D V~, luego lii: y1—-, V2es también una isometrí a.

Además dtp(p1)(e~) = d(expp2o~oexp~’)(p1)(q) = dexp~2(O) ii3(O) o dexp~(p1)e~

= d exp~2(0) f1 = f~, ya que d exp~(p1) = (dexp~1(O)~1 = Id. Ó.

§14. La curvatura de Gauss y el área de un disco geodésico.

IV.67. PROPOSICION: (Interpretación geométrica intrí nseca de la
curvatura de Gauss): Sea p cM, A(r) el área del disco geodésico de centro p y
radio r (ver def. en 1V61), entonces:

K(p) = hm ia itr2- A(r)
r—-)O ~

DEMOSTRACION: En la demostración de IV.66 hemos visto que (fórmula
(Iv.661)) ~ rr + K = 0.

De aquí , derivando, ____

(4g00 )rrrK(J~)H<r
Tomando lí mites cuando r—-~ O y usando IV.64, resulta que

K(p) = - hm (J~~ )rrr
Para cada valor de e considero el desarrollo de Taylor de JÇ(r,e) alrededor
de r = 0.

= ~í ~~(0,e) + r (JÇ~)~(0,9) + ( J~~)rr(0~8) +

donde los valores de ~ y sus derivadas sucesivas en r = O están
definidos por sus valores lí mite cuando r—->O, y hm (R(r,O)/r3) = 0.r— -, O
Sustituyendo ahora los valores de los coeficientes de este desarrollo de
Taylor, resulta

(r,a)=r- -j~ K(p)÷R(r,e).
Por otra parte, como = 1 y g~g = 0, se tiene para A(r).

______ r 221 r 2it 3

A(r) =lBr(o)Jdet Idrdo = jj ,/~(r,o) dr da = fj (:~ fr- K (p)+ R (r, 8))dr d8

=S { 2~r - ~~K(p)+f R (r,a)de} dr = ~r2-~ K(p)÷R(r), donde
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O ~ (r) = J’~ f2~ R (r, e) de dr y, por tanto, hm R(r) = o. De la expresiónr—+O r4

anterior ;ar; A(r) resulta K(p) = ( ~ - A(r) + ~(r)) y, tomando lí mites
cuando r—.* O, se sigue la proposición.

§15. Las geodésicas como curvas más cortas.

IV.68. PROPOSICION: (Propiedad minimizante de las geodésicas): Sean p
cM, E> r >0 tales que exP~ es un difeomorfismo sobre BE (0) y sea
3r(P) =

= expp (Br(O)). Sea r: [O, £]~* 9r(P) una geodésica de M con 3’(O) = p. Sea
t1e[0,~] y c:[0,ti_. M una curva diferenciable tal que c(O) = p, c(t1) = q =

r(t1). Entonces L1(t’) ≤ L(c) y si se da la igualdad L,1(a) = L(c) entonces
a’([o,t1]) = c([0, t1]).
DEMOSTRACION: La idea para la demostración será usar coordenadas
geodésicas polares en p pero definidas sobre un dominio en el que dejan de
ser sistema de coordenadas y en el que, sin embargo, siguen siendo válidas
las expresiones correspondientes para calcular la longitud.

Sean cp, iji las aplicaciones definidas en IV. 57 y IV.59, pero ahora cp
se considera extendida a todo t x IR ( con lo cual sigue siendo diferenciable
pero no difeomorfismo). Obsérvese que cp: 1R~x IR — ÷ IR 2 - {O} es un
difeomorfismo local. Se sigue de ello que si U = (iii o cp)1(B~(0) - {O}),
entonces 5? = exp~o’1iow es un difeomorfismo local de U sobre 3r(P) - {P}.

Para calcular la longitud de la curva c vamos a distinguir varios casos:

1)c([0,t1])CB~(p)yc~1(p)={0}.Sea /elRtalque O<4<t1.Sea te

.~ / [~‘,t1]. Como p * c(t) e 3r(P) y 5? es un difeomorfismo local sobre B~(p)-{p},
para cada c(t) y para cada ut e 5?-1(c(t)) existen S~ C Br(p) - {p} entorno
abierto de c(t) y V~ entorno abierto de u1, y1 c O, tales que 5?: V~ —, ~t es un

y ¡ difeomorfismo. Variando t en [~,t1] obtenemos un recubrimiento por abiertos

~) f/ {c1(~t)}te[vt1] de [Çi,t1]. Sea n tal que Çcx, el n~ de Lebesgue del recubri

~ / miento, y sean s~= y + i ti%y e~ abiertos tales que ~ c c1(~1), 1 ≤i≤n.
Sea V1 el correspondiente abierto de IR~ x IR tal que 5?: V1 —•, f.~j es un difeo

morfismo y x~ 1(c(s1.1)) e V~. Entonces las funciones p(t), a(t) definidas por
Vil

I~(PO~ U) U para te[s11, s~] están bien definidas y son diferenciables.
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Además cada (Vi, ~i~) es un sistema de coordenadas de M en el que se

verifica que ~ = < g, = 1 y g~0 = < g~, ~ = O (por estar g
definda como para las coordenadas geodésicas polares). Resulta de todo esto
que la longitud de c desde c(g) hasta c(t1) viene dada por /&

L) (c)= ~I~i s:., Ic’(t)I dt = 2 5:,~ p’2+ g9~2 dt ≥

≥2 5’ ¿dt=E 5’ Ipi dt≥125 1 pT~~ = ~p (t1)-p(E)I.
1 1 1 si.1

~ ¡Tomando lí mites cuando /—. O, como Hm p (/) = O, se tiene que

L’ (c)≥ p(t1)=L(fl,

donde la última igualdad resulta de que p(t1) = distancia de expp~(c(t1)) al
origen, y como c(t1) = q = a’(t1), la definición de expp (cfr. IV.51 y 52)
implica que esa distancia es la longitud de r desde 8’(O) hasta t’(t1).

Si se da la igualdad L (c) = L (t), entonces han de ser igualdades todas
las desigualdades de (IV.68.1). Por lo tanto ha de ocurrir que:

Ipi=p’, Le. p’≥O
e’ = O (puesto que g00 > O ), i.e. e = cte sobre jO, t1[

Esto implica que ciro ~1 es una geodésica radial (cfr. IV.62).
1 ‘ 1.1

p / ,1’≥ O significa que la geodésica se recorre en la dirección de /
creciente, es decir, desde p hasta q.

Por lo tanto, si L(c) = L (r), tanto T(t) como c(t) son geodésicas uniendo
p con q tales que c([O, t1]) c Br(p) y T([O, t1}) C 3r(P)’ luego c(t) = expp
E(t) y 3(t) = expp ~(t), siendo E (t) y ~(t) rectas en TpM pasando por O en t =

O y por exp~~1q = X en t = t1, Le.
= ~([O,t1}) = {sX, s € [O,1j}, de donde c ([O, t1]) = 3’ ([0, t1]).

2) Supongamos ahora c([O,t1]) C B~.(p) y c1(p) t {0}. Sea 1’ = sup{te[O,t1j/c(t)=
p}. Como c es contí nua, c(t’) = p, y como c(t1) = q, se sigue que t’ • t1.
Consideremos la curva ~: [t’,t1] —÷ M definida por ó = cI[t.t], la cual verifica

{t’} y, por lo tanto, se le puede aplicar el razonamiento del caso 1), de
modo que se tiene que L(ó) ≥ L(a’) y L(ó) = L(3’) si y solo si ó([t’,t1])
a’([O,t1]). Como consecuencia de esto resulta que L(c) ≥ L (ó)≥ L (a’) y L(c)
L(a’) su L(c) = L(~) y L(~) = L(a’). La primera de estas igualdades implica
L(c1ro~j) = O, i.e. c’(t) = O para O ≤ t < t’ y, por lo tanto, c([O,t’]) = p, lo
que da c([O,t1]) = ~([t’,t1j) = 3’ ([O,t1 1).

142



APLICACIONES DE LAS COORDENADAS POLARES

~D 3) Supongamos c([O, t1]) t Br(P). Sea to = sup{t e [O,t1]/c([O,t]) C Br(p)}.
Como 8r(P) = expp(Br(O)), se tiene que c(t0) e Sr(p)~expp(Sr(O)). (en efecto,

e/por definición de t0, exp~~c([O,t~ c B~.(O), luego exp~~c([O,t0]) C ~r(0); si
exp~~c(t0) ~ S~.(O), entonces existirí a un 11 > O tal que exp~~c([t0-ii,t÷ii]) c
Br(O), , en contra de que Les el supremo). Como ~~(0) C B€(O), se tiene que,
se puede aplicar los resultados de 1) y 2) a c([O,t0]) C expp BE(O) del
siguiente modo: sea una geodésica radial uniendo p con c(t0) e expp Sr(O).
Entonces L(~) = r> L(a’), y los razonamientos de 1) y 2) para este caso
dan L(c) ≥ Lt0(c) ≥ L(~) = r> L(a’).

El teorema anterior nos muestra que las geodésicas verifican una
propiedad análoga a la de las rectas en el plano; definen la distancia más
corta entre dos puntos de la superficie. Sin embargo esta propiedad no es
cierta globalmente. En efecto: en una esfera, dados dos puntos no opuestos
hay dos trozos de geodésica que unen tales puntos, que dan dos geodésicas
distintas, una de mayor longitud que la otra, uniendo los dos puntos. En
general se tiene el siguiente resultado:

rIV.69. PROPOSIOION: Sea c: 1 —., M una curva regular parametrizada
proporcionalmente a su longitud de arco. Si la longitud de arco entre
cualesquiera dos puntos -u, t e 1 es más pequeña o igual que la longitud de
cualquier curva parametrizada uniendo c(t) con c(-u), entonces c es una
geodésica.
DEMOSTRACION: Sea t0 e 1 arbitrario y 8r(P) un entorno depc(t0) como el ~—
dado en IV.68. Sea q = c(t1) e Br(p). Por IV. 68 se tiene que existe una
geodésica a’[t0,t1] —+ W tal que 3’(t0) = p 3’(t1) = q y que verifica L (3’) ≤

o/ L~l(c). Pero, por hipótesis, L~1(c) ≤ L (3’), luego LttI(c) = L(a’) y, de nuevo por
/ I’Q.68, c([t0,t1]) = 3’([t0,t1]). ¿omo c está paran~ietrizada por la longitud de

arco, c es una geodésica en ]te., t1 [. Como c es regular, por continuidad,
~es geodésica también en t0. 1.

~

IV.70. NOTA: Obsérvese que IV.68 es válida también cuando c es dife
renciable a trozos solamente. En efecto, esto únicamente obliga a calcular

~, L,)(c) haciendo una división del intervalo [zÇt1] en mayor número de sub
intervalos, de modo que en los extremos de algunos de estos subintervalos
c’(t) no estarí a definida, pero en estos subintervalos [t1, t1~1] se tiene:

ft• .~ __________ •~ -E ••
4V ¡+1 ILI÷10 1 19+1 19+1
,~ j lc’(t)I dt = Ii m j _,Jr’2÷g00e’2 dt ≥ hm j Ir’I dt ≥ hm j r’ dt

t. E—40 tq-’. ‘ni E—)O t E—40 1~I-j-E

~ =him (r(t1÷1- E) - r(t~+ E)) = r (t~÷1) - r (t1),
La E—40
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ya que r es contí nua (aunque no diferenciable) en todo el intervalo [O, t1].
El resto del razonamiento es como en IV.68.

§16. Aplicaciones a la distancia intrí nseca.

IV.71. PROPOSICION:La distancia intrí nseca d: MxM —~ ¡Nt (cfr. DEF.IV.3)
hace de (M, d) un espacio métrico (en el sentido de la Topologí a).
DEMOSTRACION: Comprobaremos las propiedades de una función distancia.

1) d(p, q) ≥ O: consecuencia de que el í nfimo de números reales positivos
es mayor o igual que cero.

2) d(p,q)=d(q,p): consecuencia de que para cada curva parametrizada c:
[a,b] —÷ M con c(a) = p, c(b) = q existe otra ó: [a, b] —÷ M definida por a(t) =

c(a-t+b) que verifica ~ (a) = q, ~ (b) = p y L (c) = L (a).
3)d(p,q)+d(q, r)≥d(p, r): consecuencia deque si A, 3 c IR,AC B,

entonces mf (A) ≥ mf (3). En efecto: Dadas cc: [a, b] —+ M, f3: [c, d] —~, M
contí nuas y diferenciables a trozos tales que cc (a) = p, cc (b) = q = 13 (c),
p (d) = r, la curva cc*p: [a, b+d-c] —÷ M definida por

cc*13(t) =fcc(t) si tc[a, b]
L13(t-b÷c) si t e[b, b÷d-c]J’

es contí nua (por serlo en cada uno de los intervalos cerrados y coincidir en
la intersección) y diferenciable a trozos y verifica cc*l3(a) = cc(a) = p y
cx*f3(b+d..c) = 13(d) = r. Se tiene entonces que L(cc*p) = L(cc ) + L(r3) y que:

d(p, q) + d (q, r) = mf {L(cc) /cc: p—.q} + mf {L (p)/p: q—.r} =

= mf {L(cc) + L(p)Irx: p—*q, [3: q—9.r} =

= mf {L(cc* [3)1 cc: p—.q, ~: q—,r} ≥ mf {L(c)/c: p—,r} = d(p, r). = ~

4~ d(p, q) = O si y solo si p = q. eol1gCac.4U~ 4~u d!,1~J~e(P4t~]0~ ~.
Si p =‘sq~ la curva constante c:[a, b] —+ M/c(t)= p tiene longituci cero y, por
tanto, d(p,p) = O ongamos que d(p, q) mf {L(c), c: 1 —•* M C°° a tr 5

endo ~ir—cori q}= O. q, existe un entorno abierto V de en M tal
que q a V. Como exp~ e contí nua, existe un entorno nor de p en M
(cfr. IV.68) con ~r(P) = expp U c y Por finición—d5lnfimo, para

1 todo E > O con E < r, existe c: [a, —>M_. difere j~[e—yí izos tal que c(a) = /y
p, c(b) = q y que verifica L(c) < E. Como -fta, bfl es conexo y q a
se sigue que existe t0 E [a,b] tal q c(t0) e”S.çÇp), (en efecto, si no fuese
así : observemos que, como exp. con ua, b~(O)”c.~mpacto y M hausdorff,

es un cerrado de M~Ju (M- br(P)) s un abi~flç~de M. Si no existe
ningún t0 e [a,b] tal e~ ~) e S,~(p) ~r(P) fl Br(P)), ~ntg~ices: c([a,b])
c([a,b])fl M fl {Br(p) U (M-~~(~)) U (~r(p)fl 3r(p))}~~(c([a, b]) rl

b]) rl (M - B~(p)), que es una unión disju de ≥reç~~ no
vao~ e c([a, b]), en contra de que c([a, b]) es conexo). Por lo~~h-tqj~ ~

144



APLICACIONES DE LAS COORDENADAS POLARES

o
IV.72. NOTA: La proposición anterior interpreta las bolas y esferas
geodésicas Br(p), ~r(p) Y S~.(p) definidas en. IV. 61 como bolas y esferas de
centro p y radio r del espacio métrico (M, d) si r y p son tales que
exppJB~(~) es un difeomorfismo.

IV.73. PROPOSICION: La topologí a inducida en una superficie M por la
distancia intrí nseca coincide con la de M como subespacio topolágico de

DEMOSTRACION: Dados los puntos p, q e M, sea de(p, q) la distancia euclí dea
en IR3 y d(p,q) la distancia intrí nseca en M. La topologia de M como subespacio
topológico de IR3 es la topologí a Tde inducida sobre M por la métrica de.

O Denotemos por Wd la topologí a inducida sobre M por la distancia intrí nseca
d. Sea B~ (p) (respectivamente Br(P)) la bola de centro p y radio r para la
distancia d~ (resp. d). Para r0>0 tal que exp~: Br(O) —+ 8r0(P) sea un difeo

morfismo, { B~.(p) = exp~ 8~(°) }r≤r0 es una base de entornos de p en (M,d), y

{B~ (P)}r<r una base de entornos de p en (M, de). Como de(p, q) ≤ d(p,q), se

tiene que 8r(P) C B(p), luego trd D ca’de. Además, como exPPIB(O) es un
difeomorfismo, 8r(p) es un abierto de M en Td°, luego existe E >0, E <r, tal

e
que 8€(P) c Br(p), luego ca’de D cad. o.
IV.74. LEMA: ([J. Lozano]): Sea c: 1—> M un curva regular, t0 e 1, 1 un
intervalo abierto. Entonces

1 c’(to)I = hm d(c(t), c (t0))
t—+to It_toI

siendo d la distancia intrí nseca en M.
DEMOSTRACION: Sea 6 > O tal que expC(IØ): 85 (0) —+ U es un

difeomorfismo, y sea E > O tal que c (] t0-t, t0+E[) C exp C(to) (B~ (0))

U. Entonces, para t e ]t0-E, t0÷E[, ~(t) = exp~1 (c (t)) es una curva en T~M (p
c(t0)) que verifica ó(t0) = O. Se puede calcular entonces el lí mite.

i m d(c(t), c (t0)) = Ii m d(exp~ b (t), exp~ d (t0)) = Ii m d(exp~a(t), exp~0)
t—+to It_to 1 It—to 1 t—.,to It-tal
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(Iv.68 y IV.70)= 1 ¡ m Ç0 (exp~ sE (t)) = II m Ió(t) 1 = i i m ¡Ó(t) - E(t0) 1t—.*t0 lt—to 1 t—>t0 {t—t0 1 t—-)t0 1
= IE’(t0)I = Id exp~(O) E’(t0) 1 = I~texPpE(t) I~=~0 1 = c (t0) = lc’(t0)I. Ó.

IV.75. TEOREMA ([J. Lozano]): Sea f: M1—.M2 una aplicación diferenciable y
suprayectiva entre dos superficies. Si f conseva la distancia intrí nseca,
entonces f es una isometrí a (recí proco de IV.7).
DEMOSTRACION: Si f conserva la distancia intrí nseca, entonces es
inyectiva ( p * q implica d (p, q) * O, luego d (f(p), f(q)) * O y, por tanto,
f(p) * f(q)). Por tanto, solo queda probar que para todo p c M1, df(p) es una
isometrí a entre espacios vectoriales euclí deos, lo que equivale a que,
para todo Xc T1, M1, df(p)X 1 = IXI. Para probar esto, sea c:] - E, E [—÷ M una
curva regular tal que c(O) = p y c’ (O) = X. Entonces, utilizando IV.74 y el
hecho de que f conserva la distancia intrí nseca, resulta:

Idf(p) X~ = 1 (foc)’(O)l = hm d(foc (t), foc(O)) = hm d(c(t), c ‘)) = Ic’OI =t—+Yo It ‘—+1< ItI
Ix’.
Por tanto df(p) es una isometrí a entre espacios vectoriales, luego es un
isomorfismo. Por el teorema de la función inversa f es un difeomorfismo
local y como es biyectiva, f es un difeomorfismo. O.
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Lección 222: ENTORNOS CONVEXOS

§17.Entprnps totalmente normales.

IV.76. TEOREMA: Dado p s M, existen un entorno W de p en M y un número 6>
O tales que para todo q e W, expq es un difeomorfismo de Be(O) C TqM sobre
su imagen y expq(Ba(O)) D W, i.e. W es un entorno normal de todos sus puntos.
Se dice entonces que W es un entorno totalmente normal.
DEMOSTRACION: La haremos en varias etapas:
a) Sea (U,x) un sistema de coordenadas en p con x(uo)=p. Una curva en U es
una geodésica su sus coordenas u~ verifican el sistema de ecuaciones
diferenciales

(IV.76.1) d2uk ÷2rk dui .~!!~.=o , k=1,2
dt2 ~ “J dt dt

Por los teoremas de existencias y unicidad y de dependencia diferenciable de
las condiciones iniciales de ecuaciones diferenciales, existen números reales
positivos e, 6, i~ y una aplicación

]-2 0, 2 e[ x se6(uo) x B~(O) —÷ U c IR2, (B;ó(u0) C U, B~(o) C Tu IR2),

tal que para cada valor fijado de (u,X) e 86(u0) x B.~(O), la aplicación t—.
L(t,u,X) verifica la ecuación (IV.76.1) con las condiciones iniciales r(O,u,X) =

u y a”(O,u,X) = X. Se tiene como consecuencia que si qeM y XETqM son tales que

x-1(q) = u e B6(u0) y dx(u)~1X = X. e B~(O), entonces la aplicación a”(t,q,X) =

xoL(t,u,X) es la geodésica pasando por q en t=O ( pues a’(O,q,X) = xot(O,u,X)
x(u) = q) y tangente X en t=O (pues T’(O,q,X) = dxot(O,u,X)L’(O,u,X) = dx(u)X = X).

Q b) Consideremos ahora la aplicación (S1= circunferencia de radio unidad en IR2)
s (u0) x —* IR / (u,X) —, (cX,X>/<dx(u)X, dx(u)X>) = (1/.<dx(u)X, dx(u)X>),

que es contí nua y diferenciable y está definida sobre un compacto y, por
tanto, está acotada, i.e. existe un r2 > O tal que

(1I.cdx(u)X, dx(u)X>) ≤ r~ para todo (u,X) eB (u0) x

Resulta de ello que la aplicación de B (u0) x (1R2-{O}) — IR definida por
(u,X)—÷ (<X,X>/<dx(u)X,dx(u)X>)

(1X12<(Xf[Xj),(X/IXj)>/1X12<dx(u)(X/IXI), dx(u)(X/IXI)>),
está acotada por r2 (pues X/IXI c 51), luego

(IV.76.2) <X, ~> ≤ r~ <dx(u)X , dx(u)X>. para todo u eB (u0) y todo X e

(para X. = O la desigualdad es evidente).
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o c) Como x(B(u0)) es un abierto de la superficie conteniendo a p., por lV.71,
72 y 73 existe un € > O tal que 8E(P) C x(8(u0)) . Sea

‘U = {(q,X)I q E BE(p), X e TqM y lxi < E~ =

Para (q,X) e U, como q E BE(p) c x(B(uo)), existe u e B(u0) tal que q = x(u).
Entonces

expqX = r(1,q,X) = 3’(o,q,XIe) = xoL(6,x~1 (q),dx(u)1 (XIS))
está bien definido puesto que (obsérvese el dominio de definición de ~. en a))
• Sc]-28,20[,

e e• u = x~1(q) e x1(BE(p)) c B6(u~) C
• dx(u)-1(XIe) e B~(O). En efecto: IXI < ‘rjelr implica X/o~ < ‘r~Ir, i.e. x/s e

Ahora bien, como dx(u) es un isomorfismo, para cada Y e BTIir(O)
existe un 2cE_TuIR2 tal que dx(u)Y = Y y, como u = x1(q) e B(u0), resulta de

(IV.76.2) que IYJ ≤ r Idx(u)Yj. = r IX]. < r i~/r = í ~, luego Buir(O) C dx(u)(B~(O)). Por
lo tanto x/s E dx(u)(B~(O)).
La misma demostración de la última afirmación (cambiando T) por iie) prueba
que 8’tieIr(0) c dx(u)(B~0(O)) y, por lo tanto, si(q,x) e U, X e dx(u)(B~9(O))

d) El conjunto ‘U = {(u,X) e B(uo)xB5(O) / (x(u),dx(u)X) e U} es un abierto

de IR4. En efecto, usando coordenadas, y teniendo en cuenta, según se ha visto
en c), que si (x(u),dx(u)X) e ‘U, entonces u e B(uo) y X. e B~0(O), de donde
resulta que

‘11 = {(u,~.) / x(u) e BE(p) ~ Idx(u)X12 = Z1,~12 g1~(u) x’x~ < =

= f~ (]~~12[) A (x~ (B~(p)xR2),

siendo f la aplicación contí nua definida por f(u,X) = ~ X’X}.
Definamos ahora cp : ‘U —, MXM por cp(u,X) = (x(u), exPx(u)dx(u)X). Como M

es una subvariedad de IR3, MXM es una subvariedad de IR6. Por ser ‘U abierto,
tiene sentido hablar de la diferenciabilidad de la función ‘p. Se tiene que

exPx(u)dx(u)X= a’(l,x(u),dx(u)X) a’(e,x(u),dx(u)xIe) xot(o,u,XIs).
Por a), ~ es diferenciable (y contí nua) en todos sus argumentos y, como x es
diferenciable (y contí nua), se sigue que exPx(u)dx(u)X. es una función
diferenciable de u y de X. Por lo tanto cp es diferenciable al serlo sus
componentes.

Calculemos ahora dcp(u0,O) actuando sobre un vector arbitrario (t7.) ~
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T(u,o)1R4. Podemos escribir (X~Z) = (X,O) + (023, siendo:
•(023 tangente a la curva (3(t) = (u0, t ¿3 (pues (3(0) = (u0,0) y f3’(O) = (02.).

Gt,0) tangente a la curvas ~ = (x1o~,0), donde ccl—÷M es una curva en M que
verifica ~(0) = x(uo) y &T(0) = dx(uo)Y (pues cx(0) = (x~o&(0),0) = (u0,0) y

&(0) = (dx(u0) -1(~T(Q)) o) = (Y~ 0).
Sea Z e Txcu) M definido por Z = dx(uo) Z. Se tiene que:

dtp(u0,O)(Y,Z) = dw(u0,0)(Y,o) + dc~(u0,O)(0,Z) = .~$c~o~)(O) + ~opol3)(O) =

=~$wo(x-bo&,0))(o) + ~$cP(u0,t ~)(O) = utilizando la definición de ~I=

= ~j~ exp~(~)dx(xbocqt))o) + ~iIt=o (x (u0), exPX(U)dx(uO) t Z ) =

= d~i~t=o (&(t) ,&(t)) + ~ It=o (x(u0), exPx(u) t Z) = (w(o), W(0)) + (0,Z) =

= (dx(ujy, dx(u0)Y) + (0, dx(u0)Z) = (dx(u0)Y, dx(u0)(Y÷ Z)).
Por lo tanto, como dx(u0) es un isomorfismo, d’p(u010) es un isomorfismo. Por
el teorema de la función inversa, existen abiertos U1, V1 C IR 2 con u0e Un
0eV1 tales que U1xV1 c ‘U y cp: U1xV1 + cp(U1XV1) C M M es un difeo
mo rf ismo.
e) El mismo razonamiento que en c), cambiando B~ (u0) por U1 y Be(o) por
Vi (recordemos que u0c U1, O e y1) muestra que existen ó’ >0, E’ >0 tales que
si

‘UF ={(q,X) e ‘UJq e BE’ (p) y X e B6’(O) C T~ M},
entonces (q, X) € itt implica q = x (u) c x (U1), X € dx(u)(V1) y B6’(O) (c Tq M) C
dx(u)(V1).

Para cada u e U1, sea LPu: Vl . M la aplicación definida por Wu (29
fl2~’~(u,X) i.e. la aplicación que hace conmutativo el diagrama.

{u}xV1 •*q ({u}xV1)cx(u)xM

it ~Ln2
y1 .> M

(1 inyección canónica. E proyección sobre el segundo factor).
Como cp’~~ ~1 es un difeomorfismo sobre su imagen, para cada u e U1, ‘Pi{}x

es un homeomorfismo sobre su imagen y, como y fl~ también lo son,
es un homeomorfismo sobre su imagen. Además, recordando que cp es una
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aplicación de un abierto de IR2 x IR2 en IR3 x IR3, la definición de ~ dice
que cp se escribe en la forma

(IV.76.3) LP (u, X) = (x(u), cp~(X)).
Como cp es diferenciable, sus componentes son diferenciables y cp~ es
diferenciable como función de X. También de (IV.76.3) resulta que la
expresión matricial de dcp (u, X) es de la forma

0
dcp(u,X)= í aLP~c)~ [

I~ ax ))
luego su restricción a los vectores (O, ¿ ), Z e IR~, coincide con

[ )
que es inyectiva sobre {0} x IR2 por ser d tp (u, X) inyectiva sobre IR4. Luego

dcp~(X), cuya matriz es ~ cP(X)] es inyectiva, luego isomorfismo sobre su
imagen, luego ‘~u es un difeomorfismo.
Observemos además que

= E2 o cp(u,X) = it2 (x(u), exPX() dx(u) X) = exPX(U) dx(u) X.
Por tanto, para cada q = x(u) e x(U1) la aplicación expq: d x (u) (y1) C Tq M ———÷ M
viene dada por exPq X = ‘Px-1(q) (dx(x-1(qfl-1 x), luego es un difeomorfismo.
Como para cada (q,X) e ‘W, q = x(u) e x(U1) y B6’(O) c dx(u)(V1), se tiene que
expq es un difeomorfismo de B6. (0) sobre su imagen.
f) El conjunto

= {(u,X) e U1XV1 / (x(u), dx(u) X) E ‘ar} c U1XV1
es un abierto de IR4 ( por la misma rázón que, en d ), ~U era un abierto de IR4).
Por ello, como LPluxv es un difeomorfismo sobre su imagen, tp(%) es un
abierto de MxM, y existe un abierto W de M conteniendo a p tal que W C 3E’(~~ y

WxWccp(%)ccp(U1xV1). Dado qaWCB~.(p)cx(U1), q = x(u), ueU1, se tiene que

{q} x WC Lp (%) = ~ ({U, X) e U1 x v1/ (x(u), dx (u) X) e
y, como ~ es biyectiva cuando se restringe a %, para todo m e W se verifica
que existe un único (u,X) E U1XV tal que (x(u), dx(u)X. )E ‘Uf y (q,m) = cp(u, X)
(x(u),expqdx(u)X), con x(u) = q, luego existe un único x e V1 con m

expqdx(u)X. y (q,dx(u)~) e ‘Uf, lo que implica, por definición de ‘Uf, que dx(u)X.
E Por lo tanto m = expqdx(u)X e expqB5i(0). Luego W c expqB6~(O).
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Este abierto W es el entorno totalmente normal de p buscado.
Aunque la demostración ha resultado técnicamente complicada la idea

básica es sencilla: 1) Tomar un entorno CLI de (p, 0) en TM tal que expqX
esté bien definida en todo (q,X) e 91’, 2) calcular la diferencial de exp: ¶L’ ——

+ M x M ((q, X) i—÷ (q, expq X), ver que es un isomorfismo en (q, 0) y aplicar el
teorema de la función inversa para 3) determinar un abierto W entorno de
p en M tal que expj~. sea un difeomorfism~ Las dificultades técnicas

T surgen fundamentalmente del hecho de que no conocemos una estructura deijt,Z
subvariedad de lan para TM = { (q, X) / q E M, X e TqM} = U {TqM, q e M}, y4 k)x(~

hemos de hacer los razonamientos pasando constantementé a IR4. Ó.

IV.77. COROLARIO: Sea c: [0, 2] ——+ M una curva regular y C°° a trozos tal
que en cada arco regular el parámetro es proporcional a la longitud de arco.
Si la longitud de c es menor o igual que la longitud de cualquier curva

O parametrizada uniendo c (0) con c(2), entonces c es una geodésica. En
particular, c es regular en todos sus puntos.
DEMOSTRACION: Primero veremos que “la longitud del arco descrito por la
curva o entre cualesquiera dos de sus puntos es menor o igual que la de
cualquier curva parametrizada uniendo esos puntos”. En efecto, sean s,
r e [0, 2]; sea cc: [s, rl ——.* M una curva c°° y regular a trozos tal que

(s) = c (s) y (r) = c (r). Si L(cE) < L (cI[S rl)’ consideremos la curva 13:
[0, 2]——.* M dada por

[c(t) O≤t≤s
~ (t) = cc (t) s ≤t≤ r ,que es c°° y regular a trozos.

1~c(t) r≤t≤2

s £ s 2Esta curva verificaria L(P) = L0 (c) + L~ (cc) + Lr (c) < L0 (c) ÷ 14(c) ÷ Lr (c)
= L = L(c), contra la hipótesis sobre c. Por lo tanto es cierta la afirmación
entre comillas.

Sea t e [0, 2]. Vamos a ver que c es geodésica en un entorno de t (y,
por lo tanto, en [0,2], ya que t es arbitrario). Sea W un entorno
totalmente normal de c (t) (cfr. IV.76), y sea E > O tal que c ([t-E, t +

.~ftj~ E]) c W. Sean q1 = c(t-E), q2 = c (t ÷ E) e W y sea r la geodésica radial
uniendo q1 con q2 y contenida en 86(q1) (siendo 6> 0 el número dado por el

-~4& teorema IV. 76). Por ser c y a’ curvas uniendo q y q y ser a’ una
1 2

geodésica, resulta de IV.68 que L(a’) ≤ L (cI[~E + E]). Por otro lado, de la
afirmación entre comillas resulta que
L (cI[~.E t+ E]) ~ L(a’) luego L (a’) L (cI[~.E t+ E]L Aplicando de nuevo IV.68
resulta que a’ (1) = c ([t-€, t÷E]) (siendo 1 el intervalo sobre el que está

O definido a’). Como además c está parametrizada respecto de su longitud de
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arco, c es una geodésica en ]t-E, t+E[.

§18. Existencia de entornos convexos.

IV.78. LEMA: Sea (tJ,x) un sistema de coordenadas geodésicas polares en p.
Sean g.. los coeficientes de la primera forma fundamental en el sistema de
coordenadas normales (U,x) en p asociado a la misma base ortonormal de T~M

que (CJ,x). Entonces g30 = r2 (g11g22-g122).
DEMOSTRACION: Como ~ = Xocp, se tiene que (cfr. 0.5 y demostración de
11.35) ___________

..jgrr g68 - = l~rA~eI = ¡xl Ax21 det(dw),

y, como det(dw) = de1f~~ e - rsen = r,
teniendo en cuenta que grr = 1 y gro = 0, resulta

= r lxi Ax21 = r ,.,Jg1 1 g22 -

V.79. LEMA: Para cada p E M existe un E > O tal que para todo r < E 5i una
geodéscia a’(t) tangente a una circunferencia geodésica Sr(P) en t0, entonces
existe un 11 > O tal que para lt-t0l < i~, t * t0 , a’ (t) está fuera de ~r (P)~
DEMOSTRACION: Consideremos un sistema de coordenadas geodésicas pola
res (p,e) centrado en p. Para estas coordenadas

r-p _1 ~fr~2 12 2 12
— .~-g ~. ~g~010B - ug66icip =

= - ~dg00IFJp. Por IV.78, g00 = p2 (g11g22-g122),
siendo g~1, 1≤i,j≤2 las componentes en el sistema de coordenadas normales en
p asociado a la misma referencia ortonormal de T~M que las coordenadas
geodésicas polares (p, e). Resulta de la última igualdad que
ag00lap = 2 p (g11 g22 - g~2) ÷ p2 (g1~ g22 - g~2),~ = p (2 det 1 + p (det I),~),
que es el producto de la función positiva p por otra que en el origen (p = O)
vale 2 ÷ O = 2> 0. Como además dg0 8/dp es contí nua existe un E> O tal que
para r < E, dg00/dp (r,e) > O y, por lo tanto, F9 (r,e) < 0.

Sea ahora a’(t), r’or(t) = (p(t), o(t)), una geodésica tangente a la esfera
geodésica Sr(P) (r < E) en t = t0. Entonces r(t0) = p’(t0) x~ + e’(t0) x9 es
tangente a Sr (p), que en coordenadas polares viene dada por p = r y, por lo
tanto, sus vectores tangentes están en la dirección de x~, luego p’(t0) / O, (y /,

Q e’(t~) ≠ 0, puesto que a”(t0) * O). Por ser a’ una geodésica ha de verificar la
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ecuación diferencial
pu+2r9PpTeI÷f1~pt2÷r~~0e12=o,

que en t0 da
p”(t0) = - r6 e’(t0)2,

y como r~’9(p(t0),e(t0)) = r6(r,e(t0)) < O, resulta que p”(t0) > O. Por lo tanto
t0 es un punto en el que p alcanza un mí nimo relativo estricto, luego existe
un entorno jt0- t1,t~+í ~ [ det0 talqueparatodo ta]t0- í j,t0÷ii [-{t0},
p(t) > p(t0) = r y, por lo tanto, Y(t) 4 ~ (p) c.q.d. 1.

sj’g/ IV.fl~ TEOREMA (de existencia de entornos convexos): Para cada
punto p e M existe un núméro áo> O tal que, para todo c ≤ ó~, B0(p) es
convexa, es decir, cualesquiera dos puntos de B0(p) se pueden unir por una

O única geodésica minimal contenida en B~(p).
DEMOSTRACION: Sea €> O como en IV.79. Sean W,6 como en IV.76, con 6 <
€12. Elijamos 60 < 6 de modo que 86(p) c W. Vamos a probar que, para todo c
≤ 6~, B0(p) es convexa. Sean q1, q2 e Bc(p) c W. Sea B6(O) c T~ M. Por IV.76,
expqB6(O) D W, luego q2 e expq Bó(O) = 86(q1), y existe un~nica geodésica
radial Y: 1——. M uniendo q1 con q2cuya longitud es L(Y) < 6 y tal que Y(I) C
B5(q1). Como q1 e B0(p) c B6(p) y 6 <€/2, se tiene que B6(q1) c BE (p), luego
Y(I) C B6(q1) C BE (p). Como Y(I) es compacto, la distancia de los puntos de
a’(I) a p alcanza un máximo r <E en un punto m = Y(t0) e B~(p). Si Y(I) C
B0(p), entonces q1 * m * q2, y el que en Y (t0) se alcance el máximo r de la
distancia de Y(t) a p implica que, si (p(t),e(t)) son las coordenadas
geodésicas polares de la geodésica T(t) en un sistema de coordenadas
centrado en p, entonces p(t0) = r y p’(t0) = O, de donde resulta que 3’(t)es
tangente a Sr(p) en t = t0 (cfr. demostración de IV.79). Entonces, aplicando
IV.79, existe un 11 > O tal que para todo t e ]t0-’q, t0+’n[ - {t0}, p(t) > p(t0) = r,
i.e. d(Y(t),p) > r, en contra de que r es el máximo, luego Y(I) c B0 (p). Ó.

cf

//
/

,7/
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PROBLEMAS DEL CAPiTULO iv

1.- Mostrar que un clifeomorfismo es una isometrí a si y solo si la longitud de arco de cualquier curva
parametrizada es igual a la longitud de arco de su curva imagen por el difeomorfismo.

2.- Sean ccj3: 1 —+M curvas parametrizadas respecto a la ongitud de arco con la misma curvatura, y
supongamos que la parametrización de la desarrollable tangencial de cx, x(u,v) = cx(u) + y cx’(u), y la
correspondiente de ~3 son verdaderos sistemas de coordenadas de una superficie. Encontrar una
isomeirí a local que vaya de la desarrollable tangencial de cx a: i) la desarrollable tangencial de f3, Ii) una
región del plano.

L{ /3.- Sea (it,x) un sistema de coordenadas de una superficie M y (U’,x’) de M’. Sea F : M / M’ una
aplicación diferenciable tal que F(x(u,v)) = x’(f(u),g(v)), siendo (u,v) \ (f(u), g(v)) un difeomorfismo
de U sobre U’. Probar que F es una isometrí a local su g11 = g’11 (df/du)2, g1~ = g’1~ (df/du) (df/dv),
y ~22 = g’22 (dg/dv)2.

4.- Sea M una superficie que se puede recubrir usando un solo sistema de coordenadas, en el cual g11
= ~ ~l2 = O, ‘ ~22 es función solo de u (~22v = O). Probar que si la derivada dQJ(g22))/du está acotada
por 1, entonces existe una isometrí a de M sobre un abierto de una superficie de revolución.

5.- Sea M una superficie de revolución. Probar que las rotaciones alrededor de su eje son isometrí as de
M.

6.- a) Sea M una superficie y sea F una isomeirfa de IR3 tal que F(M) = M. Probar que la restricción de
F a M es una isometrí a de M. b) Usar la paste a) para probar que el grupo de isometrí as de la esfera
unidad x2+y2+z2 = 1 es el grupo ortogonal lineal O(3,IR) restringido a S2. c) Dar un ejemplo para
mostrar que hay isomeirfas entre superficies que no se pueden extender a isometrí as de I1I~.

Q 7.- Sea C = ((x,y,z) ÇR3/ x2+y2 = 11 un cilindro. Construir una isometrfa f:C-.C tal que el conjunto
{pLC / f(p) = p } de puntos fijos de f contenga exactamente dos puntos.

8.- a) Mostrar que si una curva es a la vez lí nea de curvatura y geodésica entonces es una curva plana.
b) Mostrar que si una geodésica (con curvatura distinta de cero en todo punto) es una curva plana,
entonces es una lí nea de curvatura, e) Dar un ejemplo de lí nea de curvatura plana y no geodésica.

9.- Probar que una curva C de una superficie M es a la vez asintótica y geodésica si y solo si es un
segmento de recta.

10.- Calcular la curvatura geodésica del paralelo superior del toro.

11.- Cortar el cilindro C del problema 7 con un plano pasando por el eje X y formando un ángulo 8
con el plano XY. a) Mostrar que la curva intersección es una elipse C. b) Calcular el valor absoluto de
la curvatura geodésica de C en el cilindro en los puntos en los que C corta a sus ejes.
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12.- Mostrar que si todas las geodésicas de una superficie conexa son curvas planas, entonces la
superficie está contenida en un oplano o en una esfera.

13.- Sean C1 y C2 dos meridianos de una esfera que forman un ángulo f en el punto Pi~ Tomar el
transporte paralelo del vector tangente w de C1 a lo largo de C1 y de C2 desde el punto inicial p1hasta el
punto P2 en que los dos meridianos se cortan de nuevo, obteniendo, respectivamente, w1 y w2.
Calcular el ángulo que forman w1 y w2.

14.- Mostrar que la curvatura geodésica de una curva orientada CCM en un punto psC es igual a la
curvatura de la curva plana obtenida proyectando C sobre el plano tangente TpM en la dirección de la
normal a la superficie en p.

15.- Mostrar que el paralelo c(t) de una superficie de revolución es una geodésica su la pendiente de la
recta tangente a la curva generatriz C en c(t) es cero.

16.- Sea p0 un polo de la esfera unidad ~2 y q, p dos puntos sobre el ecuador correspondiente de
modo que los meridianos p0q y p0p forman un ángulo O en p0. Consideremos un vector unitario y

tangente al meridiano p0q en p0, y tomemos el transporte paralelo de y a lo largo de la curva cerrada
constituida por el meridiano p0q, el paralelo qp, y el meridiano pp0. a)Determinar el ángulo de la
posición final de y con y. b)Hacer lo mismo cuando los puntoa p y q, en lugar de estar en el ecuador
están en el paralelo de colatitud ç.

17.-Considérese una geodésica que parte de un punto p en la parte superior (z > 0) de un hiperboloide
de revolución x2+y2-z2 = 1 y forma un ángulo O con el paralelo pasando por p de modo que cos O =

l/r, siendo r la distancia de p al eje z. Mostrar que la geodésica en la dirección de los paralelos
decrecientes se aproxima asintóticamente al paralelo x24-y2 = 1.

18.-Sea M una superficie, pe M y G~ el grupo de automorfismos de TpM. Sea = {Te Gpí T=P~
0 para alguna curva diferenciable a trozos z: [a,bj —, M verificando a(a)=p, a(b)=p }. Probar que H~ es

un subgrupo de G~ (H~ se llama grupo de holonomí a de M en p).

19.-a)Probar que el grupo de holonomí a local de cualquier punto de una superficie con curvatura de
Gauss K identicamente nula se reduce a la identidad. b)Probar que si M es conexa, los grupos de
holonomfa H~(M) y Hq(M) en dos puntos arbitrarios p y q son isomorfos (se puede hablar, por tanto,
de grupo de holonomí a de una superficie). c)Probar que el grupo de holonomí a de una esfera es
isomorfo al grupo de las rotaciones de IR2.

20.- Calcular el transportado paralelo del vector tangente v=(0, 1,1) a la superficie x2+y2-z2 = 1 en el
punto (1,0,0) a lo largo de la curva z=0 hasta el punto (0,1,0).

21.- Se considera la superficie de revolución x(u,v) = (f(u) cos y, f(u) sen y, u) (f(u) > 0). a) Probar
que los meridianos son geodésicas. b)Calcular el transportado paralelo del vector X=(0,1,0) en el
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punto (f(0),O,O) al punto (f(l),O,1) a lo largo de un meridiano.

22.- Sea c:I —, IR3 una curva parametrizada con c(t) e M1 n M2 para todo tE 1, siendo M1, M2
superficies de iiV. Sea X un campo vectorial a lo largo de e tangente a M1 y M2. a)Mostrar con un
ejemplo que X puede ser paralelo a lo largo de c considerada como una curva de M1 y no serlo si se
considera c como una curva de M2. b) Mostrar que si M1 es tangente a M2 a lo largo de c, entonces X
es paralelo a lo largo de c en M1 su lo es en M2.

23.- Sea una superficie de revolución x(u,v) = (r(u) cos y, r(u) sen y, u) (r(u) > 0). Probar que
una curva c(t) es una geodésica (salvo la parametrización) su r(u(t)) cos 0(t) = cte, siendo 0(t) el ángulo
que forma el vector tangente a la geodésica con un paralelo, y suponiendo que u(t) no es identicamente
nulo en ningún intervalo. (Fí sicamente este teorema expresa la conservación del momento angular).(Si
u’(t) ≠ 0, en este tramo la curva es un segmento de paralelo y este segmento es geodésico sll r’ se anula
en u(O).

24.- Se dice que una superficie de revolución (como la de 23) posee un ecuador si r(u) ≤ r(0) con la
igualdad su u = O y para todo u+ > O existe u- <O tal que r(u+) = r(u-) y recí procamente. Sea qO un
ángulo suficientemente pequeño para que existan u+, u- tales que r(O) cos qO = r(u+) = r(u-). Probar
que la geodésica que corta al ecuador en un ángulo qO: a) se mantiene en la región u- ≤ u ≤ u+, b)corta
a todo paralelo u=cte para u- <u <u+, c) se acerca a los paralelos u = ui-, u = u- tangencialmente.

(Como la rotación u —, u, y —> v+v0 es una isomeirfa de una superficie de revolución, el resultado
anterior caracteriza a toda geodésica que corte al ecuador en un ángulo suficientemente pequeño).

25.- Sea T un toro de revolución que supondremos parametrizado por
x(u,v) = ((r cos u + a) cos y, (r cos u + a) sen y, r sen u).

Probar que : a) Si una geodésica es tangente al paralelo u = it/2, entonces está enteramente contenida en
la región de T dada por -n/2 ≤ u ≤ ir/2. b) Una geodésica que corta al paralelo u = O bajo un ángulo 0
(O < e <it/2) también corta al paralelo u = ~it si cos 0< (a-r)I(a+r).

26.- Superficies de Liouville son aquellas para las que es posible obtener un sistema de coordenadas
locales x(u,v) tal que los coeficientes de la primera forma fundamental se pueden escribir de la forma
g11 = g22 = U + y, g~2 = 0, donde U = U(u) es una función solo de u y y una función solo de y.
Probar que si 0, O≤ e ≤ itI2, es el ángulo que una geodésica forma con la curva y = cte, entonces
U sena e - y cos2 e = cte.

27.- Probar que sobre una superficie de curvatura constante las circunferencias geodésicas tienen
curvatura geodésica constante.

28.- Sea (r,0) un sistema de coordenadas geodésicas polares sobre una superficie, y sea ‘y(r(s),O(s))
una geodésica que forma un ángulo Ø(s) con las curvas O = cte. Tomamos las curvas O = cte orientadas
en el sentido de r creciente y Ø medido desde e = cte a ‘yen la orientación dada por la parametrización
(r,0). Mostrar que (dØ/ds) + (‘Jg22)~ (d0lds) = O.
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29.- Sea A un triángulo geodésico (i. e. sus lados son segmentos de geodésicas) sobre una superficie
M. Supongamos que A es suficientemente pequeño para estar contenido en un entorno normal de unó
de sus vértices. Probar (sin usar el teorema de Gauss-Bonnet) que

donde K es la curvatura gaussiana de M, y cz~ (0 < < it), i=1,2,3, son los ángulos internos del
triángulo A.

30.- Sea el punto p =(0,0,0) del paraboloide z = x2+y2. Probar que expp no tiene puntos crfticos.

31.- Sea ~2 la esfera de radio unidad y centro el origen de coordenadas. Sean p = (0,0,1) e ~2, y =
(1,0,0), ~ = (0,1,0) e T~,S2. Calcular dexp~(tv)(tw).

32.—En el cilindro Mex2 + y2 = 1 se considera la curva c(t) = (cos at, sen at, bt). a) Probar que
cC t) es una geodésica. b) Calcular el transportado paralelo del vector X = (0,1,1) en p = (1,0,0)
desdet = 0 hasta t = u/aa lo largodec(t).

33.—Sea M el hiperboloide de revolución dado por + y2 — = 1 1p = (1.0,0) eM y X = (0,0,1)
cT~M. a) Calcular exp~X (sugerencia: utilizar paraN la parametrización x(u,v) = (ch u cos y, ch u
sen y, sh u)). b) Sea Y = (0,2,0) e T~M,calcular exp~Y (en este caso, probar que la geodésica que se
utiliza para el cálculo de exppY es realmente una geodésica).

34.— a)Sea e(s) una curva regular parametrizada respecto de su longitud de arco. Se consideran las
superficies de un solo sistema de coordenadas

~Xs,v) = e(s) + ve3(s), x(s,v) =c(s) + ve2(s).
Dar una condición necesaria y suficiente sobre la curva c para que la aplicación ~( s,v) —, x( s,v) sea
una isometrí a local de superficies.

h)Sea Cuna circunferencia de centro (R,0,O)y radio r (R > r) y Tel toro de revolución obtenido
por rotación de C alrededor del eje Z. Sea ~. el toro obtenido por revolución de la circunferencia Q de
centro (2 R,0,0) y radio r alrededor del eje Z. ¿Existe algún entorno de (R+r,0,0) en T que sea
isométrico a un entorno de (2 R ÷ r, 0, 0) en 1?.

35.— Se considera la superficie de revolución M dada por el conjunto de puntos que verifican la
ecuación x2+ y2÷ (z2/4) = 1. Sean p = (0,02) eM, X = (1,0,0) • TM, Y = (0,1.0) e TM.
Calcular expX y dexp(X)Y.

36.— Sea Me] helicoide dado por x(u,v) = (y cos u, y sen u, a u), ~uy~ e Sea p = (1,0,0) eN,
X = (0,1 ,a) eTM. Calcular el transporte paralelo de X a lo largo de c(t) = (cos t, sen t, a t) desde t

O hasta t = 1.

37.— Sea M una superficie de revolución ( ~(u , = (fC) cas ~j., f(y.) sen ~ , g(y) ) ). Sea 11 el
helicoide x(u,v) = ( y cos u, y sen u, u). Sea F: H —, M una isometria local que transforme los rayos
en meridianos y las rectas en paralelos (i.e. si F(x(u,v)) = x (jj ,y), entoces ~j. = jjXu) y ~t = ~
Determinar expresiones para las funciones fy g de modo que se verifique esta propiedad.

38.—Se considera el paraboloide de revolución z ÷ y2. Sea p = (0.0,0) y sea X = (0,1.0),
vector tangente en pal paraboloide. (a) Calcular exp~X. (b) Calcular (dexPp)xY. con Y = (1.0,0).
(Sugerencia; 1) empléese la función 1 f(r) ~ ~( 1 +4r2) dr y su inversa r f 1(1), y dájese

— - el resultado en función de f, f 1, y sus derivadas si es necesario. 2) Una parametrización conveniente
del paraboloide es x = r cos e , y = rsen e, z r23.
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CAPITULO V: INTRODUCCION A LA GEOMETRIA GLOBAL INTRINSECA DE
SUPERFICIES.

Lección 23~: SUPERFICIES COMPLETAS

§1. Superficies geodésicamente completas
Las propiedades globales de una superficie aquellas que se refieren a toda la superfice y no solo a un
trozo de ella. Este lenguaje, sin embargo, resulta demasiado impreciso:¿quées “toda la superficie”?,
¿que es un “trozo de superficie”?. Dada una superficie M, un abierto U ~j M de ella es también una
superficie, U podrí a considerarse como “toda la superficie U” o como un “trozo de la superficie M”.
Por tanto, el objeto de la geometrí a global puede quedar sin sentido si no se precisa lo que se entiende
por “toda la superficie”. A ello dedicamos esta lección.

V.1.DEFINICION: Una superficie conexa M se dice no extendible s~o es un abierto propio de
otra superficie conexa. En caso contrario se dice extendible.

Un abierto del plano o la esfera son ejemplos de superficies extendibles. La esfera o el plano son
ejemplos de superficie no extendibles (como veremos más adelante).

Una condición general para asegurar la no extendibilidad de una superdicie es la compacidad.
Pero una condición como esta no incluye una superficie tan interesante como es el plano. Por ello
vamos a dar una definición más general.

V.2.DEFINICION: Una superficie conexa M se dice que es geodésicamente completa si, para todo
p E M, la aplicación exponencial exp~ está definida sobre todo TpM~ i.e. si las geodésicas ~(t) que
parten de p estan deflnidads para todo t e IR. (En efecto, si 3’ es una geodésica, 3’(t) = expp tX, X e TpM~ y si
expp está definida sobre todo ‘f~M entonces 3’(t) está definida Mt. Recí procamente, si toda geodésica está definida V t e IR,
entonces Mp e M, MX e T~, M, si 3’ es la geodésica pasando por p con vector tangente X, entonces expp X = 3’U) está bien
defmida).

Esta definición está motivada por la posibilidad de “realizar” por geodésicas la distancia entre dos
puntos, como ocurre en el plano con las rectas. Obsérvese que, para que tenga sentido la definición
anterior que se da en términos de geodésicas, es esencial que, como hicimos en IV.37, intervenga la
parametrización en la definición de geodésica (cfr. IV.38).

V,3, PROPOSICION: Una superficie goedésicamente completa M es no extendible.
DEMOSTRACION: Supongamos que M es un abierto propio de una superficie conexa M’.
Entonces FrM= M- ~i= M -M≠Ø,yaquesiFrM=Ø,M= M ,conlocual M serfaunconjunto
no vacfo abierto y cerrado en M’, que es conexo, luego M = M’, en contra de la hipótesis. Sea p€Fr M
y U’ C M’ un entorno normal de p en M’ imagen por expp de un conjunto estrellado. Sea q e U’flM
(q existe por ser p ~ Fr M y U’ abierto) y i: [0, 1] —+ U’ C M’ una geodésica de M’ con r(O) = p,

..~j ¿~(1)=q.Definimos r:[o, 1]/.U’Ir(t)= ~(1-t).Entonces a’(O)=qe M,y8(l)=peFrM. Como
M es un abierto de M’ y a’ es contí nua, existe un E> O tal que
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a’ [o E [ es una geodésica de M. Si existe una extensión 1’ de
8’ [0 E [ definida sobre IR que es una geodésica de M, entonces Y
es también una geodésica de M’ y, por la unicidad de las geodésicas,
ZI[Q 11=8’, absurdo puesto que 8’(1) = pe FrM = M - M. o.

V.4. NOTA: El recí proco de V.3 no es cierto: el cono sin el vértice es una superficie no extendible y
no completa. Se puede ver la demostración en [do Carmo pp. 327-328].

Lo que hace geometricámente interesantes a las superficies completas es el siguiente:

§2. Teorema de Hopf-Rinpw

V.5. TEOREMA (de Hopf-Rinow): Sea M una superficie conexa. Son equivalentes:
a) 3 p e MIexp~ está definida sobre todo T~RvL
b) Los cerrados y acotados de M son compactos.
c) M con la distancia intrí nseca es un espacio métrico completo.
d) M es geodésicamente completa.

n —$oocon q~ ~ entonces, para todo p e M, d(p, q~) •* oo~

f) M q e M existe una geodésica minimal a’ uniendo p con q (recordemos que a’ minimal significa
queL(fl=d(p,q))

Observación: Usando (d), (O puede transformarse en ~t p, q, existe una geodésica 8’ en M uniendo p
y q con L (8’) = d(p, q). Esto es lo que habitualmente se conoce como teorema de Hopf-Rinow.

DEMOSTRACION: a) ~ O: Sea r = d (p,q), 6 > 0/ expp sea un difeomorfismo sobre un abierto

conteniendo a ~ (0) C T~M. La esfera geodésica S~ (p) es un campacto (pues es imagen por expp del
compacto ~á (0). Consideremos la función contí nua (por ser la función distancia en un espacio métrico)
d: ~á (p) —+ IR 1 xI-4d(q,x). Como S~(p) es compacto, la función d alcanzará un mí nimo en
xoeSó(p).

e) Existe una sucesión creciente de compactos { K,, }~ 1 de M (creciente quiere decir que

C K1~,~) recubriendo M (U K~ = M), tales que si

Además, cada una de las afirmaciones anteriores implica:

es una sucesión de M
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Como x0 c S6(p), existe y E T~M ¡lvi = 1 y x0 = exp~ 6v. Consideremos la geodésica a’ (s)
= exp~ sv. Queremos probar que a’(r) = q (1) (pues entonces a’ es una geodésica uniendo p con q
y verificando L(a’) = r, ya que s es el parámetro longitud de arco de a’).
Para ello planteamos la ecuación

(V.5.1) d (a’(s), q) = r-s.
Lo que nos proponemos probar estará demostrado si vemos que (V.5.1) se veriflca para s = r. Vamos a
verlo. Sea A = {s e [O, rl! (V.5.1) es cierta). A * 0, ya que (V.5.1) se verifica para s = O. Además A

es un cerrado en [O,rj, ya que f:[O,rj —~ IR ¡f(s) = d(3’(s),q)-r+s es una función contfnua y A = (1(0).
Vamos a ver ahora que r = sup A (lo que, por ser A cerrado, implica que r e A, y concluye la

demostración). Ahora bien r = sup A equivale a que si 5o <r, 5o e A, entonces 365O!s~ + 6’ a A.

Esto es lo que vamos a probar. Dado 5o ~ A, s, < r, sea 6’ > O tal que expa~ (so) sea un

difeomorflsmo sobre un abierto conteniendo a ~ói(O) y tal que q ~ B6~(Ø). Consideramos de nuevo,

Q como antes, d : S5’(a’(s0)) —sIR ¡ d(x) = d(x,q). Sea x’0 E s6’ (a’(s0)) un punto en el que esta
función alcanza el mí nimo. Como 5o E A,

d(a’(s0),q)=r-s0.
Por otro lado, d(a’(s0), q) = mf { L(~), cc a’(s0)>q}, pero, como q ~ ~6,(a’(s0)), toda curva
difcrenciable a trozos c uniendo a’(s0) con q debe cortar a 56’O’(so)) en un punto x’. Luego
d(a’(s0), cij = mf {L(ri)+L(fl)Irx: a’(s0)~>x’, fi: x’,~>q, x’ E S61(a’ (sa)) } = 6’ + d(x’0,q), de

donde d(x’0,q) = d(a’(s0), q) - 6’ = r - (s0+6’), por ser ~0e A.

Sea ~ la geodésica radial uniendo a’ (sa) con x’0, parametrizada respecto de su longitud de arco.

Severifica que L (~) = 6’, y(O) = a’(s0), 1(6’) = x’0. La curva

— í a’(t) si O≤s≤s0a’ (t) = — está parametrizada respecto de su longitud de arco y une
La’ (t-s0) si s~ ≤ t≤ s0 + 6’

= a’(0) = p con a’ (s~+6’) = 1 (6’) = x’0. Su longitud es L(a’) = 50+6’. Por otro lado, d(x’0,p)

≥ d (p,q) - d (x’0,q) = r-(r-(s0+ó’)) = s0+6’. De todo ello resulta que d(x’0,p) = s0+6’ = L(3’), luego

a’ es una geodésica (cfr. 1V.77) partiendo de p. Como r1 [o,s~] = a’ 1 [O,5~1 y, por hipótesis, ambas están

defmidas para todo t e IR, se sigue de la unicidad de las geodésicas que a’ 3’, luego a’ (s0 +6’)
a’(s0+6’) = x’0, por lo tanto d(a’(s0+6’), q) = r - (s~÷6’), luego s0+á’eA, c.q.d.

a~ ~ bt Sea A cerrado y acotado en M. Por ser acotado, A está contenido en una bola B~(p) de
centro p y radio r (en el sentido de espacios métricos). Si q E ~~(p), por f) existe una geodésica a’(t)
uniendo p con q con L(a’) = d(p,q) ≤ r, a’ se puede escribir de la forma a’(t) = expp t X con lxi = 1, y
a’(0) = p, 3’(rq) = q, siendo rq = d(p, q). Resulta por lo tanto que q e exp/Br(O)), luego A C ~p)
C exp~ (~~(0)), y como exp~ es contí nua y flr(O) es compacto, expp flr(O) es compacto y al ser A

1Obséwese que expp definida para todo y eT~, M implica a’ (s) definida para todo s e IR
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cenado contenido en un compacto (y T2, evidentemente), A es compacto.
b) ~ c) Sea 1Pn~ una sucesión de Cauchy en M, entonces ~Pn es acotado en M, por lo tanto existe
una bola cenada (que es además un conjunto acotado) B D Por b), B es compacto, y por lo
tanto, completo, luego ~~n’ que es de Cauchy, tiene un lí mite en B y, por lo tanto, en M.
c) ~ a]’): Si M no fuese geodésicamente completa existirí a una geodésica a’(s) parametrizada
respecto de la longitud que estarí a defmida para s< s~ = inf{sclR/a’(s) no está definida:) pero no en un
entorno de ~o. Sea {~n} una sucesión de Cauchy creciente en IR que converge a 5o. Se tiene entonces
que d(a’(sn), a’(sm)) ~ 5n5m’ -. O, luego {a’(sn)} es una sucesión de Cauchy en M que es /4
completa, luego a’(sn) —+ Po e M. Sea W un entorno totalmente normal de Po y 6 > O dado por

IV.76 (i.e. tal que expq B6(O) D W ~tqeW y expq1 es un difeomorfismo). Sean n, m
B6 (O)

suficientemente grandes para que ~n~~m’ < 6/2 y 3(~n)’ a’(sm) e W. Entonces existe una geodésica
única ¡ uniendo 8’(sn) con a’(sm) y con L~ (~) < 6. Además, i se puede escribir de la forma ~(t)

= expa’ t X, con lxi = 1 y está definida para t < 6 (ya que exp3, IB ~ es un difeomorfismo). Por(sa) (sn) 6~ ~

otro lado, para todo s tal que s~ ≤ s ≤ 5m d(a’(s),r(s11)) /s - s~ ≤ - s~ <6/2, luego 8’(s) e

Bó12Ca’(5n)), luego a’ ft~n’~m1 es la geodésica radial que une 3’ (sa) con 3t(~m)~ luego T([O,sy~snj)

a’([Sn’smi) y, como ambas son geodésicas, parametrizadas respecto la longitud de arco, T(s-sn) = $
y, como ~ está definida para s-s~ < 6, i.e. s< s~+ 6, i extiende a’ hasta Sn+ 6, pero 1s11 -s0i

= II m Su ~m1 ~ 6/2 da s~ ≤ s~ + 6/2, luego s~ <s~ + 6, con lo cual hemos extendido a’ más allá de
rn—+co

s,, en contra de la hipótesis, luego ésta no puede darse. ~ q1~y,

d) ) a) evidente.

b)4~ e): b) * e): Dado p e M, la sucesión de las bolas cenadas {~(p)}’... 1 verifica ~~(p) C

O ~n+1(P), ~1~n(P) = M y, si stn q~ ~ b~(p), d(p, qn) > n r~ ~ ~. Como ~(p) es un cenado y
acotado y, por b), es un compacto, esta sucesión es la que dice e).
e)~b) Si A es cenado y acotado, 3 ~p) D A. Para ver que A es compacto bastará ver que B~tp) lo
es. Veamos, por tanto, que las bolas cenadas de M son compactos si se verifica e). Sea p E M, € >0.

C M = U K11. Puede ocurrir:
- ana ni ~(p) C K~. Entonces, como Kn es compacto, BE(P) es compacto.

- %Ln e N 3q~ e ~ - K~. Entonces, por e), dcp, q1~) —+ oo, absurdo. Ó.

V.6. COROLARIO: a) Una superficie compacta es geodésicarnente completa.
b) Una superficie cenada como subespacio de IR3 es completa.

DEMOSTRACION: a) Es consecuencia de que un espacio métrico compacto es completo. b) Si M
es cenado en IR3, como (IR3, de) es completo, entonces (M, de) es completo. Como de ≤ d, si (q~} es

CD una sucesión de Cauchy para d, también lo es para de, y si ~M, de) es completo, (Pn] converge en de y
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CAMPOS DE JACOBI

Lección 24?: CAMPOS DE JACOBI Y PUNTOS CONJUGADOS

§3. Camnos de Jacobi.

Consideremos por simplicidad que estamos en una superficie M
geodésicamente completa. Sea U abierto estrellado c T~,M tal que expp1u sea
un difeomorfismo, y y(s): ]-E, E[ —-* U una curva en U. Definamos

f: [0,1] x ] - E, E[

(t, s) 1 • f(t,s) = expp t y(s)

Para cada s fijo, t —* f (t, s) es una geodé-
sica (se dice que f es una familia unipa
ramétrica - de parámetro s- de geodésicas).
Si y (0) = y, v’(O) = w, se tiene que .~Í - (t,0) =

d exp~(t y(o)) t v(0) = d exp~(tv) tw. Si,
además, se toma la curva y(s) de modo
que Iv(s)I = cte entonces, eligiendo un
sistema de coordenadas geodésicas polares
en que el ángulo e valga O en la dirección de
un y(s0), - E < 50< 0, como y(s)! = r0 vs,
se tiene que exp~ t y(s) = f(t,s) tiene por
coordenadas polares (t r0, e(s)), con lo cual

.~_t. (t,O) = e’(O) x8, y (t,0) = ~exp~(t v(O))~j p~7j.-rçoy~ r0 xr, i.e.

es
ortogonal a la geodésica radial exp~tv. Todo esto permite interpretar

intuitivamente .~_t. (1’ 0)~ = ¡d exp~(v) wI como una medida de la velocidad
con que las geodésicas t i—* exp~ t y(s) partiendo de p, se alejan entre sí .

Todo esto sugiere que puede ser interesante el estudio de los campos a
lo largo de una geodésica exp~ t y de la forma J (t) = .FL (t, 0) = d exp~(t y)
tw, con w v’(O) .1. y.

Según hemos visto IJ(t)I darí a una medida de la velocidad con que las
geodésicas se alejan entre sí . Por otro lado esta velocidad de alejamiento
debe -intuitivamente- influir en el área de un disco geodésico: para un
mismo radio será mayor el área del disco cuanto más rápidamente se separen

‘Q las geodésicas. Vimos en IV. 67 que la curvatura de Gauss K influí a en el
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área de un disco geodésico. Por lo tanto será natural que encontremos
relaciones entre los campos J(t), la curvatura K y la velocidad de
separación de las geodésicas partiendo de un punto.

Obsérvese por otro lado que si O = J(t) = d exp~(t y) w, t y es un punto
crí tico de exp~, luego encontraremos también relaciones entre los puntos
crí ticos de exp~1 los campos J(t) y la curvatura de Gauss K.

Vamos ahora a estudiar esos campos J(t) comenzando por estudiar una
ecuación diferencial que los caracteriza completamente.

V.B. LEMA: Sea y: ]-E, €[———÷ U abto c TpM una curva diferenciable regular,
r>0 tal que ~,. (0) c U abto tal que expp~u es un difeomorfismo, ¡v(s)I = r =
cte * o. Sea f(t,s) = exp~ t y(s). Entonces, si w = v’(O) y y = y(O), 3 6> 0 /
~t tc [0,1÷6[, en s = O

1 V V df df —-K’rt’~r2

ds
siendo ~(t) = exp~ tv.
DEMOSTRACION: Como y(s) E ~r(0) C U, 3 6 > 0 /~ c U y, por lo tanto
f(t,s) = expp tv(s) está definida también para (t,s) a [0,1÷6] x ]-E,E[. Como
Iv(s)I = cte, y’ (0) = w es ortogonal a y = y(O) y, según vimos en la
introducción

df~ / r (t,~) = d exp~~’) ~ w ~XP ¿~ ¿vfs))~r~ ¿~fr> O4QI,WYDI) (i~u$f&~o
(t,0) = ~ (exp~ t v)~ ve&or ingente a la geodésica r: t ——÷ exp~

t y, y vimos también allí que, tomando un sistema de coordenadas geodésicas
polares (r, e) adecuado

(t, 0) = r Xr, (t,0) = o’(O) x9at ds 7;)
y, por lo tanto, .~t. (t, O) y .~. (t, 0) son vectores ortogonale~”Ebomo .~J.

df ds(t, 0) = df(t,0) (0,1) y .wPt~O) = df(t,0)(1 ,0), resulta tque df(t,O) es un
isomorfismo si t * 0. Luego ~t t * O existe un entorno ~(t, O) de (t, O) en IR2
tal que f es un difeomorfismo sobre U(t o)~ Por lo tanto podemos coniderar
(U~1, o),f) como un sistema de coordenadas de la superficie. En este sistema
de coordenadas se tiene:
Como t ——. f(t,s) = exp~ t y(s) es una geodésica,

S ~ t ~ S t~ ~~_+r.~_=0==,r =0=r sobreU,10.
dt dt tt ds tt dt u u

Para el primer miembro de la igualdad del lema:
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Vdf
dt dt~

~Z~Zit. df — V (r~af rt df’~df<dt ds dt’ ~>s=o~~ <jjf ~ st~fJ~> o —

=<í r~ +r5 ~ írt ÷r5Ç st,t st ts}ds ~ st,t st ts}dt ds s=O

Ahora bien, en s = O, ~ = < (t,O) , ~f (t,O)>.= o, luego

H~ >Is.o =(~t~+ r~5, ff]g55= [rs÷ ~;
Ahora bien, por el teorema egregio de Gauss,

K= ¿ I{2m~2m [~,2 ~2,14[~~ ni

entonces, si t~u1, s~u2, g ~ como hemos visto, y~ <If-~
t ~—,f (t, s) geodésicaa- df df

<~ k = ~‘ ~r = >= <v(s),v(s)> = r2. Por lo tanto:

- K(rW) = g~g g55 [~,2- Ç14(r~~Ç2 - = [como = O

según vimos] = ±+(i’~~~÷ ~5 t]r2 df~2<dt ~ H~

V.9. NOTA: Obsérvese que los puntos esenciales en la demostración del
lema V.B han sido: ‘1f€’~ i~ ~
a) La ortogonalidad de (t,0) y ~(t,O)~ 4 ~
b) La no nulidad de
c) El uso de coordenadas para los cálculos de las fórmulas en las que
intervienen las derivadas covariantes y la curvatura de Gauss.

Para ver fácilmente la aplicabilidad de estas dos cosas hemos usado un
abierto sobre el que expp es un difeomorfismo. Sin embargo, para el punto c)
basta con trabajar en entornos de puntos en los que expp es no singular, pues
ehtonces f es un sistema de coordenadas en un entorno de ese punto. ]~í tt*ién
para el punto b) basta con trabajar en puntos en los que expp es no singular.
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Para a) observemos que las coordenadas polares (r,o) siguen verificando
<Xr, X0> O incluso cuando dejan de ser sistema de coordenadas, en efecto:
ya vimos que ~ ¿~ t4~4r~ ~ t ~

<Xr,Xo> —+0, y .~_<Xr~X9>c(rXr~ X0>+ <Xi., wXo>= <Xr, .d_xo>

pero r—:O f~Xr= [Xr~ xej=f.xe ~XB XrBd~E~N,

luego .~_<x~x;>= <xr _ixr>= jf. <x~ xr> = 0. //
Por lo tanto V.B es válido, no solo en puntos de un ~to U en los que

exp~ es un difeomorfismo, sino en todos los puntos en los que exppes
regular. Además, por continuidad, V.8 es válido en los puntos singulares de
expp que sean lí mite de puntos regulares.

V.b. PROPOSICION: Sea f la aplicación definida en V.8, pero donde U es
ahora un abierto de TpM en el cual expp es regular. Si J(t) = *~.(t,0), J
verifica la ecuación

v2J
dt2 + r2 K(r(t)) J(t) = 0, siendo r(t) = exp~ t y(O) = f(t,O) y r = rl.

DEMOSTRACION: Por el lema 5.8 y la nota 5.9,
1 ~V y df J

‘ ‘“ r2< dt ds dt’ 1J12>
Ahora bien, empleando los sistemas de coordenadas locales de la
demostración de V.8, se ve que ~ = ~ ~ por lo tanto

Q K(8’(t)) = *<- ~ ii~ > y, como <J, ~‘>= o~ ~—2<J,r>= 0, de donde

= 0, luego y = <:~~ _~—>~—~ por lo tanto = - r2 K(r (t))

Vil. NOTA: Sea {~ (t), ~2 (t)} una referencia de Frenet intrí nseca de Y(t).
Ve2Como a’(t) es una geodesica, = 0, y —~~— = O (cfr. IV.41 y

demostración de ¡V.42). Por lo tanto, como J (t) 1 8” (t) que está en la

dirección de b~ (t), resulta que J(t) = y(t) G2(t) y J(t) = y”(t) ú2(t) , y
la ecuación de V.b para J se traduce en

O (V.11.1) y”+r2Ky=0.
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V.12. DEFINICION: Sea J un campo vectorial a lo largo de una geodésica 3’
parametrizada de modo que I~(t){ = r. Diremos que J es un campo de Jacobi
si verifica la ecuación

J” + r~ K J = O (con J” = V2J/dt2),
se anula en 3’ (0) y es ortogonal a 3’.

V.13. PROPOSICION: Los campos de Jacobi a lo largo de una geodésica 3’(t)
constituyen un espacio vectorial real de dimensión 1 y cada campo de Jacobi
J viene determinado por J’(O) = (O).
DEMOSTRACION: Dada una referencia de Frenet {é1,é2} a lo largo de t(t), se
tiene, por V.l1, que J(t) es de Jacobi su es de la forma J(t) = y(t) ~2(t) e
y(t) verifica y” + r2 K y = O con la condición inicial y(o) = O (equivalente
a J(0) = O). Por los teoremas de de existencia y unicidad de ecuaciones
diferenciales, las soluciones de la ecuación diferencial lineal (V .11 .1)
verificando y(O) = O forman un espacio vectorial de dimensión 1 y están
uní vocamente determinadas por y’(O). Ó.
V.14. PROPOSICION: Sea J campo de Jacobi a lo largo deuna geodésica 3’.
Entonces = tv(s)

(V.14.1) J(t) = dexp3’(0)(t a”(O)) t J’(o) M t. ~ J b9 Ir) ,sl.J1
DEMOSTRACION: Es evidente que el campo J así definido es de Jacobi: Por
5.10 J(t) verifica la ecuación (V.11.1) pra los t tales que t a”(O) es un punto
regular de exP3’(0)~ y en los puntos singulares que son lí mites de puntos
regulares la ecuación se sigue verificando por continuidad. En los puntos
singulares que no son lí mite de puntos regulares J(t) es cero en un entorno
de esos puntos. En efecto, si t0 3”(O) es un punto crí tico que no es lí mite de”?’~>

Q puntos regulares, existe un entorno de t0 3’’(O) constituido por puntos»~
singulares de exp~, luego dexp~(t 3”(O)) no es un isomorfismo para t en un
entorno de t0, luego, como dexp~(t a”(O)) (r’(O)) = r’(t), se tiene que dexp~(t
3”(O)) t J’(O) está en la dirección de r’(t). Por lo tanto, será cierto que J(t) es
cero en un entorno de t0 si probamos que dexp~(t 3”(O)) t J’(O) es ortogona~l

a 3”(t) Mt * 0, i.e. si .~-f(t,O) es ortogonal a ~~-t{t,O) Mt * 0, siendo f(t,s)

exp~t y(s), con y(O) = 3”(O), Iv(s)I = 1 y y’ (O) = J’ (0). Ahora bien,

H(0,0)>.= <0,a”(O)> = 0, y

* (t, O), -~ (t O)>= <~ -~-, f>.~t~ 0) + O.
Q Tomemos ahora un sistema de coordenadas aarbitrario x(u1,u2) en un entorno
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de f(t,O), entonces si x~1 o f(s,t) = (u1 (s,t), u2(s,t)),

+~Xj 21 2 2 du1 y
du a u

— =ds dtxl~ds atX2~~T~

2 x ~+ as ~ 2=d1 ~

Q luego ~4Í -(t,O), .~-f(t,O)>=<.~-H,H>(tO) =i ~~~*f’H>=°’
luego <.~-L(t,O), .~-f(tO)>= cte y como en t = o vale o, cte = o.

Por lo tanto, J” = O, de modo que la ecuación se verifica trivialmente
para estos puntos. Ahora bien como, por V.13, un campo de Jacobi está
determinado por J’(O) y
~(d exP3F(0)(ta”(o»tJ’(o)~ ~ t {d exP~(O)(ta’(o))J(o)}=

V.15. COROLARIO: Se tiene la siguiente fórmula que da la velocidad de
alejamiento de las geodésicas en función de la curvatura (si a’
parametrizada respecto su longitud de arco)

3
= o.y(t) = y’(O) t - y’(O) Kca’(O) .~_+ R(t), con hm R (t)3t—.*O t

DEMOSTRACION: Consecuencia de que y(O) = O, y’(O) = - Kor(O) y(o) = O,
y” (O) - Kor(O) y(O) - (Ko3’)’(O) y(O) = - Koa’(O) y’(O).

~.4. Puntos conjugados

o.

está

Vamos ahora a relacionar los campos de Jacobi con las singularidades
de la aplicación exponencial.

V.16. DEFINICION: Sea a’:[O,a] ——•* M una geodésica, t0 e ]O,a]. Se dice que
a’(t0) es un punto conjugado de a’(O) a lo largo de a’ si existe un campo de
Jacobi J a lo largo de a’(t) no identicamente nulo tal que J(t0) = O.

y df y (aul
ds drds ~

Mv
+ at

dii1 du2 x1 +——x +ds

du1 du2 x2= Icomo V~x1 =V~ x2~ =+ -~— x2

d2 u2 _____

= dt ds ~ ~ x1 +j~Vdu1
+xi+~a~.vau1x ~2 du1 V 2 x

1 +~rdUx1

+ ds
2”~ y dfx )~= dt ds’

= d expa’(o)(O) J’(O) + o. = J’(O), se tiene (V.14.1). o.
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Obsérvese que si Y(t0) es un puinto conjugaddo de Y(O), entonces Y(O) es
conjugado de Y(t0).

V.17. PROPOSICION: Sea Y: [O, a] ——•, M una geodésica parametrizada
respecto de su longitud de arco, p = Y(O). El punto q = Y(t0), t0 € [O,a] es
conjugado de p a lo largo de Y sil V0 = t0 Y’(O) es un punto crí tico de expp.
DEMOSTRACION: Por V.16 y V.14, q es conjugado de p su existe J(t) =

V.19. LEMA ( de comparación de Sturm): Sea A(t) ≥ B(t) (resp. A(t) >

3(t)), u(t) una solución de u” ÷ A u = O con u(O) = O u’(O) = 1 y v(t) una
solución de v”+ 3 y = O con y(O) = O, v’(O) = 1. Sea a el primer valor de t >
O para el que se anula u(t), y b el primero para el que se anula v(t). Se tiene
que: 1) a ≤ b (resp. a < b), 2) si O < t0< t1< a, v(t1) u(t0) ≥ u(t1) v(t0) (resp.
v(t1) u(t0) > u(t1) v(t0)), 3) si O < t < a, v(t) ≥ u(t) (resp. v(t) > u(t)).
DEMOSTRACION: Sea t e JO, min(a,b)]. Si A ≥ 3,

dexp~(tY’(O)) t J’(O) con J’(O) * O y no identicamente nulo con J(t0) =

dexp~(t0Y’(O)) t0J’(O) = O, lo que es equivalente a que t0Y’(O) sea un punto
crí tico de dexp~. Ó.

V.18. EJEMPLOS: CAMPOS DE JACOBI PARA SUPERFICIES DE
CURVATURA CONSTANTE: Si la curvatura de Gauss es una cte K0, la
ecuación de Jacobi en una referencia de Frenet toma la forma (para una
geodésica parametrizada proporcionalmente al arco):

y” (t) + K0 y (t) = O
que tiene como soluciones (con las condiciones iniciales y(o) = O, y’(O) = 1).

(sent~ si ~>o (sent~ e2(t)si ~>O

y(t) c~ t si K0 = ~ loquedaparael J(t) =~ t e (t) si K0 = O
campo de Jacobi J. 1 2 ____sh tJ-K0 si iç<o sh tI-K0 ~ (t) si FÇ<O

J-K~ 2

(Por ejemplo, para la esfera de radio r, K0 = 1, J(O), J[2~_] = O, i.e. el
r2

conjugado de Y(O) e r(4r) = Y(iyÇ/K ) (su punto antí poda).
Resulta de lo anterior que’ para K0> O laÇiistanci&de p a su primer

—y’ punto conjugado es y que para K0 ≤ O p no tiene puntos conjugados.
Vamos a ver ahora que ocurre cuando K no sea constante pero estéacotada.

ji
L~fl’
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t
‘—-~ O =f (u (~) + 3v) - y (ü + Au)) = 1 integrando por partes 1 =J u y (3-A) dt + u -

t 1 t 1 t t
- L ú‘~ dt - y úL + L ‘~ údt = (i.Ñ - y ú)I + lo u y dt ≤ (u y’ - u v’)j
puesto que u(o) = O = y(O) y u’(O) = 1 = v’(O) implican que u y y son
positivas antes de llegar a su primer O (i.e. para O < t < min(a,b)) y A ≥ B =*
B- A ≤ O. Por lo tanto u(t) v’(t) - u’(t) v(t) ≥ O, de donde ‘i’ (t) ~ u’ (t) , luego,

y (t) u (t)

para O < t0 < t1< min(a,b), f~ ~-dt ≥ Ç .~.dt, i.e. In y ≥ In ‘~ de

donde v(t1) u(t0) ≥ u(t1) v(t0), lo que prueba 2) en cuanto probemos 1). Por
y (t1) y (t0) y (totro lado la desigualdad anterior implica / ~, pero hm =u (t1) u kt0) u (t0)

A y’ (t0) y’ (O) y (t1)l’Hopital 1 = Ii m = _____ = 1, luego ≥ 1 y tenemos 3) en cuanto
~0~ u’ (t0) u’ (O) u (t1)

probemos 1). Veamos ahora 1):

En 3), tomemos lí mites cuando t1 —. min(a,b), se tiene v(min(a,b)) ≥
≥ u(min(a,b)). Si min(a,b) = b, entonces v(b) ≥ u(b), pero v(b) = O, luego u(b) ≤
O, luego ( como a es el primer O de u) a ≤ b y a = b. Por lo tanto, siempre
min(a,b) = a.

Para el caso A (t) > 3 (t), si fu~ese a ≥ b resultarí a
b b b(*)O=(uv~~vuI) L÷10(B-A)uvdt conB-A<O, u,v≥O y (uv’-vu’)L=

=u(b)v’(b)conu(b)≥O y v’(b)≤O(yaquev(t)>Oparat<b yv(b)=O,
luego y á tiene mí nimo en b ó es decreciente en b), por lo tanto el segundo
miembro de (*) aparece estrictamente menor que cero, lo que es un absurdo,
luego a < b.

2) se prueba como en el caso anterior y de aquí se obtiene, como antes, ~
que para O < t< a, v(t) ≥ u(t). Ahora bien, si para algún t’ < a, v(t’) = u(t’), como

t \ 1 U’1 t?frJ4u(O) = y(O) = O y V u ~, v’(t’) - u’(t’) > o i.e. y - u es estrictamente r
y (t) u (t)

creciente en t’, lo que implica que para t < t’ con it’ - ti suficientemente
pequeño, v(t) < u(t), absurdo, luego u (t) < y (t). 1.

V.20. TEOREMA: Sea a’ una geodésica parametrizada proporcionalmente a
su longitud de arco. Sea K~a’(t) = K(t). (a) Si ~tt K(t) ≤ k1 (resp. K(t) < k1),
a’ (t) no tiene ningún punto conjugado para t c [O, w/.JR7 [ (resp. t e [O,

it i,/k7]). (b) Si ~tt k0 ≤ K(t) (resp. k0< K(t)), a’(t) tiene al menos un punto
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Lección 25~: ESPACIOS RECUBRIDORES

§5. Topologí a de los espacios recubridores

Acabamos de ver (V.20) que cuando K ≤ O entonces expp: T~M —÷ M, es un
difeomorfismo local.para todo p e M Es natural preguntarse cuando este
difeomorfismo local es un difeomorfismo global. Es conveniente poner esta
cuestión en un planteamiento más general para los que necesitamos los
espacios recubridores. EN ESTA LECCION SUPONDREMOS AQUI QUE TODOS LOS ESPACIOS
TOPOL’OGICOS SON T2.

V.22.DEFINICION: Sean ~, 8 dos espacios topológicos. Diremos que it: ~ 8
es una aplicación recubridora si:
1. it es contí nua y it (~) = 8
2. cw& peS )~e 404 é4ttQTMO U (~ 4oetitra~o ~ÑL~tp~de pJZ~ ~

iC (U)= uV~
donde los V~ son abiertos disjuntos dos a dos tales que itIv :V~ —~ U es un
homeomorfismo para cada ~.

se llama espacio recubridor de B.

V.23. EJEMPLO: Sea H la hélice
H={(x,y,z)e 1R3/xncost, y=sent,z=bt;te IR}

y = {(x,y,z) a llI~í x2 + y2 = 1} la circunferencia de radio 1. Sea it: H —,

it(x,y,z) = (x,y,O). Evidentemente it es contí nua (restricción a H de la
proyección de IR3 a IR2) y it(H) = 5’, luego verifica V.22.1. Dado p e 5’, q =

vamos a ver que U = S1 - {q} es un entorno distinguido de p. En efecto, si
p = (cos t0, sen t0), it (cos t0, sen t0, bt0) = p. Sea Vn el arco de hélice
correspondiente al intervalo

]t0÷ (2 n - 1)it, t0+ (2 n÷1) 1c[c ]R , ii ~O, ± 1,±2
Cada V~ es un abierto de la hélice ( es la intersección de ]-2, 2[ x ]-2, 2[ x

]b (t0 + (2n-1)it), b (t0 ÷ (2 n + 1) it[ con H), los V~ son disjuntos dos a dos
y 7tIV~ tiene una inversa contí nua dada por (cos t, sen t, O) —. (cos (t+2 n it),

sen (t ÷ 2 n it), b (t÷2 n it)), luego es un homeomorfismo de V~ sobre U.

V.24. Sea it: —.> B una aplicación recubridora. Como it (~) = 8, cada
punto ~ e es tal que e ~ (p) para algún p e 8. Por lo tanto, existe un
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entorno V~ de ~ tal que ~Iv es un homeomorfismo. Se sigue de ello que it es
un homeomorfismo local. Sin embargo el recí proco no es cierto como
muestra el siguiente ejemplo:

Consideremos en V.23 un segmento Pi de la hélice correpsondiente al in
tervalo ]it, 4 it [c IR. i~ = itiR es todaví a un homeomorfismo local y ~i(PO =

Sin embargo, ningún entorno de it(cos 3ic, sen 3it, b 3it) = (-1,0,0) = p e S~
puede ser entorno distinguido. En efecto, tomando U suficientemente pe
queño, i~ (U) = y1 u V2 donde V1 es el segmento de hélice correspondiente a
tE]it,ic+E[ y y2 eselsegmentocorrespondiente ate]3it-€,3it÷€[.
Ahora bien, iEIy no es un homeomorfismo sobre U, ya que it (y1) no contiene
a p, luego ~E, que es un homeomorfismo local, no es una aplicación
recubridora.

V.25. NOTA: Obsérvese que en V.24 hemos tomado U suficientemente
pequeño, cabrí a preguntarse si no podrí amos habçr obtenido un entorno
distinguido tomando U más grande. La respuesta es no, porque: “si U es un
entorno distinguido de p, entonces todo entorno W de p tal que W c U es de
nuevo un entorno distinguido de fr’ ya que it~’ (W) c u V~ y, tomando 2~ =

= it~1 (W) n V~, resulta it•~ (W) = u 9~, con los 2~ verificando las
condiciones de la definición de entorno distinguido.

Podemos volver a la cuestión del comienzo de este apartado pasándola a
homeomorfismo y usando también espacios recubridores, de modo que las
cuestiones ahora son:

1. ¿Bajo qué condiciones un homeomorfisdmo local es una aplicación
recubridora?

2. ¿Bajo que condiciones una aplicación recubridora es un
homeomorfismo global?.
Daremos primero una respuesta sencilla a la cuestión 1:

V.25. PROPOSICION: Sea it: ~—+ 8 un homeomorfismmo local, ~compacto y
B conexo. Entonces it es una aplicación recubridora.
DEMOSTRACION: Como it es un homeomorfismo local, it (~) c B es abto en
B(pues~tieB3abtoVa~y Va p=it(~)abto/ it/ç:2—.Vesun
homeomorfismo, ~‘ (~) = it (U 2) = Vit (2) = UV abto). Además it contí nuo y B
compacto implican it (~) compacto c B , luego it (~) es cerrado, y como B es
conexo, it (~) = 8.

Sea b e 3. Entonces it1(b) c ~ es finito, pues, en caso contrario, como
es compacto, tendrí a un punto lí mite ~ e ~ (ya que {b} cerrado implica que ic~ (b)

es cerrado en el compacto B y, por lo tanto, compacto), en contra de que it : 3—+ 3 es un
homeomorfismo local. Sea itr1 (b) = ... ‘~kL Como it es un homeomorfismo
local, ~ti = 1 , k E W~ abto a B~, tal que it~y~ es un homeomorfismo. Como
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n1(b) es finito, podemos elegir los W~ disjuntos dos a dos. Como it(W1) es un

abtodeB,aabto UBp/ Uc.~\it(WÓ. Tomando V1=ic-1(U)n W~,
tenemos que K1(U) = y V~ y que los Vi son disjuntos dos a dos, y que It

y1 —÷ U es un homeomorfismo. Por tanto U es un entorno distinguido. Ó.

Para el caso no compacto y para la cuestión 2, necesitamos más sobre
espacios recubridores, que pasamos a explicar a continuación.

V.27. DEFINICION: Sea it: ~—•, 8 una aplicación contí nua y &: [O, deJ—+ Sun
arco de 5. Si existe un arco &: [O, de] —÷ 5 de ~ tal que it ~ & = ~, se dice que
& es un levantamiento de ~ con origen & (O) e B.

/r3lt
[O,,t] ~

V.28. PROPOSICION: Sea it: ~—~*S una aplicación recubridora, cc [O, de] —+ 8
un arco B y ~o e un punto de ~ tal que it (~°) = x (O) = p0. Entonces existe
un único levantamiento &: [O, de] —+ 8 con origen en ~°, i.e., con &(O) =

DEMOSTRACION: Veamos primero la unicidad. Sean &, ~: [0, 2] —. ~ dos
levantamientos de ~ con origen en ~. Sea A c [O, de] el conjunto de puntos
en que &(t) = ~(t). A es no vací o (0 e A) y cerrado (pues un teorema de
topologí a dice - p. 34 - :f, g: X —.*Y contí nuas e Y T2 =4 {x/f(x) = g (x)} cerrado
en X). Veamos que A es abierto en [0, 2]. Supongamos & (t) = ~(t) = ~. Sea V
un entorno de ~ tal que 7rIy es un difeomorfismo. Como & y son contí nuas,
existe un entorno (intervalo abierto) de t, I~ c [O, de]! &(It) c V, ~(‘t) c V.
Como Ico& = ito~ y it es un homeomorfismo en V, &Ii~ = ~I’~ luego t e C A,
luego A es abierto. Por lo tanto A = [0, 2]

Veamos ahora la existencia. Como ~ es contí nua, ~ ~(t) e 5, 3 intervalo
c [O, de] tal que ~(‘t) c U1 entorno distinguido de ~(t). u = [O, de], y,

tE[O,de]
como [0, 2] es compacto, admite un subrecubrimiento Ç I,.~. Ordenemos los
I~ de modo que O e Ç. Como cÇÇ) c U0 entorno distinguido de ~ (0), 3 entorno
V0 de ~0/it0 = itI~ : V0 ——-, U0 es un homeomorfismo. ~tt e I~ definimos &0(t)

1t01o~(t). Evidentemente &~(O) = p0, ito&0(t) = ~(t) vt e I~. Tomemos 11 nI0
* 0, sea t1 e 11n10. ~ c U1 entorno distinguido de cc(t1), y podemos
definir &~ en con origen en &(t1). Por unicidad (la demostrada antes)

174



ESPACIOS RECUBRIDORES

1 ri~ = ~° ~ , y entre los dos definen un arco sobre 1, u I.~ que es un10 1~
levantamiento de ~. Procediento así sucesivamente construimos un arco
&:I =[O, £]—+ ~ tal que &(O) = ~ y lto ~(t) = ~(t), te [0, 2]. 0.

V.29. COROLARIO: Si it: —~ 8 es una aplicación recubridora y B es arco-
conexo, existe una biyección entre los conjuntos it~~ (p) y iC1 (q) para
cualesquiera p, q e 8.
DEMOSTRACION: Si 8 es arco-conexo, existe un arco ~: [0, 2] —~ BIc~(0) =

cq2) = q. ~ e it~ (p) 3 levantamiento &~: [0, 2] —+ B/ &~(0) = ~. Definamos
cp: ir1(p) —÷ iC1(q)/tp(~) = ~(2). Por la unicidad del levantamiento, tp es una
biyección (unicidad =~ ~ inyectiva, y dado ~ e K~(q), tiene una antiimagen:

Q &‘(t) = ~(2-t) une q con p y su levantamiento &(t) une con un ~‘ e

por lo tanto ~ une ~‘ con ~ y como 7to&~~ (t) = ~1(t), ,~P’
~ (2-t) = ~ (t), ~ 1es un levantamiento de ~ con origen en ~‘ y por la

unicidad del levantamiento, &‘~ = &~‘, luego cp(~’) = ~‘(2) = ~‘ (0) =

Luego q tiene anthmagen, luego cp es suprayectiva).

Resulta pues que el número de puntos de it~(p), p e 8, no depende de p
cuando B es arco-conexo. Ello permite dar la:

V.30. DEFINICION: SJ it: ~—.* 8 es una aplicación recubridora y 8 es conexo
y ic-1(p) es finito, el n~ de puntos de r1(p) se llama número de hojas del
recubrimiento. Si it-’ (p) no es finito, se dice que el recubrimiento es
infinito.

Observemos que, según vimos en la demostración de V.3.6, si ~ es
compacto, el recubrimiento es siempre finito.

§.6. Homotopí as y levantamiento de arcos.

V.31. Para el tratamiento de la cuestión 2 necesitamos también hacer
precisaos algunas ideas intuitivas que surgen de las siguiente
consideraciones:

Para que una aplicación recubridora it: ~B—÷ B sea un homeomorfismo
basta que sea una aplicación biyectiva. Por lo tanto tendremos que buscar

Q una condición que asegure que cuando dos puntos ~, 2 de ~ proyectan por it
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al mismo punto ~ = ~ = de B, entonces = ~ Supondremos que ~ es
arco-conexo y proyectamos un arco & de B que une ~ ~‘ ~2 a un arco cerrado
~ de 3 que une p con p. Si 8 no tiene “agujeros” (en un sentido a precisar),
entonces es posible deformar ~ contí nuamente al punto p. Esto es: existe
una familia de arcos ~ contí nuos en t e [0,1], con ~, = ~, ~= arco cte p.
Como & es un levantamiento de ~, es natural esperar que los ~ puedan ser
levantados a una familia &~, contí nua en t, con ~ = &. Se sigue que &~ es un
levantamiento del arco cte p y, por tanto, se reduce a un punto singular. Por
otra parte &.~ une P1con ~2 y por tanto concluimos =

Para hacer riguroso este argumento heurí stico hemos de definir una
“familia contí nua de arcos” uniendo dos arcos dados y mostrar que una tal
familia puede ser levantada.

V.32. DEFINICION: Sea B un espacio topológico T2, ~ [0,..8] ——+ B, ~ [0,≠2]
——+ 3 dos arcos de 8 uniendo p = ~(0) = ~~(0) con q = ~(2) =

Diremos que ~° y ~ son homotópicos si existe una aplicación contí nua
H: [0,..8] x [0,1] ——÷ 3 tal que

1. H(s,0) = ~ , H(s,1) = ix1(s) , sc [0, 2]
2. H(0,t) = p , H(1,t) = q te [0,1]

La aplicación H se llama una homotopí a entre ~° y ~. Mt e [0,1], el arco

~ [0,~8] —÷ 3 / ~ = H(s,t) se llama un arco de la homotopí a H. Por tanto la
homotopí a es una familia de arcos ~ te [0,1], que constituyen una
deformación contí nua de ~° en de tal modo que las extremidades p, q de
los arcos c~ permanecen fijas durante la deformación.

V.33. DEFINICION: Sea it: ~—+ 8 una aplicación contí nua y sean
~°, ~: [0, ~2] ——÷ 3 dos arcos de 3 uniendo los puntos p y q. Sea
K: [0, 2] x [0, 1] ——÷ B una homotopí a entre ~° y ~. Si existe una aplicación

contí nua it [0,2] [0,1] ——., ~ tal que itoÑ = H, se dice que H es un
levantamiento de la homotopí a H, con origen en Ñ(0,0) = E 8.

V.34. PROPOSICION: Sea it: ~—. 8 un homeomorfismo local con la pro
piedad de levantar arcos. Sean ~ [0, 2] ——+ 3 dos arcos uniendo p y q e B,

sea H: [0, 2] x [0, 1] ——-*3 una homotopí a entre c~, y ~, y ~ un punto de ~ tal
~) que it(~) = p. Entonces existe un levantamiento único Ñ de H con origen en ~.
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DEMOSTRACION: Veamos primero la unicidad. Sean Ñ1, Ñ2 dos levanta
mientos de H con Ñ1(0,0) = Ñ2(0,0) = ~. Entonces

A = {(s,t) e [0,..2] x [0,1] = Q / Ñ1(s,t) =

es no vací o y cerrado en Q. Como Ñ1 y son contí nuas y it es un homeo
morfismo local, A es abierto en Q (como en V.28). Como Q es conexo, A = O.

Para probar la existencia, sea ~(s) = H(s,t) un arco de la homotopí a H.
Definimos Ñ por Ñ(s,t) = ~(s), s ~ [0,,e], t e [0,1], donde es el levanta
miento de cx~ con origen en ~. Evidentemente, icoÑ(s,t) = ~(s) = H(s,t) para s ~
[0,.~], t€ [0,1], y í i(0,o) = &~(s) =

~t t E ]t0-E,t0÷E[ , s —~ ~(s,t) es un levantamiento de s —+ H(s,t)
pasando por Ü(s0,t). ~ (s,t) e [0,,~] x [0,1], sean ~ U~1 abiertos de ~ y B
respectivamente, con Ñ(s,t) E y51 , H(s,t) e , y it: V5t ——+ U st un
homeomorfismo. Como la aplicación H es contí nua M(s,t) e [0,≠~] x [0,1],
existe un entorno Q~ a (s,t) / H COSI) C con Q~ = ]5E5,5+Es[ x ]tEpt+E~[

Para cada t, { ]s-E5,5+E5[ x ]t-E1,t+E1[, s E [0,2] } es un recubrimiento abierto
de [0,62] que admite un subrecubrimiento finito

[0,s1 [ x ]t—Et,t+Et[ ]s; ‘~2~ ]t—Et,t+Et[, 1 s’n-i ,_e] x

II fi II

5’j<5j

En [0,s~ [ x ]t-Et,t+Et[ = , H(Q~) c U~ homeomorfo por a V. Para
cada te ]t-Et,t÷Et[, ~.(s) = 7c1o~1(s) por la unicidad del levantamiento,

i.e., sobre Q~, Ñ(s,t) = iC1°H(s,t), luego Ñ10t es contí nua.

Sobre Q~, H(Q~) c U’~ <—~— V y ir1o~,(s) es un levantamiento de

tal que si s;< s~ < s~, entonces &~~(s0) = Ñ(q,,t’) e V~flV, y como it es

homeomortismo sobre V~, y 710 ~‘(s0) = cx t’(S~)~ por la unicidad del

levantamiento pasando por ~i’(~°) = 1(1~t,(so), se tiene que, sobre Q~, Ñ(s,t)

r1oH(s,t), luego ñIQtes contí nua.

Actuando así sucesivamente, se ve que HId es contí nua para i = 1, ..., n.

Como .CJGf. = [0,62] x ]t-Et,t+Et[, se tiene que es contí nua sobre [0,.2] x
i=1

]t-E~,t+E1[, y esto para cada t e [0,1], luego Ñ es contí nua en todo (s, t) e
[0,1] x [0,2]. Ó.
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V. 35. COROLARIO: Sea it: ~ B un homeomorfismo local con la propiedad
de levantar arcos. Sean ~°, ~: [0,..2] ——-* 3 dos arcos de 3 uniendo los puntos
p y q y elijamos ~ ~ tal que it(~) = p. Si c~ y ~ son homotópicos,
entonces los levantamientos &~ de ~, y ~, respectivamente, con origen

son homotópicos.
DEMOSTRACION: Sea H una homotopí a entre &° y ~ y H su levantamiento,

con origen en ~. Probaremos que es una homotopí a entre &~, y &~. En

efecto, por la unicidad del levantamiento de arcos,
H(s,O) = &.~,(s) , Ñ(s,1) = &~(s) , s e [O,2].

Además, Ñ(O,t) es el levantamiento del arco constante H(0,t) = p con origen
en ~. Por la unicidad, Ñ(0,t) = ~ t e [0,1]. Análogamente, Ñ(~,t) es el

Q levantamiento de HÇ.2,t) = q con origen en = ~, por lo tanto Ñ(~2,t) =

te[0,1]. Luego H es una homotopí a entre &, y &~. Ó.

Del argumento heurí stico queda por definir lo que es un espacio “sin
agujeros”. Serán los espacios simplemente conexos que definiremos en la
siguiente lección.
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Lección 26: ESPACIOS SIMPLEMENTE CONEXOS Y TEOREMA DE HADAMARD

§7. Esnacios simniemente conexos

V.36. DEFINICION: Un e.t. arco-conexo B se dice que es simplemente conexo
si dados dos puntos p, q e B y dos arcos ~ [0,2]——~ B, ~~:[O,21—. B uniendo
p y q, existe una homotopí a en B entre ~° y cz~. En particular, cualquier
arco ~: IO,2]——~ B cerrado (u(o) = cc(s) = p) de B es homotópico al arco
constante ~ (s) = p, s e [O, 2].

V.37. PROPOSICION: Sea n: ~--, B un homeomorfismo local con la
propiedad de levantamiento de arcos y suprayectivo. Sea ~ arco-conexo y B
simplemente conexo. Entonces ir es un homeomorfismo.
DEMOSTRACION: (fa del argumento heurí stico). Necesitamos probar que it
es inyectiva. Sean ~, ‘2 ~ con ~(~) = ~ = p. Como ~ es arco-conexo,
existe un arco ~° de g uniendo con = ito &., es un arco cerrado de
B. Como 8 es simplemente conexo, &, es homotópico al arco constante
= p1, s [0,2]. Por V.35, &,, es homotópico al levantamiento de con
origen en ~. Como 13(s) = es un levantamiento de con origen en ~ y
ese levantamiento en único, 13(s) = &1(s) = ~, y como es homotópico a ~ y

= se tiene que 5~= &*2) = ~~,(2) = p2, luego ir es inyectiva.

V.38. COROLARIO: Si it: ——. B es una aplicación recubridora, l~ es arco-
conexo y 8 es simplemente conexo, entonces ir es un homeomorfismo.

Vamos ahora a dar una respuesta más general a la primera cuestión de
V.25. Para eso necesitamos definiciones.

V.39. DEFINICION: 8 se dice que es localmente simplemente conexo si todo
punto de 8 posee una base de entornos simplementes conexos.

V.4O. NOTA: Si 8 es localmente simplemente conexo entonces también es
localmente arco-conexo, pues la noción de conexidad simple supone la de
arco-conexidad (ver

Una superficie es localmente simplemente conexa, ya que todo punto de
la superficie tiene entornos arbitrarriamente pequeños homeomorfos a
discos abiertos del plano, y un disco abierto del plano es simplemente
conexo. En efecto: sea ~: 1 ——+ D2 c IR2 una curva con c~ (O) = p. Definamos
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H (s, t) = cx (O) + t (cqs) - cx(O)). Como D2 es convexo, H(s,t) e D2, H es
contí nua evidentemente, H(O,t) = H(42,t) = p , H(s,O) = cx(O) = p, H(s,1) =

luego H es una homotopí a de la curva cte p en la cx(s).

V.41. PROPOSICION: Sea ir: ~——~ B un homeomorfismo local suprayectivo
con la propiedad de levantamiento de arcos. Supongamos que 3 es localmente
simplemente conexo y que es localmente arco-conexo. Entonces ir es una
aplicación recubridora.
DEMOSTRACION: Sea p e 8 y sea y un entorno simplemente conexo de p en 8.
El conjunto i(1(V) es la unión de sus componentes arco-conexas, K1(V) =

= u 9c~, V~ç abiertos, arco-conexos y disjuntos dos a dos. Consideremos la
restricción ir: Vcx __., V. Si probamos que ltI’Qcx es un homeomorfismo de V~
sobre V, ir será una aplicación recubridora.

Probaremos primero que itCVcx) = V. Evidentemente itcQcx ) C V.O Supongamos que p e V. Como y es arco-conexo, existe un arco ex: [a,b] ——~> V
uniendo q e ir(9cx) con p. El levantamiento ~: [a,b] ——+g de cx con origen en
e Q~, donde ir(~) = q, es un arco en Vcx, ya que Q~ es una componente

arco-conexa de ~, luego it(~(b)) = p e 7c(Vcx), luego V c
Por otro lado, como ir: es un homeomorfismo local_con la

propiedad de levantar arcos y 9cx y y son abiertos de B y B
respectivamente, icJ~ sigue siendo un homeomorfismo lqcal con la
propiedad de levantar arcos ( ya que por ser una componente arco-conexa
todo arco partiendo de Qcx está contenido en Qcx)’ luego, por V.37, ir es un
homeomorfismo. Ó.

§8. Teorema de Hadamard
Q Volvemos a la cuestión del comienzo de la lección 25 ¿bajo qué

condiciones expp: TpM —--+ M, siendo M una superficie completa de K ≤ O es
un difeomorfismo global de Tp M sobre M ?.

Vamos a dar unos resultados que transforman estas cuestiones en las
anteriores:

V.42. LEMA: Sea M una superficie completa de curvatura K ≤ O. Entonces
expp: T~M ——-* M, p e M es creciente en longitud en el siguiente sentido: si uy /)
w e T~ M, tenemos

<(d expp)u w, (d expp)u W > w>., />
(donde w denota un vector en (TpM)u obtenido de w por la traslación u).
DEMOSTRACION: Para u O la igualdad se verifica trivialmente. Si u * O,
sea y = u/IuI y y: [O,..2} ——+ M (..e ui) la geodésica r(s) = expp sv, se[O, ,2].

Q Por el lema de Gauss (gro = O in IV.64), podemos suponer <w,v> = O (pues
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sabemos que si w = w’ + X y, w’±v, <(d expp)u ‘ y (d expp)u y> = <V1V> Y
<(d expp)u y, (d expp)u w’> = O por el lema de Gauss). Sea J(s) = s (d expp)sv W

el campo de Jacobi a lo largo de a’ con J’ (0) = w (y J(0) = O, <Ja”> = 0).
Como K ≤ 0, se tiene que

~JJ v~i vJ vJ ~v2J -k 1J12≥O

y como <J (O),?L> = 0, resulta que <J (5), (s)>≥ 0, por lo tanto

f 4_,~>=24_’fr~i_>=-2K<~_~J>≥0, luego
<~t, !>≥<.~ (0), ~ (0)> = <w, w> = C, de donde

integrando los dos miembros de esta igualdad entre O y s:
~L<J,J>≥2Cs÷(*<J,J>)=2Cs+2<~L (O), J(O)>=2Cs,

e integrando de nuevo:
<J, J>≥ C ~2 + <J (O), J (0)>= C s2

Tomando s = 2:
<J (2), J (2)> ≥ £2/<w, w>,

pero J(2) = 1 (d ex~~)2 w, lo que da el resultado buscado si se recuerda que 2
= luí .

V.43. COROLARIO: (de la demostración): Si K~O, entonces expp: TpM ——.M es
una isometrí a local.

V.44. PROPOSICION: Sea M una superficie completa con curvatura de
Gauss K ≤ O. Entonces la aplicacifon expp: TpM ——. M (peM) es una aplicación
recubridora.
DEMOSTRACION: Puesto que expp es un difeomorfismo local (V.20)
suprayectivo (V.5), M es localmente simplemente conexa (V.40) y TpM 95
localmente arco-conexo, basta con ver (V.23) que expp tiene la propiedad de
levantar arcos. -

Sea ~: [0,2]——. M un arco en M y y e T~M tal que expp y = ~(0). Como
expp es un difeomorfismo local, existe un entorno U de y - en T~M tal que
expp restringido a U es un difeomorfismo. Podemos definir & en un entorno
de O por & (t) = expp1 ~(t) Y t e [0,E], & verifica ~(0) = y y exp~o~(t) = ~ (t)
~t t E [0, E].

Sea A={te [0, £]/3 ~t :[O,t]——. Tp M/&(0)=v y expp&1(s)= c(s)
Y 5 e [0,t]. A es un intervalo. En efecto: es un intervalo porque si t e A y
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O < t’ < t, entonces ft~.=E~11[0 U] verifica las condiciones para que t’ E A.
Vamos a ver que si A = [O,t0] y t0 ≤ £, entonces

7t0 cA sit0 = £
\3 E/[t.,,t0+E [ e A si t0ce]’

lo que implica A = [O,2].

Veamos primero que, dados t1,t2 e A, t1 < t2, ~= ~2~[O, t1]~ En efecto,

~11~” ~t2I[o,t11 son elevaciones para un difeomorfismo local, de un mismo
arco con un mismo valor inicial. Entonces, el mismo argumento de la
demostración de V.28 prueba que la elevación es única, i.e., que &~=

Entonces, si A = [O,t0[, está bien definido el arco & (t) = &t(t) para t e A. Sea
tn una sucesión creciente en A con hm tn = t0. Entonces la sucesión

n—÷~

{ & (tri)}°°1 está contenida en una bola cerrada b c T~M, pues si no fuese así ,
In tnd(&(t~), &(O)) ~—~~°° y £~ (~) =S I~’(t)Id t=J I(exP~~)’ (01 d t =

por lema V.42
S~I(d exp~)~ ‘(t)Id t~f~1w (t) Idt = £~ (&) ≥d (d (O), (tn)) ~°°,

lo que implica que la longitud de ~ entre O y t, es arbitrariamente grande, lo
A

que es un absurdo (pues ~‘ contí nua =~ ~‘I ro ~ acotada =* j 1c ‘(t)j d t
t, ej o

finito).
Como {&(tn)} c ~, que es un compacto , existe un punto de acumulación V

e T~M de {cz (tn)}. Sea V un entorno de V tal que expplv sea un
difeomorfismo. Como LI es un punto de acumulación, existe una subsucesión
de {&(tn)} convergente a LI. La imgaen por expp de esta subsucesión será una
subsucesión de {~(tn)} convergente a hm ~(tn) ~(t0), luego, como expp es
contí nua, expp LI = ~(t0), luego ~(t0) e exp~(V) abto de M y, por la continuidad
de &, 3 El ~(]t0-E,t0÷E[) c exp~(V). Definamos &.~ sobre 1t0-€,t0÷€[ por&1 (t)
exp~1 ~ (t). Para t E ]t0-E ,t0[, ~(t) =&~ (t) (pues 3 nl ~(tn) e V, tn e ]t0-E ,t0[ y
exppo&(tn) ~ (tn) Y son elevaciones de ~ pasando por el mismo punto
EC(tn) y entonces, por el argumento standard, & y &.~ coinciden).

Entonces ~ permite dar una extensión de ~ sobre [O, to÷€[, por lo tanto
[O, t0 ÷ €[ c A, como queriamos demostrar. 1.
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V.45. COROLARIO (de la demostración): Si tp: M1 ——÷ M2 es unO difeomorfismo local de una superficie completa M1 sobre una superficie M2
que es creciente en longitud, entonces cp es una aplicación recubridora.

V.46. TEOREMA DE HADAMARD: Sea M un superficie completa
simplemente conexa con curvatura de Gauss K ≤ O. Entonces expp: T~M—--.M es
un difeomorfismo (i.e. M es difeomorfa a un plano).
DEMOSTRACION: Por V.44, expp es una aplicación recubridora, y por V.37,
expp es un homeomorfismo, como es un difeomorfismo local, es un
difeomorfismo. Ó.
V.47. TEOREMA DE HADAMARD: Sea M una superficie regular compacta y
conexa con curvatura de Gauss K > O. Entonces la aplicación de Gauss N: M ——

* S2 es un difeomorfismo, i.e. M es difeomorfo a una esfera.
DEMOSTRACION: Según vimos en 111.7, L = -d N, luego K=det L~ = det (dN~)
> O implica que N es un difeomorfismo local. Como M es compacta, por
V.26, N es una aplicación recubridora. Como S2 es simplemente conexa , por
V.37, N es un homeomorfismo. o.

183



GEOMETRL& GLOBAL INTRÍ NSECA

PROBLEMAS DEL CAPITULO V.

1. Sea M el cono de una hoja dado por la ecuación z2 = x2 + y2, z>0, (x,y) E IR2 - ((0,0)). Mostrar
que cualesquiera dos puntos de M pueden unirse por una geodésica de M.

2. Sea M el cilindro x2 + y 2 = 1 en IR~ y p =(l,O,0)CM. Calcular exppv para y = (0,a,b) e TpM.
Mostrar que expp no tiene puntos crí ticos. Mostrar que existe un abierto en T~M conteniendo el rayo
i3(t) = t y, y = (0,1,1) que se aplica difeomorficamente por expp sobre un abierto de M conteniendo a
la geodésica ‘3~O) = expp t y Mostrar que, sin embargo, existe un t0 e IR tal que l3~O) = expp t Y
(0≤ t ≤ t0) no es la curva más corta en M uniendo p con expp to y.

3. Sea M una superficie conexa y completa y FCM un subconjunto no vací o cerrado de M tal que la
componente M-F es conexa. Mostrar que M-F es una superficie no completa.

4. Una geodésica 13:[0,oo[ —-* M sobre una superficie M se dice que es un rayo saliendo de B(0) si
realiza la distancia intrí nseca entre 13(0) y 13(s) para todo ~e [0,co[. Sea p un punto de una superficie no
compacta y completa. Probar que M contiene un rayo saliendo de p.

5. Sea 13:[0,~2] —+ M una geodésica sobre una superficie completa M, y supongamos que 13Ç2) no es

conjugado de 13(0). Sea we (13’(~8) C T8~ )M. Probar que existe un único campo de Jacobi J(s) a
lo largo de 13 con JÇ2) = w.
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