CAPITULO 0: PRELIMINARES

§1. ORIENTACION DE ESPACIOS VECTORIALES.

Intuitivamente, en €l espacio ordmarlo, el concepto de orientacién corresponde a la pomblhdad

de distinguir entre mano derecha e izquierda. Son “intrinsecamente iguales” ¥, $in embargo, es
imposible hacer coincidir exactamente una con la otra. La idea para ”forma.hzar ese_concepto;

en una teoria lineal, es sustituir las manos por sistemas de referencia. Asl, en el plario (IR?),

los sistemas de referencia de la fig. 1 hacen el papel de la mano derecha y la mano izquierda vy,
ademds, solo hay dos manos (sistemas de referencia) :

demostracin de este hecho en dimensin finita arbitraria).

—_—  —

sistema de referencia sistema de referncia
derecho : izquierdo.
Figura 1

0.1. DEFINICION. Dado un R-espacio vectorial V de dimensidn finita n, decimos que dos bases
ordenadas e = {e;,...,en}, f = {f1,.., fa} tienen Ia misma orientacion si la matriz de cambio de
base tiene determinante positivo (i.e.: si f; = 30i_) ffei, entonces det(f}) > (3)

0.2. Si en el conjunto B de las bases ordenadas de V definimos la relacidn '

e~F sii e y f tienen la misma orientacion,

se ve facilmente que ~ es una relacidn de equivalencia en B. Como el determinante de una matriz
de cambio de base es positivo o negativo (no puede ser cero), hay dos clases de equivalencia en B.

En efecto: B/~ tiene al menos dos elementos: si ¢ = {ej,es,
{e2,€1, ..., €5} DO es equivalente a e.

Sean [e], [¢'] las clases de quivalencia de ¢ y ¢’ respectivamente. Entonces B/ ~ = {[e],[¢]}. En
efecto: sea g € B, si g ~ e, [g] = [e]; si g no es equivalente a e, sean G y F las matrices tales que

g = Ge, e = Fe'. Entonces ¢ = GF¢’, pero ¢ no equivalente a ¢, y e no equivalente a ¢’ implican
det G < 0 y det F' < 0 respectivamente, luego det(GF) > 0y g ~¢'.

.wen} € B, entonces ¢/ =

0.3.DEFINICION. Se Hama orientacidn de un espacio vectorial V a Ia eleccidn de un elemento de
Bf ~.

Se llama espacio vectorial orientado (V, or) a un espacio vectorial V en el que se ha elegido una
orientacidn or € B/ ~.
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Diremos que una base ordenada e de (V,or) estd orientada positivamente si ¢ € or, y diremos
que esta orientada negativamente si pertenece a la otra orientacién —or de V.

De acuerdo con estas definiciones, si e € or, otra base ordenada f estd orientada positivamente

si la matriz de cambio de base F de e a f tiene determinante positivo, y negativamente orientada
st det F' < 0.

0.4. En el caso V = IR", como hay una base candnica, llamaremos orientacidn candnica (can) de
IR® a aquella clase de equivalencia a la que pertenece la base candnica; denotaremos por —can Ja
otra orientacién. Si no decimos lo contrario, consideraremos a2 IR® siempre con la orientacidn can.

§2. GRUPOS DE TRANSFORMACIONES DE R"*

Recordemos que un espacio vectorial euclideo (V, <, >) es un espacio vectorial V sobre el que se
ha dado una forma bilineal simétrica <, > definida positiva. En este apartado consideraremos R"
con sn estructura euclidea y su orientacién candnicas.

Recordemos que el grupo Gi(n,IR) de isomorfismos del espacio vectorial JR™ es naturalmente™
isomorfo al grupo de matrices cuadradas n x n no singulares (i.e. de determinante no nulo o
inversibles).

0.5.DEFINICION:. Una transformacion lineal F ; R® — IR se dice que es una transformacién
ortogonal si para cualesquiera X, Y € R*, < FX,FY >=< X,Y >.

Obsérvese que las transformaciones ortogonales son biyectivas, puesto que si FX = (, entonces
0 =< FX,FX >=< X, X >, de donde X = 0, luego son aplicaciones lineales e myect.was entre
espacios vectonales de la misma dimensién, por lo tanto son isomorfismos.

El conjunto de las transformaciones ortogonales forman un grupo, que se llama grupo ortogonal
O(n, IR), es un subgrupo del grupo lineal Gi(n, R), y es isomorfo al grupo de las matrices n x n
ortogonales (i.e. las matrices A tales que A* = A™1, y que, por lo tanto, verifican det A = £1).

Evidentemente una transformacién ortogonal conserva distancias.

Si una fransformacién ortogonal transforma una base ordenada en otra con la misma orientacién,
se dice que conserva la orientacién . De la definicién de orientacién se deduce que una transfor-
macién ortogonal A conserva la orientacién sii det A > 0, lo cual, de acuerdo con las propiedades
de las matrices ortogonales, equivale a det A = 1.

El grupo de las transformaciones ortogonales que conservan la orientacién se llama grupe especial
ortogonal SO(n,IR), y los elementos de ese grupo se llaman rofaciones .

0.6. DEFINICION:. Se llama traslacién de vector ¢ a la aplicacién T, : IR® — IR™ definida por
T(X)=X+c.

Claramente las traslaciones constituyen un grupo abeliano isomorfo al grupo aditivo de vectores
de IR™. Denotaremos por 7T, este grupo.
También es claro que las traslaciones conservan las distancias.

0.7. DEFINICION:. Se llama isometria de R" a toda aplicacién F : R" — R® que conserva las
distancias, i.e. tal que |[FX — FY| = |X — Y| para todo X,Y € R".

Las isometrias de JR® forman un grupo que denotaremos por Is,.

Como ya vimos, las transformaciones ortogonales y las traslaciones son isometrias. El siguiente
resultado establece que estas son bésicamente todas Jas isometrias.

0.8.TEOREMA:. Dada una isometria F, existen una traslaciop dnica T' = Tp(q) y una transfor-
macién ortogonal tnica C =T 1o F (ie. CX = FX — F(0)) tales que F=ToC.
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DEMOSTRACION: Supongamos primero que F(0) = 0. Vamos a ver que en este caso F' es una
transformacién ortogonal. En efecto, observemos primero que, por ser F una isometria,

(08.1) |F(2)] = d(F(=),0) = d(F(=), F(0)) = d(z,0) = |=|
para todo ¢ € IR*. Por otro lado, para todo = e y de I&®,
< F(z}— F(y), F(z) — F(y) >= |F(z) ~ Fy)|* = d(F(z), F(y))
=d(z,y)’ =lr—yP=<z-yz—y>?.
De donde, desarrollando los productos escalares y aplicando (0.8.1), se tiene
(0.8.2.) < F(z), F(y) >=< 2,y >

Falta ver que F es lineal. Para cllo, consideremos la base ortonormal canénica {ey, ...,e,} de IR™.
De (0.8.2) resulta que {F(e;), ..., F(e,)} es también una base ortonormal, por lo tanto, para todo
=Y. ,2€¢ € R se tiene, usando de nuevo (0.8.2) y la expresién de las componentes de un
vector en una base ortonormal, que

»

F(z) = Z < F(z),F(e;) > Fe) = Z < zye; > Fles) = Ez"F(e,-),

i=1 i=1 i=1

de donde resulta que, para todo £ e y de JR"®, y todo a, b de R

Flaz+by) =F(Q (e’ +byf)e;) = Y (az' +by’) Fle:)

i=1 i=1

=a iz" Fle)+ b zn:yi Fle;) =aF(z)+bF(y).
i=1

i=1

Supongamos ahora F(0) # 0. Sea T la traslacién de vector F(0). Entonces T-! es la traslacién
de vector —F(0). Como el conjunto de las isometrias es un grupo con la ley composicién de
aplicaciones, se tiene que 7~ o ' es una isometria y, ademds, T-1o F (0) = F(0)— F(0) = 0, luego
T~1 o0 F es una transformacién ortogonal, de donde F = T' o C, siendo C =T~ o F.

Para ver que T y C son iinicas, supongamos que existen una traslacién 7* y una rotacién C'
tales que F' = T’ o C’. Se tiene entonces que ToC =T'o(C’,dedonde C =T 1o T' o (', y
como C(0) = 0 = C'(0) por ser transformaciones ortogonales, se tiene que T-! o 7V(0) = 0, lo
que implica que T~ 0 7” = I por ser T~ 0 7¥ una traslacién. Resulta de a.quf que ¥ =Ty que
C'=C.

Obsérvese que, en general, Co Ty, # T, o C.

0.9.DEFINICION. Un difeomorfismo (aplicacién diferenciable con inversa diferenciable) f de IR® se
dice que conserva la orientacion si para todo p € R", df(p) conserva la orientacin.

Como consecuencia se tiene que: Una isometria F' = T} o C' conserva la orientacién si y solo sl
C la conserva ( pues df(p) = C para todo p € R" }.

0.10. DEFINICION. Dada una isometria F = Ty o C, se llama signo (sgnF) de F al determinante
de su parte ortogonal C (que solo puede ser +1).

De esta definicién y de lo dicho en 0.9, resulia que una isomatriza FF = T, o C' conserva la
orientacién si tiene signo positivo, y la invierte si tiene signo negativo.
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0.11.EJERCICIOS.

(a). Demuéstrese que C 0T = Teyq) o C.

(b). Dadas Ias isometrias F = Ty 0 A y G = T} o B, encuéntrense las partes de traslacién y
transformacion ortogonalde Fo Gy Go F.

(c). Demuéstrese que una isometria F = T} o C tiene una aplicacién inversa F~!, que también
es isometria. Encuéntrense las partes de traslacidn y transformacion ortogonal de F-1,

(d) En cada uno de los casos siguientes, decidase si F es una isometria de R3. De ser asi,
enontrar su componente traslacidn y su componen te transformacién ortogonal.

(1) F(p) =

(2) F(p) =< p,a > a, donde |a| = 1.

(3) F(p) = (ps— 1,p2 — 2,p1 - 3).

(4 F(p) = (p1,p2,1). .

(e)(1) Demostrar que una isometria F = T o C transforma el plano que pasa por p y es ortogonal
a q en el plano que pasa por F(p) y es ortogonal a C(q). (2) Si P es el plano que pasa por
(1/2,—1,0) y es ortogonal a (0,1,0), encontrar una isometria F = T'o C tal que F(P) sea el plano,
que pasa por (1,—2,1) y es ortogonal a (1,0,-1).

(f) Probar que si C es una transformacion ortogonal, entonces

C(v A w) = det(C) C(v) A C(w).
(g) Sea a un punto de JR® de norma unidad. Demostrar que la férmula
Clpy=aApt+ <pa>a

define una transformacién ortogonal. Describir su efecto general en IRS.

§3. PRODUCTO VECTORIAL

Vamos a dar una definicién de producto vectorial de n — 1 vectores en un espacio vectorial real
euclideo orientado de dimensién n que generaliza la definicién usual de producto vectorial de dos
vectores en IR3. Recordemos que, dados dos vectores X, Y de IR3, se define su producto vectorial
como el vector Z de IR? perpendicular al plano determinado por X e Y, verificando la "regla
de la mano derecha” y tal que |Z| = [X||Y|sen £(X,Y). Si los vectores X e Y son linealmente
dependientes, entonces su producto vectorial es 0.

Obsérvese que verificar la regla de la mano derecha en IR? equivale a decir que {X,Y,Z} € can.

Por otro lado

|XP[Y[?sen® £(X,Y) = {XPIY]2(1 — cos® (X, Y)) =
< X,Y >?

=|XPY (1 - W) =

XPlY - < X, Y >2.

Resulta entonces natural la siguiente generalizacién:

0.12. DEFINICION. Sea (V; <, >;0r) un espacio vectorial real euclideo orientado de dimensién
n. Se define el producto vectorial de n — 1 vectores X1, ,X,.1 de V como el vector Z = X1 A ... A
Xn—1 que verifica las propiedades:

(3) !le det(< XuX >)1<|,_1<n-—11

(b) Si |Z| # 0, entonces {X,...,Xn_1,2} € or, y Z es ortogonal al espacio generado por
{X1,.y Xn-1}-

Resulta de esta definicién que:
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0.12.1. Si se cambia la orientacion, el producto vectorial cambia de signo.

0.12.2. XjA..AXn_1=0siysolosi{Xy,.., X,_1} son linealmente dependientes. (Esto prueba
tambin que no hay ambigiiedad en la definicion 0.12).

En efecto: si {X1,..., Xn—1} son linealmente mdependlentes entonces (< Xi, Xj >)igi j<n—1 €8
la matriz de la metnca. <, > restringida al espacio generado por {Xj, ..., X—1} en la base formada
por esos mismos vectores, lo que exige |Z|? = det(< X.,X >)1<ij<n-1 # 0. Reciprocamente, si
{X1,..;. Xn-1} son lmealmente dependientes, existe un i tal que X; = E#, AiX;,y

< X, X1 > ver <X, Xi21> <X1!Ej;éiAjXJ'> e <X, X1 >
[Z|? = det
< Xp-1, X1> ... < Xn-1,Xi-1> < Xﬂ_l,zj;ﬁ AJ'XJ' > . <Xy, Xnm1 >
< X1, X, > vae <X, Xio1 > <X1,Xj> e <X, X1 >

=32 det N ' =0,

7 <X, X1> o0 <Xap, Xic1> < Xpl1,X5> ... < Xpog, Xao1 >

por haber dos columnas repetidas en cada sumando.
Este resultado sera también una consecuencia inmediata del siguiente teorema

0.13.TEOREMA. Sea {ey, ..., 65} una base ortonormal positivamente orientada de (V, <, >, or).
Dados los vectores X3 = E Xke,, 1< k< n-—1, se tiene que:

€1 €n

1 n

X]_A.../\Xn_lz(-—]_)"“ldet X]_ Xl
Xiy ... XP_)

DEMOSTRACION: Veamos primero que el segundo miembro de la igualdad es independiente de
la base ortonormal de or elegida. En efecto: Sea {fi,..., fa} € or otra base ortonormal. Entonces

= Yy flei, § = 1,..,n. La matriz del cambio de base F' = ( f}) ser una matriz ortogonal
(F‘ F~1) con det F' > 0 (, por lo tanto det ' = 1) por ser las bases ¢ y f ortonormales y con la
misma orientacién. En las distintas bases los vectores Xg, k = 1,...,n — 1, se escriben de la forma

n n .
Xp=Y Xie=) 'X}f,

i=1 i=1

lo que da la relacién
l 'Xk = E X f_p

de donde, usando que F* = F~!, resulta

n
'X{=> xif

i=1
Se tiene entonces que
fi fa E?=1f{ei 2?=1ffi:ei €1 €n
| A ) [ SEHn D SRR (8 T
Ko - 'XR E?=1Xri;—1f1i 21_1 a1 fa Xaa - X5
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donde hemos tenido en cuenta que el determinante de un producto de matrices es ef producto de
los determinantes. Aplicando de nuevo que det(F*) = det(F) = 1, se obtiene lo que queriamos
demostrar.

Demostremos ahora la formula, Si Xi,...,X,_; son linealmente dependientes la igualdad es
evidente. Si son linealmente independientes, determinan un hiperplano. Sea {ey,...,en—1} una
base ortonormal de ese hiperplano. Sea e, el vector umnitario ortogonal al hiperplano tal que
{e1,...,en—1,€,} € or. Entonces X? = 0 para todo k, luego

€1 ver Epy [ 1 -1
x ... X
1 -1 1 1
Z=(-1D""det A X 0 =det( )e,..
e e e L Xl n—-1
X, ... X210 nmlocee el

Resulta de aqui que la matriz de cambio de base de {e1,...,en} 8 {Xi,..., Xp_1, %} tiene como
determinante |Z]?, luego {X3, ..., Xn—1, Z} € or. Por otro lado

A

xt ...oxr\? n—1
1ZPP=det | ... ... ... | =det(d X{X])=det(< Xi, X5 >).
X, ...oXxr, k=1

0.14.COROLARIO. El producto vectorial es una aplicacién (n — 1)-lineal alternada sobre V.
DEMOSTRACION: Es consecuencia de que el determinante es una aplicacién (n—1)-lineal alternada.

0.15.PROPOSICION. {Xi,...,Xn} es una base de V positivamente orientada {con respecto a
or)siysolosi< X1 A..AXp_1,X, >>0.

DEMOSTRA(_II(')N: Es consecuencia de que este producto escalar es justamente el determinante
de la matriz (X}) de las componentes de los vectores X}, en una base ortonormal {e;} positivamente
orientada. En efecto, aplicando 0.13,

€1 ... €n Xy ... Xn

. 1 n 1 n

< X1AuA X1, Xn >= (—1)""1 < det Xio X  Xn >= (-1)""ld=t XL 1
X, ... Xr, X, ... X2,

0.16.COROQLARIO. Para toda permutacin o € Sy,
< Xo) A e A Xo(n=1)) Xo(n) >= sign(0) < X1 A AXpo1, X >

0.17.PROPOSICION. < X1 A .. AXno1, Vi A AYn >= det(< X5, Y; >). ..

DEMOSTRACION: Si Y3, ...,Ya_1 son linealmente dependientes, entonces Y1 A... AY,_; = 0.
Por otra parte, si Y3, ..., Y,—1 son linealmente dependientes, existe un 1 tal que ¥; :E_,-# ANYd,y

<X1,h> v < X1,Ym1 > <X1,E#,-)«_;?1§> e < X1,Yp-1>
det(< Xi,Yj >) =det
<Xon, V1> o <XV > < Xaon, i A% > o <Xpop, Va1 >
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<X),i>» ... <X,Yi1> <X1,Y;> ... <X1,¥Yha>
=Z,\jdet =0,
I <Xacp,Y1> oo <Xa,Yim1> <X 1,V > .. < Xpop,Yao1 >

por haber dos columnas repetidas en cada sumando. Si Y3, ..., Y,—1 son linealmente independientes,
sea {e1,...,en—1} una base ortonormal del espacio generado por {11, .., Ya1},yseae, = et A A
en—1, entonces, aplicando 0.13 se tiene que, si ¥; = E:.:ll Y}‘e.—, Xz =3I, Xie;, entonces

<Xi A AXu 1, i ALLAY 1 >

(] €n €1 6,,_11 €n
= (~1)""H(-1)""1 < det X3 Xy , LR 8 >
X, ... Xr_, YL, Yyoboo
xt ..o oxp? 17O Pt
= det det| ... ... ... N
X, ... xrd Y, ... ¥y}
. (X{ X;*-l)d ) S Y,}_l)
= det et
xt_, ... xrl yproL oyt

n—1
= det (2 Xxi Y;‘) ) = det(< X;,7; >).
i=1 1<k, jSn—1

0.18.PROPOSICION. Sea I un intervalo abierto de IR, sean X4,...,Xn-1 : I — IR aplicaciones
diferenciables. Entonces

d = d

d_t(Xl FAR /\Xn_;{) = ZX]_ A A EIXi AAXa_g.

i=1
DEMOSTRACION: Es consecuencia de la regla de derivacién de determinantes (o de aplicaciones
multilineales).
0.19.PrODUCTO VECTORIAL EN IR3. Coincide con el ya conocido.

Recordemos otra propiedad 1itil de este producto vectorial:
(XAYIAZ=x<X,Z>Y-<Y,Z>X.

0.20. PRODUCTO VECTORIAL EN IRZ.

En este caso el producto vectorial es de un solo vector. Dado un vector X, denotaremos su
producto vectorial por JX. Si {e1,e2} €can y X = Xle; + X2ey, JX serd

JX = —det (;11 ;22) = ~X%e; + Xles,

1. e, JX es el vector perpendicular a X con la misma norma que X tal que {X,JX} es una
base positivamente orientada.de IR (si X # 0). Obsérvese que si se considera el vector X como
un nimero complejo Xy + i X3, entonces JX es justamente el vector que resulta de multiplicar
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X por el nmero i. (es decir, si JR? se identifica con €, el producto vectorial se identifica con la
multiplicacién por 7).

§3. ESPACIO TANGENTE A R"

IR™ como espacio vectorial corresponde intuitivamente al conjunto de flechas saliendo del origen
0. Dado un punte z € IR", podemos considerar también el conjunto de flechas saliendo de =, v, si
la intuicién anterior era buena, este conjunto de flechas correspondera a un nuevo espacio vectorial.
Este es justo el espacio vectorial que definiremos como espacio tangente a JR® en x.

0.20. DEFINICION. Dado z € IR", se llama espacio tangente a IR" en z al conjunto T, IR® =
{(z,v) : v € R*} = = x IR* dotado con las operaciones

i) (z,9) + (z,w) = (z,v + w),

ii) a(z,v) = (&, av), para todo a € IR,

i) < (z,v),(z,w) >=< v, >
con las cuales es un espacio vectorial eucldeo isométrico a IR* mediante la isometria candnica
(z,v) = . ,

Con frecuencia usaremos también las notaciones v; = (x,v) y R: = T, R".

0.21. DEFINICION. Dado un abierto U de R® , Hamaremos fibrado tangente TU de U al
conjunto TU = U{TR*, z €U} =U x R".

0.22. Usando el coneepio de espacio tangente se pueden reinterpretar los conceptos de diferencial
de una funcién en un punto y de diferencial de una funcién del siguiente modo:

Sea U un abierto de IR", F : U — IR™ una funcién diferenciable, entonces la diferencial dF(p),
p € U, se puede considerar como

dF(p) : T,R" — TppyR™ [(p, v) = (F(p), dF (p)(v)),

donde la segunda dF(p) en el renglén anterior tiene el significado habitual en anilisis.
Del mismo modo se puede considerar dF' como

dF : TU — TR™/(p,v) = (F(p),dF(p)(v)).

dF(p) en el nuevo sentido

—— o ——
“\ .
F \NG-F(P)(Vp)
= F(p)
\ S P dF(pXV)
dF(p) en el sentido visto en analisis
Figura 2 )
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0.23.DEFINICION. Un campo vectorial X sobre un abierto U de IR™ es una aplicacin X : U/ —
TU tal que a cada p € U le hace corresponder un vector X(p) € T,IR".

Si definimos py : TU — IR"™ por pi(p,v) = p, entonces la condicién X(p) € T,JR® equivale a
1o X =id.

Un campo vectorial X sobre U se dice que es diferenciable de clase C* si y solo si lo es como
aplicacién de U en TU = U x RR".

Dado un campo vectorial X sobre U, se le asocia univocamente una aplicacién ‘X : I/ — R"®
dada por ‘X = ps 0 X, donde p; : TU — IR" se define por p2(p,v) = v (¥, naturalmente, toda
aplicacién ‘X : U — IR" determina univocamente un campo vectorial X sobre I/ definido por

X(p) = (p, "X (p)). Entonces

. Un campo vectorial X sobre U es de clase C* sii ‘X es una aplicacién de clase C¥.

0.24. Para aplicaciones definidas entre espacios distintos todavia puede mantenerse el concepto
de conservar la orientacién. Lia interpretacién que hemos dado de la diferencial de una aplicacién
nos obliga a hacer esta extensin del concepto para que tenga sentido hablar de un difeomorfismo,
conservando la orientacién. '

Dados dos espacios vectoriales orientados (V, or), (W, ro), diremos que un isomorfismo F : V —
W conserva la orientacién sii cuando {ey, ...,en} € or, entonces {F(e1), ..., F(en)} € ro.

Para una aplicacin no lineal, se dice que conserva la orientacién si es un difeomorfismo tal que
su diferencial en cada punto conserva la orientacién .
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CAPITULO I: TEORIA LOCAL DE CURVAS EN R"

Leccion 12 : CONCEPTO DE CURVA. LONGITUD DE ARCO

§1_ Concepto de curva.
En este capitulo vamos a estudiar 1as curvas desde un punto de vista fisico,

en concreto, desde un punto de vista dindmico. Consideraremos una curva como
la trayectoria de un mévil. Una trayectoria se considera descrita cuando se da,
en cada instante de tiempo, 1a posicién del movil. Esta idea darda 1lugar a la
primera definicion de curva, al concepto de curva parametrizada. Podemos
también considerar una trayectoria como el camino recorrido por el mdvil sin
preocuparnos del tiempo que invierte en hacer el recorrido, etlo dara lugar al
concepto de curva geométrica. Por Ultimo, en ocasiones nos interesara
distinguir trayectorias recorridas en sentidos opuestos, y esto dara lugar al
concepto de curva orientada.

curva parametrizada curva geométrica curva orientada

Ademas, en la mayor parte de este curso nos limitaremos a considerar
trayectorias que se pueden recorrer "de modo continuo” (es decir, trayectorias
clasicas, no admitiremos trayectorias de particulas cuanticas) e incluso sin
cambios bruscos de velocidad (trayectorias suaves), 10 que se impondra por 1as
diversas condiciones de continuidad y diferenciabilidad que se exigiran a las
aplicaciones definiendo 1as curvas.

I.1.DEFINICION: Sea I un intervalo de 1a recta real, llamaremos curva
parametrizada de clase c* a una aplicacion c:1- R"/ t - c(t) de clase ck,

I.2.NOTA: (a) Cuando no indiquemos nada sobre la diferenciabilidad de 1a curva

entenderemos que dicha curva es de clase C* con k lo suficientemente grande
para que sean validas 1as operaciones que se realizan.

(b) t recibe el nombre de parametro de 1a curva.

(c) Si I no es abierto, decir que ¢ es diferenciable significa que

existe un intervalo abierto I* o Iy una aplicacion c*: I* - R" diferenciabie tal
que c"‘[I =

11
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El concepto de regularidad, que intreducimos a continuacién, elimina tanto
las curvas con puntos angulosos (sin vector tangente) como parametrizaciones
inadecuadas de trayectorias suaves:

1.3.DEFINICION: Diremos que una curva parametrizada ¢: I- R" es regylar si
c(t)=0paratodotel.

Al vector c'(t) se le denomina vector tangente a la curva en t, o vector
velocidad de ta curva en t. El moduto Ic'(t) 1o 1lamaremos velocidad de 1a curva
ent.

I.ADEFINICION: Dada una curva parametrizada ¢ I —» R" , 1lamaremos
transformacion o cambio de parametro de ¢ a un difeomorfismo f; J - 1. Diremos

que 1a curva c* = ¢ « f: J = R" es una reparametrizacion de ¢ por f.

1.5. Obsérvese que si C es una curva parametrizada reguiar v ¢* una
reparametrizacion de c, entonces también c* es regular.

I.6.DEFINICION: Sea f: J - I un cambio de parametro de ¢: I - R". Si f'(s) > 0,
para todo s & J, diremos que f es una cambio de pardmetro conservando la

P

grientacién ; y se dice que ¢* = ¢ « T €S una reparametrizaci nservan
1a orientaciénSi f'(s) < 0, para todo s e J, diremos que f es una cambio de

parametro invirtiendo 1a_orientacién ; y se dice que ¢c* = ¢ o f es una
reparametrizacion de c invirtiendo 12 orientacién.

[ N \\f—*/

f .
Reparametrizacidn conservando 1a Reparametrizacion invirtiendo la
orientacion orientacion

La terminologia de la definicién 1.6, ademas de estar motivada por el hecho
de que una reparametrizacién que conserva la orientacion conserva el sentido de
recorrido de la curva, es también coherente con lo que vimos en el capituio 0.
Por un lado, f'(s)»0 para todo seJ es equivaliente a que f es un difeomorfismo

conservando 1a orientacion; por otro, c*(s) = f'(s) c'(f(s)), por lo tanto f'(s) se
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Y puede considerar como una aplicacion lineal de la recta {c(f(s))+A c(f(s)), A € R} =
={c*(s) + p c*(s), p € R} —considerada como espacio vectorial de dimensidn 1

con origen en c*(s) = c(f(s))~ en si misma y, por tanto, conserva 1a orientacion
sil su determinante, que es f'(s), es positivo).

I.7. La relacion binaria entre curvas parametrizadas ¢ ~ c* sii c* es una

reparametrizacion (resp. reparametrizacion conservando 1a orientacion) de c es
una relacién de equivalencia. Ello permite dar 1a

I.8.DEFINICION: Se 11ama curva geométrica (resp. curva orientada) de clase ck
a cada una de las clases de equivalencia en el conjunto cociente de las curvas

parametrizadas de clase Ck por la relacién de equivalencia “ser una
reparametrizacion” (resp. “"ser una reparametrizacion conservando la
0 orientacion”).

I.9.DEFINICION: Se dice que una curva geométrica u orientada es regular si una
de sus (curvas parametrizadas) representantes es regular. De acuerdo con L5, si
es asi, todas sus representantes seran curvas parametrizadas regulares.

1.10. De ahora en adelante, si no se dice nada expresamente, cuando hablemos de

“la curva c:I - R™, entenderemos la curva geométrica constituida por 1a
familia de curvas equivaientes a 1a curva parametrizada c. De ¢ diremos que es
una parametrizacion de 1a correspondiente curva geométrica,

Por “la curva orientada c:1 — R™ entenderemos el concepto analogo al
anterior, pero haremos siempre mencion explicita de la palabra “orientada”,
mientras que si empleamos solo 1a palabra curva, entenderemos que hablamos de

o \Menmageometne
I.11.EJEMPLOS: R |
L11.1. Linea recta: Dados v,v,eR", 24 - Y4 ]
larectac(t)=v, +t v pasando porv, \ ' C“\ :
en la direccion v es una curva regular, | - f

- e

cuyo parametro t € R. | .
Obsérvese que c:I —» R" definida | |—~l"N

por ¢(t) = v, + t3 v es una curva que : /

P
<

tiene el mismo conjunto imagen que la .
anterior, pero que no es regular en t=0 ¥ ’
y, por 1o tanto, representa otra curva |y e corea lar cura clt) = (3, ¢3)
geométrica. | )
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1.11.2. Hélice: Es la curva representada por 1a parametrizacion ¢ R — R3/

c(ty=(acost,asent, bt) a2+b2=0, ayb constantes reales. Para b=0 se trata
de una circunferencia de radio a. Para a=0 de una recta. Evidentemente, ¢ es
regular.

1.11.3. La curva con pico ¢: R - R2/ c¢(t) = (t2,t3) es una curva C*, pero
c'(0) = (0,0), luego no es una curva regularent = 0.

§2. 1 ongitud de una curva.
Estamos acostumbrados a calcular 1a longitud de 1a trayectoria descrita por

un movil integrando su velocidad entre los instantes de tiempo que corresponden
al inicio y final de la trayectoria, por lo tanto parece natural la siguiente

1.12.DEFINICION: Dada una curva cI- R" se llama longitudde ¢ a

Lo = [, et t,
cantidad que es independiente de l1a parametrizacion, pues si f.J = 1 es un
cambio de parametroy c* = ¢ » f 12 reparametrizacién correspondiente, entonces

[, 1c¥s) ds = [, Kateryzas)s) ds = § ldcratl tarzasl as

= Iﬂd) lde/dt] dt = L ')l dt.

Ademas, esta definicién se puede justificar también geométricamente. La
idea geométrica para definir 1a longitud de una curva es aproximar la curva por
medio de poligonos inscritos. Nuestra intuicién nos asegura que 1a longitud de
cualquier potigono inscrito no excedera a 1a de 1a curva (dado que l1a linea recta
_ es el camino mas corto entre dos puntos), luego la longitud de una curva debera
ser una cota superior de las longitudes de los poligonos inscritos. Parece por
tanto natural definir 1a longitud de una curva como el extremo superior de las
longitudes de todos los poligonos inscritos posibles. Vamos a ver que para

curvas de clase C! (v 1 lector puede ver inmediatamente que también para

curvas de clase C! a trozos) tal extremo superior existe y que esta definicion
coincide con 1a L.12. Primero, formalicemos la definicién:

I.13.DEFINICION: Sea c:I=[a,b] » R" upa curva. Se llama linea poligonal
inscrita a toda curva poligonal de extremos c(a) y c(b) y cuyos vértices
pertenecen a c(I), i.e., una curva de 1a forma '
Tt) = ctiog) + ((E-t- )/ (-t ) (e(Ey) - elt-y))
para 1<i<p, a =tg <ty <..<tp-1 <tp=Dh.
Una tal poligonal viene dada por 1a curva ¢ y una particion 8 = (i,, ty, ... ,tp)
de [a,bl. La longitud de una tal poligonal es

14
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‘j i—-ﬂ.c = EI=OP IC(tj) = C(t|-1 )l

I.14.TEOREMA: Sea c:I=[a,b] » R" una curva de clase C'. Se verifica que
Lc)=sup [Lp¢/ B e 2],

siendo X el conjunto de todas las particiones de [a,b].

DEMOSTRACION: Veamos en primer lugar que supllpo/p € Z) existe (ie. es

finito). Como ¢ es Cl, para toda particion g de [a,b)], c(t;)-c(ti-1) = I c'(t)dt,

[ti-1,ti]
de donde lc(ty) - cltj-1)l = IJ’[ti—i,ti] c'(t) dtl ¢ .[[ti-i,ti] Ic'(t)l dt, por 1o tanto

b
L e =2 lc(t) ~clti)l ¢ 2 I [ti-1,t;] I€'(E) dt = L lc(t)l dt, 1.e. (Lpo/ B € Z) esta
mayorado por L(c).
Para ver gque no solo esta mayorado, sino que es igual, bastara con demostrar
O qQue para todo £>0 existe una particion B verificando L(c) - Lpc <€ Veamoslo: /&

|_[ Ic'(t)ldt-lc(ti)-c(ti-i)l| < (1.1.14.1)

< ”t 1 IO dt = It; = it Il + 1t - til Il - lett) = cttionil.

Como c es C!, ¢' es continua sobre [ab] que es compacto, luego ¢' es
‘uniformemente continua, luego existe un & > O tal que para todo t, t' e [a,b] con
[t-t'l < 8, Ic'(t) - et < e/2(b-a), luego [l c'(t) - ic'(t)ll < Ic'(t) - c'(t)f < e/2(b-a).
Elijamos una particion B de [a,b] con |tj~ti-1l <5 para i=1,..,p, entonces

t
II el dt - -—t,-1IIC(ti-1)!|-|I Ic(t)ldt-I It dt €

S L . et - el dt < e/20-a) It - il (L1422,

) y, por otra parte, sea f(t) = c(t) - t c'(tj-1), entonces f es C! y f'(t) = c'(t) -
c'(ti-y), por tanto, sobre [t,_,,til, If'(t)l < €/2(b-a), y, por 1a desigualdad de los
incrementos finitos, If(tj) - f{tj-1)l < {e/2(b-a)) It; - t;_,|, de donde

IC(ti)-C(ti—i)-(ti-ti-i)c’(ti-l i= |f(ti)'f(ti_1 ) <{e/2(b-3)) [ti_ti-ll (1.14.3),

y, de (L.14.1, 2y 3),
L(©) -Lp c = Jfap) (Dl dt -  lety) - cltiogi <
<Z |I[ti-|,ti] ' (Ol dt - Je(ty) - C(ti_'])ll <Z2 (t; - ti-p) €/2(b-a) =¢. O

1.15.DEFINICION: Diremos que una curva c:I=[a,b] - R" estd parametrizada
respecto de su longitud de arco si lc'(t)l = 1 paratodo t € 1.
En este caso L(c(t)) = t - a (=t si a = 0), con lo cual el parametro de la curva
) es (salvo una constante) 1a longitud de 1a curva, y de ahi 1a definicidn dada.

19
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I.16.PROPOSICION: Toda curva parametrizada regular c: I-R" puede ser
reparametrizada respecto de su longitud de arco, con un cambio de parametro
conservando la orientacion (i.e. existe un cambio de parametro fJ — 1 tal que
leef)(s) = 1y f(s)> Q).

DEMOSTRACION: Buscamos una aplicacion f:J— I tal que l(c=f)'(s)] = 1, y como
(c-f)(s) = ¢'(t) f'(s), bastara tomar f de modo que Ic'(t)l f'(s) = 1, ie f(s) =

t
1/c'(t)l. Para ello bastara definir gJ — | por g(t) = L lc'(t)l dat, y tomar f = g1,
pues, &l ser c regular, g(t) = Ic'(t)l > O para todo t, y g es una funcion
estrictamente creciente (y, por tanto, un difeomorfismo conservando 1a
orientaci6én) y 10 mismo ocurre con su inversa f. O.

De la demostracion de esta proposicion resuita el modo practico de
parametrizar una curva respecto de su longitud de arco. Dada 1a curva c(t), su

t
longitud de arco es 1a funcion s(t) = Io lc'(t)l dt, de aqui, despejando, se cbtiene

la funcidn inversa t = t(s), y 12 parametrizacién de respecto de su longitud de
arco es 1a curva parametrizada &(s) = c(t(s)).

16
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Leccion 22: EL TRIEDRO DE FRENET

§$3.REFERENCIA DE FRENET

Como decia el titulo del capitulo, nuestro objetivo es el estudio local de las
curvas, es decir, el conocimiento de 1a forma de una curva en un entorno de un
punto de la misma. Para realizar este estudio sera eficaz usar, en lugar de una

referencia de R" Unica, referencias en cada punto de 1a curva que puedan variar
de un punto a puntos proximos y cuya variacion nos de idea de la forma de la
curva (intuitivamente, que 1a variacion de a referencia de idea de la forma de
1a curva corresponde ai hecho de que la variacion de uno de los vectores de esa
referencia indica lo que 1a curva se separa del hiperplanc generado por 10s
demés vectores). En esta leccion introducimos y estudiamos esas referencias.

1.17. DEFINICION: Sea c: I-R" una curva parametrizada, 11amaremos campo
vectoriala lo largo de ¢ a una aplicacién X: I-TR" tal que X(t) =T ,R".

El vector tangente a una curva ¢ se puede considerar ({y asi 1o haremos
salvo que se diga otra cosa) como una campo vectorial a lo largo de ¢ mediante

12 identificacion c'(t) = (c(t), c'(t)) e Tcy R". Mientras no se diga lo contario,
los campos vectoriales se supondran diferenciables.

1.18. DEFINICION: Sea c: I-R" una curva parametrizada. Se 11ama referencia
movil & 1o large de ¢ a un conjunto de n campos vectoriales {ai(t)}#:l alo

largo de ¢ tales que para cada tel constituyen una base ortonormal de Teq) R".

1.19. DEFINICION: Una referencia movil {e(t)},_} a lo largo de c diremos que
es de Frenet si c®Xt) & <{ey,...,e} > para 1<k<n (por <{Vy,...,V}> entendemos el
espacio vectorial generado por Vi,..., Vp).

1.20. TEOREMA {de existencia y unicidad para referencias de Frenet

‘distinguidas’): Sea cI-»R" una curva verificando que {c®)(t)} k= es un

sistema de vectores linealmente independiente para cada tel. Entonces existe
una Unica referencia de Frenet verificando:

a) <[eq(t),...,e(t> = L[c(b),..,ckt))> para {< k < n-1, y las bases
ordenadas (e;,....e), (C,...,ck)] de este e.v. definen 1a misma orientacion.
b) (e4(t),....en{t)};-; =can.

A una tal referencia de Frenet se ia llama referencia de Frenet distinguida.
DEMOSTRACION: Para k=1 1a condicién (a) implica e4(t) = c'(t)/lc'(t) (c'(t) =0
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por ser Py j:1l.i.). Supongamos ahora que tenemos {e,(t),..e;(t)]
verificando 1a condicion (a) para k=1,..,j; j<n-2. Entonces, como [ei]i;,1 ha de ser
una b.o.n., ej+1 ha de ser perpendicular a <[et,....,ej]> = <{c',...,.cW}> y, por la

i = ¥ * ¥ (#1) - w1 £Ai*D
condicion (a), eje1= e, /le;, | con e . = {c! Z.,<cD g0 el
Elegiremos el signho de e;'ﬂ de modo que {el,...,ejH} defina 1a misma orientacion

que (c,...,ci*D}. Anora bien, como (e},..;} define 1a misma orientacién que

d x k
(c,...c}, se tiene que ¢ = Z A c® con 1a matriz A=(A});q; de determinante
positivo. Resulta de aqui que

Id O
ey TSRS P
.
A 0] :
- o |,
ai ...... aj 1 C(j+1)

. . X .
luego el signo a elegir para €, €54 16

1
* - . ¥ - 1
e, ()= cBN(t) - 51, <cl* (), g (t)>eyt).

Tenemos asi definidos, por induccion, n-1 vectores ey,..,e,-1 verificando (a).
Que {ey,..,en} sea una b.o.n., junto con 1a condicién (b), obliga a que e, =
e1A...Aep-1.. Hemos probado asi la unicidad y existencia de la referencia de
Frenet distinguida {ei(t)]i:". La diferenciabilidad de cada e;j(t) resuita de que las

operaciones realizadas para su construccién dan objetos diferenciables si

parten de objetos diferenciables (asi, si c es de clase c", todos los e; son de
clase ¢r-n+t), 0.

1.21. Existen curvas interesantes que admiten referencia de Frenet pero no
unica (i.e. no tienen referencia de Frenet distinguida) por no verificar la

condicién de que {c(k)} kj;'sean 1.i. En estos casos se puede trabajar con una de

18
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las referencias de Frenet de 1as que verifican 1a condicion (b) y 1a (a) solo hasta

el mayor 2 para el que [c"‘)]k‘_t1 sean 1.i. En particular, si c(t) esta contenida en

un subespacio afin de R de dimension m <n y {c®}qqm S0N 1.1, Se puede tomar
la referencia de Frenet verificando la condicion (a) hasta k=m y tomando los
restantes ems+1,...,en constantes.

Unejemplo de estas curvas es 1a recta c(t) = Vg +tV, en la que trabajaremos
con cualquier referencia ortonormal positivamente orientada (e4(t),...,eqn(t)) tal

que ey(t) = ot Vv
ol IV

§4.Formulas de Frenet. Curvaturas.

Una vez que tenemos una referencia en cada punto de 1a curva, vamos a ver
como varia esta referencia de un punto a otro. Si se tiene en cuenta que en la
recta (cfr.1.21) esa referencia es constante, la variacién de 1a referencia de
Frenet nos dara una medida del modo en que la curva se separa de ser una recta
y, por 1o tanto, una idea de como es l1a curva.

1.22. PROPOSICION: Sea c:I-R" una curva parametrizada, y {ei(t)]i="1 una

referencia mdvil a lo largo de ¢, entonces:
(1.22.1) c'(t) = z;.'; xi(t)e(t)

n
(1.22.2) gi(t) = zj=1 mij(t) ej(t) con &);j(t) = "'wij(t).
Si, ademas, [ei(t)]i:; es la referencia de Frenet distinguida de c, se verifica

(122.1) e, (t) =] c(t) ] o(t)=0  sii*l
(122.2) wii{t) =0 si j>i+l
DEMOSTRACION: (1.22.1) es consecuencia inmediata de ser {ei(t)]i;; una base de

TeqpyR".  Ademds, como es ortonormal, <eft).eft)> = &; vy, derivando,

<ej(t)e(t)> + <g(t),e5(t)>= 0. Anora bien, w;; = <€,e;>, uego w;; = -wj;. Si
(ei(t)) 7 es lareferencia de Frenet distinguida, entonces e,(t) = C(t)/ic'(t)), To

que prueba (122.1). Ademas, la condicion <{ey,...&)> = <ic,..,cD1> que
verifica la referencia de Frenet distinguida implica e = zk:’ N c®?, de donde
e = 2k='1 A ¢+ zk=‘1)"‘ cli+)

luego ei(t) e <([c,...ci*M> = <(ey,..,e411>, 10 que prueba que si j» i+1,

LP/ w; = </(elis 6j>= 0. 0.

19
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1.23. Las ecuaciones (1.22.1,1',2,2') reciben el nombres de férmulas de Frenet. En
forma matricial (1.22.2,2') se escriben

'I(‘?}%1 (0 Wy 0 e 0 "1(?1\

= 0 “(023 0. 0

SV %

1.24. Para el caso de curvas en las que solo [C',...,c} son 1.i., con &1,y y se
toma una referencia movil de Frenet de las indicadas en 1.21, las formulas de
Frenet siguen verificandose para 1 < i< 2 En el caso enque ¢ esté contenida en

un subespacio afin de R" de dimensién 2, si se toma una referencia de Frenet de
las indicadas en 1.21. para este caso, se verifica ademas que €= 0 si Ai¢n, ie.
las formulas de Frenet son validas para todos los indices pero con w;iyy = 0 si

i>2. Esta observacién nos indica que los coeficientes wy indican de algin modo

como 1a curva se "curva' o "tuerce” para salirse de un subespacio afin de
dimension i. Ello nos 1levara a definir 1as curvaturas en 1.2, Pero, antes, vamos
a ver como varia una referencia de Frenet distinguida frente a una isometria de

R" conservando la orientacion, y también que las ecuaciones de Frenet son
invariantes frente a estas transformaciones.

1.25.PROPOSICION: Sea B: R R" una isometria conservando 1a orientacion, ¢:
I- R" una curva parametrizada, c*=B o ¢. Si [«ai(t)]i='1l es una referencia movil de
c yB=TeRes ladescomposicién unica de B en una traslacion y una rotacion,
entonces [e}'= Rej} 'I' es una referencia movil de c*, y los coeficientes de las

i=
formulas de Frenet para ambas referencias coinciden: w;;(t) = mi*j (t), y Ic*(t)] =
lc' (L.
DEMOSTRACION: Por una parte, Ic*(t)l = [dB(c'(t))l = JRc'(t) = [c'(t). Como R es
una transformacién ortogonal, es claro que [e:} es una referencia mévil de c*.
Por otra parte, wj (t) = <e} (1), ej(t)> = <dRe(t), Re(t)> = <R&;(t), Re;(t)>=
<ei(t), ej(t)> = wyylt). 0.

1.26.PROPOSICION: 5i en la proposicion 1.25 {g;] es la referencia de Frenet
distinguida de c, entonces {e?] es 1a referencia de Frenet distinguida de c*.
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DEMOSTRACION: Obsérvese que c¢* = (B ° ¢) = dBc' = RC, ¢* = (Rc') =

RC",...c®® = Re®), por 1o tanto, si {€),..8.) es la referencia de Frenet
*I

distinguida de c*,é: IC I=R—CI=Re| SUpoNgamos e *=e! i = Re; para i=1,..k-1,
entonces
5: [ {C*‘*’—z <t 8}y 81} = {Rc"" z <Rc“°’ Re;>Re;} =Rey = ¢,

Ademas en =€ ,A....A en_,= 911\....1\ en_1= Re,A....ARen_1 = Re, puesto que Re, es
ortogonal a Rey,..,Re,-; y como R conserva la orientacién, {Rey,..,Re,-1,Re.]

define 1a misma orientacion que {ey,...,.e,} € can, ademas de que lRenI2= 1=
det((Rei,Rej >)I$i.j$n-1 . 0.

1.27. PROPOSICION: Sea c: I-R" una curva, ¢: J»1 un cambio de parametro
conservando 1a orientacion, c*= cew. Si {g(t)} es una referencia mévil a 1o largo
de c, entonces { e}(s) = e{w(s)) } ..} es una referencia mévil a 1o Targo de c*.

*
Ademas wij(8) _ wij(w(s))

[ |l

DEMOSTRACION: Que {e*) es una referencia movil es evidente. Veamos la
relacion entre los coeficientes de las férmulas de Frenet:

wij (5) _ <ef (s), ef(s) > (e, > @)(s), ej(to(S)]> <e; (op(s))e(s), 8; {w(s))> ()

S (o) (3)] lcla(s) @)

_<eilps))e; (wis))>  wy(els))
le'{w(s))l [clws)}]’

donde se ha empleado en (1) que « conserva la orientacién y, por 1o tanto, @' > 0
y o flel = 1. 0.

1.28. PROPOSICION: Si en 1a proposicion 1.27 {e(t)) es una referencia de
Frenet distinguida a 1o largo de c, entonces [e;“(s)] lo es a 1o 1argo de c*.

DEMOSTRACION: Sabemos que <{e},...e"> = <[e,....e)> = <{C\...c,
bastara, para ver la condicién {a) de 120, probar que <(c,..c®1> =

<[c*,....,.c*> v que las dos bases definen la misma orientacion. Para ello
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) veamos 1a forma de 1a matriz de cambio: de c* = c s @, derivando, resulta:
¢t =c'y’
c* =c'g? + Cg"
ch=cm e s 200" + CT e " €M =@ c™ + dic + dyC”
SO RSPEREERAEREE REIRRRERREE
c*) = §=1 o5 @+ () ¥ 1¢ig<n-1.

En forma matricial

1 [Ter? .0 )C
3 ‘
o | _ (%) ¢
1.28.1 -
(128.1) f A" Nk
x(i) . (') D)
O C C

y el determinante de la matriz de cambio es ()24 5 0 ya que ¢ es un

difeomorfismo conservando 1a orientacion. La condicién (b) es consecuencia
inmediata de que ef (s) = &(w(s)). O,

1.29.DEFEINICION: Sea c: I-R" una curva orientada verificando 1as condiciones

de 120, wy; los coeficientes de las formulas de Frenet respecto de una

referencia de Frenat distinguida. Se define 1a curvatura i-ésima de ¢ por

.,
ii+1

(1.29. I) ki = W

Obsérvese que las proposiciones (1.25) a (1.28) aseguran gque K; es un

invariante geométrico bien definido para una curva orientada (i.e. no varia si se
D hace un cambio de parametro conservando la orientacién ni tampoco bajo

isometrias de R" conservando 1a orientacion).
De acuerdo con esta definicion 1as formulas de Frenet se pueden escribir en

1 e, i ) Ky 0w O \f e, 3
e, Ky 0 Kyt 0 e,
e 0 -ko Q... 0 ea
forma matricial como _'3 sleed |  ~ "7 :
o 0 0 0k hlo
K el'_‘ k. 0 0O 0...-1{11_1 0 l&' e,

1.30. PROPOSICION: Sea ¢ I-R" una curva orientada verificando Ias
condiciones de 1.20, entonces k; > O para 1< 1 <{n-2.

22
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DEMOSTRACION: Obsérvese primero que, como consecuencia de (1.28.1), si una
parametrizacion de una curva orientada verifica las condiciones de 1.20,
entonces también las verifica cualquier otra parametrizacion. Por 1a definicion
de k;, para ver que k; > O, bastara ver que wji+1 > 0. Ahora bien, seglin vimos en

1.20,

1 r_g e 0
PR M LI
1 1

& = zki by c® para 1¢2¢i-1,

NS B () B g B SR 02 p o0yl &

por lo tanto e o™l {c Zy. 2k=1<c ,ez>b1kc } bﬁc‘ :,E;1 by ¢,
1

de modo que

|
.30.1 b.==— > 0.
(1.30.1) Iefl

n

Ademas de 1a misma formula de 1.20 resulta:

(i) |o% =1, ) =5
c Iei Iei+£E=I eV, ey> g, ;ﬁ, €.y con
(1.30.2) € = Ie?! >0,
de donde
i .
-l - Y i P . _
Wi = <ei, € > = <§=1bix C‘ )4 f:‘lbi‘z C( +”’ei+1 > =
lpuesto que e,,., es perpendicular a <{c', . ¢ >}

= <b, %1, e,1> =b; Ciyqiar? 0, POF(L30.1y2). 0.

1.31. PROPOSICION: Sea B: R">R" una isometria cambiando la orientacion,
c:I-R" una curva orientada, c* = Bec. Entonces las curvaturas k? de ¢y las K

de ¢ estan relacionadas por: k, = ki* para 1£i<n-2, k., = —kn"'e_1 (c verifica las

condiciones de 1.20).

DEMOSTRACION: Sea B=Te|1, donde T es una transiaciény u una transformacion
ortogonal cambiando 1a orientacion. Sea e,(t) = pe;(t), 1<i<n, siendo {e;} 1a
referencia de Frenet distinguida de c. Entonces, como en 12 demostracion de
1.26, se tiene que 5: = je, = ék = e:* para 1<k<n~1. Por otro lado, {iiey,....,}e _,
1:
luego [ef, ..... ,ef} es la referencia de Frenet distinguida de c*. Resulta entonces
para 1as curvaturas que:
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x o <eXer> e >
W, e, jte. w..
. *_ i+1 3
para i=1,.n-2, k' =—ol = i M .4 RS
U e B ol luc'l Ic
¢ * &> <ue -ue>
. % _ Wi {en-1 €n }_ He, p He, =
paran-1: T T el , =-k ;. 0.
U R TS luct

1.32.PROPOSICION: Sea ¢ I-R" una curva parametrizada verificando la
condicion de 1.20, ¢: J»1 una parametrizacién cambiando la orientacidn, y

c* = C e . Sean k. (k?) las curvaturas de c {c*) . Entonces: )(].= ki* para 1<i¢n-2,
2) Sinespar, k. =k*, paran/2 par y k,_=~K* paran/2 impar.

b) Si n es impar, k.= k™ para (n+1)/2 par y k= -k para (n+1)/2
impar.

DEMOSTRACION: Puesto que ¢ cambia la orientacién, ¢' < 0. También en este
caso es valida la expresion (1.28.1). Sea [e?(s)] la referencia de Frenet

distinguida de c*(s). El determinante de la matriz de cambio de {g; ]k a {& }l i

tiene el mismo signo que el de la matriz de cambio de [c(”}ik= a {t:*(')}Ic _p QUe es

la dada por (1.28.1) y es (-1)H2+""+k, por lo tanto e’f = (-1) g I<iKn-1,y
e:= A en*_1= (—l)1+""+n_1en A= ) e, Resulta de aqui que
¥ o* » @ ‘e,e .
para ist,.n-2, K= oty o1 E T2 K = ki
N o'l ¢l
e_ e ? P 14,401 i+, +n
aran-1, kX =—"_= 01 =(-1) -
P P I Y e
de donde resultan a) y b) porque 1+ ... +n = ((1+n)n/2). 0.

1.33. NOTA: iComo definir 1as curvaturas cuando {c',....c‘"‘”] son 1.4.7.
Sea c: I-R" una curva parametrizada tal que, en todo tel, [c',....c“‘)] son 1.i.

(k<n-2)y {c',....c‘“”] son 1.d. Entonces podemos definir 10s campos vectoriales
e,(t),...e(t) a lo largo de c, unitarios y perpendiculares entre si y cumpliendo la

condicion (a) de 1.20. Sea v un vector unitario de T..) R" ortogonal a

<{c'(t.),....c®¥(t,)}>. Podemos tomar entonces una b.on € B de

24



O

TRIEDRO DE FRENET

Pero, por 1a definicion de 108 €;, € = wy;_,8-y + wy;,1€54q Si i <Kk-1,y para e,

e; = -y -1, Por lo tanto e'(t) =0, y como e (t,) = v, resuita que e(t) = v
para todo tel.
Consideremos 1a funcién f(t) =< c(t) - c (te),v >. Se tiene que T'(t) =

=< ct),v>=<clt)e(t)> =0 (pues e(t) Ledt)=c /Ic1) y flts) = O,
luego <c(t)-clte), v> =0, luego c(t)-c(te) es perpendicular a v para
todo v e< {c(te),..,c%(te)} >, Tuego c(t) esta en el subespacio afin c(t.) +

+ < (C'(t.),...,c®(E,)]> de dimensién k de R". Resulta entonces natural definir:

w.. <e.,0.>
kj=—itt =T para 1¢1¢k-1
ic'l ic|
Ki=0 para iz kK.
Esta definicion se mantiene para curvas regulares arbitrarias tomando las
expresiones anteriores en cada punto, ie: Si en un tel {c'(t),....,c“"(t)] son

linealmente independientes y (e'(t),...,.c**D(t)} son lineaimente dependientes,
entonces las k i(t) se definen por 1as mismas expresiones que acabamos de dar.

Cy ~ : i=4 ; !
! ;A =
e,k :(%T) { J ) i
k
= I‘Z -
: .K " oli) - E (5, e, ;?7 Py = 2
= f@k;L‘i

25
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Leccion 32: CURVAS EN B2

§5. Interpretacion geométrica de 1a curvatura.
Trabajaremos en este apartado con curvas regulares (c'+0) orientadas de

R2, que, evidentemente, cumplen 1a condicién de 1.20 y poseen, por lo tanto, una
referencia de Frenet distinguida [e,(t), ex(t)). La curvatura k, 1a denctaremos

por K.

1.34. Las ecuaciones de Frenet quedaran en la forma

e’ e
(1.34.1) (e.:‘!]=lc'l[_ﬁ '8) [e;J

y e, =c/ICl, ey =Jey.

Si c(t) estd parametrizada respecto de su longitud de arco (i.e. Ic'(t)l = 1),
entonces

(1.34.2) ety =c'(t) c'(B)=kithey(t). Ik®)l=lct)l
La segunda ecuacidn (1.34.2.) da una interpretacion del signo de la curvatura en
términos de que e, esté dirigido hacia la direccion en que se curva la curva o
hacia 1a opuesta, de modo que k() cambia de signo cuando la curva pasa de ser
concava a ser convexa. Se vera esto con detalle en un préximo ejemplo.

Si c(t) esta dada respecto de un parametro arbitrario, entonces

<e"(L), ez(t) ? 4 C", Jo'>

(1.34.3) k(t) =
2
Il Il

En efecto, de (1.34.1) resultaque e\=Ic'lke,,y €= € ) =|1 ¢ L
ic’l Ic'l Ic'l

luego [_IJT] c+ IC"I = Ic’'l k e,, de donde, multiplicando escalarmente por e,
c’ ¢ '

se obtiene (1.34.3).

1.35. EJEMPLO: Consideremos 1a curva c: R—»R%/ c(t) = (t,sen t). Calculemos:

c(t) =(lcost), e;=Jey=J ¢ _ (l,cost) _

It J1+cos?t ¥ t+cos?t
c"(t) = (0, -sen t), y aplicando (1.34.3),
£(0,-sen t),(-cos t,1)> _
32

(-cos t, 1),

k(t) =

(1+cos’t
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-sen t <0 para O<t<m
= =0 " t =1 (Punto de inflexién
(|+0032t)3/ 2 0 "ot <2 de 1a curva)

©

1 Fuhfo de ('hﬁexfolu (k =0)

<0 e/

c(t)=(t, sent)
W
e

Vamos a dar ahora una interpretacion mas geométrica (en términos de la
variacion de un angulo) de la curvatura de una curva plana.

1.36. PROPOSICION: Sea ¢ I-»R° una curva orientada, v un vector fijo de R?
de norma unidad. Sea O(t) el angulo de v a e,(t) medido en la direcciom positiva
(sentido opuesto al de 1as agujas del relcj), i.e. el angulo definido por

(I.36.1)  cos ®(t) = <ey(D),v> sen O(t) = -<ey(t),v>.

Entonces se tiene que ®'(t) =lc'(tk(t) (silct=1, k(t)= ®(t)).
DEMOSTRACION: Observemos primero que para cada t. existe un entorno de t.

tal gue la funcién O(t) = ar cos <ey(t),v> = ar sen (-<ex(t),v>) estd bien
definida y es diferenciable, luego tiene sentido hablar de ®'(t). Ahora, derivando
en (1.36.1), se tiene que )

(-sen B(1)) ®'(t) = <Iclkex(t)v> = -l k(t) sen B(t)

cos O(t) ®'(t) = <lc'lke (£),v>= Ic' ()l k(t) cos G(t).
De ambas ecuaciones resulta la proppsicién. 0.

§6.Caracterizacidon de 1a recta y 1a circunferencia.

Veremos mas adelante que las curvaturas de una curva determinan ésta
localmente salvo isometrias conservando 1a orientacién. Vamos a dar primero
este resuitado en dos casos concretos viendo que determinados valores de k
caracterizan completamente dos curvas muy conocidas.

1.37. PROPOSICION: Sea c: I->R" una curva plana. Son equivalentes:

(i) k(t) = O para todo tel,

(i1) ¢ es unarecta, es decir, existe una parametrizacién de c de 1a forma c(t) =
Vot (t-t,) v.
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DEMOSTRACION: Es evidente que (ii) implica (i). Es consecuencia de 1.33 que si
se verifica (i) entonces c(t) estad contenida en una recta, pero vamos a dar aqui
una demostracion directa de que (i) implica (ii). Tomemos una parametrizacion
de c con respecto a ia longitud de arco. Como k(t) = 0, resulta de la segunda

t
formula de (1.34.2) que c"(t) = 0. Integrando: 0 = It. c"(t)dt = ¢'(t)-c'(t,).

t t
Integrando de nuevo: L c'(t.)dt = L c'(t)dt, ie. c(t ){t-t,)=c(t)-clt.) O

1.38.PROPOSICION: Sea c: I->R? una curva regular. Son equivalentes:

(i) ¢ esunarco de circunferencia (i.e existe pe2/lc(t)-pl = r = cte > 0 para todo tel).
(i) kt) = 1/r=cte> 0.

DEMOSTRACION: Puesto que ninguna de las propiedades depende de la
parametrizacion, supondremos que ¢ esta parametrizada respecto de la

longitud de arco. Veamos primero que (i) implica (ii). De |c-pl2 = r?, derivando
resulta que <c',c-p> =0, luego c-p es ortogonal a ey, luego c-p=¢€lc-ple;=¢
rey, siendo € = +1. Derivando de nuevo, ¢ =€ r eﬂz = - £ I k e4, luego, tomando
mdédulos, 1 = rlkl, como queriamos probar. Veamos ahora que (ii) implica (i). Si

Ikl = 1/r, k=€ 1/r, de donde , por (L1.34.1), e'2= - -’;'- ey. Sea p(t) = c(t) + € r ex(l),
derivande p'(t) = e,{t) + e r {- % e,)=0, luego p{t)=p es un punto fijo de R?,y
lc(t)-pt = lerex(t) = r. c.qd. 0.

Acabamos de ver que en una circunferencia c(t) el modulo de 1a curvatura es
la inversa del radio y que su centroes p = c(t) + € 1 ax(t) = ¢(t) + TI('EQ(t), 10 que
hace natural 1a siguiente:

1.39. DEFINICION: Dada una curva c: I—-)Rz, se llama radio de curvatura de

l-;ZI' y se llama centro de curvatura de ¢ a c (t) + % ep(t). Se llama

circunferencia osculatrizde ¢ en t alacircunferencia con centro el centro de
curvatura de c ent yradio el radio de curvaturade cen t.

C ars
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Leccién 48: CURVAS EN RS
§7._Curvatura y torsion.

1.40. Para una curva orientada c; I-»R> las curvaturas reciben nombres Yy
notaciones especiales. Asi, 1a primera curvatura k,(t) se denotara por k(t) y se
llamara curvatura de c, 1a segunda curvatura ky(t) se denotara por <«(t) y se
llamara torsion de c. De acuerdo con 1.30, k(t) > Oy ~=(t) puede tener cualquier
signo. Ademas « cambia de signo por una isométria de B cambiando 1a 73 Y
orientacion (L31) y no cambia por un cambio de parametro cambiando la

orientacion (cfr.1.32). Resulta, por tanto, que en R® k y < son funciones bien
definidas para una curva geométrica y no solo para una curva orientada.

1.41. Si {ey, e, e3) es una referencia de Frenet distinguida de c, e, se 1lama
vector tangente (unitario), e, vector normal y ez vector binormal de ¢. Se 1lama
ptano osculador de ¢ al generado por {ey, €5}, plano normal al generade por (e,,
es}, y plano rectificante al generado por (ey, ez}.

1.42. De la definicion de curvatura i-ésima resulta que, en este caso, e

/ é3 ),

<e(t), e (1)> <&, (1), e, (1) f’/fi’/ :

- I ! 2 - 3 - ; t‘.; I B

(1.42.1) k(t) O T (t)= ic (t)l _ £opl

y 1as ecuaciones de Frenet se escriben:

M

, € 0 k 0 i
D (1.42.2) ett=lel |-k 0 =

o
.
®

17

9‘3 0-t O 3
=lclke, e =Ici(ke+Te) er=Icl(-Tey)
1.43. PROPOSICION: Sea c: I2R® una parametrizacion respecto de 1a longitud

de arco s° de una curva geométrica regular (i.e Ic'(s)l =1). Se tiene que i
_det (cc”, ") _ <CAC’, €2 9) e

=1c", a5
K K2 bﬁ

DEMOSTRACION: Supongamos primero que ¢ verifica las condiciones 1.20. < -

Entonces existe 1a referencia de Frenet distinguida {e,, e5, es} y se tiene que Q‘\

)
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er =Cy, por (1422), € =Ke,, C" =€, =k e, de donde, como k > 0, tomando
modulos, k = [c"].

Para obtener 1a segunda ecuacién, derivemos en c” = ke,. Resulta:

c=kKe,+ke,= ke, +ki-ke, +te) =K%, + Key+KkTes,

de donde,

<CAC", C"> = e A ke, - Ko, +Ke, + kte,> = kPt <e.A 8,8,> =K%t
51 en un punto (c', c"} no son 1.i,, entonces, sequn definimos en 1.33, k=0 = .
Por otro 1ado, como C estd caracterizada respecto a la longitud de arco,
{c", c'> =0, lo cual, junto con {c', ¢c"} 1d. implica ¢” = 0. Ademas, es evidente

que 1a expresion <C'A C", C"> eg nula en este caso, con lo que acaba la
demostracion de las formulas. a.

1.44. PROPOSICION: Sea c: I-»R® una parametrizacién (arbitraria) de una
curva geométrica regular. Se tiene que

k _ ICIAC"I _ det(ca, Cll, Cnl)
- ———— 'c =
[] 3 1 an 2
IcT] lc'ac]
DEMOSTRACION: de c' = |c'| e4, derivando (suponemos ahora que { ¢', ¢*} son 1.i.)
{c',c"> '

LLJ. " L L] — I2
c'=lcT e, +Icl e = e+ Il k ey,

Ic’l
y, de las expresiones anteriores,
c'Ac” = IcT k ey, de donde, como k > 0, k =lc'Acl/ IcP,
Derivando ahora la expresion anterior de c” resulta,
o (Cl, Cll > <C., Cn >
C = _— 1 + ——
el Iic’|

= "3
—mei+aez+lcl K e,

' :2 L] .2 v
ei+(lcl K) ey +lc ke, =

de donde

det (¢, c”, ¢y =<cAC, c> =IcPi? x,
de donde se obtiene la expresion para <« teniende en cuenta la obtenida
anteriormente para K. 0.

1.45. PROPOSICION: Un curva geométrica c: I->R3 es plana (i.e. ests contenida
en un subespacio afin de R de dimension 2) sii su torsion es cero.
DEMOSTRACION: Si es piana existe un v « R tal que <{c(t) - c (te)), v> = 0,

de donde <c'(t),v>=0, <c"(t),v>=0, <c™(t),v>=0,luego ¢, c", ¢, vectores

de R son perpendiculares a un mismo v & RJ, luego estan en el <{v }>l,
luego {c’, ¢”, ¢™,} son 1.d. v, por la expresionde <~ en 143 6 144, <=0
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Reciprocamente, si < =0, de .44 § 1.43 se deduce que (¢, ¢”, c™) son 1.d. v,

de .33 resulta que ¢ esta contenida en un plano. _
%'?::o, el :i%Lez:_o, ’L““?’ ey =il y <c-cltd, e3> zalt! wu%‘m a(/éyl.:ag;

(4

&t - Celleley > + 4(;(&)-;[&1%_-,’,;?2 >z 0, ,lmgo ¢ sh‘mﬂmo/amafo ]my thfyl a g

M §8. Descomposicién local de una curva en el espacio.

Sea c¢: IR’ una parametrizacion respecto de la longitud de arco de una
curva geométrica. Podemos realizar el desarrollo de Taylor de c(s) en un
entorno de s.&l y usar después las ecuaciones de Frenet, Resulta asi 1a siguiente
expresion:

1.46. PROPOSICION: (Representacion iocal normal para una curva espacial):

3
ce)-cs) = {(s-50) - 2oL 250 e (50 +

(s-Se)’ (5-54)°
+{T' k(8) + ===~ k'(s.)]ez(s.) ¥

3
+ (L5220 & (5,) © (0] egfsa) + O {(5-50)°).

DEMOSTRACION: Calculando el desarrollo de Taylor hasta el tercer orden y
usando las férmulas de Frenet:

c(S) - C(Se) = (S-Se) C'(Se) + %(s—s.)z C"(Se) + %(s-s.)3 £™"'(Se) + O{(s-5e)3) =

= (5-50) 84(Se) + %(s-s.)2 K €,(Se) * %— (5-50)° (K’ (Se) + K e1(50)) + O{(5-50)°) =
( teniendo en cuenta que e, =-ke, +e;)

= {(s-s) - -]6- (5-5e) k%) €,(50) + % (5-8e) k+ -é-—)(s—s.)sk'] €,(Se) +

% (s-se)°k T e5(Se)+ O ((s-se)®). .

1.47. Resulta inmediatamente del desarrollo anterior las siguientes expresiones
aproximadas de 1as proyecciones de 1a curva sobre los pianos oscuiador, normal y
rectificante de la curva; tomando s, = 0 por simplicidad; k = k(0), © = ©(0)

2
proyeccién sobre el plano osculador T, c(s) = (s, %— k) + 0(s%)

en la referencia c(0), e,(0), e;(0)
g . 3
Ek’ Ek‘l:) + 0(s”)

en la referencia c(0), e,(0), ez(0)

2
proyeccion sobre el plano normal T, c(s) = { -;— K+

3 3
proyeccion sobre el plano rectificante T c(s)=(s - —g—-kz, ~§—k1:) + 0(s%)

en la referencia c(0), e,(0), e5(0)
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DETERMINACION DE UNA CURYA POR SUS CURYATURAS

Leccion 52 DETERMINACION DE UNA CURVA POR SUS CURVATURAS

§9. Teorema de unicidad de curvas con curvatura dada.
Desde el punto de vista de la geometria euclidea (orientada) dos curvas de

R" son ‘iguales’ si difieren solo en una isometria (conservando 1a orientacién)

de R". Vamos a ver aqui que si dos curvas de R" tienen las mismas curvaturas
son ‘iguales’ desde este punto de vista, i.e. que las curvaturas determinan la
curva salvo una isometria.

1.48. TEOREMA: Sean ¢, c* 1 —» R" dos curvas verificando 1as condiciones de
1.20y tales que Ic'(t) = lc*(0)l y k(t) = k?(t) para i=1, .., n-1 {respec. k(L) =
k?(t) parai=1,.,n-2, Kk _,{t)=- k:_I(t)). Entonces existe una Unica isometria

conservando la orientacion (resp. invirtiendo ia orientacién) B: R"—R" tal que
c*¥=BecC.
DEMOSTRACION: Fijemos t, e I. Evidentemente existe una Unica isometria

B = TeR (resp. Te U), con ReS50(n, R), (resp. UeO (n,R)) de R" tal que Bc (to)
=cX(te) y Re(ta) =€ (ta) 1<i<n (resp.Ue;(te)=eX(ts) para i=1,..,n-1
y Uey(te) = -€X(te)); Tx=x + @ viene determinada por Bc(te) = Rclte) + a, de
donde resulta que Bx = Rx + Bc(ts) - Re(te) {resp.Bx = Ux + Belte) - Uc(ta)).
De la definicion de k; v las hipétesis sobre k;, k- Ic’I y Ic¥| resulta que
w;i(t) = m;(t) (resp. w;(t) = m}’;(t) salvo w__, (1) = -’ m Byw =w :n—l).
Sustituyendo esto en 1as ecuaciones de Frenet ei (D)= Zmij. (t) e}‘(t) resulta

€ (t) = Zuwy; () (1) (resp. & (b)= :E'_!mij (t) e¥(t) - wy, €%(t) si i¢n
J 1 j=1 ] n
B:' (t)=- Whn-1 e:_1 (t).

Pero, por otro lado, aplicando R (respec U) a las ecuaciones '(t) = Zwij(t)ej(t)
resulta
(Re;Y(t) = Zuy; (DRey(t) (resp. (Ug) (1) = X wy; Ue; (1)),

Por 1o tanto efy Re;(t) (resp. ef y Ue, para 1<1i¢<n-1, e: y - Ue ) verifican
el mismo sistema de ecuaciones diferenciales y 1as mismas condiciones iniciales
efi(ts) = Ref(ts) (resp. Ue(ts) = €¥(te) 1 <1 ¢n-1, €f(te) = - Ug(te)), Tuego por
1a unicidad de la solucidn de un sistema de ecuacmnes diferenciales,

&(t) = Rey(t) wtel, 1<isn (resp. eXf(t) = Ue(t) 1<isn-1, eX(t) = - Ug,(t) wtel).

Enparticular Re,(t) =€ (t) (resp. Usy(t) = &% (1)), de donde
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Re'(t) =RIc(t ey (t) = [c'(t)l Rey(t) = Ic' ()l €3(t) =
= [c* (W)l €](t) = c*(t), (resp.Uc =c*),
integrando:

t t t
Be(t) - Be(te) = It (BcY(t) dt = L Rc'(t)dt = It c®(t)dt = c*(t) - c* (ta) =

= ¢*(1) - Be(ta),
de donde Bc(t)=c*(t) ¥t el (yanalogamente para U).
Que R conserva 1a orientacion (U la invierte) es consecuencia del modo en
que se ha definido.
La unicidad de B resultade que si B es otra isometria tal que Bec= c*,
con B =T eR, entonces, como {e;) es lareferencia de Frenet distinguida de ¢ y

{ef} 12 de c*, por 1.26, € = Re;, y como € =Re; 1<i¢n, resultaque R=F

Que T = T resulta entonces de que B clte) = c* (ts) = Bclts). Andlogo
razonamiento se sigue para el caso B=T e U usando .31 en lugar de 1.26. 0.

§10. Jeorema de existencia de curvas con curvaturas dadas.
1.49. TEOREMA: Sean {ki(t)}i:;1 funciones diferenciables en un entorno de O,

ki(t) > 0 para i=1,..,n-2. Entonces existe c: I-» R" diferenciable, 0 € I, con
lc(l =1 tal que {ki(t)}i:;1 son las curvaturas de c.
DEMOSTRACION: La curva c que tenga las curvaturas k; y su referencia
de Frenet {ej) .y verifican el sistema de ecuaciones diferenciales (si
c=(c'nt,  g=(e,..eM:

(cly ()= e} (1

LIRS e 0 Ky 0..... 0 (o €|

| : : K, 0 kyjo 0 :
(rae.n) | - =19 -k 0 0 5
0 0 00 k_ ;

i n 1 n
e el \0 0 0.k 0 fAe.. ... e,

de (n+1)n en ecuaciones con n(n+1) incégnitas.
Por el teorema de existencia y unicidad de ecuaciones diferenciales existe una Gnica

solucion de (1.49.1) verificando 1as condiciones iniciales ci{(0) = cg, e:'(0)=e?j

. . . C L 01 on 0
31 elegimos las condiciones iniciales de modo que e? = (ei ...... e, ),....,9,, =

0 0 .
= (egi.....,en") sea una base ortonormal de R" y [e?, ,en}_ € can , entonces tambien
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o AR R
{e () = (e:(t),,___,e“(t)), ..... . enlt) = (e:,(t), ..... ()] e can y es ortonormal para
todo t. En efecto, escribamos la expresion matrtcxa} de (1.49.1) abreviadamente

como e'(t) = K(t) e(t). Como la matriz K es antisimétrica (K(t) = - K(t)),
resulta que

(te(t) e(t)) = (te(t)) e(t) + te(t) e'(t) = te(t) t(t) e(t) + te(t) K(L) elt) = O,

juego ‘e(t) e(t) es una matriz constante, luego ‘e(t) e(t) = te(0) e(0) = 1 (I =

matriz identidad), ya que e..... e?, son una b.o.n. Por 1o tanto e¢(t),...., ex(t) es
una b.o.n.

Si definimos ahora ¢(t) como 1a solucién de (1.49.1) con las condiciones
iniciales dadas, i.e, c(t)= (c!(t),...,c"(t)}, entonces c(t) es una curva de R" que
tiene las curvaturas k;. En efecto, c'(t) = es(t), luego (si k'i: es la i-ésima

curvatura de c), K; (t) = le ()l = | k(1) ex(t)l = k; (t). Resulta también de aqui
que si (g(t)} es 1a referencia de Frenet de c, entonces e, (t) = €, (t) =k, ep (1) =
=Kj eq(t), dedonde & (t)=e,(t). Ademas, € (t) = -k,eq(t) + kpes(t) y

e;'(t) = -Kje () + K e; (t), y como &) =e, e; = e, K;=k;, entonces

Ky €3 (t) = K, e, (t), de donde (si2<n-1),como k,>0 y K, >0, resuita que
2 €3 2 %3 2 Y K2

K2-k2 y ex= e . Se obtiene asi por induccién que k= Kj,.,Kyz = k:_2

€1 =€) 81 =6, Para n se obtiene como antes que ki, & (t) = k" e} (t).
Ahora bien {ec,(t),....,eﬁ(t)} e can y es ortonormal, {e,(t),..e(t)} € can y es

ortonormal, y como e;(t)=e¢; (t) para 1 <i<n-1,resulta que €, = e . De aqui,

iz c C C
y de la ecuacion K,y e, (t)= k _.e (t)resulta k_,= k__,. a.

Observacionas sobre la necesidad de 1a condicion 1.20 para la unicidad de curvas con curvaturas dadas.

Para el caso de no cumplirse esta condicion, posibilidad de cambiar sstos teoremas por oiros usando los
coeficientes en una referencia movil dada (ver ONaill, en material complementario).
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PROBLEMAS DEL CAPITULO |

1.- Para la hélice c(t) = (acos t, asent, b i), 80, b>0. a) Expresar las funciones coordenadas en
términos de su longituid de arco. b) Determinar el vector unitario tangente en un punto general. c)
Determinar 1a longitud de arco de una vuelta. d) Determiner su curvatura y forsitn. e) Dar la ecuacidn
de los planos osculador, normal y rectificante.

2- Seac:l — RO unacurvacon curvatura, torsion y derivada de 1a curvatura distintes de cero en todo

punto. Demostrar que o |) esté situada sobre una esfera si y solo si r 4 (r')2 12 = cte, donde r es la
inversa de la curvatura, T 1a inversa de 1a torsidn, y * denota 1a derivada con respectc al parémetro
longitud de arco.

3.- Supongamos gue las rectas normales de una curva c(t) coinciden con las rectas binormales de otra
curva c*(t) = o(t) + A1) ez(t). Demostrar que & lo largo de ¢ se verifica que (k/{ k2 + 12)) es
constante.

4- Seac:l - B unacurva regular. La curva c se dice de Bertrand si existe otra curva c*(t) = c(t) +
A(t) 92( t) tat que las rectas normales de ¢y c* coinciden en todo punte. a)Probar que toda curva plana

es de Bertrand. b) Probsr que si c es una curva regular con k y T no nulas en todo punto, entonces es de
Bertrand si y solo si existen constantesa=0 y b talesqueak + bt=1.

5.- Una curva en el espacio se 1lama una hélica cilindrice si las rectas tangentes forman un angulo
constante con una direccion fija (eje de 1a hélice). a) Suponiendo k = O = T en todo punto, demostrar
que c es una hélice si y solo si k/1 es constante. b) Probar que lacurvac(t) =(at, b tz, %) con a yb

constantes, es una hélice cilindrica siy solo si 4b4 = 9&2; £cusl es el eje de 1a hélice en este caso?.

6.- Probar que si 1as normales principales de una curva con torsion distinta de cero en todo punto son
paralelas a un plano fijado, 1a curva es una hélice cilindrica (en el sentido del problema 5).

7.- Demostrar que s todas 1as tangentes a una curva pasan por un punto fijo, esa curva es una recta.

B.- Demastrar que si todos 108 planos osculadores tienen un punto en comin, ta curva es pisna. éSe
podria decir 1o mismo en el caso de que los planos osculadores fueran paralelos a uno dedo?.

9.-Demostrar que si todas 1as rectas normales ge una curva pasan por un punto fijo, la curva es una
circunferencia. :

10.-Ses ¢* a proyeccion de una hélice sobre un plano perpendicular at eje de 1a hélice (en €1 sentido

del problema 5). Demostrar que 3*2 es paralelo a ep. Demostrar que k* = k cosec? a, donde a es el

éngulo entre e, y el eje de la hélicec.
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11.-Demostrar que si todos 10s planos normales de una curva pasan por un punto fijo, entonces la curva
esta situada sobre una esfera de centro dicho punto.

12.-Probar que =1 Tugar geométrice de 1os centros de curvatura de una hélice circular (sentido del
problema 1) es otra hélice circular coaxial del mismo pasoc de rosce. ¢Cuande estan sobre el mismo
cilindro?

13.-Calcular el aparato de Frenet (k, T, e, 8, 33) de la curva

c(s) = ((4/5) coss, 1 - sens, -(3/5) cos s).
Demuéstrese que es una circunferencia. Encuéntrese su centroy su radio.

14.-Una curva ¢ se dice que es una curva esférica si su soporte esta contenido en una esfera. Probar que
una curva esférica tiene curvaturak > 1/8a, siendo a el radio de su esfera.

15.-Praobar que una curva ¢ de curvatura constante k es una curva de Bertrand. Ademés, si la torsion de
¢ no es constante, 1a curva asociada de ¢ es el lugar geométrico de los centros de curvatura de c v tiene la
misma curvatura k que c. { Suponer k=0=1).

16.-Probar que una hélice circular (como la det problema 1, por tanto con k y « constantes) tiene una
infinidad de curvas de Bertrand asociadas, siendo todas elles hélices circulares con el mismo eje y paso
quec.

17.-Probar que si una curva c tiene mas de una curva de Bertrand asociada, tiene una infinided de
curvas de Bertrand asociades, y este ocurre si y sole si ¢ es una hélice circular.

18.- Determinar una funcion f(t) tal que todes las normales principales de la curva
c{t)=(acost,asent, f(t))
sean paralelas al plano XY.

19.-Determinar 1a curvac(s) en I.2, con longitud de erco sy curvatura:
a) k{s)=cte, b) k(s) = 1/(s+m), m=cte, c) k(s) = 1/(1+s2).

20.—-Sea c(s) una curve de longitud de arce s, curvaturak > 0, torsién T> Oy referencia de Frenet B,

t
85, 83. Sea c*¥(1) = IO e3(3) ds. (a)Probar que t es también 1a longitud de arco de la curva c*(t).
(b)Sea k*,‘!“‘,e"?I ,e*z, 9*3 el apsrato de Frenet de c*, Mostrar que k¥ =1, 1* =Xk, 3*1 = Bz,
e*2 =-e,, e¥z =g, (c) Mostar que si k = 1, las curvas ¢ y ¢* son congruentes.
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CAPITULO 11: SUPERFICIES DE R”. FUNCIONES DIFERENCIABLES.
12 FORMA FUNDAMENTAL.

LECCION 62: CONCEPTO DE SUBVARIEDAD DE R".

§1. Concepto de superficie.

En este capitulo vamos a conocer los objetos cuya geometria queremos
estudiar. Son objetos que, intuitivamente podrian obtenerse por deformaciones
'suaves’ de espacios euclideos. Ademas, en este curso vamos a estudiar la

geometria de objetos que se pueden obtener, dentro de RS>, por deformacion

suave de un plano (i.e. de R?). Por "dentro de R entendemos que la figura que

resulta de la deformacion todavia puede representarse como una figura de R3: el
resultado podria ser plasmado por un escultor. En tugar de limitarnos a definir

superficies de R3, definiremos algo mas general, k-subvariedades de R", porque
cuesta el mismo trabajo dar esta definicion, y porgue asi ahorraremos tiempo y
esfuerzo a la hora de definir el concepto de aplicacién diferenciable. Ademas, no
se pierde intuicién con esta generalizacion.

11. 1.DEFINICION: Un subconjunto M de R" se dice que es una subvariedad de
clase C" y dimensién k (k<n) (abreviadamente k-subvariedad) si existe una
familia {(Ug,Xg)lxea de abiertos Uy de R y aplicaciones X! Ug = M C R
verificando:

a) XglUg) = Vi €5 un abierto de M con la topologia inducida por 1a de
R'Y X Uy = Xoe{Ug) = Ve C M €5 un homeomortismo.

b) XoEC (Uge, R") y para t0d0 UEUy, dXe(W): T,R > Ty (u)R" es inyectiva.
culVg xe Al = M.
Cuando k=2, n=3, se dice que M es una superficie de R>
A 1a aplicacion x, y al par (Ug,Xy) se les 1lama sistema de coordenadas o
parametrizacion de M enp e Xyu(Ug).
ET par (Vg% 1) se 1lama carta de M en peVy y 1a familia {(Vg,Xg Mgea

se llama atlas de M. En ocasiones 1lamaremos con estos mismos nombres a
We X)) ¥ (U Xg e

La condicion a) de la definicion corresponde a la idea de que, a trozos, una
superficie se obtiene deformando (sin romper) un trozo de un plano. La condicion
b) corresponde a la suavidad de la deformacién: como veremos mas adelante,
esta condicion permite que exista un plano tangente y, por lo tanto, impide que
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haya “aristas”.

Vamos a ver azhora un lema de analisis que sera util para probar 1a
diferenciabilidad del cambic de sistemas de coordenadas en un entorno de un
punto.

IL2.1LEMA: (de extension local de una aplicacién con diferencial inyectiva): Sea
U un abierto de R", f:U- BR™* yna aplicacion de clase C y ueU tal que df(u) es
inyectiva, entonces existe un abierto U% c U de R* conteniendo a u, un abierto

W de R™ conteniendo a O y una aplicacion f* U¥x W — R™* de clase C° y
difeomorfismo sobre su imagen, tales que f*(x,0) = f(x) para todo xeU¥*.

DEMOSTRACION: Como df(u) es inyectiva, df(uXR*) c R™* tiene dimensién k vy

su complementario ortogonal df(u)(R* tiene dimensién m. Sea {vi,...,vm} una

base ortonormal de df(uXR*)", y definamos 1a aplicacién % Ux B™ - B™* por

(Y1 y™ = () + ylv, + .+ y™yvy, Sea {ey,....e4m) 12 base candnica de R™,
se tiene que
df*(u,0)e; = (2F%/ax1)(u,0) = (3f/ax)(u) = df(u)e;, para i=1,.k, v
df*(u,0)e; = (af%/ayi*)(u,0) = vjy,  paraj=k+1,..k+m,

y, como {df(u)e;} es una base de df(u)(R*) y (vj+]) una base de df(uXR*)", resulta
que df*(u,0) transforma una base en otra base, luego es un isomorfismo y, por
el teorema de 1a funcién inversa, existe un abierto V conteniendo a (u,0) tal
que f* restringido a V es un difeomorfismo sobre su imagen, pero entonces,
por 1a definicion de 1a topologia producto, existe un abierto U* conteniendo a u
y un abierto W conteniendo a O tales que (U,0) e UXxWcCV, y f*restringido
a U* x W es un difeomorfismo. 0.

11.3.PROPOSICION: Sea V un abierto de R™, M una k-subvariedad de R" de clase
€3 (sar), f: V- M c R" una aplicacién de clase C" (como aplicacidn entre abiertos

de R™ y R"). Entonces, para todo sistema de coordenadas (U,x) en M, X1+ es de

clase C en (-1 (W) = 1 (x(W)). ¥ cR™ f > MR

Tx
) x;1of |.|~t:Rlc

DEMOSTRACION: Vamos a ver 1a diferenciabilidad en cada punto. Sea yef~1{x(U)),
p=f(y), ueU/x(u)=p. Como x es un sistema de coordenadas, dx(u) es inyectiva, v,

por 112, existen abiertos U* c U conteniendo u y WcC R"* conteniendo 0 y un
difeomorfismo X* UMX W — x®*(UXx W) = V¥ tal que x*(v,0) = x{(v) para todo
veU*. Entonces f-1(V¥nx(U%)) = W* es un abierto de V conteniendo a v, la

i
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restriccion de x*~1+f a W¥ es de clase C" por ser composicion de aplicaciones de
clase C', y, si zeW%, f(2)ex(U%), por tanto, existe v*eU* tal que x(v¥) = f(2),
y como X(v¥)=x*(v*¥0), x¥1+f(z) = (v¥%,0) = (x1(f(2)),0), luego x~T-fys =

= ﬂ;-x*"-ﬂw*, donde 114 es la proyeccion de R" sobre Rk, por lo tanto x~1f es
diferenciable en p. O.

I1.4.COROLARIO: Sean (Uy,xq), (Up,x;) dos sistemas de coordenadas de M
(de clase C") en p, x;{U;) =V, Entonces la aplicacion de cambio de coordenadas
%o~ Texy: X171V nV,) = %o H(VinV5) v su inversa son de clase C".
DEMOSTRACION: Basta tomar en I1.3  f=x,, V=U,, x=x,. 0.

I1.5 EJEMPLOS:
a) Todo abierto de R" es una n-subvariedad.

b) La esfera 5" = {(xy,...%,JER"/X,2+..+x,2=1). Podemos considerar los
sistemas de coordenadas (U,x;, ), donde

U= ((Uelpey) € B/ 2400 U2 < 1) y
Xis: U= ((Xy,....%,)ES™1/%7¢ 0)  estan definidas por

Xi+(Uq e Upoy) = (U1,...,Ui_;,i\/ 1*(u$+ +ur21_l),ui,...,un_1).
Se comprueba facilmente que estos sistemas de coordenadas verifican las
condiciones de 1a definicidn de (n-1)-subvariedad.

Vamos a ver ahora algunos modos sencillos de dar subvariedades.

11.6.PROPOSICION: Sea U un abierto de R¥, f: U > R" de clase C'. Entonces

M= [(ul,...,u% f(u?,...,uk))/ (u!,.. .u*)eUl es una k-subvariedad de R" de clase C'.
DEMOSTRACION: Basta definir x: U— R" por

x (ul,.. uk) = (ul,. uk f(ul,.. uk)),
que es una aplicacion inyectiva y continua, y con inversa continua por ser la
restriccion a un subespacio de una aplicacion proyeccion. Ademas x(U) =My dx
viene representada en todo punto por una matriz que contiene una submatriz

. identidad k xk, por lo tanto es de rango Kk, i.e, inyectiva. .

11.7.PROPOSICION: Sea f: B" — R™* una aplicacion de clase C"y a un valor
regular de f (i.e. df(p) es suprayectiva para todo pef-'(a)), entonces f~!(a) es

una k-subvariedad de R" de clase C.
DEMOSTRACION: Supondremos 2 = 0 (si a = 0, tomamos F = f-a, que verifica
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F-1(0) = f-1(a) y dF(p) = df{p) para todo pef-1(a)). Para cada p € f~1(0), df(p) es

suprayectiva, por 10 tanto la matriz de df(p) tendra una submatriz (afd/axy
1<j,1<n-k, de determinante distinto de 0. Si suponemos (por comodidad de
notacion y sin pérdida de generalidad) que (i(1),..i(n-k)) = (k+1,.,n), y si
P = (X]Xp XA,
un abierto W de R" conteniendo a p, un abierto U, de R* conteniendo 2 (x;,...,x;) y

una aplicacién g: U, —» R"™ de clase C" tal que para todo (x',...xk) Up se tiene
que  flx!,. g0, X = 0, glxp,xd) = (xETLxD) Yy Wafo) =
{{u,gtw)/uely). Definamos ahora x,:U,~»M = f-40) ¢ B" por x,(x!,.xk) =
(x',...xkg(x!,..¥)).  La familia ((Uyx%,))yeq verifica las condiciones de 1la
definicién 111, ya que {x,(U,)pem recubre M, x,(U,) = F~1(0) NW es un abierto

de f-1(0), y los sistemas de coordenadas de esta familia son del tipo de los de
la proposicion anterior. a.

xg ), entonces, por el teorema de 1a funcidn implicita, existe

11.8. Apticando 1a proposicién anterior es claro que 1a esfera g1 = f"(l), con

2 .
f=x+. +xﬁ , es una {n-1)-subvariedad de R".

i renci rfici
En un espacio vectorial real de dimension n hay coordenadas y el calculo
diferencial se hace con ellas. En una k-subvariedad se pierde 1a estructura de
espacio vectorial, pero sigue habiendo k coordenadas localmente y el calculo
diferencial (que es un calculo local) puede hacerse con ellas. De ahi 1a primera
definicion que daremos de aplicacién diferenciable.

I1.9.DEFINICION: Sea M; una k-subvariedad de R™ y M, una 1-subvariedad de

R" Una aplicacién f: My — M, diremos que es diferenciable de clase C" en peM;
st es continua en p y existen sistemas de coordenadas (Uy,x;) en p, (Us,X5) en

f(p), tales que 1a aplicacién x, 'fex, es diferenciable de ciase C" en X, '(p).

Obsérvese que es el hecho de ser f continua en p 1o que permite que
xp~1=fex; esté definida en un abierto y tenga sentido hablar de diferenciabilidad.

La definicion resulta independiente de 10s sistemas de coordenadas usados.
En efecto, si (UT,x7), (UZ, x’) son otros sistemas de coordenadas en p y f(p)
respectivamente, entonces, por 1a continuidad de f en p, existe un abierto V* de
R¥ contenido en UT y conteniendo a x*;7I(p) sobre el que x¥y lefex®, =
(%7 Eexg)=(xp™1=f=xy)=(xy~1-%¥(), con lo cual, x%,-1-f+x%, es diferenciable en
x*~Up) sii xgiefex, es diferenciable en x,~1(p).



SUPERFICIES DE RS

31 V es un abierto de M,, f:V = M, se dice de clase C" en V sii 10 es en cada
punto peV. Para ver que f es C" en V, bastara probar que para sistemas de
coordenadas como antes, con X{(Uy) C V, (Xg7tefex)~ ‘(UL) Xy lef (KZ(UZ)) es un

c.'n‘r'i{l

abierto de R* y que x,~1*f*x, es de clase C" sobre este abierto. (pw §= 2" ’JN,‘ aw

Cuando My y M, son abiertos de R¢ y R', f es diferenciable en peMy en el
sentido de I1.9 sii 1o es en el sentido usual, como se ve tomando como sistemas
de coordenadas las respectivas aplicaciones identidad.

Para aplicaciones f: M — R', 12 definicion 11.9 dice que f es de clase C" en
peMsi f es continuaen p y fex:U— R' es de clase C" en x-1(p) para un sistema

de coordenadas (U,x) en p. Para una aplicacion f: A abto o M, f es de clase C"
en peA si existe un sistema de coordenadas (U,x) en f(p) tal que x-1-f es de clase

C"enp.
Vamos a ver ahora algunos casos en 1os que es posible ver que una aplicacion
entre k-subvariedades es de clase C" sin necesidad de usar coordenadas.

I11.10.PROPOSICION: Sea A un abierto de R™ , M una k-subvariedad (de clase
CS, sor) de R™ contenida en A. Si f:A = R" es una aplicacion de clase C" en el

sentido usual, entonces fjM M —R" es una aplicacion de clase C" en el sentido
de I1.0.

DEMOSTRACION: Basta tomar, para cada peM, un sistema de coordenadas (U x)
en p y observar que f-x es diferenciable por ser composicién de aplicaciones

diferenciables y que fjm es continua por ser la restriccion de una aplicacion
continua a un subespacio topoldgico. 0.

I1.11.PROPOSICION: Sea A un abierto de R™, f: A— R"de clase C"y M una k-
subvariedad de R" de clase C° (sor) tal que f(A) c M. Entonces f:A - M es de

clase C" en el sentido de IL.9.
DEMOSTRACION: Que f: A»M es continua es consecuencia del teorema de topologia

con el mismo enunciado (cambiando “de clase C™ por "continua”). Por otra parte,
para cada peA, sea (U,x) un sistema de coordenadas de M en f(p). Entonces, por

IL3, -1+ es de clase C" en F~1{x(U)), luego f es de clase C" en p. 0.

I1.12.NOTA: De II.11 resulta que la definicion I1.9 es equivalente a la
siguiente: "f: My = M, es de clase C" en peM, sii existe un sistema de
coordenadas (U,x) en p tal que fex: U - M, c R" es de clase C" en x~¥(p)". En

efecto,si f: My » M, es de clase C" en este sentido, entonces, por I1.11, fes C"

i)
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en el sentido de I1.9. Reciprocamente, si f es de clase C" en p en el sentido de
I1.9, entonces fexy:U; = Mp viene dada por Xpe(xy1efex,), donde x,-1+fex, es de
clase C" en x;~1p) por I1.9, ¥ %o es C' en ¥o-Np) por ser un sistema de
coordenadas, luego fox; es C" en x,~¥(p), i.e. f es C" en el sentido de esta nota.

I1.13.PROPOSICION: Sea A un abierto de R™, M; y M, subvariedades de
dimensiones k y 1 de R™ y R" de clases C°y ct (tar¢s) respectivamente , tales
que My c A,y f: A- R"de clase C" tal que f(M,;} ¢ M,. Entonces fiM: My = My es
de clase C'.

DEMOSTRACION: Por I1.9, fjMy: My = R" es de clase C y, por 1a nota I1.12, esto
es equivalente a que fjMy: M; > Mo Sea de clase C. 0.

En la categoria de las subvariedades diferenciables y aplicaciones
diferenciables, las aplicaciones que dejan invariantes las propiedades

diferenciales se 11aman y se definen como en R".

I1.14.DEFINICION: Sean My, M, k-subvariedades de R™ y R" respectivamente y
de clase C° (sar). Una aplicacion f: M; - M, se dice que es un C"-difeomorfismo
(difeomorfismo de clase C') si es una aplicacion biyectiva de clase c" con
inversa de clase C".

I1.15.5egun esta definicidn, 1a aplicacion x: U - x(U) c M de un sistema de
coordenadas de una k-subvariedad M es un difeomorfismo sobre su imagen, ya
que X y x~! son continuas por ser x homeomorfismo, X es diferenciable (como
se ve aplicando I1.11), vy x! es diferenciable, como se ve tomando para x(U) el
sistema de coordenadas (U x), pues entonces x-1-x: U - U es 1a identidad, que es
diferenciable, y por 10 tanto, x™! es diferenciable en el sentido de II.9 (o,
equivalentemente, de I1.12).

Esta observacién justifica que se hable ordinariamente de una k-subvariedad

diferenciable de R" como de un subespacio topoldgico de R" que es localmente
difeomorfo a R
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APENDICE ALALECCION 6%
Otra definicion de k-subvariedad de 3_2;

II.A.6.1. DEFINICION: Un subconjunto M de R" se dice que es una k-
subvariedad de R" de clase C" si para todo pe.eM existe un entorno V de p. en R"

y una aplicacién f:v—» B"™ de clase C" sobre V tal que df(p) es suprayectiva
para todo peVnM y MnV = [peV/f(p) = O}.

I1.A.6.2. PROPOSICION: Las definiciones II.1 v ILA6.1. son equivalentes.
DEMOSTRACION:Supongamos primero que M es una k-subvariedad en el sentido
I1. SeapeeM y (U,%) unsistema de coordenadas de M tal que p. = X(Ua) & x(U).

Por el lema I1.2 existe un abierto U% de R* y un abierto W de R™™ tales que

(uqe,0) @ U%x W vy una aplicacion x: L%xW —» V'= x* (U*xW) abto de R" gue es un
difeomorfismo y verifica x* (u,0) = x (u) para todo u e U¥ Ademas, como x(U)

es un abierto de M, existe un abierto 6 de R" tal que x(U) = G nM. Como x* es
homeomorfismo, podemos tomar 1os abiertos U%, W de modo que x* (W) C G
y siga verificandose (u,,0) & U*xW. Con esta eleccion U¥ y W se cumple ademas
que XMU¥xW)nM C GnM = x(U).

Definamos ahora f: V' — UMW por f = x*°! Evidentemente f* es un
difeomorfismo y verifica f{x(u)} = f'(x*(u,0)) = (u,0) para todo ueU*. Sea ahora

f= T1ef’, siendo m:R" —» R"* 12 proyeccion sobre las Gltimas n-k componentes.
Entonces se verifica que: paratodo p e VM = xXX¥UW) nM C x(U), f(p) =
fx(u)) = nf'(x(u)) = m(u,0) = 0; y, reciprocamente, si peV' y f(p) = 0, ie.
Tof'(p) = 0, entonces f'(p) = (u,0) con uel*, y como f {x{u}=(0) vy f
es biyectiva, p= x{u} & x(U)nV' € MnV".

De lo anterior resulta que si M es una k-subvartiedad en el sentido II.1, 1o
esenel de I1.AG.1.

Reciprocamente. Supongamos ahora que ™M es una k-subvariedad en el
sentido de II.A.6.1. Entonces los mismos argumentos de la demostracion 11.7
prueban que M es una k-subvariedad en el sentido II.1.
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Leccidn 72: DIFERENCIAL DE UNA APLICACION ENTRE SUPERFICIES.

§3. Espacio tangente a una subvariedad de R"

En todo ente apartado M sera una k-subvariedad de R" de clase ¢

I1.16.DEFINICION: Llamaremos curva diferenciable de clase C en M a una
aplicacion c: I -» Mde clase C (I=intervalo abierto).

I1.17.DEFINICION: Sea peM, un vector XETDR“ se dice que es un vector tangente

aM en p si existe una curva de clase C" ¢: 1 » M, Oel, tal que c(0)=p y c'(0)=X. Al
conjunto TpM de 1os vectores tangentes a M en p se le 1lama espacio tangente a M
en p.

I11.18.PROPOSICION: Sea (U,x) un sistema de coordenadas en peM, ueU tal que
x(u)=p. Entonces TpM = dx(u)(TuRk).

DEMOSTRACION: Veremos en primer Tugar que dx(u)(T,R*) € ToM. Sea X*eTuRY,
lacurva c* 11— U/ c*() = u+tX verifica ¢*0) =u y ¢*(0) = X* por 10
tanto dx{u)(X*) = dx(uXc*(0)) = (d{x=c*)/dt)0) = (dc/dt)(0) con c(t) = x=c*(t),

c(0) = x(c*(0)) = x(u) = p, luego dx{u)(X*) = ¢'(0) € TyM. Para probar 1a inclusién
contraria, consideremos XeTpM, entonces existe una curva c en M con c{0)=p,
c'(0)=X. Definamos c* = x-'-c, que verifica c*(0) = x~1-c(0) = x~¥(p) = u. Por
I1.9(pendltimo parrafo), si ¢ es diferenciable, c* es diferenciable. Sea X* =
c*¥(0) e TuRk. Se tiene entonces, aplicando 1a regla de 1a cadena, que dx(u)X* =

dx(u(d(x-T+c)/dt)(0) = = (d(x=x~1=c)/dt)0) = (dc/dt)(0) = X, luego Xedx(u)T R,
1o que prueba la inclusion reciproca. 0.

11.19.COROLARIO: (a) T,M es un sugbespacio vectorial de dimension k de T,R"
En los siguientes apartados (U,x) es un sistema de coordenadas de M.

(b) {(ax/3ut)u),...,(3x/3uk)(u)} es una base de Tx(y)M, para todo uel.

(c) Si X*eTuRk, dx(u)X* = Xe TqwyM vy X*¥= (X!, XK) entonces
X = Z,.* X (3x/2u')(u) (i.e. las coordenadas de X en la base de Tx(y)M inducida por
el sistema de coordenadas X son las mismas que las del vector del que es
imagen por dx(u)).

(c)Si cc 1 - M esunacurva en M, x~1-c(t) = (UI(t),...,.uk(t)), entonces
c'(t) = 2% ui'(t) (ax/auh)(x-1c(t)).
DEMOSTRACION: a) es una consecuencia de que dx(u) es una aplicacion lineal
inyectivay de I1.18.
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b} También como consecuencia de que dx(u) es lineal inyectiva se
tiene que si {e;j)1¢ick €S labase candnica de T.R*=R¥ entonces { dx(u)(e;) =
= (ax/U)W}ige €S una base de dx(u)(T,R¥) = Tx(u)™.

(€)X = dx(u)x* = dx(UXZ,_,* Xi g)) = Sy gk Xi dx(wle; = Z._, K X (ax/au’) (u).

(dc(t) = (dixex-tec)/dt) (1) = dx{x-1ec(t)) (d(x-Tec)/dt) (t),  pero
(d{x-1ec)/dt)(t) = (ul'(1),...,uk'(t)) v, aplicando c), se obtiene d). 0.

I11.20.PROPOSICION: Sean (Uy,xy), (Up,X;) sistemas de coordenadas de Men p. Si
XeTpM tiene 1as expresiones X = Z_ * X4 ax;/aui = Zj=1k Xol d%o/3Usl, entonces,

1 1,51 " ' ; ' \at
X, AU,/ 3, ... U /AUy § X, X = o[ub(] / i\ r
S N e a.u,.(x& i %‘-“J
wer Tl o e e . G 153 1‘}
k k Aty] F%’L Mﬂ hed 1 D\“’k ‘
K 73,1 K /3 K L A

X, AU,/ BU, ... BU /AU | A X, (»’y) -ale_ XX ll ?

Euy P

donde 2ugi/auy = Alxy tex))/3uyi (e upiluy) = (xg~lexy(u)), 0, To que es 1o
mismo, si X = dx;(u1)Xy* = dxa(uz)Xz* (o que, de acuerdo con II.19¢) equivale a |
Xp% = (X1, X4K), X = (X1,..,X5k)), entonces Xp¥ = d{xo™1=x¢ )(u )X . |
DEMOSTRACION: Aplicando 1a regla de la cadena, se tiene que dx(uXy* =
dlXg=Xo 1ex (U Xy ® = dxp(ug)edxo1exy Mu Xy *, siendo xo(us) = Xy4(Uy) = p. [
Comparando esta igualdad con dx;(u;)X;% = dxx(Up)¥,*, como dx,(uU,) 6s inyectiva, ' ,

resulta Xg* d(Xg 'X1)(U1)X‘| . 0.

S4.Diferencial de una aplicacion entre subvariedades.

En este apartado todas las subvariedades consideradas seran de clase CT con
r21. Lo mismo para las aplicaciones diferenciables.

I1.21.DEFINICION: Sean M, y M, una k-subvariedad y una 1-subvariedad de R™ y

R" respectivamente, f: My — M, diferenciable en p, (Ux) un sistema de
coordenadas de My en p. Se define df(p): TM; = TpMp por df(p)X = d(fex)(u)X*,

donde x(w)=pvy X*eTuRkes tal que dx(u)X* = X (i.e. df(p) = d(fex){u)=(dx(u))~1).

Esta definicién es independiente del sistema de coordenadas. En efecto, si\ / .
(V,y) es otro sistema de coordenadas en p, veV/ y(v) = p , dy(v)Y* = X, con ?“‘ }wf ¢
yxeT,R*, entonces d(fey)(v)Y* = d(fex=x"tey)V)¥Y*® = d{fex)(u)-d(x tey)(v)Y* = - g”l!“ig e
d(f=x)(u)X*, donde, en la Ultima igualdad, hemos aplicado 11.20. sl I

—
o=
)
Pt T

I1.22.0bsérvese también que df(p) esta bien definida, i.e, que si XeTpM1,
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entonces df(p)XeTepyMp. En efecto: si XeT My, existe una curva c: I - M, tal que
c(0)=p, c'(0)=Xy (como vimos en 1a demostracion de I1.18) X*= c*'(0) con dx{u)X*
=Xy c*=x"te ¢, de modo que, aplicando 1a definicion I1.21,

(I1L22.1) df(p)X = d(fex)u) c¥'(0) = d(fex)(uXx"1+c)(0) =

= (d(fex=x"t=C)/dt)0) = (d(f=C)/dt}0) ,
pero f-Cc es una curva de M, con f-c(0) = f(p), luego su vector tangente es un
vector de Ty(p)M; C.0.0.
Lo gue acabamos de ver es, también, una nueva demostracion de que df(p) es
independiente del sistema de coordenadas elegido, y se puede tomar como
definicidén alternativa de df(p). Ademas, la férmula (I1.22.1) da un método para

calcular df(p) que es en muchas ocasiones mas practico que el usar 1a definicién
11.21 que necesita coordenadas.

I1.23. NOTA: df(p) es una aplicacion lineal, como se puede observar en la
definicién I1.21, donde aparece como composicién de dos aplicaciones lineales:

d(fex)(u) y dx(u)t.

I1.24.PROPOSICION: Si f: My —» M, es diferenciable en peM;, XeTM;, las
componentes de Y=df(p)X en un sistema de coordenadas (U,, x,) de M, en f(p)

vienen dadas en funcion de las componentes de X en un sistema de coordenadas
(Uy,%;) de M, en p por

15,1 1,5,k 1
c‘auz/au1 ..... au2/.?)u1 X

...............

donde Ui(u) = (xg~1of*x;)(u;); 0, 10 que es 10 mismo, si x;(u;) = p, X = dx;(up)X*
Y Xo{Uo)=p, Y = dxo(Uy)Y*, entonces Y% = d(xo~1efex MU  IX¥%.
DEMOSTRACION: Y* = (dxa(Up))-1df(p)X = diplup)-Ted(f=x;)uy)¥* =] o
= dxp(Up) " TedXgoxom1oFox,) (U XX = e
= dxz(UQ)_1°dXQ(U2)'d(XQ-I°f°X‘[)(U])X* = dxp™tefoxy) (U IX*, 0.

II 24’ .COROLARIO: df(p) = dxp(up)e =d(x,” vfex uq)edx,{u, )1 J

Wt = alsle ArteS= dingons' foud g2t otz o) ) o dithl”
Il 24 PROPOSICION Sea M una k-subvariedad de RP conexa fN—-)R
diferenciable tal que df(q) = O para todo gqeM. Entonces f es constante en M.

DEMOSTRACION:Sea (U,x} un sistema de coordenadas con U conexo. Sea uel. Por
I1.21, ar(x(u)) = 0 st y solo si d(fex)(u) = 0y, como U e5 conexo, feX es constante
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sobre U, luego f es constante sobre x(U). Como para todo qeM existe un sistema
de coordenadas (U,x) en g con U conexo, resulta que para todo g de M existe un
ablerto V = x(U) € M conteniendo a q tal que fly es constante.

Sea g, un punto de M, a = f(q,). Sea Q = {paM/f(p) = a) = f~1(a). Como f es

continua, Q es cerrado. Por otra parte, para todo q de Q existe un abierto V
conteniendo a q tal que fly = f(q) = a, i.e. V € G, luego Q es abierto, y como g, & Q

yMes conexa, Q=M.

Vamos ahora a ver la version en subvariedades de dos teoremas clasicos
para 1as funciones diferenciables entre espacios euclideos.

I1.25. TEOREMA (de 1a funcién inversa para subvariedades): Sean M, Mo,

k-subvariedades de R™ y R" respectivamente, p un punto de My; sea f: My = Mp
una aplicacion diferenciable en un entorno de p con df(p) un isomorfismo.
Entonces existe un abierto V de M, conteniendo a p tal que f{V) es un abierto de
My y f: Vo f(V) es un difeomorfismo.

DEMOSTRACION: Sea {Uy,x;) un sistema de coordenadas en p tal que x,{U;) esta
contenido en el entorno de p en el que f es diferenciable. Sea (U;,x2) un sistema
de coordenadas de My en f(p). Entonces Xp-lefexy : Xy~1ef-1exo(Up) € Uy = Up

esuna aplicacién diferenciable entre abiertos de R* con d(xo71=T=xy) (Uy) =
= dxo(up)-1-df(p)edx,(u,) (por 11.24'), que es un isomorfismo por ser composicion
de isomorfismos. Por tanto, por el teorema de la funcidon inversa para
transformaciones en R, existe un entorno abierto U de Uy en Xy~ lef-lexs(Us) €
Uy tal que xg1efex,(U) € Uy es un abierto de R* y xg1efexy: U — Xp 1efex () es
un difeomorfismo. Si tomamos V = x,(U), se tiene que f(V) = x5(xy71-f=x(U)) que
es un abierto de M, por ser 12 imagen por X, de un abierto de Rk contenido en U,
Yy ser Xz un homeomorfisme sobre su imagen. Ademas f:V — f(V) es composicion
de homeomorfismos ( f = Xg°(Xp t=f*X,)*x,~1), por 10 tanto un homeomorfismo; f
es diferenciable por serio xp~lefex, (definicién I1L9), y, como Xy !+fex; es un

difeomorfismo, x{~1=f-tex, es diferenciable, por 1o tanto f-1 es diferenciable, y f
es un difeomorfismo. 0.

I1.26.PROPOSICION (Regla de 1a cadena en subvariedades). Sean My, M,

Ms subvariedades diferenciables de dimensiones kq, ko, ks de R, R, R res-
pectivamente. Sea peM,, f: My - M, diferenciableen p v g M, = Mz diferen-
ciable en f(p). Entonces g-f es diferenciable en p y d(g-f)p)= dg(f(p))-df(p).
DEMOSTRACION: g-f es continua en p por serfo f en p y g en f(p). Por ser f

48
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diferenciable en p, existen sistemas de coordenadas (Uy,Xy) en p y (Up,X) en f(p)
» tales que xp~1<fox, es diferenciable en x;~1(p) y, como g es diferenciable en f(p),
existe un sistema de coordenadas (Usz,xs) en g(f(p)) tal que xz-'-ge%, es
diferenciable en x;-'(f(p)). Por 1a continuidad de f y g existe un abierto
Y} V2 € %71 (x5(Up) n g~ 1(x3(U3)) c U, conteniendo x,-1(f(p)) y un abierto
Vi € %71 (x{Uy) « F-1(V5)) € Uy tal que p € x4(V;) ¥ X571°g-f-X, es una aplicacion
definida sobre V; que se puede escribir como xz~1=g=f=xy = (x3~12gexo)e{xp~1efox )
y, por fo tanto, diferenciable en p. Ademas, si Xy(Uy) = p, X2(Up) = f(p) vy %3{uz) =
g(f(p)), entonces d(gef) (PX = dlgefex;)(uy) (A% (uy)-1X) = d(gexgexoTefox,)
(U Xdx (U X)) = dlgexoXug)edlxg=tefoxy Muy Ndx (U tX) = lpor 1124 =

d(ge 2o Xup Xdxplug)td(Fexy uyddx,(u)-1X = [por 11.21] = dg(f(p))df(p)X). 0.
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APENDICE A LA LECCION 72
El espacio tangente con 1a definicién I1.A6.1.

I1.A.7.1"Sea M unak-subvariedad de R", p&M, V un abierto contenido a p y f: V-
sR"* cumpliendo las propiedades de 11.A.6.1. Entonces  TpM = Ker df(p)".

En efecto: Dados Vyf, construyamos U, abierto de R* y ¥p:Up = VAM =
f-1(0)cMCR" como en la demostracion de I1.7. Sea uely tal que xp(u) = p.
Entonces

2
TaM = dx, (u) (TyR*) = <{(1 00—9, W),...{0,...0,1,2L W,
ou auk
siendo xp(u‘,....,u") ={u!,..uk glu',.. .ub

Por otro 1ado, dim ker df(p) = k, ya que df(p) es suprayectiva. Como, por la

construccién de xp, flu,..ukg(u’,...00) = 0 para (u',..,1%) e U, se tiene que,
para 1<i<k,

i 3g _of IR
df vy 15,0, —= = * i rwl -
PH(O,..,1,..0, == W)=25 )+ 3 27 (p) =2 (W)

=9 f(u‘,....u",g(u',....,u"))' =0,
au' u

,
i )

luego los vectores {{0,...,0,1,0,...,0, 5—9-‘- (u))} son también una base de Ker df(p).
U

Por 1o tanto TpM=ker df(p), c.q.d.
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Como hoy no puedo hablar, voy a adelantar una
historia en comics que tenia previsto contar mds
adelante.

Primero contaré la historia, luego ensefiaréd
los comics.

La historia comienza el dia 22 de noviembre
(ayer, Santa Cecilia, patrona de los misicos) del
afio 12 de la 32 época (ya he dicho que esto es un
adelanto, de la 12 y 22 &poca hablaré en otras
ocasiones), a las 8 de la mafiana, en Planiburgo,
la ciudad de Planilandia.

Por aguellos dias los planiburgueses tenfan

'va dos rutas tradicionales de excursiones que

consistian en salir de la ciudad en una direccidn
fija sin variar el rumbo y volver a la ciudad por
el lado opuesto al lado por el que habian salido:
la ruta A o ruta roja, descubierta en la 12 época
(una excursién de 3 sgsemanas) y la ruta B o ruta
verde, descubierta en la 22 época (una excursidn
de dos semanas).

Pero el dia 22 de noviembre, a las 8 de 1la
mafiana, un habitante de Planiburgo, de nombre Un y
de apellido Cuadrado, junto con dos amigos,
intenté una tercera ruta, la ruta C (de Cuadrado,
el nombre del primero en recorrer ese camino) o
incolora (porque en esta ocasidn no se llevaron
ningldn tipo de pintura para marcar el camino).

En esta ocasidén, al contrario de lo que
ocurrié cuando se iniciaron las excursiones que
dieron lugar a los descubrimientos de las rutas A
y B, la aventura no produjo ninguna expectacién,
nadie madrugd para ver partir a los aventureros.

Las cosas extrafias comenzaron a ocurrir
cuatro semanas después, cuando Un Cuadradado y sus
amigos estaban ya cerca de la ciudad, wvolviendo

por el lado opuesto del que habian partido, como




era habitual en ese tipo de excursiones. Volvian
caminando por su derecha cuando un granjero que
conducia por 1la izquierda estuvo a punto de
atropellarlos con su tractor. Se produjo wun
altercado entre el granjero y los excursionistas,
porque el granjero sostenia que el también
circulaba por la derecha.

Pasado el incidente del granjero los
aventureros 1llegaron a Planiburgo, que estaba
entonces en fiestas, las cuales eran anunciadas
por grandes carteles a la entrada de la ciudad. Y
aquf vino la segunda sorpresa para Un Cuadrado vy
sus amigos : los carteles (escritos con letras de
puntos y rayas, y no como las nuestras, que no son
legibles en Planilandia, lo cual conviene decir
corrigiendo un error del copista de la historia,
que incluso se atreve a copiar letras de ese tipo
como tomadas de la historia original, pero es a
todas luces evidente que un planilandés no podria
darse cuenta de la geometria ni de la topologia de
una "a" sino después de haber dado una vuelta
completa alrededor de la letra(*), lo cual haria
imposible para é1 la lectura de un texto atn corto
escrito con nuestro alfabeto) estaban escritos al
revés, y todo el mundo se empefiaba en decir que 1a
derecha era izquierda y la izquierda derecha.

Puesto que todo el mundo estaba en contra de
ellos, Un Cuadrado y sus amigos no pudieron
aguantar mucho tiempo en Planiburgo, y decidieron
repetir la excursidén. A la vuelta todo seguia
igual que antes de la primera excursidn. Habian
desaparecido las diferencias de criterio sobre
derecha e izquierda entre los amigos
excursionistas y los demds habitantes de 1la
ciudad. Posteriores excursiones confirmaron el

siguiente fendmeno empirico: "Una excursidn por la




ruta C produce una enfermedad caracterizada por
confundir 1la derecha con la izquierda, y esta
enfermedad se cura realizando otra vez esa

excursidn”.

Afios mds tarde, el 23.XI.89, unos gedmetras
dieron wumna interpretacién del fendmeno. Se
encuentra en los comics que veremos a
continuacidén. Algunos estdn en ingléds (idioma
original en el que estd escrita la historia), por
lo que el nombre del protagonista (Un Cuadrado)
aparece como A Square.

Pero antes de ver los comics, podemos pensar
un poco...{(solo un poco, que nadie se asuste).
Recordemos algo de lo que hemos aprendido hasta
ahora. A qué nos suena lo de derecha e izquierda
en geometria?. Cuando hablamos de orientacidén en
espacios vectoriales dijimos que tratdbamos de
formalizar un concepto que reflejara la igualdad y
diferencia que hay entre la mano derescha y la mano
izquierda : para hacerlas coincidir hay que hacer
una transformacidén cambiando 1la orientacién. Es
posible thablar de esta transformaciédn en un
espacio vectorial porque es posible definir una
orientacidn (de las dos tWinicas posibles) sobre é1.
Es la posibilidad de orientar un espacio vectorial
(en particular un plano) lo que permite hablar de
modo preciso de derecha e izquierda en é1.

Pero Planilandia, que es una superficie, no
es un plano (pues en un plano no es posible salir
de un punto manteniendo una direccidn fija ¥y
volver al mismo punto), entonces, jes posible
hablar en una superficie arbitraria de orientacidn,
y de derecha e izquierda por 1lo tanto?. Si el
relato de Planilandia es veridico, parece que al




S

menos en Planilandia no es posible. Veamos (;por
fin!) los comics.

Hemos wvisto en los comics dos modelos
distintos de Planilandia. En uno (el cilindro) se
puede hablar de derecha e izquierda, en el otro
(la cinta de Mobius) no. j;Como podemos buscar un
criterio general que distinga wun tipo de
superficies de las otras?.

Si pensamos en orientar una superficie, 1la
primera idea es que, puesto que en cada punto de
la superficie tenemos wun plano tangente, que
podemos orientar, podriamos orientar una
superficie dando una orientacidn arbitraria sobre
cada plano tangente. Pero, por ser la orientacidn
arbitraria en cada punto, la orientacién en un
punto de la superficie no dice nada sobre lo que
ocurre con la orientacién en otro punto, y el
ejemplo de la Planilandia-Cinta de M8bius nos
indica las consecuencias funesta gque puede tener
el pensar que una eleccidn de orientaciones
arbitrarias sobre cada plano tangente define una
orientacidn sobre toda la superficie.

(Sigue con los apuntes).
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ORIENTACION DE SUBYARIEDADES

Leccion 82: ORIENTACION DE SUBVARIEDADES.

§5. vari i 1

En esta leccion vamos a definir el concepto de orientacion sobre las
subvariedades. Lo que conocemos del capitulo Preliminares nos permite definir
la orientacion en cada espacio tangente, pero esta seria una definicion solo
puntual que no diria nada sobre la variedad como un todo. Los sil;temas de
coordenadas nos permitiran una aproximacion local (mas que puntual) al
concepto de orientacibn en una subvariedad. En efecto, un sistema de
coordenadas (U,x) define una base ordenada en el espacio tangente de cada punto
del abierto x(U). La familia de estas bases ordenadas define una orientacion en
cada uno de los espacios tangentes en x(U), y tenemos ya un modo local de
definir la orientacion.

Para tener una orientacion sobre toda 1a subvariedad M deberemos tomar una
familia de sistemas de coordenadas recubriendo M; entonces, para un punto en la
interseccion de los dominios de dos sistemas de coordenadas, el espacio
tangente en ese punto tiene una orientacion inducida por cada una de 1as cartas,
y para que la definicion sea buena, es necesario que los dos sistemas de
coordenadas induzcan la misma orientacion sobre el espacio tangente. Ello es
equivalente a que 1a diferencial de la aplicacion cambio de coordenadas tenga
determinante positivo, porque, si (U,x), (V,y) son las dos cartas mencionadas, y

denotamos x; =ax/aul, Yi =ay/vj, entonces, por la regla de la cadena I1.26,
Yie = d(xex-tey)/avi = I, ax/aut a(x~'ey)i/avi, e, en forma matricial,
(yp=td(x-Ty)) (), con lo cual las bases (x), ly;) definen la misma orientacion
sii det t(d(x-1ey)) = det d(x-1=y) > 0.

Por lo tanto, la posibilidad de orientar una subvariedad pasa por la
existencia sobre ella de una familia de sistemas de coordenadas tal que el

determinante de 1a diferencial de los cambios de sistemas de coordenadas sea
positivo. Por ello damos la siguiente definicion:

I1. 27.DEFINICION: Sea M una k-subvariedad de clase C" de R". Diremos que M
es orientable si existe una familia de sistemas de coordenadas
{((Ug. X lgearecubriendo M tales que para todo «,B e A con X(Ug) N Xp(UR) = 8,

se tenga que det d(xg~'x3)(u) > O para todo u e X~ (xg(Ug )NX(UR)).

S1 M es orientable, 1lamaremos orientacion sobre M a 1a eleccién de una tal
familia de sistemas de coordenadas. M con una orientacion se dice que es una
subvariedad orientada.

I1.28. Resulta evidente de 1a definicion gque toda subvariedad que puede ser
recubierta por un solo sistema de coordenadas es orientable. Por ejemplo, el

Sl
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grafo de una funcion diferenciable de R* en R" 10 es.

11.29. PROPOSICION: Sea M una k-subvariedad de R" que admite un
recubrimiento por dos sistemas de coordenadas (U,x), (V,y) tales que x(U)Ny(V)
es conexo. Entonces M es orientable.

DEMOSTRACION: Sea W = x(U)Ny(V). Consideremos la aplicacion det d(y-Tex) de
x~1(W) en R dada por u—» det d(y-1-x)(u), que es continua por ser conmutativo el
diagrama

det{d(y " ox))
1 (w) cR® > R

avlzau! . avlzauk _ |
Am i e o (donde V] - (y— 1 °X)])

avkrou' . avkrauk

y ser continuas las aplicaciones de la parte inferior del diagrama. Como W es
conexo y x es un homeomorfismo, x~1(W) es conexo. Por otra parte

(I1.29.1)  det d(y-T=x)(u) = O para todo u € x~1(W),
por ser el determinante de la matriz de un cambio de base. Sea ug € x~ (W),
entonces puede ocurrir:

(a) det dly'ex)ug) > 0 &

(b) det d{y~'ex)(ug) < 0.
Como det d(y-1ex) es una funcién continua y x-1(W) es conexo, si es positiva en
un punto, por (I1.29.1), es positiva en x-1(W), y si es negativa en un punto, 1o es
en todo x~1(W). Por tanto, si se da el caso (a), es claro que la subvariedad es
orientable. Si se da el caso (b), consideremos el difeomorfismo f: R* —» Rk dado
por flulu?,.,u¥) = (u2u', u5), ysea U%= f1(U) = f(U) (porque f"1=f), y
x* = x=f. Se tiene entonces que (U*, x*) es un nuevo sistema de coordenadas de M,
x*¥(U%) = x=f(U*) = x(U), y o

Ay~Tex®)/aunl = a(y~lexof)/aud = 35 (ay~ex)7au') (au'+f/aux!) = JW e Ouﬂdﬂ,,d?):

. ly
= aly-1x)/2u! si J=2; aly-lex)/auZ si j=1; ay-lex)/oul si j 23,
y J=2; aly j=1; ay 23ty i) S

1 =g 1 1 1,.k
. i ov /ou ov /ou .... av /ou Mlg"oi*J:MMg—'oU'
es decir d(y Ve B HERIE Bl G e e G el e i ﬂ.ﬁ,wvj A nQd'ufg]-‘a% /,
k ,
v ra arau' - avirau j}‘f“‘].w“ 534/%0% -

S
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de donde resulta que det d(y-1-x*) = - det d(y-'=x) > 0 sobre x~1(W), por 10 tanto
((U*,x%), (V,y)] verifica las condiciones de I1.27 y M es orientable.

§6. Campo vectorial normal e hipersuperficies orientables.
I1.30.DEFINICION: Un campo vectorial sobre una k-subvariedad M de R" es una

aplicacion diferenciable Z M —» TR" tal que Z(p) & TpR“. Se dice que Z es un
campo vectorial tangente si Z(p) eTpM, y se dice que es un campo vectorial

normal si Z(p) pertenece al subespacio de TF,Rn ortogonal a TpM.

I1.31.DEFINICION: Se llama hipersuperficie de R" a una subvariedad de
dimension n-1.

11.32. PROPOSICION: Sobre una hipersuperficie M de R" existe localmente un
campo vectorial normal N unitario (i.e. con IN| =1). Es decir, para cada punto peM

hay un abierto V de M conteniendo a p tal que existe un campo vectorial normal
unitario N sobre V. o
DEMOSTRACION: Sea pe1, (U,x) un sistema de coordenadas en p. definamos ﬁﬁm Hn

9 Ay O
XA AX - s
N(q) = ———==L (u) (donde x(u) = q; x === ) para todo q e x(U). 1™7z/ = bo/*
I% A AKX ] P &bl |
1 n_I au }«‘3« !‘!J
[ppis 4| = il

Entonces N es un campo vectorial definido sobre x(U), abierto conteniendo a p, i’
diferenciable por serlo Nex (cfr. I1.9, Ultimo pérrafo, y I1.12), y unitario normal
por las propiedades del producto vectorial. O

Para el caso de hipersuperficies dadas como conjuntos de nivel (i.e., dadas en Ia
forma indicada en 11.7) se tiene el siguiente resultado.

I11.33.PROPOSICION: Sea f: R" — R una aplicacion diferenciable y a un valor
regular de f. Entonces existe un vector normal unitario sobre la hipersuperficie
M= f-(a).
DEMOSTRACION: Basta definir, para cadap e M,

(11331} N(p) = (grad f)(p)/l(grad f)p)l.
N es una aplicacion bien definida sobre M porque, al ser a un valor regular de f,
df(p) = 0 para p eM = f~1(a) y, por 1o tanto, (grad f)(p) = 0. Vamos a comprobar
gue N es un campo vectorial normal unitario. Que es unitario es evidente por la
definicion. Veamos que es normal: si X es un vector de T,My c: I — M una curva
tal que c(0) = py c'(0) =X, entonces
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<(grad )p), X> = 5: of (p) X' = 5: gl (p) dx o)) = df(p)(x>\i 0, (por 11.A7.1)
i=1 9y i=19x'
Por lo tanto (grad f)(p) es ortogonal a TpM, ¥ 10 mismo ocurre con N(p).

Por otro lado, como f y sus derivadas son aplicaciones continuas,

grad f : R" —> R" es una aplicacion continua, luego W = R" - (grad f)"(0) es un
abierto (conteniendo a M evidentemente), y (grad f)/l(grad f)| es una aplicacion
diferenciable sobre W, de donde, por I1.10, resulta que es diferenciable sobre M.

I11.34. TEOREMA: Una hipersuperficie M de R" es orientable sii existe un campo
vectorial normal unitario sobre M.
DEMOSTRACION: Si M es orientable, existe una familia {(Uy.Xg)lgea de

sistemas de coordenadas recubriendo M tales que si xq(Ug) N xg(Up) = 8, para
todo Ug € Xg-1( XqlUg) N X3(UR)) se verifica que det d(xg-1eXg)Xug) > O.
Definimos N sobre cada abierto x3(Ug) por

WSS oX
N(xB(uB)) = | B1 B""I’u ) (donde Rois —?),
xmA Axﬁn : aus

1o que define N globalmente sobre M. En efecto, si p € M es tal que p = Xglug) =
x(up), entonces

-1 =1
XN AX (XgoXy oX ) A AlXoX oX )
N(x_(u ) = 21— (y )= —B B B arl()-

o -1 -1
Ixm"'““xum! !(x oX oX_ ) A .. A(X Xy oK ) |

! : 4;“) A5(n-1)

1
du au ™ au au
B B E B B
Z(ﬁil 1 A... AZ XB' a1 Sgn o

. n i 1 n-1
i au I, Al auu L ou AU, Xgy B Xg oy

| | ! | 1 |

-1
_ detdlxgex MU ) % A - MB“"’U & X AN
| Tt e

B | |

donde se ha usado la antisimetria y la linealidad del producto vectorial en la
igualdad de 1a segunda linea, y el hecho de que det d(xg™!-xq)uy) > O en la

igualdad de 1a tercera linea.
Veamos ahora el reciproco. Supongamos que existe un campo vectorial
normal unitario N sobre M. Sea [(UyXg)lgea una familia de sistemas de
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coordenadas recubriendo M de modo que Uy Sea conexo para todoa € A Seap =

Xor{Ug )€ X(Ugy). Entonces, como N(p) y (X A ... AXgn-1)/IXqy A .. A Xgn-1D(Ugy)
son unitarios y ortogonales a TpM, se tiene que son iguales salvo el signo. Por lo
a,// tanto l1a/plicacion fg: xq(Ug) — R dada por
TalP) = < ((Xgey A .. A Xen-1)/] X1 A ... A X1 U ), N(P) >
toma los valores 1. Como fy es continua y xq(Uy) es conexo, fy toma solo el
valor 1 0 el -1 sobre xy(Ugy). Consideremos los dos casos separadamente para

construir un nuevo sistema de coordenadas recubriendo M y verificando las
condiciones de 1a definicion de orientabilidad:
a) Si fg = 1, tomamos el sistema de coordenadas (Ug, Xg)-

b) Si fg = -1, tomamos el sistema de coordenadas (U%y, x*q)
definido a partir de (Uy, Xq) como se hizo en I1.29. En estas coordenadas se
verificara que ((x¥gq A .. A X¥gn-1)/| X¥qq A .. A X¥gn11)(U¥g) = N(p) (siendo x%g
(U*q) = Xglug) = p.

Vamos a ver ahora que 1a familia de coordenadas ((U'q,X'q)lac A Obtenida de
{(Uq, % )Je A PO €l proceso indicado en a) y b) verifica las condiciones de la
definicion de orientabilidad. Sean (Ugq,X'q), (U'R,X'R) coordenadas cuyas
imagenes en M tienen interseccién no vacia y sea p e x'g(Uq) N x'p(UR),
entonces, teniendo en cuenta los calculos realizados en 1a demostracion de la

implicacion en sentido contrario, resulta
N(p) = ((XI(“ AT Axlan—])/Ix'a] AA X'Qn—}I)(U'Q) =
= ((Xp1 A .. AXga-1)/IX 1 A .. A Xgnq)U) =

e . . o
o det d(xgt oX B) X g AX d det d(xllt oX 13) NE)
I I I | I I E

Sl
luego det d(xu oX 13) > 0. 0.

I1.35.NOTA: Observese que en la demostracion de 1a segunda implicacién del
teorema anterior solo se ha usado la continuidad de la funcion fq, para lo cual

basta 1a continuidad del campo vectorial unitario normal N que, por otra parte,
como consecuencia de su expresion local, resulta ser diferenciable ( si M es al

menos de clase C2). Por 1o tanto, el teorema I1.34 bastaria enunciario para
campos vectoriales normales unitarios continuos. Pero un enunciado asi es mas

general solo aparentemente, pues, segun aca{nos de indicar, un tal campo
continuo es, ademas, diferenciable.

I1.36.COROLARIO: Si a es un valor regular de f: R" — R, 1a hipersuperficie M =

33



; vale
A Mua o ‘ﬁf“‘ sriclabll i R? o1 L :,wagam puwevsa b v ;
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1(a) es arientable. ool o W@%ﬁ}ﬁm 301302

M{,Qll 11.38.EJEMPLO de superficie no orientable: La cinta de Mobius. Se obtiene
por rotacion de un segmento abierto AB en el plano YZ dado por {(0,y,z)/ y = 2,
[zl < 1} @ 1o largo de 1a circunferencia x2 + y2 = 4, z = 0, al tiempo que el
segmento AB gira airededor de su punto medio C en el plano determinado por C y
el eje Z con una velocidad angular 1a mitad de 1a de rotacidn de C alrededor del
eje Z. De este modo, cuando C completa una vuelta, el segmento AB ha vuelto a
su posicion inicial, pero invertido.

A
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intuitivamente es evidente que la cinta de M6bius M no es orientable, pues si
lo fuera tendria un campo vectorial normal unitario N diferenciable. Tomando
ese campo normai a 1o largo de 1a circunferencia x2 + y2 = 4, z = 0, después de
una vuetta volveriamos al punto de partida con N convertido en -N.

Vamos a ver ahora la prueba analitica de que M no es orientable. Tomemos
sobre M los sistemas de coordenadas (U,x), (U,x*) con U = 10,2m([x]-1,1[,

x(u,v)=((2~vsen-u2;)senu,(2—vsen%)cosu,vcos%),

X* (U v¥*) =((2-v* Sen(-—2—+-—)) cos u* 1\(2—\/* sen(—+—)) sen u¥, v¥ cos(—+—) A —

que verifican x{(U) U x*(U) = M. Ademas x(U) N x*(U) no €S CONexo, peroc se puede
poner como unién de dos componentes conexas Wi = {x(u,v)/ (11/2) <u<2m}, Wo

= {x(u,v)/ 0<u < 1/2}. Los cambios de coordenadas vienen dados por
(11.38.1) u*=u-(11/2), v¥=v sobre Wy ; u¥=u+(31/2), v*=-v sobre Wo,

donde (u*,v*) = x*¥-tex(u,v). Resulta de aqui que
(11.38.2) det d{x*-1=x) = 1>0enW; y detd(x*1-x)=-1<0enWs

3i M fuese orientable, existiria un campo vectorial normal unitario N sobre M .

Como x(U) es conexo N tendria , en x(U), una expresion en coordenadas de 1a
forma
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N{x(uv)) = ¢ I Y. (u,v} para todo (u,v)el, siendo € = 1, X ==

X AX | du
u v

Por 1o tanto, usande las formulas (I1.38.1,2), y repitiendo el calculo de la
primera parte de 1a demostracion de 11.35, resulta

X AX X® AX% -1
N(x(u,v)) = & ==L (u,v) = & ———Y— (u*,v*) para (U¥v*) ex* (W,); ¥y
Ix Ax | [x* Ax* |
U v U \'4
X AX XX AX® -1
N(x(u,v)) = € 44— (u,v) = —5—Y" (y* v¥) para (U* v*)Ex* (W_);
Ix AX | x® Ax% 2

expresiones que no pueden darse simulttaneamente para N sobre x*(U), porque U
es conexo, f(uXv¥) = Nex® (x¥peAx¥y)/ X% eAx%,x>(U% v¥) es una funcion
O continua sobre U que no se anula en ningun punto de U v, si se verificasen
las expresiones anteriores, se tendria que f =€ sobre x* (W) y f= -gsobre
x*1(W5), lo cual es absurdo. 0.
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Leccién 92 LA PRIMERA FORMA FUNDAMENTAL.
En esta leccién M representara una superficie de R3 de clase C'.

§7. Primera forma_fundamental. Elemento de arco y angulo entre dos
curvas.

I11.38.DEFINICION: Sea p un punto de M. Se liama primera forma fundamental de
fenp ala forma cuadratica lp definida sobre TgM asociada al producto escalar

¢,> inducido sobre T M por el producto escalar <,> candnico de T,R> = RY; ie.

I1.39.NOTA: Si (U,x) es un sistema de coordenadas en p, en 1a base asociada
{x),x2) de T,M, I, tiene una expresidn matricial cuyos coeficientes son los

mismos de 1a métrica <,> en ese sistema de coordenadas, i.e., 5iX=Z;Xix; € T,
entonces

o) = <% X s, X3 %7 > = 3 XM axgxpp = 35 gy XX
Los g = <x;,X;> se 1laman coeficientes de 1a primera forma fundamental en p.
También se emplea 1a notacion g,, =E, gy =F, gpp = G.
€€ ;};z-:d’a:h;-gl < 1kl g £ g ¥
IT.40.NOTA: Obsérvese que si X es un campo vectorial tangente sobre M (cfr.
I1.30) y (U,x} es un sistema de coordenadas de M, entonces

(IL41.1)  X(x(u)) = = Xi(u) x(u),
siendo X' funciones diferenciables sobre U. En efecto, X es diferenciable sii 1o
son las funciones X' en cada sistema de coordenadas. Es evidente que si las

funciones X' son diferenciables, también 1o es la funcion Xex y, por 1o tanto (cfr.

11.12), X es diferenciable. Reciprocamente, si X es diferenciable, entonces lo es
XX y, muitiplicando escalarmente los dos miembros de (I1.41.1) por x;,

(1141.2) Xexxp(u) = 5 X'(u) g;;u).
Si (g) es 1a matriz inversa de (g;), resulta de (11.41.2) que
;<Xex, X (u) gik(u) = Z; 5 X'(u) gizlu) giu),
de donde resulta
X(u) = 2 Kex,xp ) gifu),
tuego X* es una funcién diferenciable.
31 Xj son los vectores basicos asociados a un sistema de coordenadas (U,x),
enonces X;°x~! son campos vectoriales tangentes sobre x(U).

I1.41. NOTA: A menudo abreviaremos la notacién denotando x;*x~! por x;, las
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funciones Xex™' por X, las funciones gpex! y glx! por g; y gl
respectivamente, y si X es un campo vectorial, se escribira a menudo X por X-x.

De este modo nos evitaremos escribir composiciones de funciones en las
férmulas, y una expresion podra interpretarse en cada caso, segdn convenga,
como dependiendo de 1os puntos de 1a superficie M 0 dependiendo de 10S puntos
del abierto U utilizado para el sistema de coordenadas.

Puesto que la primera forma fundamental esta definida sobre el espacio
tangente en cada punto de 1a superficie, tiene sentido definir su accién sobre
campos vectoriales tangentes de 1a siguiente forma:

1(X)(p) = 1,(X(p)) para cada p € M.

En un sistema de coordenadas (U,x) en el que X = 3; X! X;, e escribira

1X) = % g X' %,
(Obsérvese que, de acuerdo con los convenios de notacién indicados
anteriormente, X = 3; Xi x; puede significar Xex = ;X % 0 X = 3 X'ox™! wox7,
y KX =35 g X' puede significar  K(X)ex = Z;; g;; X' X
6 1X) = %5 giyex”! Mex U xdex™),

11.42.NOTA: De modo analogo a como se definié el concepto de vector tangente
a 1o largo de una curva en Bz’, se define un campo vectorial tangente a lo largo

de una curva c:I—»M como una aplicacién diferenciable X 1 — TR tal que
X(t) e TopM. En un sistema de coordenadas (U,x) tal que c(I) € x(U), se escribe

X(t) = Z; Xi(t) xi{c(t)). Se demuestra, como en I1.41, que X(t) es diferenciable sii
X'(t) son diferenciables. Para estos campos vectoriales se define 1(X)t) =

Fect)(X(ED = 23 g;;(8) X(b) ¥'(t), donde gi;(t) es una forma abreviada de escribir
Qij(C(t)).

Obsérvese que si ¢: I — M es una curva diferenciable, entonces su vector
tangente c'(t) es un campo vectorial tangente a 1o larqo de c.

I1.43.NOTA: 5i ¢ 1 —» M es una curva diferenciable y (U%) un sistema de
coordenadas tal que c(I) € x(U), entonces sabemos (cfr. IL.19.d)) que si

x Nett) = (u(t), u¥(t)), entonces c(t) = 3 ui'(t) x, con lo cual Hc(tN'=

<c'(t),c'(t) = 3 g;{(t) u"(t) u'(t) , y 1a longitud de la curva c entre los puntos
Ctg) y c(t) (o, L& 1) o8

s(t) = f lc’(t)] dt = f JIct)) dt = I\/Zij 9; ut dt, de donde
t !

tD 1]
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(ds) Z‘,gJ %‘i %‘5 que en los 1ibros clasicos suele escribirse como

- Jg. dd au.
ij !

I1.44.NOTA: Si «, B : I — M son dos curvas cortandose en un punto p = «(t) =
f3(t), podemos calcular el coseno del angulo 8 formado por 1as dos curvas en p en
téerminos de 10s coeficientes de la primera férmula fundamenial mediante 1a
gxpresion

cose =

'(t), B'(Ey - i,j )
bec'(E)] 13°(E) gy ’
2 9 o 2 g; 0"

donde X e = (U, u?), x.B = (T, T2
I1.45. Dado un sistema de coordenadas (U,x), se 1ilama curva u'-paramétrica a

cada una de las curvas ¢ : 1 —» M de la forma c(t) = x(t,u?y), con Ix{ uZ,} € U.
Aniloga definicién se tiene para las curvas uZ-paramétricas.

I1.46. Si By, es el angulo formado por las curvas paramétricas en un punto,
entonces

g12

T o

Se dice que un sistema de coordenadas es ortogonal sii 1as curvas paramé-
tricas son ortogonales, lo que, por 1a férmula anterior, equivale a que g;; = 0.

cos B

§.8. Area de una superficie.

I11.47 DEFINICION: Sea R € M tal que existe una parametrizacion (U,x) de M tal
que R € x{U). Se llama area de R al nimero posifivo

leinle du' do® = J ¥9 du' du® (siendo g = det (g;))
% () % '(R)
cuando esta integral existe (aunque sea como integral impropia).
Esta definicién es independiente del sistema de coordenadas elegido tal que
R € x(U). En efecto, st (V,y) es otro sistema de coordenadas cumpliendo 1a
misma condicidn, entonces
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lelnyzl av' gy = le1nx2! |det d(x'loy)l av' av? =
v (R y'®
1,2 1.2
J I><1szl du du” = lef"le du du”,

. y .y_i(R) )
donde hemos empleado 1a regla del cambio de variable para una integral en Ia
igualdad que pasa de un rengldn a otro.

11.48. JUSTIFICACION INTUITIVA DE LA DEFINICION DE AREA: Consideremos un
sistema de coordenadas x: U — M. Sea AR un pequefio rectangulo en U de lados

Au', AU x(AR) es una region de x(U) cuyo borde esta constituide por cuatro
segmentos de curvas coordenadas. El segmento de recta de x(ul,u?) a
x(u!,u?)+au' x; es una aproximacion lineal del segmento de curva coordenada
entre x(u',u?) y x(u'+au’,u?) (en efecto:, empleando el desarrollo de Taylor,
x(u'+aul u?)y = x(u',u?) + au' x, + O(Au"), vy, también, dada la curva c(t) =

x(u'+t,u?), 1a longitud de c(t) entre t=0 y t=au' viene aproximada, tomando el
desarrollo de Taylor de gq,, por

1

Au
1 :
S(AU ) = I Y9115 du’ =911 (W) AU’ + 0(au’) = |Au‘x1| + O(Au‘))./ /[G
0

Analogamente se aproxima el segmento de curva coordenada entre x{(u) y
x(ut,u?+Au?) por el segmento de recta entre x(u) y x(u) + Au? X,. Parece natural
también que el area de 1a regidn x(AR) quede aproximada por el paralelogramo de
Tx(u)M con un vértice en x(u) y lados determinados por los segmentos de recta
anteriores. Pero, segin vimos en los Preliminares, el area de un tal
paralelogramo viene dada por [Au'x; A AUZ %ol = Au' Au? YO. El drea de 1a
superficie vendra aproximada por el limite de 1as areas de estos paralelogramos
cuando AU'— 0, 1o que corresponde intuitivamente a 1a definicion dada en 11.48.

Para una formalizacién y tratamiento riguroso de esta justificacién
intuitiva puede consultarse [Do Carmol.
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Leccion 102: EJEMPLOS CLASICOS DE SUPERFICIES.

§9._Superficies de revolucidn.

11.49. DEFINICION: Sea L una 1-variedad de Rs conexa contenida en un piano T
y sea [ una recta contenida en el mismo plano T verificando una de las
siguientes condiciones:
alLNc=8 6 b)LNC=0 y i) Lyr secortan alo sumo en dos puntos.
ii) L es simétriga respecto al eje r. /c
iii) en los puntos de interseccion 1a recta tangente a
L es perpendicularar.
Se Nlama " superficie de revolucion” de 'generalriz’' Ly 'eje de rolacion’ ¢ al

lugar-geométrico de 1os puntos de R’ obtenidos por rotacion de L alrededor de r.

I1.50. NOTA: Intuitivamente es claro que las condiciones i) y iii) son
superfluas. La condicidn ii) se exige para que la superficie no se corte a si
misma, pues en tal caso no seria superficie en 1os puntos de corte.

I1.51. TEOREMA: Una superficie de revolucién es una superficie (en el sentido
de IL1).

DEMOSTRACION: Consideremos (haciendo una rotacion de ejes si es necesario)
la generatriz L contenidaen el plano XZ y como eje Z de coordenadas el eje
de rotacidnr. Sea M 1la superficie de revolucion de eje rotacién r vy generatriz
L. Estudiaremos los casos a)y b) de 11.39 por separado.

Caso a) LNr=05ea {(Iy, Cedleep Una familia de sistemas de coordenadas

de L recubriendo L.Consideremos, para cada weA,
Uge, = Iec 10, 2n[, Uocz =lgxi-n,ml, ¥y Xeg; : Uey —>M definidas por

xai(u,v) = (x(u) cos v, x(u) senv, z{u)), i=1,2, siendo cglt) = (x(t), 0, z(t).
Evidentemente 1a familia {xg, (Ug)yea, -1, Fecubre M. Vamos a ver gue

cada (Ug, Xg.) es un sistema de coordenadas. Denotemos por la, bl el intervalo
10, 20 6 el l-mml (segin i= 1,2). Veamos gque se verifica cada una de las

condiciones de 1a definicion de sitema de coflydenadas: <&

® X, (Uu:;) es un abierto de M. En efecto: cx(lx) es un abjerto de L; por lo tanto,

para cada p = xui(us, u§

=Xex;{Uge;) €XISte una bola abierta B de centro cm(u;) = (x(u;), 0, z(u;)) y radio €

tal que su interseccidn con L esta contenida en cg (Ig).
Supongamos primero que p € LURyL. Entonces, si q = d(p,lT) v r = min {n,€},

) = (x(u;) coS u;f, x(ug) sen uﬁ, z(u;)) = xmi(lmx]a,b[) =

vamos a ver que B(p,r) N M € Xy (Ug.). En efecto: p = xg, (u;, u;j') =R cm(ug )i
p
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562 q &M - Xg (Ug,), entonces qel sii=1 (6 qeRyLsii=2) 6 q= Rug 2 con

2=(xy,0,2zy)ebl-cylly) C L—B(c“(u; ),r). Si q & LCT, es evidente que q&B(p,r)NM.
Sig=R;2 2, entonces  d(q,p) = d(Rug 2, Rug CoclU)) =

= 2 2 2 2 -
=d (("1 COS Uy, X y S€N Ug, Z ), (Xp COS U, Xp S€N Uy, Zp)

142 172
= (X + %5-2X y %p €08 (W-uD)H(z,-2,)) "~ 2 (XF+% - 2%y %+ (2)-2)%) =

=d((xy, 0,2y), (%,0,2)) = d((2, celtp)) 2 T,

luego q & B(p,r) N M.
Sipel, basta tomar 7 =d(p,0} y repetir el argumento anterior para ver
que B(p,r) N M € xpe (Ue,) .

® X, €5 continua, como se deduce de su expresion en coordenadas. Es inyectiva

. NP -1 L. .
por serto cy. La aplicacion inversa Xg; s también continua porque localmente

viene dada por las expresiones u'= c;'(/x%+y?2 0,2), u?=ar tg—i— 6 u?= ar cot -;-
que son continuas donde estan definidas.
® Lamatriz de dxy, viene dada por
X' cos U - x sen u?
X' sen u? x cos U2 |, siendo Cee (U = (x(u"),0,2(u") vy x = _‘Ji, 7=9Z
Z 0

y 10s tres determinantes de 1as submatrices 2x2 son
XX, -XzZsenu’, Xz cosu’

que so0lo se anulan simultaneamente para x(ul) =0 , lo que no ocurre por estar
en el caso a), O para x =0 =7, lo que tampoco ocurre por ser (Ig, Cg) UN
sistema de coordenadas. Luego dxmi es inyectiva.

Casob) LNr+@ Paracada pel-r, sea (I, c,) un sistema de coordenadas
de L enp (i.e. p = cgl(Ig)). Sea I un abierto contenido en I tal que p & Ce(Ip) y
Cllp)NC = @. La familia de sistemas de coordenadas {(Ip, cp = C“llp)]pel.-g
recubre L- r vy, a partir de ella se obtiene, como en el caso a), una familia de
sistemas de coordenadas {(Up;, xpi)]pé__r i=1 2 Que recubren M-r. Sea ahora p e

MAr = LAr. Sea (Iy,cp) un sistema de coordenadas de L en p. Como cp: Ip —» LCR3

es una curva regular, existe un difeomorfismo : Jp — Ip tal que Ep = Cp@p
verifica Ic“:’;,(s)l = 1 (i.e. €p es una reparametrizacién de c respecto de la longitud
de arco)y Cp(0)=p. Sea £>0talque -, ¢l CJdp ¥y bp= EII_E,E[. Asi 1a curva
bp(s) = (x(s), 0,2(s)) verifica z(s) = z(-s), x(-s) = -x(-s). Ademas, como L es
perpendicular ar en p, se verifica b;,(O) = (x'(0),0,2(0)) = (1,0,0). Entonces, por
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el teorema de 1a funcion inversa, como x'(0)==x1, existe un entorno I = -9 7
de O en el que la funcion f: I->R/ f(t) = x(t) es un difeomorfismo sobre su
imagen. Como bp(I) es unabierto de L que contiene a p, existe &> O tal que

B(p,8)NL € by(1).(B(p,8) es 1a bola abierta de B3 de centro p y radio 8). Sea & tal
que by(6) = S(p,6)Nby(1). Consideremos el abierto U = B (0,x(8)), bola abierta de

2
RZ y x% U—sM/ (U u2) = {ul w2 2(r ' (W™ (WD), Veamos que (U,x*) es
un sistema de coordenadas.

. x*(U) es un abierto de M, pues x*{(U) = M N B(p,5).

- Apartir de 1a expresion de x* (es como el grafo de una aplicacién continua) es
inmediato que x* es continua, inyectiva, con inversa continua y con diferencial
inyectiva.

11.52. DEFINICION: Sea M una superficie de revolucion . Las curvas de 1a
superficie que se obtienen por rotacion de un punto se llaman para/e/os y las
que se obtienen por interseccién de la superficie con un plano conteniendo al eje
de rotacién se 1laman meridianos . Obsérvese que cualquier meridiano se puede
considerar como generatriz de M.

I1.53: PROPOSICION: Sea (U,x) una parametrizacion de una superficie de
revolucion de la forma x(ul, u2) = (f(ul) cos u2, f(u!) sen u2, g(u)) (donde (f,0,
g) es una parametrizacion de la 1-variedad generatriz L). Entonces los
coeficientes de 1a primera forma fundamental en este sistema de coordenadas
son

=2, 2 _ _
g’i—f +g 912_0 922-

DEMOSTRACION: Calculemos:
X, = (f" cos w2, f sen uz, g), %p = (- sen uz, f cos u?, 0),

= = 2 2 = = = 2
g, Ky, X =75+ g5, Ky, X> =0 o e,

912

" 1.54. NOTA: Obsérvese que en ta parametrizacion de 11.43 los paralelos son las

curvas coordenadas u?, y los meridianos las curvas coordenadas u’, yaueg, =0,
i.e., en estos sistemas de coordenadas las curvas coordenadas son ortogonales.

I1.55. EJERCICIO: 35i la 1-variedad generatirz L es orientable y M es una
superficie de revolucion de ejer, con LNr =@, entonces M es orientable.

§10. Superficies regladas
Una superficie reglada es 1a que se obtiene por el movimiento de una recta
que se apoya sobre una curva. Con mas precision;

64



SUPERFICIES DE R3

I11.56: Sea c: I->R> una curva geomeétrica regular (en el sentido del capitulo I).

Sea w: I-»R° una funcién diferenciable tal que w(u) *+ 0 wuel. Se llama

superficie reglada de directriz c¢ al conjunto imagen de la aplicacion
6/ (1571) % 1xJ—> R/ x(u,v) = c{u) + v wiu),
Jiendo J un intervalo abierto de R (con frecuencia J = R).
Paracada u=u, €I, el conjunto {x(u., v) veJ] es una recta o segmento

abierto de recta. Cada una de estas rectas se 11ama generatriz de 1a superficie.

Al estudiar ejemplos o tipos concretos de superficies regladas veremos que
estos ejemplos son superficies en el sentide de 1a definicién IL1. en “casi
todos sus puntos”. Para esos puntos en los que una superficie reglada es
superficie tiene sentido hablar de plano tangente, y ello permite dar la
definicidn del primer tipo de estas superficies.

IL.57. DEFINICION: Una superficie reglada M se dice desarrollable si en los

) ¢/ buntos en los que (IL57.1) define un sistema de coordenadas de un abierto
U< IxJsobre un subconjunto de M se verifica que su plano tangente (o, 1o que
es lo mismo, su vector normal) es constante a lo largo de cada generatriz.

En Tos puntos de M en los que estd definido el concepto de desarroliable,
decir que el vector normal N es constante a lo largo de cada generatriz es
equivalente a decir que es constante a lo largo de las curvas v-coordenadas, i.e.
ser desarrollable equivale a dN/ov = 0.

11.58. PROPOSICION: Una superficie reglada M dada por (11.57/1) es una
superficie reglada desarroliable sii en 10s puntos en 105 que (II.S,?.’ 1) define un
sistema de coordenadas se verifica

{CAW,W>=0
DEMOSTRACION: Por ser <N,N> =1, derivando < Ny,N >= 0 (N,= 2 N/av), luego

0 Ny es tangente 2 M. Por otra parte, derivando en (II.;I’6.1 ) se tiene
Xg=ClW+vwi), x,=wlu), Xy =W, Xy=0.

Como (N=x),, (u,v) & Tx(u v)' Ny es cero sii es perpendicular a los dos vectores
de 1a base de Tx(u,v)M’ Xy Y Xy- Ahora bien:

_D _ ] :
=57 SN XG> = KNG x>+ KN Xy > = KN, x>+ <N, WD

0= CN, x> = <Ny, > # <N Xy = KNG, Xy,

Luego Ny =0 sii <N, w'> =0 sii {x A%, w> =< c+vw)aw, w=
=XCcAw,w>=0 caqd

11.59. DEFINICION: Sea c¢: I-R> una curva (geométrica) regular. Se llama

superficie desarrollable tangencial de dicha curva a la superficie reglada dada
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por x: 1x R—R>/ x(u,v) = c(u) + v c'(u).
Evidentemente 1a desarrollable tangencial de una curva es una superficie

reglada desarroliable, puestoque < cAaw,w>=<{cAcC,c'>=0.

I1.60. NOTA: Para que 1a superficie desarrollable tangencial de una curva curva
c sea una superficie de 1a cual x(uyv) = c{u) + v c'(u) sea un sistema de
coordenadas es necesario que ¢ tenga curvatura no nula en todo punto. En
efecto, que x sea un sistema de coordenadas implica que dx sea inyectiva, 10

que equivale a Xy A X, =(C+VC")AC =vC" AC %0, 1o que equivale ak = le'act
Ic']

+ 0 (recuérdese {cfr cap 1) que esto también equivale a que se cumplan las

condiciones del teorema de existencia y unicidad de referencia de Frenet

distinguida, o aque C' vy ¢" sean linealmente independientes).

Obsérvese también que, por el mismo motivo del parrafo anterior, en los
puntos de la curva c(u) (puntos v=0) x(u,v) nc es un sistema de coordenadas de
la desarrollable tangencial. Se dice que los puntos de 1a curva ¢ son puntos
singutares de su desarroilable tangencial. Por ejemplo, si C €S una
circunferencia, su desarroilable tangencial es todo el plano en que esta
contenida menos el interior del disco que determina c, y este conjunto en los
puntos de ¢ no es ni siquiera una superficie.

11.61. DEFINICION: Sea c: I-»R’ una curva regular plana, X un vector fijo de B’

no paralelo al plano que contiene a c(i). Se 1lama cilindro de curva directriz cy

generatriz X ala superficie reglada dada por x(u,v) = c(u) + vX, (u,v) e IxR.
Evidentemente un cilindro es una superficie reglada desarrollable, pues

CCAwWwW>=L{CcAw,0>=0.

I1.62. PROPOSICION: 5i c (I) es una l-variedad y 1a restriccion Clii deca

subintervalos I; € 1 da sistemas de coordenadas de c(I) recubriendo c(I),
entonces el cilindro M = { x{u,v) = ¢(u) + vX, (u,v) e IxR} es una superficie en el
sentidode IT.1 y XII-RB son sistemas de coordenadas de esta superficie.

1

DEMOSTRACION: Sean I;, Ul; =1, los subintervalos de 1 tales que (Ii:dli) es
un sistema de coordenadas de c(I). Vamos a ver que M, {(I; x R, x; = Xllixn)}
cumplen 1as condiciones de 1a definicion de superficie I1.1.

- X|pxg ©Sbivectiva y continua por serlo c {cluy) + viX - (clup) + voX) = 0
€ clup) -clup) + (vi-vadXk =0 € clu)-clu) =0 vy vy~vp =0, vya que
cluy) - c(uy) estd en el plano que contiene a c(I)y X no).
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. xi" es continua. En efecto, tenemos [X| = 1y el plano XY como plano conte-

niendo a c(l), se tiene entonces que, si c(u) = (x1(u), ¥2(u),0), entonces x(u,v) =
(x1+vX1, x2+yX2, vX3), siendo X = (X1,X2,%3), de donde resulta que, si x(u,v) = (&1,

;3

=,
X
2 3

t
(c“(;‘—ﬁ%, gz~g3§—, 0), :_3 }, que es continua.

22, z%), entonces v ==, c(u) = (z'- vX!,22- vX2,0), luego % '(z!, 22, #3) =

. X(I;x R) esun abierto de M = x(I x B). En efecto, consideremos 1a aplicacion
f: x(1 x R) =3 c(I)/ f(x(u,v)) = f(c(u) + vX) = c(u), que es 1a restriccibn aM de 1a
<P.—p N> ¥

{XN>
{p,=Ml, N LTI, T plano conteniendo c{(l)), gue es continua, luego f es continua.

aplicacion f proyeccion sobre T1 en la direccion de X: T(p) = p +

Como c(I;} es un abierto de c(1), £~ (c(1;)) es un abierto de M, pero f"'(c(Ii)) =
{c(u) + vX/uel]} = x(I,x B).

. X es diferenciable por serlo c.

. dx es inyectiva. En efecto, dx inyectiva equivale a que X AXy * 0, pero X Axy =
¢’ A X+ 0ya que c’ esta en el plano que contiene a c(I) y X no.

I1.63. DEFINICION: Sea c: I-»R® una curva regular plana (c(I)C plano 1) y sea

peR3-T1. L1amaremos cono de vértice p y curva directriz c a 1a superficie reglada
x(u,v) = c(u) + v (c(u)-p) = (1+v) c(u} - v p (u,v) e IxR.

Evidentemente se trata de una superficie regiada desarroliable, pues {C'AwW, W' > =
=< ¢ Aalcp),c>=0.

11.64. PROPOSICION: Sea M un cono de vértice p y curva directriz c.I—»RB. Si
c(I) es una 1-variedad y 1a restriccion clj, de ¢ a subintervalos Iic I da

sistemas de coordenadas de c(I) tales que Uc(I;} = c(I), entonces M-{p} es una
superficie en el sentido de I1.1 y Xlj;x(Rr-(-1)) Son sistemas de coordenadas de
esta superficie.

DEMOSTRACION: Evidentemente U; x{Lx(R-{-1])) = x{Ix(R-(-1})} = M-[p]).
Veamos que cada (I;x(R-{-1}}), x) cumple las condiciones de 1a definicién IL1.}

- Xl;x(R-t-13) @S biyectivay continua por serlo ¢ {c(u,) + v4(clu,)-p) = cu,) + v,
(clug)-p) = (cuy) - cluy) = vy (eluy)-p) -vylcluy)- p)-= vy (clug)-cluy)) = (vy-v5)
{c{ug)-p), y como cluy) - c(uy) e Ty cuy) -p & TT, V-V, =0,y esto implica, como
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vE-1, que cluy) =clUy), Y Uy = Up.).
. X' es continua. En efecto, tomando ¢ contenida en el plano XY Y P = (Xo,Ye,Ze),

x(u,v) = (1+v) (x1(u), X2(U),0) = v(xXo,ye,z0) = ((1+vIx'- Vs, (1+VIX2 = vys, - vZo), de

z 3 -2
donde x”' (z', 82, £9) = (@'~ S-x) 7 (1ww), (82- 2722 7 (1wv)), 32)
3 . )
(donde v = _——-;) que es continua.

. x(lix(ll—[—ﬂ)) es un abierto de M-{p). En efecto, consideremos la aplicacién
f:M-{p} —» (1) dada por f(c(u) = v(c{u)-p) = c{u), que es la restriccién a M de

f : R3-T'—sT dada por T (q)=p + <p--p.N>

<Ny (q-p) (p.€ll, NLTT), siendo T el plano

paraleto a [T pasando por p, luego f es continua. Como c(I;) es un abierto de c(1),

£(c(1;)) = X(1,xR-{-1} es un abierto de M-(p).
. X es diferenciabte por serlo c.

. dx es inyectiva. En efecto, xyA Xy = (1+v) ¢’ A (c-p) * 0O, puesto que c'sll ¥
(c-p) ¢TI

11.65. NOTA: Observemos que la superficie regiada representada por
®(u,v) = c(u) + vw(u)(uyv) e IxR es la misma que la representada por

¥*¥(uvi=clu) +v I—m—i(u) (uv) e IxR; i.e. x*(IxR) = x (IxR) = M, vy las dos tienen

l1a misma curva directriz y 1as mismas rectas generatrices. Ademas, si {U, x) es
un sistema de coordenadas para un subconjunto de ™M gque es superficie,

entonces (f"U), x*) es un sistema de coordenadas del mismo subconjunto,
siendo f: IxR —IxR/ (u,v) —> (u, ﬁf

inversa " (u,v) —>{(u, lwl v) diferenciable.
Por 1o tanto, a partir de ahora consideraremos superficies regladas en las
que fw| = 1.

),yaque x*=xef y fes diferenciable con

11.66. DEFINICION: Una superficie reglada x{u,v) = c{u) + vw(u) (con iw(u)l=1)
diremos que es no cilindrica si para todo u e I, w'(u) #+ O (por oposicién a 1o que
ocurre en 10s cilindros de 1a definicién 11.62).

I1.67. DEFINICION: 5ea M una superficie reglada no citindrica. Se 1lama /inez
ae estriccion de M a una curva regular scbre M tal que, en cada punto, su
vector tangente es perpendicular a w'(u).

31 consideramos, por ejemplo, 1a superficie desarrotlable tangencial de una
curva ¢, una linea de estriccion de dicha superficie seria 1a propia curva c.
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11.68. DEFINICION: Dadas dos aplicaciones x : IxJ~» R3/ x(u,v) = c(u) + v w(u),
¥ [éxJ% -3 RI/x%(uxv®) = cX(u*) + v* w*(UX) representan la misma
superficie reglada con curvas directrices distintas si existe un difeomorfismo

@ : I-> I* tal que w¥(ep (u) ) = w(u) y las rectas c*(e (U} ) + v* w*(e (u) ) y c(u)
+ v w(u) coinciden paracada uel

¥9r.69. PROPOSICION: Si x(u,v) = c(u) + vw(u) es una superficie reglada no
cilindrica, su linea de estriccidon es 1a curva B(u) = c(u) + v(u) w(u), donde v(u) =
__ <), wiw) >
<wilu), wiiu) >
directriz para 1a superficie reglada.
DEMOSTRACION: Si existe una linea de estriccion, ha de ser una curva de x{(u,v)
y, por 1o tanto, tocalmente ha de escribirse como g(u) = c(u) - v{u) w(u), con v{u)
diferenciable si B 1o es. Para que una tal curva p sea linea de estriccion ha de

verificarse que <B W> =0, ie < +VvV W+VvW ,6 w>=0, pero como |wi=1,

. Ademas, 1a linea de estriccién no depende de la eleccion de la

w,w?> =0, luego <p'w'> =0 equivalea <c, w> =-v <w, w, ie v=
_Lcw?
{W,W)>>
una linea de estriccion, con lo que queda probada la primera parte de la
proposicion.
Sea ahora x*(u¥*,v¥) = c*¥(u*) + v¥w*¥(u*) una parametrizacion de 1a misma
superficie reglada con curva directriz c*{(u*). De acuerdo con 1a primera parte de
irectriz Serd BR(UX)= CR(URY - - aWX2
la proposicidn su curva directriz sera p*(u%)= c*(u¥) W WS w(U%),
Sea ¢: [-3I* el difeomorfismo tal que wXep(u) =w(u) y lasrectas c*ep(u) +
v* wXe(U) v c(u) + v wlu) coinciden. Sea f= ¢!, La coincidencia de 1as rectas
anteriores define una apticacion (u,v) —» v*(u,v) tal que c¥ewp (u) + V¥ (U,v)
w*s(u) = c(u) + v w(u). Se tiene entonces que:

. Por otro 1ado v definida de esta forma es diferenciable y hace de B

_ _ K{cRag)f', (WXeq) "> _
B(e(u) ) = cXem(u) - - (Wrea) T (w*m). f.> WXep(u) =

(eryw-22 (w*ow)-v*(w*otp) Aw¥en) >
= c(u) + vw{u) - v¥(u,vI)W*ep(u) - ou (W¥arp)
{(wep), (WXerp)' >

= lcomo {w,w'> =0| =

{c’ w> <wi,w'> <w WD
= x* - ? F3 =
clu) + vw(u) - v¥w(u) - W ,>w v———-< : ,>w+v o >w Blu),
10 que prueba 1a segunda parte de la proposicidn. n.

Vamos a dar ahora una interpretacion geométrica de la linea de estriccion.
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11.70. NOTA: Dada una superficie regiada no cilindrica x(u,v) = c(u) + vw(u),
lwl = 1, sea Ly, la generatriz pasando por c(u). Como W'+ 0, para €
suficientemente pequefio, Lysg no s paralela a Ly Al no ser Ly ¥ Lysg

paralelas, existira un punto p(e) de L, y otro de Lys+¢ Unicos tales que la
distancia entre ellos sea la distancia entre Ly ¥ Ly+g Vamos a ver que cuando €
—» 0, p(e)—»g(u) (punto de 1a linea de estriccidén en Ly). En efecto:

Consideremos primero el caso general de dos rectas de R3, a+tX, Db+ty,
Xi=I¥Yl=1, X+Y Sean a+teX, b+t,Y los puntos donde se alcanza la minima

distancia entre las dos rectas. Entonces el vector que une 10s dos puntos es
perpendicular a los vectores directores de 1as rectas, i.e.

b+t ¥-(a+teX),X>=0 y <b+1{,Y-(a+teX), Y> = 0, de donde

_ <2 )OI’ - <b-ay><Y XD

2, 2 2
XI" Yl - <X,)Y>
Consideremos ahora el caso en que las rectas son Ly = c(u) + vw(u) vy
Lurg = clute) + v wlu+e). Entonces, por la discusién hecha antes para el caso

general, p(g) =c(u) + v(e) w (u), con

te

<o(u) - clu+e), wluy> - <clu) - clu+e), wlu+e)> <wlu), w (u+e)>.

v(g) = >
<wu), wlu+g) > -1

Tomando limites cuando € —» 0, aplicando la regla de 1'Hopital dos
veces, queda:
lil—n-;ﬂ v(€) =L1_r¥_;0 {[ {-clure)wlu) >—((-< Clure) Wlure) >+  clul-clrE) WL+E) > KWL wu+e) > +
+ < cU)-c(u+£), WILHE) > W) W (UHE) >/ 2¢ W) WIHE) > < WD W(LHE)> | =
- lim [-<cr(ure), wlu)>-{(-<c",w>-<c W' >-<c W >+0).1+0+
+{{-c',w >+O)<w,w'>+0}]/[ 2¢W,W ><w,w>+2.1.4{w,w">] =
=< owy/ <ww,
y como |w] = 1 implica <w,w'> =0y (w,w"™ + <w',w" = 0, resulta que

lim v(e) = - SCW, wiw>
E=0 <w'lu), wiu)>

lim =
de donde /M p(e) = plw). .

v{u),

La proxima proposicidn dice que los puntos singulares de una superficie
reglada no cilindrica (i.e., los puntos donde dx no es inyectiva) se distribuyen a
lo largo de su linea de estriccion:
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I11.71. PROPOSICION: Si M es una superficie reglada no cilindrica se puede
parametrizar de la forma x(u,v) = g{uw) + v w(u), donde B(u) es la linea de
estriccién de M, y 1os puntos singulares de 1a parametrizacidn, si existen, estan
contenidos en 1a linea de estriccion.

DEMOSTRACION: Dada una parametrizacion x*{u,v) = c(u) + v¥ w(u) de M, x(u,v)
= B(u) + v w(u) verifica las condiciones de 11.69 con ¢ = id, 10 que prueba ia
primera asercién de 1a proposicién. Veamos ahora como son 10s puntos
singuiares de x. Son aquellos en 10 que [x,AX,| = 0, pero x,Ax, = (B' + vW')Aw =

= f'AwW + v WAW. Ahora bien, <w',w> =0,y <B,w'>=0, luego BAW = =AW Yy

koo l2 =w + v wawi? = DEIws M Iwaw=0 sii A\=0=v,yaque W' +
O por ser M no cilindricay, por tanto, w'aw=0. Por lo tanto Ix,ax,| =0 implica
v =0, i.e., los puntos en los que XX, =0 estanen B. 0.

I1.72. NOTA: A lo largo de 1a demostracion anterior hemos visto que para que
un punto de la linea de estricciébn sea un punto singular es necesario v
suficiente que A =0, siendo B'AwW = Aw'. De esta U(ltima expresidn podemos
{BAW, W' >
W, ow> '’
condicién -cfr.IL59- para que una superficie reglada sea desarroliable).
El parametro Mu) anterior se llama parametro de distribucion de la
superficie reglada x. L.

caicular \ = ,demodoque A=0 sii {p'Aw,w'> =0 (que es 1a

I1.73. COROLARIO: En una superficie reglada desarrollable no cilindrica la
linea de estriccion B es el conjunto de los puntos singulares de la
parametrizacion x{u,v) = pu) + v w(u). 0.

Veamos ahora algunos e jemplos de superficies regladas no desarrollables.

11.74. LA CINTA DE MOBIUS (cfr.I1.38) es una superf icie reglada como se ve
considerando 1a parametrizacion
x(u,v) =(2senu, 2 cosu, 0)+
~gen 4 - U U
v {-sen > Sen U, - sen 5 S U, C0S 2),
¥ no es desarroilabie porque

{CAWW D> =2 %0,

11.75. El. HELICOIDE es la superficie
reglada M lugar geométrico de las rectas
que pasan por la hélice (cos u, senu, au) y
cortan al eje Z perpendicularmente. Se
puede parametrizar por la aplicacion
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® = Vim i

::U/W‘L-t
x: R—3McR3 dada por x(u,v) =(0, 0, au) + v{cosu, sen u, 0) = (v cos u, v sen u, ¢

au). M es una superficie en todos sus puntos, ya que (RZ,x) es un sistema de @ f% ﬂ /“;

,W
coordenadas recubriendo M. En efecto: x(R?) es un abierto de M por ser todo M;
X s inyectiva, pues si (v' cos u', v’ sen U, au') = (v cos u, v sen u, au), entonces ,, } :
u=uy v=v; x escontinua evudentemente y, localmente, su inversa se {§%/ ) =1

puede expresar por vl ﬁi
Al 42 A3 (X Y i) 42 43 (X 2P !
2 (52 6 i 22 (F ),
)ﬁ,eﬁ? sen— /s

lo que indica que x~! también es continua. Luego x: R%-3M es un homeomorfismo.
Ademas X,A%,=(-vsenu,vcosu,a)Alcosuy, senu, 0) = (-asenu, acosu, -v)

* 0 para todo (u,v) e Bz, luego dx es inyectiva en todo punto.
Ademas, en el helicoide w'(u) = (~sen uy, cos u, 0) # 0O, i.e., el helicoide es

una superficie reglada no cilindricay, - <c',w'> =0, i.e. (0, 0, au) es su linea de
estriccidn. Entonces, como x{u,v) es un sistema de coordenadas ( lo que implica
que X es no singular) para todo u,veR?, de 1173 se sigue que M no es
desarrollable. Esto se puede ver tambien mediante el calculo directo: {C'Aw,w'> =

= (0, 0, au) A (cos u, sen u, 0), (-senu, cosu, 0)>=a % 0.

I1.76. Vamos a dar ahora una aproximacidon a una clasificacion de las
superficies desarrollables no cilindricas. Usando como curva directriz 1a linea
de e;(triccién, se pueden parametrizar en 1a forma x(u,v) = p(u) + v w{u). /S
a)Si p(u) =0 wuel la linea de estriccion es un punto y la superficie
@s un cono de vértice ese punto.
b} Si B(u)+ 0 ¥uel, como <{B'Aw, w'> = 0 por ser desarrollable y w y

1 1 13 k) B
B' son ortogonales a w' entonces B esparaleloaw, ie, w= 87 conlocual x

I
es la desarroilable tangencial de B.

§11. Superficies cuadricas.
Son aquellas que vienen definidas por una ecuacién de la forma f(x,y,z) = 0

(i.e.M=11(0), donde f(x!,x2 x3)= Z ay; X, x“Eb X+ C.

Basicamente las superficies cuadmcas se reducen a alguno de los tipos
siguientes (ver Geometria 29). I

ESFERA: Ecuacion implicita: x2+y2+z2 = a2,

Se puede considerar como una superficie de
revolucion.
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ELIPSOIDE: Esta superficie tiene 1a ecua- |
2 y2 .2
cién LS Ay ai

a 2 c? |

Los planos perpendiculares a los ejes
cortan a la superficie en una familia de
elipses semejantes.

31 a = Db los planos perpendiculares al
eje Z cortan a 1la superficie en
circunferencias y el elipsoide es entonces
una superficie de revolucion (elipsoide de
revolucidn) alrededor del eje Z.

HIPERBOLOIDE ELIPTICO DE UNA HOJA

2

Tiene la ecuacién iz A z- = |

Las secciones de la superficie con planos

perpendiculares al eje Z son elipses, y cono

10s planos perpendiculares a los ejes X e Y

son hipérbolas. Cuando a = b se puede

obtener por revolucidn de una hipérbola
airededor del eje Z (hiperboloide de |
revolucion).

Es una superficie reglada. Mas, doblemente reglada. Puede ser parametrizada por:
x(u,v)=(acosu,bsenuy,0)+v(-asenuy,bcosuy,c) & por
x(u,v)=(acosu,bsenu, 0)+v(asenu, -bcosu,c)

x2 Y2 _

En ambos casos 1as rectas generatrices pasan por 1a elipse —5 t5= 1,2=0,v

a b
son perpendiculares al radio vector en cada punto, pero tienen direcciones
diferentes. Para un hiperboloide de revolucién es posible demostrar visualmente
que se frata de una superficie reglada mediante el aparato de la fagura a
continuacion
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HIPERBOLOIDE ELIPTICO DE DOS HOJAS.

2
La ecuacion es x_j + y—2 -2—§= -1
a“ p°c
Los planos perpendiculares al eje Z cortan
a la superficie (cuando 1a cortan) en
elipses, y 10s perpendiculares a ios ejes X
e Y en hipérbolas. Sin embargo 1a
superficie tiene un aspecto muy diferente
al del hiperboloide eliptico de una hoja.
Una vez mas, cuando a = b se trata de una

superficie de revolucion.

PARABOLOIDE ELIPTICO

2 2
" _ X b)
La ecuaciones z = =t

d b
Los planos perpendiculares al eje Z cortan
a la superficie en elipses semejantes. Los
planos perpendiculares a 10s otros ejes 1a
cortan en parabolas. Cuando a=b tenemos
un paraboloide de revelucion.

PARABOLOIDE HIPERBOLICO

2 2

L. ¥ y
Laecuacitnes z=— -—
a2 bz

Los planos perpendiculares al eje Y cortan a l1a superficie en parabolas, y los
perpendiculares al eje X la cortan en parabolas apuntando hacia el 1ado opuesto.
Los planos perpendiculares al eje Z cortan a la superficie en hipérbotas con el
eje en una direccion cuando el plano esta por encima del plano XY, y con el eje
en direccion perpendicular cuando el plano esta por debajo del plano XY. El plano

XY corta a la superficie en dos rectas que se cortan en el origen.
Esta superficie es doblemente reglada. Puede parametrizarse como

x(u,v) = (ay, O,u%) + v(a,b, 2u) 6 x(uv) = (au,0,u?) + v%a,_ ~b, 2u).

Z




PROBLEMAS CAP. I

PROBLEMAS DEL CAPITULO |1

1.- Demostrar que la esfera es una superficie a) usando coordenadas
esféricas b) usando la proyeccitén esterecgrafica.

2.- Demostrar que el cilindro C = {(z,y,z) € R3 / x24y2 = r2] es una
superficie a) usando proyecciocnes sobre los planos coordenados,
b)usando coordenadas cilindricas, c)usando el teorema de la funcién
implicita.

3.- 8a f: R3 > R/ f(x,y,2) = 22. 4Es £-1(0) una superficie regular?.
Comentar la respuesta.

4. - Sean dos puntos p(t) v q(t) que se mueven con la misma velocidad,
p(t) partiendo de (0,0,0) se mueve sobre el eje Z y gq(t) partiendo de
(2,0,0), a=0, se musve paralelamente al eje Y. La recta que une ambos
puntos en sus difarentes posiciones genera una superficie S. Demostrar
que S es una superficie regular. ;Qué tipo de superficie es?.

5.- Demostrar que si todas las rectas normales a una superficis conexa
pasan por un punto fijo, entonces la superficie estd4 contenida en una
esfera.y calcular dh(p)(wv), v € oM.

7.- Sea 82 € RJ la esfera unidad de centro el origen, y sea R; g : R3
~ R3 la rotacién de 4ngulo O alradedor del eje Z. Ver que Rz o

restringida a $2 es una aplicacion diferenciable de 52 en si misma y
calcular (dRz g)(p) en un punto arbitrario p de 82,

8.- Mostrar que la ecuacién del plano tangente de una superficie que as
el grafo de una funcién diferenciable z=£(x,y) en el punto p, = (x%4,¥o)
viene dado por z = £(xp,Yo) + f£x(%o.¥o)(x-%p) + Z£y(%0,Y0)(¥-Y0)-
Mostrar, con ello, que el plano tangente &3 (en un sentido que hay que
precisar} el grafo de la diferencial df(p).

9.- Sea S C R3 una superficie, y sea £:5 - R dada por £(p) = |p-Pol.
donde pES, pgE R3, py#S. (a)Probar que f es diferenciable. (b)Probar
que df(p) = 0 sii la recta uniendo p con p, es normal a S en p.

10 .- Sea %(0,¢) = (sen 8 cos ¢, sen O sen §, cos 8) una parametrizacidn
de la esfera unidad $2. Sea P el plano x =z cot @, 0 < @ < =mn, vy 8 el
4ngulo agudo gue la cuzrva P N S2 forma con el semimeridianc ¢ = ¢,.
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Calcular cos 8.

11.- Dada la superficie parametrizada

x{u,v) = (u cos v, u sen v, log cos v + u), -nf2 < v < n/2,
mostrar que las dos curvas x(uj,v), x{ujp,v) determinan segmentos de
longitudes iguales sobre todas las curvas x(u,cte).

12.- Mostrar que x(u,v) = (u sen®® cosv, u sen® senv, u cosf) O<u<ee,

0<v<2n, (=cte, es una parametrizacién del cono con 20 como dnguloc del
vértice. En el correspondiente entornc coordenado, demostrar gue 1la
curva x{c exp(v senl cotf), v) c=cte, B=cte, corta a las generatrices
del cono (curvas v=cte) bajo el &ngulo cte 8.

13. -Supongamos que las curvas paramétricas sobre una superficie M son
ortogonales. Probar que la acuacién diferancial de las curvas de M
bisecando los angulos de las lineas paramétricas es E{du)2 -G(dv)2 = 0.

14 .- a)las curvas coordenadas de una parametrizacién x(u,v) se dice gue
constituyen una red de Tchebyshef si las longitudes de los lados
opuestos de cualquier cuadriladterc formade por ellas son iguales.
Mostrar que una condicidén necesaria y suficiente para esto es (0E/dv) =
(9G/8u) = 0. b)Probar que cuande las curvas coordenadas constituyen una
rad de Tchebyshef es posible parametrizar el entorno coordenadoc de tal
manera que los nuevos coeficientes de la primera forma fundamental sean
E=l, F=cosf, G=1, donde 8 es el 4ngulo que forman 1las ocurvas
coordenadas.

15.-8ea M una superficie orientable y sean {Uy} y {Vp} dos familias de

entornos coordenados que recubren M y satisfacen (cada familia) 1la
condicidon de que los cambics de coordenadas tiensn jacobiano positivo.
Decimos que {Uy} y {Vg} determinan la misma orientacién de M si 1la

union de las dos familias satisface de nuevo esta condicién. Probar que
una superficie orientable y conexa soclo puede tener dos orientaciones
distintas.

16.-8ea £:M] —» My un difeomorfismo de superficies. (a)Mostrar que M1 es
orientable s8ii Mz lo es (i.e: 1a orientabilidad se conserva por
difeomorfismos).(b)Sean M1 y Ms orientables y orientadas. Probar que el
difeomorfismo f dinduce una orientacién en Mz, Usar la aplicacién
antipoda de la esfera (la que a un punto le hace corresponder su cpuesto
o antipoda) para mostrar que esta orientacién puede ser distinta de la
inicial (asi, 1la orientacién misma puede no conservarse por
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difeomorfismos; notar, sin embargo, que si M} y Ms son conexas,
undifeomorfismo o conserva o invierte la orientacién).

17 -Calcular el 4&rea del toro obtenido por revolucién de una
circunferenciade radic a alrededor de un eje en el planoc de esta
circunferenciaz a una distancia b de su centro (b:a).

18.Calcular el area de la trompeta: superficie obtenidad por revolucidn
de la curva (u, ¢ e4/¢,0) alrededor del eje x. (c es una constante).

19.-Sea c:1 = RJ3 una curva parametrizada regular. Se llama tubo
ragular de radio r alrededor de ¢ a la superficie parametrizada x(s,v) =
c(s) + r {(ez(s) cosv +e3(s) senv). Cuando =x(s,v) es una superficie
regular, probar que su Area es igual a 2nr veces la longitud de c.

20.-Mostrar que sobre una superficie M con pardmetres u, v las

trayectorias ortogonales de las curvas a du + b dv = 0 vienen dadas por
(Eb-Fa)de + (Fb-Ga)dv =0.

21.-Sea 6 el Angulc en el punto (u,v) entre las dos direcciones dadas
por la ecuacién a (du)2 + 2 bdu dv + c (dv)2 = 0. Probar que
tg 8 = 2(V(EG-F2) V/(b2-ac) / (Ec-2F b + G a)).

22 . -Dar una expresiSn de la primera forma fundamental cuandc una
suparficie viene dada por z=g(x,y) y cuando viene dada por f£(x,y,z) = 0.

23.~ Demostrar que =i todas las rectas normales a una superficie M
cortan a una recta fija r, y los planocs ortogonales a r y los quse
contienen a r cortan a2 M en l-variedades conexas, entonces M esta
incluida en una superficie de revoluecidn.

24 - La superficie x{u,v)= (u2 + 2 u v, u + v, wd + 3 u2 v}, ses
raglada?, j,cuando es daesarrollable?.

25.- Dada la superficie x{u,v) = {a cosv + 2 u sanv, a senv ~ a u o8V,
b u). (a)Ver que es una superficie reglada nc desarrollable. {b)Calcular
la linea de estriccién. (c)Ver que las generatrices cortan a la linea de
estriceioén bajo un angulo constante.

26.- Demostrar que la superficie =z = a x y, a=0, es una superficie
reglada. Hallar la linea de estriccidn.
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GEOMETRIA LOCAL EXTRINSECA

CAPITULO TII: GFOMETRIA LOCAI EXTRINSECA DE UNA SUPERFICIE DE_R°®
Leccion 112: APLICACION DE WEINGARTEN

S§1. Preliminares

El estudio local de 1as curvas realizado en el capitulo I se basaba en 1a
obtencién de férmulas que daban la variacion de una referencia candnica
asociada a la curva. En el caso de una superficie no hay una referencia candnica
(depende del sistema de coordenadas), pero si hay localmente un campo
vectorial bien definido (salvo el signo): el vector unitario normal. Sera ia
variacion de este vector 1a herramienta que usaremos para el estudio de la
forma local de la superficie. Esta variacion vendra dada por un endomorfismo
lineal en cada espacio tangente que llamaremos “aplicacion de Weingarten” u
"operador de forma“. Como en el caso de las curvas, se justificara que este
operador realmente mide la forma de 1a superficie al demostrar que dos
superficies congruentes tiene los mismos "operadores de forma“. Consecuencia
de ello sera gue los invariantes algebraicos {determinante, traza, ...) de los
operadores de forma tendran un significado geomeétrico en l1a superficie.

Para dar una formalizacion a la expresion “variacion del campo vectorial
unitario normat” necesitamos primero hacer algunas consideraciones:

En I1.30. introdujimos el concepto de campo vectorial a lo largo de una
superficie. Un tal campo vectorial resulta ser una aplicacién entre

subvariedades de R> y TR= RE', por 1o tanto tiene sentido hablar de su
diferencial y, por analogia con el caso de las aplicaciones entre espacios
euclideos, de 1a derivada direccionatl:

I111.1_.NOTA: Dado un campo vecitoria] Z: U — TR sobre un abierto U de una
superficie M, de acuerdo con I1.30, se puede considerar Z de la forma Z(p) = (p,

Z%(p)), siendo Z*: U— B3 una apticacion diferenciable, y dZ = I®dZ*, con 1o cual
dZ y dZ* 1levan a misma informacion sobre el campo Z. De ahora en adetante por
dZ entenderemos dz*.

Por otro lado, 1a identificacién naturai de Tzx(p) B3 con Ty R mediante la
aplicacion o:Tyx(,)R*TpR*/e{(Z*(p),Y)) = (p,Y) permite considerar dZ*(p)

como aplicacion de T,M en T,R>.
Seguiremos a partir de ahora los dos convenios anteriores, i.e, dado un
campo vectorial Z sobre un abierto U de M, identificaremos dZ(p)(X) con
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(dZX(PIX) ¥XETM, ¥ el

I1.2. NOTA: Dado un campo vectorial Z sobre M, de ia nota anterior y de
(I122.1) resulta que ¥peM, ¥XeT My unacurva c: I-M tal que c(0) = p, ¢'(0) =
X, se tiene:

(111.2.1) dZ(p) X = ng (Zec)(0) {considerado como vector de TpR3).

Recordemos que para f: R"—R", veR™, 1a derivada direccional D, f de f en ia
direccion del vector v enelpunto p verifica

N _d
Dyf = dftp)v = S (fec(t))],

siendo ¢: I-»>RMuna curva de R™ tal que c(0) = p, c'(Q) = v. Por tanto, resulta
natural ahora dar 1a siguiente definicion:

I11.3. DEFINICION: Sea U un abierto de la superfike M, pel, XeTgM, Z un ke
campo vectorial sobre U. La derivada direccional de Z en la direccion de X es el
vector

DyZ = dZ(p)X e T;R®.

I11.4. PROPOSICION: 51 Z es la restriccidn a un abierto U de M de un campo

vectorial 7 definido sobre un abierto V de R3, U C V, entonces DyZ = DyZ.
DEMOSTRACION: Es consecuencia de (111.2.1.),

§2. Aplicaciones de Gauss y Weingarten
{1I1.5. DEFINICION: Sea M una superficie de R3, peM, U un abiertc de M
conteniendo p tal que existe un campo vectorial unitario N sobre U. Se llama
"aplicacidn de Weingarten® u “operador forma® de M en p asociado a la
orientacion N a la aplicacion lineal LpiTpM—TyM dada por LpK = -DyN =
= ~dN(p)X.

Esta aplicacion estd bien definida. En efecto: sea c¢: I-aM tal que c(0) =p,
¢'(0) = X. Entonces, por (I11.2.1), pr =~ DyN = -dN(p)X = -(d{Nec)/dt(0), de donde

{LpX,N(p)> = <& (NeC), N(p) > = 2 = < Nec, Nec>' (0) 1 tuego LpXeT M. 4“)

I11.6. NOTA: Puestoque N es unitario, 1a aplicacién N:M—S2 dada por N(p) "
= @(N(p)| (siendo : TR —R? el isomorfismo candnico w(p,Y) = Y) esta bien }) [ff“"'wm

definida, y se 1lama "aplicacion de Gauss”. Resulta entonces de 1I1.5. que salve Nf\¥° ‘“:l
el isomorfismo candnico ¥: Tfjp) 52— TgM/ w(R(p), X) = (p,%), 12 aplicacién de w'xﬂ\ j\"“
Weingarien es la diferencial de 1a aplicacion de Gauss cambiada de signo. qw\i\y{h";
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II1.7. NOTA: Antes de seguir adelante, vamos a calcular el "operador de forma"
para dos casos sencillos, lo que nos permitird entender algo de como este
operador mide de alguna manera la forma o aspecto local que tiene una
superficie.

Consideremos en primer lugar un plano. En este caso existe un vector
unitario normal N constante sobre 1a superficie, resulta entonces que para todo
punto p delplanoM LpX=-DyN=-dN(p)X=0 ¥XeTM, ie. Lp=0 ¥peM Se

ve también esto considerando que L es la diferencial de 1a aplicacion de Gauss
(cambiada de signo) y que 1a imagen de esta aplicacion para el plano es un punto

de 52,
Sea ahora M una esfera de radio r. Entonces, para todo peM, N(p) = p/lpl =

= p/r, de donde resulta que Lp=- dN(p) = - T]*' Id

Resulta de los dos ejemplos anteriores que, intuitivamente, lo que el
operador de forma en peM aparta de ser nuto es 1o que 1a superficie M se aparta
de ser un piano ( incluso se separa de su plano tangente) en un entorno de p, y 1o
que Lp se aparta de ser un multiplo de 1a identidad es 10 que M se aparta de ser
una esfera en un entorno de p.

ITL.8. PROPOSICION: L es una aplicacion lineal autoadjunta.
DEMOSTRACION: La linealidad es consecuencia de que es la diferencial de una
aplicacién. Veamos que es autoadjunta. Sean (U,x) un sistema de coordenadas en p.

(ie pextW)}; XY eT M, X= X! Xi, Y= AL Xi; U.€U tal gue x(Us) = p. Entonces

LpX = = dN(PIX = - d(Nex)(ua)(dx(us)'X) = - [?-m—?—) wx' « L) Xz]
ou au?
Z N, () X

y, analogamente,  LpY = 2 N,- (ug) Y Resulta de aqui que

(I1L8.1) <pxy> =< LN v x> - ZX'Y] N>, Y

CLpY x> == 2 XY ON; x>,
Ahora bien,

=2 - I
O"auj <N,Xi> -<Nj,Xi}+<N,Xij> y O-E <N, X > <N], X]> <N, )(]1> pero

como  Xj5 = X;, resulta que - <N, Xij > = <Nj,x1-> = {N;, X; > lo cual, sustituido
en (IIL.8.1) da <LpXY> =<LpY.X>, cad
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I11.9. PROPOSICION: La aplicacion de Weingarten es invariante por isometrias
de R, i.e. si f: R%~>R® es una congruencia, M una superficie, L la aplicacién de
Weingarten de M asociada a un campo vectorial normal unitario N y L 1a de f(M)

asociada a df(N)=N', entonces L:(p) o df{p) = df(p) = Lp.

DEMOSTRACION: Observemos primero gue, por ser f una isometria de R,
f(M) es una superficie y df{N) es un campo vectorial normat unitario por serio N.

Para calcular Lf, observemos primero que para todo reR® df(r) = R es una

transformacion ortogonal independiente del punto reR’ en que se calcule df.
Por 1o tanto, si ¢ esuna curva de M tal que c(0) =p y c()) =X XeTpM,
entonces

f = - f =-4 fo ¢ =
df(c(t))=R
= =- _d... .'l-'- - i =
ot Lareen Nen)| - = gt (RONCn)]

--pd =- =
= R—a—f(Noc(t))lt=O RDy N=+df(p)LX c.ad.

I11.10. DEFINICION: La gegunda forma fundamental de una superficie M enun
punto peM es la forma cuadratica Ilp asociada al operador de forma Lp Yy al

producto escalar en TpM, i.e. Hp(X) = <LpX,X>. Asociada a esta forma cuadratica
se tiene una forma bilineal simétrica, que denotaremos también por Il y que
-por ser Lp autoadjunto- verifica IIn(X,Y) = {LpX Yo

pero nosotros no las usaremos.

I.11. PROPOSICION: La segunda forma fundamental es invariante bajo
congruencias de RZ.

DEMOSTRACION: T, (df(pIX) = <L 10,y df(B)X, GF(DIK>q(py= <0F(P) LpX, dF(p)=
= <LK X> = TI(X). a)

Consecuencia de IL9 y IL!1 es que Lyy II, son realmente operadores
geométricos y que sus invariantes algebraicos serdn invariantes geométricos.
Estudiaremos estos en 1a proxima leccidn.

Obsérvese también que es clara, a partir de su definicion, 1a dependencia de
Lp vy de IIp de 1a eleccién de N (lo que equivale a una eleccién local de

orientacion ) y que cambian de signo al cambiar el signo de N (i.e. al cambiar de
orientacion de 1a superficie).
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Leccion 122: CURVATURAS DE UNA SUPERFICIE

§3. Invariantes algebraicos del operador de forma.

Comenzaremos dando nombres a 10s invariantes aigebraicos de L v I En el
siguiente apartado veremos su interpretacién geométrica, 1o que justificara et
nombre dado.

I11.12. DEFINICIONES: Sea M una superficie de R3, peM:
a) Se llama curvatura de Gauss de M en p a K(p) = det Ly,

b) Se Tlama curvatura mediadeMen p aH(p) =5 trip

¢) Se llaman curvaturas principalesde ™M enp a los valores propios de Ly,
C) 3e 1laman vectores principales de M en p los vectores propios de Lp.

. Alas direcciones que corresponden a los vectores principales se las
j 11ama direcciones principales.
e) Un punto peM se dice que es un punto umbilical si toda direccidn de TpM

es principal, i.e. si Lp X Id o, equivalentemente, IIp-)\Ip

fyUnacurva ¢ de M se llama linea de curvatura si su vector tangente en
cada punto es un vector principal.

ITI.13. NOTA: Puesto que, sequn IIL9, Lp es invariante bajo isometrias de

R° , esta claro que los invariantes algebraicos de Lp mencionados en I11.12 son
invariantes bajo isometrias.

111.14. NOTA: Obsérvese que, por ser L, autoadjunto, existen siempre dos
direcciones principales independientes (diagonalizacidn de una matriz simétrica)

ortogonales (si Lpvi=Nv; con i=1,2, \#* Xy, entonces (hy- Ap) vy, Vo> =

SLpvy, Va2-<vylp v22= 0, 10 que implica <vy, Vo> = 0; sf L=k Id, entonces es
posible elegir una base de vectores propios de modo que estos sean ortogonales).

§4. Curvatura normal. Interpretacion geométrica de los invariantes algebraicos.
En este apartade daremos una interpretacidén geométrica de los invariantes

definidos en €1 apartado anterior en terminos de las curvaturas de determinadas
curvas sobre 1a superficie. Daremos primero una definicién encaminada a esta
interpretacion:

1I1.15. DEFINICION: Dado XeTgM, 1lamaremos curvatura normal de M en p en 1a
direccion de X aky00) = II, (I—il) = 107 1,000
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5 Dada upa curva ¢: I-9M con c{ts) = p, se 1lama curvatura normal de c enp a
kylc'(te)) = M{c(te))/1p{c'(ta)), ie. @ 1a curvatura normal de M en p en la
direccion de ¢'(ts).

II1.16. NOTA: Obsérvese que 1a curvatura normal ky(X) solo depende de la
direccion de X. En efecto, por ser I, y Ip formas cuadraticas se tiene que

TH(X) = N2II(X), T(MX) = MI,(X) de donde
LX) NI 1L (X0
LW L 1,0

ky(NX) = =k (X).

II1.17. PROPOSICION: Sea c: I-MCR® una curva de M parametrizada
respecte-de-su-tengitud-de-arco. Sea k(t) 1a curvatura de ¢ en c(t), y K(t) =
) k() Entonces  ky(t) = k(t) <eqt), N(t)>, i, l1a curvatura normal de ¢ en

c(t) es 1a proyeccion del vector curvatura (1) = K(t) = k() eo(t) de c(t) sobre la

_ direccién normal a 1a superficie N(t) = N{c(t)).
DEMOSTRACION: P% ¢ parametrizada respecto a la long&;&::l) Qe arco,

k(L) = (1) (C'(D), 1uego ky(t) = <Ly(p)C(t), C(t)>= - <DN.C'>= ~< =g, C(t)>=

- [EGE CN(L), C(E)> ~<N(E), c"(t)>) = CN(), K ex(t)> c.ad.

I11.18.COROLARIO (Teorema de Meusnier): Sea O(t) («(t)) el angulo entre

el plano tangente a la superficie en c(t) y el plano rectificante (plano osculador)., ¥

de c en c(t). Entonces \‘3‘9\9[
ky(t) = k(t) cos ®(t) = k(t) sen o(t). —

j I11.19.NOTA (interpretacion geométrica de 1a curvatura normal): Si e,
(1) es paralelo a N(t), entonces

ky(t) = + k(1) (el signo depende Unicamente de la orientacion elegida),
expresion que nos permite interpretar geométricamente 1a curvatura normal de
un vector XeTpM como la curvatura de una curva tangente a X de 1a siguiente
manera:

Sea M el plano pasando por p generado por los vectores X y N(p). La
interseccién M N T es, en un entorno de p, una 1-variedad cuyo espacio tangente
en p estd generado por X. En efecto, sea f(x, y, z) = 0 la ecuacidén en implici-
tasde T y g(x,y,2) = 0 laecuacién de M en implicitas en un entorno de p

(cfr. 1LA6.1). En un entorno de p; MNT = f1{O)NGt0) = (f,g7'(0) v
d(r,g) = dr @ dg, con lo cual d(f,g) tiene rango 2 en un entorno de pw Yy, por 10 &~
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tanto (cfr. 111.A.6.1), MNTT es una t-variedad en un entorno de p y su espacio
tangente en p es Ker (d(f,g)p)) = ker(df(p)®dg(p)) = kerdf(p)Nkerdg(p) = mNTM,
y, como Xe[INTgM, X es tangente en p ala 1-variedad MMM Sea c una
parameirizacion de esa variedad, entonces C:I—M es una curva de M
Evidentemente (sic esunacurva y ¢ uncambio de parametro de ¢, Cet Sigue
siendo un sistema de coordenadas de TINM) podemos tomar ¢ de modo que
c(0) = p, c'(0) = X/I¥, Ic'(t)] = 1. Para esta curva, interseccién de Ty M, se tiene

que ky(X) = kylc(0)) = <k e5(0), N(0)> = = IkI(c(0)} ya que e, (0) & T, plano
generado por Xy N y <e,(0), X>= <e,(0), c'(0)>=0, luego e,(0) = + N(O).

Resumiendo 10 anterior: 1a curvatura normal de un vector XeTpM {0, mejor,
ta curvatura normal en 1a direccion de un vector XeTgM) es la curvaturaen p de
la curva interseccién de M con el plano normal a M en p (i.e. plano pasando por
p y conteniendo a N(p) que contiene a X. Una tal curva se 11ama seccidn normal

de M en p enladireccion de X

Puesto que ya tenemos una interpretacion geométrica de la curvatura
normal, para interpretar geométricamente los invariantes definidos en II1.12
bastard relacionar estos con la curvatura normal. Es 10 que hacemos a
continuacion:

111.20. PROPOSICION: Las curvaturas principales de una superficie M en un
punto peM son las curvaturas normaies maxima y minima en dicho punto.
DEMOSTRACION: Sean ey, e, dos vectores principales ortogonales unitarios

(cfr. 111.14) de M en p de curvaturas principales k;, kK, respectivamente,
Ki2 ko Sea XeTgM, Xl =1, @ = (X, ), entonces X = (cos ®) e+ (sen Ole,y
Ip(X) = <Lp X, X> = <cos® Lge + sen® Lge,, cos® e,+ sen® e,>= (cos’®) k, +

(sen’®) ko, i€ Kn(X) = IIp{X) = k, cos?® + Ko sen’®. Por lo tanto, puesto que
K12 ko, €1 valor méaximo de ky correspondea ® = O (ie. X= e}y el minimoa ®
=71/2 (e X =gy O

111.21. COROLARIO (Férmula de Euler): ky(X)= k,cos’® + k,sen’ ®.

(1) Demostracién de esta afirmacidn: N1 TpM implicadg(p)N = W = 0 , y NeTT implica df(p)N = 0.
Tomemos Y & TpR3/Y.I.<{X,N(p)}>.Entonces Y &TpM, luego dg(p)(Y) = O, YLT, fuego df(p)Y = Z=
0. d(f,9)(p)Y = (df(p)Y, dg(p)Y) = (Z,0) y d(f,g)(pIN = (df(p)N, dg{p)N) = (0,W), luego
{d(f,9)(p)Y, d{f,g)(pIN} es una base de B2, luego d(f,g)(p) es suprayectiva, luego existe un menar

2%2 de (g;ﬁ‘c gfg//%\:, az’g/?azz) distinto de cero en py, por continuidad, seré distinto de cero en un

entorno de p, 1o que pruebsa 1a afirmacion.
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I11.22. NOTA: Obsérvese gue si Ky ¥ ko son ias curvaturas principales de ™

en un punto p, resulta de la definicién las siguientes expresiones para las
curvaturas media y de Gauss.

(111.22.1)  H(p) =% (kq+ Kyp) (111.22.2)  K(p) = Kk ks

La primera férmula da un por qué del nombre de curvatura media para H. Vamos a
ver que 1a sequnda da también una comprensién intuitiva del significado de las
expresiones "curvatura de Gauss negativa, positiva o cero”, de modo que solo con
ver una superficie se puede saber el signo de su curvatura de Gauss. £n efecto,
puesto que K =K,.K,, resulta que "1a curvatura de Gauss es positiva si todas las

secciones normales se curvan en el mismo sentido y negativa en caso contrario”.
Mostramos a continuacidn ejemplos para el posible signo de K tomados de las
superficies que conocemos hasta ahora:

HIPER l IPTICO

DE UNA HOJA CILINDRO

K=20

la recta tiene curvatu-

a normal cern | 1as
demas direcciones

K> 0 K<0 curvatura normal po-

las secciones normales se 188 curvaturas normales sitiva {o negativa, se-
curvan todas en la direc- 0e 18s curvas senaladas gin 1a orientacidn to-
cign opuesta a N. tienen distinto signo.  mada)

Vamos a ver ahora come calcular L y I usando coordenadas para poder aplicar
después esta técnica al caiculo en algunos e jemplos:

11.23_ PROPOSICION: Sea (U,x) un sistema de coordenadas de M en p, XeTpM, X =
2 2 .
Z_ % x., entonces I,(X) = 2, L. X ¥, siendo Li; = - <N.x.> = <N,x;:> vy, ademas
i=1 ' P Lj=1 4 1] it} ij
2

2 i i . .
LX=2" L X' x;, donde L = 2 Lig",y (g es 1amatriz inversa de (gy.

DEMOSTRACION: Observemos en primer lugar que, si x(u) = p, vimos en la
demostracidn de 111.8 que para todo YeTyM, ¥ = 2 x; se tiene que <LX.Y>=
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PR 2 . .
WY = - i = -
== Zi; XY <N, de donde TIp(X) = <L X X>= ZLMLH XX, con Ly = - <N, >
= <N,xij> (esta Ultima igualdad Ta vimos también en la demostracion de II1.8),

. _ z? §yi -5 i
Escribamos ahora LPX "4 Li X X;. Puesto que {Lp,X,Y 7= L Lij X' Y, resulta
que 2 L X'¥ = <§ L, X'x;, 2, Yo% 0= 2k L, X' ¥* g;\. para todo X,Y e TgM.

k
Tomemos X = x,, Y = x;, se tiene entonces que )(‘t = 6‘? YK = 5j. por to tanto la

k
igualdad anterior se transforma en Li; = 'Zk L Gy;- de donde, multiplicando por 1a
k

2 :
matriz inversa de (g;), Z 1 Ly g*= L.. 0.
j:

() 1I1.24. EJEMPLOS:
a) ESFERA: Ya vimos en I11.7 que, para la esfera de radior, Lp = --:: id, por lo
tanto todas las direcciones de 1a esfera son principaies con curvatura principal

-Jr-, y esto en todos los puntos de 1a esfera. La curvatura media en cada punto es

=] =1
=Y la curvatura de Gauss K 5

b) TORQ: Utilizaremos el sistema de coordenadas
x(uv)=(a+rcosu)cosv,{a+rcosu)senv,rsenu); a>r>0.
Xy =X, = {-Sen u cosv, -sen u sen v, oS u)

X, =X, ={(a+rcosu)(-senv, cosv,0)

9y = XXy ? = r2, Qyp = <Xy Xy > =0, Yoo © {Xy Xy> =(a+rcos U)z,

8 ! : ‘
) X AXy, 1
N=1 [~ TT| -senucosv -sen usenv cosu| =
-(atrcosu) senv  (a+r cos u) cos v 0
= (-COS U COS v, —~Sen v COS U, —sen u),
Xyq = ¥yy = T (-COSUCOSV, -COS U Senv, —sen u), Lyp = <NXyy 2 =1
X1 = Xy = I (senuseny, -senucosv,0) | Lig = {NXyp2> =0
Xg5 = Xy = {a#r cosU) (cosv, -senv, 0} Loy = {N,X5> =(a+r cosujcosu

Dado un vector X = X1x1 + X2x2 tangente al toro en un punto x(u,v) con [Xj = 1 (i.e.
con Zi,,- g;j X'X = 1), se tiene que

P 2 2 2
kg0 = 2L X = 1 (X1 + 2 cos u () + 1 cos®u ()
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i o 2 2 02
y teniendo en cuenta que 21 5 i X% = r2(X1Y + (a+r cos u)” (%2) =1, resulta:

2 2.2 2 2 2 2 2
k¥ = 1= Z (- 22 cosu (D)~ rcos” u A+ acos u (3 s rcos?u ()=
2 2 2
B (_ra:_ +acos u)(x?)’, donde a>r implica -% +acosu>0.

=1
3
De esta expresion resulta que ky es maxima cuando X2=0 (i.e. X = x,) y minima

cuando X% es maximo (que corresponde a X' = 0, ie. X = Xy, por la condicion

Coqe Wiy = : -1 . __Ccosu
zu gjj X' X' = 1), resulta asi Knmex =T ¥ Knmin = 577 205G

Por otro lado
Lx(uy) ¥u=-Dx,N=- aiu (Nex)(u,v) = - (Senu cosv, Senu senv, - Cos u) =ir %y

Lx(uv) *v ==-Dx, N=- "é% (Nex)(u,v) = ~(cos usen, -Cos ucosv, 0) = 2220 xy,

i.e. 1as direcciones que corresponden a kNmax y KNmin son justamente las
principales, y kNmax y kNmin son las curvaturas principales. Todo esto esta de

acuerdo con I11.20.

Obsérvese que el que X, Xy sean direcciones principales resulta también de
que gy, = 0 = L, vy, por lo tanto, la matriz (L‘i‘) —que es 1a matriz de Lp en la

base {x,, X,J— es diagonal.

Del calculo anterior de k, = k... ¥ Ky = Kpip, resuita para la curvatura de

(Gauss del toro:
>0 sicosu>0: -

Cos u

ki

2 <
K(X(U’V))=ki'k2=§1'ﬁ'ﬁ§_u'%= =0 sicosu=0: U=i%

% <

<0 sicosu<O:
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Leccidn 132: CLASIFICACION DE LOS PUNTOS DE UNA SUPERFICIE.

§5. Puntos eliptico, hiperbélico y parabélico.
En primer lugar, vamos a definir un nuevo invariante algebraico:

I11.25. DEFINICION: Un vector XeTpM se dice que es un vector asintdtico si
II,(X) = 0, i.e, si la curvatura normal de M enp enladireccién de X es cero. La
direccion determinada por X se dice gue es una direcci6n asintética.

Una direccion asintdtica es, por lo tanto, una direccién tal gue la curva
seccion normal correspondiente tiene curvatura cero.

Se Nlama curva asintética una curva sobre la superficie cuyos vectores
tangentes son asintdticos.

Antes de definir los distintos tipos de puntos en una superficie genérica,
vamos a ver comeo son en un toro:

I11.25. Consideremos el toro x(u,v) = ((a+r cos u) cosv, (a+r cosu) senv, r senu),

a>r> 0. De acuerdo con I11.24 vy 1a férmuia de Euler II1.21, 1a curvatura normal
en la direccion que forma un angulo @ con x, viene dada por

= 2 2g9=tos2 @+ COSYU gon2
Ki(®) = kg cos” @ + k; sen” @ = £ €os* B + rmersen “ 8.

De esta expresion resulta que las direcciones asint6ticas (aquellos valores de ®
para 10s que ky(®) = 0) vienen dadas por (a+r cosu) cos® @+ rcosusen ® = 0, i.e.
r cosu
—==
segun I11.24, era cuando K < 0) hay dos direcciones asintoticas, una si cosu =0
(K=0)y ninguna si cos u> 0 (K> 0). Estos son todos los casos que pueden plan-
tearse en una superficie.

2082 @+ cosu= 0, i.e. cos’ @ = - Por 1¢ tanto, cuando cosu< O ( que,

I111.27. DEFINICION: Un punto p « M se dice que es: eliptico si K(p) > O,
parabdlico si K(p) = 0, e hiperbélico si K(p) < O.

Obsérvese que

! N W k, _ det Il
Kip) = det Lp = det (L)) = det (Ek g L) = det (L) det (™) = det I

Como det (Ip) > 0, el signo de K(p) y el de det II, es el mismo, por 1o que 1as
definiciones anteriores pueden darse con detll; en lugar de con K(p).Resulta
también de esto que;

II es definida (positiva o negativa) en los puntos elipticos, por lo que los
puntos elipticos son aquellos en los que no existen direcciones asintdticas.
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Il es degenerada en los puntos parabdlicos y en ellos existe al menos una
direccidn asintética.
II,3 tiene determinante negativo en los puntos hiperbdlicos, por 1o tanto no

es degenerada y un punto es hiperbdlicoo sii admite dos direcciones asintéticas
distintas.

§6. Interpretacion geométrica.
Veremos primero un lema técnico auxiliar:

II1.28. LEMA: Sea M una superficie, peM, (X, Xo) una base de TpM, (U,x) un
sistema de coordenadas en p y Np el vector unitario normal en p asociado a

(U, %). Entonces existe un entorno abierto U, de u, = X"'(p) en U, un abierto V. de

R%2con 0V, y un difeomorfismo : Vo —» U, verificando «(0) = u, tales
que (V,, ¥y =xeq) es un sistema de coordenadas de M en p parael cual

y(v) - y(0) = vIX; + v2 X%, + r{v) Ny para todo v =(! v eV,,
siendo r: V, — R una aplicacion Ck si 1a superficie M es de clase Ck que
verifica (ar/aviX0) = 0.

2
En particular, s1 Xy = X,(Us) ¥ X, = X, (), entonces —2-C— ()= L* (ua) =7 (0),
- v av! 1 I

siendo L)].;. (resp. L;.) los coeficientes de 1a sequnda forma fundamental en el

sistema de coordenadas (U,x) {resp. (V,, y)). Es decir, M viene aproximada hasta
el segundo orden por L; en ese sistema de coordenadas.

DEMOSTRACION: Como {X;,X;,Np] es una base de R; y x(u) es diferenciable,

1
existen funciones diferenciabies ¢, 02, g U— R tales que

(M128.1)  x(U) - X(ua) =¥ (W Xy + (W Xy + Ny ¥ uel,

de donde resuita que

2 i
(111.28.2) a—’i(u.) = 21-:1 a—i (Ua) X, + iq,g(u.) Np
au ou ou !
y, como x,{Us) es ortogonal a Np,
(1I1.28.3) a—c:((u.) =0,
au

i
1uego (-sy-k—(u.)) es una matriz de cambio delabase {X;X5! alabase
u
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{x, (ue), x2(u,)] por lo tanto det (—Qg- (u.)) + 0. Ademas, de (II1.28.1) resulta

que ¥ (u.) = 0 = g{us). Luego, por el teorema de l1a funcioén inversa, existe un
entorno U de Ue ¥ Un entorne Ve de O tales que 1a aplicacion o ':Us—aVe/ @ H(u)=

1 2
= {¢#(u) ¥ (u) es un difeomorfismo. Definamos  :Ve — R DOF T = geog,
entonces

1 2
yv) -y (0) = x o wlv) - xe(0) = ¥ {p(W)) X, + ¥ (p(W)) X, + qlea(v)) Np,
y como, por 1a definicién de ¢, V‘= 'rri-qa“,(ﬁi = proyeccion sobre la coordenada
i-ésima de Rz),
(111.28.4) ¥(v) = y(0) = v! X+ v X, « r{v) Np.

31 X; = %;(u.), entonces, de (I11.28. 2 y 3) resulta que
'!
(111.28.5) ﬁ (Us) = 6!(’

luego L‘{j (0) = <yij(0), N> =1 por (111.28.4) | =

0) =2 (a(q “”] (0)-a (Z 99 ](m_

avavl av' | o kauk g
-3 20t af (0)+zaqk(u)a” (o),
2k aukau v gy k du avia

k
de donde, usando (I11.28.3 y 5), y teniendo en cuenta que la matriz {93.—(0)] es
d

la inversa de (av (u, )] resulta gque
au

2 32
(111.28.6) L (O)— - (U.) =.—rj(0).
du auJ ov'av
2
Por otro lado, L?].(u,) = <><ij(u,), Ng> = |por (IiL28.1)] = iq. (U=}, que
au'd

comparando con (111.28.6), prueba 1o que queriamos

Por otra parte, r = g-@ implica ar (0) z a::] —(u,) a”] (0) O por (111.28.3).
av'! j=1p
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111.29. COROLARIO: Dada una base [X,, X,) de Tp M, existe un sistema de

9
coordenadas (V, y) de M centrado en p vy tal que a—y1 (0) =X,
v

Estamos ahora en condiciones de dar 1a interpretacion geométrica anunciada.

I11.30. Dada una superficie M y peM, desplacemos el plano tangente oM a M
en p en la direccion del vector normal unitario y en sentide tal que corte a 1a
superficie. La interseccidon de dicho plano desplazado con la superficie.
determina una curva. Vamos a calcular su ecuaci6n aproximada para
"desplazamientos infinitesimales”. Sea (U, %) un sistema de coordenadas de M
conx(u,) =p,y sea [x,Xp] labase canonica del espacio tangente en cada
punfo asociada a (U, x). Sea (V,y) el sistema de coordenadas dado en I11.28
para el caso en que X; = X; (u,). El plano tangente se puede escribir como

TpM = {x(u,) + n:‘x1(u.) + u:zxz(u.), « eR) y, en un entorno de p, M viene dada por
los puntos de 1a forma y(0) + v! X;(ug) + V2 X,(u,) + r(v) Np. La traslacion de TpM
en la direccién de Nj una distancia Aes Ty TpM = {x(Ua) + &' X1(U.)+m2X2(U.) +

ANp, «'eRl, y, como x(Ue) = ¥ (0), 1a interseccion de -y, TpM con un entorno de M
enp sera: 22 )] = ol ’
b+ v! X (Uy) + V2 X2(U.) + (V) NI:l !/ rv)= Al prytafue) +¢ 2, ) st

Aproximado r por el desarroﬂo de Taylor hasta el segundo orden, teniendo en 3,” ‘“M)

__9 {g}f
cuenta que r(0) =0, -—-1 (0)=0 (0) = Ljj{u,), resulta: Ut
ov aviav

2 ” du L
_ ] i 2 e dul
rv) =3 Zi,j=l Lijlue) ViV + O (VD). 5 (5 22 "7”/" 2 i v
Bv? \.\ Z S _?L_Z_E_Jt
Por lo tanto, 1a interseccion M A -y, TpM en un entorno de p viene aproximada 2«* provt

por ST

’

x(u.)+vx(u.)+vx(u,)+m con 2 L (u.)v =2), -°£ P;miﬁ
i,j vt

gue es una curva conica contenida en el plano que pasa por el punto x{us) + A Np =Ly )
y tiene por vector director Np.. xluyuYz 4tv) = P o) 2 Ve g tus) + 2 tut ¥, g
T J-,.{fl— #lu ,{/‘?— Qa fol My — Lo} = J
ud
Vamos a estudiar ahora 1a forma de dsta comca y como so]o nos interesa su
forma y no su tamafio, tomaremos 2\ = t1. Ademas consideraremos 1a conica
contenida en TpM, plano paralelo @ ¢y, TpM. Esta es la conica de 1a siguiente =

definicion:

yatfaral

-

i

IIL.31. DEFINICION: L1amaremos indicatriz de Dupinen el punto p de M
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al subconjunto de TpM formado por los vectores X =2 X1 X; € TpM tales
que Tyl X W=21, ie XeTpM/ ) =2 1),

111.32. PROPOSICION: La indicatriz de Dupin en un punto peM es una elipse sii
p es eliptico, es una hipérbola sii p es hiperbdlico v es dos rectas paralelas
sii p es parabdlico y % 0.

DEMOSTRACION: Sea {e, e} una base ortonormal de TpM constituida por
vectores principales. Sean k; las correspondientes curvaturas principales,
i.e. Lp € = K €. Supongamos (sin pérdida de generalidad) que ky2kp. Sea X e TpM,

X =Y X! e;, entonces Ip (X} = Ky(x")2 + ko (X%)?, con o cual, 1a ecuacion de 1a
indicatriz de Dupin es (en 1a base {e;, e5}):

(111.32.1) Ky (K12 + ko (XD)2= £ 1.
Como K{p) = k4 ko, se tiene gue:

a) Si K(p) > 0, entonces k;,y k, tienen el mismo signo, y la indicatriz de
Dupin es una elipse (tomando + 1 si k; > O y -1 si ki < 0). Reciprocamente, 1a
ecuacion (I11.32.1) representa una elipse sii k; v k, tienen el mismo signo vy, por
To tanto, sii K(p) » 0.

b) Si K(p) = 0, entonces ky= 0 8 ky = O (y no se da simultaneamente k;=0=k5

si suponemos Il * 0); siky =0, (IIL32.1) se reduce a X2 = 1 —Hk2 gue son dos

rectas paralelas al eje e; si ko = 0,(IIL32.1) se reduce 2 X' = ¢ /-Uk1
Reciprocamente, 1a ecuacion (I11.32.1) representa dos rectas siik; =0 6 kp = 0
(y uno de los k; es =0).
c) SiK(p) <0, entonces ky;> 0 y ky <0,y la indicatriz de Dupin es las dos
hipérboias
KX+ ko (¥D2 = 1, kX" + ko (432 = -1.
Cada una de ellas resulta de 1a aproximacion de 1a curva interseccion de la

superficie con el plano que se obtiene por desplazamientc del planc tangenie en
cada una de ias dos direcciones posibles.

II1. 33. NOTA: En 1IL.32 hemos caracterizado por su indicatriz de Dupin los
puntos parabdlicos en los que IIp % 0. Los puntos en los que IIp = 0 (equivalen-
temente Lp = 0) se 1laman puntos planes. En un punto plano todas las curvaturas
normales son nulas y, por lo tanto, toda direccién es principal, luego todo punto
plano es umbilical.

I1I.34. NOTA: Obsérvese que en la demostracién de 111.32 gueda implicito que
en los puntos elipticos e hiperbdlicos los ejes de la elipse y la hipérbola
respectivamente, son los ejes dados por las direcciones principales e, e,.

También esa demostracion nos permite justificar el nombre de direccion
asintética. En efecto:
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oEn un punto eliptico IIp es definida positiva y, por tanto, no posee
vectores isbétropos, que son 10s que dan las direcciones asintdticas. Este hecho
se corresponde con el de que 1a elipse no tiene asintotas.

eEn un punto hiperbdlico, como det Il < 0, Ip tiene dos direcmones
isbtropas, y también una hipérbola tiene dos asintotas. Ademas, en este caso,
las direcciones asintdticas en p (direcciones isétropas de IIy) coinciden con las

asintotas de 1a indicatriz de Dupin. En efecto: sean k, = a®> 0, K, = -b%< 0 las
curvaturas principales en un punto hiperbdlico. La ecuacion de 1a indicatriz de
Dupin es
(IIL34.1) a2 (X1)2 - b2 (2% = |
que tiene por asintotas las rectas de ecuaciones
aX!'+bX2=0 aX'-bX%2=0

, " 2,02.2
(en efecto, de 1a ecuacion de 1a hipérbola (I1L341) resulta X! =\/(I+b A/
y, de aqui, que larecta tangente a la hipérbola en el punto (X', %% tiene

por vector director (+ ( a/2+ 1+ bz(x“) 2 b X , 1) vy, tomando limites

cuando X° —> o, da como vector director de 1a asmtota (+ b/a, 1) de donde salen
las ecuaciones de las asintotas), y las direcciones asintoticas en p son
aquetlas en 1as que
MpX) =0 ie k(X% k, (%7 =0, 1e. 22 (X -b2(A* =0 ie ax':bX2=0.
oEn un punto parabdlico las direcciones asintoticas vienen dadas por la
ecuacion:
Ip(X)=0 & k; ()(i)2 = 0 (k; la curvatura principaipal = 0) & X! = 0,
que es la asintota de la indicatriz de Dupin en un punto parabodlico, pues ia
asintota de una recta es cualquier recta paralela a ella.

S7. Puntos umbilicales.

T11.35. NOTA: La definicidon de punto umbilical se dio en II1.12. e). Resulta de
IT1.7 que todos tos puntos de 1a esfera son umbilicales. En este apartado vamos a
ver que, salvo el plano, la esfera es esencialmente ta dnica superficie
verificando esta propiedad.

I11.36. PROPOSICION: Si todos los puntos de una superficie conexa M son
umbilicales, entonces M esta contenida en una esfera o en un plano.
DEMOSTRACION: Supongamos primero que M es orientable. Sea N un campo
vectorial normal unitario definido sobre toda M. Sea Il la segunda forma
fundamental en' cada p =M asociadaa N. Como todo punto de M es umbilical,
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se tiene que ¥p I kip) e R tal que II; = k(p) Ip. Sea kM —» R la aplicacion
dada por pH3k(p). Para cada sistema de coordenadas (Ux) de M, k{x()) =
()X e}/ Ix(u){%4) = L11/G44, que es una funcion diferenciable sobre U, luego k
es una funcidn diferenciable sobre M. Vamos a calcular dk(p) para cada p « M.
Dado p €M, sea (U, X) un sistema de coordenadas de Menp (i.e. pex{(U)). Por
definicion de k se tiene que dN(p) = - k(p) Id, de donde a(Nex)/au' = =k x;,

derivando de nuevo: Nij = - (a(kex)/3W) ¥; - Kk Xij ¥, COMO Xij = Xj;, Ny = Ny, re
suita que  2KeX) X, = a(k'].“) X, para todo i, j, en particular a(k":‘) X,
au’ aul ] a0
o)y . de donde 0= a(k"lx - a(k';_,X) por lo tanto dk(p) =0 *peM. Como M
ou ou ou

&s conexo, esto implica que k es constante sobre M.
31 k=0,como Nyj=-kx;=0, dN=0, luego N es constante sobre M (por
ser M conexa), luego M esta contenida en un planc de vector director N {en

efecto: fijemos p,e M, entonces ¥peM, <p-p,,N> = 0, pues la funcion f(p) =
{p-p,;N> vale 0 en p_ y su diferencial es O pues, si c(t) es una curva de M con

¢(0) = p, entonces df(p){c'(0)) = <c(t) Do,Nec >= <C'(0),N(p) > +< c{t)-pa,N >= 0).

31 k # 0, tomemos N de modo que Kk > O, entonces ¥peM, Do =P + % Nes

fijo. En efecto, sea F:M—>E® tal que F(p)=p+.LN, entonces dF(p) (c(o) =
=C'+ %N' = C'+ % (-kc') = 0, luego F(M) = p,. Ademas [p-p,l = l— N| = luego M

esta contenida en una esfera de centro p, y radio -il-

Si no sabemos gue M sea orientable, podemos aplicar el razonamiento
anterior a cada abierto de M de la forma x{U), donde (U, x) es un sistema de
coordenadas de M con U conexo. Se tiene entonces que cada una de tales x(U)
es un trozo de un plano o de una esfera.

Sean p,geM Como ™M es conexa (y localmente arco-conexa), existe una
curva continua c: [0,1] — M tal gue c(0) = p, c(1) = q wtel0,1] existe un
sistema de coordenadas (U, xy) (con U, conexo) en c(t) tal que x(U;) esta
contenido en un plano 6 una esfera Py f{x; (Udkgp ] €S un  recu-
brimiento abierto de c(I), que es compacto, luego podemos tomar una
subfamilia finita ordenada {xti(Uti)}iZO de {x; (Upkero 17 tal que t, =0, t, =1
Y Xy(Upd Noxy Uy, ) + 80 Como  xy;(Uy) son abiertos de M, se tiene que
Xg;(Up) Nxg  (Ug, ) = W, es un abierto de M. Puede ocurrir:

. Que F’ti n Pti“ + @ absurdo, pues Ph.ﬂPti > Wk B,
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- Que Py seaunaesfera y Py, unplano,y PyNPy , + @ Entonces PyNPy,

es un punto 6 una circunferencia, 1o que es un absurdo porque un punto o una
circunferencia no pueden contener a un abierto Wi de M.

- Que PyfiPy, .+ 8, P unplanoy Py, una esfera. Se reduce al caso anterior.

- Que PPy, . + @ yambos P sean esferas pero distintas. Entonces su

interseccién es una circunferencia, que no puede contener un abierto de M.
Absurdo.

- Que PPy, , +@ y ambos P sean planos pero distintos, entonces PyNPy,,
es una recta, que no puede contener un abierto de M. Absurdo. -

. Que Py, = Py, sea un plano. Entonces, por 1a casuistica anterior, Py , ..., P,

han de ser el mismo piano, 1o que implica que si p&M tiene un entorno xp(Up)
contenido en un plano, todo punto q de M esta contenido en el mismo plano.

- Que Py, = Py, , sea una esfera. Entonces, por -la casuistica anterior, Py,

Ptn han de ser la misma esfera, 1o cual, analogamente al caso anterior,
implica que M esta contenida en una esfera.

§8. Algunas formulas para el calculo.

II 37 NOTA: Vamos a completar ahora las formulas para el calculo en
coordenadas que vimos en I11.23
Para la curvatura de Gauss, recordemos que vimos en I11.27 que
(I11.37.1) K(p) = det T1,/det I,

Para la curvatura media;

HP) = tr Lp = S tr {(Ly) (g} = 5 2 Lig¥= L, 0"+ 2L, 9% Ly, 62,

2
1 1 1
12 0?2 =

L, G- 2.0, +Lg
(111.37.2) H(p) = 1 71722 " 12912 22711
2 _ 2
941922™ 9y

Para calcular 1as curvaturas principales, como son los valores propios de L,
son l1as soluciones de 1a ecuacion:

y. sl g=det(g;), entonces g' = de donde

L:'k Lf t, 2 1,2y .,2 ,2 1

det =0,ie. LICZ-k@+2)+ k-1 L=0, e
1 2 127 T 2 12 °
L L2k ,

(1373 { "kﬁ-sz+K=Dk=H: JH-K..

S I

Q5
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Para un abierto de M sobre el que se ha dado una orientacién (una eleccién
de un campo vectorial normal unitario), las formulas (111.37.1 y 2) dicen que H
y K son funciones continuas sobre un tal abierto (incluso diferenciables). Si
Namamos k, a la curvatura principal maxima en cada punto y k, a la minima,

las formulas (I11.37.3) dicen que k; = H + vH =K y k, = H - vH*-K son
diferenciables sobre el mismo tipo de abierto.

Vamos a dar ahora una ecuacién para determinar las direcciones principales:
Y es un vector principal sii existeun heR talque LY =AY.Si Y = EY‘ X, esto
equivale a

LY =AY, e EL,kg"JY =2 Y, e E]L]kv’g"‘ iz~ ZH Gy, Le

. . LY‘+LY L..y'+L, VY2
2L,Y=\2Y¥ g, paral=12, dedonde— =12 2
7 1A i I Y vl g y2
9 921 912 * 9o
L11912(Y Y+ 1—21 J22 (v2 ) + (L) G * Loy gtz)Y vz E-12 G11 (v ) -

-Lap gy (v2)* = (Ly5921Lp0 940 Y Y2 =0,

de donde resuita que Y=Y'x, +Y? x2 es direccidn principal sii es solucion de
12 ecuacion:

ie

(v2?  -yly2
(111.37.4) 944 910 92 {=0.

LH L12 L22

96
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Leccion 142 LA SEGUNDA FORMA FUNDAMENTAL DE LAS SUPERFICIES DE
REVOLUCION Y DE LAS SUPERFICIES REGLADAS.

§9. Superficies de revolucidn.

I11.38. Sea M una superficie de revolucidén, p unpunto de M que no esté en el
eje de revolucion, x un sistema de coordenadas en un entorno de ese punto de 1a
forma (cfr. 11.41):

x(uv) = (f(v) cos u, f(v) senu, glv)) velabl, uelo,2nl ¢ uel-m, 1l
En uno de estos sistemas de coordenadas los coeficientes de la 12 y 22 forma
fundamental son:

2 2
g”=f2 g‘|2=0 922= (f) "'(g)
rg fg-gt

Ly =—=o  L,,=0 L, =
it ) 12 22 P
f’2+g'2 f|2+g|2

y 2 K 12
Como g,,=0, también g'2=0, ycomo L,,=0, Ls=2 L, g?%= L, ¢"%=

{ .
=L,,8%=0, y L,= 0. Luego L, viene representada, en la base {x,, x,}, por
una matriz diagonal, luego X, y X, son 1as direcciones principales y las curvas

coordenadas (10s meridianos u= cte y los paralelos v = cte) son las lineas de
curvatura, siendo las curvaturas principales:

e 1 L Tgegr W) Ly g
I(XZ) 9o (f'2+g-2)3f2 I(K1) 944 f/f'2+ g-2

]

Q=g
1a curvatura de Gauss K = Kper Kpar = g(rg-g 5 ) )
f(f 2+g'2) .
. ! | f(F g -gf+grigd)
y la curvatura media H =7 (Kmer*Kpgr) = 5 = .
f(f2+g?

Veameos ahora come quedan 1as formuias en algunos casos particulares:

a) Si fl(v) = v (i.e 1a curva generatriz c de 1a superficie viene parametrizada

por ¢(v) = (v,0,g ()}

__ 99, gvrgg?)

2,3/2

.9 g
Kmer = ———=75+ Kpr=—==x=, K ’
(1+g2)>* ff1+g2 (1+g9)? 2v(1+g

b) Si g{v) = v (i.e. 1a curva generatriz viene parametrizada por c(v) = (f{v),0,v)

x
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2
_ -1 1 _ o -f e
Kmer 252’ Ner y Ke——s, H 2.3/2

2
(1+2) i 14 12 £+ 12 £(1+ %)
c)Sifl+ g'2 = 1 (i.e la curva generatriz viene parametrizada por su longitud de
arco), entonces f' f" + ' g" = 0 vy, usando estas dos igualdades, resulta;
. . e 2 .2 - ] " 1 |2 n
g K=gg ff-g f =-ff f'-g-f _ -

Kmer =T 9" -0 1", Kpar et - 7 :

I11.39. En el apartado anterior hemos obtenido las lineas de curvatura de las
superficies de revolucion por apticacién de 1as férmulas vistas en 111.24 Vamos
ahora a obtenerlas de nuevo usando directamente las definiciones, de modo mas
geométrico.

Sea c(v) 1a curva generatriz de 1a superficie, contenida en el plano XZ (con
mas precision, ¢(v) es una parametrizacion de l1a i-variedad generatriz de ia
superficie de modo que su imagen no corte al eje de rotacién 7). En el punto c(v)
el plano tangente a 1a superficie esta generado por el vector x,(0,v) tangente a
la circunferencia S obtenida por 1a rotacion de c(v) y por el vector x,(0,v) =

c'(v) tangente a la curva c. Como x,(0,v) es tangente a la circunferencia S, es
perpendicular al radio T de la misma, y como S esta en un plano perpendicular
al eje Z, x, también es perpendicular a ese eje, luego x,(0,v) es perpendicular
al plano XZ. E1 vector normal a la superficie en c(v), Nec(v), es perpendicular a
x1(0,v), luego esta contenido en el plano XZ v, por 1o tanto, también su derivada,

tuego <(Nec)(v), %,(0,v)> = 0. Por otro lado, <(Nec, C'> = 0y <(NeC), NeC> =0,
luego (Nec) estd ‘en la direccidn de c', luego ¢ es una linea de curvatura.

El mismo razonamiento del parrafo anterior vale para todos los meridianos,
tomando en lugar del plano XZ el plano que contiene al meridianoy al eje Z. Por

10 tanto, todos los meridianos son lineas de curvatura. :
| 0 : / eje 7
X, = c'(v)
o i b
( . 7 "--.\ €, 8 z _//S
—B LX
¥ S N >
" 5 ° ? | 1
X1 | ' lano que conti
(c(v} v | Es que contiene
Ve . plano X2

Consideremos ahora un paralelo e(u) = x(u,v,). A 1o largo del paralelo el
vector normal Nee(u) forma un angulo constante con el eje Z, luego su tercera

a8
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componente cos® es constante, tuego 1a tercera componente de "é% (Nex)(U,v,) =

= (Nex)' (u) es nula, luego (Nexx) estd en un plano perpendicular al eje Z
También, como vimos, «'(u) = x;(u,ve) es perpendicular al eje Z. Como, ademas,
tanto x; como (Nex)' son perpendiculares a N, se tiene que (Nex)' y X; = &'
estan en la misma direccion, luego « es una linea de curvatura, i.e: los
paralelos son lineas de curvatura. (Si N estd en la direccion del eje Z,
entyonces (Nex) =0, y se concluye 1o mismo).

Para los puntos en el eje de rotacion, sea c(t) una curva pasando por un tal
punto c(t.). Entonces, por la condicion [1.39.b).iii) de 1a definicidn de superficie

de revolucidn, C'(tes) es perpendicular al eje Z , por tanto el vector unitario
normal NeC(ts) estara en 1a direccién del eje Z. Como todo vector tangente a la
superficie en c(te) es tangente a un meridiano, podemos tomar c(t) como un
meridiano. Entonces por el primer parrafo, (Nec)' (t) = k(t) ¢'(t) ¥t # t., por lo

tanto, por continuidad, (Nec)(te) = k(ts) C'(ta). Resulta entonces que en un punto
de 1a superficie que esta en el eje de rotacion toda direccién es principal v, por
10 tanto, un tal punto es umbilical.

$10. Superficies regladas.

II1.40. Veremos primero algunos resultados cualitativos: Las rectas
generatrices de una superficie reglada tienen curvatura cero y, por 10 tanto,
curvatura normal cero, Iuego son curvas asintéticas. Como por cada punto de l1a
superficie reglada pasa una recta generatriz, en cada punto hay al menos una
direccion asintgtica, luege no hay puntos elipticos en una superficie reglada,
luego l1a curvatura de Gauss es no positiva (K<0) en todo punto de 1a superficie.

Ademas, K(p) = O sii 1a direccion de 1a recta generatriz en p es una
direccion principal (pues, por ser esta direccidon de curvatura normal 0, solo
puede ser K(p) =k; kg = 0 si 1a curvatura normal maxima o minima es 0, y, como
la direccion de una recta generatriz tiene curvatura normal cero, corresponde a
esa curvatura normal maxima o minima). Sea x(u,v) = c(u) + v w(u) una para-
metrizacion de 1a superficie reglada. Por 1a afirmacion anterior, K(x(u,v)) = 0

para todo (u,v) equivale a que LyuvyW = 0, ¥y como w = X, = X,, la ecuacion

anterior equivale a a(Nex)/dv = O que, por 11.47, es 1a condicién necesaria para /6

que 1a superficie reglada sea desarrollable. Por 1o tanto:
“Una superficie reglada tiene curvatura de Gauss cero en todo punto sii es
desarroliable”.

II1.41. Ahora vamos a calcular las curvaturas de una superficie reglada usande
coordenadas. Supongamos que estamos en un dominio sobre el que la
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parametrizacién canonica
¥(u,v) = c(u) + v wlu)
es un sistema de coordenadas. Para estas coordenadas:

X)SCH W X= W g (= CCHV W, CHY W'D o= <CHV W', WD (oo™ W, W2,
L 1 2 ! '
det I = [x,A %I> = | (CAW) + V(W'AW) [©, N=CAW!VW AW
Ic'aw+ v wawl
Xy = C+ VW, X12 =W, Xop = 0,
- _ K"tV WS (C VW) AWY AW, AW
AR crvwiawl 2 lcawrvwawl® 2
(corresponde 1a anulacion de L,, al hecho de que x5 es direccion asintética),

_L2 \ , L2
_ det IT _ 192 _“<CAW,W}

=0

= L0 (yK=0sii<caw, w>» =0
detI | vw)awl® [e+vw)awl? /

sii es desarrollable -por I1. 48-)

I11.42. Para el caso de una superficie reglada no cilindrica, tomemos una
parametrizacion de 1a misma usando como curva directriz 1a linea de estriccién
(cfr. I1.61) B:
x(uv)=plw+vwu), con lwluwl=1, wiu+0 ¥u

En esta situacidn, <p,w'> =0y <w,w'> =0, por lo tanto BAW estd en 1a
direccion de w', de donde

W'

W

(%) B'AW = {F'AW, T———|> W

fw'’
(%) <BAW, WAW> = W', w'AW >= 0, siendo X el coeficiente dado
por 1a formula anterior. Por 1o tanto

detI=<(B+vwW)Aaw, (B+vwW)Aw> =

luego

por (%)
= {BAW, BAWD + 2V<WAW, BAWD + VZAWAW, WAwD> =
pori(*)
= {BAW, BAWD + VLW AW, WAWD> =

=1 <Baw, w2+ v2{(lwiwl2 - <w, w>2) = (como [wl = 1) =

w?
= 42 (<paw, w2+ 2wl
Iwl
31 denotamos par p = <B'AW,w'>, sustituyendo en ia expresion de K de ,H’./J.l

resulta

2 24004
Ke——P" p“iw'l

- 2 2
(det1)” (p% vi(w)?
Segln esta expresion de K, para cada valor de u fijo (es decir, a lo largo de
cada generatriz), cuando v—eo (es decir, cuando el punto tiende al infinito de la
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recta), 1a curvatura de Gauss K tiende a 0. (Esto se ve bien en el helicoide como
escalera 0 rampa de caracol: ia pendiente es mas suave -1a superficie es mas
plana- cuanto mas lejos se esta del eje del helicoide gue es su linea de
estriccion).

I11.43. La curvatura de Gauss de la cinta de Mdbius. Tomamos el sistema de

coordenadas: x(u,v)=(2seny, 2cosy, O} + v (- sen% senu,—sen% CoS 4, cosﬂ).
= i) = (L ppad - aand g ¥ u A u
w(udl = 1, wiuw) (2c05259nu 58N~ COS U, = 5 COS 75 COS U+ SeN 5 Seny, — )
¢’ (u) = 2 {cosu, -senu, 0),
2cosU -2s%eny 0
<CAwwW' D = |-sen2 senu ~send cosu cos U =1,
2 2 2
1 cne ¥ aan 1 —gan U 1 sl u “Lgan U
2GD‘SZSEI'HJ SE['IECOSU 200320030+38ﬂ253nu 23&02
(c'+vw'aw = (—%cosu-Qsenucos-%%sen%,

;senw%senucosu 2cosucos-, vsenzﬂ-2sen 5)

2
i(c'+vw )awl2 = —:T +(2-vsen %)2 , Y aplicando la férmula de 111.41. para K:

K{x(uv)) = v - | <0
T +(2-vseny )2)

111.44. Helicoide recto: Consideremos el sistema de coordenadas { cfr.11.76)
x{u,v) = (0,0, au) + v (cos y, sen u, 0)

Como vimos en I1.76 se trata de una superficie reglada no cilindrica con linea de

estriccion g(u) = (o, o, au). Podemos entonces aplicar las formutas de 111.42 para

la curvatura de Gauss:

4
~<pAW, w32 lw

K= 5 o .42 -
Kp'aw, w' O+ viw])
2
_~X(0,0,a),(cosuy,senu, 0)a(-senu, cos u,0)>. 1 - 52
< A >2:v27 (@A

Para calcular la curvatura media, aplicamos las formulas de 111.41; teniendo en

cuentague <B,wW'>=0, g., = <B+VWB+vwW> =[BP+vZ|w?=2a%+v?
91 .
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Gy = Sw,wr=1, g ,=<B+vw,w>=0, ycomoB” =0, w'=-w,resultaque
ARt HVWS, (B VW) AWY {B'AwW,W> a

1_.- ._O =0 L = - - = .
1T T vwoawl o b2t LT

De que L,, = O se sigue que las curvas coordenadas v = cte (hélices del helicoide)
son curvas asintgticas y de que gy, = 0 se sigue que cortan ortogonaimente a las

rectas generatrices (u = cte).
Para la curvatura media resulia de los calculos anteriores y de (I111.37.2) que

1 Oiibon - 2 9oL 12+ Upp Ly _

H=3 det 1

0
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Leccion 152: SUPERFICIES MINIMALES.

S11. Concepto de superficie minimal.

I11.45. DEFINICION: Una superficie se dice que es minimal si su curvatura
media es nula en todo punto. A continuacion damos unas definiciones que nos
proporcionaran una interpretacion geométrica.

111.46. DEFINICION: Sea U un abierto de R’ y xU— R’ una aplicacion tal
gue x(U) es una superficie de R3 con (U,x) como sistema de coordenadas. Sea D

un disco abierto de R? cuya clausura D esta contenida en U. Entonces x(D) es
una superficie con sistema de coordenadas (D, x). Sea 2D la frontera de D. Sea
h: D—3R una aplicacion diferenciable tal que h[aD = 0. Se 1lama variacion normal

de x (D) determinada por h ala aplicacién

w:Dxl-eel =R/ oluy,t) = x(u,v) + t h(u,v) Nex{(u,v),
donde N es el vector unitario normal a x(U) determinado por (U, X) y €0 es 10

suficientemente pequefic para que para cada tel-¢, € 1a aplicacidn xt D->R3/
xt(u,v) = @(u,v,t) defina un si}\tema de coordenadas de una superficie xYD).

I111.47. TEOREMA: Sean U, x, D como II1.46. Entonces x (D} es una superficie
minimal sii A'(0) =0 para cualquier variacion normal o de x (D), siendo A(t)
el drea de xt (D).

DEMOSTRACION: Denotaremos u! = u, u2 = v. Para calcular It (ia primera forma

fundamental de xYD))

1
X =X +Th N+thN, %=x%,+th,N+thN, (h, = 20

1 P75
gh.= Gy 2h7 + RPINGIZ + 20 <Ny, X, >;
gl = o+ £ N + £ NN 2R <Ny, %p3;
05,= Gyt 20 Ny + B2 H7CNG, N>+ Eh (K Np D> + < X, Ny D),
y como  Lji=-< N, X2 L= <NpXy 2 = =< Ny X2, resulta que
det I = 04192029y Lypht~2g,,L,,h T~ g122+ 44g,,Lp0t +'O(t2) =
=det T~ 2ht (g, Ly * G Lyy=2gp Ly + 0=
= [(1I1.37.2)] = det 1 - 2 t h 2 H det I + O(t*),

de donde resulta que
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At) = IDJ det 1' du dv = ID (Gt T Y 1-4tH + 0(t?) , de donde
At) = ID\/ det 1 ] (-4hH+O(t)ydudv,y,parat =0,

2\/1 —4thH+0(t2)

(111.47.1) A(0) = [ ~2hH/det 1 du dv.

De esta formula resuita que si H =0, entonces A’(0) = 0. Reciprocamente, si
A'(0) = 0 para toda variacion normal de x(D), supongamos que existe p e x(D)
con H(p) + 0, p = ¥ (U,). Entonces existe un disco abierte D(u,,r) € D tal que

H'XID(u,,r) % 0 y tendra el mismo signo que H(p). Consideremos entonces una
funcién C h: D3R tal que hjp-p(y, r)= 0 ¥ h (Us) = H(p) y tal que hlpy, r) tenga

el mismo signo que H(p) (bastara tomar h una funcién meseta con sop h € D(Us,I")
y h(us) = H(p)). h: D — R determina una variacién normal para la cual se

verfica que A'(Q) = - 2 JDQ hH v det I dudv < 0, en contra de que A'(0) = 0, luego
H(p)=0 ¥ pex (D).

1I1.48. NOTA: E] teorema anterior dice que cualquier region acotada x (D) de
una superficie minimal es un punto critico de 1a funcion area definida sobre el
espacio de 1as variaciones normales de x (D). Hay que hacer notar, sin embargo,
que dicho punto critico puede no ser un minimo.

S 12. Ejemplos de superficies minimales.

111.49. EL HELICOIDE: Vimos en II1. 44 que H = 0, luego se trata de una
superficie minimal.

111.50. LA CATENOIDE: Es 1a superficie obtenida por revolucién de una
catenaria con ecuacion del tipo x = a ch % alrededor del eje Z. Una
parametrizacion de esta superficie es: ‘

x(u,v)=(ach%cosu,a ch%senu,v) —o<cvyeo, 0<cU<2 6 ~T<U<TI.

y aplicando 1as férmulas dadas en I11. 38, se obtiene

-1 1
k = k =
‘mer 27 par 27°
achg ach—a-
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de donde resuitaque H-= %(kmer + kpa,-) = 0, luego es una superficie minimal.

II1.51. PROPOSICION: Toda superficie de revolucion minimai generada por una
1-variedad que nunca es perpendicutar al eje de rotacién es localmente una
catenoide.

DEMOSTRACION: Sea c(v) = (f(v),0,9(v)} una parametrizacion de una porcion de
la curva generatriz que da lugar a una parametrizacion canonica de 1a superficie
de revolucion {cfr. demostracion de I1.41). Si existe un ve tal que g'(ve) = O,
entonces c'(v,) es perpendicular al eje Z{eje derotacién). Luego g(v) =
0 ¥v, luego paratodo v existe unentorno de v sobre el cual

v =3g(v) = s es un difeomorfismo y, en ese entorno, se puede parametrizar ¢ por
s 3 c(s) = (f(g~1(s)),0,5). Sea @ = f=q~1. Aplicando Jas férmulas de 11138 a esa
parametrizacion, resutta

K - -(p" K = }

mer (372 par } !
(1+¢'2) oV 1+g2

de modo que 1a minimalidad implica, para cada uno de esos entornos,

[§] .2
= =99 t1tg ; v 2o =
0 = Kiner * Kpar = 3p 0 & ee e 1=0.
o(1+¢'2)
. - . : +
Las soiuciones de esa ecuacion diferencial son ¢(s) = a ch -—53b, a y bcons-

tantes, de modo que en cada uno de los entornos considerados la curva

. + . . s
generatriz es c(s) = (ach STP, 8), que es una catenaria y da, por rotacidn, una
catenoide.

H1.52.; PROPOSICION: Sea x {u,v) = c{u) + vw(u) una superficie regiada no
cilindrica y minimal (en los puntos en que es superficie) con parémetro de

distribucién (€ c'Aw, w'>) no nulo en todo punto. Entonces x (u,v) es parte de un
helicoids.

DEMOSTRACION: Sea B la linea de estriccion de x (u,v) y parametricemos la
superficie reglada usando B como curva direciriz:

xuv)=plu)+vw(u confwl=1 yiwl=1

(la condicidn lw'l = 1 se puede conseguir reparametrizando de nuevo 1a curva
w(u) -que es una curva regular al ser w' + 0 por ser la superficie reglada no
citindrica- res*pecto de su longitud de arco s, u = u(s), y tomando s como nuevo

L= 2950

1
2 Jg !
siendo, g=det I,y que

}
H=0 sii {p"+vw", (Bruw)Aw> -2 <w',|3vf\ w> {p,w>=0 +uyv), ie
4

CEBAW>- 2Z<WBA WISB WD+ V (KW", BAW > +<B" W AW > )+ v¢ WU WAWY =0,
10 que equivale a gue sean 0 los coeficientes de v:

parametro u). De las férmulas dadas en II11.41 resulta que H=
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{B'BAw>- 2<W',B\YA wr{Bw> =0 (1)

(W, BFAW>+{A " WAW> =0 (2)

(W' ,waw>=0 (3)
Ahora bien, de wl=1 resultaque <w"w'>=0, luego (3) implicaque w"=<W", w>w.
De lwl=1 resulta <w,w>=0y {w,w><{w,W'> =0, luego {w,w"> = -1, luego

w'=-w (4)
Sea {ei]ij 1a referencia de Frenet de w, entonces w" =Kk e, que, comparado
con (4), da k=1, ep=-w Yy ez=ejAey=w A(-w), de donde -te,=
=-w"Aw - W'AW' = 0, luego w(u) es una curva plana de curvatura k = 1, i.e. es

una circunferencia de radio 1. Tomando el origen de R3 en el centro de esa
circunferenciay el plano XY como el plano en que esta la circunferencia, w{u)
se puede escribir como w(u) = (cos u, sen u, 0).

Por otro lado, de (4) y (2) resulta que <B", w'A w>=0, luego B" esta en el
plano generado por w y W', gue s €1 gue hemos tomado como piano XY, por 10
tanto B es de 1a forma Blu) = (8,(u), By(u), au+b}  (a,b ctes).

De que el parametro de distribucién no se anule, <A w, w'>+ 0 resulta que

B'AW + 0, y como w' es perpendicular a g~ y a w, F'Aw esta en la direccion de
w', luego (1) es equivalente a

\

LW AW > (8" wWh- 24{f ,w>) = 0, siendo <B A W,w'> * 0, luego equivalente a
(BwW -2 <gw>=0, (1)

pero <g,w'>=0 implica <" W >+<{B,W’'>=0 vy, por(4), <g".w>= {B,wW>, que,

comparado con (1'), da <g,w>=0, 1o que, sustituido en las expresiones de py w
da:

{B,w>=0 sii B, cosu+ BySenu=0 *u

<B,W>=0 sii -B;senu+p,cosu=0 ¥y,
ecuaciones gue implican B',= 0= Bé, i.e. ByY B, son constantes, por lo tanto
%(u,v) = (B, + vcosu, B, + v senu, au + b).

Una traslacidn de vector (-B,.-B,, — b) transforma esta ecuacién en la ecuacion
canonica del helicoide. 0.
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PROBLEMAS DEL CAPITULO 1l
1.- Clasificar los puntos de 1a superficie x{u,v) = (y, v2, ulyd),
2.- Caracterizar los puntos parabolicos de la superficie
x{t,u) = (f(t) cos u, f(t) sen y, t), siendo f(t)> 0.
\3.- Determinar la curvatura normal de la curva x(tg,t) en t = | sobre 1a
superficie x(u,v)= (u,v,u2+v2).
4.- Demostrar que la suma de las curvaturas normales una superficie M en dos
direcciones ortogonales en un punto p de M es igual 2 H(p).
2n

5.- Demostrar que H(p) = (1/21) I kN(ﬂ) d9, siendo & el angulo que forma ia
0

direccion dada con una direccidn principal enpy ky(8) 1a curvatura normal en 12
direccion dada.

\6.- Sea M una superficie con K < 0. ZHay puntos umbilicales enM?. &Y si K< 07

7.- Sea p un punto no plano de una superficie M. Probar que H(p) = 0 sii existen
dos direcciones asintdticas ortogonales en p.

\B.— Sea C una curva regular sobre una superficie M con curvatura de Gauss K > Q.
ot kz, k2 son 1as curvaturas principales de M en un punto p, demostrar que 1a

curvatura k de C en p satisface k > min {Ik]I, Ikzl].

“9.— Dada 1a superficie x(u,v) = (u - (U3/3}u v2, v-(v3/3)+u2 v, u2-v2), hallar

las lineas de curvatura, 1as asintoticas, las curvaturas principales, Hy K

\IO.- Sea C una linea asintdtica (de curvatura no nula en todo punto) de una
superficie M. Demostrar que 1l = ¥-K, siendo #'1a torsion de C en un punto p y K
la curvatura de Gauss de Men p.

xl 1.- Sea M una superficie dada por 1a grafica de una funcion f : RZ SR. Expresar

los coeficientes de 1a primera y segunda forma fundamentales, la curvatura de

Gauss, la curvatura media y las curvaturas principales en términos de f y sus
derivadas.
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12.- Sea C una curva interseccidn de dos superficies My y Mo, y sea 8 el angulo
entre Mi Yy M2 en cualguier punto p de C. Supdngase que C es una linea de

curvatura de M. (a) Mostrar que @ es constante siy solo si C es también linea de

curvatura de Mo. (b) Mostrar que si una linea de curvatura € de una superficie M

esta en un plano T o sobre una esfera 2 , entonces la superficie M forma, a 1o
large de M, un angulo constante con T1 0 con Z. '

13.- i/Puede una linea de curvatura ser curva asintética?.

14.-Calcular las curvaturas de Gauss y media en el punto {0,0,0) del
hiperbGToide z=axy. S phrt
15.-Probar que todas las curvas asintoticas de 1a superficie

x(U,v) = (U, v, (U2/4)~v2) son lineas rectas.

16.-Supongamos que el plano osculador de una linea de curvatura C c M forma un
angulo constante con el plano tangente de M a lo largo de C. Demostrar que C es
una curva piana.

17.- Si 1a superficie M, corta a otra M, a lo largo de una curva regular C,

demostrar que l1a curvatura k de C en peC viene dada por kZsen? e = |<12 + k22 -
2 ky ko cos 8, donde k, vy k2 son las curvaturas normales de My y My
respectivamente, y 6 es el angulo que forman My y My enp.

18.-Sean kt’"" km las curvaturas normales en p formando angulos m/2(m+1), ...,
m1/2(m+ 1) con una direccion principal. Probar que kI+"'+km =m H, donde H es
la curvatura media en p.

19.-5ea C c Muna curva regular en M. Sea peCy c(s) una parametrizacion de C
por 1a longitud de arco tal que c{0)=p. Elijamos en TDM una base ortonormal

positiva (t, h} tal que t = ¢'(0). La torsidn geodesica tg de C en p se define por ':g
= «(dN/dsX0), h>. Demostrar que: a) Tg = (k1 —k2) cos ¢ sen ¢, donde ¢ es el angulo
que forman 1a direccion principal correspondiente al valor propic k1 yt.b)Sit

es la torsion de C, n el vector normal principal de C y cos 6 = <N,n>, entonces

dé/ds = t+tg. ¢) Las lineas de curvatura de M estan caracterizadas por tener

torsidn geodésica identicamente cero.

20.- Mostrar que 1a superficie dada por e! Unico sistema de coordenadas x(u,v) =
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(u, v, 1og cos v- log CoS U) es una éuperf icie minimal con curvatura de Gauss K =
- (sec?u seczv)/w‘l, donde W2 = 1 + tg2u + tgzv.

Z21.-Determinar las curvas asintoticas de la catenoide

x{u,v) = (chv cos u, ch v sen u, v). (Sol: u+v = cte, u-v = cte).

22 .- SeaMuna superficie dadaen la formaM={pe R3/ F(p) = 0), siendo F : RS
—> R. Expresar los coeficientes de 12 sequnda forma fundamental, 1a curvatura
media y 1a curvatura de Gauss en términos de F y sus derivadas.

23.- Obtener las curvas asintoticas del hiperboloide de una hoja x2+y2-z = 1.
(Sol.: x+z = k(1+y), x-z = (1/Kk)(1-y)) (Sugerencia: mostrar que
el hiperboloide contiene dos familias de rectas que son curvas asintéticas).

24.- Sea M el elipsoide (conjunto de puntos de R’ gue verifican ((x2/a2) +

(y2/b2) + (z2/c2)=1). Calcular su curvatura de Gauss y determinar sus puntos
umbilicales.

25.- Sea M una superficie con vector unitaric normal N globalmente definido. Se
define ta funcidn soporte h de M por h(p) = -<p,N{p)>. (@) Mostrar que ih(p)} =
distancia de O a TpM, y que h(p)>0 siy solo si N(p) esté dirigido hacia la cara de

TpM que contiene 0. (b) Para el elipsoide F_I(O), donde F(xy,z) = (1/2)
((x2/a2)+(y2/b2)+(z2/c2)-1), mostrar que h(x,y,z) = -1/|Zl, siendo Z = (Fy, Fy,

F-). Concluir que K = h4/(azb202), y localizar los puntos de curvatura maxima y
minima. {(c) Para los hiperboloides elipticos de una y dos hojas

((x2/32)+(yz/bz)—(22/02)=t1 respectivamente), mostrar que K =7 h%/(a2h2c2)
respectivamente.

26.- Sea M una superficie con vector unitario normal globa]ménte definido N.
Entonces {p + @ N(p)/ p € M} se llama superficie paralela M de M. (@) Probar que
si M es compacta, M es una superficie para a suficientemente pequefio. (b) Las
curvaturas principales de M son k]-/(l— a k]-), y las curvaturas gaussiana y

media de M son K'=K/(1-20H+a?K), H = (H-a K)/(1-2a H+a2K). (c) Si M tiene
curvatura de Gauss constante K > 0, entonces alguna superficie paralela tiene
curvatura media constante, y si M tiene curvatura media constante H=0,
entonces una superficie paralela tiene curvatura gaussiana constante (Bonnet).
(d) Si M tiene curvatura media H = 0, y M no es parte de un plano, entonces el
area de M' es mas pequenia que el area de M (Steiner).
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3

) 27.- Expresar 1a curvatura de Gauss K de la silla de mono z = X3 X y2 en

2)1/2

términos de r = (x2 + y2)1/2. ¢Es minimal esta superficie?.

O
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ISOMETRIAS ENTRE SUPERFICIES

CAPITULO IV: GEOMETRIA LOCAL INTRINSECA DE UNA SUPERFICIE DE R®

Leccion 162; [SOMETRIAS ENTRE SUPERFICIES.
§1. Definicion de distancia intriseca.

IV.I. DEFINICION: Una aplicacién continua c¢:[a,b] —» M de un intervalo en una
superficie se dice que es una curva diferenciable a trozos si existe una
particion a = t, <ty<.... <tk< tk,4 = b de [a,b] tal que cht], tiq [ (0 <i<Kk)es

diferenciable. Se define la longitud de una tal curva ¢ por:

k tis1
Le) = X fti ¢ (b dt.

IV.2 PROPOSICION: Sea M una superficie conexa. Dos puntos cualesquiera
de M pueden unirse por una curva diferenciable a trozos.

DEMOSTRACION: Toda superficie es localmente arco-conexa, luego, si M es
conexa, entonces M es arco-conexa. Por tanto, dados p, g € M, existe una
curva c:fa, b] -> M continua tal que c(a) = p, c(b) = q. Para cada te[a,b] existe
un sistema de coordenadas (U, x;) en c(t) tal que Ui es un conjunto convexo en

R? (en efecto, para que U; sea convexo basta, dado (U, x) con x; (0) = c(i),
tomar U; como una bola abierta de centro 0 contenida en U). La familia {c™ ¢

1(xt(Ut))}tE[a,b] es un recubrimiento abierto del espacio métrico compacto

[a,b]; Sea & el nitmero de Lebesgue del recubrimiento, y sea n tal que (b-a)
/n < 6. Consideremos una particién de [a,b] en los subintervalos [t,.t;], ...,

[th+1.tn] con t,=a, fi=tj.q+ p—ﬁﬁ, t, = b. Sea x; (Uj) un abierto de la familia

{x{(Uphe [a'b]tal que cfti¢,]< x;(U;). Como U; es convexo, existe una recta
= = - - - -1
&) en R?, & [tiq, t]—> Uj tal que &i(tiq) = X, Yoc(tiy), &) = X: oG (tj).

Definamos «:[a, b]-+M por c>c|[t (1) = = Xj o &; (1). Entonces « es una curva

i-10 1]
continua que sobre cada intervalo | t;.4 tj[ es diferenciable y « (a) = xy¢ &4(a)
=c(@) =py «(b) = x,» &,(b) = ¢(b) = q.

1V.3 DEFINICION: Dada una superficie conexa M de R3, se llama distancia

(intrinseca) de M a la aplicacién d: MxM —» R™¥ /d (p,q) = inf {L{c)/c: I->M
curva diferenciable a trozos uniendo p con g}.

IV.4. NOTAS: a) La distancia initrinseca serd, en general, mayor que la

distancia euclidea.
b) Al definir la distancia se ha puesto el infimo y no el minimo
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porque este puede no alcanzarse, como lo muestra el ejemplo del plano
agujereado.

§2. Isometrias entre superficies.
La geometria euclidea se basa en el concepto de isometria, y las

propieddes geométricas en el espacio euclideo R® son las que se conservan
por isometrias. En las superficies, la geometria intrinseca serd el estudio de
las propiedades que se conservan por aplicaciones que conservan la distancia
intrinseca. Estas aplicaciones seran las isometrias entre superficies, que
comenzaremos definiendo indirectamente:

IV.5. DEFINICION: Una isometria entre dos superficies M y M' de R® es una
aplicacion f: M —»M' diferenciable y biyectiva que conserva el producto escalar

de los vectores tangentes, i.e: para todo peM y para todo Y XeTpM, <X, Y> =
<di(p)X,df(p)Y>

IV.6. NOTA: Obsérvese que si f es una isometria, df(p)X = 0 é=>X = 0, i.e,
df(p) es un isomorfismo, luego, por el teorema de la funcién inversa, f es un
difeomorfismo local y, por ser f biyectiva, f es un difeomorfismo de M
sochre M'.

IvVv.7. PROPOSICION: Una isometria f. M —>M' conserva la distancia
intrinseca. |
DEMOSTRACION: Sean p,geM, y C(p,q) = {curvas diferenciables a trozos en M
uniendo p y q}. Sea C(f(p).f(q)) = {curvas diferenciables a trozos en M uniendo f(p)
y f(gl). Sea ~ la aplicacion ~: C{p,q) —> C(f(p),f(q)) dada por ¢ +>€ = foc, la cual
tiene una inversa €+ ¢ = f'o&, luego ~ es una biyeccién. Sea d la distancia en

M y d' la distancia en M'. Dada ¢ e C{p,q), ZI ) J‘l+1 ()] dt = Zi_z
tisq .
J. [(fec)' (t)|dt = = L(fec), por ser f una isometria. Resulta de todo esto que:
t.

]

d'(f(p), f(q)) = inf{L €)/¢ e C(f(p),f(q))}=inf{L(fec), ceC(p,q)} =
inf{L(c),ceC(p,q)} = d(p, 9). .

Mas adelante (cfr. 1v.75) veremos que un difeomorfismo que conserva la
distancia intrinseca es una isometria, lo cual, junto con 1v.7, dice que la

definicidn 1v.5 coincide con la que seria natural.

IV.8. DEFINICION: Una isometiria local de superficies es una aplicacion
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diferenciable f: M-3>M' que conserva el producto escalar de los vectores
tangentes. (A veces también emplearemos el nombre de isometria local para
indicar una isometria (local o global) definida solo sobre un abierto de M con
valores en un abierio de M").

Como en el caso de una isometria global, una isometria local es un
difeomorfismo local.

IV.9. PROPOSICION: f: M—>M' es una isometria local sii para todo peM existen
sistemas de coordenadas (U, x) en p, (U, x') en f(p) tales que x' = fox (i.e. f=

xox*1) y g = g'ij siendo gij(resp. g‘ij) los coeficientes de la 12 forma

fundamental de M (resp.M') en el sistema de coordenadas (U, x) (resp. (U, x)).

DEMOSTRACION: Si i es una isometria local es un difeomorfismo local. Por
tanto, para todo peM existe un sistema de coordenadas (U, x) de M en p tal
que f: x(U) —> f(x(U)) < M' es un difeomorfismo, de donde resulta que (U,fsx) es
un sistema de coocordenadas de M' en f(p). Por ser f una isometria local se
fiene que, para cada u eU, six' = fox,
a(fOX)( ) a(foX)

ou' au’

g (u=<x; x> ()= < (U)> =< df(x(u))xudf(x(u))x;>=<x; x>

= glJ'
Reciprocamente, si existen (U,x), (Ux") con x' = fox y 9; =g' entonces:

<df(X), dit)> = <df (X Xix), di> Yi)> = 2 XY <di(x), df X)) > = Zx Yig
i i |

= 2 X'y g = 2 X Yj<xi,xj> =<XY>, 0.
i [

§3. Ejemplo de superficies localmente isométricas.

IV.10. EJEMPLO: Consideremos la parametrizaciéon de la catenoide
(IV.10.1)x(u,v),= (ach %oos u, ach-‘ésen uv), ve R, uel]0, 2xf
y la del helicoide:
(IvVv.10.2)x'(u',v) = (V' cos U, v'sen U, au"), ve R, u e]0, 2xn[
Realicemos el siguiente cambio de coordenadas sobre el helicoide : u' = u,

v'=ash¥a—(i.e. definimos sobre el helicoide un nuevo sistema de
coordenadas X (u,v) = x'(u'(u), v'(v)). Resulta asi para el helicoide:
(Iv.10.3)X{(u,v) = (a sh%cos u, ash%sen u, au), ve R, uel0, 2x[.
Con respecto a los sitemas de coordenadas (IV 10.1) y (IV.10.3) resulta que:
0,4= a2 ch? ——911, 91o=0= 3,5 g,=ch? —g on (tomando u' = u, U= v).

Obsérvese que, sin embargo, el helicoide y la catenoide no son globalmente
isométricos por no ser homeomorfos.

" NOTA, %}M/ﬁ M;/(Z/W/WMA/{W 4@ /u/{%m//u/w JA%M
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Leccién 17¢: LA DERIVADA COVARIANTE.

§4. Definicidn y propiedades de la derivada covariante.

En el estudio de la geometria extrinseca introdujimos conceptos geomé-
tricos locales con el auxilio del calculo de derivadas. Aqui vamos a operar de
modo andlogo, pero para ello necesitamos, en primer lugar, un calculo de
derivadas intrinseco. Para intuir como puede ser este calculo diferencial
intrinseco, podemos pensar del siguiente modo: un habitante bidimensional de
la superficie puede tener una idea, como aproximacion de lo no lineal, de los
objetos lineales tangentes a la superficie { de modo analogo a como un
terrestre puede pensar que un trozo del planeta Tierra es plano), pero es
incapaz de observar cualquier cosa, aungue sea lineal, que se salga del plano
tangente al punto de la superficie desde el que observa ese habitante. Esta
consideracién nos lleva a:

1) derivar solo campos vectoriales tangentes a la superficie;

2) como la derivada direccional de un campo tangente no tiene por qué ser
tangente, tomaremos como su derivada solo su componente tangencial (que
seria la Unica parte "observable" de la derivada). Esta sera la que llamaremos
derivada covariante.

Naturalmente, después de dar la definicidn siguiendo la intuicidn anterior,
comprobaremos que realmente se trata de un concepto intrinseco mostrando
su invariancia por isometrias.

IV.11. DEFINICION: Sea Y un campo vectorial tangente de una superficie M

de R3 definido sobre un abierto U de M. Paracada p € U, X e TpM, se define
la derivada covariante Vy Y de Y en ladireccion de X por

(Iv.11.4)  Vy Y = DX Y - <DXY, N> N (i.e. VXY = parte tangencial de DXY).

Como —<DXY, N> = - DX<Y, N> + <Y,DXN>= -<Y, LpX>, la expresion anterior
es equivalente a
(IvV.11.1% VX Y = DX Y- <LpX, Y> N. (férmula de Gauss).

Resulta de esta definicién que si X e Y son campos vectoriales
diferenciables, también lo es Vx Y (por serlo Dy Y).

Para el estudio de las propiedades formales de la derivada covariante serd
atil la siguiente:

IV.12. DEFINICION: Si X, Y son dos campos vectoriales sobre una bierto U

de una superficie M, su corchete de Lie [X, Y] es el campo vectorial sobre el
mismo abierto U definido por [X, Y] = Dy Y- Dy X.
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Si X e Y son campos vectoriales tangentes, entonces [X, Y] también lo es. En
efecto: <[X, Y], N> = <DXY - DYX, N> = DX<Y, N> - <Y, DXN> - DY<X, N> +

<X ,DYN> = < Y, LX>-<X,LY> = 0 (porserl auioadjunto).

IV.13. PROPOSICION: Sean W. X, e T, M; Y, Z campos vectoriales definidos

sobre un abierto conteniendo a p, f una funcidn diferenciable sobre ese
abierto. Se verifica que:

c) Vf(p)XY = f(p)V Y d} Vy(fY) = f(p) VY + (Dyf)p) Y
e) VyZ-V,Y =Y, 7] ) Dy <Y, Z>= <VyY, 2>+, Vy Z>.

DEMOSTRACION: a).....d) se dejan al lector. Veamos e) y f):
e): Vy Z-VZY =D, Z- <LY,Z>N - D,Y+<LZ, YSN=[Y,Z]

1): DX <Y, Z>= <DXY, Z>+<Y,DXZ> = <DXY-<LX, Y>NZ> +

+<Y,DXZ <X, ZS>N> = <VXY,Z> + <Y, VXZ>.

§5. Expresién_enh coordenadas.

IV.14. DEFINICION: Sea (U, x) un sistema de coordenadas de M, {xi}ij la

referencia local del plano tangente a M en los puntos de x(U) asociada a este
sistema de coordenadas. Sobre el abierto x(U) de M, V. .Xjes un campo
1

vectorial tangente, por lo tanto se podrd poner como combinacién lineal de xq,

K , 2
X,. Denotemos por T .. a las componentes de V xj en la referencia {xk}k )

ij
ie. V x{i = Zkl“ Xk. Las funciones T‘ se llaman simbolos de Christoffel.
{ " —"ir-,v— wdvds '-*—*‘J‘ ~ \‘7,' My by
6’( B

IV.15. PROPOSICION Sea (U, x) un sistema de coordenadas de M; X, Y

: 2 2 :
campos vectoriales sobre x(U), X = Zi=1 Xx, Y= 2i=1 Y x;.. Se tiene que
k
i dY N

a)vXY=2i,k(Xl _a"u_i+ZjXYjTJ:j)Xk b)xij= zk‘, 1_.: Xk+LijN‘

DEMOSTRACION: Usando las propiedades dadas en IV.13 se tiene que:
I
vXY=;inxi(JZYx zxv ZY zx (D Yx+Zva i) =
i ﬁ -k [ 3L J
F;X(' " xj+ZY T ) =Z X ( E+Z\(1"ij)x
Ul xlot ] o i«j de g PR i e

-
D y«:]' {Y‘gfo‘:{ v j\; f% e \j&—e"‘ ol { ]-15
Tt
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Por otro lado, de la definicion de V y de que <-Njxj> = <Lxj, x> = Lj,
resulia:

xij=Xj;=Dxix]-=vxixj+<in, Xj>N = Zkr‘; Xy + LijN.

IV.16. PROPOSICION: Los simbolos de Christoffel vienen dados, en términos
de los coeficientes de la 12 forma fundamental, por

KoY e [ %G %9 99
i 2 X g N
ad o' au
DEMOSTRACION: De 1v.i5 b) resulta que <xijj, x> = 2 T‘kij gk/e, de donde
k

k
(Iv.16.b)) T - % <xjxg> gtk

_ 0
Ahora bien, <XjjXp> = aa XX p>-<XjpX > = al gjs ('"“‘j<x;,xi>-<xj,g,xi>) =

au du
agj,g aglj XXy
= : - + TR ;
ou' aauf P
Y <XjpXp> = <XjiXp> = 30 9ip - <XiXje>-
99 99j; 99
. J i
Sumando ambas expresiones: 2 <XjpXp> = - 5+ —, lo que,
du ou oul
sustituido en (IV.16.1), da la férmula buscada. O.

Como consecuencia de esta proposicion se tiene la "necesitada"
invariancia de la derivada covariante por isometrias.

IV.17. COROLARIO: Sea f: M~>M' una isometria, peM, XeTpM, Y un campo
vectorial tangente sobre M, ¥V (resp. V') la derivada covariante en M (resp.
M'). Se verifica que: df (p) (Vy Y) = V' dip)X (df(Y)). :

DEMOSTRACION: Por ser f una isometria, si (U, x) es un sistema de coorde-
nadas de M en p, (U, X' = fo x) es un sistema de coordenadas de M' en f(p), y

para los respectivos coeficientes de la primera forma fundamental se verifica
que gj = d'; (cfr. IV.9). Ademas, si Z es un campo vectorial sobre x(U), Z =

ZZixi, se tiene que df(Z) = 2 (Zlof) df(x;) = ZZi x.. De IV.16 resulta que g;

I

=g\ impllca 1"kij ‘l“ki], siendo l‘kij (resp. '1"kij) los simbolos de Christoffel

para el sistema de coordenadas (U, x) (resp. (U, x')) en M (resp. M'). Resulta
entonces de IV.15 que

Vo () = Zx' (T .,k( xz vy ¥ ]
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LK
O =Z( - + XY YT J x) = df(p) ((X'a—yﬁxlz Y rkijJXkJ=
ik oou' ] J
= df(P)(V y Y).

IV.18. TEOREMA (egregium de Gauss)'

k

— E: z aT
— 1 P y )} _ ij
= detl 4 Yom {T112 121+ krﬂ T.Ea Th T,u con 1 o EW

DEMOSTRACION: De IV.15. b), derivando esa expresion, resulta:

xijk = ;{T ij,k X£ + T (2 Tz&kxm + L N -+ Llj,k N Ll] ; Lk Xm

=2m [Tn,] K+ 2 T%- Tm - Ly '—m ) [z,e '—k.e i+ Lij, k)N'
ij = Em( +2,g 21 L|k L. )X (Z/e Jre 'k + lej

,Q ,E T ) m m

Muitiplicando ambos mlembros POr gmn. Sumando a lo largo de m, y tomando
i=j=1, k=n=2, resulta la férmula del teorema .

IV.18.COROLARIO: La curvatura de Gauss es invariante por isometrias.
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Leccién 182: EL TRANSPORTE PARALELO

§6. Paralelismo en_supetrficies.

IV.20. DEFINICION: Sea c: I->M una curva diferenciable y regular. Un campo
vectorial diferenciable X a lo largo de ¢ ( o "sobre c") es una aplicacidn

diferenciable X: I->TR% X(1) e Ty R2.

IV.21.PROPOSICION: Un campo vectorial Y a lo largo de ¢ es diferenciable sii
para todo sistema de coordenadas (U,x) en c(t.), t,eJCI tal que c(J)Cx(U), las

2 -
funciones Y'(t) definidas por Y(i) = 21, Yi(t) x;(c(t)), ted, son diferenciables.
i=

DEMOSTRACION: Es evidente que si Y(t) son funciones
diferenciables,.entonces Y(t} es diferenciable. Reciprocamente, si Y(i) es dife-

renciable, entonces <Y(t),x;(c(t))> es diferenciable, también son dife-

renciables gj(t) = <x;(c(t), xj(c(t))> y, por lo tanto, también lo son las com-
ponentes gii(t) de la matriz inversa de (g(h); resulta de todo ello que

Zj gl <Y, Xj> = Zj gl <2k Yk Xi» Xj> = ZJ. K gl dik vk = Yi es diferenciable.

IV.22. NOTA: Sea X e Ty M, c:]-€e[-> M, una curva diferenciable tal que
¢(0) = p, ¢'(0) = X. Entonces, para todo campo vectorial Y sobre M,
d(YecC d(Yec
Vy Y =Dy Y - <Dy, Ny /= JT)' (0) - <Jat—l (0), Np >Ny,
de donde de deduce que VXY depende solo de los valores que Y toma a lo largo

de una curva ¢ tangeniea X en p en un entorno de p, y que es independiente

de la curva elegida cumpliendo estas condiciones. Por lo tanto, para que VXY esté

bien definida basta tener una aplicacion  Y: ¢(I) -» TR® tal que Y (c(t)) e
TeyM y que Yec sea diferenciable.

Para un campo vectorial tangente a lo largo de una curva regular c, como
¢ () + 0 ¥ tel, existe, para cada t, un entorno Jt-€,t+ ¢ [ sobre el que ¢ es

un difeomorfismo sobre su imagen, y se puede definir Y :c]te, t+e [-> TR3
por Y(c(s)) = Y (s) (ie. Y =Yoc™), que verifica ¥ (c(s)) e TC(S)M, por lo que, de
acuerdo con el parrafo anterior, tiene sentido hablar de VY=V Y. Esto
permite dar la siguiente definicion.

IV.23 DEFINICION: Sea X un campo vectorial tangente a lo largo de una curva

regular ¢ de una superficie M. Se llama derivada covariante de X en la direccién
deca |
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= v x= L K N> Nelt) = K- <Le), X()> Neo(t).

IV. 24. NOTA: Obsérvese que si Y es un campo vectorial sobre un abierto U de
M y c:I-> M es una curva regular de M con c¢{I) € U, entonces Y(t) = Yoc(t) es
un campo vectorial alolargode c y EI %% - <Lle'(t), Y(O)> Noct) =

= d(Yoc) Zj[’c - <Le'(t), (Yec)(t)> (Noc(t)) = VoY en elsentido de la definicion

IV.11, lo que muestra que el nuevo concepto de derivada covariante 1V.23
coincide con el de IV.11.

Ademds, si se parte de IV. 23 como primera definicion, se puede, para un
XeTpM y un campo vectorial Y sobre M definir-VXY =ﬂd\f[_°c), siendo ¢ una

curvade M con c¢(0) =p, ¢'(0) = X e Yoc el campo vectorial a lo largo de ¢
definido por Y. Esta definicién implica la IV.11.
COMENTRRID pobe 6 e onn e ¢ w0 & Yiu

IV.25.PROPOSICION: Sea Y un campo vectorial diferenciable a lo largo de una
curva c: I-»M. Sea (U,x) un sistema de coordenadas en c(t.), t,eJCI tal que

2

c(J)ex(U), y sean Yi(t) las componentes de Y(t) {i.e. Y(t) 21, Yift) x;(c(1))). Se
=

verifica que

(1v.25.1) %Y(t):% {dyk 2 Y r (c(t))} Xy (¢ (1)

H

DEMOSTRACION: De la definicién de —resulta que d_ es lineal y que, si f.I-> R

es una aplicacién diferenciab!e,lt(f(t Y(1)) = —(f Y{1) - <Le'(t), (1) Y()> Nec{t) =

- (%f(t)) Y + ) th“) - <L), YO Noo) (<= 1) &Ly, De aqut: /7
Y

dt
— = dY
Y = d Ev 2 x;(c(t)) + -

=Z%\;—(t) xi{e() + ;Yi(t) VX = |poriIv.is a), 6 por Iv.13 ¢) y IV.14 | =

= %‘, {%Y ) + Y'

]

Wy X

oC(t) = |porIv.24| =

Q.
—

J

o.lfl

JORUAC (t))} %, (¢ (1)

IV.26. DEFINICION: Un campo vectorial tangente X a lo largo de una curva

c: I-»>M se dice que es paralelo si VX 0 vtel

qr =
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dX
dt’
sea un campo vectorial constante, i.e., un campo paralelo (en el sentido de la
geometria elemental) a si mismo. De ahi procede el nombre de la definicion
anterior.

Si M es un plano, Zi( , Yy X paralelo a lo largo de ¢ equavale aque X

En el plano, un campo vectorial es paralelo (i.e. constante) sii tiene
mddulo constante y forma un angulo constante con una direccién dada. Esto, en
una superficie, se traduce por la siguiente propiedad:

IV.27.PROPOSICION: Sean X)Y campos vectoriales paralelos a lo largo de

una curva cI->M. Entonces <« X,Y>(t) es constante. En particular, |X(1)], |Y(1)|
son constantes y el angulo formado por X e Y es constante.

DEMOSTRACION: c? <XY> = <g>§ Y> + <X, th -
vX
=<gti * <lc, XN, Ys + <X, Yi\t(+ <Lc\Y>N> =0,

luego <X,Y>= cte. Tomando X = Y sale que |X| 6 |Y| es constante. Resulta de

todo esto que cos € (X,Y) = K> e, 0.

IV.28. TEOREMA: Sea c:I-»M una curva diferenciable , I = [0,1]. Sea YoeTC(O)

M. Entonces existe un Unico campo vectorial paralelo Y a lo largo de ¢ tal que
Y(0) = Yo.

DEMOSTRACION: De (1v.25.1) resulta que Y(t) es paralelo sii para cada
sistema de coordenadas en c(t) '

(Iv.28.1) dy" Z Yiﬂ T

F -+ dt ji =0, k=1,2,

que es un sistema lineal de ecuaciones diferenciales. Aplicando los teoremas
de existencia y unicidad de ecuaciones diferenciales se tiene pues que, para
cada to e I y cada sistema de coordendas (U, x) en t, existe un intervalo I. < I,

to € Io tal que ¢ (I.) © x (U) y existe una solucién Gnica (Y'(t), Y2(t)) de
(1v.28.1) (i.e. un campo vectorial Gnico Y{t) = Y'(f) x; + Y2(t) x, paralelo a lo

largo de c(I,) sobre I, verificando Yi(to) = ‘7|° para valores prefijados de \710
(ie. Y(t) = Yopara YoeToy M prefijado).

El mismo razonamiento de la demostracion de 1V.2 prueba que existe una
particion 0 = t; <...< t,,; = 1 de [0,1] y unos sistemas de coordenadas (posi-
blemente con repeticiones) (U, x;),...... AUn, xp) tales que ¢ ([t;, 1,41 € x; (Uy),
i=1...n. En el sistema de coordenadas (Uy,x;) existe una solucion unica Y,(t} de
(I1.28.1) definida sobre el intervalo [t;,t;] verificando la condicién inicial
Y(0)=Y,. Para i >1, sobre cada intervalo [t;, t,4] tomamos, usando el sistema
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de coordenadas (U;, x;}, la Unica solucidn Y;(t) de (I1.28.1) verificando que

Yi(t) =Yiq(t).

Observemos como ha sido, usando coordenadas, la construccién de Yi(t):
Sobre [tj.4, tjl, Yi-1(t) es un campo vectorial definido por Yj4(t) =

_Z\H‘ ;) (Xj-1)k, con \2( ;(t) (y por lo tanto Yj.4(t)) definido sobre

]t,1 €j- 1,t,+£,_1[ para un cnerto £i.1- En un entorno de tj;, para el sistema de
coordenadas (U;, x;) se tiene que

Y= 2 ¥ 0= 2V 0 0k

k i1
Como (IV.28.1) es la expresion en coordenadas de g—;( = 0, y, en un entorno de

. VY4 . N .
t;, Y4 verifica T 0, las funciones 4 Siguen verificando las

ecuaciones (I1.28.1) para el nuevo sistema de coordenadas (U;, x;). Las

funciones \H;(t) definiendo  Yi(t) = 2 Y‘i‘(t) (xj}x se definen por ser las

Kk
soluciones de (I1.28.1) verificando \)i((ti)=‘/“(ti)- Por el teorema de
unicidad de solucién de las ecuaciones diferenciales, se tiene que, en

k
Wi - g tit e[ O Tt €5 t4q + €4 \H( = Y. . (), luego Yi(t) = Yia (). OF
Definimos ahora Y: [-»TM = U TpM por Y({) = Yi{t) si te[tj, tj.q1]-

peM
Resulta de todo lo anterior que Y(t) es un campo vectorial tangente a lo largo

de ¢, bien definido y diferenciable, que es paralelo y que verifica Y(0) = Y,.0.
Este teocrema permite dar la siguiente:

IV.29.DEFINICION: Se llama transporte paralelo a lo largo de una curva

diferenciable ¢ desde c(0) hasta c(t) a la aplicacion P. :J: TC(O)M = TepM

t
tal que PC’O(Y‘,) = Y(t), siendo Y(t) el campo parlelo a lo largo de ¢ que verifica
Y({0)=Y.,.

IV.30. PROPOSICION: P, es una isometria.
t
DEMOSTRACION: P es lineal: si P, ((X,) = X(), P ;(Yo) = Y(t), para todo

A ueR se tiene que AX(0) + uY(0) = MX, +uY, y ()\X() + uY() vX(t +

dt
1 1
uaY(t) = 0, luego Py ;O\, + uY,) =) PC.O(xo) + 1 Py o (Yo).

t t n
Como consecuencia de 1V.27 se tiene gue <PC,0(X°), PC'O(Y°)>= <X5,Y;>. O.
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§7. El_transporte paralelo y la desarrollable osculadora.
Las superficies regladas desarrollables son localmente isométricas al plano

(lo veremos mas adelante, serda consecuencia de 1V.66 y 111.40), por lo tanto en
ellas es facil construir geométricamente el transportado paralelo pasandc al
plano por medio de [a isomeiria local. Vamos a ver a continuacién gue para una
superficie genérica M y una curva ¢ en la superficie es posible encontrar
una superficie reglada desarrollable con esa curva como curva directriz,
tangente a M a lo largo de C, de modo que el transporte paralelo a lo large de
C en M se pueda construir geométricamente haciéndolo sobre la superficie
desarrollable encontrada.

IV.31. PROPOSICION: Sea M una superficie y ¢: I-»M una curva regular. Sea
Y(t) un campo vectorial tangente a lo largo de c tal que <Lé&(t), Y()> =0 y ¢ e
Y sean linealmente independientes. Entonces X(s,t) = c(t) + s Y(i) es una
superficie reglada desarroliable, contiene a c(I) y, a lo largo de c, los planos
tangentes a M y a X(s,t), y las derivadas covariantes —d% en My en X(s,t)
coinciden.

Obsérvese que si &(f) no es asintética, Y(t) puede ser NAN . En efecto:
<Lé, NAN> = -<N, NAN> =0; si ¢ no es asintdtica, <N, ¢>+ 0; entonces si
NAN =Xé, <N, &> =0, luego ¢ y NaN son L.i.

La condicién {¢, Y} li. hace que la superficie Xx(s,t) no pueda ser la
desarrollable tangencial.

DEMOSTRACION: Veamos que X(s,t) es desarrollable: «N,Y>= 0 implica que
<NY>+<NY> =0, pero 0 = <Lé&,Y> =-<NY>, luego <N,Y> = 0. Por lo tanto
YAY estd en la direccién de N, luego <¢,YAY> = 0. Evidentemente X(0,t) = c(t),
i.e. la superficie contiene a c(I). A lo largo de c¢(t) = X(0,t), el vecior normal

ax (sf) es NOJY = ﬁ(é(t) £ 0 YIO)AY(R) = ‘|jT c(AY(), que esta en la

direccion de N (X(0,t)), luegoc M y X son paralelas a lo largo de c. De aqui

N(0,1) = = N(t) = N (X(0,1)), luego, si A ( resp. -av—t-) es la derivada covariante a

dt
lo largo de ¢ en X(s,t) (resp. M), entonces:
\'4 dY dY R je dY dY v A
—-—Y:—— e = — - —_— =—1. .
gty ~ar <gr Mg < g N N=grY ©

IV.32 COROLARIO: Un campo vectorial tangente Y(t) a lo largo de c(t) es
paralelo a lo largo de ¢ en M sii lo es a lo largo de ¢ en X (M, ¢ y X como en
Iv.31).

1V.33. DEFINICION: La superficie X (s,t) = c{t) + s Y(1) definida en IV.31 se
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llama desarrollable osculadora de M a lo largo de c.

IV.34. Cuando ¢&(1) no es una direccidn asintdtica para todo t e I y se toma Y
= NAN, la desarrollable osculadora X de M se puede interpretar
geométricamente del siguiente modo: "Consideremos la familia {Tc(t)M}tEI de
planos tangentes a M a lo largo de la curva c(t). Para At pequefio, los dos
planos To My Toq,apM de la familia se cortaran a lo largo de una recta

paralela al vector {N(t)a N(t+At)}/At. Cuando At —-» 0, esta recta se

lim N A N (t+AD) _lim

aproximara a la posicidn limite paralela al vector Ale30 At =A1—30

N() A N“*”g t- N() _ N({t)AN{) = Y(f). Resulta entonces que las rectas

generatrices de la desarrollable osculadora de M a lo largo de ¢ son las
posiciones limites de las intersecciones de planos préximos de la familia
{Tc(t)M}, lo que expresa diciendo que la desarrollable osculadora en la

envolvente de la familia de planos tangentes a M a lo largo de c(t).

IV.35. NOTA: La desarrollable osculadora nos permite interpretar el
transporte paralelo desde el punio de vista exirinseco de la siguiente manera.
Veremos mas adelante (teorema de Minding) que una superficie con curvatura
de Gauss K = 0 es localmente isométrica al plano. Por lo tanto la desarrollable
osculadora es localmente isométrica al plano (cfr. I[1.30). Sea H = X (s,t) la
desarrollable osculadora de M a lo largo de c(i). Dado p= c{t.) existe un

abierto V de O conteniendo a p vy una isometria ¢:V -3 (V) C R? de V
sobre un abierto del plano R2. Para obtener el transporte paralelo de Y,=TpM a
lo largo de ¢ desde c(to) hasta c(t;) con c[t., t;] € V bastara, por 1V.32,
calcular el transporte paralelo en £ vy, para ello, por ser ¢ una isometria,
bastara tomar el transporte paralelo de de(p) Y. alolargo de wec desde
c(te) hasta c(t;) y tomar luego la imagen del transportado por dcp(c(t1))-1. Para

obtener el trasporte paralelo entre dos puntos de ¢ en los que no se cumplan
las condiciones anteriores, se divide ¢ en segmentos de curva en los gque se
cumple y se calcula el transporte paralelo en cada trozo.

IV.36. EJEMPLO: Consideremos la esfera S2 con la parametrizacién x{u,v) =
= (COS U COS V, COS U sen v, sen u), (u,v)e 1r/2,n/2[x]0,2x[. Sea c(t) el paralelo de
S2 dado por c(t) = x(a,t) (i.e. u(t)=a, v(t)=t). El vector unitario normal "hacia
afuera" de S2 a lo largo de ¢ .es: Noc(t) = c(t) = (cos a cos t, cos a sen i, sen a).
Como en la esfera no hay direcciones asintéticas, podemos tomar Y{{) = (N A
N)(f). Ahora bien, N(t) = (-cos a sent, cos acos t 0)y
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- g

- —
| J k
NAN=| cosa cost «cosa sent sena | =

-cos a sent cosa cos t 0
(cos a) (-(sen a) (cos 1), -(sen a) (sen t), cos a).
Entonces la desarrollable osculadora es  x(s,1) = ¢(t) + s NAN(t) =
= (cos acos t, cos asent, sen a) + s cos a (-sen a cos t, -sen a sen t, cos a).

Distinguimos dos casos:

1) a = 0 (el paralelo c(t) es el ecuador). X es el cilindro tangente al
ecuador X(s,t) = (cost, sent, s) .

2) a += 0 (c(t) un paralelo no ecuatorial). La desarrollable osculadora es
un cono en este caso. El vértice del cono es el punto X(s.,t) para el que X(s,,t)

no depende de t, i.e. el punto para el que

(cosacost-s cosa sena cost, cosa sent-scosa sena sent, sen a+scosza)

no depende de t, i.e. el vértice se obtiene para s = 1/sena y es X(l/sen a, t) =
= (0,0, 1/sen a).
Calcularemos el transporte paralelo para este caso.
Definimos una isometria ¢: X(]- o, 1/(sen a)[ x 10, 2r[ ) ——> D C RZ por
@(X(s,t) = (r(s,t) cos a(s,t), r(s,t) sen 8(s,t),

se1n =~ S), B(st) = (sena) {
siendo D el subconjunto abierto de R? definido por

D = {(r cos 8, r sen 8)/0 < r< + o, 0<8<2xr sen a}.
¢ es un difeomorfismo por ser X un sistema de coordenadas del abierto
considerado del cono y (r,8) —> (r cos 8, r sen 8) otro sistema de coordenadas
del abierto considerado de R? y ser (s,t) —> (r {(s,1), 8(s,t} un difeomorfismo.
Ademéas es una isometria, pues si tomamos para el cono el sistema de

coordenadas X y para R? el sistema de coordenadas «.x , se tiene que :

con r(s,t) = cos a (
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1/sen a

y- W3 -5 ma
Ao

_ (r sen a)t
g = rsenalt

r

955 = <Xg Xg> =c082a, Tgp=< X, X> =0, Y=< X, x> = cos? a(1-s sen a)2.
2 - -
O gss = <(lP ° X)S, (4’ o X)s> =
= <«-cos a (cos (tsen a), sen (t sen a)), - cos a (cos (t sen a), sen(t sen a))> = cos? a.,

Igi = <o oX)g (poX)y> =

s)(-sena sen(t sena), sena cos (t sena))>= 0,
2

<-cosa (cos{t sena),sen(t sena)), (0033)(3371 3"

08 =<loXs (oo X)y> = (cosa) (5o~ 9)
x < (-sen a sen {t sen a), sen a cos (t sen a)) , (sen a sen (t sen a), sen a cos (t sen a)) > =
= cos®a (1-s sen a)2,

lo que prueba, por IV.9, que ¢ es una isometria.

Vamos a calcular el transporte paralelo a lo largo de c{f) de Y. = c'(-725-) e
Tc(ﬂ2—) S2 desde t=m/2 hasta t = 3m/2. Siguiendo el procedimiento indicado

O en IV.35, calculamos primero
de (Yo) = de (c‘(%)) = de (%0, 1/2)) = (v oX); (0, W2) =

= (-sen(-g— sen a), cos (—g— sen a)) cos a.

El transporte paralelo en R? de de(Y,) alo largo de @oc es:
quoc3 z; de (Y,) = (-sen ( % sen a), cos (—g— sena)) cos a.

El transporte paralelo en X {s.t) (y por tanto en S?) a lo largo de ¢ sera:

3n/2 _ . 3n/2
Pe nr2 Yo=de (X (0, 812) ' P . "0 de (Ye) =

= de (x(0, 3m/2))" (-sen(Zsen a), cos (5-sen a)) cos a.
3/ _ ) *)
@oc me do (Y,) = e¥e.%), (0, 3n2) + e8(e.X)g (0, 3n/2)) ',

31/ o )
oo 2 Vo = de (% (0, 312) (6w oR), (0, 3n/2)) +

Si escribimos P

) entonces P

.
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+ E,S(cpoit)s(o, 3n/2)) = gtit (0, 3r/2)) + gsics(o, 3n/2)).
Luego hemos de calcular ¢ty ¢S. Para ello:
(®6X), (0, 3n/2) = cos a (-sen (§2—nsen a), cos (3—nsen a));

2
(0oX)g(0, 3m/2)) = (-cos acos §éﬂsen a), - cos a sen gg—gsen a);

con lo cual, por (*), ¢'y ¢S vienen determinados por

-t sen (—Séﬂsen a)cos a-¢5cosa cos (%T—Esen a) = - sen (%sen a) cos a

¢lcos (e’z—nsen a)cos a-¢Scosa sen (—3-21':-sen a) = CoS (Fz—sen a) cos a,
de donde

S _ T 3=n - eos (& 37 - .
£° = (sen (2 sen a) cos ( 5 sen a) - cos (2 sen a)sen ( 5 sen a)) = - §en (x sen a)
el =sen (%sen a) sen (32—ﬂ sen a) + cos (%sen a) cos (%sen a)) = €0§ (R’ sen a),
luego
Pc3 2';: Y, =-sen (msen a) cosa (0,sena,cosa) + cos (m sen a) (cosa,0, 0) =
NAC' c'

= cos a (cos (r sen a), - sen(n sen a) sen a, - sen (x sen a) cos a)

Por ser P03 zjg una isometria, ]PC3 zg Y.l =|Y,], se tiene entonces que
3n/2 -
3n/2 |, . <Pg 2 Yo, %(0,31/2) > .
cosx(Py /o YoX,(0,37/2)) = o = [como g, = 0| =

P n/z Yo 1%,(0,37/2))
2 t =
I & Vg, (0.37/2)

gt|'xt(0,31t/2) por | 6n do g = ¢' (
= - = - = |por la expresion de g,| = ¢ = cos (=n sen
1Yl 1x,(0,37/2)] ,/gtt (0,7/2)

a),

luego el angulo que forman PCSE,,; Y, ¥y ¢'(38n/2) es = sen a , que es igual

(como corresponde al hecho de ser ¢ una isometria) al angulo que forman sus
correspondientes imagenes por dy en el plano
-3

(‘fvc)'{i"l‘) '
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Leccion 192: GEODESICAS

§8. Geodésicas y curvatura geodésica.
Las rectas en el plano pueden ser caracterizadas de dos formas: como

aquellas curvas que minimizan la distancia entre cualesquiera dos de sus
puntos y como aquellas curvas que pueden ser recorridas sin aceleracion. El
concepto que generaliza el de recta en las superficies es el de geodésica.
Para definir esa generalizacién usaremos la segunda caracterizacion de
recta, restringiendo incluso un poco mas el concepto. Las geodésicas de una
superficie seran no solo las curvas que pueden recorrerse sin aceleracién,
sino las curvas recorridas sin aceleracién. Con esta definicién resultard gue
el concepto de geodésica esta ligado no solo a la curva geométrica, sino
también a la parametrizacidon de la misma, de modo que para que una curva
sea geodésica ha de tener una parametrizacién especial.

I1V.37. DEFINICION: Una curva regular c¢: I-> M es una geodésica sii c'(1)
es un campo vectorial paralelo a lo largo de ¢, i.e. yd—f[’-' =0entodo tel.

IV.38. PROPOSICION: Si c(t) es una geodésica, entonces |[c'()] = cte
y t= as+b, siendo s el parametro longitud de arco de c, y a, b constantes
reales. (Recuérdese que si t no es el pardmetro longitud de arco,

Ves)_ges YC'y -
T H=065YE(1) = 0).

DEMOSTRACION: Si c¢(t) es geodésica, c'(t) es paralelo a lo largo de ¢ y, por

IV.27, |c'(t)] = a es constante . Entonces el parametro longitud de arco s de ¢
t

viene dado por s(t) = jd lc'(t) dt = a (t-d) = at - ad = at-b, con b =ad. O.

IV.39. NOTA: En el plano %%:%, luego c(t) es una geodésica sii c(t) =

=t Xo + Y,, i.e, una recta parametrizada por un parametro t= as + b, siendo s
la longitud de arco de ¢ (|c'| = {Xo| =a, b =ad).

En el plano las rectas son también las curvas de curvatura cero. Para
caracterizar de igual modo las geodésicas vamos a definir una curvatura
intrinseca para las curvas en una superficie.

IV.40. DEFINICION: Dada una curva regular c: I-> M, llamaremos referencia
de Frenet (intrinseca) de ¢ en M a la base ortonormal {eq(1).85(1)} de Tc(t)M

a lo largo de c(t) definida por ey{t) = ¢'(t) / [c'(t)] = e (t) y &, (i) elegido de

modo que {&,,6,} sea una base ortonormal (<g(t), g(t)> = 6;) con la misma
orientacion que {x,, X,} (la base asociada a un sistema de coordenadas (U, x)).
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Evidentemente esta definicidn solo tiene sentido para curvas ciI->M
tales que existe una familia {(Uy, x«)} de sistemas de coordenadas de M

o

xeA
de modo que ¢(I) C u"éAX“(UG) Yo}éAXoc(Uo:) sea una superficie orientable

(mLéA Xx(Ux) €5 siempre una superficie por ser un abierto dé la superficie M).
X A%
Cx A Xk
e(t) = eq(t) y &x(t) =N A e (). En efecto, {e,,8,} verifica las condiciones de
la definicién anterior y un &, con estas condiciones es Unico.

Esta definicién es equivalente a la siguiente: sea N Entonces

ve
IV.41. NOTA: Obsérvese que <eq,8;> =1 implica <-d—t1, e;> =0y, porlo

ve . e . , i
tanto, d_t1 esta en la direccion de &,. Ello permite escribir

C ve .
9 (IV.41.1) —dT1 = lcM)] kglt) &, (1).
La expresion (IV.41.1) hace ver de nuevo que la referencia de {e,,e,} es

intrinseca, aun cuando &, = N A e,, como corresponde a la definicién de
{ey,e,} dada en IV.40.

IV.42, DEFINICION: Se llama curvatura geodésica kg delacurva ¢ en M
a la funcion kg(t) definida por la expresién (IV.41.1). Resulta de esta
expresion que:
(1V.42.1) Ko() = —— < LAIEN > (1).
g lc'(1)] dt ' 2
1V.43. PROPOSICION: Sea ¢ una curva regular en M, k su curvatura, kg sU
@) curvatura geodeésica y ky su curvatura normal, entonces k e, = kg & +ky N.

Es decir, kg es la componente tangencial de la curvatura de la curva.

o de; Ve, : 0l ; ¢’
DEMOSTRACION. ICI kez = d_t= F{—- + <LC,91> N = |CI kg 92+ ICl <Lm’
e,;> N=
= [¢] (kg &, + ky N), ya que ky = ky(e,)=1I(e,)I(e,) = <Le,e,>= <L lz_'l CID
il dn e,

¢ R
IV.44. PROPOSICION: k; es independiente de la parametrizam
cambia la orientacién de {x,, x,}, entonces kg cambia de signo.

DEMOSTRACION: De 1V.43 resulta que kg = k<e,, &>. Si se hace un cambio

de parametro de ¢ conservando la orientacién, no varian k, e,y &, luego no

varia ky- Si se hace un cambio de pardmetro de ¢ invirtiendo la orientacién,

")k no varifa, e, cambia de signo, e/z)\c_a_r‘nbia de signo y e,= N A e, cambia de
ra'a%a”
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pomibra A TG
signo (pues N no varia al no depender de c), luego Kg no-varita: Si se cambia la
orientacion de {x,, x,} cambia el signo de N, luego cambia el signo de &, =N

A B4, sin que cambie lo demds , por lo tanto kg cambia de signo.

IV.45. PROPOSICION: (Caracterizacion de las geodésicas): Una curva
regular ¢: I->M tiene kg cero sii es una geodésica cuando se parametriza
respecto de su longitud de arco.

DEMOSTRACION: Por 1V .44, kg(t) = 0 equivale a kg(s) = 0, lo que es equivalen-

te a %1 (s) =0 ¥s,ie. dic'(s) = 0, es decir, a que c(s) sea una geodésica. O.
s

Vamos a ver ahora una interpretacién geométrica de la curvatura geodésica
semejante a la que se dié para la curvatura de una curva plana:

I1V.46. PROPOSICION: La curvatura geodésica de una curva es la derivada
del angulo que la tangente a la curva forma con una direccién paralela a lo
fargo de la curva.

DEMOSTRACION: Sea c: I-»M una curva parametrizada con respecto a la lon-
gitud de arco s, Y(s) un campo paralelo a lo largo de ¢ y de norma 1. Si ¢ es el

(P/ angulo que formakn’ c'=eq =&, entonces Y(s) = cos ¢ (s) & (S} + sen «(s) &, (s) 4 Yeom

de donde:
: ve
(a) 0= X—SY (s)=-(senw) ' & +cose kg € +(Cos @) @' &, +seny FQ_
ve ve ve {*)
Pero <&, 8> =1 impli —2,8,5, = 2 = £, 858 =
< 2v§> 1 implica <« Js 2> = 0, luego IS < Js 1 >8y
1

= - <8, s> & = kg g, donde hemos aplicado que <&, &> =0 en (*).
Sustituyendo en la igualdad anterior (A):
0 = (-(sen «) o' - (sen «) kg) &, + ((cos ®) kg + (COS @) ©'} &,, de donde
(sen o) (e'+kg) =0 y (cos @) (@' +kg) =0, luego kg=-¢'. O.

NOTA: Obsérvese que la proposicién V.46 da un nuevo método para calcular
transportados paralelos a lo largo de una curva c.

En el plano, por un punto y en una direccién pasa una UGnica recta. El
resultado andlogo para las geodésicas es el siguiente:

I1V.47. PROPOSICION: Dado un punto pe M, Y e ToM, Y + 0, existeune >0y
existe una unica geodésica c:]-€,e[-> M talque ¢c(0)=p yc'(Q) =Y.
DEMOSTRACION: Sea (U,x) un sistema de coordenadas en p; c(t) = x(uj(t)

u2(t)) una curva de M. Por (1V.28) c(t) es una geodésica de M verificando ¢(0)
=p vyc(0)=Y sise verifica el sistema de ecuaciones diferenciales
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i j i
- +21 IJ.‘(jj—“::c(jj—‘j’[=0;k=1,2,con( (0), u?(0)) =x -g(ﬁ-(O)=
t ]

siendo Y = 22 Yix](p). Entonces la proposicidn resulta del teorema de
i=1

existencia y unicidad de soluciones de sistemas de ecuaciones diferenciales.
Vamos a ver ahora algunos ejemplos de geodésicas.

1V.48. EN LA ESFERA: Las geodésicas son las circunferencias maximas. En
efecto: tales circunferencias se obtienen por interseccion de la esfera con
planos pasando por el origen. El vector normal e, de una tal circunferencia

en un punto esta en la direccion del radio de la esfera que, a su vez, esta en
la direccién del vector normal a la esfera N. Por lo tanto, resulta de IV.43
que la curvatura geodésica de una tal circunferencia es cero y, por IV.45, es
una geodésica cuando se parametriza con respecto a su longitud de arco. .

Por otra parte, para todo punto p de la esfera y todo vector X tangente a
la esfera en p, el plano que pasa por el centro de la esfera y contienea p y p
+ X corta a la esfera en una circunferencia maxima c¢ que pasa por p Y tiene
X como vector tangente. Por IV.47 y por lo que acabamos de ver, esta
circunferencias ¢' es la (nica geodésica pasando por p y con X como
vector tangente. Por lo tanto las circunferencias maximas son todas las
geodésicas de la esfera.

IV.49. EN EL CILINDRO: Los mismos argumentos utilizados en IV.48
muestran que las circunferencias que se obtienen por interseccién del
cilindro con planos perpendiculares al eje del cilindro son geodésicsas del
cilindro. También lo son las rectas generatrices pues en ellas kg =k =0. Si
queremos obtener todas las geodésicas habremos de enfocar el problema de
otro modo. Observemos que el cilindro x{u, v) = (r cos u, r sen u, v) es
localmente isométrico al plano mediante una isometria de la forma (u, v) +>
X (-'r-l, v). Como las geodésicas del plano son de la forma c¢(s) = (x + as, B + bs),

las del cilindro son localmenie de la forma ¢ (s) = x (-1—

r
(r cos &+ 2s), r sen (B + &s), 8 + bs), que son hélices apoyadas en el
cilindro, se convierten en circunferencias cuando b = 0 y en rectas cuando a

= 0 (las dos familias de geodésicas obtenidas antes por otro razonamiento).

(x + as), B + bs) =
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Leccién 202: LA APLICACION EXPONENCIAL

§9. Aplicacién exponenciai.
En esta leccion introduciremos un tipo especial de sistema de

coordenadas con vistas a su posterior aplicacion geométrica. Como vimos en
el apartado anterior, dado un punto p € M y un vector X e TpM, existe una anica
geodésica: ¥: 1€, e[->M/¥(0) =py ¥'(0) = X. Para indicar la dependencia de
la geodésica ¥ respecto de X la denotaremos por ¢ (t,X) en lugar de ?(1).

1V.50. LEMA: Sea peM, XeTpM y ¥(t,X):]-€,¢[ —» M la dnica geodésica
verficando ¥ (0,X) = p, ¥'(0,X) = X. Se tiene que para todo A e R-{0} la
geodésica ¥ (1,\X) estad definida sobre el intervalo J-e¢/\, €/A\[ y verifica:
¥ (tAX) = ¥ (), X).

DEMOSTRACION: Bastara con ver que ¥ (1, \X) = ¥((\t,X), pues de aqui se sigue
que ¥(i,AX) esta definida sobre ]-¢/\, ¢/\[. Definamos c¢: ]-e/X, /X[ —> M por
c(t) = ¥ (\t,X). Esta curva verifica: ¢(0) = ¥(0, X) = p; ¢'(0) = X ¥'(\0, X) = AX y,

, vY'(s, X)

rox)’ 6 =2 == = 0
es geodésica, luego, por definicion de ¥ (t,2X), co(t) = ¥ ({t,AX). c¢.q.d.0.

ademas, —%D =Vc,c' =NV ie., ¢

IV.51.DEFINICION: Dado XeTpM, se define la aplicacién exponencial por
exppX = ¥(1,X) para X # 0 en los puntos XeTpM en los que ¥(1,X) esté
definida, vy expp0 = p..

IV.52. NOTA: Tomando X = 1/|X| en el lema I1.50, se tiene que, si X#*0,

(IV.52.1) r(1,X) = 7( |X1,T))—§|-).
Como v ( |_>)<(l) es una geodésica con vector tangente unitario en el

origen, se sigue que esta curva estd parametrizada respecto de su longitud de
arco. Entonces la férmula (IV.52.1.) permite describir geométricamente la
aplicacion expp de la siguiente forma: "Dado XeTpM, expp X es el punto de la
geodésica tangente a X en p que se obtiene tomando sobre esta geodésica
una longitud |X| medida a partir de p en la direccién de X" i.e. "expp X es el
punto de M obtenido 'doblando' el vector tangente X a lo largo de la geodésica
pasando por p y tangente a X" (fig. IV.9.1)

1V.53. EJEMPLOS: a) Esfera unidad S2. En este caso expp X esta definida

para todo XeTp82 y todo peS?, como resulta inmediatamente del hecho de
gue ila geodésica que pasa por p tangente a X es la circunferencia méaxima
cumpliendo estas condiciones. Si -p es el punto antipoda se p se tiene que
para todo nimero natural n:

exppX=p si[X|=2rn y exppX=-p si [X|=(2n+1)=
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Sin embargo, sobre S2- {-p}, expp esta definida solo sobre los XeTpM tales
que |X| < =.

b) Cono menos el vértice. Si p es un punto de esta superficie y d es su
distancia al vértice, entonces expp no esta definida para los vectores en la
direccién de la generatriz y sentido hacia el vértice del cono y de mdédulo

M&%{W/w que d. —

O

)

KN
£
¥ T1¢ )@l
g AR A
\J/W

En la siguiente proposicion veremos que, al menos en un entorno de p, expp
estd siempre definida.

IV.54. PROPOSICION: Dado peM, existe ¢ > 0 tal que exXpy esta definida vy
es diferenciable en Bg(0) © TpM (Bg(0)=disco abierto de radio € en TpM).
DEMOSTRACION: Sea (Ux) un sistema de coordenadas de M en p. Segln

vimos en IV.47, una geodésica pasando por p = x(ul, u?)

(-]

con vector

tangente X, = X )foxi e TpM es la curva cuyas coordenadas verifican el
sistemma de ecuaciones diferenciales:

2 k . .
(1V.54.1) (X + Zi,j=1 rij a =0, k=1,2
con las condiciones iniciales
(1V.54.2) gl (0) = ){, (IV.54.3) ui(O) = UL, i=1, 2.

Por teorfa de ecuaciones diferenciales se tiene que, dado el sistema de
ecuaciones (Iv.54.1), con las condiciones (IV.54.3), existen €,,6, > 0 y existe

una tnica aplicacién « = (u',u? tleEg[ X 852(0)(1) ——>Uc R? tales que

ul(o, (X' x%) = ul %‘t’—' (0, X' x3) =x, i=1,2,

y, para cada (X1,X2) = BEE(O), la curva t+—> uk(t,(X1,X2)), k=12, te]-gq, €],

es solucion de (Iv.54.1).

Definamos  7:]-€4, €4] x BEZ(O) —3 x(U)C M por ¥=x0 . ¥ verifica:

7(0.X"X%) = x(ul, ) =p y IO XB) = 7(0,(x" XB)) = ax(ua)(X" X)) =

—

2
10bsérvese que BEZ(O) < R", noen TpM.
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Como dx(us)(Bg,(0)) es un abierto de TpM, existe e, >0 tal que el disco

abierto de centro el origen y radio 512 en TpM verifica BE12(0) C dx(uo)(BEE(O))
C TpM. Definimos entonces
¥l &IXB gl 0)—>x( U)S M por ¥(,X) = ¥ (1o (uo) " X),

que es diferenciable por ser dx(u o) un difeomorfismo y verifica:
7(0,X) = 2(0,dx(us)'X) =p, #'(0,X) = 7'(0,dx(us)'X) = dx(uo)dx(Us) X = X, y

T X)) = X2 dxue) X)) = x M {xew(t, dx(u.) X)) = @ (t, dx(u.)"'X),
luego las coordenadas uX de las curvas t——> ¥ (t, X) verifican (IV.54.1}) y son
geodésicas pasando por p en t =0 y con vector tangente X.

£
Por el lema 1v.50, tomando X = €,/2, se tiene que la curva t——> ¥, %X) =

= r(%‘t,X) es una geodésica definida para t e ]-s1/(€1/2)4, €/(€4/2) [ = ]-2, 2],
€465
2
Resulia de todo ello que, si ¢ = (515 )2, entonces existe una aplicacién
diferenciable #:]1-22[ x Bg(0) ——> M, B¢(0) € TpM tal que t—> ¥ (1,X)
es una geodésica verificando ¥ (0, X) = X. Como consecuencia, la aplicacion
expp : Bg(0) —> M/ X+——>¥(1, X) esta bien definida y es diferenciable. O.

IV.55. PROPOSICION: Existe une¢ > 0 tal que expp 1 Bg(0) ——> M es un
difeomorfismo de un entorno U de 0 en TpM sobre su imagen en M.
DEMOSTRACION: Por el teorema de la funcién inversa, bastard probar

que d expp(0) es un isomorfismo. Para ello, sea X e« TpM, ¢ ]-€, e[—> TpM
la curva cft) =tX, que verifica ¢(0) =0, ¢'(0) = X Entonces d expp(0)(X) =

=di exppolt) = < |t Jexpptx =& |t y(100 = & | 7(tX) = 7'(0,X) = X
i.e. d expp(O) es la |dent|dad, lo que acaba la demostrac:lon. C

§10. Coordenadas hormales.

IV.56. DEFINICION: Dado un punto p de M, un entorno abierto V depen M
diremos que es un entorno normal de p si existe un eniorno abierto U de 0
en TpM tal que eXpPp! U —> V es un difeomorfismo.

Utilizando esta definicién y las proposiciones anteriores introduciremos
dos tipos especiales de sistemas de coordenadas: "las coordenadas normales”,
correspondientes a un sistema de coordenadas rectangulares en TpM, y "las
coordenadas geodésicas polares" correspondientes a las coordenadas polares
en el plano tangente.
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IV.57. DEFINICION: Sea {e,, e,} una base ortonormal de TpM y w: R? —>TpM

el isomorfismo dado por w(X', X2) = X! e, + X? e,. Sea V un entorno normal de

p, U= 1-]-1'1(epr1(V)), X = expp . El sistema de coordenadas (U, x) se llama

sistema de coordenadas normales de M centrado en p asociado a {e,, e,}.
Evidentemente un sistema de coordenadas normales (U, x) centrado en p

esta caracterizado por x(u1,u2)

xexpp (X'e, + XPe,) = (X', X?).

= expp(u’e, + u®e,) 6, equivalentemente,

IV.58. NOTA: En un sistema de coocrdenadas normales en p la ecuacién de
una geodeésica pasando por p es la misma que la de una recta pasando por el
origen en el plano. En efecto: sea ¥ (t) una geodésica verificando ¥(0) = p, ¥'(0)
= X, entonces utilizando la notaciéon indicada el comienzo del §9, el lema
IV.50 y la definicién IV.51, ¥ (i) = ¥(t,X) = ¥ (1,1X)= expp tX. Por lo tanto, si
(U,x) es un sistema de coordenadas normales centrado en p asociado a e,,8, Y

X =X'e, + X2e,, entonces x (¥ (1)) = xT(expp tX) = v (t X) = (X', tX3).

IV.59.DEFINICION: Sea el difeomorfismo «: 10,00 x 10,25 —> 1122-(]12"‘x{0})
dado por «(r,8) =(rcos 8, r sen8) (i.e. ¢! da las coordenadas polares de
]R2). Sean {e,.e,} y ¥ comoen IV.57. Sea V un entorno normalde p, U=

= w'1(¢'1expp'1(v) - (1R+"{0})), y X =expoloe Al sistema de coordenadas
(0,X) se le llama sistema de coordenadas geodésicas polares de M en p
asociado a {e,.e,}.

Un sistema de coordenadas geodésicas polares en p viene caracterizado
por x(r,8) = expp(r Cos B8 e, +r send e

1 o)
IV.60.NOTA: La ecuacién de una geodésica pasando por p en un sistema de
coordenadas geodésicas polares en p es X o7 (t) = (\t,8,), con \,6 R fijos. En

efecto, si ¥ (i) es una geodésica con ¥ (0) = p, ¥'(0) = X, se tiene, como vimos en
IV.58, ¥ (1) = expth, y, si X = [X](cosB, e, + seng, e,), entonces 5('103’(’() = (|Xlt,8,).

IV.61.NOTA: Las imagenes por expy de las circunferencias S,(0) en TpM

centradas en 0 (curvas r=cte) se llaman circunferencias geodésicas y se
denotan por S,(p). Las imagenes de las rectas (curvas 8 = cte) se llaman .
radios geodésicos. Andlogamente se definen los discos (o bolas) geodésicos
abierto (B.(p) = exp,(B,(0))) y cerrado (B.(p) = expp(Br(O))). Se pueden
describir igualmente por: S.(p) = {geM/hay un segmento de geodésica de
longitud r que une p con q}, B,(p) = {geM/hay un segmento de geodésica de
longitud menor que r que une p con ¢}, ... .
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§11.Propiedades de las_coordenadas normales.
IV.62.PROPOSICION: En un sistema de coordenadas normales (U,x) centrado

en p, g;{p) = bj;.
DEMOSTRACION: g;(p) = <x;(p),xj(p)> = <—(exppow)(0 0), ——{exppow)(o 0)>

au’
=< dexpp(O)i.tlJ(O,O), dexpp( )iw(o O)> =<« dexpp(O) e, dexpp(O) &> =
ou' au’
=<€;€> = §;; donde hemos usado que d expp(O) = Id (cfr. demostracién de
IV.55) en la pentltima igualdad. o,

IV.63.PROPOSICION: Para un sistema de coordenadas normales centrado en

k .
P, Ty(P) =0y gij.k(P)=(9g;/ouX)(p) = O para todo ijk = 1,2.
DEMOSTRACION: Sea (U,x) es un sistema de coordenadas normales centrado
en p, asociado a {e,,e,}. Se tiene que

AL
xi(u) = aiu (expy(w(u) = d expyfuter+ulep)( 25)
pero como w(u',u?) = u'e,+u2e,, se tiene que %‘L = g;, luego
u
x(u) = d expp(w(u)) (&)).

Si u = (t,0), entonces x,(t,0) = d expp(tes)(eq) = i (exppte1) es el vector

tangente a una geodésica y, del mismo modo, ng/b % (exppteg) es el AOT

vector tangente a una geodésica. Por lo tanto:
Kk k
(Vy X1)(t0) = 0y (V. X2)(O.) = 0, de donde T',(p) =0 =T, (p) parak =1.2.

Por otro lado

3 %)
X +X )t = — X + =——=exp ¥ (t1) =
(i)t = —STexppt (1) + =5 expp (L)

w v
P (1) + dexpy® (1) =g -

= d expp¥ (th -

= d expp(w(t1) ((g%+a—) (t1) = dexpp(w (1)) (e4+e,) = 3 expp(t (e,+65))

vector tangente a una geodésica, luego (VX1+X2(X1+x2))(t,t) = 0, luego

(V x1x1+Vx1x2+VX2x1+Vx2x2)(t,t) = 0. En particular (Vx1x1+vx1x2+vxzx1+vx2X2) (0,0) =
. k

0, y, por (%), (Vx1x2+vx2x1)(0,0) = 0, de donde % 1"12(p) Xk(P) +Zk

T;1(p)xk(p) = 0, lo que, porlasimetriade T enlos subindices, implica T‘:Z(p)

k
-1"21(p)—0, k=12
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Por otra parte, gij,k(p) = i<xi,x

2 auf P
<xi,Vkaj>(p) = Z£<Tki X g X>(p) + Zp<x,T i X p>(p) = 0.

>(p) = ka<xisx

i =>(p) =<kaxi,x

i J>(p) +

~

§12.Propi e las rden eodésicas polares.

IV.64. PROPOSICION: En un sistema de coordenadas geodésicas polares
(0,%) en p se verifica que g, = 1, grg = 0, rll_n_"l)ogae = 0, rIl_rg0 ([9gg )r =1,

J g
: g8
siendo ([ ) = =
DEMOSTRACION: De acuerdo con IV.60, las curvas r —> %(r,8) son trozos de
geodésicas con vector tangente en t de norma unidad, de donde se deduce, por

IV.25, que g, = 1. Para calcular g,g vamos a ver primero cual es el valor de

su derivada en la direccidn de los radios geodésicos:
ad v

v

0 \
> drg = ~§r—<$tr,5te>=<-a'-_- Xy, Xg> + <Xy, ar Rg>=<X, ar Xg>,
ya que -g’;r‘itr = 0 por serr «» X(r,8) una geodésica. Ademas (cfr. IV.13.e)),
Vx %9 = Vx Rr+ [XF’XB] =VR Rr-l- D'S{ Re‘“ D2 yr =
r a 8 r 8
= vyexr + Xyg — Xgr = v%x,,

0 1.9 1
luego 3708 = <¥,,Vxe’>‘(r> = E%-dtr,%p = E-é%grr = 0. Por lo tanto g,g es

constante. Por otro lado, por la desigualdad de Schwarz,
|grBl = |<yr: ¥9>| < I%r”‘xel = I?al,
de donde

lim < lim |%q(t,0)| = lim |2 eXpp I (cos8 e +send e,)| =
lim lorgl < lim [%g(re)l = lim |8 expy r (cose e, ]

= Iim0|dexpp(r (cose e,+sens e,))(- r sens e,+ r cost e,)| =
r—>

= Iim0 r |dexpp(r (cos8 e +sens e,))(- send e+ coss &,)| = 0.
r—>

Por lo tanto g,g =0, ¥y lim ggg(r,8) = lim |%4(r,8)|2 = 0.
e r—>0 88 r->0 8

Por otro lado, el célculo anterior muestra que

(f9gg )i =Rg(r,8)//0r =

% (r |dexpp(r (cos8 e,+sene e,))(- send e+ coss &,)|) (f).
Como exp, es diferenciable,

% (]dexpp(r {cosB e +sens e,))(- sens e + coss e,)|)

estd acotada en un entorno de 0. Entonces, calculando en (f) y tomando
limites cuando r tiende a cero, se obtiene la expresién buscada. fl.
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APLICACIONES DE LAS COORDENADAS POLARES

Leccion 212: APLICACIONES GEOMETRICAS DE LAS COORDENADAS NORMALES Y
GEODESICAS POLARES.

§13.Sobre el inverso del teorema egregio de Gauss.

El teorema egregio de Gauss (corolario 1V.19) establece que si dos
superficies son localmente isométricas, entonces tienen la misma curvatura
de Gauss en los puntos correspondientes. Vamos a estudiar ahora el problema
inverso: "Dado un difeomorfismo local f:M-3>M' tal que K(p) = K'(f(p)) (i.e. f
conserva la curvatura de Gauss), ies f una isometria local?". Veremos que,
para el caso general, la respuesta a este problema es negativa, y
estudiaremos hipotesis restrictivas bajo las cuales la respuesta sera
afirmativa. Otra forma mas débil de plantearse el inverso del teorema de
Gauss es la siguiente: "Si existe un difeomorfismo local f:M—>M' tal que K(p) =
K'(f(p)), entonces existe una isometria local (no necesariamente f) de M en
M™. Seguidamente daremos un contraejemplo a esta forma débil del inverso
que sera también, por lo tanto, un contraejemplo a la forma fuerte del
inverso del teorema de Gauss.

IV.65.CONTRAEJEMPLO AL INVERSO DE 1V.19: Consideremos la superficie
de revolucion engendrada al girar alrededor del eje Z la curva logaritmica:

xX(s.t) = (scost, ssent, Ins), O<t<2rn, 0<$<4oo.
Las férmulas de 111.38 dan para la primera forma fundamental y la curvatura
de Gauss de esta superficie las expresiones

ggs = 1+ (1/52), ggt =0, gy =52, K=-1/(1+s2)2.

Consideremos ahora el helicoide
X(st) = (scost, ssentt), O<t<?2n -o<$§<qoo.

Para esta superficie se tienen las férmulas

9ss =1, Ost=0, gy = 1482, K = - 1/(1+s2)2,

Resulta de estas expresiones que la aplicacion f: x(s,t) «» x(s;t), 0 < t <
2n, 0 < s < 4o es un difeomorfismo que conserva la curvatura de Gauss y no
es una isometria. Pero, ademas, no existe ninguna isometria local entre x y X.
En efecto, supongamos que existe una isomeiria local F: x(s,i) «» x(s',t'). Por
el teorema egregio de Gauss F debe conservar la curvatura, i.e. K(x(s,1)) =

K(x(s',t), y de las férmulas anteriores para K y K resulta que 1/(1+s2)2 =

1/(1+s'2)2, lo que implica (puesto que s,8'>0) que s = s'. Por se F una
isometria local ha de verificar que

xs(8:1)[2 = |(dF)(xg(s,))I2 = [(3(Fox)/9s)(s,1)|? = |(8%/3s)(s.t'(s.1))|% =
= [Xq + Xu2(0t788)|2 |, i.e. 1+(1/s2) = 1+(1+82)(at'/3s)2. (*)

xy(s,1)I2 = |[(dF)(xy(s,1))I? = [(3(Fox)/at)(s,1)|2 = |(3x/It)(s,'(s,1))]2
= [Xu1(@t/oY)|2 , ie. 82 = (1+s2)(at'/at)2. (**)
Ahora bien, de (*) resulta que
t = J(1/(s2(14s2)) 12 ds + o (1) ($),
g et .
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i
y de (**) resu[ta que g N0 - %ﬁ»@wu T
= (F(1+s2)1/2) t+ O (s) ($%), T4

que esta en contradlccmn con ($), ya que ¢ ha de ser solo funcién de t.

IV.66.TEOREMA (de Minding): Sean My y Mo dos superficies con la misma
curvatura de Gauss constante K. Sean p;e M;, i=1,2, {eq,eo} una base
ortonormal de Tp1M1 y {f1.,fo} una b.o.n. de Tp2M2 . Entonces existen entornos
normales V; de p; y una isometria w : V4 —»Vo tales que dw(p)e; = fi. En
particular, M{ y Mo son localmente isométricas.

DEMOSTRACION: En IV.18 vimos que

1 2 2 )}
det I%’ 9om {Tﬂ 2" 121+2 [T11T£2 1-‘121-‘,81

Empleando coordenadas geodésicas polares, con ul=r, u2=0, teniendo en
cuenta [V.64, resulta:

. 1 0 ) -1 1 0 1_,1 1
(matriz de I) = |g 9g (matriz de I)"' =g 194 detl=ggq, *11=T1,

K =

g

= T?‘I = 0, T;z = _ 1_8988’ '1"2 1 agﬂe - i a QBB _ a[n 8_8_ ,

2 9r’ 127294y dr  fgo O ar

ae
2 aln,/gee
r22 =35 - Sustituyendo en la expresion de K se obtiene
2
Ko =1 9 Y8
B 2
Ogg Or

Por lo tanto si K es constante, ,/9gg debe satisfacer la ecuacion
diferencial lineal con coeflcientes constantes

age

ar2
Estudiaremos la solucién de esta ecuacion distinguiendo tres casos:
a) K = 0. La ecuacién (IV.66.1) se convierte en

2

9" /90

ar2
de donde (w/gee)r = (0) ( siendo ¢ una funcién solo de 8), por lo tanto ¢(8) =
hmo( /gae)r = 1 por iV.64, luego (,/Qag)r = 1, e integrando, ,/999 =r + f(8), de
r—>
donde f(8) = Iimo( /QBB - 1) = 0 por IV.64, luego ggg = 2. Por lo tanto, si K = 0
r—>

(IV.66.1) + K geg = 0.

-0,

se tiene 9rr(r,8) =1, grg(r,8) =0, ggg(r.8) =r2.
b). K>0. La solucién general de (IV.66.1) es

1/98 = A(8) cos({K 1) + B(8) sen{K 1) (A, B funciones solo de 8).
Tomando limites cuando r—>0 y usando IV.64 se tiene 0 = A(8), derivando
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entonces resulta (‘/gge)r = JK B(8) cos(/K r) y, tomando limites de nuevo y
usando IV.64, se obtiene B(8) = 1/K. Por lo tanto en este caso

9rr(r,8) =1, gra(r.8) = 0, ggg(r,8) = (1/K) sen®(JK r)
c) K < 0. La solucién general de (IV.66.1) es

Jgg = A(8) ch({-K 1) + B(8) sh(/-K 1)

y, haciendo las mismas operaciones que en el caso b), se obtiene BQ!)
1 -K. Entonces

arr(r,8) =1, grg(r,8) =0, ggg(r,8) = (1/-K) sh2(J-K r).
Resumiendo, en los tres casos hemos obtenido g,=1, grg = 0, ggg =

f(K,r), con f una funcién que depende solo de K y r.
Sea ¥: Ty M; —>Tp M, la isometrfa definida por ¥(u'ey+u2e,) = u! fy+ u?
1 2

fs .
Sea, para cada i=1,2, V. un entorno normal de p;, U, el abierto de TpiMi tal que
exppi:Ui——Ni es un difeomorfismo. Sean U, = U,n¥ 1 (0,), U, = ¥(U,) =

B(o,)NO,, V; = expp U; © Vi. Entonces $:U—>U, y expp,:Uj—>Vj son difeo-

morfismos. Definimos entonces el difeomorfismo ¢ = exppzoﬁoexpp1'1:v1—
2

i R -> Tpl M los

isomorfismos dados por «(u', U?) = u' e, + UPe, «, (U, UP) = u'fy + U,

>V,. Vamos a ver que ¥ es una isometria. Sean «

Sea U= oc'i1 (U), y sea ¢ la aplicacion

V1C M1
I expp1
U1C TP.IM‘[
X(” \ /;2
1 2

OcRr

UC]0,e0[x]0,2x][

definida en IV.57, U = tp'1(U- (R *x{0})). (U,x(i) = exppex;ew), define un
sistema de coordenadas geodésicas polares en p; que verifica x(® = wox(1),
x(”(U) = Vi-L;, siendo L, = expp1{)\e1/)\20}, Lo= exppz{}\f,/k =20} yw:Vi-Ls—>
V,-L, un difeomorfismo, que por 1V.9, serd una isometria sii los coeficientes
( P

de la primera forma fundamental son los mismos en los sistemas de
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coordenadas (U, x!), i=1,2. Ahora bien, esta igualdad es consecuencia de la
igualdad de K de M; y M,, seglin la discusién hecha antes en tres casos a), b),

c), luego w: Vy-L; —> V,-L, es una isometria. Por otro lado ¢ también es un
difeomorfismo de V, sobre V,, el producto escalar es una aplicacién

continua, y V- L;> V;, luego w:V,—> V,es también una isometria.
Ademés db (py)(e) = d(expp,eTeexpy!)(py) (&) = dexpp,(0) » B(0)  dexpy, (py)e;

= d exp,,(0) f; = f, ya que d exp,;:(pg = (dexpp,(0))" = id. .

§14. La curvatura de Gauss vy el area de un disco geodésico.

I1V.67. PROPOSICION: (interpretacién geométrica intrinseca de la
curvatura de Gauss): Sea p eM, A(r) el area del disco geodésico de centro p y
radio r (ver def. en IV.61), entonces:

Kip)= lim 12 - A(n)
-0 x ré

DEMOSTRACION: En la demostracion de IV.66 hemos visto que (férmula
(IV661)) (."gee) rr + K geg =0.

De aqui, derivando,
(V9%e ) mr=-K{( J9%sg }¢-K: J%s"

Tomando limites cuando r-» 0 y usando IV.64, resulta que

Kip} =- ‘iﬂLO(J Ogg Jur
Para cada valor de 8 considero el desarrollo de Taylor de [gea(r,e) alrededor
der =0.

J9s(r:8) = [fOgg(0.8) + 1 (f3g0),(0,8) + 1‘23 ( J9gg)((0.,8) +
L;i(,/gae)rr,(o,a) +R(r.8),

donde los valores de /gea y sus derivadas sucesivas en r = 0 estan

definidos por sus valores Ilimite cuando r—»0, y lrirr_;o(R(r,B)/r3) = 0.

Sustituyendo ahora los valores de los coeficientes de este desarrollo de
Taylor, resulta
3

[Gg6 (n8)=r- 7 KP)+R(r ).

Por otra parte, como ¢, =1 y g,q = 0, se tiene para A(r).
fr rg

J‘(Olm—drda—jj Mre drde—J.J‘ (r——K } + R (r, 8))dr d8 =

(4

J. { 2nr - n3? K(p) +J; (r,8) dB} dr = mre - -:I---K (p) + R (r), donde
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_ r 2r &S
R(r) = Jl J‘ R (r, 8) de dr vy, portanio, lim ﬂ4£1= 0. De la expresibn
[»] o]

l'—-)O r

) 1
anterior para A(r) resulta K(p) = ——4—( r’
r

- A(r) + R(r)) vy, tomando limites

cuando r—> 0, se sigue la proposici

§15. Las geodésicas como curvas mas cortas.
IV.68. PROPOSICION: (Propiedad minimizante de las geodésicas). Sean p

eM, e> 1t >0 tales que expp es un difeomorfismo sobre B¢ (0) y sea

B/(p) =
= expp (B(0)). Sea ¥:[0, 2]1—> Bp) una geodésica de M con ¥(0) = p. Sea
t;=[0,£] y ¢[0, tl -> M una curva diferenciable tal que c(0) = p, c(ty) =q =

7 (). Entonces L1(3’) < L(c) y si se da la igualdad L1(3’) = L(c) entonces
¥([0.4,]) = <([0, {;]).

DEMOSTRACION: La idea para la demostracion serd usar coordenadas
geodésicas polares en p pero definidas sobre un dominio en el que dejan de
ser sistema de coordenadas y en el que, sin embargo, siguen siendo validas
las expresiones correspondientes para calcular la longitud.

Sean ¢, ¥ las aplicaciones definidas en IV. 57 yIV.59, perc ahora o

se considera extendida a todo ]Pf;)< R ( con lo cual sigue siendo diferenciable

pero no difeomorfismo). Obsérvese que o:R'x R—>R?Z - {0} es un

difeomorfismo local. Se sigue de ello que si U= (woe) ' (B(0) - {0}),
entonces X = eXppower es un difeomorfismo local de U sobre B.(p) - {p}-
Para calcular la longitud de la curva ¢ vamos a distinguir varios casos:

1} c(0,4]) € B, (p)yc’(p) ={0). Sea fe Rtalque O0<¢<ty.Sea te
[ﬁ,t1]. Como p + ¢(f) e B{p) ¥y X es un difeomorfismo local sobre Bi(p)-{p},
para cada c(t) y para cada uje X'(c(t)) existen &,<C B(p) - {p} entorno
abierto de ¢(t) y Vi entorno abierto de u;, Vi € U, tales que X: Vi—> & es un
difeomorfismo. Variando t en [#,t;] obtenemos un recubrimiento por abiertos

{c“(EBt)}tE AN de [@,t1]. Sea n tal que %d\, el n®* de Lebesgue del recubri-
-F

A%

CART

f / miento, y sean si= X + i th— y &; abiertos tales que [s.q,s;] € ¢ (&), 1<ign. /&7

Sea Vel correspondiente abierto de R, x R tal que X: Vi—»> &; es un difeo-

morfismo y 5<'|V‘1(c(si_1)) e V.. Entonces las funciones p(t), 8(t) definidas por ¥

i-1

ilv(p(t),e(t))=c(t) para te[s;, s;] estan bien definidas y son diferenciables.
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O Ademas cada (V,, >?|Vi) es un sistema de coordenadas de M en el que se
AN

verifica que ¢ = <X, X >=1y g 5=<X_,Xg> =0 (por estar X

_ pp p’"p pe p
definda como para las coordenadas geodésicas polares). Resulta de todo esto
que la longitud de ¢ desde c(g) hasta c(t,) viene dada por /8

t, no S, B 5 ‘ >
Ofﬁwp‘ﬁ/ '-;, (¢) = 2i=1 - '] dt = IZ Lm \/gpp 240,82 dt> i
S. S, S.
>2 J Vo2 dt=2 J o] citzlz_[I o' dt| = |o (t) - p(e)].
boYsy bvSi 'S

5 /Tomando limites cuando /—-) 0, como I}T-m ) (g’) = 0, se tiene que

8/ t,
L, (@) 2 pfty) =L (7)),

O donde la dltima igualdad resulta de que p(t,) = distancia de expp'1(c(t1)) al
origen, y como c¢(t;) = q = ¥(i;), la definicién de expp (cfr. IV.51 y 52)
implica que esa distancia es la longitud de ¥ desde ¥ (0) hasta ¥ (iy).

Si se da la igualdad L (¢) = L (¥), entonces han de ser igualdades todas
las desigualdades de (IV.68.1). Por lo tanto ha de ocurrir que:

o'l =p', ie. p'20
8' =0 (puesto que ggg >0),i.e. 8 =cte sobre |0, t[
Esto implica que 0|[0 t] s una geodésica radial (cfr. IV.62).
Y

(;/ A= 0 significa que la geodésica se recorre en la direcciéon de xre
creciente, es decir, desde p hasta q.
Por lo tanto, si L(¢c) = L (¥), tanto ¥{f) como c(t) son geodésicas uniendo
p con q tales que c([0, {4]) © By(p) vy ¥([0, t;1) © By(p), luego c(t) = expp
cit)y ¥(t) = expp ¥(t), siendo € (1) y ¥() rectas en TpM pasando por 0 en t =
0 y por expp -1 qg = X en t = ty, _i.e.

¢([0,t1]) = ¥([0,t4]) = {sX, s e [0,1]}, de donde ¢ ([0, 4]) = ¥ ([0, t,]).

2) Supongamos ahora ¢([0,1,]) € B(p) y c'(p) * {0}. Sea t = sup{te[0,t;1/c(t)=
p}. Como ¢ es continua, c(t) = p, y como c(t) = g, se sigue que t' * i,.
Consideremos la curva ¢: [t',t] —> M definida por ¢ = c[[t',t1]’ la cual verifica
¢-1(p) = {t'} vy, por lo tanto, se le puede aplicar el razonamiento del caso 1), de
modo que se tiene que L{¢) 2 L(¥) y L{T) = L(¥) si y solo si &([t,t1]) =
¥ ([0.,t4]). Como consecuencia de esto resulta que L{c) 2L @)=L (¥) y L(c) =
L(¥) sii L{c) = L{&) vy L&) = L{¥). La primera de estas igualdades implica
L(c|[0,t']) =0,ie. c) =0 para 0<t<t vy, porlotanto, c([0,t]) = p, IO

que da c([0,i]) = &(It\4]) = ¥ ([0,14]).
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3) Supongamos ¢([0, t{]) ¢ B,(p). Sea t, = sup{t e [0,t41/¢([0,1]) < Br(p)}.
Como By(p) = expp(B((0)), se tiene que c(t.) € Sr(p)=expp(S,(0)). (en efecto,

[ / por definicién de t., expp'1c([0,t$,ﬂ C By(0), luego expp'1c([0,t°]) C B((0); si

™
\ |

expp‘1c(t°) ¢ S;(0), entonces existiria un 4 > 0 tal que expp'1c([to-n,t9+n]) C
B(0), ., en conira de que t,es el supremo). Como B,(0) € B¢(0), se tiene que,
se puede aplicar los resultados de 1) y 2) a c([0,i;]) © expp Be(0) del
siguiente modo: sea ¥ una geodésica radial uniendo p con c(t.) € expp S¢(0).
Entonces L(¢) =r> L({¥), y los razonamientos de 1) y 2) para este caso

dan L(c) = L'*(c) = L(F) = 1 > L(¥).

El teorema anterior nos muesira que las geodésicas verifican una
propiedad andloga a la de las rectas en el plano; definen la distancia mas
corta entre dos puntos de la superficie. Sin embargo esta propiedad no es
cierta globalmente. En efecto: en una esfera, dados dos puntos no opuestos
hay dos trozos de geodésica que unen tales puntos, que dan dos geodésicas
distintas, una de mayor longitud que la otra, uniendo los dos puntos. En
general se tiene el siguiente resultado:

fIV 69. PROPOSICION: Sea c:I-—> M una curva regular parametrizada

1
|
\
I
J
|
4

. proporcionalmente a su longitud de arco. Si la longitud de arco entre
cualesquiera dos puntos <,te I es mas pequefia o igual que la longitud de
cualquier curva parametrizada uniendo c¢{t) con c(t), entonces ¢ es una
geodésica.

DEMOSTRACION: Sea t, € I arbitrario y By(p) un entorno de j:c(t.) como el ¢~

| dado en IV.68. Sea q = c(ty) € By(p). PorIV. 68 se tiene que existe una
geodeésica ¥[to,t1]~-> W talque ¥(to) =p ¥(t;) =g y que verifica L (¥) <

) ;’j Ltt1 (c). Pero, por hipétesis, Ltt1 (c) <L (¥), luego Ltt1 {c) = L(¥) y, de nuevo por

i

Qarco C es una geodésica en ltg, 1;[. Como ¢ es regular, por continuidad, @(”

%

1V.68, c([te,t1]) = ¥ ([te,11]). Como ¢ esta paran:letnzada por la longitud de

es geodésica también en t,. . b e

c,{,odl e b

IV.70. NOTA: Obsérvese que IV.68 es vélida también cuando ¢ es dife-
renciable a trozos solamente. En efecto, esto (nicamente obliga a calcular

L£1(c) haciendo una divisién del intervalo [¢,t;] en mayor nimero de sub-

intervalos, de modo que en los extremos de algunos de estos subintervalos
c'(t) no estaria definida, pero en estos subintervalos [t;, ti, 1] se tiene:

t. g "E t' -£
i+1 tis1 +1 i+1
[c(®)] dt = lim ,/r'2+gala 8'2 dt2lim Ir| dt =1im ' dt =
t; £~30 £—0% £—0

I+£ tI+E

=lim (I’ iv1” £) - (ti"'£ ) =T 1'.i-|-1)_r(1:i)’
£—0
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ya que r es continua (aunque no diferenciable) en todo el intervalo [0, t,].
O El resto del razonamiento es como en IV.68.

§16. Aplicaciones a_la distancia intrinseca.

IV.71. PROPOSICION:La distancia intrinseca d: MxM —» R* (cfr. DEF.IV.3)
hace de (M, d) un espacio métrico (en el sentido de la Topologfa).
DEMOSTRACION: Comprobaremos las propiedades de una funcién distancia.

1) d{p, q) = 0: consecuencia de que el infimo de nimeros reales positivos
es mayor o igual que cero.

2) d(p,q)=d(q,p): consecuencia de que para cada curva parametrizada c:
[a,b] —» M con c(a) = p, ¢(b) = q existe otra G: [a, b] —» M definida por &(t) =
c(a-t+b) que verifica €(a)=q, €(b)=p y L (c) =L (©).

3Yd{p, g +d(qg, r)=d(p, r): consecuencia dequesi A,B € R,AC B,
entonces inf (A) = inf (B). En efecto: Dadas «:[a, b]—> M, B:[c, d] -

D continuas y diferenciables a trozos tales que « (a)=p, « (b) =q=p (c),
B (d) =r, lacurva «=B: [ a, b+d-c] —» M definida por

. = (D) si te[a, b]
U {ﬁ(t-b+c) si telb, b+d-c]}’

es continua (por serlo en cada uno de los intervalos cerrados y coincidir en
la interseccién) y diferenciable a trozos y verifica «+p(a) = «(@ =p vy

x*B(b+d-c) = B(d) = r. Se tiene entonces que L{x+*B) = L{«x ) + L(B) y que:
d(p, @) + d (q, 1) = inf {L(x) /x: p-2q} + inf {L (B)/B: q—>r} =
inf {L(«) + L(B)/cx: p—>q, B: q->r} =
inf {L{x* B)/ x: p—2q, B >r inf §L(c)/c: p—2r} = d(p, r).
{L(x+ ) / 2 p=2q, B:q-»>r} 2 inf {L(c)c: p->r} = d(p, ) Jips) =

=
dip,q) =0 siysolosi p=aq. G"“J’m””f‘““ Ao dpg)>d ep: @ 4) 2= p= 4
B Si p =\q, la curva constante c: [a b] —» M/c(t) = p tiene [ongltud> cero y, por

) tanto, dpp 0/7Sug ongamos que d(p, q) = inf {L(c), c:1-> M C* a trozos
Aimiendo pconl q}= 0 Sk_p * Q, existe un eniorno abierto V de o~ en M ftal
lque q ¢ V. Como exp, €8 c‘ontl’nua, existe un entorno norma de p en M
(cfr. 1V.68) con By(p) = exppB(0)*c U < V . Por définicién-de infimo, para
[todo € > 0 con € < 1, existe ¢: [a, b —->\M-\ diferenciable-fla trozos tal que c(a) = /ﬁa

p, c®) =g y que verifica L(c) < €. Co- {4, b]) es conexo y q < Bi(p),
|| se sigue que existe t, e [a,b] tal que~C(t.) e‘\S{Sp), (en efecto, si no fuese

asi: observemos que, como exp,.e8 contigua, Br(O)\cgmpacto y M hausdorfi,
B(p) es un cerrado de yu (M- B,(p)) es un abietiq de M. Si no existe
ningln t. e [a,b] tal que’eff.) € S(p) = = B,(p) N W-By(p)), entonces: c([a,b]) =
o([2,5)N M = offgblf 0 {Br(p) U (M-Br(p)) U (Bi(p)NTM:B:(P))} >(e(la, b)) N
Be(p)) U a7 b]) N (M - By(p)), que es una unién disjunta de abiertos no
"V vacigede c([a, b]), en contra de que c([a, b]) es conexo). Por lo ta L(c) ZL\;"
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IV.72. NOTA: La proposicién anterior interpreta las bolas y esferas
geodésicas B(p), Bi(p) ¥y S(p) definidas en IV. 61 como bolas y esferas de

centro p y radio r del espacio métrico (M, d) si r y p son tales que
eXPp|B,(0) es un difeomorfismo.

IV.73. PROPOSICION: La topologia inducida en una superficie M por la
distancia intrinseca coincide con la de M como subespacio topoldégico de

RS,

DEMOSTRACION: Dados los puntos p, g € M, sea d®{p, q) la distancia euclidea
en R3 y d(p,q) la distancia intrinseca en M. La topologia de M como subespacio
topolégico de R?2 es la topologia d" 4e inducida sobre M por la métrica d®.
Denotemos por 9°g la topologia inducida sobre M por la distancia intrinseca

d. Sea B? (p) (respectivamente B;(p)) la bola de centro p y radio r para la
distancia dé (resp. d). Para r,>0 tal que eXpp: B, (0) -» B, _(p) sea un difeo-

morfismo, { B.(p) = exp, B }r(r es una base de entornos de p en (Md), y

€

{B, (p)}rsro una base de entornos de p en (M, d®). Como d®(p, q) < d(p,q), se

|B es un

difeomorfismo, B,(p) es un abierto de M en T 4¢, luego existe € >0, € <, tal

tiene que B/(p) < B?(p) luego ' gD 9 4€. Ademas, como expp

~

e
que Bg(p) € B,(p), luego o4& D Tg. 0.

I1V.74. LEMA: ([J. Lozano]): Sea c¢: I-> M un curva regular, t, e I, I un
intervalo abierto. Entonces

| ctt)| = lim g, ¢ (t)

=31, |t-to]

’

siendo d la distancia intrinseca en M.
DEMOSTRACION: Sea &6 > 0 tal que eXPe(t,): Bs (0) —» U es un

difeomorfismo, y sea €>0 tal que c (] to-g, Lo+€[) © exp g, (Bg (0)) =
U. Entonces, para t e Jto-€, to+£[, G(t) = 9pr1 (c () es una curva en ToM (p
= c(t,)) que verifica &(t,) = 0. Se puede calcular entonces el limite.

iim 9(cl), ¢ (t)) _yim O(eXPp € (1), expy, € (b)) Hm d(exp,E(t), expp0) _

-1, |t-to| =21, |t-to] >t |t-1o]
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1 -
L exp.scé (t _ - -
(1V.68 y 1v.70)= 1im s=0 (™Pp ())=Iim 1Mt _im et - €(te)| _
>t |t-to| 3 Jt-te] 2, fi-to

= [€'(to)] = |d expp(0) &'(to) | = l exppE(t) = |c'(te)].  O.

’dt (to)

IV.75. TEOREMA ([J. Lozano]): Sea f: M;—>M, una aplicacién diferenciable y
suprayectiva entre dos superficies. Si f conseva la distancia intrinseca,
entonces f es una isometria (reciproco de IV.7).

DEMOSTRACION: Si f conserva la distancia intrinseca, entonces es
inyectiva ( p * g implica d (p, q) + 0, luego d (f(p), f{g)) + O vy, por tanto,
f(p) + f(q)). Por tanto, solo queda probar que para todo p € M;, df(p) es una
[sometria entre espacios vectoriales euclideos, lo que equivale a que,
para todo X e Tp My, |df(p)X | =|X]. Para probar esto, seac:]-€,e[—> M una

curva regular tal que c¢(0) = p y ¢' (0) = X. Entonces, utilizando IV.74 vy el
hecho de que f conserva la distancia intrinseca, resulta:

|df(p) X| = | (foc)(0)| = Ilm d(fec (1), foc(0)) _ |im dlclt), c () _ Ic'(0)] =
| =35 [t] =>4 ]
X].

Por tanto df(p) es una isometria entre espacios vectoriales, luego es un
isomorfismo. Por el teorema de la funcién inversa f es un difeomorfismo
local y como es biyectiva, f es un difeomorfismo. 0.
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Leccién 222: ENTORNOS CONVEXOS

§17.Entornos totalmente normales.

1V.76. TEOREMA: Dado p € M, existen un entorno W de p en M y un nimero 6 >
O tales que para todo g € W, expq es un difeomorfismo de Bg(0) € TqM sobre
su imagen y expq(Bs(0)) 2 W, i.e. W es un entorno normal de todos sus puntos.

Se dice entonces que W ‘es un gntorno totalmente normal.
DEMOSTRACION: La haremos en varias etapas:

a) Sea (U,x) un sistema de coordenadas en p con x{u.)=p. Una curva en U es

una geodésica sii sus coordenas u' verifican el sistema de ecuaciones
diferenciales

2 i j
(1V.76.1) QLK+Z1J§,§,U_’ d_U]=0 , k=1,2
g2 b dt dt
Por los teoremas de existencias y unicidad y de dependencia diferenciable de

las condiciones iniciales de ecuaciones diferenciales, existen nimeros reales
positivos 8, §, n y una aplicacidn

¥:128,28[x B, (u,) x Be(0) -> Uc R2, (B (u,) € U, BS(0) € T, R?),
26 mn 28 mn o

tal que para cada valor fijado de (u,X) e Bzé(uo) x B,ﬁ(O), la aplicacién t—>

¥(t,u,X) verifica la ecuacién (IV.76.1) con las condiciones iniciales ¥ (0,u,X) =
uy ?'(0,u,X) = X. Se tiene como consecuencia que si geM y XeTqM son iales que

xNg) =u e Bzé(uo) y dx(uy!X =Xe B.ﬁ(O), entonces la aplicacién ¥ (t,q,X)

xo¥ (t,u,X) es la geodésica pasando por g en t=0 ( pues ¥(0,q,X) = X&' (0,u,X)
x(u) = q) y tangente X en t=0 (pues #'(0,q,X) = dxo¥ (0,u,X)¥'(0,u,X) = dx{u)X = X).
b) Consideremos ahora la aplicacién (S'= circunferencia de radio unidad en R2)

BZ (u,) = S'S R/ (UX) = (<X, X>/<dx(u)X, dx{u)X>) = (1/<dx(u)X, dx(u)X>),

que es continua y diferenciable y estd definida sobre un compacto y, por
tanto, esta acotada, i.e. existe un r2 > 0 tal que

(1/<dx(U)X, dx(U)X>) < 2 para todo (u,X) EEZ (u,) x S'.

Resulta de ello que la aplicacién de _BZ (u)) *x (R2-{0}) __— R definida por
(U,X)—> (<X, X>/<dx(u)X,dx{(u) X>) =

o (IX[2<(X/1X1), K/IX])>/1X[P<dx(u) (X/1X]), dx(u)(X/|X])>),
estd acotada por r2 (pues X/|X| € S'), luego

(IV.76.2) <X, X> <12 <dx{u)X , dx(u)X>. para todo u e—B: (u,) y todo X e R?
(para X = 0 la desigualdad es evidente).
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e
b

72y 73 existe un € > 0 tal que B¢(p) C x(B:(uo)) . Sea
U = {(@X)/ q & Be(p), X & TgM y |X| < € = n8/r}.
Para (q,X) € U, como g € B¢(p) C X(BZ(U°))’ existe U e Bg(uo) tal que g = x(u).

¢) Como x(B (u,)) es un abierto de la superficie conteniendo a p., por IV.71,

Entonces

expgX = ¥(1,.X) = ¥(8,0,X/8) = xe2(8,x"(q),dx(u) 1(X/8))
estd bien definido puesto que (obsérvese el dominio de definicion de ¥ en a))
« Be]-28,20],

e

+u=xq) e x(Be(p)) © By(u,) € By(u,),
« dx(u) 1(X/8) e B?n(O). En efecto: |X| < n8/r implica |X/af < n/r, i.e. X/8 €
B.n/r(O). Ahora bien, como dx(u) es un isomorfismo, para cada Y e B.n/r(O)

existe un Y_e_TuIR2 tal que dx(u)Y =Y y, como u = x"‘(q) e B:(Uo), resulta de

(IV.76.2) que [Y| < r [dx(u)Y] = r [YL <r n/r = 0, luego B, /(0) € dx(u)(B‘?q(O)). Por
lo tanto X/8 e dx(u)(Bf](O)).

La misma demostracién de la Ultima afirmaciéon (cambiando 7 por m8) prueba
que By a/r(0) € dx(u)(B},(0)) ¥, por lo tanto, si@,X) U, X & dx(u)(B},(0))

e
mne

de R4. En efecto, usando coordenadas, y teniendo en cuenta, segiin se ha visto

d) El conjunto VU = {{u,X) e BZ(uo)xB (0) / (x(u),dx(u)X) € U} es un abierto

en ¢), que si (x(u),dx(u)X) e U, entonces u e B:(Uo) y X« B‘;B(O), de donde
resulta que
Y = {(uX) / x(u) « Be(p) y lx(XI? = 542 gy(u) XX/ <%} =

~ e 20 0 T B (RIXRD),

siendo f la aplicacion continua definida por f(u,X) = Zi,j gij(u) ELJ.
Definamos ahora ¢ : U —>» MxM por ¢ (u,X) = (x(u), expx(u)dx(u)X). Como M
es una subvariedad de IRS, MxM es una subvariedad de ]Rs. Por ser U abierto,
tiene sentido hablar de la diferenciabilidad de la funcién «. Se tiene que
expx(u)dx(u)x = ¥ (1,x(u),dx(u)X) = ¥(8,x(u),dx(u)X/8) = xo¥ (8,u,X/8).
Por a), ¥ es diferenciable (y continua) en todos sus argumentos y, como x es
diferenciable (y continua), se sigue que expx(u)dx(u)x es una funcién
diferenciable de u y de X. Por lo tanto ¢ es diferenciable al serlo sus
componentes.
Calculemos ahora de¢(u,,0) actuando sobre un vector arbitrario (Y,Z) e
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T(uo,O)R4- Podemos escribir (Y,Z) = (Y,0) + (0,Z), siendo:

+(0,Z) tangente a la curva B(t) = (u,, t Z) (pues B(0) = (u,,0) y B'(0) = (0,2).
+(Y,0) tangente a la curvas « = (x'1oo:,0), donde x:I->M es una curva en M que
verifica  &(0) = x(uo) y &'(0) = dx(u.)Y (pues «(0) = (x'1oo"c(0),0) = (U,,0) ¥

«'(0) = (dx(ua) (&'(0)), 0) = (¥, 0).
Sea Z e Ty(y,) M definido por Z = dx(uc) Z . Se tiene que:

deo (Uo,0)(Y,Z) = de(u,,0)(Y,0) + de (Uo,0)(0,2) = %(tpotx)(O) + %(cpoa)(m -

= e o(x10,0))(0) + L (ust 2)(0) = [utilizando la definicién de o=

d = I
=d—t|t=o(oc(t), exp&(t)dx(x To&(1))0) +%t=o {x (u,), OXPy (yoydX(Uo) tZ ) =
d

= tjt-o (&(t),&(1) + ditl’(:o (x(U,), expy( t2) = (&(0), &(0)) + (0.2) =

= (dx(u,)Y, dx(uo)Y) + (0, dx(us)Z) = (dx(uo)Y, dx(u,)(Y + Z)).
Por lo tanto, como dx(u,) es un isomorfismo, de¢(u,,0) es un isomorfismo. Por

el teorema de la funcién inversa, existen abiertos Uy, V4 C R?2 con u.eUjy,

0eVy tales que UxV;C U y o: UjxV, > o(UixVy) © M x M es un difeo-

morfismo.

e} El mismo razonamiento que en c¢), cambiando BZ (u,) por Uy y BEG(O) por
V(recordemos que U.e U, 0 € V;) muestra que existen &'>0, ¢ >0 tales que
Si
W ={(q,X) e U/qe Bg (p) y Xe Bg(0) € TqM},

(O entonces (g, X) e W implica q=x(u) ex(Uy), Xe dx(u)(Vq) y Bg{0} (c Tqm) C

dx{uj}(V4).
Para cada ue Uy, sea «¢:V, > M la aplicacion definida por «, (X =

= IL,oe(u,X) i.e. la aplicacién que hace conmutativo el diagrama.

{UpxV, ———>5 6 ({u} x V,) € x(u) xM
T dn,

V, — 4 s M

(i = inyeccién candnica. I, = proyeccion sobre el segundo factor).
Como ‘P|U1>< y, esun difeomorfismo sobre su imagen, para cada u e Uy, ‘Pi{u}x

y, €8 un homeomorfismo sobre su imagen y, como i y II, también lo son,

- : : ,
9 v, ©s un homeomorfismo sobre su imagen. Ademas, recordandc que ¢ es una
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aplicacion de un abierto de R2x R2? en R®3x RS, la definicién de ¢, dice
que ¢ se escribe en la forma

(1v.76.3} @ (u, X = (x(u), o,(X).
Como ¢ es diferenciable, sus componentes son diferenciables y « , es

diferenciable como funcién de X. También de (IV.76.3) resulta que la
expresion matricial de do (u, X) es de la forma

dxw | o

deW =1 50.00)(20,0)
3X

du
luego su restriccién a los vectores (O, Z2),Z = R?, coincide con

o] 0

0 [a ®, (X_)J '
d X
que es inyectiva sobre {0} x R? por ser d ¢ (u, X) inyectiva sobre R*. Luego
"%&J' es inyectiva, luego isomorfismo sobre su
imagen, luego ¢, es un difeomorfismo.
Observemos ademas que
®u(X) = T 0 @(U.X) = 7 ((u), exp,, dx(u) X) = exp, , dx(u) X
Por tanto, para cada q = x(u) € x(U,) la aplicacién expq d x (u) (Vy) € Tg M ——> M
viene dada por exp, X = ® x-1(q) (dx(x-1(q))! X), luego es un difeomorfismo.
Como para cada (q,X) € W, q=x(u) e x(U,) y Bg(0) © dx{u)(V,), se tiene que
eXpy €s un difeomorfismo de Bg: (0) sobre su imagen.
f} El conjunto
% = {(uX) e UxV,/ (x(u), dx(u) X) e W} < UyxV,

es un abierto de R* ( por la misma razén que, en d ), ¥ era un abierto de R%).
Por ello, como "’|U1xv1 es un difeomorfismo sobre su imagen, « (3 ) es un

de (X), cuya matriz es

abierto de MxM, y existe un abierto W de M conteniendo a p fal que W < Beip) Y
WxWC o (X )Se(U,xV,). Dado quCBE.(p)Cx(UQ, q = x{u), ueU,, se tiene que

{a} x WS o (%) =0 ({U, X) e Uy x V,/ (x(u), d x (u) X) e W},
Yy, como ¢ es biyectiva cuando se restringe a %, para todo m e W se verifica
que existe un Unico (u,X) e U,xV tal que (x(u), dx(u)X )e W y (g,m) = o (u, X)
= (x(u),equdx(u)x), con x(u) = q, luego existe un UGnico X € V; con m
expydx(uX y (q.dx(u)X) e W, lo que implica, por definicién de W, que dx(u)X
e B4+(0). Por lo tanto m = exp,dx(u)X e expyB,:(0). Luego W < equBﬁ.(O).

It
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ENTORNOS CONVEXOS

Este abierto W es el entorno totalmente normal de p buscado.

Aunque la demostraciéon ha resultado técnicamente complicada la idea
basica es sencilla: 1) Tomar un entorno U' de (p, 0) en TM tal que eXpgX
esté bien definida en todo (q,X) € W', 2) calcular la diferencial de exp: U'——
>MxM({g, X) —> (q, exp, X), ver que es un isomorfismo en (q, 0) y aplicar el
teorema de la funcién inversa para 3) determmar un abierto W entorno de ﬂ‘,dﬂw

p en M tal que exply, sea un difeomorfismdy " Las dificultades técnicas ,‘wmﬁ

surgen fundamentalmente del hecho de que no conocemos una estructura de“vff‘ﬁ

subvariedad de R" para TM={(q, X)/qe M, X e TgM} = U {T;M, q = M}, yﬂwlf(O}
hemos de hacer los razonamientos pasando constantemente a R*4. 0.

IV.77. COROLARIO: Sea c: [0, £]—-—3 M una curva regular y C™ a frozos tal
que en cada arco regular el pardmetro es proporcional a la longitud de arco.
Si la longitud de ¢ es menor o igual que la longitud de cualquier curva
parametrizada uniendo ¢ (0) con c(2), entonces ¢ es una geodésica. En
particular, ¢ .-es regular en todos sus puntos.

DEMOSTRACION: Primero veremos que "la longitud del arco descrito por la
curva c¢  entre cualesquiera dos de sus puntos es menor o igual que la de
cualquier curva parametrizada uniendo esos puntos". En efecto, sean s,

re [0, £]; sea «:[s, 1] —> M unacurva ¢~ y regular a trozos tal que
x (8)=c(s) yx (N=c(r).S Lx)<L (c|[S r]), consideremos la curva B:
[0, 2] —> M dada por

c{) O0<t<s
B{)=4x () s<t<r ,quees c™ y regular a trozos.
c (1) r<t< g

Esta curva verificaria L(p) = Lz (c) + L; (ex) + L'er (c) < L<S3 (c) + L; (€) + L"zr (c)
= L = L(c), contra la hipétesis sobre c. Por lo tanto es cierta la afirmacién
entre comillas.

Seate [0, 2]. Vamos a ver que ¢ es geodésica en un entorno de t (y,
por lo tanto, en [0,£], vya que t es arbitrario). Sea W un entorno
totalmente normal de ¢ (t) (cfr. IV.76),y sea €¢>0 1falque c ([t-g,t+
£]) < W. Sean q, =c(te), g,=c(t+¢€) e W ysea ¥ la geodésica radial

uniendo q, con q, y contenida en Bs(q,) (siende 6 > O el nimero dado por el
teorema 1IV. 76). Porser ¢ y ¢ curvas uniendo q,y 4d,y ser ¢ una
geodésica, resulta de IV.68 que L(¥) <L (cf¢, 1, ¢) Por otro lado, de la

afirmacién entre comillas resulta que
L (Clig, 14 g S L), luego L (¥) = L (Clp.e, ¢4 g)- Aplicando de nuevo 1V.68

resulta que ¥ (I) = ¢ ([t-€, t+e]) (siendo I el intervalo sobre el que esta
definido ¥). Como ademds ¢ esta parametrizada respecto de su longitud de
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arco, € es una geodésica en Jt-g, t+¢][.

§18. Existencia de entornos cohvexos.

IV.78. LEMA: Sea (Ux) un sistema de coordenadas geodésicas polares en p.
Sean gij los coeficientes de [a primera forma fundamental en el sistema de

coordenadas normales (U,x) en p asociado a [a misma base ortonormal de TpM
(0149581 5)

9119227942 /-

DEMOSTRACION: Como X = xo¢, se tiene que (cfr. 0.5 y demostracién de
I1.35)

que (U,x). Entonces a0

2
Jg rr gaa I' |2r/\ XBI [X1 /\X2[ det(dtp),

cos 8 -rseno
y, como det(de) = de{sen 8 r cos BJ =

teniendo en cuenta que gy, =1 ¥ grg = 0, resulia
VY%s =1 Ix1AXg] = "\/QH 955 - 9?2

V.79. LEMA: Paracada p e M existe un € > 0 tal que paratodo r< ¢ si una
geodéscia ¥(t) tangente a una circunferencia geodésica S.(p) en t,, entonces

existe un n > 0 tal que para [tt,l < n, t* t,, ¥ (i) esta fuera de Br (p).

DEMOSTRACION: Consideremos un sistema de coordenadas geodésicas pola-
res {p,8) centrado en p. Para estas coordenadas

p
r - 2 567 (2 8g,4/08 - dgqa/dp) =

= - L3gqg/dp. Por IV.78, ggg = 02 (9,,0,,9°,),

siendo g;, 1<i,js<2 las componentes en el sistema de coordenadas normales en
p asociado a la misma referencia ortonormal de ToM que las coordenadas
geodésicas polares (p, 8). Resulta de la (ltima igualdad que

2 2

0gga/dp =20 (9, Gpy 9, ) + 0% (9, Gpp -9, )p =0 (2det I +p (det I),5),
que es el producto de la funcién positiva p por ofra que en el origen (p = 0)
vale 2+0=2>0. Como ademas dggg/dp €s continua existe un € > 0 tal que

para r<eg, dggg/de (r,8)> 0y, por lo tanto, repa (r,8) < O.

Sea ahora ¥ (1), X" Te¥ (1) = (p(1), 8(t)), una geodésica tangente a la esfera
geodésica Si(p) (r <€) ent=1,. Entonces ¥'(t)) = p'(ty) Xp + 8'(ty) Xg €5
tangente a Sr (p), que en coordenadas polares viene dada por p =r vy, porlo

tanto, sus vectores tangentes estan en la direccion de Xg, luego p'(ty) ;h’ 0, {y
8'(ty) # 0, puesto que ¥'(t,) + 0). Por ser ¥ una geodésica ha de verificar la
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ecuacion diferencial
1 p T 1 p ] p 1
2r 8'+ T 241" 8'2=0,
Pt elgg P pp P 8o
que en t, da

p"(ty) = - T 0'(tg)?,

y como Fepe(p(to),e(to)) = Fape(r,e(to)) < 0, resulta que p"(t;) > 0. Por lo tanto
ts es un punto en el que p alcanza un minimo relativo estricto, luego existe
un entorno  Jt,- 1, tg+ n [ de ty tal que para todo te Jt;- m, t;+ 0 [ - {t},

p(t) > p(ty) =r vy, por lo tanto, ¥ (t) ¢ B, (p) c.q.d. ‘.

?0/ IV.JVK TEOREMA (de existencia de entornos convexos): Para cada
punto p e M existe un namero 64 > 0 tal que, para todo ¢ < 645, Bg(p) es
convexa, es decir, cualesquiera dos punios de Bgy(p) se pueden unir por una

() unica geodésica minimal contenida en Bg(p).

DEMOSTRACION: Sea € > 0 como en IV.79. Sean W,5 como en IV.78, con & <
e/2. Elijamos 65 < & de modo que Béo(p) C W. Vamos a probar que, para todo ¢

< 6g, Bg(p) es convexa. Sean 0, G, € Be(p) © W. Sea Bg(0) < Tq1 M. Por IV.76,
equjBﬁ(O) D W, luego q, e equ186(0) = Bg(q,), y existe unz-*’mica geodésica A

radial ¥:I1-—» M uniendo g, con g, cuya longitud es L{¥) < é y tal que ¥({I) C
Ba(q1). Como q, € Be(p) € Bg(p) ¥ 6 <¢€/2, se tiene que Bﬁ(q1) C B (p), luego
¥(I) Bs(a,) € B¢ (p). Como #(I) es compacto, la distancia de los puntos de
¢(I) a p alcanza un maximo r <€ en un punto m = ¥(t;)  Be(p). Si #(I) £
B.(p), entonces q,* M=*q, Y el que en ¥ (ty) se alcance el maximo r de la

distancia de ¥ (tf) a p implica que, si (p(t),6(t)) son las coordenadas

() geodésicas polares de la geodésica ¥ (i) en un sistema de coordenadas
centrado en p, entonces p(ty) =r y p'(ty) = 0, de donde resulta que #(t)es
tangente a S((p) en t = {, (cir. demostracion de IV.79). Entonces, aplicando
IV.79, existe un 1 >0 tal que para todo t e Jt;-n, to+n[- {t;}, e(t) > p(ig) =T,
i.e. d(¥(1),p) >r, en contra de que r es el maximo, luego ¥(I) C B. (p). 0.
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PROBLEMAS DEL CAPITULO IV

1.- Mostrar que un difeomorfismo es una isometria si y solo si la longitud de arco de cualquier curva
parametrizada es igual a la longitud de arco de su curva imagen por el difeomorfismo.

2.- Sean «,f: I —>M curvas parametrizadas respecto a la ongitud de arco con la misma curvatura, y
supongamos que la parametrizacién de la desarrollable tangencial de «, x(u,v) = «(u) + v «'(u), y la
correspondiente de B son verdaderos sistemas de coordenadas de una superficie. Encontrar una

isometria local que vaya de la desarrollable tangencial de « a: 1) 1a desarrollable tangencial de B, ii) una
regién del plano.

aplicacién diferenciable tal que F(x(u,v)) = x'(f(u),g(v)), siendo (u,v) & (f(u), g(v)) un difeomorfismo
de U sobre U'. Probar que F es una isometrfa local sii gy = g'11 (df/du)?, g1 = g'19 (df/du) (df/dv),
Y 822 = g2 (dg/dv)2. ‘

4.- Sea M una superficie que se puede recubrir usando un solo sistema de coordenadas, en el cual gy
=1, 812 =0, y 827 es funcidn solo de u (g2 y = 0). Probar que si la derivada d(\(gp2))/du estd acotada
por 1, entonces existe una isometrfa de M sobre un abierto de una superficie de revolucidn.

5.- Sea M una superficie de revolucién. Probar que las rotaciones alrededor de su eje son isometrias de
M.

6.- a) Sea M una superficie y sea F una isometrfa de IR3 tal que F(M) = M. Probar que la restriccién de
F a M es una isometrfa de M. b) Usar la parte a) para probar que €l grupo de isometrfas de la esfera
unidad x2+y2+z2 = 1 es el grupo ortogonal lineal O(3,R) restringido a S2. ¢) Dar un ejemplo para
mostrar que hay isometrias entre superficies que no se pueden extender a isometrias de R3.

7.- Sea C = {(x,y,z) €R3/ x2+y2 = 1} un cilindro. Construir una isometria f:C-.C tal que el conjunto
{p€C / f(p) = p} de puntos fijos de f contenga exactamente dos puntos.

8.- a) Mostrar que si una curva es a la vez linea de curvatura y geodésica entonces es una curva plana.
b) Mostrar que si una geodésica (con curvatura distinta de cero en todo punto) es una curva plana,

entonces es una linea de curvatura. ¢) Dar un ejemplo de linea de curvatura plana y no geodésica.

9.- Probar que una curva C de una superficie M es a la vez asintdtica y geodésica si y solo si es un
segmento de recta.

10.- Calcular la curvatura geodésica del paralelo superior del toro .

11.- Cortar el cilindro C del problema 7 con un plano pasando por el eje X y formando un dngulo 8
con el plano XY. a) Mostrar que la curva interseccion es una elipse C. b) Calcular el valor absoluto de
la curvatura geodésica de C en el cilindro en los puntos en los que C corta a sus ¢jes.
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12.- Mostrar que si todas las geodésicas de una superficie conexa son curvas planas, entonces la
superficie estd contenida en un oplano o en una esfera.

13.- Sean C; y C, dos meridianos de una esfera que forman un 4ngulo f en el punto p;. Tomar el
transporte paralelo del vector tangente w de C; a lo largo de Cy y de C; desde el punto inicial pyhasta el
punto pp en que los dos meridianos se cortan de nuevo, obteniendo, respectivamente, wy y wa.
Calcular el dngulo que forman wy y wy.

14.- Mostrar que la curvatura geodésica de una curva orientada CCM en un punto peC es igual a la
curvatura de la curva plana obtenida proyectando C sobre ¢l plano tangente TyM en la direccién de la
normal a la superficie en p.

15.- Mostrar que el paralelo c(t) de una superficie de revolucién es una geodésica sii la pendiente de la
recta tangente a la curva generatriz C en c(t) es cero.

16.- Sea py un polo de la esfera unidad $2 y g, p dos puntos sobre el ecuador correspondiente de

modo que los meridianos pyq y pyp forman un 4ngulo © en p,. Consideremos un vector unitario v
tangente al meridiano pyq en p,, y tomemos el transporte paralelo de v a lo largo de la curva cerrada
constituida por el meridiano pyg, el paralelo qp, y el meridiano pp,. a)Determinar el dngulo de la
posicién final de v con v. b)Hacer lo mismo cuando los puntoa p y g, en lugar de estar en el ecuador
estdn en el paralelo de colatitud .

17.-Considérese una geodésica que parte de un punto p en la parte superior (z » 0) de un hiperboloide

de revolucién x2+y2-z2 =] y forma un dngulo 0 con el paralelo pasando por p de modo que cos 6 =
1/r, siendo r la distancia de p al eje z. Mostrar que la geodésica en la direccién de los paralelos
decrecientes se aproxima asintéticamente al paralelo x2+y2 =1.

18.-Sea M una superficie, pe M y Gp el grupo de automorfismos de TpM. Sea Hp = {Te GPIT =Py,

para alguna curva diferenciable a trozos : [a,b] — M verificando ¢(a)=p, ou(b)=p}. Probar que Hp es
un subgrupo de Gp (Hp se llama grupo de holonomia de M en p).

19.-a)Probar que ¢l grupo de holonomia local de cualquier punto de una superficie con curvatura de
Gauss K identicamente nula se reduce a la identidad. b)Probar que si M es conexa, los grupos de
holonomia HP(M) y Hq(M) en dos puntos arbitrarios p y q son isomorfos (se puede hablar, por tanto,

de grupo de holonomfa de una superficie). c)Probar que el grupo de holonomia de una esfera es
isomorfo al grupo de las rotaciones de R2.

20.- Calcular el transportado paralelo del vector tangente v=(0,1,1) a la superficie x>+y%-z2 = 1 en el
punto (1,0,0) a lo largo de la curva z=0 hasta el punto (0,1,0).

21.- Se considera la superficie de revolucién x(u,v) = (f(u) cos ir, f(u) sen v, u) (f(u) > 0). a) Probar
que los meridianos son geodésicas. b)Calcular el transportado paralelo del vector X=(0,1,0) en el
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punto (£(0),0,0) al punto (£(1),0,1) a lo largo de un meridiano.

22.- Sea c:I » R3 una curva parametrizada con c(t) e M; N M, para todo t € I, siendo Mj, My
superficies de IR3. Sea X un campo vectorial a lo largo de ¢ tangente a My y My. a)Mostrar con un
ejemplo que X puede ser paralelo a lo largo de ¢ considerada como una curva de M; y no serlo si se
considera ¢ como una curva de M. b) Mostrar que si M; es tangente a M, a lo largo de ¢, entonces X
es paralelo a lo largo de c en M; siilo es en M.

23.- Seauna superficie de revolucién x(u,v) = (r(u) cos v, r{u) sen v, u)  (r(w) > 0). Probar que
una curva c(t) es una geodésica (salvo la parametrizacion) sii r(u(t)) cos 6(t) = cte, siendo 6(t) el dngulo
que forma el vector tangente a la geodésica con un paralelo, y suponiendo que u'(t) no es identicamente
nulo en ningin intervalo. (Fisicamente este teorema expresa la conservacién del momento angular).(Si
u'(t) # 0, en este tramo la curva es un segmento de paralelo y este segmento es geodésico sii r' se anula
en u(t)).

24.- Se dice que una superficie de revolucién (como la de 23) posee un ecuador si r(u) < r(0) con la
igualdad sii u = 0 y para todo u+ > 0 existe u- < 0 tal que r(u+) = r(u-) y recfprocamente. Sea q0 un
dngulo suficientemente pequefio para que existan u+, u- tales que r(0) cos g0 = r(u+) = r(u-). Probar
que la geodésica que corta al ecuador en un dngulo ¢0: a) se mantiene en la regi6n u- £ u < u+, b)corta
a todo paralelo u=cte para u- < u < u+, ¢) se acerca a los paralelos u = u+, u = u- tangencialmente.
(Como larotaciénun —» u, v — v+v, €s una isometria de una superficie de revolucién, el resultado
anterior caracteriza a toda geodésica que corte al ecuador en un dngulo suficientemente pequefio).

25.- Sea T un toro de revolucién que supondremos parametrizado por
x(u,v) = ((r cos u + a) cos v, (r cos u + a) sen v, r sen u).
Probar que : a) Si una geodésica es tangente al paralelo u = 7i/2, entonces estd enteramente contenida en

la regién de T dada por -m/2 < u < 7/2. b) Una geodésica que corta al paralelo u = 0 bajo un 4ngulo 0
(0 < 6 < 7/2) también corta al paralelo u = 7 si cos 8 < (a-r)/(a-+r).

26.- Superficies de Liouville son aquellas para las que es posible obtener un sistema de coordenadas
locales x(u,v) tal que los coeficientes de la primera forma fundamental se pueden escribir de la forma
£11=81=U+V, g, =0, donde U = U(u) es una funcién solo de u y V una funcién solo de v.
Probar que si 6, 0< 8 < /2, es el dngulo que una geodésica forma con la curva v = cte, entonces

U sen? € - V cos? 6 = cte.

27.- Probar que sobre una superficie de curvatura constante las circunferencias geodésicas tienen
curvatura geodésica constante,

28.- Sea (1,9) un sistema de coordenadas geodésicas polares sobre una superficie, y sea y(r(s),0(s))
una geodésica que forma un dngulo ¢(s) con las curvas 9 = cte. Tomamos las curvas 6 = cte orientadas
en el sentido de r creciente y ¢ medido desde 6 = cte a y en la orientacién dada por la parametrizacién
(r,6). Mostrar que (d¢/ds) + (Vg,,), (d6/ds) = 0.
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29.- Sea A un tridngulo geodésico (i. e. sus lados son segmentos de geodésicas) sobre una superficie

M. Supongamos que A es suficientemente pequefio para estar contenido en un entorno normal de uno

de sus vértices. Probar (sin usar el teorema de Gauss-Bonnet) que
J AKdA=Z_3ao)-n,

donde K es la curvatura gaussiana de M, y ¢; (0 <04 < 7), i=1,2,3, son los 4ngulos internos del

tridngulo A.

30.- Sea el punto p =(0,0,0) del paraboloide z = x2+y2. Probar que expp no tiene puntos criticos.

31.- Sea S la esfera de radio unidad y centro el origen de coordenadas. Sean p = (0,0,1) & S2,v=
(1,0,0), w=(0,1,0) TPSZ. Calcular dexpp(tv)(tw).

32.-Enel cilindroM = x2 + y2 = 1 se considera la curva c(t) = (cos at, sen at, bt). a) Probar que
c(t) es una geodésica. b) Calcular el transportado paralelo del vector X = {0,1,1} en p = (1,0,0)
desde t = O hasta t=1/aalolargo de c(t).

33.-Sea M el hiperboloide de revolucion dado por x2 + y2 -22=1,p=(1,0,00 @My X = (0,0,1)
eTpM. a) Calcular exppX (sugerencia: utilizar para M la parametrizacion x(u,v) =(ch ucos v, ch u
sen v, sh u)). b) Sea Y = (0,2,0) e TpM, calcular exppY (en este caso, probar que la geodésica que se
utiliza para el céleulo de exppY es realmente una geodésica).

34.- a)Sea c(s) una curva regular parametrizada respecto de su longitud de arco. Se consideran las
superficies de un solo sistema de coordenadas '
x(s.v) =c(s) + veg(s), x(8,v) =c(s) + v e,(s).
Dar una condicién necesarfa y suficiente sobre la curva ¢ para que la aplicacion x(s,v) — x(s,v) sea
una isometria local de superficies.
b)Sea C una circunferencia de centro (R,0,0) y radior (R > r) y T el taro de revolucion obtenido
por rotacion de C alrededor del eje Z. Sea T el toro obtenido por revolucion de la circunferencia € de
centro (2 R,0,0) y radio r alrededor del eje 2. &Existe algln entorno de (R+r,0,0) en T que sea
isométricoaunentarnode (ZR +r,0,0)enT?.

35.- Se considera la superficie de revelucién M dada por el conjunto de puntos que verifican la
gcuacion x2+ y2+ (22/4) =] Seanp=(002)&M, X =(1,0,0)m Tpl’l. Y ={0,1,0) Tpl’l.
Calcular exppx y dexpp(X)Y.

36.— Sea M el helicoide dade por x(u,v) =(vcosu,vsenu,au), (uyv)e ]RZ. Seap=(1,00)eM,
X=(0,1,8) e TDM. Caicular el transporte paralelode Xalo largode c(t) = (cos t, sent, a t) desde t

=0 hastati= 1.

37.— SeaM unasuperficiede revolucion { x{(u,¥) ={ f(y)cosu,f(y)senu ,g(v) ) ). SeaH el
heticoide x{u,v) = ( vcosu, v senu,u). SeaF: H— M una isometria local que transforme los rayos
en meridianos v las rectas en paralelos (i.e. si F(x(u,v)) =x(u,v), entoces u = u{u) y v = v(v)).
Determinar expresiones para las funciones f y g de modo que se verifique esta propiedad.

38.- Se considera el paraboloids de revolucion z = xZ2 + y2Z. Seap = (0,0,0)y sea X = (0,1,0),
vector tangente en p al paraboloide. (a) Calcular expgX. (b) Calcular (dexpp)xY, conY = (1,0,0).

(Sugerencia: 1) empléese la funcion 1 = f(r} = IOP V{1+4r2)drysuinversar = f-1(1), vy déjese

~ el resultado en funcién def, = 1,y sus derivadas si es necesario. 2) Una parametrizacién conveniente

del paraboloide es x = rcos e ,y =rsen@, z=r2).
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APTT V: INTRODUCCION A 1.A GEOMETRIA GLOBAL INTRINSECA DE
SUPERTICIES.

Leccion 23% SUPERFICIES COMPLETAS

§1. rfici ésicamen mpl

Las propiedades globales de una superficie aquellas que se refieren a toda la superfice y no solo a un
rozo de ella. Este lenguaje, sin embargo, resulta demasiado impreciso:jqué es "toda la superficie"?,
¢que es un "trozo de superficie"?. Dada una superficie M, un abierto U G M de ella es también una
superficie, U podria considerarse como "toda la superficie U" o como un "trozo de la superficie M".
Por tanto, el objeto de la geometria global puede quedar sin sentido si no se precisa lo que se entiende
por "toda la superficie”. A ello dedicamos esta leccién.

V.1.DEFINICION: Una superficie conexa M se dice no extendible sirh\lo es un abierto propio de
ofra superficie conexa. En caso contrario se dice extendible.

Un abierto del plano o la esfera son ejemplos de superficies extendibles. La esfera o el plano son
ejemplos de superficie no extendibles (como veremos mds adelante).

Una condicién general para asegurar la no extendibilidad de una superdicie es la compacidad.
Pero una condicién como esta no incluye una superficie tan interesante como es el plano. Por ello
vamos a dar una definicién mds general.

V.2.DEFINICION: Una superficie conexa M se dice que es geodésicamente completa si, para todo
p € M, la aplicacién exponencial expy, estd definida sobre todo TpM, ie. si las geodésicas ¢ (t) que
parten de p estan definidads para todo t € R. (Enefecto, si ¥ esuna geodésica, #'(t) = expyt X, X e TM, ysi
expy esté definida sobre todo TpM entonces ¢ (t) estd definida *¥t. Reciprocamente, si toda geodésica estd definida ¥ t & R,

entonces ¥p € M, ¥X & T, M, si ¥ es la geodésica pasando por p con vector tangente X, entonces €XPp X =¥(1) estd bien
definida).

Esta definicion estd motivada por la posibilidad de "realizar” por geodésicas la distancia entre dos
puntos, como ocurre en el plano con las rectas. Obsérvese que, para que tenga sentido la definicién
anterior que se da en términos de geodésicas, es esencial que, como hicimos en IV.37, intervenga la
parametrizacion en la definicién de geodésica {(cfr. IV.38).

V.3. PROPOSICION: Una superficie goedésicamente completa M es no extendible.
DEMOSTRACION: Supongamos que M es un abierto propio de una superficie conexa M’

Entonces FrM=M-M=M -M = B,yaquesiFtM =@, M = M, conlocual M serfa un conjunto
no vacio abierto y cerrado en M, que es conexo, luego M = M/, en contra de la hipétesis. Sea peFrM
y U < M un entorno normal de p en M'imagen por expp, de un conjunto estrellado. Sea q € UnMm
(gexiste porserpe FrM y U'abierto) y ¢:[ 0, 1] => U' C M’ una geodésica de M' con ¥ (0) = p,
Y= g. Definimos ¥: {0, 1] /£ U'/ ¥ (t) = ¥(1-t). Entonces ¥(0)=q € M,y ¥(1) =p € Fr M. Como
M es un abierto de M'y ¥ ¢s continua, existe un € > 0 tal que

158




M! SUPERFICIES COMPLETAS

o' !a’l[o, g[ €S una geodésica de M. Si existe una extensién 7 de
“[0 €[ definida sobre R que es una geodésica de M, entonces 7

es también una geodésica de M' y, por la unicidad de las geodésicas,
‘?I[O’ 1] =4, absurdo puesto que rO)=perM=M-M. 0.

V.4. NOTA: El reciproco de V.3 no es cierto: el cono sin el vértice es una superficie no extendible y
no completa. Se puede ver la demostracién en [do Carmo pp. 327-328].
Lo que hace geometricdmente interesantes a las superficies completas es €l siguiente:

§2. Teoremga de Hopf-Rinow

V.5. TEOREMA (de Hopf-Rinow): Sea M una superficie conexa. Son equivalentes:
a) 3 p € M/exp,, estd definida sobre todo TyM.
b) Los cerrados y acotados de M son compactos.
c) M con la distancia intrinseca es un espacio métrico completo.
d) M es geodésicamente completa.

- L » V oo - - -
¢) Existe una sucesion creciente de compactos {Kn} de M (creciente quiere decir que

K, © Kp4) recubriendo M ( U K, =M), tales que si {qn} es una sucesiéon de M
con q, ¢K,. entonces, para todo p e M, d(p, qn)

—> oo,
Ademds, cada una de las afirmaciones anteriores implica:
f) ¥ q € M existe una geodésica minimal ¥ uniendo p con q (recordemos que ¥ minimal significa

que L (¥) =d (p, ).

Observacion: Usando (d), (f) puede transformarse en % p, q, existe una geodésica ¢ en M uniendo p
y qeon L (&) =d{p, q). Esto es lo que habitmalmente se conoce como teorema de Hopf-Rinow.

DEMOSTRACION: g) => f): Sear =d (p,q), 8 > 0/ exp,, sea un difeomorfismo sobre un abierto

conteniendo a Bé (0) C TpM. La esfera geodésica Sg(p) es un campacto (pues es imagen por expy, del
compacto Sg(0). Consideremos la funcién continua (por ser la funcidn distancia en un espacio métrico)
d: Sg(p) —> R / xi—d(qg,x). Como Ss(p) es compacto, la funcién d alcanzard un minimo en

Xo&S5(p).
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O Como xo € Sg(p), existe ve TM/Ivi=1y %o =exp b &v . Consideremos la geodésica ¥ (s)
= €Xp, S V. Queremos probar que ¥'(r) =q M (pues entonces ¢ es una geodésica uniendo pcon q

y verificando L(3) =1, yaque s es el pardmetro longitud de arco de ¥).
Para ello planteamos la ecuacién
(V.5.1) d (¥(s), q) =1-s.
Lo que nos proponemos probar estard demostrado si vemos que (V.5.1) se verifica para s =r. Vamos a
verlo. Sea A = {s € [0, 1]/ (V.5.1) es cierta}. A + @, ya que (V.5.1) se verifica para s = (0. Ademds A

-1
es un cerrado en [0,1r], ya que f:[0,r] —> R /f(s) = d(¥ (s),q)-r+s es una funcién continua y A =f (0).

» Vamos a ver ahora que r =sup A (lo que, por ser A cerrado, implica que r € A, y concluye la
demostracién). Ahora bien r = sup A equivale a que si s, <1, S0 € A, entonces J8">0/s, + &' € A,

Esto es lo que vamos a probar. Dado s, € A, s, <1, sea &' > 0 tal que EXPy 5,y SC8 un

difeomorfismo sobre un abierto conteniendoa B 5@ ytal que q & -Bév(fé). Consideramos de nuevo, /J )
() como antes, d : SgH¥(s0)) >R /d(x) = d(x,9). Sea x'o & Sg' (¥(s0)) un punto en el que esta

funcién alcanza el minimo. Como s, € A,

d(¥(so), Q) =T - 5, )

Por otro lado, d{(¥(s,), q) = inf { L(x), «: ¥ (S,)._>q}, pero, como ¢ & Bé.(a’(so)), toda curva

diferenciable a trozos « uniendo ¥ (s,) con q debe cortara S 6.(3’(30)) en un punto x'. Luego

d(¥ (so), @) = inf {L(«)+L(BY/x: ¥ (s,).>x, B: x'_»q x' € § 6,(a’(s°))} =8' + d(x',,q), de

donde d(x'o,q) =d(¥(s,),q) - 8' =1 - (s,+08"), por ser s, & A.

Sea ¢ la geodésica radial uniendo ¥ (s,) con X',, parametrizada respecto de su longitud de arco.

Se verifica que L @) =8", ¥O)=¥(s,), ¥(6) = x's. La curva

= 7 (1) si 0<s<s, ) _ :
ri) = < estd parametrizada respecto de su longitud de arco y une
8’ (t"So) Si So S t S So + 6'

?(0) =¥0)=p con 4 (So+0") = 7 (&)= X',. Su longitud es L(?) =§,+0". Por otro lado, d(x',,p)
>d (p,q) - d (x',,q) =r-(1-(s,+8")) = 5,+8". De todo ello resulta que d(x',,p) = S,+8' = L), luego
7 esuna geodésica (cfr. IV.77) partiendo de p. Como ?I[O,s.,] =7 lt0,561Y> POT hipétesis, ambas estdn
cleﬁnidas para todo t € R, se sigue de la unicidad de las geodésicas que ¥= ¥, luego ¥ (s,+90") =
¥ (8o+8") =x',, por lo tanto d(¥ (s,+8"), q) =1 - (5,+8"), luego s,+8'€A, c.q.d.

a) => b): Sea A cerrado y acotado en M. Por ser acotado, A estd contenido en una bola B(p) de
centro p y radio 1 (en el sentido de espacios métricos). Si q € Bi(p), por f) existe una geodésica ¥ (f)
uniendo p con q con L(¥) =d(p,q) <1, ¥ se puede escribir de la forma ¥ (1) = expp t X conlXl=1, y
¥(0)=p, ?(rq) =q, siendo 1y =d(p, g). Resulta por lo tanto que q € expp(_Br(O)), lvego A C Br(p)
C expp (I_Br(())), y COmo expy, €s continua y Br(O) es compacto, expy BI(O) es compacto y al ser A

O 10bsérvese que expy definida para todo v €T, M implica ¥ (s) definida para todo s € R
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cerrado contenido en un compacto (y Ta, evidentemente), A es compacto.

b} => ¢) Sea {pn} una sucesion de Cauchy en M, entonces {p_} es acotado en M, por lo tanto existe

una bola cerrada {que es ademds un conjunto acotado) B 3 {pn}. Por b), B es compacto, y por lo
tanto, completo, Iuego {p_}, que es de Cauchy, tiene un limite en B y, por lo tanto, en M.

¢y => d): Si M no fuese geodésicamente completa existirfa una geodésica ¥ (s) parametrizada
respecto de la longitud que estarfa definida para s < so = inf{seR/¥(s) no estd deﬁnidaj PEero no en un R

entorno de so. Sea {s;} una sucesién de Cauchy creciente en R que converge a so. Se tiene entonces
que d{¥ (sp), ¥ (5)) Tl- lsp-Spgf - 0, luego {¥(sy)} es una sucesién de Cauchy en M que es / <
completa, luego ¥ (s;)—= po, € M. Sea W un entorno totalmente normal de p, y 6 > 0 dado por

IV.76 (i.e. tal que expy B§(0) @ W ¥qeW y cqulB ) es un difeomorfismo). Sean n, m
5 _

suficientemente grandes para que Isy-sp,| < 8/2y ¥ (sy), ¥ (sp,) € W. Entonces existe una geodésica
tinica ¥ uniendo ¢ (s con &' (sy) y con L:m (¥) < 8. Ademds, 7 se puede escribir de la forma ¥ ()
n

=eXpy s )t X, con [X] =1 y estd definida para t < & (ya que EXPy ( es un difeomorfismo). Por
I

splB 5O
otro lado, para todo s tal que s; <s <s_ , d(@ (s),¥(s ))7—-/ -5, <8, -8,<06/2, luego ¥(s) € /Z
B 5 /2(?(311)), luego 3’|[ $,5,.] es la geodésica radial que une ¥ (s,) con ¥'(s,), luego ([0, Sm=-5nl) meﬂ ¢ |
{0

e

= Inlk_r)n Isp -sm! £ 6/2 da s, < sp+ 6/2, luego s, < sp + 8, con lo cual hemos extendido #° m4s alld de P"‘“'SL‘(

¥ ([sp-Sm]) ¥, como ambas son geodésicas, parametrizadas respecto la longitud de arco, 3’(3 -Sp) = g“ SU
¢ (s), y, como ¥ estd definida para s-sp<8,ie. s<sy+é, ¢ extiende ¥ hasta sp+ &, pero Isy -s,|

So» €1 contra de la hipétesis, luego ésta no puede darse. (}“§J

d) =2 a) evidente. 3@'
bY€=> ¢): b)=> e): Dado p € M, la sucesién de las bolas cerradas {Bn(p)}:lo:-l verifica B,(p) C

n+1(P) U Bn(p) M y,si¥n q, 4 Bn(p) dp, qn) > n!" 7y 0. Como Bn(p) es un cerrado y

acotado y, por b), es un compacto, esta sucesién es la que dice e).

€)=>b) Si A es cerrado y acotado, 3 B(p) D A. Para ver que A es compacto bastar4 ver que Br@) lo
es. Veamos, por tanto, que las bolas cerradas de M son compactos si se verifica €). Sea pe M, £ > 0.
B.(p) € M = U K. Puede ocurrir:

-dn'e N/ Be(p) C K, Entonces, como K, es compacto, BE(p) €S COMPpACto.
-¥ne N Hq,= -BE(p) - K;. Entonces, por €), d(p, q;) —> o, absurdo. 0.

V.6. COROLARIO: a) Una superficie compacta es geodésicamente completa.

b) Una superficie cerrada como subespacio de R3 es completa.
DEMOSTRACION: a) Es consecuencia de que un espacio métrico compacto es completo. b) Si M

es cerrado en 1R3, como (]R3, de) es completo, entonces (M, de) es completo. Como d®<d, si (qq} es

una sucesién de Cauchy para d, también lo es para d°, y si (M, d%) es completo, {p,} converge en &y
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como las topologias inducidas por d® y d sonla misma, {p,} convergeen d,y (M, d) es completa.

V.7. NOTA: En la demostracién del corolario anterior hemos visto que si una superficie M es d°-
completa, entonces es d-completa. El reciproco, sin embargo, no es cierto, como lo muestra el ejemplo
de la figura.
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CAMPOS DE JACORI

®) Leccion 242: CAMPOS DE JACOBI Y PUNTOS CONJUGADOS

§3. Campos de Jacobi.

Consideremos por simplicidad que estamos en una superficie M
geodésicamente completa. Sea U abierto estrellado < TyM tal que exppy Sea

un difeomorfismo, y v(s): ]-¢, €[ —> U una curva en U. Definamos

£ 10,11 % ] - €, e[—a}d/ gt

(t,s) ——> f(t,;s) = expp t v(s)

Para cada s fijo,t — f (t, s) es una geodé -
sica {se dice que f es wuna familia unipa-
" ramétrica - de parametro s- de geodésicas).

Siv (0) = v, v/(0) = w, se tiene que % (t,0) =

d expp(t v(0)) t v'(0) = d expy(tv) tw. Si,
ademas, se toma la curva v(s) de modo
que |v(s)| = r, = cte  entonces, eligiendo un
sistema de coordenadas geodésicas polares
en que el angulo 8 valga 0 en la direccidén de
un v(s,), - €< s;< 0, como |v(s)] =r, ¥s,
se tiene que expy, t v(s) = f(t,8) tiene por

Ehis) coordenadas polares (tr,, 8(s)), con lo cual
i
9E (1,0) - 8'0) xg, vy IL (10) = Srexpy(t W )£ ?ex SOy 1y X, e,
~Y

ortogonal a la geodésica radial expptv. Todo esto permite interpretar

/{;/ intuitivamente ‘% (f, 0 ‘ |d expy(v) w| como una medida de la velocidad

con que las geodésicas ti— eXpy, t v(s) partlendo de p, se alejan enire si.
Todo esto sugiere que puede ser interesante el estudio de los campos a

lo largo de una geodésica expy, tv delaforma J (t) = af t 0)=d expp(t V)

tw, con w = v'(0) L v.

Seglin hemos visto |J(t)] daria una medida de la velocidad con que las
geodésicas se alejan entre si. Por otro lado esta velocidad de alejamiento
debe -intuitivamente- influir en el area de un disco geodésico: para un
mismo radio serd mayor el area del disco cuanto mas rapidamente se separen

) las geodésicas. Vimos en IV. 67 que la curvatura de Gauss K influia en el
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area de un disco geodésico. Por lo tanto serd natural que encontremos
relaciones entre los campos J(t), la curvatura K vy la velocidad de
separacion de las geodésicas partiendo de un punto.

Obsérvese por otfro lado que si 0 = J(t) = d expp(t v}w, tv es un punto

critico de exXpp; luego encontraremos también relaciones entre los puntos
criticos de eXPp; los campos J(t) y la curvatura de Gauss K.

Vamos ahora a estudiar esos campos J(t) comenzando por estudiar una
ecuacion diferencial que los caracteriza completamente.

V.8. LEMA: Sea v: ]-¢, e[ ——> U abto C TpM una curva diferenciable regular,
r>0 tal que Br (0) € U abto tal que eXpp|y €s un difeomorfismo, |[v(s)] =r =
cte + 0. Sea f(t,s) = expy, t v(s). Entonces, si w=Vv(0) v v=v(0),3 6>0/
¥ te [0,1+6[,ens =0

1 v of of 2
of - -K(¥
f‘2 <F o= T > —oKem

%
siendo ¥ (1) = expp tv
DEMOSTRACION: Como v(s) eB,(0) € U, 3 6>0/B,,5,S U vy, por lo tanto
f(t,s) = eXpy tv(s) esta definida también para (i,s) = [0,1+6] x ]-£,¢[. Como
lv(s)] = cte, v' {(0) = w es ortogonal a v = v(0) vy, seglun vimos en la
introduccion,

0
1/ %;'( g) = ¢ exppﬂk’ 4yJ B s Q> = L <5 ol =0
AL, 1Y {L
— (t 0) = c(ijt (expy t V), vegtor angente a la geodésica ¥:t-—> exp,

t v, y vimos también alli que, tomando un sistema de coordenadas geodesmas
polares {r, 8) adecuado

-g{- (t, 0) =r X, % (t,0) = 8'(0) Xg
3

, gf t, 0) vy %(t, 0) son vectores ortogonale\"”@omo T
i l'!) z)gm S

(t, 0) = df(t,0) (0,1) ¥y g—‘;(t,O) = df(t,0)(1,0), resu[ta fque df(t,0) es un

isomorfismo si t + 0. Luego + t=+ 0 existe un entorno Uy o de (t, 0) en R?
tal que f es un difeomorfismo sobre Uy q). Por lo tanto podemos coniderar
(Ug, 0)f) como un sistema de coordenadas de la superficie. En este sistema
de coordenadas se tiene:

Como t—> f(t,8) = expp v( ) es una geodésica,

VA _T% T A gy TS g T
dt ot  tt as tt ot = tt =0= tt sobre Uy, o).

Para el primer miembro de la igualdad del lema:

y, por lo tanto
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vV of_
at ot~ °
vV 3f af _ Y [rtar, T ai)af L
<% sl < (V3T
- S S s |af t s tgi_a_f_
< Tst,t+ st ts] s+[zt,t+T;tT;s t’ s>|3=0'

Ahora bien,ens =0, gg = & =% as (t 0) , %(t 0)>= 0, luego

: 2
v af af s | s s s |]of
<dt ds ot’ as>|8=0—(rstt+rst Tsj 9ss = [T;t,t Tst Ttsjl SI '

Ahora bien, por el teorema egregio de Gauss,

m m 2 m A _m
"= de1t I{Zm Yom [rﬂ,a TR +Z [F | VR DU Y ]H
0

entonces, si tsu1, SEuz, g =9 _0 como hemos visto, y 9,1=94= <—-— > =

+

t Tf (t, s) geodésica

= <§_‘E

£
K(¥ (1)) = gssg gss(r2,-r2’+§[r1

invimos1 < XL[TS L TSTS oL 1 Y ¥V af af :
segunwmos]_rz(su-p s st)ﬂ < >| . O.

V.9. NOTA: Obsérvese que los puntos esenciales en la demostracién del
lema V.8 han sido: 4 /Eo s 2,0

el el
a) La ortogonalidad de gi 1,0) vy (tO K/W/ yﬁwﬁ(/ / ,_,_ S ecial
b) La no nulidad de %(t,O).

c) El uso de coordenadas para los calculos de las férmulas en las que
intervienen las derivadas covariantes y la curvatura de Gauss.

Para ver facilmente la aplicabilidad de estas dos cosas hemos usado un
abierto sobre el que expp s un difeomorfismo. Sin embargo, para el punto c¢)
basta con trabajar en entornos de puntos en los que expp es no singular, pues
entonces f es un sistema de coordenadas en un entorno de ese punto. TMgbién
para el punto b) basta con trabajar en punios en los que exp, es no singular.
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Para a) observemos que las coordenadas polares (r,8) siguen verificando
<X, Xg>= 0 incluso cuando dejan de ser sistema de coordenadas, en efecto:

2 vimos (v 11 8 rimtn i difiiclin pov &y #13) pow fptacdn,
ya vimos que . :{ﬂ“m Vd'?é’ / ‘v
<XrXg> —30, ¥ —<xr”‘8> =g X X8>+ <Xr= X8> <Xn gy Xe>
r_90 = ,{ =00 /I .
}vm mbwm Litfp e T
V N
peI'O B de}(r-— [Xr, = -a[-)FXB _HDEXr = Xgr xre - 0\

luego _<xr,xe> < X = 5 x,.>_ 5 da <X, %> =0.
Por lo tanto V.8 es valido, no sclo en puntos de un apto U en los que
exp, es un difeomorfismo, sino en todos los punitos en los que .expy, es

regular. Ademas, por continuidad, V.8 es valido en los puntos singulares de
expp gue sean limite de puntos regulares.

V.10. PROPOSICION: Sea f la aplicacién definida en V.8, pero donde U es
ahora un abierto de TpM en el cual expp, es regular. Si J(t) = %{t,()), J
verifica la ecuacidn

vid
el P K(¥ (1)) J(t) = 0, siendo ¥ () = expp t v(0) = f(t,0) y r = [¢"].

DEMOSTRACION: Por el lema 5.8 y la nota 5.9,

vV o
KO = < 3 35 | J|2>

Ahora bien, empleando los S|stemas de coordenadas locales de la

demostracién de V.8, se ve que T 3t - gt o9 Por lo tanto

2

2
yd 4 5 S ¥, 00mo &J, ¥'s=0, 'd—<Ja’> 0, de donde

1
AR s S o7
VJ v gy v2)

2
<—,er> 0, luego ) , por lo tanto —— = -~ K(¥ (1))
i a2 W dt?

a

J.O

V.11. NOTA: Sea {é1 (1), e, (t)} una referencia de Frenet intrinseca de ¥ (t).

ve Ve
Como 7 (t) es una geodésica, _ETL = 0, vy _aef_ =0 (cfr. V.41 y
demostracion de 1V.42). Por lo tanto, como J (f) L ¥' (1) que esia en la
2
direccién de &, (1), resulta que  J(t) = y(t) &,(1) Ev? JH) =y 8,1 .y

la ecuacion de V.10 para J se traduce en
(v.i1.1)  y' +rP Ky =0.
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V.12. DEFINICION: Sea J un campo vectorial a lo largo de una geodésica ¢
parameirizada de modo que |¥'(t)] = r. Diremos que J es un campo de Jacobi
si verifica la ecuacion

J+r2KJ=0 (con J" = V2J/dfd),
se anula en ¥ (0) y es ortogonal a 7.

V.13. PROPOSICION: Los campos de Jacobi a lo largo de una geodésica ¥ (t)
constituyen un espacio vectorial real de dimensién 1 y cada campo de Jacobi

J viene determinado por J' (0) = -;L,;l (0).

DEMOSTRACION: Dada una referencia de Frenet {é1,é2} a lo largo de ¥ (1), se
tiene, por V.11, que J(t) es de Jacobi sii es de la forma J(1) = y(t) ‘ez(t) e
y(t) verifica y" +r2 Ky =0 con la condicién inicial y(0) = 0 (equivalente
a J(0) = 0). Por los teoremas de de existencia y unicidad de ecuaciones
diferenciales, las soluciones de la ecuacidon diferencial lineal (V.11.1)

verificando y(0) = 0 forman un espacio vectorial de dimensién 1 y estan
univocamente determinadas por y'(0). 0.

V.14. PROPOSICION: Sea J campo de Jacobi a lo largo de’ una geod951ca a’

i =gy £ e L g
(V.14.1) Jit) = dexpa, (ta'(o))tJ'(o) vy SCYATY T 7 3

DEMOSTRACION: Es evidente que el campo J asi definido es de Jacobi: Por
5.10 J(t) verifica la ecuacién (V.11.1) pra los t tales que t ¥'(0) es un punto
regular de expuo), y en los puntos singulares que son limites de punios

regulares la ecuacidn se sigue verificando por continuidad. En los puntos
singulares que no son limite de puntos regulares J(t) es cero en un entorno Y e
de esos puntos. En efecto, si t, ¥'(0) es un punto critico que no es limite de/zf’“’

%
puntos regulares, existe un entorno de t, ¥'(0) constituido por puntos ;:ff:(

singulares de expp, luego dexpp(t ¥'(0)) no es un isomorfismo para t en un #&;“"“

entorno de t,, luego, como dexpy(t #'(0)) (¥'(0)) = #'(t), se tiene que dexpy(t Sl

¥'(0)) t J'(O) estd en la direccion de ¥'(t). Por lo tanto, sera cierto que J(i) es
cero en un entorno de t, si probamos que dexpp(t r'(0)) t J(0) es ortogona{sl }\Q

a vt #t+ 0, i.e. si %(t,O) es ortogonal a %(t,O) ¥t* 0, siendo f(t s) =
exppt v(s), con v(0) = ¥'(0), [v(s)] =1 y V' (0) = J (0). Ahora bien, < (0 0},
%%(0,0)>= <0,7'0)> =0,y

L <& 1,0, Lto>-<3 L L 0)+0

Tomemos ahora un sistema de coordenadas aarbitrario x(u',u?) en un entornc
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de f(t,0), entonces si x' .o f(s,t) = (u'(s,t), u(s,1)),
v af_¥ {au' , a? ) 2%y’ 2w, auly
s t_ds(at 1P et 2) s ot T 38 01270 au Ju? ol
=X+ 5 X
> 0s ds 2
du” v _ _ _
+31 au1x a_uzxxz_[como‘\7x2x1_vx1x2]_
35 17 73s T2
82u2x1__32u1x+£va1 x+aU Va1 X2+aU Vaz x1+
ot ds "2 gt ds "1~ 9ds Utx 10 9s o3 X ds X,
W2V, » v [au1 u? zJ_ v af
+t3s %UTXZX2=ET 3s 11t 3s * )= Gt 3%

d _of af vV af af, _1d<8_f§i_
luego dt s (b0 G 0>= <35 57 57> 00 = 5 S<gr 57>
luego <£(t,0), %(t,0)>= cte y comoen t=0 valeO0, cte=0.

Por lo tanto, J" = 0, de modo que la ecuacidn se verifica -trivialmente

para estos puntos. Ahora bien como, por V.13, un campo de Jacobi esta

determinado por J'(0) y
dt[d oxP, (17 (0) £ ' (0 Do &

= d expy ()(0) J(0) + . dit{ H _ J(0), se tiene (V.14.1). O

V.15. COROLARIO: Se tiene la siguiente férmula gque da la velocidad de
alejamiento de las geodésicas en funcién de la curvatura (si ¥ esta
parametrizada respecto su longitud de arco):
3
YO = ¥'(0) t - y(0) Ke? (0) L+ R, con lim S _o,
6 t—>0 t
DEMOSTRACION: Consecuencia de que y(0) =0, y'(0) =- Ko?(0) y(0) =0

)
y" (0) = - Ko¥ (0) ¥'(0) - (Ko?)'(0) y(0) = - Ko¥(0) y'(0). O.

§.4. Puntos conjugados
Vamos ahora a relacionar los campos de Jacobi con las singularidades

de la aplicacidon exponencial.

V.16. DEFINICION: Sea ¥:0,a] ——> M una geodésica, i, € 10,a). Se dice que
¥ (t,) es un punto conjugado de ¥(0) a lo largo de ¥ si existe un campo de
Jacobi J a lo largo de ¥ (t) no identicamente nulo tal que J(i,) = 0.
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Obsérvese que si ¥ (t,) es un puinto conjugaddo de ¥(0), entonces ¥ (0) es

conjugado de 7 (t.).

V.17. PROPOSICION: Sea #: [0, a] -——> M una geodésica parametrizada
respecto de su longitud de arco, p = ¥(0). Ef punto q = ¥ (i), to € [0,a] es
conjugado de p a lolargo de ¥ sii Vo =1, ¥'(0) es un punto critico de expp.
DEMOSTRACION: Por V.16 y V.14, g es conjugado de p sii existe J(t) =
dexpp(t¥'(0)) t J(0) con J'(0) = O y no identicamente nulo con J(t,) =
dexpp(t.?'(0)) t.J'(0) = 0, lo que es equivalente a que t,¥'(0) sea un punto

'y

critico de dexpp,. O.

V.18. EJEMPLOS: CAMPOS DE JACOBI PARA SUPERFICIES DE
CURVATURA CONSTANTE: Si la curvatura de Gauss es una cie K, la

ecuacién de Jacobi en una referencia de Frenet toma la forma (para una
geodésica parametrizada proporcionalmente al arco):

y'H+Ky)=0
que tiene como soluciones (con las condiciones iniciales y(0) = 0, y'(0) = 1).

sen t /Ky o sen t /Ko -
=¥ 5 K, >0 sen t
JK—O m 2 S| Ko > O
y(t) = { si K, =0 o que da para el (t) % é2(t) si K, =0
campo de Jacobi J.
sh tf-Ko i K, <0 sh t/-Ke & (1) si K, <0
’_Ko m 2
(Por ejemplo, para la esfera de radio r, K, =-1-2-, J(0), J[ltr—J= 0, i.e. el
r
conjugado de ¥(0) e i) = ¥( ‘/—o (su punto antipoda). &
Resulta de lo anterlor que’ para K > 0 la‘distancia’de p a su primer " ”“7
punto conjugado es -J_ y que para K, < 0 p no tiene puntos conjugados. -

Vamos a ver ahora que ocurre cuando K no sea constante pero esté acotada.

V.19. LEMA ( de comparacién de Sturm): Sea A(t) > B(t) (resp. A(t) >
B(t)), u(t) una solucibn de u” + Au=0 con u(0 =0 u(0)=1y v() una
soluciébn de v'+ Bv =0 con v(0) =0, v'(0) = 1. Sea a el primer valor de t >
0 para el que se anula u(t), y b el primero para el que se anula v(f). Se tiene

que: 1) a < b (resp. a < b), 2) si 0<t<t;< a, v(ty) uft) > u(ty) v(t,) (resp.
v(ty) u(t,) > u(ty) v(t,)), 3) si0 < t< a, v(t) =2 u(t) (resp. v(t) > u(t)).
DEMOSTRACION: Sea t « ]0, min{a,b)]. Si A = B,
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1 - 1 t
0 =J (u (v + BV) - v {U + Au)) = | integrando por partes | =J uv (B-A) dt +u \'IL -
t

3

Ivudt—(uv-vu)| IBA)uvdts(uV‘-uv')
puesto que u(0) -0 =v({0) y u'(0) =1 = v'(0) implican que u y v son

positivas antes de llegar a su primer 0 (i.e. para 0 <t< min(a,b))y A2B=»

B- A < 0. Por lo tanto u(t) v'(t) - u'(t) v(t) = 0, de donde YU () jueqo,

‘ VDU

para 0 < t, < t;< min(a,b) jt1 “’—'d’t>_[t1 W oge in ) 5 L) g
o] 1 ’ ’ to V - to u 1 v V (to) = u (to):

donde v(t;) u(ts) = u{ty) v(t.), lo que prueba 2) en cuanto probemos 1). Por
, v () v (L) v (L)

otro lado la desigualdad anterior implica > , pero lim =
g P u (t) " u ) P t,—>0 u (t,)

v'o(t ' v (t
| 'HOpital | = 1im (t,) =Y (0) = 1, luego (%) > 1 y tenemos 3) en cuanto
t,-»o0 U (&) u' (0) u ()

probemos 1). Veamos ahora 1):

En 3), tomemos limites cuando t; —» min(a,b), se tiene v(min(a,b)) >
2 u(min(a,b)). Si min(a,b) = b, entonces v(b) > u(b), pero v(b) = 0, luego u(b) <
0, luego (como a eselprimer0Odeu) a<b y a=b. Porlo tanto, siempre
min{a,b) = a. a=h

Para el caso A (t) > B (t), si fu\ese a > b resultaria
> g)/m,ﬁfp £t b

b
() 0 = (w' - vu) |° +j (B-A)uvdt conB-A<0, uv=0 y (uv- w) | =
= u(b) v'(b):con ub) 20 y vib)<0(yaquev(t)>0parat<b yvi(b)=0,
luego v ¢ tiene minimo en b 6 es decreciente en b), por lo tanto el segundo

miembro de (*) aparece estrictamente menor que cero, lo que es un absurdo,
luego a < b.

2) se prueba como en el caso anterior y de aqui se obtiene, como antes,
que para 0 < t<a, v(t) = u(t). Ahora bien, si para algin t' < a, v(i') = u(t’), como

u@@) =v(0) =0 vy v' (1) > U (t), vi(th - u'(th > 0 i.e. v - u es estrictamente ~
v {t) ui(

creciente en t', lo que implica que para t <t con |t' - t| suficientemente

pequeno, v(t) < u(t), absurdo, luego u (1) < v (1). €.

V.20. TEOREMA: Sea ¥ una geodésica parametrizada proporcionalmente a
su longitud de arco. Sea Ko¥(t) = K{t). (a) Si ¥t K(t) <k, (resp. K() <k},

¢ () no tiene ningdn punto conjugado para t e [0, n://k1 [ (resp. t € [0,
w [k ). (b) Si ¥t k, < K1) (resp. ko< K(1)), #(t) tiene al menos un punto
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conjugado para t e ]O,n//ko] (resp. tE]O,'n:/,ko[). (Nota: si K < 0 se debe
interpretar fK = o, i.8. s K< 0 p no fiene puntos conjugados).
DEMOSTRACION: Usemos V.19 con B (f) = K() A =k,. La solucidn uft) es

sent Jk, )

-~ ., por tanto v(t) tiene su primer cero para t = 7:(

. I
correspondiente campo de Jacobi no se anula hasta este valor de t. {(b) tiene
la misma demostracién. 0.

y el

V.21. COROLARIO: Sea ¥ () una geodésica tal que ko < Ke?'(t) < k,. Entonces

¢ (f) no tiene ningin punto conjugado para t <EF y tiene al menos uno para
1

n ey

~E << . O.
oy
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Leccion 252 ESPACIOS RECUBRIDORES

§5. Topologia de los espacios recubridores

Acabamos de ver (V.20) que cuando K < 0 entonces expp: To;M —> M, es un

difeomorfismo local.para todo p €« M Es natural preguntarse cuando este
difeomorfismo local es un difeomorfismo global. Es conveniente poner esta
cuestion en un planteamiento mas general para los que necesitamos los
espacios recubridores. EN ESTA LECCION SUPONDREMOS AQUI QUE TODOS LOS ESPACIOS
TOPOL'OGICOS SONT,,.

V.22.DEFINICION: Sean B, B dos espacios topolégicos. Diremos que n: B—> B

es una aplicacién recubridora si:

1. m es continuay = (B) =B

2. cada. pe B Joue wm oulommo U (Mlamadte evlommo WWGEE P)H %U-E“
w(U)= YV, o

donde los V¢ son abierios disjuntos dos a dos tales que n[vm:vm —> Ues un

homeomorfismo para cada «.
B se llama espacio recubridor de B.

V.23. EJEMPLO: Sea H la héiice _

H={(x,y,z) e R¥ x = cos t, yzsent;"'zéﬁt;te R}
y S1={(x,y,2) € R% x2 + y2 = 1} la circunferencia de radio 1. Sea n: H —» S/
(x,y,z) = (x,y,0). Evidentemente =® es continua (restriccion a H de la
proyeccién de R® a R?) y w(H) = S, luego verifica V.22.1. Dado p € S', q = -p,
vamos a ver que U =81 -{g} es un enforno distinguido de p. En efecto, si
p = (cos t,, sen {,), © (cos t,, sen t,, bt,) = p. Sea V,, el arco de hélice

correspondiente al intervalo
t+@n-1)z, t.+2n+N)[C R, n=0,+1,%2, ...

Cada V|, es un abierto de la hélice ( es la interseccién de -2, 2[ x ]-2, 2[ x
b (t; + (@n-1)m), b (t, + (2 n + 1) x[ con H), los V,, son disjuntos dos a dos
y nlvn tiene una inversa continua dada por (cos t, sen t, 0) —» (cos (t+2 n =),
sen (t + 2 n m), b (t+2 n 7)), luego es un homeomorfismo de V, sobre U.

V.24. Sea m:B-» B una aplicacién recubridora. Como = (B) = B, cada

punto Pe B es tal que Pen’' (p) para algin p « B. Por lo tanto, existe un
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entorno V.. de P tal que 7] es un homeomorfismo. Se sigue de ello que = es
o Vi«

un homeomorfismo f[ocal. Sin embargo el reciproco no es cierio como
muestra el siguiente ejemplo:
Consideremos en V.23 un segmento H de la hélice correpsondiente al in-

tervalo I, 4 © [C R. 7w = zn|f es todavia un homeomorfismo local y = (H) = s'.

Sin embargo, ningln entorno de =(cos 3x, sen 3xn, b 3n) = (-1,0,0) = p = s!
puede ser entorno distinguido. En efecto, tomando U suficientemente pe-

quefio, £ ' (U) =V, uV, donde V, es el segmento de hélice correspondiente a

te]lrm,m+€[ y Vo es el segmenio correspondiente ate]3n-¢, 3+ ¢ [.
Ahora bien, ﬁ:'|V1 ho es un homeomorfismo sobre U, ya que = (V) no contiene

a p, luego m, que es un homeomorfismo local, no es una aplicacién
recubridora.

V.25. NOTA: Obsérvese que en V.24 hemos fomado U suficientemente
pequefio, cabria preguntarse si no podriamos haber obienido un entorno
distinguido tomando U mas grande. La respuesta es no, porque: "si U es un
entorno distinguido de p, entonces todo entorno W de p tal que W € U es de

nuevo un entorno distinguido de p* ya que w (W) Y Vi Y, tomando Vg =

= (W) n Ve, resulta n''(W) = u Ve, con los Vg verificando las
condiciones de la definicién de entorno distinguido.

Podemos volver a la cuestién del comienzo de este apartado paséndola a
homeomorfismo y usando también espacios recubridores, de modo que las
cuestiones ahora son:

1. ¢Bajo qué condiciones un homeomorfisdmo local es una aplicacidn
recubridora?

2. ¢Bajo que condiciones una aplicacién recubridora es un
homeomorfismo global?.

Daremos primero una respuesta sencilla a la cuestion 1:

V.26. PROPOSICION: Sea =n: B—» B un homeomorfismmo local, Bcompacto y
B conexo. Entonces © es una aplicacion recubridora. _

DEMOSTRACION: Como = es un homeomorfismo local, = (B) € B es abto en
B(pues ¥7 e B3 abto Va Py Vo p=mn) abto / =iy : V-> V es un
homeomorfismo, © (B) = = (U V) = Va (V) = UV abto). Ademas = continuo y B

compacto implican = (B) compacto € B, luego = (B) es cerrado, y como B es
conexo, ©n (B) =B.

Sea b e B. Entonces w''(b) € B es finito, pues, en caso contrario, como
B es compacto, tendria un punto iimite e B (ya que {b} cerrado implica que =~ (b)
es cerrado en el compacto B y, por lo tanto, compacto), en contra de que ©n : B—> B es un
homeomorfismo local. Sea = (b) = {b;, ... ,b}. Como = es un homeomorfismo
local, i =1,...., k 3 W; abto = b;, tal que nlw; es un homeomorfismo. Como
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n-1(b) es finito, podemos elegir los W; disjuntos dos a dos. Como w(W;) es un
Kk

abto de B, 3 abto U s p/ UC ;O ® (Wj). Tomando Vj = o1 (U) n W,

tenemos que n'(U) = kIJ V; vy que los Vi son disjuntios dos a dos, y que & |Vj:

Vi—> U es un homeomorfismo. Por tanto U es un entorno distinguido. O.

Para el caso no compacto y para la cuestién 2, necesitamos mas sobre
espacios recubridores, que pasamos a explicar a continuacién.

V.27. DEFINICION: Sea n: B—> B una aplicacion continua y «: [0, £] —> B un
arco de B. Si existe un arco &:[0, 2]—> Bde B tal que = - & = «, se dice que

& es un levaniamiento de « con origen & (0) € B.

k

[0, J!]ji_)B

.

V.28. PROPOSIC}_ON: Sea = Ej——)B una aplicacién recubridora, «: [0, £] —> B
unarco B y Po = BunpuntodeB tal que = (f,) = « (0) = p,. Entonces existe

un Unico levantamiento &: [0, £]-> B con origen en p,, i.e., con &(0) = P,.

DEMOSTRACION: Veamos primero la unicidad. Sean &, B: [0, £] —> B dos
levantamientos de « con origen en p,. Sea A € [0, 2] el conjunto de puntos

en que &(t) = B(t). A es no vacio (0 € A) y cerrado (pues un teorema de
topologia dice - p. 34 - :f, g: X —»Y continuas e Y T, => {x/f(x) = g (x)} cerrado

en X). Veamos que A es abierto en [0, £]. Supongamos & (t) = B(t) = p. Sea V
un entorno de P tal que mjy es un difeomorfismo. Como & y B son continuas,

existe un entorno (intervalo abierto) de t, I; € [0, £V &(I;) € V, B(Iy < V.
Como mo& = mef Yy ® €S un homeomorfismo en V, 6<|It = Ellt’ luego t e Iy € A,

luego A es abierto. Por lo tanto A = [0, 2].
Veamos ahora la existencia. Como « es continua, ¥ «(t) € B, 3 intervalo

Itat C [0, £] tal que «x(I};) € Uy entorno distinguido de « (t). ts[;),e}t = [0, 2], v,
como [0, £] es compacto, admite un subrecubrimiento I_,....I,. Ordenemos los
I; de modo que 0 « I,. Como «(I,) € U, entorno distinguido de « (0), 3 entorno
V, de B/, = ano : Vo —> U, es un homeomorfismo. ¥t e I, definimos &, (t)

= TCO-1

ox(t). Evidentemente &,(0) = p,, mo&, (1) = x(t) ¥t e I,. Tomemos I,nl,
* O, sea ty e I,nl,. «(I,)C U, entorno distinguido de «(t;), y podemos

definir & en I, con origen en &(t,). Por unicidad (la demostrada antes)
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«1)]I1n10 = (x°|11n10, y enire los dos definen un arco sobre I, u I, que es un
levantamiento de «. Procediento asi sucesivamente construimos un arco
&: 1=[0, £]-> B tal que &(0) =P, y mo &(1) = x(t), t e [0, £]. 0.

V.29. COROLARIO: Sin: B~» B es una aplicacién recubridora y B es arco-
conexo, existe una biyeccidn entre los conjuntos = (p) y m ' (q) para
cualesquiera p, g € B.

DEMOSTRACION: Si B es arco-conexo, existe un arco «: [0, £] —> B/x(0) = p,

«(#)=q. ¥pe ' (p) 3 levantamiento &5:[0, 4] -> B/ &5(0) = p. Definamos

e: w(p) —> 7)o () = &5(2). Por la unicidad del levantamiento, ¢ es una
biyeccién (unicidad = ¢ inyectiva, y dado §e n'(q), tiene una antiimagen:
oc'1(t) = x(2-t) une q con p y su levantamiento &‘g(t) une conunp e n“1(p),

-1 1

por lo tanto 5::' une P con g y como me&T (1) = « (1), n&:: (t)=
1

noe?; (£-1) = = (1), o?; es un levantamiento de « con origen en F' y por la

-1
unicidad del levantamiento, c?: = &g, luego «(p) = &5-(1) =& (0) = q.

q
Luego q tiene antiimagen, luego ¢ es suprayectiva).

Resulta pues que el nimero de puntos de wn''(p), p € B, no depende de p
cuando B es arco-conexo. Ello permite dar la:

V.30. DEFINICION: Sizn: B—»> B es una aplicacién recubridora y B es conexo
y wi(p) es finito, el n® de puntos de =n-1(p) se llama ndmerc de hojas del

recubrimiento. Si wm-'(p) no es finito, se dice que el recubrimiento es
infinito.

Observemos que, segin vimos en la demostracién de V.3.6, si B es
compacto, el recubrimiento es siempre finito.

§.6. Homotopias y levantamiento de arcos.

V.31. Para el tratamiento de la cuestion 2 necesitamos también hacer
precisacs algunas ideas intuitivas que surgen de las siguiente
consideraciones:

Para que una aplicacién recubridora n: B~> B sea un homeomorfismo
basta que sea una aplicacién biyectiva. Por lo tanto tendremos que buscar
una condicién que asegure que cuando dos puntos 61, 52 de B proyectan por x

175




O

"

GEOMETRIA GLOBAL INTRINSECA

al mismo punto p = n(ﬁ1) = n(ﬁz) de B, entonces 51 = 52. Supondremos que B es
arco-conexo y proyectamos un arco & de B que une 51 y [52 a un arco cerrado

x de B que une p con p. Si B no tiene "agujeros”" (en un sentido a precisar),
enionces es posible deformar « continuamente al punto p. Esto es: existe
una familia de arcos =., continuos en t e [0,1], con &, =, «,=arco cte p.

Como & es un levantamiento de «, es natural esperar que los «; puedan ser

levantados a una familia &;, continua en t, con &, = &. Se sigue que &, es un

levantamiento del arco cte p vy, por tanto, se reduce a un punto singular. Por
otra parte &, une ﬁ1con 52 y por tanto concluimos }31 = 52.

Para hacer riguroso este argumento heuristico hemos de definir una
“familia continua de arcos" uniendo dos arcos dados y mostrar que una tal
familia puede ser levantada.

V.32. DEFINICION: Sea B un espacio topolégico T,, o« [0,4] —> B, ®, [0,£]
——> B dos arcos de B uniendo p = «_(0) = x(0) con g = x,(£) = x,(2).
Diremos que «_ Yy «, son homotdpicos si existe una aplicaciéon continua

H: [0,£] x [0,1] —> B tal que
1. H(s,0) = x (s), H(s,1) =x,(s), se]0,2].

2.HOY =p, H(OM=q te [0,1]
La aplicacion H se llama una homotopia entre «_y «,. ¥t e [0,1], el arco

=y [0,£] —> B/ xy(s) = H(s,t) se llama un arco de la homotopia H. Por tanto la
homotopia es una familia de arcos «, te[0,1], que constituyen una
deformacion continua de «_ en «, de tal modo que las extremidades p, q de

los arcos «, permanecen fijas durante la deformacién.

V.33. DEFINICION: Sea =: B—» B una aplicacién continua y sean
*,, &,: [0, 2] —> B dos arcos de B uniendo los puntos p y q. Sea

K: [0, £] x [0, 1] ——> B una homotopia entre «_y «,. Si existe una aplicacion
continua H: [0,2] x [0,1] —> B tal que woH = H, se dice que H es un

levantamiento de la homotopia H, con origen en H(0,0) = § « B.

V.34. PROPOSICION: Sea n: B—» B un homeomorfismo local con la pro-
piedad de levantar arcos. Sean x4 [0, ] —> B dos arcos uniendo p y q € B,

sea H: [0, £] x [0, 1] ——>B una homotopia entre «_y «,,y p un punto de B tal

que m(p) = p. Entonces existe un levantamiento Gnico H de H con origen en p.
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DEMOSTRACION: Veamos primero la unicidad. Sean H,, H, dos levanta-
mientos de H con H,(0,0) = H,(0,0) = p. Entonces

A={(st) € [0,£]1x [0,1] = Q/H,(s,H) = H,(s,1)}
es no vacio y cerrado en Q. Como FI1 y I:lzson continuas y ® s un homeo-

morfismo local, A es abierto en Q (como en V.28). Como Q es conexo, A = Q.
Para probar la existencia, sea «(s) = H(s,t} un arco de la homotopia H.

Definimos H por H(s,t) = &(s), s « [0,2], t  [0,1], donde & es el levanta-
miento de «, con origen en p. Evidentemente, moH(s,1) = o<,(s) = H(s,t) para s
[0,2], te [0,1], ¥ H(0,0) = &,(s) = p.

v te Hf,-e,t.+€], s> I:I(s,t) es un levantamiento de s —> H(s,1)

pasando por Fl(so,t). ¥ (s,t) e [0,£] x [0,1], sean Vg, U, abiertos de ByB

respectivamente, con H(s,t) e Vg, , H(s,it) e Uy, , y m Vgg—> Ug un
homeomorfismo. Como la aplicacibn H es continua (s,t)  [0,£] x [0,1],
existe un entorno Qg = (s,t) / H (Qg) © Ug; con Qg = [s-€5,5+€g[ x Jt-€,,t+€,[
Para cada t, { ]s-e€g,5+€s[ * Jt-€,,t+€)[, s € [0,2] } es un recubrimiento abierto
de [0,2] que admite un subrecubrimiento finito
[0,5,[ x Jt-e.t+e [, ]5'1,52[ x Jteptee ], oo, 18, 8] X Jt-e tee |
i i i
t t t
Q1 8'j < §j 02 Qn
En [0,s,[ * Jt-€,t+€,[ = Qt1 , H(Q’;) C Ut1 homeomorfo por z!a Vf. Para
cada te Jt-€,t+e,], &.(s) = n"mt.(s) por la unicidad del levantamiento,

i.e., sobre Qz, His,t) = n'oH(s,t), luego |:|]Qt es continua.
1

. t |
Sobre Qtz, H(Qtz) c U, <__'-"£_ Vg y n"ocxt,(s) es un levantamiento de
. _ ~ ot

oct,(s) tal que si §,< S, < 8, entonces mt.(so) = H(g,t") e V1nV2, y cOmo ® es
homeomorfismo sobre Vzt, y mo&p(S,) = «(8.), por la unicidad del
levantamiento pasando por &u(s.) = 11:'1oct-(so), se tiene que, sobre Qtz, H(s,1)

= nloH(s,t), luego Hg! es continua.

2
Actuando asi sucesivamente, se ve que ﬁ]d es continua para i =1, ..., n.
1
Como Ejd: = [0,2] x Jt-e,t+€,[, se tiene que H es continua sobre [0,£] x
1=1

Jt-g,,t+€,[, y esto para cada t e [0,1], luego H es continua en todo (s, t)
[0,1] = [0, 4]. O.
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V. 35. COROLARIO: Sea n: B—» B un homeomorfismo local con la propiedad
de levantar arcos. Sean «, «,: [0,4] —»> B dos arcos de B uniendo los puntos

P Yy q yeljamos pe B tal que n() = p. Si x_y x, son homotopicos,
entonces los levantamientos &  y &, de x_y «,, respectivamente, con origen

P, son homotépicos.
DEMOSTRACION: Sea H una homotopia entre «_ y «, Yy H su levantamiento,

con origen en p. Probaremos que H es una homotopia entre &  y &,. En

efecto, por la unicidad del levantamiento de arcos,

H(s,0) = &,(s) , H(s,1) = &.(s), se[0,2].
Ademas, H(0,t) es el levantamiento del arco constante H(0,f) = p con origen
en p. Por la unicidad, H(0O,¢t) = p te [0,1]. Andlogamente, H(£,}) es el
levantamiento de H(.,t) = g con origen en &_(£) = 4, por lo tanto H(£,t) = §,

n

te[0,1]. Luego H es una homotopia entre &,y &.. 0.

Del argumento heuristico queda por definir lo que es un espacio "sin
agujeros". Seran los espacios simplemente conexos que definiremos en la
siguiente leccidn.
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Leccion 26: ESPACIOS SIMPLEMENTE CONEXOS Y TEOREMA DE HADAMARD

§7. Espacios simplemente conexos

V.36. DEFINICION: Un e.t. arco-conexo B se dice que es simplemente conexo
si dados dos puntos p, g e B y dos arcos «,: [0,4] —> B, 6":1:[0,,2] —> B uniendo

p ¥ (g, existe una homotopia en B entre «,y «,. En particular, cualquier

.
arco «:[0,8]-—— B cerrado («(0) = x(2) = p) de B es homotdpico al arco
constanie « (s) =p, s € [0, 2].

V.37. PROPOSICION: Sea =n: B—» B un homeomorfismo local con la
propiedad de levantamiento de arcos y suprayectivo. Sea B arco-conexo y B
simplemente conexo. Entonces m es un homeomorfismo.

DEMOSTRACION: (la del argumento heuristico). Necesitamos probar que =
es inyectiva. Sean b, p,eB con n(p,) = = (5,) = p. Como B es arco-conexo,

existe un arco &, de B uniendo ﬁ1 con 52. X, = o &, €S8 UN arco cerrado de
B. Como B es simplemente conexo, &, es homotdpico al arco constante oc1(s)

=p,. se[0,£]. Por V.35, & es homotdpico al levantamiento &, de x, con

origen en 51. Como B(s) = 51 es un levantamiento de «, con origen en ﬁ1 y

(s} =P,, y como & es homotdpico a &y

&o(£)=[32, luego w es inyectiva.

ese levantamiento en Unico, B(S)

1

&ol(k) = §2, se tiene que ‘|51= 6’:1(2)

V.38. COROLARIO: Si=: B —> B es una aplicacién recubridora, B es arco-
conexo y B es simplemente conexo, entonces =« es un homeomorfismo.

Vamos ahora a dar una respuesta mas general a la primera cuestion de
V.25. Para eso necesitamos definiciones.

V.39. DEFINICION: B se dice que es localmente simplemente conexo si todo
punto de B posee una base de entornos simplementes conexos.

V.40. NOTA: Si B es localmente simplemente conexo entonces también es
localmente arco-conexo, pues la nocidn de conexidad simple supone la de
arco-conexidad (ver ).

Una superficie es localmente simplemente conexa, ya que todo punto de
la superficie tiene entornos arbitrarriamente pequefios homeomorfos a
discos abiertos del plano, y un disco abierto del plano es simplemente

conexo. En efecto: sea x:I1-—3» D2 ¢ R? una curva con « (0) = p. Definamos
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H (s, 1) = x (0) +t (x(s) - x(0)). Como D? es convexo, H(s,t) € D?, H es
continua evidentemente, H(0,t) = H(£,) = p, H(s,0) = x(0) = p, H(s,1) = x(s),
luego H es una homotopia de la curvacte p enla «(s).

V.41. PROPOSICION: Sea n: B—3 B un homeomorfismo local suprayectivo
con la propiedad de levantamiento de arcos. Supongamos que B es localmente
simplemente conexo y que B es localmente arco-conexo. Entonces © es una
aplicacién recubridora.

DEMOSTRACION: Sea p « B y sea V un entorno simplemente conexo de p en B.
El conjunto w'(V) es la unién de sus componentes arco-conexas, = (V) =
=Y Vx, V abiertos, arco-conexos y disjuntos dos a dos. Consideremos la

restriccién n: Vi —3 V. Si probamos que n|y, es un homeomorfismo de Vg
sobre V, m sera una aplicacién recubridora.

Probaremos primero que =wn{Vg) = V. Evidentemenie n(Vy) € V.
Supongamos que p € V. Como V es arco-conexo, existe un arco «:[a,b] —» V
uniendo q e m(Vy) con p. El levantamiento  &: [a,b] —3B de « con origen en
ge Vg, donde n(0) = g, es un arco en VY, ya que ¥V« ©s una componente
arco-conexa de B, luego =n(&(b)) =p = n(Vy), luego V C m(V).

Por otro lado, como =n: B-—3B es un homeomorfismo local con la
propiedad de levantar arcos y Vg y V son abierios de B y B
respectivamente, n]va sigue siendo un homeomorfismo local con la

propiedad de levantar arcos ( ya que por ser V una componente arco-conexa
todo arco partiendo de Vx estd contenido en V), luego, por V.37, ® es un
homeomorfismo. O.

§8. Teorema de Hadamard

Volvemos a la cuestion del comienzo de la leccién 25 ;bajo qué
condiciones expp: TpM ~~> M, siendo M una superficie completa de K <0 es
un difeomorfismo global de Tp M sobre M 7.

Vamos a dar unos resultados que transforman estas cuestiones en las
anteriores:

V.42. LEMA: Sea M una superficie complieta de curvatura K < 0. Entonces

expp: ThoM ——> M, p € M es creciente en longitud en el siguiente sentido: si Uy /)

w e Tp M, tenemos

<(d expplu W, (d expplu w > £ <w, w>, />
(donde w denota un vector en (TpM)u obtenido de w por la traslacion u).

DEMOSTRACION: Para u = 0 la igualdad se verifica trivialmente. Si u * 0,
sea V=U/ul y ¥ [0,£] ——> M (& = |u[}) la geodésica ¥(s) = expp sv, se[0, £].

Por el lema de Gauss (g, = 0 in 1V.64), podemos suponer <w,v> = 0 (pues
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sabemos que si w =w' + X v, wlv, <(d expp), , Vv (d eXPply V> = <V,V> Y

<(d expp)y v, (d expply W'> = 0 por el lema de Gauss) Sea J(s) = S (d eXpp)sy W
el campo de Jacobi a lo largo de ¥ con J' ( w (y J(0) =0, <J,¥'> =0).
Como K £ 0, se tiene que

v vJd VvJ v J

2
d 2
-~ = >+ - Jl =
ds <J 3= ds gs = <ds ds +<d g5 ds k[0

> =[5
vJ
y como <J (0), > = 0, resulta que <J (s), gs

d vJ v vJ VA VJ isso
ds <ds’ds 2<ds ds =~ 2K <35> 20, luego

w vJ vJ vJ
<T T2 <35 (0),E 0)>

dZ VJ VJ
J,d> =2 «—~
integrando los dos miembros de esta igualdad entre 0 y s:

d d - vJ -
-a-s-<J, J>>2Cs+ ($<J, J>)S=0~208+2<dS (0), J(0)>=2Cs,

e integrando de nuevo:
<J,d>> Cs?+ <J (0),J (0)>=Cs?
Tomando s = £:

<J (2),J (B)> 2 22 X <w, w>, -

pero J(#) =24 (d expp)'ev w, lo que da el resultado buscado si se recuerda que £

vJ (s)>= 0, por lo tanto

= <w, w> = C, de donde

>+ 2 <, v J>>2C
ds?

= {ul.

V.43. COROLARIO: (de la demostracién): Si K;éO entonces expp: TpM ——>M es
una isometria local.

V.44. PROPOSICION: Sea M wuna superficie completa con curvatura de
Gauss K < 0. Entonces la aplicaciion expp: TpM —> M (peM) es una aplicacion
recubridora.
DEMOSTRACION: Puesto que expp es un difeomorfismo local (V.20)
suprayectivo (V.5), M es localmente simplemente conexa (V.40) y TpM es
localmente arco-conexo, basta con ver (V.23) que expp tiene la propledad de
levantar arcos.

Sea «:[0,£]-——> M unarco en M y ve ToM tal que expp v = =(0). Como
expp es un difeomorfismo local, existe un entorno U de v en TpM tal que

expp restringido a U es un difeomorfismo. Podemos definir & en un entorno

de 0 por & (1) = expp () ¥ te [0,], & verifica &0) = v y exppo&(t) = « (1)
¥ tell €]
Sea A=f{te[0, 2}/ I & :[0t]—> To M/ &(0) =v y expp&(s)= x(s)
¥ se [0,f]. A es un intervalo. En efecto: es un intervalo porque site A vy
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0 <t < t, entonces E(t-=5<t|[0 ] verifica las condiciones para que t' e A.
Vamos a ver que si A = [0,t,] yt, < £, enionces
]to EA S| to = /3

N3 /[t to+e [ & A si t< 2]
lo que implica A = [0,2].

Veamos primero que, dados iy,t, € A, t; <1, &y = ale[o, At En efecto,
act1y c":ct2|[0 t] son elevaciones para un difeomorfismo local, de un mismo

arco con un mismo valor inicial. Entonces, el mismo argumento de la

demostraciéon de V.28 prueba que la elevacién es (nica, i.e., que &y =

& .
to]10.1,]
Entonces, siA = [0,to[, esta bien definido el arco & (t) = &(t) parat e A. Sea

tn una sucesién creciente en A con lim tp=1t,. Entonces la sucesion
N—->02

{& (t,)} “ estd contenida en una bola cerrada B € T,M, pues si no fuese asi,
Nn'Jn=1 p

n tn n
d(&(tp), %(0)) 52 ¥ 2, () = | |oc'(t)|dt=Jt |(exp, ) ] d t =

=] [+]

por lema V.42

y< "(t)]d tlzfotnhx' (t) |dt = 210 (&) =d (@(0), & (1) c—dee,

tn
_[ [ expy) =2

0 &(
lo que implica que la longitud de « enire 0 y t, es arbitrariamente grande, lo

t,
que es un absurdo (pues «' continua =% |c<'||[0 t]acotada =%'_[ lec'(t)] d t
finito).
Como {&(t,)} © B, que es un compacto , existe un punto de acumulacién V

e ToM de {x (t;)}. Sea V un entorno de V  tal que eXpply sea un

difeomorfismo. Como V es un punto de acumulacién, existe una subsucesién
de {&(t,)} convergente a V. La imgaen por expp de esta subsucesion sera una
subsucesion de {x(ty)} convergente a lim «(t;) = x(t,), luego, como expp es

continua, expp, V = «(to), luego o (to) € expp(V) abto de M y, por la continuidad
de «, 3 &/ «(Jto-€,to+£]) C expp(V). Definamos &, sobre Ito-€,to+€[ pori,(t) =
expp‘1 x(1). Para t e Jto-€,to], &(t) =&, (1) (pues 3 n/ &(tp) e V, i, € Jto-€,to[ ¥
exppo&(tn) = x (t;) ¥ &, &y son elevaciones de «x pasando por el mismo punto

&(tn) y entonces, por el argumento standard, & y &, coinciden).
Entonces &, permite dar una extensién de « sobre [0, to+€[, por lo tanto

[0, to + €[ € A, como queriamos demostrar. €.
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V.45. COROLARIO (de la demostracién): Si ¢: My ——> Ms; es un
difeomorfismo local de una superficie completa My sobre una superficie M,
que es creciente en longitud, entonces ¢ es una aplicacién recubridora.

V.46. TEOREMA DE HADAMARD: Sea M un superficie completa
simplemente conexa con curvatura de Gauss K < 0. Entonces expp: TpM—>M es
un difeomorfismo (i.e. M es difeomorfa a un plano).

DEMOSTRACION: Por V.44, exp, es una aplicacion recubridora, y por V.37,
expp €s un homﬁeomorfismo, como es un difeomorfismo local, es un
difeomorfismo. O.

V.47. TEOREMA DE HADAMARD: Sea M una superficie regular compacta y
conexa con curvatura de Gauss K > 0. Entonces la aplicacién de Gauss N: M ——

5> S2 es un difeomorfismo, i.e. M es difeomorfo a una esfera.
DEMOSTRACION: Segln vimos en II1.7, L = -d N, luego K =det Lp = det (de)

> 0 implica que N es un difeomorfismo local. Como M es compacta, por

V.26, N es una aplicacién recubridora. Como S? es simplemente conexa , por
V.37, N es un homeomorfismo. O.
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PROBLEMAS DEL CAPITULO V.

1. Sea M el cono de una hoja dado por la ecuacién z2 = x2 + y2, z> 0, (x,y) € IR2 - {(0,0)}. Mostrar
que cualesquiera dos puntos de M pueden unirse por una geodésica de M.

2. Sea M el cilindro x? +y 2 = 1 en R3 y p =(1,0,0) M. Calcular exppv para v = (0,a,b) € T;M.
Mostrar que expp no tiene puntos criticos. Mostrar que existe un abierto en T,M conteniendo el rayo
B(t) =t v, v=(0,1,1) que se aplica difeomorficamente por eXPp sobre un abierto de M conteniendo a

la geodésica B,(t) = exp, t v . Mostrar que, sin embargo, existe unto € R tal que By(t) = exp, tv

(0=t <t,) no es la curva mds corta en M uniendo p con expy to v.

3. Sea M una superficie conexa y completa y FCM un subconjunto no vacio cerrado de M tal que la
componente M-F es conexa. Mostrar que M-F es una superficie no completa.

4. Una geodésica B:[(,eo[ —> M sobre una superficie M se dice que es un rayo saliendo de B(0) si

realiza la distancia intrinseca entre B(0) y B(s) para todo s€[0,=<[. Sea p un punto de una superficie no
compacta y completa. Probar que M contiene un rayo saliendo de p.

5. Sea B:[0,£] —> M una geodésica sobre una superficie completa M, y supongamos que B(.2) no es
conjugado de B(0). Sea we {8'(2)}-
lo largo de B con J(.£) = w.

< Tp(eyM. Probar que existe un dnico campo de Jacobi J(s) a
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