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”Si un alumno no aprende por el camino que el docente ensefia, el docente debera
buscar el camino por el que cada alumno aprende”. (Dra. Isabel Galli, Argentina)

Para quien ya estéd estudiando en la Universidad, yo dirfa:

”Si un estudiante no aprende con el modo de ensenar de su profesor, deberd descubrir
su propio modo de aprender, jamas deberd tirar la toalla y pensar que él no puede
aprender”. Ese “modo personal de aprender’es una de las principales ensenanzas que
la Universidad ha de darle.!

Pero hay algo mas que ningtun estudiante puede olvidar: todo aprendizaje requiere
estudio y essfuerzo.

'Es decir, la Universidad ha de darle la oportunidad de que encuentre su modo personal de aprender,
lo que requiere darle tiempo para ir a la biblioteca para leer y pensar, y no atosigarlo con miles de
ejercicios que ha de entregar cada semana.
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Capitulo 1

Curvas en R"

1.1. Curvas parametrizadas regulares

Definicion 1.1 Una curva parametrizada reqular de R™ es una aplicacion diferen-
ctable ¢ : I — R"™ con derivada no nula en todo punto

Nota 1.2 ¢(t) # 0 significa que tiene tangente no nula. A esto se le llama una
curva immersa, o se dice que ¢ es una Immersion.

Al vector ¢ (t) se le llama vector tangente a ¢ en t.

A la recta c(t) + X' (t) se la llama recta tangente a ¢ en t. Usando el desarrollo de
Taylor, se ve que es una aprorimacion de primer orden de la curva c en el punto c(t)
(al que también llamaremos punto t).

Relacién de equivalencia “rep”. Dos curvas ¢ : I — R" y a« : J — R”™ son
equivalentes (¢ rep «) si existe una aplicacién diferenciable con derivada no nula ¢ :
J — I tal que a = co . Si ¢ > 0 se dice que son equisvalentes con la misma
orientacién. A ¢ se le llama cambio de pardmetro (conservando la orientacién si ¢’ > 0.

A cada clase de equivalencia por “rep” de curvas parametrizadas se la llama curva
regular. A cada clase de equivalencia respecto de reparametrizaciones conservando la
orientacién se la llama curva regular orientada.

1.2. Longitud de una curva y longitud de arco

Estamos acostumbrados a obtener la longitud de la trayectoria descrita por un mévil
integrando su velocidad en cada instante de tiempo. Por lo tanto no parece que nos
resulte dificil aceptar la siguiente definicion:

Definicién 1.3 La longitud de una curva regular (y también de una curva diferen-
ciable) ¢ : [a,b] — R™ se define por

b
L(c) ::/ | (t)|dt
1



2 Curvas en R"

Esta definicién se puede justificar a partir de la definicién de longitud de una curva
rectificable (demostrando, de paso, que una curva diferenciable es rectificable), el lector
curioso puede verlo, por ejemplo, en mis apuntes de hace muchos anos.

Es facil demostrar que la definicién es correcta, es decir, que no depende de la
parametrizacién de la curva (o, lo que es lo mismo, que dos curvas parametrizadas
equivalentes tienen la misma longitud)

Definicion 1.4 Una curva se dice que estd parametrizada respecto de su longitud
de arco s si su vector teniente tiene mddulo 1 (i.e. |¢'(s)] =1 para todo s).

Naturalmente, si una curva estda parametrizada respecto de su longitud de arco, su
longitud es igual a la de su pardmetro menos una constante.

Proposicion 1.5 Toda curva regular se puede parametrizar respecto de su longitud
de arco

Demostracién Dada c: [a,b] :— R", definimos s : [a,b] — [0, L(c)] por
t
s(t) = / | (t)|dt.

Calculando derivadas: % (t) = |¢/(t)| # 0, luego existe la funcién inversa t : [0, L(c)] —
[a, b] cuya derivada respecto de s es

dt_ (ds\TH_ 1
ds  \dt IEION

La curva a(s) = c(t(s)) estd parametrizada respecto de su longitud de arco s. O

La parametrizacién respecto de la longitud de arco es unica salvo una traslacién
s+ s+50 (0 8 = —s+sp si se trata de una reparametrizacién que cambia la orientacién
de la curva).

En efecto, si s y s son dos parametrizaciones respecto de la longitud de arco de una
curva regular ¢, existe una reparametrizacion ¢(s) = s que verifica:

de(ep(s)) ‘ de(s)| | ds

ds

isv
ds

1=
ds ds

de donde se deduce que j—f = =1y, por lo tanto, que s = *s + 3p.

Nota 1.6 Poner ejemplos 1 a 6 del libro de Kiihnel mds la elipse.



Capitulo 2

Curvas en el plano

2.1. Referencia movil de una curva plana

Dado un vector v de R?, tenemos una manera natural (y tinica) de encontrar otro
vector Jv ortogonal a él, con el mismo moédulo y que forma con €l una base que define
la misma orientacion que la base candnica. La tinica manera de obtiener un tal Jv es
aplicar a v una rotacién (en sentido contrario a las agujas del reloj) de angulo 7/2. Es
decir: J(a,b) = (=b,a).

Con la ayuda de este operador J podemos construir una referencia ortonormal de
R? en cada punto de una curva c¢. Tomemos una parametrizacién de ¢ respecto de su
longitud de arco. Entonces ¢/(s) es un vector unitario, y Jc/(s) es otro vector unitario
ortogonal a ¢/(s) y de modo que la base ¢/(s), Jc(s) tiene la misma orientacién que la
base canénica de R2.

Definicion 2.1 Sea s un pardmetro longitud de arco de una curva reqular c : I —
R?, s € I. A la familia de bases ortonormales {c'(s), J'(s)}ser se la llama referencia
movil de c. También usaremos la notacion e1(s) = c'(s), ea(s) = J(s).

2.2. Curvatura de una curva en R?

Si la trayectoria de una curva parametrizada con respecto a su longitud de arco es
recta, entonces su velocidad ¢/(s) es constante y, por lo tanto, ¢’(s). Eso nos dice que
’(s) indica de alguna manera cuanto se separa ¢ de ser una recta.

De |/ (s)| = 1 se deduce que {c/(s), " (s)) = 0, por lo tanto, ¢”(s) estd en la direccién
de J'(s) y podemos escribir ¢”’(s) = k(s) J(s). Obsérvese que (s) = (¢”(s), J (s)),
por lo tanto es una funcién con la misma clase de diferenciabilidad que ¢”.

Definicién 2.2 Dada una curva plana ¢, a la funcidn k(s) = ("(s), Jd'(s)) se la
llama curvatura de la curva c.

El nombre proviene, como hemos indicado en el parrafo anterior, de que es una
medida de lo que una curva se aparta de ser una recta.
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4 Curvas en el plano

De la definicién se observa que la curvatura de una curva plana tiene un signo que
es p051t1v0 cuando la curva “se curva” en la direccién de Jc' y negativo cuando “s
curva” en la direccién contraria. Como la direccién de J¢' depende de la orlentamon
(sentido de recorrido) de la curva, el signo de la curvatura depende de la orientacion.

En efecto:

Observacion 2.3 Sic¢(s) = ¢(—s), entonces ¢ (s) = —c'(—s) y '(s) = "(—s), que
sustituido en la formula de la curvatura da, para la curvatura k(s) de ¢((s )

R(s) = ("(s),J8(s))
_ <C//(_S)’ —JC/(—S)> = —r(—s) (2.1)

Proposicién 2.4 Una curva regular plana de clase C? es una recta sii su curvatura
es 0 en todo punto.

Demostracién Si k(s) = 0 para todo s, entonces ¢’(s) es ortogonal a J'(s), luego
estd en la direccién de ¢(s). Como, ademds, es ortogonal a ¢/(s), la tnica posibilidad
que le queda es ¢’(s) = 0, lo que da ¢/(s) =cte= a, lo que da ¢(s) = a s+ b, echacién
de una recta. O

Las llamadas ecuaciones de Frenet para las curvas planas casi se reducen a las
definiciones anteriores:

Proposicion 2.5 Ecuaciones de Frenet

e1(s) = K ea(s), e5(s) = —k e1(s) (2.2)
o0, en forma matricial

(ZD/ - (—Ok f§> (Z) (23)

Demostraciéon La primera ecuacion es la definicién de la curvatura x(s). La segunda
ecuacién resulta derivando en Je; teniendo en cuenta que, al ser J una aplicaciéon lineal,
su diferencial es ella misma: (Jep)'(s) = Je|(s) = J(kea(s) = kJea(s) = k(—ei(s)). O

Cuando la curva no estad parametrizada con respecto a su longitud de arco, también
podemos dar una expresion para el calculo de su curvatura usando la definicién y el
correspondiente cambio de pardmetro. Si ¢(s) = a(t(s)),

k= (c"(s),J(s))

2
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2.8 Existencia y unicidad de curvas con curvatura dada 5

Ejemplo 2.6 Poner ejemplos de la recta, circunferencia, elipse, funcion seno y sus
dibujos con Mathematica.

La siguiente interpretaciéon de la curvatura de una curva plana en términos de la
variacion de un angulo serd muy util para establecer el importantisimo teorema de la
integral de una curva cerrada.

Proposicién 2.7 Sea c: 1 — R™ una curva orientada, y v un vector unitario (i.e.
de norma unidad) fijo de R? . Sea 0(t) el dngulo de v a e1(t) medido en la direccion
positiva (sentido opuesto al de las agujas del reloj), i.e. el angulo definido por

cosO(t) = (e1(t),v); senf(t) = — (ea(t),v) . (2.4)
FEntonces se tiene que

0'(t) = |c'(t)|k(t)
(si|d]| =1, w(s)=06(s)). (2.5)

Demostracion Observemos primero que para cada t existe un entorno de ¢ tal que la
funcién 6(t) = arccos({e1(t),v)) = arcsen(— (ea(t),v)) esta bien definida y es diferen-
ciable, luego tiene sentido hablar de (). Ahora, derivando en (2.4). se tiene que

(—sen6(t))0'(t) = (| |kea(t), v)
= |c|k(t) sen O(t);
cos 0(t)0'(t) = (| |re1(t),v)
= |/ (t)|k(t) cos O(t).

De ambas ecuaciones resulta la proposicién. O

2.3. Existencia y unicidad de curvas con curvatura dada

Las curvas planas estdn (salvo movimientos de espacio euclideo) determinadas por
su curvatura. En efecto:

Proposicién 2.8 Dada una funcion diferenciable k(s), existe una curva plana pa-
rametrizada con respecto a la longitud de arco s, unica salvo movimientos del plano,
cuya curvatura es K(s).

Demostracién Puesto que la curva que buscamos ha de verificar la ecuacién (2.5),
se cumplird que ¢/(s) = cos0(s) v +sinf(s)Jv con O(s) = [; 0'(s)ds = [; r(s)ds. Una
vez obtenida ¢ a partir de k, obtenemos c(s) = [; ¢/(s)ds, luego la curva existe.
Supongamos que tenemos dos curvas c(s), c«(s) parametrizadas con respecto a
su longitud de arco y cuya curvatura viene dada por la misma funcién c(s). En-
tonces existe una isometria del plano B = R o T, donde R es una rotacién y T



6 Curvas en el plano

es una traslacién tales que c¢.(0) = Be(0) y ¢, (0) = RJ(0). La curva Be(s) ve-
rifica (Bc)"(s) = Bd"(s) = Br(s)Jd(s) = k(s)J(Bec)'(s), ecuacién diferencial que
también verifica c.(s), y satisface las mismas condiciones iniciales ¢,(0) = Bc¢(0) y
c.(0) = R (0), luego, por el teorema de unicidad de soluciones de una EDO, c.(s) y
Be(s) coinciden para todo valor de s. Luego la solucién es unica salvo una isometria
que conserva la orientacién (un movimiento). a

Corolario 2.9 Una curva de curvatura constante k es un arco de circunferencia
de radio 1/k

Demostraciéon Aplicando la construcciéon dada en la demostracién de la proposicién

anterior, tenemos que
0(s) :/ k(s)ds :/ kds = ks,
0 0

c(s) = /OS d(s)ds
= /Os{cos (ks) v+ sin(ks) Ju}ds

1
= %{sen (ks) v —cos(ks) Ju}

que es la ecuacion de una circunferencia de radio % O

Existe una manera de probar el corolario anterior sin usar la proposicién 2.8. La idea
es: una circunferencia tiene como curvatura la inversa del radio, segin calculamos en
un ejercicio en clase. Ademds, el vector jornal a la circunferencia es (si la circunferencia
se recorre en direccién contraria a las agujas del reloj) apunta hacia el centro de la
circunferencia. Por lo tanto, si a un punto ¢ de la circunferencia le sumamos un vector
de médulo 1/k y en la direccién de su vector normal, obtendremos el centro de la
circunferencia, que es un punto fijo. Para ver que una curva de curvatura constante k
es una circunferencia, hacemos la operaciéon anterior a partir de un punto cualquiera
de la curva, comprobamos que el punto obtenido es fijo (no depende del punto de la
curva elegido) y luego comprobamos que la curva que tenemos es la circunferencia de
centro ese punto y radio 1/k. Vamos a hacerlo con detalle:

1
Definimos p(s) = ¢(s) + %62(8). Comprobamos que p(s) es fijo derivando: p/'(s) =
1 1
d(s) + %(—kel(s)) = 0, luego p es constante. Ahora bien |c(s) — p| = |E€2(S)| = 1/k,
luego c(s) estd contenida en una circunferencia de centro p y radio 1/k.
Motivados por este cédlculo, se dan las siguientes definiciones:
Definicién 2.10 Dada una curva c(t),

1
(i) se llama centro de curvatura de c en c(t) al punto c(t) + ——=ea(t),

r(t)



2.4 Integral de la curvatura de una curva simple, cerrada y plana 7

g . 1
(ii) se llama radio de curvatura de ¢ en c(t) al nimero —,
k(1)
(iii) se llama circulo oscilador o circunferencia osculatriz a la circunferencia cuyo
centro es el centro de curvatura y cuyo radio es el radio de curvatura.

2.4. Integral de la curvatura de una curva simple, cerrada
y plana

El angulo 6 dado por las formulas 6 estaba definido solo localmente. Vamos a ver
ahora que la definicién puede ser global:

Teorema 2.11 Dada una curva c(s) : [0,L] — R? de clase C" parametrizada
respecto su longitud de arco, existe una funcion ¢ : [0, L] — R? de clase C" tal que

c(s) = [e(s)|(cos(p(s)), sen(p(s)))- (2.6)
La diferencia (L) — ¢(0) no depende de la eleccion de la funcién o.

Demostracién Consideremos 14 (z) como el angulo de las coordenadas polares de
un punto x € RZ, es decir, ¥+ : RZ — {(0,0)} — [0, 7] definido por v+ (z) =
arccos((z, (1,0)), de modo que para z € R2 — {(0,0)}, elegimos (para n el nime-
ro natural conveniente para cada caso) Y4 (z) € [2nn,2mn + 7] 6 Yy (x) € [-27(n +
1),—2mn — m,], y para € R% — {(0,0)} elegimos ¢_(x) € [2mn + 7,27(n + 1)] o
Y_(x) € [-2mn — m, —27n].

Dada la curva c(s), esiste una particién 0 = sg < 51 < s2 < ... < S$p—1 < S = L
de modo que en cada subintervarlo [s;, s;y1], el segmento de curva c([s;, si+1]) estd
contenido en uno de los dos semiespacios RZ de R?. Para el primer intervalo, la corres-
pondiente funcién ¢(s) := 14 o ¢(s) con imdgenes en el correspondiente intervalo para
n = 0 estd bien definida y es continua. Para s € [s1, s2], la funcién ¢(s) := 1+ o c(s)
estd bien definida y es continua en el correspondiente intervalo para cualquier eleccién
de n y del signo de los elementos del intervalos. Podemos elegir n y el signo de modo
que las funciones definidas sobre cada intervalo [sg, s1] y [s1, s2] den lugar a una funcién
continua sobre [sg, s2]. Siguiendo asi el proceso inductivamente, tenemos una funcién ¢
bien definida sobre [sq, sp].

De las definiciones de ¥+ y ¢, es evidente que c(s) = |c(s)|(cos(p(s)), sen(¢(s))).

Si ¢*(s) es otra funcién para la que (2.6) es cierta, de la igualdad de las dos ex-
presiones para c¢(s) resulta que p(s) — ¢*(s) es un multiplo de 27 y, como es la dife-
rencia de dos funciones continuas, ha de ser constante e igual a un cierto 2mm, luego
©*(L) — ¢*(0) = (L) + 2mm — ((0) + 2m7) = ¢(L) — ¢(0). O

Definicién 2.12 (i) Una curva geométrica de clase C* se dice que es cerrada si una
de sus parametrizaciones (y, por lo tanto, todas) c : [a,b] — R™ werifica c(a) = c(b) y
M (a) = (b)) para 1 < r < k.

(i) Una curva geométrica se dice que es simple si una de sus parametrizaciones (y,
por lo tanto, todas) es inyectiva.



8 Curvas en el plano

Corolario 2.13 Para una curva cerrada, la funcion ¢ definida por el Teorema 2.11
verifica ¢(L) — ¢(0) = 2 m m para algin nimero entero m

Definicion 2.14 Para una curva cerrada c, el nidmero m del corolario anterior se
llama nimero de vueltas (en inglés “winding number”) de c. Lo denotaremos W (c).

Definicién 2.15 Para una curva cerrada c, se llama indice de rotacion I de c al
numero de vueltas de su vector tangente unitario.

Corolario 2.16 El indice de rotacion I de una curva cerrada plana es igual a su
curvatura total (integral de su curvatura) dividida por 2 .

Demostracion De acuerdo con las definiciénes de I, del niimero de vueltas W, de la
funcién ¢ dada por el teorema 2.11, que si definimos 6 como la funcién ¢ para la curva
c(s), y teniendo en cuenta la proposicién 2.4, podemos escribir:

I(e) = W(¢) = - (0(L) - 6(0))

N o7
I I

= / 0'(s)ds = / k(s)ds.
2 0 2T 0

Lema 2.17 Sea A C R? un conjunto estrellado con respecto a un punto p € R?. Si
u: A — R? — {0} es una aplicacion continua, existe una funcién continua (llamada
dngulo polar) ¢ : A — R que verifica u(x) = |u(x)|(cos ¢(x), sin(p(x)).

Teorema 2.18 Ei indice de rotacion de una curva simple cerrada regular es +1.
Gracias al corolario 2.16, esto equivale a que si k(s) es la curvatura de una curva

reqular parametrizada respecto de la longitud de arco, entonces fOL k(s) ds = £2m.

Demostracion Por tratarse de una curva cerrada, su imagen es un conjunto compacto
de R?, luego acotado, luego contenido en un semiespacio de R?. Sea R la recta frontera
de ese semiespacio. Podemos desplazarla hasta que sea tangente a la curva en un punto.
Por lo tanto, cambiando las coordenadas del plano si es necesario, podemos suponer
que las coordenadas de la curva son ¢(s) = (z(s),y(s)), y(s) > 0, y(0) = y(L) = 0.
Definimos A = {(s,t) € R? 0 < s <t < L}, que es el conjunto de puntos limitado por
el triangulo de lados s =0, t = L y s = t, que es un conjunto estrellado con respecto a
cualquiera de sus puntos.

Definimos la funcién continua u : A — R? — {(0,0)}

u(s,t) = ¢ (s) sis=t,

8
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2.4 Integral de la curvatura de una curva simple, cerrada y plana

Por el lema 2.17, existe ¢ : A — R tal que u(s,t) = (cos(p(s,t)),sen(p(s,t))) y
©(0,0) = 0. Si definimos 6(s) = ¢(s,s), por la definicién de u se tiene que /(s) =
(cos(6(s)),sen(f(s))). Por la definicién de indice, tenemos

1
= — L —
L (6(z) - 0(0))
1
Tal y como hemos tomado las coordenadas del plano, ha de ser ¢/(0) = +(1,0).

Consideraremos primero el caso en que ¢/(0) = (1,0).
Calcularemos la diferencia ¢(L, L) — ¢(0,0) usando que

Observemos que

I(c)

e o(L, L) es el dngulo que forma /(L) = lim,_, 1,

|
L) —
e ©(0,L) es el 4ngulo que forma —'(0) = limg_,o ’ZELs — EEZ;‘ con (1,0),
e ©(0,0) es el dngulo que forma ¢/(0) = lims_ M con (1,0)
c(s)—c

Como la curva c(s) estd contenida en el semiplano R% y ¢(L) = ¢(0) estd en la
frontera del semiplano, todos los vectores ¢(L) — ¢(s) apuntan hacia el semiplano R?
por lo tanto, por la continuidad de ¢, (s, L) solo puede tomar valores entre m y 27.
Por lo tanto, ¢(L,L) =27y ¢(0,L) = .

Del mismo modo, todos los vectores c¢(s) —c(0) apuntan hacia el otro semiplano R?,
y (0, s) solo puede tomar valores entre 0 y m. Por lo tanto ¢(0,L) =7y ¢(0,0) =0

Por lo tanto, ¢(L, L) —¢(0,0) = (2r—7) + (7 —0) = 27, lo que da indice de rotacién
igual a 1.

En el otro caso, ¢(0) = —(1,0), el mismo razonamiento da ¢(L, L) — p(0,0) = —2,
que corresponde a I(c) = —1. O

Observacién 2.19 Aparte del interés de este teorema de establecer que la integral
de la curvatura de una curva cerrada stimple no depende en absoluto de la curva y que
es un numero con sentido geométrico, y de decir que ese nimero con sentido geométrico
tiene el mismo valor para todas las curvas cerradas simples, este teorema es uno de los
primeros que veremos de relacion entre la geometria y la topologia, pues el numero de
vueltas de una curva cerrada regular en R? — {0} es invariante por homotopia (reqular)
en R? — {0}.

Definicion 2.20 Un campo vectorial a lo largo de una curva ¢ : I — R™ es una
aplicacion v : I — R™. Consideraremos que el vector v(t) tiene su origen en el punto
c(t) de la curva.

Ejemplos vistos de campos vectoriales a lo largo de una curva son cada uno de los
vectores de la referencia de Frenet de una curva. También lo es el campo vectorial
tangente ¢/(t) de la curva c(t).



Capitulo 3

Curvas en el espacio

3.1. Referencia mévil de una curva en el espacio

Definicién 3.1 Una curva geométrica de R se dice birreqular si su parametriza-
cion respecto de la longitud de arco c : [0, L] — R? verifica que ¢/(s), ¢’(s) son vectores
linealmente independicentes para todo s € [0, L].

Observacion 3.2 Obsérvese que si c(t) es una parametrizacion arbitraria de una
curva birreqular de R3, s es el pardmetro longitud de arco, y a(s) = c(t(s)), entonces

/ — 1
)= W)
" — 1
@)= O

y la matriz
1

| (t)[?
]‘ / 1!
e OO g
que expresa los vectores o/, o como combinacidn lineal se los vectores ¢, ¢’ es reqular

para cualquier curva reqular ¢(t). Luego para la definicion de curva birregular podiamos
haber elegido cualquier parametrizacion, no era necesario tomar la longitud de arco.

Definicién 3.3 Se llama referencia de Frenet de una curva birregular c(s) (parame-
trizada respecto de su longitud de arco) a la familia de bases ortonormales {e1(s), e2(s), €3(5) }sepo,L]
definida por:

ea(s) = (3.1)




3.2 Formulas de Frenet 11

Obsérvese que si ¢ no es birregular, es 0 no estd bien definido o es nulo, luego no hay
b.o.n. y no estd bien definida la referencia de Frenet.

El uso del producto vectorial en la definicién de es indica: (a) que la referencia de
Frenet depende de la orientacién de R3 y (b) que la referencia de Frenet es, en cada
punto, una base orientada positivamente. También resulta claro de la definicién que es
cierto que se trata de una base ortonormal.

Nota 3.4 Obsérvese que el vector ea se asemeja mucho al ea de una curva plana.
Sic:[0,L] — R? C R3, el vector ex(s) definido en el capitulo anterior (que a partir
de ahora llamaremos Jc' para no confundirlo con el recién definido y el vector es de la
referencia de Frenet recién definida estdn relacionados por eo = +Jc, donde el signo
+ o — dependen del sentido de recorrido de la curva.

El vector ey de la referencia de Frenet en R apunta siempre en la direccion en
que la curva se curva, no depende, por lo tanto, del sentido de recorrido de la curva,
mientras que el vector J¢' mo depende de hacia donde se curve la curva y si de su
sentido de recorrido.

3.2. Foérmulas de Frenet

La variacién de la referencia de Frenet de una curva en el espacio nos indica cémo
se va curvando la curva. Asi, una recta no es birregular y ni siquiera tiene bien definida
una referencia de Frenet. En una curva plana ¢ y ¢’ definen siempre el mismo plano
y el vector eg es constante, mientras que lo que se curve la curva depende solo de la
variacién de e; (o, equivalentemente, de e, segin se vi6 en (2.2)), como vimos en el
capitulo anterior. Vamos, por ello, a estudiar la variacién de la referencia de Frenet y
veremos a continuacién lo que esa variacién nos dice sobre como se curva la curva.

Teorema 3.5 (férmulas de Frenet) Para una curva birregular de calse C™ para-
metrizada respecto de la longitud de arco se tiene que existen funciones k, T : [0, L] —
R d clase C"=2 y C"=3 respectivamente tales que :

L) = 5(s) eals),

dez (s) = —r(s)e1(s) + 7(s)es(s), (3.2)

o
95 () = —7(s) eals).

ds

Ademds



12 Curvas en el espacio

Demostracion Puesto que eq, e, e3 forman una base ortonormal, de lo que se trata
es de encontar la expresién en esa base de los vectores de;/ds anteriores, para lo cual
calculamos:
Observemos en primer lugar que, por ser los e; unitarios,
— ! _ /
0= (es i) (s) = 2(ei(s), ei(s)) -

Para el resto de productos escalares, tenemos

/ _ /! ]‘ /! _ C// S
(4050 e2(6)) = () o)) = I,
(e1(s),es(s)) = [ (s )\( 2(s), e3(s)) = 0,
(eh(s),e1(s)) = ( 62,61 (s) = (e2, 1) = =[],
<e/2(8),e3(3)> — ‘C//| < ///7 3> _ | /1/’2 < " e /\c//>
<€g(8),€1(8)> = <€3>61>/ - <63,€1> =0,
<eg(s),eg(s)> = (e3, e3) — <€3,€/2> =— <63,e'2>.

Las férmulas de Frenet resultan entonces de llamar k(s) = (€(s),e2(s)) y 7(s)

(€h(s). es(5)). o

Definicién 3.6 Las funciones k(s) y 7(s) del teorema anterior se llaman, respec-
tivamente, curvatura y torsion de la curva c(s).

Los vectores ey, ea y es se llaman, respectivamente, vector tangente, normal y bi-
normal de la curva c(s).

De acuerdo con el siuiente teorema estd clara la justificacion del nombre de k y seria
més razonable llamar a 7 la segunda curvatura:

Proposicién 3.7 Una curva irreqular c(s) estd contenida en un plano si y solo si
su torsion es nula

Demostracién Si la curva es plana, fijado uno de sus puntos ¢(sp), para todo s los
vectores c(s) — ¢(sp) estd contenido en un mismo olano vectorial V. Por lo tanto, su
primera y segunda derivada ¢/(s) y ¢’ (s) estdn contenidos en ese mismo plano V', luego
el producto vectorial e3 = ej(s) A ea(s) = e, es un vector contante, luego su derivada
e5(s) = —7(s)ea es cero, luego 7(s) = 0.

Reciprocamente, si 7(s) = 0, entonces e4(s) = 0, luego e es un vector fijo y la fun-
cién f(s) = (c(s) — e(so), es) verifica f(so) =0y f'(s) = (d(s),e3) =0, luego f(s) =
para todo s, luego c(s) estd contenida en el plano que pasa por ¢(sg) y es ortogonal a
€3. O

12



3.8 Curvas no parametrizadas con respecto a la longitud de arco 13

3.3. Curvas no parametrizadas con respecto a la longitud
de arco

Puesto que no siempre es posible trabajar con curvas parametrizadas con respecto
a la longitud de arco, conviene saber cual es la expresiéon de las formulas de Frenet, la
curvatura y la torsién en curvas que no estan parametrizadas respecto de la longitud
de arco. Vamos a deducir esas férmulas.

Proposicién 3.8 Para una curva regular c(t) con parametrizacion arbitraria, las
formulas de Frenet son:

declhgt) = | ()] w(t) ealt)
des(t)
e LA Ol R

y las expresiones para calcular curvatura y torsion son:

_ @) A (@)
K(t) = FIOIE (3.6)
B <C/ A C”,C,/,>

Demostracién Si ¢(t) es una curva no parametrizada respecto de la longitud de arco,
denotemos por s = ¢(t) el pardmetro longitud de arco de ¢ y por a = co ¢! a su
correspondiente parametrizacién respecto de la longitud de arco. Ya calculamos en la

observacién 3.2:

Por otro lado

de;it(t) _ % /(t)| ‘Cl(t)| w(t) e(t)
decglt(t) _ Ciz: ()] = | (8)](—=k 1 + 7 e3)
d€3(t) deg , )

o = g @ = )] T e



14 Curvas en el espacio

De la férmula para e3 resulta que

1) A
0= P

y de las férmulas para des/dt y es resulta

) = =11 (o))

<C/ A C//’ C///>
’c/ A C//|2

3.4. Observacion sobre la condiciéon de birregularidad

., Qué pasa si una curva no es birregular? Vamos a insistir en que la hipétesis birre-
gular (que es equivalente a curvatura no nula en todo punto) es necesaria para tener
un triedro de Frenet univocamente bien definido, y también, como consecuencia, para
definir la torsién.

De acuerdo con la proposicion 3.7, resulta natural considerar que la torsién es una
medida de la desviacién de una curva de ser plana. Pero si consideramos curvas que no
son birregulares, esta interpretacién natural falla, como lo muestra la curva

(t,e77,0), si t>0,
c(t) =1 (,0,et), si t<O0,
(0,0,0), si t=0.

14



3.4 Observacion sobre la condicion de birreqularidad 15

que es birregular en todo punto excepto en t = 0, en donde es regular pero no birregular.

En efecto
( 1
(170,—%), si ¢ <0,
1
con lim,_,o- (1,0,—%}) =(1,0,0),
C,(t) = 1
(1,67’5,0), si t>0,
1
con lim,_,g+ <1, et—Qt,O) =(1,0,0),
\

lo que indica que el vector tangente estd bien definido también en ¢t = 0 con valor
(1,0,0) no nulo.

Su torsion es 0 para t = 0, y si, por continuidad, dijéramos que la torsiéon también
es cero en t = 0, tendrfamos una curva no plana con torsién cero.

15



Capitulo 4

Existencia y unicidad de curvas
con curvatura y torsion dadas

Desde el punto de vista de la geometria euclidea (orientada) dos curvas de R? son
iguales si difieren solo en una isometrfa (conservando la orientacién) de R3. Vamos a
ver aqui que si dos curvas de R? tienen la misma curvatura y torsién son iguales desde
este punto de vista, i.e. que las curvaturas determinan la curva salvo una isometria.

Teorema 4.1 (de unicidad) Sean ¢, c¢* : I — R3 dos curvas birregulares y tales
que

i) [ = I (t)],
i) K(t) = & (1)),
iii) T(t) = 7 (t)(resp.7(t) = —7*(t).

Entonces existe una tinica isometria B : R3 — R? que conserva la orientacion (resp.
que invierte la orientacion) y que verifica ¢* = B o c.

Demostraciéon La haremos para el caso 7(t) = 7%(t). Para el otro caso todo es igual,
pero con una isometria que cambia la orientacion.
Fijemos tg € I. Existen una rotacién R unica tal que

Re;(to) = € (tp) para i =1,2,3. (4.1)

Por las ecuaciones de Frenet para las curvas ¢* y ¢ tenemos

et (t) = "' (t)|x" (t)e5(t)
e3'(t) = [ (OI(=r" (el (t) + 7 (t)es(t)
e5' (t) = | (t) 7" ()es(t),
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(Rey)'(t) = |¢/(t) | () Rea(t)
—k(t)Re1(t) + 7(t)Rea(t)

(
(Res)'(t) = —|d'(t) |7 (t)eRa(t).

Es decir, €} (t) y Re;(t) verifican las mismas ecuaciones diferenciales con las mismas
condichones iniciales, luego e} (t) = Re;(t) para todo t. De la igualdad para i = 1
resulta que ¢*'(t) = |c/(t)|Re1(t) = Rc/(t). Usando este,

t

c*(t) :c*(t0)+/ ' (t)dt

to

= c*(to) + /tt RC (t)dt

0

= ¢"(to) + Re(t) — Re(to) (4.2)

Si definimos ahora la isometria B como la composiciéon de la rotacién R con la tras-
lacion TX = X + c¢*(tg) — Re(to), es decir, BX = T(RX), de (4.2) resulta que
¢*(t) = T o Rle(t)) = Ble(t). 0

Teorema 4.2 (de existencia) Dadas dos funciones diferenciables k(s), 7(s), k(s) >
0, definidas en un entorno de 0, existe una curva c : I — R3 diferenciable irregular
(0 € I) parametrizada respecto de la longitud de arco tal que k y tau son, respectiva-
mente, la curvatura y la torsion de c.

Demostracién Si una curva c tiene k y 7 como curvatura y torsién, ha de verificar
el sistema de 12 ecuaciones diferenciales (4 ecuaciones vectoriales) con 12 incégnitas (4
incégnitas vectoriales: c,eq1, eg, e3) siguiente:

d(s) = ei(s)

el (s) = k(s)ea(s)

e5(s) = —r(s)er(s) + Tes(s)
es(s) = —7(s)ea(s)

Fijadas unas condiciones iniciales (por ejemplo ¢(0) = (0,0,0), e1(0) = (1,0,0), e2(0) =
(0,1,0), e3(0) = (0,0, 1), el teorema de exigencia y unicidad de soluciones de ecuacio-
nes diferenciales dice que existe una tnica solucién del sistema de ecuaciones anterior
verificando las ecuaciones dadas. Como las ecuaciones que hemos escrito no son mas
que las ecuaciones de Frenet correspondientes a la curva con ¢’ = e, la curva solucién
c tiene por curvatura y torsién las funciones k y . O

17



Capitulo 5

Superficies parametrizadas en R?

Vamos a introducir las superficies siguiendo un procedimiento andlogo al que hicimos
con las curvas. Dejamos para cuando estudiemos variedades el dar un concepto que con
més claridad sea independiente de la parametrizacién y que permita distinguir bien
lo que son superficies embebidas de lo que son superficies inmersas. Lo que vamos a
hacer en esta primera parte de la asignatura es geometria local, por lo tanto valido
tanto para inmersiones como para embebimientos, y es suficiente para ello el concepto
de superficie parametrizada.

5.1. Superficies parametrizadas regulares

Definicién 5.1 Una superficie parametrizada es una aplicacion diferenciable (su-
pondremos siempre de clase C*, k > 2) F : U — R3 de un dominio (subconjunto
conexo de interior no vacio) U de R? en R3.

Diremos que es regular si dF'(u) es inyectiva para cada u € U.

St U no es abierto, entendemos que F es diferenciable si existe un abierto que
contiene a U y una extension diferenciable de F' a ese abierto.

Si G : V. — R3 es otra superficie parametrizada y existe un difeomorfismo ¢ :
V — U tal que G = F o ¢, entonces diremos F y G definen la misma superficie.
Obsérvese que si F' y G definen la misma superficie, entonces F es reqular sit G es
regular, ya que DG = dF ody y dy es un isomorfismo.

18



5.2 Superficies de revolucion 19

' - >
g% 2
Una gran e importante familia de superficies parametrizadas regulares viene dada

por la siguiente proposicién, cuya demostracién muy sencilla se deja al lector:

Proposicién 5.2 Si U es un abierto de R? y g : U — R es una aplicacion de
clase C*, entonces la grdfica de g define la superficie reqular F : U — R> dada por
F(u,v) = (u,v,9(u,v)).

Ej: grafica de g(u,v) = u? cos(u? + v?).

Las secciones siguientes dan otras familias de ejemplos muy usadas:

5.2. Superficies de revoluciéon

Definicién 5.3 Una superficie de revolucion es la que se obtiene por rotacion de
una curva plana (curva generatriz) alrededor de un eje (eje de revolucion) contenido

19



20 Superficies parametrizadas en R3

en el mismo plano que la curva. Si tomamos como eje z el eje de revolucion y como
plano xz el plano de la curva generatriz, la curva se puede escribir como ¢ : I —>
R x {0} x R, ¢(u) = ((u),0, z(u) y la parametrizacion de la superficie de revolucion
es F: I x [0,21] — R3,

F(u,v) = (z(u) cos v, z(u) senv, z(u)).

La dF' viene dada por

dF(y0)(1,0) = ?)Z = (2'(u) cosv, 2’ (u) senwv, 2'(u)), y
dF(y)(0,1) = gf = (—z(u)senv, z(u) cosv,0), (5.1)

y estos dos vectores son L. i. (que es lo mismo que decir que dF,,) es inyectiva) sii
z(u) #0y (2'(u),2'(u)) # (0,0), i.e.: F' es reqular en todos los puntos en que la curva
generatriz ¢ no corta el eje de revolucion sit ¢ es reqular.

Como ejemplos muy especiales de superficies de revoluciéon tenemos:

La esfera en coordenadas esféricas: c(u) = (cosu,0,senw), u € [—7/2,7/2],
v € [0,27], con lo que

F :[-m/2,7/2] x [0,27] — R3;

F(u,v) = (cosucos v, cos usen v, sen u)

El toro de revolucién: r, R € R, ¢(u) = (R+r cosu, 0,7 senu) es la circunferencia
de centro (R,0,0) y radio r en el plano zz, con lo que F : [0, 27] x [0, 27] — R3;

F(u,v)

u
= ((R+ rcosu)cosv, (R + rcosu)senv,senu)

20



5.8 Superficies regladas 21

El hiperboloide de revolucién de una hoja: ¢(u) = (chu, 0,shu), u € R es una
hoja de la hipérbola en el plano zz, con lo que

F R x [0,27] — R,

F(u,v) = (chu cos v, chu sen v, shu)

La catenoide: ¢(u) = (chu,0,u), u € R es la catenaria en el plano zz, con lo que

F R x [0,21] — R3,

F(u,v) = (chucoswv,chusenv, u)

5.3. Superficies regladas

Una superficie reglada se obtiene por el movimiento de una recta (recta geratriz)
a lo largo de una curva ¢ (curva directriz). Al moverse la recta a lo largo de la curva,
el “pardametro” del movimiento es el pardmetro de la curva u y la recta movida en u
tendra una expresién de la forma c(u) + vw(u), donde v es el pardmetro de la recta
yw(u) es su vector director. Resulta por lo tanto que

Definicion 5.4 Una superficie reglada de curva directriz ¢ es una superficie para-
metrizada de la forma F(u,v) = c(u) +v w(u), siendo w(u) un campo vectorial a lo
largo de ¢ que no se anula en ningun punto.

21



22 Superficies parametrizadas en R?

La dF viene dada por

oF
W (1,0) = 5y =@ +owl), y

dF(u,v) (0,1) = w(u),

Por lo que

dF(,) es inyectiva siempre que ¢ +vw' y w sean linealmente independientes,

o, lo que es lo mismo (¢ +vw') Aw # 0. (5.2)

Como ejemplos de superficies regladas tenemos :

Superficie desarrollable tangencial ¢(u) es una curva arbitraria, y w(u) = ¢/ (u)
es su vector tangente. Se tiene, por tanto, que ¢ +v w' = d +v ' y w = ¢, que
son linealmente independientes sii v # 0 (suponiendo que c¢ es irregular), luego la
desarrollable tangencial es regular en todos los puntos excepto en v = 0, i. e., salvo en
los puntos de la curva directriz c.

Cilindros c es una curva cualquiera y w es un vector constante. Se tiene, por tanto,
que ¢ +v w' = ¢ y w es constante, que son linealmente independientes en todos los
puntos en que w no estd en la direccién del vector tangente a ¢’. La superficie es regular
en todos esos puntos.

22



5.8 Superficies regladas 23

Conos ¢ es una curva regular y w es un vector que, para cada u, apunta hacia
un punto fijo p, es decir, w(u) = ¢(u) — p, p un punto fijo. Se tiene, por tanto, que
d+vw =d+vd = (1+4+v)d yw=c—p, que son linealmente independientes en
todos los puntos en que w no esta en la direccién del vector tangente a ¢ y v # —1. La
superficie es regular en todos esos puntos. Obsérvese que v = —1 da, para la superficie,
el punto ¢ — (¢ — p) = p. Si c es plana y p no esta en el plano que contiene a ¢, entonces
p es el Gnico punto en que F' no es regular.

Helicoide c es la hélice circular ¢(u) = (acosu,asenu,bu) y w(u) es vector per-
pendicular al eje de la hélice que va desde el eje hasta un punto de la hélice, w(u) =
(acosu,asenu,0). Se tiene, por tanto, que ¢ +v w’ = (—(14wv)asenu, (1+v)asenu,b)
y w = (acosu,asenu,0), que son linealmente independientes en todos los puntos. La
superficie es, pues, regular en todos sus puntos.

23



24 Superficies parametrizadas en R?

Cinta de Modbius c es la circunferencia c¢(u) = (acosu,asenw,0) y w(u) es
vector perpendicular a la curva ¢ en ¢(u) cuyo extremo recorre una circunferencia a
mitad de velocidad que ¢/a, es decir, w(u) = cos(u/2)es(u) + sen(u/2)es(u). La su-
perficie es F(u,v) = c(u) + v w(u) = c(u) + v (cos(u/2)ea(u) + sen(u/2)es(u)), con
—b < v < b < a). Escribiendo las expresiones de es = (—cosu,—senu,0) y es =
(0,0,1) para la circunferencia ¢(u), tenemos w(u) = (a cosu —v cos(u/2) cosu, asenu —
veos(u/2) senu,sen(u/2)). Se tiene, por tanto, que ¢ + v w' = (—(1 + v)asenu, (1 +
v)asenu,b) y w = (acosu,asenu,0), que son linealmente independientes en todos los
puntos (se pueden ver los célculos detallados en la hoja de Mathematica de las super-
ficies regladas). La superficie es, pues, regular en todos sus puntos.

5.4. Superficies tubulares

Definicion 5.5 Una superficie tubular de radio v alrededor de una curva ¢ : 1 —
R3 es la superficie que se obtiene por unién de los circulos de centro en un punto de la
curva c(u) y radio r > 0, contenidos en el plano normal a c en el punto c(u). Se tiene,
por tanto, que F : I x [0,27] — R3, F(u,v) = c(u) + r cosvea(u) + rsenvez(u).
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5.5 Plano tangente 25

La dF viene dada por

OF
dF(y0)(1,0) = i d +rcosv (—key + Te3) + rsenv(—Te)

= (1 —rkcosv)e; —rrsenv eg + r7Cosv €3, y

8£
v

= —Trsenv ez + rcosv €3,

dF(y(0,1) =

Estos vectores son linealmente independientes sii el rango de la matriz

(1 —rkcosv) —rrsenv T7TCOSV
0 —Tsenv T Ccosv

(1 —rkcosv)rsenv # 0

es 2, lo que ocurre sii o} . Como seno y coseno no se anulan
(1 —rrcosv)rcosv # 0

simultaneamente, esto es equivalente a 1 — rkcosv # 0. Por lo tanto una superficie

tubular sera regular si r < ———
max{r(u)}

Obsérvese que los toros de revolucién estudiados anteriormente son tubos de radio
r alrededor de una circunferencia de radio R. Los tubos alrededor de otras curvas
cerradas simples son ejemplos sencillos superficies con la topologia de un toro que son

geométricamente muy distintas del toro de revolucién.

5.5. Plano tangente

Definicién 5.6 Un campo vectorial a lo largo de (o sobre) una superficie parame-
trizada regular F : U — R3 es una aplicacion (diferenciable) X : U — R3. Para
cada (u,v) € U, el vector X (u,v) se considera con origen en F(u,v).

Si GV — R3 es otra parametrizacion de la misma superficie F anterior, sabemos
que existe @ : V. — U tal que G = F o . Diremos que el campo vectorial W : V. —
R3 sobre la superficie G es “el mismo” que (o equivalente a) el campo vectorial V si
W=Wo ®.
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26 Superficies parametrizadas en R3

Definicién 5.7 Una curva de una superficie parametrizada F : U — R3 es una
curva c : I — R3 que se puede escribir como c(t) = Foa(t) para una curvaa : I — U,
A las coordenadas de la curva o las llamaremos coordenadas de ¢ en la parametrizacion
F de la superficie.

Observacion 5.8 Obsérvese que el concepto de curva no depende de la paremetri-
zacion, pues sic = Foa y G es otra parametrizacion de la misma superficie. G = Foyp
para un difeomorfismo ¢, yc = Fogpoptoa = G o, siendo las coordenadas de
B = ¢ ' oa las coordenadas de c en la parametrizacion G.

o<l

Definicién 5.9 Llamaremos vector tangente a una superficie F : U — R3 en un
punto F(ug,vg) a un vector tangente a una curva de la superficie en el punto c(tg) =
F(u(to),v(to)) con u(ty) = ug y v(ty) = vo. Llamaremos plano tangente a la superficie
F en F(ug,vg) al conjunto de los vectores tangentes a la superficie en F(ug,vg). Lo
denotaremos por T(y, o) F', 0, también, por T,M, siendo p = F(ug,vo) y M = F(U).

Proposicién 5.10 Si F : U — R? es una superficie parametrizada reqular, Tug,v0) F

dF(uOva)(RQ) es un subespacio vectorial de R? de dimension 2.
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5.5 Plano tangente 27

Demostracion Observemos primero que todo vector tangente X € T(y, )" se puede
escribir de la forma X = dFj,, ., (7) para = € R2. En efecto, por definicién de vec-
tor tangente, existe una curva c(t) = F(«a(t)) tal que (t9) = X. Por la regla de la
cadena X = c/(tg) = dF(d/(ty)) = dF(v) si v = &/(0). Esto prueba que T, ,\F' C
dF(quvo)(RQ). La otra inclusién resulta de que si € R?, existe a : I — U tal que
O/(to) =z, luego dF(uo,vg)(x) = dF(uO’vO)O/(to) = (F o Oz),(to) = Cl(to) S T(uo,vo)F‘ g

Obsérvese que la condicién de F' regular en un punto es equivalente a que el plano
tangente en ese punto rea realmente un espacio vectorial de dimension 2.

Dada una superficie F' : U — R3, una base natural del plano tangente Tug,v0) F
asociada a la parametrizacion F' es

{dFuo vo)(l O) = %Z (0, vo),

dF(uO UO)(O 1) = Bv (UO, Uo)}.
Se llema base canonica del plano tangente a la superficie asociada a la parametrizacion
F.

De los comentarios anteriores resulta evidente que la regularidad de F' es equivalente
a que %5 , %5 sean vectores linealmente independientes.

Se tiene también como consecuencia inmediata que

Proposicién 5.11 Las componentes de X € T(y, o) F en la base candnica asociada
a F coinciden con las componentes del vector x € R? tal que dF (g w0)(7) = X. Es decir:

dF(uo,vo)(xl 33‘2) l@F —|—3§‘28F

Como base que son del plano tangente en cada punto, el producto vectorial ‘9F A 8F
es un campo vectorial sobre F' que, en cada punto, es ortogonal al plano tangente
Al vector unitario en esta direccién se le llama vector unitario normal a la superficie:

N(u,v) = G (u,v) A G5 (u,0)/ | G5 (u,0) A G (u,0).

El campo vectorial unitario normal nos ayudara a demostrar formalmente algo que
intuitivamente parecia evidente:

Proposicién 5.12 Si F : U — R3 es una superficie reqular y (ug,vo) es un punto
del interior de U, existen un abierto U de R3 que contiene a (ug,vo,0) y un abierto 144
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28 Superficies parametrizadas en R3

de R?® que contiene a F(ug,vo) y una extension F deF aU tales que F: U — W es
un difeomorfismo.

Como consecuencia inmediata se tiene que F : m(U N (U x {0})) — F(U N (U x
{0})) € W (donde 7 : U xR — U es la proyeccion candnica de un producto sobre uno
de sus factores) es un homeomorfismo con la topologia inducida sobre F(U(U x {0}))
(y, por lo tanto, biyectiva).

Demostracion

ﬁlu.u;ﬂ:
L\r\!)+t N

= (%E (ug,v0)  ZE (ug,v9) N (uo,vp))

que tiene rango 3 por ser linealmente independientes los vectores %—5 (up, vp), %—5 (ug, vo), N (ug, vo)-
Por el teorema de la funcién inversa se tienen los abiertos del enunciado de la proposi-
cion. O

5.6. Aplicaciones diferenciables

Definicién 5.13 Sean F: U — R3 y G : V — R3 dos superficies parametrizadas
regulares.

-Una aplicacion de clase C* de la superficie F en R™ es una aplicacion f : U — R™
de clase C*.

-Una aplicacion de clase C* de la superficie F en la superficie G es una aplicacion
f:U—V de clase C*.
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5.6 Aplicaciones diferenciables 29

Cuando las parametrizaciones son biyectivas, una tal aplicacién f : U — V induce
una aplicacién entre las imdgenes M = F(U) y S = G(V) dada por f : M — S,
f=Go foF~! Por la Proposicién 5.12, eso ocurre siempre localmente.

Como ocurria con los campos vectoriales, si las parametrizaciones de M y .S cam-
bian, i. e., st F:U— MCR3 Y G:V—S5 C R3 definen las ‘mismas superficies
que F'y G respectivamente, entonces existen ¢ : U — U yv: V — V tales que
F=Fo ¢, diremos que f: U — V' y f U—V definen la misma aplicacion entre
superficies si f =1L o f o .

f se llama expresién de la aplicacién que representa en la parametrizaciones (o
coordenadas) F: U — R3y G : V — RS,

Para cada (a,b) € U, la aplicacién f definida en un entorno A de (a,b) por f =
G o f o F~! no depende de las parametrizaciones. En efecto, si f U —s V define la
misma aplicacién que f, entonces Go fo F~!=Goorh~ 1ofogpog0 lop=t=7%

5.6.1. Sobre el concepto de diferencial de una aplicacién entre super-
ficies

Tal y como hemos definido una aplicacién entre superficies, se trata de una apli-
cacién entre los subconjuntos de R? usados para definir las parametrizaciones, y su
diferencial dependeria de la parametrizacién. Para evitar ese problema, podemos tener
en cuenta que el concepto de diferencial es puramente local, y que una aplicacién entre
superficies f define, localmente, una aplicacién f que no depende de la parametrizacién
usada. Usaremos esa aplicacién para definir la diferencial en un punto.

Definicién 5.14 Sean F : U — R3 y G : V — R? dos superficies parametrizadas
requlares. Sean f : U — V wuna aplicacion entre las superficies y (a,b) € U. Sea
f:ACFU)— f(A) C G(V) la aplicacion definida por f en un entorno A de F(a,b).
La diferencial de f en p = F(a,b) es la aplicacion lineal d?(a,b) t Tap)F — TianG
definida por

T X = 20 5:3)

df(a,b) X = t

29



30 Superficies parametrizadas en R3

para todo X = (tg), c(t) = Foa(t), a: I — FYAC U, a(ty) = (a,b).

Observacion 5.15 -Obsérvese que hemos escrito d?(a’b). f y no f porque la dife-
rencial no depende de f, sino que es la misma para cualquier aplicacion equivalente
entre estas superficies, y (a,b) y no F(a,b) porque si F' no es biyectiva F(a,b) puede
representar una imagen de dos puntos distintos con distinto plano tangente y/o distinta
diferencial de la aplicacion.

- Esta definicién no depende de las parametrizaciones F y G elegidas, pues f no
depende de la parametrizacion y, segun vimos en la observacion 5.8, ¢ tampoco.

Que la aplicacién es realmente lineal resulta de la siguiente manera de calcular:
puesto que localmente f = Go fo F~!y que dF(ap) : R? — TapF y dGriap) : R? —

T(ap)G son isomorfismos, y que si X = ¢/(to), entonces dF{4p) dF;tloc (to)) = X,
tenemos

df (X = d(];;) 9 (to)
_d(GofoFloc)
- AGefel 00y, (5.0

G ) (M)

(Go X', X?)
(Gof)o(dF) X (5.5)

d
d

5.6.2. Otra manera equivalente de definir la diferencial de una apli-
cacion entre superficies

Este enfoque se basa en usar més a fondo la Proposicién 5.12. La idea sigue siendo
aprovechar que el concepto de diferencial es un concepto local. Pero ahora usamos que
la proposicién 5.12 no sélo dice que las parametrizaciones F' y G de las superficies
son localmente biyectivas, sino que , ademads, se extienden localmente a aplicaciones
definidas sobre abiertos de R3. Usando esas extensiones, podemos usar el concepto
de diferencial en R? y restringir luego la diferencial al plano tangente a la superficie.
Veamos los detalles de como hacerlo.

Partimos de dos superficies parametrizadas regulares F': U — R3 y G : V — R3?
y de una aplicacién f : U — V de clase C*. Dado (a,b) € U, por la Proposicién 5.12
existe un abierto U C U x R C R3 tal que (a,b,0) € U, y la aplicacién F : U — F(U)
definida por F(u, v, t) = F(u,v) +tN(u,v) es un difeomorfismo del abierto U sobre su
imagen F(U), que es otro abierto de R3. Sobre F(U) definimos la siguiente extension
de f:

f(F(u,v)) = G(f(u,v)),
donde F(u,v)) = F(u,v) + tN(u,v).
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5.6 Aplicaciones diferenciables 31

De este modo f es una aplicacién definida sobre un abierto de R3, para la que ya
tenemos un concepto de diferencial. Definimos entonces

Definicion 5.16

df(a b) a b)F — Tf(a b)G por (56)
df(a,b) = df 50| Tn P (5.7)

que, evidentemente, es una aplicacion lineal.

Veamos que esta definicién coincide con la dada en la subseccién anterior mostrando
que da lugar a la misma férmula cuando se usan parametrizaciones. En efecto, observe-
mos primero, de su definiciénn se deduce que f Gof omoF1 ,dondem: UXxR — U
es la proyeccion canoénica de un producto sobre uno de sus factores. Con las mismas
notaciones del final de la subvencién anterior, se tiene:

_ ~ d(foc

FianX = dfrianX = 2 4
d(Gofowoﬁfloc)(t )

B dt 0

Ahora bien, como ¢(t) € F(U x {0} NU), F~Y(c(t)) € 7(U) x {0} y, por eso, w0 F~Lo
c(t) = F~1 o c(t), luego

_ d(Go foF 1loec
df(a,b)X_( fdt )(tO)

—d(Go f) (Wao)) (5.8)

que es la misma expresion que teniamos en la subseccién anterior.

5.6.3. Expresion de la diferencial en coordenadas

Proposicién 5.17 Dadas dos superficies parametrizadas requlares F : U — R3
y G :V — R3 y de una aplicacion f : U — V de clase C*, si (X', X?) son
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32 Superficies parametrizadas en R3

las componentes de X € T(,p)F en la base candnica asociada a F', las componentes
(Y1, Y?) de df(a,b)X an la base canonica asociada a G son

oft  oft 1
MY (s ) (). (5.9)
Yo aff ot | \ X2
ou ov
Es decir, la matriz de df(mb) respecto de esas bases coincide con la matriz de df 4p)-

Demostracién Por la férmula (5.8) se tiene que, si ¢(t) = F(a(t), como ¢ (t) =

df (a/(t)),

-1, ¢
d?(a,b)X =dG o df <d(‘FClt)<t0)>

= dG o df (d(tp)). (5.10)

De donde sale la expresién (5.5) si se tiene en cuenta que o (to) = (X!, X?) y que dG
lleva (Y1, Y?2) en Ylg—ﬁ + YQ%—Z. g

Corolario de la demostracion: Si (a,b) = ¢(ty), X = (to), entonces

_ d(fo
Af @pX = ({it 2 (to)-

En efecto:

df (qpX = dG o df <d(FC)(t0)>

dt
_dGo thF_l °) (1) (5.11)
B d(?o c)
= 29 (1) (5.12)

5.7. Primera forma fundamental

A partir de ahora, con frecuencia denotaremos por u los elementos de U C R?, y
sus dos coordenadas por u! y u?, es decir, u = (u?,u?) € U.

Definicién 5.18 Dada una superficie F : U — R3, la primera forma fundamental
I de la superficie es la restriccion del procuro escalar de R® a los planos tangentes T, F,
para todo u € U, i.e., para X,Y € T, F, I(X,Y) = (X,Y). Resulta asi que I es una
forma bilineal sumétrica definida positiva (es decir, una métrica o producto escalar)
sobre cada T, F. Cuando sea conveniente resaltar el punto u de la superficie sobre cuyo
plano tangente actia I, usaremos la notacion I.
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5.7 Primera forma fundamental 33

Si en cada T, F' usamos su base canénica, la matriz de I,, en esa base es g = (911 g2
g21 922

donde g;; = <8u“8ul> 1<4,5 <2
Si usamos esta terminologia-notacion, para calcular la longitud de una curva
c: [a,b] — R3 sobre la superficie F : U — R3, ¢(t) = (u'(t), u*(t)), podemos escribir:

b
_ / T (D), o (0)dt (5.13)

(5.14)

Naturalmente, también puede usarse la matriz de I para obtener el parametro
longitud de arco y una curva sobre la superficie, y para calcular el dngulo que forman
dos vectores tangentes a la superficie en un mismo punto.

Ejercicios: Obtener la expresién de la matriz de la primera forma fundamental para
las parametrizaciones naturales de: (a) las superficies que son graficas de funciones, (b)
las superficies de revolucién, (c) las superficies regladas, (d) las superficies tubulares.

La matriz de la primera forma fundamental cambia, cuandoo se cambia la parame-
trizacion de la superficie, como lo hace, en general, la matriz de un producto escalar
cuando se cambia de base. Con detalle:

Proposicion 5.19 Si F' y F= Foyp son dos parametrizaciones de la misma super-
ficie, gi; son los coeficientes de la primera forma fundamental en la parametrizacion F

Y gij los correspondentes coeficientes en la parametrizacion F, se tiene que sus matrices
estan relacionadas por la formula

(9i) = (dp)" (gij) (d) (5.15)

Demostracién La definicién de los g;; se puede escribir, en forma matricial, como:

(9i5) = <g“ 912> = (2) (F F) (5.16)

g21 922
= (dF)" - (dF), (5.17)

donde el - entre las matrices hindica que sus elementos se han de multiplicar usando el
producto escalar. Usando esta escritura para la parametrizacién F', tenemos:

(gij) = (dF)" - (dF)

= (d(F o))" - (d(F 0 9))
(dp)" (d(F)" - d(F)(dy)
(

= (dy)
= (do)" (gi5) (dop),

33



34 Superficies parametrizadas en R3

que es la férmula que buscabamos. O

Un producto escalar definido sobre un plano vectorial induce una definicién de area
para regiones de ese plano, porque el producto escalar permite definir los elementos
basicos que entran en la definicién de area: los rectangulos. De modo analogo, la primera
forma fundamental permite definir una nocién de area para regiones de una superficie.
Daremos una definicién y luego la justificaremos intuitivamente. Para una nocién mas
rigurosa poniendo el drea en el contexto de la teoria de la medida, veanse, por ejemplo,
el libro de Montiel-Ros.

Definicién 5.20 Sea F : U — R? una superficie parametrizada, R C U. Se llama
drea (con multiplicidad) de la region F(R) de la superficie F' al nimero real positivo

/ |F1 A Fldu! du? :/ Vg dut du?, (5.22)
R R

donde Fy := 28 Fy .= 98 4.— det(gis)-

oul’ — du2’

Esta definicién coincide con el drea de F(R) cuando F es inyectiva. Cuando no lo es,
e, area de R es la de F(R) contando con la multiplicidad (las zonas de F(R) recorridas
varias veces por F' suman drea cada vez que se recorren).

Demostracién de que |F; A Fy| = /3.
|Fy A Fy| = |F1| |Fa| sen®
= VIF1|? |F2|? (1 — cos?0)
= VR |2 —|F)? |F? cos?6

—JIRP B (R B = G

Nota 5.21 La definicién no depende de la parametrizacion: Si G : V. —s R? es otra
parametrizacion definiendo la misma superficie y p : V. — U es el difeomormismo que
da la equivalencia, el drea (con multiplicidad) de F(R) es la misma calculada con ambas
parametrizaciones.

Demostracién Por la férmula (3.2), si (g;;) es la matriz de la primera forma fundamen-
tal de la superficie en la parametrizacién G, se tiene: g = det (g;;) = det ((dcp)T (9i) (dgo)) =
det(dy)?g. Por lo tanto, aplicando la férmula del cambio de variable para la integral,

/R Vg dut du® = / 1(R)\/§|detd<p\dﬁldﬁ2 (5.23)
-
_ / I(R)«/g(detdgo)Q dii di? (5.24)
-
:/ I(R)\/ﬁdﬂldiﬁ, (5.25)
-
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5.7 Primera forma fundamental 35

que es la expresién del drea de F(R) = F o (¢ ' (R)) = G(¢~}(R)) en la parametri-
zacién G. O

Justificacién intuitiva de la definicién de area. Sea A R un pequeno rectangulo
contenido en U de lados Au, Av. F(AR) es una regién de F(U) cuyo borde estd
constituido por cuatro curvas coordenadas.

El segmento de recta de F'(u,v) a F(u,v) + Au F; es una aproximacion lineal del
segmento de curva coordenada entre F'(u,v) y F(u+ Au,v) (en efecto:, empleando el
desarrollo de Taylor, F(u+ Au,v) = F(u,v)+Au F1 +O(Au)), Ademas, la longitud de
la curva ¢(t) = F(u-+t,v) entre t = 0y t = Au viene aproximada, tomando el desarrollo
de Taylor de g11, por s(Au) = fOAu Voiidu = \/g11(u) Au+O(Au) = |Au Fi|+O(Au).

Andlogamente se aproxima el segmento de curva coordenada entre F'(u,v)y F'(u, v+
Aw) por el segmento de recta entreF'(u,v) a F(u,v) + Av Fy .

Parece natural también que el drea de la regiéon F(AR) quede aproximada por el
paralelogramo de TuF' con un vértice en F'(u) y lados determinados por los segmentos
de recta anteriores. Pero el drea de un tal paralelogramo viene dada por |[(Au Fy) A
(Av )| = Aulv /g.

El drea de la superficie vendra aproximada por el 1i mite de las -areas de estos
paralelogramos cuando Au, Av — 0, lo que corresponde intuitivamente a la definicién
(5.26).

(Av AR
K'_Q_‘Lr/

l |

Integral de una funcién. La definiciéon anterior lleva implicita la siguiente defi-
nicién:

Definicién 5.22 Sea F : U — R3 una superficie parametrizada, R C U. Se llama
integral de una funcion f: U — R definida sobre la superficie a

/ f|F1 A Foldu! du? :/ f /g du' du®. (5.26)
R R

Como en el caso del area, se comprueba que si h : V — R es la funcién f co-
rrespondiente a otra parametrizacién G : V. — R (es decir, h = f o @), entonces

[of /g dut du?,= [ _y o h /g dutdu?.
¢~ H(R)
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Capitulo 6

Las curvaturas de una superficie

6.1. Las aplicaciones de Gauss y Weingarten

Después de haber estudiado el concepto de superficie parametrizada en el capitulo
anterior, vamos a comenzar ahora con la geometria local de superficies. Asi como en
el estudio de curvas la idea era encontrar unos invariantes geométricos (curvatura y
torsién) cuyo valor nos diera una idea aproximada (en realidad exacta gracias al teorema
de existencia y unicidad de curvas con curvatura y torsién dada) de la forma de la curva,
aqui vamos también a buscar invariantes geométricos de la superficie cuyo valor nos dé
una idea de la forma de la superficie.

El primer invariante geométrico de una curva, la curvatura, se obtenia viendo la
variacion del vector unitario tangente a una curva, porque esta variaciéon es un modo
de medir lo que la curva se separa de ser una recta.

Del mismo modo que una recta se caracteriza por tener vector unitario tangente
constante, un plano se caracteriza por tener vector normal unitario constante. Por lo
tanto, la variacion del vector normal unitario nos dara una idea de lo que la superficie se
aparta de ser plana. Esa variacién dard lugar a la aplicaciéon de Weingarten. Se trata de
una aplicacién lineal, y sus invariantes algebraicos son las distintas funciones curvatura
(o curvaturas) que se definen en una superficie.

Definicién 6.1 Dada una superficie F : U — R3, se llama aplicacion de Gauss
de la superficie a la aplicacion definida por el vector unitario normal a la superficie
N :U — S? C R3, considerando N(u) con origen en 0 € R? y, por lo tanto, contenido
en la esfera unidad centrada en el origen.

Definicién 6.2 Dada una superficie F : U — R3, La aplicacion lineal L, =
—dN, : T,F — T,F se llama aplicacion de Weingarten u operador forma de la
superficie en u.

La definicién anterior requiere una comprobacién antes de ser considerada como una
buena definicién. De acuerdo con la definicién de diferencial, d/N,, es una aplicaciénn
definida de T,F en R3. Lo que hemos escrito antes requiere, pues, comprobar que
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6.1 Las aplicaciones de Gauss y Weingarten 37

dN.(T,F) C T,F, lo que es equisvalente a comprobar que dN,(X) es ortogonal
a N(u) para todo u € U. Pero esto sale de calcular: si X = d(t), ¢ = F o a,
<dﬁu (X), N> = <d(]§toc) (1), N> = <%(t), N> = 0, porque la derivada de un campo
vectorial unitario es siempre ortogonal al campo vectorial unitario. Luego la definicién
dada tiene sentido.

Observacion 6.3 La aplicacion de Weingarten depende de la direccion de N, por
lo tanto depende de la orientacion definida por la base candnica asociada a la parame-
trizacion F' usada para definir N.

Proposicién 6.4 L, : T, FF — T,F es una aplicacion lineal autoadjunta.

Demostraciéon Solo falta probar que es autoadjunta. Para los vectores de la base
canonica I, F5 asociada a la parametrizacién, se tiene,

ON OF
L,F,F}) =( ——, —
< 3) < out’” 0w >

9 OF O’F
T ou <N7 E)W> * <N’ 8ui8uj>
O°F O°F
B <N’ 8ui6uj> B <N’ 8u78u2>

ON OF
= (5 ur) = .-

y, de aqui se deduce que esta propiedad es cierta para cualesquiera vectores tangentes
XeY. O

Esta propiedad permite dar la siguiente definicion

Definiciéon 6.5 Se llama sequnda forma fundamental 11 de una superficie a la for-
ma bilineal simétrica asociada a la aplicacion de Weingarten

IL,(X,Y) = (L, X,Y).
Como consecuencia de la demostracién de la proposicion 6.4 se tiene que la matriz de

la segunda forma fundamental II tiene por componentes, en la base candnica asociada
a una parametrizacion de la superficie:

hij =11 (Fi,Fj) = <LF¢,F]~>
ON OF O*F
—<amww>—@“mmm> (6.1)
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38 Las curvaturas de una superficie

Ademss, calculando para cualesquiera vectores X = > X'F;, Y = Y X/ F}, usando
que IT es bilineal simétrica

I(X,Y) =) X'Vh
. . 2
Sy ()
::<§:Xﬁﬁazgw,N>
+CSX%§;?N>

= <DXDYF7N>

Por otro lado, si Lg son las componentes de la matriz de L respecto de la base
candnica, estas estan relacionadas con las componentes de la matriz de II como lo estan
las de una aplicacién lineal autoadjunta y las de su forma bilineal asociada. Vamos a
recordar esa relacién porque es muy sencilla de demostrar. Usaremos el convenio de
suma de Einstein:

hij = 1L(F;, Fy) = (LF;, Fj) (6.2)

= <L§FkaFj> = Ligkj (6.3)

y, si queremos obtener Li-“ en funcién de h;;, solo tenemos que multiplicar en la expresién
anterior por la matriz inversa de (g;;), que denotaremos por (g7*).

L y II de algunas superficies
-La esfera. En la esfera de radio R centrada en el origen, N(p) = p/R. De modo

— . 1 de 1
_ _ __dNoc _ — i
que L, X = —dN(p)(X) = =37 (to) = "R (to) = —RX. Es decir:
L=-21d (6.4)
= .

-Superficies definidas implicitamente. Si f : R?> — R es una aplicacién, d € R
y verifica grad f (p) # 0 paratodop € f~!(d) =: S, por el teorema de la funcién implicita
se tiene que para cada p = (a,b,c) € S, existe un abierto de un plano coordenada que
contiene a la proyeccion de (a,b,c) sobre ese plano y una funcién definida sobre ese
abierto cuya grafica estd contenida en S, por lo que S es una unién de superficies
parametrizadas. Para cada una de ellas se tiene que

_ gradf
NP) = Taradf]

Para la aplicacién de Weingarten tenemos (usando la notacién Dx f para la derivada
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6.1 Las aplicaciones de Gauss y Weingarten 39

direccional de f en la direccién de X, y Vf := gradf):

(Y vr
brd d<|Vf|>X X<|Vf|>

1 1
—Px (w) VI opPxvs

Y para la segunda forma fundamental, de la expresién anterior, usando que (Vf,Y) =0
para todo Y tangente a la superficie:

1

_ b of of of
VS <DX <61‘1’ 0x?’ 81‘3) ’Y>

1 8f 8f of

-Ejercicios Obtener expresiones para la aplicacion de Weingarten y para la segunda
forma fundamental de:

Una superficie dada por la grafica de una funcién
Una superficie de revolucion

Una superficie reglada

Una superficie tubular

Proposiciéon 6.6 La aplicacion de Weingarten y la sequnda forma fundamental de
una superficie son invariantes por isometrias de R® que conservan la orientacion

Demostracién Si f : R? — R? es una isometria que conserva la orientacién, entonces
f=ToR,donde T es una traslacién y R una rotacién, y df (p) = R para todo p € R3.

Si F: U — R? es una superficie y N : U — R? es su vector unitario normal,
entonces df (F(u))N(u) = RN(u) define el campo vectorial unitario RN : U — R3
asociado a la parametrizacién f o F : U — R? de la superficie imagen de F por la
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40 Las curvaturas de una superficie

isometria f, puesto que

Of o F A Of o F
oul ou?

Of oF Of o F
= (%5 ) no (%)
B Of o F Of o F
n (%) r ()

O(fo F O(foF
:R< (gul )/\ (J(;u2 ))’

donde la ultima igualdad es condecuencia de que 1) el producto escalar de dos vectores
es el vector ortogonal al plano generados por esos dos vectores, en la direccién que
convierte a los tres vectores en una base positivamentete orientada, con moédulo igual
al producto de médulos miltiplicado por el seno del dngulo que forman, y 2) una rotacién
conserva la orientacidn, el producto escalar y (por lo tanto) el dngulo.

De esta propiedad para N se deduce para L que, si LT es la aplicacién de Weingar-
ten asociada a la superficie imagen f o F, entonces L’ df (p)(X) = df (p)(LX). O

6.2. Curvatura normal y curvaturas principales

La aplicaciénn de Weingarten y su versiéon como forma bilineal simétrica, la segunda
forma fundamental, se han introducido como unos operadores que desempenan en la
teoria de superficies un papel andlogo al de la curvatura para una curva del plano.

Pero una aplicacion lineal o una forma bilineal son dificiles de entender en si mismos.
Si lo que esperamos es que nos den una medida de lo que la superficie se desvia de ser
un plano, nos resulta méas comodo pensar que la medida viene dada por un ndmero y
una aplicacion. Como en algebra a una forma bilineal o a un endomorfismo se le asocian
varios numeros (invariantes algebraicos), vamos a estudiar esos nimeros y a tratar de
entender lo que significan como curvaturas.

La primera curvatura-nimero que vamos a introducir asociada a la segunda forma
fundamental es la

Definicion 6.7 Dado X € T, F, se llama curvatura normal en la direccion de X
al nimero ky(X) = 11,(X, X) /1. (X, X).

La siguiente férmula da una interpretacién geométrica de la curvatura normal: sea
¢ una curva parametrizada proporcionalmente a la longitud de arco con ¢/(t,) = X/|X|

= (", N)=r(e2,N) ie. (6.5)
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6.2 Curvatura normal y curvaturas principales 41

Proposicién 6.8 la curvatura normal en la direccion de X es la componente nor-
mal de la curvatura de una curva c sobre la superficie que es tangente al vector X.

Como consecuencia, se tiene:

Corolario 6.9 1. La curvatura normal de una superficie en un punto p = F(u)
en la direccion de un vector X € T, F es la curvatura de la curva interseccion de
la superficie con el plano normal a la misma que pasa por p y estd generado por
los vectores X y N.

2. La curvatura k de una curva plana interseccion de la superficie con un plano que
pasa por p, contiene al vector X y forma un dngulo o con el plano tangente, estd
relacionada con la curvatura normal de la superficie en la direccion de X por la
formula kcos 0 = kn(X).

Esta dltima es la llamada formula de Meusnier.

A partir de la curvatura normal vamos a definir, de un modo geométrico, otras curva-
turas. Para una de ellas conviene introducir un concepto, ligado a la definiciéon de longi-
tud de una curva que dimos en el capitulo 1: Dada una curva ¢ : I — re”™ y una funcién

f : IR"R, llamaremos integral de f a lo largo de c a la integral: /f = /f(c(t))\c’(t)|dt.
c I

En particular, si tenemos una circunferencia de radio uno S' centrada en el origen de
un un plano con una base ortonormal (¢, la curva S! se puede parametrizar por

c(0) = cos ¢ + senbn, 6 € [0,27], de modo que / f= /27r f(cos@¢ + senOn) db.
Observemos también que, de la definicién de ki\lf se ded(zlce que kx(X) depende solo
de la direccién de X y no de su médulo ni de su signo (es decir, ky(X) = ky (:l:é|> ).
Por ello, para cada punto p de la superficie, se puede considerar ky restringida a S! (la
circunferencia unidad en el plano tangente a la superficie en p). Como ky es continua

(por ser una forma cuadrética), su restriccién a S! sigue siendo continua y, como S! es
un compacto, ky tiene al menos un maximo y un minimo en S*.

Definicion 6.10 » Se llama curvaturas principales (k1 y k2) de una superficie
en un punto a los valores mdximo y minimo de la curvatura normal en ese punto
de la superficie. En este capitulos las ordenaremos de modo que ki > ks.

s Se llama direccion principal a toda direccion en la que la curvatura normal toma
uno de sus valores maximo (ki) o minimo (k2).

s Se llama curvatura media H al valor medio de los valores de la curvatura normal,
es decir, a

1
H=——— k
Long(ST) /51 N
1 27

= — kn(cos® ¢ +senf n) df
2 0
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42 Las curvaturas de una superficie

La tercera definicién de curvatura estd ligada al area de la imagen de la aplicacién
de Gauss. Como la aplicacién de Gauss estd ligada con la aplicacion de Weingarten,
veremos después que, por esa razon, esta curvatura también estd relacionada con la
curvatura normal.

Definicion 6.11 Llamaremos curvatura de Gauss de una superficie en un punto

p = F(u) al cociente de los elementos de drea de la aplicacion de Gauss en u por
det ((Ni, Nj))
NG .

Las curvaturas que acabamos de definir coinciden con los invariantes algebraicos de
la aplicacion de Weingarten que se describen en la siguiente proposicién y que se toman
en muchas ocasiones como definicién de las curvaturas anteriores.

elemento de drea de la superficie en u, es decir: K(F(u)) :=

Proposicion 6.12 Sean I la primera forma fundamental, L la aplicacion de Wein-
garten de una superficie en un punto p = F(u) y II la sequnda forma fundamental en
el mismo punto. Se tiene:

w Las curvaturas principales son los vectores propios de L.
= Las direcciones principales son las de los vectores propios de L

s La curvatura media verifica

1 1
H = — L = — .
2t1‘ Q(kl —|—]€2)

v La curvatura de Gauss verifica

det 11

det k‘l ]{72 det]

Demostracién Por ser L : T,F — T,F una aplicacién lineal autoadjunta, T, F
tiene una base ortonormal {ej, ea} de vectores propios de L que corresponden a valores
propios A1, Ao respectivamente, es decir, Le; = Ajeq, Leg = Ageo. Si ordenamos la base
de modo que A1 > Ay, dado un vector unitario X € T, F', se puede escribir de la forma
X = cosfeq + sinfesy, por lo que

kn(X) = (L(cosfe; + sinfeg),
cos fe; + sin feg)
= \; cos?() + Mg sen?(6). (6.6)

Como estamos suponiendo A1 > A9, podemos escribir Ay = A9 4+ a con a > 0, de modo
que

kn(X) = ko + acos?(6),
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6.2 Curvatura normal y curvaturas principales 43

de donde se deduce que el valor méximo de ky(X) es A1 se alcanza para § = 0y

X = e y el minimo es A\ y se alcanza para § = /2 y X = es. Resulta, por lo tanto,

que \; = k; , 1 <17 <2,y que los vectores propios e; dan las direcciones principales.
Probemos ahora la afirmacion para H. Usando las mismas notaciones que antes,

1 2

H kn(cosfey + sen fey)db

1 2

= — [ (k1cos*(0) + kg sen?(0))do
2 0

1 27

=5 ) (k1 — kz) cos?(0) + ko)db
1

= o (k1 — k)7 + k27)

1 1
2(1+ 2) 5L,

donde la ultima igualdad proviene de las definiciones de traza y de valores propios de
una aplicacién lineal.

Vamos ahora con la expresién de K. Partiendo de la definicién 6.11, lo primero
que vamos a hacer es obtener una expresion para el numerador en la que aparezca la
segunda forma fundamental:

Susutituyendo esto en la expresién de K dada en la definicién 6.11,

detL)?
A0 ) B, (6.8)

V9

Y la dltima igualdad del enunciado del teorema se demuestra a partir de la rela-
cién entre las componentes de L y de II, asi detll = det(h;;) = det <Zk gikL§> =
det(g;x) det(LY) = detI detL. a
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44 Las curvaturas de una superficie

6.3. Lineas de curvatura, curvas asintéticas y formulas pa-
ra el calculo

Definicién 6.13 Si c(t) es una curva sobre una superficie F : U — R3, llamare-
mos curvatura normal de la curva en un punto a la curvatura normal de la superficie
en la direccion de un vector tangente a la curva en ese punto.

Definicion 6.14 Llamaremos linea de curvatura de una superficie a una curva cuya
recta tangente en cada punto es una direccion principal de la superficie en ese punto.
Se tiene por tanto que la curvatura normal de una linea de curvatura es una curvatura
principal.

Definicion 6.15 Se llama direccion asintdtica de un punto de una superficie a una
direccion con curvatura normal cero.

Definicion 6.16 Se llama linea asintética de una superficie a una curva cuyas
rectas tangente son todas direcciones asintoticas. Por tanto la curvatura normal de una
linea asintotica es nula.

Vamos deducir algunas férmulas que nos permitan encontar direcciones asintoticas
y direcciones principales.

Segin acabamos de definir, un vector tangente X es una direccién asintética sii
II(X,X) =0, ie., sii

> hX'XT =0.
i

Luego bastara resolver esta ecuacién de segundo grado para encontrar direcciones
asintéticas. Si c(t) = F(u'(t),u’(t) es una curva asintética, deberdn verificar la ecua-
cién anterior sus componentes. Es decir las curvas asintoticas serdn las soluciones de la
ecuacion diferencial

D hig(ul) () =0, u'(0) = up

Por otro lado, un vector tangente X es una direccién principal sii LX = kX
para algin numero rel k. Escribiendo esta ecuacién para cada componente, tenemos
Zj L;Xj = kX"’ o, lo que es lo mismo, teniendo en cuenta la relacién entre las com-
ponentes de L y de II, Zj’k gikhijj = kX' y, multiplicando por la matriz de I,
Zj he; X7 =k, gu X" para £ = 1,2, por lo tanto

> X9

X e XY
Zi gliXi

=k = —
ZigziXZ
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6.4 Clasificacion de los puntos de una superficie 45

por lo tanto una direccién principal ha de ser solucién de

g haj X7 <§ g2iXi>
j i
=<E gliXi> E hoj X7 |,
( J

que, desarrollando, se comprueba que es la misma ecuacién que

(X2)2 _X1X2 (Xl)Q
det [ g1 912 g2 | =0 (6.9)
hi1 hia hao

Por tanto, la ecuacién diferencial para las lineas de curvatura es la ecuacién (6.9)
cambiando X* por (u')".
Vamos a acabar esta seccion dando féormulas para las curvaturas principales y la

curvatura media. En primer lugar, puesto que H = = (k1 + k2) y K = kiko, despejando

1
i 2
k1 v ko de estas ecuaciones, tenemos:

ki=H+VH?— K, ky=H-\VH?—K (6.10)

Por oro lado, para la curvatura media tenemos:
1 7

pero las componentes de la matriz inversa (g*) de (g;; son

g22 g12 gi11
911 — 92 912 —_— 922 — A
g g g

que, al sustiturlas en la expresion anterior para H, dan

_ L hirgea — 2h12g12 + hoagu
=3 p _

H (6.11)

6.4. Clasificacion de los puntos de una superficie

Atendiendo a los posibles signos de la curvaturas principales, los puntos de una
superficie se clasifican en:

Puntos elipticos: Las dos curvaturas principales son no nulas y con el mismos
signo. Equivalentemente, K = kiko > 0 (i.e. detII > 0).
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46 Las curvaturas de una superficie

Puntos hiperbdlicos: Las dos curvaturas principales son no nulas y de signo
opuesto. Equivalentemente, K = k1k2 < 0 (i.e. detII < 0).

Puntos parabdlicos: Una de las curvaturas principales es nula y la otra no. Equi-
valentemente, K = k1kg = 0 (i.e. detII = 0), pero II # 0.

Puntos llanos o planos: Las dos curvaturas principales se anulan, o, lo que es lo
mismo, II = 0.
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6.4 Clasificacion de los puntos de una superficie 47

Puntos umbilicales Las dos curvaturas principales son iguales, k1 = ko, 0, equivalen-
temente, II = k1.

Proposicién 6.17 Atendiendo al nimero de direcciones asintdticas, se tiene que
un punto de un superficie es: a) eliptico sii no tiene inguna direccion asintotica, b)
parabdlico si tiene una direcciones asintdtica, c¢) hiperbélico si tiene dos direcciones
asintdticas y d) llano si toda direccion de su plano tangente es asintdtica.

Demostracién Si e;, ey es una base ortonormal del plano tangente formada por
vectores propios de la aplicacién de Weingarten, Le; = k;e;, la formula de Euler (6.6)
dice que si X = cosfle; + sen ey, entonces la curvatura normal en la direcciéon de X
es kn(0) = ki cos? + kasen? §, y esta curvatura normal se anula, por tanto, si y solo
si0=kjcos?0+ kosen?0 = kycos? —kycos? + ky = (k1 — k) cos? 0 + ko. Es decir,
cuando ki # kg, X es una direccién asintética sii cos? § = _klk—iZkQ’ lo que es imposible
si se trata de un punto eliptico, tiene una solucién 6 = 7/2 (i.e. X = e;) si se trata de
un punto parabdlico, y tiene dos soluciones si se trata de un punto hiperbdlico (pues
en ese caso 0 < _k1k—2k2 < 1). Por otro lado, es evidente que si k1 = ko # 0 (punto
umbilical no llano), no existen direcciones asintéticas, y si k1 = k2 = 0 (punto llano),

toda direccidén es asintdtica. O

Vamos ahora a dar una justificacién (la razén histérica) del por qué de los nombres
de los puntos de una superficie. Necesitamos el siguiente lema que tiene gran interés
por si mismo:

Lema 6.18 Dada una superficie parametrizada F : U C R? — R3 y uy € U,
existen abierto Uy > ug, y V 2 0 de R?, un difeomorfismo ¢ : V.— Uy, una afinidad
Y : R — R y una aplicacion v : V — R tales que G =Y o Fop:V — R3 tiene
la forma ¥ o F o p(v) = (v,7(v)).
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48 Las curvaturas de una superficie

Demostracién Elijamos una base {wy,ws} de T,,F. Todo punto p de R?® define
univocamente tres coordenadas (p', p?, p?) por la expresién p — F(ug) = plwy + p?wq +
p3 N (up). Definimos la afinidad 1 por 1 (p) = (p', p?, p*), con los p* definidos anterior-
mente. Es decir, ¥ es la afinidad que lleva el origen de R® a F(ug) y la base canénica
de R? a la base {w1,ws, N(up)}.

Sea u € U. Podemos escribir F(u) — F(ug) = v!(u)wy + v*(u)ws + q(u)N(up)
(obsérvese que de esta definicién se deduce v*(ugp) = 0 = q(ug)). Por ser F diferenciable,
también lo son las funciones v’(u) y q(u). Derivando respecto de las coordenadas u® de
u, tenemos:

oF ov't Ov? Jq
- = - —-— —(u)N . 6.12
B (u) 5 (w)wy + 5 (u)ws + B (u)N (uo) (6.12)
Como gj; (up) y N(up) son ortogonales, la igualdad anterior implica que

(UO) = u. (613)

o’
oud
de base, por lo tanto de determinante distento de cero. Entonces, por el teorema de la
funcién inversa, existen abiertos Uy 3 ug y V' 2 0 tales que la aplicaciéon ¢! : Uy — V
definida por o~ (u) = (v'(u),v?(u)) es un difeomorfismo. Si definimos r : V' — R por
r = qo ¢, tenemos que F(p(v)) — F(ug) = viwy + v2wy + r(v!,v?)N(up), es decir,
o Fopv)=(v,r(v)). O

Resulta de ello y la expresién (6.12) que la matriz ( ) es una matriz de cambio

Observacion 6.19 El interés en simismo del lema anterior radica en que exrpresa
que toda superficie es, localmente, la grdfica de una funcion definida sobre su plano
tangente.

Si {w1, w2} no es una b.o.n. de T, F', entonces hay que tener en cuenta cuando se
estudia la superficie (v,7(v) de R® que las coordenadas de v no son las coodenadas en
una base ortonormal, y que la grdfica de r distorsionaria la forma de la superficie si la
pensdramos como la grifica en el R3 estdndar en el que las lineas coordenadas x,y son
ortogonales.

Si la base {w1, w2} usada en la demostracion del lema anterior es ortonormal,
entonces la afinidad ¥ es una isometria, cuya parte traslacion el el vector — f(ug).

Corolario 6.20 Cuando la afinidad v del lema 6.18 lleva el punto 0 en F(ug) y
la base candnica de R3 en Fy(ug), Fa(uo), N(ug), los coeficientes hg(O) de la 119 de la
superficie G : V. — R3 en 0 y los coeficientes hf;(uo) de la superficie F : Uy — R3
en ug coinciden, i.e., hS(O) = hf;-(uo).

Demostracién Con esta eleccién de la base de T, F', resulta de (6.12) que

o'
OvJ

(uo) = &% (6.14)
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6.4 Clasificacion de los puntos de una superficie 49

Calculamos primero hF-(u ). Como los vectores w; = Fj(up) son fijos, derivando en

(6.12) se ve que la componente normal de 818FJ (up) es %(uo), por lo que

__P%q
C utoud

(uo). (6.15)

Para calcular h”, observemos primero que ¥ es la composicién de una traslacién de

vector —F'(ug) con un isomorfismo, por lo tanto, su diferencial serd ese isomorfismo.

0%G 0%r -
Como antes para I, tenemos que la componente normal de 5-7:(0) es 5%5—(0). Si

calculamos ahora usando la regla de la cadena para r = qo ¢, teniendo en cuenta (6.14)
y (6.13),

0*G
G
150 = o <o>,N<uo>>

B O*r dq OuF (0)

N 81}@1}3 8UZ 8uk i

2
0%q ou ou
> (W(UO)W(O)W(O)>

k=1
2 q 82 k
kZ: 87 81}18vﬂ (0)
q

0*
= . 1
oA () (6.16)
Y la igualdad que buscdbamos resulta de (6.16) y (6.15) ad

Proposicién 6.21 La forma de la aprorimacion hasta el sequndo orden de la in-
terseccion de la superficie con el plano tangente en un punto F(ug) desplazado en la
direccion de la recta normal a la superficie en el mismo punto es la de las curvas
{X € T,,F;1I(X, X) = £1}. Estas curvas se llaman indicatriz de Dupin de la
superficie F' en el punto ug.

Demostracién Si desplazamos el plano tangente paralelamente a simismo en la di-
reccién =N (ug) una distancia a, obtenemos el plano formado por los puntos F'(ug) +
o1 P (up) + 22Fa(ug) £ aN(ug), #° € R. Puesto que hemos visto en la proposicién
anterior que los puntos de la superficie se pueden escribir de la forma F o ¢(v) =
F(ug) + v Fy(ug) + v2Fy(ug) + (v, v?)N(ug), la curva interseccién viene dada en
implicitas, en las coordenadas de los puntos del plano tangente correspondientes a la
base Fy, I, por la ecuacién r(v!, v?) = 4a. Para obtener la aproximacién hasta segundo
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50 Las curvaturas de una superficie

orden de esta ecuacién, hacemos el desarrollo en serie de r:

= |por el corolario 6.20, (6.16) y puesto que

or Jdq o’
70,00 =0y 57(0) = Y £ (1) 5 (0) = 0
J

T2 OvtovI

= 3 S H(wol'e? + O((w)?) (6.17)
2%

2r . .
— I O )il 1 o)
1,J

Luego la aproximacién hasta el segundo orden de la curva interseccién es
F iy J —
E hi;(uo)v'v? = =a,
i’j

curva cuya forma es la misma para cualquier a # 0, por lo que tomamos a = 1 y
tenemos asila indicatriz de Dupin del enunciado del teorema. O

Corolario 6.22 La indicatriz de Dupin de una superficie es:
s una elipse en un punto eliptico
= dos hipérbolas conjugadas en un punto hiperbdlico

= dos rectas paralelas en un punto parabdlico

Demostracién Para observar que es asi, basta con escribir la ecuacién II(X, X) = £1
en una base ortonormal de vectores propios e; de la aplicacién de Weingarten. Usando
esa base para escribir las coordenadas de X, la ecuacién de la indicatriz de Dupin se
convierte en

Ep(zh)? + ko(2?)? = +1,

donde es facil reconocer las cénicas enunciadas en el teorema segin que kiko > 0,
k1k2<00k1#0yk2:0. O
Las siguientes figuras muestran casos en los que la semejanza entre la aproximacion de
la curva interseccion del plano tangente desplazado con la superficie y la indicatrriz de
Dupin es muy visible. Para cada tipo de punto se muestran tres posiciones del plano
tangente, la central es la del plano tangente original en el punto en que es tangente.
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phipID1. jpg
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52 Las curvaturas de una superficie

pparID3. jpg

6.5. Superficies con todos sus puntos umbilicales

Teorema 6.23 Si U es conexo, y la superficie parametrizada F : U — R3 tiene
todos sus puntos umbilicales, entonces la superficie es parte de un plano o de una esfera.

Demostracion Si todo punto es umbilical se tiene que para todo u € U y todo
X € T,F, L,X = k(X,u)X. Primer recordemos que k(X,u) no depende de X. En
efecto, si e, eg es una base ortonormal de vectores propios de L,, con valores propios k1,
ko respectivamente, escribiendo un vector cualquiera X een esa base, X = X'e; + X ?es,
tenemos que L, X = X 'kie1+X2koes y también que L, X = k(X,u)X = k(X,u)X'e;+
k(X,u)X?ey. Comparando ambas expresiones de L, X obtenemos que k; = k(X,u) =
k2, de donde resulta que k(X,u) no depende de X, por lo que escribiremos solo k(u).
Vamos a ver ahora que tampoco depende de u, es decir, que k es constante. Partimos
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6.5 Superficies con todos sus puntos umbilicales 53

de la ecuacion:

N
LF; = —dN(F)) = —g - = kE,
u

Derivamos ahora respecto de u/ en los dos miembros de la tltima igualdad

N Ok
outdud  Oul "

+ kFy (6.18)

Por la regla de las derivadas cruzadas, la expresién anterior da el mismovalor para
1 =1,7 = 2 que para j = 1,7 = 2, y también Fi1o3 = F : 21. Resulta, por lo tanto,
que gfl = %Fl. Como f;, F son linealmente independientes, esto implica que
% = % =0y, como U es conexo, resulta que k es constante.

- Si k = 0, esto implica dN = 0, luego N es constante, lo que implica que F es
la paramterizacién de un plano. En efecto: si f(u) = (F(u) — F(ug), N), se tiene que
881{1- (u) = <g§ (u), N) =0, luego [ es constante, pero f(ug) = (F(ug) — F(ug), N) =0,
luego (F'(u) — F(up),N)0f(u) = 0, por lo tanto F'(u) estd en el plano que pasa por
Fug) y es ortogonal a N.

- Si k # 0, la superficie estd contenida en una esfera de centro p = F(u) + £ N (u)

y radio % En efecto, veamos primero que p es un punto fijo calculando sus derivadas

parciales: gfi = Fy(u) + £ N;(u) = Fy(u) — £Ly(F;) = F;(u) — +k F; = 0. Luego p es
fijo, y si calculamos la distancia de F(u) a p, tenemos |F'(u) — p| = 1/k, luego f(U)

estd contenida en una esfera de centro p y radio 1/k. a

Observacién 6.24 Este teorema sigue siendo cierto para hipersuperficies de R™H1
con n > 2. Naturalmente, no tiene sentido para n = 1. Un interés de este resultado
es que, para demostrar que una superficie conexa y compacta es una esfera, basta con
demostrar que es umbilical. Esto marca también una diferencia de método, un salto,
en el modo de trabajar con curvas (n = 1) y con superficies o dimension superior. En
las ultimas demostrar que algo es una esfera es solo demostrar que es umbilical. En las
primeras el procedimiento no vale y hay que recurrir siempre a métodos distintos. Esto
es una de las cosas que marca la diferencia entre trabajar conm > 2 y conn = 1.
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Capitulo 7

Variacion del area y superficies
minimales

7.1. Foérmula de la primera variacion del area

Definicién 7.1 Se llama variacién normal de una superficie F : U — R3 de clase
C", r > 2, a una familia uniparamétrica de superficies F' : U — R? definidas por
Ft(u) = F(u)+t p(u) N(u), donde ¢ : U — R es una funcion de clase C"~2 y t varia
en algun intervalo |a, b| que contiene al 0.

Lema 7.2 Sea A : R — R™"t1/2 ynq aplicacion diferenciable en el espacio de las
matrices n X n reales simétricas de determinante distinto de cero. Se tiene la siguiente
formula para la derivada del determminante de A:

(det(A)) = det(A) tr (A1 A'). (7.1)

Demostracién Sean A = (a;;) y A~ = (a/). Recordemos que el determinante se
puede calcular eligiendo una fila i y calculando detA =}, a;jad(aij), donde ad(a;;) es
el adjunto del elemento a;; de la matriz. Ademads, los elementos de la matriz inversa se
calculan también usando los adjuntos asi: a” = ﬁad(aﬂ-). En este caso, por ser la
matriz simétrica, ad(a;;) = ad(a;j). De la expresién para detA, y comparando con la

expresion de los elementos de la matriz inversa, tenemos

ddet(A)

— ) = gt
D, ad(a;j) = a" det(A) (7.2)
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7.1 Formula de la primera variacion del drea 55

Calculamos ahora (det(A))" usando la regla de la cadena y (7.2)

ddet Z odet(A) da;j
Oa;;  dt

= Z at det(A dal]

- da;
= det(A) Z a’]%

1,]
=det(4) t (A 16;?)

que es lo que queriamos demostrar. O

Teorema 7.3 (Férmula de la primera variacién del drea) Sea F' : U —
enR?, Ft(u) = F(u) +t ¢(u) N(u), t €] —¢,¢[ una variacién normal de F : U — R3.
Sea A(t) el drea de la superficie F'. Se tiene la siguiente férmula para la derivada de
Aent=0:

A'(0) = —/ 2 H ¢ du' du?. (7.3)
U
Demostracién Denotemos por I? la primera forma fundamental de la superficie F y
por gw los coeficientes de su matriz. Sabemos que A(t) \F du'du?. Por lo tanto
dA 1 dgt
ek / %9 duldu?. (7.4)
dt v 2y/gt dt

Usamos ahora la férmula (7.1) (y el hecho de que F° = F') para calcular

E(0)=9°(g°)] 2 (0) =g g7 —2(0). (7.5)

Ahora bien,

Op
to_
gij—<F —i—ta—N—i—tgoN,,

Jip

= 0ij — 2t hij + O(tQ) (7.6)
Derivando en esta expresion,
t

dt

(0) = =2 ¢ hyj, (7.7)
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56 Variacion del drea y superficies minimales

y, sustituyendo en (7.5),

dg’ ij
0 =-299"phij=-2g90¢H, (7.8)
que, sustituido en (7.4) en t = 0, obtenemos (7.4). a

Definicion 7.4 F se dice que es una superficie minimal si su curvatura media en
cada punto es nula. (i.e. H(u) =0Yu e U).

Corolario 7.5 Si, para cualquier variacion normal, F' tiene drea menor o igual que
las de cualquier variacion normal de F, entonces F' es una superficie minimal

Demostraciéon La hipétesis del teorema significa que, para cada ¢, A(0) < A(t) para
todo t €la,bl. Se trata, por lo tanto, de un minimo para la funcién A(t), por lo tanto
— [y 2 H ¢ du' du® = A'(0) = 0. Como eso ha de ocurrir para toda variacién, es decir,
para toda ¢ : U — R, tomando ¢ = H, tenemos —fU2 H? du' du® = 0, lo que
implica H = 0. O

Nota 7.6 El corolario anterior es la razén histérica de que las superficies de cur-
vatura media nula se llamen minimales. Como se ha visto en ese corolario, la condicién
minimal no es realmente equivalente a que la superficie tenga drea minima entre todas
sus variaciones normales, es s6lo una condicion necesaria. Pero, de hecho, hay superficies
minimales que no minimizan el 4drea entre todas sus variaciones normales. Sin embargo,
el resultado es cierto localmente: “Si F' es una superficie minimal, para todo punto ug
existe un entorno Uy de ug tal que F' restringida a Uy minimiza el drea entre todas las
superficies de variaciones normales cuyas superficies coinciden con F' en la frontera de
Uo (es decir, variaciones en las que p = 0 sobre la frontera de Up)”. Este resultado es
una consecuencia inmediata del Lema 6.18 y del siguiente teorema (cuya demostracién
no veremos porque requiere el teorema de Stokes): “Si F' es una superficie minimal que
viene dada por la grdfica de una funcion f : U — R, entonces F minimiza el drea
entre todas las superficies de variaciones normales cuyas superficies coinciden con F
en la frontera de U”.

Nota 7.7 La férmula (7.3) también permite ver la curvatura media como el gra-
diente del funcional drea. No vamos a ser precisos tratando de explicar todas las estruc-
turas que aparecen en las definiciones que veremos a continuacion, sino que indicaremos
simplemente las ideas.

Segun la definicién que hemos dado, el espacio de las variaciones normales estd
determinado por las funciones ¢ : U — R (para ver por quéno hace falta considerar
las ¢, basta con considerar que si ¢ es una funcién de U en R, tp también lo es).

El 4rea de una variacién depende de la funcién ¢, y podemos considerar el drea
como un funcional (una funcién definida sobre un espacio de funciones)

A:{y:U—R}; AW) = /U V¥ dutdu?,
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7.2 Clasificacion de las superficies minimales de revolucion 57

donde ¢¥ es el determinante de la primera forma fundamental asociada a la superficie
FY¥ = F+4N. Si, como ocurre en R™, aqui podemos pensar que los puntos del espacio de
variaciones normales coinciden con los vectores de ese espacio, y si el calculo diferencial
es analogo al de R™, podemos hablar de derivada del funcional A en la direccién del
“vector” ¢ : U — R en el punto 0 y calcularla tomando una curva que pase por 0 con
vector tangente ¢, por ejemplo la curva tp, de modo que

_ dA(ty)
=—(0) (7.9)

= / (=2 H)p\/g du'du®.
U

D,A(0)

(Obsérvese que la curva tp se corresponde con la variaciéon normal F'+¢ ¢ N y que el
punto 0 se corresponde con la superficie F').
Por otro lado, sobre el espacio de funciones ¢ se puede definir el “producto escalar”:

(p,9) == /Uw ¢ du'du®, (7.10)

y, consecuentemente, definir el gradiente de un funcional B : {¢ : U — R} — R
como el “vector”VB : U — R que verifica

Dy,B = (VB,y) paratoda ¢. (7.11)

Este gradiente asidefinido tiene la misma propiedad que el gradiente de una funcién en
R™: VB da la direcciéon de maxima variacién de B.

Comparando (7.11) con (7.10) y (7.9), tenemos que el gradiente del drea es —2 H.
Por lo tanto, la curvatura media da la direccion de mdxima variacion del funcional
drea. Una consecuencia de ello (o, si se prefiere ver asi, una consecuencia de (7.3)) es
que si F' no es una superficie minimal, entonces la “evolucién F! = F +t H N conduce
a una superficie de menor &rea.

7.2. Clasificacién de las superficies minimales de revolu-
cién

. Cuantas superficies minimales hay?. En estos momentos se conocen muchisimas y

el problema estd més bien en ir buscando su clasificaciéon. Las conocidas eran pocas

hasta 1980. Pero, muchos anos antes, s6lo dos eran conocidas, las dos que vamos a ver
en esta seccién.

Teorema 7.8 La unica superficie minimal de revolucion reqular conexa distinta de
un plano (o trozo de plano) es la catenoide (o un trozo de catenoide).

Demostracion Ya vimos que una superficie de revoluciéon generada por una curva
(z(u),0, z(u)) admitia una parametrizacién de la forma F'(u, v) = (z(u) cos(v), z(u) sen(v), z(u))
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58 Variacion del drea y superficies minimales

y que su curvatura media escrita en esta parametrizacion es (ver archivo de Mathema-
tica)

_1 2 (u) . 7.12
2 (x w)y/a' (u)? + 2/ (u)? (7.12)
(=2 (u)z" (u) + o' (u) 2" (u))
T+ 2 (w))2 )

-Si Z’(u) = 0 en un intervalo, entonces z(u) =cte en ese intervalo, y el pedazo de

superficie generado por ese trozo de curva es un plano.

-Si 2’(up) # 0 en un punto, existe un intervalo que contiene a ug en el que z’(u) # 0,
por lo tanto es monétona y biyectiva, y tiene una inversa u(z), y podemos escribir la
curva generatriz en ese intervalo de la forma (x(2),0,2), donde z(z) = x(u(2)). Con
esta expresion de la curva generatriz, la expresion de la curvatura media (7.12) queda

1 1 2" (z)
= 2 <x(z) 2 (2)?+1 * (2/(2)% + 1)3/2>
_1d@? 1 a(z) @'(2)
2 z(2)(2(2)24+1)3/2

que se anula si y solo si

(7.13)

2 (2)* + 1 —x(2) 2”(2) = 0. (7.14)

Esta es una ecuacién doferencial de segundo orden reducible a una de primer orden con
dy dydt "

el cambio de variable y = 2/, de modo que y = — = — — = —, de donde 2/ = y 2.
de dtdr o
Sustituyendo en (7.14), tenemos la ecuacién de variables separables y2+1—z y 3 = 0, de
J 1 1
donde . iy 5 = —. Integrando en cada miembro de la igualdad, 3 In(1+y?) =lnz+C.
y x

Quitando los logaritmos, (1—|—y2)1/ 2 = ax, deshaciendo el cambio de variable, obtenemos

la ecuacién diferencial de primer orden 1+ (2)? = a?z?%. Despejando: 2’ = +v/a222 —
Separando variables,

1
————dx = dt. 7.15
Va?r? -1 (7.15)
Para hacer la integral del primer miembro de la igualdad, hacemos el cambio de variable
a x = chw, con lo que a dxr = shw dw y la integral queda

/ 1 /lshw
\/@21-2— a shw
Zw = ~arch
aw aarc (a x),

que, al sustituir en la ecuacién diferencial (7.15) da %arch(a x) =t + 6, de donde
arch(a x) =at+ady

1
= —ch(at +b), (7.16)
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7.8 Clasificacion de las superficies minimales regladas 59

que es la ecuacién de una catenaria por cuya rotaciéon se obtiene una catenoide.
Resulta de esto que la superficie de revolucién minimal ha de estar generada por
una curva con trozos de catenaria sobre el eje z, trozos de recta perpendicular al eje
z y quizds puntos ug en los que 2’'(ug) = 0 sin que se 2’ se anule en un entorno de uy.
La existencia de estos tres casos juntos es imposible en una curva C! y conexa, por lo
tanto la curva ha de ser o un trozo de recta o un trozo de catenaria, y la superficie de
revolucién ha de ser un trozo de plano o un trozo de catenoide. O

7.3. Clasificacion de las superficies minimales regladas

Una superficie reglada F'(u,v) = c¢(u)+v w(u) se dice que es no cilindrica si w’(u) #

0 para todo u. Una superficie reglada no cilindrica F'(u,v) = ¢(u)+vw(u) puede tomarse

con |w| =1y |w'| =1 sin que cambie la superficie. En efecto, si no es asi, consideremos
|wl

tiene entonces que F(u,v) = F(p(u,v)) = ¢(u) +v w(u) con |w(u| =1y w' (u)| = 1.

du. Se

u
©(u,v) = (u,v) definiendo su inversa ¢! por v = v |w(u)| y u = /
0

Notacion 7.9 En esta seccion supondremos, por comodidad permitida por la ob-
servacion anterior y salvo indicacion en contra, que si F es una superficie reglada no
cilindrica, |lw| =1 y |w'| = 1.

Si F' no es “no cilindrica”, sequiremos suponiendo |w| = 1, pero, obviamente, no
lw'| = 1.

Definicién 7.10 Dada una superficie reglada no cilindrica F(u,v) = c(u)+v w(u),
se llama linea de estriccion de la superficie a una curva a(u) = c¢(u) +v(u) w(u) sobre
la superficie que verifica (o (u),w'(u)) = 0. (Observacién: la condicién |w'| = 1 no es
necesaria en esta definicién, en realidad es equivalente el enunciar la definicién con esta
restriccién o sin ella).

Nota 7.11 La linea de estriccion de una superficie reglada no cilindrica F'(u,v) =
c(u) +v w(u) contiene todos los puntos donde F no es reqular (este conjunto de puntos
puede ser vacio en unos casos, y también toda la linea de estriccion en otros). En efecto,
dada una curva a(u) = ¢(u) +v(u) w(u) sobre la superficie, o/ (u) = ¢/ (u) +v'(u) w(u)+
v(u) w'(u), y (o/,w'y = 0sii v = — (¢, w'). Pero F no es regular donde w y ¢ +vw’ son
linealmente dependientes, i.e., ¢/ (u)+vw'(u) = A(u)w(u), y, multiplicando escalarmente
por w’, tenemos la misma expresién que antes para v, luego ese punto donde F no es
regular esta en la linea de estriccién.

Lema 7.12 Toda superficie reglada no cilindrica puede escribirse de la forma o +
v w, donde « es la linea de estriccion.

Demostracién Como w’ # 0, podemos reparametrizar w respecto de su longitud de
arco y la curva a(u) = c¢(u) — (¢, w') w es la linea de estriccién, y podemos escribir
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60 Variacion del drea y superficies minimales

F(u,v) = c¢(u) + v w(u) = a(u) + (v+ (¢, w'))w, que es la expresién que buscamos
tomando 7 = v + (¢, w’) como nuevo pardmetro v. O

Teorema 7.13 La unica superficie minimal reglada regular conexa con K # 0 o
que se anula solo en puntos aislados es el helicoide (o un trozo de helicoide).

Demostraciéon Una superficie reglada generada por un campo vectorial w(u) que se
mueve a lo largo de una curva ¢(u) admite una parametrizacién de la forma F'(u,v) =
c(u) + w(u) y la condicién de regularidad (ver (5.2)) equivale a (¢’ +vw’) Aw # 0.

Sus curvaturas media y de Gauss escritas en esta parametrizacién son (ver archivo
de Mathematica)

120w (¢ ow') Aw) (w, ¢ +ow) = |w]? (" +vw”, (¢ +vw’) Aw)
2 (@ + vw) Awl((@ + ourw)® — [wPle 1 o)

(W', ¢ Aw)?

K =

) (7.17)
|(¢ + vw') A w|? <<c’ +ow, w)” — |w|2|d + vw’P)

De la férmula para la curvatura de Gauss resulta que si w'(ug) = 0, entonces
K (ugp,v) = 0 para todo v, en contra de la hipdtesis de que K solo puede anularse en
puntos aislados. Por lo tanto la superficie es no cilindrica y, por el Lema 7.12, podemos
suponer que c es la linea de estriccion de la superficie.

Si ahora hacemos uso de lo indicado en Notacién 7.9, la expresion para H queda

12 dAw) (w, ) = (" +ow”, (¢ +vw') Aw)

: .. (7.18)
2 |(¢ +vw") Aw|((d,w)” — | + vw!|?)
de modo que H = 0 sii se anula el numerador de la expresién anterior, i.e. sii
2 <w', d A w> <w, c/> — <C”, cd A w>
+v (<w”, d A w> + <c”, w' A w>)
+0? <w”,w' A w> =0,
lo que ocurre sii se anulan los coeficientes de este polinomio en v, i.e. sii
2<w',c'/\w> <w,c’> — <c”,c’/\w> =0 y (7.19)
(W, ANw) + (", w' Aw) =0 y (7.20)
(w”,w' Aw) = 0. (7.21)
Ademaés, por
De |w| =1y |w'| =1 resulta (w,w’) = 0 (que ya hemos usado para la expresién de
H) y (w',w") = 0. Derivando la primera de estas igualdades, |w’|? + (w,w”) = 0, luego
(w,w") = —1. Por otro lado, (7.21) implica que w” es combinacién lineal de w' y w.
Por lo tanto,
w' = —w (7.22)
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Si k es la curvatura de la curva w y e; su referencia de Frenet, resulta de (7.22) que
kes = —w lo que implica (al ser |w| = 1) que e = —w, Kk = 1y —w = ¢ =
—ke1 +T1e3 = —1 w’' + Te3, de donde 7 = 0. Por lo tanto w es una circunferencia de
centro ¢ + (1/k)es = ¢ — w y radio 1. Después de un cambio de coordenadas de R3,
podemos escribir

w(u) = (cosu,senwu,0). (7.23)

Por (7.22), la igualdad (7.20) da (¢, w’ Aw) = 0, ¢ estd en el plano generado por
w y w', que, puesto que w(u) = (cosu,senu), es el plano XY del nuevo sistema de
coordenadas elegido, i.e., ¢’ = (c/,c},0), de donde se deduce que ¢ = (c¢1,c2,a u+b)
con a y b constantes.

Como c es la linea de estriccién, (¢/,w') = 0. En el abierto en el que K no se anula,
de (7.17) resulta que (w',¢ Aw) # 0y, por lo tanto, ¢ A w # 0. Como ¢ y w son
ortogonales a w', ¢ A w estd en la direccién de w’, luego ¢ ANw = (d Aw,w')w' y la
férmula (7.19) se puede escribir como

<w’, d A w> (2 <w, c’> — <c”,w’> =0 (7.24)
y, como, al ser K # 0, ha de ser (w’, ¢ A w) # 0, tenemos que
2(w,d) = (" w'). (7.25)

Por otro lado, derivando en (¢/, w’) = 0 obtenemos (¢’, w') = — (¢, w") = |por (7.22)| =
(¢, w) que, sustituido en (7.25), da

(w,d) = (", w") =0. (7.26)

Tenemos, por tanto, que (w, ¢’) = 0y que (w', ¢’) = 0. Sustituyendo en estas expresiones
la igualdad (7.23);

¢} cosu + chsenu = 0 para todo u

—c} senu + ¢ cosu = 0 para todo u

y de estas dos igualdades resulta que ¢} = ¢, = 0, luego ¢; y c2 son constantes, y la
curva c es de la forma ¢ = (¢1, c2,a u+b) y la superficie F' es F(u,v) = c(u) +v w(u) =
(c1 +vcosu,co +vsenu,a u+b). Una traslacion de R3 de vector (—cy, —c2, —b) trans-
forma esta parametrizaciéon F' en la parametrizacién candnica del helicoide dada en el
capitulo 5. Por continuidad, los puntos con K = 0 no existen O

Nota 7.14 Un teorema clésico que no demostramos en este curso por requerir
técnicas mas avanzadas establece que en una superficie minimal no llana la curvatura
de Gauss sélo puede tener ceros aislados, lo que implica que el teorema anterior se
podria enunciar diciendo que wuna superficie minimal reglada y conexa es parte de un
plano o parte de un helicoide.
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Capitulo 8

Isometrias. Derivada covariante.
Teorema egregio de (Gauss

8.1. Isometrias entre superficies

La geometria euclidea se basa en el concepto de isometria, y las propiedades geométri-
cas en el espacio euclideo R3 son las que se conservan por isometrias. En las superficies,
vamos a ver un consepto de isometria analogo al que se definié en R™. Analogamente a
la relacién entre isometrias y geometria euclidea en R3, la geometria intrinseca de una
superficie es el estudio de las propiedades que se conservan por isometrias.

En el R" euclideo hay dos modos de introducir las isometrias isometrias: a) como
aplicaciones que conservan el producto escalar y b) como aplicaciones que conservan
la distancia. Se demuestra que ambos conceptos coinciden. En el caso de superficies,
introduciremos las isometrias siguiendo el procedimiento a). Cuando definamos un con-
cepto de superficie global (y no solo superficies parametrizadas) definiremos la distancia
intrinseca entre dos puntos en una superficie, y entonces podremos introducir las iso-
metrias siguiendo el modelo b) y comprobar que ambos conceptos son equivalentes.

Definicién 8.1 Una isometria entre dos superficies parametrizadas F : U — R3
y G :V — R? es una aplicacion diferenciable y biyectiva entre las superficies f :
U — V que conserva la primera forma fundamental, o, lo que es equivalente, que
conserva el producto escalar de los vectores tangentes a la superficie en cada punto.
Es decir, df, : T,F — T,G verifica (df,X,df,Y) = (X,Y), o, equivalentemente,
If(u)(dqu, df,Y) = L.(X,Y). Si no se exige la propiedad de que f sea biyectiva, pero
se mantienen las restantes, entonces f se dice que es una isometria local.

Nota 8.2 Obsérvese que si f es una isometria local, entonces df (X)) =0 sii X =
0, luego df, es un isomorfismo, luego (cfr. Proposicion 5.17) df (u) también es un
isomorfismo, y, por el teorema de la funcion inversa, f es un difeomorfismo local.

De la definicién de isometria y del hecho de que la longitud de una curva en una
superficie se calcula usando la primera formafundamental (cfr. (5.13)), y que lo mismo
ocurre para clacular areas, se deduce inmediatamente que:
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8.1 Isometrias entre superficies 63

Proposicién 8.3 Una isometria entre superficies conserva la longitud de las curvas
y las dreas de regiones de la superficie. Es decir, con la notacion anterior, sic = Foa es

una curva sobre F(U) y B = F(A), A C (U), entonces Lb(c) = L%(foc) y Area(B) =

Area(f(B)).

Proposicién 8.4 f: U — V es una isometria local entre las superficies parame-
trizadas F : U — R3 y G : V. — R3 si y solo si para cada u € U existe un abierto
Ui C U que contiene a u tal que f|y, : Uy — f(U1) C V' es un difeomorfismo y los
coeficientes de la primera forma fundamental de las dos superficies parametrizadas por
F|Uy y Go fly, coinciden.

Demostracién Sean g;; y g, ; los coeficientes de las primeras formas fundamentales de
F y G o f respectivamente. La proposicién es consecuencia de que si f es una isometria
es un difeomorfismo local, y del siguiente calculo:

= (25D, %G ep

>:|c0moGof:foF]

Jij = out 7 Oud
_JO(foF) d(foF)\ | -O0F _OF
B < out T Oud =¥ out’ af ouJ
. . . JOF OF\
= | condicién de isometria | = <8ui’ EW> = gij- (8.1)

Proposicién 8.5 Si ¢ : R" — R™ (n > 3) es una isometria de espacios vectoria-
les, F : U — R} CR" y G :V — R3 C R" son dos superficies parametrizadas y
¢ restringida o F da G, es decir, po F' = G o f para alguna [ (o, equivalentemente,
Plrw) = f donde f esté definida), entonces f es una isometria local de superficies. Si
F y G son inyectivas, entonces f es una isometria.

Demostracion Como ¢ es una isometria de espacios euclideos, ¢ = ToR, T una
traslacién y R una aplicacién lineal (R € O(R")). La condicién ¢|p ) = f implica que
es una isometria local. Si F'y G son inyectivas, entonces f = G~ o ¢ o F es biyectiva.
O

Ejemplo 8.6 de superficies isométricas que no proceden de isometrias
extrinsecas (es decir, que no proceden de aplicar la Proposicién 8.5 con
n = 3). Consideremos la superficie parametrizada catenoide F :)0,27[xR — R3;
F(u,v) = (a ch(v/a)cosu,a ch(v/a)senu,v) y el helicoide G :]0,2m[xR — R3;
G(u,v) = (vsenu,vcosu,a w). La aplicacion f :]0,2n[xR —]0,27[xR; f(u,v) =
(—u,a sh(v/a)) define una isometria entre las superficies que no procede de ninguna
isometria de R3.
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64 Isometrias. Derivada covariante. Teorema egregio de Gauss

Demostracién Puesto que la aplicacién f es biyectiva, para probar que es una iso-
metria bastard con probar que es una isometria local aplicando la Proposicién 8.4.
Calculamos: G o f(u,v) = (—a sh(v/a)senu,a sh(v/a) cosu, —a u),

/ _<3(G0f) a(GOJ‘)>

we T Ou
((—a sh(v/a) cosu, —a sh(v/a)senwu, —a), (—a sh(v/a) cosu, —a sh(v/a) senu, —a ))
a (sh(v/a) 1)
(G I(Gof)
< 8u v >

((—as (v/a) cosu, —a sh(v/a)senu, —a), (—ch(v/a)senw,ch(v/a)cosu,0)) =0
<8 (Gof) 0(Go f)>
ov ov

gU'U =
= ((—ch(v/a) senu, ch(v/a) cosu,0), (—ch(v/a) sen u, ch(v/a) cos u, 0)) = ch(v/a)?
F OF
ou’ du >
= ((—a ch(v/a)senu,a ch(v/a) cosu,0), (—a ch(v/a)senw,a ch(v/a) cosu,0))
= a’ch(v/a)?.
Guv =

{((—a ch(v/a)senu,a ch(v/a)cosu,0), (sh(v/a) cosu,sh(v/a)senu, 1)) = 0.
F 3F>

o
<2F ory
<8

((sh(v/a) cosu,sh(v/a)senu, 1), (sh(v/a) cosu,sh(v/a) senu, 1)) = sh(v/a)? + 1

Y de esta coincidencia de g;; con ggj se deduce la isometria local. Si esta isometria pro-
cediera de la restriccién de una isometria de R3, también deberfan de coincidir (quizds
salvo el signo) los coeficientes de la segunda forma fundamental, lo que se puede com-
probar que es falso revisando los célculos que hicimos en capitulos anteriores para la

segunda forma fundamental de las superficies regladas y las superficies de revolucién.
O

Nota 8.7 El ejemplo anterior es parte de una familia de superficies parametrizadas
que son todas localmente isométricas entre si. Se trata de la familia Fy :)0,2m[xR —
R3; Fy(u,v) = cost F(u,v) +sent G o f(u,v), donde F, G y f son las aplicaciones
definidas en el ejemplo anterior, y t € [0,7/2]. Fy coincide con la catenoide y Fr o
coincide con el helicoide. Para cada s <t € [0,7/2] la aplicacion fs(u,v) = (u,v) es
una isometria de Fy en Fy.

64



8.1 Isometrias entre superficies 65

Demostracién Calculamos los coeficientes gfj de la primera forma fundamental para
la superficie F}. Para ello, primero observamos que

OF 0(Gof)
<%’ ov

que, aplicado al calculo de los coeficientes g;; da

t aFt 8Ft
Juu = < du’ du > ou ' ou ou
= cos(t)%a®ch(v/a)? +s ( )2a®ch(v/a)? = a®ch(v/a)?

< A(G o f)
gfw:<8Ft 3Ft> < st——l—se tu,cost—F+senta(Gof)>

F
st— +sent cost— +sent

2eo0)

ou ov ov
v/a + sentcost( ach(v/a)*) +0=0

= 0 + costsen tach
gfw aFt 8Ft 9(Gof) , COS t—F + sen t—a(G °f)
ov ov ov

_Cos() Ch(v/ )%+ () 2ch(v/a)? = a*ch(v/a)?,

+ sent———=

que coincide con las expresiones de los coeficientes de la primera forma fundamental de
la catenoide y del helicoide. O
Los siguientes dibujos muestran algunas de las superficies de la familia F; e indican
intuitivamente como permiten pasar de manera continua de la catenoide al helicoide
por isometrias:
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66 Isometrias. Derivada covariante. Teorema egregio de Gauss

8.2. La derivada covariante

En el estudio de la geometria extrinseca introdujimos conceptos geométricos locales
con el auxilio del cédlculo de derivadas. Aqui vamos a operar de modo analogo, pero
para ello necesitamos, en primer lugar, un calculo de derivadas intrinseco. Para intuir
como puede ser este cdlculo diferencial intrinseco, podemos pensar del siguiente modo:
un habitante bidimensional de la superficie puede tener una idea, como aproximacién
de lo no lineal, de los objetos lineales tangentes a la superficie (de modo andlogo a como
un terrestre puede pensar que un trozo del planeta Tierra es plano), pero es incapaz de
observar cualquier cosa, aunque sea lineal, que se salga del plano tangente al punto de
la superficie desde el que observa ese habitante. Esta consideracion nos lleva a:

1) derivar solo campos vectoriales tangentes a la superficie;

2) como la derivada direccional de un campo tangente no tiene por qué ser tangente,
tomaremos como su derivada s6lo su componente tangencial (que serfa la tinica parte
“observable” de la derivada). Esta serd la que llamaremos derivada covariante.

Naturalmente, después de dar la definicién siguiendo la intuicién anterior, compro-
baremos que realmente se trata de un concepto intrinseco mostrando su invariancia por
isometrias.

Definicién 8.8 Sea Y un campo vectorial tangente de una superficie F : U — R3,
Para cada w € U, X € T, F, se define la derivada covariante VxY de Y en la direccion
de X por

VxY =DxY — (DxY,N) N (i.e. VxY = parte tangencial de DxY ). (8.2)
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8.2 La derivada covariante 67

Proposicién 8.9 Férmula de Gauss
VxY =DxY — (LX,Y)N. (8.3)

Demostracién Como — (DxY,N) = —Dx (Y,N) + (Y,DxN) = — (Y, LX), de la
definicién (8.2) de VxY resulta la expresién anterior (8.3) llamada férmula de Gauss.
O

Resulta de esta definicién que si X e Y son campos vectoriales diferenciables, tam-
bién lo es VxY (por serlo DxY'). Para el estudio de las propiedades formales de la
derivada covariante sera util la siguiente:

Definicién 8.10 Si X, Y son dos campos vectoriales sobre una superficie F : U —
R3, su corchete de Lie [X,Y] es el campo vectorial sobre la misma superficie definido
por [ X, Y] =DxY — Dy X.

Proposicién 8.11 Si X e Y son campos vectoriales tangentes, entonces [X,Y]
también lo es.

Demostracién En efecto: ([ X,Y],N) = (DxY — Dy X,N) = Dx (Y,N)—(Y,DxN)—
Dy (X,N) + (X,DyN) = (Y, LX) — (X,LY) = 0. O

Proposiciéon 8.12 Sean W, X € T, F, Y, Z campos vectoriales definidos sobre la
superficie, f una funcion diferenciable sobre la superficie. Se verifica que:

0) V(Y +2) = VxY + VxZ

b) ViswY = VxY + Vip Y

&) VixY = Fu)VxY

d) Vx(fY) = f(u)VxY + (Dx [) ()Y
¢) VyZ -V, =Y, Z]

f) Dx (Y, Z) =(VxY,Z) + (Y, VxZ)

Demostracién Dejamos para el lector la demostracién de las propiedades a) a d).
Hacemos las otras dos:
e)VyZ —-VzY =DyZ—(LY,Z)—DzY +(LZ,)Y) =Y, Z],
f) Dx (Y, Z) = (DxY,Z) + (Y, DxZ) = |usando la férmula de Gauss| =
(VxY +(LX,)Y)N,Z)+(Y,VxZ +(LX,Z)N)=(VxY,Z)+(Y,VxZ). O

Vamos a ver ahora la expresién de la derivada covariante en coordenadas, es de-
cir, usando la base candnica del plano tangente asociada a una parametrizacién de la
superficie.
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68 Isometrias. Derivada covariante. Teorema egregio de Gauss

Consideremos la base canénica {Fy, Fo} asociada a una parametrizacién. La deri-
vada covariante Vg, Fj es un campo vectorial tangente, por lo tanto en cada u € U se
podra poner como combinacién lineal de F,F5. Denotemos por I’fj (u) a las componen-
tes de Vg, Fj(u) en la base {Fy, F5}.

Definicion 8.13 Las funciones reales Ffj definidas sobre la superficie F : U — R3
se llaman simbolos de Christoffel de la superficie parametrizada F'.

Usando coordenadas de la superficie y los simbolos de Christoffel, las derivadas
covariantes se calculan de acuerdo con las férmulas siguientes:

Proposicion 8.14

2
) VXV = (XZ?; )+XYJZF )

k,i=1 k=1

b) Fyj =T5F, + hiN

Demostraciéon Aplicando las reglas de derivacién dadas en la Proposicién 8.12,
2 2 2

VxY =Y X'Vr(YF)= > (XDpY)Fj+ X'YIVsF; = > (X(DpY?)Fj+
',j 1 i,j=1 =1
2 ayk o2
X'y’ Zr Fp=>_ <Xz G T XY Zr@.) F
i,k=1 k=1
La segunda expresién sale de la féormula de Gauss y la definicion de simbolo de

Christoffel: Fj; = Dp,Fj = Vi F; + (LF,, F;) N = > TJFp + hi;N. O
k

Como consecuencia de estos calculos se tiene que los simbolos de Christoffel estdn
determinados por la primera forma fundamental y que la derivada covariante es inva-
ginate por asometrias locales. Ese serd el contenido de las dos proposiciones siguientes.

Proposicion 8.15 Los simbolos de Christoffel vienen dados, en términos de los

2
' ; L Ogei | Ogy;  0gij
coeficientes de la primera forma fundamental, por Ffj == E gt < L
’ J i 0
2 — ou ou ou

Demostracién Usando la férmula b) de la Proposicién 8.14,

2
(Fij, Fy) =) T (F, Fy) = ZFW gres
r=1

de donde, multiplicando por la matriz inversa de (g;;),

[\

Z Fzg gMg Z <Fz]7 FZ> QEk- (84)

rd=1 =1
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8.2 La derivada covariante 69

Por otra parte,

0 0 0
- (F;, Fy) — (Fy, Fyj) = — (Fi, Fo) — @<

i 1) = 5,5 oui

Fi, Fy) + (Fig, Fy)

y (Fij, Fr) = (Fji, Fy) = 5’(21 (Fj, Fy) — (F;, Fyi) , de donde (Fy, Fj) = — (Fj, Fy) + éfﬂ (F}j, Fy)
que sustituido en la primera expresién de (Fj;, Fy) da
d d 0 0
(Fij, Fo) = EW (B3, Fy) — (B3, Fyj) = EW (Fy, Fo) — Dl (£, Fj) — (Fyj, Fo) + I (Fj, Fy)
y despejando (Fjj, Fy),
(£, Fy) = ! <aaj (Fy, Fy) — ;E (F5, Fy) + 681 (Fj, Fe>>>
que, sustituido en (8.4) da la férmula buscada. O

Proposicién 8.16 La derivada covariante es invariantes por isometrias locales. Es
decir: Si f es una isometria local entre dos superficies F : U — R3 y G V — R3,
V denota la derivada covariante en I y V' en G, entonces dfu(VxY) =V X)df( ).

Demostracién Como f es una isometria local, f es un difeomorfismo local, luego,
dado u € U, f e sobres undifeomorfismo un abierto de U que contiene a u, y, sobre
ese abierto, la parametrizacién G o f es equivalente a la parametrizacién G y, por la
Proposicién 8.4, g;; = g. ;» donde g;; son los coeficientes de la primera forma fundamental
de F: U — R}y ggj los de Go f : U — R? (observase el abuso de notacién
de seguir usando U en lugar del abierto de U que contiene a u del que acabamos
de hablar). Resulta de esta igualdad y de la férmula dad en la Proposicién 8.15 que
los correspondientes simbolos de Christoffel en ambas superficies parametrizadas son
1guales Fk = F’ K . Ademas, para la imagen por la isometria f de un campo vectorial

] l Z l f)
Z = ZZFesdfu ZZ w)df,(F. ZZ auz ZZ W :
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70 Isometrias. Derivada covariante. Teorema egregio de Gauss

Aplicamos ahora la férmula a) de la Proposicién 8.14 y obtenemos

Vclf ydf (V) = Z Xi(Gof); ZYJ Gof

QY
:iZjX o

£+ 3 XYIT(G o i

7]7

—Z aw foF);+Y X'YITE(foF)y

1,5,k

YT Fy | = df,(VxY).

=df, ZX’

.7,k

8.3. Teorema “egregium” de Gauss

El teorema con el que acabamos este capitulo tiene nombre de teorema “excepcio-
nal” (egregio). Sin embargo, como veremos, su demostracién no es muy atractiva: sélo
un calculo. ;Qué tiene, pues de egregio?, el resultado. Dice que la curvatura de Gauss es
una cantidad intrinseca. Y eso es un resultado fantastico, porque la curvatura de Gauss
K es un invariante algebraico de la segunda forma fundamental, y la segunda forma
fundamental es, por definicion, la codificacién algebraica de la geometria extrinseca de
la superficie. Lo sorprendente del resultado es que algo definido de modo extrinseco
resulta ser intrinseco.

En realidad Gauss llegé a esta conclusién por procedimientos mas “bonitos”, in-
terpretando la curvatura de Gauss en términos del area, que es intrinseca. Pero la
demostracién que encontré de esa interpretacion no era totalmente rigurosa, asi es
que se esperd a tener el cdlculo que reproducimos a continuacion, que es tedioso, pero
riguroso, y entonces es cuando publicé el resultado.

Teorema 8.17 Teorema Egregium de Gauss La curvatura de Gauss de una su-
perficie depende solo de la primera forma fundamental y, por lo tanto, es invariante por
isometrias locales. Su expresion concreta en términos de la primera forma fundamental
es:

k

2
1 ors.
- - S gom (r’ﬁ,2 S Z (F - 2rg})> donde Ty 1= = (8.5)
m=1
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8.8 Teorema “egregium” de Gauss 71

Demostracién Partimos de la expresién b) de la Proposicién 8.14, lo que da:

NE

Fij = 3 (ThFe + T Foc) + hijuN = his LF

~
Il
-

I
M)

9 2
(FfmFg + T35 TikF + hék:N)> + hijeN = hij Yy Li'Fn

m=1

L

2 2
= (Ffj,k + Z P;?ank - hw‘Li) Fy+ (Z F?}hmk + hij,k:) N
m

/=1 =1 m=1

1 m=1

ol

El mismo célculo para Fj; da

2

2 2
Fij = Z (ka, i+ Z TT, — h,-kL§> F+ (Z T i + hi,w) N
m=1 m=1

(=1

Y, como Fjji, = Fyj, igualando los coeficientes de Fy de ambas expresiones, tenemoa
2 2
l m1¢ L _ 1t m¥ l
Uik + Z U35 U = hijLy = Dy 5 + Z il — hikL;

Agrupando los términos con los simbolos de Christoffel a un lado y los que llevan h
o L al otro, multiplicando ambos miembros de la igualdad anterior or g, sumando a
lo largo de ¢, y tomando i = j = 1, k = r = 2 (y cambiando ¢ por m), obtenemos la
expresién (8.5). a
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Capitulo 9

Transporte paralelo. Geodésicas

9.1. Derivada covariante de un campo vectorial a lo largo
de una curva

Definicién 9.1 Sea c = Foa : I — R3 una curva diferenciable sobre una superfi-
cie F: U — R3, a: 1 — U. Un campo vectorial tangente diferenciable X a lo largo
de ¢ (0 “sobre ¢”) es un campo vectorial diferenciable X : I — R3 a lo largo de ¢ que
verifica X (t) € Ty F.

Proposicion 9.2 Un campo vectorial tangente Y a lo largo de ¢ es diferenciable
sil las funciones Y'(t) definidas por Y (t) =Y, Y'(t)F;(u(t)),son diferenciables.

Demostracién Es evidente que si Y(t) son funciones diferenciables,.entonces Y (t)
es diferenciable. Reciprocamente, si Y'(¢) es diferenciable, entonces Y*(t) = 3, g” <

Y(t), Fj(a(t)) > es diferenciable (el cdlculo anterior es: Y-, g% < Y (t), Fj(a(t)) >=
3597 <YE)Fi(a(t), Fi(a(t)) >= ;979 Y* = Y7). 0

Nota 9.3 Sea X € T, F, ¢ = F o «, una curva en la superficie F' tangente a X en
t=0, d(0) = X. Para todo campo vectorial Y sobre la superficie se tiene que

VaY = DyY - (Dyv.N) N = D20 - <de;’ “0), N<c<o>>> N(e(0)),

de donde de deduce que VxY depende sdlo de los valores que Y toma a lo largo de una
curva « tal que ¢ = F o a es tangente a X en u = ¢(0), y que es independiente de la
curva elegida cumpliendo estas condiciones.

Por lo tanto, para que VxY esté bien definida basta Y sea un campo vectorial
tangente a lo largo de una curva ¢ de la superficie tangente a X.

Esto permite dar la siguiente definicion.
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Definicion 9.4 Sea X un campo vectorial tangente a lo largo de una curva dife-
renciable ¢ de una superficie F : U — R3. Se llama derivada covariante de X en la
direccion de ¢ a

_ = - —_ /
= NN 1(d, X). (9.1)

VX dX dX dX
= N
() =3
Nota 9.5 Si ¢ es una curva reqular, la definicion anterior coincide esencialmente
con VX . La tnica diferencia es que con la segunda manera de escribir (i.e. Vo X)
pensamos en la definiciéon de derivada covariante 8.8, que requiere que X esté definido
en un entorno abierto de u, mientras que en la segunda sélo exigimos que X esté definido
a lo largo de la curva c.
Se puede quitar la palabra “esencialmente” y decir que coinciden en sentido estricto

en el caso de que X sea un campo vectorial tangente si se considera su campo vectorial

. . VXoa
a lo largo de ¢ asociado X o a, se tiene entonces que Vo X = ———

Sin embargo, si c no es reqular, los resultados pueden ser muy diferentes. En efecto,
supongamos que c¢ es una curva constante: ¢(t) = F(ug) y que X es un campo vectorial
X : I — R3 con X(t) € T,,F para todo t tal que % = 0 para todo t. Para este
caso la definicién 8.8 no tiene sentido, porque Y no se puede considerar nunca como un
campo vectorial tangente a la superficie, no hay ninguna posible extensién de X (¢) a un
campo vectorial tangente a la superficie definido en un entorno de ug, pues su valor sélo
estd definido en el punto F(ug). Sin embargo tiene perfecto sentido calcular dt = dd)t(
(Obsérvese que, al ser siempre X (t) € T,,,F, se tiene que también < W € T, F, por lo
que <d£ , N > = 0. También se llega al mismo resultado usando la segunda igualdad de
(9.1), ya que la curva c es constante y, por lo tanto, ¢ = 0).

De la definicién (9.1) y la definicién de los simbolos de Christoffel se deduce que:

Proposicién 9.6  a) Se siguen verificando las propiedades andlogas a a), d) y f)
de la Proposicion 8.12, es decir:

VY +2) _VY VZ

dt dat ' dt’
V(fY),,. VY df
20 = flal) - + S a®)Y ),

d \24 \%

b) Sic(t)=Foa(t), alt)= (ur(t),u*(t)), Y(t) = > ._2 ¥'(¢)Fi(a(t)), entonces
2

k U
Z dY ngddt YI(t) | Fr(a(t)). (9.2)

Demostracién La demostracién de a) es exactamente la misma que la de los corres-
pondientes apartados para V.
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La demostracién de b) es exactamente igual que la de 8.14 a) si se tiene en cuenta
VFz o«
e S —

i = Vo F; como se indico en la nota 9.5. O

qu

9.2. Transporte paraleo a lo largo de una curva

Definicion 9.7 Un campo vectorial tangente X a lo largo de una curva c = F o «,
a: 1 — U en una superficie F : U — R3 se dice que es paralelo si Vd—f = 0 para todo

tel.

Si F' es un plano, X paralelo a lo largo de cualquier curva en el plano equivale a
que X sea un campo vectorial constante, i.e., un campo paralelo (en el sentido de la
geometria elemental) a si mismo. De ahi procede el nombre de la Definicién 9.7.

En el plano, un campo vectorial es paralelo (i.e. constante) si tiene médulo constante
y forma un angulo constante con una direcciéon dada. Esto, en una superficie, se traduce
por la siguiente propiedad:

Proposicion 9.8 : Sean X, Y campos vectoriales paralelos a lo largo de una curva
¢ de una superficie F. Entonces (X,Y) (t) es constante. En particular, | X (t)|, |Y(¢)]
son constantes y el dngulo formado por X e Y es constante.

X Y
Demostracién % (X,)Y) = <th, Y> + <X, th> =0, luego (X,Y) = cte. Toman-

do X =Y sale que |X| e |Y] son constantes. Resulta de todo esto que cos (£(X,Y)) =
XY) _ cte O
[ XY] '

Teorema 9.9 Sea ¢ = F o« una curva diferenciable sobre la superficie F' definida
sobre un intervalo [a,b]. Sea Yy € Ty q)F. Entonces existe un tnico campo vectorial
paralelo Y a lo largo de c tal que Y (a) = Y.

Demostracién De (9.2) resulta que Y (¢) es paralelo a lo largo de ¢ si y sélo si se

verifica el sistema de ecuaciones diferenciales

dy’* e dut

— 4 'Y, —YJ(t) =0,

dt Yt ®)

Z?J
y la condicién Y(a) = Yy es el conjunto de condiciones iniciales Y*(a) = Y para el
sistema de ecuaciones diferenciales anterior. Por los teoremas de existencia, unicidad
y prolongacién de las soluciones de E.D.O, existen tinicas funciones Y*(t) soluciones
del sistema de ecuaciones diferenciales en el intervalo [a, b] verificando las condiciones
iniciales dadas. U

Este teorema permite dar la siguiente:

74



9.8 Geodésicas y curvatura geodésica 75

Definiciéon 9.10 Se llama transporte paralelo a lo largo de una curva diferenciable ¢
de F desde c(a) hasta c(t) a la aplicacion P§ : Tyq)F — Ty F tal que Pj(Yy) =Y (1),
siendo Y (t) el inico campo parlelo a lo largo de ¢ que verifica Y (0) = Yp.

Proposicién 9.11 P! es una isometria.

Demostracién Comprobemos primero que P} es lineal: si P{(Xo) = X(¢) y Pi(Yy) =

\Y v
Y (t), para todo A, € R se verifica que @()\X +uY) = )\W + b = 0y (AX +
1Y )(0) = AXo + uYp. Aplicando de nuevo el teorema de unicidad de la solucién de una
E.D.O. tenemos que P(AXo + pYy) = APt Xo + uPYp.
Que P! conserva el producto escalar es consecuencia inmediata de la Proposicién
9.8. O

9.3. (Geodésicas y curvatura geodésica

Las rectas en el plano pueden ser caracterizadas de dos formas: como aquellas cur-
vas que minimizan la distancia entre cualesquiera dos de sus puntos y como aquellas
curvas que pueden ser recorridas sin aceleracion. El concepto que generaliza el de recta
en las superficies es el de geodésica. Para definir esa generalizacion usaremos la segunda
caracterizacién de recta, restringiendo incluso un poco mas el concepto. Las geodési-
cas de una superficie serdan no sélo las curvas que pueden recorrerse sin aceleracién,
sino las curvas recorridas sin aceleracién. Con esta definicién resultara que el concepto
de geodésica estd ligado no solo a la curva geométrica, sino también a la parametri-
zacion de la misma, de modo que para que una curva sea geodésica ha de tener una
parametrizacion especial.

Definiciéon 9.12 Una curva reqular ¢ = Foa, a : I — U es una geodésica de
una superficie F : U — R3 si ¢(t) es un campo vectorial paralelo a lo largo de c, i.e.
v
——(t) = 0 para todo t € I.
dt

Proposicién 9.13 Si ¢(t) es una geodésica, entonces |c'(t)] = cte y t = as + b,
donde s es el parametro longitud de arco de ¢, y a, b son constantes reales. .

Demostracién Si ¢(t) = Foa, a: [d,6] — U es geodésica, ¢/(t) es paralelo a lo
largo de ¢y, por 9.8, a :=|/(t)| es constante . Entonces el pardmetro longitud de arco
s de ¢ viene dado por s(t) = f; | (t)|dt = a(t —d) = at —ad = at — b, con b=ad. O

Nota 9.14 Sit = ¢(s) es una reparametrizacion de una curva c(t) sobre una su-
perficie y hacemos la misma reparametrizacion del campo vectorial X (t) tangente a
la misma superficie a lo largo de esa curva, i.e., consideramos X o p(s) tenemos que

Voo Ao (D NN = Dow o) - o (Soe NN =

ds - ds ds
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76 Transporte paralelo. Geodésicas

VX _ . .
o o o @. Por lo tanto, si se trata de derivar el propio vector tangente a la curva
. d(co ., dc .
esols) = D0 o) o)) = p()¢ (p(5)), tenemos que
< . / /
VEOP ()= V) C00) () _ ) o p(s) + 4l o opls).  (93)

Resulta de ello que si el cambio de pardmetro no es lineal (de la format =a s+b),
la anulacién de una derivada covariante no es equivalente a la de la otra, de acuerdo
con la observacion anterior de que para que c(t) sea geodésica el pardmetro t ha de ser
una funcion lineal de s.

Nota 9.15 En el plano ¥ = %, luego c(t) es una geodésica sii c(t) = tXo + Yo,
i.e, si c(t) una recta parametrizada por un pardmetro t = as + b, siendo s la longitud
de arco de ¢ (|| = |Xo| = a, b = ad).

En el plano las rectas son también las curvas de curvatura cero. Para caracterizar
de igual modo las geodésicas vamos a definir una curvatura intrinseca para las curvas
en una superficie.

Definicion 9.16 Dada una curva reqular ¢ = Foa, a : I — U, llamaremos
referencia de Frenet (intrinseca) de c en F' a los campos vectoriales tangentes et), ea(t)
definidos a lo largo de la curva ¢ por €1(t) = d(t)/|c(t)|, y ea(t) elegido de modo
que {€1,e2} sea una base ortonormal de Ty F' con la misma orientacion que la base
canonica {Fy, Fa}.

Esta definicién es equivalente a la siguiente:

Proposicién 9.17 Dada una superficie parametrizada F : U — R3 y el campo
Fi NFy

‘Fl A Fg‘
de Frenet de c(t) en F estd formada por los campos vectoriales €1(t) = (t)/|d(t)] y
ex(t) = N(a(t)) Ne(t).

vectorial unitario normal N = , ¥y una curva de la superficie ¢, la referencia

Demostraciéon Basta con comprobar que las bases {F1, Fo} y {€1,62 = N A€} defi-
nen la misma orientacién, lo que es consecuencia de que e; A (N Aep) = N. O

Nota 9.18 La derivada covariante comparte la siguiente propiedad con la derivada
ordinaria: “Si X es un campo vectorial unitario tangente a una superficie a lo largo

VX
de una curva, entonces <dt’X> = 07. En efecto, por ser 1 = (X, X), derivando

oz2<X,VX>:o.
dt
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9.8 Geodésicas y curvatura geodésica 77

Esta propiedad tiene como consecuencia que E es ortogonal a €; y, por lo tanto, esta
en la direccién de €s, lo que permite definir la curvatura geodésica de una curva de
una superficie de modo completamente analogo a como definiamos la curvatura de una
curva en el plano del siguiente modo

Definiciéon 9.19 La curvatura geodésica de una curva ¢ sobre una superficie ' es
la funcion definida en cada punto de la curva por la expresion:
Ve,

=10 k(1) 22(0). (9:4)

0, lo que es equivalente:

1 Ve,
ko(t) = ——,8(t) ). 9.5
o0 = i () (95)

Nota 9.20 Obsérvese que la expresion (9.4) confirma que la referencia de Frenet
es intrinseca (como corresponde a su definicion) a pesar de que se calcula usando el
vector unitario normal.

Proposicién 9.21 Sea ¢ una curva regular en una superficie F, K su curvatura
como curva de R3, kg su curvatura geodésica y kn su curvatura normal en la superficie
F. Entonces kea = kgea + kyN. Es decir, la curvatura geodésica de una curva es una
superficie es la componente tangencial de la curvatura de la curva en R3.

d61
Demostracién Por las férmulas de Frenet de una curva en R3, || k e3 = =

dt

V61 _ _
i + (L e1) N = || kg e+ || (Ler,e1) N = || (kgea + kn(')N). O

A partir de ahora vamos a hacer un estudio de las propiedades de la curvatura
geodésica de una curva sobre una superficie que tienen su correspondencia perfecta con
las propiedades de la curvatura de una curva en el plano. Es interesante que el lector
estudie estas propiedades recordando las propiedades en el plano R? y comparando con
ellas.

Proposicién 9.22 k, no cambia por un cambio de pardmetro de ¢ que conserve la
orientacion. Cambia de signo con un cambio de pardmetro que cambie la orientacion.
Cambia de signo con un cambio de la orientacion de la superficie, es decir, con una
reparametrizacion de la superficie que cambie la orientacion de la base candnica.

Demostracién De 9.21 resulta que k; = & (€2, €2). Si se hace un cambio de parametro
de ¢ conservando la orientacién, no varian ni x, ni eo, ni €3 , luego no varia k.

Si se hace un cambio de pardmetro de c invirtiendo la orientacién, x no varia, e;
cambia de signo, por lo tanto e; cambia de signo, mientras que ez no cambia de signo,
luego k, cambia de signo.

Si se cambia la orientacién de {Fy, Fo} cambia el signo de N, luego cambia el signo
de €2, sin que cambien k ni e, por lo tanto k, cambia de signo. O

77



78 Transporte paralelo. Geodésicas

Proposicién 9.23 Caracterizacién de las geodésicas por k,: Una curva regu-
lar ¢ : I — F(U) sobre una superficie F' es una geodésica si y solo si tiene curvatura
geodésica cero y estd parametrizada con un pardametrot = a s+b, donde s es la longitud
de arco de ¢ y a,b € R,

Demostracién Si ¢ es una geodésica, se deduce la Proposicién 9.13 y de la definicién

de k4 que t = as + b y que k; = 0. Reciprocamente, si se cumplen esas condiciones,

\Y% / 1 1V /
COmO, por (94)7 kg — 0 equivale a % = 0 y El = ﬁ = acl, se tiene que ETE — O

y, por lo tanto ¢(t) es una geodésica. O

Proposiciéon 9.24 Ecuaciones de Frenet para una curva en una superficie. Si ¢ es
una curva sobre la superficie:

Ve
d—sl = || kyer = —|¢| kger. (9.6)

Demostraciéon La primera ecuacién es la definicién de ky. Para obtener la segunda
- Ve Ve
partimos de la Nota 9.18 por la cual <%,€2> =0, por lo que 72 - <2,€1>61 =

ds ds
d Ve
(dS <ég,€1> — <€2d81, >> e = — <€2, ’C/’ ]{79§2>§1 = —|Cl| kgél. [l

Vamos a ver ahora una interpretacién geométrica de la curvatura geodésica seme-
jante a la que se dio para la curvatura de una curva plana:

Ves

Proposicién 9.25 La curvatura geodésica de una curva es (salvo la parametriza-
cion) la derivada del dngulo que la tangente a la curva forma con una direccion paralela
a lo largo de la curva. Con mds precision: Sea ¢ : I — F(U) una curva sobre la super-
ficie F : UR3, ¢ = Foa, Y(s) un campo paralelo a lo largo de c. Sea ¢(s) es el dngulo
que forma Y (s) con c'(s) = |c/(s)| e1(s), entonces ¢'(s) = —|c'(s)|kq(s)

Demostracién Puesto que Y(s) estd en el plano generado por e1(s) y €2(s), podemos
escribir Y (s) = cos ¢(s) €1(s) + senp(s) ez(s), de donde:

VY
0= E(S) = —sen(p) ¢’ € + cos(p) || kyez + cos(p) ¢ 2 —sen(p) || kger (9.7)
— —sen(@)(@ + I] kg)er + cos(@)(hy + |¢] &)ee (9.5)
de donde se deduce que ¢'(s) = — || kg(s). O

Nota 9.26 Obsérvese que esta propiedad (kg = —¢'(s)) da un método prdctico para
calcular el transporte paralelo a lo largo de una curva.

En el plano, por un punto y en una direccién pasa una unica recta. El resultado
analogo para las geodésicas es el siguiente:
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Proposiciéon 9.27 : Dado un punto w € U, Y € T,,,F, Y # 0, existe un € > y
existe una Unica geodésica ¢ = Foa, a:] —e,e[— U, tal que a(0) = ug, ¢(0) =Y.

Demostraciéon Por la definicién de geodésica 9.12 y la expresion (9.2) que da el
célculo de la derivada covariante en coordenadas resulta que c(t) es una geodésica
de F con las condiciones iniciales dada antes si sus coordenadas u‘(t) (definidas por
a(t) = (ub(t),u?(t)) verifican el sistema de ecuaciones diferenciales

d?uk 2 o dut du’
a2 +ij:1F” a0 k=L (9:9)
ub(0) = uf, donde ug = (ug, ud) (9.10)
d k
%(0) =Yk, dondeY = Y'F, + Y22 (9.11)

Entonces la proposicién resulta del teorema del teorema de existencia y unicidad de
soluciones de sistemas de ecuaciones diferenciales. O

9.4. Ejemplos de geodésicas y de calculos de transporte
paralelo

Ejemplo 9.28 FEn la esfera las geodésicas son las circunferencias mdzimas. En
efecto: tales circunferencias se obtienen por interseccién de la esfera con planos pasando
por el origen. El vector normal ey de una tal circunferencia en un punto estd en la
direccién del radio de la esfera que, a su vez, esté en la direccién del vector normal a la
esfera V. Por lo tanto, resulta de la Proposicién 9.21 que la curvatura geodésica de una
tal circunferencia es cero y, por 19.23, es una geodésica cuando se parametriza respecto
de su longitud de arco.

Por otra parte, para todo punto p de la esfera y todo vector X, el plano que pasa
por el centro de la esfera y contiene a p y p+ X corta a la esfera en una circunferencia
maxima ¢ que pasa por p y tiene X como vector tangente. Por 9.27 y por lo que
acabamos de ver, esta circunferencias c es la Unica geodésica que pasa por p y con X
como vector tangente. Por lo tanto las circunferencias méximas son todas las geodésicas
de la esfera.

Ejemplo 9.29 En el cilindro los mismos argumentos utilizados en 9.28 muestran
que las circunferencias que se obtienen por interseccion del cilindro con planos per-
pendiculares al eje del cilindro son geodésicas del cilindro. También lo son las rectas
generatrices, pues en ellas kg = k = 0.

Si queremos obtener todas las geodésicas habremos de enfocar el problema de otro
modo. Observemos que el cilindro F'(u,v) = (r cosu, r senu, v) es localmente isométrico

U
al plano mediante una isometria f de la forma f(u,v) = F(—,v). Como las geodésicas
r

del plano son de la forma c(s) = (6 +a s,d+b s), las del cilindro son localmente de la
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80 Transporte paralelo. Geodésicas

forma foc(s) = F(%(é—ka s),d+b s) = (rcos <i(5+a 5)> , T sen <i(5+a s)> ,d+

b s), que son hélices apoyadas en el cilindro, que se convierten en circunferencias cuando
b=0 y en rectas cuando a = 0 (las dos familias de geodésicas obtenidas antes por otro
razonamiento).

Ejemplo 9.30 Transporte paralelo a lo largo de un paralelo de la esfera.

Consideremos la esfera S con la parametrizaciéon F(u,v) = (cosu cos v, cos usen v, sen u),
(u,v) €] — 7/2,7/2[x]0,27[. Sea c(t) el paralelo de S? dado por c(t) = F(a,t) (ie.
u(t) = a, v(t) = t). El vector unitario normal “hacia afuera” de S? a lo largo de c es:
N oc(t) =c(t) = (cosacost,cosasent,sena).

De la expresion de ¢ (un paralelo obtenido cortando la esfera por el plano z = sen a)
se deduce que ¢ es una circunferencia de radio cosa, vector unitario normal es di-
rigido hacia el eje z dado por ex(t) = (—cost,—sent,0), vector unitario tangen-

te e; = (—sent,cost,0) y curvatura k = ——. Por otro lado e(t) = N o ¢(t) A

cosa
e1(t) = (—senacost, —senasent,cosa). Se deduce de todo ello que kg = & (e2,€2) =

sena. Usamos ahora la nota 9.26 para calcular el transporte paralelo del vec-

cos a
tor Yp = ¢(0) a lo largo de ¢ desde t = 0 hasta t = m. Primero reparametrizamos c
1
respecto de su longitud de arco s( fo | (t)|dt = cos(a)t, c(t(s)) = c( s>,
cos a

¢'(s) = —ky(t(s)) = —tga, 90() = ¢(0) + [y (~tga)ds = ¢(0) — tg(a)s. Como
Y(0) = (0 ) = cos(a)e1(0), ¢(0) = 0. En t = 7, s = cos(a)m, y el transportado
paralelo de ¢(0) de ¢(0) a ¢(m) es

) a
¥icole)) = o) m(gteon(a) ) () sl os() )
cos(a) (cos( en(a)mr)(0,—1,0) + sin(—sen(a)m)(sena, 0, cos a))
= cos(a) (sin(—sen(a)m) sen a, — cos(— sen(a)m), sin(— sen(a)m) cosa) .

9.5. Caracterizacion variacional de las geodésicas

Una variacién de una curva co(s) es una familia de curvas ¢(-,t) : I — F(U),
t €] —e,¢] tal que ¢(s,0) = co(s). Sea L(t f |g§ (s,t)| ds la longitud de la curva
¢(+,t). Una condicién necesaria para que la curva cg tenga longitud menor que todas

las demaés de la variacién es que E(O) = 0. Vamos a ver que esa condicién se traduce
en

Proposicién 9.31 Una curva co(s) = F o ag(s), oo : [a,b] — U, sobre una
superficie tiene curvatura geodésica 0 si y solo si para toda variacion « : [a,b]x] —
e,e[—> U que verifica a(a,t) = ap(a), a(b,t) = ap(b) para todo t €] —e,e] y a(s,0) =
ap(s) para todo s € [a,b], la derivada de la longitud de arco de la variacion en cy es 0.

t=0 /a

dL d

Demostracion %(0) == e

(s t)’d

80



9.5 Caracterizacion variacional de las geodésicas 81

b 1 Vac 8@
b 1 V@C ac
) \gxw<dsat(s’t>’as<“>>ds
Lo 0 [de 9c de v dc
~ [ g (o (o0 500 - (Gl )

Si ¢g tiene longitud minima para toda variacién, %(0) = 0 para toda variacion,

0 0
en particular para variaciones normales (i.e. tales que <8§(s,t), ;(s,t)> (s,0) =0
s

V Oc
para todo s € I) para las cuales la igualdad %(0) = 0 implica que d—a—(
s 0s
la direccién de %(s, 0), lo que significa que vale 0 si cy(s) estd parametrizada por la
longitud de arco, que es lo mismo que decir que es una geodésica cuando se parametriza

por la longitud de arco o, equivalentement, que tiene k4, = 0. O

s,0) estd en
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Capitulo 10

Variedades diferenciables

A partir de ahora pondremos en azul las cosas que se dejan a la curiosidad del
lector y que no habra preocupacion de explicar en clase, aunque quizas se haga alguna
mencién de ello

10.1. Introduccion

En cursos anteriores se ha estudiado el calculo diferencial sobre el espacio vecto-
rial euclideo. Este calculo ha sido una de las herramientas mas potentes utilizadas
para comprender las propiedades matemédticas (geométricas y analiticas) del espacio
euclideo, sobre todo cuando se trataba de estudiar objetos no lineales y no directamen-
te accesibles a técnicas puramente algebraicas. Si el espacio que se quiere estudiar es,
él mismo, no lineal (i.e., no tiene estructura de espacio vectorial), no es de esperar que
las técnicas del algebra lineal, solas, sirvan para estudiarlo, y, si es posible definir un
calculo diferencial sobre ese espacio, serd la herramienta natural para comprenderlo. Las
variedades diferenciables son los espacios para los que todavia es posible extender, con
cierta facilidad, el calculo diferencial conocido para R™. Se emplea entonces este cédlculo
para estudiar las propiedades de esos espacios. La mayoria de los lectores de estas notas
ya se han encontrado alguna vez con las variedades diferenciables. En algunos cursos
se introdujo el concepto de k-superficie de R™ para explicar los méximos y minimos
condicionados y en el Andlisis Vectorial. Otros han tenido un segundo encuentro con
las variedades al estudiar superficies el cuatrimestre pasado, que, en muchos casos, son
variedades definidas por una sola carta. Ademés, al final del curso de Topologia se han
estudiado las variedades topoldgicas, e incluso se ha visto la calsificacién completa de
las 2-variedades topoldgicas compactas.

Ocurre (hablaremos de ello mas adelante) que toda variedad diferenciable es una
k-variedad de algin R™ (para n suficientemente grande). A pesar de esta ultima afir-
macién, introduciremos las variedades diferenciables como espacios abstractos no ne-
cesariamente contenidos en ningun R". La razon para ello es que en muchas ocasiones
estos espacios se conocen primero directamente por ellos mismos, sin conocerlos como
subconjunto de ningtin R"™ (el establecer en que R™ pueden meterse es ya un proble-
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10.2 Concepto de variedad diferenciable 83

ma interesante). Ademads, en muchos casos es mas cémodo trabajar con ellos de esta
manera abstracta.

La idea que estd en la base de la definicién de variedad diferenciable es muy sencilla
(aunque esta sencillez parezca desmentida por la historia, pues se suele citar un libro de
Veblen y Whitehead, de 1932, como el primero que contiene una definicién rigurosa de
variedad diferenciable, cuando ya se llevaba unos cuantos anos trabajando con ellas).
Puesto que sabemos hacer célculo diferencial en R”, si podemos establecer biyecciones
entre trozos U de un espacio M y abiertos de R™”, podremos trasladar, para cada trozo, el
calculo diferencial de R™ a través de esa biyeccion. Este cdlculo diferencial se aplicaria
a las funciones diferenciables. ;Cudles serfan éstas?. Si ¢ : U — R™ es una de las
biyecciones de que habldbamos, es natural decir que que f : U — R es diferenciable
siloes fop™t:pU) CR* — R. Pero es natural también que exijamos que el
concepto de diferenciable para f no dependa de la biyeccién elegida. Asi, si tenemos
Y : V. — R"™ otra biyeccién tal que U NV # (), de acuerdo con lo anterior, f serd
diferenciable en V sii lo es f o ¢~!. Para que el concepto “f diferenciable en U NV ”
no dependa de haber elegido (U, ) o (V,1)), nos interesa exigir que f sea diferenciable
usando la biyeccién ¢ : U — R™ (i.e. f o o~ ! es diferenciable) sii lo es usando la
biyeccién ¢ : V. — R™ (i.e. f o1~ ! es diferenciable). Para que sea asf se exigird que
1 o o~ ! sea un difeomorfismo sobre el abierto de R™ sobre el que esté definida. En

efecto, si 1) o ™! es un difeomorfismo, se tiene que si f o ~! es diferenciable, entonces

foy™t = (fop)o(por) es diferenciable, y reciprocamente, como ilustra el
diagrama
f
unv fopT = R
T e
poyp~ !
YU NV) e(UNV)
o™t

En la préxima seccién daremos esta definicién con toda precision. Pero en lugar de
empezar de cero, como hemos sugerido en esta introduccion, empezaremos basandonos
en el concepto de variedad topoldgica que se estudié en el curso anterior. La definicién
10.1 consistira, de hecho, en copiar (no palabra por palabra, pero si los conceptos) la
definicién de variedad topolégica (condiciones (i) y (ii) de la definicién) y anadirle la
condicién (iii) que es la que permite introducir un célculo diferencial en la variedad.

10.2. Concepto de variedad diferenciable

Definicién 10.1 Una variedad diferenciable M de dimension n y clase C* es
un espacio topoldgico M junto con una familia de pares {(U;, p;)}icr que verifican:

(i) U; son subconjuntos abiertos de M y U;e;U; = M.

(ii) Para todo i € I, @; es una aplicacion de U; en IR™ tal que p;(U;) es un abierto
de R™ y ¢; : Uy — ¢i(U;) es un homeomorfismo.

(iii) Para cualesquiera i,j € I, la aplicacion @; o p;* : 0i(U; NU;) — ¢;(U; NU;)
es de clase CF.
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84 Variedades diferenciables

Los pares (U;, ;) se llaman cartas de la variedad o, también, bf sistemas de
coordenadas. A las coordenadas de p;(x) € R™ se las llama también bf coordenadas de
x en la carta @;.

A la familia de cartas {(U;, i) }ier que verifica la condicion anterior se la llama
atlas.

Un atlas sobre un espacio topologico M que convierte a M en una variedad diferen-
ciable se dice que define una estructura diferenciable sobre M

(

N

Nota 10.2 Al igual que se hizo en Topologia, exigiremos, ademds, que el espacio
topoldgico sea 2AN y Hausdorff, condiciones que se verificardn automdticamente si M
es un subespacio topoldgico de R™ (caso de las subvariedades estudiadas en Andlisis).
Por otro lado, la condicion 2AN se verifica automdticamente si M es compacto.

Comparando esta definicion con la de variedad topolégica estudiada en Topologia, el
lector se dard cuenta inmediatamente de que una variedad diferenciable es una variedad
topoldgica. La condicion que se anade es que los “cambios de coordenadas” (andlogos
a los cambios de parametrizacion que estudidbamos en superficies) @; o goi_l esan difeo-
morfismos.

En realidad, no necesitamos partir de un espacio topolégico. Un atlas {(U;, ;) }ier
sobre un conjunto M que cumpla sélo las propiedades (ii) y (iii) de la Definicién 10.1
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10.2 Concepto de variedad diferenciable 85

(cambiando homeomorfismo por biyeccién en (ii)), define de por si una topologia sobre
M. Si con esa topologia M es 2AN y Hausdorff, entonces M y el atlas de partida
verifican la Definicién 10.1. Para el lector interesado, exponemos con més precision
esta definicién alternativa y su equivalencia con la dada en el apéndice A.

Nota 10.3 En principio, un conjunto puede aceptar mds de un atlas de clase C*
y dimension n. Supongamos que tenemos dos de tales atlas sobre un conjunto M. La
union de tales atlas no es necesariamente un atlas, como muestra el siguiente ejemplo.
Sean

M=R, U=V=R, ¢:U-—R/plt)=t, ¢:V —R/Y(t) =1t

Los pares (U, ) y (V,19) son cartas de M. Cada una de ellas, por si sola, es un atlas,
pero su union no lo es, pues Y o p~ 1 (t) = t3 tiene derivada 0 en 0 € o(UNV) =R y,
por lo tanto, no es un difeomorfismo.

Si la unién de dos atlas A; y Az no es un atlas, puede ocurrir que una funcién
diferenciable (con la definicién dada en la introduccién) para el atlas A; no lo sea para
el Ay (de hecho estas funciones existen siempre, ver apéndice), y se considerardn, por
tanto, como distintas las “estructuras diferenciables” definidas por A; y Ay sobre M.
En cambio, si la unién de A; y As si que es un atlas, una funcién es diferenciable para
el atlas A; sii lo es para el As, luego podriamos considerar que definen la misma “es-
tructura diferenciable” sobre M. De ahi que para la definicién del concepto de variedad
diferenciable M (esto es, de una estructura diferenciable sobre M) sea necesario, o bien
introducir una relacién de equivalencia entre los atlas definidos sobre M, o bien intro-
ducir el concepto de atlas meximal (que es lo que haremos aqui), de tal manera que,
dado un atlas A sobre M, consideraremos sobre M la estructura diferenciable definida
por un atlas que contiene a A y a todos aquellos que, unidos a A, siguen siendo un
atlas (este serd el atlas maximal que contine a A).

Definicién 10.4 Un atlas de dimensién n y clase C* se dice que es mazimal o
completo si no estd contenido en ningin otro atlas de dimension n y clase C*.

Proposicién 10.5 Todo atlas de dimension n y clase C* estd contenido en un
tinico atlas de dimension n y clase C* mazimal.

Demostracién Sea A = {(U;, ;) }ier un atlas dimensién n y clase C* sobre M. Sea
A la coleccién de todas las cartas (U, ) sobre M de dimensién n y clase C* tales que
para todo i € T se tiene que po ;' : p,(UNU;) — o(UNU;) es un C*-difeomorfismo.
A es un atlas, pues cumple las condiciones (i) y (i) de modo automético, y para la (iii)
se tiene:

Dadas (U, ), (V,¢) € A, como ¢ y ¢ son homeomorfismos sobre sus respectivas
imédgenes, se tiene que o1~ ! : Y(UNV) — p(UNV) es un homeomorfismo. Para ver
que es un difeomorfismo, bastara con ver que para cada z € ¥(U NV') existe un abierto

conteniendo a z tal que ¢ o1)~! restringido a ese abierto es un difeomorfismo sobre su
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86 Variedades diferenciables

imagen. Ahora bien, dado ese z, como (U NV) = U,c; v (U NU; NV) (porque M =
UierUs), existe un i € I tal que z € (UNU;NV), y se puede escribir o)™y nu,nvy =
(po W;l)‘wi(UrﬁUmv) o (gi o)™ )| ywnuinv), es decir, sobre el abierto ¢(U NU; N V) que
contiene a z, p o ¥~ se puede escribir como composicién de difeomorfismos y es, por
lo tanto, un difeomorfismo.

_ Que A es maximal y que es Unico son consecuencias del modo en que se ha definido

A. O

10.3. Ejemplos

Ejemplo 10.6 El primer ejemplo trivial de variedad diferenciable es el espacio
euclideo IR" con la estructura diferenciable definida por el atlas maximal que contiene
a la carta (IR", identidad).

Ejemplo 10.7 Las k-superficies regulares definidas en Andlisis 3. M C IR3
tales que existe una familia de pares {(A;, x;)}icr tales que A; es un abierto de R* y
x; : Aj — M C IR" es una aplicacién diferenciable (como aplicacién de un abierto de
IR* en IR™) verificando:

(a) Uier zi(4i) = 5,

(b) x;(A;) es un abierto de M con la topologia inducida por la de IR,

(c) @i+ Ay — x;i(4;) es un homeomorfismo, y

(d) dz;(a) : IRF — IR™ es inyectiva para cada a € A;;
se tiene que las k-superficies de IR™ son variedades diferenciables de dimensién k. Para
ver que es asi basta con considerar sobre una superficie M definida como antes el atlas
{(#;(Ai),2; ") Yier y comprobar (usando teoremas vistos en el curso de Anélisis 3) que
es realmente un atlas sobre M.

Ejemplo 10.8 Las superficies regulares parametrizadas F : U — R3, cuan-
do U es un abierto del plano, F' es biyectiva y un homeomorfismo sobre F(U)
(con la topologia inducida por la de R3, son variedades de dimension 2 definidas por
una sola carta (la inversa de la parametrizacion).

Ejemplo 10.9 La esfera de dimensién n, S* = {z € R""! /|z| = 1} es una
variedad diferenciable de dimensién n y clase C°°. Vamos a verlo usando la proyeccién
estereogréfica (siguiendo casi el mismo modelo que se vi6 en topologia, y también en
la primera parte de este curso, pero para dimensién n y proyectando sobre los planos
tangentes a los polos en lugar de proyectar sobre el plano del ecuador.

Sean ' = (0,...,0,1) y S = (0, ..., 0, 1) los polos norte y sur de S™. Sean IR™ x {1} el
hiperplano de IR"*! tangente a S™ en Ny IR™ x {—1} el hiperplano de IR"*! tangente a
S"enS. Seaniy @ IR"x{1} — R™ei_ : R"x{—1} — IR" las aplicaciones definidas
por iy(zt, ..., 2" 1) = (2%, ...,2") e i_(a',...,2", —1) = (x!,...,2") Las proyecciones
estereograficas desde N (que denotaremos my) y desde S (que denotaremos mg) se
definen por:
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10.3 Ejemplos 87

a2 S™—{N} — IR™ la aplicacién que a cada x € S™ — {N'} le hace corresponder
la imagen por i_ de la interseccién de la recta que pasa por Ny z con el hiperplano
de IR"*! tangente a S™ en S.

s : 8" —{S} — IR" la aplicacién que a cada z € S™ — {S} le hace corresponder
la imagen por iy de la interseccion de la recta que pasa por S y x con el hiperplano de
IR"*! tangente a S™ en N.

Las ecuaciones para estas aplicaciones son:
2 1

v (zt, .., 2" = 1—7x”+1(x yeny @),
2
ms(zh, .., z" ) = W(ml, e z).
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88 Variedades diferenciables

Estas ecuaciones se obtienen de la siguiente manera:
La de ma: Dado z = (2!,...,2"*!) € 8", la ecuacién de la recta que pasa por

N =(0,...,0,1) es
N+ Mz =N =(0,...,0,1) + X', ..., 2™ 2" — 1) = (A2, o 2™, 1+ A" — 1)),

y su interseccién con el hiperplano IR" x {—1}, de ecuacién y"*! = —1, se calcula
escribiendo 1 + A(z"*! — 1) = —1, de donde

—2
A= zntl — 1

y la interseccién es el punto

-2 —2
(anrl _ 1$ T entl ]

xna_l)a

de donde se tiene, tomando la imagen por i_, la expresién que hemos dado para mas.
Para 7s: Dado x = (2!, ...,2"*!) € S™, la ecuacién de la recta que pasa por S =

0,...,0,—1) es
S+ANz—=8=(0,...,0,-1) + Xz!, ..., 2™ 2" +1) = At ., A", =1+ M2" T 4 1)),

y su interseccién con el hiperplano IR" x {1}, de ecuacién ™! = 1, se calcula escribiendo
—14+ M@ +1) =1, de donde

B 2
Cogntl 4]
y la interseccion es el punto
2 1 2 n
(anrl NI R RS I 1)

de donde se tiene, tomando la imagen por i, la expresiéon que hemos dado para .
Evidentemente mar (S"—{N}) = R", ms(S"—{S}) = R", (S"—{N})N(S"—{N}) =
ST—{N,S}, y i (S"—{N,S}) = R"—{0} y ns(S"—{N,S}) = IR"—{0} son abiertos
de IR™, luego se cumplen (i) y la primera parte de (ii) de la definicién 10.1. Es claro
que WA y TS son biyectivas y continuas. Para ver que son homomorfismos, calculamos

-1 -1
TN Y Ts s

~ B 4 4 n A+ (v')?
T (y) = (Wyl"”’zlJrZ?:l(yi)?y ’ 4+Z?:11(yi)2 &
» 4 n A= ()P

4 1
0 (y) = (—y 5y Y ; )7
s 4+355 ) A+ )27 A+ L (y)?
que prueban que war y ms son homomorfismos. Para ver que se cumple la condicién
(iii) hay que calcular
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Wsowjvl(y17"'yn) = (y1)2++(yn)2(y 7"'7yn)7

—1/.1 _
TN O Tg (y ’yn) - (y1)2++(yn)2

que prueba que wg o 77/(/1 es un difeomorfismo de IR™ — {0} en si mismo.

El céalculo de WX/I, 7r§1, TS © ﬂ'X[l y de mpr o 7751 puede hacerse como sigue.

De la definicién de mas se deduce que la aplicacién ﬂxfl puede describirse como sigue:
dado y = (y',...,y") € IR", se toma y_ =i_'(y) = (y',...,y", —1), entonces wxfl(y) es
la interseccién con S™ (distinta de ') de la recta que pasa por Ny por y_. Calculemos
fol (y) usando esta descripcién de 71';/1. La recta que pasa por Ny por y_ tiene por
ecuacion

N+ XMy —=N)=(0,...,0,1) + Ay, ...,y —1 — 1) = (A\yh, ., Ay, 1 —2)0).
La intersecciéon con S™ son los puntos de esta recta que verifican la ecuacién de S™:
Ay + o+ (™) + (1 =2)) =1,

i.e.
MY P H1-a+ a2 =1, de. MO ()2 +4)-4r=0,
=1 =1

y los valores de A que satisfacen esta ecuacion son

4
A+ 300>
el primero corresponde al punto N, y el segundo a

B B 4 4 o —4+ Z?: (?/Z)Q
w0 = G e S

A=0 y A=

obtenemos ahora la imagen de wxfl (y) por ms usando la expresién que vimos antes para
s, y resulta asi la expresién de 7g o 77/([1 que dimos antes.

De la definicién de g se deduce que la aplicacién 7r§1 puede describirse como sigue:
dado y = (y',...,y") € R, se toma y4 =i ' (y) = (y*,...,y™ 1), entonces 75" (y) es la
interseccién con S™ (distinta de S) de la recta que pasa por S y por y,. Para calcular
ng(y) obtenemos primero la ecuacion de la recta que pasa por S y por y4

SH+Myr —8)=(0,..,0,=1) + Ay, .,y 1+1) = Ayl Ay, —1 4+ 2)).

La interseccion con S™ son los puntos de esta recta cuyo parametro A verifica la ecuacién

n n

MY )P+ eA-1)2=1, de NO_(¥)+4) -4r=0,
=1 =1
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que tiene por soluciones

B 4
AL )Y
la primera corresponde al punto S, y la segunda a

- B 4 4 n 4= (y")?
5t (y) = (myl’ Ay R Ay Z?:i(yi)g)’

A=0 y A

<2 . —1
y usando ahora la expresién que vimos para myr, calculamos 7wy o T (y) y obtenemos
la exprsiéon que dimos antes.

Ejemplo 10.10 El espacio proyectivo real IRP". Recordemos que se definia
como el conjunto de las rectas vectoriales de R"*!. Lo dotamos de la topologfa cociente,
de modo que si 7 : R®™ — IRP™ es la proyeccién canénica sobre el conujto cociente,
V es un abierto de IRP™ si y solo si 7~ (V) es un abierto de R"*1. Vamos a definir un
atlas de dimensién n sobre él.

Consideremos sobre IRP™ el sistema de coordenadas homogéneas asociado a la base
canénica de R"t!. Definamos primero los subconjuntos V;

Vi ={[(z, ..., 2"} /2" £0}, i=1,...n+1,

donde (z!,...,2"*!) son coordenadas homogéneas del punto [(z!,...,2""1)] de RP™.

Obsérvese que la condicién z° # 0 no depende de las coordenadas elegidas para represen-
tar el punto, pues si [(z?,...,2" )] = [(2/h, ..., 2™ th)], existe un A # 0 tal que /" = \a’
y, por lo tanto, z'* # 0 si y solo si ' # 0. Ademés, 7~ 1(V;) = {(z!,...,2"t1)} / 2* #£ 0},
que es un abierto de R™*!, luego V; es un abierto de IRP".

Definamos ahora la aplicacion:

@i - Vi — Rn/(p([(xla "'7xn+1)]) = (;

). (10.1)

Se comprueba que esta definicién no depende de las coordenadas homogéneas elegidas
a:/

del punto [(z!, ..., 2" 1)], y es biyectiva porque si %Z = 2 para todo j, entonces, como

-
2t #£0, 27 = %l’j para todo j y, por tanto [(z'}, ..., 2" ™)] = [(z?, ..., 2"1)]. Ademds
0i(V;) = R"™ (pues para todo (y',..y") € R” se tiene o;(y', ...,y L, 1,y ...,y") =
(y',...,y™)). Ademéds ¢; o 7 tiene también la expresion dada por (10.1), luego es con-
tinua, por lo tanto ¢; es continua. Su inversa cpi_l se puede escribir de la forma
o Nt e ) = w(at, L2t L2t e, que es continua, luego ¢ :
Vi — R™ es un homemorfismo, luego se cumple la condicién (ii) de la definicién 10.1
(i.e. (Vi, @i) son cartas de RP™). La condicién (i) es consecuencia de que | /! V; = RP™,
ya que no hay ningin punto de RP"™ que tenga nulas todas sus coordenadas homogéneas.
Para probar la condicién (iii), supongamos, por comodidad de escritura, que i < j, se
tiene

1 i—1 i1 g+l n+1
IR V| i—1 i+l n+ly _ (Y Y 1y Y Y Y
wjow, (Y, .y Ly Tyt = <yj,..., . Ey R i e v R >
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, . 1 i—1 i+l G-l 1 i+l n+1
-1 — Yy Yy Yy Y Yy Yy
801090] (ylv"‘ay] l’y]+17”"yn+1) = ( ‘ ' yi ) :

Yl gy yi

que son, claramente, aplicaciones diferenciables.

Ejemplo 10.11 Vamos a ver otro modelo equivalente del espacio proyectivo.

Sea | | la norma canénica de IR"*!, es decir, dado = = (z!,...,2"!) € R,
2|2 = (#1)? + ... + (2"T1)2. La esfera de radio 1 en IR"*! es el conjunto S = {x €
R 2| =1}

La relacién de equivalencia ~ definida sobre IR"* — {0} como en 1.A.7 se puede
restringir a S™ dando una nueva relaciéon de equivalencia, que seguiremos denotando
por ~. Obsérvese que: siz,y € ", x~ysiiy=xdby= —x, puesto que = ~ y sii
y=Az,yy e S"implica 1 = |\z| = |A||z] = |\

Proposicién 10.12 IRP™ estd en biyeccion con S™/ ~.

Demostracion La aplicacién

£ (IR — {0))/ ~— "/ ~ dada por £([a]) = [ d ]

|z
estd bien definida y es una biyeccién. En efecto: si y € [z], y = Az, luego

Y Az A @ lo que implica z Y
= = = — — lo que implica —
lyl A=l AL ]

~ T
[z yl

luego £ no depende del elemento de [z] elegido. Ademds se comprueba facilmente que
la aplicacién de S™/ ~ en (IR"*! — {0})/ ~ definida por [u] — [u] es su inversa, luego
& es una biyeccién, y esto prueba la proposicion. O

La dltima proposicién da la imagen de IRP™ como una semiesfera de S™ en la que
se han identificado los puntos opuestos del ecuador. En el caso n = 2 tenemos los
siguientes dibujos
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92 Variedades diferenciables

Ejercicio ;Qué variedad concocida es RP'?

Ejemplo 10.13 Variedades producto. Si M y N son variedades diferenciables
con atlas {(Ui, i) bier ¥ {(Vj, %)) }jes de dimensiones m y n respectivamente y ambas
de clase C*, entonces M x N es una variedad diferenciable de dimensién m + n y
clase C* definida por el atlas {(U; x Vi, i X ¥5)}aj)erxa- Se deja como ejercicio el
comprobarlo.

Un caso muy especial a conocer bien es ST x S!

El hecho de que una variedad diferenciable sea un espacio topolégico permite obtener
nuevos ejemplos triviales de variedades una vez que se conoce una:

Ejemplo 10.14 Si M es una variedad diferenciable con un atlas {(U;, p:i)}ier, y
V' es un abierto de M, entonces V' es una variedad diferenciable con el atlas {(V N
Ui, vilvau,) }rer, como se puede comprobar inmediatamente.

10.4. Aplicaciones diferenciables. Difeomorfismos

En esta seccién, M, N, P y @Q denotaran variedades diferenciables de clase C* y
dimensiones m, n, p y q respectivamente.

Denotaremos por ¢ : R* — R a la proyeccién canénica ri(al, ..., a") = a’. Dada
una carta (U, @), las funciones z° = r’ o0 ¢ : U —> R se llaman funciones coordenadas
de la carta (U, ). Muchas veces la carta (U, ¢) la escribiremos como (U;z!, ..., z").

Definicion 10.15 Se dice que f : M — R es de clase C" en M sii lo es en cada
punto de M.

Definicion 10.16 Una aplicacion f : M — N se dice que es de clase C" en
x € M sii existen cartas (U, ) en x y (V,) en f(x) tales que f(U) CV ypo fop?
es de clase C" en ¢(x).
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Esta definicién no depende de las cartas elegidas: si (U’, ¢), (V’, ') son otras cartas
verificando © € U, f(z) € V''y f(U') C V', entonces, ¢'(z) € ¢'(UNU’) y, sobre ese
abierto, /o fo' ™t = (W oy Nopo foplo(poyg h) que es de clase C" en ¢/ () sii
Yo fop!esdeclase C" en ¢(z), ya que ' op™ ! y o cp’_l son C*-difeomorfismos.

Definicion 10.17 Se dice que f: M — N es de clase C" en M sii lo es en cada
punto de M.

Nota 10.18 Obsérvese que de la definicion anterior se deduce que si f es C" en x,
entonces f es continua en x, considerando M y N como espacios topoldgicos. En efecto:
Sean U y V' como antes. Para todo abierto W conteniendo a f(z), VN W es también
un abierto que contiene a f(x) y ¥(V N W) es un abierto de IR". Como ) o f o !
es C" entre abiertos de IR™ y IR" y, por lo tanto, continua en ¢(x), existe un abierto
U C p(U) de IR™ tal que p(z) € Uy o fo o Y U) Cc (V NW), y, por lo tanto,
existe un abierto =1 (U) de M conteniendo a z tal que f(p~1(U)) C V. NW, luego f
es continua en x.

Definicién 10.19 Una funcion f: M — IR™ se dice que es de clase C" (r < k)
en x € M silo es como aplicacion entre variedades diferenciables cuando sobre R™ se
considera la estructura diferenciable definida por la carta identidad.

Se tiene la definicion andloga para f : R™ — N.

Es evidente de todo lo dicho que una aplicacion f : R™ — R"™ es diferenciable en el
sentido de variedades diferenciables i y solo si lo es en el sentido estandar de aplicacién
diferenciable de R en R".

También es evidente que las aplicaciones ¢; : U; — R"™ de las cartas (U, ¢;) de una
varioedad diferenciable de dimensién n son aplicaciones diferenciables. Ademas

Proposicién 10.20 Si f : M — N y g: N — P son aplicaciones C", entonces
gof:M — P es de clase C".

Demostracién Dado x € M, por definicién de clase C” existen cartas (U, ¢), (Vi) y
(W,¢) enz, f(x) y g(f(z)) respectivamente tales que f(U) C V, g(V) C W y o fop~!
y Cogotp~t son C”, luego go f(U) C Wy (ogofop t =(ogorp~loofop tesCr.00

La condicién bien conocida en R™ de que una aplicacién es diferenciable sii lo son
sun funciones coordenadas se traduce aqui en:

Proposicion 10.21 Una aplicacion continua f: M — N es de clase C" sii para
un atlas {(Vi, i) ier de N se tiene que y] o f = f~1(Vi) — IR es C" para todo i € I y
para j =1,..,n, donde yf =1l oqfy.

Demostraciéon Para cada z € M, sea (V;,1;) una carta de N en f(x) . Si f es de
clase C", f~1(V;) es un abierto y f restringida a eses abierto sigue siendo diferenciable
(va que la definicién de diferenciable se hace punto a punto). Como ; : V; — R" y
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94 Variedades diferenciables

rJ : R — R son aplicaciones diferenciables, por la proposicién 10.20 se tiene que la
composicién 1 o ;o f = yf o f es diferenciable.

Reciprocamente, supongamos que las funciones yzj o f son C". Para cada z € M
existe una carta (V;, 1) tal que f(x) € Vj y, por definicién de diferenciabilidad de yg of,
existe una carta (U, ¢) en x tal que las funciones yg ofoptson C" en ¢(z) y, por

tanto, ;o fo ! es C” en o(x), i.e., f es C” en . O

Para el producto de variedades y correspondiente producto de aplicaciones se tiene
que

Proposicion 10.22 Sean f: M — N y g : P — @ aplicaciones de clase C".
Entonces la aplicacion fxg: M x P — N xQ definida por (f x g)(x, z) = (f(z),g(z))
es de clase C".

Demostracion Como f y g son de clase C", dado (z,z) € M X P, existen siste-
mas de coordenadas (U, ¢) en x, (W, () en z, (V,¢) en f(z) y (T, ¢) en g(z) tales que
fU)CV,gW)cCT,yvofop lygpogol( ! sondeclase C". Se tiene entonces que
fxgUxW)CVxTyaque(yxg)o(fxg)olpx()™'=(ofop™t)x(pogo(t)
es de clase C". Por lo tanto f x g es de clase C". O

Proposiciéon 10.23 Si f : M x N — P es diferenciable de clase C", para cada
x € M, la aplicacion f, : N — P definida por f.(y) = f(x,y) es diferenciable de
clase CT.

Demostraciéon Como f es de clase C", por la definicién de variedad producto (cfr.
10.13) se tiene que, dado y € N, existen cartas (U,p) en z, (V,9) en y y (W,()
en f(x,y) tales que f(U x V) C Wy (ofo(px)!esdeclase C" en (z,y).
Por una propiedad bien conocida de funciones de clase C" entre espacios euclideos,
la aplicacién (¢ o f o (¢ X )y = ¥(V) € R" — (W) C IR definida por
b(y) = Cofolpx ) Hp(@),d(y) = Cofla,y) = (o fao ™ (1h(y)) es C", es decir,
Co frotp~! es de clase C" vy, por otro lado, f(U x V) C W implica que f.(V) C W, lo
que prueba que f; es de clase C" en y. O

Proposicion 10.24 Las proyecciones candnicas wpy : M X N — M y 7wy : M X
N — N son aplicaciones diferenciables.

Demostracién La daremos solo para 7. Para mx es igual. Dado (z,y) € M x N, sea

(U %V, x 1)) una carta en (z,y). Se tienen que pomy o (¢ x )~ ((p), ¥(q)) = ¢(p),
que es la proyeccién de p(U) x (V') sobre ¢(U), que es diferenciable. O

Definicion 10.25 Una aplicacion f : M — N se dice que es un C"-difeomorfismo
sii es de clase C", biyectiva y con inversa de clase C”.
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Nota 10.26 Anteriormente (en Nota 10.3) vimos que habia dos estructuras distin-
tas de variedad diferenciable sobre IR, una IRy dada por el atlas (IR, = id) y otra IRo
dada por el atlas (IR,%)) (con (t) = t3). Sin embargo, la aplicacion

f iRy — IRy tal que f(t) =t/3

es un difeomorfismo, puesto que 1o fop~1(t) =t es la aplicacién identidad, y también
wo f~loy (t) = t. A esto nos referiamos en 10.3 cuando deciamos que estas dos
estructuras de variedad diferenciable no eran tan distintas.

Tanto ¢ como % son homeomorfismos de IR en IR con la topologia usual, por tanto
la topologia canénica de IR; y también la de IRy (en el sentido que se define en el
apéndice de este capitulo) es la topologia usual de IR. Es decir, sobre IR tenemos dos
estructuras diferenciables distintas con la misma topologia (por lo tanto homeomorfas)
que son, ademas, difeomorfas.

Surge asi la cuestién natural de si dos variedades homeomorfas son necesariamnete
difeomorfas. Es conocido que eso es asi para IR" con la topologia usual y n # 4,
mientras que para IR* se ha demostrado, después de 1982 (Donaldson y otros), que
existe una cantidad infinita no numerable de estructuras diferenciables no difeomorfas
con topologfa canénica la usual de IR*. Para la esfera se ha demostrado que todas las
S™ son difeomorfas para n < 6 (excepto para n = 4, donde no se sabe lo que pasa), pero
hay 28 estructuras diferenciables no difeomorfas sobre S” y alrededor de 16 millones
sobre S3%.

Nota 10.27 Obsérvese que si se consideran IR™ y IR™ con la estructura de variedad
diferenciable inducida por la carta identidad, entonces f : IR™ — IR™ es de calse C"
como aplicacién entre variedades sii lo es f = idofoid™! : IR* — IR™ como aplicacién
entre espacios euclideos. Resulta de aqui que si A y B son abiertos de IR", f: U — V
es un difeomorfismo como aplicacién entre espacios euclideos si y solo si lo es como
aplicacién entre variedades. También se tiene que una funcion f : M — IR™ es
diferenciable si y solo si lo es cada f*: M — IR.

Nota 10.28 Para una carta (U,¢) de M, ¢ : U — ¢(U) es un difeomorfismo
(Ejercicio: comprobarlo aplicando la definicién). Es més: si U es un abierto de M y
¢ : U — IR™ es una aplicacién tal que ¢(U) es un abierto de R" y ¢ : U —
©(U) es un difeomorfismo, entonces (U, ) es una carta de M (i.e., una carta del atlas
maximal que define la estructura diferenciable de M). En efecto, si ¢ : U — ¢(U) es un
difeomorfismo, U es un abierto de M y ¢(U) es un abierto de IR™, entonces es evidente
que (U, p) satisface las exigencias de la definicién de carta; si (V,1)) es una carta del
atlas maximal de M, es evidente que U NV es un abierto de M y, por lo tanto, como
¢ v 1 son difeomorfismos, (U NV) y ¢ (U NV) son abiertos de IR™, y ¢ o~! es un
difeomorfismo por ser composicién de difeomorfismos. Por lo tanto, (U, ¢) es una carta
del atlas maximal de M.
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Capitulo 11

Espacio tangente y diferencial de
una aplicacién

11.1. Introduccién

Para definir la diferencial de una aplicacion entre superficies era necesario definir
primero el plano tangente en cada punto x de la superficie. Para definirlo se considera-
ban las curvas pasando por ese punto z, que eran, a su vez, curvas de R3, y el espacio
tangente en ese punto era el espacio de los vectores tangente a esas curvas en R3.

En variedades diferenciables también es necesaria la nocién de espacio vectorial
tangente para poder definir la diferencial de una funcién. La idea para definir este
espacio vectorial es la misma que para superficies: el espacio tangente a una variedad
M en un punto p es el conjunto de los vectores tangentes a las curvas pasando por p.

El problema es que, ahora, las curvas no son curvas en IR™ y, por lo tanto, no
tenemos definido lo que es el vector tangente a una curva. Hay que definirlo.

La idea para hacerlo es identificar el concepto de vector tangente con el de la
derivada direccional en la direccién de ese vector. En IR", dados un vector v y un punto
p de IR™, para cualquier funcién f definida en un entorno de p esté definida la derivada
direccional D, f de f en p en la direccién de v. Si «(t) es una curva de IR™ tal que
a(0) =py /(0) = v, por la regla de la cadena se tiene que

d(foa)
D,f = 7 (0)
. Esta es la férmula que servird para definir el vector tangente a una curva c(t) de una
variedad diferenciable M en un punto p = ¢(0): se definird como el operador v = ¢/(0)
que, a cada funcion diferenciable f definida en un entorno de p, le hace corresponder

d(f oc)

el nimero vf = ——=(0).

Una vez definido el vector tangente, comprobaremos que el espacio de esos vectores
tangentes es un espacio vectorial de la misma dimension que la variedad.

Veremos, de paso, que un vector tangente en p es una derivacién, es decir, un
operador sobre el espacio de las funciones definidas en un entorno de p que verifica
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11.2 Definicion de espacio tangente 97

las mismas reglas formales de actuaciéon que la derivada direccional. Cabe entonces
preguntarse si todas las derivaciones son vectores tangentes o no. Aunque no lo veremos
en este curso, para el caso de las variedades C*° el espacio tangente y el espacio vectorial
de las derivaciones coinciden. Si la variedad solo es C” el espacio de los vectores esta
estrictamente contenido en el de las derivaciones

En todo este capitulo, I denotard un intervalo abierto y ¢y serda un punto de I.

11.2. Definicién de espacio tangente

Definicion 11.1 Sea ¢ : I — M una curva de clase C” sobre una variedad dife-
renciable M de clase C* (k> r > 1), con c(ty) =p € M, y sea F, el conjunto de las
funciones definidas en algin entorno de p (que puede ser distinto para cada funcion)
que son de clase C* en p. El vector tangente a la curva ¢ en p es la aplicacion:

_d(foc)

d(to) : Fp — IR definida por ' (to)f := 7 (to) para toda f € Fp.

Un wvector tangente a M en p es un vector tangente a una curva ¢ : I — M de
clase C" que pasa por p (i.e. c(tg) =p).

El conjunto de los vectores tangentes a M en p lo denotaremos indistintamente por
ToM 6 M.

Definicién 11.2 y Proposicién Una derivacion de F, es una aplicacion D :
Fp — IR que verifica las propiedades

(i) D(f +9) = Df + Dg,

(ii)) D(A\f) = ADf para todo X € IR,

(iii) D(fg) = (Df)g(p) + f(p)(Dg).

Denotaremos por D), el conjunto de las derivaciones de F,. Es un espacio vectorial
real con las leyes (AD)f = N(Df) y (D+E)f = Df+Ef para todo A € IR y cualesquiera
D,E € D,.

Se tiene que T,M C D,.

Demostracién Es ficil ver que T,M C D,. Siv = (ty) € T,M y f,g € Fp, entonces

u(f+g9) = d((fj;tg)oc)(to) - d({i:C)(tO) + d(gd;’ ¢) (to) = vf +vg,
AR COLEVSE (R MRS
= d({l; Y 10)(g 0 c)to) + (f 0 )(t0) d(gd: D (t0) = (vf)9(p) + F(p)vs.

Nota 11.3 Obsérvese que de (iii) se deduce que D1 = D(1 x 1) =1D1+ (D1)1 =
2D1, y, por tanto, D1 = 0. De aqui , junto con (ii), se deduce que para toda funcion
constante \, D\ = D(A1) = AD(1) = 0.
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98 Espacio tangente y diferencial de una aplicacion

Definicién 11.4 Dado un sistema de coordenadas (U,p) de M enp (p € U), se
considera la curva o;(t) : I — U (con 0 € I) definida por o;(t) = o (p(p) +
t(0,...,0,1,0,..,0)) con 1 ocupando el lugar i-ésimo. Se definen los vectores

0 .
pye lp =ai(0), i=1,..,n.

Estos vectores actian sobre las funciones f € F,, (como se ve aplicando la regla de la
cadena, recordando que 2/ = 1/ o y usando que foa; = fop lopoaq;) de la siguiente
manera:

d(f o)
dt

- oL ZL'jOOéZ'
0 =3 A2 (g M 000

Ipf =

ort

j=1

n
fop™) C A(foy)
=> T(cp(p))fﬁ = = (¢). (L1
=1
Proposicién 11.5 T,M es el subespacio vectorial de dimensién n de D, generado
por los vectores

0
Bt G
FEstos vectores son , ademds, linealmente independientes y, por lo tanto, una base de
T,M.

(11.2)

Demostracién Dada una carta (U, p) de M en p, una curva arbitaria c(t) de M de
clase C" con ¢(tg) = p y una funcién cualquiera f de clase C" definida sobre un abierto
V de M que contiene a p, se puede escribir

foclt)=fop ltopoc(t) para tec W (UNV), vy

o) = M0 ) = a1 0 07 (d(ilj g (t0)> (13)
- ot ! oc :1: oc
=S W2 () A9 Z 2n (L)
=1 =1

lo que da que todo vector ¢(tg) € T,M se puede escribir como la combinacién lineal

do) =3 M0 ) 2, (11.5)

i=1

y, para ver que los vectores (11.2) generan T,,M, falta ver que toda combinacién lineal
de esos vectores (considerada como elemento de D,) es el vector tangente a alguna
curva. Vedmoslo: sea » ;" vi%]p, con v' € IR. Definamos la curva a(t) = o~ (p(p) +
(tvl, ..., tv")), que verifica a(0) = p; aplicando la férmula (11.5) se tiene

" d(z' o« 0 "0
o) =3 12 ) Ly o5,

i=1 =1
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luego > 4 vi%\p e T,M.
Por lo tanto, para acabar la demostracion del teorema solo falta ver que los vectores

%\p, s %b son linealmente independientes, pero esto es consecuencia de que
0 - 02l opTh) A(rlopop) j
ol = 222 D () = T2 () =,
y, por lo tanto
n n
9 ] . -0 X .
Z )\’@\p = 0 implica 0 = Z )\laxi lpr? = N
i=1 i=1
para todo j € {1,...,n}. O

Nota 11.6 Obsérvese que la formula (11.5) significa que todo vector v € T,M se
puede escribir en la forma

- 0
_ Z i
v = : v @‘p, (116)
=1
puesto que, por definicion, v es el vector tangente a una curva c(t) en p y vt =
d(z'oc)
——=(%0).
o (o)

Nota 11.7 Sea (IR",id) la carta identidad de IR". Con ella 2* = r’oid y 822. = 82,
Para cada x € IR™ se define el isomorfismo candnico

9]
ort =)

¢, : T, IR" — IR" tal que @x(z v = (v, ...,0").
i=1

Con este isomorfismo se tiene que, si ¢(t) es una curva de IR"™, su vector tangente en
to considerando IR™ como variedad diferenciable con el atlas definido por la carta iden-
tidad y su derivada en tg en el sentido visto en los cursos de andlisis estdn relacionados
por:

c(to) = Py (¢ (t0)),

donde el ¢(tp) del miembro de la izquierda de la igualdad es la derivada en el sentido
del andlisis y el ¢/(ty) de la derecha es el vector tangente a c(t) en ¢y como curva de la
variedad IR™. En efecto: de (11.5) se deduce que

" d(rioc 0
De1) (€' (t0)) = Py <Z (dt)(to)ari\c(to)>

i=1

rloec
= (d(dt)(to), ey dt(tO)> = Cl(tO)‘
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11.3. La diferencial de una aplicacién

A continuacién vamos a definir la diferencial de una aplicacién. Hay, entre otras,
dos maneras naturales de hacerlo de modo que sea una extension del mismo concepto
para aplicaciones entre espacios euclideos.

El primero de ellos consiste en recordar que, si f es una aplicaciéon de IR™ en IR",
p es un punto de IR™, v un vector de IR™, D,f denota la derivada direccional de
f en p en la direccién de v y df,(v) denota la diferencial de f en p actuando sobre
v, entonces se verifica que dfy(v) = D, f. Como en una variedad diferenciable M un
vector tangente v € T, M se define como generalizacién de la derivada direccional, una
definicién natural de la diferencial de una aplicaciéon f : M — IR en p actuando sobre
v seria df,(v) = vf. Como la accién de v sobre f se habia definido viendo v como el
vector tangente a una curva y usando la regla de la cadena, para definir la diferencial
de una aplicaciéon f : M — N entre variedades diferenciables es natural considerar
que la accién de la diferencial fy, de f en p € M sobre un vector v € T, M tangente a
una curva c(t) (tal que ¢(0) = p) en p sea fi,p(v) = %(0).

Otra manera natural de definir esta diferencial seria usando sistemas de coordenadas
que dan lugar a un diagrama conmutativo

UcM VCN (11.7)

‘| o

o(U) € R™2 vy ¢ Ry,

y definiendo f., usando la diferencial de la aplicacién ¢ o f o p~!, que es conocida por

ser una aplicacién entre espacios euclideos, y las diferenciales de las aplicaciones ¢ y ¥
que habra que definir adecuadamente.

Veremos que esta segunda manera de definir la diferencial de una aplicacién es
consecuencia de la primera (en realidad, son equivalentes).

Por otro lado, si consideramos que ya definimos la diferencial de una aplicacion entre
superficies parametrizadas, observemos que la primera definicién sugerida coincide con
la Definicién 5.14 dada para superficies y la segunda con la Proposicién 5.17

En lo que queda de este capitulo todas las variedades diferenciables seran de clase
C* y todas las aplicaciones diferenciables de clase C" (r < k).

Definiciéon 11.8 Sea f : M — N wuna aplicacion diferenciable, p € M. La dife-
rencial de f en p es la aplicacion lineal

d(foc
fop : TyM — Ty N tal que fip(v) = (fdt)(o)’

siendo ¢ : I — M wuna curva de M tal que ¢(0) =p y (0) = v.

Para que la definicién sea correcta falta comprobar que la expresiéon dada para
f+p(v) no depende de la curva c elegida verificando las condiciones ¢(0) =py ¢(0) = v
y que es lineal. Todo ello es consecuencia de la siguiente proposicién:
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11.8 La diferencial de una aplicacion 101

Proposicién 11.9 Para f como cmtes se tiene que, si (U, ) es una carta en p y

V. es una carta en v = vl 81, entonces
9 p i y 1= 1 ox

J 0
) =33 00 Dt O,

7j=11i=1

Demostracién Por la expresién en coordenadas del vector tangente a una curva que
vimos en la seccién anterior (férmula (11.5)), y aplicando la regla de la cadena y la
férmula (11.1) que dice como actia %]p sobre una funcién real,

d(foc)(o):id(yjofoc)(

EwAl0)
dt = dt 8yﬂ
9o fop™) d(@'oc) 0 o 9Wef), ;0
= ZZ ori (e(p)) dt (O)aTJjU(p) = Z : o (p)v aTJﬂf(p),
j=1 =1 7=1 =1
que es la férmula que buscabamos. O

Como en la expresién de fi,(v) recién dada no figura ninguna curva, se tiene que
f«p(v) no depende de la curva tangente a v que se elija en la definicién 11.8. Por otro
lado, esta misma expresion dice que, en las bases de T, M y de TN asociadas a las
cartas elegidas, las componentes de f,,(v) se obtienen haciendo actuar la matriz

Oy’ o f Oy’ o f !

51 e Tarm v

e . . sobre el vector | : |, (11.8)
oy o f oy o f o™

ozt O™

lo que indica que fy, es lineal. La matriz (11.8) es la matriz de fsp en las coordenadas

(U,0) y (V,9).

Nota 11.10 Dada una carta (U,) de una variedad diferenciable M, usando la
formula de la proposicion 11.9, se tiene que

‘P*p(Z: viaii lp) = Z”i Z 8(7;5;@( )8?“3 ‘v (11.9)

=1 =1 7j=1
— ZTU Zldgaﬂyw p) = z; ara’@ (11.10)
=1 j= J

Definicion 11.11 Sea M wuna variedad diferenciable de dimension m, f : M —
R"™ una aplicacion diferenciable, se llama (también) diferencial de f en x € M a la
aplicacion

dfz = @pz) 0 fax : TeM — IR" para recordar la definicion de ® ¢, ver (11.7).
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102 Espacio tangente y diferencial de una aplicacion

De la definicién de ®y(,) y la férmula para f., resulta la férmula

Ao f) o,
4e(v) = <I>f(x)<;; KDyt o) (1111)
" 9(rl o f) a(r'™o f
_ (Z(ax Z yot). (11.12)
i=1 i=1
De la definicién de dy, y de la férmula (11.10) para ¢, se deduce que
- % 9 1 m
dpp(Y v oolp) = (0 ™). (11.13)
i=1

Nota 11.12 Cuando n = 1 en la definicién anterior, denotaremos r' por r, que
es, simplemente, la aplicacion identidad de IR en IR, y usando (11.12), se tiene que, si
v=>." v’%b, entonces

(11.14)

que es la expresion que, con frecuencia, se toma como definicion de la diferencial de
una funcién en un punto.

Proposicion 11.13 Si f: M — N es una aplicacion diferenciable entre varieda-
des diferenciables de dimensiones m y n respectivamente, (U, = (z',...,2")) es una
carta de M enx € M, y (V,% = (y',...,y™)) es una carta de N en f(x), entonces

Jow = (d@bf(x))il od(yofo @71)4;:(:]0) o dpy.
Demostracion De las férmulas y definiciones anteriores resulta que
O of), \ 0 Ay ofop™) i 0

fra(v) = z]: W(ﬂf)v aTJjU(x) = ZZJ: T(@(I))U ()

U ofopl . n "o fop Tl )
= (@) (Z‘” o8 (ot ...,ZWW))UZ)

=1 =1

Oyl ofopt v
— g™ (125 o)) ( s
1<i<m,1<j<n v

n

:(dwf(l’)) (Q[) fOSO 1 <p Od@z <ZU Or )
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Obsérvese que el teorema anterior (al igual que la férmula dada en la proposi-
ci6n 11.9) dice que la matriz de fi, con respecto a las bases de T, M y T,y N dadas
por dos sistemas de coordenadas en x y en f(z) se calcula (al escribir f usando esas
coordenadas) igual que se hacia con las aplicaciones diferenciables de IR™ en IR™. Lo
mismo ocurre para df, cuando f es una funcién de M en IR. Y, naturalmente, lo
mismo ocurria cuando calculnabamos la diferencial de una aplicaciéon entre
superficies parametrizadas cuando la escribiamos en términos de las para-
metrizaciones.

Dada f : M — IR diferenciable, como fy, es lineal y ®;(,) es un isomorfismo,
resulta que df, : T,M — IR es una aplicacién lineal, i.e. un elemento del espacio dual
T,M* de T,M.

Definicion 11.14 Se llama espacio cotangente a M en p € M al espacio dual de
T,M. Lo denotaremos por Ty M.

Proposicién 11.15 Si (U, ) es una carta de M en p, {dz},...,da'} es una base
de Ty M.

Demostracion Usando la proposicion 11.9 y el calculo que ya hicimos en la demos-
tracién de 11.5, resulta que

0 oz’ ;
(- ]) = 2 (p) = o
day(551p) = 57 (p) = 7, (11.15)

de donde resulta que {dz}, ..., dz]'} es la base de Ty M dual de {%b, e axim\p}. O

Como df,, € Ty M, se podrd escribir como combinacién lineal de las dac;). De (11.14)
y (11.15) se deduce que su expresién concreta es

m o i m g i
dfy = _dfy <a$i‘i’> dz), = agfi (p)dz}, (11.16)
=1

i=1

Lema 11.16 Sea 8 :J — I un difeomorfismo de intervalos abiertos. Si se consi-
deran las curvas c: I — M ya=co:J — M, entonces

o(s) = d(B(s))'(s).

Demostracién Aplicando la definicién de vector tangente a una curva y la regla de la
cadena para aplicaciones entre intervalos de IR, se tiene que, para cualquier f € F,(y),

(foa) . _d(focof) . _d(foc)
ds ds dt

dap
ds

_#

/ _ d /
o'(s)f = o CLICION?

(s) (s)

(6(s))——(s)

103



104 Espacio tangente y diferencial de una aplicacion

Proposicion 11.17 Sic: 1 — M es una curva diferenciable, entonces

¢0) = cal ),

Demostracion Sea ((s) una curva en [ tal que 3'(0) = d%h, por ejemplo S(s) = t+s.
Usando la definicién de ¢, y el lema anterior, se tiene

calS110) = (c0 Y(0) = FO)(H) = (1)

Proposicion 11.18 Si M es conexa y f : M — N es diferenciable, entonces f
es constante si y solo si fip, = 0 para todo p € M.

Demostracién Si f es constante (i.e. f(z) = 2 € N para todo z € M), para todo
p € M y para todo v = /(o) € T,M se tiene que f,,(v) = (f oc)(t,) = 0 porque para
toda g € F, se tiene que go f o ¢(t) = g(z) para todo t y, por lo tanto, (f o c)'(tg)g =
(go foce)(ty) = 0. Luego fip = 0. Obsérvese que para esta parte del teorema no es
neceario que M sea conexa. De paso, hemos visto también que el vector tangente a una
curva constante es el vector 0.

Reciprocamente, supongamos que fy, = 0 para todop € M. Seaz € f(M). Como f
es continua, f~1(z) es cerrado. Como M es conexa, solo falta ver que f~1(z) es abierto
en M para ver que es igual a M y que, por tanto, f es constante. Par verlo, para cada
p € f~1(x), elijamos una carta (U, ) de M en p y una carta (V,1) de N en x = f(p)
tales que f(U) C V. Se deduce de la proposicién 3.2.6 que

(o fop™)op) = s 0 fup o (dpp) ™t =0,

luego vo fop~! es constante (igual a ¢(x)) sobre p(U), luego f =1~ Lo(ofop oy
es constante (igual a x) sobre U, luego p € U C f~1(z), luego f~1(x) es un abierto. O

1

Proposicion 11.19 Regla de la cadena Si f : M — N yg: N — P son
aplicaciones diferenciables, entonces

(g ° f)*:v = Gxf(z) © fea-

Demostracién Sea v € T, M, ¢ una curva de M tal que ¢(0) = z y ¢/(0) = v, resulta
inmediatamente de aplicar la definicién que

d(go foc) d(foc)

(go fleav = o (0) = g*f(c(O))T(O) = Guf(a) ([raV)-
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11.4 Inmersiones y sumersiones 105

11.4. Inmersiones y sumersiones

En este apartado M y N seran variedades diferenciables de dimensiones m y n
respectivamente.

Definiciéon 11.20 Una aplicacion diferenciable f : M — N se dice que es una
inmersion (o que (M, f) o f(M) es una subvariedad de N) si para todo © € M, el
rango de f.r esm (i.e. fop es inyectiva). Si, ademds, f es inyectiva, se dice que es un
embebimiento (o que (M, f) o f(M) es una subvariedad embebida de N ). Si, ademds,
f es un homeomorfismo cuando se considera sobre f(M) la topologia inducida por la
de N, entonces se dice que (M, f) (o f(M)) es una subvariedad regular de N.

Cuando M C N y se dice que M es una subvariedad, subvariedad embebida o
subvariedad regular de N, se sobreentiende que lo es el par (M,i), donde i : M — N
es la aplicacién llamada inclusién candnica, que se define por i(z) = x. Obsérvese que,
entonces i, T, M C T, N y, a menudo, se identifican, sin mencién explicita, que es clara
por el contexto, i, T, M v T,.M.

Hay que advertir que esta terminologia no es unanime. Cada vez que uno coge un
libro y lee estas palabras, antes de seguir adelante, hay que ver como las entiende ese
autor.

Ejemplo 11.21 Las k-superficies, tal y como se han definido en Andlisis III son
subvariedades regulares de IR™.

Las superficies requlares parametrizadas F : U — R3 que hemos definido en este
curso, cuando U es un abierto de R?, son inmersiones de U en R?

Ejemplo 11.22 La curva f : IR — IR? definida por f(t) = (t3,t%) es una aplica-
cion C™, pero no es una inmersion, pues ent =0, fuo(L|o) = f'(0) = 0.

%1

J

Ejemplo 11.23 f(t) = (3 — 4t,t> — 4) es una inmersion, pero no es un embebi-
miento, pues tiene una autointerseccion (f(2) = f(—=2) = (0,0)).
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106 Espacio tangente y diferencial de una aplicacion

Ejemplo 11.24

(0,—(t+2)) parate]—3,—1]
f(t) = una curva C* que une (0,—1) con (£,0) parat € [—1,—1]

(—t,sen(7)), parate]—1 0]

es un embebimiento. Sin embargo, no es una subvariedad regular porque, en la topologia
de f(] —3,0]) inducida por la de IR?, todo entorno de p = f(—1) tiene una infinidad de
componentes conexas, mientras que existen entornos de —1 que son intervalos abiertos
y, por lo tanto, coneros.

¥y f
= (I/m, 0)
0 x
p = (0, -1) ¢

Ejemplo 11.25 La aplicacién f(t) = (t,t) de IR en IR? hace de (IR, f) una subva-
riedad regular.

Ejemplo 11.26 Si f : M — N es una inmersion, embebimiento o subvariedad
regqular, U es un abierto de M, V un abierto de N y f(U) C V, entonces f : U — V
es, respectivamente, una inmersion, embebimiento o variedad reqular.

Nota: Es posible probar (ver, por ejmplo, Boothby, pag. 79) que si M es compacta
un embebimiento f: M — N es una subvariedad regular.

Definicion 11.27 Una aplicacion diferenciable f : M — N se dice que es una
sumersion si, para todo x € M, el rango de fi, esn (i.e. fi, es suprayectiva).

Ejemplo 11.28 Las proyecciones wpy : M X N — N ynay : M x N — N
definidas por mpyr(xz,y) = x y wn(z,y) =y son sumersiones.

En efecto: Vimos en el capitulo 1 (Proposicién 1.5.9) que 7s y mn son diferenciables.
Por la féormula que vimos en 3.2.6 para el cadlculo de la diferencial, para cualquier
aplicacién f : M — N el rango de f, es igual al de d(wofog0*1)¢(x). Particularizamos
esto para la aplicacién mj; (e igual se hace para 7). Sabemos que si (U, ¢) es un sistema
de coordenadas de M en z y (V,9) lo es de N en y, entonces (U x V,p x ¢) lo es de
(z,y) en M x N. Se tiene entonces que

rango mfy(z,y) = rango d(pompro(px w)_l)(w(w)ﬂb(y))’
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11.4 Inmersiones y sumersiones 107

y como gomaro(wx1h) ™ (p(2), (w)) = womar(z, w) = p(2), se tiene que rango(Tars(ay))
= rango(dy,) = m, y 7T es una sumersiéon. Todo esto puede resumirse diciendo que la
aplicacion proyeccion wyy leida en las cartas coincide con la proyeccion de RAUmM+dimN
sobre RI™M ' gue es lineal y supreyectiva, por lo tanto su diferencial, ella misma, tam-
bién es lineal y supreyectiva y, por lo tanto, lo mismo le ocurre a la aplicacion myy.

Lo dicho en el parrafo anterior en cursiva se puede expresar de modo mas formal
como sigue. om0 (e x 1)t (U) x (V) — ¢(U) es la proyeccién sobre el primer
factor, luego su diferencial (como aplicacién de IR™ x IR™ sobre IR™) es ella misma (por
ser lineal) y

0 _ B 0
WM*(x,y)@l(z,y) = (dpa) " od(p om0 (0 X ) ™) (p()w(y) © Al X ¢)(x,y)@\(x,y)

= (dcpﬁ)_l © d(gp OTM© (QO X w)_l)(w(z)ﬂﬁ(y))(ov ) 07 1’0’ 70)

0
= (dgs)"40,...,0,1,0,...,0) = =— |,
(@)(777777) axZ’

donde (0, ...,0,1,0,...,0) lleva el 1 en el i-ésimo lugar, ademas

0 _ _
”M*@,y)@j\(z,y) = (dpz) " o d(p om0 (0 X ) ™) (o)) (0, -,0,1,0,...,0)
= (dgpi)_l(O? 70) = 0’
donde, ahora, el 1 de (0,...,0,1,0,...,0) ocupa el lugar m + j. Andlogamente se ve que

0 0 0
WN*(LZ/)@’(‘T:Z/) =0y 7-‘-N>|<(gv,y)aiyj|(;57y) = @b

Por lo tanto,

Corolario 11.29 si definimnos la aplicacion
L TiayyM X N — T M © TyN tal que 1(X) = Tarue,y) X + Te(a,y)Xs

Lt lleva una base en otra, por lo tanto es un isomorfismo. Este isomorfismo permite
decir que el espacio tangente a una variedad producto es la suma directa de los espacios
tangentes a cada factor.

Ejemplo 11.30 La proyeccién candnica m : IR"™* — IRP™ tal que 7(x) = [z] es
UNA SUMETSION.

En efecto, para cada z € IR"™*, sea (V}, ;) una carta (de las definidas en 10.10)
de RP™ en 7(x). Como en el ejemplo anterior, tenemos que (gracias a 3.2.6), el rango
de 7., coincide con el de d(g; o) : IR"™* — IR™, pero

1 j—1 ,.j+1
, 1 n+ly _ (T T £ L
pjom(z’, ..,z ) = (=, .., ——, ——, ., —),
x) xJ x) x)

107



108 Espacio tangente y diferencial de una aplicacién

y la diferencial de esta aplicacion tiene por matriz

1
L 00 0 —(;7
0 5 0 ... 0 —¢5p
00 ... L —&% 0 ... 0],
Jf1
00 ... 0 ~&p &
00 0 .. 0 &5 0 .. 3%

y la submatriz que se obtiene de la anterior al quitarle la j-ésima columna tiene deter-
minante 1/(x7)™ # 0, luego 74, tiene rango n.

11.5. Comentario sobre inmersiéon de superficies compac-

tas en R? como subvariedades regulares
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Capitulo 12

Campos vectoriales

12.1. Definicion y primeras propiedades

Definicion 12.1 Un campo vectorial X sobre una variedad diferenciable M es una
aplicacion X : M — TM := (cpy TeM que a cada x € M le asigna un vector
X =X(z) e TpM.

Sea (U, ) una carta (sistema de coordenadas) de M, ' = 7% o . Las aplicaciones

0
ozt

:U — TU =T My tal que

0 0
By () = 3 |, Para todo x € U
son campos vectoriales sobre el abierto U, se llaman campos vectoriales coordenados.
Para cada carta (U, ¢) de M (de dimensién m), un campo vectorial X define unas
funciones X* : U — IR por medio de la expresién

X(z) =) X'(x) aii
=1

(12.1)

)
x

que define univocamente el valor de X*(x) para cada x € U, por ser X (x) € T, M y ser
{-2:| ¥ una base de T, M.

8xi x =1
Si M es de clase C*, diremos que X es de clase C" (r < k — 1) si las funciones X?
de la expresion (12.1) son de clase C" sobre U para cada carta (U, ) de M.
Denotaremos por X, (M) la familia de los campos vectoriales sobre M de clase C".

Nota 12.2 Obsérvese que si las funciones componentes X* de un campo vectorial
X en una carta (U, ) son C" y (V,1)) es otra carta de M con U NV # (), entonces
las componentes X" de X en la carta (V1)) son también de clase C" sobre UNV. Se
tiene por lo tanto que un campo vectorial X sobre M es de clase C" (r <k —1) si y
solo si para cada x € M, existe una carta (U, ) de M en x tal que las funciones X*
definidas sobre U por (12.1) son de clase C.
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110 Campos vectoriales

Demostraciéon La afirmacion de esta nota es consecuencia del siguiente calculo en el
que se usa la regla de la cadena. Sea x € UNV

" Oy 0
ZX 830’ ,ZX Z T Oat 8y3 z

=1
Z (Z 89161) Oyl |z ZXIJ ayﬂ

J=1

. RN T o’
de donde se deduce que X7 (z) = >, Xl(x)i.. Como ( 2L es la matriz
ox’ ox’ 1<ij<m
de d(pop! y pop! es un CF-difeomorfismo, se sigue que X* son C” sii X son C”.
O

Denotaremos por F,.(M) el conjunto de las funciones f : M — IR de clase C".
Fi(M) (para 1 <[ < k) es un IR-espacio vectorial.

Definicién 12.3 y Proposicién Dados X,Y € X,.(M) y f € F.(M), se definen
X4+Y M —TM por ( X+Y)(z)=X(z)+Y(z)y
fX: M —TM por (fX)(x) = f(z)X(x).
Se tiene entonces que X +Y € X, (M) y fX € X, (M). Ademas, X,.(M) con estas
operaciones es un F.(M)-mddulo.

Demostraciéon De la definicién resulta evidente que X +Y y fX son campos vecto-
riales. Para ver que son de clase C" basta con fijarse en que, para cualquier sistema de
coordenadas (U;aﬁl, .., x™) de M se tiene que si X = > " 1X132i eY =>" 1Y26?y
(donde X' y Y son las funciones definidas por (5.1.3.1)), entonces

L 0
X+Y:Z(XZ+YZ)(W y
=1

Se deja al lector comprobar que, con estas operaciones, X, (M) es un F,.(M )-médulo.0]

Proposicién 12.4 Un campo vectorial X € X,.(M), define una aplicacion X :
Fry1(M) — Fp (M) dada por

(Xf)(x)=X,f para toda [ € Fryp1(M). (12.2)

Demostracién En efecto: Para toda carta (U, ) de M, si X b= >, X 621,
tonces

m

(Xf)op  (p(x)) = (Xf)() Z %Z

=1

m 0 w1
=Zwmﬂwwﬂ@j)wm,mm
=1
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12.2 El corchete de Lie 111

que es de clase C" al ser f o ¢~ ! de clase C"t!. También hemos visto, de paso, que la
suma y el producto de funciones de clase C" de M en IR es de clase C".) O

Proposicién 12.5 Un campo vectorial X € X, (M) (con la accion definida por
(12.2)) es una derivacion sobre Fr1(M). La afirmacion “es una derivacion” significa
que verifica las propiedades de la Definicion 11.2, pero en este caso sobre F.(M) en
lugar de sobre F,

Demostracién La afirmacién es consecuencia de (12.2) y del teorema 11.5 que
establece que T, M C Dy (pues X(fg)(z) = Xa(fg) = (Xof)g(@) + f(2)Xag =
(XF)(@)g(z) + f(2)(Xg)(z) = (X [f)g + [(Xg))(z)). O

12.2. El corchete de Lie

En este apartado nos restringiremos a campos vectoriales C*°. Usaremos X(M) =
Xoo(M), FIM) = Foo(M) y D(M) = Do (M).

La proposicién 12.5 permite definir la composicion de campos vectoriales como
actuacion sucesiva sobre funciones. Sin embargo, si X,Y € X(M), en general, X oY ¢
X(M). Sin embargo, se tiene:

Definicién 12.6 y Proposicién Sean X,Y € X(M) = D(M). Se define el cor-
chete de Lie [X,Y] por

(X, Y|f=XYf)-Y(X[) paratoda fe€F(M).
Se verifica que [X,Y] € X(M).

Demostraciéon Vamos a ver que, efectivamente, [X,Y] € X(M). Es evidente que
[X,Y] es IR-lineal, para ver que es derivacién, calculamos

[(X,Y](fg) = X(Y(f9)) =Y (X(f9) = X((Yflg+ f(Yg) —Y((X[f)g+ f(Xg))
= (XY N)g+(Y ) (Xg)+(X )Y+ f(XYg)—(YXf)g—(Xf)(Yg)—(Y f)(Xg)-f(Y Xg)
= ([X7 Y]f)g + f([X7 Y]Q)

O
X(M), con la operacién suma de campos vectoriales definida en 5.1.5, y con la
operacién producto por un escalar definida por (AX)(xz) = A X(z) (que coincide con la

operacion producto por una funcién definida en 5.1.5 si esa funcién es constante) para
todo X € X(M) y todo X\ € IR, es un espacio vectorial sobre IR.
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112 Campos vectoriales

Proposicién 12.7 X(M), con las operaciones que acabamos de mencionar y con
la operacion corchete de Lie es un dlgebra de Lie, es decir, la aplicacion corchete de
Lie [,] : X(M) x X(M) — X(M) es IR-bilineal y verifica, ademds, las propiedades

[X,Y] = —[Y, X] (antisimetria)

[X,Y],Z]+ [[Z, X],Y] + [[Y, Z], X] = 0 (identidad de Jacobi).
Demostraciéon Es inmediato que se verifica la antisimetria y que [, ] es IR-bilineal.
Para ver que se verifica la identidad de Jacobi, basta con calcular cada sumando ac-
tuando sobre una funcién f arbitraria y sumar después. O

Nota 12.8 [, | no es F(M)-bilineal, sino que (como el lector comprobard)

[fX,gY] = folX, Y]+ f(Xg)Y —g(Y )X

Del teorema de Schwartz de igualdad de las derivadas cruzadas se deduce que, si
(U; 2, ..., 2™) es una carta de M, entonces

0 0
[axaxﬂ} =0

.0
De estas dos férmulas resulta que si, en una carta, X = Y ", XZ(9 ;eY =

x

o,
> YJ@, entonces
= o) CAYC) €A

XY= X -Y — | —. 12.4
X, Y] Z( ozt 8;&) i (124)

3,j=1

12.3. Campos f-relacionados

Definicién 12.9 Sea f : M — N una aplicacion diferenciable, X € X(M), Y €
X(N). Se dice que X e Y estdn f-relacionados sii f,o X =Y o f, donde f.o X(zx) =

fea(X2).

Lema 12.10 Sea f : M — N wuna aplicacion diferenciable, v € T, M. Se tiene
que (fsz(v))g =v(go f) para toda g € F(N).

Demostraciéon Sea c una curva de M tal que c(0) = v. Por definicién de diferencial
se tiene que (fur(v))g = (f 0 ¢)'(0)g = (g0 foc)'(0) = (0)(go f) = v(go f). 0
Proposicién 12.11 Si X, X' € X(M) estin f-relacionados con Y,Y' € X(N),

entonces [ X, X'] estd f-relacionado con [Y,Y'].
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12.8 Campos f-relacionados 113

Demostracién Para ver que estan f-relacionados, vamos a calcular la accién de
[Y,Y'] o fy de fi[X, X'] sobre una funcién C*° arbitraria g : N — IR y ver que el
resultado es el mismo. Sea x € M. Se tiene, aplicando el lema en la segunda igualdad,

que

FlX, X N(2)(9) = frea([X, XN2)(9) = [X, X ]u(g 0 f)
= Xo(X'(go f)) = Xp(X (g0 f)) = Xu((£:X")(9) — X ((f:X)(9))-

Y, Yo f(2)(9) = [V, Y] )(9) = Vi) (Y'(9)) — Vi) (Y(9))
= (£X)(@)(Y'(9)) = (£:X)@)(Y(9)) = Xo(Y'(g) o f) — Xo(Y(9) o f)
= X2((Y" 0 f)(9) = Xo((Y 0 f)(9)) = Xa((£:X")(9)) — Xo((£:X)(9))-

que son la misma expresion.
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Capitulo 13

Teorema de Gauss Bonnet

Veremos varias versiones de este teorema, en sucesivas aproximaciones a la demos-
tracién de su enunciado mas general. La versién mas popular del teorema dice que,
en una superficie, la suma de los dngulos interiores de un tridngulo es mayor o menor
que la correspondiente suma en el plano dependiendo de la integral de la curvatura
de Gauss en la zona limitada por el tridnguilo. Puesto que los dngulo de un tridngulo
son, claramente, una cantidad intrinseca de la superficie, es claro que la medida de
esos angulos es una manera de averiguar si, intrinsecamente, la superficie difiere de un
plano. Es,; al mismo tiempo, una razén mas para entender que la curvatura de Gauss
es un invariante intrinseco de la superficie.

La demostracién se va a basar en el teorema de Stokes (sobre la integracién de
formas que habéis visto en Andlisis III), por eso recordaremos primero los conceptos
bésicos que habéis visto sobre formas diferenciales y su integracién, en variedades. Es
mds, comenzaremos dando una definicion de forma diferencial mas abstracta, sobre
variedades abstractas, y luego lo relacionaremos con el concepto de forma diferencial
en R” y el usado en Andlisis III.

13.1. Superficies de R? “globales”

En este capirulo sobre el teorema de Gauss-Bonnet consideraremos subvariedades
regulares de dimensién 2 (superficies regulares) de R3.

Recordemos primero que si M es una 2-superficie de R3 de las que se han definido
en Analisis, entonces M es una variedad diferenciable de dimensién 2 y la aplicacién
inclusién i : M — R3: i(z) = 2 es una subvariedad regular (es inmersién, inyectiva y
la topologia de i(M) = M es la topologia inducida por la de R?).

Por otra parte, si consideramos una superficie diferenciable abstracta M, un sub-
variedad regular de M en R3 es una inmersién inyectiva f : M — R3 tal que, si se
considera f(M) con la topologia inducida por la de R3, f es un homeomorfismo. Re-
sulta de ello y de la definicién de atlas que si {(U;, i) }ier es un atlas de M, entonces
la familia {@;(U;), f o ¢ ~1)}ier verifica las condiciones de la Definicién de 2-superficie
dada en Anélisis IIT (ver libro de Galbis-Maestre, Definicién 3.1.1, pag. 75) y f(M) es
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13.2 Formas diferenciales 115

una 2-superficie en el sentido del Andlisis. Puesto que f : M — f(M) es un difeomor-
fismo de variedades, consideraremos siempre M dentro de R? (i.e., identificaremos M
con f(M)).

Por lo tantos, hablar de 2-superficies M de R? en el sentido del Anélisis y hablar
de subvariedad regular R? es lo mismo si (como haremos) identificamos M con f(M)
y consideramos como subvariedad regular la aplicacién inclusién i : M — M C R3.

Cuando M es compacta sin borde (i.e., una de las superficies clasificadas en el
curso de Topologia) tendremos las superficies con las que trabajaremos en el teorema
de Gauss global, esas seran nuestras superficies “globales”.

Por comodidad, pues, consideraremos una superficie embebida como un subconjunto
de R? para el que la identidad es un embebimiento. Dada una carta (U, ¢) de una tal
superficie, la aplicacién F = ¢~ ! : p(U) — M C R3 es una superficie parametrizada
en la que, ademas, F' es inyectiva. En este caso, los vectores tangentes a las curvas de M
tienen sentido tanto si se consideran como vectores de R? como si se consideran como
derivaciones (de hecho, ¢/(ty) como derivacién es precisamente la derivada direccional
en la direccién del vector ¢/(tg) como vector de R3), y se pueden identificar ambos
conceptos de vector tangente.

Esto lleva a identificar los vectores 8aul » de la base candnica de T,M asociada

oF
@'s@(p)
parametrizacién F = 4,0_1 porque se trata de vectores tangentes a las mismas curvas en
el mismo punto. Es decir, identificaremos

a la carta (U, ) con los vectores F; = de la base canoénica asociada a la

oF 0
Bt o) = gui
. 0 . : : :
que verifican P ‘p f=Dyr f para toda funcion real diferenciable f definida en un
ou ly(p)

entorno de p en M.

13.2. Formas diferenciales

En cada punto p de una variedad diferenciable M, sobre el espacio tangente, pode-
mos considerar el espacio vectorial de las las k-formas lineales antisimétricas /\k T,M
(se puede recordar su definicién y propiedades, por ejemplo, en las péginas 147 y si-
guientes del libro de Galbis y Maestre que se usa en Analisis IIT).

En 11.15 vimos que si 2 son las coordenadas asociadas a una carta de M cuyo
dominio contiene a M, entonces dac}), ..., dzy es una base de T,y M.

En general se tiene que si {e, ...,e,} es una base de T,M y {01, ...,0"} es su base
dual, entonces {01 A ... A 0 }1<; <. i, es una base de AF T,M, y que una k-forma
o€ /\k T,M se escribe en una tal base de la forma

o= Z ail,,,ikeil A ...\ 0% donde iy iy, = e, ..., €). (13.1)

1<i1<..<ip<n
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116 Teorema de Gauss Bonnet

En particular, cuando k = n,
a=ab"A..AO" donde a = aler, ..., e). (13.2)

De las observaciones anteriores se deduce que {daci1 A... /\dxik}lgil<m<ik§n es una base
de A*T,M y dz' A ... A da™ es una base de A" T, M.

Definicion 13.1 Una k-forma diferencial o de clase C" es una aplicacion o :
M — /\kM = Upem /\I;M tal que a(p) € /\’;M para cada p € M vy tal que,
para cada carta (U, ) de M, las funciones oy, i, : U — R definidas por a(zx) =

Z Q. () dx;,l AN dm;’“ son de clase C".
1<i <...<ix<n

Denotaremos por E*(M) el conjunto de las formas diferenciales de grado k (y clase
C") sobre M.

Como es evidente, cuando M = R", el concepto coincide exactamente con el de
k-forma diferencial de clase C" visto en Analisis III. Y las mismas operaciones con las
mismas definiciones que se han visto en Anélisis son validas en este contexto. Vamos a
recordarlas:

Definicion 13.2 Recopilacién de definiciones de operaciones con formas

diferenciales vistas en Andlisis y sus propiedades: Si 6%, ..., % son 1-formas

diferenciales y

o= E Gy i dx™ A LN dx, B = g Biy i dz"™ A A dz't
1<i1<...<ip<n 1<i1<...<ig<n

son una k-forma y una €-forma diferenciales expresadas en una carta (U, ), entonces
o 0L AL AOF (0, vp) = det (67(vy)).
s N[ = Z Z Oéil.__ikﬂjl._jgd(]}il A Adx™ A dadt A LA dadt

1<) <...<ip<n 1<j1 <...<je<n
(y no depende de la carta elegida)

» El producto exterior “N” es F(M)-bilineal y asociativo.
s aAB= (-1 A
» La diferencial exterior d : E¥(M) — E‘(M) se define por

da = Z doy i Adx™ A A dx'®
1<i1<..<ig<n

(y tampoco depende de la carta elegida)

» - d es R-lineal.
-Si f e F(M), entonces d(foa) =df Na+ f do.
-dlanB)=da B+ (—1)FandB.
- dda = 0.
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k k
» Dada f: M — N, se define la aplicacion “pull back”f* : /\N — /\M por

fa((ap(@)) (1, o 08) = ap(a) (fra1, o5 frak)

que se extiende, por esta misma expresion, a f* : Ek(N) — Ek(M)
Sik=0, EOM)=F(M), y f*(g9) =go [ para cualquier g € F(N).

s f* verifica las propiedades:
- f* es R-lineal

- Fa A B) = (F*a) A (F*B) (en particular, f*(g o) = (go f) f*a para toda
g€ F(N)).

- F(da) = d(f*a)

13.3. Formas de conexién y curvatura en una superficie
de R?

En este apartado M sera una superficie regular de R3. Recordemos que consideramos
siempre una tal superficie como un subconjunto de R3. Se tiene por lo tanto que para
todo p € M, T,,M se identifica con un subespacio vectorial de R3 y tiene un producto
escalar inducido. Ademas, debido a que, para cada carta (U, ) de M, ¢! : o(U) —
R3 es una superficie parametrizada, se tiene que toda la geometria local de superficies
que hicimos en los capitulos 6 a 9 vale para M. En particular, el producto escalar
inducido sobre T,,M para cada p € M coincide con la primera forma fundamental I.

Para poder dar una demostracién relativamente réapida del teorema de Gauss-
Bonnet, vamos a escribir la derivada covariante y la curvatura usando formas dife-
renciales. Necesitamos algunas definiciones.

Definicién 13.3 Diremos que {e1,e2} es una referencia local ortonorml de M si
e1, eg son dos campos vectoriales tangentes diferenciables definidos en un abierto de M
que, en cada punto p en que estdn definidos, forman una base ortonormal de T, M

El concepto de superficie regular de R? orientada se ha estudiado en Analisis III.
Por brevedad, y para no repasar toda la teoria, vamos a dar aqui como definicién de
superficie orientada lo que en Anélisis III se estudia como una caracterizaciéon (teorema
5.2.2 del libro de Galbis y Maestre):

Definicion 13.4 Una superficie reqular se dice que es orientable si existe un campo
vectorial unitario normal diferenciable sobre la superficie. Se llama orientacion de una
superficie orientable a la eleccion de un campo vectorial unitario normal de entre los
dos que posee. Una superficie orientada es una superficie orientable con una orientacion
dada.
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118 Teorema de Gauss Bonnet

Nota 13.5 a) Obsérvese que una orientacion sobre una superficie reqular de R3
define una orientacion en cada plano tangente. Para cada p € M, una base u,v de
T,M estd positivamente orientada si N,u,v es una base positivamente orientada de
R3.

b) Un campo vectorial tangente no nulo X sobre un abierto U de una superficie
regqular orientada M define una referencia ortonormal positivamente orientada {ey, ea}
sobre U tomando ey = X/|X|, e2 = N Aey.

Definicién 13.6 Dada una referencia local ortonormal {e1,e2} de M, denotaremos
por {0%, 0%} su referencia dual (1-formas diferenciales definidas sobre el mismo abierto
que las e; tales que, en cada punto, son la base dual de {ey, ea}). Llamaremos forma de
conexion asociada a la referencia {e1,es} a la 1-forma diferencial w definidas por

w(X) = 0*(Vxer) = —0'((Vxer),

es decir, w(X) es la componente ex de V xey (no puede haber otra componente de V xeq,
puesto que, por ser ey unitario, su derivada covariante ha de ser ortogonal a €l).

En la definicién anterior la segunda igualdad procede del célculo siguiente:
92(VXe1) == <€2,VX61> = — <VX€2,61> = —GI(VXGQ).

Proposicién 13.7 Sea M es una superficie orientable de R®. Si {e1,ea} y {ur,us}
son dos referencias locales ortonormales positivamente orientadas y 6 es el dngulo que
forman uy y e1 definido por

u1 = cos fe; + sen feo,
Uy = —sen feq + cos fes, (13.3)

las 1-formas de conexion w. y w, asociadas a esas dos referencias estan relacionadas
POT Wy = We + dB.

Demostracion Para demostrarlo, calculemos

wu(X) = (Vxur,us) = (Vx(cosfe; + senfes), —sen e + cos fea)
= ((cos OV xeq + sen OV xez), —sen feq + cos fes)
+ X (0) (—senfe; + cos fey, — sen fey + cos bea)
= c05” Bwe(X) + sen? fwe (X) + X (0) = we(X) + dO(X).

Nota 13.8 La funcion 6 de la proposicion anterior puede mo estar bien definida
de modo global, pero lo estd localmente y eso es suficiente para tener bien definida df.
No obstante, la formula w, = we + dO de la proposicion anterior la vamos a aplicar
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en una situacion en la que el dngulo theta si se puede definir como una aplicacion
diferenciable. Fs la siguiente:

U es un abierto dominio de un sistema de coordenadas (U, F~1), {e1,es} es una
referencia ortonormal bien definida sobre U (por ejemplo e; = F1/|F1 y e = N Aey.
¢(t) : [0, L] es una curva regular cerrada simple contenida en U (o, equivalentemente,
c: S' — U es una inmersién inyectiva) parametrizada respecto de su longitud de
arco, {u1(t) := /(t),u2(t)} es una referencia ortonormal definida a lo largo de la curva
c. Definimos 6 de nuevo por la expresién (13.3). Si, para cada ¢t consideramos el iso-
morfismo T,y M — R?; (ae1 + bez) — (a,b), ese angulo 6 es el que forma la imagen
((u1,e1), {u1, e2)) de uy(t) por esa aplicacién con el eje X de R%. Vimos en el teorema
2.11 que se podia definir este d&ngulo #(¢) como una aplicacién diferenciable.

Para la situacidn descrita en el pdrrafo anterior, {ui(t) = ¢'(t),u2(t)} son campos
vectoriales definidos sélo a lo largo de la curva ¢, por lo tanto sdlo tiene sentido cal-
cular la derivada covariante de esos campos vectoriales en la direccion del vector ¢ (t).
Repitiendo esos cdlculos en esta situacion, tenemos:

Proposicién 13.9
wall () = we(d (1) + 01 (13.4)

Nota 13.10 En la teoria de superficies parametrizadas definimos el corchete de dos
campos vectoriales tangentes X eY como el campo vectorial DxY — Dy X, y en varie-
dades como el campo que actia sobre funciones por la expresion XY (f)—Y X(f). Bajo
la identificacion ®~' que a un campo vectorial le hace corresponder la derivada direc-
ctonal en la direccion de ese campo vectorial ambas definiciones de corchete coinciden.
En efecto: Si X =3 X'F; y Y =Y. Y'F;, se tiene que:

DxY —DyX =Y X' (F(Y))F;+YIDpF) = > Y'Y " (F(X’)F; + X/ Dp, F})

1 7 % 7
=22 (X RO YR F+ 33 (X YD Fy =Y X D F)
—~ 4 —~ £

J %
=> Y (X' F(Y) -Y'F(X))F;+ > (X' YIDgF; — Y/ X'DpF)
J i J )

=33 (X R - YR(O) B

que coincide con la expresion (12.4) para el corchete de Lie definido para las variedades
en una base asociada a una carta (con la identificacion F; = 0/0u').

Lema 13.11 Para X,Y,Z campos vectoriales sobre una superficie, se tiene que
Dixy)Z = [Dx, Dy|Z, siendo [Dx,Dy|Z = Dx(DyZ) — Dy(DxZ).

Demostraciéon En una parametrizaciéon F' de la superficie, se pueden expresar X =
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120 Teorema de Gauss Bonnet

2?21 X'F;, Y = Z?:l YF;, Z = 2?21 Z'F;. Usando estas expresiones:
[Dx,Dy)Z = Dx(DyZ) — Dy(DxZ) = > _ X'Dp,(Y/Dp,(Z*F},)) = Y Dp, (X7 Dg, (ZF Fy))
i7j7k
= {XiDFi(Yj)DFj(Zk)Fk + X'Dp,(Y?) Z* Dy, Fy
Z‘7j7k
+XYIDp,(DF,(Z*))Fy + X'YIDp,(Z")Dp, Fy,
+XYIDp,(Z*)(Dp, Fy, + X'Y? Z* D, (D, Fy,)
~Y'Dp,(X?))Dy,(Z*)F), — Y'Dp,(X7) Z* D, F,
~Y'XIDp,(Dp,(Z¥))F), — Y' X/ Dy, (Z*)Dp, F,
~YiXI Dy, (2%)(Dr, Fy — Y X9 28Dy, (D, Fk)}
aYJ' YA Y7 0’F . 0%Zk
= F) i zk _— Xyl =
=2 { 0wl 0w T 9w Y Guiodk duiow

7]7

Fy,

07k 9°F 07k 9’F o PF
)= AV s injozk Y -
+ Oul Outduk Y Out OuJ Ouk +X Yz oulOul Ouk
0XI 07k 0XT . 0PF R A
yiZ % o . T _yixi
oul Ou’ out =~ Ouiouk Outowl
k k
078 PR 07F OF '033
6u1 ouiouk out Oul Ouk Outdui Ouk

,OYI 97" Y O*F

= : -+ X'—Z .
Z{ 0wl 0w T 9w Y duiodk

7]7
0X7 0Z% —Yian , O°F
out ok out * Ouiouk

-y

donde hemos aplicado la igualdad de las derivadas cruzadas en la tltima igualdad.
Ahora usamos (12.4) (ver tambiénn nota 13.10) para calcular

Yi o aXJ> o(ZFFy,)

XY]Z Z (XZ out

Y oul
Y 0X7\ 0ZF oyJ OX7 O*F
= Y B+ X —YiT— ) ZF =
;{( o >aJ ’“+< o aw) @uiauk}’
que coincide con el resultado obtenido con la expresién anterior, luego son iguales am-
O

bas expresiones.

Lema 13.12 Usando una referencia ortonormal {e1,es} de una superficie reqular
M de R3, la curvatura de Gauss K se puede expresar como:

K = <—V61 v62€1 + Ve2v61€1 + v[el’e2]€17 e2>
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Demostracion Por comodidad de escritura, cambiemos los nombres: u := e1, v = es.
Por definicién del [,] y de la derivada direccional en R3, tenemos (usando Lema 13.11)
que
Dyy syt = [Du, DyJu = Dy Dyu — Dy Dyu
= Dy(Vyu + (v, u)N) — Dy(Vyu + I(u, u)N)
= V.Vou+ D,(I(v,u))N — II(v,u)Lu — V,V,u
— Dy (IT(u, w))N + II(u, u) Lo. (13.5)

Por otro lado,
Dyy ) = Vi pju + 11([u, v], u) N. (13.6)

Igualando las componentes tangenciales de los miembros de la derecha de las igualdades
(13.5) y (13.6), tenemos

Viupt = Vo Vyu — Il(v,u) Lu — V, Vyu + H(u, u) Lo
= V.Vyu — V,Vyu —1I(v, u) Lu 4+ 1I(u, u) L.

Multiplicando escalarmente por v y agrupando términos:
<V[u,v}u — VuVou+ V,Vau, U> = (— (v, u)Lu + I(u, u) Lv,v) = detL = K.

Obsérvese que este lema es una nueva demostracién del teorema egeregio
de Gauss. Los que sigan estudiando Geometria Riemanniana en dimensiones supe-
riores veran que la féormula para la curvatura que se obtiene con esta demostracién
del teorema egregio de Gauss sirve para la definicién general del tensor curvatura en
dimensiones superiores. O

Definiciéon 13.13 Se llama 2-forma curvatura a la 2-forma Q definida por
Q=K 0" A0? (13.7)
donde 6',0% es la referencia local dual de una referecia local ortonormal e1,es de M.

Observacién La definicién anterior depende sélo de la orientacién de la referencia
{e1,e2} y no de la referencia concreta dada, por lo que €2 es una 2-forma globalmente
definida sobre una superficie regular orientada.

En efecto, si {u1,us} es otra referencia local ortonormal que define la misma orien-
tacién que {e1, ez} y cuya base dual es {p!, ©?}, se tiene que ¢* = > wéﬁj, siendo

(gp?) una matriz ortogonal (i.e., su inversa es igual a su traspuesta) de deter-
1<i,j<2

minante 1 (por definir ambas bases la misma orientacién), por lo tanto ¢! A @? =

ij (p}gpi@j NGk = (go%cp% — cp%go%) 6' A 6? = det (cpé) Lo 6' A 62 = 61 A 62 porque,
’ <4,j<
al ser {uy,u2} y {e1, ea} referencias ortonormales que definen la misma orientacién, se

tiene que det goé =1.
1<i,j<2
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122 Teorema de Gauss Bonnet

Lema 13.14 dw = —Q

Demostracion Calculemos primero, para X Y campos vectoriales arbitrarios defini-
dos en el dominio de una carta, X = > X*-% Y = 3¢ 8?:“ siw=> widz'.

.Z"L’

dw(X,Y) =) duw; A dxi(x Y) = Z (dw; (X )dz* (Y ) dw; (Y)dz' (X))
=> (V' X(wi) - => (X —w; X(Y) =Y (w; X") +w; V(X))
— X(w(¥)) ~ V(WX ( () Y () 1)
= X(w(Y)) = Y(w(X)) - w([X,Y]) (13.8)

Usando esta féormula, se tiene que

dw(X,Y) = X(w(Y)) = YV(w(X)) - w([X,Y])
= X (Vyej,e2) =Y (Vxer,er) — <V[X7y]61, 62>
= (VxVyer,e2) + (Vyer, Vxes) — (VyVxer, e2) — (Vxer, Vyes) — (Vix yjer, €2)
|[pero (Vyeq,Vxes) = (Vxer, Vyes) = 0 porque Vye; estd en la direccién de ey y
Vxes estd en la direccién de e, y lo mismo se tiene para el otro producto escalar|
= <VXVy61 —VyVxe — V[Xy]el, €2> .

Si tomamos X = e, Y = ey, tenemos dw(ej,e2) = —K = —Q(eq, e2). O

13.4. Teorema de Gauss-Bonnet local

Lema 13.15 Si (u,v) son coordenadas locales de una superficie en un abierto,
{e1,e2} es una referencia local ortonormal definida en el mismo abierto y {6',6%} su
referencia dual, se tiene que /g du A dv = o' A 62.

Demostracién Usaremos la notacién v = 2!, v = 22, F; = 882., a = L(F1,e),
x

ﬂ = K(Fz,el), 0 = K(Fl,FQ) = ﬁ — Q.

0L N G% — 01 A2y, F) da Ada? = |SE0 ) (Eoen)l gon o2

(Fi,e2) (I3, e2)
= |F1||F2|(cos asen B — sen accos B) dz' A da® = |Fy||Fy|sen(a — B) da' A da?
= V|F1]2|F2|2(1 — cos2 0) dzt A dx? = \/|FL 2| Fo|21 — |F1|2|Fa? cos? 0 dat A da?

— VIRPIBPR - (R, B)?) do' Ade? = /g da' A da?.

Recordemos la siguiente definicion de Anélisis III:
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18.4 Teorema de Gauss-Bonnet local 123

Definicién 13.16 Sea M wuna superficie de R orientada por un vector unitario
normal N. Sea D un subconjunto de M con interior no vacio y y frontera una curve
c(t). Sea & un vector unitario tangent a M, normal a la frontera de D y apuntando
hacia afuera de D. Diremos que c estd positivamente orientada si {N,&, ' (t)} es una
base positivamente orientada de R3 en cada c(t).

Recordemos la definicién de integral de una 2-forma diferencial sobre una superficie
(cfr. libro de Galbis-Maestre, Def.7.1.1 y Teor. 7.1.):

Definicién 13.17 Sin es una 2-forme diferencial sobre una superfice M, (U, ¢ =
F~1) una carta de M. En esa carta sabemos que 1 = niadu' Adu?, y que n12 = n(Fy, ).
St A C U, se define

/A77 — /(A) ma o F dutdu® (13.9)
%)

Recordemos también el teorema de Stokes, que escribiremos aqui sélo en su versién
para forma diferenciales definidas en dominios de superficies:

Teorema 13.18 Stokes theorem for surfaces Sea n M, D, y ¢ como antes.
Sea w una 1-forma diferencial definida sobre M, y consideremos sobre ¢ la orientacion

definida por la de M. Se tiene:
/ dw:/w (13.10)
D c

Teorema 13.19 de Gauss-Bonnet local sin angulos. Sea U una abierto sim-
plemente conexo de una superficie reqular M, cuya frontera I' es la imagen una curva
¢ diferenciable cerrada y simple (lo que se da automdticamente si la clausura de U es
una superficie con borde de las estudiadas en Andlisis III). Se tiene que

/K dA = —/k:g ds + 2. (13.11)
U r

Demostracién Tomemos como {uy, us} la referencia ortonormal a lo largo de la curva
positivamente orientada tal que u; = ¢/(t). Usando el lema anterior, el lema 13.15, el
teorema de Stokes, la definicién de 6(t) indicada en la nota 13.8 y la férmula (13.4),

/KdA:/ (K\/g)op* dudv:/K\/gduAdv
U U

o(U)
[ e o fos oo
- /L (Ve (t),ua(t)) dt + (L) — (0) = — /L kg(t)dt + 6(L) — 6(0),
0 0

Por ser ¢(L) y ¢(0) el mismo punto, es evidente que §(L)—6(0) es un multiplo entero de
27. Si U fuese un trozo de plano, seria exactamente igual a 27, por el teorema 2.18 del
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indice de rotacion de una curva cerrada simple plana. Ahora bien, se puede pasar de
una superficie plana a la superficie F'(U) por una familia continua F; de superficies, en
cada una de las cuales 6,(L) — 6,(0) = 2mn, pero, por ser la familia continua, la funcién
6; depende continuamente de ¢, luego lo mismo le ocurre a (L) —6.(0), luego no puede
dar saltos y, como en un extremos de la familia vale 27, ha de valer siempre 27. (Nota:
el punto débil de esta demostracion estd en que no hemos demostrado la existencia de
la familia F}, para una demostracion rigurosa que no supone que las superficies estén
embebidas en R3, vedse Spivak volumen III, pag. 266). O

Lo que acabamos de ver es el teorema de Gauss-Bonnet para un dominio simple-
mente conexo limitado por una curva cerrada simple diferenciable. Por ser diferenciable
en todo punto, no se habla de dngulos en esta curva. Vamos a ver ahora como queda el
teorema si se habla de angulos. Necesitamos primero algunas definiciones. La primera es
una versién diferenciable, y para poligonos, de la definicién de tridngulos en superficies
que se vi6 en el tema 11 de Topologia el curso pasado.

Definicion 13.20 Dada una superficie diferenciable M, un poligono de M es un
homomorfismo ¢ : P C M — P’ C R? de un subconjunto P de M sobre un poligono P’
de R? que es un difeomorfismo del interior de P en el interior de P’ y que, restringido
a la frontera de P', ¢~ es un difeomorfismo sobre cada uno de los interiores de los
lados del poligono P’'. Las antiimdgenes por ¢ de los lados y vértices de P’ se llaman,
respectivamente, lados y vértices de P.

Puesto que los lados del poligono P’ son la imagen de una curva poligonal en el
plano, la condicién anterior sobre ¢~ restringida a los lados equivale a decir que ¢~
define una curva cerrada diferenciable a trozos cuya imagen es la frontera de P. La
entera definicion es equivalente a: “un subconjunto simplemente conexo P de M es un
poligono si tiene interior no vacid y su frontera es una curva cerrada diferenciable a
trozos con un numero finito de puntos en que no es diferenciable. Los puntos de no
diferenciabilidad se llaman vértices del poligono, y lo intervalos en que es diferenciable
se llaman lados 7.

En este capitulo trabajaremos con poligonos P contenidos en la imagen de una
parametrizacion F : U — R3 que son imagen por F de un poligono contenido en U
(por lo tanto, ¢ = F~1).

Definicién 13.21 Sea P un poligono de M, c¢: [0, L] — M la curva cuya imagen
es la frontera de P. Segin la definicion 13.16, la orientacion de P define una orienta-
cion de su frontera. Ademds, existe una particion de [0,L], 0 =tg < t; < ... <tp41 =1L
tal que ¢ (t) existe para todo t # t; y estdn bien definidos los imites por la derecha y
la izquierda de las derivadas ¢ (t}) y ¢ (t;). Ademds, parametrizaremos de modo que
d(b™) = (a"), de modo que los vértices son ti,...,t,.

En cada vértice t; definimos el dngulo interior ¢; como el dngulo orientado (entre
0y 2m) que va de vy = (t]) a vy = —C(t])
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18.4 Teorema de Gauss-Bonnet local 125

vz

v, U2

Nota 13.22 Al haber tomado ¢ € [0,27|, la definicion anterior resulta ambigua
ciando v1 = va. 5Qué anglo se le asigna, 0 o 2 %. Para decidirlo:

Sea wi () el vector de R? que va desde c(t;) hasta c(t;)+¢€), y sea wa(e) el vector que
va desde c(t;) hasta c(t;) — ). Por la hipdtesis v1 = vy se tiene, para € suficientemente
pequenio y distinto de 0, los vectores N, wy(g) y wa(e) son linealmente independientes
y la orientacion de N(c(t;)), {wi(e), wa(e)} no cambia para pequenas variaciones de
€. Se define entonces

0 si {N(c(ty)), wi(e), wa(e)} estd positivamente orientado
i or s {N(c(t;)), wi(e), wa(e)} estd negativamente orientado

cltise)

clti-¢&)

N

Obsérvese que si hubiésemos introducido los w;(e) al comienzo, podriamos haber
definido los dangulos internos para todos los casos por

Y = HH(I) dngulo orientado de wi(g) a wa(e)
e—

Definicion 13.23 El angulo de discontinuidad o dngulo exterior en el vértice t; es
el suplementario del dngulo interior: §; = ™ — p; € [—m, 7]
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126 Teorema de Gauss Bonnet

Lema 13.24 Con la notacion usada en las definiciones anteriores, si 6 es el dngulo
que forma c'(t;) con un vector u € Ty M, entonces 0 + 0; es el dngulo entre dtH) y
u.

Teorema 13.25 de Gauss-Bonnet local con angulos. Sea D un poligono de n
vértices de una superficie reqular M, cuya frontera es la curva diferenciable a trozos T,
y contenido en el dominio de una carta de M. Se tiene que

/KdA:/k: ds—Z& +27r_/lc ds+Z<,oz 2-n)m.  (13.12)
D

=1

Demostraciéon Por el lema 13.24, podemos elegir 0; : [t;—1,t;] — R de modo que
cada 0; sea una eleccién continua del dngulo entre u; = ¢’ y e; (para una referencia
local ortonormal {e1, e2} prefijada sobre U) sobre el intervalo [t;—1,t;] y

(91_;,_1( ) 0 ( ) = (57;, 1= 1, ey T

Si aplicamos ahora el teorema de Stokes como en la demostracién del Teorema 13.19,
tenemos:

/DKdA:/(p(D)K\/L@dudU:/DQ:—/dee:—/rwe:—/rwu+/r9'(t)dt
:—/F<Vcl(t)c’(t),uQ(t)>dt+/OLQ’(t) dt
n+1 n+1 ntl g
:_2/ dt+z —/F/-cg(t)dtJrZ 0l(t) dt,

ti—1 ti—1 i=1 Jti—1

n+1

/ dt+z 6i(ti1))

= —/ kg(t)dt — Zai + Opy1(L) — 01(0). (13.13)
r i=1
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Obsérvese que en la ultima igualdad (13.13)hemos usado que

n+1 n

Ong1(L) — 01(0) = > (0;(t;) — Oi(ti—1)) + > _ b (13.14)

i=1 i=1

La demostracién del teorema se acaba si probamos que 60,,41(L) — 61(0) = 27. Lo
que serd cierto usando los mismos argumentos que para el teorema 13.19 si vemos que
el teorema del indice de rotacién 2.18 para curvas planas diferenciables también va-
le para curvas diferenciales a trozos con un numero finito de puntos singulares. Esto
se puede hacer aproximando la curva diferenciable en el plano a trozos por una cur-
va diferenciable ¢ tal que ¢(0) = ¢(0) cuya variacién de dngulo 27 aproxima en una
cantidad pequena (menor que m por ejemplo) el miembro de la derecha de (13.14), y
como 6, 41(L) —61(0) ha de ser un multiplo de 27, la aproximacién ha de ser exactitud
On+1(L) — 01(0) = 27. Para detalles ver el tomo III de Spivak paginas 269-270. ad

Corolario 13.26 Si los lados del poligono del teorema 13.25 son geodésicas, enton-
ces

n n
[ Kad=-Y siv2m=3 g+ 2-nn (13.15)
D i=1 i=1
En particular, para un tridngulo geodésico se tiene

/KdAZQOl—FgOQ—FgOg—?T. (13.16)
D

13.5. Teorema de Gauss-Bonnet global

Recordemos la nocién de superficie triangulada vista en topologia, pero ahora con
triangulos (polinos de 3 lados, def. 13.20) diferenciables (no solo continuos como en
topologia)

Definicion 13.27 Sea M una superficie compacta. Una triangulacion diferenciable
de M es una familia finita de tridngulos (cf. Definicion 18.20) T ={¢; : T; C M —
T' C R?}1<i<n tales que:

1)M=T1U..UT,,

2) Si T; # Ty, entonces, o bien T; NT; = 0, o bien T; N Tj es un vértice comin, o
bien T; N'T; es un lado colman.

Una superficie M se llama triangulable si existe una triangulacion T en M.

Por dltimo, denominamos superficie triangulada al par (M,T).

Es importante conocer el siguiente teorema, aunque no veremos su demostracién,
por ser larga y no dar tiempo en este curso.
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128 Teorema de Gauss Bonnet

Teorema 13.28 Toda superficie reqular compacta de R? es el conjunto de nivel de
una funcién reqular sobre un abierto de R3 que contiene a la superficie y, por lo tanto,
es orientable.

Vamos a dar el teorema de Gauss-Bonnet sobre superficies regulares compactas de
R3. Supondremos siempre que son orientables, pero, por el teorema anterior, es hipdtesis
no es ninguna restriccién real.

Recordemos ahora un teorema visto (sin demostracién) en topologia de segundo.
El teorema se enuncié en ese curso para triangulaciones continuas, pero es igualmente
valido para las triangulaciones diferenciables defnidas en este capitulo.

Teorema 13.29 Toda superficie reqular compacta es triangulable. Ademds:

a) si la superficie es orientable, la orientacion definida sobre cada una de las fron-
teras de los tridngulos resulta compatible,

b) la caracteristica de Euler x(M) = C +V — A es un invariante topoldgico de la
variedad que no depende de la triangulacion (C =numero de caras, V = numero de
vértices, A = numero de aristas),

c) toda superficie compacta se obtiene aniadiendo g asas a la esfera S* (g se llama
género de la superficie) y x = 2 — 2g.

Teorema 13.30 de Gauss-Bonnet global Sea M una superficie regular compac-
ta de R3. Se tiene la siguiente “admirable” férmula

/ K dA =271 (M) = 27 (2 — 2g). (13.17)
M

Demostracién Sea 7 = {¢; : T, C M — T' C R?*}1<;<, una triangulacién de
M, con la frontera de cada triangulo T; orientada por la orientacién inducida por la
orientacién de M. . Para cada uno de estos tridngulos tenemos

3 n
/KdA:—/ kgds—Z&j—i-%r:—/ kgds—i—ZgOij—i-(?—?))ﬂ. (13.18)
T; oT; oT; j=1

=1

Cada eje de cada tridngulo estd en dos tridngulos y, por el convenio de orientacio-
nes , recorrido en sentidos opuestos en cada tridngulo. Por esa razén se tiene que
Yo fTi kgds = 0. Ademsds, la suma de los dngulos interiores en cada vértice es 2,
por lo tanto Z?zl @ij = 2wV Por otro lado, el niimero de caras es igual al nimero de
triangulos, luego n = C'y, como cada arista esta en dos caras y cada cara tiene tres aris-
tas, 3 C' =2 A, por lo tanto 3 7, 2(2 - 3)m = C(2—3)m = (2C - 3C)m = (2C — 24)T.
Juntando todas estas sumas resulta:

/ KdA = Z/ K dA=27V+271(C - A)=2r(C - A+V)=2nx(M) (13.19)
M i=1 7T

O
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13.5 Teorema de Gauss-Bonnet global 129

La férmula (13.17) es admirable porque en el miembro de la izquierda de la igualdad
aparece un invariante geométrico (de geometria intrinseca) y en el de la derecha un
invariante topoldgico. Es una férmula que relaciona geometria y topologia. Dice que
la geometria produce topologia y que sobre una topologia dada no se puede construir
cualquier geometria. Las consecuencias mas directas de esta relacion y de la clasificacién
de superficies compactas estudiada en Topologia II) las recogemos en el siguiente

Corolario 13.31 a) Una superficie compacta con K > 0 (basta [,, K dA >0) es
homeomorfa (en realidad, difeomorfa) a una esfera S?

b) Una superficie compacta con K = 0 (basta [,, K dA = 0) es homeomorfa (en
realidad, difeomorfa) a un toro S?

¢) Una superficie compacta con K < 0 (basta [,, K dA < 0) es homeomorfa (en
realidad, difeomorfa) a un “toro”con 2 o mds agujeros (también llamado esfera con 2
0 mas asas o superficie de géneron > 2).

d) M compacta es una superficie de género n si y solo si [, K dA =2m(2 —2n).

Vamos a ver ahora otra consecuencia menos trivial, que relaciona la caracteristica
de Euler con el indice de un campo vectorial. Primero definamos este ultimo concepto:
ya no lo damos, este ano se acabara aqui el curso.
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