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GEOMETRIA AFIN

§1. CONCEPTO DE ESPACIO AFfN, SUBESPACIO AFIN Y PARALELISMO.

Para fijar ideas, en estos apuntes solo usaremos el cuerpo IR de los niimeros reales,
aunque los enunciados y teoremas son validos para cuerpos mas generales (en particular
para el cuerpo @ de los numeros complejos). Los dibujos solo son ciertos para IR.

V denotard un espacio vectorial de dimension finita sobre IR.

1.1.Definicion. Un conjunto E se dice que es un espacio afin asociado a un espacio
vectorial V' si existe una ley de composicién externa + de £ X V en E

ExV — E/(P,v)— P+,

verificando los axiomas
1.1.1. Para todo (P,Q) € E x E existe un tinico v € V tal que P+ v = Q. Se

escribira v = P
1.1.2. para cualesquiera P € E y u,v € V se verifica que

(P4+u)+v=P+ (u+v).

A los elementos de E se les llama puntos. De V' se dice que es el espacio de direcciones
de E, o también el espacio (vectorial) director de E.

1.2.Proposicién. Si P,Q,R,P',Q" € E y v € V, entonces
a) P+v = P siiv =0, siendo P un punto arbitrario de E.

b) @ = —Cﬁ%. (ver dibujo)
c) ]@ + Cﬁ% — PR. (ver dibujo)
AuhN =
d) ]@ = P'Q’ implica que PP = QQ'. (ver dibujo)
Demostracion. a) De 1.1.1 resulta que, dado P, existe un tnico v tal que P +v = P.
Usando esto y 1.1.2, tenemos P+ 0= (P+v)+0=P+ (v+0) = P+v = P, y, como
el v es tinico, v = 0.

b) Por definicién de @, se tiene
P=Q+QP = (P+PQ)+QP = P+ (PG +QP),

Typeset by ApS-TEX



2 GEOMETRIA AFIN Y PROYECTIVA

que, por a), implica ]@ + Cﬁ’ =0, c.q.d.

c¢) Calculando como antes,

P+(PR)=R=Q+Qli = (P+PQ)+ QR = P+ (PG + QR).
y, por 1.1.1, ﬁz@%—@?, c.q.d.

d) Usando c), se tiene que

—PO+QQ y PQ =PP +PQ

y, usando la hipétesis, el resultado buscado sale de comparar estas dos igualdades. [
1.2’.Ejercicios.

Comprobar o demostrar (y hacer dibujos siempre que sea posible) que

a) P(P+v) = b)P+J@ Q

c) P(Q+v :]@—i—v d) P—l—v @—v

) P+u)(Qtv)=PQ f)P+v=QsiiP=Q+ (v
g)(P+v)(Q+wj:—v+J@+w )R+J@—Q+P_fz P+ J@er_fz.

1.2”.Nota. Obsérvese que si E es un espacio afin asociado a un espacio vectorial V'
P ¢ E, entonces V = {@/Q € E}, porque {@/Q € E} C V por definicién de P
y, para todo v € V, se tiene que Q = P+ v € E, luego v = PQ € {PQ/Q € E}, luego
vV c {PG/Q € EY.

1.3.Ejemplo. Si definimos E = V y la operacién + como la suma de V, V es un
espacio afin con espacio de direcciones V', y b =w —v.

Reciprocamente, fijado un punto P € E, el conjunto TpE = {(P,Q)/Q € E} puede
dotarse de la estructura de espacio vectorial que hace que la biyeccion

o:TpE — V) (P,Q)w PO
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sea un isomorfismo de espacios vectoriales (es decir, la suma en T,F se define por
(P,Q)+ (P,R) = gp‘l(]@ + ﬁ) y el producto por un escalar A € IR por A\(P,Q) =
e Y (APQ). (Que la aplicacién anterior sea biyectiva es una consecuencia de 1.1.1).
Resulta entonces que un espacio afin se puede considerar como un espacio vectorial en
cuanto se fija un punto. Es decir, en cierto sentido, el espacio afin y el espacio vectorial
son dos maneras distintas de mirar una misma cosa.

El conjunto TpFE, con la estructura de espacio vectorial indicada antes, se llama a
veces espacio vectorial tangente a & en P.

1.4.Definicién. La dimension del espacio afin E es la dimension de su espacio de
direcciones V.

1.5.Definicién. Dados P € E y W s.e.v. de V, llamaremos subespacio afin (o variedad
lineal afin) de E determinado por el punto P y el s.e.v. W (o pasando por P y con
espacio director W) al subconjunto

P+W ={P+wweW}={QecE/POeW).

Obviamente P € P+ W, pues P = P + 0.
Si W es de dimensién 1, 2 6 dim(FE) — 1, respectivamente, se dice que P+ W es una
recta, un plano o un hiperplano afin respectivamente.

SiQ e F=P+W,se dice que el subespacio afin F' pasa por el punto Q.

*1.6.Proposicién. a) Si FF = P + W es un subespacio afin de E, entonces W =
(PR/R € F} =W, donde W = {QR/Q, R € FY.
bDP+U=Q+WsiiU=WyP+U)NQ+W)#(D
¢) Dados P,Q € E, y U, W s.e.v. de V, se tiene que P+ U =Q+ W siiU =W y
QeP+UGPeQ+W.

Demostracion. a) Siw € W, por la definicién de P+ W, Q = P +w € P + W, luego
w = ]@, luego W C W. Reciprocamente, si Q, R € F, existen w,u € W tales que
Q=P+wy R=P+u, de donde, usando 1.1.2, R+ (—u) + w = P + w = @, luego
Cﬁ:—w—i—uew, de donde W C W.

b) Es evidente que si P+ U = Q + W = F, entonces, (P +U) N (Q + W) # 0.
Ademéds, de a) se deduce que U = {@/Q, R € F} = W. Reciprocamente, si se dan
estas dos condiciones, sea S € (P +U) N (Q + W), se tiene que existe un u € U tal
que S = P + u; ademds, para todo w € U, S+w = P+ (u+w) € P+ U, luego
S+U C P+U. Por otro lado, P = S + (—u) implica que para todo P +w € P+ U,
P+w=S+(—u+w) e S+U,luego P+U C S+ U. Tenemos, por lo tanto, que
P+ U =S5+ U. De la misma manera se demuestra que Q + U = S + U, lo que acaba
la demostracién de b).

c) es consecuencia inmediata de b). [
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1.7.Corolario. P + W es un espacio afin con W como espacio de direcciones, con la
ley de composicion sobre (P + W) x W heredada de la ley de composicién sobre E x V.

Demostracion. Se verifican:

1.1.1 Para todo P +u, P +w € P+ W existe un tinico w —uw € W tal que P +w =
P+ u+ (w—u).

1.1.2 Para cualesquiera P+u € P+ W y w,t € W, se verifica

(P+u)+w)+t=P+(u+w+t)=(P+u)+ (w+t).

0

1.8.Proposicion. Un subconjunto F' de E es un subespacio afin sii es un espacio afin
cuyo espacio de direcciones W es un subespacio vectorial de V' y la ley externa + es
la restriccion a F' x W de la ley externa + definida sobre EE x V. En este caso, para
cualquier P € F, FF = P + W, i.e., F es el subespacio afin determinado por P y W.

Demostracion. Resulta de las dos tltimas proposiciones que si F' es un subespacio afin
de FE, entonces F' verifica las propiedades del enunciado. Veamos el reciproco. De
la propiedad 1.1.1 de la definicién de espacio afin resulta que para cualquier P € F,
F =P+ W,y esto prueba el reciproco. [

*1.9.Proposicién. Sea {F;};,c; una familia de subespacios afines de E. Si la inter-
seccion de los F; es no vacia, entonces es un subespacio afin cuyo espacio de direcciones
es la interseccion de los espacios de direcciones de cada Fj.

Demostracion. Para cadai € I, sea V; el espacio de direcciones de F;. Sea P € N{F;/i €
I}. De 1.6 b) resulta que F; = P+ V. Se tiene que Q € N{F;/i € 1} sii Q € P+V, para
todoi € Isii]@ € V; paratodoi € Isii]@ e {Vi/iel}si@Q e P+(n{V;/ieI}),de
donde se tiene que N{F;/i € I} = P+ (N{V;/i € I}), lo que acaba la demostracién. O

*1.10.Definiciéon. Si C es un subconjunto del espacio afin E, se llama subespacio afin
A(C) engendrado por C' al menor (respecto de la inclusion) de los subespacios afines de
E que contiene a C. Es decir, A(C) es el subspacio afin de E tal que C C A(C) y todo
subespacio afin F' de E tal que C C F verifica A(C') C F.

Esto es equivalente a decir que A(C) = N F;, siendo I = {i/F;es un subespacio
afin de E'y C C F;}. En efecto: Por 1.9 se tiene que N;crF; es un subespacio afin
que contiene a C' por verificarse que F; D C para todo i € I, luego A(C) C NierF;.
Como, ademads, A(C) es un subespacio afin que contiene a C, existe un j € I tal que
A(C) = Fj, luego Nicr F; C F; = A(C). De estas dos inclusiones resulta la igualdad.

*1.11.Proposicién. Sea P € C, el subespacio afin A(C') engendrado por un subcon-
junto C' de E tiene como espacio de direcciones el subespacio vectorial de V' engendrado

por el conjunto {@/Q e C}.

Demostracion. Sea W el subespacio vectorial engendrado por {]@/Q € C}. Como
P + W es un subespacio afin conteniendo a C, se tiene que A(C) C P + W. Para
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probar la inclusién contraria hay que probar que para todo subespacio afin P + U de
E conteniendo a C' se tiene que P+ W C P + U. Ahora bien, como C' C P+ U, se

tiene que para todo Q € C, ]@ € U, luego {@/Q € C} Cc U, por lo tanto W C U,
de donde se deduce P+ W Cc P+ U U

1.12.Corolario. Dado un subconjunto C C E y dados P,Q € C, los espacios vectori-
ales generados por {ﬁ, R e C} y por {Cﬁ, R € C} son iguales.

Demostracion. De la proposiciéon anterior se deduce que A(C) = P+ < {P_})LR €
C}>=Q+< {Cﬁ%,R € C} > y esto implica (por 6.1.(b)) que < {ﬁ,R € C} >=<
(QR,Re C} >.

1.13.Definicién. h + 1 puntos {Py, P, ..., P} de un espacio afin E se dice que son
independientes si el subespacio afin engendrado por ellos tiene dimension h.

1.14.Proposicion. h+ 1 puntos {POz Py, Py} de un espacio afin E son independi-

entes sii el conjunto de vectores {PyPy, PyPs, ..., PyP,} es linealmente independiente.

Demostracion. De 1.11 se deduce que la dimensién del espacio afin generado por { Py, Py, ...

es la dimensén del espacio vectorial generado por {PyPi, PoPs, ..., PoPr}, y la di-
mension de este espacio es h sii el conjunto de esos vectores es linealmente indepen-
diente. [

*1.15.Definicién. Dados M subespacios afines Fi, ..., F,, de E, de interseccién no

vacia, se llama suma (Y .-, F; = Fy + ... + F,;,) de estos subespacios al subespacio afin
A(UL, Fi)

*1.16.Proposicién. Dados los subespacios afines Fy = P, + Uy, ... , F,,, = P,, + U,,
y dado P € NI, F;, se tiene que Y .- | F;, =P+ > " U,

Demostracion. De la hipétesis N, F; # () se deduce que existe P € N, F;. De 1.11
resulta que el espacio director de 2111 F; es el espacio vectorial engendrado por los
vectores de la forma {@/Q eEP+U;,1<i<m}={velU;1<i<m} quees, por
definicién, el espacio E:’;l U;, de donde se tiene lo que queriamos probar. [

*1.17.Corolario. Si I, Fy son dos subespacios afines de Interseccién no vacia, en-
tonces

Demostracion. Sea P € Fy N Fy y escribamos F; = P+ W;, i = 1,2. De 1.16 resulta
que Fy + F5 = P + (W7 + W5). De la definicién de dimensién de un espacio afin y de
la féormula para las dimensiones en espacios vectoriales resulta que

d1m(F1 + FQ) = d1m(W1 + Wg) = dlm(W1> + dlm(W2> — dlIIl(Wl N WQ),

de donde se deduce la férmula del enunciado, porque Fy N Fy = P+ (Wi NnWy). O

7Ph}
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1.18.Definicion. Dos subespacios afines F' = P+ W y G = Q + U de E se dice que
son paralelos (F||G) siiU Cc W ¢ W C U.

Evidentemente, si dim(F) = dim(G), se tiene que F||G sii U = W, porque dos
espacios vectoriales de la misma dimension tales que uno esta contenido en el otro, son
iguales.

1.19.Proposicién. SiF||G, entonces FNG =06 F CG 6G C F.

Demostracion. Si existe un R € F'N G, se puede escribir F =R+ W yG= R+ U, de
donde se deduce que G C Fo FC G. [

1.20.Proposicién. Si F' es un suabespacio afin de E y () € E — F, existe un tinico
subespacio afin G de E de la misma dimensién que F tal que Q € G (G pasa por Q) y
F||G. (i.e. el quinto postulado de Euclides siempre es cierto en Geometria Afin).

Demostracion. Si F = P+W y G =Q+U, F||G implicaque U C W éW C U, y, como
dim(U) = dim(W), se tiene que U = W, luego G = Q + W, que estd univocamente
determinado sise dan F =P+ U y . O

1.21. Preguntas y ejercicios.

(a) Sea F' un subespacio afin de E, U el espacio vectorial director de F'y V el espacio
vectorial asociado a F, y P un punto de F. Si u € U, jqué es P 4+ u y donde esta?. Si
veV —U, jqué es P+ vy donde esta?.

(b) Sea E un espacio afin de dimensién 4. Sean F'y G subespacios afines de E de
dimensién 2 y de interseccion no vacia. ;Cuéles son las posibles dimensiones de F'+ G?.

(c) Sea E un espacio afin con espacio vectorial director V', F' un subespacio afin de
E, F = P+ U, siendo U un subespacio vectorial de V. Dados @, R € F, jdonde estd
el vector que va de @) a R?.

(d) Sea FF = P + U un subespacio afin de £, W = {Cﬁ e V/Q,R € F}. ;Qué
relacion hay entre U y W7.

(e) Si F'y G son subespacios afines de F, dimF = n, dimF = 4,dimG = m, n > m >
4. ;Cudles son las posibles dimensiones de F' N G?. jEs F'N G un subespacio afin?.

(f) Si C € B C E y E es un espacio afin, jqué relaciéon hay entre los espacios
afines A(C) y A(B) generados por C y B respectivamente?. Si {Py,...,P.} € C'y
dimA(C) = 2, jcudl es el valor mdximo que puede tener r para que los puntos Py, ..., P,
sean independientes?.

(g) Si F, G son subespacios afines de E, dimF =n — 2, dimG =n — 1 y dimFE = n,
ies posible que F'y G sean paralelos?.

(h) Sea E,, un espacio afin de dimensiéon n. Sean F), y G} subespacios afines de
dimensiones m y k respectivamente. En los siguientes casos, indicar todas las posibles
posiciones relativas (son paralelos, se cortan en un subespacio afin de dimensién que hay
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que precisar, se cruzan -i.e. no se cortan ni son paralelos- conteniendo otrso subespacios
afines paralelos de dimension a precisar, ...)
h1) Dos rectas F; y Gy en Es c2) Dos rectas F} y Gy en E, conn >3
h3) Una recta F} y un plano G5 en Ej3
h4) Una recta F; y un hiperplano G,,_1 en E,
h5) Dos planos Fy y G5 en Fs. h6) Dos planos Fy y Go en Ey.
h7) Dos hiperplanos F,,_1 y G,,_1 en E,
)
0

=

8) Fy y G3 en Es. h9)F, y G3 en Ej.
h10) F,,, y Gy en E,, con 1 <m,k<n—1yn=>5.

§2. SISTEMAS DE REFERENCIA CARTESIANOS

2.1.Definiciéon. Si E es un espacio afin de dimensiéon n asociado a un espacio vectorial
V', se llama referencia cartesiana del espacio ' a un par {O, {ey,...,en}} enel que O € E
v {e1,...en} es una base de V.

Se llama i-ésimo eje coordenado de la referencia a la recta afin pasando por O y con
espacio director el generado por e; (se dice que es la recta pasando por O y con vector
director e;)

2.2.Definicién. Dada una referencia {O,e,...,e,} de FE, se llama coordenadas de
un punto P € E a las componentes del vector OP de V en la base {e1,...,en}. Si
ﬁ’ = A1€1 + ... + A\pen, se escribird P = (A1, ..., An).

2.3. Proposicién. Si, en una referencia {O, ey, ...,e,} de E, se tiene P = (P!, ..., P")
ysiv=uvle;+..+v"%, € V, entonces P+v = (P1+v!, ..., P"+ov™). SiQ = (Q1,...,Q"),
entonces ]@ =(Q' —PYey + ...+ (Q™ — PM)e,.

Demostracion. Las coordenadas de P + v son, por definicién, las componentes de
O(P + v;, pero O(P + V) = oP + P(P + V) = oP + v, de donde se tiene la primera
parte de la proposicién. La segunda se deduce de la primera tomando v = ]@, pues
se tiene entonces que (Q!,...,Q") = P + ]@ = (Pt + ot .., P" + "), y, de aqui,
v'=Q"—P'paral <i<n. [

Vamos a ver ahora las ecuaciones de los puntos de un subespacio afin usando un
sistema de coordenadas cartesiano

2.4.Proposicién-Definicién. Sea F' = P + W un subespacio afin, {O, ey, ...,e,} una
referencia cartesiana de E, y {wi,...,wy} una base de W. Si w; = >, wéei, 1<
j <k, yP=(P!.. P"), entonces F es el conjunto de puntos Q cuyas coordenadas
(Q4, ...,Qm) verifican

k
(2.4.1) Q! = P + Z)\jwé, para todo A\', .., \Fe R, 1<i<n,
j=1
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o, en forma matricial,

=

Q' P! wi ... ow AL
S [P I O .

Q" pr wy ...ow K

s

Las ecuaciones (2.4.1) se llaman ecuaciones paramétricas del subespacio afin F'.

2.4’.Ejercicio. Si (2.4.1) son las ecuaciones en paramétricas de un subespacio afin F
de E en una referencia cartesiana {O, ey, ...,e,} de E, dar las componentes en la base
{e1,...,en} de V de una base del espacio vectorial director de F.

2.5. Cuando dim(F') = 1, i.e., se trata de una recta, entonces (2.4.1) se transforma
en Q' = P' + \w', de donde resulta, despejando A,

(2.5.1) o-r_ -

wl wn
que son las ecuaciones en forma continua o implicita de una recta afin.

Todo subespacio afin puede describirse, como acabamos de ver con las rectas, como
el conjunto de puntos que verifican un sistema de ecuaciones lineales. Es lo que veremos
en la proposiciéon 2.7, para cuya demostracion usaremos los siguientes resultados de
algebra lineal.

2.6°. Lema de algebra. Sea V un espacio vectorial de dimensién n, V* su espacio
dual (i.e. el espacio vectorial de las aplicaciones lineales de V en IR), {e1,...,e,} una
base de V' y {e*!,...,e*™} la base de V* dual de la de V (i.e., la base de V* tal que
e*'(ej) = 6! para todoi,j € {1,...,n}).

(a) SifeV*yf=>", fie*", entonces f; = f(e;).

(b)Siz €V yx=>" a'e, entonces v = e**(z).

(c) < {e1,...,ex} >=Kere** ™ n .. N Kere.

Demostracion. : (a) f(e;) =Y 5_, fie* (e;) = > i1 £i0) = fi.

(b) e(z) = e (35—  alej) = Yo  2le™ () = 325, 2705 = a'.

(c) < {e1,...,ex} > = {zte; + ... + zFer, +0epyr +... +0e, /2t € R, 1 < i <k} =
{0 2iei/a? =0parak+1<j<nysr' € Ry ={recV/e'(z)=0parak+1<
j<n}=Kere* N  NKere™. O

2.6. Lema. W es un subespacio vectorial de V' de dimension k, si y solo si existen
n — k aplicaciones lineales (no unicas) f? : V. — IR linealmente independientes (como

elementos de V*) tales que W = (j_;, , Ker f7

Demostracion. Suponamos que W es un subespacio vectroial de dimensién k. Si{wy, ..., wg}

es una base de W, complétese hasta una base {w, ..., wg, Vg41, ..., vn} de V, con v; €
V—-W,j=k+1,..,n. Sea {¢, .., ¢F fEr1 ..., f7} la base de V* dual de la anterior.
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Por 2.6Y, todo x € V se puede escribir como = = Ele &' (x)w; + PO fi(z)v; y
reWsii f/(x) =0parak+1<j<n,ie siize ﬂ?:kﬂ Ker f7.

Reciprocamente, si {f**!,...f"} son linealmente independientes en V*, complétese
a una base {¢',...,¢%, fFtL .. f"} de V*, y sea {wy, ..., W, Vki1, ..., U} la base de V

n

dual de la anterior. Por 2.6° se tiene que Nj=ry1 Ker 7= < {wy,...,wx} >y, por
tanto, es un espacio vectorial de dimensién k. [

2.7. Proposicién. F es un subespacio afin de F de dimension k sii es el conjunto de
puntos Q € E cuyas coordenadas (Q*, ..., Q™) verifican un sistema de n — k ecuaciones
lineales

QY+ ab T QP + 4 df T + el =0

(2.7.1) alf+2Q1 + a§+2Q2 + ...+ CLZHQH + a§+2 =0
atQ' +abtQ* + ... +alQ" +af =0
v la matriz
bt ak
(2.7.2)
ax

tiene rango n — k.
El sistema de ecuaciones (2.7.1) se llama ecuaciones en implicitas de F.

Demostracion. Supongamos que F' = P + W es un subespacio afin de dimensién k.
Sean fk+1 . freV* aplicaciones lineales linealmente independientes tales que W =
ﬂ?:kﬂ Ker f7 y sean a! = fI(e;) para i = 1,..,n, j = k+ 1,...,n. Para cada j,
(al,...,ad) son las componentes de f7 en la base dual {e*', ...,e*"} de {ey, ..., e, }. Como
fFHL .., f™ son linealmente independientes, la matriz (2.7.2) de las componentes de los
f7 tiene rango n — k. Se tiene que Q € F = P + W sii @ € (j—p 1 Ker f7 sii
fj(]@) = 0 para todo j € {k+1,..,n} sii 0 = fI(3(Q' — Pe;) = > (Q —
PHYfi(e;) = S0 (QF — P)a] para todo j € {k+1,...,n}, lo que ocurre sii

AT Q= PY) +... +afTH(Q"-P") =0
GQUIPY L tan@ - P =0
que es (2.7.1) si — Y27 al Pt =a) para j =k +1,..,n.
Reciprocamente, si F' = {Q = (Q',...,Q") que verifican (2.7.1)}, definamos f7 :

V. — IR por f/(3"_ x'e;) = > x'al para j € {k+1,..,n}. Evidentemente
f7 e V* fi(e;) = al y las componentes de f7 en la base dual de {ei,...,e,} son
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(a?,...al). Como la matriz (2.7.2) tiene rango n — k entonces las f7 son linealmente
independientes. Sea (P!, ..., P") una solucién del sistema de ecuaciones (2.7.1) (tal
solucién existe, por ser un sistema de n — k ecuaciones lineales con n incognitas tal que
la matriz de los coeficientes tiene rango n — k) y sea P el punto de F' de coordenadas
(Pt ...,‘P”). Se tiene entonces que Q € F'sii0 =" alQ'+a)— (> alP'+a}) =
S al(@ P = Y0, fie)(Q — P = fI(X1,(Q — Phe;) = f(PQ) para todo
Jj=k+1,...,nlo que ocurre sii PQ) € ﬂ?:kﬂ Ker f7, ie. sii Q € P+ ﬂ?:kﬂ Ker f7,
que es un subespacio afin de dimensién k. [

2.7’.Ejercicio.

Si un subespacio afin F' de dimensién k£ viene descrito por el sistema de ecuaciones
(2.7.1) en una referencia cartesiana {O, ey, ..., e, } de E, dar las componentes en la base
{e*!, ..., e} de V* dual de {eq, ..., e,} de unas aplicaciones f*+t1 ... f": V — IR tales
que el espacio vectorial director de F' sea igual a ﬂ?:k 41 Ker f7.

2.8. Nota. Obsérvese que cuando F' es un hiperplano afin (k = n—1), la demostracién
de la proposiciéon anterior dice que existe un P € F' 'y una f € V* tales que F' = P +
Ker f. Cuando F es de dimensién k arbitraria, entonces existen P € F y fkt1 ... fr ¢

V* tales que F' = P+(7_;, , Ker fi = =gy 1 (P +Ker f7). Como, por la observacién

anterior, cada P + Ker f7 representa un hiperplano, se tiene que: todo subespacio afin
de dimension k considerarse como la interseccion de n — k hiperplanos. En particular:
una recta viene dada por la interseccion de n — 1 hiperplanos.

Si se considera la misma idea desde el punto de vista de las ecuaciones (2.7.1), se
ve que cada subespacio afin de dimensiéon k puede expresarse por un sistema de n — k
ecuaciones lineales independientes, cada una de las cuales representa un hiperplano afin,
llegandose a la misma conclusién que antes.

2.9.Proposicién. Sea E un espacio afin de dimension n y {e;} una base de su espacio
director V. Si se describe un subespacio afin F = P+W C E de dimensién k < n dando
un punto P € F y una base {w;,wa, ..., wy} de su espacio director W, F' es el conjunto
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de puntos Q de E cuyas coordenadas (Q1, ..., Q™) verifican el sistema de ecuaciones

Q' —P' Q*—P* ... QF—Pk Qi—Pps
wi w? wh wy _
=0, j=k+1,...,n,
w} w? wy wy,

siendo (P!, ..., P") las coordenadas de P en la base {e;} y w; = Z?:1 wlej, i =1,..,k,

y habiendo ordenado la base {e;} de modo que det(w])1<i j<k # 0

Demostracion. x = Y. x'e; € W sii z es combinacién lineal de wy, ..., wg, y esto
ocurre sii {x,wy,...,w;} es un conjunto de vectores linealmente dependientes, lo cual
ocurre sii . )
b v A
wi wi ... wl
rango =k,
1 2 n
wy  W§ ... W

lo cual ocurre, con la ordenacién elegida de la base, sii las 2 verifican las ecuaciones
escritas para las Q% — P’ del enunciado. De aqui, teniendo en cuenta que Q € F sii
PQ e W,y que ]@ =>"" (Q" — P")e;, resulta la proposicién. [

2.10.NOTA: Comparando 2.7 con 2.4, se ve que las ecuaciones en paramétricas de un
subespacio afin F' de E aparecen de una manera natural cuando se describe el espacio
vectorial director W dando una base del mismo, y las ecuaciones en implicitas cuando
se describe W en la forma ﬂ?:k 41 Ker f7, siendo f7 elementos del espacio dual del
espacio director de E. En la proposicion 2.9 se ha partido de una base de W y se ha
llegado, sin embargo, a un sistema de n — k ecuaciones lineales (una descripcién de
F en implicitas). Puesto que los coeficientes wzj darian la ecuacién en paramétricas
Q) =PI + Zle )\iwzj de F', la proposicién 2.9 da un procedimiento para pasar de una
expresién en paramétricas a una expresion en implicitas. Este procedimiento consiste,
esencialmente, en la eliminacién de los pardmetros A!, ..., \* de las ecuaciones (2.4.1).

El paso inverso (de ecuaciones en implicitas a paramétricas) es ain mads sencillo:
basta con tomar k de las variables (las componentes de los puntos) como parametros y
despejar las otras n — k variables en funcién de ellas usando las ecuaciones (2.7.1).
+y =2
+w = -2
en paramétricas y, a partir de ellas, volver a obtener una expresién en implicitas.

Como ejercicio: Dado el plano F': x de E = IR*, obtener su expresién

Vamos a ver ahora las ecuaciones, en paramétricas y en implicitas, de un subespacio
afin generado por k + 1 puntos independientes

2.11. Proposicién. El subespacio afin F' generado por (que pasa por) los k + 1
puntos independientes {Py, Pi, ..., Py} de coordenadas P, = (P},...,P"), 1 = 0,1,...,k
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es el conjunto de puntos Q € E cuyas coordenadas (Q!, ..., Q™) verifican las ecuaciones
(2.1.1) Pl—i—Z)\ P}), para todo \', ..., \¥ € IR.

Cuando k = 1, las ecuaciones (2.11.1) pueden cambiarse por

Q' -1 Q" -
(2.11.2) 5l == i -
) Pr' — g
Cuando k es arbitrario, las ecuaciones en implicitas que representan a F' son
Q-P @-P .. Q-P @-P
pl-P} PP-P? ... PF-P} PP
(2.11.3) oo oor e PRt S0 g j=k+1,..n
Pl-P P2-P? ... PP-P¢ P/ -P]
si la base {ei,...,e,} del sistema de referencia usado se ha ordenado de modo que

det(P — Py)i<ii<k # 0.

En particular, cuando k =n — 1, se tiene

Q' -P  Q>-P> .. Q"-P

PL-Pl  P2_P: ... pPr_pr
(2.11.4) b SR SR

Py,—P Pl,—-PF; ... Pp,-F

Demostracion. Es consecuencia inmediata de que F' = Py+ < {Po P, ..., PoPr} >y de
las proposiciones anteriores. [

2.12.Cambio de referencia cartesiana. Sean {O,eq,...,e,} y {0’ €, ...el} dos sis-
temas de referencia de un espacio afin E. Si las coordenadas de O’ respecto de la
primera referencia son (O’!,...,0'™) y e = S e} ‘e;, dado un punto P € E con coor-
denadas (P!, ..., P") en el primer sistema de referencia y coordenadas (P'!,..., P'") en

. . ./ H H
el segundo sistema de referencia, de la expresmn O—}; = 00’ + O'P se deduce que

ZP"ez = ZO'iei+i Pl = ZO”@H—Z P Ze”ez = Z O”#—i Pele

i=1 j=1 i=1 j=1
ie.
(2.12.1) Pr=0"+> PVej
0, en forma matricial
pl o' 6/11 e’nl pl
(2.12.2) : = : + : ; : ,
pr)o o) \er oar) AP

que es la férmula de cambio de coordenadas cuando se cambia de referencia cartesiana.
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2.13. Definicién. Una referencia afin de un espacio afin E de dimension n es un
conjunto de n + 1 puntos {Fy, P,...,P,} de E independientes.\ Asociada a una tal

. /. . . . 7
referencia afin existe una referencia cartesiana {Py, PyPy, ..., PyP,}.

2.14. Preguntas y ejercicios.

(a) Sea F' un subespacio afin de E de dimensién m. Sea n la dimensién de E.
. Cuantas ecuaciones se usan para describir F' en paramétricas?. ;Cudntas para describir
F en implicitas?.

(b) Sea E un espacio afin de dimension 4 y sea F' un subespacio afin de F cuyos puntos
en una referencia cartesiana {0, e, eq, e3,e4} tienen unas coordenadas que satisfacen
X1 —|— X9 =1
T3 — Ty = 0
4-adas (1,1,0,0), (0,0,1,—1) y el espacio vectorial director de F'?.

las ecuaciones . . Qué dimension tiene F'7. ;Qué relacion hay entre las

(c) Sea {O,eq,...,e,} un sistema de referencia cartesiano de un espacio afin E de
dimensién n de espacio vectorial asociado V. Sieq,...,e, € V, jqué es O7, jqué relacion
hay entre este O y el vector 0 € V7.

(d) Sea E un espacio afin de dimensién n > 4 y sea F' un subespacio afin de F
cuyos puntos en una referencia cartesiana {O,eq, ..., e,} tienen unas coordenadas que
1 +xot+x, =1

T3 — T4 =0
hay entre las n-adas (1,1,0,...,0,1), (0,0,1,—1,0,...,0) y el espacio vectorial director
de F?.

satisfacen las ecuaciones . (Qué dimension tiene F'7. ;Qué relacién

§3. PARALELISMO, INTERSECCION E INCIDENCIA EN COORDENADAS

En todo este apartado usaremos una referencia cartesiana {O,eq, ..., e,} del espacio
afin E, y las coordenadas de los puntos serdn siempre con respecto a este sistema de
coordenadas.

Sean los subespacios afines F = P+ U y G = Q + W de dimensiones respectivas m
y k, m < k. {uy,...,un} serd una base de U y {w1,...,wx} una base de W. Adema&s
uj =y ube; y wy =y whe;; P= (P, .., P")y Q= (Q",...,Q"). En ecuaciones
paramétricas, F' y GG vienen representados, respectivamente, por

F

R'=P'+) Nul,
j=1

k
G ST =@+ pul.
Jj=1

Como F||G sii U C W, se tiene que
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3.1.Proposicién. F es paralelo a G sii

1 n
uy ... Uuj
1
U U
rango | '} =k
wy wy
1 n
wy ... Wy
0, equivalentemente,
1 n
u‘71 uj
w; ... wy .
rango 1 L' =k paratodo j=1,..,m.
w,i cooowy

(ambas expresiones significan que, para j = 1, ..., m, u; es combinacion lineal de wy, ..., wg.
Es, por otra parte evidente que

3.2.Proposicién. a) F NG # 0 sii existen (AL, ..., A™, ut, ..., u¥) € R™F tales que
P+ > et Nl = Q" + Z§:1 pw?. b) F C G sii se cumple a) y las condiciones de la
proposicién 3.1. ¢) F NG = () sii no se cumple la condicién dada en a).

Antes de ver como se estudian las posiciones relativas de F'y G usando sus expresiones
en implicitas, vamos a ver algunos resultados de algebra lineal.

3.3.Definicion. Sea V un espacio vectorial de dimension n, y W un subespacio de
dimensién k. Se llama anulador W de W al subespacio de V* definido por

W = {8 € V*/B(w) = 0 para todo w € W}.

NOTA: Al no haber un producto escalar, el anulador juega, en geometria vectorial,
o en geometria afin, el papel que juega el ortogonal en las geometrias vectorial o afin
métricas.

3.4.Proposicién. Si W = (j_, ,, Ker f/, siendo frEL . f™ € V* linealmente inde-

endientes, entonces W =< {f**+1 .. "} >. Como consecuencia, dim(W") =n —k.
p

Demostracion. Completemos {f¥+1 ..., f*} a una base {¢, ..., ¢, fF1 .., f"} de V*,
y sea {wy,..., W, Vki1,..-,Un} la base de V dual de la anterior. Si 3 € W/, en-
tonces B(w) = 0 para todo w € W, en particular, B(w;) = 0, luego (usando 2.6Y)
g = Zf:l Blw;)d' + Z?:k:—l—l Bl 7 = Z?:k—i—l Blo)f7 € < {f*,..,f*} >, lo que
prueba la inclusion W& c< {f**! ..., f*} >. Para probar la inclusién contraria, si
pe< {fFL ... f"} >, entonces p = D ik ¢;f7 y paratodow € W = =1 Ker fi
se tiene p(w) = 37, ¢ f(w)=0. O O
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3.5.Corolario. W = {w € V/ (w) = 0 para todo 8 € WN}.

Demostracion. Si w € W, entonces 3(w) = 0 para todo 3 € W¥, luego W C {w €
V/ B(w) = 0 para todo B3 € WN}. Reciprocamente, si 3(w) = 0 para todo § € W,
entonces, por 3.4, f/(w) = 0 para todo j = k +1,...,n, luego w € ﬂ?:kﬂ Ker f/ =
w. O 0O

3.6.Proposicién. Sea U otro subespacio vectorial de V. Se tiene que U C W si y solo
si UN > W,
Demostracion. SiU C Wy B € W, entonces 5(u) = 0 para todo u € U C W, luego
B e UN, luego U ¢ W implica que UN > WV,

Reciprocamente, si UN D W, para todo v € U se tiene que si 8 € WV c UV,
entonces S(u) = 0y, por 3.5, u € W, luego UN > W implicaque U c W. O O

3.7. Vamos ahora a usar estos resultados para estudiar posiciones relativas de sube-
spacios afines usando sus ecuaciones en implicitas. Sean F' y G los subespacios afines
representados, en implicitas, por las ecuaciones

aRY .. Fa IR et =0
(3.7.1) F =
alR*+ ... +a"R" +ay =0
y
DYTISIE L 4bETLS 4pitt =0
(3.7.2) G =
brSt+ L. S +by =0

De acuerdo con lo dicho en la demostracién de 2.7 (ver también ejercicio 2.7), se tiene
que si U =,  Kerg, W="_,  Kerf", F=P+U,yG=Q+ W, entonces,
g(es) :af;yf’"(ej) =07,1<i,7<n,m+1<1<n,k+1<r<n. Deello se tiene
que

3.8.Proposicién. a)F||G sii

a™tt o gt
n n
ay c.oooan .
(3.8.1) rango | i1 pet1 | =nm—moo, equivalentemente,
1 e
oY by,
a71n+1 a’]’T{L—’_l
(3.8.2) rango s L =n — m para todo r=k+1,...,n.
ay apn
1 b,
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b) FNG # 0 sii el sistema de ecuaciones formado por las ecuaciones (3.7.1) y (3.7.2)
conjuntamente tiene solucion, lo cual ocurre sii

aptto et ot a™t o et
n n n n n
1 co.oooap ag 1 co.ooan
rango = rango
O I A e S I A
n n n n n
U by U

En este caso, la interseccion es el conjunto de puntos cuyas coordenadas son solucién
de las ecuaciones (3.7.1) y (3.7.2) simultdneamente.
¢)F C G sii se dan a) y b) simultaneamente.

Demostracion. a) Por la definiciéon de paralelismo y por 3.4 y 3.6, F||G sii U C W
sii < {g™*, ..., g™} >D< {f*FL, .., f*} >, lo que ocurre sii {g™*1,...,¢", f7} es un
conjunto linealmente dependiente para todo r = k+ 1, ...,n, lo que es equivalente a que
la matriz de sus componentes tenga rango n — m, que es justamente la segunda de las
condiciones (3.8.1), que, a su vez, es equivalente a la primera, por ser {g™*!, ..., ¢"}
linelamente independientes.

b) Es evidente que la interseccién estd formada por los puntos cuyas coordenadas
verifican los sistemas de ecuaciones que definen cada uno de los subespacios afines, y la
condicién sobre los rangos de las matrices escrita en el enunciado es solo la condicién
necesaria y suficiente para que ese sistema de ecuaciones lineales tenga solucién. [

Vamos a ver ahora algunos casos particulares.
Supongamos primero que F'y G vienen dadas en ecuaciones paramétricas como las
escritas antes de la proposicion 3.1.

3.9.Corolario. a) Cuando k =m =1, F||G sii

ul u"
wl : w™
b)Sim=1,k=n—1, F||G sii
ul u"
1 n
wy wy | _ 0
1 n
wn—l wn—l

Si F'y G vienen dadas en implicitas como (3.7.1) y (3.7.2), entonces
3.10.Corolario. a) Cuando k =m =n —1, F||G sii

ai az
b by

n
by
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b) Cuandom =1, k=n—1, F||G sii

2 2

ai ... a
= 0.

n n

at ... aj

by ... by

En esta situacion se tiene, ademas,

?3.11.Proposicién. Cuando k =m =1, F||G sii

2 2 2 2 2 2 2 2
ai ... ap_4 aiy ... Qi_q Qi1 ... Gy ay ... a,
n n n n n n n n
at ... oay_q|  |af ...oaly a4l ... ap|  |ay ... ay,
2 2 T2 2 2 2 | p2 2
by ... b4 bi ... biy b7, ... by b ... b;
n n n n n n n n
bl . . bn_l bl . . bi_l 1:_'_1 . . bn b2 . . bn

parat=2,...,n— 1.

Demostracion. Esta condicion para el paralelismo de rectas resulta de 3.9 y de que el
vector

2 ... a2, a3 ... a2, a?y ... a
x=|(-1)" sy (1)L o,
ay ap_q at a;i_1 G4 a,
a3 az,
7<_1)
ay ... ap

genera el espacio vectorial director de la recta afin dada por las ecuaciones

aiR'+ ... 4+aiR" +a} =0
a?Rl—i- ceo +alR"™ +aj =0
En efecto, obsérvese que para todo | = 2, ..., n,
l l
2 2 2 2 a’l e an
n ; ) CL1 P CL,L_l a;l_|_1 o .. CLn a% a2
? _ “ .. n o

1=1 an . an aTL . an . . e e
1 1—1 141 n n n
al ... a}

por haber dos filas repetidas, luego = € Ker ¢! paratodo! =2, ...,n,i.e.,z € Ny Ker gl =
U, cqd O

3.12. Preguntas y ejercicios.

(a) Sean E'y F como en 2.14(d), y sea G el subespacio afin de E dado por z3—z4 = 1.
i.Son F'y G paralelos?.
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§4 APLICACIONES AFINES Y AFINIDADES

4.1.Definicién. Un segmento es un par de puntos { P, Q} de E. Un segmento orientado
es un par ordenado (P, Q) de puntos distintos de E.

En un espacio afin real se puede considerar el segmento { P, Q} como el conjunto que
contiene a {P,Q} y a todos los puntos de la recta afin pasando por P y @ que estan

entre Py @, i.e., al conjunto {P + )\]@/O < A < 1}. Esto solo tiene sentido si IR es un
cuerpo ordenado (por ejemplo IR = IR).

4.2.Definicién. Dos segmentos {P,Q} y {R,S} (orientados o no) se dice que son
paralelos si lo son las rectas afines que los contienen, i.e., si existe un A € IR tal que

RS = APQ.

4.3.Definicién. Sean (P, Q) y (R, S) dos segmentos orientados paralelos. La razén de
(R,S) a (P,Q) es el escalar p € IR tal que RS = p@. Se denota este escalar p por

(R, S)
(P, Q)

4.4.Definicién. Una aplicacién f : E — E’ entre dos espacios afines E y E’ de
espacios vectoriales asociados V' y V' respectivamente, se dice que es una aplicacion
afin si lleva rectas afines paralelas en rectas paralelas o en puntos y si conserva la razén
de dos segmentos orientados paralelos, i.e., si se verifican las condiciones

44.1. F y G rectas de E y F||G implica f(F) y f(G) son rectas paralelas o son
puntos y

4.4.2. ((Jf((g));((g)))) = 835% si f(R) # f(S). (Obsérvese que esta condicién implica que

f(R) # £(S) implica f(P) # f(Q), pues si f(R) # f(S), entonces (HELEL = (154 ¢
IR).

4.5. Dada una aplicacién cualquiera f : E — E’, y dado P € E, f define una
aplicacion fp : V — V' de la siguiente manera

frv) = F(PF(P+0), (ie. fr(PQ) = F(P)F(Q)).

Con ayuda de esta aplicacion, f se escribe
(4.5.1) 1(Q) = F(P) + f(PG).

*4.6.Proposicién. Una aplicacion f : E — E’ es afin sii fp = fq paratodo P,QQ € E
(i.e. fp no depende del P de E elegido) y fp es lineal.

Como fp no depende de P si f es afin, en adelante se escribira fpara denotar a
fp, y se la denominara aplicacion lineal asociada a la aplicacion afin f. A la expresion



GEOMETRIA AFIN 19

(4.5.1), que a partir de ahora se escribira f(Q) = f(P) + f(@), se la llamara forma
canonica de la aplicacion afin f.

Demostracion. Supongamos primero que f es una aplicacién afin. Sean P,Q € E,

v e V. Como P(P+v) = Q(Q+v) = v, se tiene que (P,P+v) y (Q,Q + v) son
segmentos paralelos de razén 1.
Si f(P) = f(P 4+ v), de la propiedad 4.4.2 resulta que si f es afin, entonces f(Q) =

fF(@Q+v), y fr(v) = 0= fq(v) (pues si f(Q) # f(Q +v), entonces f(P) # f(P +v),
como se observé en 4.4.2).
Si f(P) # f(P+wv), como f es afin, de la definicién de razén de dos segmento resulta

que

)

+ v
(s oy @I@+v

), f(P
(4.6.1) F(P)F(P+ ;

f(P)
f(Q),

~—

y de la propiedad 4.4.2 resulta que

(f(P), f(P+v)) _(P,P+v) _
(f(@), f(Q@+v) (Q,Q+v)

que, sustituido en (4.6.1), da

fr) = F(P)F(P+v) = f(Q)F(Q +v) = fo(v).

Luego esta bien definida f: fp. Veamos que fes lineal. Sean v,w € V y A € IR, se
tiene que

flo+w)=f(P)f(P+v+w)=f(P)f(P+0v)+ f(P+v)f(P+v+w)
= fp(v) + fpio(w) = f(v) + F(w)

y, usando que (P, P+ v) y (P, P+ \v) son segmentos orientados paralelos de razén \ y
volviendo a aplicar las propiedades 4.4.1 y 4.4.2,

(f(P), f(P + \v))

FOw) = FP(P +20) = S APV (P + v
(P, P+ \v)
— CT 2 FEI P+ o) = AF(o),

Supongamos ahora que J?: fp no depende de P y que es lineal. Siue Vy PeF,

F(P+Xu) = f(P)+ f(Au) = f(P)+ Af(u),

luego, si ' = P+ < {u} > es una recta de E, entonces

F(F) = {f(P)+ Af(u)/X € R} = f(P) + f(< {u} >).
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Por tanto, f(F) es un subespacio afin de espacio vectorial director f(< {u} >), que es
una recta si f(u) # 0 y un punto si f(u) = 0. Por tanto, si F||G y f(F) es una recta,
entonces f(G) es otra recta que tiene el mismo espacio director que f(F), y si f(F)
es un punto, entonces f(G) es un punto. Ademds, si (P,Q) y (R,S) son segmentos
paralelos, entonces

_ F _N(RVS) _(RvS)~ _(R7S)
FR)IS) = 1(BS) = [(575,P9) = (55 /(PQ) = (5 TP @),

de donde se tiene, usando la definicién de razén de segmentos orientados paralelos, que

(R, S) _ (f(R), f(5))

(P.Q)  (f(P), f(Q)
[

4.7.Proposicién. a) Una aplicacién afin f : E — E’ lleva un subespacio afin F =
P+U de E en el subespacio afin f(F) = f(P)+ f(U) de E’ de dimensién igual al rango
de f

b) Si G = Q+ W es un subespacio afin de E' y P € f~*(G) # (), entonces f~(G) es
un subespacio afin de E que se puede escribir de la forma P + f~1(W). En particular,

f~YQ) es un subespacio afin de E de dimensién igual a dim Ker f.

Demostracién. Basta con escribir las definiciones: B
a)f(F)={f(P+u)/ueU} ={f(P)+ f(u)/uec U} = f(P)+ f(U). N
b)f~HG) = {P +v/f(P+v)=f(P)+ f(v) € G= f(P)+W} ={P+v/f(v) €

W} =P+ f~1(W). Y la afirmacién sobre dim f~1(Q) resulta de la igualdad anterior
cuando G = {Q} y, por tanto, W = {0}. O

La siguiente proposicion dice que una aplicacion afin viene univocamente determinada
por la imagen de una referencia afin (recordar def. 2.15).

*4.8.Proposicién. Sean Py, Py, ..., P, n+ 1 puntos independientes de un espacio afin
E de dimensién n, y Pj, Py, ..., P} n+ 1 puntos arbitrarios (pueden incluso repetirse)
de un espacio afin E’'. Existe una unica aplicacion afin f : E — E’ tal que f(P;) = P}
para cada i =0,1,...,n.

Demostracién. Si f existe, por 4.7, se puede escribir de la forma f(P) = f(Py)+f(Po ?’)

Como Py, P, ..., P, son independientes, se escribe Py P = Z?Zl A Py P;, de donde resulta
que

(4.8.1) f(P)= f(Po)+ (S NBB) = Py+ > N J(RP)

= P+ S NFR)F(P) = P+ S NP
=1 =1
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Luego, si f existe, es la aplicacién dada por (4.8.1). Por otro lado, para ver que f existe,
basta con definirla por la expresién (4.8.1) y comprobar que cumple las condiciones del
teorema. [

Vamos a ver ahora algunos casos especiales (o ejemplos) de aplicaciones afines

4.9. Definiciéon. Se llama traslacién T, de vector v € V en un espacio afin E a una
aplicacion afin T, : E — E de la forma T,(Q) = Q + v.

T, es realmente una aplicacién afin, de aplicacién lineal asociada la identidad. En
efecto, si se fija un P € F, se tiene

T,(Q)=Q+v=P+PQ+v=P+v+P0O=T,(P)+IdPQ).

4.10.Definiciéon. Una homotecia o dilatacion es una aplicacion afin de un espacio afin
en si mismo que aplica cada recta en una recta paralela

Veamos cual la forma canénica de una homotecia. Si f es una dilatacion, y f su
aplicacién lineal asociada, fijado P € E, para cada Q € F, la recta P+ < {@} > ha

de ser paralela a f(P)+ < {f(@)} >, luego existe un A\(Q) € IR tal que f(]@) =
AMQ)PQ. Se define asi una funcién A : E — IR que asigna a cada @ € E el elemento

A@) € IR tal que f(]%) = )\(Q)]@. Ahora bien, como J?ha de ser lineal,

MNP+ v+ w)(v+w) = (PP + o+ w) = F(0) + F(w) = AP+ v)v + AP + w)w
lo que implica que, si v y w son l.i., entonces
(4.10.1) AMP+v+w)= AP +v) =P +w).
Por otra parte,

AP+ o) (o) = FPP+ u0) = (o) = pA(P + v)e,

lo que implica que
(4.10.2) AP+ pv) = pA(P +v).

De (4.10.1) y (4.10.2) resulta que A\(Q) = A\(R) para cualesquiera @, R € E. Luego toda
homotecia se puede escribir de la forma

(4.10.3) 1(@Q) = f(P)+pPQ, pe€ R

El escalar p € IR se llama razon de la homotecia. Evidentemente f: pld.
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4.11. Corolario. Una traslacion es una homotecia de razon 1.

Antes de dar el siguiente ejemplo-definicién (las proyecciones paralelas), recordemos
que si tenemos una descomposiciéon de un espacio vectorial V' en suma directa de dos
subespacios U y W (V. = U @ W), se definen las proyecciones 7y : V. — U y ww :
V. — W de la siguiente manera: dado un v € V, existen vectores tnicos v € U y
w € W tales que v = u+ w, se definen entonces 7y (v) = uy Ty (v) = w. Se comprueba
que Ty y mw son aplicaciones lineales.

4.12.Definiciéon. Sean F' = P+ U y G = P + W subespacios afines de E tales que
FNG ={P} ydim F+dim G = dim E. Se llama proyeccion de E sobre G paralelamente
a F' a la aplicacion

Mg : E — G/Tg(P +v) = P+ mw(v), ie. Ta(Q) = P + mw (PO).

Obsérvese que la definicién anterior es correcta, porque F'N G = {P} implica que
UNW = {0} y dimF + dimG = dim E implica que dimU + dim W = dim V, luego
V =U® W, y la aplicacién 7y, estd bien definida.

De la misma definicién 4.12 se deduce que Il; es una aplicacién afin de aplicacién
lineal asociada myy .

Vamos a ver ahora un teorema que da una definicién geométrica de de proyeccion
paralela equivalente a 4.12.

74.13.Proposicién. Sean E, F' y G como en 4.12. Si Q ¢ G, existe una tnica recta
paralela a F', pasando por @) y que corta a G, y llg(Q) es la interseccién de esta recta

conG. SiQ € G, 11g(Q) =Q.

Demostracion. . Supongamos @ ¢ G, lo que implica @Q # P. Sea () + Z una recta
pasando por @ y paralela a F' (por tanto Z C U). Como G = P + W, se tiene que
Q@+ Z)NG # () sii existen z € Z — {0} y w € W — {0} tales que Q + z = P + w,
i.e., tales que PQ = —z4+w € U @& W, lo que es equivalente a que —z = 7y (PQ) y
w = Ww(@). La primera de esta igualdades implica que la recta P+ Z de interseccion
no vacia con G estd univocamente determinada por Z =< {z} >, y la segunda que
Ig(Q) = P+ Ww(Pﬁ> = P + w es el punto de interseccion de la recta @@ + Z con el
subespacio afin G. Si @) € G, entonces ]@ eW,yllg(Q) = P—I—Trw(l?é) = P—l—]@ =
Q. O

Vamos ahora a ver la relaciéon entre la composicion de aplicaciones afines o la inversa
de una aplicacion afin y la composicion o la inversa de sus correspondientes aplicaciones
lineales asociadas.

*4.14.Proposicién. Sean f: E — E' y g: E' — E” aplicaciones afines de aplica-
ciones lineales asociadas f : V — V' y g : V! — V. Para cada P, € E, se tiene
que

a) (go f)(Q) = (go f)(P)+(go f)(@) Por tanto g o f es una aplicacién afin y

—_~—

gof

gof
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b) f es suprayectiva sii f es suprayectiva.
c) f es inyectiva sii f es inyectiva.
d) f es biyectiva sii f es un isomorfismo. Entonces f~! es una aplicacién afin y

fo=
Demostracion. a) (9/)(Q) = 9(/(Q)) = g(f(P)+](PQ)) = g(f(P)) + G (P)(f(P) + (PQ)))

= 9(f(P) + §(J(PQ)).

b) f es suprayectiva sii para todo Q' = f(P) 4+ v € E’, existe Q = P+v € FE
tal que f(Q) = @', lo cual ocurre sii para todo v/ € V' existe un v € E tal que
f(P+wv)=f(P)+v"y, como f(P+v)= f
todo v' € V'’ exista un v € V tal que f(v) = v/, que es la definicién de que [ sea
suprayectiva.

¢)f es inyectiva sii f(P)+ f(v) = f(P+v) = f(P+w) = f(P) + f(w) implica que
P+v=P+w,ie., v=uw,y esto es equivalente a que f(v) = f(w) sii v = w, que es la

f(P)+ f(v), esto es equivalente a que para

definicién de que f sea inyectiva.

d) De b) y ¢) resulta que f es biyectiva sii f es un isomorfismo. Se tiene que, si
Q' = f(P)+ v, entonces

Q) = fHf(P) +v') = P+ tal que f(P)+1' = f(P+v) = f(P)+ f(v),

de donde se deduce que

De todo ello se deduce que

QY =P+ 1) = fTHf(P) + fFHA(P)Q).

Luego f~! es una aplicacién afin de aplicacién lineal asociada f~! = f=1. O

4.15. Definicion. Una aplicacion afin biyectiva se dice que es un isomorfismo afin, o
una afinidad o una aplicacion equiafin.

4.16. Proposicién-Definicién. EI conjunto GA(E) de las afinidades de un espacio
afin F en si mismo es un grupo con respecto a la ley de composicion de aplicaciones.
Se le llama grupo afin de E.

Demostracion. Por 4.14.a), o es una ley de composicién interna, es asociativa por serlo
la composicién de aplicaciones, el elemento neutro es la aplicacién identidad, y 4.14.d)
demuestra que existe la inversa. [

Obsérvese que el conjunto de las traslaciones T(F) y el de las homotecias H(E) de
E son subgrupos del grupo GA(FE).
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?4.17.Proposicién. Sea GL(V) el grupo de los isomorfismos de V en V. La aplicacién
U GA(E) — GL(V)/¥(f) = f

es un epimorfismo de grupos con Ker ¥ = T (E) y, por tanto, GA(E)/T(E) = GL(V).

—~— ~

Demostracion. Por 4.14.a) se tiene que U(fog) = fog= fog = V(f)o ¥(g), luego
¥ es un homomorfismo. Por otro lado, dada ¢ € GL(V), si definimos f € GA(FE) por

f(Q) = P+ qﬁ(@), se tiene que U(f) = ¢, luego ¥ es sobre. Por otro lado, de la

definicién 4.9 resulta que Ker ¥ = {f/f: Id} = T(FE). La parte final de la proposicién
sale de todo esto aplicando el primer teorema de isomorfismo. [

*4.18.Proposicién. Dado P € E, el conjunto GAp(E) de las afinidades de E que
dejan P fijo (i.e., tales que f(P) = P) es un subgrupo de GA(FE) isomorfo a GL(V').

Demostracion. La proposicion es consecuencia de que la aplicacion

X GL(V) — GA(E)/6 — f/£(Q) = P + ¢(PQ)

es un homomorfismo inyectivo cuya imagen es GAp(F). Vamos a demostrar esto: si
x(¢) = fy x(¥) = g, entonces

X0 d)(Q) = P+ (10 0)(PQ) = P+ v(¢(PQ))

g0 F(Q) = 9(f(Q) = g(P+ ¢(PQ)) = P+ v(¢(PQ)),

luego x(¢ o p) = go f = x(v) o x(¢), es decir, x es un homomorfismo de grupos.
Si x(¢) = x(¢), entonces, para todo v € V,

P+ 9(v) = x()(P +v) = x(¢)(P +v) = P+ ¢(v),

lo que implica que ¥(v) = ¢(v) para todo v € V, luego p = ¢, por lo tanto x es
inyectiva.

Sea f € GAp(E), entonces f se puede escribir en la forma f(Q) = f(P) + f(@) =

P+ f(]@) Como f es biyectiva, f € GL(V) (por 4.14.d)), y

XHQ) =P+ F(PQ) = (Q),

luego x(f) = f, v x es sobre. [
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*4.19.Proposicién. Fijado P € E, todo f € GA(FE) se puede escribir de manera tinica
como la composicién de un elemento de GAp(F) y una traslacién. En concreto:

f= TW og, con gé¢€ GAp(E) definida por g(Q)= P + f(]@)

Demostracion. f(Q) = f(P)+ f(PQ) = P+ Pf(P}+ J(PQ) = P+ J(PO) + Pf(P} =
TW(Q(Q)). Por otro lado, siv € V.y h € GAp(E) son tales que f = T, o h, entonces

P+R(PG)+v="T,0h(Q) = f(Q) = P+ f(PQ) + PF(P).

Cuando @Q = P, esta igualdad implica v = Pf (P;, y sustituyendo esto de nuevo en la
igualdad anterior, resulta f = h, lo que prueba que g = h, y, por tanto, g = h. O

Vamos ahora a estudiar la expresién de una aplicaciéon afin en coordenadas, i.e., la
expresién matricial de una aplicacién afin.

A partir de ahora E serd un espacio afin de dimensién n, R = {O,ey,...,e,} una
referencia cartesiana de E, E’ un espacio afin de dimensién m, y R’ = {O’,¢€},...,e/ .}
una referencia cartesiana de E’. f: E — E’ serd una aplicacién afin. Si S es un punto
de un espacio afin E en el que se ha dado una referencia cartesiana R, escribiremos
S = (S1,...,S™) para indicar que (S!,...,S™) son las coordenadas del punto S en la
referencia R.

4.20.Proposicién. Si f(e;) = Y77, ije}, P = (PY,..,P") € E, Q = f(P) =
(Q,..Q™) e E' y f(O) = (0, ...,0™) € E’, entonces

(4.20.1) Q=67+ foP’, paraj=1,...m,
i=1

o, en forma matricial

Q' flo £\ /P 0!
Q" o) P o
o0, equivalentemente,
Q' fio £ 0 p!
Qm | oo || P

1 o ... 0 1 1
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Las ecuaciones 4.20.1 se llaman ecuaciones de f en las referencia R y R’, y la matriz

o
o e
o ... 0 1

se llama matriz de f en las referencias R y R'.

Demostracion. De la definicion de coordenadas de un punto se tiene que (ﬁ’ = Z?Zl Ple;
y f(O)=0"+ Z;n:l 67€;. Por lo tanto

F(P) = £(0)+ f(OP) = £(0) + J(3_ P'e)

:0'+§Jeje; +§:Pi§:fg ! :O’+§:(9j+ipifg)e;.
J=1 =1 j=1 J=1 =1

De donde resultan las ecuaciones (4.20.1). O
Reciprocamente

s g : — (b
4.21.Proposicién. Sean M = (a])i<i<n,1<j<m uUna matrizmxn y b= (b’)1<j<m, una
matriz m x 1. Existe una unica aplicacién afin f : E — E’ que, en los sistemas de
referencia R y R', tiene como matriz

ai ... al b
al* ... apt b
o ... 0 1

Demostracion. Para ver la existencia basta con definir
(4.21.1) F(P) = (@ Q™)) @ =0+ dl P,
i=1

siendo P = (P!,...,P") y Q = (Q*,...,Q™). Entonces
f(P) = J(0) + J(OP), siendo f(0) = 0"+ Y b}y fle) = ale}.
j=1

La unicidad resulta de que si g es una aplicacién afin con esa matriz, y se hace actuar
sobre un punto (P?, ..., P"), el resultado viene dado por las ecuaciones (4.21.1), que son
las que definen f, luego g = f. U

Veamos ahora cual es la matriz de una composicién de aplicaciones afines.
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4.22.Proposicién. Sea E” un espacio afin de dimensién r y R” = {O” €Y, ..., e!'} una
referencia cartesiana de E”. Si f : E — E’' y g : E' — E” son aplicaciones afines
con matrices F' y G respectivamente, en las referencias R, R’', R', entonces la matriz

de go fesGolF.

Demostracion. Si
-3 ot -0+ 3,

entonces, usando 4.14.a),

m n

(9o £)(P) = (g0 £)(O) + (o F)(OP) = 0'+Z@f +QZZPZ

29(0')+gz DY D P

=1 1=1

J
=074 3t ”+Z§39J9562+ZZZP%“9§“6%
k= 1

1j= k=1j=1i=1
:O//+Z Zzgjfjpz+zgk9] )
k=1 i=1 j=1

o, en forma matricial,

Q! g . 9 T I P! g - gh o1 o
=1 St S o I S el
Q" 91 - Gm R pr 91 -+ Gm o™ ol
o bien
Q! g ... gy P o fr 6 P!
Qr g g ¢ mo o fmogm || Pm
1 0 ... 0 1 0o ... 0 1 1
O

4.23.Corolario. Sea f : E — E' un isomorfismo afin y f~': E' — FE su inversa.
Sean F' y F' sus respectivas matrices en las referencias R y R’. Se tiene entonces que
F=F1

Demostracion. De 4.22, como fo f~! = Id= f~'o f, y como la matriz de la aplicacion

identidad en cualquier referencia es la matriz identidad I, se tiene que F’ oF =1 =FoF ,
loqueda F=F~! cqd 0O
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4.24. Preguntas y ejercicios.

a) Sean los puntos de Fs5 que, en una referencia cartesiana {O, ey, €2, e3} tienen las
coordenadas

Py=(1,0,1), P =(0,1,1), Py=(1,0,0), P;3=(-1,1,2),

Qo = (17270)7 Q1= (_1727())7 Q2 = (0727())7 Q3 = (17 _270)'

Probar que el conjunto { Py, P;, P», P3} consta de 4 puntos independientes y encontrar
la matriz de la aplicacién afin f: E— FE tal que f(P;) = Q;, 0 <i < 3.
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GEOMETRIA
PROYECTIVA

En todo este capitulo IK designara el cuerpo de los nimeros reales IR o el de los
complejos €' indistintamente, salvo cuando se indique expresamente de que cuerpo se
trata. Todos los espacios vectoriales considerados seran de dimensién finita.

§1. E1 ESPACIO PROYECTIVO Y LOS SUBESPACIOS PROYECTIVOS.
1.1. Motivacién heuristica.

Comentarios a la fig. 1. En el capitulo de Geometria Afin hemos definido las
proyecciones paralelas. Otra forma clasica de proyectar es la proyecciéon conica. Esta
forma parte de nuestro universo sensible. Corresponde a la visién monocular del mundo
fisico, si se admite la propagacién rectilinea de la luz, de modo que la sensaciéon de
relieve se adquiere por comparacién de dos proyecciones conicas.

Una proyeccién cénica sobre un hiperplano F' de un espacio afin ¥ desde un punto
P de F no situado en F' es la que a cada punto Q de E (excepto los situados en el
hiperplano G paralelo a F' pasando por P) le hace corresponder el punto de interseccién
con F' de la recta de ' que pasa por Py Q.

Cada recta que pasa por P (excepto las contenidas en G) proyecta sobre un dnico
punto de F'. Como limite de las imégenes de rectas préximas, las rectas de G' pasando
por P proyectarian sobre puntos del infinito que no estan en F'. Si ampliamos F' con
esos puntos del infinto obtendriamos un espacio que estaria en biyeccién con el conjunto
de rectas de E pasando por P, y la proyeccién cénica seria una aplicacién bien definida
del espacio afin E en ese nuevo espacio.

Comentarios a la fig. 2. Ahora F' es un plano afin de un espacio afin E de
dimensién 3, y O es un punto de E que no estd en F. L y M son dos rectas paralelas
contenidas en F'. A cada punto del plano F' corresponde una recta de F (no contenida
en el plano G que pasa por O y es paralelo a F'), la que une ese punto con O, y viceversa.
La posicion limite de las rectas r,,, s;, que se corresponden con los puntos R, y S,, de
las rectas L y M respectivamente, es la recta ¢ paralela a L y a M y que pasa por O. Su
correspondiente en F' seria el punto del infinito en que se cortarian las rectas paralelas
Ly M. Se ve asi como el conjunto de las rectas que pasan por O estd en biyeccion
con el conjunto formado por F' més los puntos del infinito en que se cortan las rectas
paralelas.

Resulta por tanto natural, para ampliar el espacio afin de dimensién n a un nuevo
espacio de la misma dimensién de modo que contenga los “puntos de corte de las rectas
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paralelas” o tal que permita definir la proyeccién cénica sobre él, definir ese nuevo
espacio como el conjunto de las rectas de un espacio afin de dimensiéon n + 1 que pasan
por un punto fijo, conjunto que estd en biyeccién con las rectas vectoriales de un espacio
vectorial de dimensién n + 1, por ello vamos a definir:

1.2.Definicién. Sea V un espacio vectorial sobre IK. EIl espacio proyectivo P(V)
asociado a'V es el conjunto de las rectas vectoriales (subespacios vectoriales de dimension
1) de V.

Se define la dimensién de P(V') por dim(P(V)) = dim(V) — 1.

Si V = IK™*!, se escribe IK P" para designar a P(IK™*!), el espacio proyectivo de
dimension n sobre IK.

Sea V! =V — {0}. Para cada v € V', denotaremos [v] =< {v} >, i.e., [v] denotard
la recta vectorial de V' conteniendo a v.. Por definicién de P(V), [v] € P(V).

1.3. Definicion. La aplicacion
7m: V' — P(V) tal que w(v) = [v],

se llama proyeccién candnica de V' sobre P(V).

1.4.Definicién. Un subconjunto A C P(V') se dice que es un subespacio proyectivo o
una variedad lineal proyectiva de P(V) sii el conjunto A = 7=*(A)U{0} es un subespacio

~

vectorial de V. La dimension de A es dim(A) — 1.

1.5.Nota. Un subespacio proyectivo A es, él mismo, un espacio proyectivo de dimension
igual a la dimensién de A. En efecto, P(A) = {[v]/v € A —{0}} = {[v]/v € 77 1(A)} =
{[v]/m(v) € A}.
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Una recta proyectiva R es un (sub)espacio proyectivo de dimensién 1 (dim(R) = 2).
Un plano proyectivo 11 es un (sub)espacio proyectivo de dimensién 2 (d1m(f[) =3).
Un hiperplano proyectivo H es un subespacio proyectivo de dimensién n—1 (i dim(I:I ) =
n), siendo n la dimensién del espacio proyectivo ambiente.

Un punto p = w(v) es un (sub)espacio proyectivo de dimension 0 (dim< {v} >=1).

*1.6.Proposicién. Si {X;};c; es una familia de subespacios proyectivos de P(V'), su
interseccion es el subespacio proyectivo P(N;e;X;) = m(Njer X; — {0}).

Demostracion. [v] € NierX; sii [v] € X; para todo i € I sii {\/\ € K} C X; para
todo i € I sii { /X € IK} C NierX; sii [v] = 7(v) € m(Nier Xi — {0}) = P(Nier X;)-

*1.7.Definicién. Si A C P(V), la variedad lineal proyectiva Vp(A) engendrada por A
es el menor (respecto de la inclusién) subespacio proyectivo que contiene a A. Es decir,
Vp(A) es un subespacio proyectivo de P(V') tal que A C Vp(A) y para todo subespacio
proyectivo H O A se verifica que H D Vp(A).

*1.8.Proposicién. Vp(A) = P(< {7 1(A)} >), es decir, m =< {r"1(4)} >.

Demostracion. Como Vp(A) D A, se tiene que 71 (Vp(A)) D 7 1(A4). Usando esto
y la definicién de subespacio proyectivo, resulta que 7 1(V,(A)) U {0} es un espacio
vectorial conteniendo a m~1(A), luego 7~ 1(Vp(A)) U {0} D< {7 1(A)} >, de donde
7 1 (Vp(A4)) < {nm71(A)} > —{0} y, tomando la imagen por m, Vp(4) D P(<
{r=1(4)} >) O A (porque P(< {n1(A)} >) = m(< {71 (A)} > —{0}) D m(7~1(4)))
y, como Vp(A) es el menor de los subespacios proyectivos conteniendo a A, se tiene

Vp(A) = P(< {m"1(4)} >), c.q.d.

1.9.Definicién. h+ 1 puntos {p1,...,pn+1} de un espacio proyectivo P(V') se dice que
son independientes si la variedad lineal proyectiva engendrada por ellos tiene dimension
h.

1.10.Proposicién. h + 1 puntos {p1,...,pn+1} de un espacio proyectivo P(V') son in-
dependientes sii existen vectores vy, ..., vp+1 linealmente independientes de V' tales que
p; = m(v;) paral < i < h+ 1. Si esto ocurre para unos vectores v, ..., Vp11, también
ocurre para cualesquiera otros wy, ..., wpy1 verificando p; = m(w;) para 1 <i < h+ 1.

Demostracion. Sea A = {p1,...,pnt+1}. Aplicando la proposicién 1.8, se tiene que
Vp(A) = P(< {v1,...,un41} >), que tiene dimensién h sii v, ..., vp41 son linealmente
independientes.

1.11.Corolario. Por dos puntos distintos pasa una tnica recta proyectiva.

Demostracion. Sip = [z] # [y] = ¢, no existe ningin A € IK — {0} tal que y = Az, luego
x,y son linealmente independientes y, por 1.10, p y ¢ generan un subespacio proyectivo
de dimensién 1.
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?1.12.Proposicién-Definicién. Sea {X;}!_, una familia finita de subespacios proyec-
tivos, se tiene

Vp(Ui_  X;) = P(X1 + ... + X,.).
A este subespacio se le llama suma de los subespacios proyectivos X1, ..., X,

Demostracion. Aplicando 1.8, se tiene que Vp(Ul_; X;) = P(< {7} U_, X,)} >) =

P(< {Uim (X0} >) = P(< {Uj_, X} >) = P(X12, X))

1.13.Preguntas.

a) ;Qué relacién hay entre A y m=1(A)?. Si A es un subespacio proyectivo de P(V),
;qué es A7,

b) Si R es una recta proyectiva de P(V'), jqué es su antiimagen en V7.

§2. RELACIONES DE INTERSECCION E INCIDENCIA
ENTRE ALGUNOS SUBESPACIOS PROYECTIVOS.

En todo este apartado, V' serd un espacio vectorial de dimensién n + 1. En los
siguientes teoremas se ve que, para muchos valores de las dimensiones de los subespacios
proyectivos, dichos subespacios necesariamente se cortan, i.e., al contrario que en la
geometria afin, no existen (para esas dimensiones) subespacios proyectivos paralelos.

*2.1.Proposicién. Sean H y R un hiperplano y una recta proyectiva, respectivamente,
en el espacio proyectivo P(V'). Necesariamente ha de ocurrir que: o bien R C H o bien
RN H es un punto y solo un punto.

Demostracion. dim(H) = n, dim R = 2, luego dim(H N R) = n + 2 — d1m(H + R)
n+2—(n+1) =1, luego dim(H N R) es 1 0 2. Resulta de aqui que H N R es R o
una recta vectorial. Como vimos en 1.6, H N R = 7(H N R — {0}). Esto, junto con la
observacion anterior, dice que H N R es R o un punto, lo que acaba la demostracion.

2.2.Corolario. a) Dos rectas proyectivas distintas en un espacio proyectivo de di-
mension 2 tienen siempre un punto en comin y uno solo.

b) En un espacio proyectivo de dimensién 3, toda recta no contenida en un plano
corta a ese plano en un punto y solo uno.

? 2.3.Proposicion. Todo plano proyectivo Q no contenido en un hiperplano proyec-
tivo H lo corta en una recta proyectiva. En particular, dos planos proyectivos distintos
en un espacio proyectivo de dimensién 3 se cortan en una recta proyectiva.

Demostracién. Es andloga a la dada en 2.1. dim(Q N H) =3+n—dim(Q+ H) >
3+n—(n+1) =2, luego dun(QﬂH) es203. Sies3,Q CHy, portantoQ C H,
luego, si Q no esta contenido en H, entonces dim(QNH) = dim(QNH)—-1=2-1=1,
i.e. @ N H es una recta proyectiva, como queriamos demostrar.
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2.4.Preguntas y ejercicios.
a) Sean A y B subespacios proyectivos de P(V). ;Qué relacién hay entre m=1(A) N
7 YB)y AN B?.
b) Decir (razondndolo) para que dimensiones son ciertas las siguientes afirmaciones:
bl) La interseccion de un hiperplano proyectivo y de un plano proyectivo no
contenido en él es una recta proyectiva.
b2) La interseccion de dos planos proyectivos distintos es una recta proyectiva.
b3) La interseccién de dos rectas proyectivas distintas es un punto.

§3. COORDENADAS HOMOGENEAS EN UN ESPACIO PROYECTIVO.

3.1.Definicién. Sea {eg, ey, ..., €,} una base de V. Se llama coordenadas homogéneas

de un punto p = [z] € P(V) a cualquiera de las (n + 1)-tuplas que dan las coorde-

nadas (z°, 2, ...,2™) de un vector x € n=1(p) C V en la base {eg,e1,...,e,}. Es decir,

(2%, 2, ..., 2™) son las coordenadas homogéneas de p € P(V) sii & = 2% + xte; + ... +
z"e, € 7 1(p).

Como 0 ¢ 7= 1(p), (2°,2,...,2™) # (0,0, ...,0).

De la definicién resulta que si (x°,x',...,2™) son coordenadas homogéneas de p,

también Io son (A\z°, Azt, ..., \a™) para todo A € IK—{0}, ysi (2%, 2%, ...,2™) y (4°, v%, ..., y™)

son coordenadas homogéneas de un mismo punto p € P(V'), entonces existe un \ €
IK — {0} tal que y’ = \a’ para 0 < j <n.

3.2. El hecho de que un mismo punto de P(V') venga representado, en coordenadas
homogéneas, por muchas (n + 1)-tuplas distintas es realmente un inconveniente para
calcular. En muchos casos ese inconveniente se puede evitar de la siguiente manera.

Observemos primero que si (2, 2, ..., 2™) son coordenadas homogéneas de un punto
p € P(V)yal #0 (resp 27 = 0), entonces y? # 0 (resp. y? = 0) para cualesquiera
otras coordenadas homogéneas (3°,...,4™) del mismo punto p.

Si (2%, 21, ..., 2™) son coordenadas homogéneas de un punto p € P(V), como (2°, x!, ...,
(0, ...,0), existeun j € {0,1,...,n} tal que 7 # 0. La n-tupla (i—j, e %, 1, m;#, e i—?)
representa el mismo punto p, y es la tnica de las n-tuplas representando p cuya coor-
denada j-ésima es 1. Esto da una manera tunica de representar los puntos p cuya
coordenada j-ésima sea distinta de 0 para alguna (n + 1)-tupla que sea coordenadas
homogéneas de p.

Obsérvese que si consideramos este tipo de coordenadas univocas sobre los puntos con
x™ # 0 (por ejemplo), entonces el procedimiento anterior (dividir por ™) aplicado a los
puntos con " = 0 da oo para sus coordenadas. Estos son los puntos del infinito para este
sistema de coordenadas. En el dibujo de JRP? como una semiesfera con identificaciones
en los puntos del ecuador (ver apéndice), y para la base canénica de IR?, estos puntos
del infinito son los puntos del ecuador. Se corresponden con los puntos que, en la
introducciéon heuristica, se anaden a un plano paralelo al plano XY para contener los

puntos que serian los de interseccion de rectas paralelas.

Vamos a ver ahora cuales serian las ecuaciones, en paramétricas y en implicitas, de
una variedad lineal proyectiva. A partir de ahora {eg, €1, ..., €, } serd una base fijada de

o) #
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V', y las coordenadas homogéneas de los puntos de P(V') lo serdn con respecto a esa
base.

3.3.Proposicion-Definicién. Sea S un subespacio proyectivo de dimension d y sea
{vo, ...,vq} una base de S tal que v; = Z?:o vlej, para 0 < i < d, entonces S es el
conjunto de puntos z € P(V) cuyas coordenadas homogéneas (z°, ..., x™) verifican

d
(3.3.1) pr? = Z/\ivg, para todo p,\°, .., \% € IK,
i=0

o, en forma matricial

0 0
px? vy Vg A0
. . 'd
n n n
px vy Ul A

Las ecuaciones (3.3.1) se llaman ecuaciones paramétricas del subespacio proyectivo S.

Demostracion. (x°,...,2™) son las coordenadas homogéneas de un punto [z] € S sii

r = 2%qg+...+2", € S sii x es combinacién lineal de {vy, ..., v4} sii existen \?, ...\ € IK
n J

tales que £ = A\ovg+... + Ay sii 2% +... + 2", = N0 ijo vhej+ ...+ A Z?:o vgej =
Z?:O Nvdeg + ...+ Z?:o Ave,, de donde se deduce (3.3.1).
3.4.Corolario. Sea S el subespacio proyectivo de dimension d generado por los d + 1

puntos independientes {pg, ..., pa}y sean (pY, ..., p*) coordenadas homogéneas de p;, 0 <

i < d. Entonces S es el conjunto de puntos x € P(V) cuyas coordenadas homogéneas

(20, ..., 2™) verifican

d
(3.4.1) px? = Z)\ipg, para todo p, \°, ..., \¢ € IK,
i=0

o, en forma matricial

pr° P pa\ [/ A\°
px" Py ... Dy A

Demostracion. Basta recordar que {po, ..., pd}_ son independientes sii tomando 0 # v; €
7 (p;),1 < i < d (por ejemplo v; = Z?:o plej), {vo,...,vq} son linealmente indepen-

dientes y una base de S, y aplicar después las ecuaciones (3.3.1).
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3.5.Proposicion-Definicién. Sea S un subespacio proyectivo de dimensién d. Sean

fAE ., f* € V* linealmente independientes tales que S = Ker f4 N .0 Ker f" (cfr.

apuntes de Geometria Afin, 2.6 y demostracién de 2.7, y Préctica 0). Si f(e;) = aZ,

0<i<nyd+1<j<mn, entonces S es el conjunto de puntos x € P(V) cuyas

coordenadas homogéneas (2°, ..., z™) verifican
(351
agx® + ... +alz® =0

Las ecuaciones (3.5.1) se llaman ecuaciones en forma implicita del subespacio proyectivo
S. Obsérvese que coinciden con las ecuaciones en forma implicita de S.

3.6. Pregunta.. Sea V un espacio vectorial, v € V, {ey,...,e,} una base de V,
p € P(V) tal que v € 7~ 1(p), siendo 7 : V — {0} la proyeccién candnica. ;Qué relacién
y diferencia hay entre p, [v] y 71 (p)?. Siv =1 | v'e;, jqué relacidn y diferencia hay
entre (vl,...,v™) y las coordenadas homogéneas de p?.

§4 PROYECTIVIDADES

En este apartado V' y W seran dos espacios vectoriales de dimensiones n y m respec-
tivamente, sobre un mismo cuerpo IK.

*4.1.Definicién. Sea S un subespacio proyectivo de P(V'). Se llama aplicacién proyec-
tiva (o proyectividad) de P(V') en P(W) de centro S a toda aplicacién f : P(V)—S —
P(W) tal que existe una aplicacion lineal f: V — W tal que Kerf: S v f(r(v)) =
7(f(v)). Se dice que f es una aplicacién lineal asociada a la proyectividad f.

Quizas se entienda mejor 4.1 si se indica que lo que dice es que exite una ftal que
el diagrama

v-S L w-—{o

gl gl
PV)-S —L— pPw)

es conmutativo.

4.2.Nota. Obsérvese que para cualquier aplicacion lineal f: V. — W, tomando S =
m(Ker f — {0}), se tiene que f : P(V) — S — P(W) dada por f(n(v)) = w(f(v)) es
una aplicaciéon bien definida y, por tanto, una aplicacion proyectiva. Es decir, a cada
aplicacion lineal de V' en W corresponde una proyectividad de P(V') en P(W).

En efecto. Dado un Av € m!(m(v)) arbitrario, se tiene que w(f(\v)) = w(Af(v)) =
w(f(v)), luego f(v) no depende del elemento de [v] elegido.
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*4.2’. Nota. Si f es una aplicacion lineal asociada a f también lo es )\J?. Si ¢ es otra
aplicacion lineal asociada a f, entonces existe un \ € IK — {0} tal que p = \f.

En efecto. m(f(v)) = f(n(v)) = w(p(v)), luego existe A, € IK tal que p(v) = A\, f(v).
Consideremos dos casos: B B

- Supongamos primero que v y w son dos elementos de V' tales que f(v) y f(w) son
l.i.. Se tiene:

At (F(0) + () = A f(0 +w) = (v + w) = 9(0) + p(w) = X, f(v) + A f(w),

que, por la independencia lineal de f(v) y f(w), implican Ay = Apsw = Aw.

-Supongamos ahora que v y w son dos elementos de V' tales que f(v) y f(w) son 1.d..
Entonces existe un p € IK tal que f(w) = uf(v), ie., w—pv € Ker f = § = Ker g,
luego p(w) = pp(v) y

pAF(0) = pp(v) = p(w) = Xy f(w) = Aupif (v),

lo que implica A\, = \,,.
Luego, para cualesquiera v, w € V se tiene que A\, = Ay, le., existe una A € IK
independiente de v € IK tal que ¢(v) = Af(v).

*4.3.Proposicién. Sean f una proyectividad de P(V) en P(W), y f:V — W su
aplicacion lineal asociada. Se verifican:

a) Im(f) = m(Im(f) —{0}).
b) f es inyectiva sii f es inyectiva (entoces f es una proyectividad de centro vacio).
c) f es suprayectiva sii f es suprayectiva.

Demostracion. a) Si S es el centro de f, Imf = {f([v])/[v] € P(V) =S} = {f(7(v))/v €
V = Ker f} = {x(f(v)) /v € V = Ker f} = {n(F(v)) /v € V, F(v) # 0} = n(Imf — {0}).
b) Supongamos primero que f es inyectiva. f(m(z)) = f(m(y)) sii 7(f(z)) = 7(f(y))

sii existe A € IK tal que f ( )= Af ( )= Ff ( x), lo que implica (por ser finyectiva) que
y=Avy m(z)=m(y). o B B

Si suponemos que es f inyectiva, sean x,y € V—Ker f. f(z) = f(y) implica 7(f(z)) =
7(F(®)), de donde f(n(x)) = f(n(y)) y (como f es inyectiva) m(x) = (y) y, por
tanto, existe un A € IK — {0} tal que y = Az que, sustituido en la igualdad inicial,
da f(z) = f(Az) = Af(z), de donde (A — 1)f(z) = 0, lo que implica A = 1, ya que
x ¢ Ker f Tenemos por tanto que f es inyectiva sobre V' — Ker]? Supongamos que
existe a € Kerf a#0. Seax € V— Kerf entonces x + a y x — a no pertenecen a
Ker f (porque f(z+a) = f(x)+ f(a) = f(z) # 0y f(x—a) = f(z) = f(a) = f(x) #0)
y son distintos, luego, por lo que acabamos de probar, f(x +a) # f(x —a). Por otra
parte f(z +a) — f(z — a) = f(2a) = 0, lo que est4 en contradiccién con la desigualdad
anterior, luego Kerf: {0} y ]?es inyectiva.

c) Si f es suprayectiva, Im(f) =W, y usando a), Im(f) = W(Im(f) —{0}) =7(W —
{0}) = P(W), luego [ es suprayectiva.
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Si f es suprayectiva, Im(f) = P(W) y, usando a), 7(Im(f) — {0}) = P(W), de donde
resulta que Im(f) = P(W) =W,y f es suprayectiva.

4.3’.Proposicién. Si f es una proyectividad de P(V') en P(W) de centro S y A es un
subespacio proyectivo de P(V'), entonces f|a es una proyectividad de A en P(W) de
centro AN S.

Demostracion. La aplicacién ﬂ i A — W es una aplicacion lineal cuyo ntcleo es
ANS. Ademis fla(n(a)) = W(ﬂA(CL>) para todo a € A, luego f|4 es una aplicacién
proyectiva de aplicacién lineal asociada ﬂ 4y centro SN A.

4.4.Corolario. La imagen de un subespacio proyectivo A por una proyectividad de
centro S tal que SN A = () es un subespacio proyectivo.

Demostracion. De 4.3y 4.3.a) se deduce que f( ) =w(f(A)— {O}) y, como f es lineal,
F(A) es un subespacio vectorial de W, y m(f(A) — {0}) = P(f(A)).

*4.5.Proposicién. Sea f una proyectividad de P(V') en P(W) de centro S y g una
proyectividad de P(W) en P(U) de centro R. Si Im(f) C P(W) — R, entonces go f es

una proyectividad de P(V') en P(U) de centro S con aplicacién lineal asociada g o f.

Demostracion. Como fy g son lineales, g o fes lineal, y se tiene que

(4.5.1) Ker(go ) ={veV/g(f ( ) =0}={v e V/f( ) € Kerg} = f!(Kerg),

y, como Im(f) = n(f(V) — {0}) € P(W) — R, se tiene que Im(f)N R = {0}, de donde
resulta, como R = Kerg, que f~1(0) = f~'(Kerg), lo que, sustituido en (4.5.1), da
Ker(gof) Ker f = S.

Ademas, como fy g son las aplicaciones lineales asociadas de f y g respectivamente,
entonces

9(f(x(v))) = g(7(f(v))) = (g(f(v))) para todo 7 (v) € P(V) — 5,

lo que acaba la demostracion de que go f es una proyectividad de centro S y aplicacion
lineal asociada g o f.

4.6.Definicién. Una proyectividad biyectiva se llama una homografia.

>i4.7 .Proposicién. La inversa f~! de una homografia f es una homografia y f\:l =
o

Demostracion. Sea g la proyectividad definida por f_l (ie. g: PW) — ]3(V) tal
que g(m(w)) = 7(f~Y(w)). Aplicando 4.5 resulta que g o f(m(v)) = g(7(f(v))) =
m(f7Hf(@) = 7(v), ¥ fog(n(w) = f(x(f~H(w))) = 7(f(f(w))) = 7(w), luego

g = f~' luegof~! es una homografia con isomorfismo asociado f~!.
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*4.8.Proposicién. a) El conjunto de homografias de P(V') en si mismo, con la ley
de composicién de aplicaciones, es un grupo, lo denotaremos por PGL(V). b)La apli-
cacién x : GL(V) —s PGL(V) definida por x(f)(r(v)) = n(f(v)) es un epimorfimo
(homomorfismo suprayectivo) de grupos cuyo niicleo es el conjunto aplicaciones que son
multiplo de la identidad.

Demostracion. a) Que PGL(V') es un grupo es consecuencia de 4.5 y 4.7. El elemento
neutro es la aplicacién identidad. N

b) Veamos que x es suprayectiva: Dado f € PGL( ), sea f : V. — V tal que
F(m()) = n(F(v), se tiene que x(F)(w(v)) = 7(f(v) = f(x(v)), ie. x(f) = f, nego
X es suprayectiva. Que es un homomorfismo de grupos, x(g o f) = x(g) o x(f), es
consecuencia de la proposicion 4.5.

Que el nicleo de x es el conjunto de las aplicaciones que son multiplo de la identidad
es consecuencia de lo que dijimos en la nota 4.2”: puesto que la identidad Id en V' es
una aplicacién lineal asociada a la identidad en P(V'), cualquier otra aplicacién lineal
asociada a la misma homografia es de la forma A Id.

Vamos a ver ahora cuales son las ecuaciones (o la matriz) de una proyectividad:

4.9.Proposicién. Sean V' y W espacios vectoriales de dimensiones n + 1 y m + 1
respectivamente. Sean {eq, ..., e,} una base de V' y {wy, ..., w;,} una base de W. Sea
f una proyectividad de P(V) en P(W) de centro S, y f : V. —s W una aplicacién
lineal asociada a f. Sean af e IK,0<i<mn,0<j 5 < m los escalares definidos

por f(e;) = E;n:o alw;. Si (2°,...,2") son coordenadas proyectivas de z € P(V) y

(y°,...,y™) de f(x), entonces

n
existe p € IK — {0} tal que py’ = Zagx’
i=0
Dicho de otra manera: La matriz de f es, salvo el producto por un escalar p € IK — {0},
la matriz de f.

Demostracion. f( ) = f(r(XCiioa'e)) = m(f(Ciiga'er)) = m(Xi_ga'flei)) =
(Yo o' Sy ajws) = w(TLy(iy #tal)wy), luego (g afar’, ..., Yoig af"a?) son
coordenadas proyectivas de f ( ).

De otra manera: f([z]) = [f(z)], luego las coordenadas homogéneas de f[z]) son las
componentes de f ( ), salvo el producto por un escalar, luego la matriz de f es la de f
excepto el producto por un escalar.

4.10.Definicion. En las condiciones de la proposicién 4.9, la matriz

0 0
ag N ¢ g
A
m m
aO .« .. an

se llama matriz de la proyectividad f respecto de las bases {eg,...ep} y {wo, ..., wm}.
Obsérvese que, salvo el escalar arbitrario no nulo A, coincide con la matriz de f.
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*4.11.Definicién. Se llama referencia proyectiva de P(V') a un conjunto de n+2 puntos
{po, .-y Pnt1} tal que cualesquiera n 4+ 1 puntos de ese conjunto sean independientes.

*4.12.Proposicién. Si{py, ..., pn11} es una referencia proyectiva de P(V'), existe una
base {eq, ...,en} de V tnica salvo el producto por un escalar, tal que mw(e;) = p; para
0<i<nym(eo+..+e€n)=DpPnt1-

Demostracion. Elijamos v; € 7~ 1(p;), 0 <i < n+1. Por ser {po, ..., pnr1} una referen-
cia proyectiva, se tiene que {vy, ..., v, } es una base de V' y, por lo tanto, se puede escribir
Vnt1 = D ip pv;. Definamos e; = p'v; para 0 < i < n. Se tiene que 7(e;) = m(v;) = p;
ym(eo+t...+en) = w(plvo+ ...+ pu"vy) = T(vpi1) = pna1, luego la base {eg, ...,e,} de V
verifica las condiciones deseadas. Veamos que es tinica salvo el producto por un escalar.
Si {wo, ..., w,} es otra base verificando las mismas condiciones, entonces 7(w;) = m(e;),
lo que implica que existe un v’ tal que w; = v'e; para cada i € {0,...,n}. Ademas,
se ha de verificar m(eg + ... + €,) = Puy1 = m(wo + ... + wy,) = 7 (P + ... + V"e,),
lo que implica que existe un X tal que 1%¢y + ... + v, = A(eg + ... + €,,), de donde
(% — Neg + ... + (™ — Ne, = 0, lo que implica v* = X\ para todo i € {0,...,n}, i.e.
w; = Ae; para todo i € {0,...,n}, c.q.d.

? 4.13.Definicién. Se llama coordenadas homogéneas de p € P(FE) en la referencia
proyectiva {pg, ..., pn+1} a las coordenadas homogéneas de p con respecto a una de las
bases {eq, ..., e, } de V definidas por la referencia proyectiva del modo que se vi6 en 4.12.

*4.14.Proposicién. Si m = n, dadas dos referencias proyectivas {pg,...,pn+1} de
P(V) y {qo, ... gns1} de P(W), existe una tinica homografia f : P(V) — P(W) tal
que f(p;) =¢q; para0 <i<mn+ 1.

Demostracion. Sean {eg, ..., e,} v {wo, ..., w, } bases de V' y W respectivamente, definidas
a partir de las referencias proyectivas dadas como en 4.12. Definamos f : V. — W por
FQlisom'e) = Yigu'wi, y f 2 P(V) — P(W) por f(r(v)) = 7(f(v)). De la
definicién de f, por ser f un isomorfismo, resulta que f es una homografia de aplicacion
lineal asociada f. Ademads , para 0 < i < n, se tiene f(p;) = f(n(ei)) = 7(f(ei)) =
m(wi) = qi, ¥ f(Pnt1) = f(m(eo+...4en)) = 7(f(eo+...+€n)) = T(wo+...+wp) = Gny1-

Si g es otra homografia verificando g(p;) = ¢;, entonces, para cualquier g: V — W
aplicacion lineal asociada a g, se tiene

g = g(pi) = g(m(ei)) = m(g(e;)) para 0 <@ <mn,

Gnt1 = 9(Pny1) = g(m(eo + ..+ en)) = 7(g(e0) + ... + glen)),

de donde, por 4.12, resulta que g(e;) = Aw; = A\f(e;) para 0 < i < n-+ 1y, por lo tanto,
g = Af, vy g es una aplicacion lineal asociada a f, luego f = g, luego f es unica.
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APENDICE:
EL ESPACIO PROYECTIVO COMO ESPACIO COCIENTE.
VISUALIZACION DE IRP2.

A continuacién vamos a dar una definicién (equivalente) méds manejable de espacio
proyectivo. Para ello necesitamos primero algunos conceptos de teoria de conjuntos.

A.1.Definiciéon. Dado un conjunto X, una relacién binaria R sobre X es un subcon-
junto R C X x X, se escribe

x Ry siysolosi(x,y) €R.

Si no es cierto que x Ry, escribiremos xRy

A.2.Definicién. Una relacién binaria de equivalencia (R.B.E.) sobre un conjunto X
es una relacion binaria R sobre X que cumple las propiedades

-Reflexiva: z R x.

-Simétrica: x Ry sii y Rx.

-Transitiva: x Ry y y Rz implican x R z.

A .3.Definicién. Una particion de un conjunto X es una familia {X,;};c; de subcon-
juntos de X disjuntos y tales que X = U;c1X;.

A.4.Definicion. Si R es una relacién binaria de equivalencia sobre X, y x € X, se
llama clase de equivalencia de z al conjunto [z] = {y € X/z Ry}.

A.5.Proposicion-Definicion. Dada una una relacion binaria de equivalencia R sobre
X, las clases de equivalencia de los elementos de X definen una particion de X. Al
conjunto cuyos elementos son las clases de equivalencia se le llama conjunto cociente de
X por la relacién de equivalencia R, y se denota por X/R.

Demostracion. Evidentemente X = U,¢x|[x], luego, si vemos que

(A5.1) 2] # [y] sit 2] N [y] = 0,

las clases de equivalencia seran disjuntas y la familia de las clases de equivalencia serd
una particién de X. Vamos, pues, a probar (A.5.1). Si [x]N[y] # 0, existe un z € [x]N[y],
(i.e., existe un z tal que x Rz y y R 2) y, aplicando las propiedades simétrica y transitiva,
x Ry. Entonces, para cualquier w € [y], se tiene que x Ry y y Rw, luego x Rw y w € [z],
luego [y] C [z]. De la misma manera se ve que [z| C [y]. Hemos visto, por tanto, que
[z] N [y] # 0 implica [x] = [y], luego [z] # [y] implica [z] N [y] = . Reciprocamente, es
evidente que [z] = [y] implica [z] N[y] # 0, luego [x]N[y] = O implica [z] # [y], y (A.5.1)
queda probado.

Volvemos ahora a usar la notacion de la definicion 1.2.
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A.6.Proposicién. Sea ~ la relacién binaria sobre V' =V — {0} definida por
x ~y sii existe un A € IK — {0} tal que y = Az.
~ es una relacion binaria de equivalencia

Demostracion.

-x ~qxporquez =1zx.

-z ~ y implica que existe A € IK — {0} tal que y = Az, luego existe \=! € IK — {0}
tal que z = A\~ 1y, luego y ~ =.

-z ~yyy~ zimplican que existen A y p en IK — {0} tales que y = Az y z = puy,
de donde resulta que existe Ay € IK — {0} tal que z = Auy y, por tanto, = ~ z.

A.7.Proposicién. P(V) estd en biyeccion con V'/ ~.
Por ello, de ahora en adelante se identificaran ambos conjuntos.

Demostracion. Definamos la aplicacion
¢: V') ~— P(V) tal que ¢([v]) = {\w: )€ IK}.

¢ estd bien definida, pues si w ~ v, existe p € IK tal que v = pw, y { v : X € K} =
{Apw : X € IK} = {vw : v € IK}. Luego ¢ no depende el elemento de [v] elegido para
definir la recta vectorial imagen por ¢.

Definamos ahora

Y : P(V) — V') ~ tal que ¥(U) = [u], siendo v € U — {0}.

Esta aplicacién también estd bien definida, es decir, no depende del elemento u de U
elegido. En efecto, si w € U — {0}, como dim(U) = 1, existe un A € IK — {0} tal que
w = Au, luego u ~ w y [u] = [w]. Vamos a ver ahora que ¢ y 1 son aplicaciones inversa
una de la otra, lo que prueba que son biyecciones y que, por lo tanto, la proposicién es
cierta. Componiendo estas aplicaciones, tenemos:

poo([v]) =v({Av: A e K}) = [v] y,
siueU—{0}, p(U) = p(lu]) ={u: A€ IK} =U.

Para el caso IK = IR, vamos a ver otro modelo equivalente del espacio proyectivo.

Sea | | la norma canénica de IR™*!, es decir, dado z = (!, ..., 2" 1) € R" ML, |2]? =
(x1)2 + ...+ (z""1)2. La esfera de radio 1 en IR""! es el conjunto S™ = {z € IR""! :
|x| = 1}.

La relacién de equivalencia ~ definida sobre IR™*! — {0} como en A.6 se puede
restringir a S™ dando una nueva relacién de equivalencia, que seguiremos denotando
por ~. Obsérvese que:

Siz,yeS", rz~ysiy=xz6y=—x,

puesto que x ~ y sii y = Az, y y € S™ implica 1 = |Az| = |A||z] = |A|.
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A .8.Proposicién. IRP"™ estd en biyeccién con S™/ ~.

Demostracion. La aplicacion

5 (I (0}~ 8"/ ~ dada por (o)) = | ]

estd bien definida y es una biyeccién. En efecto: si y € [z], y = Az, luego

y Ax A X Yy
— = —— = —— lo que implica — ~ =,
gl Azl (A ]] =l 1yl

luego € no depende del elemento de [z] elegido. Ademéds se comprueba facilmente que
la aplicacién de S™/ ~ en (IR"*! — {0})/ ~ definida por [u] — [u] es su inversa, luego
¢ es una biyeccién, y esto prueba la proposicion.

La tultima proposicién da la imagen de IRP™ como una semiesfera de S™ en la que
se han identificado los puntos opuestos del ecuador. En los casos n = 1,2 tenemos los
siguientes dibujos

n el caso n=1 se ve que estd en biyeccién con S*.
En el 1 IRP" est b St

Denotaremos por P(V') tanto el conjunto de la definicién 1.2 como V’/ ~. Andlogamente,
IRP™ denotara indistintamente P(IR"™1), (IR"*! —{0})/ ~y S/ ~.

En el dibujo de IRP? a continuacién de A.8, se puede observar que “las rectas proyec-
tivas (como se definieron en 1.5) no son rectas, sino circunferencias”, y que (en IRP?)
siempre se cortan.
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GEOMETRIA AFIN
METRICA

En todo este capitulo V' designara un espacio vectorial de dimension n sobre el cuerpo
IR de los niimeros reales.

§0. ALGUNAS CUESTIONES DE ESPACIOS VECTORIALES EUCLIDEOS

Para estudiar la geometria afin métrica necesitamos conocer unas cuestiones de ge-
ometria vectorial euclidea que estudiamos en este epigrafe.

0.1.Definicién. Una forma bilineal sobre V' es una aplicacion g : V x V — IR que es
lineal en cada componente, es decir

g(Av + pw, ) = Ag(v, x) + pg(w, x) para todo A\, u € IR y todo v,w,xz €V, 'y
g(v, Az + py) = Ag(v, ) + pg(v, y) para todo A\, € IR y todo v, z,y € V.

Obsérvese que para toda forma bilineal g se tiene ¢g(0,y) = g(x,0) = 0 para cua-
lesquiera x, y € V.

0.2.Definiciones. Una forma bilineal g sobre V' es simétrica si g(x,y) = g(y,x) para
todo x, y € V. Se dice que g es definida positiva si g(x,x) > 0 para todo x € V — {0}.

Obsérvese que se deduce de la definicién que para una forma bilineal simétrica definida
positiva g(x,z) = 0 sii z = 0.

0.3.Definicién. Se llama producto escalar euclideo, o métrica euclidea, o producto
euclideo, o, simplemente, producto escalar sobre V a una forma bilineal simétrica
definida positiva (que denotaremos por (, )) definida sobre V. Al espacio V con el
producto escalar (, ) lo llamaremos espacio vectorial euclideo o métrico.

0.3’.Ejemplo. 1) La aplicacion bilineal definida sobre IR™ por
(x,y) = inyi, siox=(z' .., 2" ey=(y', ...,y")
i=1

es un producto escalar, y IR™, con este producto escalar, es un espacio vectorial euclideo.
2) Si (V;(,)) es un espacio vectorial euclideo y U es un subespacio vectorial de V', si
(,Yu = (,)|luxu, entonces (U; (,)y) es un espacio vectorial euclideo.

A partir de ahora V' denotara un espacio vectorial euclideo de dimensién n.

Typeset by ApS-TEX
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0.4.Definiciéon-Proposicién. SiU es un subespacio vectorial de V', de dimension m <
n, se llama subespacio ortogonal a U o complementario ortogonal de U al subespacio
vectorial U+ definido por

Ut = {we V/(w,u) =0 para todo u € U}.

U+t es, realmente, un subespacio vectorial de V.

Demostracion. Que UL es un subespacio vectorial de V es consecuencia de que, si
z,y € UL y A\, u € IR, entonces, para cualquier u € U, se tiene (\x + py, u) = Az, u) +
u{y, u) = 0.

0.5.Definicién. Dos vectores u y v se dice que son ortogonales sii (u,v) = 0. Dos

subespacios vectoriales U y W de V se dice que son ortogonales, y se escribe U LW | sii
para cualesquiera w € U y w € W se tiene que u y w son ortogonales.

En particular, U y U~ son ortogonales.

0.6.Definicién-Proposicién. Se define el médulo o la norma |u| de un vector v € U
como el nimero real positivo

Jul = ((u,u))?.

Se verifica la siguiente desigualdad de Schwarz

[{u, v)] < ful |v].

La desigualdad de Schwarz permite dar la siguiente definicién de dangulo

0.7.Definicién. Dados dos vectores u,v € V, se define el dngulo 0 = £(u,v) formado
por u y v como el nimero real 0 € [0, 7] tal que (u,v) = |u||v| cos 6.

Que la definicién anterior es posible resulta de que |u/|ul| =1, |v/|v|| = 1, y, por la
desigualdad de Schwarz,

1
L Yy <lie —1<
ul” vl

bl

0.8.Definicién. Un conjunto de vectores no nulos {vy, ..., vy} de dice que es ortogonal
sii i # j implica (v;,v;) = 0. Se dice que ese conjunto es ortonormal sii es ortogonal y
todos sus vectores son unitarios (|v;| = 1), i.e. sii (v;,v) = d;;.

Sim vectores son ortogonales, entonces son linealmente independientes (pues .- | Ajv; =
0 implica 0 = (3°1" Avi, v5) = Aj(vs,v;) vy Aj = 0 para todo j € {1,...,m}, ya que
(vj,vj) = 0 implica v; = 0, pero suponemos -cfr. def 0.8- que v; # 0), lo que implica
m < n. Cuando m = n, dichos vectores forman una base, que se llama base ortogonal
si los vectores son ortogonales y base ortonormal si los vectores son ortonormales.

Para el espacio vectorial euclideo IR™ del ejemplo 0.3’ la base canénica {(1,0,...,0),
0,1,0,...,0), ... , (0,...,0,1)} es una base ortonormal.
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*0.9.Proposiciéon. Sobre un espacio vectorial euclideo siempre existe una base ortonor-

mal. A partir de cualquier base {vy, ...,v,} de V se puede construir una base ortonormal
{e1,...,en} de la siguiente manera:
U1
€1 = ——
v
ey = vy — (vg, e1)er
[v2 — (va, e1)e1]
- Up — Z?:_ll <Un7 61')61'
€n =

1
o — 2251 (vns €3)€s]
Este método de obtener una base ortonormal a partir de una base dada se llama método
de ortonormalizacion de Gram-Schmidt.

Demostracion. Que cada vector es de norma unidad es inmediato, pues

1
Uj — f 1 (v, ei)e

lej| =
‘] Ez 1(”]7 i) €l

Para ver la ortogonalidad, demostrémoslo por induccién:
Veamos primero que (e, e3) = 0. En efecto:

Vo — <UQ,61>81 _ 1
[vg — (va, e1)e1| |vg — (va, €1)e1|
- 1

[vg — (v2, e1)eq]
Supongamos ahora que, para un cierto k > 3 (k < n) se tiene
(0.9.1) (ei,ej) =0parai#j, 1<i,j<k—1,
y vamos a ver que esto implica (e;,e;) = 0 para i # j 1 < 4,5 < k, (lo que, por
induccién, probara (0.9.1) para 1 < ¢,j < n). Por la hipdtesis de induccién, lo tinico
que falta por probar es que (e;,e;) = 0 para todo ¢ < k — 1. Ahora bien, usando de
nuevo que (e;, e;) = 0;; para 1 <4,j < k —1, se tiene

(61,62> (81, (81,112 - <02,61>81>

({e1,v2) — (v2,e1)(e1,e1)) = 0.

vk — Y52y (U, €)€ 1 Rl
<8i7 8k> = <6i7 k—1 = k—1 <8iavk - Z(Uka 8]>8]>
ok =225 (v, €j)es] Joe — 32520 (vw, €5) €] i
1

k—
— — ({es, vg) Z (i, ej)(ei,e;))
v — Ej:l (vk, €5)€;] j=1

k—1
B =TGR IS
1
- €i, Uk) — (Vk, €i)) = 0.
[0 _Z?:11<Uk7€j>8j|(< k)~ (U, €3))
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0.10.Proposicién. En una base ortonormal {e1, ...,e,} de V', todo vector v se escribe
de la formav =" ,(v,e;)e;, es decir, siv =y v'e;, entonces v* = (v, e;).

En efecto. Siv = 31", v'e;, entonces (v,e;) = (37_, vlej,ep) = 30 0705 = 0",

*0.11.Proposicién. V = U@ U~*. Como consecuencia, se tiene que dim(U~+) = n—m.

Demostracion. Sea {vi,...v,,} una base de U. Completemosla a una base {v1, ..., U,
U1, -+ Ut de V. Aplicando el proceso de Gram-Schmidt, obtenemos una base ortonor-
mal {eq, ..., e, } de V tal que los primeros m vectores {ey, ..., €,, } son una base ortonormal
de U (pues son independientes y son combinacién lineal de v, ..., v,,). Por definicién
de base ortonormal, los vectores e, 1, ...,€, son ortogonales a U, luego pertenecen
a Ut, y,siv eV, por 010, v = Y.7" (v,e;)e; + > i—mi1{v,ej)e; = u+ w, con
u=3 " (v,ee; e Uyw=>37_ 1 (v,e5)e; € U, luego V =U + U~. Para ver que
la suma es directa, sea v € U N UL, se tiene que (v,v) = 0y, por lo tanto, v = 0.

0.12.Proposicién-Definicién. Sea V =U @ U™, {ey,...,e,,} es una base ortonormal

de U y {€ms1,...,en} es una base ortonormal de U, las aplicaciones proyeccién my y
7L asociadas a la descomposicién V = U @ U+ vienen dadas por

(0.12.1) () =Y (vedei y mpi(v)= Y (vee;
=1 i=m-+1

Se define la proyeccion ortogonal Wﬁ : V. — U como igual a la proyeccién 7y :
V — U definida por la descomposicién V =U @ U~.

0.12°. Nota Obsérvese que (U+)+ =U.

En efecto, por definicién de ortogonal es evidente que U C (U+)* y, como U tiene
dimensién m y (U1)* tiene dimensién n — (n — m) = m, estos subespacios vectoriales
son iguales.

Por lo tanto, la descomposicién de V definida por Ut es V =U+ U =Ua U, la
misma que la definida por U, luego ﬂé 1, que se define como la proyeccién 7y : V. —
U+ definida por la descomposicién anterior, es la misma que la 7. que aparecia en la
definicion de W(J]‘, luego

v =5 (v) + 750 (v),
lo que permite calcular
b (0) = - s (0),

v, si {€m1,...,€n} €s una base ortonormal de U+, entonces

n

(0.12°.1) T (v) = v — Z (v,e;)e;.

1=m-+1

0.12”. Nota. Cuando quede claro por el contexto a que nos referimos (casi siempre),
denotaremos 77 por .
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0.13.Proposicién. (U + W)t =U+tnw+,

Demostracion. x € (U+W)? sii para todo u € U y todo w € W se cumple {x,u+w) =
0, en particular, tomando w = 0, (z,u) = 0 para todo u € U y, tomando u = 0,
(z,w) = 0 para todo w € W, luego x € U+ N W+, de donde (U + W)+ c U+ NnW+.
Reciprocamente, si z € U+ N W+, entonces, para todo u € U y todo w € W, se tiene
(z,u+w) = (z,u) + (x,w) =0, luego x € (U + W)L, y Ut nW+ C (U+ W)+,

70.14.Proposicién. El producto escalar define los isomorfismos (musicales):
f:V* — V/(af,y) = a(y) para todoy €V,

bV — V* /2’ (y) = (x,y) para todo y € V,

que son uno la aplicacion inversa del otro.

Que { es una aplicacion bien definida es consecuencia de que un vector x € V esta
determinado por su producto escalar por todos los vectores de V', como se deduce de
0.10.

El préximo corolario relaciona los papeles del ntcleo de un elemento del dual y del
ortogonal a un vector en el estudio de los subespacios vectoriales.

?0.14’.Corolario. Si f € V* y v € V, entonces Ker f =< {ff} >+ y < {v} >t=
Kerv’.

En efecto. Ker f = {z € V/f(z) = 0} = {x € V/{(ff,2) = 0} =< {f*} >ty <
{v} >t={r e V/{v,2) =0} = {x € V/v"(z) = 0} = Kero".

?70.15.Proposicién. Los isomorfismos musicales llevan una base en su dual sii la cor-
respondiente base de V' es ortonormal.

0.16.Definiciéon. Una aplicacion lineal f : U — V entre espacios vectoriales euclideos
de la misma dimension se dice que es una isometria o transformacién ortogonal sii
(f(x), f(y)) = (x,y) para todo x,y € U. El nombre de transformacién ortogonal lo
reservaremos para el caso U =V .

0.17.Proposicién. Una isometria f : U — V entre espacios vectoriales euclideos es
un isomorfismo de espacios vectoriales.

Demostracion. Bastard con ver que Ker f = {0}, pues entonces serd una aplicacién
lineal inyectiva entre espacios vectoriales de la misma dimension y, por tanto, un iso-
morfismo. Ahora bien, si f(z) = 0, se tiene (z,z) = (f(x), f(x)) = 0, lo que implica
z =0.

0.18.Lema. Si {e;}_; es una base ortonormal de un e.v. euclideo V y z,y € V,

entonces
n

<£L’, y> - Z(mv 8i><y7 8i>'

=1
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Demostracion. Sustituyendo las expresiones de x e y dadas en 0.10 se tiene (x,y) =
<Z?:1<m7 €i)€i Z?:l(yv 8j>8j> = Z?:l Z?:l(mv ei)(y; 6j><ei7 6j> = Z?:l Z?:l(mv ei)(y, 8j>5ij =
> i1 (T ei)(y, €.

0.19.Proposicion. Una aplicacion lineal f : U — V entre espacios vectoriales euclideos

es una isometria sii la imagen de una base ortonormal de U es una base ortonormal de

V.

Demostracion. Si f es una isometria, es un isomorfismo, luego la imagen de una base
ortonormal {e;}? ; de U es una base {f(e;)}I; de V que, ademds, por ser f isometria,
verifica (f(e;), f(e;)) = (ei,e;) = 0;; y es una b.o.n. de V.

Reciprocamente, si la imagen de una b.o.n. {e;}?_; de U es una base ortonormal
{f(e;)}~, de V, para todo vector x,y € U, se tiene

n n

(f(@), f(@)) = (FQ_(z,ei)en), F(Q (v, e50e)

i=1 j=1

n n n

= <Z<$a €i>f(€i),z<y,6j>f(6j)> = Z(% ei)(y, &) = (z,y)

0.20.Definicion-Proposicion. Una matriz A, n X n, se dice que es ortogonal sii su
inversa es igual a su transpuesta, A1 = A® (implicitamente se estd suponiendo que A
es regular).

Si A es una matriz ortogonal, det A = +1.

*0.21.Proposiciéon. Una aplicacion lineal entre espacios vectoriales euclideos de la
misma dimension es una isometria sii su matriz en una base ortonormal de cada espacio
euclideo es una matriz ortogonal.

Demostracion. Sea f: U — V la aplicacién lineal, {eq, ..., e,,} una base ortonormal de
Uy {v1,...,v,} una base ortonormal de V. La matriz F' de f es la matriz

o

cuyas componentes vienen definidas por f(e;) = Z?Zl ff v;. Se verifica entonces que
fiooo S fioo fa i fift o XL fifa
FiE=1 1 Lo = s s
fo oo IR o I S fufi o Xl fata
(fle), fler)) ... (flex), flen))

(Flea) Fler)) . (Flen) Flen)
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y la dltima matriz es la identidad sii (f(e;), f(e;)) = di;, lo que equivale, por 0.19, a
que f es una isometria. Esto prueba que f es una isometria sii F* ' = Id. Luego F
ortogonal implica que f es una isometria y, para ver que f isometria implica que F'
es ortogonal, solo falta ver que F'F = Id implica F' F* = Id. Veamoslo: Como f es
una isometria y, por tanto, un isomorfismo, de donde resulta que su matriz asociada F'
es regular, luego existe F~1. Multiplicando F* F = Id a la izquierda por F, se tiene
FF'F = F y, multiplicando a la derecha por F~!, resulta F F'* = Id.

0.22.Proposicion-Definicién. Sea U un subespacio vectorial de V. La aplicacion
sy:V —V/sy(x) =my(z) — myo ()

es una isometria y se llama simetria respecto de U.

Demostracion. sy es lineal por serlo 7y (z) y mpye. Ademas (sy(x), su(y)) = (mu(z) —
Ty (), 7y (y)=mu e (y)) = (mo (@), 7o () +(ru L (@), Ty (Y)) = 7o (@) +7y (), 7o (y)+
Ty (y)) = (z,y)-

0.23.Definicién. Una simetria respecto de un hiperplano vectorial (s.e.v. de dimension
n — 1) se llama una reflexion.

Si U es un hiperplano de V, sea a un vector unitario generador de U=, se tiene

su(z) =my(x) —myo(z) =2 — (z,a)a — ((z,a)a) = © — 2(z,a)a.

0.24.Proposicion-Definicién. El conjunto de las isometrias de un espacio vectorial
euclideo V' en si mismo, con respecto a la ley de composicion de aplicaciones, es un
grupo, que denotaremos por O(V) y se llama grupo ortogonal de V. En particular,
O(IR™) se denota O(n, IR).

Demostracion. Puesto que la aplicacion identidad es, evidentemente, una isometria,
bastard con demostrar que la composicién de dos isometrias es una isometria y que la
inversa de una isometria es una isometria, lo que es consecuencia de que si f y g son
isometrias, entonces, para todo x,y € V,

(go f(z),g0 f(y) = (g(f(x),9(f(y) = {f(x), f(v)) = (z,y)
y (@), ) = @), F(F W) = (=, ).

0.25.Proposicién. Si f € O(V), y U es un subespacio vectorial de V', entonces

fU+) = fU)*.

Demostracion. Sixz € UL y u € U, entonces

(f(@), f(u)) = (z,u) =0,
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luego f(UL) C f(U)L, pero como f es un isomorfismo, f(U+) y f(U)+ son espacios de
la misma dimensién, luego son iguales.

0.26. Preguntas

a)Siz =Y x'e;yy=> . y'e, donde {e;}!" ; es una base ortonormal de V,
. Conoces una expresion de (z,y)?.

b) ;Qué relacién hay entre (U + W)+ y Ut n W2,

c) Si f es una aplicacion lineal entre espacios vectoriales euclideos que lleva una base
ortonormal en otra, jqué se puede decir de f7.

§1. DEFINICION DE ESPACIO AFIN EUCLIDEO. ANGULOS Y DISTANCIAS.

1.1.Definicién. Un espacio afin euclideo es un espacio afin real E asociado a un espacio
vectorial V' dotado con un producto escalar (, ).

1.2.Definicion. En un espacio afin euclideo se define la distancia como la aplicacion
d:ExE— Rt/ d(P,Q)=|PJ|

donde la norma o médulo |]@| de un vector se define como en 0.6.

*1.3.Proposicion. La distancia d definida en 1.2 es una distancia en el sentido de la
topologia, es decir, se verifican:

(1.3.1) d(P,Q) > 0 para todo P,Q € E y d(P,Q) =0 sii P = Q.

(1.3.2) d(P, Q) = d(Q, P) para todo P,Q € E.

(1.3.3) d(P,Q) < d(P,R) + d(R, Q) para todo P,Q,R € E.

Demostracion. (1.3.1) Que d(P, Q) > 0 es consecuencia de que la distancia se ha definido
como una norma. La proposicién “d(P,Q) = 0 sii P = Q" es consecuencia de que el
producto escalar es una forma bilineal definida positiva, pues, entonces, d(P, Q) = 0 sii

(PG| = 0 sii (PO, PO) = 0 sii PO = 0.

(1.3.2) resulta de que d(P, Q) = @\—\—@\—Kﬁﬂ—dQP

(1.3.3) se deduce usando la bilinealidad de (, ) y la desigualdad de Schwarz de la
siguiente manera:

= |PQ|* = |PR + RGQ|* = (PR + RQ, PIt + RQ)
— |PR? + |RQ|® + 2 (PR, RQ) <\PTE\2+@|2+2\J¥€@
< |PRP + |RGQ|” + 2|PRI|RG| = (IPR| + |RGQ|)* = (d(P, R) + d(R, Q))*.
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1.3’.Ejemplo. Sea V un espacio vectorial euclideo. Al estudiar el espacio afin, vimos
(ejemplo 1.3) que E =V, con la operacion + la suma de V', es un espacio afin con
espacio vectorial asociado el propio V. Entonces, si V' es euclideo, E =V es un espacio
afin euclideo.

En particular, IR", como espacio afin asociado al espacio vectorial euclideo IR"™
definido en el ejemplo 0.3’ es un espacio afin euclideo. De la definicién de distancia
en 1.2, el hecho (visto en Afin 1.3) de que, en un espacio vectorial, f@ =y—ux yla
definicion de producto escalar en IR"™ vista en 0.3, resulta que la distancia entre dos
puntos = (z!,...,2"), y = (y',...,y™) € IR" viene dada por

dz,y) =y —z| = /(¥ —2)2 + ...+ (y» —2")2.

1.4.Definicién. Sean F = P+ < {u} > y G = P+ < {w} > dos rectas de E que se
cortan en un punto P. Se llama angulo formado por F' y G al menor de los angulos
L(u,w) y £(u, —w) definidos como en 0.7.

Obsérvese que de la definicion 0.7 se deduce que
L(u,w) + £L(u, —w) =,
porque |ul|w|cos £L(u, —w) = (u,—w) = —(u,w) = —|ul||lw|cos £L(u,w), de donde se
deduce que cos £ (u, —w) = — cos £ (u, w) y, por tanto £(u, —w) + £(u,w) = w. De aqui
se deduce que el angulo formado por las dos rectas es el que sea menor o igual que 7/2.

1.5.Teorema de Pitagoras. Sean P, (), R tres puntos de un espacio afin métrico tal
que la recta pasando por P y R forma un dngulo de w/2 con la que pasa por Q) y R,
entonces

d(P,R)*+ d(R,Q)* = d(P,Q)*.
Este teorema es un corolario de 1.3, su demostracién es la de (1.3.3) cuando P_I->Z es
perpendicular a @

1.6.Definicion. Sea F' un subespacio afin de E de dimension m y espacio vectorial
director U. Se llama subespacio afin pasando por P € F ortogonal a F' al subespacio
afin de dimensién n — m definido por P + U+,

1.7.Definicién. Sean F' = P+ U y G = P+ W dos hiperplanos de E que se cortan (en
un subespacio afin de dimensién n — 2). Se llama dngulo formado por F' y G al dngulo
que forman dos rectas P + U" y P + W+ perpendiculares a F' y G respectivamente y
pasando por un punto P € FNG.

De las definiciones 1.4 y 1.7 resulta que el angulo formado por dos hiperplanos F' y
G como en 1.7 es

A(F,G) = £(P+U*, P4W) = min{4(u,w), £L(u, —w)}, con 0#ucUry0#weW.

Hemos definido el dngulo entre dos subespacios afines para el caso de rectas e hiper-
planos. La perpendicularidad (o dngulo de 7/2) la vamos a definir para subespacios
afines de dimension arbitraria, pero, de modo semejante a como hicimos en la definiciéon
de de los dngulos, vamos a tener que distinguir entre los casos dim F' + dimG < n y
dim F + dim G > n.
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1.8.Definicion. Sean FF = P+ U y G = P + W dos subespacios afines de E que se
cortan y tales que dim F' 4+ dim G < n. Se dice que F' es perpendicular u ortogonal a G
sii ULW (o, equivalentemente, U C W+ 6 W C U+).

1.9.Definiciéon. Sean FF' = P+ U y G = P + W dos subespacios afines de E que se
cortan y tales que dim F' 4+ dim G > n. Se dice que F' es perpendicular u ortogonal a G
sii UL LW+ (o, equivalentemente, U D W+ 6 W D U+).

Vamos ahora a definir y ver como se calcula la distancia entre dos subespacios afines.

1.10.Definicién. Dadas dos variedades lineales afines ' y G de E, se define la distancia
entre ellas como se hace con la distancia entre dos subconjuntos de un espacio métrico,
ie.

d(F,G) = inf{d(P,Q)/P € F y Q € G}.

Obsérvese que, en la definicién anterior, el infimo existe, pues la distancia es siempre
mayor o igual que 0. El objetivo de las préximas proposiciones es dar un método efectivo
del calculo de la distancia. Al mismo tiempo, mostrara que el infimo de la definicién de
distancia es, en realidad, un minimo.

*1.11.Lema. Sea v € V, U un subespacio vectorial de V. Entonces 71 (v) es el tinico
vector de la forma w = v+x, con x € U tal que |w| = min{|v+z|/x € U} (y, por tanto,
min{|o + z|/z € U} = my- (v)])

Demostracion.

v+ 2> = (v+z,0+2) = o>+ 2(v,2) + |z]?
= |7y (v) + 7 (0)]? + 2(7y (V) + 7L (v), ) + |2,

pero

70(v) + s (V)7 = (70 (0) + 7 (v), 7Y (V) + T ()

= (1u(v), 10 (v)) + {1y (v), +7p2 (v) + 2y (V), +7p2 (v)) = 70 )] + [T (V)
y (myo(v),x) =0, luego
[o+af? = |y (0) P+ (v) P +2(m0 (v), 2) +|2]* = |1y (0)*+|ry (v) 2] > |ry (o),

y se tiene la igualdad en la tltima desigualdad (por tanto el valor minimo) sii |my(v) 4+
x|? = 0, es decir, sii x = —my(v), lo que es equivalente a que w = v +x = v — 7y (v) =
v (v) + mye(v) — Ty (v) = e (v), c.q.d..

*1.12.Proposicién. Sean F'y G dos variedades lineales afines con espacios vectoriales
directores U y W respectivamente. Existen P € F'y () € G (no necesariamente tinicos)

tales que ]@ € (U + W)* y, para esos puntos, d(F,G) = d(P, Q).

Demostracién. Sabemos que V = (U+W)®(U+W)+. Sean R € Fy S € G, erntonces
ﬁ € V y, por la descomposicién anterior, existenu € U, w € Wy x € (U+W)* (u+w
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y « uUnicos, dependiendo solo de }ﬁ) tales que ﬁ =u+ w+ z. Tomemos P = R + u,
Q) = S — w. Se tiene entonces que

PO =(R+u)(S—w)=(R+u)k+ RS +5(5 —w)

— —u+RS—w=RS—(utw) =z e U+W)",

lo que prueba la primera parte del enunciado.
Vamos a probar ahora que d(F,G) = d(P,Q). Sean R’ € F'y S’E_(S, aplicando el

lema al_c)aso en que el subespacio de V es U + W y el vector v es R'(), se tiene que,
como QS e W CcU+W,

o rar / / oA
d(R,S") = |R'S|=|R'Q+ QS| > |rwiw)- (RQ)],

— — —
pero R'() = R’P+J@, con R’'P e U C U—l—Wy]@ € (U+W)*, luego Twsw)s (R'Q) =
]@, luego

d(R',S') > |PO| = d(P,Q) para todo R' € F y §' € G,

luego d(F,G) = d(P, Q).

1.13.Nota. La demostracién de la proposicion anterior da también un método practico
de calcular la distancia entre dos subespacios afines F' 'y G: se eligen R € F 'y S € G,

se calcula x = 7T(U+W)J_(ﬁ), y d(F,G) = |z| = |m7uiwys (RS)].

1.14.Modo de calcular la distancia entre dos subespacios afines, cuyas ecua-
ciones vienen dadas en paramétricas, usando 1.13.

En una referencia cartesiana ortonormal {O, €1, ..., e, } (i.e. una referencia cartesiana
de FE en la que {ey, ..., e,} es una base ortonormal de V'), sean

Entonces podemos tomar ]ﬁ = (St — R!,...,S™ — R™). Para calcular su proyeccién
sobre el ortogonal a U + W, partimos de los vectores generadores de este espacio,
v = Z?Zl Uj-ei y W = Z?:l w};ei, 1<j<my1l<k<r. Aplicando el proceso de
ortonormalizacién de Gram-Schmidt a estos vectores, obtenemos una base ortonormal
{ai,...,as} de U + W (a pesar de que el conjunto de vectores inicial puede no ser una
base de U + W). Entonces

d(F,G) = [m(w)s (RS)] = RS — Y (RS, ai)ail.
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En algunos casos es facil calcular una base ortonormal {by, ..., by} de (U +W)~. En ese
caso

h
A(F,G) = [mw-rw)+ (RS)] = | (RS, bi}bil.

1.15.Ejemplos.

1.15.1) Sea E un espacio afin euclideo de dimensién 3. En una referencia ortonormal
{O,e1,e3,e3} de E, el punto P y el plano H tienen las siguientes expresiones:

T=p
P=(0,0,3), H=y=\+pu
z=A

Calcular la distancia de P a H. Para ello observar que H es el plano que pasa por
(0,0,0) con espacio vectorial director generado por e; + e3 y e1 + es.

1.15.2) Sea E un espacio afin euclideo de dimensién 3. En una referencia ortonormal
{O, e1,e9,e3} de FE, las rectas F' y G tienen las siguientes expresiones:

= A =34+ A
F=y=X,;, G= y=2
z=A z=20

Calcular la distancia de F' a G. Para ello observar que F' es la recta que pasa por (0,0, 0)
con espacio vectorial director generado por e; + e2 + e3 y G es la recta que pasa por
(3,2,0) con espacio vectorial director generado por e;.

Vamos a ver ahora como calcular la distancia cuando los subespacios afines vienen
dados en implicitas. Para ello necesitamos la siguiente versién euclidea de los apartados
2.12 y 3.13 de la Geometria Afin.

1.16.Proposicién. Si F' es un subespacio afin de E de dimensién m, con espacio
vectorial director U, F' es el conjunto de puntos () de E cuyas coordenadas, en una

referencia ortonormal {O, e, ..., e, }, verifican
(1.16.1) Y @al+al=0, m+1<i<n,
j=1

an . R n J,. 1
donde los vectores {w; }i_,, ; definidos por w; = _;_, aje; son una base de U-~.

Demostracion. Ya vimos en geometria afin que un subespacio afin de dimensién m se
podia describir por n—m ecuaciones como la (1.16.1). Lo que falta ver es que los vectores
w; definidos como en el enunciado de esta proposicién son una base de U+. Para ello,
observemos primero que el nimero de vectores es n — m, es decir, la dimensién de U-+.
Ademas son linealmente independientes, porque sus componentes son los coeficientes
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de las ecuaciones (1.16.1), y la matriz formada por estos coeficientes tiene rango n —m
(Proposicién 2.12 de Geometria Afin). Por lo tanto solo falta probar que w; € U+ para
m~+1 < ¢ < n. Ahora bien, todos los vectores de U son de la forma ]@, donde P, € F,
luego todo lo que hay que ver es que <]@, w;) = 0 paratodo P,Q € Fym+1<i<n.
Si P=(P,...P")y Q= (Q!,...,Q"), las coordenadas P’ y @’ verifican (1.16.1), v,
usando 0.18,

n n n

(PG, w) =3 (@ — Pi)al =3 " Qlal =" Pial = —a® + a? = 0.
j=1

j=1 j=1

1.17.Modo de calcular la distancia entre dos subespacios afines, cuyas ecua-
ciones vienen dadas en implicitas, usando 1.13.

En una referencia cartesiana ortonormal {O, ey, ..., e,} de E, sean
(1.17.1) F=P+U= > @Qal+al=0, m+1<i<n,
j=1
(1.17.2) G=T+W= ) Qb+0=0, k+l1<i<n

j=1

Entonces podemos tomar R = (R!,..., R") verificando las ecuaciones (1.17.1) y S =
(St ..., 8™) verificando las ecuaciones (1.17.2), asf RS = (St — R, ...,S™ — R"). Para
calcular su proyecciéon sobre el ortogonal a U + W, partimos de los vectores u; =
> i alej (m +1 < i < n) generadores de Ut y w; = > =1 blej (k+1 < i <
n) generadores de WL. A partir de estas dos bases se obtiene una base ortonormal

{vi,.,optde (U+ W)t =UrnWwty
h
d(F,G) =[x swye (RS)] = | S (RS, viyuil.
=1

1.18.Ejemplos.

1.18.1) Sea E un espacio afin euclideo de dimensién 3. En una referencia ortonormal
{O, e1,e9,e3} de F, las rectas F' y el plano G tienen las siguientes expresiones:

z+y+z2=0 _ =2z
F x-l—y—Z:l}’ G_x:y}

Calcular la distancia de F' a G.
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1.18.2) Sea E un espacio afin euclideo de dimensién 3. En una referencia ortonormal
{O,e1,e9,e3} de E, el punto P y el plano H tienen las siguientes expresiones:

P=(0,0,3), H=z+4+y+2=0.

Calcular la distancia de P a H.
1.18.3) Sea E un espacio afin euclideo de dimensién n. En una referencia ortonormal
{O,e1,...,e,} de E, el punto P y el plano H tienen las siguientes expresiones:

P=(P',..,P"), H=dQ" +..+ad"Q"+d"=0.
Calcular la distancia de P a H.

Vamos a acabar este epigrafe viendo como se define la proyeccién ortogonal sobre un
subespacio afin.

1.19. Proyeccion ortogonal. Sea F' un subespacio afin de E, de espacio vectorial
director U. Se define la proyeccion ortogonal mp de E sobre F' como la aplicacion
wp . B — F definida por 7p(Q) = P + WU(@), donde P € F y my es la proyeccion
ortogonal sobre U definida en 0.12.

La proyeccion ortogonal mp no depende del punto P € F' elegido. En efecto: Si R es
otro punto de F', PR U,y

R+7u(RO) = P+ PB+ 7y (RQ) = P + my(PE) + 70 (RO)
— P+ 1y(PE+ RQ) = P + nu (PO).

? Para cualquier P € F, sea G el subespacio ortogonal a F pasando por P. Entonces
la proyeccion ortogonal sobre F coincide con la proyeccion sobre F' paralelamente a G
tal y como se definio en Geometria Afin 4.12, como se deduce de las definiciones 1.19,
0.12 y Geometria Afin 4.12.

1.20. Preguntas.

a) El dngulo entre dos hiperplanos de un espacio métrico es 6. ;Cudl es el dngulo
que forman dos rectas perpendiculares a esos hiperplanos y que se cortan en un punto?.

b) Un plano P y un hiperlano H de un espacio afin métrico E no son paralelos. ;Cudl
es la distancia entre ellos?. jPor qué?.

§2. ISOMETRIAS ENTRE ESPACIOS AFINES EUCLIDEOS

2.1.Definicién. Sean E y F' dos espacios afines euclideos de espacios vectoriales aso-
ciados V' y U respectivamente. Una aplicacion afin f : E — F diremos que es una
isometria si su aplicacion lineal asociada f : V — U es una isometria de espacios
vectoriales euclideos.

Como una isometria de espacios vectoriales euclideos es un isomorfismo, f es un
isomorfismo afin y E y F' son espacios afines de la misma dimension.
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2.2.Proposicion. Todo espacio afin métrico E' de dimension n es isométrico al espacio
afin métrico IR™ definido en el ejemplo 1.3’. La isometria no es candnica, sino que
depende de la eleccién de una referencia ortonormal en E.

Demostracion. Elijjamos {O, ey, ..., e,} una referencia ortonormal en E. Definamos f :
E — IR" por
FO+Aer + ...+ A%, = (AL, ., 7).

Esta aplicacién verifica f(O) = (0, ...,0) y su aplicacién lineal asociada J? lleva la base
ortonormal {eq, ..., e, } en la base ortonormal {(1,0, ...,0), (0,1,0,...,0), ... , (0,...,0,1)},
luego, por 0.19, f es una isometria de espacios vectoriales, y F' es también una isometria.

2.3.Proposicién. La composicion de dos isometrias entre espacios afines es una isometria.

Demostracion. En la demostracién de 0.24 se demuestra que la composicién entre dos
isometrias de espacios vectoriales euclideos es una isometria. Si f y g son isometrias
entre espacios afines, de aplicaciones lineales asociadas f y g respectivamente, sabemos
(G.A.4.14) que go f es la aplicacion lineal asociada a go f. Como f y g son isometrias,
g o f es una isometria y, por lo tanto, g o f es una isometria.

2.4.Corolario. Dos espacios afines euclideos de la misma dimension son isométricos.
Demostracion. Es consecuencia de 2.2 y 2.3.

*2.5.Teorema. Una aplicacién f : E — F entre espacios afines es una isometria sii
d(f(P), f(Q)) = d(P,Q) para todo P,Q € E.

Demostracion. Denotaremos por V' y U los espacios vectoriales asociados a F y F
respectivamente. Si f es una isometria, como f(]@) = f(P)f(Qi (cfr. 4.5 del capitulo

de Geometria Afin), se tiene
d(/(P) F(P)FQ)I = 17(PQ)| = PG| = d(P.Q).

Reciprocamente, si d(f(P), f(Q)) = d(P,Q), entonces (buscamos f tal que f se

Q) =

(P
escriba f(Q) = f(P) + f(]@), ie. f(ﬁ) f(P)f(Q), luego) definimos, para P € E
fijado,

f:V—U/ f)=f(P)f(P+).

Veamos que f conserva el producto escalar

(2.5.1) d(P +v,P+w)* =|(P + v)(P—i—w5|2 = (w—v,w—v) = [w]® + |v]* = 2(w,v),

(25.2) d(f(P+wv), f(P+w))* =[f(P+v)f(P+w)|’
= (f(P+v)f(P)+ f(P)f(P+w), f(P+v)f(P)+ f(P)f(P + w))
= f(P+0)f(P) + |f(P)f(P+w)|* +2(f(P +v) f(P), f(P) (P + w))
=| = F)P + [fw)? = 2(f(w), f(v)),
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pero
[ = d(P, P +v)? = d(f(P), f(P+v))> = |f(P)F(P+ o) = |[Fw)* ¥

[w]* = d(P, P+ w)® = d(f(P), f(P +w))* = |f(P)f (P + w)|* = | f(w)[,
luego, de (2.5.1) y (2.5.2) resulta

(v, w) = (f(v), f(w)).

Vamos a ver ahora que si f conserva el producto escalar, entonces es lineal (lo que
probara que f es una isometria). Veamos:

[ +w) = f(v) = fw)* = (Fv+w) = f(v) = f(w), fv+w) = f(v) = fw))

= [fw+w)?+[f ()P +]f(w)]* =2(f (v+w), f(v)) = 2{f (v+w), f(w)) +2(f (v), f(w))
= |como fconserva el producto escalar| =

= o+ w? + [o* + [w* = 2(v + w, v) = 2(v + w, w) + 2(v, w)

=v+w—v—wv+w—v—w)=0.

Luego, como (z,x) = 0 implica z = 0, se tiene

flo+w) = fv)+ flw).
Ademas, usando de nuevo que f conserva el producto escalar,

FOw) = Af(@)F = (f(w) = Af(v), F(Ww) = Af(v)
= [FOw)[* = 2X(F (), F(0)) + A (f(0), F(0)) = [M]* = 2\ (Ao, v) + X (v, 0) = 0,

y, de nuevo, esto implica

fw) = Af(v).

Luego fes lineal y, por tanto, como conserva el producto escalar, una isometria.
De la definicién de f resulta que f(Q) = f(P) + f(@), luego f es una aplicacion
afin de aplicacién lineal asociada f. Como f es una isometria, f también lo es.

Obsérvese que si f : E — F es una isometria, f~! también lo es, porque f~1 = f—1,
como se vi6é en G.A.4.14. De esta observacién y de 2.3, resulta:

2.6.Proposicion. Las isometrias de un espacio afin métrico E en si mismo forman un
grupo con respecto a la composicion de aplicaciones. Lo denotaremos por Is(E), se
llama también grupo de movimientos de E (es decir, una isometria de E en si mismo se
llama un movimiento de E).
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2.7.Ejemplos.

a) Una traslacién de E en E es una isometria, pues su aplicacién lineal asociada es
la identidad.
b) La simetria sp respecto del subespacio afin F de E se define por

sp:E— FE/ sp(Q)= P+SU(P®> para todo Q € E,

siendo P un punto de F' y U el espacio vectorial director de F'.
Esta aplicacién no depende del P € F elegido. En efecto, si R € F,

R+ sU(@) =R+ sU(}ﬁ; + @) =R+ sU(}ﬁ;) + sU(@),
y, como R, P € F', entonces RP ¢ U, luego sU(ﬁ) = WU(ﬁ) —TyL (R?) = ]ﬁ’, y

R+ su(RQ) = R+ RP + sy(PQ) = P + sy(PQ).

De la definicion de sg se deduce que su aplicacion lineal asociada es sy y, como esta
es una isometria de espacios vectoriales, sp es una isometria de espacios afines euclideos.

Las proposiciones G.A. 4.18 y 4.19 se traducen aqui en el teorema que damos a
continuacion, cuya demostracion es la misma de G.A.4.18,19, teniendo en cuenta que

fels(F)sii feOV).

2.8.Proposicién. a) Dado P € FE, el conjunto [sp(E) de los movimientos (isometrias)
de E que dejan P fijo (i.e. f(P)= P) es un subgrupo de Is(FE) que es isomorfo al grupo
ortogonal O(V') del espacio vectorial euclideo V' asociado al espacio afin E.

b)Fijado P € E, toda f € Is(E) se puede escribir de manera iinica como la com-

posicién Tpypy o g de un elemento g € Isp(E) definido por g(Q) = P + f(]@) y una
traslacion TW'

2.9.Matriz de una isometria.

. / : s .

M ) ) AR
Sea f : E — E’ una isometria, {O, e, ...,e,} una referencia ortonormal de E y
{0, €], ..., el } una referencia ortonormal de E’. Por G.A. 4.20, sabemos que la matriz

_(F ¢
=5 0)

F de f en estas referencias es

siendo F la matriz de la aplicacion lineal asociada f: y 0 = (0,...,60™) definida por
O'f(O) =% 0%} Como f es una transformacién ortogonal, F' es una matriz ortog-
onal. Si E = E' y {O,eq,...,ep,} = {0, €}, ....el,}, entonces > " | 6%/ es precisamente
el vector que define la parte traslacién de f en 2.8.b) cuando se toma P = O.
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2.10. Ejercicios y pregunta.

a) La descomposicién de 2.8.b) no es conmutativa, i.e., TW og # goTW. Probar
que la relacion de conmutacion correcta es g o T, = T5(,) 0 g.

b) Sean g, h € Isp(E). Dadas f =T, 09y ¢ =T, o h, encontrar la descomposicién
de fopy ¢o f dada por 2.8.b).

c) Sea g € Isp(E). Dada f = T, o g, encontrar la descomposicién de f~! dada por
2.8.b).

d) Sea IR™ con su estructura candnica de espacio afin euclideo. En cada uno de
los casos siguientes, decidase si f es una isometria de IR3. De ser asi, encontrar su
componente traslacién y su componente transformacién ortogonal.

(1) f(p) = —p.

)
(3) f(p) = (ps —1,p2 = 2,p1 = 3).
(4) f(p) = (p17p27 1)
e) La matriz de una isometria de un espacio afin métrico en si mismo tiene la forma

a
(]\04 f . Qué puedes decir de la matriz M?.

§3. ORIENTACION DE ESPACIOS VECTORIALES
Y DESCOMPOSICION DE UNA TRANSFORMACION ORTOGONAL.

Intuitivamente, en el espacio ordinario, el concepto de orientacién corresponde a la
posibilidad de distinguir entre mano derecha e izquierda. Son “intrinsecamente iguales”
y, sin embargo, es imposible hacer coincidir exactamente una con la otra. La idea para
“formalizar” ese concepto, en una teoria lineal, es sustituir las manos por sistemas de
referencia. Asi, en el plano (IR?), los sistemas de referencia de la fig. 1 hacen el papel
de la mano derecha y la mano izquierda y, ademds, solo hay dos manos (sistemas de
referencia) : la derecha y la izquierda (ver 3.2 para una demostracién de este hecho en
dimensién finita arbitraria).

sistema de referencia sistema de referencia

derecho izquierdo
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Figura 1

?73.1. Definicién. Dado un IR-espacio vectorial V de dimension finita n, decimos que
dos bases ordenadas e = {ey,...,e,}, f = {f1,.--, fn} tienen la misma orientacion si la
matriz de cambio de base tiene determinante positivo (i.e.: si f; = > &, fjei, entonces

det(f}) > 0).
?73.2. Sien el conjunto B de las bases ordenadas de V' definimos la relacion
e~ f sii e y f tienen la misma orientacion,

se ve facilmente que ~ es una relacion de equivalencia en B. Como el determinante de
una matriz de cambio de base es positivo o negativo (no puede ser cero), hay dos clases
de equivalencia en B.

En efecto: B/ ~ tiene al menos dos elementos: si e = {ej,eq,...,e,} € B, entonces
e ={es,e1,...,e,} 10 es equivalente a e.

Sean [e], [¢/] las clases de quivalencia de e y ¢’ respectivamente. Entonces B/ ~ =
{le], [¢/]}- En efecto: sea g € B, si g ~ e, [g] = [e]; si g no es equivalente a e, sean G y
F' las matrices tales que g = Ge, e = Fe'. Entonces ¢ = GF¢’, pero g no equivalente
a e, y e no equivalente a ¢ implican det G < 0 y det F < 0 respectivamente, luego
det(GF) >0y g~¢€.

?73.3.Definicién. Se llama orientacion de un espacio vectorial V a la eleccion de un
elemento de B/ ~.

Se Ilama espacio vectorial orientado (V,or) a un espacio vectorial V' en el que se ha
elegido una orientacion or € B/ ~.

Diremos que una base ordenada e de (V,or) estd orientada positivamente si e € or,
y diremos que esta orientada negativamente si pertenece a la otra orientacién —or de

V.

De acuerdo con estas definiciones, si e € or, otra base ordenada f esta orientada
positivamente si la matriz de cambio de base F' de e a f tiene determinante positivo, y
negativamente orientada si det F' < 0.

?73.4. En el caso V = IR™, como hay una base candnica, llamaremos orientacion
candnica (can) de IR™ a aquella clase de equivalencia a la que pertenece la base canonica;
denotaremos por —can la otra orientacion. Si no decimos lo contrario, consideraremos
a IR"™ siempre con la orientacion can.

?73.5.Definiciéon. Si una transformacion ortogonal transforma una base ordenada en
otra con la misma orientacion, se dice que conserva la orientacion.

De la definicion de orientacién se deduce que una transformacién ortogonal A conserva
la orientacion sii det A > 0, lo cual, de acuerdo con las propiedades de las matrices
ortogonales, equivale a det A = 1.

?73.6. El grupo de las transformaciones ortogonales que conservan la orientacion se llama
grupo especial ortogonal SO(n, IR), y los elementos de ese grupo se llaman rotaciones .
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3.7.Definicién. Sea V un conjunto, U un subconjunto de V', f : U — U una apli-
cacion. Se dice que g : V. — V es una extension de f o que f se extiende a g si

glv = f.

3.8.Proposicion. Sea U un subespacio vectorial de V. Toda isometria f : U — U se
puede extender a una isometria f : V — V.

Demostracion. Consideremos la descomposiciéon V = U @ UL y definamos f:V — V
por B
f(u+x) = f(u) + z para todo u € U y todo z € U+,

f es una isometria, porque, para todo u,v € U y todo x,y € U, como f es una
isometria,

(flut), flvt+y) = (fu) +2,f() +y)
= (f(w), f(v)) +(z,y) = (u,v) + (z,y) = (u+ 2,0 +y).

3.9.Definicién. Sean U, V' y f como en 3.8. Llamaremos extensién de f, y la deno-
taremos por f, a la extension f de f definida en la demostracion de 3.8.

3.10.Proposicion. Sean U, V y f como en 3.8. Sea g otra isometria de U en U. Se
verifica que

gof=gelf.
Demostracion. Calculemos: parau € Uy z € U™,

go flu+z)=go f(u)+z=g(f(u)+z)=g(f(u+x)).

3.11.Lema. Sea U un subespacio vectorial de V, y W un hiperplano vectorial de U~
(obsérvese que, entonces, U @ W es un hiperplano vectorial de V). Se tiene que la
extension de la reflexién sy : Ut — U+t es syagw : V — V (5w = svew ).

Demostracion. Consideremos la descomposicion V =U @ U+ =U @ W @ W, donde
W+ denota el ortogonal a W en U+. Para cualesquiera v € U, w € W, z € W=, se
tiene

Sswu+tw+z)=ut+sww+z)=u+w—2z=sygw(u+w+z).

3.12.Lema. Para toda simetria sy : V — V se verifica que 82U = Id.

Demostracion. Calculemos: para todo z € V,

sty (@) = su(mu (@) — 7y (2))

= my(mu(2) — Ty (2)) — Ty (T (2) — 7y (%) = 7o (@) + Ty (2) = .



GEOMETRIA AFIN METRICA 63

*3.13.Teorema de Cartan-Dieudonné (versién débil). Toda transformacion or-
togonal de V es el producto de m reflexiones, siendo m un nimero entero entre 0 y n,
y donde convenimos en que la aplicacion identidad es el producto de 0 reflexiones.

Demostracion. La haremos por induccién sobre la dimensién de V. Sea f € O(V). Si
n = 1, entonces, para todo x € V, f(z) = A\x y |z| = |[f(z)| = | z|, luego [\| =1y
f = %Id, de modo que —Id = sy} es la tnica reflexion de V. Como Id = (—Id)°, el
teorema es trivial para n = 1. Supongamos que el teorema es cierto para dim(V') < n.
Distinguiremos dos casos:

i) f deja fijo un vector x # 0 de V, entonces V =< {z} > @ < {2} >t y, si
denotamos por f’ la restriccion f|.g,351 (que estd bien definida porque,por 0.25, f(<
{z} >*) = f(< {z} >)* = {z}* por ser f(z) = 2), f(Ar +y) = Az + f'(y) para
todo A € IR y todo y €< {x} >*. Como dim(< {z} >1) =n — 1, por la hipétesis de
induccién, existen hiperplanos vectoriales Wy, ... ,\W,, (m <n —1) de < {z} > tales
que f’ = sy, o...0 sy, . De la definicién de f’ se sigue que f = f’ y, usando 3.10 y
3.11, se tiene

f=f =38w,0...05W, = Sciz}>eW, © - O S<{z}>BW,n>

i.e., f es el producto de m reflexiones, con m <n — 1.
ii) f no tiene ningtin punto fijo salvo el 0. Sea x € V — {0}, entonces f(z) —x #0y

o @)
8<{f(x)_x}>i<f($))_f( ) 2<f( )7f( ) >|f( )_x|2
:f(m)—2%<f( )tz+ f(z) -z, fz )—@Uféf))i_w
= 1) = (@) +.0) ) = (70 . ) — 2 L=

luego s (f(z)—z}>+ © f tiene x como vector fijo, estamos pues en las hipétesis i), y
existen reflexiones s1,..., 5, (m < n —1) de V tales que s_(f(z)—g}>1 0 f =s10...0
Sm, ¥y, componiendo a la izquierda son S.y(z)—p}>+ y aplicando 3.12, resulta f
S<{f(z)—a}>L ©510...058m,y [ es el producto de m + 1 < n reflexiones.

3.14.Lema. Sea f € O(V). EIl conjunto F de los puntos fijos de f es un subespacio
vectorial de V.

Demostracion. Si x,y € F, entonces f(Ax + py) = A\f(z) + nf(y) = Az + py, luego
Ax 4+ py € F, y F es un subespacio vectorial de V.

*3.15.Teorema de Scherk (versién débil). Sea f € O(V) y sea U el conjunto de
los puntos fijos de f (por el lema 3.14, U serd un subespacio vectorial de V). Sea
r = dim(U+). Entonces f es el producto de v y no menos de r reflexiones.

Demostracion. . Por el teorema 3.13 sabemos que f se puede escribir como composicién
de m < n reflexiones.



64 GEOMETRIA AFIN Y PROYECTIVA

Vamos a ver primero que m > r. En efecto, sea f = s; 0...0s,,, donde s; es la
reflexion respecto del hiperplano W; de V. Como los puntos de W; son fijos para s;
(pues si x € W, si(z) = mw, () —my 1 (x) = x), f deja fijos los puntos de Wi N...NW,,,
luego Wi N...NW,, C U, luego Z

(3.15.1) dim(Win..NW,,) <dim(U) =n —r,
pero como los W; son hiperplanos vectoriales, se tiene:

n = dim(V) > dim(W1) + dim(W2) — dim(W; N Ws) = 2n — 2 — dim(W; N W),
de donde

dim(Wy N Wa) >n —2

y, usando esto, se obtiene
n = dlm(V) Z dim(WlﬂWQ)—l—dim(Wg)—dim(WlﬂWQHW;J,) = n—2+n—1—dim(W1ﬂW2ﬂW3),

y dim(WinWeonWs)>n—-24n—-1—n=n-—3,

y, st dim(Wy N...NWp,—1) > n — (m — 1), entonces

n=dm(V) > dim(W; N..NW,,—1) + dim(W,,,) — dim(W1 N ...NWy,), vy

(3.15.2) dim(Win..NnWy)>n—(m—-1)4n—1—n=n—m.

De (3.15.1) y (3.15.2) resulta que n —r > n — m, luego m > r.

Vamos a ver ahora que f puede ponerse como el producto de r reflexiones. Como
f(U) = U, entonces f(UL) = U+ (por 0.25), y flyr : Ut — Ut es una isometria
entre espacios vectoriales de dimensién r. Aplicando el teorema 3.13, f|; L se puede
escribir como composicién de m < r simetrias, f|yr = sw, o ... o sw, , siendo W;
hiperplanos de U~ y, tomando las extensiones, y aplicando los lemas 3.10 y 3.11, f =
flor =3sw,0...08w.. = Sugw, ©-..0Sugw,,, luego f se puede escribir como producto de
m < r simetrias. Como hemos visto antes que m > r, se tiene que m = r y el teorema
esta demostrado.

3.16. Caso de dim(V) = 2.

De acuerdo con el teorema de Scherk, una transformaciéon ortogonal f puede:

i) Tener un subespacio vectorial de dimensién 2 de puntos fijos. Entonces f = Id.

ii) Tener una recta vectorial U de puntos fijos. Entonces f = sy, siendo W una recta
vectorial. Ahora bien, sy (z) = x es equivalente a que 2wy () —x = z, i.e., . = Ty (),
lo que equivale a x € W. Hemos visto, por lo tanto que sy (z) = = sii z € W. Luego
W =U, i.e., f es una reflexiéon respecto de U.
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Obsérvese que, si {e1,e2} es una base ortonormal de V' tal que ey € U, entonces la
imagen por f de esa base es {—ej, es}, que tiene orientacién opuesta a la base inicial,
luego f cambia la orientacion.

iii) Tener el 0 como tnico vector fijo. Entonces, por 3.15, f = sy o sy, siendo L y M
rectas vectoriales de V distintas. Elijamos una base ortonormal {ej,es} de V' de modo
que e; € M. Sea [ un vector unitario |l| = 1 de L de modo que £(M,L) = £(e1,1).
Entonces

I ={(l,e1)e; + (l,ea)ea = cos ey + sen feq,

siendo 6 el angulo que forman [ y e; (que es el mismo que forman L y M). Sea z € V.
Se puede escribir
T = <CE7 81>61 + <.T, 62>82 - |$|{COS¢61 + Sen¢82}7

siendo ¢ el dngulo que forman z y e;. Calculemos f(x),

f(x) = |zl{cos@f(e1) +sendf(e2)},

ahora bien,

(3.16.1) f(e1) =srosnp(er) =sp(er) =2(e1,l)l —ex = 2cosb(cosbe; +senbes) — e
= (2cos?0 — 1)e; + 2cosfsen fey = cos(20)e; + sen(26)es,

f(e2) = sposp(es) = —sp(e2) = —(2(e2, )l — e3) = —2sen O(cos ey + senfey) + ey

= —2cosfsenfe; + (—2sen® + 1)ey = —sen(20)e; + cos(26)es,
de donde

(3.16.2)  f(x) = |z|{cos p(cos(20)e; + sen(20)es) + sen ¢(— sen(26)e; + cos(26)ez)}
= |z|{(cos ¢ cos(20) — sen ¢ sen(20))e; + (cos ¢ sen(26) + sen ¢ cos(26))es }
= |z|{cos(¢ + 20)e; + sen(¢ + 20)es}.

Vemos pues que, para todo x € V, f(x) es un vector que forma un dngulo 26 con z.
Por tanto, f es lo que en geometria elemental llamabamos una rotacién de angulo 26.

Obsérvese que la imagen por f de la base {e1, e} es la base {cos(20)e; + sen(260)eq,
—sen(26)e; +cos(20)es }, que tiene la misma orientacién que {ey, e2}, luego f conserva la
orientacién. Esto justifica el que se llame rotaciones a las transformaciones ortogonales
que conservan la orientacion.

De (3.16.1) se deduce que la matriz de f en la base {e1, ez} es

(contaty —senla)),
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3.17. Caso de dim(V) = 3.

De acuerdo con el teorema de Scherk, una transformaciéon ortogonal f puede:

i) Ser la identidad.

ii) Tener un un subespacio vectorial U de puntos fijos de dimensién 2. Entonces
es una simetria respecto de U (demostraciéon como la de 3.16.ii). Si se toma una base
ortonormal {ey, ez, e3} de V tal que e1, ea € U, entonces su imagen por f es {e1, €2, —e3},
que tiene orientaciéon opuesta a la inicial y, por tanto, cambia la orientacion.

iii) Tener un subespacio vectorial U de puntos fijos de dimensién 1. Entonces se
puede escribir como composicién de dos reflexiones. Resulta entonces que f|;1 es una
rotacion (en el sentido de 3.16) sobre U~L. La actuacién de f sobre V es entonces

f(@) = mu(2) + flo (- (),

lo que se llama en geometria elemental una rotacién de eje U.
Si se elige una base ortonormal {e,es,e3} de V tal que e; € U, entonces la matriz
de f en esa base tiene la forma

1 0 0
F=10 cosa —sen«
0 sena cos«

Obsérvese que cosa = §(tr F — 1).

iv) Tener 0 como tnico punto fijo. Entonces se puede escribir como composicién de
tres reflexiones y su determinante (el determinante de la matriz que representa a f en una
base elegida) ha de ser —1. En efecto, por ser la matriz de f ortogonal, su determinante
puede ser £1, pero como cada reflexiéon cambia la orientaciéon, el determinante de cada
reflexion es —1, y el determinante del producto de tres reflexiones es —1.

Consideremos entonces la aplicacién — f. Su determinante serd 1 y, por lo tanto, solo
puede ser la identidad o composicién de dos reflexiones. Se tiene entonces que, o bien
f = —Id, o —f es una transformacién ortogonal del tipo considerado en iii), y tendra un
subespacio vectorial invariante U de dimensién 1. Entonces —f(U+) = U+ y f(U+) =
—Id(—f(U4Y)) = —Id(U+) = U*. Resulta entonces que f actia de la siguiente forma

f(@) = —(=f(@)) = —(mv(z) + (= flyL) (my (2)))
= —my () + flyr (mye (2) = sy (mo(z) + flos (Ty2 (2))).
Es, por tanto, la composiciéon de una rotacién (ﬂ? de eje U y una reflexion sgu .

Si se elige una base ortonormal {e,es,e3} de V tal que e; € U, entonces la matriz
de f en esa base tiene la forma

-1 0 0
0 cosa —sen«
0 sena cos«

Obsérvese que cosa = §(tr F + 1).
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3.18.Ejercicio. Sea V' un espacio vectorial euclideo de dimensién 3. Sea {eq, ea, e3} una
base ortonormal de V. Sea f la isometria tal que f(e1) = ea, f(ea) =e3 y f(e3) = —es.
Describir f como la composicion de una reflexién o la identidad y una rotacion (decir
cuales son el eje y el angulo de rotacion).

§4 DESCOMPOSICION DE UNA ISOMETRIA
EN UN ESPACIO AFIN EUCLIDEO

En este apartado E sera un espacio afin métrico de dimensién n, con espacio vectorial
euclideo asociado V.

4.1.Lema. EI subconjunto F' de puntos fijos de una aplicacién afin f : E — E es un
subespacio afin.

Demostracion. Sea P € F. SiU = {u € V/P +u € F} se tiene que, f(u) = u
sii f(P)f(P+u) = P(P+u) sii Pf(P+u) = P(P+u) sii f(P+u) =P +u sii
P +u € F| luego U es el conjunto de vectores fijos de f, que es un subespacio vectorial
(por lema 3.14) de V, luego F' = P + U es un subespacio afin de FE.

4.2.Lema. Sea ¢ : V — V una isometria. Sea U el subespacio vectorial de vectores
fijos de ¢. Se tiene que
Ut =(p—Id)(V).

Demostracion. Observemos primero que Ker(p — Id) = {z € V/p(x) —x = 0} = U,
por lo tanto, dim((¢ — Id)(V)) = n — dim(U) = dim(U~). Ademas, si x = ¢(v) —v €
(¢ — Id)(V), entonces, para u € U,
(z,u) = (p(v) = v,u) = {p(v),u) = (v,u)
= (p(v), p(u)) = (v, u) = (v,u) = (v,u) = 0.
Luego (¢ — Id)(V) C Ut y, por las dimensiones, se tiene la igualdad.

*4.3.Teorema. Sea f € Is(FE), entonces existen una traslacion T, y una isometria
g € Is(FE) unicos tales que g tiene un subespacio afin no vacio F' de puntos fijos, con
espacio vectorial director U, w € U, y f =T, o g. Se verifica ademas que f = go Ty,
que U es el subespacio vectorial de vectores fijos de fy que f: g.

Demostracion. Vamos a ver primero la existencia de T, y de g. Sea U el subespacio

vectorial de puntos fijos de f Definamos u € U por u = 7y (Pf(P)), siendo P € E.
Este u no depende de la eleccion hecha de P. En efecto, sea R € E, se tiene

7 (RF(R) = n(RP + P(P) + [(P)f(R)) = ms(— P + F(PR) + PF(P)),
pero, por lema 4.2, _PR + ]?(}TI%) c U+, luego

v (Rf(R)) = mu (PF(P)).
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Usando de nuevo 4.2, se tiene

PJ(F) = ny(PF(P)) + my- (P(P))

=u+ W(f_]d)(v)(Pf(Pi) =u+ f(b) -0
para algin b € V. Sea ahora A = P — b, se tiene
Af(AS = AP + Pf(PS + F(PA) = b+ u+ F(b) — b+ F(—b) = u,

luego si definimos g por ¢(Q) = f(Q) — u, se tiene que

g(A) = f(A) —u=A+Af(A)—u=A, yG=T.
y, para todo z € V,

gA+2)=A+G§x)=A+ f(z)=A+zsizel,
es decir, A+ U es el conjunto de puntos fijos de g. Hemos visto, pues, que existen g y

T,, verificando las condiciones del teorema.
Veamos ahora la unicidad. Sean T, y h verificando las condiciones del teorema.

Entonces h = f Sea H = B + W el espacio de los puntos fijos de h. Se verifica que
w e W sii f(w) = h(w) = Bh(B +w) = B(B + w) = w, luego W = U. Por otro lado,

Bf(B) = B(h(B)+y)=B(B+y)=y.
Como Af(A) = u, se tiene, aplicando el lema 4.2,
y—u=DBf(B) - Af(A) = BA+ Af(B) — Af(B) - [(B)](A)
= BA - f(BA) = (1d - [)(BA) e U*,

i

luego y = u, yaque y —u € U.
4.4. Caso n = 2.

Estudiemos como se puede descomponer f € Is(Es) si f # Id. Sea U el espacio
vectorial de vectores fijos de f Seguiremos los casos posibles con el esquema de 3.16:

i) dim(U) = 2. En este caso f es la identidad y f es una traslacién. No tiene ningin
punto fijo.

ii) dim(U) = 1. Entonces f es una simetria sy respecto de una recta vectorial.

Si T,, = Tp, entonces f = g tiene una recta afin F' = P + U de puntos fijos, y
1(Q) =P+ [(PQ) = P+ 5u(PG) = sr(Q).

Si Ty, # Ty, entonces f es la composicion de una simetria respecto de una recta afin
F' y una traslacién no nula paralela a F'. En este caso f no tiene puntos fijos.

iii) dim(U) = 0. Entonces el vector de la parte traslacién es nulo, y f = g tiene un
punto fijo P. Ademas fes una rotacién (de angulo «). Para todo punto @ € F, elegida
una b.o.n. ey, ey de V, se puede escribir ) = P + cos ¢e; + sen ¢ey, de modo que

P-i—f]@ P+f (cos geq + sen ges)
= P + cos(¢ + a)e; + sen(¢ + a)es,

es decir, f es una rotacién (de dngulo «) alrededor de su punto fijo P.
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4.5. Caso n = 3.

Estudiemos como se puede descomponer f € Is(E3) si f # Id. Sea U el espacio
vectorial de vectores fijos de f Seguiremos los casos posibles con el esquema de 3.17:

i) dim(U) = 3. Entonces f es la identidad y f es una traslacién. No tiene ningin
punto fijo.

ii) dim(U) = 2. Entonces fes una simetria s;; respecto de un plano vectorial.

Si T, = Ty, entonces f = g tiene un plano afin FF = P + U de puntos fijos, y
1(Q) = P+ J(PG) = P+ 5u(PG) = 5p(Q).

Si T, # Tp, entonces f es la composicién de una simetria respecto de un plano afin
F' y una traslacién no nula paralela a F'. En este caso f no tiene puntos fijos.

iii) dim(U) = 1. Entonces f es una rotacién alrededor de U.

Si T, = Tp, entonces f = g tiene una recta afin F' = P + U de puntos fijos, y
F(Q) = P+ f(PQ) es una rotacién alrededor de P + U. Este nombre se justifica
porque, para todo @) € F, existe un unico R = 7p(Q) € F tal que CﬁJ_U y se puede
escribir como Q = R + cos ¢es + sen ¢es, siendo {es, e3} una b.o.n. de U+. Si fes una
rotacién de dngulo « alrededor de U, entonces

f(Q) =R+ f m =R+ f cos ¢es + sen gpes) = R+ cos(¢ + a)es + sen(¢ + a)es,

que es lo que se conoce como una rotacién de angulo « alrededor de F' en geometria
elemental.

Si Ty, # Ty, entonces f es la composicion de una rotacién alrededor de una recta afin
F' y una traslacién no nula paralela a F'. En este caso f no tiene puntos fijos.

iv) dim(U) = 0. Entonces (cfr. 3.17.iv) existe una recta vectorial W de V' tal que
fes la composicién de una rotacién 1 alrededor de W y una aplicacion ¢ de la forma
ow+z)=—-w+zparawecWyzxecW

En este caso, como el vector u de la traslacién ha de verificar u € U, u = 0 y entonces
f = g tiene un punto fijo, y f(Q) = P + f(@) es una rotacion alrededor de P + W
seguida de una simetrfa sp_yy 1. En efecto: sea Q = P+w+x, conw € Wy x € W,

entonces f(Q) P—i—f@ P+ oy @ =P+ pw+¢x) =P —w+ ¢(x)
= P+sy(w+y(z)) = sprwr (P+w+1(x)), y la aplicacion P+w+x — P+w+1(x)
es una rotacion alrededor de P + W.

4.6.Ejercicio. Sea E un espacio afin euclideo de dimension 3, y V' su espacio vectorial
euclideo asociado. Sea {O, ey, e, 3} una referencia ortonormal de E. Sea f la isometria
que lleva el punto O en el punto de coordenadas (0,0, 1) y cuya aplicacion lineal asociada
es la dada en el ejercicio 3.18. Describir f como una composicién de (posiblemente) una
rotacion, una reflexion y una traslacion, siendo la traslacion la dada por el teorema 4.3.



CONICAS Y
CUADRICAS

En todo este capitulo V' designara un espacio vectorial euclideo de dimension n sobre
el cuerpo IR de los nimeros reales.

{0, ey, ...,e,} denotara una referencia ortonormal de un espacio afin euclideo E de
espacio vectorial asociado V. Cuando no se indique otra cosa, las coordenadas de un
punto se considerarn respecto de esta referencia.

§1. HIPERCUADRICAS Y SU CLASIFICACION

1.1.Definicidon. Una hipercuadrica ) de E es el conjunto de puntos de E cuyas coor-
denadas x', 1 < i < n, verifican una ecuacion polinémina de segundo grado del tipo:

n n
(1.1.1) Z aijxiazj+22bixi+czo,
ij=1 i=1

donde a;; = aj;.

Expresada en forma matricial, la ecuacién (1.1.1) se puede escribir de las formas
siguientes:

(1.1.2) X'AX+2BX+c¢=0,
donde
xl ai1 AT
Xx=[:|, A= ... ... .| vy B=(b1 ... ba),
x™ an1 Ann

(obsérvese que a;; = a;; es equivalente a decir que la matriz A es simétrica) o bien
(1.1.3) XtAX =0,
donde

Typeset by ApS-TEX
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1.2.Teorema. Dada una hipercuddrica () definida por (1.1.1), existe una referencia
ortonormal {P, f1, ..., fn} en la que la hipercuddrica tiene una de las formas siguientes:

i) > i Ai(@)?+6=0, 1<r<mn, r=rango(A).

() Yo Ni(@")? =2Px, =0, 1<r<n, r=rango(4), B>0.

Estas expresiones (i) 6 (ii) se llaman forma candnica o ecuacion reducida de la
hipercuadrica.

Si r = 0, la hipercuddrica se reduce a un hiperplano, y no consideramos ese caso.

Demostracion. Como A es una matriz simétrica, se puede diagonalizar, y existe una
base ortonormal {e],...,e/ } de V tal que, si

n

n
H . .
(1.2.1) Oz = g z'e; = E yle';,
i=1

Jj=1
entonces
n T
1.9 7\2
E ajjxr'r’ = E Xi(yh)%,
3,j=1 =1

donde Ay, ... A\, son los elementos no nulos de la diagonal de la matriz diagonalizada de
A, y, ademads, r = rango(A).

Haciendo el cambio de referencia de {O, ey, ..., e, } a {O, €], ..., e, }, teniendo en cuenta
(1.2.1), si

n

/ j s s /

e; = E Ele;, o, en forma matricial ¢’ = Fe
=1

n i n i n n i i,
entonces > 5 xle; =Y yte; = D i y'el e, se deduce

n

y 7 / y o« .

x) = g y'e?, o, en forma matricial z = E'y,
=1

de donde, teniendo en cuenta que F es una matriz de cambio de base ortonormal y, por
lo tanto, E~! = EY, resulta que

n
) / ) y .« .
Yy = E e;’x?, o, en forma matricial y = Ez,
i=1

Con este cambio de coordenadas resulta que
n n n .
D bt =3 > by,
i=1 i=1 j=1
de modo que si definimos d; por

n
dj = g bie'j o, en forma matricial, D = BE",
i=1
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tenemos que el conjuntos de puntos de E cuyas coordenadas x' verifican la ecuacion
(1.1.1) en la referencia {O, ey, ..., e, } coincide con el conjunto de puntos cuyas coorde-
nadas 3 en la referencia {O, €, ..., e}, } verifican la ecuacién

SN +2) diy' +e=0.
=1

=1

Vamos a hacer ahora dos nuevos cambios de coordenadas con el objetivo final de
eliminar el mayor nimero posible de d;. Para ello comenzamos completando cuadrados
en los dos primeros sumandos de (1.1.2) de la manera siguiente:

i\2 i i di 2 dzz
Xi(y")” +2dy" = Ny ‘i‘)\—) )

y, para que en (1.1.2) aparezcan los sumandos agrupados de esta manera, tomamos un
nuevo origen del sistema de coordenadas (sin cambiar la base €’)

r dz
0':0—226;,

n ; — — n .
de modo que, si O'+ > " 2'e, = 0"+ O0'c =0+ 0x =0+ ) ,_, y'e}, entonces

ZZ:yZ-I-rparalgzgryzzzyzparar—i—lgzgn,

(2

2
. r r d* .
Ahora, si llamamos ¢ =c¢—3_,_; 3*, se tiene que

Z (Y2 +2 Zdiyi +c= Z Ai(2)% +2 Z diz' + .
i=1 i=1 i=1

1=r+1

Si d; = 0 para todo i variando entre 7+ 1 y n, entonces la hipercuadrica es el conjunto
de puntos cuyas coordenadas en la referencia {O, e, ..., e}, } satisfacen la ecuacién

> N(E)+ =0,
i=1

que es la ecuacién de la forma (i) que buscabamos.

Si existe un d; # 0, entonces necesariamente r < n, y el vector d = Z?:r—i—l diei #0y

pertenece al espacio ortogonal al generado por €], ..., el.. Sea {w,y1,..., wp_1,w, = —%'}

eey Cpe

una base ortonormal de este ltimo espacio. Si u’ son las nuevas coordenadas del punto



CONICAS Y CUADRICAS 73

x en la referencia {O’,¢€),...,el w,y1,...,w,}, se tiene que Z?:H_l d;z" = (d,0'z) =

(—ld|wn, 23:1 u'e] + Z?:H—l UjU)j) = —|d|u™, de donde

DONEDH2 D dirt =) Ni(u)? = 2du” + ¢
=1 i=1

i=r+1

Si tomamos ahora O = O’ + 1¢ 4 = O’ — 1¢/|d|~tw,, las coordenadas v* del punto
2€ T4 2 ; p

x en la referencia {O”, €], ...,e., wy41,...,w,} son las del vector Oz = O"0" + O’z =
—3d|d| 7wy, + el + .+ uTel + u T we gy + o+ uMw,, de donde vf = u' para 1 <
1<n—-1yv" =u"— %c'|d|_1. Con este ultimo cambio de coordenadas, se tiene que
—2|dju" +c = =2|d|(v" + i/ |d| 1) + ¢ = —2|d|v", y la ecuacién que deben cumplir las
coordenadas de los puntos de la cuadrica es

D X =2/ =0,
=1

que es la expresién (ii).

1.3.Nota. Si F; = O" + W, siendo W el espacio ortogonal al vector j-ésimo de la
base {f1, ..., fn} en que la hipercuddrica tiene la forma candnica (i) 6 (ii), la simetria
sg; lleva una hipercuddrica del tipo (i) en si misma para 1 < j < n y lo mismo ocurre
con una cuddrica del tipo (ii) para 1 < j < n — 1. Por ello las rectas O"+ < {f;} >
se llaman direcciones principales de la hipercuddrica. Para una cuddrica del tipo (i), la
simetria respecto del origen del sistema de coordenadas en que se escribe de esta forma
lleva la hipercuadrica en si misma, y se dice que es un centro de simetria de la cuadrica.

§2. CONICAS

Cuando dim(E) = 2, las hipercuéddricas se llaman cénicas. Para simplificar la no-
tacién, en este apartado, \f =\, =y, 2t =z y 22 =y.
Las posibles fromas de las cénicas, de acuerdo con el Teorema 1.2, son:

Caso (i):
i.1). Supongamos r = 2:
i.1.1) Si 6 = 0:

i.1.1.1) Si A > 0, entonces la ecuacién de la cénica queda Az? + puy? = 0 con Ay u
con el mismo signo, y como la tnica solucién de esta ecuacién es el (0,0), la conica se
reduce a un punto.

i.1.1.2) Si A < 0, por ejemplo A = a? > 0y u = —b? < 0, entonces la ecuacién
queda a?z?—b%y? = 0, que tiene por solucién el par de rectas ax+by = 0y ax = —by = 0
que se cortan en el (0,0), y la cénica se reduce a este par de rectas en este caso.

i.1.2) Si 6 # 0:
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i.1.2.1) Si A > 0 (i.e. det(A) > 0) y Ad < 0 y definimos a® = —% y b = —%, la
ecuaciéon de la conica queda en la forma

que es una elipse de semiejes a y by ejes x e y. Si A = p (i.e. a = b) se trata de una
circunferencia.

i.1.2.2) Si A > 0 y Ad > 0 y definimos a? = % y b? = %, la ecuacion de la cénica
queda en la forma 2—2 'Z_j = —1, que no tiene soluciéon. En este caso no existe la conica
(es el vacio).

i.1.2.3) Si Ay < 0 (i.e. det(A) < 0), entonces ¢ y % tienen signos opuestos (por

ejemplo, 0 < a? = —% y 0 <b?= %, y la ecuacion de la cénica queda en la forma
2 _ ¥
a2 b2

que es la ecuacion de una hipérbola de ejes x e y.

i.2) Si 7 =1 (por ejemplo XA # 0 y u = 0) la ecuacién de la cénica es \z? = —4, que
son las dos rectas x = £4/—0/A s1 Ad < 0, larecta =01 0 =0, o el vacio si Ad > 0.

Caso (ii):

Como vimos en la demostraciéon del Teorema 1.2, ha de ser r < 2, por tanto r = 1,
y la ecuacién de la cénica queda, definiendo a = A\/(2/3), de la forma

Yy =ar,
que es la ecuacién de una pardbola de eje x contenida en el semiespacio y > 0 si A > 0

o en el semiespacio y < 0 si A < 0.

Ejercicio. : Reducir a la forma canénica la conica:
22 —y? —2V/3ry + 4+ 7=0,

y decir de qué conica se trata.

§3 CUADRICAS

Cuando dim(F) = 3, las hipercuéddricas se llaman cuddricas. Para simplificar la
notacién, en este apartado, \{ =\, o=, s =v, 2l =2, 22 =y y 23 = 2.
Las posibles fromas de las ccuddricas, de acuerdo con el Teorema 1.2, son:
Caso (i):
i.1). Supongamos r = 3 (y, por tanto, A # 0, u # 0y v # 0):
i.1.1) Si 6 = 0, la ecuacién queda A\x? + py? + vz? = 0.
i.1.1.1) Si A\, p y v tienen el mismo signo, la cuddrica se reduce a un punto.
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i.1.1.2) Si dos coeficientes tienen el mismo signo (por ejemplo A > 0y u > 0) y
el otro opuesto (v < 0), entonces, tomando A = 1/(a?), u = 1/(b?) y v = —1/(c?), la
ecuacion de la cuadrica se escribe

que es la ecuacién de un cono (para cada (z,y, z) € @, la recta t(z,y, z) esta contenida
en () con vértice el origen. Las intersecciones del cono () con los planos z = d =cte
son elipses de semiejes (ad)/c) y (bd)/c. Si a = b, se trata de un cono de revolucién (es
invariante por una rotacion de eje z y todo €l se obtiene por una “revolucién alrededor del
eje 2" de la curva (recta) dada por las ecuaciones z = x e y = 0; donde por “revolucién
alrededor del eje 2”7 se entiende el conjunto de rotaciones de eje z y angulo variando
entre 0 y 27).

i.1.2) Si 6 # 0, la ecuacién queda \x? + py? + vz? = —6. Si dividimos por —d y
llamamos o = —\/d, B = —u/6 y v = —v/d, la ecuacién queda en la forma ax? + By? +
v2% = 1.

i.1.2.1) Si a, B y 7y son positivos, tomando a = 1/(a?), B =1/(b?) y v = 1/(c?), la
ecuacion de la cuddrica se escribe

que es la ecuacion de un elipsoide (las intersecciones de @) con los planos x =cte, y =cte,
z =cte son elipses) de semiejes a, by cy ejes x, y, z. Sia=b,0b=c, 0a=cse
trata de un elipsoide de revolucién (si @ = b es invariante por una rotacién de eje z y
todo él se obtiene por una “revolucién alrededor del eje z” de la curva (elipse) dada por
las ecuaciones (z2/a?) + (22/c?) = 1 e y = 0, si b = ¢ se obtiene por una revolucién
alrededor del eje x, ...). Sia = b = ¢, se trata de una esfera.

i.1.2.2) Si dos coeficientes (por ejemplo « y ) son positivos y el otro (v) negativo,
tomando o = 1/(a?), 8 = 1/(b*) y v = —1/(c?), la ecuacién de la cuadrica se escribe

que es la ecuacién de un hiperboloide de una hoja (las intersecciones de @) con los planos
x =cte 6 y =cte son hipérbolas, y las intersecciones con los planos z =cte son elipses) de
ejes x, y, z. Si a = b, se trata de un hiperboloide de revolucién de una hoja (si a = b es
invariante por una rotacién de eje z y todo él se obtiene por una “revolucién alrededor
del eje 2”7 de la curva (hipérbola) dada por las ecuaciones (z2/a?) — (2?/c?*) =1ley = 0,
y las curvas z =cte son circunferencias).

i.1.2.3) Si dos coeficientes (por ejemplo 8 y ) son negativos y el otro («) positivo,
tomando a = 1/(a?), 8= —1/(b?) y v = —1/(c?), la ecuacién de la cuddrica se escribe
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que es la ecuacién de un hiperboloide de dos hojas (las intersecciones de ) con los planos
y =cte 6 z =cte son hipérbolas, y las intersecciones con los planos z =cte son elipses
cuando no son vacias) de ejes x, y, z. Si b = ¢, se trata de un hiperboloide de revolucién
de dos hojas (si b = ¢ es invariante por una rotacién de eje z y todo él se obtiene por
una “revolucién alrededor del eje 2”7 de la curva (hipérbola) dada por las ecuaciones
(22/a?) — (2?/c*) =1 e y =0, y las curvas x =cte> a son circunferencias).

i.1.2.4) Si los tres coeficientes son negativos, la cuadrica es vacia.

i.2) Si r = 2 (por ejemplo A\ # 0 # p y v = 0), queda la ecuacién A\z? + uy? + § = 0,
que es la ecuacion reducida de una conica en el plano xy. Los puntos de estas cuadrica
estan formados por las rectas perpendicuales al plano xy (rectas con las coordenadas z,
y fijas y variando la z) cuyas intersecciones con ese plano son los puntos de la cénica
Ax? + py? +8 = 0. Son los llamados cilindros de curva directriz una cénica (de la forma
(1)) o cuya seccién normal es esa conica.

Caso (ii):

Como vimos en la demostracién del Teorema 1.2, ha de ser r» < 3, por tanto quedan
las siguientes posibilidades:

ii.1) » = 2, por ejemplo A # 0 # py v = 0. Queda la siguiente ecuacién para la
cuadrica; A\z? + uy? = 262 con 3 > 0.

ii.1.1) Si Ap > 0, tomando \/(28) = £1/(a?) y u/(28) = £1/(b?) (con el signo +
si A >0y con el signo — si A < 0, la ecuacion de la cuadrica se escribe
2?42 2?2 g2
PEETE T Ty
que es la ecuacién de un paraboloide eliptico (las intersecciones de @ con los planos
x =cte 6 y =cte son parabolas, y las intersecciones con los planos z =cte son elipses) de
ejes x, y. Si a = b, se trata de un paraboloide de revolucién(si a = b es invariante por
una rotacién de eje z y todo él se obtiene por una “revolucion alrededor del eje 2”7 de
la curva (parébola) dada por las ecuaciones z = (z2)/(a?) e y = 0, y las curvas z =cte
son circunferencias).
ii.1.2) Si Au < 0 (por ejemplo A > 0 y u < 0), tomando \/(28) = 1/(a?) y

u/(28) = —1/(b?), la ecuacién de la cuddrica se escribe
22 42
—Z

que es la ecuacién de un paraboloide hiperbélico (las intersecciones de @) con los planos
x =cte 6 y =cte son pardbolas, y las intersecciones con los planos z =cte son hipérbolas)
de ejes x, y.

ii.2) r =1, por ejmplo A # 0 y p = v = 0. La ecuacién de la cuddrica queda en la
forma

R
28" 7

que es una parabola en el plano xz, i.e., es la cuddrica () es un cilindro cuyas rectas

generatrices son ortogonales al plano xz y cuyas curva directriz en ese plano es una

parabola.

\z? =28z ie. =z



