1. VARIEDADES DIFERENCIABLES

§1.1. INTRODUCCION.

En cursos anteriores se ha estudiado el célculo diferencial sobre el espacio vecto-
rial euclideo. Este calculo ha sido una de las herramientas méas potentes utilizadas
para comprender las propiedades matematicas (geométricas y analiticas) del espacio
euclideo, sobre todo cuando se trataba de estudiar objetos no lineales y no directamente
accesibles a técnicas puramente algebraicas. Si el espacio que se quiere estudiar es, él
mismo, no lineal (i.e., no tiene estructura de espacio vectorial), no es de esperar que
las técnicas del algebra lineal, solas, sirvan para estudiarlo, y, si es posible definir un
calculo diferencial sobre ese espacio, serda la herramienta natural para comprenderlo.
Las variedades diferenciables son los espacios para los que todavia es posible extender,
con cierta facilidad, el calculo diferencial conocido para IR™. Se emplea entonces este
calculo para estudiar las propiedades de esos espacios. La mayoria de los lectores de
estas notas ya se han encontrado alguna vez con las variedades diferenciables. En al-
gunos cursos se introdujo el concepto de d-variedad de IR™ para explicar los maximos y
minimos condicionados. Otros han tenido un segundo encuentro con las variedades al
estudiar superficies el cuatrimestre pasado, pues vieron una definicién de superficie que
es equivalente a la de 2-variedad de IR? y, ademas, definida de un modo muy semejante
a como introduciremos aqui el concepto de variedad. Estas d-variedades son, en efecto,
ejemplos de variedades diferenciables. Ocurre incluso (hablaremos de ello mas adelante)
que toda variedad diferenciable es una d-variedad de algin IR™ (para n suficientemente
grande). A pesar de esta ultima afirmacién, introduciremos las variedades diferencia-
bles como espacios abstractos no necesariamente contenidos en ningin IR". La razén
para ello es que en muchas ocasiones estos espacios se conocen primero directamente
por ellos mismos, sin conocerlos como subconjunto de ningin IR"™ (el establecer en que
IR™ pueden meterse es ya un problema interesante). Ademds, en muchos casos es mas
comodo trabajar con ellos de esta manera abstracta.

La idea que esta en la base de la definicién de variedad diferenciable es muy sencilla
(aunque esta sencillez parezca desmentida por la historia, pues se suele citar un libro de
Veblen y Whitehead, de 1932, como el primero que contiene una definicién rigurosa de
variedad diferenciable, y ya se llevaba unos cuantos anos trabajando con ellas). Puesto
que sabemos hacer calculo diferencial en IR™, si podemos establecer biyecciones entre
trozos U de un espacio M y abiertos de IR", podremos trasladar, para cada trozo, el
calculo diferencial de IR™ a través de esa biyeccién. Este calculo diferencial se aplicaria

Typeset by ApS-TEX
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a las funciones diferenciables. ;Cudles serian éstas?. Si ¢ : U — IR™ es una de las
biyecciones de que hablabamos, es natural decir que que f : U — IR es diferenciable
siloes fop ! :plU) Cc IR® — IR. Pero es natural también que exijamos que el
concepto de diferenciable para f no dependa de la biyeccién elegida. Asi, si tenemos
Y : V. — IR™ otra biyeccién tal que U NV # (), de acuerdo con lo anterior, f serd
diferenciable en V sii lo es f o1~!. Para que el concepto “f diferenciable en U NV ”
no dependa de haber elegido (U, ¢) o (V, 1), nos interesa exigir que f sea diferenciable
usando la biyeccién ¢ : U — IR™ (i.e. fo ! es diferenciable) sii lo es usando la
biyeccién ¥ : V. — IR™ (i.e. fo~! es diferenciable). Para que sea asf se exigird que
1 o o~ sea un difeomorfismo sobre el abierto de IR™ sobre el que esté definida. En
efecto, si 1) o p~! es un difeomorfismo, se tiene que si f o ¢! es diferenciable, entonces

foy™ = (fop™)o(por™l) es diferenciable, y reciprocamente, como ilustra el
diagrama
Unv R
foy
wl © Tfoso_l )
ozpfl
YUNV) =——=p(UNV)
oy~

En la préoxima secciéon daremos esta definicion con toda precision.

§1.2. DEFINICION DE VARIEDAD DIFERENCIABLE
Comenzaremos definiendo las biyecciones de que habldbamos en la introduccién.

1.2.1.Definicién. Se llama carta de dimensién n sobre un conjunto M a un par (U, )
tal que U C M y ¢ : U — IR™ es una biyeccién de U sobre un abierto o(U) de IR™.

Denotaremos por r¢ : IR® — IR a la proyeccién canénica rt(al,...,a") = a*. Dada
una carta (U, @), las funciones z° = 7' o ¢ : U — IR se llaman funciones coordenadas
de la carta (U, ¢). Muchas veces la carta (U, ¢) la escribiremos como (U;z?, ..., 2™).

En general, no es posible construir una carta adecuada para cada conjunto M cuyo
dominio sea todo M. Ordinariamente, lo mejor que se puede hacer es definir una
coleccion de cartas de dimensiéon n para M tales que la uniéon de sus dominios sea
M. Exigimos entonces condiciones de compatibilidad cuya conveniencia (para la buena
definicién de funcién diferenciable) fue explicada en la introduccién.

1.2.2.Definicién. Un atlas de clase C* y dimensién n sobre un conjunto M es una
coleccion A = {(U;, p;) }ier de cartas de dimension n que verifican:

(AT1) U;c; Ui = M.

(AT2) Para cualesquiera i, j € I, p;(U; N U;) es un abierto de IR".

(AT3) Para cualesquiera i, j € I, la aplicacién

pjop; 1 oi(UiNU;) — ¢;(U;NU;)

es un difeomorfismo de clase C*.
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Obsérvese que la propiedad (AT2) estd para que (ATS3) tenga sentido. La propiedad
(AT3) se expresa diciendo que las cartas (Ui, ¢;) y (U, ;) son C*-compatibles. Es esta
propiedad la que se motivd al final de la introduccion. La propiedad (AT1) es equivalente
a decir que para todo x € M eziste una carta (Uy, p;) de la familia A tal que z € Uj,
i.e., establece que para cada x € M existe un “trozo” U; de M que contene a x y una
biyeccion entre ese trozo y un abierto de IR™

1.2.3. Nota. En principio, un conjunto puede aceptar més de un atlas de clase C*
y dimensién n. Supongamos que tenemos dos de tales atlas sobre un conjunto M. La
unién de tales atlas no es necesariamente un atlas, como muestra el siguiente ejemplo.
Sean

M=R, U=V=IR, ¢:U—R/plt)=t, ¢:V— R/t =1t

Los pares (U, p) v (V,4) son cartas de M. Cada una de ellas, por si sola, es un atlas,
pero su unién no lo es, pues 1) o ¢~ 1(t) = 3 tiene derivada O en 0 € (U NV) = Ry,
por lo tanto, no es un difeomorfismo.

Si la unién de dos atlas A; y A no es un atlas, puede ocurrir que una funcién
diferenciable (con la definicién dada en la introduccién) para el atlas A; no lo sea para
el As (de hecho estas funciones existen siempre, ver apéndice), y se consideraran, por
tanto, como distintas las “estructuras diferenciables” definidas por A; y As sobre M.
En cambio, si la unién de A; y As si que es un atlas, una funcién es diferenciable para
el atlas A; sii lo es para el As, luego podriamos considerar que definen la misma “es-
tructura diferenciable” sobre M. De ahi que para la definicion del concepto de variedad
diferenciable M (esto es, de una estructura diferenciable sobre M) sea necesario, o bien
introducir una relacién de equivalencia entre los atlas definidos sobre M, o bien intro-
ducir el concepto de atlas meximal (que es lo que haremos aqui), de tal manera que,
dado un atlas A sobre M, consideraremos sobre M la estructura diferenciable definida
por un atlas que contiene a A y a todos aquellos que, unidos a A, siguen siendo un atlas
(este serd el atlas maximal que contine a A).

1.2.4.Definicién. Un atlas de dimensién n y clase C* se dice que es maximal o com-
pleto si no estd contenido en ningiin otro atlas de dimensién n y clase C*.

1.2.5.Proposicién. Todo atlas de dimensién n y clase C* esta contenido en un tinico
atlas de dimensién n y clase C* maximal.

Demostracion. Sea A = {(U;, ¢;)}ier un atlas dimensién n y clase C* sobre M. Sea
A la coleccién de todas las cartas (U, ) sobre M de dimensién n y clase C* tales que
para todo i € I se tiene que (U NU;) v ;(U N U;) son abiertos de IR™ y ¢ o ;' :
0;(UNU;) — o(UNU;) es un C*-difeomorfismo. A es un atlas,

pues cumple:
AT1) U(UW)G_ZUDUZEIUZ':M' ~
AT?2) Para cualesquiera (U, ¢), (V,¢) € A se tiene que, como ¢ es inyectiva,

p(UNV)=JeWUnUinV) = J{eUnU)neU:;nV)},
iel i€l
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que es un abierto de IR™ por ser unién de abiertos.

AT3) Dadas (U, ), (V, ) € .Z, como ¢ y % son biyecciones sobre sus respectivas iméagenes, se tiene
que o~ : h(UNV) — p(UNV) es una biyeccién. Para ver que es un difeomorfismo, bastara con ver
que para cada z € 1(UNV) existe un abierto conteniendo a z tal que po ! restringido a ese abierto es
un difeomorfismo sobre su imagen. Ahora bien, dado ese z, como Y(UNV') = |J,;c; »(UNU;NV) (porque
M = U;erU;), existe un ¢ € I tal que z € (U NU; NV), y se puede escribir ¢ o 1/)71|w(UmUmV) =
(po ‘Pi_l)|<pi(UmUmV) o (pi 0™ ]ywnu;nvy, es decir, sobre el abierto ¢(U NU; NV) que contiene a
z, po1p~1 se puede escribir como composicién de difeomorfismos y es, por lo tanto, un difeomorfismo.

Que A es maximal y que es Unico son consecuencias del modo en que se ha definido A. O

1.2.6.Definicién. Una variedad diferenciable de dimensién n y clase C* es un par
(M, A), donde A es un atlas maximal de dimensién n y clase C* sobre M.

Una carta (o sistema de coordenadas) (U, ¢) de la variedad M es una carta del atlas
A.

Ordinariamente (como acabamos de hacer) al referirnos a una variedad diferenciable
(M, A) escribiremos solamente M .

1.2.7. Para definir una estructura de variedad diferenciable sobre un conjunto M,
bastara dar un atlas sobre M, aunque no sea maximal, pues, gracias a 1.2.5, au-
toméaticamente se define un atlas maximal sobre M.

Por otro lado, el ejemplo 1.2.3 muestra que sobre un mismo conjunto pueden definirse
dos estructuras de variedad diferenciable distintas (veremos més adelante -final de la
seccién 1.5- que no siempre tan distintas).

§1.3. EJEMPLOS

1.3.1. El primer ejemplo trivial de variedad diferenciable es IR™ con la estructura
diferenciable definida por el atlas maximal que contiene a la carta (IR", identidad).

1.3.2. Para quienes han definido una superficie S como un subconjunto de IR3 tal que existe una
familia de pares {(U;, z;)}ic1 tales que U; es un abierto de R? y x; : Uy — S C IR? es una aplicacién
diferenciable (como aplicacién de un abierto de IR? en IR?) verificando:

(a) Uie[ z;(Ui) = S,

(b) z;(U;) es un abierto de S con la topologfa inducida por la de IR3,

(¢) z; : Uy — z3(U;) es un homeomorfismo, y

(d) dzi(u) : IR?> — IR3 es inyectiva para cada u € Uy;
se tiene que las superficies de IR3 son variedades diferenciables de dimensién 2. Para ver que es asf
basta con considerar sobre una superficie S definida como antes el atlas {(z;(U;), mi_l)}iel y comprobar

(usando teoremas vistos en el curso de superficies) que es realmente un atlas sobre M.

1.3.3. La esfera de dimensién n, S™ = {z € IR"*! /|x| = 1} es una variedad diferen-
ciable de dimensién n y clase C°°. Vamos a verlo usando la proyeccién estereografica.
Sean N = (0,...,0,1) y S = (0, ...,0,1) los polos norte y sur de S™. Sean IR"™ x {1} el
hiperplano de IR"*! tangente a S™ en Ny IR™ x {—1} el hiperplano de IR™"! tangente
aS"en S. Sean iy : R" x {1} — IR™ e i_ : IR™ x {—1} — IR™ las aplicaciones
definidas por iy (z!,...,2", 1) = (2}, ...,2") ei_(at,...,2", —1) = (z!,...,2") Las proyec-
ciones estereograficas desde N (que denotaremos myr) y desde S (que denotaremos 7g)
se definen por:
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mn : S"—{N} — IR" la aplicacién que a cada x € S™ — {N'} le hace corresponder
la imagen por i_ de la interseccién de la recta que pasa por Ny z con el hiperplano de

IR"*! tangente a S™ en S.

s : S — {8} — IR" la aplicacién que a cada x € S™ — {S} le hace corresponder
la imagen por 7y de la interseccion de la recta que pasa por S y = con el hiperplano de

IR"*! tangente a S™ en N.

Las ecuaciones para estas aplicaciones son:

2
! a™) = (e ),
1 n+1y 2 1 n
ws(x™, .. a") = [y (7, ...,z").

Estas ecuaciones se obtienen de la siguiente manera:
La de mar: Dado x = (2!, ...,z t1) € S™, la ecuacién de la recta que pasa por N = (0, ...,0,

N4z —N=(0,..,0,1) + Az, ...,z™, 2"t — 1) = At . Aa™, 14+ Az T = 1)),

1) es

y su interseccién con el hiperplano IR™ x {—1}, de ecuacién y™t! = —1, se calcula escribiendo 1 +
Az T! — 1) = —1, de donde
_ -2
zntl — 1
y la interseccién es el punto
—2 1 —2 n
o AR e s AR

de donde se tiene, tomando la imagen por i_, la expresién que hemos dado para mu.
Para ms: Dado x = (z!,...,2™ 1) € S™, la ecuacién de la recta que pasa por S = (0, ...,0,

S+ ANz-8=(0,..,0,—-1)+ )\(:rl, oz T ) = ()\:rl, e Az =1 4+ A" £ 1)),

—1) es
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y su interseccién con el hiperplano IR™ x {1}, de ecuacién y"t! = 1, se calcula escribiendo —1 +
A(z™t! 4+ 1) =1, de donde
_ 2
Coantl 4l
y la interseccién es el punto
2 L 2 N
(mn-i-l + 1:E P entl + 1:E ’1)’

de donde se tiene, tomando la imagen por i, la expresién que hemos dado para mas.
Evidentemente mar(S"—{N}) = R"™, 75(S"—{S}) = R"™, (S"—{N})N(S"—{N}) =

ST—{N, S}y ma(S"—{N,S8}) = R"—{0} y 7s(S™—{N,S}) = IR™—{0} son abiertos

de IR™, luego se cumplen (AT1) y (AT2). Para ver que se cumple (AT3) hay que calcular

1 ny __ 4 1 n
y Y )_ (y1)2++(yn)2(y yeen Y )7

TS © fol (y

4 . .
(y1)2+___+(yn)g(y e Y),

que prueba que 7wg o fol es un difeomorfismo de IR™ — {0} en si mismo.
El célculo de wg o wxfl y de mar 0 wgl puede hacerse como sigue.

Tvoms (Y, ..yt =

De la definicién de mar se deduce que la aplicacién wxfl puede describirse como sigue: dado y =
(v, ...,y") € R™, se toma y_ =i ' (y) = (y*,...,y™, —1), entonces w&l (y) es la interseccién con S™
(distinta de N') de la recta que pasa por Ny por y_. Calculemos 7r;/1 (y) usando esta descripcién de
7r;/1. La recta que pasa por N y por y_ tiene por ecuacién

N4+ Ay— =N) =(0,...,0,1) + Ay, ..., y", =1 — 1) = Ayt ..., g™, 1 — 2)),
La interseccién con S™ son los puntos de esta recta que verifican la ecuacién de S™:
AWy + .+ M2+ (1 —20)2 =1,

i.e.
n

n
MY WP A=A+ =1 de MQo()7+4) —4r=0,
i=1 i=1

v los valores de A que satisfacen esta ecuacién son

4

A=0 vy )\:T’
44370 (y9)?

el primero corresponde al punto N, y el segundo a

-1 _ 4 1 4 n _4+Z?:1(yi)2
Trj\/ (y)_( n i2y PEREE) n i2y ) n i\2
4+ Z¢:1(y ) 4+Zi:1(y ) 4+ Z¢:1(y )

)

obtenemos ahora la imagen de wxfl(y) por ms usando la expresién que vimos antes para ms, y resulta
asi la expresién de wg o 7r;/1 que dimos antes.

De la definicién de wg se deduce que la aplicacién wgl puede describirse como sigue: dado y =
(y',...,y") € R™, se toma y; = i;l(y) = (y',...,y™, 1), entonces ng(y) es la interseccién con S™
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distinta de S) de la recta que pasa por S y por y4. Para calcular ol y) obtenemos primero la
+ S
ecuacién de la recta que pasa por S y por y4+

S+ Ayt —8) = (0,...,0,—=1) + Ayt ..., y™ 1+ 1) = Wyt g™, —1 4+ 2)).

La interseccién con S™ son los puntos de esta recta cuyo pardmetro \ verifica la ecuacién

n

NI WP+ -1 =1, ie. XD _()*+4)-—4r=0,
=1 i=1

que tiene por soluciones
4
A= ALST ()2
44321

la primera corresponde al punto S, y la segunda a

A=0 vy

n

9 n - Yy, n -
4+ Zi:1(yz)2 4+ Zi:1(yz)2

y usando ahora la expresién que vimos para mas, calculamos 7ar o ng(y) y obtenemos la exprsiéon que

4 4= )2

4 1
Sy )

1 B
ms W= (s G

dimos antes.

1.3.4. El espacio proyectivo real IRP™. Recordemos que se definia como el conjunto
de las rectas vectoriales de IR"!. Vamos a definir un atlas de dimensién n sobre él.

Consideremos sobre IRP™ el sistema de coordenadas homogéneas asociado a la base
candnica de IR™t!. Definamos primero los subconjuntos V;

Vi={[(z', ..., 2"} /2" #£0}, i=1,...,n+1,

donde (x!,...,2""1) son coordenadas homogéneas del punto [(z!,...,2""1)] de IRP".
Obsérvese que la condicién ¢ # 0 no depende de las coordenadas elegidas para rep-
resentar el punto, pues si [(z1,...,2" )] = [(&'',...,2" )], existe un A # 0 tal que
2'" = Az y, por lo tanto, 2/* # 0 si y solo si z¢ # 0.

Definamos ahora la aplicacion:

@i Vi — R" [ p([(z*, ..., 2" TH)]) = (=55

T o

Se comprueba que esta definicién no depende de las coordenadas homogéneas elegidas

del punto [(z!,...,2™"T1)], y es biyectiva porque si i—z = il,z para todo j, entonces, como

i £ 0, 27 = fc/; x’ para todo j y, por tanto [(x’l, ...,x’nH)] = [(z,...,2"T1)]. Ademas
©;(V;) = IR™ (pues para todo (y!,...y") € IR™ se tiene ¢;(y', ...,y 1, 1,9, ...,y") =
(yl,...,y™)), luego los pares (V;, ¢;) son cartas de IRP™. Vamos a ver que cumplen las
condiciones de atlas:

AT1) U?:—:l Vi = IRP", ya que no hay ningun punto de IRP™ que tenga nulas todas
sus coordenadas homogéneas.

AT2) Supongamos, por comodidad de escritura, que i < j,

pi(Vin Vi) = @i({[(z", ... 2™ )] /a* # 0 # 27}
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.’131 xz—l $7,—|—1 zJ xn—|—1

={( )/« # 0},

que es el conjunto de puntos de IR™ cuya coordenada (j — 1)-ésima es no nula, que es
un abierto de IR™. (Si fuese j < i, simplemente x7 se escribirfa delante de z*~1, si i = j,
simplemente @;(V; 1 V) = p:(Va)).

AT3) Supongamos (de nuevo por comodidad de escritura) que i < 7,

eey 9 g eeey aey

2T ) g i g

y Tyl oyl

1 i—1 i+1 j—1 41 n+1
_ -1 i n Yy y 1y y Yy y
wioor Myt oy Ty Lyt = (5 . _ .y

g eeey

1.3.5. Variedades producto. Si M y N son variedades diferenciables con atlas
{(Ui, i) Yier y {(Vj,%;)}jes de dimensiones m y n respectivamente y ambas de clase
C*, entonces M x N es una variedad diferenciable de dimensién m + n y clase C*
definida por el atlas {(U; x Vj, 0; X 9j) } i j)erx.s- Se deja como ejercicio el comprobarlo.

§1.4. TOPOLOGIA DE UNA VARIEDAD.

1.4.1.Proposicion-Definicién. Sea M una variedad diferenciable de dimension n y
clase C*. M estd dotada de una topologia cuyos abiertos son las uniones arbitrarias
de dominios de las cartas de un atlas maximal. A esta topologia se la llama topologia
canonica de la variedad M .

Demostracion. Veamos en primer lugar que si U y V son dominios de cartas de un atlas maximal,
también lo es U N'V. En efecto, si (U, ) y (V,4) son las cartas correspondientes a estos dominios,
vamos a ver qu (UNV,{ = ¢Y|ynv) es otra carta del atlas maximal. En efecto, por AT2), ((UNYV)
es un abierto de IR™ y ( es, evidentemente, una biyeccién sobre su imagen. Ademds, para una carta
arbitraria (W, ¢) del atlas maximal, (UNV NW) = (U NV)NyY(V N W) es también un abierto
de IR™, y ¢ o (™1 definido sobre (U NV N W) es la restriccién a este abierto de ¢ o ~!, que es un
difeomorfismo, y esto acaba la demostracién de que (U NV, () es una carta del atlas maximal.

Vamos a comprobar ahora que la familia de abiertos dada en el enunciado define realmente una
topologia. En efecto, si {(U;, ¢i)}icr es un atlas maximal, se cumple:

i) M = U;e1U; es un abierto y 0 = U;cgU; es un abierto.

ii) Si {Ag }kc i es una familia de los conjuntos definidos como abiertos, entonces cada Ay = Uier, Ui
(I CI), y Upex Ak = Urek Uicr, Ui, que es un abierto.

iii) Si A y B son dos de los conjuntos definidos como abiertos, entonces existen J, K C I tales que
A =UjegU; y B = Ugeg Uy, de modo que AN B = Ujeg Ugerx (Uj NUk), que, por la observacién
hecha al comienzo de la demostracién, es un abierto. [

Si se tiene una variedad M dada por un atlas no maximal, se puede saber si un
conjunto es abierto en la topologia canénica aplicando la siguiente

1.4.2.Proposicién. Sea {(U;, ¢;)}icr un atlas de dimensién n y clase C* sobre M. Un
subconjunto U de M es un abierto en la topologia canonica de M si y solo si para toda
carta (U;, p;) del atlas se tiene que @;(U NU;) es un abierto de IR™.

Demostracion. Sea U la familia de los conjuntos verificando esta condicién. Veremos que: (a) U define
una topologia, y (b) esta topologia coincide con la topologia canénica.
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(a) Sea {Un}taca C U. Se tiene que, como ; es biyectiva para toda carta (U, ;) del atlas dado,
entonces

¢i(UacalUa) NU;) = pi(Uaca(Ua NU;)) = Uaecapi(Ua NU;),

que es abierto por ser unién de abiertos.
Ademads, dados U y V de U, se tiene

e (UNVNU;) = (UNU;)Nei(VNU),

que es un abierto por ser interseccién de abiertos.

(b) Sea T la topologia canénica. Vamos a ver primero que U C 7. En efecto, si U € U, se puede
escribir U = U;er (U NU;). El par (UNU;, ¥ = @ilunu;) es una carta del atlas maximal engendrado
por {(Ui, i) }ier, puesto que, por definicién de U, ; (U NU;) es un abierto de IR™, lo mismo ocurre
con ¥;(UNU; N Uj) =p;(UNU;)Ne; (U; N Uj) y con (pj(Uﬁ U, N Uj) = ij(Uﬁ Uj) N ij(Ui N Uj) y
ademas @; o wi_l Y (UNU;NU;) — @ (UNU; NU;j) es la restriccién del difeomorfismo ¢ o api_l
al abierto ¢;(U NU; NUj) que es, por lo tanto, un difeomorfismo. Esto prueba que UNU; € T y, por
tanto, U € T.

Veamos ahora que 7 CU. Si V € T, entonces V = UjesV; para una familia {V;};c; de dominios
de cartas del atlas maximal engendrado por {(U;, ¢;)}icr, y se tiene que VNU; = Uje 7(V; NU;), con
@i (V; NU;) abierto de IR™ por definicién de atlas maximal, luego ¢; (V NU;) = Ujey9:(V; NU;) es un
abierto de IR™ y, por lo tanto, V e Y. U

1.4.3.Corolario. Para toda carta (U, ) de una variedad diferenciable M, la aplicacién
¢ : U — ¢(U) es un homeomorfismo cuando se dota a M de la topologia canénica.

Demostracion. Sea V un abierto de o(U), entonces o; (¢ 1(V)NU;) = pi(e~ (V)N
UNU;) =00 Y (VNeUNU;), pero V es una bierto de ¢(U), que es un abierto de
R", y, como (U, @)y (U;, p;) forman parte de un mismo atlas maximal, p(U NU;) es
un abierto de IR™ (axioma AT2), luego V N (U NU;) es un abierto de IR" y, como ¢; *
es un difeomorfismo y, por lo tanto, un homeomorfismo, se sigue que @;(p~1(V) N U;)
es un abierto de IR", luego, por la proposicién anterior, ¢~ }(V) es un abierto de M
en la topologia canodnica. Reciprocamente, si W es un abierto de M -en la topologia
candnica- que estd contenido en U, entonces (W) = (W NU) es un abierto en p(U)
por la proposiciéon anterior. [

Este corolario permite dar como definicién equivalente de variedad diferenciable la
siguiente:

1.4.4. Definicién segunda. Una variedad diferenciable M de dimensién n y clase C*
es un espacio topolégico M junto con una familia de pares {(U;, p;)}icr que verifican:

(i) U; son subconjuntos abiertos de M y U;c;U; = M.

(ii) Para todo i € I, yp; es una aplicacion de U; en IR™ tal que p;(U;) es un abierto
de R™ y p; : Uy — ¢;(U;) es un homeomorfismo.

(iii) Para cualesquiera i,j € I, la aplicacién @; o ;' : (U NU;) — ¢;(U; N U;)
es de clase C*.

Obsérvese que la familia de pares {(U;, ¢;)}ier define una estructura de variedad
diferenciable en el sentido de la definicién 1.2.6 (de acuerdo con lo dicho en la nota
1.2.7), y se deduce de 1.4.2 y 1.4.3 que la topologia candnica inducida por esta estructura
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diferenciable y la topologia de partida que posee M en la definicién 1.4.4 coinciden. Esto
establece la equivalencia entre ambas definiciones de variedad diferenciable.

Vamos a ver la equivalencia de las definiciones de que acabamos de hablar con méas detalle:

Supongamos que tenemos sobre un conjunto M una estructura de variedad diferenciable, en el
sentido de la primera definicién (1.2.6), definida por un atlas {(U;, v;)}icr (que, como vimos, estd
contenido en un tunico atlas maximal). Si consideramos sobre M la topologia candnica definida por la
estructura de variedad diferenciable, entonces se cumplen las propiedades de la definicién 1.4.4. En
efecto:

(1) por ser {(Us, pi) }ier un atlas, se verifica (AT1) que U;eU; = M, y, por la definicién de topologia
canonica, los dominios U; de las cartas son abiertos de M.

(i1) que ¢;(U;) sea un abierto se verifica por la definicién de carta, y que @; : U; — ¢;(U;) sea un
homeomorfismo es lo que vimos en el dltimo corolario (el 1.4.3).

(iii) esto no es mas que la propiedad ATS3.

Reciprocamente, si tenemos un espacio topolégico M con una estructura de variedad diferenciable
en el sentido de la segunda definicién, dada por una familia de pares {(U;, ¢;)}ic1 que verifican (i), (ii),
y (iii), entonces cada par (U;, ¢;) es una carta de M (def. 1.2.1) y, adem4s, la familia anterior verifica:

AT1) U;e;U; = M como consecuencia de (i).

AT2) ¢;(U; N Uj) es un abierto de IR™ para todo ¢,5 € I, porque ¢;U; — ¢;(U;) C IR™ es un
homeomorfismo y, como U; es un abierto de M, U; N U; también lo es y, por lo tanto, ¢;(U; NU;) es
un abierto de ¢;(U;), que lo es de IR™.

AT3) es consecuencia de (iii) y de que (¢; o cp;l)_l =po ap;1.

Ademis, la topologia natural U de M inducida por la estructura de variedad diferenciable (segin
la primera definicién) coincide con su topologia inicial 7. En efecto, si U € U, de 1.4.2 se deduce que
para todo ¢ € I, ¢;(UNU,;) es un abierto de IR™ y, como ; es un homeomorfismo para 7, UNU; € T,
luego U = U;er(UNU;) € T. Luego U € T. Reciprocamente : si V € T, como, para todo i € I,
U; € T, se tiene que VNU; € T,y como ¢; : Uy — ;(U;) es un homeomorfismo para 7T , se tiene
que p(U; NV) es un abierto de IR™. Entonces, como ¢; : U; — ¢;(U;) es también un homeomorfismo
para U (prop. 1.4.3), se tiene que V N U; es un abierto de U; para U, y U; € U por definicién de U,
luego V = U;c;V NU; € U. Por lo tanto, T C U, lo que, unido a la inclusién anterior, da Uf = T .

Si hemos preferido comenzar con la definicién 1.2.6 es: (a) para que se vea claramente
que la propia estructura de variedad diferenciable define una topologia, y (b) porque en
muchos ejemplos no conoceremos previamente la topologia de la variedad, sino que la
deduciremos su estructura diferenciable.

El hecho de que una variedad diferenciable sea un espacio topolégico permite obtener
nuevos ejemplos triviales de variedades una vez que se conoce una:

1.4.5 Si M es una variedad diferenciable con un atlas {(U;, ;) }rcr, y V es un abierto
de M, entonces V es una variedad diferenciable con el atlas {(VNU;, ¢;|vnu,) }rer, como
se puede comprobar inmediatamente.

§1.5. APLICACIONES DIFERENCIABLES. DIFEOMORFISMOS

En esta seccién, M, N, Py @Q denotaran variedades diferenciables de clase C* y
dimensiones m, n, p y q respectivamente.

1.5.1.Definicion y comentario. Una funcion f : M — IR se dice que es de clase C”
(r <k)enx € M sii existe una carta (U, p) en x (lo que quiere decir que x € U) tal
que fop™l:p(U) — IR es de clase C" en ().
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Esta definicion no depende de la carta elegida con dominio conteniendo a x, es decir,
la propiedad anterior se verifica para una carta (U, p) en x sii se verifica para cualquier
otra carta (V,1) en z. En efecto, como x € UNV, se tiene que ¥ (z) € Y(UNV) C P(V),
px) €p(UNV)CoU)y fory™ = (fop t)o(poth™") esC" ent(z) sii fop™" lo
es en p(x), ya que @ o~ es un C*-difeomorfismo.

Se dice que f es de clase C" en M sii lo es en cada punto de M.

1.5.2.. Una aplicaciéon f : M — N se dice que es de clase C" en x € M sii existen
cartas (U, ) en x y (V,) en f(z) tales que f(U) CV y 1o fop ! esdeclase C" en
o(z).

Esta definicién no depende de las cartas elegidas: si (U’, '), (V', 1) son otras cartas
verificando x € U’, f(z) € V' y f(U") C V', entonces, ¢'(z) € ¢'(UNU’) y, sobre ese
abierto, ' o fo 't = (' op oo foplo(po cp’_l) que es de clase C" en ¢'(x)
siipo fop~! es de clase O™ en p(x), ya que ' otp~t y o' ! son C*-difeomorfismos.

Se dice que f es de clase C" en M sii lo es en cada punto de M.

1.5.3. Obsérvese que de la definicién anterior se deduce que si f es C" en x, entonces
f es continua en x, considerando M y N como espacios topolégicos. En efecto. Sean U
y V como antes. Para todo abierto W conteniendo a f(z), VNW es también un abierto
que contiene a f(z) y ¥(V NW) es un abierto de IR". Como ¢ o fop~! es C” entre

abiertos de IR™ y IR™ y, por lo tanto, continua en ¢(z), existe un abierto U C ¢(U) de
IR™ tal que p(z) € U y o fop Y U)Cy(VNW),y, por lo tanto, existe un abierto
0 1(U) de M conteniendo a z tal que f(p~1(U)) C VNW, luego f es continua en .

1.5.4.Proposicién. Una aplicacién continua f : M — N es de clase C" sii para cada aplicacién
g:V — IR™ de clase C" definida sobre un abierto V de N se tiene que go f : f~(V) — IR es de
clase C”.

Demostracion. Obsérvese primero que, como f es continua, f_l(V) es un abierto de M y, por lo tanto,
una variedad diferenciable (cfr. 1.4.5), lo que hace que tenga sentido decir que g o f es de clase C".

Si se verifica la condicién de la proposicién, basta tomar, para cada z € M, una carta (V;, ;) de N
en f(x) y tomar V; como abierto V y las funciones yf = 1J 0p; como funciones g. Se tiene entonces
que las funciones yf o f son C” en z y, por definicién, existe una carta (U, ¢) en x tal que las funciones
yf ofoe lson C" en p(x) y, por tanto, 1; o fop ™! es C" en ¢(x), i.e., f es C" en z.

Supongamos ahora que f es C” en M, sea V un abierto de N y g : V — IR. Como, segin vimos
en 1.5.3, f es continua, para cada z € f~1(V) existen una carta (U N f~1(V) = [7,(,0|5 = ) de
f~YV)en x yunacarta (V; NV = ‘Z—,M‘Z = zz) de V en f(x) tales que f(U) C V;, y se verifica que
gofopt=(go 1’/;;1) o ({/;Z ofo@ 1) es C" en @(x) por ser composicién de aplicaciones C” entre
abiertos de espacios euclideos. [l

1.5.5.Corolario. Una aplicacién continua f : M — N es de clase C" sii para un atlas {(Vi,®;)}icr
de N se tiene que y! o f : f~1(V;) — IR es C" para todo i € I y para j =1,..,n, donde y! = r o;.

1.5.6.Proposicion. Si f : M — N y g : N — P son aplicaciones C", entonces
gof: M — P esde clase C".

Demostracion. Dado x € M, por definicién de clase C" existen cartas (U, ), (V) v
(W,¢) en z, f(x) y g(f(x)) respectivamente tales que f(U) C V, g(V) C W y 1o fop™!
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y Gogorp~tson C7, luego go f(U) C Wy Cogofoyp ™t =(Cogoy~torofop™es
cr. o

1.5.7.Proposiciéon. Sean f : M — N y g : P — (@ aplicaciones de clase C".
Entonces la aplicacion f x g : M x P — N x @ definida por (f x g)(z, z) = (f(x), g(2))
es de clase C".

Demostracion. Como f y g son de clase C", dado (x,z) € M x P, existen sistemas
de coordenadas (U,¢) en x, (W,() en z, (V,¢) en f(x) y (T,¢) en g(z) tales que
flU)YcV,gW)CT,yofoptypogo("sondeclase C". Se tiene entonces que
fxgUxW)CVxTyque(xg)o(fxg)olpx()~h=(pofop™)x(pogo(?)
es de clase C'". Por lo tanto f x g es de clase C". [

1.5.8.Proposicion. Si f: M x N — P es diferenciable de clase C", para cadax € M,
la aplicacion f, : N — P definida por f,(y) = f(z,y) es diferenciable de clase C".

Demostracion. Como f es de clase C", por la definicién de variedad producto (cfr.
1.3.5) se tiene que, dado y € N, existen cartas (U, ) en z, (V ) en y y (W,() en
f(x,y) tales que f(UxV)C W y o fo(px1)!esdeclase C" en (z,y). Por una
propiedad bien conocida de funciones de clase C" entre espacios euclideos, la aplicacion
(Co folpx )™ o : w(V) C R* — (W) C IRP definida por h(y) = Co f o (1o
D) Hp(@),¥(y)) = Co flz,y) = Co fu oy H1(y)) es C7, es decir, (o fr o™ es de
clase C" y, por otro lado, f(U x V) C W implica que f,(V) C W, lo que prueba que
fr esdeclase C" eny. U

1.5.9.Proposicion. Las proyecciones canénicas wy : M XN — M ynny : M XN —
N son aplicaciones diferenciables.

Demostracion. La daremos solo para my;. Para mx es igual. Dado (z,y) € M x N, sea

(U x V, ¢ x 1)) una carta en (z,y). Se tienen que om0 (X ¥) "1 (0(p), ¥(q)) = ¢(p),
que es la proyeccion de p(U) x (V') sobre ¢(U), que es diferenciable. [

1.5.10.Definicién. Una aplicacién f : M — N se dice que es un C"-difeomorfismo
sii es de clase C'", biyectiva y con inversa de clase C".

1.5.11. Nota: Anteriormente (en Nota 1.2.3) vimos que habia dos estructuras distintas
de variedad diferenciable sobre IR, una IR; dada por el atlas (IR, ¢ = id) y otra IR, dada
por el atlas (IR,) (con v(t) = t3). Sin embargo, la aplicacién

f: R, — IR, tal que f(t) =t'/?

es un difeomorfismo, puesto que 1o fo@~1(t) =t es la aplicacién identidad, y también
po f7lowy™(t) = t. A esto nos referfamos en 1.2.3 cuando deciamos que estas dos
estructuras de variedad diferenciable no eran tan distintas.

Tanto ¢ como 1 son homeomorfismos de IR en IR con la topologia usual, por tanto la
topologia la topologia canénica de IR; y también la de IRs es la topologia usual de IR. Es
decir, sobre IR tenemos dos estructuras diferenciables distintas con la misma topologia
(por lo tanto homeomorfas) que son, ademas, difeomorfas. Surge asi la cuestién natural
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de si dos variedades homeomorfas son necesariamnete difeomorfas. Es conocido que eso
es asi para IR" con la topologia usual y n # 4, mientras que para IR* se ha demostrado,
después de 1982 (Donaldson y otros), que existe una cantidad infinita no numerable
de estructuras diferenciables no difeomorfas con topologia canénica la usual de IR*.
Para la esfera se ha demostrado que todas las S™ son difeomorfas para n < 6 (excepto
para n = 4, donde no se sabe lo que pasa), pero hay 28 estructuras diferenciables no
difeomorfas sobre S7 y alrededor de 16 millones sobre S3!.

1.5.12. Nota. Obsérvese que si se consideran IR™ y IR™ con la estructura de variedad
diferenciable inducida por la carta identidad, entonces f : IR™ — IR™ es de calse
C" como aplicacién entre variedades sii lo es f = idof oid™! : IR* — IR™ como
aplicacién entre espacios euclideos. Resulta de aqui que si A y B son abiertos de IR",
f:U — V es un difeomorfismo como aplicacién entre espacios euclideos si y solo si lo
es como aplicacién entre variedades. También se tiene que una funcion f : M — IR™
es diferenciable si y solo si lo es cada f*: M — IR.

1.5.13. Nota. Para una carta (U, p) de M, ¢ : U — ¢(U) es un difeomorfismo (Ej:
comprobarlo aplicando la definicién). Es més: si U es un abiertode M y ¢ : U — IR™ es
una aplicacion tal que ¢(U) es un abierto de IR™ y ¢ : U — ¢(U) es un difeomorfismo,
entonces (U, y) es una carta de M (i.e., una carta del atlas maximal que define la
estructura diferenciable de M). En efecto, si ¢ : U — ¢(U) es un difeomorfismo, U es
un abierto de M y ¢(U) es un abierto de IR™, entonces es evidente que (U, ¢) satisface
las exigencias de la definicién de carta; si (V) 1) es una carta del atlas maximal de M, es
evidente que U NV es un abierto de M y, por lo tanto, como ¢ y v son difeomorfismos,
e(UNV)yY(UnNV) son abiertos de IR", y ¢ ot~ ! es un difeomorfismo por ser
composicién de difeomorfismos. Por lo tanto, (U, ¢) es una carta del atlas maximal de
M.

§1.6. CONCEPTO DE GRUPO DE LIE Y EJEMPLOS

1.6.0.Definicién. Un grupo es un conjunto G dotado de una ley de composicion interna
x que verifica las propiedades:

G1) asociativa: (x *y)* z = x x (y * z) para todo x,y,z € G

G2) existe un e € G (elemento neutro) tal que x *x e = e x x = x para todo x € G.

G3) para todo x € G existe un =1 € G (elemento inverso) tal que xxx~! = x71xx =
e.

1.6.0’.Definicién. Una aplicacion f : G — H entre dos grupos se dice que es un
homomorfismo de grupos sii f(x xy) = f(x)* f(y) para todo x,y € G. Si f es un
homomorfismo biyectivo y la aplicacién inversa f~! es un homomorfismo, entonces se
dice que f es un isomorfismo de grupos.

Un grupo de Lie es un grupo con una estructura de variedad diferenciable compatible
con la estructura de grupo. Con mas precision:

1.6.1.Definicién. Un conjunto G con estructura de grupo con la ley x x y = xy, con
elemento neutro e, y con estructura de variedad diferenciable de clase C'*° se dice que
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es un grupo de Lie si la aplicacion

a:GxG—G talque (z,y)— zy !
es diferenciable (de clase C*).

Obsérvese que esto es equivalente a decir que las aplicaciones (x,y) — zy y © +— &~
son diferenciables, puesto que (x,y) — xy~ ' es la composicién de (z,y) +— (z,y~!)
(que es diferenciable por 1.5.7) con (x,y~') — xy~! y, reciprocamente, x — = es la
aplicacién o, : G — G tal que x — a(e,x) = ex™t = 27! que es C* (recordar Prop.
1.5.8) y (x,y) — zy es la composicién de (z,y) — (z,y~ 1) con (z,y~ ') — zy.

1

1.6.2.Ejemplos.

(a) Sea IR™ con su estructura de grupo dada por la suma de vectores y su estructura
de variedad diferenciable (de clase C*) dada por la aplicacién identidad. Como la
aplicacién

a:R" x R" — IR" tal que (z,y) —» 2 —y

es de clase C', se tiene que IR" es un grupo de Lie.
(b) @* =@ — {0} es una variedad diferenciable con la carta

(@, ), con ¢ :@* — IR? — {0} = IR?" definida por p(z + iy) = (z,y).

@* es también un grupo con el producto de niimeros complejos como ley interna. Usando
la carta anterior se tiene que

1

poao (px @) ey z,w) = o((z +iy)(z +iw) 1) = 2 +w

2 (.TZ +yw,yz — xw)a
que es una aplicacion C* y, por tanto, a es C¥ y @™ es un grupo de Lie.

(c) Con la identificacién natural de @ con IR? (ya usada en el ejemplo anterior), la
circunferencia de radio unidad S de IR? puede considerarse como

St={zec@/|z| =1} Ca@.

Las cartas '
p 8t — {1} —]0,2n[ dada por p(e”’) =6, y

1 S* — {i} —]0, 2] dada por (")) =0,

definen una estructura diferenciable sobre S! que es la misma que la definida en 1.3.3
cuando n =1 (;por qué?).

El producto de dos elementos de S!' considerados como niimeros complejos da de
nuevo un elemento de S*, y S' es un grupo con esta ley. Si vemos que o es C™, ten-
dremos que S* es un grupo de Lie. Ahora bien: si ¢ : S' — @* es la inyeccién canénica,
1(z) = zy 7 :@* — S! es la aplicacién definida por 7(z) = z/|z|, consideremos la
composicion

1 1 LXL SN T 1
St xSt —— " xq* > 4 > ST,
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como ao (¢ xt) =a:Stx 8 — S @* es un grupo de Lie, ¢ X ¢ es C* y 7 también
(comprobarlo -ver ejercicio 1.E.6-), se tiene que o es C* c.q.d..

(d) Si G y H son dos grupos de Lie, entonces G x H con el producto (z,y)(z, w) =
(xz,yw) y la estructura diferenciable de variedad producto definida en 1.3.5 es un grupo
de Lie. En efecto. Observemos primero que la aplicacién £ : (G x H) x (G x H) —
(G x G) x (H x H) definida por £((x,y), (2,w)) = ((z, 2), (y,w))) es C*° (comprobarlo

mirando el siguiente diagrama

(Gx H)x (Gx H) —— (GxG)x (HxH)

<¢xw>xwﬂxwa ]kwxwvx<wxww

(U xV)x (U x V') —S (UxU) x (Vx V),

donde &(a,b,a’,b’) = (a,a’,b,b’)). Tenidendo en cuenta ahora que la composicién

(Gx H)x (Gx H) —— (GxG)x (HxH) 2% GxH

da la aplicacién a : (G x H) x (G x H) — G x H, resulta que a es C* y, por tanto,
G x H es un grupo de Lie.

Por ejemplo, S' x ST con el producto (e?, ') (e, eit) = (e0F9), ¢/B+)) es un grupo
de Lie, que se llama toro abeliano por ser difeomorfo a un toro y ser un grupo abeliano.

(e) Sea GL(n, IR) el grupo de los isomorfismos de IR". Elegida una base (la candnica)
de IR"™, cada elemento A € GL(n, IR) viene representado de modo tinico por una matriz
A = (aij)1<i,j<n de determinante no nulo, de modo que GL(n, IR) se puede identificar
con el conjunto de estas matrices. Identificando ahora cada (a;;)1<ij<n € GL(n,IR)
CON (171, vvy Qlpy Q215 eeey A1y -vvy Q) € R”Q, GL(n, IR) resulta ser el subconjunto de R
definido como det (IR — {0}), donde det es la aplicacién que a cada matriz le hace
corresponder su determinante. Como el determinante es una funcién continua sobre
R y IR — {0} es un abierto de IR, se tiene que GL(n, IR) es un abierto de R y, por
lo tanto, una variedad C°°.

Si se considera como ley interna en GL(n, IR) la composicio6n de isomorfismos (que
se corresponde con el producto de matrices), GL(n,IR) es un grupo de Lie, pues la
aplicacién (A, B) — AB~! es C™ como aplicacién entre abiertos de R x R y de
R"™.

La mayoria de los grupos de Lie (los grupos de Lie clésicos) son subgrupos de

GL(n,R).

§1.A. APENDICE: CLASES DE EQUIVALENCIA Y ESPACIOS COCIENTE.

1.A.1.Definicién. Dado un conjunto X, una relacién binaria R sobre X es un subconjunto R C X x X,
se escribe
x Ry si y solo si (z,y) € R.

Si no es cierto que x Ry, escribiremos xRy
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1.A.2.Definicién. Una relacién binaria de equivalencia (R.B.E.) sobre un conjunto X es una relacién
binaria R sobre X que cumple las propiedades

-Reflexiva: z Rx.

-Simétrica: x Ry sii y Rx.

-Transitiva: x Ry y y Rz implican z R z.

1.A.3.Definicién. Una particién de un conjunto X es una familia {X;};c; de subconjuntos de X
disjuntos y tales que X = U;c1X;.

1.A.4.Definicién. Si R es una relacion binaria de equivalencia sobre X, y x € X, se llama clase de
equivalencia de = al conjunto [z] = {y € X/ z Ry}.

1.A.5.Proposicién-Definicién. Dada una una relacién binaria de equivalencia R sobre X, las clases
de equivalencia de los elementos de X definen una particién de X. Al conjunto cuyos elementos son las
clases de equivalencia se le llama conjunto cociente de X por la relacién de equivalencia R, y se denota
por X/R.

Demostracién. Evidentemente X = U,¢ x[z], luego, si vemos que

(A5.1) =] # [y] sii [z] N [y] =0,

las clases de equivalencia serdn disjuntas y la familia de las clases de equivalencia serd una particiéon
de X. Vamos, pues, a probar (A.5.1). Si [z]N[y] # 0, existe un z € [z] N [y], (i-e., existe un z tal
que x Rz y y Rz) vy, aplicando las propiedades simétrica y transitiva,  Ry. Entonces, para cualquier
w € [y], se tiene que Ry y y Rw, luego t Rw y w € [z], luego [y] C [z]. De la misma manera se
ve que [z] C [y]. Hemos visto, por tanto, que [z] N [y] # @ implica [z] = [y], luego [z] # [y] implica
[z] N [y] = 0. Reciprocamente, es evidente que [z] = [y] implica [z] N [y] # 0, luego [x] N [y] = @ implica
[z] # [y], y (A.5.1) queda probado. [

1.A.6. Dada una relacion de equivalencia R sobre un conjunto X, se define la proyeccion candnica
7 : X — X/R como la aplicacién definida por w(x) = [z] para todo x € X. Se tiene que X/R =
{r=1(p)/p € X/R}, i.e., como conjuntos, [z] = 7~ 1([z]). En efecto, 71 ([z]) = {y € X /n(y) = [z]} =
{ye X /[yl =la]} ={y € X /zRy} = [a].

Ademas esto da también un procedimiento estdndar para definir relaciones de equivalencia. Dada
una funcién f : X — Y, la relacién binaria zRy sii f(z) = f(y) es de equivalencia, Y estd en biyeccién
con el cociente X/R, lo que permite identificar Y con X/R vy, con esta identificacién, f coincide con la
proyeccién canénica.

Serd bastante usual que cuando escribamos [z], lo consideremos como un elemento (punto) de X/R,
y cuando escribamos 71 (]z]) lo consideremos como un subconjunto de X. Pero, en general, habra que
atender al contexto para saber si [z] se considera como un conjunto o como un elemento.

El espacio proyectivo IRP™ puede describirse también usando relaciones de equivalencia. Vamos a
hacerlo:

1.A.7.Proposicién. Sea ~ la relacién binaria sobre IR"* = IR™ — {0} definida por
x ~ y sii existe un A € IR — {0} tal que y = \x.

~ es una relacion binaria de equivalencia

Demostracion. - x ~ x porque x = 1.

-z ~ y implica que existe A € IR — {0} tal que y = Az, luego existe A\~! € IR— {0} tal que x = A~ 1y,
luego y ~ x.

-z ~yyyn~ zimplican que existen A y u en IR — {0} tales que y = Az y z = py, de donde resulta
que existe Au € IR — {0} tal que z = Auy y, por tanto, z ~ z. [
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1.A.8.Proposicién. IRP™ estd en biyeccién con IR™*/ ~.
Por ello, de ahora en adelante se identificaran ambos conjuntos.

Demostracion. Dado [z], 7=1([z]) = {Ax /X # 0}, luego los elementos de IR™*/ ~ son las rectas
vectoriales de IR™ privadas del origen, y la aplicacién

¢ : R/ ~— IRP™ tal que ¢([v]) = { v : X € R}
asigna a cada recta menos el 0 esa misma recta con el 0 incluido. Esta aplicacién es, evidentemente,
biyectiva. [

1.A.9. A través de esta biyeccién se puede transportar la estructura diferenciable de IRP™ a IR™*/ ~
de manera obvia (las cartas de IR™*/ ~ seras de la forma (U, po$~1), para cada carta (U, ¢) de IRP™).

Vamos a ver otro modelo equivalente del espacio proyectivo.

Sea | | la norma canénica de IR"*!, es decir, dado z = (z!,...,2"*!) € R"t!, |22 = (21)2 + ... +
(z"T1)2, La esfera de radio 1 en IR"*! es el conjunto S™ = {x € R"*! : |z| = 1}.

La relacién de equivalencia ~ definida sobre IR"t1 — {0} como en 1.A.7 se puede restringir a S™
dando una nueva relacién de equivalencia, que seguiremos denotando por ~. Obsérvese que: si z, y €
S, x~ysiiy=xéy=—z, puesto que x ~ y sii y = Az, y y € S™ implica 1 = |Az| = |\||z| = |A].

1.A.10.Proposicién. IRP"™ estd en biyeccién con S™/ ~.

Demostracion. La aplicacién
x
€: (R = (0))/ ~— 87/ ~ dada por €(fs) = | =]
x
estd bien definida y es una biyeccién. En efecto: si y € [z], y = Az, luego
Y A\x Az 1 ol T Y
= = = — — lo que implica — ~ =
lyl (Al A [ lz|
luego £ no depende del elemento de [z] elegido. Ademds se comprueba facilmente que la aplicacién de
S"/ ~en (IR"*! —{0})/ ~ definida por [u] — [u] es su inversa, luego ¢ es una biyeccién, y esto prueba
la proposicién. [

La ultima proposicién da la imagen de IRP™ como una semiesfera de S™ en la que se han identificado
los puntos opuestos del ecuador. En los casos n = 1,2 tenemos los siguientes dibujos

En el caso n=1 se ve que IRP! est4 en biyeccién con (es incluso difeomorfo a) S?!.
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§1.E. EJERCICIOS

1.E.1. Comprobar que la estructura de variedad diferenciable sobre la esfera S™
definida por el atlas dado en 1.3.3 y la definida por el atlas {(U;, 9i)}1<i<2(nt1) en
el que, para 1 < i < n+1, U; = {(z},....,2""Y) /2° > 0} y @i(z!,...,2") =
(b, .. a7 et yparan+2 <i < 2(n41), U = {(z, ..., 2" ) J 2~ (0D <
0} y pi(a!, ...zt = (2, ..., at= (0D =1 gimndD+1 - gntl) son la misma.

1.E.2. Demostrar 1.3.5.

1.E.3. Comprobar 1.4.5.

1.E.4. Ver que, si se tienen dos atlas de dimensién n y clase C*¥ sobre un espacio
topolégico M que inducen una estructura diferenciable sobre M para las que las cartas
son homeomorfismos con respecto a la topologia inicial de M, para comprobar que los
dos atlas definen la misma estructura diferenciable no es necesario probar la propiedad
©(UNV) abierto de IR™ para (U, ¢) carta de un atlas y (V, ) carta del otro.

1.E.5. Probar que la estructura de variedad diferenciable sobre S! definida en
1.6.2(c) coincide con la dada en 1.3.3.

1.E.6. Probar que la aplicacién 7 : @* — S* definida (en el ejemplo 1.6.2.(c)) por
m(z) = z/|z| es C*°. Se sugiere hacerlo siguiendo los pasos:

(i) Probar que {(U, ), (V,®)} (con U =@* — X1; A € R™}, ¢ : U — IR} x]0, 27|
definida por ¢(z = |z|e??) = (|z|,0), V =T* — Xi; A € RY}, @ : V — IR} x]0,27]
definida por ®(z = |z|e??*t3)) = (|2],0)) es un atlas para @* que define la misma
estructura diferenciable que la carta (@, ¢) definida en el ejemplo 1.6.2.(b).

(ii) Usar el atlas anterior para probar que m es C'™.

1.E.7. Dar una demostracién directa (sin usar que €* es un grupo de Lie) de que
S! es un grupo de Lie.

1.E.8. Dotar de una estructura de variedad diferenciable al toro de revolucién de
IR3 (cfr. 1.3.2) y comprobar que es difeomorfo a S* x S*.

1.E.9. Completar los detalles de la demostracion de que la aplicacion £ definida en
1.6.2(d) es un difeomorfismo de clase C*°.

1.E.10. Probar que la topologia canénica de S™ inducida por la estructura diferen-
ciable dad en 1.3.3 o 1.E.1 coincide con la topologia usual de S™. Probar lo mismo para
la topologfa producto de dos variedades diferenciables y la topologia candénica inducida
por la estructura diferenciable producto.
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2. ESPACIO TANGENTE

§2.1. INTRODUCCION.

Para definir la diferencial de una aplicacién entre superficies era necesario definir
primero el plano tangente en cada punto, un espacio vectorial de dimensiéon 2 que, en
cada punto, era una aproximacion de un entorno del punto en la superficie por un espacio
vectorial. Para definirlo se consideraban las curvas pasando por ese punto, que eran, a
su vez, curvas de IR3, y el espacio tangente en ese punto era el espacio de los vectores
tangente a esas curvas en IR3. En variedades diferenciables también es necesaria la
nocién de espacio vectorial tangente para poder definir la diferencial de una funcién.
La idea para definir este espacio vectorial es la misma que para superficies: el espacio
tangente a una variedad M en un punto p es el conjunto de los vectores tangentes a
las curvas pasando por p. El problema es que, ahora, las curvas no son curvas en IR™
y, por lo tanto, no tenemos definido lo que es el vector tangente a una curva. Hay que
definirlo. La idea para hacerlo es identificar el concepto de vector tangente con el de
la derivada direccional en la direcciéon de ese vector. En IR"™, dados un vector v y un
punto p de IR"™, para cualquier funcién f definida en un entorno de p estd definida la
derivada direccional D, f de f en p en la direccién de v. Si «(t) es una curva de IR"™
tal que a(0) = py &/(0) = v, por la regla de la cadena se tiene que D, f = %(0).
Esta es la férmula que servird para definir el vector tangente a una curva c(t) de una
variedad diferenciable M en un punto p = ¢(0): se definird como el operador v = ¢/(0)
que, a cada funcién diferenciable f definida en un entorno de p, le hace corresponder
el nimero vf = d({izc) (0). Una vez definido esto comprobaremos que el espacio de
esos vectores tangentes es un espacio vectorial de la misma dimension que la variedad.
Veremos, a la vez, que un vector tangente en p es una derivacion, es decir, un operador
sobre el espacio de las funciones definidas en un entorno de p que verifica las mismas
reglas formales de actuacion que la derivada direccional. Cabe entonces preguntarse si
todas las derivaciones son vectores tangentes o no. Veremos que para el caso de las
variedades C'*° el espacio tangente y el espacio vectorial de las derivaciones coinciden.

En todo este capitulo, I denotard un intervalo abierto y ¢y serd un punto de I.

§2.2. DEFINICION DE ESPACIO TANGENTE

2.2.1. Definicién. Sea ¢ : I — M una curva de clase C" (k > r > 1) sobre una
variedad diferenciable M de clase C*, con c(ty) = p € M, y se Fp el conjunto de las
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funciones definidas en algiin entorno de p (que puede ser distinto para cada funcién)
que son de clase C* en p. El vector tangente a la curva c en p es la aplicacion:

d(foc)

d(to) : Fp — IR definida por ' (to)f = -

(to) para toda f € F).

Un vector tangente a M en p es un vector tangente a una curva c : I — M de clase

C" que pasa por p (i.e. c(tg) =p).
El conjunto de los vectores tangentes a M en p lo denotaremos indistintamente por
T,M 6 M,.

2.2.2.Definicién y Proposicién. Una derivacion de F, es una aplicacion D : F, —
IR que verifica las propiedades

(i) D(f +g) = Df + Dg,

(ii) D(Af) = ADf para todo X € IR,

(iii) D(fg) = (Df)g(p) + f(p)(Dyg).

Denotaremos por D,, el conjunto de las derivaciones de F,. Es un espacio vectorial
real con las leyes (AD)f = N(Df) y (D+E)f = Df+Ef para todo A € IR y cualesquiera
D,EeD.

Se tiene que T, M C D,

Demostracion. Es facil ver que T,M C D,. Siv = (ty) € T,M y f,g9 € Fp, entonces

v(f+g) = W(to) = d(];;v J (to) + d(gdz ‘) (to) =vf+wvg, vy
v(fg) = W(to) = 4o Z(go C)>(t0)
=29 ) g0 e)ta) + (70 )t0) 222 1) = (0 (p) + FB)og.
]

2.2.2°. Obsérvese que de (iii) se deduce que D1 = D(1 x 1) = 1D1 + (D1)1 = 2D1, y,
por tanto, D1 = 0. De aqui , junto con (ii), se deduce que para toda funcién constante
A, DA\=D(A1)=AD(1) =0.

2.2.3. Dado un sistema de coordenadas (U, ¢) de M en p (p € U), se considera la curva
a;(t) : I — U (con 0 € I) definida por a;(t) = ¢~ 1(¢(p) + t(0,...,0,1,0,...0)) con 1
ocupando el lugar i-ésimo. Se definen los vectores

8axi |, = aj(0), i=1,...,n.

Estos vectores actian sobre las funciones f € F, (como se ve aplicando la regla de la
cadena, recordando que 27 = rf oy y usando que foa; = fop loypoaq;) de la siguiente
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manera:

(2.2.3.1)

Z N2 (ool = 220 (i,

2.2.4. Teorema. T,M es el subespacio vectorial de dimensién n de D,, generado por
los vectores

0
D1l g

que son, ademds, una base de T}, M.

(2.2.4.1)

Demostracion. Dada una carta (U, ¢) de M en p, una curva arbitaria c(t) de M de clase
C" con ¢(tp) = p y una funcién cualquiera f de clase C" definida sobre un abierto V' de
M que contiene a p, se puede escribir

foc(t)y=fop togpoc(t) para tec N (UNV), vy

= W0 ) — df o) (C“ilf 2 <to>)

=3 WL ) M) Z W20 1) L,

lo que da que todo vector ¢/ (o) € T, M se puede escribir como la combinacién lineal

(2.2.4.2) (ﬂm>:§j§9%§9@w§%u,

=1

y, para ver que los vectores (2.2.4.1) generan T,M, falta ver que toda combinacién
lineal de esos vectores (Considerada como elemento de D)) es el vector tangente a alguna
curva. Vedmoslo: sea Y. | v’ 55 |,, con v € IR. Definamos la curva a(t) = ¢~ (¢(p) +
(tvl, ..., tv™)), que verifica a(0) = p; aplicando la férmula (2.2.4.2) se tiene

 —d(@ioa) 0 < 3

=1 =1

luego Y1 v' 2|, € T, M.
Por lo tanto para acabar la demostracién del teorema solo falta ver que los vectores

%\p, s a = |p son linealmente independientes, pero esto es consecuencia de que
0, ;_ 0@ op™) O(rfopoyp™) ;
Oz lpz’ = T(@(Z))) = i (p(p)) =07,



22 VARIEDADES DIFERENCIABLES

y, por lo tanto

N I N I
ZA%b:OlmphcaO:Z)\ lpz? = N

i=1 = o
para todo j € {1,...,n}. O

2.2.5. Nota. Obsérvese que la féormula (2.2.4.2) significa que todo vector v € T, M se
puede escribir en la forma

2.2.5.1 = t—
( ) v va . s

puesto que, por definicién, v es el vector tangente a una curva c(t) en p y vt =

d(z'oc
%(to)-

2.2.6.Nota. Sea (IR™,id) la carta identidad de IR™. Con ella z* = r?oid y 8‘21- = 8%-.
Para cada z € IR" se define el isomorfismo candnico

" .0
®, :T,IR" — IR" tal P, L
al que (g ) 97

=1

l2) = (v', ..., ™).

Con este isomorfismo se tiene que, si ¢(t) es una curva de IR™, su vector tangente en ¢
considerando IR™ como variedad diferenciable con el atlas definido por la carta identidad
y su derivada en ¢y en el sentido visto en los cursos de anélisis estan relacionados por:

d(to) = Pe(ie) (€' (t0)),

donde el ¢/(tyg) del miembro de la izquierda de la igualdad es la derivada en el sentido
del andlisis y el ¢/(tg) de la derecha es el vector tangente a c(t) en ¢ty como curva de la
variedad IR". En efecto: de (2.2.4.2) se deduce que

n

By (¢ 10)) = oy (Z Ww%w) — (2t T2 1)) = o)

1=1

2.2.7.Teorema. Si M es una variedad C*°, para todo p € M se verifica que T,M = D,,.
Demostracion. Para la demostracion de este teorema usaremos el siguiente

Lema. Sea (U, ) una carta centrada en p (p € U y ¢(p) = 0). Para cada f € Fp,
existen funciones fi, ..., f, € F, tales que

0

:%bf y f:f(p)-l-Zm’fienunentornodep.

1=1

fi(p)
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Demostracion del lema. Sean F'= fop~1 yr € Rt tal que B(0,7) C ¢(U). Para cada (a',...,a") €
B(0,r) se tiene
F(a,...,a") = F(a',...,a") — F(a',...,a""1,0) + F(a',...,a" " 1,0) —
— F(a',0,...,0) + F(a',0,...,0) — F(0,...,0) + F(0, ...,0)

dF . .
:F(O,...,O)+Z/ A A ai = tab 0, 0) dt

. 0
(2.2.7.1)

" [t oF , , ,
= F(0,...,0) + Z/ _(a',...,a"" 1 tat,0,...,0) a’ dt
— Jo

=F(0,..,0)+ > d'F;,

donde F; es la funcidon

- (a ,...,aiil,tai,O,...,O dt.
o Ort )

Escribiendo (2.2.7.1) en forma funcional
(2.2.7.2) F=F(0,..,0)+ Y r'Fi.

Componiendo con ¢ y definiendo f; = F; o ¢, se tiene

1
fi(p) = F; o p(p) = F;(0,...,0) = /0 8_1:(07 .y 0)dt

or
oF _O(foe™h)

= 55(0,...,0) e (0,..,0) =

lo que prueba la primera afirmacién del lema. Para la segunda usamos (2.2.7.2) para ver que:
n .
f=fop ltop=Fop=F(0 0)—1—27“ op)(F;op) = (p)—l—Zx’fi,
i=1

lo que acaba la demostracién del lema. [

Vamos ahora con la demostracién del teorema. Dada una carta cualquiera (U, ) en
p, sea ¢ = 1 — (p), entonces (U, p) verifica las condiciones del lema. Puesto que ya
vimos que T, M C D,, bastard probar ahora la inclusién contraria y, para ello, gracias
al teorema 2.2.4, bastard con probar que para toda derivacién A € D,, se tiene que

A= ZA 8x’

Vamos a probar que esta expresién es correcta. Dada f € Fp, usando el lema tenemos

que f = f(p) + X i, fir", luego

AfZA(f(p)Jr;fixi):;A(fE +Zx JAf; = ZA ZA W

p /)
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que es la formula que queriamos demostrar. [

Aunque no es necesario para la demostracion del teorema anterior, es interesante

observar que para las cartas usadas en esa demostracién se tiene que 27 = y? —y’(p), de

donde resulta que g_;j. = 5;. y, por lo tanto (ver (2.3.1) a continuacién), é%i

_ 0
P = BLilp
Ademads, como una derivacién actuando sobre una funcién da 0 (ver 2.2.2’), se tiene que

Azt = Ay,

§2.3. CAMBIOS DE COORDENADAS Y VARIEDAD TANGENTE.

2.3.1.Proposicién. Sean (U, ) y (V,1) dos cartasen p. Siy? =ri oy yat =r'op,
se tiene que

oz’ o
(2.3.1.1) Z ayf —|p, donde -(p) = —[px".

Gyf oyl oy’

: _ n i_0 _ n j_0 .
SiveT,Myv=3 1 Vgzlp=> 3w 5,7 |p» entonces se tiene

(2.3.1.2) w’ = Zv"a—;(p), donde —]( ) =

E abuso de notacion (que cobrara mas sentido cuando hablemos de campos vectoriales)
usado en (2.3.1.1 y 2) se extiende a

0 0 .
@bf = a—a‘i(p) para cualquier f € F,.

Demostracion. La féormula (2.3.1.1) resulta inmediatamente de (2.2.5.1), y de (2.3.1.1)
resulta que

Z aJ|p Z Z Zaxl|py Gyj ZZU 3x"|py )>(9J|

7j=1 =1 7j=1 =1

de donde se deduce la proposiciéon. [J

2.3.2. Teorema. Si M es una variedad de dimensién n y clase C*, el conjunto T M
union de los espacios tangentes T, M para p € M se puede dotar de una estructura de
variedad diferenciable de dimensién 2n y de clase C*~1,

Demostracion. Sea m: TM — M la aplicacién candnica que a cada vector v € T, M C
TM le hace corresponder m(v) = p. Sea A un atlas sobre M. Construimos un at-
las A sobre TM de la siguiente manera. Para cada (U,¢) € A, se define la carta
(7=1(U),7,) de TM de modo que 7, : 71 (U) — ¢(U) x IR™ es la aplicacién 7,(v) =
(p(m(v)),vl,...,v™), donde v son las componentes de v en la base {%|ﬂ(v), o &;L”LT(U)}
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(ie. v =31 V"2 |r(u))- Se tiene que 7,(7~H(U)) = ¢(U) x IR™, abierto de IR*", y es
facil comprobar que 7, es una biyeccién. Vamos a comprobar ahora que la familia de

cartas A asi definida es un atlas sobre T'M. Veamos que verifica los axiomas:

ATY) U, pyea™ "U) =7 U, pyea V) =7 (M) = TM.

AT2) Si (U, ), (V,9) € A, entonces 7o(n =L (U) N7~ (V) = 1o(r=1H(UNV)) = p(UNV) x R,
que es un abierto de IR?".

AT3) Usando las férmula (2.3.1.2) se obtiene

v -
= oxt Ox*

n a 1 n a n
Ty 075 (), 0l ™) = (B(p), Yo 0TS, Y0 S,
=1

que es una funcién diferenciable de clase C*—1. [

2.3.3. Definiciéon y observacién. La variedad T'M tal y como se ha definido en la
demostracion anterior se llama fibrado tangente de M o variedad tengente a M.

Se puede probar que si M con su topologia canonica es Hausdorff o verifica el segundo
axioma de numerabilidad, entonces TM también es Hausdorff o verifica el segundo
axioma de numerabilidad.

2.3.4. Proposicién. La aplicacion w : TM — M definida en la demostracién de
2.3.3 es de clase C*~1.

Demostracion. Para cada z € TM, sea (U, ) una carta en 7(z), entonces w(r~1(U)) =
Uy pomor,(p(x),v) = ¢(x) es una aplicacién de clase C*k=1 (en realidad es C*),
luego m es C*—1. O

§2.E. EJERCICIO.

2.E.1. Dado un punto p de una variedad diferenciable M de dimensién n, sea C la
familia de todas las cartas de M en p. En IR™ x C, se define la relacién de equivalencia

(X, (U,p)) ~ (Y, (V,¢))siysolosi Y =d(¢o cp_l)(p(p)X.

Probar que se trata realmente de una relaciéon de equivalencia y que el conjunto de las

clases de equivalencia forma un espacio vectorial naturalmente isomorfo a T, M.
NOTA: Si se escribe la relacién anterior usando coordenadas, con X = (X1,..., X"), Y = (Y!,...,Y™),
zt =rtop eyl =rl o, larelacion de equivalencia anterior se escribe

) = 9yd ;
Yi=3 @)X,
i=1

aij::

oz or®
y la definicién de vector usando esta relacién de equivalencia corresponde con la manera de los fisicos

i -1
(con el convenio M) que coincide con la férmula (2.3.1.2) de cambio de coordenadas,

clésicos de ver los vectores (contravariantes).
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3. LA DIFERENCIAL DE UNA APLICACION

§3.1. INTRODUCCION.

En este capitulo vamos a definir la diferencial de una aplicacion. Hay, entre otras,
dos maneras naturales de hacerlo de modo que sea una extensiéon del mismo concepto
para aplicaciones entre espacios euclideos.

El primero de ellos consiste en recordar que, si f es una aplicaciéon de IR™ en IR",
p es un punto de IR™, v un vector de IR™, D, f denota la derivada direccional de f
en p en la direccién de v y df,(v) denota la diferencial de f en p actuando sobre v,
entonces se verifica que df,(v) = D,f. Como en una variedad diferenciable M un
vector tangente v € T, M se define como generalizacién de la derivada direccional, una
definicion natural de la diferencial de una aplicaciéon f : M — IR en p actuando sobre
v serfa df,(v) = vf. Como la accién de v sobre f se habia definido viendo v como el
vector tangente a una curva y usando la regla de la cadena, para definir la diferencial
de una aplicacion f : M — N entre variedades diferenciables es natural considerar que
la acciéon de la diferencial f,, de f en p € M sobre un vector v € T, M tangente a una
curva c(t) (tal que ¢(0) = p) en p sea f.,(v) = %(O).

Otra manera natural de definir esta diferencial seria usando sistemas de coordenadas
que dan lugar a un diagrama conmutativo

UcM — VN

d v
m  Yofop ! n
p(U) C R™ ——— (V) C R™,
y definiendo f,, usando la diferencial de la aplicacién 1 o f o ¢!, que es conocida por
ser una aplicacién entre espacios euclideos, y las diferenciales de las aplicaciones ¢ y 1
que habra que definir adecuadamente.
Veremos que esta segunda manera de definir la diferencial de una aplicacién es con-
secuencia de la primera (en realidad, son equivalentes).
En toda esta leccién todas las variedades diferenciables serdn de clase C* y todas las
aplicaciones diferenciables de clase C" (r < k).
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§3.2. DEFINICION DE LA DIFERENCIAL DE UNA APLICACION

3.2.1.Definicién. Sea f : M — N una aplicacién diferenciable, p € M. La diferencial
de f en p es la aplicacion lineal

fop : TpM — Ty, N tal que fop(v) = p (0),

siendo ¢ : I — M una curva de M tal que ¢(0) =p y /(0) = v.

Para que la definicién sea correcta falta comprobar que la expresion dada para f.,(v)
no depende de la curva c elegida verificando las condiciones ¢(0) = p y ¢/(0) = v y que
es lineal. Todo ello es consecuencia de la siguiente proposicién:

3.2.2.Proposicién. Para f como antes se tiene que, si (U, @) es una cartaenpy (V, 1)
es una carta en f(p), yv=> ., Ui%, entonces

n m GyJOf a
f*p Z Z le ayj ‘f(p)

7j=11:=1

Demostracion. Por la expresién en coordenadas del vector tangente a una curva que
vimos en la leccién anterior (féormula (2.2.4.2)), y aplicando la regla de la cadena y la
férmula (2.2.3.1) que dice como actia % p sobre una funcién real,

d(f o C) (0) _ Z d(yﬂ :ltf o C) (0) ayj ‘f(p)

dt :
7j=1
_ — Iy ofop™) d(z%oc) yﬂof
_ j:“; o (¢(P))=7—(0) 3y3 1) = ;2 By 8yf 70>

que es la férmula que buscdbamos. [

Como en la expresién de f,,(v) recién dada no figura ninguna curva, se tiene que
f+p(v) no depende de la curva tangente a v que se elija en la definicién 3.2.1. Por otro
lado, esta misma expresion dice que, en las bases de T, M y de T,y N asociadas a las
cartas elegidas, las componentes de f.,(v) se obtienen haciendo actuar la matriz

dy'of dy'of vl
ozl T Ox™ .
(3.2.2.1) e sobre el vector S I
dy"of oy"of m
Ozl T oz™ v

lo que indica que f,, es lineal. La matriz (3.2.2.1) es la matriz de f., en las coordenadas

(U, )y (V,2).
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3.2.3.Nota. Dada una carta (U,y) de una variedad diferenciable M, usando la
formula de la proposicion 3.2.2, se tiene que

<P*p(z Gx" Z v’ Z e go (97‘9 |<p(p)
=1

(3.2.3.1) e n
- sz Z 52 374 lo(p) = Zvjﬁb(p)'
=1 =1 7j=1

3.2.4.Definicion. Sea M una variedad diferenciable de dimensién m, f : M — IR™
una aplicacion diferenciable, se llama (también) diferencial de f en x € M a la aplicacién

dfe = ®4(z) © fog : ToM — IR" para recordar la definicién de ® ¢, ver (2.2.6).
De la definicién de @y, y la férmula para f., resulta la formula

T = O(17 Of i 9 6

11]1

U 1O (0]
Za(%ﬂf ’Z o(r" f o).

1=1 =1

(3.2.4.1)

De la definicién de dy, y de la féormula (3.2.3.1) para ¢, se deduce que

L0
(3.2.4.2) dipp () v* oiln) = (vt ..., 0™).

=1

3.2.5.Nota. Cuando n = 1 en la definicién anterior, denotaremos 7! por r, que es,
simplemente, la aplicacién identidad de IR en IR, y usando (3.2.4.1), se tiene que, si
v="3"1" v, entonces

Y2

(3.2.5.1) dfe(v) =) ggﬁ :
=1

que es la expresion que, con frecuencia, se toma como definicién de la diferencial de una
funcién en un punto.

3.2.6.Proposicion. Si f : M — N es una aplicacion diferenciable entre variedades
diferenciables de dimensiones m y n respectivamente, (U, p = (x!,...,2™)) es una carta
de M enxe M,y (V,=(y',....,y")) es una carta de N en f(x), entonces

feo = () P od(o fop™ ) odps.
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Demostracion. De las formulas y definiciones anteriores resulta que
9w of), ;0 N9 ofop) i 0
fra(v) = ZJ T(w)v a—yj|f(m) = ; i (¢(x))v a—yj\f(x)

s d(y'ofo -1 - Idy"ofo -1 .

=1 =1

_ (d¢f(x))_1 (6(?;] Oa];io - >(<,0(ac))>

1<i<m,1<5<n "

m

; 0
= ()" 0 d(W 0 f o™ o) 0 dpu(D v 5 1e)-

=1

O

Obsérvese que el teorema anterior (al igual que la férmula dada en la proposicién
3.2.2) dice que la matriz de f,, con respecto a las bases de T, M y Ty N dadas
por dos sistemas de coordenadas en x y en f(z) se calcula (al escribir f usando esas
coordenadas) igual que se hacia con las aplicaciones diferenciables de IR™ en IR™. Lo
mismo ocurre para df, cuando f es una funcién de M en IR.

Dada f : M — IR diferenciable, como f,,, es lineal y ®(,,) es un isomorfismo, resulta
que df, : T,M — IR es una aplicacién lineal, i.e. un elemento del espacio dual T, M*
de T, M.

3.2.7.Definicién. Se llama espacio cotangente a M en p € M al espacio dual de T,,M .
Lo denotaremos por T;; M.

3.2.8.Proposicién. Si (U, ) es una carta de M en p, {dle,, ..,dr}'} es una base de
T M.
P

Demostracion. Usando la proposicion 3.2.2 y el cdlculo que ya hicimos en la demostracién
de 2.2.4, resulta que

(3281) (o) = O () = 7,

de donde resulta que {dz,, ...,dz}'} es la base de T;* M dual de {%b, s Bacimkv}' O

Como df, € T;* M, se podré escribir como combinacién lineal de las dz},. De (3.2.5.1)
y (3.2.8.1) se deduce que su expresién concreta es

i 0 - 8
=1
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3.2.9.Lema. Sea :.J — I un difeomorfismo de intervalos abiertos. Si se consideran
las curvasc: I — M ya=cof3:J — M, entonces

Demostracion. Aplicando la definicién de vector tangente a una curva y la regla de la
cadena para aplicaciones entre intervalos de IR, se tiene que, para cualquier f € F(y),

(foa)(s):d(fOCOB) d(foc) g, _db

/ d /
o'(s5)f = B2 2208 () = B2 3(5) 52 (5) = S (5) ¢ (B(9))

0

3.2.10.Proposicion. Sic: I — M es una curva diferenciable, entonces

¢(0) = cal o)

Demostracion. Sea [(s) una curva en I tal que 5'(0) = d%|t, por ejemplo f(s) =t + s.
Usando la definicion de c, y el lema anterior, se tiene

d

C*t(%h) = (co 5>/(0> = 6/(0>Cl(t> = C/(t>-

O

3.2.11.Proposiciéon. Si M es conexa y f : M — N es diferenciable, entonces f es
constante si y solo si f., = 0 para todop € M.

Demostracion. Si f es constante (i.e. f(z) = x € N para todo z € M), para todo
p € M y para todo v = ¢/ (ty) € T,M se tiene que f.,(v) = (f o) (t,) = 0 porque para
toda g € F, se tiene que go f oc(t) = g(z) para todo t y, por lo tanto, (f oc) (tg)g =
(go foc)(tg) =0. Luego f., = 0. Obsérvese que para esta parte del teorema no es
neceario que M sea conexa. De paso, hemos visto también que el vector tangente a una curva
constante es el vector 0.

Reciprocamente, supongamos que f,, = 0 para todop € M. Sea z € f(M). Como f
es continua, f~1(x) es cerrado. Como M es conexa, solo falta ver que f~1(x) es abierto
en M para ver que es igual a M y que, por tanto, f es constante. Par verlo, para cada
p € f~1(x), elijamos una carta (U, p) de M en p y una carta (V%) de N en x = f(p)
tales que f(U) C V. Se deduce de la proposicién 3.2.6 que

Ao fop™ o) = dbsp) o fap o (dpp) ™t =0,

luego 1o foyp ™! es constante (igual a 1 (x)) sobre p(U), luego f =1~ o (o fop 1)op
es constante (igual a x) sobre U, luego p € U C f~1(z), luego f~!(x) es un abierto. [
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3.2.12.Proposicién (Regla de la cadena). Si f : M — N y g: N — P son
aplicaciones diferenciables, entonces

(90 fee = i) © fra-

Demostracion. Sea v € T, M, ¢ una curva de M tal que ¢(0) = x y ¢/(0) = v, resulta
inmediatamente de aplicar la definicién que

d(go fo d(f o
(g0 1w = T2V 0) = g 10y M2 (0) = gy ().

§3.3. INMERSIONES Y SUMERSIONES

En este apartado M y N seran variedades diferenciables de dimensiones m y n
respectivamente.

3.3.1.Definiciones. Una aplicacién diferenciable f : M — N se dice que es una
inmersion (o que (M, f) o f(M) es una subvariedad de N) si para todo x € M, el
rango de f., es m (i.e. f., es inyectiva). Si, ademas, f es inyectiva, se dice que es un
embebimiento (o que (M, f) o f(M) es una subvariedad embebida de N ). Si, ademds,
f es un homeomorfismo cuando se considera sobre f(M) la topologia inducida por la
de N, entonces se dice que (M, f) (o f(M)) es una subvariedad regular de N.

Cuando M C N y se dice que M es una subvariedad, subvariedad embebida o
subvariedad regular de N, se sobreentiende que lo es el par (M,i), donde i : M — N
es la aplicacién llamada inclusién canénica, que se define por i(z) = z. Obsérvese que,
entonces i,, 1, M C T, N y, a menudo, se identifican, sin mencién explicita, que es clara
por el contexto, ., T M y T, M.

Hay que advertir que esta terminologia no es unanime. Cada vez que uno coge un
libro y lee estas palabras, antes de seguir adelante, hay que ver como las entiende ese
autor.

Las superficies, tal y como se definieron en los grupos A y B en el curso 94-95, son subvariedades
regulares de IR3. Tal y como se definieron en el grupo C en el mismo curso son inmersiones de un
abierto de IR? en IR3.

3.3.2.Ejemplos.

3.3.2.1. La curva f : IR — IR? definida por f(t) = (+3,?) es una aplicacién C°,
pero no es una inmersioén, pues en t = 0, f.o(-L|o) = f/(0) = 0.

3.3.2.2. f(t) = (13 — 4t,t?> — 4) es una inmersién, pero no es un embebimiento, pues
tiene una autointerseccién (f(2) = f(—2) = (0,0)).
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3.3.2.3.
(0,—(t+2)) parate€]—3,—1]

1 1
£(t) = { unacurva C*° que une (0,—1) con (—,0) parate[—1,——]
s T
1 1
(—t,sen(-)), parate€|— —, 0]
t s

es un embebimiento. Sin embargo, no es una subvariedad regular porque, en la topologia
de f(] —3,0[) inducida por la de IR?, todo entorno de p = f(—1) tiene una infinidad de
componentes conexas, mientras que existen entornos de —1 que son intervalos abiertos
y, por lo tanto, conexos.

3.3.2.4. La aplicacién f(t) = (¢,t) de IR en IR? hace de (IR, f) una subvariedad
regular.

3.3.2.5. Si f: M — N es una inmersién, embebimiento o subvariedad regular, U es un
abierto de M, V un abierto de Ny f(U) C V, entonces f : U — V es, respectivamente,
una inmersién, embebimiento o variedad regular.

Nota: Es posible probar (ver, por ejmplo, Boothby, pag. 79) que si M es compacta un embebimiento
f: M — N es una subvariedad regular.

3.3.3.Definicién. Una aplicacion diferenciable f : M — N se dice que es una
sumersion si, para todo x € M, el rango de f., esn (i.e. f., es suprayectiva).

3.3.4.Ejemplos.

3.3.4.1. Las proyecciones wp; : M X N — N y nny : M x N — N definidas por
v (z,y) =2y nn(z,y) =y son sumersiones. En efecto:



VARIEDADES DIFERENCIABLES 33

Vimos en el capitulo 1 (Proposicién 1.5.9) que my; y mn son diferenciables. Por la
formula que vimos en 3.2.6 para el calculo de la diferencial, para cualquier aplicaciéon
f: M — N el rango de f, es igual al de d(¢) o f o cp_l)(p(x). Particularizamos esto
para la aplicacién my; (e igual se hace para my). Sabemos que si (U, ¢) es un sistema
de coordenadas de M en z y (V,4) lo es de N en y, entonces (U x V,p x 1) lo es de
(x,y) en M x N. Se tiene entonces que

rango mpfs(z,y) = rango d(pomp o (@ X lﬂ)_l)(@(x)’w(y)),

y como pomaro(px 1)L (p(2), ¥(w)) = goma (2, w) = p(2), se tiene que rango(Taru(s )
= rango(dy,;) = m, y Ty es una sumersion.

De los célculos anteriores resulta tambidn que pomy o (@ x )~ : o(U) x (V) —
©(U) es la proyeccién sobre el primer factor, luego su diferencial (como aplicacién de
IR™ x IR™ sobre IR™) es ella misma (por ser lineal) y

0 _ _ i
WM*(x,y)@kx,y) = (dpg) P od(pomar o (0 X V) ) i)y © AP X V) (2.5)07 | (2.

= (d(px>_1 o d((p OTp O ((p X 77/}>_1)((p($)7¢(y))(0, .,0,1,0, ..., 0)

0
- T -1 1 = = - lz
(d(p ) (07 707 707 70) ax1| ?

donde (0, ...,0,1,0,...,0) lleva el 1 en el i-ésimo lugar, ademas

0 _ -
71'M>»<(w,y)a—yj|(‘r,y) = (depa) o d(p om0 (@ X ¢) 1)@@)@@))(0, .,0,1,0,...,0)

= (dgz)~(0,...,0) =0,
donde, ahora, el 1 de (0,...,0,1,0,...,0) ocupa el lugar m + j. Andlogamente se ve que

9 0 0
WN*(%Z/)@‘(%Z/) =0y 71-N>|<(gc,y)8—yj|(ac,y) = 8—y3‘y

Por lo tanto, si definimnos la aplicaciéon
LTy )M X N — T M @ TyN tal que «(X) = Tari(z,) X + Tnw(a,y) X

¢t lleva una base en otra, por lo tanto es un isomorfismo. Este isomorfismo permite
decir que el espacio tangente a una variedad producto es la suma directa de los espacios
tangentes a cada factor.

3.3.4.2. La proyeccién canénica 7 : IR"T1* — IRP™ tal que 7(x) = [z] es una sumersién. En
efecto, para cada * € IR"1* sea (V},¢;) una carta (de las definidas en la leccién 1) de IRP™ en

m(z). Como en el ejemplo anterior, tenemos que (gracias a 3.2.6), el rango de 74, coincide con el de
d(pj o) : R*t1* — IR™, pero

( 1 n—‘,—l) (IITI mjfl $j+1 xn+1 )
Py PR} o PERE) 2 ) I PREES} i )
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y la diferencial de esta aplicacién tiene por matriz

1

L 0 0 0~z 0 0
L 0 0 —=Z 0 0
xJ (3:3)2

0 0 o0 1 2l 0

xzJ (Ej)2 )
J+1 1

0 0 0 2 & 0
co S :

0 0 0 0 —&5 0 . L

y la submatriz que se obtiene de la anterior al quitarle la j-ésima columna tiene determinante 1/(27)™ #

0, luego m«y tiene rango n.

§3.4. LAS TRASLACIONES EN UN GRUPO DE LIE
3.4.1.Definicién. Sea G un grupo de Lie. Para cada g € GG, se definen las traslaciones
a la derecha R, y a la izquierda L, como las aplicaciones

R, : G — G tal que Ry(h) =hg y L, : G — G tal que L,(h) = gh para todo h € G.

Resulta de la definiciéon de grupo de Lie y de la proposicién 1.5.8 que R, y L,
son aplicaciones C'°°, de inversas respectivas R,-1 y Ly,-1 y, por lo tanto, son C>°-
difeomorfismos. De estas observaciones y de la regla de la cadena 3.2.12 se deduce que
Rgysz ¥ Lgsy son isomorfismos para cada x € G (ejercicio 3.E.2).

§3.E. EJERCICIOS

3.E.1. En IR3 se consideran las coordenadas polares (r,0, z) definidas por
x1 =rcosl, zo =rsenfd, r3=2z; (r,0,z2)€]0,00[x]0,27[x R,

y las coordenadas esféricas (p, ¢, ¢) definidas por
T T
T1 = pCospcosd, o = pcospsend, r3 = pseny; (p, P, p) E]O,oo[x]O,Qﬁ[x]—g, 5[

Definir una carta de IR? con cada uno de estos sistemas de coordenadas. Probar que
estas cartas son compatibles con la carta identidad (i.e. definen un atlas con ella).
Si (U, () es la carta definida por las coordenadas polares y (V, ) la definida por las
coordenadas esféricas, encontrar la matriz de cambio de base entre las bases candnicas
(asociadas a esas cartas) del espacio tangente a IR? en un punto de U NV.

3.E.2. Si GG es un grupo de Lie de dimension n, calcular el rango de las diferenciales
de las aplicaciones R, y L, definidas en 3.4.1.
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3.E.3 En S* x S, se considera la carta (U, ¢) dada por U = (S* —{1}) x (S* —{1})
v (e, e?) = (u,v), con (u,v) €]0,27r[x]0,27[. Sea g = (e'™,i) € St x St. Calcular,
para w €]0, Z[,

0 0
L *(etw 1)~ |(etw 4 R *x(etw 3) A |(etw 7)-
grtem gl Y Ryserni gl

. Te sugieren algin comentario los resultados?.
3.E.4. Sea 7 : IR"T'* — IRP™ la proyeccién canénica. Calcular

n+1 ' 8 n+1 ‘ a
Tx(1,0,..., 0)(2 vlari|(1,0,...,0)> y W*(vl,...,vn"‘l)(zvzari|(Ul,-~-7’lln+1))‘
=1 i=1

Comentar (quizéds con un dibujo) los resultados.
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4. TEOREMAS DE LA FUNCION
INVERSA Y DE LA FUNCION IMPLICITA

Las variedades y aplicaciones de este capitulo se consideraran todas de clase C*.

§4.1. TEOREMA DE LA FUNCION INVERSA.

4.1.1. Teorema de la funcion inversa. Sea f : M — N una aplicaciéon entre
variedades M 'y N y x € M tal que fop : TeM — TN es un isomorfismo.
Entonces existe un entorno abierto U de x en M tal que f(U) es un abierto de N y
flu : U — f(U) es un difeomorfismo.

Demostracion. Observemos primero que, puesto que f,, es un isomorfismo, se tiene que
M y N tienen la misma dimension. Sea n esta dimension. Como f es diferenciable,
existen cartas (U’,¢) en z y (V,4) en f(z) tales que f(U') C V. Como f., es un
isomorfismo, d(1o fop™") = dipp(y) 0 fiz 0 (dps) ™" es un isomorfismo de IR™ sobre IR".
Entonces, por el teorema de la funcién inversa que se vié en andlisis, existe un abierto
U de IR™ que contiene a o(z) tal que Yo fo cp_l(ﬁ) es un abierto de IR™ (que contiene
a (f(x)) yofop:U — o foeL(U) es un difeomorfismo. Entonces, si
definimos U = ¢~ 1(U), tenemos que f(U) = ¢~ (po f o =1 (U)) es un abierto de N y
f:U — f(U) es un difeomorfismo. [

§4.2. CONSECUENCIAS PARA LA ELECCION DE CARTAS.

4.2.1. Definicién. Un conjunto de funciones {y'} definidas en un entorno de x €
M se dice que son independientes si {dy’} es un conjunto de elementos linealmente
independientes de T); M.

4.2.2. Definicién. Dada f : M — N, se define f : T]’f(w)N — T M como la
aplicacion dual de f., (i.e. (f20)(v) = 0(f.zv)).

4.2.3. Lema. Si f: M — N, para una g : N — IR arbitraria se tiene que:
a) fz(dgs)) =d(go fla, ¥y
b)d(go f)e = dgf(ac) o faz-

Demostracion. Por definicion de aplicacién dual, y aplicando la regla de la cadena
en variedades, se tiene que para todo v € T, M, f;(dgsm))(v) = dgsm)(fea(v)) =

Dy (f(a)) © Gxs(a) © fra(v) = Py(s(a)) © (90 [aa(v) =d(go fla(v). O
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4.2.4. Corolario. Si f: M — N, (U,¢) es una carta de M en z y (V,4) lo es de
f(x) en N, entonces

F3(dy}y) = Ay’ o f)a-

4.2.5. Proposicién. Sea n = dim M, y sean y', ...,y™ un conjunto de funciones inde-
pendientes en x € M. Entonces existe una carta de M en x cuyas funciones coordenadas
son yt, ..., y".

Demostracion. Sea U la interseccién de los dominios de las funciones y®, entonces x € U.
Definimos @ : U — IR™ por &(p) = (y*(p), ..., y™(p)) para todo p € U. Ahora bien,
@;(dr%@)) =d(r' o), = dy’, luego @* es un isomorfismo y, por tanto, su aplicacién
dual @iy @ Ty M — Tp,)IR™ también lo es. Aplicando a ¢ el teorema de la funcién
inversa, se tiene que existe un abierto U C U tal que o(U) es un abierto de IR™ y
v =¢lu : U — ¢(U) es un difeomorfismo, luego (U, ¢) es una carta de M en = con
y'=rtop. [0

4.2.6. Proposicion. Sea f : M — N una aplicacion tal que fip : Ty M — Ty N
es suprayectiva para un x € M. Siy',...,y" forman un sistema de coordenadas de N en

un entorno de f(x), entonces y'o f, ...,y o f forman parte de un sistema de coordenadas
de M en x.

Demostracion. Sea m la dimension de M y n la de N. f,, suprayectiva implica que
f¥ es inyectiva y, por lo tanto, f: (dy}(x)) = d(y? o f), son linealmente independientes,

luego 7 o f son independientes en z. Sea (U, ) una carta de M en x con z° = r% o ¢.
Entonces {d(y’ o f)., dzl} generan T} M, luego podemos extraer una base de la forma
{d(y*o f)z, ..., d(y™o f)z, dzd } con solo m—n de los dzi. Las correspondientes funciones
{yto f,..,y™o f,x’} son independientes en z y, aplicando la proposicién anterior, se
ve que son las funciones coordenadas de una carta. [l

4.2.7. Proposicién. Sea f: M — N una aplicacion tal que fip : ToM — Ty N
es inyectiva paraun x € M. Siy',...,y" forman un sistema de coordenadas de N en un
entorno de f(x), entonces existe un subconjunto de {y* o f,...,y™ o f} que forman un
sistema de coordenadas de M en .

Demostracion. Como f,, es inyectiva, f; es suprayectiva. Por lo tanto {f;(dyjc(w)) =

d(y’of).} generan T M, y existe un subconjunto que es una base y las correspondientes
funciones forman un sistema de coordenadas. [J

§4.3. TEOREMA DE LA FUNCION IMPLICITA.

4.3.1. Teorema. Sean M y N de dimensiones m y n respectivamente, f : M — N
una aplicacién diferenciable, y € N y P = f~1(y) # 0. Si, para todo v € P,
Jex + TeM — Ty)N es suprayectiva, entonces P tiene una tinica estructura de var-
iedad diferenciable tal que (P,i) (donde i es la inclusion candnica de P en M) es una
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subvariedad regular de M. Ademé&s, dim(P) = m —n y P es un subconjunto cerrado
de M.

Demostracion. Sea (V,1)) una carta de N centrada en y, y sean ¢ = 17 o1). Como fu,
es suprayectiva, las funciones 27 = 37 o f forman parte de un sistema de coordendadas
de M en un entorno U de z tal que f(U) C V. Sea ¢ = (z!,...,2™ 2", ... 2™) el
sistema de coordenadas completo sobre U. Como x € P sii f(x) = y, se tiene que
r € PNUsiiy/ o f(z) =1y (y) =0paraj=1,..,nsii z/(x) = 0 para j = 1,..., n, luego
UNP = {z €U tales que 2! (z) = ... = 2" (2) =0} y o(UNP) = ({0} x R™~")N(V),
abierto de {0} x IR™~". Si ¢/ = (2", ...,2™), se tiene que ¢'(UNP) = wrm-» (({0} x
IR™™ ") N p(U)), que es un abierto de IR™™", y ¢' = Tpm-n|({0}xrm ) © PlUnp €5 Un
homeomorfismo por ser composicién de homeomorfismos. Entonces (PNU; z™ L, ... 2™)
es una carta sobre P. Se comprueba que estas cartas definidas en un entorno de cada
x € P definen un atlas sobre P y, por lo tanto, una estructura diferenciable sobre
P. Como las ¢ son homeomorfismos con la topologia inducida en P por la de M,
la topologia canénica de P como variedad diferenciable y la inducida coinciden, luego
P es una subvariedad regular de M. Que P sea cerrado es consecuencia de que f es
continua. [J

4.3.2. Proposicién. El subespacio de T, P tangente a la subvariedad P = f~1(y) en
x € P es el niicleo de fy,.

Demostracion. Sea i : P — M la inyeccién natural (o inclusién canénica). Entonces
foi: P — N es constante, luego fiz 0 = 0, luego i, (1T, P) C Ker f.,. Como estos
dos espacios vectoriales tienen la misma dimensién, son iguales. [

4.3.3. Proposicion. Sea f : M — N una aplicacion diferenciable, P una subvariedad
regular de M y (@) una subvariedad regular de N (ambas subconjuntos de M y N
respectivamente). Se tiene que

a) f|p es diferenciable y (f|p)sz = fez|T, P-

b) Si f(M) C Q, entonces f : M — @ es diferenciable y su diferencial coincide con
lade f: M — N.

c) Si f(P) C Q, entonces f|p: P — Q es diferenciable y (f|p)«z = fez|T, P-

Demostracion. a) Como f|p = foi, f|p es diferenciable por serlo f e i, y (f|p)se =
f*w < Z*x - f*w|TmP-

b) Sea ¢ = dim(Q). Como f es diferenciable, para todo x € M, existen cartas (U, @)
en 'y (V,9) en f(z) tales que y? o f o o1 es diferenciable para todo j = 1,...,n.
Como @ es una subvariedad de N, se deduce de 4.2.7 que existen un subconjunto
{yr, ... yla} C {y!,...,y"} y un abierto V' C V tales que (V = V' N Q;y’,...,y%) es
una carta de @ en f(x). Tomando ahora U’ C U tal que f(U') C V''y ¢’ = p|ur, se
tiene que y7* o f o ¢’ s diferenciable, luego f : M — @ es diferenciable en = para z
arbitrario, luego es diferenciable como aplicacion de M en Q.

c) es consecuencia de a) y b). O
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4.3.4. Ejemplo.

El conjunto de los endomorfismos M (n) (aplicaciones lineales) de IR™ se identifica,
una vez elegida una base de IR™ (por ejemplo, la candnica), con R (ver leccién 1),
y es, por tanto, una variedad diferenciable. Dado A € M(n), se definen L4 y R4 por
Ls(B) = AB y Rs(B) = BA para todo B € M(n). Estas aplicaciones son lineales,
por lo tanto, para todo X € M(n), y todo v € Tx M(n), se tiene, teniendo en cuenta

que, en (R”Q,id), didy = ®x y que, como Ry es lineal, (AR4)xPxv = Ra(Pxv)),
Ra.xv = (didxa) tod(idoRaoid ), odidx v = &34 (dRA)xPxv = B Y ((Pxv)A).
De modo anélogo se obtiene

Lawxv = &5 (A(Pxv)).

En la practica, los isomorfismos ® 4 x y ®x no se escriben, se sobreentienden. Dado
que no influyen en los cédlculos, es mejor no escribirlos para no liar la notacién. Asi los
calculos anteriores quedarian

Rasxv=vA yv Lj.xv=Av,

donde el v que hay a la izquierda de las igualdades es de T XR”2 y el que hay a la
derecha es de IR™ y la igualdad se entiende médulo el isomorfismo (o identificacién)
entre IR™ y TXR”Q.

Consideremos ahora el grupo lineal GL(n, IR) C M(n) que, segin vimos en la leccién
1, es un abierto (y, por lo tanto una subvariedad regular) de M(n). Aplicando 4.3.3c)
y los célculos anteriores, se tiene que para todo A, B € GL(n,IR) y para todo v €
TB GL(?I, R),

Rawpv=vA 'y La.pv= Av.

§4.4. UNO DE LOS GRUPOS CLASICOS.

4.4.1. Proposiciéon. Si G es un grupo de Lie y H es un subgrupo de G que también
es una subvariedad regular de GG, entonces H es un grupo de Lie.

Demostracion. Como H es una subvariedad regular de G, la inyeccién candnica @ :
HxH— GxGes C® Siag:GxG — G estd definida por ag(z,y) =2y~ 1y
ap : Hx H— H por ay(a,b) = ab™!, entonces ayg = agoi: H x H — G es C°.
Como H es subgrupo de G, ay(H x H) C H, y, aplicando 4.3.3c), se tiene que ay es
C* y, por lo tanto, H es grupo de Lie. [J

4.4.2. Ejemplo.

Se define SL(n, IR) = {X € GL(n,IR) / det X = 4+1}. De las propiedades det(XY) =
det X det Y y det(X 1) = (det X)™!, resulta inmediatamente que SL(n, IR) es un sub-
grupo de GL(n, IR). Vamos a ver que también es una subvariedad. Consideremos la
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aplicacién det : GL(n,IR) — IR que a cada matriz le hace corresponder su determi-
nante. Esta aplicaciéon es C'*° por ser un polinomio en las componentes de la matriz.
Ademés SL(n,IR) = det™'(1). Vamos a calcular el rango de det,, para cualquier
A e SL(n,IR). Sea s(t) la matriz que se obtiene al multiplicar la primera fila de A por
1+ t. Entonces t — s(t) es una curva C'™ tal que s(0) = A, luego s'(0) € TaGL(n, IR),
y

Do) 0 det,a5'(0) = (det s(t))'(0) = ((1 +t)det A)'(0) = det A =1 # 0.

Por lo tanto el rango de det,4 es 1, luego, por el teorema de la funcion implicita,
SL(n, IR) es una subvariedad regular de GL(n, IR) de dimensién n?—1. De la proposicién
anterior se deduce que SL(n, IR) es un grupo de Lie.

§4.E. EJERCICIOS

4.E.1. Sea f : M — N una sumersion. Se llama fibra sobre y € N al conjunto
f~Yy). Demuestra, usando el teorema de la funcién implicita, que las fibras de una
sumersion son subvariedades regulares.

4.E.2. Probar que la aplicaciéon 7 : TM — M definida en 2.3.5 es una sumersion.
Concluir de ello y del ejercicio anterior que el espacio tangente en cada punto de una
variedad M es una subvariedad regular de T'M.

4.E.3. Considérese la restriccion de las coordenadas esféricas definidas en 3.E.1 sobre
IR? a la esfera S?. Mostrar, usando 4.2.5 6 4.2.7, que esta restriccién define una carta
sobre S2 con su estructura diferenciable canénica.

4.E.4 Probar que M = {(z,y,2) € R3/2? +y? — 42> = 1} y N = {(z,y,2) €
IR3 / 2% + y? + 422 = 1} son subvariedades regulares de IR®. Probar que la aplicacién
f+ M — N definida por

1
W(% Y, Z)

es diferenciable y calcular el rango de su diferencial en los puntos de la forma (z,y,0).

f(a;7 y7 Z) -
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5. CAMPOS VECTORIALES

§5.1. DEFINICION Y PRIMERAS PROPIEDADES.

5.1.1. Definicion. Un campo vectorial X sobre una variedad diferenciable M es una
aplicacion X : M — TM que a cada © € M le asigna un vector X, = X(z) € T,M
(i.e. mo X =1id). Se dice que X es diferenciable si y solo si lo es como aplicacién entre
las variedades diferenciables M y T'M .

Recordemos que si M es de clase C*, entonces TM es de clase C*~1 (cfr.2.3.3), por
lo tanto el grado maximo de diferenciabilidad de un campo vectorial definido sobre una
variedad de clase C* es k — 1.

Denotaremos por X, (M) la familia de los campos vectoriales sobre M de clase C.

5.1.2. Ejemplo. Sea (U, ) una carta (sistema de coordenadas) de M, x* = r? o (.
Las aplicaciones

0 0 (z) =
oz’ oz T on

son campos vectoriales sobre el abierto U, se llaman campos vectoriales coordenados.

:U — TU = TMy tal que

para todo x € U

5.1.3. Para cada carta (U, ¢) de M (de dimensién m), un campo vectorial X € X,.(M)
define unas funciones X*: U — IR por medio de la expresién

bl
xX

(5.1.3.1) X(z) = ZXi(x)%

=1

que define univocamente el valor de X*(z) para cada x € U, por ser X (z) € T, M y ser
{52| }™, una base de T, M.
x

5.1.4. Proposicién. Un campo vectorial X sobre M es de clase C" (r <k —1) siy
solo si para cada x € M, existe una carta (U, p) de M en x tal que las funciones X"
definidas sobre U por (5.1.3.1) son de clase C".

Demostracion. Si X es de clase C", para todo sistema de coordenadas (U, ¢) de M se
tiene que 7,0 X o~ 1 o(U) — 7,(771(U)) = p(U) x IR™ es de clase C". Usando la
expresion (5.1.3.1) para X, se tiene que

(514.1) 750X 09 (p(2) = 7,(X(2)) = (p(@), X' (), .., X (2))
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~lesdeclase C", X%op~! también lo es, y, por lo tanto, las aplicaciones

y, como 7,0 X oy
X7 son de clase C".

Reciprocamente. Si las aplicaciones X* definidas sobre U son C”, entonces también
lo son X" o™,y se deduce de la expresién (5.1.4.1) que 7,0 X oo~ ! es C" y, por lo

tanto, X es de clase C".
Denotaremos por F,.(M) el conjunto de las funciones f : M — IR de clase C".

5.1.5. Definicién-Proposicién. Dados X,Y € X, (M) y f € F,.(M), se definen
X+Y: M —TMpor ( X+Y)(z)=X(z)+Y(x)y
fX: M — M por (fX)(x) = f(z)X(x).
Se tiene entonces que X +Y € X, (M) y fX € X,(M). Ademds, X,(M) con estas
operaciones es un F,(M)-médulo.

Demostracion. De la definicién resulta evidente que X + Y y fX son campos vectori-

ales. Para ver que son de clase C" basta con fijarse en que, para cualquier sistema de

coordenadas (U;z?,...,2") de M se tiene que si X = Y." | Xza(z;z eY =571 YV a?cz

(donde Xy Y son las funciones definidas por (5.1.3.1)), entonces

AN 0 - 0
X+Y = X'+Y" . X = X' -
+ ;( Yo v I ;(f )50

Se deja al lector comprobar que, con estas operaciones, X,.(M) es un F,.(M)-mé6dulo.
Fi(M) (para 1 <[ < k) es un IR-espacio vectorial. Vamos a definir el conjunto de las
derivaciones D,.(M) sobre F,11(M) de modo analogo a como definimos las derivaciones

sobre F, en la leccién 2.

5.1.6. Definicién. Una derivacién D sobre F,1(M) es una aplicacion IR-lineal
D : Frp1(M) — Fr(M) tal que D(fg) = (Df)g + f(Dg)-

5.1.7. Como en la leccién 2 (vale la misma demostracién) se tiene que si ¢ es la aplicacién

de M en IR que a todo punto de M le hace corresponder el nimero real ¢, entonces
Dc = 0.
5.1.8. Dado X € X, (M), se define una accién de X sobre F,.;1(M) por

(5.1.8.1) (Xf)(x)=X,f paratoda fe€ F.11(M).
Se tiene que Xf € F.(M). En efecto: Para toda carta (U,p) de M, si X| =
U

S X152 entonces
m

(Xf)oe™ (p(x)) = (Xf)() =) X'(z)

=1

= Z Xio (p_l(go(x))%(w(x»a

Gx"

que es de clase C™ al ser foe~! de clase C"t!. Hemos visto, por lo tanto, que X define
una aplicacion X : ]'—T_H(M) — ]'—T(M> También hemos visto, de paso, que la suma y el

producto de funciones de clase C" de M en IR es de clase C".)
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5.1.9. Proposicién. Un campo vectorial X € X,.(M) (con la accién definida por
(5.1.8.1)) es una derivacion sobre F,11(M). Sir =k = oo, entonces X, (M) coincide
con el espacio de las derivaciones D(M) de Foo(M).

Demostracion. La primera afirmacion es consecuencia de (5.1.8.1) y del teorema 2.2.4
que establece que T, M C D, (pues X(fg)(z) = X.(fg) = (Xzf)g(x) + f(2) X9 =
(Xf)(@)g(x) + f(x)(Xg)(z) = (Xf)g+ f(Xg))(z)). La segunda afirmacion resulta
como consecuencia del teorema 2.3.2 que afirmaba que, si M es C°°°, entonces T, M =
D,. Para ver esto tultimo necesitaremos los siguientes lemas. Los dos primeros los
daremos sin demostracion.

5.1.9.1. Lema. SiU esunabiertode M,z € Uy f:U — IR es de clase C", entonces
existe una funcién f : M — IR de clase C" y un abierto V de M tales que x € V C U

v ﬂv - f’v'

5.1.9.2. Lema. Dado un abierto U de M, x € U, existe una funcion 6 : M — IR de
clase C'™° que es igual a 1 sobre un entorno cerrado de x contenido en U y es igual a (
sobre M — U.

5.1.9.3. Lema. Sean D € D, (M), f € Frya(M) yx € M. (Df)(x) depende solo de
los valores que toma f en un entorno de x, es decir, si g € F,.11(M) y U es un entorno

abierto de x en M tal que f’U = g’U, entonces (Df)(x) = (Dg)(x).

Demostracion del lema. Sea 6 : M — IR una funcién como la que se define en 5.1.9.2.
Se tiene que (f —g) = (f — g)(1—0), por lo tanto, (Df)(x) — (Dg)(z) = D(f — g)(z) =
D(f = g)(x)(1 = 0)(x) + (f — 9)(«)D(1 = 0)(x) = 0, porque O(z) = 1y f(x) = g().

Seguimos ahora con la demostracién de la proposicién. Dada D € D (M), para
cada x € M, D define un elemento D, € D, del siguiente modo: dada f € F,, el lema
5.1.9.1 nos permite definir una funcién f:: M — IR de clase C'"*° que coincide con f en
un entorno de x. Definimos D, f = (Df)(m), que, por 5.1.9.3, no depende de la funciéon
felegida. Es inmediato a partir de esta definicién (ejercicio) que D € Dy (M) implica
que D, € D, =T, M. Definamos ahora X : M — T'M por X, = D,. Este campo es

C* porque, para todo z € M, dada una carta (U, ) de M,

=Y S| =Y e S

1= 1=

Y
x

X, = ;(wal)g

donde z* son extensiones de las funciones 2 que coinciden con z? sobre un abierto V
tal que z € V C U, luego,como Dz* es C'°° sobre el abierto V, de 5.1.4 resulta que X
es C'™ sobre V y, como V y x son arbitrarios, X es C*°. Esto acaba la demostracion
de la proposicion.
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§5.2. EL CORCHETE DE LIE.

En este apartado nos restringiremos a campos vectoriales C*°. Usaremos X(M) =
Xoo(M), F(M) = Foo(M) y D(M) = Do (M).

La proposicién 5.1.9 permite definir la composicién de campos vectoriales como ac-
tuacién sucesiva sobre funciones. Sin embargo, si X,Y € X(M), en general, X oY ¢
X(M). Sin embargo, se tiene:

5.2.1. Proposicién-Definicién. Sean X,Y € X(M) = D(M). Se define el corchete
de Lie [X,Y] por

(X,)Y]f=X(Y[f)-Y(X[f) paratoda f e F(M).
Se verifica que [X,Y] € X(M).
Demostracion. Vamos a ver que, efectivamente, [X,Y] € X(M). Es evidente que [X, Y]
es IR-lineal, para ver que es derivacion, calculamos

(X, Y|(fg) = X(Y(fg) —Y(X(fg9)=X((Yflg+f(Yg))-Y((Xf)g+ f(Xg))
= (XY f)g+(Y /) (Xg)+HX ) (Yg)+f(XYg)—(YX f)g—(X[f)(Yg)—(Y f)(Xg)—f(YXg)
= ([X,Y]f)g + f([X,Y]g).

X(M), con la operacién suma de campos vectoriales definida en 5.1.5, y con la op-
eracién producto por un escalar definida por (AX)(z) = A X(z) (que coincide con la
operacién producto por una funcién definida en 5.1.5 si esa funcién es constante) para
todo X € X(M) y todo X € IR, es un espacio vectorial sobre IR.

5.2.2. Proposicién. X(M), con las operaciones que acabamos de mencionar y con la
operacion corchete de Lie es un algebra de Lie, es decir, la aplicacion corchete de Lie
[,]: X(M) x X(M) — X(M) es IR-bilineal y verifica, ademaés, las propiedades

[X,Y] = —[Y, X]| (antisimetria)

[X,Y],Z])+ [[Z,X], Y]+ [[Y, Z], X] = 0 (identidad de Jacobi).
Demostracion. Es inmediato que se verifica la antisimetria y que [, | es IR-bilineal. Para

ver que se verifica la identidad de Jacobi, basta con calcular cada sumando actuando
sobre una funcién f arbitraria y sumar después.

5.2.3. Nota [, | no es F(M)-bilineal, sino que (como el lector comprobard)
[fX,9Y] = fglX, Y]+ [(Xg)Y —g(Y[)X.

Del teorema de Schwartz de igualdad de las derivadas cruzadas se deduce que, si
(U; 2, ...,2™) es una carta de M, entonces

o]
Ox?’ OxI
De estas dos férmulas resulta que si, en una carta, X = > " X! G‘Zi eY =301, YJ %,
entonces

L 0YT L9XT 0
XY= ) X Y o)

4,j=1
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5.2.4. Definicién. Sea f : M — N una aplicacién diferenciable, X € X(M), Y
X(N). Se dice que X e Y estan f-relacionados sii f, o X =Y o f, donde f, o X(x)
5.2.5. Lema. Sea f : M — N una aplicacion diferenciable, v € T,,M. Se tiene que
(fsa(v))g = v(g o f) para toda g € F(N).

Demostracion. Sea ¢ una curva de M tal que ¢’(0) = v. Por definicién de diferencial se
tiene que

I m

(fea()g = (foc)(0)g=(go foc)(0)=c(0)(go f)=v(gof)

5.2.6. Proposicién. Si X, X’ € X(M) estdn f-relacionados con Y, Y’ € X(N), en-
tonces [ X, X'] estd f-relacionado con [Y,Y].

Demostracion. Para ver que estan f-relacionados, vamos a calcular la accién de [V, Y]o
f vy de f.[X, X'] sobre una funcién C'*° arbitraria g : N — IR y ver que el resultado es
el mismo. Sea x € M. Se tiene, aplicando el lema en la segunda igualdad, que

FIX, XN (2)(9) = fea([X, X2)(9) = [X, X ]a(g 0 f)
= Xo(X'(go f)) = X, (X(g0 f)) = Xa((fsX)(9)) — X ((£:X)(9))-

Y, Yo f(2)(9) = V.Y () (9) = Yy (Y'(9)) = Vi) (Y(9))
= (£ X)(@)(Y'(9)) = (£ X) (@) (Y (9)) = Xo(Y'(g) 0 f) = Xo(Y(g) © f)
=X (Y0 f)(9)) = Xo((Y 0 f)(9) = Xo((£:X")(9)) = XL((f+X)(9))-

que son la misma expresion.

§5.E. EJERCICIOS.

5.E.1. Ver que los vectores tangentes de IR™ son “flechas”. Ver que también lo son
los vectores tangentes a subvariedades de IR". Como consecuencia, un campo vectorial
sobre una subvariedad es asignar una “flecha” a cada punto de la subvariedad.

5.E.2. Sobre S! C @ se define la funcién 6 : ST — {1} —]0, 27| que a cada punto le
hace corresponder el angulo que forma con el punto 1. Sea % el campo vectorial que a
cada x € S1—{1} le hace corresponder el vector dual de df,.. Sobre (S*—{1})x(S1—{1})
se definen los campos vectoriales 8%1_, (i =1,2) por

0 0 0 0

an ) = an 0 an ) =0 anl o

50, ™Y = ggl, TOY 5g, (W) =0+ 551,

donde se ha usado la identificacién canénica T(, ,)S IxSt=T,8'®T,S!. Sise definen

0;: (S' —{1}) x (S' = {1}) — R por 0:(z,y) = () y O2(z,y) = 0(y), probar que los

campos vectoriales X = 9%8%1 eY = 018%2 son C* sobre (St — {1}) x (S —{1}), y
calcular [X,Y].
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6. CURVAS INTEGRALES DE CAMPOS VECTORIALES

En esta leccién y en las sucesivas (y también en las anteriores, aunque no lo hayamos
usado) supondremos que toda variedad diferenciable, con su topologia canénica, es un
espacio Hausdorff.

§6.1. DEFINICION DE CURVA INTEGRAL Y DE FLUJO.

6.1.1.Definicién. Dado X € X(M), una curva integral de X es una curva diferenciable
c:Ja,b[—> M tal que para todo t €la,b| verifica c'(t) = X ).

6.1.2.Problema. Dado X € X(M), para cada x € M, jexiste una curva integral de
X que pasa por x?. Si existe, jes tnica?.

Para dar solucién a este problema, vamos a expresarlo en coordenadas. Sea (U, ¢)
una carta de M. En esta carta se puede escribir

0
Xlo = ZXZ@m"’

=1

siendo X* funciones diferenciables sobre U. Si ¢(t) es una curva integral de X que pasa
por un punto de U, para todo t en el abierto ¢~ (U) se puede escribir (ver leccién 2):

m

(1) = Z d(x;to c) ) 0

— Oxtle(t)

D estas expresiones se deduce que c es una curva integral de X si y solo si para cada
to €]a, b existe una carta (U, ¢) de M que contiene a c(tg) tal que para todo t € ¢~ 1(U)
se verifica

d(z'oc)

121
(6.1.2.1) 7

(t) = X' (c(t)) = (X o V) (zt o c(t), ..., 2™ o c(t)),

que es un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias definidas sobre el abierto ¢(U)
de IR™. Por lo tanto, el problema 6.1.2 de existencia y unicidad de curvas integrales
queda reducido al de existencia y unicidad del sistema de ecuaciones diferenciales or-
dinarias (6.1.2.1). Aplicando los teoremas conocidos de andlisis para este problema se
obtiene:
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6.1.3.Teorema. Sea X € X(M). Para cadap € M, existe un entorno abierto V de p en
M, un intervalo | —§, [, § > 0, y una aplicacién diferenciable tnica ¢ :]—6,6[xV — M
tales que para cada q € V, la curva ¢, :] — 0, [— M definida por c,(t) = ¢(t, q) es la
tinica curva integral de X tal que c,(0) = ¢, es decir, ¢ verifica las ecuaciones:

9¢
E(t Q) = X¢(t,q) Y (ZS(O? q) =4q.

Cuando decimos que ¢ es unica, queremos decir que si ¢1 :] — 61,01[xVy — M es otra
aplicacion verificando las mismas condiciones que ¢, entonces ¢ y ¢, coinciden sobre la
interseccion de sus dominios.

(6.1.3.1)

Demostracion. Sea (U, ) una carta de M en p. Aplicando los teoremas de existencia,
unicidad y dependencia diferenciable de la solucién de un sistema de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias a (6.1.2.1), se tiene que existe un abierto W C ¢(U) y existe un 6 > 0

tales que ¢(p) € W y existe una aplicacién diferenciable unica v :] — §, §[xW — IR™
tal que
(6.1.3.2)

o .

5 (L) = (X" )(p(e®)) v ©(0,0(q) =¢(g) para todo p(g) € W.
Pero 88—1/5(25, ©(q)) son las componentes, en la base %, del vector tangente a la curva
(6.1.3.3) t—= o (Yt 0(q))) = 6(t, ),

que verifica
$(0,9) = ¢~ (¥(0,9(a) = ¢~ (¢(9) = g,

y, usando la expresién de dp que vimos en (3.2.4.2),

%t.) = (ag)~ (22 AD),

= (deg(r,a) " (X100 )(@(8(t,0))), -y (X™ 0 07 1) (0(o(2, 0)))

= > Xi(6(t0) 5

Oz lo(ta))

Luego, si V = ¢~ 1 (W), la aplicacién ¢ definida por (6.1.3.3) verifica las condiciones del
teorema. Y es unica, porque si tenemos una ¢; como la que dijimos en el enunciado,
podemos considerar la aplicacién 17 definida sobre

I x W' =] — max(6,61), min(d, d1)[xo(V N V7)
por ¥1(t, 0(q)) = p o ¢1(t, q), que verifica
¥1(0,9(q)) = v o ¢1(0,9) = p(q) = ¥(0,0(q)) v

a"w 0 @ o ¢1 t? q i i _ n
1)) = Q220D i, 1,g)) = (X0 67 (01 p0) - 011 (@),
y de la unicidad de ¢ del teorema correspondiente de ecuaciones diferenciales ordinarias
resulta que 1% = 9% sobre I x W', y, de ahi, resulta que ¢; = ¢ sobre la interseccién de
los dominios en que estan definidas. [
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6.1.4.0bservacién y Definicién. Dado X € X(M), la aplicacion ¢ :] — 0,5[xV —
M definida en el teorema anterior determina, para cada t €] — 0,0[, una aplicacién
¢ : V. — M dada por ¢¢(q) = ¢(t,q) para cada q € V. Tanto ¢ como la familia de las
¢+ se llaman grupo local uniparamétrico asociado a X o, también, flujo local de X (el
nombre de flujo procede de la mecanica de fluidos, y su significado es facil de averiguar
si se considera el campo vectorial X como el campo de velocidades de un fluido).

Con todo esto hemos visto el aspecto local de la teoria de curvas integrales de un campo vectorial.
Vamos a decir ahora algunas cosas sobre el aspecto global de la teoria:

6.1.5.Teorema. Dado X € X(M), para cada © € M, existen a(z), b(z) € RU {+oo} y una oy :
la(x),b(z)[— M,curva integral de X, tales que:

(a) 0 €]a(x),b(z)[ y 02(0) = x,

(b) si a :]c,d[— M es otra curva integral de X con a(0) = z, entonces |c,d[Cla(x),b(z)] y a(t) =
o4 (t) para todo t €]c,d|.

Demostracién. Sea Ja(z),b(x)[ la unién de todos los intervalos abiertos que contienen al 0 y que son
dominios de curvas integrales 8 de X tales que 3(0) = z. Por el teorema 6.1.3, Ja(z),b(z)[# 0.
Definamos o, como la curva que a cada t €]a(z),b(z)[ le hace corresponder el valor en t de una de
las curvas integrales de X tomadas para construir Ja(x),b(z)[ y que estdn definidas en ¢. o, estd bien
definida, En efecto, si @ y 8 son dos de las curvas anteriores, sea |c, d[ la interseccién de sus intervalos de
definicién. Evidentemente 0,¢ €]c,d[. Sea J = {s €]¢,d[/ a(s) = B(s)}. J # 0 porque a(0) = = = 5(0).
J es cerrado porque « y B son continuas y M es Hausdorff. J es abierto, como resulta de aplicar la
unicidad del teorema 6.1.3 a las curvas o y B en un entorno de cada punto sp € J. Por lo tanto,
J =J¢,d], en particular, a(t) = (t). La propiedad (b) es consecuencia inmediata de esto. [

6.1.6. Mas observaciones El teorema anterior permite extender el dominio de la aplicacién ¢
(flujo) definida en 6.1.4 al conjunto W = {(t,x) € R x M /a(x) <t < b(x)}. Es consecuencia de 6.1.3
que ¢ es diferenciable sobre W.

Para cada t, la aplicacién ¢; estd definida sobre Dy = {z € M / (¢t,x) € W} (i.e., D; es el dominio
de ¢¢), que es un subconjunto abierto de M, como puede deducirse de nuevo de 6.1.3. Sin embargo,
pueden existir ¢ para los que Dy = 0.

Un campo vectorial X € X(M) se dice que es completo si W = IR X M, o, equivalentemente, si para
todo t € IR, Dy = M, o, equivalentemente, si para todo x € M, la curva integral de X que pasa por x
estd definida sobre todo IR.

Ademis, se verifican las siguientes propiedades (los interesados en la demostracién pueden consultar
el libro de Warner [Wa)):

(a) Uts>o0D¢ = Upco Dy = M.

(b) ¢+(Dt) = D_t,y ¢+ : Dt — D_; es un difeomorfismo de inverso ¢_;.

(c) Si s, t € IR, se tiene que el dominio de ¢ o ¢t estd contenido en Dgyy, y si s y t tienen el mismo
signo, se tiene la igualdad. En el dominio de ¢s o ¢¢, se tiene que ¢s 0 Pt = Ps4t-

Si X es completo, el dominio de ¢s o ¢ es Ds+r = IR. En este caso, el flujo de X se llama, con

pleno sentido, grupo uniparamétrico de X.

§6.2. EL CORCHETE DE LIE Y EL FLUJO

6.2.1.Teorema. Sean X,Y € X(M). Seap € M y sea ¢; el flujo local de X en un
entorno V de p. Entonces

1
(X, Y], m _(Yét(p) — QtapYp).

=1
t—0 t
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Obsérvese que

1 . 1 g
lim = (Yo, (p) = despY¥p) = lim ¢—tup {;(Y@(p) - ¢t*pr)} = lim —(¢—txp Yo, () — Yp)-

Demostracion. Para hacerla usaremos el siguiente lema:

Lema. Sea h :] — §,6[xV — IR una aplicacién diferenciable tal que h(0,q) = 0 para

todo q € V. Entonces existe una aplicacion diferenciable g :] — §,d[xV — IR tal que
. oh(t,
h(t,q) = tg(t,q); en particular, g(0,q) = # o

Demostracion del Lema. Definamos, para cada valor de t fijo,

' Oh(ts, q)

g9(t,q) = ; st-

Haciendo un cambio de variables s +— ts, se tiene

tatta) = [ P Dtes) = hi )

O

Vamos ahora con la demostraciéon del teorema. Vamos a ver que la accion de los
dos miembros de la igualdad que queremos demostrar sobre una funcién arbitraria f
diferenciable en un entorno de p da el mismo valor. Para ello, definamos h(t,q) =
f(o:(q)) — f(q). Aplicando el lema, y recordando la definicién de la accién de un vector
sobre una funcién, tenemos que existe una funcién diferenciable g(¢, q) tal que

o(f(9:(q)) — f(q))
ot

fodi(q) = flq) +tg(t,q) vy g(0,q9) = (0) = X, f.

Se tiene por lo tanto (recordando el lema 6.2.5) que

(¢t*pr)f = Yp(f o¢) = Y, f -l—tYEDg(t, ),

donde g¢(t, ) es la aplicacién g — ¢(t,q). Por lo tanto,

o1 . Yy f — (Y f +tYpg(t, )
}I_I)% ;(Yfﬁt(p) - (bt*pY;?)f - %E}(l) n
Y, —Y
i Yo Yol
t—0

Y900, ) = X, (Y ) = Yp(X ) = [X, Y], f,

donde se ha usado, en la pentltima igualdad, que Y, ) (f) = (Y f)(¢:(p)).. O
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6.E. EJERCICIOS

6.E.1. Sea ¢; el flujo local de X € X(M). Probar que ¢y 0 X o p_y = X. (Hay que
usar que g, 0 gy = dapr).

6.E.2. Calcular las curvas integrales de

0 0 0 3
X—max-l—xyay-i—zazeif(ﬂ% ).

6.E.3. Sea ¢; : IR? — IR? la aplicacién dada por ¢;(x,y) = (wet,ye?). Entonces las
¢, t € IR, constituyen el flujo de un cierto campo vectorial X. Hallar X.
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7. CAMPOS TENSORIALES

§7.1. FIBRADO TENSORIAL.

Hemos visto que en cada punto p de una variedad diferenciable M de dimensiéon m
estdn definidos el espacio vectorial tangente T, M y su dual T7M. Sobre el espacio
vectorial T}, M podemos considerar el espacio vectorial

TIS“S)M =T,M®..T,MT,M®..0T,M

de los tensores sobre T, M de tipo (r, s), i.e., r veces contravariantes y s veces covariantes.
Se tiene en particular que TZSI’O)M =T,M, T]go’l)M =T,My TIEO’O)M = IR.

El siguiente resultado es analogo en enunciado y demostraciéon al Teorema 2.3.3 y la
definicién 2.3.4 (definicién de fibrado tangente y demostracién de que es una variedad
diferenciable).

7.1.1.Definicién y Teorema. EI conjunto T M unién de los espacios TIY’S)M para
todo p € M se llama fibrado tensorial de tipo (r, s) de M, y es una variedad diferenciable
de dimensién n + n"t*. La aplicacién proyeccion candnica © : T M — M que a
cada tensor t € TZET’S)M le hace corresponder el punto p € M es diferenciable.

Demostracién. Sea A un atlas sobre M. Se define un atlas A sobre T M de modo
andlogo a como se hizo en 2.3.3. Para cada (U, ¢) € A, se define la carta (7= (U), 7,) €

A por o
To(t) = (o(r (1)), 7, 77)  si

“ a0 0
— J1---Jr 11 1s
t= > i ), @ © |, © 43 © - @ day
i1 seeyisyfiseesfis=1
La comprobacién de que se trata de un atlas es igual que en 2.3.3. Se tiene en particular
que T*"M = UpepT; M es una variedad diferenciable de dimensién 2n y que T' 0.0) pr
es una variedad de dimensién n + 1 (en realidad, se puede demostrar -ejercicio- que
TOO M es difeomorfa a M x IR). O

7.1.2. Un subespacio especialmente interesante de TZSO’S)M es el de las formas s-
lineales alternadas sobre T, M, que denotaremos por /\f7 M. Como antes, este espacio
da lugar a una variedad diferenciable \* M = Upepm /\; M de dimensién n + (2), que
se llama fibrado de las s-formas sobre M.
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7.2. DEFINION Y CARACTERIZACION DE CAMPOS
TENSORIALES Y FORMAS DIFERENCIALES.

7.2.1.Definicién. Un campo tensorial diferenciable t de tipo (r,s) (o r veces con-
travariante y s veces covariante o (r,s)-campo tensorial) sobre M es una aplicacién
diferenciable t : M — T™*)M que a cada p € M le asigna un t, = t(p) € TZST’S)M
(i.e., t es tal que mot =1id). Una forma diferencial w de grado s (o s-forma diferencial)
sobre M es una aplicacién diferenciable w : M — N° M que a cada p € M le asigna
un w, =w(p) € Ay M (i.e., w es tal que mow = id).

7.2.2. Un (r,s)-campo tensorial ¢ (resp. s-forma diferencial w) define, sobre cada
abierto U de M dominio de una carta (U, ), una familia de aplicaciones tillf”“ U —
IR (resp. wj,. s, : U — IR) definidas por

m
o o . .
_ J1---Jr 1 1s
tp = >, tiy i (P) i, 2 ® gain |, ®dzy @ ...® dzy.
1 5eeesigsj1seesjs=1
y
m
wp = Z Wiy ..i. (D) dx;;; A dac;f.
i1<...<ig=1
respectivamente.

7.2.3.Proposiciéon. Un campo tensorial t, de tipo (r,s), (resp. una forma diferencial
w de grado s) sobre M es diferenciable si y solo si para cada x € M, existe una carta
(U, ) de M en z tal que las funciones tﬁfs’“ (resp. w;,..q,) definidas sobre U en 7.2.2
son diferenciables.

Demostracion. Se hace de modo andlogo a la de 6.1.4. [

7.2.4. Los campos tensoriales se pueden sumar y multiplicar tensorialmente entre
si, o multiplicarlos por ntimeros reales y funciones, y se les puede aplicar los operadores
de contraccién. Las formas diferenciales se pueden multiplicar exteriormente entre si
para dar nuevas formas diferenciales. El resultado de una cualquiera de esas operaciones
consiste en el campo tensorial o forma diferencial cuyo valor en un punto es el resultado
de la correspondiente operacién sobre los valores de los campos tensoriales o formas
diferenciales en ese mismo punto. Por ejemplo: (K + L), = Ky + Ly, (K ® L)y, =
K, ® L,,, etc.

Sobre el conjunto de los campos vectoriales X(M) se pueden considerar :

El conjunto X(M)* de las aplicaciones F (M )-lineales de X(M) en F(M).

.8 r
El conjunto (®)X(M) de las aplicaciones F (M )-multilineales de X (M )* x ... x X (M )* x
r,8
X(M) x X X(M) en F(M). Sobre la unién de los conjuntos (®)%(M) para ry s var-

iando en los enteros no negativos, se puede definir el producto por una funcion, la suma
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y el producto tensorial y los operadores contraccién del mismo modo que se hace para
los tensores sobre un IR-espacio vectorial, pero cambiando IR por F(M).

El conjunto AX(M)* de las aplicaciones F (M )-multilineales alternadas de X(M) x

XX (M) en F(M). Sobre la unién (para s variando en los enteros no negativos) de los
S

AX(M)* se puede definir el producto por una funcién, la suma y el producto exterior y
la multiplicacién interior del mismo modo que se hace para las formas alternadas sobre
un IR-espacio vectorial, pero cambiando IR por F(M).

7.2.5.Teorema. Denotaremos por T"*)(M) el conjunto de los campos tensoriales
diferenciables de tipo (r,s), y por E*(M) el conjunto de las formas diferenciales de
grado s sobre M.

(r,s
(a) Existe una correspondencia biunivoca entre T"*) (M) y @ X(M) que conserva
la suma, el producto por una funcioén, el producto tensorial y las contracciones.
S

(b) Existe una correspondencia biunivoca entre E5(M) y NX(M)* que conserva la
suma, el producto por una funcién, el producto exterior y la multiplicacion interior.

Demostracion. (a) Demostraremos primero que existe una tal biyeccién para el caso
(r,s) = (0,1). Definamos la aplicacién ~: 7D (M) — X(M)* tal que la imagen
de t € TOD(M) es la aplicacién # que a cada campo vectorial X € X(M) le hace
corresponder la funcién £(X) : M — IR definida por #(X)(p) = t,(X,). Esta aplicacién
est4 bien definida (es decir, realmente £(X) es una funcién diferenciable y la accién de £ es
F(M)-lineal), porque, en una carta arbitraria (U, ) de M, se tiene que t = Y . | t;dx’
=y X 81 con t; y X' funciones diferenciables sobre U, luego {(X)|y =
St X7 es diferenciable sobre U; y, ademés, {(fX +gY)(p) = t,(f(p) X, + 9(p)Y,) =
) + 6i(V))(p).
Vamos a ver ahora que esta aplicacion ~ tiene una inversa ~ , lo que probara que es
biyectiva. Dado un o € X(M)*, definamos & por ay,(v) = a(X)(p) para X € X(M) tal

que X, = v. Si a estd bien definido, esta claro que a=a y t = t, luego solo falta ver
que ~esta bien definida. Vedmoslo: En primer lugar, la aplicacién oy, no depende del
campo vectorial X elegido. En efecto, sea Y otro campo vectorial tal que Y, = v. Sea
(U, ¢) una carta en p, en la cual X[y = 31", X532 y Y|p = Y00, Yiaii. Dado un
abierto V' conteniendo a p y con clausura contemda en U sabemos (cfr.6.1.9.2) que existe
0 € F(M) tal que 0|y =1y 0p—y = 0. Definamos los campos vectoriales &; € X(M) y
las funciones X”*,Y"* € F(M) por

0 - .
&i(z) = an ifeelU X' (z) = .1x Y () = .lx
0 ifxeM-T, 0 ifzeM-U, 0 ifxeM-U.

Resulta de estas expresiones que

X = ZX'Z@ +(1-6X e Y= Zy”@ +(1—6%Y.



54 VARIEDADES DIFERENCIABLES

Ademds, como X (p) =Y (p) = v, se tiene que X’i(p) = Y'i(p) y, usando todo esto,

=<ZX”’a<fi> (1-6%a ZX” (p) +0
=ZY” p)+0= ZY” (&) + (1= 02)a(Y))(p) = oY) (p).

Por otro lado, de la definicién de ~ y de que o sea F(M)-lineal resulta que «, es
IR-lineal. Queda por ver que p — a, es diferenciable. Ahora bien, sobre una carta
arbitraria (U, ¢) se tiene que se puede escribir & = >/ | a;dz’ y, si V es un abierto

tal que V C U, definiendo &; como antes, se tiene oyly = &'(%) v a(&)|v que es

diferenciable por ser «(§;) € F(M).
Veamos ahora como extender esta biyeccién a 7(™*)(M). La biyeccién que acabamos
de construir permite identificar X(M)* con TV (M) = E*(M). Por lo tanto, dado
(r,s) r
a € @ X(M), se puede considerar como una aplicacién « : E*(M) x ... x E1(M) x

s (r,s)
X(M) x ... x (M) — F(M), y podemos definir *: T} (M) — & X(M) por

twh, W Xy, LX) (p) =t (w proe W py Xipy ooy Xop)

para cualesquiera p € M, X; € X(M) y w? € E}(M), 1 <i<r, 1 <j <s. La
demostracién de que " es una biyeccién es como en el caso (0,1), solo que ahora,
ademas de definir los &; extension de los %, hay que definir (de manera andloga)
unos ¢’ extensién de los dz? y unas extensiones X' ‘,Z de las funciones X ZJ componentes
de los campos vectoriales X; y unas extensiones w’ f de las funciones wlk componentes
de los (0,1)-campos tensoriales w*. Se comprueba sin dificultad que esta biyeccién es
compatible con las operaciones indicadas.
El apartado (b) se demuestra de manera andloga. [

§7.3. TRANSFORMACIONES DE CAMPOS TENSORIALES POR MEDIO DE APLICACIONES.

7.3.1. Sea f : M — N una aplicacién diferenciable entre variedades de dimensiones

m y n respectivamente. Para cada p € M, sabemos de dlgebra tensorial que la aplicacion

f: T}?p‘z)N — T3 M (v también fy : Nipy N —> A, M) dual de f.;, se define por
(fpa)(v1, oy 05) = A fapV1, ooy fapUs)-

Esta aplicacién verifica las propiedades:

(90f)p = (Gssmofan)” = fo05 ), [o(a®B) = (fpa)@(f,8) v fy(whn) = (fyw)A(fyn)-

Si fip s un isomorfismo, f, es un isomorfismo.
A partir de estos resultados es inmediato que
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7.3.2.Proposicion-Definicién. Una funcién diferenciable f : M — N define una
aplicacion f* : TO9)(N) — TO5) (M) ( y también f*: ES(N) — E*(M)) mediante
la expresién (f*a), = fyoyq). La aplicacién f* se llama (a veces) retroaccién (pull-
back) por f.

Demostracion. Hemos de ver, inicamente, que f* esta bien definida, para lo cual hay
que ver que 7o (f*a)(p) = p, lo que es evidente, y que para todo a € T(%5)(N), se
tiene que f*a : M — T (M) es diferenciable. Para ver esto tltimo usaremos la
proposicién 7.2.3. Dado x € M, sea (V;y?!,...,y™) un sistema de coordenadas de N tal
que f(x) € V ysea (U;z!,...,2™) un sistema de coordenadas de M tal que x € U y
f(U)CV.Si(f*«),.. i, son las funciones componentes de f*« definidas como en7.2.2,
se tiene, para todo p € U,

0 0 0 0
(£ 0)irneis(0) = (70 s s 5)(0) = ) Fepgois o o)

fad!

~ Oy of), O

*9

zn: Ay’ o f) . 9
Ox's Oyls

J1=1 f(p),“ je=1 f(p)
_ N Awref), o Oy of) K 0
_h .stzl T R L (OLF er) RS wonl I
B n a(yjl o f) a(yjs o f) o
T Z Oxin (p).-. i (p)aj,...(f(p),
]1,...,]321
esto es
‘ N Oyrof) Oyt of)
(Fas = 3 el QEol) (o oy

J1,ee5Js=1

que es una funcién diferenciable. [J

7.3.3. Si g € F(N) = E°(N) = TOO(N), se define f*(g) =go f.

7.3.4. Es inmediato comprobar que f* conserva las operaciones suma y producto
tensorial de campos tensoriales y producto de un tensor por una funcién. Si f es un
difeomorfismo, f, es un isomorfismo para todo p € M.

7.3.5. Si f es un difeomorfismo, se puede definir también f : TS (M) — TT5)(N)
por

f(t)(elv teey 9T7X17 LS XS)(f(p)) = tp(fge}(py LS f;e}(p)v f»;lejw ceey »;1Xsp)‘



56 VARIEDADES DIFERENCIABLES

§7.E. EJERCICIOS

7.E.1. Prueba que T(O9 M es difeomorfa a M x IR.

7.E.2. Completa los detalles de la demostracion de 7.2.3.

7.E.3. Di que tipo de campos tensoriales (sobre una subvariedad regular de IR?
de dimensién 2) son los objetos siguientes que se definieron en el curso de Geometria
Diferencial Clasica: la primera forma fundamental, la segunda forma fundamental y el
operador de forma (también llamado aplicacién de Weingarten).
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7.A. APENDICE: TENSORES SOBRE
UN ESPACIO VECTORIAL REAL

Hacemos en este apéndice un repaso rapido de los tensores sobre un espacio vectorial,
que corresponden al temario de la asignatura de Algebra Multilineal. Seguimos (muchas
veces copiando textualmente) el capitulo 0 de los apuntes de Angel Montesinos Amilibia
de Variedades Diferenciables.

§7.A.1. TENSORES SOBRE UN ESPACIO VECTORIAL.

Sea V' un espacio vectorial real de dimensién n. Un tensor r veces contravariante y
s veces covariante, o de tipo (7, s), es una aplicacién r + s-lineal

a:V*x.?.xV*xVx.?.xV—>R.

El conjunto de los tensores de tipo (r, s) sobre V' con las operaciones + y producto
por un escalar definidas por

(a+B) (W, . Wz, xs) = a(wh, o W 21, e xs) + Blwh W T, )
(Aa) (W w2, e ) = AW, w2, T

1

para cualesquiera w-,...,w"” € V* y cualesquiera x1,...,xs € V, es un espacio vectorial

(1)
sobre IR, que se llama espacio tensorial (r,s) sobre V' y lo denotaremos por ® V &

Trs)V 6 Vs,
Recordemos que existe un isomorfismo natural entre V' y V** dado por
h: V— V¥
r— 2. V' — R
wr  w(z)
Identificando V' y V** a traves de este isomorfismo natural, resulta que V(9 = V. Por

otro lado es claro que V(1) = V*,
Convendremos en que V(00 = [R.

Dados a € V(:9) y B € V(t,m), se define a ® 8 € V (r+t,s+m) por

r4+1 r4t
W W T B g1y ey Tspm)-

a@B(w, . W T ry, e Taym) = awh W Ty, ) B(
Resulta de esta definiciéon que
(+a)@B=0@8+0®p, a® B+ ) =a® b +a® b, (\)® 8 =

a® (A3) =AMa®p)paratodo Ne Ry a® (f®7) = (o« ® ) ®v. Estas propiedades

se resumen diciendo que el producto tensorial de tensores es bilineal y asociativo.

Sin embargo, en general a ® § #  ® «.
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Proposicién. SiV es un espacio vectorial de dimensién n, entonces V(") es un espacio
vectorial de dimension n"t*. Con mds precisién: Si {ey,...,e,} es una base de V' y
{01,...,0"} es su base dual (por tanto, una base de V*), entonces

(A'l) {611 ® s ® el'r ® 9]1 ® ® Hjs}7:17---77;T7j17'-'7js6{17'“777'}

es una base de V(7+8)

Demostracion. Recordemos que si w* € V* y x, € V, entonces
n n
= E wholy = g z)e; con wi = wk(e;) y x) = 07 (x).

Entonces, para todo elemento h de V(%) y cualesquiera w!,...,w” € V¥ y x1,...,zs € V
se tiene

n

h(w, ..., w", oz, ..., x E w; 0", E w; 0“" E ) 63’17---72 xle;,)

i1=1 ir=1 Ji=1 Jjs=1

= Y w W] mjll..xgsh(ﬁil,...,0“,6'1,...,6'3)
j j

7:1:1 7:7":1 j1:1 jszl

= Z Z Zwl(eil)...wr(eiT)wjl(xl)...ij(xs)h(eil, a0 e e

7:1:1 7:7":1 j1:1 jszl

= Z Z Zh(@il, e 07 e )en @R e, @07 @00 (W LW,

i1=1 ir=171=1 Js=1
de donde se deduce que

n
h = > RO, . 00 ey ej)en @ . @ e @607 @ .07

7:17'-'77:T7j17-"7js:1
Lo que prueba que (A.1) es un sistema generador de V("%). Para probar que son Li.,
obsérvese que

n

> ANilre, @ .. @€, ®607® .00 =0

1:17“‘77:7"7.7'17“‘7]‘8*1
implica que

n
Z >\11 ’Lre“ X .. ®61r ®031 X .. ejs(ekl . riaehv -"7653) =0

7:17“'77:7“7.717“'7.7371

de donde se deduce que )\kl = 0y, por tanto, (A.1) es un conjunto Li.. [
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Teorema. Existen isomorfismos naturales entre los espacios V("% el espacio
Hom(V(S’O),V(T’O)) de las aplicaciones lineales de V(9 en V(0 vy el espacio
Hom,(V x o V, V(0 de las aplicaciones s-lineales de V en V(9. En particular,
V(1) es naturalmente isomorfo a Hom(V, V).

Demostracion. Por la proposicién anterior, todo tensor de tipo (r,s) es combinacién
lineal de tensores de la forma 21 ® ... ® 2, @w' ® ... ®w®. Por lo tanto, para definir una,
aplicacién lineal sobre un espacio de tensores, bastara definirla sobre los tensores del
tipo 71 ®...®x, Qw! ®...@w* (que se llaman descomponibles) y extenderla por linealidad
a todo el espacio. De acuerdo con esta observacion, para definir el isomorfismo ~ entre
y(rs)y Hom(V(s’O), V(’"’O)) bastara con definir, para cada a € V(%) la accién de & sobre
tensores de la forma z1 ® ... ® z5. Se define entonces ~: V(%) — Hom(V(%:0) 1/ (0))
por

a a: V(0 V(10
TR . Qrs— a(r;®.Q0xs): Vix.xV"— R

(Wi wh) = a(w! W, T,

que se comprueba que es un isomorfismo. Por otra parte, se define ~: Hom(V (5:0), V7 (r0))
Hom, (V' x oo V, V0 por

A a: Vx..xV— v (r0)
(1, ooy xs) = Q(xy, ., xg): VEix .o x V" — R
(Wl w) = alr ®@...0x) (W ...w"),

ie, a(xy,...,zs) = a(r; ® ... ® x4), que es también un isomorfismo. [

En el caso r = s = 1 el isomorfismo V(Y = Hom(V, V) se escribe
a—a:z—alr)/wla(r)) = a(w,x),
lo cual, usando una base {e;} de V y su dual {6}, da

Sia= 204361 ® 67, entonces a(r) = Za?@j(x)ei.
,J

4,J

Contraccién tensorial. Dados dos niimeros enteros a y b, con1 <a <ry1l<b<s,
se define la contraccion del indice contravariante a con el indice covariante b como la
aplicacion

cleb) .y sy yr=Ls=1) definida por

a,b 1 r—1
cle )(oz)(w yeey, W T T e T 1)
n
_ 1 a—1 01 a r—1 .
= a(w'y ., w0 W W T, ey Th—1, €1y Ty ey Ts—1),
i=1
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donde, como siempre, {e;} es una base de V' y {6'} es su base dual.

Se comprueba que esta definicion no depende de la base {e;} elegida y que C(*?) es
lineal.

Se deduce de la definicién de C(**) que si

n

o= g g len .. Qe, @607 Q .0,
i1, iiry g1y js=1
entonces
n n
(a’b) _ il---ia—liia~~~ir—1 ) . jl jsfl
' (a) = E o e ® .. ®e, , ®07 .0

81 yeeesir—1,]15eeerjs—1=1 i=1

Sihe Hom(V,V) y h € V(1D es su antiimagen por el isomorfismo ~, C(HDh €
V(0.0 = IR, y aplicando la definicién anterior de C1:1) y la expresién del isomorfismo ~
dada antes para el caso r = s = 1, se tiene

COVR=>"h(0" e;) =Y 0'(h(e;)) = trh,
i=1 i=1
i.e., 11 es, en este caso, la traza del endomorfismo asociado.

§7.A.2. k-FORMAS.

Definicién. Un tensor covariante de orden k, o € V(OF) se dice que es una k-forma si
es antisimétrico, es decir, si

(A.2.1) QX1 ey Ty ooy Ty ooy Tpp) = — (X1, ooy Ty ooy Ty ooy Th)
para cualesquiera 1, j entre 1 y k. Esto es equivalente a decir que

(A.2.2) AT (1), -0 To(k)) = sgn(o)a(ry, ..., 2k)
para cualquier o € S, el grupo de las permutaciones de k elementos, y donde sgn(o)

se define por
1 si o es una permutacion par,

sgn(o) = {

EI conjunto /\k V* de las k-formas de V es un subespacio vectorial de V(0:%).

Obsérvese que se deduce de la definiciéon que /\0 V¥=IRy /\1 V*=V*

De (A.2.1) se deduce que a(z1, ..., T, ..., T, ...,x) = 0 si a € /\k V=,

La equivalencia entre (A.2.1) y (A.2.2) resulta de que en (A.2.1) lo que se ha hecho es
una trasposicién. En efecto, si se da (A.2.1) como definicién, y si o es una permutacién
par (resp. impar), entoncer o se puede escribir como composiciéon de un nimero par
(resp. impar) de trasposiciones. Aplicando (A.2.1) a cada trasposicién, tendremos que
el signo habra cambiado un nimero par (resp. impar) de veces, con lo cual, al final, el
signo no habra cambiado (resp. habra cambiado) y se tendra (A.2.2). Reciprocamente,
si se toma (A.2.2) como definicién, como en (A.2.1) se hace una trasposicién, por tanto
una permutacion impar, el signo cambia, y se verifica (A.2.1).

— 1 si o es una permutacion impar
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Proposicién. (a) Si xy, ...,z son linealmente dependientes, entonces «(x1, ..., zx) = 0
para toda k-forma «.
(b) Si k > n, entonces \* V = {0}.

Demostracion. (a) Si x1, ...,z son linealmente dependientes, uno de ellos z; se puede
escribir como combinacién de los demas, x; = Z#j prx;, y se tiene: a(xy,...,rx) =
(J_/(CL’l, sy Lj—1, Zi;ﬁj ,u’xi, s Lj+1, ,xk) = Zi;ﬁj ,u’a(xl, ey Lj—15 Ly s L1y oeey :L’k) =0
por haber dos argumentos repetidos. El apartado (b) es consecuencia del (a), porque si
k > n, k vectores son siempre linealmente dependientes. [

Sean k, ¢ enteros no negativos. Una permutacion de barajar de tipo (k,f) es una
permutacion o € Si4p que verifica 0(1) < 0(2) < ... < o(k)yo(k+1) < o(k+2) <
... < o(k+ ). Denotaremos por S ) al conjunto de las permutaciones de barajar de
tipo (k, /).

Definicién. Dadas o € /\k V*, B e /\g V*, se define el producto exterior a A B de o y
B como la k + (-forma dada por

(A2.3) (aAB) (@1, wrre) = Y Se0(0)UTo(1)s oo To() BEo(ha)s s To(hss)),
O’ES(;“@)

que se demuestra (calculando) que es igual a
(A.2.4)
1

(A B) (w1, Thye) = AV Z Sgn(U)a(%(l), ---axa(k)>6(xa(k+1)7 ---,%(k+£))~

) 065k+g

Utilizando la segunda férmula es facil comprobar que, efectivamente, o A\ [ es anti-
simétrica (lo veremos a continuacion).

Vamos a demostrar la equivalencia de (A.2.3) y (A.2.4). Para cada permutacién
o € S(i,r), la composicion de o con las permutaciones que llevan {o(1),...,0(k)} en si
mismo y {o(k+1),...,0(k+ £)} en si mismo estdn en Sy, y solo la composicién con
la identidad estd en S ). Esto da, para cada o € S ), k!¢! permutaciones distintas
en Si1¢. El signo de cada una de estas permutaciones es el producto de la de o por el
de la permutacién de {o(1),...,0(k)} por el de la de {o(k + 1), ...,0(k+ ¢)}. Al hacer
el cdculo en (A.2.4) sumando los sumandos que corresponden a las k!¢! permutaciones
de Sy1¢ que hay para cada o € S ¢, se observa que los signos de las permutaciones de
{c(1),...,0(k)} y de {o(k+1),...,0(k+¢)} se cancelan con los cambios de signo de las
aplicaciones antisimétricas o y 3, luego todos estos sumandos son iguales al sumando
que corresponde a la permutacién o, luego al sumarlos y dividir por k!/! resulta el mismo
valor que el que corresponde a la permutacién o, y esto da la igualdad entre (A.2.3) y
(A.2.4).

Vamos ahora a comprobar que a A € A\ ,i.e., que a A es antisimétrica. Para
ello, en los cédlculos a continuacién, vamos a aplicar una permutacién o a una sucesiéon
finita de vectores z,(1), ..., Tr(r4s) (con 7 € Spy¢) que no estdn ordenados con el mismo

k+¢ V*
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orden que sus indices. Para ver como se hace eso, hagamos el cambio de nombres:
VL = Tr(1) s Ukl = Tr(kte), 1-6. Uy = Tr(;). Al aplicar o a esta sucesién finita de
vectores, obtenemos vg (1), ..., Us(k4¢), PETO COMO v; = Tr(;), lo que hemos obtenido
€S Tr(o(1))s > Tr(a(k+e))- Leniendo en cuenta esto, utilizando la féormula (A.2.4), si
T € Sk, Se tiene

(@A B)Tr(1)s o> Tr(kte))
1

=0 Z S(0) T (5(1))5 -+ Tr (o (k) B(Tr(o(kt1))s -+ Tr(o(kt0)))
065k+g
sgn(7)
- k1o Z SgH(T © U)a(xT(U(l))’ T xT(U(k)))B<xT(O’(k+1))7 ) xT(U(k—M)))
T 0E€Skte

= sgn(T)(O./ AN 6)(1’17 ey $k+£),

porque la composicién 7 o ¢ es una permutacién de {1,....,k + ¢}, y si o recorre Sk,
T o o recorre también Sy .

Proposicién. (a) El producto exterior es bilineal y asociativo.
(b) a A B = (DB Aa.
(c) Si w® son 1-formas, (W' A...AwF)(xq, ..., 73) = Y ves, sgn(o)w! (z4(1)) - w0 (@o(k))-
(d) Si {6, ...,6"} son una base de V*, entonces {60 A ... AO%;: 1 < iy <ip < ... <
i, < n} es una base de \" V*. De aqui se deduce que dim(\"V*) = (7). Ademds, si

{e;} es la base dual de {0}, se tiene que, para todo a € /\k v,

o= Z e,y € )0 A NG,

Demostracion. (a) Que es bilineal es evidente a partir de su definicién. Para ver que es
asociativo, sean «, B y v una k, ¢ y r-forma respectivamente. Vamos a ver que

(A.2.5) (aANBYAy=aABAy=aA(BAY),
donde la segunda expresién se define por

aNBAY(TL, ooy Thogpyr)

1
= Z sgn(0) (T (1), - To(k)) B(Ta(kt1)s -+ To(k-0))V (To (kb 1)s o) Tor (k) ) -

0ESk4t4r

Para probar esto, en el célculo que haremos a continuacién tendremos en cuenta que
Sk puede considerarse un subconjunto de Sy /4, identificando cada 7 € Si, con la

+¢ P J +4 +
permutacion de Sgy4, definida por

(1, k+Ll47r)—=(r(1),..,7(k+0),k+L+1,.. k+L+7).
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Teniendo en cuenta esto calculamos:

(@A B) AY(@1y oy Thottr)

1
= > 5gn(0) (@A B) (T (1)s os To (k) VTt 1) oo To (ot tr)
(k+ 0!
0ESk4t4r
1 1
NCEYIL . w2 (o) sen(n)a(Ta(r), s Tar)
© 0ESktetr | TESkte

/B(xO'(T(k—Fl))? ooy mU(T(k+A€))>’Y(mU(k+Z+1)7 cevy xa(k—FE—H"))

1 1
~ ko] 2 (k+0)! > sen(0 0 T)alto(r1)): s To(r )

o€ESktotr TESk4e

B(To(r(kt1))s s To(r(k+0)) YV (To(r(kre41))s -+ To(r (k1))

1 1
~(k+0)! 2. i 2. 8o 0 T)a@etra); - Ta(ri)

TESK+¢ CESKto4r

B(To(r(kt1))s s To(r(k+0) YV (To(r(kre41))s o To(r (k1))
B 1
kN

Y s8(0 0 T)AUTo(r(1))s s Tolr (k)
0ESktetr

B(To(r(kt1))s s To(r(k+0)) YV (To(r(kre41))s -+ To(r (k1))
=aABANY(TL, s Thogogr)

porque todos los sumandos en 7 que hay en la tercera expresion empezando por debajo
son iguales y porque al variar o en Sg¢4+, lo mismo le ocurre a o o 7 para cada 7, y el
nimero de elementos de Siy¢ es (k+ )\

La seguna igualdad de (A.2.5) se demuestra de igual manera.

(b) es consecuencia de que la permutacién (1,....k+¢) — (k+1,...,k+£¢,1,.. k)
tiene paridad k/.

(c) resulta de la aplicacién sucesiva de la férmula (A.2.5)

(d) se obtiene calculando, teniendo en cuenta (c), de la siguiente manera: para 1 <

Nn<..<Jgp<n,

Z €y sy € )0 N ANO (e, o€,

= Z €y e €4y ) Z Sgn(UWil(eja(1)>~~~9ik(ejg(k))

1<i1<i9<... <1, <1 c€eSy

= Z a(eil,...,eik)éﬁ...é;i =€)y, €4y )

1< <i9<...<1p,<n

y (d) resulta ahora por un razonamiento andlogo al que se di6 cuando se demostré en
el apartado 1 que V(™) tenifa dimensién n"T* y se determiné una base. 0O
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Producto interior. Dado x € V, se llama producto interior (o multiplicacién interior,
o contraccion interior) con x a la aplicacion

k k—1
Lx:/\V* — /\ %

te(a) (1, oy 1) = (X, X1, oy Tp—1)-

Obsérvese que CHV (2 @ ) (21, .oy Th—1) = gy 04(2)a(iy 21, ooy Tp—1) =

adr 04 (x)e, 1, oy mp—1) = (@, T4, ey Tp—1) = (@) (@1, 0y Tp—1), L€,
te(a) = CHY(z @ a)

Proposicion. ., verifica las propiedades:

(a) Ltz 0ty =0

(b) Lw(Aa + Mﬁ) = /\Lac(a> + :ubx(6>

(¢) txatpuy (@) = Atg (@) + puy (@)

(d) Siae A"V yBe NV, entonces tz(a A B) = (1) A B+ (—1)*a A (128)
Demostracion. Los apartados (a) a (c) son muy faciles de ver. Demostraremos el (d).
Supongamos primero que k = 1, y sean xo, ..., x¢11 € V. Poniendo x = z;, tenemos

definida por

te(a A B)(x2y .oy xpr1) = (@ A B)(T1, X2, ooy Tyt 1)
= > sgn(0)a(T5(1)B(To(2)s oo To(e41))
065(1’5)

/+1
=3 (=1 a(@)B(@1, ooy ooy Teg1)
Jj=1
/+1
= a(@)B(m, w1 + Y (=1 alw)Bla, woy oy Ty oy Te4a)
Jj=2

0+1

= ((ta¥) A B)(x2y ..oy Tpg1) — Z(—l)ja($j>(bx6>(ﬁl/’2, ey Ty ey Tp1)

= (1za) A B+ (=D a A (1) (22, ..., 2os1),

y asi queda probado para £ = 1. Suponiendo valida la férmula para todo a € /\k vV,
sea v € A" V*. Entonces

(YA A B) = ta(y A A B)) = ta(y) Na A B) =y Nia(a N B)

= (ta(MAX)AB=AA(L20) AB+(—1)" T YAQ) A B) = (ta(YAQ))AB+(=1) T (Y AQ)A(10 B).

Como todo elemento de /\kJr1 V* es una combinacién lineal de elementos de la forma
yAa,conye N V*yae AN"V*y i, eslincal (propiedad (b)), el resultado es cierto

para formas de grado k + 1, lo que, por induccion, acaba la demostracién. [J
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§7.A.3. TRANSFORMACION DE TENSORES POR MEDIO DE APLICACIONES LINELAES.

Definicién. Dada una aplicacion lineal f : U — V entre dos espacios vectoriales reales
de dimensién finita, se define (como generalizacion de la aplicacion lineal o traspuesta
de f) la aplicacion

v s por fra(xy,..,zs) = a(f(z1), ..., f(xs)),
y, por la misma expresién se define f* : \°V* — A°U*. Se comprueba inmediata-

mente que f* es lineal.

Proposicion. Se verifica que

(a) Sig:V — W es otra aplicacion lineal, entonces (go f)* = f* o g*.

(b) Si a y 8 son tensores covariantes y w y n son formas sobre el espacio vectorial V'
v f:U — V, entonces

fflaep)=(ffa)o(fB) v [ffwnn) = (fw)A ().

(c) Si f es un isomorfismo, entonces f* es un isomorfismo.

Demostracidon. (a) es consecuencia inmediata de aplicar la definicién de f* y de g*. (b)
lo demostraremos solo para formas, pues para tensores la demostracién es igual pero
mas sencilla. Si w es de grado r, n es de grado s y x1, ..., 2,4+ € U, calculamos:

Frlwnn) (@, . trps) =w An(f(21), ) [(@r4s))
= Z sgn(a)w(f(xg(l)), cey f(xa(r)»n(f(md(?“-l-l))v ey f(mU(T+S))>

TES(r,s)

= Z sgn(a)(f*w) <x0(1)7 ey xa(r))(f*n) (xa(r—kl)? ey xa(r—ks))
JGS(T,S)

=(f"w) A (") (@1, ey Tprs).

Para probar (c) basta con observar que si f es un isomorfismo, entonces f* tiene una
inversa lineal f definida por

FY@rs s yr) =7 (F 7 @)oo £ ()

para cualesquiera y1,...,y, € Vy vy U7, O
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8. DERIVADA DE LIE Y DIFERENCIAL EXTERIOR

§8.1. DERIVACIONES Y ANTIDERIVACIONES.

Dada una variedad diferenciable M, sobre F (M) sabemos hacer dos operaciones
importantes que nos indican el comportamiento local de las funciones : la derivada
direccional en la direccién de un vector (i.e. la accién de un vector o de campo vectorial
X sobre una funcién f, X f) y la diferencial de una funcién df. El propésito de esta
leccién es extender estas operaciones a campos tensoriales cualesquiera. La forma de
extenderlas no es unica y aqui vamos a ver solo dos de estas extensiones: (1) la derivada
de Lie, que extiende a un campo tensorial cualquiera el concepto de derivada direccional,
(2) la diferencial exterior, que extiene a las formas diferenciales el concepto de diferencial.

En este apartado vamos a ver algunas propiedades generales que se verifican para
todas las extensiones del concepto de derivada direccional (las derivaciones) y para
algunas de las extensiones del concepto de diferencial a las formas diferenciales (las
antiderivaciones).

8.1.1. Definicién. Una derivacion L de grado (a,b) (resp. de grado a) sobre el espacio
T (M) de los campos tensoriales sobre M (resp. sobre el espacio E(M) de las formas
diferenciales sobre M) es una aplicacion L : T(M) — T(M) (resp. L : E(M) —
E(M)) que verifica las propiedades:

(1) L+ 1) = AL(a) + p L(5).

(2) Si o € T (M) (resp. a € E*¥(M)), entonces L(a)) € TU+as+t0) (M) (resp.
L(a) € E*¥T2(M)).

(3) Lla®pP) = L(a) ® B+ a® L(B) (resp. L(a A B) = L(a) A+ a A L(B)).

8.1.2. Definicién. Una antiderivacion A de grado a sobre el espacio E(M) de las
formas diferenciales sobre M es una aplicacion A : E(M) — E(M) que verifica las
propiedades:

(1) AQha + ) = N A(a) + p A(B).

(2) Si a € E¥(M), entonces A(a) € EFT¢(M).

(3) Si a € E*(M), entonces A(a A B) = A(a) A B+ (=1)ka A A(B)).

8.1.3. Proposicién. Si A es una antiderivacién y al,...,a" € E(M), entonces

Al' A ha”) =D (=D et AL A AR AL AT
=1

Demostracidn. La haremos por induccién. Para r = 2, tenemos, por la propiedad (3) de la definicién
de antiderivacién, A(a' A a?) = A(al) A a? — al A A(a?). Supongamos ahora que la férmula del
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enunciado se cumple para r — 1, i.e., que se cumple

r—1
Al A Aa™ ) =D (=) e AL A AR A AT
=1

entonces, aplicando de nuevo la propiedad 8.1.2.(3), se cumple:

Al Aona™) = Al A A (=)l A AT A A7)

|
-

T
=Y (D)l AL AAIA AT AT+ (D)l A AT A A>T

%

Il
_

=Y (D" Ta' AL AA@) AL NG

lo que acaba la demostracién por induccién. [

z

8.1.4. Lema. Sea L (resp. A) una derivacién (resp. antiderivacion) sobre T (M) 6
E(M) (resp. E(M)). Entonces, para todo p € M y para todo o de T(M) 6 (E(M)
(resp. E(M)) se tiene que L(«)(p) (resp. A(«)(p)) depende solo de los valores de o en
un entorno de p.

Demostracion. La haremos para derivaciones sobre 7 (M) y la demostracién para los
demas casos es exactamente igual, cambiando solo las palabras campo tensorial por
forma diferencial, derivacién por antiderivacién y ® por A cuando sea necesario. Sean
a 'y 8 campos tensoriales sobre M que coinciden en un abierto U de M que contiene a
p. Sea € una funciéon meseta asociada a U como en el lema 5.1.9.2. Entonces oo — 3 =
(1—0)(a—p) y, como 1 — 0 es un campo tensorial de tipo (0,0) y (1—-0)(a—p3) = (1 —
0) @ (a—pf), se tiene que L(a—f)(p) = L(1-0)(p)(a—B)(p) +(1—0)(p) L(ar—B)(p) = 0,
ie. L(a)(p) = L(B)(p). O

8.1.5.Proposicién. Sea dF (M) = {df / f € F(M)} ¢ EY(M) = TOY(M). En
T (M) dos derivaciones son iguales si coinciden sobre F(M), dF(M) y X(M). En
E(M) dos antiderivaciones son iguales si coinciden sobre F(M) y dF(M).

Demostracion. De nuevo la demostracién la haremos para derivaciones sobre T (M), y
para el otro caso se hace igual. Dado p € M, sea (U,¢) una carta de M en p. Si
a € T (M), la restriccién a|y de o a U se puede expresar como

n o 0 0
ov= " D aGlgm D

il:"'71:7"7j17"'7jS:1

Igual que hicimos en la demostramon 7.2.5, extendemos las funciones o't ol ] ,
0

campos vectoriales =% a funciones « Qi i y campos vectoriales &; deﬁmdos sobre
ox 3 Lgs? )
todo M por

27,y los

&i(x) = 0 oz’

0 sizeM-U 0$x€M—M

sizeU . 0x) sizel N 0a “iroGirxelU
P =] A a) = 4
0sizeM-—U, i
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lo que da una extensién de |y a un campo tensorial & € 7% (M) y otra de dz? a una
I-forma dz7 € T(OV (M) que verifican

o ba sizeU T () — 0dx’ +27df sizeU
=1 0sizem—vu, @TO=V0grenw_v

Todas estas extensiones coinciden, sobre un abierto V' contenido en U y conteniendo
a p, con las funciones o campos tensoriales extendidos. Si L es una derivacion, por el
lema 8.1.3, L(«)(p) = L(a)(p) y, por la definicién de derivacidn,

(8.1.5.1)
~ & i 0
L(a)(p) = > L(ag; 5 )(p)
81yeeeybpyJ1se-yJs =1

n r o P ' ‘
+ ) Za;:z:r(>6“Ip®---®L(&k)(p)®--.®%Ip@@dwzf®---®dx£:

115eeylryJ1ye5Js=1 k=1

n r . 9 . » .
+ Z Zozjl'_'_'_’"( )6 Tl ® .®%\p®dx%1 ® ... L(d2")(p) ® ... ® dz)* .

Ulyeesry 1y Js =1 £=1

d ‘ ‘
- - J Js
5 lp ®...® e p ®da]l @ ... ® dx)

En esta expresién se ve que L(«)(p) estd determinada por los valores L(&'éll'.::;’;)(p),
L&) (p) y L(dz7¢)(p), que, a su vez, por el lema 8.1.3, no dependen de las extensiones

que se han tomado. Por lo tanto, L(«) estd determinada por la accién de L sobre campos
vectoriales, funciones reales y diferenciales de funciones reales. Ademas, (8.1.5.1) da el
modo en que L(«) estda determinada por estas acciones. [

§8.2. DERIVADA DE LIE.
8.2.1. Definicién. Dado X € X(M), la derivada de Lie Lx es la tnica derivacion
sobre T (M) que verifica

Lxf=X(f), LxY =[XY] y Lx(df)(Y)=d(Lx[):=dX]).

De esta definicion se deduce inmediatamente que Lx es una derivacion de grado 0.

8.2.2 Proposicién. (a) Sia € T(™%)(M), en una carta (U, p), se tiene

n o o o . .
Lx(a)= Z {X(oﬁlzf‘f)axi1 ®..Q e ®dr’t ® ... ® dx’*

Q... ® dale

"oz “c] ozt

+> al ®.Q+—@dr ®.. ®d(X(x”)>®---®de”‘“’}-

J1---Js 6.%7'1 6x
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(b) Siw € E*(M), en una carta (U, ), se tiene

Lx(w)= Z {X(wjlmjs)dle A A dads 4 ijl___jsd:vjl A AA(X (7)) A A dxjs} .
j {=1

(c) Siw € EN(M), Lx(w)(Y) = X(w(Y)) - w([X,Y]),

(d) Laxtuy = ALx + pLly para cualesquiera niimeros reales \ y .

(e) La derivada de Lie conmuta con la contraccién, i.e. Lx(C*?(a)) = C*Y(Lx(a)).
(f) Sia € Trs)(M), w' € EV\(M) y X; € X(M),

Lx(a)(w!, ..., w" X1, .., X,) =X (a(w!, ..., 0", X1, ..., X))
— Za(wl, e Lxwts L w" X, X))

=1

= aw, W Xy, (XX X,
j=1
(8) Siw e E*(M) y X; € X(M),

S

Lx(w)(Xy,..., X)) = X(a(Xy,..., X)) — Z (X1, ey [X, Xy oony Xo).

Obsérvese que esta expresion coincide con la que se obtendria al calcular Lx(w) con-
siderando w € T(%*) (M)

Demostracion. (a) y (b) son consecuencia de la definicién de derivacién y de la accién
de Lx sobre funciones, campos vectoriales y diferenciales de funciones.

(c) se obtiene aplicando (a) o (b) para calcular Lx (w)(Y') en una carta (U, ¢) de la
siguiente manera:

Z (X (W )+ wld(X (zM)(Y)}
— Z {X(w'Y") —w'X(Y") +0'Y(X")}
= X( Zwl YY) Z {w{X(Y") -V (X9} = Xw(Y) — w([X,Y],

donde hemos usado que: dz'(Y) =Y X (%), w' Y = w(Y),y X(Y)-Y(X?) = [X, Y]
(para esta ultima igualdad, cfr. Nota 5.2.3).

(d) es consecuencia de que esta propiedad es cierta para la accién de Lx sobre F (M),
dF (M) y X(M) y de las féormulas (a) y (b).
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(e) Como C(**) es una aplicacién IR-lineal, resulta de (d) que para probar (e) es
suficiente hacerlo para el caso X = 8%. Para este caso, usando la expresién (a) y
teniendo en cuenta que

0 0 , o ;
_ = Jey — Je = d ._74 =

— X
ox? 3562

resulta que

—

n n
O v skinsrisy O D
(a,b) _ i1...9q—1Klg41...7p
(L o (a)) = > 1kzaxi(aj1~~~jb—1kjb+1---js)axil®'"®axia®
UyeensryJ1,eeJs= =1

L ® Qde" @ ... @ deh @ ... ® da’e

Oxir

y el célculo de Lx(C@Y(a)) da exactamente la misma expresién, lo que acaba la
demostracién de (e) para campos tensoriales.
(f) Para demostrar esta férmula, observamos primero que

r+s
awh, W X, X)=COY o 2 o 0(X 0.9 X, ®a0w! @...Qw").
Entonces, usando el apartado (e) y la definicién de derivacion, obtenemos:
Lx(a)(w!, ..., w" X1, ..., X,)

r+s "
=Moo = o0l (Zwl ®.0LxW) Q. .WRa®X;®..0X,
k=1

+w'®. W e Lx(a)® X ®...0 X,

+) wR.WREX1®.0X, X .. ®XS>
=1

— alw!, .. Lx(Wh), . w0 X1, ., X)) + Lx(a)(wh, .. 0" X1, .., X)

k=1
s

+) aw! W X [X X X,
/=1

de donde se deduce la férmula (f).
(g) Para demostrar esta férmula, observemos, en primer lugar, que si w € E*(M),
entonces el tensor definido por la férmula (g) también estda en E*(M). Dados i, j, con
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1<i<j<s, laférmula (g) y la antisimetria de w dan:
Lx(w)(Xl, ...,Xi, ceey Xj, cany XS)

= X(W(X1, o0 Xiy ooy Xy ooy Xo) = Y (X, [X, Xy oo Xy oo Xy, X)
ke {i.g}
—W(Xl,...,[X,Xi],...,Xj,...,XS)—w(Xl,...,Xi,...,[X,Xj],...,XS>

= X (X1, Xy, Xiy oy Xo) 4 Y WXy [X X o, Xy, Xy oy X)
ke{i.g}
-+ W(Xl, ceey [X, X]], ceey Xi, ceey XS) -+ W(Xl, ceey Xj, ceey [X, XZ], ceey XS)
= —LX((U)<X1, ceey Xj, ceey Xi, ey XS),
i.e., Lx(w) es antisimétrica y estd en E*(M). Por otro lado, es evidente que, con esta
expresion, las acciones de Lx sobre F (M) y sobre dF (M) son las que se dieron en la
definicién de Lx.

Para acabar la comprobacién de la férmula (g) solo falta ver que, con esta expresion,
Lx es una derivacién (de grado 0) sobre E(M). Para verlo, sean w € E"(M), f €
Es(M), y usemos la notacion Xy; = X; sii # k 'y Xgr = [X, Xi], se tiene:

r+s

Lx(@NAB) X1y Xogs) = X((WAB) X1y o0y Xpps) = D (W AB) X1, ooy [X, X, ooy Xrgs)
k=1

1
=X Z m SgIl( )w(Xa(l)a ey XG'(T))/B(XO'(T+1)7 ey Xa(r—i—s))
UEST’-‘,—S
r+s

- Z Z N SgIl (Xka(1)7 cey Xk?G'(T))/B(XkG'(T+1)7 ey Xk:a(r—i—s))
k=10€S,4s

1
- Z — SgH(O') {X(W(XJ(I)a ey XJ(T)))/B(XJ(T-"-l)? ey Xa(r—i—s))

rls!
UEST’-‘,—S

+ W<XU(1)7 ) XU’(’I“))X</8(XO'(T’—|—1)7 ) XU(T+S)))
r+s

- Z W(Xka(1)7 ceey XICU(T))/B(XICU(T—Fl)? ooy Xka(r+s))}
k=1

1
— Z @ sgn(a) {X(W(Xa(l), "'7XU(7“)))/B(XU(’I“—|—1)7 "'7X0'(’I“—|—8))
Ues'r+s e

- Z W(Xka(1)7 ooy XkO'(T’))/B(XkU(T—Fl)? ceey Xka(r+s))
ke{o(1),..., o(r)}
+ W(Xa(l)v ) XJ(T))X(/B(XO'(T+1)7 ey Xa(r—i—s)))

- Z W<Xk0'(1)7"'7Xka(r))(5(XkU(r+1)7"'7Xka(7"—|—s))}
ke{o(r+1),...,0(r+s)}
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1
= D 5800 {Lx(@)(Xoq), - Xo(m)BXo (1), - Xo(rrs))

Uesr+s

+ W(Xa(l)v ey XO'(T’)>£X(/8>(XG'(T+1)7 ey XG'(T+S)>}

— (Lx (W) AB) (X1, eos Xos) 4 (WA Lx (B) (X1 ooy Xpps).
]

8.2.3.Apéndice. Dado un campo vectorial X, sea ¢, su grupo local 1-paramétrico.
Como vimos en 7.3.5, y como ¢; es localmente un difeomorfismo (cfr.6.1.6), para todo
p € M, existe un abierto U de M conteniendo a p tal que para t suficientemente
pequeno, esta definida qgt : TESN(U) — TOS)(U), y se puede demostrar que, para
todo o € T*)(M) 6 E"(M), es cierta la siguiente formula, andloga a la del Teorema
6.2.1:

o1
Lx(a) = lim g{a — Pravg, }-

§8.3. DIFERENCIAL EXTERIOR.

8.3.1.Proposicién-Definicién. Sobre E (M), existe una tinica antiderivacion de grado
1 que sobre F(M) coincide con la diferencial ordinaria y sobre dF (M) vale 0. Esta
antiderivacion se llama diferencial exterior.

Demostracion. Launicidad es consecuencia de ser una antiderivacién cuyos valores sobre
F(M)y dF(M) estan determinados (cfr. 8.1.5). Para probar la existencia, comencemos
definiendo una antiderivacién d, sobre formas definidas sobre un abierto U dominio de
una carta (U, ¢) de M. Por ser d, una antiderivaciéon y como queremos que verifique
dif = 0, para toda r-forma sobre U de la forma fdz™ A ... A dz’", ha de ser

do(fdz"™ A ... Ndx' =df ANdz"™ A ... Ada'T

y dy, se ha de extender a r-formas arbitrarias sobre U por linealidad. Asi definida, d, es
una derivacién sobre E(U). En efecto, es lineal por definicién y, siw =37, _ i wiy i,z A
e Ndztty B=300 o o By da?t AL A dads, se tiene

do(w A B) =dy Z wil___irﬁjlmjsdxil A Ndxt Adzit A A dae
1< o <l
g1 < . <Js
= Z ((dwiy...i,) By js + Wiy i, )dBi . 5.)
< . <
< .. <UJs

Adz™ A ... Adzit Adat A LA da?e
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= > (dwi, i, ANdx™ A .. Adz™ B, . ANdat A .. A das
1< o <l
g1 < o < Js
+ > (—1)"wi,. i, )dx™ Ao Adx'™ AdBj,.5.) Adxit A A dads
1< .. <1y
n< ... <Js

= (dyw) A B+ (—1)"wdy,pB.

Consideremos ahora otra carta (V, 1) de M. Como antes, definimos una antiderivacién
dy que verifica dy f = df y dif = 0 para toda f € F(V). d, y dy definen, de manera
obvia, sendas antiderivaciones sobre E(U NV'), que verifican dyunv f = df = dovnv f
y d?/;UﬁVf =0= diUﬂVf para toda f € F(M). Entonces, por 8.1.5, dyunv = douny-

Por lo tanto, si definimos d sobre E(M) por dw|y = d,(w|y) para cada carta (U, ¢)
de M, la observacion anterior muestra que dw esta bien definida y es una antiderivacion
de grado —1 que verifica las dos condiciones del enunciado. [

8.3.2. Definicién. Dado X € X(M), se define 1x : E¥(M) — E*1(M) por
(txw)(p) = tx,wp. Siw = f € E°(M) = F(M), se define vx f = 0. La proposicién
ultima del capitulo 7A muestra que tx es una antiderivacion que, ademads, verifica
A =0.

8.3.2°. Lema. Siac T")(N), B T@H(N),we E"(N),n€ E5(N),y f: M —
N es C'°°, entonces:

fla@p)= (o) (f8), v [fwAn) = w) A(fn).

Demostracion. Para formas diferenciales y campos tensoriales de grado mayor que cero,
la demostracion resulta de las expresiones andlogas para f, dadas a continuacién de
7.3.1.

Si w =g € E°(N), entonces (recordando 7.3.3)

g (Xa, o Xs) = (gn) (fe X1, s [ Xs)
= (g © f)(f*n)(le "'7XS> = (f*g>(f*77)(X1= "'7XS>
U
8.3.3. Teorema. La diferencial exterior verifica las propiedades:
(a) d*w = 0 para toda w € E"(M).
(b) Si f: M — N es una aplicacion C*°, entonces f*od =do f*.
(c)Siwe E"(M) y X € X(M), entonces Lxw = txdw + dixw.
(d) Siwe E"(M) y X1, ..., X,y11 € X(M), enonces

r+1
dw (X1, oo Xp1) = (D) X(w(X0, 0, Xy ooy Xpg1))
=1
+ Z (—1)i+jW([Xi,Xj],X1,...,Xri,...,)?j,...,XT+1).
1<i<j<r+1
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Demostracion. (a) Teniendo en cuenta la definicién que se dié de d en la demostracién
de 8.3.1, bastara con probar que dfp = 0 para una carta arbitraria (U, ¢) de M, y, como

dy es lineal, bastara probar que dfo(f dr™ A ... ANdz'") = 0 para toda f € F(U). Ahora
bien,

n af

dy(df A dz'™ A ... Adain) = ;dw(%dﬂ Adz™ AN dx'r)
"L H? . . . .
= Z Z ———dx’ Ndz' Ndx" A ..o ANdz'T)
it 0xI0x*

2
Z %dmj Adz' Adz't A .. Ada'T)

— Z O dz' Ndxd Adx' A A datT)
Oxd O’

1<j<i<n

2 2
= > (aﬁf o/ )dmﬂ'Ad:piAdm“A...Adx“):().

w30zt OxidxI
1<i<j<

(b) Como para toda w € E"(N), se tiene (f*w), = wsp)(fap®, -, fxp®), bastard con
probar la igualdad buscada sobre un anierto U dominio de una carta arbitraria (U, ¢)
de N. Para ello usaremos el lema 8.3.2" y la expresién, ya vista en una leccién anterior,
f*dg = d(go f) para toda funcién real C*° g definida en un abierto de N. Con esto, se
tiene que, en el abierto U,

frdw = f* ( > dwi,.i, Ada™ /\.../\dac”)

11 <o <l
= Y frdwi,.q Afrdat AN frdat
1 <o <y

- Z d(wi,...i, o f) Ad(x o fYA ... Nd(z" o f)

11 <...<2%p

=d ( Z (Wiy..ip 0 f) Ad(z™ o f) Ao Ad(a' o f)>

11 <...<ip

= df” ( Z Wiy iy AT A A dx“) = df*w.

11 <... <%

(c) Como tx y d son antiderivaciones de grados 1 y —1 respectivamente, se tiene que
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tx od+doix es de grado cero y, ademas:

(txod+dowx)(aNpP)=tx(daNP+(=1)"andb) +((Lon) ANB+(=1)"aA (txp))
=(exda) A B+ (1) da A (1xB) + (—1)" (exa) A dB) + (=1)* a A (1xdp)
+ (dixa) A B+ (=) Hexa) AdB + (=1)"da A (1xB) + (=1)* a A (dux )
=((txod+doix)a) NB+aAN((txod+doix)p),

por lo tanto, tx od 4+ d o tx es una derivacion de grado 0. Para ver que es igual a Lx,
bastard con ver que coinciden sobre F (M) y dF(M). Veamos:

(txod+douvx)f =ux(df) =df(X)=Xf=Lxf.

(tx od+doux)(df) = d(ex(df)) = d(X f) = Lx(df).

(d) Usando la férmula anterior (c), tenemos que tydw = Lxw — dixw, lo que sugiere
la demostracién de la férmula (d) por induccién y usando la féormula conocida para Lx.

Sir=1,dw(X,Y) =1x(dw)(Y) = (Lxw)(Y)—d(txw)(Y) = X(w(Y))—w([X,Y]) —
dw(X)N)(Y) =X(w(Y))-Y(w(X))—w([X,Y]), que es la férmula que buscdbamos para
r=1.

Si la férmula es cierta para r — 1-formas, y w € E"(M),

dw(Xb e XT’+1) = ([’Xl (dw)>(X27 -'-7X7“—|—1>
= (£X1W)(X2, ey X7”+1) - d(l’X1w>(X27 -'-7X7“—|—1>

r+1
= X1 (w(Xa, ., Xr1)) = Y w(Xa, ooy [ X1, X3, ooy Xog)
=2
r4+1 N
- Z(—l)ZXi(Lxlw(Xg, ceey Xi, ...,XT_|_1>
1=2

- Z (—1)k+£LX1w([Xk,Xg],X2,...,Xk,...,Xg,...,XT_H)
2<k<t<r+1
r+1

- Z W(X1, oy Xiy ooy Xpi1)

+ Z (—1)i+jw([Xi,Xj],X1,...,Xi,...,)?j,...,Xr_Fl).

1<i<yj<r+1

$8.E. EJERCICIOS

8.E.1. En IR?, cuyas coordenadas denotamos (z,), se consideran los campos
g =dr®dr —ch®zdy ® dy,

1 0 0
Y odr+chrL wd
J Chx8y® T+ cC xaﬂ?@ Y,
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X = Cosya3 —seny thzx 32
T Y

Probar que Lxg=0y LxJ = 0.



