2. VARIABLE ALEATORIA

2.1. Variables aleatorias. Distribuciones de probabilidad.

2.2. Distribuciones discretas y continuas.

2.3. Esperanza y varianza. Indicadores. Transformaciones . Aproximacion numérica
2.4. Aproximacién empirica a las funciones de probabilidad. Calculo de probabilidades
por simulacion

2.1 Variables aleatorias. Distribuciones de probabilidad.

Una variable aleatoria, X, es una funcion: X : Q> R que asocia a cada suceso S c Q
Un ndamero real x= X(s) .

En general nombraremos las variables aleatorias con letras mayusculas y los valores
concretos de las variables con letras minusculas.

Ante un experimento aleatorio cualquiera es, en principio, posible aleatorizar ( asignar
una variable aleatoria a los sucesos de Q ) de cualquier forma y sin ninguna
restriccion. Obviamente sera, por lo general, interesante que la variable aleatoria
conserve o recupere algun tipo de informacion relevante sobre el fenémeno. En
definitiva, que sea significativa, que represente alguna magnitud o caracteristica
numeérica.

De una forma mas simple podemos considerar que una variable aleatoria es una
magnitud incierta. Cuyo valor concreto no puede determinarse con exactitud.
Distinguimos en este gréfico entre variable aleatoria discreta, si toma un conjunto
finito, o infinito numerable de valores posibles y variable aleatoria continua si recorre
un intervalo, una conjuncion de intervalos o la totalidad de la recta real.
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Como, por otro lado, a cada suceso, S, del espacio de resultados le corresponde una
probabilidad, a través de la “probabilizaciéon”. Podemos considerar que se “induce” una
asignacion de probabilidades sobre la variable aleatoria.



De esta forma, la masa total (unitaria) de probabilidad puede repartirse (distribuirse)
entre los valores definidos de la variable aleatoria (si es discreta) o entre los distintos
intervalos (si es continua).

Si consideramos, entonces la variable aleatoria, junto con su asignacion de
probabilidad (inducida), estamos ante una DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD
( X ,Px).

2.2. Variables aleatoria discretas y continuas . Distribuciones discretas y
continuas de probabilidad

2.2.1. Variables aleatorias discretas. Distribuciones discretas.

Como hemos comentado arriba una variable aleatoria discreta es aquella que
tiene un campo de variacioén, un recorrido , discreto, consistente en un conjunto finito
de valores o en un conjunto numerable de valores.

Por ejemplo “el valor niumerico que se obtenga al lanzar un dado” es una
variable aleatoria discreta cuyo recorrido es un conjunto finito de valores
Rx={1,2,3,4,5,6}. En cambio, el “niumero de coches que pasan en una hora por un
tramo de via publica” es una variable aleatoria cuyo recorrido es numerable ( pero no
finito) : Rx={0,1,2,...,... }.

Funcion de cuantia

En virtud de la induccion de probabilidad sobre la variable aleatoria podemos
asignar una funcion llamada funcién de cuantia de probabilidad o funcién de masa
de probabilidad ( pmf, de sus siglas en inglés) tal que :
Px: Rx >[0,1] : P(X)=Po(X(X)) V xe Ry
Es decir que asigna a cada valor xe Ry la probabilidad del suceso de Q que se
corresponde con el valor x
Propiedades de la funcién de cuantia:
1.-P(x)20 V xe Rx Yaque, alfiny al cabo es una probabilidad

2.- Z P(x) =1 Ya que seria la probabilidad de todo el espacio de resultados ( 0 muestral)
VxeRy

3.- P(xe A=) P(x)

XeA
Ejemplol: Lanzamos tres monedas. El espacio de resultados sera:
Q={(c,c,c),(c,c,+),(c,+,c),(+,c,c),(c,+,%),(+,c,+),(+,+,C),(+,+,+)} Si consideramos la
variable aleatoria: X= niumero de caras obtenidas, tendremos:Que el recorrido seré: xe
Rx={0,1,2,3} y la funcién de cuantia sera:

X P(x) library(prob); library(RcmdrMisc)

0 1/8 tosscoin(3, makespace = TRUE) # monedas: tosscoin(n® de monedas, probabilizado)
1 3/8 tosscoin(2)

2 3/8 omega<-tosscoin(3, makespace = TRUE)

3 1/8 omega <- within(omega, {

xtoss3 <- Recode(toss3, ""H" = 1; "T" = 0;', as.factor=FALSE)

Total | 1 Xtoss2 <- Recode(toss2, ""H" = 1; "T" = 0;', as.factor=FALSE)

xtossl <- Recode(toss1, ""H" = 1; "T" = 0;', as.factor=FALSE)
Xx=xtoss1+xtoss2+xtoss3

)

t<-table(omegaSx)

prop.table(t, margin=NULL)

0 1 2 3
0.125 0.375 0.375 0.125




Podemos representar graficamente la funcién de cuantia anterior

x<-c(0,1,2,3)
prob<-c(0.125,0.375,0.375,0.125)
plot(x,prob,type="h",col=blue)

prob
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Es interesante hacer notar como, al representarla asi, observamos un claro
paralelismo con los diagramas de barras de la estadistica descriptiva.

Funcién de Distribucion

Definimos la funcidon de distribucion, en inglés cumulative distribution function
(CDF), como: F(x)=P(X<x) para Xxe]-o, o]
1. F es siempre no decreciente : para t;<t, = F(t;) < F(t,)
2.-F es siempre continua por la derecha tIirfp F(t)=F(a) VaelR

(Sélo sera, también continua por la izquierda, en el caso de variables aleatorias
continuas)

3.- Sus valores extremos son 0y 1 de forma que : tIim F(t)=0 y!im F()=1

Teniendo en cuenta lo anterior el perfil de una funciéon de distribucién de una variable
aleatoria discreta es el de una funcion escalonada desde 0 hasta 1, donde cada salto
de escaldn se correspondera a cada punto para el que esta definida la probabilidad ( la
funcién de cuantia)

Continuando el ejemplo anterior:

F<-cumsum(prob)
F o
plot(x,F,type="s", col="green") © Q

- /H\
: :
0.0 05 10 15 20 25 30

[1] 0.125 0.500 0.875 1.000




Hay que hacer notar que al principio y al final del gréfico (zonas marcadas con circulo rojo) la
representacién obtenida no se corresponde con la F. de Distribucidn.

1. Para valores inferiores a cero F(x)=0y, justo en x=0 se produce “el salto” (escalén) de
cuantia 0,125

2. A partir de x=3 y una vez alcanzado el valor F(x=3)=1 la funcion sigue tomando el valor 1
para los valores superioresa 3.

0 x<0
0.125 0<x«<l1
F(x)=< 0.5 1<x<2
0875 2<x<3

1 X>3

Una mas adecuada representacion grafica de una Funcién de Distribucion para una
variable aleatoria discreta podemos verla en el gréafico siguiente. Donde una cierta
variable que toma valores pertenecientes a {0,1,..., 10} tiene asignadas unas
probabilidades segun una funcién de cuantia que desconocemos (los saltos de cada
escalén) cuya acumulaciéon genera la Funcién de Distribucion que vemos como
funcion escalonada desde O hasta 1.

Funcion de distribucion en distribuciones de variable discreta:
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Puede observarse que:

e Presenta un perfil escalonado,produciendose un salto en cada uno de los valores definidos de la
variable aleatoria.Es continua por la derecha, pero no por la izquierda.

« La cuantia de cada salto es precisamente la probabilidad en ese punto, la funcion de cuantia.

¢ Es semejante al DIAGRAMA ACUMULATIVO de una distribucion de frecuencias de \-'alores‘
sin agrupar.

e Entre cada dos puntos (de los definidos) no hay probabilidad (y por tanto no se acumula).




Ejercicio resuelto: Dada una variable aleatoria cuyo recorrido es {0,1,2,3,4,5} y cuya
Funcién de distribucion obedece a la expresion:

0 x<0
0.2 0<x<l1
0.3 1<x<?2
F(x)=:0.5 2<x<3
0.7 3<x<4

0.8 4<x<5

1 X>5

Obtener P(x=3), P(x=2.5),P(3<x<5),P(2<x<5). Y finalmente la F.cuantia

La probabilidad en un punto siempre va a ser P(x)=F(x")-F(x) Si se trata de uno de los
puntos definidos de la variable ( un punto de su recorrido) F(x")>F(x) y la diferencia
sera la funcién de cuantia en X, la cuantia del salto en el escalén, la probabilidad de x.
Sin embargo si x no pertenece al recorrido de la variable aleatoria,(tramos horizontales
de la F. de Distribucion) ,F(x")=F(x) y la probabilidad en ese punto es 0.

PR)=F(@")-F(@3)=07-05=0.2
P(25)=F(.5)-F(25)=05-05=0
Las probabilidades de un intervalo dependeran de si éste incluye o0 no a sus extremos:

P(a<x<hb))=P(x<b)-P(x<a)=F(b)-F(a)
P(@<x<b)=P(x<b)-P(x<a)=F(b)-F(a") debe sumarse la P(a) a la anterior
P(a<x<b)=P(x<b)-P(x<a)=F(b")—F(a) debe restarse la P(b) a la primera expresion
P(@<x<b)=P(x<b)-P(x<a)=F(b")—F(a) debe sumarse la P(a) y restarse la P(b)

a la primera expresion

De esta forma :

P(B3<x<5))=P(x<5)-P(x<3)=F(5)-F(3)=1-0.7=0.3

coincidira con P(4)+P(5) ya que 4 y 5 son los valores que incluye el intervalo
P(2<x<5)=P(x<5)-P(x<2)=F(5)-F(2)=0.8-0.3=05

coincidira con P(2)+P(3)+P(4) ya que 2,3 y 4 son los valores que incluye el intervalo

Finalmente para obtener la Funcion de cuantia observamos los puntos en los que se
producen los saltos en la F. de Distribucion ( puntos del recorrido de la variable)
0,1,2,3,4,5 y determinamos estas probabilidades. Tendremos:

P(x)

0.2

0.1

0.2

0.2

0.1

QP WIN|FP|OX

0.2

sum | 1

library(distrEx) # también se puede usar el paquete “distr”

ejemplo <- DiscreteDistribution(supp = 0:5, prob = ¢(0.2,0.1,0.2,0.2,0.1,0.2))
ejemplo

d(ejemplo)(0:5)

p(ejemplo)(0:5)

plot(x=0:5,d(ejemplo)(0:5),type="h",col="red")
plot(x=0:5,p(ejemplo)(0:5),type="s",col="blue")
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2.2.2. Variables aleatorias continuas. Distribuciones continuas.

Una variable aleatoria continua tiene por recorrido un intervalo de la recta real, una
union de intervalos de la recta real o la propia recta real.

Es, en principio, concebible que pueda tomar cualquiera de los infinitos valores que
componen su recorrido. Sin embargo, en la practica nos encontramos con que no
suele ser posible llevar a cabo mediciones mas alla de cierto grado de precision. Esto
se traduce en situaciones similares a las del siguiente ejemplo: El record mundial de
los cien metros lisos lo ostenta Usain Bolt con un tiempo de 9,58 s . Eso no quiere
decir que los corriera en exactamente en ese tiempo y no en 9,580003, o0 en
9,579999999921, por ejemplo. Mas bien quiere decir que los corrié en un tiempo
comprendido entre 9,575y 9,585 ya que la precision de la medida es de una
centésima de segundo. Este ejemplo ayuda a comprender, también, el hecho de que
cuando hablemos de variables continuas digamos que no existe para ellas
probabilidad en un punto.

Entre las magnitudes que suelen considerarse continuas, tenemos,
paradigmaticamente, el tiempo, pero también otras como las longitudes, temperaturas
y otras caracteristicas fisicas. También algunas magnitudes no estrictamente
continuas pero si con una variabilidad particular muy elevada suelen modelizarse
como continuas. ( Rentas, ingresos, gastos, costos, nimero de siniestros, etc )

Funcién de distribucién en una distribucion de variable continua.

En una distribucion de variable continua se induce probabilidad sobre todos los
infinitos intervalos que integran el campo de definiciébn de la variable .En
consecuencia ante cualquier incremento de la variable (por pequefio que
sea) le correspondera un incremento de la probabilidad que se va
acumulando, lo que hara que la funciéon de probabilidad acumulada, la funcién
de distribucion, tenga que ser continua en todos los puntos del campo de
definicion de la variable. Es esta la raz6n de que se llamen distribuciones
continuas, ya que acumulan de forma continua su probabilidad.
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Podemos observar cémo:

» La funcion de distribucién es continua por ambos lados (absolutamente continua), acumulando
la variable probabilidad de manera continuada desde que comienza su campo de variacion hasta
que termina (acumulando la masa total ,1).

. Tiene un perfil similar al del POLIGONO ACUMULATIVO de una distribucién de frecuencias
de valores agrupados.Coincidiria con €l si se tratara de intervalos infinitésimo.

Entre las propiedades de la Funsién de distribucion de una variable aleatoria continuas
estan:
1.- F(X) es no decreciente : si t1<t2 entonces F(t1)<F(t2)
2. - F(x) es continua
3.-IimF(X)=0 y IlimF(x)=1
X—>—00 X—>+00

La probabilidad de cualquier intervalo perteneciente al recorrido de la variable puede
calcularse a través de la F.de Distribucion:
Pla<x<b)=P(a<x<b)=P(as<x<b)=P(a<x<b)=F(b)-F(a)

Al no asociarse probabilidad a valores sino a intervalos , la probabilidad en un punto es
cero y por lo tanto la probabilidad de un intervalo es indiferente a si éste es cerrado,
abierto o semiabierto.

Funcion de Densidad . ( F.de densidad de probabilidad)

" Como hemos dicho , la asignacién de probabilidad no es a puntos ( valores ) del
recorrido sino a intervalos. En cualquier intervalo podremos, sin embargo, definir la
DENSIDAD MEDIA DE PROBABILIDAD entendida como el incremento de
probabilidad que se da en intervalo dividido por la longitud del mismo:
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DMP([a,b]) = M
Flb) b-a
Fla)
R
a b X
Y considerando un intervalo incremental:
' AF
DMP(Ax) = 2P
Flx+Ax]
que si lo llevamos al limite cuando el
Fx) incremento es infinitesimal
nos conduce, por definicion, a la derivada de F(x)
F(x) = dF(x) _ lim AF (X)
X x+AX dx M0 AX

Pues bien, llamaremos funcién de densidad o funcién de densidad de probabilidad a la
funcién que a cada posible valor de x le hace corresponde la densidad media de
probabilidad de un entorno ( o intervalo) infinitésimo incremental de ese valor x. Esto
es, con la derivada de la F. de distribucion.

Aunque su naturaleza es muy diferente, y de hecho NO ES una probabilidad ,la f. de
densidad juega un papel similar en el caso continuo al que juega la f. de cuanti en el
discreto.

Las propiedades basicas de una funcién de densidad son:

1. f(x)>0 WVxedom(X)

2, ji f (x)dx =1
F(X)=P(X <x)= j f (t)dt
4. P(X e A) = j f (x)dx

xeA

w

(2]

. P(a< X <b)=P(a<X <b)=P(a<X <b)=P(a< X <b)=_Tf(t)dt

»

. Iirp f(x)=limf(x)=0




fid

— Px<[a.b])
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En https://www.uv.es/ceaces/base/variable%20aleatoria/dibujo.htm puede verse un
grafico dinamico en el que observar la relacion entre F(x) y f(x) .

Calcular probabilidades a partir de la funcién de densidad es tan facil o tan dificil como
resulte integrar la funcion. En ocasiones puede obtenerse ventaja de los
procedimientos informéticos , como en este ejemplo con R:

Ejemplo 2

f <- function(x) 3*x"2# f.de densidad, definida para valores de [0,1]

plot(f)

curve(f, from =0, to =1, Iwd = 2, ylab = "f.de densidad ") #alternativa y preferiblemente
integrate(f, lower = 0.14, upper = 0.71)#cdlculo de P(0.14<x<0.71)

F<-function(x) integrate(f, lower = 0, upper = x)

F(0);F(1); F(0.71);F(0.14)
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2.3. Esperanzay varianza. Indicadores. Transformaciones . Aproximacion
numeérica.
La esperanza de una variable aleatoria, también llamada su media, puede definirse

comao:

-

I.x,f (x)dx casocontmuo

E(x)=
Z xP(x) casodiscreto
Vx



https://www.uv.es/ceaces/base/variable%20aleatoria/dibujo.htm

La esperanza de una variable aleatoria puede considerarse como el centro de
gravedad de su distribucién de probabilidad.

Si se repitiera un gran numero de veces el fendmeno aleatorio que subyace a la
variable aleatoria considerado tomaramos los valores obtenidos de la variable aleatoria
y calculdramos su media araitmética obtendriamos un valor mas o menos cercano al
valor de su esperanza y resultaria tanto mas cercano cuanto mayor fuera el nUmero de
repeticiones

E(x)-zuz media de la distribucion.

Ejemplo discreto: Considerando la variable aleatoria del ejemplo 1: X= nimero de
caras obtenidas en el lanzamiento de tres monedas:

X P(x)
0 1/8 x=3 1 3 3 1 12

=>» xP(x)=0-=+1-—+2.—+3.—=—=15
;Z: #= 2 xP)=0-g+lgv2.543-5=3
3 1/8

Ejemplo continuo: Dada la v. a. continua, X, definida en [0,1] y con funcién de

densidad f (x) =3x* la media vendria dada por:
1

1 1 1 1 4
ﬂ=Ixf (x)dx=Ix-szdx=I3x3dx=3_fx3dx=3{%} =3.
0 0 0 0

0

1 =0.75
4

La esperanza puede generalizarse un convertirse en un operador, aplicable a
cualquier funcién g(x) de la variable aleatoria x. Asi tendriamos el llamado operador
esperanza, E[].

s

I g(x) f(x)dx casocontinuo

Elg(x)]=1
Z g(x)P(x) casodiscreto

LY

Propiedades del operador esperanza:

1.- La esperanza de una constante es la propia constante

2.- La esperanza de una funcion lineal es la misma funcion lineal de la esperanza.

La linealidad de los operadores sumatorio e integral garantiza el cumplimiento de estas
dos propiedades.

Ela+b.x]=a+b E[X]

Automatizaciéon en R .Utlizando el paquete distrEx 0 distr de R podemos generar
variables aleatorias (como ya se ha visto mas arriba) y trabajar con algunas ya



preconstruidas asi como también automatizar el calculo de ciertas funciones, de la
esperanza y de otros indicadores de la distribucion.

Caso discreto:

library(distrEx)

#obtenemos la distribucion del ejemplo de antes ECX)
X <- DiscreteDistribution(supp = 0:3, [1] 1.5
prob = ¢(1,3,3,1)/8) r(x)(5)
E(X) # esperanza de X [1] 23222
r(X)(5) # genera 5 resultados aleatorios segun d(x) (3
o [1] 0.125
#la distribucién X p () (2)
d(X) (3) #obtiene la f.de cuantia de 3 [1] 0.875
p(X)(2) # obtiene la f. distribucién de 2 d(x) (0:3)
d(X)(0:3) [1] 0.125 0.375 0.375 0.125
p(X)(0:3) p(xX)(0:3)
p(X)(c(2,4))# f.de distribucion de 2 y de 4 [1] 0.125 0.500 0.875 1.000
diff(p(X)(c(2,4))) # prob(2<X<4) p(X)(c(2,4)) [1] 0.875 1.000
q.1(X)(0,75) # percentile 75 diff(p(x)(c(2,4)
#la funcion deberia ser sélo g pero para distinguirla [1] 0.125
de quit se le afiade una “ele” (El} OZO (0.75)
E(3*X+4) E(3%X+4)
[1] 8.5
E((X-E(X))*2)# va a ser la definicién del op.varianza 'E:SX_SO?(%AZ))
) E((X-E(X))A2)
[1] 0.75
> EC(X-E(X))A2)
[1] 0.75
> var(Xx)
[1] 0.75

Caso continuo

#necesitaremos el paquete distr ,para trabajar
con # variables.continuas.

library(distr)

f <- function(x) 3 * x"2

X <- AbscontDistribution(d =f, lowl =0, upl =
1)

# AbscontDistibution(f.densidad,
lim.inf,lim.sup)

library(distrEx)

r(X)(5) # genera 5 resultados aleatorios segun la
#distribucion X

d(X) (0.3) #obtiene la f.de dnsidad en 0.3
p(X)(0.2) # obtiene la f. distribucion de 0.2

p(X)(c(0.2,0.4))#f.de distribucion de 0.2 y de 0.4
diff(p(X)(c(0.2,0.4))) # prob(2<X<4 )
q.1(X)(0,90)

Consideramos la v.a. del ejemplo2 con
Xe[0,1] y f.densidad f(x)=3x>

E(X)

[1] 0.7496337

var(X)

[1] 0.03768305

sd(X)

[1]0.1941212

Los resultados no son los exactos
(media=3/4, y varianza=3/8) debido a que la
funciéon E(X) usa aprox. De calc.nimerico si
no conoce la distribucién

r(X)(5)

[1] 0.5310 0.8034 0.6377 0.9895 0.6851
d(X) (0.3)

[1] 0.27

P(X)(0.2)

[1] 0.008000034

p(X)(c(0.2,0.4

[1] 0.008000034 0.064000046
diff(p(X)(c(0.2,0.4)))

[1] 0.05600001

q.10x) (0.9)
[1] 3




Varianza y operador varianza.

Definiremos la varianza de una variable ya sea discreta o continua como:

o’ = E[(X — 1)*]= E[(X —E(X))?] Obviamente, en el caso discreto el operador
esperanza actuard como sumatorio y en el caso continuo como integral.

Con vistas a su célculo en la practica la varianza se puede ver como:
o =E[(X — 1) 1= E[(X® = 2X g+ 1) = E(X*) = 2uE(X) + * = E(X*) = 24° + pi* =
0_2 — E(X 2)_IuZ

La varianza es, analogamente a como ocurria en la estadistica descriptiva, una
medida de la dispersion probabilistica de la variable alrededor de la media. Pero viene
medida y se calcula en términos cuadraticos por lo que , a menudo se considera su

raiz cuadrada: La desviacion tipica: o =vo? =, f( E(X?) —/,12)

La varianza puede generalizarse para ser aplicada no sélo a una variable aleatoria
sino a cualquier funcién de una variable aleatoria ( Igual que hicimos con la
esperanza):

Dada una funcion cualquiera “g” , definiremos la varianza de g(X) como:

2
Var(g(X) =V (g(X) =D*(g(X) =E[(g(X) -E(g(X))]
Es facil comprobar cémo la varianza no va a depender de las traslaciones de la

variable ( cambios de origen ) pero si y cuadraticamente , de los cambios de escala (0
unidad). En efecto , las principales propiedades de la varianza son:

1. K=Cte.=Var(K)=0
2. Var(a+bX) =b*ar(X)

Otros indicadores de una distribucién.

Podemos considerar ademas de media y varianza otros indicadores de una
distribucion de probabilidad.

Como indicadores de posicion tendriamos la mediana y los cuantiles con una
definicion andloga a la que tenian en estadistica descriptiva sin mas que sustituir
frecuencia por probabilidad:

Mediana : P(X<Me)=0.5

g-esimo percentil P(X< g-esimo percentil )= /100

en R:
require(distrEx) X <- Binom(size = 7, prob = 0.32)
X <- Binom(size = 7, prob = 0.32) rlr:liﬁl-'azm &)
median(X) gq.1(x)(0.32)
a.1(X)(0.32) [1] 2
. Y<-Gammad ()
v S,am(r;)ad() median (v)
median [1] 0.6931472
q.1(Y)(0.68) q.1(Y)(0.68)
[1] 1.139434




Los coeficientes de asimetria y de curtdsis se definen , como en el caso de
distribuciones de frecuencias a partir de momentos centrales de orden 3y 4
respectivamente.

E| (X —p)° E| (X - p)*
Asimetria: y, = Q y curtosis : y, = ¥_3
o o
X <- Binom(size = 7, prob = 0.32) skewness (X)
skewness(X) [1] 0.2916917
, kurtosis(X)
kurtosis(X) [1] -0.2006303
W<-Norm() w<-Norm()
skewness(W) skewness (W)
kurtosis(W) [1] O .
kurtosis(w)
[1] O

Funcién generatriz de momentos . FGM .
Tanto para distribuciones discretas como para continuas llamaremos Funcion
generatriz de momentos a una funcion de una variable auxiliar , t, definida como:

Ze‘XP(x) caso discreto

FGM () =M (1) = (t) = E(") = J e™ f (x)dx caso continuo

Ejemplo discreto:
Consideramos el ejemplo 1:

X P(x)
0 1/8

1 3/8

2 3/8

3 1/8
X P(x) |e™ e™ P(x)
0 1/8 |1 1/8

1 3/8 | e 3/8. ¢
2 3/8 |e* 3/8. ™
3 1/8 | e* 1/8 e
Total | 1 o(t)= % (1+3e' +3e* +e*)

Ejemplo continuo: Consideramos una variable aleatora x, definida para reales positivos
(Xe[0,00[ ) con f. de densidad f(x)=e™*

Su FGM vendréa dada por :

o(t) = E(e¥) = j % f (x)dx = j e¥.e¥dx = j e 0-0%dy = j (1—t)e @ O%dx =
0 0

(1)

_—_1 —(1—t)x°°:—_1 e e =~ (0-1D=—""—(1-1)"
RS A i G e t)( V= ) 40




Propiedades

1. No siempre se puede garantizar su existencia, aunque para la mayorfa de la distribuciones de probabilidad de uso habitual si existe.

2. Cuando existy, caracteriza univocamente la distribucion de probabilidad , andlogamente a la funcion caracteristica. De forma que si las
distribuciones de dos variables aleatorias x e y son tales que sus dos F.GM., @x¥y @y . son idénticas ¢x =@y entonces las distribuciones de
las variables x e y también son idénticas. :

3. Derivando sucesivamente la F.G.M. en el punto t=0 se generan los sucesivos momentos ordinarios segiin la expresion:

‘(1,'_ = (p(r) (I = 0) este resultado se conoce como teorema de los momentos 3
4. Si se transforma una variable aleatoria x en otra y mediante una funcién lineal: y= atbx , la F.G.M. de la distribucién de y obedece a la
expresion: :

P, (1) =e“p (b1)

propiedad especialmente importante para comprobar la linealidad de la distribucién normal

( Nota: se llama momento (ordinario) de ordenr , o, , al valor esperado de la potencia

. - r . . - - -
r-sima de la variable x : a,= E(X) . Si consideramos la variable cambiada de origen a
la media hablaremos de momentos centrales )

test de variable aleatoria
REF [ ExaEm
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