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4.1.Introduccion a la inferencia estadistica.

Inferir es, en general, establecer un nuevo conocimiento partiendo de uno ya "dado".
Las inferencias suelen hacerse bien por deduccién pasando de(l conocimiento de) lo
general a ( la obtencion del conocimiento de) lo particular, conservando la certidumbre
en cada paso de la deduccion; o bien por induccion pasando de(l conocimiento de) lo
particular a conclusiones generales que nunca podran tener una certeza abosulta.

La inferencia estadistica es un tipo particular de inferencia inductiva en la que las
conclusiones generales aun no contando con certeza absoluta podran expresarse con
cierto grado de “incertidumbre” probabilistica

La inferencia estadistica va a ser, por lo tanto, una forma especial de realizar este
proceso. Consiste, basicamente, en llegar a conocer algunas -caracteristicas
desconocidas de una poblacién partiendo de datos muestrales conocidos obtenidos
aleatoriamente. Estas caracteristicas poblacionales seran "inferidas" utilizando los
recursos de la TEORIA MATEMATICA DE LA PROBABILIDAD y finalmente, seran los
principios del calculo de probabilidades los que permitirdn acotar la “incertidumbre” de
las conclusiones

Fundamentalmente la Inferencia Estadistica consiste en la resolucion de dos grandes
categorias de problemas:

000 LA ESTIMACION : Aproximar, aventurar, “determinar’ (entendiéndose como
aproximacion) el valor de una caracteristica poblacional desconocida. Podra ser:

e Por punto: Con la obtencién de un valor estimado poblacional concreto
e Porintervalo:Con la obtencién de un intervalo en el que quede incluido el valor
de la caracteristica con cierto grado de certeza ( Confianza).

(000 EL CONTRASTE DE HIPOTESIS: Determinar si es aceptable (o no), partiendo
de los datos muestrales, que la caracteristica poblacional estudiada tome un valor
determinado o bien que pertenezca a un intervalo de valores determinado.

(Es obvio que estos dos problemas de conocimiento pueden, muy bien, considerarse
como dos tipos particulares de problemas de decisién estadistica y asi, de hecho,lo
considera una de las escuelas metodolégicas de la Estadistica.)

4.2. Muestreo. Tipos de muestreo.

Entenderemos por muestreo el procedimiento o técnica empleada para obtener una
muestra, que inicialmente consideramos como un cierto subconjunto de una poblacion
POBLACION : Colectivo sujeto del estudio .

Cabe distinguir entre Poblacion (colectivo en el que estamos considerando la
magnitud sujeta a estudio) y Universo (colectivo de todos los elementos sujetos del
estudio, en el que no consideramos la magnitud). El universo es, por tanto, el conjunto
de individuos que poseen la caracteristica o caracteristicas sujetas a estudio, y éstas
en su conjunto forman la poblacién
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Asi ; analizando las estaturas de los espafioles , la poblacién seria el conjunto de
todas las estaturas de todos los esparioles , siendo el universo el conjunto de todos los
espanoles.

MUESTRA : Un subconjunto cualquiera de la poblacién . Para que la muestra nos
sirva para extraer conclusiones sobre la poblacién deber ser representativa , lo que
se consigue seleccionando sus elementos al azar , lo que da lugar a una muestra
aleatoria

MUESTREO : Procedimiento para la obtencién de una muestra

MUESTREO OPINATICO : es aquel procedimiento de seleccién de los elementos
muestrales que se realiza segun el criterio subjetivo del investigador. Es, por tanto ,
subjetivo y la muestra obtenida puede no ser representativa de la poblacion.
MUESTREO ALEATORIO :es aquel procedimiento de seleccion de la muestra en el
que todos y cada uno de los elementos de la poblacién tiene una cierta probabilidad de
resultar elegidos . De esta forma, si tenemos una poblacion de N elementos y estamos
interesados en obtener una muestra de n elementos (muestra de tamafo n), cada
subconjunto de n elementos de la poblacién tendra también una cierta probabilidad
de resultar la muestra elegido.

Si designamos por M; a cada uno de estos subconjuntos ,con i=1,2,3,...N;

cada M; tendré una cierta probabilidad P(Mi) de resultar elegido.

MUESTREO ALEATORIO SIMPLE: (M.A S.): es aguel muestreo aleatorio en el que
la probabilidad de que un elemento resulte seleccionado se mantiene constante a lo
largo de todo el proceso de obtencién de la misma. La técnica del muestreo puede
asimilarse a un modelo de extracciébn de bolas de una urna con devolucion
(reemplazamiento) de la bola extraida. Un mismo dato, e incluso un mismo individuo,
puede, en consecuencia, resultar muestreado mas de una vez .Cada eleccién no
dependerd de las anteriores y, por tanto, los datos muestrales seran
estocasticamente independientes.

MUESTREO IRRESTRICTO (SIN REEMPLAZAMIENTO): en este tipo de muestreo la
probabilidad de elegir/ extraer un individuo en cada seleccién viene influida por los
resultados anteriores , en la medida en que en este muestreo no permitimos que un
mismo individuo sea seleccionado mas de una vez (lo que hace variar las
probabilidades en cada extraccion muestral) . Se corresponde con un modelo de
extraccion sin reemplazamiento .Teniendo en cuenta la convergencia de la distribucion
hipergeométrica a la binomial es facil intuir que cuando la poblaciéon sea muy grande
(N 1) el muestreo irrestricto puede considerarse como muestreo aleatorio simple.
Por tanto , en el estudio de muestras para poblaciones grandes consideraremos sélo
el muestreo simple .En el estudio de muestras de poblaciones finitas es, sin embargo ,
fundamental analizar las distribuciones muestrales que generara su adecuado
muestreo irrestricto.

MUESTRA GENERICA DE TAMARO n : Es una variable aleatoria

n-dimensional ; X=[X; ,X; ,X 3,...,X, ] donde cada x; (con j=1,2,...n)

(cada dato muestral genérico) recorre todos los posibles valores que puede tomar el j-
simo elemento de una muestra de n elementos.

Por tanto , una muestra concreta (ya obtenida) sera un valor particular (una
realizacion concreta ) de la muestra genérica.

En la medida en que en el muestreo aleatorio cada elemento de la poblacion tiene una
probabilidad de ser elegido ,cada dato muestral genérico sera una variable aleatoria
gue tendra asociada una funcion de probabilidad f(x) (de cuantia o de densidad)
segun una determinada distribucion que llamaremos distribucién béasica , madre , o,
simplemente, distribucion de la poblacion y recorrera todos los posibles valores de
la poblacién.

Si trabajamos con un muestreo aleatorio simple (M.A.S.), cada dato muestral genérico
serd estocasticamente independiente de los demas y por tanto la funcion de
probabilidad (cuantia o densidad) conjunta de la muestra genérica sera :

f(X) = f (X1 ,%X2 X3 ,Xg ... X ) =f(Xg ) f(X2 ) (X3 ).....f(x n)
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por ser las x; variables aleatorias independientes.

Ejemplo 1:
Supongamos una pequefia poblacién perfectamente conocida para poder ilustrar las
ideas que vayamos introduciendo.

Supongamos que estudiamos un universo formada por 6 familias de las que
consideramos la variable X=numero de viajes que han realizado este afio.
Supongamos que la distribucién de esta poblacion es:

X Frecuencia (n° Frec.relativa/

namero de viajes familias) probabilidad
realizados

0 1 1/6

1 1 1/6

2 2 2/6

3 1 1/6

4 1 1/6

Llamamos la atencion para mas adelante que : 1) la media de la poblacién es 2 y 2) la
varianza de la poblacion es 10/6 .

Nos planteamos obtener una muestra aleatoria de tamafio 2 (n=2)

La variable Muestra genérica de tamafio 2, M, sera una variable aleatoria
bidimensional formada por datos muestrales genéricos X; y X,

Tanto si se trata de MAS como de Ml la distribucién de probabilidad del primer dato
muestral genérico, X; , sera la propia distribucion (de probabilidad) de la poblacién

Sin embargo la distribucion del segundo, X, ,variara en caso y otro:

En el caso de MAS: la distribucién de X, seguira siendo la distribucién de la tabla de
arriba.( X; y X, son estocasticamente independientes )

Sin embargo, en el caso de Ml la distribucion dependeré del resultado de X;.

Veamoslo:

MAS. Distribucién de X; y X,

X1 P(X1) Xz P(X2)

1/6 1/6

1/6 1/6

2/6 2/6

1/6 1/6

AlWIN|R|O
AlWIN|R|O

1/6 1/6

MAS .Distribucién de una muestra genérica de tamafio 2

M=(X1,X2) P(X1,X2)= P(X1)-P(Xy)
(0,0) 1/6.1/6= 1/36
0.1) 1/6.1/6= 1/36
0,2) 1/6.2/6= 2/36
0,3) 1/6.1/6= 1/36
(0,4) 1/6.1/6= 1/36
(1,0) 1/6.1/6= 1/36
1,1 1/6.1/6= 1/36
1,2) 1/6.2/6= 2/36
1,3) 1/6.1/6= 1/36
1,4) 1/6.1/6= 1/36
2,0) 2/6.1/6= 2/36
2.1) 2/6.1/6= 2/36
2,2) 216.2/6= 4136
2.3) 2/6.1/6= 2/36
2,4) 2/6.1/6= 2/36
(3,0) 1/6.1/6= 1/36
(3.1) 1/6.1/6= 1/36
(3.2) 1/6.2/6= 2/36
(3.3) 1/6.1/6= 1/36
(3.4) 1/6.1/6= 1/36
(4.,0) 1/6.1/6= 1/36




(4,1) 1/6.1/6= 1/36
(4,2) 1/6.2/6= 2/36
(4,3) 1/6.1/6=1/36
(4,4) 1/6.11/6= 1/36
suma 36/36=1

M.I. Distribucion de X; y X,

Xi P(X41)
0 1/6
1 1/6
2 2/6
3 1/6
4 1/6
Xo| Xi=0 | PXa| Xi=0) |[ Xo X=1 [ P Xi=1) |[ Xo| Xi=2 | P(Xz| Xi= 2)
0 ol 0 1/5 0 1/5
1 1/5 1 0 1 1/5
2 2/5 2 2/5 2 1/5
3 1/5 3 1/5 3 1/5
4 1/5 4 1/5 4 1/5
X Xi=3 | P Xi= 3) || Xo| Xi=4 [ P(Xe| Xi= 4)
0 1/5 0 1/5
1 1/5 1 1/5
2 2/5 2 2/5
3 0 3 1/5
4 1/5 4 0

MI .Distribucién de una muestra genérica de tamafio 2

M:(Xl,XZ) P(Xl,XQ): P(Xl)P(Xgl Xl)
(0,0) 1/6.0= 0
(0,1) 1/6.1/5= 1/30
0.2) 1/6.2/5= 2/30
0,3) 1/6.1/5= 1/30
(0,4) 1/6.1/5= 1/30
(1,0) 1/6.1/5= 1/30
(L,1) 1/6.0= 0
1.2) 1/6.2/5= 2/30
(1,3) 1/6.1/5= 1/30
(1,4) 1/6.1/5= 1/30
2.,0) 2/6.1/5= 2/30
2.1) 2/6.1/5= 2/30
2.2) 2/6.1/5= 1/30
2,3) 2/6.1/5= 2/30
2.4) 2/6.1/5= 2/30
(3,0) 1/6.1/5= 1/30
3.1) 1/6.1/5= 1/30
3.2) 1/6.2/5= 2/30
(3.3) 1/6.0=0
3.,4) 1/6.1/5= 1/30
(4,0) 1/6.1/5= 1/30
@,1) 1/6.1/5= 1/30
4,2) 1/6.2/5= 2/30
(4.,3) 1/6.1/5= 1/30
(@,4) 1/6.0=0
suma 30/30=1

ESTADISTICO : Es cualquier funcién de los valores muestrales que dependa
exclusivamente de estos . En la medida en que los valores muestrales son variables
aleatorias también lo seran las funciones de éstos: los estadisticos.

A modo de ejemplo podemos decir que son estadisticos la media muestral ,la varianza
muestral , la cuasivarianza muestral , dado que son funciones de valores muestrales



. ] - . nS? . .
exclusivamente y no seria estadistico la funcion —- que si bien contiene la
o

varianza muestral , también depende de la poblacional, ¢ , y por tanto no es funcion
exclusiva de la muestra.

Como hemos visto, los estadisticos son variables aleatorias por lo que tendran
determinas distribuciones de probabilidad y determinados parametros (media ,
varianza, etc) .Para el desarrollo de la inferencia es imprescindible conocer dichas
distribuciones y parametros , consiguiendo establecer entonces las relaciones entre
éstas y las de la poblacion , pudiendo entonces inferir las caracteristicas desconocidas
de ésta.

4.3.Distribuciones en el muestreo
4.3.1.Principales parametros de la distribucién de la media muestral ( Poblacién
cualquiera)

Sea cualquier sea la distribucion de la poblacién la media muestral obtenida por
M.A.S. tendré una distribucién cuya esperanza y varianza vendran dadas por:

E(X)=u

2
O

Var(X) =

En efecto:

E(X) = E(X1+X2+'“+X”j: E(EX1+1X2+...+lxnj:1E(X1)+£E(X2)+...+1E(Xn):
n n n n

1 1 1
=—pU+—U+..F—U=Uu
In n nl

Var(X) :Var(xﬁxz +"'+X”j:Var(1X1+1X2+...+1an:
n n n n

1 1 1 1 1
FVar(XJ%—FVaI‘(XZ)+...+FVaI’(Xn)=F02+F0'2+...+F0 =

L ]
por ser independientes ( MAS ) n veces

1 , o’
n

Si, el tamafio de la muestra es muy grande por el Teorema central del Limite
podriamos, ademas afirmar la normalidad de la distribucion:

si n—>ow = >?—>N{y,£}

%

Si, se tratara de una muestreo sin remplazamiento la varianza se veria afectada por el
coeficiente de exhaustividad o factor corrector para poblaciones finitas:



Si se trata de M.I. 2 N=-n

yencasoden »>o= X — N| ,

o
Jn\IN-1
Ejemplo 2: Desarrollamos un poco mas el ejemplo 1 anterior:

En el caso de M.A.S. , a partir de la distribucion de la muestra de tamafio 2 podemos
construir la distribucién de la media muestra ( de una muestra con n=2)

M=(X3,X2) | P(X1,X2)= P(X1).P(X2) X p( X )
(0,0) 1/6.1/6= 1/36 0 1/36
01 1/6.1/6= 1/36 0.5 1/36
0.2) 1/6.2/6= 2/36 1 2/36
(0,3) 1/6.1/6= 1/36 15 1/36
(0.4) 1/6.1/6= 1/36 2 1/36
(1,0) 1/6.1/6= 1/36 0.5 1/36
(1,1 1/6.1/6= 1/36 1 1/36
(12) 1/6.2/6= 2/36 1.5 2/36
(13) 1/6.1/6= 1/36 2 1/36
(14) 1/6.1/6= 1/36 2.5 1/36
(2,0) 2/6.1/6= 2/36 1 2/36
(2.1) 2/6.1/6= 2/36 1.5 2/36
(2.2) 2/6.2/6= 4/36 2 4/36
(2,3) 2/6.1/6= 2/36 25 2/36
(2,4) 2/6.1/6= 2/36 3 2/36
(3.0) 1/6.1/6= 1/36 15 1/36
(31) 1/6.1/6= 1/36 2 1/36
(3.2) 1/6.2/6= 2/36 2.5 2/36
(3.3) 1/6.1/6= 1/36 3 1/36
(3.4) 1/6.1/6= 1/36 35 1/36
(4,0) 1/6.1/6= 1/36 2 1/36
(4.2 1/6.1/6= 1/36 2.5 1/36
(4,2) 1/6.2/6= 2/36 3 2/36
(4,3) 1/6.1/6= 1/36 35 1/36
(4,4) 1/6.11/6= 1/36 4 1/36
suma 36/36= 1 36/36= 1

Que convenientemente arreglada podria disponerse como:

X P(X) X P(X)
0 1/36 0
0.5 2/36 1/36
1 5/36 5/36
1.5 6/36 9/36
2 8/36 16/36
2.5 6/36 15/36
3 5/36 15/36
3.5 2/36 7/16
4 1/36 4/36
SUMA ' E( X )=68/36=2

E[X]=D X-P(X)=2=p

Y la varianza:

X P(X) X2 X% P(X)
0

1/36 0 0




0.5 2/36 0.25 0.5/36
1 5/36 1 5/36
15 6/36 2.25 13.5/36
2 8/36 4 32/36
25 6/36 6.25 37.5/36
3 5/36 9 45/36
3.5 2/36 12.25 24.5/36
4 1/36 16 16/36
SUMA ' E(X?)=174/36
_ _ 2 174 30 5
Var[X]=E(X*)-(E(X)) ===-4="==
[X1=E(X*)-(E(X)) 3 66

o? _10/6

10 5

n 2 12 6
En el caso del M.I.:

Partiendo de la distribucion de la muestra de tamafio 2 (irrestricta) 2 podemos construir
la distribucion de la media muestra ( de una muestra con n=2)

M:(Xl,XZ) P(Xl,XZ): P(Xl)P(X2| Xl) X_ P( )z )
(0,0) 1/6.0= 0 0 0
(0,1) 1/6.1/5= 1/30 0.5 1/30
(0,2) 1/6.2/5= 2/30 1 2/30
(0,3) 1/6.1/5= 1/30 15 1/30
(0.4) 1/6.1/5=_1/30 2 1/30
(1,0) 1/6.1/5= 1/30 0.5 1/30
(1,1) 1/6.0= 0 i 0
(1,2) 1/6.2/5= 2/30 15 2/30
(13) 1/6.1/5= 1/30 2 1/30
(1,4 1/6.1/5= 1/30 25 1/30
(2,0) 2/6.1/5= 2/30 1 2/30
2.1) 2/6.1/5= 2/30 15 2/30
2.2) 2/6.1/5= 2/30 2 2/30
2.3) 2/6.1/5= 2/30 25 2/30
2.4 2/6.1/5= 2/30 3 2/30
(3,0) 1/6.1/5= 1/30 15 1/30
(3.1) 1/6.1/5= 1/30 2 1/30
3.2) 1/6.2/5= 2/30 25 2/30
3.3) 1/6.0=0 3 0
(3.4) 1/6.1/5= 1/30 35 1/30
(4,0) 1/6.1/5= 1/30 2 1/30
4,1) 1/6.1/5= 1/30 25 1/30
(4,2) 1/6.2/5= 2/30 3 2/30
(4,3) 1/6.1/5= 1/30 35 1/30
(4,4) 1/6.0= 0 4 0
suma 30/30=1
Que convenientemente arreglada podria disponerse como:
X P(X) X P(X)
0 0 0
0.5 2/30 1/30
1 4/30 4/30
15 6/30 9/30
2 6/30 12/30
2.5 6/36 15/30
3 4/36 12/30
35 2/36 7/30
4 0 0
SUMA ' E(X)=60/30=2

E[X]=) X-P(X)=2=u

Y la varianza




X P(X) X2 X% P(X)
0.5 2/30 0.25 0.5/30
1 4/30 1 4/30
15 6/30 2.25 13.5/30
2 6/30 4 24/30
25 6/30 6.25 37.5/30
3 4/30 9 36/30
3.5 2/30 12.25 24.5/30
SUMA ' E(X?)=140/30
2 140 20 2
Var E(X?)-(E(X ~4=
[X]1=E(X*)-(E(X)) = 0 4273

o’N-n _10/6(6-2) 104 2
n N-1 2 5 12’5 3

4.3.2.Distribucién de la varianza muestral (poblacion cualquiera). [Esperanza]

La esperanza del estadistico varianza muestral procedente de una MAS sobre una
poblacion de cualquier distribucion obedece a la expresion :

E(S?) = [”nlJaz _2 O

n

En efecto:

{5 T 55 )

i=1

:iE(:‘(i)_E(KZ) (*1)

Ahora bien:

2 2
(o2

Como Var(X)="-=E(X?)-E(X)?=E(X?)-4* = E(X?)="-+4* (*2)
n n
Y como
Vi: Var(X,)=c?=E(X})-1* = E(X})=0c’+u* ypor lotanto:
iE(XiZ)_n'(o'2+,u2)

i N n

=o’+u° (*3)

Y sustituyendo (*3)y (*2) en (*1):

2 2 _
E(S®) =0+ u° -(O-—+,uzj:02 —O-—:n—loz
n n n

Ejercicio 1. Comprobar el resultado en la situacién del ejemplo 1 ( con MAS) :

M=(X1,Xz) | P(X1,X2)= P(X1).P(X2) ‘ Sz ‘ p(Sz) ‘




(0,0) 1/6.1/6= 1/36 0 1/36
(0,1) 1/6.1/6= 1/36 0,25 1/36
0,2) 1/6.2/6= 2/36 1 2/36
(0,3) 1/6.1/6= 1/36 2,25 1/36
0,4) 1/6.1/6= 1/36 4 1/36
(1,0) 1/6.1/6= 1/36 0,25 1/36
(1,2) 1/6.1/6= 1/36 0 1/36
(1,2) 1/6.2/6= 2/36 0,25 2/36
(1,3) 1/6.1/6= 1/36 1 1/36
(1,4) 1/6.1/6= 1/36 2,25 1/36
(2,0) 2/6.1/6= 2/36 1 2/36
(2,1) 2/6.1/6= 2/36 0,25 2/36
(2,2) 2/6.2/6= 4/36 0 4/36
(2,3) 2/6.1/6= 2/36 0,25 2/36
(2,4) 2/6.1/6= 2/36 1 2/36
(3,0) 1/6.1/6= 1/36 2,25 1/36
(3,1) 1/6.1/6=1/36 1 1/36
(3,2) 1/6.2/6= 2/36 0,25 2/36
(3,3) 1/6.1/6=1/36 0 1/36
(3,4) 1/6.1/6= 1/36 0,25 1/36
(4,0 1/6.1/6=1/36 4 1/36
(4,1) 1/6.1/6= 1/36 2,25 1/36
(4,2) 1/6.2/6= 2/36 1 2/36
(4,3) 1/6.1/6= 1/36 0,25 1/36
(4,4) 1/6.11/6= 1/36 0 1/36
suma 36/36=1 36/36=1

Que convenientemente arreglada podria disponerse como:

s° PSY) S%pS?)
0 8/36 0
0,25 12/36 3/36
1 10/36 10/36
2,25 4/36 9/36
4 2/36 8/36
suma . £(S%)=30/36=5/6
£(sy) =112 227105
n 2 6 6

4.3.3.Distribucion de la media muestral de una poblacién normal

Si la muestra (supuesta M.A.S ), (X1,Xs,...,X,) proviene de una poblacion normal de
media u y desviacion tipica o, cada valor muestral X;, tendré esa distribucion:

X; = N(u,0) vy porlo tanto la media muestral, aplicando la linealidad de la Normal
. o , e o
tendra una distribuciéon normal con media ju y con desviacién tipica , T :
n
V2 (o)
X —>N| y,—
Jn
Admitimos sin demostracion que en el caso de tratarse de muestreo irrestricto también

seguiria un distribucion normal con la misma media y con la desviacion tipica
afectada por el Factor corrector para poblaciones finitas:

o |N-n

ﬂ!ﬁ N—l

X —> N



Ejercicio 2. Si la estatura de una cierta poblacion sigue una Normal de media 173 cm y
desviacion tipica 17 cm y realizamos un muestreo de tamafio 100 ¢cual es la
probabilidad de que la media de las 100 personas muestreadas sea superior a 1757?

X > N@73,0=17)

X >Nw-Z) X NAT3—)= NA73,1.7)

Jn J100
175-173

P(X >175) = P(Z > ==——) =1-Fy 5, (11764) =0.12

CALCULO EN CURVA NORMAL ‘

Introducir la Media |1=[SCHINN introducir Dispersion & =[N

Probabilidad

Valor de X 0.88

p. €4 1.1764 Calcular valor de X
Calcular area=P
complementaria=[KFIN

OenR:

pnorm(175,173,1.7,lower.tail = FALSE)
[1] 0.1197034
Ejercicio 3. Si llevamos a cabo un MAS de tamafio 144 en una normal de varianza

poblacional 100 ¢ cudl es la probabilidad de que la media muestral difiera de la media
de la poblacién ( en valor absoluto) en mas de 3 unidades?
X = N(u,0 =10)

10

144

3-0
S 8333) =2-(1-Fy(,(3.6))=0

CALCULO EN CURVA NORMAL ‘

Introducir la Media l_l=_ Introducir Dispersion O =_

Probabilidad
Valor de X ]
x < ECH—

X >N(u—) X —>N(u

N

(P(X -4 >3)?=P(Z|>

)= N(1,0.8333) (X -u)—> N(0,0.8333)

complementaria=_JN

Valores de X Probabilidad

<X < EX3

1
Calcular drea=P Calcular valores de X

OenR:

pnorm(-3,0,0.8333)+pnorm(3,0,0.8333,lower.tail = FALSE)

[1] 0.000318041
2

_ - . nS
4.3.4.Distribucion de la variable —;- procedente de un M.A.S. sobre de una
O

poblacion normal.

En lugar de estudiar la distribucion de la varianza muestral , va a resultar mas
conveniente de cara a las proximas aplicaciones inferenciales estudiar la distribucion



2

. nS . I
de la variable —-, que no es, propiamente un estadistico ya que depende de la
o

varianza poblacional, o. Segun el teorema de Cochran-Fischer , que no
2

. o . nS
demostraremos aqui, la distribucon de la variable —- procedente de un MAS sobre
o

una poblacién normal es estocasticamente independiente de la distribucién de Xy
obedece a una distribucién y” con n-1 grados de libertad.

2
2 _)Z n-1
(o2

Ejercicio 4. Sobre una poblacion normal de varianza 150 se extrae una MAS de 30
individuos ¢,Cual es la probabilidad de que la varianza muestral sobrepase el valor
1607?

ns? )
7 X
30-S? ) s? 2 160

=X 2 ?_)Zzzg P(S* >160) = P(?> )=P(x%, >32)=0.32

5

CALCULO PARA LA Chi-2 ZI&‘CaEsﬂ.&
3 LL.

Insertar / ‘
si procede pi i |/ L

valor de chi-2 grados de libertad

OenR:

pchisq(32,29,lower.tail = FALSE)
[1] 0.3198733

4.3.5.Distribucion de la variable X—u

Jn-1 procedente de un M.A.S. sobre de
una poblacion normal.

Hemos visto mas arriba como la media de una muestra procedente de una poblacién
normal tenia una distribucién también normal centrada en la media poblacional

— lo .
X —>N (ﬂTj . Aunqgue este resultado es muy conveniente de cara a las
n

aplicaciones inferenciales, ya que relaciona la distribucion de la media muestral con el
parametro media de la poblacion, presenta el problema de depender, también de la
varianza o desviacion tipica poblacional. En un contexto en el que se pretenda realizar
inferencias sobre la media poblacional, obviamente desconocida, cabe esperar que la
varianza poblacion también lo sera.

Este inconveniente se resuelve mediante de la distribucion de la variable ( a veces
. . - X - T .
llamado impropiamente “estadistico t”) T'u«/n—l , cuya distribucion sera un de t

Student con n-1 grados de libertad.



En efecto:

2
Como porunlado X — N (,u,iJ y por otro : g - ;(zn_l y ambas variables son
o

an

independientes ,resulta casi obvio que :

X —

®

—>t , yaque X;,u — N(0,1) y el cociente entre una variable normal (0,1) y

BE

>
wn
N

o Jn
n i
a raiz cuadrada de una variable Chi-dos dividida por sus g.l. es una t de Student.

~ ‘

i

X|
I
"

Y finalmente la expresion se simplifica facilmente

B SIn
||><I
w| |
=
L

g,z

5
[IEY

Ejercicio 5. Sobre una poblacién normal se ha realizado un MAS de tamafio 26 ¢Con
gué probabilidad la media de esa muestra y la media de la poblacién diferirdn mas de
media desviacion tipica muestral?

=

1
2 )

- S X—ul 1 X —
=P(X —y|>5)= P(‘T“ >2)= P(‘T‘u-«/n—l‘>

- P(‘%.«/ZB—l‘ > “22_1) =P(|t|> 2.5/t > t,) =0.019

CALCULO t de STUDENT [ Cakst 1.7

el resultado para P es para las dos colas agregadas

Introducir Introducir
necesario si procede
grados de libertad P=p/2 + p/2

Calculart Calcularp

OenR:

pt(2.5,25,lower.tail = FALSE)*2
# atencidn a las dos colas de la t de Student ( que recordemos que es simétrica)

[1] 0.01934313



4.3.4.Distribucién de la diferencia de dos medias muestrales procedentes de dos
poblaciones normales. (Suponemos 2 M.A.S. independientes)

Suponemos dos muestras aleatoria simples independientes de tamafos, en principio,
diferentes n, y n, .

o 2 — 0-2 0'2
Es facil ver que : X =Y — N| g, —p1,; [ 2 +—
n, n

— o — O
Yaque X >N|u4,—/—=<| ¥y Y —>N ,—== | y son independientes
[“ H o

De modo que aplicando la linealidad de la distribucion normal el resultado es obvio.
( recordemos que trabajamos esta cuestién en la practica 3)

Ejemplo 6. Supongamos que la poblacion masculina tiene una estatura N(175,15) cm y
la femenina N(163,10) cm. Si extraemos al azar 15 hombres y 10 mujeres
independientemente ¢Cual sera la probabilidad de que la media de las 10 mujeres
supere al valor de la media de los 15 hombres?

X — N(175,15) se obtiene una M.A.S conn, =15
Y — N(163,10) se obtiene una M.A.S conn =10

X ¥ > N|175-163; |22, 100 | N (12;5)
15 10

P > X)=P(X -Y <0)=P(Z <%) = P(Z <-2.4)=0.008

CALCULO EN CURVA NORMAL | [y CaEst 17

Introducir la Media l,l=_ Introducir Dispersion O =

Probabilidad
Valor de X 0.008

X< Calcular valor de X
Calcular drea=P
complementaria=[CZ0

(Como -2.4 es un valor negativo en el gréafico superior en realidad habria que situarlo
en su correspondiente lugar)

OenR:

pnorm(0,12,5)

[1] 0.008197536

4.3.5.Distribucion de la variable aletaoria

X =Y —(u,—p,) — —
\/nx_'_ny ‘\/nxSernySf \/nx n, \/nx-l-ny

En aquellas situaciones practicas en las que se vayan a realizar inferencias sobre la
diferencia de medias de dos poblaciones no suele ocurrir que las varianza poblaciones
resulten ser conocidas por lo que la distribucién obtenida en el punto 4.3.4. no podra
ser utilizada mas alla de algunos casos concretos o de ciertas aproximaciones.



En este contexto resulta util, a veces , aplicar la distribucion de la variable aleatoria de
este epigrafe que sigue una distribucion t de Student con n,+ny-2 grados de libertad,
siempre que se cumpla que:

1.La varianza poblacional de ambas poblaciones sea la misma ( 0 podamos suponerlo
con cierta solvencia). Esta hipétesis llamada homoscedasticidad es bastante habitual
en muchas modelos y aplicaciones estadisticas.

2.Los estadisticos muestrales ( media y varianza muestrales de X y de Y) provenga de
dos muestras aleatorias simples independientes.

Por lo tanto en estas condiciones:

X =Y —(, —p,)
nS; +n,S;

\/nx n, ~\/nX -2 > b,

Mas alla de la complicaciéon de la expresion de esta variable aleatoria observemos,
que (1) la diferencia de las dos medias muestrales seguird una distribucion Normal y
gue (2) cierto promedio ponderado de la sumas de cuadrados muestrales de Xy de Y
seguira una distribucion x? . A partir de estos hechos se puede “construir” la variable
de la que hablamos que parece razonable ( no lo demostramos) que seguird unat de
Student.

Por ultimo, comentar que la pérdida de dos grados de libertad se debe al hecho de que
con los n,+ n, datos de las dos muestras se han tenido que calcular las dos medias
muestrales y por lo tanto, no todos son libres ( independientes a la hora que calcular
el valor del promedio ponderado de la sumas de cuadrados muestrales.

Mas alla, de nuevo, de la complejidad, de la expresién la importancia de esta
distribucion muestral es capital a la hora de estimar o contrastar hipétesis sobre las
diferencias poblacionales de medias. Afortunadamente casi todas las herramientas de
calculo llevan incorporado un procedimiento “t” de prueba para cuando no es
aplicable la distribucion de 4.3.4. ( varianzas conocidas — en la practica tamaros
muestrales grandes)

Cuando no se pueda asumir que las varianzas poblaciones son iguales existe una
X =Y —(u,— )

2
S Sy

aproximacion t para la variable gue tendra también una

X
n-1 n,-1
distribucion t con grados de libertad que vienen dados por una expresion aproximada

gue no reproducimos aqui pero que si incorporan los procedimientos automaticos de
calculo.

Ejemplo 7. Consideremos la situacion del ejemplo 6 pero ahora tengamos en cuenta
gue no son conocidas las varianzas poblacionales. Pero que suponemos que ambas
son ( 0 son aproximadamente) iguales . Por lo tanto:



Supongamos que la poblacién masculina tiene una estatura N(175,c) cm y la femenina
N(163,6) cm. ( Con o desconocida) Si extraemos al azar 15 hombres y 10 mujeres
independientemente y ¢ Cual serd la probabilidad de que la media de las 10 mujeres
supere al valor de la media de los 15 hombres si las varianza muestrales las
suponemos iguales a 225 para los hombres y 100 para las mujeres ?

Nota: resulta muy poco realista desconocer los valores de la medias muestrales pero
si suponer los de las varianzas muestrales.Se trata ,obviamente, de un supuesto
pedagogico.

X — N(175,5) se obtiene unaM.A.S conn, =15y S? =225
Y - N(163,0) seobtiene unaM.AS conn =10y SZ =100
X =Y —(u, -,
Jn.+n, -n,SZ+nS?

X -Y —(175-163)
V15+10-+/15-225+10-100
X-Y-@2) t,

5.63

Jneny no+n -2 - tyn,— S€traduceen:

V15-10-415+10-2 — t.0

P(Y >X)=P(X-Y <0)= P(X _5\(6;12 < 05_6132) = P(t,; <—2.13)=0.022|...[0.022 = 0.044/ 2]

CALCULO tde STbDENT

el resultado para P es para las dos colas agregadas

'Introducir Introducir Introducir

Isi procede necesario si procede
alor de t grados de libertad P=p/2 + p/2
Calculart

OenR:

pt(-2.13,23)

[1] 0.02204537
4.3.6. Distribucion de una proporcion muestral

Supongamos que queremos estudiar la proporcion, p, con que se da una cierta
caracteristica, A , en una poblacién. Para ello procedemos estadisticamente y
realizamos una MAS de tamafio n. ( Si la poblacion fuera muy grande no seria
necesario suponer la devolucion)

Si llamamos X= numero de individuos con la caracteristica A en la muestra de tamafio
n: X->B(n,p)

Pero si la muestra es lo suficientemente grande podemos aplicar el Teorema de
Moivre y , por lo tanto: X — N(np,,/npq)



. . .y . X ., . .
Si consideramos, ahora, el estadistico, p=-— = proporcion muestral, por la linealidad
n

de la D. Normal:

ﬁzl_)N(m’_anq) esto es:pzéﬁN(p,ﬂlm)
n n n n

n

Ejemplo 8: Supongamos que 43% de los estudiantes de la UV van a clase en metro. Si
elegimos 100 estudiante al azar mediante MAS cual es la probabilidad de que vengan
en metro mas de la mitad (50%)

b — N(p, /%) — N(0.43 /%) — N(0.43;0.054)

0.5-0.43
P(p>0.5)=P(Z >——") = P(Z >1.296) = 0.097
(p>0.5)=P( 005 )¢ )

- s .. T  Eeaw 00—
CALCULO EN CURVAkNORMAL ‘ g@CaEst 4
-
Introducir la Media l,l=__ Introducir Dispersion O =_

Probabilidad

Valor de X 0.903

X < m Calcular valor de X

Calcular drea=P
o S A E0.097 ) |

OenR:

pnorm(0.5,0.43,0.054, lower.tail = FALSE)
[1] 0.09743671

4.3.7. Distribucion de la diferencia de dos proporciones muestrales
Realizadas dos muestras independientes (MAS) de tamafios n, y n, la diferencia de

las proporciones muestrales de las caracteristicas X e Y se distribuirdn segin una
normal. Resultado casi trivial aplicando las propiedades lineales de la D.normal:

ﬁx—bﬁN(px—py,,/%+%)

4.3.8. Distribucion para el cociente de la suma de cuadrados muestrales de dos
MAS independientes de dos poblaciones normales con igual varianza
(poblacional)

Partimos de dos poblaciones Normales X->N(uy,0,) € Y= N(uy,0,) Y consideramos
dos MAS independientes de tamafios ny e ny

Nos es dificil probar que



nxsf ny -1
2
n,sS; n -1

n, —1,ny -1

Teniendo en cuenta la definicion de la F de Snedecor y la distribucién estudiada en
4.3.4.

ESQUEMA DE LAS DISTRIBUCCIONES DE LOS PRINCIPALES
ESTADISTICOS ( https://www.uv.es/ceaces/tex1t/3%20infemues/esquema.htm )

Distribuciones muestrales distribuciénde la |conMAS ¥ = N[y; %(;:|
para una poblacién con [f | media muestral x
distribucié alqui irrestricto X = N 2 (N_”)
istribucién cualquiera m. irrestricto X —
q K v{; S

distribucidn de la

varianza muestral 52 con M.A S : E[S%]=(n-1)c%n

2 2

n Ay H, 2[“4_2“2) H,o-34,
D(J’)= = - 2 - 3
n u



https://www.uv.es/ceaces/tex1t/3%20infemues/esquema.htm

Distribuciones muestrales| | [distribucién de la

para una poblacién con pf [ media muestral x

varianza poblacional conocida

distribucién normal

7= 8] 7/

varianza poblacional desconocida

x;'uq.‘n-l =4

distribucion de la

: 2
varianza muestral g

varianza poblacional conocida

nS

2
—3 = } con(n—1N)gl
o

Distribucidon de la
proporcion muestral
de una caracteristica

Distribucidén de la diferencia de dos
medias muestrales
con poblacién normal




