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5.1 Planteamiento clésico. Estadistico, estimador y estimacion.

La estimacion (o la estimacion de pardmetros) es uno de los dos problemas basicos
fundamentales que se plantea la inferencia estadistica (junto con el contraste de
hip6tesis). Basicamente consiste en aproximar, de alguna forma, el valor que toma una
caracteristica desconocida de la poblacioén a partir de la informaciéon muestral.

La resolucién final del problema de forma razonablemente “precisa” se basa en
criterios probabilisticos y se fundamentara, en definitiva, en el comportamiento teérico
que tienen la muestras aleatorias, de acuerdo a la llamadas “distribuciones
muestrales”, estudiadas en el tema anterior.

El planteamiento clasico de la estimacion de parametros, en general, y de la
estimacién puntual, en particular, consiste en utilizar un estadistico muestral apropiado
para la estimacion del pardmetro poblacional desconocido que se desea estimar.

Contamos, en definitiva con tres elementos:

El parametro (de la poblacién) a estimar: un valor constante y desconocido.
Puede ser, la media de la poblacion, la varianza de la poblacion, la proporcion
poblacional, el coeficiente de correlacién entre dos magnitudes poblacionales, etc.
Lo designaremos en términos generales y mientras no nos refiramos a uno concreto
por la letra griega 6 (Theta)

El estimador del pardmetro: una cierta funcién de la muestra genérica que se
utilizara o se podra utilizar para estimar el parametro 6. En definitiva, un estadistico
(como la media muestral, la varianza muestral etc.) y, por lo tanto, una variable
aleatoria cuya distribucién de probabilidad, de alguna forma, dependera del parametro
que se desea estimar. Lo designaremos en términos generales y mientras no nos
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refiramos a uno concreto, por la misma letra griega ,pero con un acento circunflejo, @,
0, a veces, con otras marcas especiales.

La estimacion del parametro: el resultado de aplicar un determinado estimador
a una muestra observada concreta y por lo tanto el resultado final de la estimacion vy,
por lo tanto, un valor.

Para distinguir entre “estimador” (herramienta que va utilizarse) y “estimacion”
(resultado del uso de la herramienta) deberiamos quizas utilizar la notacion:

é(Xl, X,,..., X,) para el estimador , al tratarse de una funcién de la muestra
genérica (X, X,,...,. X)) ¥y

Simplemente 6 para la estimacion, el resultado de aplicar el estimador a una
muestra concreta déonde cada X; se ha realizado tomando un determinado valor
concreto.

Sin embargo, por simplicidad habitualmente no lo haremos.

Ejemplo 0: Supongamos que queremos estimar la estatura media de los espafioles y
para ello vamos a seleccionar al azar y con reposicion a 1000 espafioles y a
considerar el estadistico media muestral como estimador de la media poblacional. Una



vez considerado este estimador (porque se piensa que es adecuado [esto lo veremos
mas adelante]) se lleva a cabo la seleccion y se tallan los 1000 individuos resultando
que la media muestral es 173.25 cm .Pues bien, este valor seria la estimacion de la
media poblacional.

pardmetro a estimar 6 = ¢ = desconocido
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estimacion llevada a cabo al aplicar el estimador a los datos muestrales obtenidos:
1000

~ 172.45+189.35+...+ 178.49
0 1000

X =173.25

¢, Puede pensarse que el valor del pardmetro desconocido sera (o sera probablemente)
el de la estimacion obtenida tras realizar la muestra? Por supuesto, que no .En
problemas reales es, practicamente, imposible acertar, s6lo podemos plantearnos
obtener un valor que sea lo suficientemente cercano. ¢ Cuando podremos considerar
“lo suficientemente cercano”? Pues cuando la diferencia sea irrelevante.

Estrictamente (lo veremos pronto) cuando la probabilidad de que la diferencia sea
‘relevante” sea “despreciable” .O Dicho de otra de otra forma: cuando el error que
vayamos a cometer sea irrelevante con una muy elevada probabilidad.

Metéafora a considerar:

Podemos pensar que el parametro a estimar es una diana, un estimador es como un
rifle o un arco y una flecha y cada posible estimacion, un disparo. (La distancia y el
tirador son los mismos).*

Explotemos el simil:

1- Aunque usemos el mismo rifle, los disparos no seran siempre iguales. Un mismo
estimador aplicado a distintos datos (muestras concretas) dara distintas estimaciones.

2.- Podemos disponer de distintos rifles. Los habra buenos y malos. Nos interesa
elegir los buenos. Habra que estudiar qué quiere decir elegir un buen estimador.

Aunque elijamos un buen estimador (rifle) podemos hacer un mal (disparo) pero es
menos probable que si disparamos con un mal rifle.

La bondad del disparo, supuesto lo demés constante, depende de la bondad del rifle y
de la suerte.

La bondad de la estimacion dependera de la bondad del estimador, y de la muestra
(que es aleatoria, asi que de nuevo de la suerte, pero esa suerte esta “matizada” por
las distribuciones muestrales)

1.1.Propiedades (deseables) de los (buenos) estimadores

1.1.1Insesgadez y varianza pequefia

! La metéafora del rifle esta tomada de Esteban, et. al. : “Inferencia Estadistica”, Ed. Garceta



Nadie querria disparar con un rifle que se desvie hacia un lado (o hacia arriba o
abajo). Un rifle que no se desvie es un rifle que puede disparar (por culpa del viento u
otras condiciones ambientales ) una veces, a un lado y otras, a otro, pero ,por término,
medio los disparos resultardn centrados.

Pues bien, nos interesara que los estimadores tampoco tiendan a desviarse. Es decir
gque sean insesgados o centrados.

Pero no todo esta en que el rifle no se desvie. Un rifle que tenga una gran dispersion
en sus disparos, aunque por término no se desvie, puede dar lugar, en la practica, a
errores importantes en el disparo. De la misma forma, nos interesara que los
estimadores que usemos tengan la menor varianza posible.

Un estimador sera insesgado o centrado si su esperanza coincide con el valor que
pretende estimar:

0 es un estimador insesgado de 6 <> E(9)=0

Si la esperanza del estimador no coincide con el parametro que pretende estimar
diremos que es estimador es sesgado, y definiremos el sesgo (bias, en inglés) como:

b(d) = E(6) -6
Ejemplos:

Ejemplo 1-Sea cudl sea la poblacion la media muestral (MAS o MI) es un estimador
insesgado de la media de la poblacion ya que E(X) = u

Ejemplo 2- El primer dato muestral obtenido es un estimador insesgado de la media
de la poblacion ya que E(X,) = u

(Igual ocurre con el segundo ,el tercero etc. Recordemas, en cualquier caso que la
media muestral tendra menor varianza que un solo dato muestral; sera preferible, por
lo tanto)

Ejemplo 3.- La proporcion muestral de cierta caracteristica es un estimador insesgado
de la proporcién poblacional de esa caracteristica.

Ejemplo 4.- La varianza muestral en un MAS para cualquier poblacion NO es un
estimador insesgado de la varianza de la poblacién. Es sesgado . Si bien es
“asintéticamente insesgado” porque su sesgo decrece con el tamafio muestral n, y si
n->< entonces el sesgo tiende a cero.
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E(S?) =0’ —% (vedse 4.3.2)
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Como ilustrdbamos con el ejemplo 2, mas arriba, pero también, con caracter general,
como argumentabamos con el simil del rifle, interesa que el estimador tenga una
varianza pequefia.

Mientras que podemos llegar a aspirar que el sesgo sea cero, no es razonable aspirar
a que la varianza de un estimador sea cero. Seria como un si un rifle no fallaré jamas.
Pero si podemos aspirar a que la varianza de un estimador alcance el minimo valor
posible. Este valor es el valor conocido como cota de Frechet-Cramer-Rao (F-C-R),
que no reproducimos aqui por simplicidad. Cuando un estimador es insesgado y
ademas tiene varianza minima se habla de que es un estimador éptimo (o eficiente en
sentido absoluto).

1.1.2. Error cuadréatico medio y eficiencia

Como hemos visto en el epigrafe anterior nos interesa que un estimador o un rifle nos
dé estimaciones centradas, acertadas por término medio, que “caiga por donde debe
caer” pero también que “no se vaya mucho”. Si conseguimos ambas cosas en
términos absolutos, sesgo cero y varianza igual a la cota F-C-R , jenhorabuena!. Pero
qué hacer si contamos con estimadores insesgados con alta varianza y estimadores
con baja varianza pero sesgados ¢ con cual nos quedamos?

Parece razonable optar por aquél que nos conduzca con escasa probabilidad a
errores de cuantia importante o dicho de otra forma que por término medio nos dé
errores cuya cuantia ( con independencia de su signo) sea lo mas baja posible.

El criterio es, entonces el de optar por el de menor error cuadratico medio (ECM).

Si llamamos “error del estimador” (para distinguirlo del error de estimacion del que se
habla en estimacion por intervalo) a la diferencia entre el estimador y el parametro, el
error (del estimador) es una variable aleatoria (puesto que el estimador lo es).

e=e(0)=60-0
cuya esperanza seré el sesgo : E(e) = E(e(d)) = E(0—6) = E(0)— 0 =b((0)
y la esperanza de su cuadrado ( 0 error cuadratico medio) sera:

ECM (9) = E[(é—e)z]

Obviamente es posible que un estimador que por término medio no yerre ( insesgado )
pueda llegar, sin embargo, a producir errores incluso muy graves que, al ser unos
positivos y otros negativos, se compensen danto un promedio de cero.

En este sentido el ECM nos mide de forma precisa la “gravedad” de los errores a los
gue ese estimador podria conducirnos (en términos esperados o medios)

Por esta razon, y teniendo en cuenta que los errores juegan el papel de “coste” de la
estimacion, cuanto menor sea el error cuadratico medio de un estimador, este
estimador sera mas eficiente.

6, es més eficiente que 6, < ECM(6,) < ECM(4,)

Puede obtenerse una relacion que liga el sesgo y la varianza de un estimador con su
ECM y por lo tanto con su eficiencia:



ECM (6) =(b(d)) +var(d)

Y es trivial, ver que la eficiencia absoluta u optimalidad coincidiria con el caso en que
el sesgo fuera cero y la varianza coincidiera con la cota de Frechet-Cramer-Rao

Ejemplo 5. Supongamos que queremos estimar un parametro 6 y contamos con dos
estimadores tales que el primero es insesgado y el segundo es sesgado . En concreto
sabemos que sus distribuciones muestrales son,

estimadorl — N(8,10)

. y por lo tanto sus sesgos, y ECM son:
estimador2 — N((6+1);1)

estimadorl — N(#,10) = b(estimadorl)=0 , var(estimadorl)=100
estimador2 —» N(€+1,1) = b(estimador2) =1 , var(estimadorl) =1

ECM (estimador2) =1’ +1=2 < ECM (estimadorl) =0 +100=100

Ademas los errores de ambos estimadores también seran normales:

error _estimadorl— N(0,10)
error _estimador2 — N(L,1)

Ya hemos visto que el estimador es mas eficiente y por lo tanto, preferible. Veamos
ahora que el estimador 1 conducira a errores “graves” con mayor probabilidad. A
efectos practicos, vamos a considerar errores graves aquellos que en valor absoluto
superen las 2 unidades.

Para el primer estimador:
(1-(pnorm(2,0,10)-pnorm(-2,0,10)))
[1] 0.8414806

Para el segundo estimador:
(1-(pnorm(2,1,1)-pnorm(-2,1,1)))
[1] 0.1600052

A pesar de que el segundo estimador tiende a sobreestimar el parametro conduce a
errores graves con menor probabilidad
Considerando como graves, errores de diferentes cuantias

eg=c(1.5,2,2.5,3,3.5,4)
pegestl=1-(pnorm(eg,0,10)-pnorm(-eg,0,10))
pegest2=1-(pnorm(eg,1,1)-pnorm(-eg,1,1))
cabecera<-c("error-grave","prob.para.estim1","prob.para.estim2")
comparacion<-as.data.frame(cbind(eg,pegest1,pegest2))
colnames(comparacion)<-cabecera

comparacion

error-grave prob.para.estiml prob.para.estim2
1

1 .5 0.8807646 0.314747204
2 2.0 0.8414806 0.160005152
3 2.5 0.8025873 0.067039830
4 3.0 0.7641772 0.022781803
5 3.5 0.7263387 0.006213063
6 4.0 0.6891565 0.001350185




5.2 Métodos de estimacion Estimadores maximo-verosimiles

En el planteamiento clasico de la estimacion puntual, la eleccién de un estimador es
un problema de decisién en el que buscamos que la eleccidn final satisfaga de la
mejor manera posible las propiedades deseables que hemos visto. Pero ¢qué
métodos usar, con caracter general, para obtener buenos estimadores?. La solucion
general, no existe pero si algunos métodos que si garantizan un razonable “buen
comportamiento”.

Mas alla del ingenuo método de la “analogia” (estimar cualquier “cosa” poblacional, por
su correspondiente “misma cosa” muestral), suelen usarse, fundamentalmente, dos: El
método de los momentos y el método de maxima verosimilitud.

El método de los momentos consiste en considerar que el estimador de cada momento
ordinario poblacional es el momento ordinario muestral:

Y, a partir de ahi, los distintos pardmetros poblacionales, en la medida en que sean
funciones de los momentos poblacionales, resultaran estimados por las
correspondientes mismas funciones de los momentos muéstrales.

Por ejemplo:
U=o, = jp=a =X

2
o’=a,~(a)) =0 =a,-a?=5"
etc.

El método garantiza una propiedad interesante llamada consistencia, que consiste
(valga la redundancia) en que el estimador converge al parametro a estimar cuando el
tamarfio de la muestra tiende a infinito. Sin embargo, no garantiza, en todos los casos,
ni la insesgadez ni la optimalidad y tampoco “necesariamente” (como veremos),
cumple con el principio de maximizar la funcién de probabilidad de la muestra
(verosimilitud).

Ademas, en algunas ocasiones no da una unica solucion.

Por ejemplo: supongamos que queremos estimar el valor del parametro A de una
poblacién que sigue una distribucion de Poisson. Como A es la media de la distribucién
( poblacion) pero también es la varianza, el estimador por el método de los momentos
nos daria dos posibilidades : la media muestral y la varianza muestral.

5.2.Estimadores maximo-verosimilies. Método de estimacién por maxima
verosimilitud

El estimador maximo verosimil (EMV) de un cierto parametro 6 es aquella funcion de
los datos muestrales (aquel estadistico) que maximice la funcion de verosimilitud.

Pero, ¢qué es la funcién de verosimilitud (Likelihood, en inglés)?

La funcion de verosimilitud es la funcién de probabilidad (de cuantia o de densidad,
segun el caso) de la muestra pero considerada como funcién del parametro (o de los
parametros, si hay varios).

Ejemplo 6. Funcion de verosimilitud asociada a un muestreo aleatorio simple sobre
una poblacion normal.



Por ejemplo, si la poblacion es Normal ( N(u,o0) ) cada dato muestral obtenido al azar :
X, > N(u,0)
y su funcion de probabilidad ( densidad, en este caso) sera :
1 X;-u Y
e*E[TJ
o2

Si consideramos una muestra de tamafio de n con M.A.S. , cada dato muestral sera
una variable aleatoria estocésticamente independiente de los demas y la funcion de
probabilidad ( densidad) conjunta sera el producto de las densidades (marginales):

f(xi):

(Aunque no hayamos estudiado con detalle las distribuciones multidimensionales de probabilidad, recordemos que
la probabilidad de la interseccidn de sucesos independientes era el producto de sus probabilidades)

f(X, Xy, X)) :|si es M.A.S.| =f (X)) f(X,)-...- T(X,) :H f(X;)
i=1
gue en nuestro caso de poblacion normal seria:
U XY A Xpmn) A XY ) 2
e_E(T] e 2( o ] e 2( o ] 1 —?;Z(Xn—,u)

F(Xp) Xy X, ) = . - _
(Xa X ) o\2r  oN2rx o2 o"(2x)"?

Bien, vemos que esta funcién tiene por argumentos los valores muestrales, X;, pero

depende de los pardmetros (u,c) . Si la consideramos, entonces como funcién de los

parametros estaremos hablando de la funcién de verosimilitud (en este caso, asociada

al muestreo aleatorio simple sobre una poblaciéon normal) Suele expresarse con la

letra L de likelihood):

1 n 2

=

L(/J, 0) =" n/2 € "
o"(2x)

5.2.1 Sentido de la verosimilitud y de la funcién de verosimilitud

Para terminar de comprender el sentido que tiene considerar la funcién de
verosimilitud y su maximizacion en el problema de la obtencion de estimadores vamos
a desarrollar un sencillo ejemplo.

Ejemplo 7. “ejemplo de las dos monedas”

Supongamos que tenemos dos monedas:

Una de ellas una moneda corriente con cara y cruz y que no esta cargada
P(cara)= P(cruz)= 0.5

Otra, que tiene dos caras y por lo tanto la P(cara)=1 .

Alguien realiza 20 lanzamientos y nos pide que “estimemos” con qué moneda se han
hecho.

Como se realizan 20 lanzamientos y se van a contar (por ejemplo) las cara que salgan,
el estadistico muestral X=numero de caras tendra una distribucion binomial:
X->B(20,p) .



Estimar que moneda se ha usado es equivalente a estimar p. Con la particularidad que
el pardmetro sélo puede tomar dos valores o bien p=0.5 o bien p=1.

Supongamos que se llevan a cabo los lanzamientos y salen 20 caras X=20

¢, Cudl seria la probabilidad ( funcion de cuantia en este caso) de este resultado
muestral?

20
P(X — 20) — (Zoj pZOqO — p20

Que obviamente depende de p (el pardmetro)

Si p= 0.5 la probabilidad de obtener el resultado ( que se ha obtenido) seré 0.5 es
practicamente despreciable

Si p=1 la probabilidad de obtener el resulta sera 1°°= 1

Obviamente la opcién p= 1 es , teniendo en cuenta el resultado obtenido, mucho “mas
verosimil” que la opcién p=0.5

(Obsérvese que si el numero de caras hubiera sido otro (15, por ejemplo) la opcidon mas verosimil habria sido la de
p=0.5 ya que la verosimilitud de p=1 habria sido cero )

Este es el sentido de que la funcién de probabilidad de la muestra cuando se
considera como dependiente de los parametros se llame verosimilitud (apariencia de
verdad, segun el DRAE).

(Nota: Sirecordamos el teorema de Bayes llamabamos verosimilitudes a las
probabilidades del suceso B ( suceso-compatible-con-las-opciones que habia
ocurrido, de hecho) condicionada a las distintas opciones ( opciones, cuyas
probabilidades a posteriori de la experiencia hecha queriamos conocer) .Y,
efectivamente si consideramos las probabilidades condicionadas como relativas a
cada opcioén nos hablan de su verosimilitud de forma igual que en nuestro ejemplo)

Bueno, en este ejemplo, hemos considerado sélo dos opciones y, ademas una de ellas
extrema (p=1), y, por si fuera poco , el resultado “muestral” también era extremo.

¢ Qué pasaria si tuviéramos que estimar la probabilidad de cara de la moneda
(cualquier valor entre 0 y 1 podria ser posible) y alin no supiéramos qué ocurre en la
muestra? Pues esa es, precisamente, la situacion en la que nos encontramos en un
problema de la obtencion de un estimador.

p toma un valor desconocido que queremos estimar (mediante un estimador)

Hacemos una experimento (MAS) de n lanzamientos Si nos salen X caras, ¢qué
funcion de X elegiriamos como estimador de p? La opcién de maxima verosimilitud
(EMV) nos propone aquella funcion de los datos muestrales que maximice la
verosimilitud (Que haga mas probable lo que “efectivamente” ha pasado)

Con un pequefio script como el de abajo podemos representar la funcion de
verosimilitud en [0,1], fijando n (tamafio muestral) y las caras (valor muestral de
éxitos). (n=20y caras=6, en este caso, pero puede modificarse a voluntad)



En este caso, el valor maximo se alcanza, en p= 0.6 que es la proporcién muestral
. X : . . L
caras p=—. (Precisamente, la proporcion muestral sera el EMV de la proporcion
n

poblacional supuesto un M.A.S. )

n=20
caras=12
plot(curve(dbinom(caras,20,x),from=0, to=1))

1%y

3

0 to

o

curve{dbinom{12, 20, x}, from

curve(dbinom(12, 20, x), from = 0, to = 1)$x

5.2.2.Algunos estimadores maximo-verosimiles

Para cada pardmetro o pardmetros a estimar y para cada distribucion de la poblacién
la obtencion del estimador maximo-verosimil sera, obviamente, diferente. Vamos a ver
aqui algunos estimadores EMV sin animo de ser exhaustivos ni tampoco de
perdernos en las cuestiones técnicas de célculo.

Antes de ver algunos ejemplos hagamos una consideracion “casi” general a la hora de
maximizar la funcién de verosimilitud.

Suele ser preferible maximizar el logaritmo de la funcién de verosimilitud, mas que la
propia funcién de verosimilitud. Recordemos que se trata de una funcién positiva ( la
verosimilitud lo es; es una funcién de densidad o cuantia, al fin y al cabo) y el logaritmo
de una funcién positiva tiene sus maximos y minimos en los mismos puntos. Por otra
parte, ocurre que casi todas las funciones de densidad o de cuantia de los modelos
MAas importantes incorporan expresiones exponenciales que al tomar logaritmos se
simplifican. Y, finalmente, la funcion de probabilidad de la muestra es el producto de
las funciones de probabilidad de cada dato muestral; por lo que, si tomamos
logaritmos, (el logaritmo del producto es la suma de logaritmos) y la expresién también
se simplificara.

Ejemplo 8 . EMV del pardmetro A de una poblacion de Poisson. A obtener tras un
M.A.S. de tamafio n.

La funcién de cuantia de la distribucion de Poisson es :

AgX A9 X

e)fl Por tanto para cada datos muestral : P(X,)=

P(X)= 1 y para toda la

muestra ( MAS ), al ser los datos muestrales independientes:

ixi o
A4 X A qX, Aq Xy ni 2 ni qnX
P(X, X, X )= SA A" A _ean  eh

X! X! X,! ﬁxi!_ﬁxi!
i=1

i=1




Si la consideramos como funcién de A ésta sera la funciéon de verosimilitud.
eniini

n

HX‘!

Podemos ver que maximizar L(1) equivale a maximizar su numerador ya que el

denominador no depende de 1.Y ,siguiendo la estrategia general, maximizar este
numerador es equivalente a maximizar su logaritmo:

L(A) =

Obtener el EMV de 4 es obtener el gue maximiza esa funcién.

e—nlln)?
n

Hxi!

igualamos a cero la primera derivada respecto a A y obtenemos el valor que maximiza la expresion
y, por lo tanto , la verosimilitud :

d(-nA+nXIn(A X .
0= ( ( ))=—n+%=0:>ﬂ=—
oA A n

max| L(4) =

= max(e‘”%"i ) = max(ln(e‘”*/l”i)) = max (ni+nX In(2))

De modo que el estimador maximo-verosimil de 4 es la media muestral.

Ejemplo 9. EMV de la media y la varianza de una poblacién normal ( MAS de tamafio

n)

Retomamos (del ejemplo 6) la funcién de densidad conjunta de la muestra
equivalente a la verosimilitudde pydec:

n 2

1 a2 (Xk) _ ) _ _
L(#,0)=——r—F7€ 7 " Nos interesara considerar su logaritmo:
o"(2r)
n 2

In(L(x,0))=— 2(1;2 (X, =) =n In(o-)—gln(Zﬂ)

i=1

Como el ultimo término no depende de los pardmetros maximizar In(L(u,c)) equivale a
2
- 1 . .
maximizar : "7 (Xn —,u) —nin(o) Para ello igualaremos las dos derivadas
O ia
parciales a cero y despejaremos:
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Es decir que los EMV de la media y la varianza de una poblacién normal son la media
y la varianza muestrales.

Ejercicio 1.

Finalmente dejamos como ejercicio la obtencion del EMV de la proporcion de una
caracteristica, que como ya se “intuyd” sera la proporciéon muestral.

5.3. Intervalos de Confianza. Estimacion por intervalo(s de confianza).

En la estimacion por intervalos de confianza el objetivo es obtener un intervalo, de la
menor amplitud posible (lo méas preciso, posible) que, “a priori”, con una probabilidad
alta contenga al verdadero (y desconocido) valor del parametro.

Antes de introducir el planteamiento general del problema, veamos, lo que queremos
decir, con un ejemplo.

Ejemplo 10.

Supongamos que queremos estimar el gasto medio anual de las familias espafiolas.
Consideramos también, (con bastante razonabilidad) que podemos suponer que la
variable se distribuye con una distribucién normal. Y, por ultimo, con el Gnico fin de
simplificar la situacion, vamos a suponer (esto ya no es muy razonable) que
conocemos la varianza de esta variable en la poblacién y que es de 100 €2

Para estimar el gasto medio, realizaremos un M.A.S. de 100 familias. Una estimacion
(puntual) del gasto medio, seria considerar el valor que tome un “buen estimador” de
la media de una poblacién. EI EMV de la media poblacional es la media muestral,
ademas sabemos que ese estimador es insesgado y sabemos que se distribuye segun
una normal.

Llevamos a cabo, en la practica, la muestra, y resulta que la media muestral es de
630€. Esta es una estimacion puntual. Seré una, quizas, buena aproximacion, pero,
casi con total seguridad, el valor buscado serd otro.



Sin embargo si afirmaramos que el gasto medio poblacion est entre 620 y 640 €,
muy probablemente acertariamos. En esta idea se va a basar la estimacion por
intervalo.

La eleccion del intervalo se hara de forma que el método de construccion del mismo
dé ciertas garantias de éxito. A esa garantia se la llama nivel de confianza y se basara
en la probabilidad asociada a un intervalo de la distribucién (muestral) del estadistico
utilizado.

Veamoslo: Supongamos que queremos hacer la estimacion por intervalo con una
confianza del 95 %.

Sabemos que la distribucién del estadistico es :

):>¥—>N(o,1)
dn

Nos planteamos, ahora, construir un intervalo en el que “caiga” el valor tipificado del
estadistico con una probabilidad del 95%

(o}

on

X — N(u,

Si llamamos z,,, al valor que, en una normal tipificada deja una cola a la derecha de
a/2 , esto es, que cumple que P(Z > z,,)= /2

z.alfa.medios <- gnorm(a/2,0,1,lower.tail=FALSE)

El intervalo: [-z4, Zo»] cumplira que P(-zy» < Z < Z,)=1 — o

Para 1 — a= 0.95 tenemos que z,,=Z005= 1.96 obtenido de la tabla, Caest o en R
segun:
gnorm(0.025,0,1,lower.tail=FALSE)

g _]

o 095 =1-a=

_ CVEH= A nivel de 0.025.= /2
e confianza

curve(dnorm(x, 0, 1), from = -3, to = 3)$x

En nuestro caso quedara como:
X —u
O
Jn

P(-1.96 -2 < X — 11 <1.96-

N

P(-1.96 <

<1.96)=0.95=

(o}

N

(o)

a

O

N

)=0.95=P(X -1.96-—=< x< X +1.96-—=) = 0.95



Como n=10 y 6*=100, sustituyendo los valores “realmente obtenidos en la muestra”
(la media muestral obtenida era 630€), nos llevaria a un intervalo: [628.04, 630.96] en
el que estimariamos que esté incluido el auténtico valor del gasto medio de las
familias espafiolas con una confianza del 95%.

Habitualmente el resultado se expresaria como 630€ con un error de £1.96€ y una
confianza del 95 %

Estimacién que para una confianza bastante alta, ha resultado ser bastante precisa
( poco margen de error , poca amplitud del intervalo de estimacion, poco error de
estimacion)

5.3.1.Planteamiento general de la construccién de intervalos de confianza

La obtencién de un intervalo de confianza para la estimacion de un pardmetro arranca
con la fijacién del nivel de confianza con que se quiere trabajar. A este nivel de
confianza se le designa por la expresién << 1- o >> ( por razones de congruencia
terminoldgica con el contraste de hipotesis [tema 6] ). Y en la fase inicial de proceso
coincidira con la probabilidad con la que trabajaremos.

1. El primer paso es la consideracion de un cierto estadistico ,“ T ”, cuya distribucion
sea conocida y se relacione con el parametro a estimar, “6” .

2. Después obtendremos un intervalo [A , B] que contenga al estadistico T con la
probabilidad pedida.

En realidad el intervalo [A,B] es ,mas bien,

[A(0,(1- a),(X1,X5,...,Xp) ), B((6,(1— a),(X(,X5,...,X,)) ] ya que dependera del
parametro, de la muestra, de la confianza.

Una vez obtenido el intervalo tal que P(A<T<B) =1-«a

3. Despejamos para obtener a partir de la expresion probabilistica anterior un
intervalo para el parametro 6.

P( A* <0 <B*) =1- a donde A*y B* seran los nuevos extremos del intervalo al
despejar 6 ; que ,ahora dependeran del estadistico T, de la confianza y de la
muestra . Serd, mas bien : [A*(T,(1- o),(X1,X2,...,X5) ), B¥(T,(1- o),(X1,X2,...,Xn)) 1.
Antes de realizar la muestra concreta, el intervalo (sus extremos) dependen de los
valores muestrales (del estadistico T y quiza de alguna de otro caracteristica
muestral). El intervalo es, por lo tanto, aleatorio. Y tiene sentido hablar de
probabilidad.

4. Finalmente REALIZAMOS la muestra y sustituimos todos los valores numéricos
obtenidos en la expresion del intervalo de probabilidad anterior. Entonces el
intervalo ha dejado de ser aleatorio, es un intervalo concreto, ya no podemos
hablar de probabilidad. No podemos decir que el intervalo (ya numérico) obtenido
incluira al parametro con una “probabilidad” de ... Simplemente el intervalo, o
acertarg, incluyendo al pardmetro, o fallara, no incluyéndolo. Pero tenemos una
“‘importante” confianza en que lo incluira porque el desarrollo tedrico se ha hecho
a niveles de probabilidad altos. ¢ Cuanta confianza depositamos en acertar con el
intervalo obtenido? Una confianza igual a la probabilidad con la hemos trabajado.

En el ejemplo 10, anterior la confianza fijada era del 95 % ( a=0.025)

1. El estadistico era la media muestral cuya distribucion se conoce ( Normal) y se
relaciona con p.

2. Elintervalo [A,B] sera:



=

<1.96) = 0.95, si consideramos la version tipificada de X

O' —
P(i1—1.96—=< X < £1+1.96
(u N 7
X —p
O

N

3.El intervalo [A*,B*] lo obtenemos despejando p

)=0.95 , o bien,

P(-1.96 <

(o2 (o
Jn Jn
puesto que depende de la media muestral que es una v. aleatoria. Por lo tanto tiene
sentido hablar de que la probabilidad es del 95% (La probabilidad de que el intervalo,
que es aleatorio, incluya a u , que es desconocido pero constante )

4. Al obtener la muestra, estimamos que u pertenecera al intervalo (numérico)
obtenido (al sustituir) con una confianza (ya no hay nada aleatorio) del 95%:
u €[628.04, 630.96] con el 95 % de confianza.

P(X —1.96—= < 1< X +1.96—) =0.95 .Observamos que el intervalo es aleatorio

El paguete de R TeachingDemos a través de su funcion ci.examp()

Permite hace repeticiones de Intervalos de confianza para visualizar que es el intervalo
el que es aleatorio y ,una vez fijjado, habremos acertado o0 no y confiamos en haberlo
hecho en la medida en que la probabilidad, antes de llevarlo a cabo, era alta.

ci.examp(mean.sim = 100, sd = 10, n = 25, reps = 50, conf.level = 0.95,
method = "z", lower.conf = (1 - conf.level)/2,
upper.conf =1 - (1 - conf.level)/2)

# mean.sim  Media de la poblacion

# sd Desviacion tipica de la poblacién

#n Tamafio de la muestra

# reps Numero de repeticiones o muestra distintas a tomar

# conf.level Nivel de confianza.

# method 'z, 't', or 'both’, si los intervalos se basan en la normal, la t, or ambas
# lower.conf Quantile para el limite inferior del intervalo

# upper.conf Quantile para el limite superior del intervalo ( idem)

# seed semilla aleatoria

. . Confidence intervals based on z distribution
library(TeachingDemos)

ci.examp(100,10,25,100,0.95,method="2")

100
|

80
1

# los intervalos negros incluyen el parametro
# los intervalos fucsia no lo incluyen (por debajo)
# los intervalos cian no lo incluyen ( por arriba)

Index
60

40

20

# si no fijamos la semilla aleatoriay lo
# repetimos saldran otros resultados distintos

T
95

100 106

Confidence Interval

Similarmente en el paquete {estadistica} encontramos la funcién: nivel.confianza
{estadistica} Esta funcién simula una poblacién de tamafio 100,000 de la que se
extraen diversas muestras y construye los correspondientes intervalos de confianza. El
objetivo es transmitir el concepto de nivel de confianza y su uso es:
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El 94 5% de los intervalos de confianza
calculados contienen el valor de la media poblacional

A este planteamiento general de 4 puntos debemos hacerle alguna consideracién
adicional mas:

1) El estadistico (o variable aleatoria derivada de algun estadistico) que utilicemos
debe ser adecuado para nuestro objetivo. Esto va a requerir, en cada caso, ver si con
la informacion disponible, o en vias de estar disponible, nuestra eleccion es capaz de
dar cuenta de toda la informacién que la muestra ofrezca sobre el parametro.

2) Una vez encontrado el estadistico hay que considerar que obtener un intervalo de
probabilidad 1 — a. para el mismo no tiene una solucion unica (de hecho, suele haber
infinitas )

Por ejemplo en una N(0,1) los intervalos :

[-20,01,2004]  [-Z0,02:20.03]  [-Z0,025:Z0.025] + [Z0.03:Z0.02] » [-Z0.04:20.01] Y Otros muchos acotan todos ellos en su interior
una probabilidad de 0.95

Ya que todos ellos dejan dos colas que suman una probabilidad de 0.05 , y por tanto en el centro queda una
probabilidad de 0.95

colaizquierda=0.01; coladerecha=0.04  # pueden cambiarse por las otras combinaciones
li=gnorm(colaizquierda,0,1)  # limite inferior del intervalo
Is=qgnorm(colaizquierda,0,1,lower.tail=FALSE) # limite superior del intervalo

x <- seq(-3,3,length=100)

hx <- dnorm(x,0,1)  #densidad de la normal entre -3y 3

plot(x, hx, type="1", xlab ="", ylab="", main="Intervalo de 95% probabilidad”,
sub=paste("[",round(li,2),",",round(ls,2),"1"))

i<-x>=li&x<=1ls
lines(x, hx)
polygon(c(li,x[i],Is), c(0,hx[i],0), col="green") # colorea el intervalo

Intervalo de 95% probabilidad Intervalo de 95% probabilidad

02 03

01

[175,233]

[-233,175]




Intervalo de 95% probabilidad
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02

[-196,196]

De los distintos criterios posibles para decantarse por una u otra solucién los mas
importantes son:

1) Optar por un intervalo de estimacion con minima amplitud (lo que supone una
estimacion mas precisa).En el caso de distribuciones simétricas y unimodales (Normal,
t de Student, por ejemplo) supone optar por un intervalo centrado en la media). En el
caso de distribuciones de una sola cola, x? o F la solucién depende de los grados de
libertad de modo que no resulta operativa.

2) Optar por un intervalo que deja igual probabilidad a la cola de la derecha que a la de
la izquierda. En el caso de una distribucion unimodal y simétrica esta opcién equivale a
la primera. En el caso de distribuciones de una sola cola, XZ o F, esta opcién aun no
equivaliendo a la primera da un resultado de parecida precision y resulta preferible por
su generalidad.

Intervalo centrado de 95% probabilidad Intervalo de 95% probabilidad Chi-dos 5 g.l. (Colas igual prob.)
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005
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[-196,1.96]
[083,1283]

Por ultimo, antes de obtener los intervalos de confianza, mas habituales, hagamos un
comentario general sobre los factores que afectan a la amplitud de un intervalo de
confianza y, por ello, a su precision. (Cuanto mas amplio resulte el IC menos precisa
sera la estimacion).

Los dos factores que, con carécter general, influyen en la amplitud de los IC, son el
nivel de confianza y el tamafio de la muestra. Ceteris paribus, a mayor nivel de
confianza, mayor amplitud (y por tanto menor precision). Y, de nuevo, ceteris paribus,
a mayor tamafio de la muestra menor amplitud (mayor precision).

Obviamente, el ideal de estimacion seria la mayor confianza posible y la menor
amplitud (mayor precisién o menor error) posible. Sin embargo van en sentido
contario. Alcanzar un compromiso entre alta confianza y alta precision requiere
trabajar con un adecuado tamafio muestral. En definitiva, el tamafio de la muestra
suele ir de la mano con el coste asociado del estudio y nos definira los limites (de
confianza y precision) de las alternativas posibles.




Ejemplo 10 (Continuacién). Como en nuestro ejemplo inicial el intervalo de confianza
era para un nivel de 1-a el intervalo era:

— o .
ueX=xz,—= conl-a deconfianza
Jn

Que para el 95 % nos daba zpg2s= 1.96 y con n= 100 nos llevaba a un intervalo de
estimacion de [628.04, 630.96] con un error de estimacion de +1.96

(recordemos que n= 100 y 6=10)

Si aumentamos la confianza al 99 % tendremos que z05= 2.576, que nos lleva a una
estimacion de [627.42, 632.58] con un error de estimacion de + 2.576

Si queremos trabajar con el 99 % de confianza pero no cometer un error mayor que

el teniamos antes (£1.96) tendriamos que aumentar el tamafio de la muestra:

2
1.96 = 2.567E =>n= (%j =171.53 es decir 172 familias a muestrear ( 72 mas)

o

5.3.2.0btencion de intervalos de confianza

5.3.2.1. I.C. para la media una poblacion normal ( varianza poblacional conocida)
Es el caso del ejemplo de referencia anterior. Las circunstancias especificas para la
construccién de este intervalo son las siguientes: Intervalo para u, conocida o,
distribucién poblacional normal, nivel de confianza dado 1—a.

Conocemos que la media muestral se distribuye segun

X >N (,u,%) = % — N(0,1) a partir de ahi obtener el intervalo es sencillo y

Jn

aplicando el esquema general de actuacion:
Despejando del intervalo de probabilidad:

(o3

al?2 %

P(X -z <u<X+z,,-2)=0.95 yde aqui el intervalo de confianza sera:
n

N

Si no se tratara de una MAS sino de MI (tamafio de la poblacion, N, pequefio) la
distribucion de la media muestral se veria afecta en su desviacion tipica por la raiz
cuadrada del Factor Corrector para Poblaciones Finitas por lo que al incorporarlo al
intervalo, despejar y obtener el I.C. nos resultaria :

— o [N-n ]
eX+z , —,|—— conl—¢« de confianza
H al2 \E«’ N_1

Como esta consideracion para el caso de poblaciones finitas siempre va a ser asi, en
los préximos casos la omitiremos, dandola por supuesta.

uexXtz, , con 1—-« de confianza

Nos queda hacer una pequefia discusion sobre el hecho de que conozcamos o :
Estando en un contexto en el que vamos a estimar p Yy, por lo tanto, no lo conocemos,
parece absurdo “conocer ¢” ; y lo es. Sin embargo, como veremos, el intervalo tiene su


https://www.uv.es/ceaces/tex1t/3%20infemues/dmedsi.htm

uso en aquellos casos en que la muestra sea lo suficientemente grande (n > 30 ) sin
mas que considerar en la expresién que la varianza de la poblacién coincide con la de
la muestra.

5.3.2.2. I.C. para la media una poblacién normal con varianza poblacional
desconocida o, a efectos précticos, n pequefio (n<30)
Las circunstancias especificas para la construccion de este intervalo son las

siguientes: Intervalo para L , ¢ desconocida, Distribucion poblacional normal, Nivel
de confianza dado, 1—q.

X — : ) .
Conocemos que 3 i Jn-1—t_. . A partir de aqui obtenemos un intervalo de

probabilidad 1—o para el “estadistico t”:

X

_’u«/n—1<ta,2)=1—a y despejando p:

P(-t ,<
( al?2 S

P(X -t S U< X+t , L) =1-a como intervalo de probabilidad y

- S
finalmente : ye[x *t
Jn-1

} con 1— ¢ de confianza

donde el valor critico t,, es el que deja
una cola de probabilidad de a/2 en unat
de Student con n-1 grados de libertad.

Fijémonos en que si n>w entonces t,, 2> z,, por la convergencia de lat a la normal.

De igual forma se n>« laraiz de n-1y la raiz de n son casi iguales y la expresién de
I.C. tiende a la del I.C. con varianza conocida, como anticipdbamos en el punto
anterior, sin mas que considerar que la desviacion tipica muestral como o .

Ejemplo 11: Las ventas diarias de cierta oficina comercial se supone que siguen una
distribucion normal. Para estimar el volumen medio de ventas por dia se realiza una
muestra de 10 dias escogidos al azar ,resultando que la media de las ventas de esos
10 dias es 100 u.m. con una desviacion tipica de 4 u.m. Dar un intervalo de estimacion

para el volumen medio de ventas por dia con una confianza del 95 % . (ir a script de
realizacion en CEACES o0 CAEST)

Estamos ante:

Poblacion normal; n=10 (muestra pequefia);S=4(poblacional desconocida); media
muestral=100 ; 1—a =0.95, luego o =0.05, con lo que ty, (9 g.l.) = 2.262 (segln
tabla) (ir a tabla de la t) (En R : t(0.975,9) o gt(0.025,9,lower.tail=FALSE) )



https://www.uv.es/ceaces/scrips/tablas/imedia3.htm
https://www.uv.es/ceaces/scrips/tablas/imedia3.htm
https://www.uv.es/ceaces/scrips/tablas/tastud.htm

y dado que el intervalo a utilizar (hada dicen de irrestricto; luego m.a.s) sera

= {)? +t —J con 1-« de confianza  resultando :
n —

M € [96'99;103'01] con el 95 % de confianza

En el paquete {estadistica} la funcién ic.media permite obtener intervalos de confianza
para la media de una poblacion normal o no y con varianza conocida o no. Con la que
podemos replicar los ejemplos 10y 11 anteriores

ic.media(x, variable = NULL, introducir = FALSE, poblacion = c("normal”,"desconocida"), var_pob =
c("conocida","desconocida"), confianza = 0.95, grafico = FALSE)

ic.media(introducir = TRUE,poblacion ="normal",var_pob = "conocida",confianza=0.95)
ic.media(introducir = TRUE,poblacion ="normal",var_pob = "conocida",confianza=0.99)
ic.media(introducir = TRUE,poblacion ="normal",var_pob = "desconocida",confianza=0.95)

> Tc.media(introducir = TRUE,pobTacion ="normal™,var_pob = "conocida™,confianza=0.95)
Introducir el tamafio de Ta muestra: 100
Introducir el valor de T1a media muestral: 630
Introducir el wvaler de la varianza poblacional: 100
Timite_inferior Timite_superior
1 628.04 [\,. 631.96

= ic.media(introducir = TRUE,poblacion ="normal"”,var_pob = "conocida”,confianza=0.99%)
Introducir &1 tamafio de T1a muestra: 100
ntroducir el valor de Ta media muestral: 630
Introducir el walor de la varianza poblacional: 100
Timite_inferior Timite_superior
1 627.4242 632. 5758
> 1C.med1al1ntroducir = TRUE,poblacion ="normal ,var_pob = ~desconocida,ConTianzas=0.495)
Introducir el tamafio de la muestra: 10
Introducir el valor de la media muestral: 100
selecciona el valor que quieres utilizar?
1. "varianza muestral”
2. "cuasivarianza muestral”
1
Introducir el valor de la varianza muestral: 16
Timite_inferior 1imite_superior
1 96, 98370 103.0162

Nétese que como pide introducir la varianza ésta es 16 ( cuadrado de la desv.tipica)

5.3.2.3. I.C. para la diferencia de dos medias de dos poblaciones normales
(varianzas poblacionales conocidas) a partir de dos MAS independientes

Partiendo de la distribucion del estadistico diferencia de medias:




que finalmente una vez consideradas las dos muestras concretas nos llevara aun
intervalo de confianza :

O'y )
—~ | conl-¢« de confianza

En la practica, el hecho de que las varianza sean conocidas vendra a “traducirse”
como tamafios muestrales grandes y consideraremos las varianzas muestrales como
si fueran las poblacionales.

Ejemplo 12:

Queremos conocer la diferencia entre las ventas medias diarias de dos de nuestros
supermercados ubicados en ciudades distintas. Para ello obtenemos informacion
aleatoria de 300 dias de nuestro supermercado de Avila, resultando: ventas medias
diarias 20 u.m. desviacion tipica 5 .u.m. La informacién resultante de 250 dias
aleatorios en nuestro supermercado de Badajoz fue: media de ventas 15 u.m.
desviacion 8 u.m. . Si para conocer de diferencia entre las ventas medias construimos
un intervalo de confianza con nivel de confianza del 90%. Estimar el error que
podemos cometer al intentar conocer dicha diferencia.

La estimacién de la diferencia la obtenderemos de aplicar el estimador “ diferencia de
medias muestrales” a los datos obtenidos : 20-15 =5 u.m ( a favor del supermercado
de Avila ). Para ver el error de la estimacion trabajando con un nivel de confianza del

90% construimos el I.C:

(1, —n,) e[ (X=Y)%z,, con 1- ¢ de confianza :

Donde :

X —Y =5 ('ya lo hemos dicho) ;

Z,,=1.645 ( De las tablas, la Caest 0 en R gnorm(0.95,0,1)

n,=300, ny=250 y asumiremos las varianzas poblaciones como iguales a las

muestrales : o, =25; o = 64

(1, —u,) | 5+1.645 ,é+ﬂ con 90 de confianza
y 300 250

Esto es (/JX —yy) €[5+0.95825] u.m. con el 90% de confianza de forma que el error

sera de +0.96 u.m con una confianza del 90%

5.3.2.4. 1.C. parala diferencia de dos medias de dos poblaciones normales
(varianza poblacional comun pero desconocida) a partir de dos MAS
independientes.

En esta situacion ( en la practica cuando n,+ny < 32 ) tendremos que usar el
estadistico t para la diferencia de medias:

X =Y —(, —p,)
Jno+n, -\/nxsf +n,S?

Jnon, ync+n, -2 —>t

n,+ny—2



Que nos llevaraaun I.C:

_ Jno+n, -nS2+n s’
p, =ty €| (X =Y)£t,,, Y ——=—~—=———""| con una confianza de 1-«
Jne-ny -y n+n, =2
En el paquete {estadistica} la funcion ic.diferencia.medias permite obtener intervalos
de confianza para la diferencia de dos media de poblaciones normales o no y con

varianzas conocidas 0 no y en este segundo caso consideradas iguales o no. ( por
defecto : normales, conocida y distintas)

ic.diferencia.medias(x, variable = NULL,introducir = FALSE, poblacion = c¢("normal","desconocida"),
var_pob = c("conocida","desconocida"), iguales = FALSE, confianza = 0.95)

# replicamos el ejemplo 12

ic.diferencia.medias(introducir = TRUE,confianza=0.9)
> ic.diferencia.medias(introducir = TRUE,confianza=0.9)
Introducir el tamafo de 1a muestra 1: 300
Introducir el valor de Ta media muestral 1: 250
Introducir el tamafio de la muestra 2:
= ic.diferencia.medihg(introducir = TRUE,confianza=0.9)
Introducir el tamafio de Ta muestra 1: 300
Introducir el valor de Ta media muestral 1: 20
Introducir el tamafo de la muestra 2: 250
Introducir el valor de l1a media muestral 2: 15
Introducir el valor de 1a varianza poblacional 1: 25
Introducir el wvalor de la varianza poblacional 2: 64

Timite_inferior Timite_superior

1 4.041835 5.958165
#y si el tamafio de las muestras fuera pequefio, nx=15 y ny=10 (intervalo t) suponiendo la misma varianza
poblacional
ic.diferencia.medias(introducir= TRUE, var_pob = "desconocida",iguales= TRUE,confiaza=0.95)
> ic.diferencia.medias(introducir= TRUE, wvar_pob = "desconocida",iguales= TRUE,confianza=0.95)

Introducir el tamafio de la muestra 1: 15

Introducir el valor de 1a media muestral 1: 20

Introducir el tamafio de la muestra 2: 10

Introducir el valor de 1a media muestral 2: 15

selecciona el valor que guieres utilizar:

1. "varianza muestral”

2. "cuasivarianza muestral”

1

Introducir el valor de la varianz® muestral 1: 25

Introducir el valor de Ta varianza muestral 2: 64
Timite_inferior limite_superior

1 -0. 6102484 10.61025

#y considerando diferente varianza poblacional

ic.diferencia.medias(introducir= TRUE, var_pob = "desconocida",confiaza=0.95)
> ic.diferencia.medias(introducir= TRUE, var_pob = "desconocida”,confianza=0.95)
Introducir el tamafio de 1a muestra 1: 15
Introducir el wvalor de la media muestral 1: 20
Introducir el tamafio de Ta muestra 2: 10
Introducir el valor de Ta media muestral 2: 15
selecciona el valor que guieres utilizar:
1. "varianza muestral”
2. "Cuasivarianza muestral”
1
Introducir el wvalor de la varianza muestral 1: 25
Introducir el wvalor de la varianza muestral 2: 64
Timite_inferior limite_superior
1 -1.3573591 11.35759

5.3.2.5.I.C. Parala proporcion, p, de una caracteristica
A partir de la distribucion de la proporcion muestral

. X , . .
p=——>N(p, m) Podemos obtener un intervalo de probabilidad 1- o
n n




p-p
Pq
n

P(p-z,,,, ,ﬂ <p<pP+z,, fﬂ) =1-oa para obtener después el IC.
n n

Al sustituir los valores muestrales para obtener el intervalo de confianza, nos
encontraremos, sin embargo, con un problema : para poder estimar p necesitamos
conocer p , ya que nos aparece en las cantidades que se suman/restan a la proporcion
muestral para obtener los extremos del intervalo.

P(-z , <

)2 <1,,) =1-a ydesde aqui despejar la proporcion poblacional:

Hay dos estrategias posibles (en realidad tres) :

1.- Hacer alguna consideracion adicional sobre p. Quizds sepamos aproximadamente
su valor. O conozcamos una cota superior del mismo.

2.- Tomar el valor muestral.

En realidad la opcion que suele utilizarse es un caso “especial” de 1 (de ahi lo tres
estrategias):

Ponernos en “el peor caso posible” entendiendo por tal, aquel que nos conduciria al
intervalo de estimacion con mayor amplitud (maximo error de estimacion) .Proponer
una solucién asi nos permite hacer una estimacién que se cumplird con una confianza
igual, o mayor incluso, a la que estamos utilizando.

¢, Cual es este peor caso posible?: p=g =0.5 . Maxima varianza en la binomial,
situacion que maximizaria el factor que aparece multiplicando en la horquilla de la
estimacion.

En consecuencia:

Segun la opcion 2 (la menos habitual y menos recomendable) el IC quedaria como:

pelpxz,,

Segun la opcidn 1 considerando un valor “supuesto para p” de p*
i p*q*
n

A A

B
n

con una confianzade 1—

pe|pxz,, con una confianza de 1- &

Segun la opcion habitualmente preferida :

i [05-05 .
Z,,,,]—— |con unaconfianza de 1- «
n

Ejemplo 13 :

En una investigacién comercial se muestrea a 100 individuos resultando que 25 de
ellos han comprado nuestro producto .Dar un intervalo para la proporcion de
penetracion en el mercado con una probabilidad (nivel de confianza) del 95 %.

+

pel P

Poniéndonos en el caso méas desfavorable (p=q=0.5)

pe ﬁiza,z,/M con una confianza de 1- «
n



Como ya sabemos que, para 1-a=0.95 , z,,=1.96 , n=100y [ =0.25 nos llevara a
una estimacién por IC. :

0.5-0.5
100

el 95 de confianza ( es un error de 9.8 puntos porcentuales que es mucho pero hay
que pensar que la muestra es pequefia 100 encuestados)

pel0.25+1.96 con una confianza del 95% ,esto es: pe<[0.25+0.098] con

Nota: es muy habitual que en muchas encuestas para estimar proporciones se trabaje con 95.5 % de
confianza (y p=q=0.5) la razdn es que en tal caso el valor critico z,, es aproximadamente 2 que se
simplifica con la raiz de 0.5x0.5 y el error acaba siendo el reciproco de la raiz de n

En el paquete {estadistica} la funcidn ic.proporcion permite obtener intervalos de
confianza para una proporcion ,permitiendo la consideracion de que el muestreo es
irrestricto ( por defecto, no lo es) pero s6lo permite la solucion del intervalo
aproximando p por el valor muestral ; es decir, la estrategia 2 de las consideradas
arriba.

ic.proporcion(x,variable = NULL,introducir = FALSE, irrestricto = FALSE, confianza = 0.95, grafico = FALSE)

#el ejemplo anterior pero con la estrategia quedaria

ic.proporcion(introducir=T,grafico=T)
> ic.proporcion(introducir= T,grafico=T)
[1] "Intervalo de confianza de una proporcidn. E1 tamafio de la muestra es grande.”
Introducir el tamafio de la muestra: 100
Introducir el valor de la proporcién muestral: 0.25
iquieres aproximar el valor de p por la proporcion muestral?
1. "si"
2. "NO"
1
[1] "como J}es suficientemente grande, se aproxima el valor de p poblacional por su estimacién puntual (p muestral)”
(i1l
Timite_inferior limite_superior
1 0.1651311 0.3348689

(e 38 o o= de la proporcién # para aplicar la estrategia 1 (p=g=0.5) podemos construir una funcién
de usuario, ad-hoc
iconf.proporcion=function(n,p,confianza=0.95){
errorest=gnorm((1-confianza)/2,lower.tail=FALSE)*0.5/sqrt(n)
sol = c(p-errorest,p+errorest)
print("el intervalo de confianza para la proporcién es ")
print (paste("[",sol[1],",",s0l[2],"]"))
print("")
print("habiéndose considerado p=g=0.5")
& oF & print("")
print(paste("el error de estimacion es de +/- ",errorest))
}

iconf.proporcion(100,0.25)

> iconf.proporcion(100,0.25)

[1] "el intervalo de confianza para la proporcion es ™

[1] "[ 0.152001800772997 , 0.347998199227003 1"

[1] "

[1] "habiéndose considerado p=g=0.5"

[1] "

[1] "el error de estimacidn es de +/- 0.0979981992270027"

5.3.2.6.1.C. Para la diferencia de dos proporciones
Basandonos en la distribucion de la diferencia de dos proporciones muestrales

%+%) podemos obtener el correpondiente intervalo de
n n

X X

P, =By > N(p, —py,

probabilidad 1-a. :




Una vez obtenidos los datos y haciendo la misma consideracion que en el caso de una
sola proporcién respecto a p=g=0.5 nos quedaria el IC:

0.5-05 0.5-05
4_

n, n,

con una confianza de 1— «

Py— Py & (ﬁx_ ﬁy)izaIZ

Al igual que antes la funcién ic.diferencia.proporciones del paqueta {estadistica} nos
daré el intervalo de estimacion considerando los valores de las p muestrales (
estrategia 2) si queremos usar la estrategia 1 ( px=py=gx=gy=0.5) tendremos que
usar una funcion ad-hoc de usuario.

Ejemplo: para estimar la diferencia entre la proporcién de votantes satisfechos con la
accion del gobierno antes y después de la tltima decision de politica econémica
tomada por éste se han hecho dos encuestas que arrojan la siguiente informacién.
Llevar a cabo la estimacion con un 99% de confianza

Encuesta Proporcion muestral de Tamafio de la muestra
satisfechos

Antes de la accion 0,3 400

Después de la accion 0,28 324

#siguiendo la estrategia de considerar las p muestrales // paquete {estadistica}

ic.diferencia.proporciones(introducir=T,confianza=0.99)

> ic.diferencia.proporciones (introducir=T, confianza=0.99)

[1] "primero vas a introducir los datos de la muestra 1 y a continuacipn introduciras los datos de la muestra 2"
[1] "si1 los datos provienen de encuestas realizadas antes y después de una determinada accidn, introduce primero los d:
tos de la encuesta realizada después de dicha accion”

Introducir el tamafio de Ta muestra 1: 400

Introducir el valor de la proporcién muestral 1: 0.3

Introducir el tamafio de la muestra 2: 324

Introducir el valor de la proporcién muestral 2: 0.28

Timite_inferior Timite_superior
1 -0.06724506 0.1072451

#siguiendo la estrategia de p1=p2=q1=g2=0.5 //funcién ad-hoc de usuario
iconf.diferencia.proporciones=function(n1,p1,n2,p2,confianza=0.95){
alfamedios=(1-confianza)/2
errorest=gnorm(alfamedios,lower.tail =FALSE )*sqrt((0.25/n1)+(0.25/n2))
sol=c(p1-p2-errorest,pl-p2+errorest)
print (paste("[",sol[1],",",s0l[2],"]"))
print("")
print("habiéndose considerado p=g=0.5")
print("")
print(paste("el error de estimacién es de +/- ",errorest))
1
iconf.diferencia.proporciones(400,0.3,324,0.28,confianza=0.99)
= iconf.diferencia.proporciones(400,0.3,324,0.28,confianza=0.99)
[1] "[ -0.07626177516492517 , 0.116261775164952 1"
17
El% "habiéndose considerado p=g=0.5"
17
El% "el error de estimacion es de +/- 0.0962617751649517"




5.3.2.7. IC parala varianza de una poblacion normal

Partiendo de la distribucion muestral de la suma de cuadrados estandarizada:
2

n o
— ;(Zn_l y de lo comentado para la construccion de I.C. en el caso de que la
o

distribucion fuera de una sola cola tendremos que empezar por considerar el intervalo
para esta variable como:

Intervalo de probabilidad alfa en una Chi-dos (Colas igual prob.)

82 E - o2
n /2
2 2
P(x (i) <7 <X w2)=l-«a
o) 2 l-a
: o) ; % :
Y despejando:
1 o’ 1 ns? ns?
P—<—5<— )=l-a=>P(——<o’<——)=1-a
Xwa NS X (-al2) X a2 X (-al2)

Y resultando, tras tomar la muestra un IC de :

, | nS* nS?
O € > 5

X a2 X @-ai2)
La funcién ic.varianza del paquete {estadistica} nos permite automatizar este intervalo.
Por ejemplo para obtener un IC. del 99% para la varianza de una poblacién normal a
partir de una muestra de tamafio 50 en la que la varianza muestral ha resultado ser 25
tendriamos :

con confianzal—«

ic.varianza(introducir=T,confianza=0.99)
> ic.varianza(introducir=T,confianza=0.99)
Introducir el tamafio de la muestra: 50

selecciona el valor que quieres utilizar:

1. "varianza muestral”

2. "cuasivarianza muestral™

1

Introduce el valor de la varianza muestral: 25

[1] "Intervale de confianza para la varianza poblacional, supuesta desconocida la media poblacional.”
limite_inferior 1imite_superior
1 15.97838 45.87266

5.3.3 Determinacion del tamafio muestral

Suele ser habitual que, antes de obtener la muestra y realizar el estudio que se tenga
previsto, nos planteemos determinar el tamafio muestral que debera tener la muestra
para que, trabajando con un determinado nivel de confianza, hagamos unas
estimaciones (por intervalo) que tengan una determinada amplitud en su intervalo.
Esta amplitud no es otra cosa que el error de la estimacion habitualmente
representada por la horquilla + E.

En todos los intervalos esta horquilla depende ( ademas de la confianza) de algunos
factores relacionados con la variabilidad (muestral, poblacional, supuesta 0 maxima) y
del tamafio de la muestra.




Conocidos todos los demas factores influyentes en el error de la estimacion vy fijado el
nivel de confianza nos bastara con despejar.

La funcion muestra del paquete {estadistica} permite automatizar la solucion del
problema

Ejemplo 14.

En un sondeo electoral se quiere estimar los porcentajes de votos de los partidos con
una confianza del 95.5 % y con error de + 1% Supuesto un MAS ¢ a cuantos electores
habra que sondear?

El intervalo es :

pelptz,, ’M con una confianza de 1-«
n

de forma que si el error es de + 1% = +0.01 en tanto por 1, el valor critico z_,, para el

95.5 % de confianza sera : z = 2.0046 (aunque a menudo se aproxima por 2) De

0.0225
forma que :

2
+0.01=+2,, /0'5'0'5 —0.95 (1) Z10000
N Jn 0.01




