Modelo de regresién lineal multiple

1 Ajuste minimo-cuadratico del hiperplano de regresion

En el modelo de regresion multiple que vamos a presentar se considera que el
regresando’ es una funcién lineal de k regresores (de los cuales k-1 corresponden a
variables explicativas o a transformaciones de las mismas y uno corresponde al término
independiente) y de una perturbacion. Designando por Y, al regresando, por X, Xi, ...,
X, a los regresores y por u, a la perturbacion aleatoria, el modelo teérico de regresion
lineal viene dado, para la observacion genérica ¢-€sima, por la siguiente expresion:

Modelo de regresion multiple

X=ﬁ1+ﬂ2X2t+”'+ﬂkat+ut t=12,---,T (1)

Siendo T el tamafio de la muestra y dando valores a ¢ desde =1 hasta =T, se
obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

Yo =B+ X, + B X+ + B X, +uy,

Y,=B+BXu+BXy+ -+ B X, +u, @)

Y =B+ B Xy + B Xop ++ B X +uy

El sistema de ecuaciones anteriores se puede expresar de forma mas compacta
utilizando notacion matricial. Asi, vamos a denominar

Y 1 X, X5 . X, By U
y= Y, X = 1 X, X, o X, B= B, u= u,
Y, 1 Xy Xy o Xy B, Ur

El modelo de regresion lineal multiple (1) expresado en notacidon matricial es el
siguiente:

_ ) 3)

" El regresando puede ser o bien la variable endégena directamente o bien una transformacién de la
variable enddgena (por ejemplo, el logaritmo de la variable endogena).
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Si tenemos en cuenta las denominaciones dadas a vectores y matrices, el modelo
de regresion lineal multiple se puede expresar de forma compacta de la siguiente forma:

y=XB+u “4)

donde, de acuerdo con la notacion expuesta, y es un vector 7 x1, X es una matriz 7 xk,
B esun vector £x1 yuesun vector 7'x 1.

El correspondiente modelo ajustado sera el siguiente
y=Xp (5)

El vector de residuos es igual a la diferencia entre valores observados y ajustados, es
decir,

i=y-y=y-XB (6)

Denominando S a la suma de los cuadrados de los residuos, se tiene que:

U,

S=wa=[q, 4, . i,] ? :Zuf (7)
“es 1=1

A

u T
Teniendo en cuenta (6), se obtiene
S = -XP)(y-Xp)=
=y'y-BXYy-yXp+pXXp ®)
=Yy -2 Xy +p' XX

Para llegar a la tltima igualdad de la expresion anterior se ha tenido en cuenta la
igualdad entre los dos escalares siguientes

PXy=yXp
ya que un escalar es igual a su traspuesto, es decir,
(B'Xy) =y'XB

Aplicar el criterio minimo-cuadratico expuesto en el tema de regresion lineal
simple es equivalente a minimizar el escalar S. Para ello se calcula la primera derivada
de S con respecto al vector de coeficientes minimo-cuadraticos, B , en la expresion (8) y
se iguala a 0%

oS .
> =-2X'y +2X'XB =0 9
B y B )

Para la derivacion de escalares, expresados mediante productos matriciales, respecto a un vector, véase el anexo 1
de Econometria aplicada.

II-2



Por tanto,
X'XB =Xy (10)

Al sistema anterior se le denomina genéricamente sistema de ecuaciones
normales del hiperplano. Cuando k=2 se obtiene el sistema de ecuaciones normales de
la recta; cuando &=3 se obtiene el sistema de ecuaciones normales del plano; finalmente,
cuando k>3 se obtiene especificamente el sistema de ecuaciones normales del
hiperplano, el cudl no es susceptible de ser representado fisicamente.

En notaciéon matricial expandida, el sistema de ecuaciones normales es el
siguiente:
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Obsérvese que:

N
¥

a) X'X/T es la matriz de momentos muestrales de segundo orden, con respecto al
origen, de los regresores.

b). X'y/T es el vector de momentos muestrales de segundo orden, con respecto al
origen, entre el regresando y los regresores.

Para poder resolver el sistema (10) respecto a [3 univocamente, se debe cumplir que el
rango de la matriz X'X sea igual a k. Si se cumple esta condici6n, se pueden premultiplicar

ambos miembros de (10) por[X'XT1
[X'X]" X'XB=[XX]" Xy
con lo cual se obtiene la expresion del vector de estimadores minimo-cuadraticos:
B=[X'X]"' Xy (12)

S presenta un minimo en B, ya que la matriz de segundas derivadas, 2X'X, es

definida positiva. Para comprobarlo, consideremos el vector a, de orden kx1, distinto
de cero. Entonces,

a’X'Xa = [Xa], [Xa]

serd el producto escalar del vector [Xa] por su transpuesto, producto que no sera

negativo, por ser una suma de cuadrados. Si el rango de X'X es &, entonces queda
garantizado que dicho producto es positivo. Por otra parte, al ser X'X definida positiva,
se sigue, evidentemente, que 2X'X también es definida positiva.
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2. Propiedades descriptivas en la regresion lineal multiple

Las propiedades que se exponen a continuacién son propiedades derivadas
exclusivamente de la aplicacion del método de estimacion por minimos cuadrados al
modelo de regresion (1) en el que se incluye como primer regresor el término
independiente.

1. La suma de los residuos minimo-cuadraticos es igual a cero:

T

u, =0 (13)
t=1
Demostracion.
Por definicion de residuo
u,\t=Yt_i}t=Yt_IB]_182X2t_.”_ﬁkat t=1’2""aT (14)

Si sumamos para las 7 observaciones se obtiene:
T

zuAt:ZY;_TAI_IBZZXZt_“'_BkZth (15)

=1 =1 =1 =1

Por otra parte, la primera ecuacion del sistema de ecuaciones normales (11) es
igual a

T T T
Tﬂ1+ﬂ22X2z+"'+:Bkszz: Y (16)
=1 1=1 -1

Al comparar (15) y (16), se concluye que necesariamente debe cumplirse (13).

Obsérvese que, al cumplirse (13), se cumplira también que

T

2t =

t=1 t

Ms
b

y, al dividir por 7, se obtiene

>|

Y = (17)
2. El hiperplano de regresién pasa necesariamente por el punto (Y, X,,--,X,).

Demostracion.
En efecto, dividiendo la ecuacion (16) por 7' se obtiene:
V=pi+ B X+ o+ B X, (18)
3. Los momentos de segundo orden entre cada regresor y los residuos son iguales a 0.

Para el conjunto de los regresores se puede expresar asi:
Xa=0 (19)

En efecto,
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X' = X'[y-Xﬁ} = X'y-X'XB=Xy-Xy =0
Para llegar a la ultima igualdad se ha tenido en cuenta (6) y (10).
4. Los momentos de segundo orden entre y y los residuos son 0, es decir,
yu=0 (20)
Demostracion.

En efecto, si se tiene en cuenta (5) y (19) resulta que

ya=[Xp]a=pxa=po=0

3 Hipodtesis estadisticas basicas del modelo

| Hipétesis sobre la forma funcional

La relacion entre el regresando, los regresores y la perturbacion aleatoria es
lineal:

Y, =B+ BX, ++ B X tu, t=12,--,T
0, en forma matricial,

y=XB+u (21)

Il Hipotesis sobre el vector de perturbaciones aleatorias

La perturbacion aleatoria u, es una variable aleatoria no observable.

a) La esperanza matematica del vector de perturbaciones aleatorias es cero.
E(u)=0 (22)

b) Todas las perturbaciones aleatorias tienen la misma varianza, es decir, las
perturbaciones son homoscedasticas

E(,) =0’ t=12,...,T (23)

¢) Las perturbaciones aleatorias con distintos subindices no estan correlacionadas
entre si, es decir, las perturbaciones no estan autocorrelacionadas:

E(uu)=0 N (24)

La formulacion de las hipotesis b) y c) permiten especificar la matriz de
covarianzas del vector de perturbaciones. (La matriz de covarianzas de un vector que
contiene 7 variables aleatorias es una matriz cuadrada y simétrica de orden 7 x7T, en
cuya diagonal principal aparecen las varianzas de cada uno de los elementos del vector
y fuera de la diagonal principal aparecen las covarianzas entre cada par de elementos.)
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En concreto, la matriz de covarianzas del vector de perturbaciones es la
siguiente:

E[[u _E@)][u —E(u)ﬂ - E[[u ~0][u —o]’J - E[[u][u]’J

u, wooouu, e uu,
_pll® [, w - w]|-E uz.ul uf - uz:uT
Uy U, Ui, u%
Ew) E@u,) - E(uu,) oo 0 - 0
_ E(uu) E@W) - E(uu,) _ 0 o> -« 0

Para llegar a la ultima igualdad se ha tenido en cuenta que las varianzas de cada uno de

los elementos del vector es constante e igual a o° de acuerdo con (23) y que las
covarianzas entre cada par de elementos es 0 de acuerdo con (24).

El resultado anterior se puede expresar de forma sintética:
E(uu)=0"1 (25)

A la anterior matriz se le denomina matriz escalar, ya que es igual a un escalar
(o, en este caso) multiplicada por la matriz identidad.

d) La perturbacion aleatoria tiene una distribucion normal multivariante

Todas las hipdtesis sobre el vector de perturbaciones se pueden formular de la
siguiente forma:

u~ N(0,5°D) (26)
11 Hipétesis sobre el regresor X

a) La matriz de regresores, X, es una matriz fija.

De acuerdo con esta hipoétesis, los distintos regresores del modelo toman los
mismos valores para diversas muestras del regresando. Este es un supuesto fuerte en el
caso de las ciencias sociales, en el que es poco viable experimentar. Los datos se
obtienen por observacion, y no por experimentacion. Para que dicho supuesto se
cumpliera, los regresores deberian ser susceptibles de ser controlados por parte del
investigador. Es importante senalar que los resultados que se obtienen utilizando este
supuesto se mantendrian practicamente idénticos si supusiéramos que los regresores son
estocasticos, siempre que introdujéramos el supuesto adicional de independencia entre
los regresores y la perturbacion aleatoria. Este supuesto alternativo se puede formular
asi:

a*) La matriz de regresores, X, se distribuye independientemente del vector de
perturbaciones aleatorias
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EXu)=0 (27)
b) La matriz de regresores, X, tiene rango k.
p(X) =k (28)

Recordemos que la matriz de regresores contiene k£ columnas, correspondientes a
los k regresores del modelo, y 7 filas, correspondientes al nimero de observaciones. La
hipotesis b) tiene dos implicaciones:

1. El niimero de observaciones, 7, debe ser igual o mayor que el numero de
regresores, k.

2. Todas las columnas de la matriz de regresores deben ser linealmente
independientes, lo cual implica que no puede existir una relacion lineal exacta entre
ningin subconjunto de regresores. En caso contrario, el rango de la matriz X seria
menor que k, y, por tanto, la matriz X'X seria singular (careceria de inversa), con lo
cual no se podria determinar los valores del vector de estimadores de los pardmetros del
modelo. Si se diera este caso se dice que existe multicolinealidad perfecta. Si existe una
relacion lineal aproximada — es decir, no exacta — entonces se pueden obtener
estimaciones de los parametros, si bien la fiabilidad de los mismos quedaria afectada.
En este ultimo caso se dice que existe multicolinealidad no perfecta.

¢) La matriz de regresores, X, no contiene errores de observacion o de medida

Esta es una hipotesis que raramente se cumple en la practica, ya que los
instrumentos de medicion en economia son escasamente fiables (piénsese en la multitud
de errores que es posible cometer en una recogida de informacidon, mediante encuesta,
sobre los presupuestos familiares). Aunque es dificil encontrar instrumentos para
contrastar esta hipotesis, la naturaleza del problema y, sobre todo, la procedencia de los
datos utilizados pueden ofrecer evidencia favorable o desfavorable a la hipdtesis
enunciada.

IV Hipétesis sobre el vector de parametros 3
El vector de parametros B es constante.

Si no se adopta esta hipotesis el modelo de regresion seria muy complicado de
manejar. En todo caso, puede ser aceptable que los parametros del modelo se mantienen
estables en el tiempo (si no se trata de periodos muy extendidos) o en el espacio (si esta
relativamente acotado).

4 Propiedades probabilisticas del modelo

Distribucion del regresando

El regresando es funcion lineal del vector de perturbaciones aleatorias, que, por
la hipotesis II d), sigue una distribucién normal. Por lo tanto, el regresando, y, seguira
también una distribucion normal.
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La esperanza matematica de y, teniendo en cuenta la hipotesis II a)’, viene dada
por

E(y)=E[XB+u]=XB+E(u)=Xp (29)

La matriz de varianzas covarianzas, teniendo en cuenta las hipotesis II a) a Il ¢),
seran

Var(y) = E[(y—XB)(y—XB)'} =E(uu')=c"1 (30)

En consecuencia, el regresando, y, tiene una distribucion normal multivariante
con vector de medias B y con una matriz de varianzas-covarianzas, ol , escalar.

y~NXB, o) €1y
UuU

3 Las hipétesis de los bloques III y IV se tendran implicitamente en cuenta, aunque no se mencionen.
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