Procesos Estocasticos para Ingenieros:

Teoria y Aplicaciones

FrANCISCO MONTES SUAY

Departament d’Estadistica i Investigacié Operativa
Universitat de Valéncia






Copyright (©) 2007 de Francisco Montes

Este material puede distribuirse como el usuario desee sujeto a las siguientes condiciones:
1. No debe alterarse y debe por tanto constar su procedencia.

2. No estd permitido el uso total o parcial del documento como parte de otro distribuido
con fines comerciales.

Departament d’Estadistica i Investigacié Operativa
Universitat de Valencia

46100-Burjassot

Spain






Indice general

1. Probabilidad. Variable aleatoria. Vector aleatorio

1.1. Probabilidad . . . . . . .. .. L
1.1.1. Causalidad y aleatoriedad . . . . . . . ... ... .. ... ... ... .
1.1.2. Experimento, resultado, espacio muestral y suceso . . . . ... ... ...
1.1.3. Probabilidad y sus propiedades . . . . . . . . ... ... ... ...
1.1.4. Probabilidad condicionada. Teorema de Bayes . . . . . . . ... ... ...
1.1.5. Independencia . . . . . . . . . . . ..

1.2. Variable aleatoria . . . . . . . . . ..
1.2.1. Definicidn . . . . . . . oL
1.2.2. Probabilidad inducida . . . . . . . .. ... oL
1.2.3. Funcién de distribucién de probabilidad . . . . . . . ... ... ... ...
1.2.4. Funcién de cuantia o probabilidad: variable aleatoria discreta . . . . . . .
1.2.5.  Algunos ejemplos de variables aleatorias discretas . . . . . . .. . ... ..
1.2.6. Funcién de densidad de probabilidad: variable aleatoria continua. . . . . .
1.2.7.  Algunos ejemplos de variables aleatorias continuas . . . . ... ... ...

1.3. Vector aleatorio . . . . . . . . . . . L
1.3.1. Probabilidad inducida . . . . . . . .. ... L o
1.3.2. Funciones de distribucién conjunta y marginales . . . . .. .. ... ...
1.3.3. Funcién de cuantia o probabilidad conjunta: vector aleatorio discreto . . .
1.3.4. Algunos ejemplos de vectores aleatorios discretos . . . . . . ... ... ..
1.3.5. Funcién de densidad de probabilidad conjunta: vector aleatorio continuo .
1.3.6. Algunos ejemplos de vectores aleatorios continuos . . . . . . .. ... ...

1.4. Independencia de variables aleatorias . . . . . . . . . ... ... ... L.

1.5. Distribuciones condicionadas . . . . . . .. ... L Lo Lo
1.5.1. Casodiscreto . . . . . . . . L
1.5.2. Casocontinuo . . . . . . . . . ...

1.6. Funcién de una o varias variables aleatorias . . . . . . ... ... ... ... ...
1.6.1. Caso univariante . . . . . . . . . . . . . .. e
1.6.2. Caso multivariante . . . . . . . .. ... Lo

. Esperanza. Desigualdades. Funciéon caracteristica

2.1. Esperanza de una variable aleatoria.. . . . . . . .. ... ... ... ..
2.1.1. Momentos de una variable aleatoria . . . . . .. ... ...
2.1.2. Momentos de algunas variables aleatorias conocidas . . . . . . ... ...

2.2. Esperanza de un vector aleatorio . . . . . . . ... ...
2.2.1. Momentos de un vector aleatorio . . . . . .. ... ... L.
2.2.2. Covarianza. Aplicaciones . . . . . . . . . . ... o

2.3. Esperanza condicionada . . . . . . .. ... L oL



INDICE GENERAL

2.4. Desigualdades . . . . . ... L

24.1.

La distribuciéon Normal multivariante . . . . . . . . ... ... ... ...

2.5. Funcién caracteristica . . . . . . . . . . .

2.5.1.
2.5.2.
2.5.3.
2.54.

Funcién caracteristica e independencia . . . . . . . . .. ... ... ...
Funciones caracteristicas de algunas distribuciones conocidas . . . . . . .
Teorema de inversion. Unicidad . . . . . . . . . ... ... ... ... ..
Teorema de continuidad de Lévy . . . . . .. . ... ... ... ......

3. Sucesiones de variables aleatorias. Teoremas de convergencia
3.1. Imtroduccidn . . . . . . . ...
3.2. Tipos de convergencia . . . . . . . .. ...
3.3. Leyes de los Grandes Numeros . . . . . . .. .. .. ... ... ...
3.4. Teorema Central de Limite . . . . . .. .. ... ... ... ...

3.4.1.

Una curiosa aplicacién del TCL: estimacion del valorde v . . . . . . . ..

4. Procesos Estocasticos
4.1. Introduccidn . . . . . . . . .. e
4.2. Definiciones bésicas y descripcién de un proceso estocastico . . . . . . .. .. ..

4.2.1.
4.2.2.
4.2.3.

Trayectoria de un proceso . . . . . . . . . ...
Distribuciones finito-dimensionales . . . . . . . . . . . ... ... ... ..
Funciones de momento . . . . . . . . . . ...

4.3. Algunos procesos estocasticos de interés . . . . . . .. ... L.

4.3.1.
4.3.2.
4.3.3.
4.3.4.
4.3.5.
4.3.6.
4.3.7.
4.3.8.

Procesos IID . . . . . . . e e
Ruido blanco . . . . . . . . ..
Proceso Gaussiano . . . . . . . ...
Procesode Poisson . . . . . . . ...
Senial telegrafica aleatoria (RTS) . . . .. ... ... ... ... .. ....
Modulacién por desplazamiento de fase (PSK) . . . ... ... ... ...
Proceso de Wiener. Movimiento Browniano . . . . . .. ... .. .. ...
Cadenas de Markov . . . . . . . . . . . . . . ... e

4.4. Procesos estacionarios . . . . . . . . ..o e e e e e

4.4.1.
4.4.2.

Estacionariedad en sentido amplio (WSS) . . . . .. ... ... ... ...
Procesos cicloestacionarios . . . . . . . . . ...

5. Transformacién lineal de un proceso estacionario
5.1. Densidad espectral de potencia (PSD) de un proceso WSS . . . . ... ... ...

5.1.1.
5.1.2.

PSD para procesos estocasticos WSS discretos en el tiempo . . . . . . ..
PSD para procesos estocasticos WSS continuos en el tiempo . . . . . . . .

5.2. Estimacion de la densidad espectral de potencia . . . . . . . ... ... ... ...

5.2.1.
5.2.2.

Bibliografia

Ergodicidad . . . . . . . . ...
Periodograma: definiciéon y propiedades . . . . . ... ... ... ... ..

67
67
68
70
71
73

75
75
75
76
7
78
80
80
83
83
84
89
91
93
95
102
103
106

109
109
109
116
125
125
126

128



Capitulo 1

Probabilidad. Variable aleatoria.
Vector aleatorio

1.1. Probabilidad

1.1.1. Causalidad y aleatoriedad

A cualquiera que preguntemos cuanto tiempo tardariamos en recorrer los 350 kilémetros que
separan Valencia de Barcelona, si nos desplazamos con velocidad constante de 100 kms/hora,
nos contestara sin dudar que 3 horas y media. Su actitud serd muy distinta si, previamente a su
lanzamiento, le preguntamos por la cara que nos mostrara un dado. Se trata de dos fenémenos
de naturaleza bien distinta,

= ¢l primero pertenece a los que podemos denominar deterministas, aquellos en los que
la relacion causa-efecto aparece perfectamente determinada. En nuestro caso concreto, la
conocida ecuacién e = v - t, describe dicha relacion,

= ¢l sequndo pertenece a la categoria de los que denominamos aleatorios, que se caracte-
rizan porque aun repitiendo en las mismas condiciones el experimento que lo produce, el
resultado variard de una repeticion a otra dentro de un conjunto de posibles resultados.

La Teoria de la Probabilidad pretende emular el trabajo que los fisicos y, en general, los cientifi-
cos experimentales han llevado a cabo. Para entender esta afirmacién observemos que la ecuacién
anterior, e = v - t, es un resultado experimental que debemos ver como un modelo matemdti-
co que, haciendo abstracciéon del mévil concreto y del medio en el que se desplaza, describe
la relacién existente entre el espacio, el tiempo y la velocidad. La Teoria de la Probabilidad
nos permitird la obtencién de modelos aleatorios o estocdsticos mediante los cuales podremos
conocer, en términos de probabilidad, el comportamiento de los fenémenos aleatorios.

1.1.2. Experimento, resultado, espacio muestral y suceso

Nuestro interlocutor si que serd capaz de responder que el dado mostrara una de sus caras. Al
igual que sabemos que la extraccion al azar de una carta de una baraja espanola pertenecera a
uno de los cuatro palos: oros, copas, espadas o bastos. Es decir, el experimento asociado a nuestro
fenémeno aleatorio! da lugar a un resultado, w, de entre un conjunto de posibles resultados.

1Una pequefia disquisicién surge en este punto. La aleatoriedad puede ser inherente al fenémeno, lanzar un
dado, o venir inducida por el experimento, extracciéon al azar de una carta. Aunque conviene sefialarlo, no es
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Este conjunto de posibles resultados recibe el nombre de espacio muestral, 2. Subconjuntos de
resultados con una caracteristica comiin reciben el nombre de sucesos aleatorios o, simplemente,
sucesos. Cuando el resultado del experimento pertenece al suceso A, decimos que ha ocurrido
o se ha realizado A.

A continuacién mostramos ejemplos de experimentos aleatorios, los espacios muestrales aso-
ciados y algunos sucesos relacionados.

Lanzamiento de dos monedas.- Al lanzar dos monedas el espacio muestral viene definido
por Q@ ={CC,C+,+C,++}. Dos ejemplos de sucesos en este espacio pueden ser:

A ={Ha salido una cara}={C+,+C},
B ={Ha salido més de una cruz}={++}.

Elegir un punto al azar en el circulo unidad.- Su espacio muestral es @ ={Los puntos
del circulo}. Ejemplos de sucesos:

A = {w; d(w, centro) < 0,5},
B = {w; 0,3 < d(w, centro) < 0,75}.

Sucesos, conjuntos y o-algebra de sucesos

Puesto que los sucesos no son méds que subconjuntos de 2, podemos operar con ellos de
acuerdo con las reglas de la teoria de conjuntos. Todas las operaciones entre conjuntos seran
aplicables a los sucesos y el resultado de las mismas dara lugar a nuevos sucesos cuyo significado
debemos conocer. Existen, por otra parte, sucesos cuya peculiaridad e importancia nos lleva a
asignarles nombre propio. De estos y de aquellas nos ocupamos a continuacion:

Suceso cierto o seguro: cuando llevamos a cabo cualquier experimento aletorio es seguro que
el resultado pertenecerd al espacio muestral, por lo que €2, en tanto que suceso, ocurre
siempre y recibe el nombre de suceso cierto o sequro.

Suceso imposible: en el extremo opuesto aparece aquel suceso que no contiene ningin resul-
tado que designamos mediante () y que, légicamente, no ocurre nunca, razén por la cual
se le denomina suceso imposible.

Sucesos complementarios: la ocurrencia de un suceso, A, supone la no ocurrencia del suceso
que contiene a los resultados que no estan en A, es decir, A°. Ambos sucesos reciben el
nombre de complementarios.

Unién de sucesos: la unién de dos sucesos, A U B, da lugar a un nuevo suceso que no es
mas que el conjunto resultante de dicha unién. En consecuencia, A U B ocurre cuando el
resultado del experimento pertenece a A, a B o ambos a la vez.

Interseccién de sucesos: la interseccién de dos sucesos, A N B, es un nuevo suceso cuya
realizacion tiene lugar si el resultado pertenece a ambos a la vez, lo que supone que
ambos ocurren simultdneamente.

Sucesos incompatibles: Existen sucesos que al no compartir ningiin resultado su interseccién
es el suceso imposible, AN B = (. Se les denomina, por ello, sucesos incompatibles. Un
suceso A y su complementario A°, son un buen ejemplo de sucesos incompatibles.

este lugar para profundizar en la cuestién
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Siguiendo con el desarrollo emprendido parece légico concluir que todo subconjunto de €2 serda un
suceso. Antes de admitir esta conclusién conviene una pequena reflexion: la nocién de suceso
es un concepto que surge con naturalidad en el contexto de la experimentacién aleatoria pero,
aunque no hubiera sido asi, la necesidad del concepto nos hubiera obligado a inventarlo. De
la misma forma, es necesario que los sucesos poseean una minima estructura que garantice la
estabilidad de las operaciones naturales que con ellos realicemos, entendiendo por naturales
la complementacion, la union y la interseccion. Esta dos tltimas merecen comentario aparte
para precisar que no se trata de uniones e intersecciones en niimero cualquiera, puesto que mas
alla de la numerabilidad nos movemos con dificultad. Bastara pues que se nos garantice que
uniones e intersecciones numerables de sucesos son estables y dan lugar a otro suceso. Existe
una estructura algebraica que verifica las condiciones de estabilidad que acabamos de enumerar.

Definicién 1.1 (o-algebra de conjuntos) Una familia de conjuntos A definida sobre Q de-
cimos que es una o-dlgebra si:

1. Qe A.
2. Ac A= A e A.
S A{Antn>1 CA= U, 5 An € A

La familia de las partes de 2, P(Q2), cumple con la definicién y es por tanto una o-dlgebra de
sucesos, de hecho la més grande de las existentes. En muchas ocasiones excesivamente grande
para nuestras necesidades, que vienen determinadas por el ntcleo inicial de sucesos objeto de
interés. El siguiente ejemplo permite comprender mejor este tltimo comentario.

Ejemplo 1.1 Si suponemos que nuestro experimento consiste en elegir al azar un nimero en
el intervalo [0,1], nuestro interés se centrard en conocer si la eleccion pertenece a cualquiera de
los posibles subintervalos de [0,1]. La o-dlgebra de sucesos generada a partir de ellos, que es la
menor que los contiene, se la conoce con el nombre de o-dlgebra de Borel en [0,1], Bjo,1], ¥ s
estrictamente menor que P([0,1]).

En resumen, el espacio muestral vendré acompanado de la correspondiente o-algebra de sucesos,
la més conveniente al experimento. La pareja que ambos constituyen, (£2,.4), recibe el nombre
de espacio probabilizable.

Senalemos por tltimo que en ocasiones no es posible economizar esfuerzos y A coincide con
P(€2). Por ejemplo cuando el espacio muestral es numerable.

1.1.3. Probabilidad y sus propiedades

Ya sabemos que la naturaleza aleatoria del experimento impide predecir de antemano el
resultado que obtendremos al llevarlo a cabo. Queremos conocer si cada suceso de la o-algebra
se realiza o no. Responder de una forma categérica a nuestro deseo es demasiado ambicioso.
Es imposible predecir en cada realizacién del experimento si el resultado va a estar o no en
cada suceso. En Probabilidad la pregunta se formula del siguiente modo: jqué posibilidad hay
de que tenga lugar cada uno de los sucesos? La respuesta exige un tercer elemento que nos
proporcione esa informacién: Una funcién de conjunto P, es decir, una funcién definida sobre la
o-algebra de sucesos, que a cada uno de ellos le asocie un valor numérico que exprese la mayor o
menor probabilidad o posibilidad de producirse cuando se realiza el experimento. Esta funcién
de conjunto se conoce como medida de probabilidad o simplemente probabilidad. Hagamos un
breve incursién histérica antes de definirla formalmente.

El concepto de probabilidad aparece ligado en sus origenes a los juegos de azar, razén por
la cual se tiene constancia del mismo desde tiempos remotos. A lo largo de la historia se han
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hecho muchos y muy diversos intentos para formalizarlo, dando lugar a otras tantas definiciones
de probabilidad que adolecian todas ellas de haber sido confeccionadas ad hoc, careciendo por
tanto de la generalidad suficiente que permitiera utilizarlas en cualquier contexto. No por ello el
interés de estas definiciones es menor, puesto que supusieron sucesivos avances que permitieron
a Kolmogorov enunciar su conocida y definitiva axiomética en 1933. De entre las distintas
aproximaciones, dos son las més relevantes:

Método frecuencialista.- Cuando el experimento es susceptible de ser repetido en las mismas
condiciones una infinidad de veces, la probabilidad de un suceso A, P(A), se define como
el limite? al que tiende la frecuencia relativa de ocurrencias del suceso A.

Método clasico (Férmula de Laplace).- Si el experimento conduce a un espacio muestral

finito con n resultados posibles, Q@ = {w1,ws,...,w,}, todos ellos igualmente probables,
la probabilidad de un suceso A que contiene m de estos resultados se obtiene mediante la
férmula m
P(A) = —,
(4)="

conocida como férmula de Laplace, que la propuso a finales del siglo XVIII. La férmula
se enuncia como el cociente entre el numero de casos favorables y el numero de casos
posibles. Obsérvese la incorrecién formal de esta aproximacién en la medida que exige
equiprobabilidad en los resultados para poder definir, precisamente, la probabilidad, lo
cual implica un conocimiento previo de aquello que se quiere definir.

Las anteriores definiciones son aplicables cuando las condiciones exigidas al experimento son
satisfechas y dejan un gran nimero de fenémenos aleatorios fuera de su alcance. Estos problemas
se soslayan con la definicién axiomatica propuesta por A.N.Kolmogorov en 1933:

Definicién 1.2 (Probabilidad) Una funcion de conjunto, P, definida sobre la o-dlgebra A
es una probabilidad si:

1. P(A) > 0 para todo A € A.
2. P(QY) =1.

3. P es numerablemente aditiva, es decir, si {A,}n>1 €s una sucesion de sucesos disjuntos

de A, entonces
P(J An) =" P(4n).

n>1 n>1

A la terna (2, A, P) la denominaremos espacio de probabilidad.

Senalemos, antes de continuar con algunos ejemplos y con las propiedades que se derivan de
esta definicién, que los axiomas propuestos por Kolmogorov no son més que la generalizacién
de las propiedades que posee la frecuencia relativa. La definicién se apoya en las aproximaciones
previas existentes y al mismo tiempo las incluye como situaciones particulares que son.

Ejemplo 1.2 (Espacio de probabilidad discreto. La férmula de Laplace) Supongamos
un espacio muestral, Q, numerable y como o-dlgebra la familia formada por todos los posibles
subconjuntos de Q. Sea p una funcién no negativa definida sobre Q0 verificando: ) ., p(w) = 1.
Si definimos P(A) =Y 4 p(w), podemos comprobar con facilidad que P es una probabilidad.

2Debemos advertir que no se trata aqui de un limite puntual en el sentido habitual del Anélisis. M4s adelante
se introducird el tipo de convergencia al que nos estamos refiriendo
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Hay un caso particular de especial interés, el llamado espacio de probabilidad discreto uni-

forme, en el que Q es finito, Q = {w1,wa,...,wn}, ¥ plw;) = %, Yw; € Q. Entonces, para
A=Awi,, Wiy, ... ,win} se tiene
m
P(A) = —,
(="

que es la formula de Laplace, obtenida ahora con rigor. El nombre de uniforme se justifica
porque la masa de probabilidad estd uniformemente repartida al ser constante en cada punto.

Un ejemplo de espacio de probabilidad discreto uniforme es el que resulta de lanzar dos dados.
El espacio muestral, Q ={(1,1),(1,2),...,(6,5),(6,6)}, estd formado por las 6 x 6 posibles parejas
de caras. Si los dados son correctos, cualquiera de estos resultados tiene la misma probabilidad,
1/36. Sea ahora A ={ambas caras son pares}, el nimero de puntos que contiene A son 9, por
lo que aplicando la férmula de Laplace, P(A) = 9/36 = 1/4.

Propiedades de la probabilidad

De la definicién de probabilidad se deducen algunas propiedades muy ttiles.

La probabilidad del vacio es cero.- Q@ = QUOU DB U ... y por la aditividad numerable,
P(Q) = P(Q2) + > 4, P(0), de modo que P(0) = 0.

Aditividad finita.- Si A;,..., A, son elementos disjuntos de A, aplicando la o-aditividad, la
propiedad anterior y haciendo A; = 0, 7 > n tendremos

P(U Ai> =P {J4| =) PA).
i=1 i>1 i=1
Se deduce de aqui facilmente que VA € A, P(A°) =1 — P(A).

Monotonia.- Si A,B € A, A C B, entonces de P(B) = P(A) + P(B — A) se deduce que
P(A) < P(B).

Probabilidad de una unién cualquiera de sucesos (fé6rmula de inclusién-exclusién).-
SiAy,..., A, € A, entonces

"(02)-

D P(A) =Y PANA) 4.+ (=) P(A N .. N Ay). (1.1)
i=1 i<j
Subaditividad.- Dados los sucesos A1, ..., Ay, la relacién existente entre la probabilidad de

la unién de los A; y la probabilidad de cada uno de ellos es la siguiente:
P (U AZ-) <> P(A).
i=1 i=1

Continuidad de la probabilidad.- Sea {A,},>1 una sucesién monétona de sucesos y sea A
su limite. Se demuestra facilmente que

P(A) = P(lim A,) = lim _P(A,).

n—-+00
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1.1.4. Probabilidad condicionada. Teorema de Bayes

Si compramos un nimero para una rifa que se celebra anualmente durante las fiestas de
verano en nuestro pueblo y que estd compuesta por 100 boletos numerados del 1 al 100, sabemos
que nuestra probabilidad ganar el premio, suceso que designaremos por A, vale

1
P) = 100
Supongamos que a la manana siguiente de celebrase el sorteo alguien nos informa que el boleto
premiado termina en 5. Con esta informacion, ;continuaremos pensando que nuestra probabi-
lidad de ganar vale 10727 Desde luego serfa absurdo continuar pensandolo si nuestro nimero
termina en 7, porque evidentemente la nueva probabilidad valdria P’'(A) = 0, pero aunque
terminara en 5 también nuestra probabilidad de ganar habria cambiado, porque los nimeros
que terminan en 5 entre los 100 son 10 y entonces

10 veces mayor que la inicial.

Supongamos que nuestro nimero es el 35 y repasemos los elementos que han intervenido en
la nueva situacién. De una parte, un suceso original A ={ganar el premio con el nimero 35}, de
otra, un suceso B{el boleto premiado termina en 5} de cuya ocurrencia se nos informa a priori.
Observemos que AN B ={el nidmero 35} y que la nueva probabilidad encontrada verifica,

1 1/1 P(ANB
pray_ L _ 1100 _ P(AnB)
10 10/100 P(B)
poniendo en evidencia algo que cabfa esperar, que la nueva probabilidad a depende de P(B).
Estas propiedades observadas justifican la definicién que damos a continuacion.

Definicién 1.3 (Probabilidad condicionada) Sea (2, A, P) un espacio de probabilidad vy
sean A y B dos sucesos, con P(B) > 0, se define la probabilidad de A condicionada a B
mediante la expresion,

P(A|B) = P(]ﬁ‘(;)B)

Teorema de factorizacién

A partir de la definicién de probabilidad condicionada, la probabilidad de la interseccién de
dos sucesos puede expresarse de la forma P(ANB) = P(A|B)P(B). El teorema de factorizacién
extiende este resultado para cualquier interseccion finita de sucesos.

Consideremos los sucesos A1, Ag, ..., Ay, tales que P(N_;A;) > 0, por induccién se com-
prueba facilmente que

P (ﬂ Ai> =P (A, NP A) P (Ap—a| NPZ2 A;) - P(Ao] A1) P(Ay). (1.2)

Ejemplo 1.3 En una urna que contiene 5 bolas blancas y 4 negras, llevamos a cabo 3 extrac-
ciones consecutivas sin reemplazamiento. ;Cudl es la probabilidad de que las dos primeras sean
blancas y la tercera negra?

Cada extraccion altera la composicion de la urna y el total de bolas que contiene. De acuerdo
con ello tendremos (la notacion es obvia)

P(BiNByN N3) =
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Teorema de la probabilidad total

Si los sucesos A1, As, ..., A, constituyen un particién del €2, tal que P(A;) > 0, Vi, tendre-
mos que cualquier suceso B podra particionarse de la forma, B = U} ; BN A; y tratdndose de
una uniéon disjunta podremos escribir

P(B) =) P(BNA;) ZP B|A;)P(4;). (1.3)
i=1
Este resultado se conoce con el nombre de teorema de la probabilidad total.

Teorema de Bayes

Puede tener interés, y de hecho asi ocurre en muchas ocasiones, conocer la probabilidad
asociada a cada elemento de la particiéon dado que ha ocurrido B, es decir, P(A;|B). Para ello,
recordemos la definicién de probabilidad condicionada y apliquemos el resultado anterior.

P(A;NB) _ P(B|A:)P(A)

P(B) >i1 P(B|A)P(A;)
Este resultado, conocido como el teorema de Bayes, permite conocer el cambio que experimen-
ta la probabilidad de A; como consecuencia de haber ocurrido B. En el lenguaje habitual del
Célculo de Probabilidades a P(A;) se la denomina probabilidad a priori y a P(A;|B) proba-

bilidad a posteriori, siendo la ocurrencia de B la que establece la frontera entre el antes y el
después. ;Cudl es, a efectos précticos, el interés de este resultado? Vedmoslo con un ejemplo.

P(Ai|B) =

Ejemplo 1.4 Tres urnas contienen bolas blancas y negras. La composicion de cada una de
ellas es la siguiente: Uy = {3B,1N}, Uy = {2B,2N}, Us = {1B,3N}. Se elige al azar una de
las urnas, se extrae de ella una bola al azar y resulta ser blanca. ;Cudl es la urna con mayor
probabilidad de haber sido elegida?

Mediante Uy, Uy y Us, representaremos también la urna elegida. Estos sucesos constituyen
una particion de Q) y se verifica, puesto que la eleccion de la urna es al azar,

P(Uy) = P(Uz) = P(Us) =

Si B={la bola extraida es blanca}, tendremos

3 2 1
P(B|Uy) = ¢, P(B|U2) =, P(BIUs) = 7.

Lo que nos piden es obtener P(U;|B) para conocer cudl de las urnas ha originado, mds proba-
blemente, la extraccion de la bola blanca. Aplicando el teorema de Bayes a la primera de las
urnas,
3

. Z _ §

+3-2+3-7 6

y para las otras dos, P(U2|B) =2/6 y P(U3|B) =1/6. Luego la primera de las urnas es la que
con mayor probabilidad dio lugar a una extraccion de bola blanca.

P(U|B) =

Wl
[N[e]
W=l

El teorema de Bayes es uno de aquellos resultados que inducen a pensar que la cosa no era
para tanto. Se tiene ante él la sensacién que produce lo trivial, hasta el punto de atrevernos
a pensar que lo hubiéramos podido deducir nosotros mismos de haberlo necesitado, aunque
afortunadamente el Reverendo Thomas Bayes se ocupé de ello en un trabajo titulado An Essay
towards solving a Problem in the Doctrine of Chances, publicado en 1763. Conviene precisar
que Bayes no planteé el teorema en su forma actual, que es debida a Laplace.
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1.1.5. Independencia

La informacién previa que se nos proporcioné sobre el resultado del experimento modificé la
probabilidad inicial del suceso. ;Ocurre esto siempre? Veamoslo.

Supongamos que en lugar de comprar un uinico boleto, el que lleva el nimero 35, hubiéramos
comprado todos aquellos que terminan en 5. Ahora P(A) = 1/10 puesto que hemos comprado 10
boletos, pero al calcular la probabilidad condicionada a la informacién que se nos ha facilitado,
B ={el boleto premiado termina en 5}, observemos que P(ANB) = 1/100 porque al interseccién
de ambos sucesos es justamente el boleto que estd premiado, en definitiva

P(ANB) 1/100 1

P(AB) = P(B)  10/100 10’

la misma que originalmente tenfa A. Parecen existir situaciones en las que la informacién pre-
via no modifica la probabilidad inicial del suceso. Observemos que este resultado tiene una
consecuencia inmediata,

P(AN B) = P(A|B)P(B) = P(A)P(B).

Esta es una situacion de gran importancia en probabilidad que recibe el nombre de inde-
pendencia de sucesos y que generalizamos mediante la siguiente definicion.

Definicién 1.4 (Sucesos independientes) Sean A y B dos sucesos. Decimos que A y B son
independientes si P(AN B) = P(A)P(B).

De esta definicién se obtiene como propiedad,

R ]

y su simétrica P(B|A) = P(B).

En ocasiones se define la independencia de dos sucesos a partir de este resultado, obteniéndo-
se entonces como propiedad la que nosotros hemos dado como definicién. Existe equivalencia
entre ambas definiciones, aunque a fuerza de ser rigurosos, hay que matizar que definir el
concepto a partir de la probabilidad condicional exige anadir la condicién de que el suceso con-
dicionante tenga probabilidad distinta de cero. Hay ademas otra ventaja a favor de la definicién
basada en la factorizacién de P(ANB), pone de inmediato en evidencia la simetria del concepto.

El concepto de independencia puede extenderse a una familia finita de sucesos de la siguiente
forma.

Definicién 1.5 (Independencia mutua) Se dice que los sucesos de la familia {A, ..., Ay}
son mutuamente independientes cuando

m

P(Ap, 0. N A,) = [[ P(Ax) (1.4)

i=1
siendo {k1,...,kn} C{1,...,n} y los k; distintos.

Conviene senalar que la independencia mutua de los n sucesos supone que han de verificarse
M+ (") +...(5) =2" = n—1 ecuaciones del tipo dado en (1.4).

Si solamente se verificasen aquellas igualdades que implican a dos elementos dirfamos que
los sucesos son independientes dos a dos, que es un tipo de independencia menos restrictivo que
el anterior como pone de manifiesto el siguiente ejemplo. Solo cuando n = 2 ambos conceptos
son equivalentes.

La definicién puede generalizarse a familias o clases de sucesos.
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Definicién 1.6 (Clases independientes de sucesos) Las clases de sucesos Aj,..., A, C
A se dicen independientes, si al tomar A; en cada A;, i = 1,...,n, los sucesos de la familia
{A1,..., A} son independientes.

Notemos que en la definicién no se exige que los elementos de cada clase A; sean indepen-
dientes entre si. De hecho A y A° sélo lo son si P(A) =06 P(A) = 1.

Para una coleccion infinita de clases de sucesos la anterior definicién se extiende con facili-
dad. Diremos que {A,,}»,>1 C A son independientes si cualquier subcoleccién finita lo es.

Ejemplo 1.5 (Teorema de Bayes y sistemas de comunicacién) Muchos sistemas de co-
municacion pueden modelizarse de la siguiente forma. El usuario entra un 0 o un 1 en el sistema
y la correspondiente senal es transmitida. El receptor toma una decision acerca del cudl fue la
entrada del sistema en funcion de la senal recibida. Supongamos que el usuario envia un 0 con
probabilidad 1-p y un 1 con probabilidad p, mientras que el receptor toma un decision erronea
con probabilidad €. Para i = 0,1, sea A;={el emisor envia i} y B;={el receptor decidié i}.

1 <— Entrada

(I-p)(1-¢ (I-p)e  pe p(1-¢

De acuerdo con el esquema de la figura, las probabilidades del tipo P(A; N B;), supuesta
independencia entre las acciones del emisor y del receptor, valen

P(AoﬂBO):(lfp)(lfe), P(AoﬂBl):(lfp)s
P(Al N Bo) = peg, P(Al ﬂBl) :p(l - E).

Es interesante, en este contexto, conocer las probabilidades del tipo P(A;|By), coni,j =0,1. Es
decir, la probabilidad de que habiendo el receptor interpretado la senal como j la que realmente
se transmitid fuera i. De particular interés son, obviamente, P(Ay|By) y P(A1|B1).

Para obtener estas probabilidades podemos hacer uso del Teorema de Bayes,

_ P(B;|Ai)P(A)
Y P(BjlA)P(A)

P(A;|By) = (1.5)

El denominador no es mds que P(Bj), que se calcula fdcilmente a partir de las anteriores
probabilidades. Asi, para j=0

P(Bo) = P(Bo|Ao)P(Ao) + P(Bo|A1)P(A1) = (1 —€)(1 —p) + ep,
y para j=1
P(By) = P(B1]|Ag)P(Ag) + P(B1]|A1)P(A;1) = (1 —p) + (1 —e)p.

En la tabla se muestran las cuatro probabilidades que se derivan de (1.5).
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Bo B,
n (1-¢)(1-p) e(1—p)
- -p+ep ([A—e)1—p)+ep
A, ep (1-¢)p

el-p)+(1-ep el-p+A-ep
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1.2. Variable aleatoria

1.2.1. Definicién

Nuestro interés al examinar el resultado de un experimento aleatorio no es tanto el espacio
de probabilidad resultante, como la o las caracteristicas numéricas asociadas, lo que supone
cambiar nuestro objetivo de Q a R o R*. Hay dos razones que justifican este cambio:

1. el espacio de probabilidad es un espacio abstracto, mientras que R o R* son espacios bien
conocidos en los que resulta mucho més cémodo trabajar,

2. fijar nuestra atencién en las caracteristicas numéricas asociadas a cada resultado implica
un proceso de abstraccién que, al extraer los rasgos esenciales del espacio muestral, permite
construir un modelo probabilistico aplicable a todos los espacios muestrales que comparten
dichos rasgos.

Puesto que se trata de caracteristicas numéricas ligadas a un experimento aleatorio, son ellas
mismas cantidades aleatorias. Esto supone que para su estudio y conocimiento no bastara con
saber que valores toman, habra que conocer ademas la probabilidad con que lo hacen. Todo
ello exige trasladar la informacién desde el espacio de probabilidad a R o R* y la tinica forma
que conocemos de trasladar informacién de un espacio a otro es mediante una aplicaciéon. En
nuestro caso la aplicacion habra de trasladar el concepto de suceso, lo que exige una minima
infraestructura en el espacio receptor de la informaciéon semejante a la o-algebra que contiene
a los sucesos. Como nos vamos a ocupar ahora del caso unidimensional, una sola caracteristica
numérica asociada a los puntos del espacio muestral, nuestro espacio imagen es R. En R,
los intervalos son el lugar habitual de trabajo, por lo que mas conveniente seréd exigir a esta
infraestructura que los contenga. Existe en R la llamada o-dlgebra de Borel, 3, que tiene la
propiedad de ser la menor de las que contienen a los intervalos, lo que la hace la méas adecuada
para convertir a R en espacio probabilizable: (R, 3). Estamos ahora en condiciones de definir
la variable aleatoria.

Definicién 1.7 (Variable aleatoria) Consideremos los dos espacios probabilizables (2, A) y
(R, ). Una variable aleatoria es un aplicacién, X :  — R, que verifica

X YB)e A, VBe§. (1.6)

Cuando hacemos intervenir una variable aleatoria en nuestro proceso es porque ya estamos en
presencia de un espacio de probabilidad, (£2, .4, P). La variable aleatoria traslada la informacién
probabilistica relevante de ) a R mediante una probabilidad inducida que se conoce como ley
de probabilidad de X o distribucion de probabilidad de X.

El concepto de o-algebra inducida

Dada la definicién de variable aleatoria, es muy sencillo comprobar el siguiente resultado.
Lema 1.1 La familia de sucesos
o(X) ={X"Y(B), VB € 8} = {X"'(8)},
es una o-dlgebra, denominada o-algebra inducida por X, que verifica o(X) C A.

A los efectos de conocer el comportamiento probabilisticos de una variable aleatoria X, tres
funciones nos proporcionan la informacién necesaria:
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» la probabilidad inducida, Px,
= la funcién de distribucién de probabilidad, Fix, y

= la funcion de cuantia o probabilidad, si la variable es discreta, o la funcion de densidad de
probabilidad, si la variables es continua, en ambos casos denotada por fx.

Sus definiciones y propiedades se describen a continuacién. Se puede demostrar, aunque esta fue-
ra del objetivo y alcance de estas notas, la equivalencia entre las tres funciones,

Px <— Fx < fx.

Es decir, el conocimiento de una cualquiera de ellas permite obtener las otras dos.

1.2.2. Probabilidad inducida
X induce sobre (R, ) una probabilidad, Py, de la siguiente forma,
Py (4) = P(X71(4)), YA € 6.

Es facil comprobar que Px es una probabilidad sobre la o-dlgebra de Borel, de manera que
(R, 3, Px) es un espacio de probabilidad al que podemos aplicar todo cuanto se dijo en el
capitulo anterior. Observemos que Px hereda las caracteristicas que tenia P, pero lo hace a
través de X. ;Qué quiere esto decir? Un ejemplo nos ayudard a comprender este matiz.

Ejemplo 1.6 Sobre el espacio de probabilidad resultante de lanzar dos dados, definimos las
variables aletorias, X =suma de las caras e Y =valor absoluto de la diferencia de las caras. Aun
cuando el espacio de probabilidad sobre el que ambas estdn definidas es el mismo, Px y Py son
distintas porque viene inducidas por variables distintas. En efecto,

Px({0}) = P(X~'({0}) = P(0) =0,

sin embargo,

Py ({0}) = P(Y_l({()}) = P({1,1},{2,2},{3,3},{4,4},{5,5},{6,6}) = %

La distribuciéon de probabilidad de X, Px, nos proporciona cuanta informaciéon necesitamos
para conocer el comportamiento probabilistico de X, pero se trata de un objeto matemaético
complejo de incomodo manejo, al que no es ajena su condicién de funcién de conjunto. Esta es
la razén por la que recurrimos a funciones de punto para describir la aleatoriedad de X.

1.2.3. Funcion de distribucion de probabilidad
A partir de la probabilidad inducida podemos definir sobre R la siguiente funcion,
Fx(x) = Px((—00,z]) = P(X '{(~00,2]}) = P(X < 2), Vz € R. (1.7)
Asi definida esta funcién tiene las siguientes propiedades:
PF1) No negatividad.- Consecuencia inmediata de su definicién.

PF2) Monotonia.- De la monotonia de la probabilidad se deduce facilmente que Fx (z1) <
Fx(x3) si 1 < xo.
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PF3) Continuidad por la derecha.- Consideremos una sucesién decreciente de ntimeros
reales x,, | . La correspondiente sucesién de intervalos verifica N, (—o0, z,] = (=00, 2], ¥
por la continuidad desde arriba de la probabilidad respecto del paso al limite tendremos
h’mwnlx FX (1‘n) = FX (.’L’)

Observemos por otra parte que (—oo,z] = {z} Ulim,_, o0 (—00,z — %], lo que al tomar
probabilidades conduce a

Fx(zx)=P(X =2)4+ lm Fx <33 — ;) =P(X =2x)+ F(x—), (1.8)

n—-+4o0o
A partir de 1.8 se sigue que Fx(z) es continua en x si y solo si P(X = x) = 0.

PF4) Valores limites.- Si z, T +0c0 0 z,, | —0o entonces (—oo,z,] T Ry (—o0,z,] | 0y por
tanto
F(+o00) = 1%31 F(zp,)=1, F(—o0)= li'm F(zy,) =0.
A la funcién Fx se la conoce como funcidn de distribucion de probabilidad de X (en adelante
simplemente funcién de distribucién). En ocasiones se la denomina funcién de distribucién
acumulada, porque tal y como ha sido definida nos informa de la probabilidad acumulada por
la variable X hasta el punto z. Nos permite obtener probabilidades del tipo P(a < X < b) a
partir de la expresion
Pla < X <b) = Fx(b) — Fx(a).

1.2.4. Funcion de cuantia o probabilidad: variable aleatoria discreta

Existe una segunda funcién de punto que permite describir el comportamiento de X, pero
para introducirla hemos de referirnos primero a las caracteristicas del soporte de X, entendiendo
por tal un conjunto Dx € 3 que verifica, Px(Dx) = P(X € Dx) = 1.

Cuando Dx es numerable, Px es discreta y decimos que X es una variable aleatoria discreta.
Como ya vimos en un ejemplo del capitulo anterior, Px({z;}) = P(X = z;) > 0, Vz; € Dy,
y siendo ademds P(X € Dx) =1, se deduce P(X = z) = 0, Vz € D%. En este caso es fécil
comprobar que la F'x asociada viene dada por

Fx(z)= Y P(X =u). (1.9)

x; <z

De acuerdo con esto, si x(;) y #(;41) son dos puntos consecutivos del soporte tendremos que Vz €
[Ty, Ty, Fx () = Fx(2(;)). Como ademds Px(x) = 0, Vo € D%, la funcién serd también
continua. Por otra parte P(X = z;) > 0, para x; € Dx, con lo que los tnicos puntos de
discontinuidad serdn lo del soporte, discontinuidad de salto finito cuyo valor es Fx(z(;)) —
Fx(x(;—1)) = P(X = ;). Se trata por tanto de una funcién escalonada, cuyos saltos se producen
en los puntos de Dyx.

A la variable aleatoria discreta podemos asociarle una nueva funcién puntual que nos serd de
gran utilidad. La definimos para cada x € R mediante fx(x) = Px({z}) = P(X = z), lo que
supone que

P(X =x), six € Dx
Fx(@) = { 0,( ) en el resto.

Esta funcién es conocida como funcion de cuantia o de probabilidad de X y posee las dos
propiedades siguientes:

Pfcl) Al tratarse de una probabilidad, fx(xz) >0, Va € R,
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Pfc2) Como P(X € Dx) =1,

Z fx(l'i) =1.

r;€Dx

La relaciéon entre fx y Fx viene recogida en las dos expresiones que siguen, cuya obtencion
es evidente a partir de (1.8) y (1.9). La primera de ellas permite obtener Fx a partir de fx,

Fx(z) =Y fx(x).

La segunda proporciona fx en funciéon de F'x,

fx(.’b) = Fx(l') — Fx(l'—).

1.2.5. Algunos ejemplos de variables aleatorias discretas
Variable aleatoria Poisson

La distribuciéon de Poisson de parametro A es una de las distribuciones de probabilidad
discretas més conocida. Una variable con esta distribucién se caracteriza porque su soporte es
Dx ={0,1,2,3,...} y su funcién de cuantia viene dada por

e M\

Fx(z) = x!

0, en el resto,

, stx € Dx

que cumple las propiedades Pfcl) y Pfc2). La funcién de distribucién tiene por expresion

ef)\ n
Fx(z)=> A

n!

n<z

Diremos que X es una variable Poisson de pardmetro X y lo denotaremos X ~ Po()\). Esta
variable aparece ligada a experimentos en los que nos interesa la ocurrencia de un determinado
suceso a lo largo de un intervalo finito de tiempo?, verificAndose las siguientes condiciones:

1. la probabilidad de que el suceso ocurra en un intervalo pequeno de tiempo es proporcional
a la longitud del intervalo, siendo A el factor de proporcionalidad,

2. la probabilidad de que el suceso ocurra en dos o més ocasiones en un intervalo pequeno
de tiempo es practicamente nula.

Fenémenos como el niimero de particulas que llegan a un contador Geiger procedentes de una
fuente radiactiva, el nimero de llamadas que llegan a una centralita telefénica durante un
intervalo de tiempo, las bombas caidas sobre la regiéon de Londres durante la Segunda Guerra
mundial y las bacterias que crecen en la superficie de un cultivo, entre otros, pueden ser descritos
mediante una variable aleatoria Poisson.

3En un planteamiento més general, el intervalo finito de tiempo puede ser sustituido por un subconjunto
acotado de RF
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Variable aleatoria Binomial

Decimos que X es una wariable Binomial de pardmetros ny p (X ~ B(n,p)) si Dx =
{071’2""’71} y

" (Z)pz(l—p)"r, six € Dy
Ix(x) =

0, en el resto,

que se comprueba ficilmente que verifica Pfcl) y Pfc2).
Cuando llevamos a cabo un experimento aleatorio cuyos rasgos esenciales son:

1. se llevan a cabo n repeticiones independientes de una misma prueba en las mismas con-
diciones,

2. en cada repeticién observamos la ocurrencia (ézito) o no (fracaso) de un mismo suceso,
Ay
Y

3. la probabilidad de éxito es la misma en cada repeticién, P(A) = p,

la variable que describe el ntimero de éxitos alcanzado en las n repeticiones, es una Binomial
de parametros n y p.

Fenémenos aleatorios aparentemente tan diferentes como el niimero de hijos varones de un
matrimonio con n hijos o el niimero de caras obtenidas al lanzar n veces una moneda correcta,
son bien descritos mediante un variable Binomial. Este hecho, o el andlogo que senialdbamos en
el ejemplo anterior, ponen de manifiesto el papel de modelo aleatorio que juega una variable
aleatoria, al que aludiamos en la introduccién. Esta es la razén por la que en muchas ocasiones
se habla del modelo Binomial o del modelo Poisson.

Hagamos por ltimo hincapié en un caso particular de variable aleatoria Binomial. Cuando
n =1 la variable X ~ B(1,p) recibe el nombre de variable Bernoulli y se trata de una variable
que solo toma los valores 0 y 1 con probabilidad distinta de cero. Es por tanto una variable
dicotomica asociada a experimentos aleatorios en los que, realizada una sola prueba, nos intere-
samos en la ocurrencia de un suceso o su complementario. Este tipo de experimentos reciben el
nombre de pruebas Bernoulli.

La distribuciéon de Poisson como limite de la Binomial.- Consideremos la sucesién
de variables aleatorias X,, ~ B(n,p,) en la que a medida que n aumenta, p,, disminuye
de forma tal que np,, ~ A. Mds concretamente, np,, — A. Tendremos para la funcién de
cuantia,

n! N

mpﬁ(l —pa)"",

N S

y para n suficientemente grande,

i)~ m(n) (-3)

Q

Al pasar al limite,

nn=D)-(n—stl) (1_A>”%—A, (1_A)_:1,

n(l?



16 Probabilidad. Variable aleatoria. Vector aleatorio

y tendremos
Az
e A
Ii = .
Jim fx, (@) = —

La utilidad de este resultado reside en permitir la aproximacion de la funcién de cuantia
de una B(n,p) mediante la funcién de cuantia de una Po(A = np) cuando n es grande y
p pequeno.

Variable aleatoria Hipergeométrica. Relaciéon con el modelo Binomial

Si tenemos una urna con N bolas, de las cuales r son rojas y el resto, N — r, son blancas
y extraemos n de ellas con reemplazamiento, el numero X de bolas rojas extraidas serd una
B(n,p) con p=r/N.

. Qué ocurre si llevamos a cabo las extracciones sin reemplazamiento? La variable X sigue
ahora una distribucion Hipergeométrica (X ~ H(n, N,r)) con soporte Dx = {0,1,2,...,min(n,r)}
y cuya funcién de cuantia se obtiene facilmente a partir de la férmula de Laplace

() (22)
A NRZL)  six e Dy

fx(x) = (];Z) ’

0, en el resto,

que cumple de inmediato la condicién Pfcl). Para comprobar Pfc2) debemos hacemos uso de
una conocida propiedad de los niimeros combinatorios,

2065 -(2")

La diferencia entre los modelos Binomial e Hipergeométrico estriba en el tipo de extraccion.
Cuando ésta se lleva a cabo con reemplazamiento las sucesivas extracciones son independientes
y la probabilidad de ézito se mantiene constante e igual a /N, el modelo es Binomial. No ocurre
asi si las extracciones son sin reemplazamiento. No obstante, si n es muy pequeno respecto a N y
r, la composicién de la urna variara poco de extraccion a extraccion y existira lo que podriamos
denominar una quasi-independencia y la distribucién Hipergeométrica debera comportarse como
una Binomial. En efecto,

e - W)
(3

7! (N —7)! nl(N —n)!
= X X
zi(r—z)l " (n—z)(N —r—n+uzx)! N!
_ nixr_lx Xr—x+1xN—rxN—r—1X
~ \z/N N-1 N—-z24+1 N-2 N-z-1

y N—-r—n+x+1
N-n+1

~ (M-

con p=r/N.
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Variable aleatoria Binomial Negativa

Consideremos n pruebas Bernoulli independientes con la misma probabilidad de éxito, p, en
cada una de ellas. Nos interesamos en la ocurrencia del r-ésimo éxito. La variable que describe
el minimo nimero de pruebas adicionales necesarias para alcanzar los r éxitos, es una wvariable
aleatoria Binomial Negativa, X ~ BN (r,p), con soporte numerable Dx = {0,1,2,...} y con
funcién de cuantia

(r+x— 1)p’"(l —p)*, six>0
fx(z) = v

0, en el resto.

El nombre de Binomial negativa se justifica a partir de la expresién alternativa que admite la
funcién de cuantia,

=T

fx(x) = < x >pr((1 -p)*, siz>0

0, en el resto,

obtenida al tener en cuenta que

(—r) (=) (=1 = 1) (=r —z + 1)

T z!

(=)*r(r+1)---(r+z-1)

x!
_ (-D)*(r—=Dlr(r+1)---(r+x-1)
(r—1)lx!

- (_1)1<r+i_1>.

La condicién Pfcl) se cumple de inmediato, en cuanto a Pfc2) recordemos el desarrollo en serie
de potencias de la funcién f(z) = (1 —z)™",

1 n+t—1\ ,
>0

En nuestro caso

fX(x):Z(r—&—z—l)pr(l_p)x: . <r+i_1)(1—p)m=pT1:1.

>0 (1—=(1=p)r

Un caso especial con nombre propio es el de r = 1. La variable aleatoria X ~ BN(1,p)
recibe el nombre de wvariable aleatoria Geométrica y su funciéon de cuantia se reduce a

p(1—p)*, sixzx>0

0, en el resto.
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1.2.6. Funcién de densidad de probabilidad: variable aleatoria conti-
nua.

Una variable aleatoria X es continua si su funcién de distribucién, F'x, es absolutamente
continua. Lo que a efectos précticos ello supone que existe una funcién fx(z), conocida como
funcion de densidad de probabilidad (fdp) de X, tal que

Fe(@) = [ s

En particular, dado cualquier intervalo |a, b, se verifica
b
P(X €la,b]) =Pla< X <) :/ f(z)dx.

Se derivan para fx dos interesantes propiedades que la caracterizan:
Pfdpl) fx(z) es no negativa, y

Pfdp2) como P(X € R) =1,
+oo
/ f(z)dx = 1.

— 00

Por otra parte, si z es un punto de continuidad de fx, por una propiedad de la integral de
Riemann se tiene

fx(@) = Fx ().
Significado fisico de la fdp

La continuidad de Fx implica, recordemos (1.8), que en las variables aleatorias continuas
P(X =2x) =0, Yz € R. Este es un resultado que siempre sorprende y para cuya comprensiéon
es conveniente interpretar fisicamente la funcién de densidad de probabilidad.

A
Pla<X<b)

N\

a b x x+dx

La fdp es sencillamente eso, una densidad lineal de probabilidad que nos indica la cantidad
de probabilidad por elemento infinitesimal de longitud. Es decir, fx (z) dz =~ P(X €]z, z+dx]).
Ello explica que, para elementos con longitud cero, sea nula la correspondiente probabilidad.
En este contexto, la probabilidad obtenida a través de la integral de Riemann pertinente se
asimila a un drea, la encerrada por fx entre los limites de integracién.
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1.2.7. Algunos ejemplos de variables aleatorias continuas
Variable aleatoria Uniforme

La variable X diremos que tiene una distribucion uniforme en el intervalo [a,b], X ~ U(a,b),

si su fdp es de la forma
1

b—a’

si x € [a,b]
fx(z) =

0, en el resto.

La funcién de distribuciéon que obtendremos integrando fx vale

0, str<a
Fx(z) = :;:Z, sia<z<b
1, st x> b.

Surge esta variable cuando elegimos al azar un punto en el intervalo [a,b] y describimos con X
su abscisa.

Variable aleatoria Normal

Diremos que X es una variable aleatoria Normal de pardmetros py o2, X ~ N(u,c?), si
tiene por densidad,
A )?
)= ——¢ 202 , —00 < x < +oo. 1.10
En tanto que densidad, fx debe satisfacer las propiedades Pfdpl) y Pfdp2). La primera se
deriva de inmediato de (1.10). Para comprobar la segunda,

e/ h Fx(e)s]

[ @ [ way

—o0 —o0

2

oo (@ —p)? | oo (y—w)?

1 1 5.2
_ 7,7/ R d;,;.f/ ¢ 207y (1.11)
2 o J_o 0 J_o
22 v?
1 1 +oo _ T 1 +oo
= —.= e 2o0dz-— e 2odv (1.12)
2 o J_o 0 J oo
2, .2
1 oo ptoo % +o
- / e 2 dzdv (1.13)
271— — 00 — 00
2
1 PR —

27 “+o0
- = / e 2rdr|do=1, (1.14)
2T 0 0
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donde el paso de (1.11) a (1.12) se lleva a cabo mediante los cambios z = (z — u)/oc y v =
(v—p)/o,y el de (1.13) a (1.14) mediante el cambio a polares z = rsinf y v = rcos 6.

La grafica de fx tiene forma de campana y es conocida como la campana de Gauss por ser
Gauss quien la introdujo cuando estudiaba los errores en el calculo de las 6rbitas de los planetas.
En honor suyo, la distribucién Normal es también conocida como distribucién Gaussiana. Del
significado de los pardmetros nos ocuparemos mds adelante, pero de (1.10) deducimos que 1 € R
y o > 0. Ademéds, el eje de simetria de fx eslarecta x = p y el vértice de la campana (mdximo
de f,) esté en el punto de coordenadas (u,1/0v/27).

09 - H=15

0,8

La figura ilustra el papel que los parametros juegan en la forma y posicién de la grafica de
la funcién de densidad de una N(u,o?). A medida que o disminuye se produce un mayor apun-
tamiento en la campana porque el maximo aumenta y porque, recordemos, el area encerrada
bajo la curva es siempre la unidad.

Una caracteristica de la densidad de la Normal es que carece de primitiva, por lo que su
funcién de distribucién no tiene expresién explicita y sus valores estdn tabulados o se calculan
por integracién numérica. Esto representa un serio inconveniente si recordamos que P(a < X <
b) = Fx(b) — Fx(a), puesto que nos obliga a disponer de una tabla distinta para cada par de
valores de los pardmetros p y o.

En realidad ello no es necesario, ademds de que seria imposible dada la variabilidad de
ambos parametros, porque podemos recurrir a la que se conoce como variable aleatoria Normal
tipificada, Z ~ N(0,1), cuya densidad es

Fx(l’

e[

= — e
oV21 J

efectuando el cambio z = (t — p)/o tendremos

2
—u z
£
(&

FX(x):\/%/_OO 2dz=c1><m;”),

x
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donde ®(z) es la funcién de distribucién de la N (0, 1).

Hay que senalar que el mayor interés de la distribuciéon Normal estriba en el hecho de servir
de modelo probabilistico para una gran parte de los fenémenos aleatorios que surgen en el
campo de las ciencias experimentales y naturales.

El lema que sigue nos asegura que cualquier transformacién lineal de un variable Normal es
otra Normal.

Lema 1.2 Sea X ~ N(u,0?) y definamos Y = aX + b, entonces Y ~ N(ap + b, a%0?).

Demostracién.- Supongamos a > 0, la funcién de distribucién de Y viene dada por

Fy<y>P(stP(aXng)P(ng;b) — Py (y;b>.

Su funcién de densidad es

Frin =) =L () = e {—; (y*(’j“’))z}

Si a < 0 entonces

Fy(y)P(YSy)P(aXerSy)P(XZy_b) —1-Fx (y_b),

y la densidad sera

Fr = Bt == () = e e {—; (W)} .

En ambos casos se deduce que Y ~ N(au + b, a%0?).

Variable aleatoria Exponencial

Diremos que la variable aleatoria X tiene una distribucion Exponencial de parametro A,
X ~ Exzp(X), si su funcién de densidad es de la forma

Fx(@) = 0, stx <0
x\¥) = Xe A sixz >0, A>0.

La funcién de distribucién de X vendra dada por

0, stx <0
Fy(z) =
JyAe™Mdt=1—e?* siz>0.

La distribucién exponencial surge en problemas relacionados con tiempos de espera y estéa re-
lacionada con la distribucién de Poisson de igual parametro. En efecto, si consideramos un
proceso de desintegracion radiactiva con A desintegraciones por unidad de tiempo, el nime-
ro de desintegraciones que se producen en el intervalo [0,t] es N; ~ Po(At), y el tiempo que
transcurre ente dos desintegraciones consecutivas es X ~ Fxp(\).
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La falta de memoria de la variable aleatoria Exponencial.- La variable aleatoria
Exponencial tiene una curiosa e interesante propiedad conocida como falta de memoria.
Consiste en la siguiente igualdad,

PX>z+tX>t)=P(X >z), Vz,t >0.
En efecto,

PX>z+tX >t)=
CPX>az+tyn{X >t}) P(X>z+t) e Mt

_ = —e M= PX .
P(X > 1) P(X > 1) ext ¢ (X > 2)

(1.15)

Variable aleatoria Gamma

Diremos que la variable aleatoria X tiene una distribucion Gamma de pardmetros o y (3,
X ~ Ga(a, B), si su funcién de densidad es de la forma

0, stz <0
fx(z) = 1
T(a)ge”

ale=2/B iz >0 a>0, 8>0,
donde T'(«) es el valor de la funcién Gamma en «, es decir

I'(«) :/ y* e Vdy, a>0.
0

Para comprobar que Pfdp2) se satisface, la Pfdpl) es de comprobacién inmediata, bas-
tard hacer el cambio y = x/f3 en la correspondiente integral

I SRS S SR R g L
J) e e = g ) e = e =1,

Los valores de la funcién de distribucién F'x (z) aparecen tabulados, con tablas para las dife-
rentes combinaciones de los parametros a y 3.

Obsérvese que la distribucion Exponencial de parametro A es un caso particular de la Gam-
ma. En concreto Exp(A\) = Gamma(1l,1/X).

Observacion 1.1 Nos serd de utilidad mds tarde recordar alguna caracteristica adicional de
la funcion Gamma. En particular la obtencion de sus valores cuando o =n o a = n + %, n
natural. Es facil comprobar, mediante sucesivas integraciones por partes, que

INa)=(a—1Na—-1) = (a—1)(a—2)T'(a - 2),
lo que para o = n da lugar a
F(n)=(m—-1)(n—2)...2I'().

Pero
()= /0 e Pdr=1 y TI'(n)=(Mn-1)L
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Para el caso en que oo =n + % deberemos calcular F(%),

r <1> = /OOO e T~/ 2dy = {y = ’;2] = \@/OOO e 2at = \/ﬁ;/ﬂ = Vr (1.16)

2

La dltima integral en (1.16), dividida por /27, es la mitad del drea que cubre la fdp de la
N(0,1).
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1.3. Vector aleatorio

Cuando estudiamos simultdneamente k caracteristicas numéricas ligadas al resultado del
experimento, por ejemplo la altura y el peso de las personas, nos movemos en R* como espacio
imdgen de nuestra aplicacién. La o-algebra de sucesos con la que dotamos a RF para hacerlo
probabilizable es la correspondiente o-algebra de Borel 8%, que tiene la propiedad de ser la
menor que contiene a los rectdngulos (a,b] = Hle(ai, bi], con a = (ay,...,ax), b= (b1,...,bg)
y —o0 < a; < b; < 400. De entre ellos merecen especial mencion aquellos que tiene el extremo
inferior en —o0, S, = Hle(foo,azi], a los que denominaremos region suroeste de x, por que

sus puntos estan situados al suroeste de x.

Definicién 1.8 (Vector aleatorio) Un vector aleatorio, X = (X3, Xo, ..., Xk), es una apli-
cacion de Q en RF, que verifica

X YB)e A, VB e g

La presencia de una probabilidad sobre el espacio (2,.4) permite al vector inducir una
probabilidad sobre (RF, 5%).

1.3.1. Probabilidad inducida

X induce sobre (Rk, ﬂk) una probabilidad, Px, de la siguiente forma,
Px(B) = P(X"'(B)), VB € ".

Es sencillo comprobar que verifica los tres axiomas que definen una probabilidad, por lo que
la terna (RF, 3%, Px) constituye un espacio de probabilidad con las caracteristicas de (2, A, P)
heredadas a través de X.

1.3.2. Funciones de distribucion conjunta y marginales

La funcién de distribucién asociada a Py se define para cada punto = = (z1,...,7;) de R¥
mediante
k
Fx(z) = Fx(x1,...,23) = Px(S:) = P(X € S,) =P (ﬂ{xi < m) : (1.17)
i=1

De la definicién se derivan las siguientes propiedades:
PFC1) No negatividad.- Consecuencia inmediata de ser una probabilidad.

PFC2) Monotonia en cada componente.- Si x < y, es decir, x; <vy;, i =1,...,k, S, C
Sy y Fx(x) < Fx(y).

PFC3) Continuidad conjunta por la derecha.- Si z(") | z, entonces Fx (z(™) | Fx(z),

PFC4) Valores limites.- Al tender a +00 las componentes del punto, se tiene

lim Fx(z1,...,2,) =1,
Va;T+oo

o bien,
lim  F(z1,...,2,) =0.

dz; | —o0
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que no son mas que la versién multidimensional de las propiedades ya conocidas para el caso
unidimensional. Existe ahora una quinta propiedad sin la cual no seria posible recorrer el camino
inverso, obtener Px a partir de Fx, y establecer la deseada y conveniente equivalencia entre
ambos conceptos.

PFC5) Supongamos que k = 2 y consideremos el rectdngulo (a, b] = (a1, b1] x (a2, be] tal como
lo muestra la figura. Indudablemente Px(Ja,b]) > 0 , pero teniendo en cuenta (1.17)
podemos escribir,

Px(Ja,b]) = Fx(b1,b2) — Fx(b1,a2) — Fx(a1,b2) + Fx(a1,a2) >0

Funciones de distribuciéon marginales

Si el vector es aleatorio cabe pensar que sus componentes también lo seran. En efecto, la
siguiente proposicién, de sencilla demostracién, establece una primera relacién entre el vector
y sus componentes.

Proposicién 1.1 X = (X;,...,Xy) es un vector aleatorio si y solo si cada una de sus compo-
nentes es una variable aleatoria.

Si las componentes del vector son variables aleatorias tendran asociadas sus correspondien-
tes probabilidades inducidas y funciones de distribucién. La nomenclatura hasta ahora utilizada
necesita ser adaptada, lo que haremos anadiendo los adjetivos conjunta y marginal, respecti-
vamente. Puesto que Px y Fx describen el comportamiento conjunto de las componentes de
X, nos referiremos a ellas como distribucion conjunta y funcion de distribucion conjunta del
vector X, respectivamente. Cuando, en el mismo contexto, necesitemos referirnos a la distribu-
cién de alguna componente lo haremos aludiendo a la distribucion marginal o a la funcion de
distribucion marginal de X;.

La pregunta que surge de inmediato es, ;qué relacion existe entre la distribucion conjunta
y las marginales? Estamos en condiciones de dar respuesta en una direccién: cémo obtener la
distribucién marginal de cada componente a partir de la conjunta. Para ello, basta tener en

cuenta que
k

lm  ({X; < a5} = {Xi < ),

l‘j]—>100 j:l
y al tomar probabilidades obtendremos

FXL(xz): lim Fx(l‘l,...,.’L‘k). (118)

J#i
T 00

El concepto de marginalidad puede aplicarse a cualquier subvector del vector original. Asi,
para | < k, si X! = (Xiy,.-.,X;,) es un subvector de X, podemos hablar de la distribucidn
conjunta marginal de X', para cuya obtencién a partir de la conjunta procederemos de forma
analoga a como acabamos de hacer para una componente. Si en la relacién

k
{X S SI} = m{XZ < Q?i},

i=1

fijamos x;,, ..., x; y hacemos tender a oo el resto de las componentes, obtendremos
{(X'eSu}= 1lm {XecS,}
i, i

xr; — 00
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Relacién que nos permite obtener la funcién de distribucién marginal conjunta de X! =

(Xiy, ..., X;,) sin més que tomar probabilidades,
Fxi(ziy,...,zi) = #‘h'm Fx(x1,...,2).
iin i

r;  — ‘oo

Ejemplo 1.7 Elegimos un punto al azar sobre el tridngulo T de vértices (0,0), (1,0), (0,2).

y4 ©) Para encontrar la funcion de distribucion conjunta
KT 2 del vector de sus componentes, (X,Y), observemos
2 ‘/ la figura y las distintas posiciones del punto. Como la
/ r(1y2232) masa de probabilidad estd uniformemente repartida
va2-f @ sobre el tridngulo puesto que la eleccion del punto es
e (xe22%) al azar, tendremos que

L (1-ya/2,ys)
. e P(x.v) e 4= EOTL

N 7]
Yi+ (Lya)

S~ (0.22%) donde || B|| es el drea de B. Aplicado a la funcion de

distribucion dard lugar a

RN X Fxy(z,y) = P((x,y) € Say) = 52y 0T, (1.19)
2x+y=2

puesto que el drea del tridngulo vale 1.
Aplicando (1.19) obtenemos

0, siz<0o0y<0;
xyY, si (z,y) es del tipo 1 ;
F ) ay—(z+y/2-1)%, si(z,y) es del tipo 2 ;
xv(z,y) = 2r — 22, si (x,y) es del tipo 8 ;
y—y°/4, si (z,y) es del tipo 4 ;

1, siz>1ey>2;

Observemos que las expresiones de Fxy (x,y) correspondientes a puntos del tipo 8 y 4 dependen
solamente de x e y, respectivamente. Si recordamos la obtencion de la funcion de distribucion
marginal veremos que se corresponden con Fx(x) y Fy (y), respectivamente.

1.3.3. Funcion de cuantia o probabilidad conjunta: vector aleatorio
discreto

Si el soporte, Dx, del vector es numerable, lo que supone que también lo son los de cada una
de sus componentes, diremos que X es un vector aleatorio discreto. Como en el caso unidimen-
sional, una tercera funcion puede asociarse al vector y nos permite conocer su comportamiento
aleatorio. Se trata de la funcion de cuantia o probabilidad conjunta y su valor, en cada punto
de R*, viene dado por

fx(icl,...

) = PX;=a; 1=1,...,k), six=(x1,...,2x) € Dx
L I en el resto.

La funcién de cuantia conjunta posee las siguientes propiedades:

Pfccl) Al tratarse de una probabilidad, fx(z) > 0, Vo € R*,
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Pfcc2) Como P(X € Dx) =1,

Z~--fo(x1,x2,...,xk) =1, (x1,22,...,2) € Dx.
T

x1
Entre Fx y fx se establecen relaciones similares a las del caso unidimensional:

Fx(z) = Z fx (1,92, Yk),

y<z, yEDx

fx(z1,20,...,2k) = Fx(x1,29,...,21) — Fx(x1— 22—, ..., T} —).

De ambas expresiones se deduce la equivalencia entre ambas funciones y también la de éstas
con Py,
Py <— Fx <— fx.

Funciones de cuantia marginales

Si el vector aleatorio X es discreto también lo seran cada una de sus componentes. Si por
D; designamos el soporte de X;, i =1,...,k, se verifica,

k
{Xi=z}= | X5 =25}

z;€D;, j#i \J=1

siendo disjuntos los elementos que intervienen en la unién. Al tomar probabilidades tendremos

sz(xl): Z fX(ZZ?1,-.-,ZCk)7

z;€D;, j#i

que permite obtener la funcién de cuantia marginal de la X; a partir de la conjunta. La marginal
conjunta de cualquier subvector aleatorio se obtendria de manera anéloga, extendiendo la suma
sobre todas las componentes del subvector complementario,

Fxi(@iy, .. x) = Z fx(@1, ..., zk).

z;€D;, VE SR Y]

Ejemplo 1.8 Supongamos un experimento consistente en lanzar 4 veces una moneda correcta.
Sea X el numero de caras en los 8 primeros lanzamientos y sea Y el numero de cruces en los
8 ultimos lanzamientos. Se trata de un vector discreto puesto que cada componente lo es. En
concreto Dx ={0,1,2,3} y Dy ={0,1,2,3}.

La funcion de cuantia conjunta se recoge en la tabla siguiente, para cualquier otro valor no
recogido en la tabla fxy (z,y) = 0.

X
Y |0 1 2 3 |fy(y
0 0 0 1/16 1/16| 2/16
1 0 2/16 38/16 1/16| 6/16
2 1/16 8/16 2/16 0 | 6/16
3 1/16 1/16 0 0 | 2/16

Fx(@) | 2/16 6/16 6/16 2/16 | 1

En los mdrgenes de la tabla parecen las funciones de cuantia marginales de X eY , obtenidas
al sumar a lo largo de la correspondiente fila o columna.
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1.3.4. Algunos ejemplos de vectores aleatorios discretos
Vector aleatorio Multinomial

La version k-dimensional de la distribuciéon Binomial es el llamado vector aleatorio Multi-
nomial. Surge este vector en el contexto de un experimento aleatorio en el que nos interesamos
en la ocurrencia de alguno de los k sucesos, A1, Ag, ..., Ak, que constituyen una particién de
Q. Si P(A;) = p; y repetimos n veces el experimento de manera que las repeticiones son inde-
pendientes, el vector X = (X1,...,X}), con X; =nidmero de ocurrencias de A;, decimos que
tiene una distribucion Multinomial, X ~ M (n;p1,p2,...,pk). La funcién de cuantia conjunta
viene dada por,

alno! . Hp"l si0<n;<n,i=1,...,k, an:n
Ix(ny,...,ng) = matna!

0, en el resto,

que verifica Pfccl) y Pfec2), porque es no negativa y al sumarla para todos los posibles
ny,na,...,ny obtenemos el desarrollo del polinomio (p1 +p2+ ...+ pg)™, de suma 1 porque los
A; constitufan una particién de €.

Para obtener la marginal de X; observemos que

|

n11n2 'Hpm - ( >pz I (ﬁiéi)'l va

|
nq Mi—1:Mg41: - -
! ! J?él

y al sumar para el resto de componentes,

fxi(ni) = (Z.)p?"znlz... (-n_n-i)!' nk'Hp ’

n2,1!n1+1 i

( >p;“(p1—|—,,_+pi1 +pig1 . FpR)t T

n\ .. nen,
= (ni>pi’(1—pi) 1,

llegamos a la conclusién que X; ~ B(n,p;), como era de esperar, pues al fijar X; s6lo nos
interesamos por la ocurrencia de A; y el experimento que llevamos a cabo puede ser descrito
mediante un modelo Binomial.

1.3.5. Funcién de densidad de probabilidad conjunta: vector aleatorio
continuo

Decimos que X es un vector aleatorio continuo si existe entonces un funcién, fx sobre RF,
conocida como funcion de densidad de probabilidad conjunta de X, tal que

by b1

P(Xe(a,b}):P(a,»<Xi§bi,i:l,...,k):/ fX(xl,...,a:k)dxl...dxk.

k al

Al igual que ocurria en el caso unidimensional, esta funcién tiene dos propiedades que la carac-
terizan,

Pfdpcl) fx(x) es no negativa, y
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Pfdcp2) como P(X € RF) =1,
+oo +oo
/ / fx(xy,...,zp)dey .. dog = 1.
— 00 — 00

Como consecuencia de esta definicién, entre la funcién de distribucién conjunta y la de densidad
de probabilidad conjunta se establecen las siguientes relaciones:

T Xy
Fx(l'l,...,xk)sz(sx):/ / f(tl,...,tk)dtl...dtk, (120)

y si z € R¥ es un punto de continuidad de fy,

I Fx (w1, )
fX(arl,...,xk.)— 8(E1,...,6$k . (121)

Funciones de densidad marginales

Para obtener la densidad marginal de X; a partir de la funciéon de la densidad conjunta
tengamos en cuenta (1.18) y (1.20) y que integracién y paso al limite pueden permutarse por
ser la densidad conjunta integrable,

Fyx,(z;) = lm Fx(21,...,25)
mj]i’loo

+oo z; +o00
/ / / flte, .o tsy o ty)dty ... dt; ... dty,.

Pero la derivada de Fx, es una de las densidades de X; y como las condiciones de la densidad
conjunta permiten también intercambiar derivacion e integracién, tendremos finalmente

fx, (@) =
:/ f(tl,...,l'i,...,tk)dtl...dtifldti+1...dtk. (122)
RE—1

Para el caso de un subvector, X*, la densidad conjunta se obtiene de forma anéloga,

fXL(lL'il,...,lL'il) =

:/RH fx(tote) ] dts.

JF01,

Ejemplo 1.9 La funcién de densidad conjunta del vector aleatorio bidimensional (X,Y) viene
dada por
_f 8xy, si0<y<z<1
Fxy (@,y) = { 0, en el resto.
Si queremos obtener las marginales de cada componente, tendremos para X

x

Ix(@)= [ fxy(z,y)dy = / 8rydy = 42°, 0 <z <1,
0 0

y cero en el resto. ParaY,

1
fy(y):/ fXY(%y)dﬂ?=/ Szydr = 4y(1 —y?), 0<y <1,
Y

1
Y



30 Probabilidad. Variable aleatoria. Vector aleatorio

y cero en el resto.

Obtengamos ahora la funcién de distribucién conjunta, Fxvy (z,y). Observemos para ello el

grifico, la funcidén de densidad es distinta de 0 en la region A por lo que Fxy (xz,y) =0 siz <0
oy <0.

Si (x,y) € 4,
FXY(CU,?J):// Ixv (u,v)dudo,
SpyNA

zy

pero Syy NA = {(u,v);0 <v<u<ytU{(u,v);y <u<z 0<v<y}, por tanto

Fxy(z,y) = /Oy [/Ou 8uvdv} du + /ym on 8uvdv} du = y? (222 — y?). (1.23)

Si (x,y) € B, como fxy(z,y) =0 en B, el rectdngulo superior de la figura (en negro) no
acumula probabilidad y por tanto

Fxy (2,y) = P (Sgy N A) = P (Sya N A).

A
B D

1+

(x.y)
y
X

E
X 1 "

Asi pues,

Fxy(z,y) = /Ow [/Ou 8uvdv] du = 2*. (1.24)

Observemos que (1.24) puede obtenerse a partir de (1.23) haciendo y = x. En efecto, de acuerdo
con (1.18), (1.24) no es mds que Fx(x), la funcion de distribucion marginal de X .
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Si (x,y) € E, un razonamiento similar conduce a

FXY(-T,:U) = y2(2 - y2)7

que no es mds que la funcion de distribucion marginal de Y, que podriamos haber obtenido
haciendo x =1 en (1.23).
Por dltimo, si (x,y) € D, Fxy(xz,y) = 1. Para su obtencién basta hacer t =1 ey =1 en

(1.23).
Resumiendo
0, six<00y<O0;
¥ (22° —y?), si(x,y) € A;
Fxy(z,y) =1 2%, si (x,y) € B;
y2(2_y2>7 si (m,y) ekL;
1, si (z,y) € D.

Ejemplo 1.10 La funcidén de densidad conjunta del vector (X1, Xa, X3) es

48$1$2l‘3

f@r,ma,m5) = ¢ (1+af + 23 + 25)*
0, en el resto.

’ Si.’IJ]_,ZCQ,J}gZO

Obtengamos en primer lugar las densidades marginales de cada componente. Dada la simetria
de la densidad conjunta bastard con obtener una cualquiera de ellas.

/00/00 481311‘2.%3 daod

LoAX

o Jo Q+a2ra24a)t
48 T dzs| dz
1/ 2[/0 (I+af+ad+ad)t ]

8£C1£L'2
————d 1.25
/ / (1427 +23)3 2 (1.25)

(1 +x1)

fi(z1)

Luego
25(}1'

filz)) =4 (A+23)?

0, en el resto.

2, > 0
b= (1.26)

Por otra parte, en el transcurso de la obtencion de f;(x;) el integrando de (1.25) es la
densidad marginal conjunta de (X1,X2), que por la simetria antes mencionada es la misma
para cualquier pareja de componentes. Fs decir, para i,j =1,2,3

8T
fij(xiyxj): (1+$ +.I' )
0, en el resto.

, stxg,x; >0

Para obtener la funcion de distribucion conjunta recordemos que

F(x1,22,23) = P(X; < @i,i=1,2,3) (ﬂ{X S }> :/ / / f(u,v, z)dudvdz.
o Jo Jo
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pero en este caso serd mds sencillo recurrir a esta otra erpresion,

]} -r(00)

i=1

F(l’l,IQ,Ig) = 1P<

con A; ={X; > x;}. Si aplicamos la férmula de inclusion-exclusion (1.1),

3
Fry,mg,23) =1— |> P(A)— Y P(AiNA;)+P(A NAyNAs)| . (1.27)
i=1 1<i<j<3

La obtencidon de las probabilidades que aparecen en (1.27) involucran a las densidades antes
calculadas. Ast, para P(A;)

> 2u 1
Pmozpwﬁwwzéiu+wﬁm:1+ﬁ'
Para P(A; N A;),
P(AlﬂAj) = P(Xi>Ii,Xj>.’L‘j)
[ Suv
= —  _dud
/Ii /Ij (1+u2+v2)3 uav
_ 1
N L+af a7
Finalmente
oo oo oo 48uvz 1
P(A1NAyNAg) = ds dudvdz = .
(4 2 3) /gc1 /Jc2 /md (1+u? 4+ v2 4 22)4 1+a2?+a3+ 23

Sustituyendo en (1.27) tendremos,

3

1 1 1
F(l’lax%x?’):l_z 7 T Z 2 2 2 2 2"
— 1+ 1<ici<a I+ai+a; 1+a7+as+a3

1.3.6. Algunos ejemplos de vectores aleatorios continuos
Vector aleatorio Uniforme en el circulo unidad

Al elegir un punto al azar en, C1, circulo unidad, podemos definir sobre el correspondiente
espacio de probabilidad un vector aleatorio de las coordenadas del punto, (X,Y’). La eleccién
al azar implica una probabilidad uniforme sobre C1, lo que se traduce en un densidad conjunta
constante sobre todo el circulo, pero como por otra parte [ [ o f(z,y)dxdy = 1, la densidad
conjunta vendra dada por

1

) st (il?,y) € Cl
fXY(x7y) = T
0, en el resto.
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Para obtener la densidad marginal de X,

+o00 | VI 5
fX(x)Z/ fXY(%Z/)dy:*/ dy = /1 —a2,
—oo T iaT ™

por lo que

2
—V1-22 silz|<1
fx@y=q "

0, en el resto,

La marginal de Y, por simetria, tiene la misma expresion.

Si en lugar de llevar a cabo la eleccién en Cq, elegimos el punto en el cuadrado unidad,
Q =[0,1] x [0, 1], la densidad conjunta es constante e igual a 1 en el cuadrado y las marginales
son ambas U(0, 1).

Vector aleatorio Normal bivariante

El vector aleatorio bidimensional (X, Y) tiene una distribucién Normal bivariante de pardme-
tros pux €ER , py € R, 0 >0, 04y >0y p, |p| <1, sisu funcién de densidad conjunta es de la
forma,

1 _a(zy)

fxy(ey) = ————==¢ 7, (2,y) €R?,
20,04/ 1 — p?

donde

,z.‘\\
//"0 W&\\

i
i
i

fi
\

f
;g’glo‘:g

il

La figura nos muestras sendas graficas de la normal bivariante con parametros p, = p, = 0,
o, =0y, =1y p=0,5. La grafica estd centrada en (u,,u,) (pardmetros de posicién) y su
forma depende de 0,0, ¥ p (pardmetros de forma). Para ver el efecto de este dltimo la gréfica
de la derecha ha sido rotada —90°.
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Para ver que fxy(z,y) es una densidad es inmediato comprobar que verifica la primera
condicién, en cuanto a la segunda, fR2 fxvy(x,y)dxdy = 1, observemos que

(52 (52 () (52)
(5o (52 v

pero el primer sumando de (1.28) puede escribirse
ToHe) (YT M) — (T2 He) P9 (YT Hy
O oy Ox Oz oy
1 _
SN AL
O oy

= 7(I - b)a

Og

(1—p")q(z,y)

con b = pi + po, =L, Sustituyendo en (1.28)

(1= p*)a(z,y) = (m — b)2 +(1-p?) <M>2

Oz Oy

y de aqui

Ixy (z,y)dedy =
RQ

L[ () [ e i ay =,

oo OyV2m —oo 0z 27(1 — p?)
(1.29)

porque el integrando de la integral interior es la funcién de densidad de una N(b,02(1 — p?))
e integra la unidad. La integral resultante vale también la unidad por tratarse de la densidad
de una N (py, 05), que es precisamente la densidad marginal de Y (basta recordar la expresién
(1.22) que permite obtener la densidad marginal a partir de la conjunta). Por simetria X ~
N(pz,03).

Esta distribucién puede extenderse a n dimensiones, hablaremos entonces de Normal mul-
tivariante. La expresion de su densidad la daremos en el préximo capitulo y utilizaremos una
notacién matricial que la haga mas sencilla y compacta.

1.4. Independencia de variables aleatorias

La independencia entre dos sucesos A y B supone que ninguno de ellos aporta informacion
de interés acerca del otro. Pretendemos ahora trasladar el concepto a la relacion entre variables
aleatorias, pero siendo un concepto originalmente definido para sucesos, la traslacién deberd ha-
cerse por medio de sucesos ligados a las variables. Para ello necesitamos recurrir al concepto de
o-algebra inducida por una variable aleatoria que definimos en la pagina 11.
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Definicién 1.9 (Variables aleatorias independientes) Decimos que las variables X;, i =
1,...,k son independientes si las o-dlgebras que inducen lo son.

Si recordamos lo que significaba la independencia de familias de sucesos, la definicién implica
que al tomar un A4; € o(X;), i =1,...,k,

n

[T PA), ¥, dn) € (1. k)

=1

~
=
D
D
-
N
I

Teniendo en cuenta cémo han sido inducidas las o(X;), admite una expresién alternativa en
términos de las distintas variables,

P(A;N...NA;)=P(X; € B;,l=1,...,n) = [[ P(X;, € B;,), B;, €, (1.30)
=1

donde Ajl = Xﬁl(Bj )

Comprobar la independencia de variables aleatorias mediante (1.30) es practicamente im-
posible. El teorema que sigue, cuya demostracién omitimos, permite una caracterizacién mas
sencilla de la independencia.

Teorema 1.1 (Teorema de factorizacién) Sea X = (X,..., X)) un vector aleatorio cuyas
funciones de distribucidn y densidad o cuantia conjuntas son, respectivamente, Fx (x1,...,x)
y fx(x1,...,xp). Sean Fj(z;) y fi(x;), j = 1,...,k, las respectivas marginales. Las varia-
bles aleatorias Xq,..., X, son independientes si y solo si se verifica alguna de las siguientes
condiciones equivalentes:

1 Fx(zy,....20) = [} Fix;), Y(@, ... z) € RF

2. fx(@r,. o wn) =15y fi(zy), Y(@1,...,2) € RE

Observacion 1.2 Hemos visto anteriormente que a partir de la distribucion conjunta del vector
es posible conocer la distribucion de cada una de sus componentes. El teorema de factorizacion
implica que a partir de las marginales podemos reconstruir la distribucion conjunta, si bien
es cierto que no siempre, pues se exige la independencia de las variables. La recuperacion en
cualquier circunstancia requiere de la nocion de distribucion condicionada.

Ejemplo 1.11 En la seccion 1.3.6 estudiabamos el vector aleatorio determinado por las coor-
denadas de un punto elegido al azar en el circulo unidad. La densidad conjunta venia dada
por
1 .
R St (.’I}, y) € C(1
fXY (LIZ‘, y) = T
0, en el resto.

Por simetria, las marginales de X e Y son idénticas y tienen la forma,

2

—V1-22 silz|<1
fx(@)y=¢ T
0, en el resto.

De inmediato se comprueba que fxy(x,y) # fx(x)fy(y) y ambas variables no son indepen-
dientes.
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1.5. Distribuciones condicionadas

1.5.1. Caso discreto

Consideremos un vector aleatorio bidimensional (X,Y"), con soportes para cada una de sus
componentes D, y D, respectivamente, y con funcién de cuantia conjunta fxv (z,y).

Definicién 1.10 La funcién de cuantia condicionada de Y dado {X = z}, x € D,, se define
mediante,

frix(ylz) =PY =yl X =2) = Ixy(z,y)

fx(x)

La funcién de distribucién condicionada de Y dado {X =z}, x € D,, se define mediante,

= — ) — Zvéy, vED, fxy(z,v) B
Fyjx = P(Y < y|X = 1) = Fx(@) = Ugy;@y Fyix (v]).

La funcién fy|x (y|z) es efectivamente una funcién de cuantia por cuanto cumple con las dos
consabidas condiciones,

1. es no negativa por tratarse de una probabilidad condicionada, y

2. suma la unidad sobre D,,

N ZyeDy fXY(l',y) . fx(.l‘) _
2 i) = e SR

El concepto de distribucién condicional se extiende con facilidad al caso k-dimensional.
Si X = (Xi,...,Xs) es un vector aleatorio k-dimensional y X! = (X;,,...,X;), | < ky

Xkt = (Xj,,---,Xj,_,) son subvectores de dimensiones complementarias, con soportes D, y
D, k-1, respectivamente, la funcion de cuantia condicionada de X! dado X*~! = (zj,,...,zj,_,),
(@15, %) € Dyr—t, se define mediante,
o Ix (@, )
le\X’“*l(‘Tin"'7mi1,|wj17"'7irjk_z)_ s
fX"’—’ (lev s ’xjk—l)

donde el argumento del numerador, (1, ..., zx), estd formado por las componentes (z;,, . .., Z;,)
y (4, ...,2j_,) adecuadamente ordenadas.

Ejemplo 1.12 Consideremos dos variables aleatorias independientes X e Y, con distribucion
de Poisson de pardmetros i y A, respectivamente. Queremos encontrar al distribucion de la
variable condicionada X| X +Y =r.

Recordemos que

P(X=kY=r—k)  fxy(kr—Fk)
PX+Y=7r)  fxqy(n)

Fxixiv(klr) = P(X = KX +Y = 1) = (1.31)

La distribucion conjunta del vector (X,Y) es conocida por tratarse de variables independientes,

k r—k
M A -2
fxy(k,r—k) = He Mr—k‘!e

(1.32)
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La distribucion de la variable X +Y se obtiene de la forma

fxqv(r) = P(O{X:k,Y:r—kz})

k=0

= foy(k,’l" — k)
k=0

r kyr—k
-y AT~y
klr — k!

k=0

N T

¥ kyr—
] K — gt
k=0

k

@e*(lﬁk)_ (1.33)

Lo que nos dice que X +Y ~ Po(u+ X).
Sustituyendo (1.32) y (1.83) en (1.31),

k r—k
B o—p AT =
BC k€

k =
fX|X+Y( ‘T) (Mt!/\)re*(ﬂ+)\)

r! 70 et
Ellr — k) (uw+ N7

() () (-5)

concluimos que X|X +Y =1 ~ B(r,u/(n+ N)).

Distribuciones condicionadas en la Multinomial

Si el vector X = (X1,...,X;) ~ M(n;p1,...,pr) sabemos que la marginal del subvector
X!'=(Xy,...,X;) esuna M(n;p1,...,pi, (1—p*)), p* = p1+---+p (en definitiva la particién

de sucesos que genera la multinomial queda reducida a Ay,..., A;, A*, con A* = (UézlAi)c)-
La distribucién condicionada de X*~! = (X;,4,..., X}) dado X' = (ny,...,n;), viene dada por
n! il
- Ui
nl!ng! N nk! ilj[lpl
ka—llxl(nl+1,...,n}c ’I’Ll,...,’]’Ll) = : — ;
n! .
1—p* (n—n™) n;
nll...nl!(n—n*)!( ) l_li[lpl

* k Uz
_ (n—n")! H Di
Loy 1—p*

ni41---. i1

*. Pl4+1 Pk
Y1—prr 0 T—p*

k "
conn® =ny+--+ny 4 i = n—n*. Setrata, en definitiva, de una M (n—n

1.5.2. Caso continuo

Si tratamos de trasladar al caso continuo el desarrollo anterior nos encontramos, de entrada,
con una dificultad aparentemente insalvable. En efecto, si tenemos un vector bidimensional

).
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(X,Y) en la expresién

PHY <y}n{X =a})

PY<ylX=z)= PX = 1)

el denominador P(X = z) es nulo. Puede parecer que el concepto de distribucién condicionada
carezca de sentido en el contexto de variables continuas.

Pensemos, no obstante, en la eleccién de un punto al azar en Cy, circulo unidad. Fijemos la
abscisa del punto en X = z, |z| < 1, y consideremos cémo se distribuird la ordenada Y sobre
la correspondiente cuerda. Estamos hablando de la distribucién condicionada de Y| X = x, que
no solo tiene sentido, si no que intuimos que serd uniforme sobre la cuerda. ; C6mo comprobar
nuestra intuiciéon? Si aceptamos como definicién de funcién densidad condicionada la que hemos
encontrado para el caso discreto,

Ixy(z,y)
fx(@) 7

y recordamos las expresiones de las densidades conjuntas y las marginales obtenidas en la seccién
1.3.6 y el ejemplo 1.11, tendremos

fyix(ylz) =

1/m

T iy <VI—22
2vV1—a?/m vl <

fY|X(y|93) =

0, en el resto,

que confirma nuestra intuicién, Y| X = x ~ U(—+/1 — 22, +v/1 — 22). Parece 14gico pensar que
la densidad condicionada sea, efectivamente, la que hemos supuesto.

Una obtencién rigurosa de las expresiones de fy|x(y|z) y Fy|x (y|r) esta fuera del alcance
de esta introduccién, pero una aproximacién valida consiste en obtener Fy|x(ylz) = P(Y <
y|X = ) como limite de P(Y < y|lr —e < X <z +¢) cuando ¢ | 0 y siempre que fx(z) > 0.
Veamoslo.

Fyx(ylz) = lsing(ng\x—E<X§x+E)

B h,mP(ng,:c—£<X§x+E)
T Plr—e<X<xz+¢)

1Y [f:j; Ixy (u, v)du} dv
S T MY TR

Dividiendo numerador y denominador por 2, pasando al limite y teniendo en cuenta la relacién
(1.21) que liga a las funciones de densidad y de distribucién en los puntos de continuidad de
aquellas,
Y
L2 fxy (z,v)dv Y fxy(x,v)
Fy x(ylz) = —= = = dv,  fx(z)>0.
| fx (@) e fx(@)

Al derivar en la expresion anterior respecto de v obtendremos una de las posibles densidades
condicionadas,

fyix(ylz) = JW, fx(x) >0,

justamente la que hemos utilizado anteriormente.
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Ambas expresiones se generalizan ficilmente para el caso de un vector X, k-dimensional, y
subvectores X! y X*~! de dimensiones complementarias [ y k — I, respectivamente.

fwoloffolo Ix(x1,. .. zp)dx;, - - dy,

F (T T | Ty T = —
XXk HCTATIN Jio ) kaz) ka*l(lew--axjk,L) )

’ fx( )

X\T1,.--,Tk
(i x|, T =
le\Xk l( i1 ) lz| Jio ’ kaz) fX’C*l(xju---a-Tjk,l)’
con fxr—i(z,...,z5_,) > 0, y donde el argumento de ambos numeradores, (z1,...,%%),
estd formado por las componentes (z,,...,%;) ¥ (j,,-..,xj _,) adecuadamente ordenadas.

Ejemplo 1.13 Elegimos al azar X en [0,1] y a continuacién Y, también al azar, en [0, X?].
Es decir

_ [ L =zelo1] _ [ 1z yelo,2?;
Jx(@) = { 0, en el resto. v Frix(yle) = { 0, en el resto.

La densidad conjunta de (X,Y) vale

1
ﬁ? HARS [Oa 1]7 y S [0?$2]7

fxv(z,y) = fx()fy|x(ylz) =
0, en el resto.

La densidad marginal de 'Y es

1
po= | ie= 1 yen,

y vale 0 fuera del intervalo.

1 Cabe preguntarse si la eleccion de X e Y que
hemos hecho se corresponde con la eleccion al
azar de un punto en el recinto A de la figura,
determinado por la pardbola y = z2 entre x = 0

1 y x = 1. La respuesta es negativa, puesto que
y = x2 la densidad conjunta vendria dada en este caso
S por
Yo 1 =3 (
: —— =3, (z,y)€A
i A Foy(z,y) = drea de A
i . 0, en el resto.

y evidentemente, fxy(x,y) # fiy(x,v).
Puede comprobarse que en este caso

e [ 3% wel01]; ) _ [ /2% yelo2?;
S (@) = { 0, en el resto. leX(y|x) 10, en el resto.

Es decir, elegida la componente X la eleccion de Y continua siendo al azar en el intervalo
[0, X2], pero a diferencia de como elegiamos X inicialmente, ahora ha de elegirse con la densidad

fx ().
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Distribuciones condicionadas en la Normal bivariante

Si (X,Y) es un vector Normal bivariante,

e ()

2 1— 2

Jyvx (ylz) G P e
e

m(1-p

Oy (
I
oy\/27(1—p?)

Es decir, Y| X =2z~ N (,uy + pZ—Z(x — phe), 00 (1 — p2)>.

e—m{y—(uyﬁ-P%(w—uw))}Q

1.6. Funcion de una o varias variables aleatorias

1.6.1. Caso univariante

Si g es una funcién medible, Y = ¢g(X) es una variable aleatoria porque,
v:05R-4LR,

eY Y(B)=X"1g(B)]ecA

Tiene sentido hablar de la distribucién de probabilidad asociada a Y, que como ya hemos
visto podra ser conocida mediante cualquiera de las tres funciones: Py, Fy o fy. Lo inmediato
es preguntarse por la relacion entre las distribuciones de probabilidad de ambas variables. Es
aparentemente sencillo, al menos en teoria, obtener Fy en funcién de Fx. En efecto,

Fy(y)=P(Y <y)=P(g(X) <y)=P(X € g '{] — 00,9]}). (1.34)

Si la variable X es discreta se obtiene la siguiente relaciéon entre las funciones de cuantia fy y

Ix,
fry)=PY =y =PleX)=y)= Y,  [fx@) (1.35)

{g=*(y)nDx}

Pero la obtencién de g={] — co,y]} 0o g7 (y) no siempre es sencilla. Veamos ejemplos en los
que (1.34) puede ser utilizada directamente.

Ejemplo 1.14 Sea X ~ U(—1,1) y definamos Y = X?. Para obtener Fy, sea y € [0, 1],

Fy(y) = P(Y <y) = P(X* <y) = P(—/y < X < \y) = Fx(/y) — Fx(—/Y) = /¥
Entonces,
0, sty <0y
Fy(y)=4q VY, si0<y<1;
1, sty > 1.
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Ejemplo 1.15 Si X es una variable discreta con soporte Dx, definamos Y mediante

é—‘, si X #0
Y = signo(X) =
0, st X =0.

Con esta definicion, Dy = {—1,0,1}, y su funcidn de cuantia viene dada por

Zz<ofx(33), siy=—1
fr(y) =4 fx(0), siy=0

Dm0 fx(@), siy=1

Cuando la variable aleatoria es discreta (1.34) y (1.35) son la tnicas expresiones que tene-
mos para obtener la distribuciéon de probabilidad de Y. El caso continuo ofrece, bajo ciertas
condiciones, otra alternativa.

Teorema 1.2 Sea X wuna variable aleatoria continua y sea g mondtona, diferenciable con
g (x) #0, Va. Entonces Y = g(X) es una variable aleatoria con funcién de densidad,

fx (g7 () , siyeg({Dx})

0, en el resto.

dg(y)
dy

Ty ()

Demostracién.- Como g es medible por ser continua, Y serd una variable aleatoria. Supon-
gamos ahora que g es mondtona creciente. Tendremos, para y € g({Dx}),

Fy(y)=P(Y <y)=P(X <g7'(y)) = Fx(9~'(v)).
Derivando respecto de y obtendremos una funciéon de densidad para Y,

et = T S ) gy

En caso de monotonia decreciente para g,

Fy(y)=PY <y)=P(X>g ' (y)=1-Fx(g"(v)).

El resto se obtiene analogamente. [ )

dg~(y)
dy |’

Ejemplo 1.16 Consideremos la variable aleatoria X cuya densidad viene dada por

0, stz <0,
_J) 1 .
fx(@)=19 3. si0<ax<1,
ﬁ, stx > 1,

Definimos una nueva variable mediante la transformacion Y = 1/X. La transformacidon cumple

con las condiciones del teorema, x = g~ (y) = 1/y y dg;i;(y) = ,y%, por tanto la densidad de
Y wendrd dada por
0, sty <0,
fY(y): %y%? 321§y<007

W%, 520<y<17

que adecuadamente ordenado da lugar a la misma densidad que poseia X .
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Hay dos transformaciones especialmente interesantes porque permiten obtener variables
aleatorias con distribuciones preestablecidas. La primera conduce siempre a una U(0,1) y la
otra, conocida como transformacion integral de probabilidad, proporciona la distribucién que
deseemos. Necesitamos previamente la siguiente definicion.

Definicién 1.11 (Inversa de una funcién de distribucién) Sea F' una funcion en R que
verifica las propiedades PF1) a PFj) de la pdgina 12, es decir, se trata de una funcién de
distribucion de probabilidad. La inversa de F' es la funcion definida mediante

F~Yx)=inf{t: F(t)>x}.

Observemos que F~! existe siempre, aun cuando F no sea continua ni estrictamente creciente.
Como contrapartida, F~! no es una inversa puntual de F, pero goza de algunas propiedades
interesantes de facil comprobacién.

Proposicién 1.2 Sea F~! la inversa de F. Entonces,

a) para cada x yt, F~1(z) <t 2 < F(t),

b) F~! es creciente y continua por la izquierda, v

c) si F es continua, entonces F(F~Y(z)) =z, Vo € [0,1].
Podemos ya definir las dos transformaciones antes mencionadas.

Proposicién 1.3 (Transformada integral de probabilidad) Sea U ~ U(0,1), F una fun-
cion de distribucion de probabilidad y definimos X = F~Y(U). Entonces, Fx = F.

Demostracién.- Como F~! es monétona, X es una variable aleatoria. Por a) en la proposicién
anterior, Vt € R,

Fx(t) = P(X <t)=P(F-Y(U) < t) = P(U < F(t)) = F(t). o

Este resultado es la base de muchos procedimientos de simulacién aleatoria porque permite
obtener valores de cualquier variable aleatoria a partir de valores de una Uniforme, los valores de
la Uniforme son a su vez generados con facilidad por los ordenadores. A fuer de ser rigurosos,
debemos precisar que los ordenadores no generan exactamente valores de una Uniforme, lo
que generan son valores pseudoaleatorios que gozan de propiedades semejantes a los de una
Uniforme.

Proposicién 1.4 (Obtencién de una U(0,1)) Si Fx es continua, U = Fx(X) ~ U(0,1).

Demostracién.- Hagamos F' = Fx. Para x € [0, 1], por la proposicién 1.2 a), P(U > x) =
P(F(X)>z)=P(X > F~!(z)). La continuidad de F' y la proposicién 1.2 c¢) hacen el resto,

PU>z)=P(X>F *a)=1-F(F 2))=1-=. 'y

1.6.2. Caso multivariante

Para X = (Xq,..., Xk), vector aleatorio k-dimensional, abordaremos el problema solamente
para el caso continuo. La obtencién de la densidad de la nueva variable o vector resultante
en funcién de fx(z1,...,z;) plantea dificultades en el caso mds general, pero bajo ciertas

condiciones, equivalentes a las impuestas para el caso univariante, es posible disponer de una
expresion relativamente sencilla.
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Teorema 1.3 Sea X = (Xi,...,Xy) es un vector aleatorio continuo con soporte Dx y sea
g=1(g1,...,9x) : RF — R una funcion vectorial que verifica:

1. g es uno a uno sobre Dx,

2. el Jacobiano de g, J = %, es distinto de ceroVx € Dx, y

3. existe h = (hy, ..., hy) inversa de g.

Entonces, Y = g(X) es un vector aleatorio continuo cuya densidad conjunta, paray = (y1,...,Yk) €
9(Dx), viene dada por
Sy usu) = Fx (hns s yk) - by, k) 71, (1.36)

donde J~ 1 = H es el Jacobiano de h.

Este teorema no es més que el teorema del cambio de variable en una integral multiple y
su demostracion rigurosa, de gran dificultad técnica, puede encontrarse en cualquier libro de
Andlisis Matemdtico. Un argumento heuristico que justifique (1.36) puede ser el siguiente. Para
cada y,

Q

fy W, ye)dys - - - dyg

k
P {Y € H(yivyi + dyi)}

i=1

k
P {X €h (H(yuyi + dyz)) }

k
= fx(h(y)) x vol [h <H(yuyz + dyi)>‘| ;

i=1

Pero vol [h (Hle(yi, Yi + dyl))} es precisamente |J Y| dyi, .. ., dyx.
Veamos el interés del resultado a través de los siguientes ejemplos.

Ejemplo 1.17 (Continuacién del ejemplo 1.11) En la seccion 1.5.6 estudidbamos el vec-

tor aleatorio determinado por las coordenadas de un punto elegido al azar en el circulo unidad.

La densidad conjunta venia dada por

1 .

R St (.’I}, y) € C(1

fXY (‘/I“a y) = T
0, en el resto.

Consideremos ahora las coordenadas polares del punto, R = vX2?2+Y? y © = arctanY/X.
Para obtener su densidad conjunta, necesitamos las transformaciones inversas, X = Rcos© e

Y = Rsin©. El correspondiente jacobiano vale J; = R y la densidad conjunta,
L. si(r,0)€0,1] x [0,2n]
T

fre(r,8) =

0, en el resto.
Con facilidad se obtienen las marginales correspondientes, que resultan ser

2r, sirel0,1]
fr(r) =

0, en el resto,
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y para O,
1
@ =

0, en el resto.

Como fro(r,0) = fr(r)fo(0), VY(r,0), R y © son independientes.

Ejemplo 1.18 (Suma y producto de dos variables aleatorias) Sea X = (X1, X3) un vec-
tor aleatorio bidimensional con densidad conjunta fx(x1,x2). Definimos U = X1 + Xo y que-
remos obtener su densidad. Para poder utilizar el resultado anterior la transformacion debe de
ser también bidimensional, cosa que consequimos si definimos una nueva variable V.= Xj.
Con'Y = (U,V) podemos aplicar el teorema, siendo la inversa X1 =V y Xo = U =V, cuyo
Jacobiano es J~' = —1. Tendremos pues,

fY(u7U) = fX(U7u_U)a

y para obtener la densidad marginal de la suma, U,

+o00
fu(w) =/ fx(v,u—v)dv. (1.37)

— 00
Para obtener la densidad de W = X1 X5, definimos T = X1 y actuamos como antes. Con

Y = (T, W) y transformaciones inversas X1 = T y Xo = W/T, el Jacobiano es J=' = 1/T y
la densidad conjunta de'Y,

Fy(t,w) = ﬁfx (t, %)

La marginal del producto se obtiene integrando respecto de la otra componente,

fw(w) = /_:o |71|fx (t, %) dt. (1.38)

Hubieramos podido también proceder utilizando la transformacion bidimensional Y = (Y1, Ys),
con Y1 = X1+ Xo e Yo = X1 X5, lo que en teoria nos hubiera hecho ganar tiempo; pero solo
en teoria, porque en la prdctica las inversas hubieran sido mds complicadas de manejar que las
anteriores.



Capitulo 2

Esperanza. Desigualdades.
Funcién caracteristica

2.1. Esperanza de una variable aleatoria

En el capitulo precedente hemos visto que la descripciéon completa de una variable o de un
vector aleatorio nos la proporciona cualquiera de las funciones alli estudiadas. Es cierto que
unas son de manejo mas sencillo que otras, pero todas son equivalentes para el cometido citado.

En ocasiones no necesitamos un conocimiento tan exhaustivo y nos basta con una idea
general. Ciertas caracteristicas numéricas ligadas a las variables o los vectores aleatorios pue-
den satisfacernos. Estas cantidades son muy importantes en Teoria de la Probabilidad y sus
aplicaciones, y su obtencién se lleva a cabo a partir de las correspondientes distribuciones de
probabilidad.

Entre estas constantes, sin duda las que denominaremos esperanza matemdtica y varianza
son las de uso mas difundido. La primera juega el papel de centro de gravedad de la distribu-
cién y nos indica alrededor de qué valor se situa nuestra variable o vector. La segunda completa
la informacién indicdndonos cuan dispersos o agrupados se presentan los valores alrededor de
aquella. Existen también otras constantes que proporcionan informacién acerca de la distri-
bucién de probabilidad, son los llamados momentos, de los cuales esperanza y varianza son
casos particulares. Los momentos pueden llegar a aportarnos un conocimiento exhaustivo de la
variable aleatoria.

Definicién 2.1 (Esperanza de una variable aleatoria discreta) Sea X aleatoria discre-
ta, fx su funcidn de cuantia y Dx su soporte. Si g es una funcion medible definida de (R, 3) en
(R, B), tal que Y, cp. 19(xi) fx(xi)| < +00, decimos que existe la esperanza de g(X), E[g(X)],
cuyo valor es

Elg(X)] = Z g(z:) fx (). (2.1)

z;€Dx
En particular, st g(X) = X,
B(X) = Z zi fx (i)

z;€Dx

Definicién 2.2 (Esperanza de una variable aleatoria continua) Sea X aleatoria discre-
ta, fx su funcién de densidad. Si g es una funcidn medible definida de (R,3) en (R,[3), tal
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que [ |g(z) fx(x)dx| < 400, decimos que existe la esperanza de g(X), E[g(X)], cuyo valor es,

+oo
Elg(x)] = / o(2) f(x)de. (2.2)

En particular, si g(X) = X,
“+o0
E(X) :/ zfx(z)dx.

—00

2.1.1. Momentos de una variable aleatoria

Formas particulares de g(X) dan lugar lo que denominamos momentos de X. En la tabla
resumimos los distintos tipos de momentos y la correspondiente funcién que los origina, siempre
que ésta sea integrable pues de lo contrario la esperanza no existe.

de orden k absoluto de orden k
Respecto del origen XF X"
Respecto de a (X —a)F X —aff
Factoriales | X(X —1)...(X —k+1) | [ X(X-1)...(X —k+1)|

Tabla 1.- Forma de g(X) para los distintos momentos de X

Respecto de la existencia de los momentos se verifica el siguiente resultado.
Proposicién 2.1 Si E(X*) existe, existen todos los momentos de orden inferior.

La comprobacién es inmediata a partir de la desigualdad | X7 < 1+ |X|*, j < k.

Ya hemos dicho en la introduccién que el interés de los momentos de una variable aleatoria
estriba en que son caracteristicas numéricas que resumen su comportamiento probabilistico.
Bajo ciertas condiciones el conocimiento de todos los momentos permite conocer completamente
la distribucion de probabilidad de la variable.

Especialmente relevante es el caso k = 1, cuyo correspondiente momento coincide con E(X)
y recibe también el nombre de media. Suele designarse mediante la letra griega p (1x, si existe
riesgo de confusién). Puesto que p es una constante, en la tabla anterior podemos hacer a = p,
obteniendo asi una familia de momentos respecto de p que tienen nombre propio: los momentos
centrales de orden k, E[(X — u)*]. De entre todos ellos cabe destacar la varianza,

Var(X) = 0% = E[(X — p)?]

Propiedades de E(X) y V(X)

Un primer grupo de propiedades no merecen demostracion dada su sencillez. Conviene
senalar que todas ellas derivan de las propiedades de la integral.

1. Propiedades de F(X).
PE1) La esperanza es un operador lineal,
Elag(X) + bh(X)] = aE[g(X)] + bE[R(X)].

En particular,
E(aX +b) =aE(X)+b.

PE2) Pa< X <b)=1=>a< E(X)<b.
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PE3) P(g(X) < h(X)) =1= E[g(X)] < E[h(X)].
PE4) |E[g(X)]| < Elg(X)]]-

2. Propiedades de V(X).
PV1) V(X) > 0.
PV2) V(aX +b) = a®V(X).
PV3) V(X) = E(X?) — [E(X)].
PV4) V(X) hace minima E [(X — a)?].

En efecto,

E[(X —a)?] =

El siguiente resultado nos ofrece una forma alternativa de obtener la E(X) cuando X es no
negativa.

Proposicién 2.2 Si para X > 0, existe E(X), entonces

+o0 +oo Foeo
E(X)= P(X > ax)dx = /0 P(X > ax)dx = /0 (1 - Fx(x))dz. (2.3)

2.1.2. Momentos de algunas variables aleatorias conocidas
Binomial

Si X ~ B(n,p),

Para obtener V(X), observemos que E[(X(X — 1)] = E(X?) — E(X), y de aqui V(X) =
E[(X(X-1)]+E(X)—[E(X)]?. Aplicando un desarrollo anélogo al anterior se obtiene E[X (X —
1)] = n(n — 1)p? y finalmente

V(X) =n(n—1)p* +np — n*p* = np(1 — p).
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Poisson

Si X ~ P()),

2\E /\zfl
_ E —-A — \p— A E _
x>0 x—1>0

Por otra parte,

EX(X — 1) = Ya(e - e = a2e> 3 XN e

>0 z £—2>0 (z—2)!
De aqui,
VX)= A2+ A=A =\
Uniforme
Si X ~ U(0,1),

E(X)/Jrooo:fxd:c/olxdz

— 00

N |

Para obtener V(X) utilizaremos la expresién alternativa, V(X) = E(X?) — [E(X)]?,

1
1
E(XQ):/ z?de = =,
0 3

y de aqui,

Normal tipificada

Si X ~ N(0,1), como su funcién de densidad es simétrica respecto del origen,

+o0 ;
1 1‘2 =
E(X*) = F——e T da = 0, Slk 2n+1
. o Map, stk =2n.

Ello supone que E(X) =0y V(X) = E(X?). Para obtener los momentos de orden par,

1 /+oo 2n —% d 2 /+oo 2n —% d
m = — re - r = —F— xre - xZ.
n V2T J oo V21 Jo

Integrando por partes,

+o0 o2
/ 22e” T dx =
0

22 |t +oo 22 too 22
—z? e +(2n — 1)/ 22”7 do = (2n — 1)/ 2T da,
0 0 0

lo que conduce a la férmula de recurrencia mo,, = (2n — 1)mg,_2 y recurriendo sobre n,
mop = (2n—1)2n—-3)---1=
_2n(2n—1)(2n—2)---2-1  (2n)!
B 2n(2n —2) -+ -2 2l

La varianza valdra por tanto,
21

V(X)=E(X?) = ﬁ =1
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Normal con parametros p y o2

Si Z ~ N(0,1) es ficil comprobar que la variable definida mediante la expresién X = cZ+p
es N(u,0?). Teniendo en cuenta las propiedades de la esperanza y de la varianza,

EX)=cEX)+p=p var(X)=oc*var(Z) =o?,

que son precisamente los parametros de la distribucion.

2.2. Esperanza de un vector aleatorio

Sea X = (Xi,...,X}) un vector aletorio y sea g una funcién medible de R* en R, la
expresion de su esperanza depende, como en el caso unidimensional, del caracter del vector.

Vector aleatorio discreto.- Si Dx es el soporte del vector y fx su funcién de cuantia con-
junta, la esperanza se obtiene a partir de

E(gX)= Y glw....m)fx(@,. .. m).
(z1,...,x)EDx

Vector aleatorio continuo.- Si fx es la funcién de densidad conjunta,
“+o0 +oo
E(g(X)):/ / g(x1, .., xR) fx (@1, ..., o) dey .. dag.
— 00 —0o0

En ambos casos la existencia de la esperanza esta supeditada a que |g(z) f (z)| sea absolutamente
sumable o integrable, respectivamente.

2.2.1. Momentos de un vector aleatorio

Como ya hemos visto en el caso de una variable aleatoria, determinadas formas de la funcién
g dan lugar a los llamados momentos que se definen de forma anéloga a como lo hicimos entonces.
Las situaciones de mayor interés son ahora:

Momento conjunto.- El momento conjunto de orden (nq,...,nx) se obtiene, siempre que la
esperanza exista, para

g(Xh,Xk):X{LlX]?k, 77,220, (24)
lo que da lugar a E(X{" ... X,"*). Obsérvese que los momentos de orden k respecto del

origen para cada componente pueden obtenerse como casos particulares de (2.4) haciendo
n; =kymn; =0, j# i, pues entonces E(X]" ... X'*) = E(XF).

Momento conjunto central.- El momento conjunto central de orden (ny,...,ny) se obtie-
nen, siempre que la esperanza exista, para

g(XL N ,Xk) = (Xl - E(Xl))nl ce (Xk - E(Xk;))nk, n; Z O,

2.2.2. Covarianza. Aplicaciones
De especial interés es el momento conjunto central obtenido para n; = 1, n; = 1y n; =
0, I # (4,7). Recibe el nombre de covarianza de X; y X, y su expresién es,
cov(Xi, X;) = E[(Xi — E(X3))(X; — E(X)))] = E(X,X;) — E(X;)E(X;).
La covarianza nos informa acerca del grado y tipo de dependencia existente entre ambas

variables mediante su magnitud y signo, porque a diferencia de lo que ocurria con la varianza,
la covarianza puede tener signo negativo.
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Covarianza en la Normal bivariante

Si (X,Y) tiene una distribucién Normal bivariante de pardmetros px, fy, 0g, 0y ¥ p, ya
vimos en la pagina 33 que X ~ N(uz,02) e Y ~ N(,uy,ag). Para simplificar la obtencién de
cov(X,Y) podemos hacer uso de la invarianza por traslacion de la covarianza (se trata de una
propiedad de fécil demostracién que ya comprobamos para la varianza). De acuerdo con ella,
cov(X,Y) = cov(X — pg, Y — piy) y podemos suponer que X e Y tienen media 0, lo que permite

expresar la covarianza como cov(X,Y) = E(XY'). Procedamos a su célculo.

+oo +oo
/ / vy fxy (v, y)dzdy

E(XY)

m—— e (R P
QWJxayﬂ T JTee

—+o0

x

st (E %) 4 dy.

e 2\ay

[ o [ e
BN e o=

(2.5)

La integral interior en (2.5) es la esperanza de una N(po,y/o,,02(1 — p?)) y su valor serd por
tanto po,y/o,. Sustituyendo en (2.5)

B(xY) =172 N ( ; )2 (&) gy = P2 [T 2ty
= — e 7Y = — z7e 2 = PO 0.
21 J o Oy Y \/ﬂ —o0 Y P Y
El coeficiente de correlacion entre ambas variables es
cov(X,Y)
PXy = ————= =p.
020y

Todos los parametros de la Normal bivariante adquieren ahora significado.
La covarianza nos permite también obtener la varianza asociada a la suma de variables
aleatorias, como vemos a continuacién.

Esperanza y varianza de una suma

La linealidad de la esperanza aplicada cuando g(X) = X7 + -+ + X,,, permite escribir

k
E(Xi+--+Xi) = ZE(Xi)-
i=1

. . . . . E
Si las varianzas de las variables X1,..., X}, existen, la varianza de S = > " , a;X;, donde
los a; son reales cualesquiera, existe y viene dada por

K
= ZG?V(XO + 2a;a; Z Z cov(X;, X;). (2.6)
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Independencia y momentos de un vector aleatorio

Un resultado interesante acerca de los momentos conjuntos se recoge en la proposicién que
sigue.

Proposicion 2.3 Si las variables aleatorias X1, ..., Xy, son independientes, entonces
k
E(X7 X0 = [ B(x).
i=1

Demostracion.- Si suponemos continuo el vector, la densidad conjunta puede factorizarse
como producto de las marginales y

E(X{ ... X" =
“+o0 “+oo
/ / ot fx (e, o) day L day, =

k

N /_J:O/_:O [Hx?ifi(xi)l dey .. .dzy, =

zﬁ[/; i fi(x ] HEX"I

El caso discreto se demuestra analogamente. 'Y

Observacion 2.1 FEl anterior resultado admite una formulacion mds general. Si las funciones
gi, 1 =1,...,k son medibles, las g;(X;) también son variables independientes y podemos escribir

k k
Hgi(Xz')} = HE[g’L(X’L)] (2.7)
i=1 i=1

Corolario 2.1 Silas variables X1, ..., X} son independientes, entonces cov(X;, X;) =0, Vi, j.

Corolario 2.2 Si las variables X1, ..., Xy son independientes y sus varianzas existen, la va-
. k . . .
rianza de S =Y., a;X;, donde los a; son reales cualesquiera, existe y viene dada por V(S) =

S a?V(X;).

Una aplicacion de los anteriors resultados permite la obtencion de la esperanza y la varianza
de algunas conocidas variables de manera mucho mas sencilla a como lo hicimos anteriormente.
Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 2.1 (La Binomial y la Hipergeométrica como suma de Bernoullis) Si recor-
damos las caracteristicas de una Binomial facilmente se comprueba que si X ~ B(n,p) entonces

X =3",X, con X; ~ B(1,p) e independientes. Como Vi,
E(Xl) =D, Y Uar(Xi) = p(l 7p)7

tendremos que



52 Esperanza. Desigualdades. Funcién caracteristica

var(X) = Zvar(Xi) =np(l —p). (2.8)

Si X ~ H(n,N,r) también podemos escribir X = Y " | X; con X; ~ B(1,r/N) pero a
diferencia de la Binomial las variables X; son ahora dependientes. Tendremos pues

E(X) =) EB(X,) =nE(X;) = n,

y aplicando (2.6)

n k kK
r N—r
X)= Xi)+2 X, Xj)=n — -1 X1,X2), (2.
var(X) ;var( )+ ;;cov( ) "N TN +n(n —1cov(Xy,X2), (2.9)

puesto que todas las covarianzas son iguales.
Para obtener cov(Xy, Xs),

CO’U(Xl,XQ) = E(XlXQ) 7E(X1)E(X2)

= P(X;=1,X,=1)— (%)2

— P =X = )P = 1) (5

N
_ ui_(if
~ N-1N N

_ N
N2(N —-1)’
Sustituyendo en (2.9)
r N—r n—1
X)=n — 1-— . 2.1
var(X) "N TN ( Nl) (2.10)

Es interesante comparar (2.10) con (2.8), parap = r/N. Vemos que difieren en el ultimo factor,
factor que serd muy prozimo a la unidad sin < N. Es decir, si la fraccién de muestreo (as? se
la denomina en Teoria de Muestras) es muy pequena. Conviene recordar aqui lo que dijimos en
la pdgina 16 al deducir la relacion entre ambas distribuciones.

Ejemplo 2.2 (La Binomial Negativa como suma de Geométricas) Si X ~ BN(r,p) y
recordamos su definicion, podemos expresarla como X = 22:1 X;, donde cada X; ~ BN(1,p)
e independiente de las demds y representa las pruebas Bernoulli necesarias después del (i —1)-
ésimo éxito para alcanzar el i-ésimo.

Obtendremos primero la esperanza y la varianza de una variable Geométrica de pardmetro
p.

E(X;)=> np(l—-p)"=p> n(l-p)" = 1;]), Vi

n>0 n>1 p

Para calcular la varianza necesitamos conocer E(X?),

E(X7) =Y _n’p(l—p)"=p> n*(l—p)" = 1p_2p(2 —p), Vi.

n>0 n>1
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y de aqui,

var(X) = lp_zp(Q—p)— (1‘p>2: 1-p

p p?
La esperanza y la varianza de la Binomial Negativa de pardmetros v y p, valdrdn

X):ZE(X,»):M, var(X Zvar r=p) )

p2

Covarianzas en una Multinomial

Si X ~ M(n;p1,ps,...,pr), sabemos que cada componente X; ~ B(n,p;), i =1,...,k, y
puede por tanto expresarse como suma de n Bernoullis de pardmetro p;. La covarianza entre
dos cualesquiera puede expresarse como,

cov(X;, X;) = cov (Z X““ijl> )
k=1 =1

Se demuestra facilmente que

n

cov (iXik7inl> = icov Xik, Xj1). (2.11)
k=1 1=1

k=11=1

Para calcular cov(X;x, Xj;) recordemos que

o 1, sien la prueba k ocurre Aj;;
* =) 0, en cualquier otro caso,

Y. = 1, sien la prueba [ ocurre Aj;
= 0, en cualquier otro caso.

En consecuencia, cov(X;, X;i1) = 0 si k # I porque las pruebas de Bernoulli son independientes
y

cov(Xir, Xji) = E(Xiup Xjx) — E(Xi) E(Xj1) = 0 — pipj,
donde E(X;;X ;) = 0 porque en una misma prueba, la k-ésima, no puede ocurrir simultanea-

mente A; y A;. En definitiva,

cov(X;, X;) ZCOU ik, Xjk) = —npip;-

El coeficiente de correlacién entre ambas variables vale,

pii = — "PiPj I R ) &
’ V/npi(1 = pi)y/np;(1 = pj) (1 —pi)(1 —py)

El valor negativo de la covarianza y del coeficiente de correlacion se explica por el hecho de que
siendo el nimero total de pruebas fijo, n, a mayor nimero de ocurrencias de A;, menor nimero
de ocurrencias de A;.
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2.3. Esperanza condicionada

Sea (X,Y) un vector aleatorio definido sobre el espacio de probabilidad (2,.4, P) y deno-
temos por Px|y—, la distribuciéon de probabilidad de X condicionada a Y = y. Si g es una
funcién medible definida de (R, 3) en (R, 3), tal que E(g(X)) existe, la esperanza condicionada
de g(X) dado Y, E[g(X)|Y], es una variable aleatoria que para Y = y toma el valor

Elg(X)ly] = /Qg(X) dPx|y—y. (2.12)
La forma de (2.12) depende de las caracteristicas de la distribucién del vector (X,Y).

(X,Y) es discreto.- Ello supone que el soporte de la distribucién, D, es numerable y

BlgX)yl= > g@)P(X =z[Y =y) = Y g(@)fxy(zly),

€Dy, €D,

donde D, = {z;(x,y) € D} es la seccién de D mediante y.

(X,Y) es continuo.- Entonces

Elg(X)ly] = / o(@) iy (aly)da.

R
Una definicién similar puede darse para E[h(Y)|X] siempre que E[h(Y)] exista.

Ejemplo 2.3 Sean X eY wariables aleatorias independientes ambas con distribucion B(n,p).
La distribucion de X +Y se obtiene fdacilmente a partir de

fxiv(m) = P(U{X:k»Y:m—k}>
k=0

= iP(X:k,Y:m—k)

k=0
= kzm:_o (Z)p’“(l —-p)"F (mi k)z?m"“(l p)"mh)
= a0 (")

de donde X +Y ~ B(2n,p).
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La distribucion condicionada de Y|X +Y =m es

PY =k, X+Y =m)

P(Y=kX+Y=m) =

P(X+Y =m)
 PY =k, X=m—k)
P(X+Y =m)

O
(fg)pm(l —p)*m
()

es decir, Y| X +Y =m ~ H(m,2n,n). La E(Y|X +Y =m) valdrd

E(Y|X+Y:m):%:%.

La definicién la esperanza condicionada goza de todas las propiedades inherentes al concepto
de esperanza anteriormente estudiadas. A titulo de ejemplo podemos recordar,

PEC1) La esperanza condicionada es un operador lineal,
E[(ag1(X) + bg2(X))[Y] = aElg1 (X)[Y] + bE[g2(X)|Y].

En particular,
El(aX +0)|[Y] =aE(X|Y) +0.

PEC2) Pa< X <b)=1=a < EX|Y)<b.
PEC3) P(g1(X) < g2(X)) = 1 = E[g:(X)[Y] < E[g2(X)]Y].
PEC4) E(c|Y) = ¢, para ¢ constante.
Momentos de todo tipo de la distribucién condicionada se definen de forma andloga a como
hicimos en el caso de la distribucién absoluta y gozan de las mismas propiedades. Existen,
no obstante, nuevas propiedades derivadas de las peculiares caracteristicas de este tipo de

distribuciones y de que E[g(X)|Y)], en tanto que funcién de Y, es una variable aleatoria.
Vedmoslas.

Proposicién 2.4 Si E(g(X)) existe, entonces

E(Elg(X)Y)]) = E(9(X)). (2.13)
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Demostracién.- Supongamos el caso continuo.

E(Eg(ON)) = / Elg(X)[y))f, (v)dy

= [ | [ sorrar x|ydx]fy
- [{foorel
= / fow:ydy]dx

_ / g(x) fx (2)dz = E(g(X)).
R

;h

La demostracién se haria de forma analoga para el caso discreto '

Ejemplo 2.4 Consideremos el vector (X,Y) con densidad conjunta

1
S 0<y<z<i1
fXY(mvy): v e

0, en el resto.

Fdcilmente obtendremos que X ~ U(0,1) y que Y|X =z ~ U(0,x). Aplicando el resultado
anterior podemos calcular E(Y'),

1

1
E(Y):/O E(Y|z)fx(x)dx:/0 %xdaz:i.

Ejemplo 2.5 Un trabajador estd encargado del correcto funcionamiento de n mdquinas situa-
das en linea recta y distantes una de otra | metros. El trabajador debe repararlas cuando se
averian, cosa que sucede con igual probabilidad para todas ellas e independientemente de una a
otra. El operario puede sequir dos estrategias:

1. acudir a reparar la maquina estropeada y permanecer en ella hasta que otra mdquina se
averia, desplazdndose entonces hacia ella, o

2. situarse en el punto medio de la linea de mdquinas y desde alli acudir a la averiada,
regresando nuevamente a dicho punto cuando la averia estd resuelta.

Si X es la distancia que recorre el trabajador entre dos averias consecutivas, ;cudl de ambas
estrategias le conviene mds para andar menos?

Se trata, en cualquiera de las dos estrategias, de obtener la E(X) y elegir aquella que la
proporciona menor. Designaremos por E;(X) la esperanza obtenida bajo la estrategia i = 1,2.

Estrategia 1.- Sea Ay el suceso, el operario se encuentra en la maquina k. Para obte-
ner E1(X) recurriremos a la propiedad anterior, pero utilizando como distribucidn con-
dicionada la que se deriva de condicionar respecto del suceso Ay. Tendremos E1(X) =

E(E(X|AR)).
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Para obtener E(X|Ay) tengamos en cuenta que si i es la prézima mdquina averiada,
P(A;) =1/n, Yi y el camino a recorrer serd

(k—d)l, sii<k,
X|A;, =
(i—k)l, sii>Fk.

Asi pues,
1 k n
E(X|Ag) = — (Z(k — i)l + Z (i— k)l) [2k2 —2(n+ 1)k +n(n+1))
n =1 1=k+1
Utilizando

obtenemos para E1(X)

Ei(X) = BIE(X|A0) = - 37 B(X|4y) =
k

Estrategia 2.- Para facilitar los cdlculos supongamos que n es impar, lo que supone
que hay una mdquina situada en el punto medio de la linea, la ”'H -ésima. Si la préoxima
mdquina averiada es la i la distancia a recorrer serd,

(2L — ), sid <
X =
200 — 2, sii > 2
donde el 2 se justifica porque el operario en esta seqgunda estrategia regresa siempre al

punto medio de la linea de mdquinas. La esperanza viene dada por,
n

%z

2

n+1 ‘ I(n—1)

Como E1(X) < E3(X) — (n+1)/3n < 1/2 — n > 2, podemos deducir que la primera
estrategia es mejor, salvo que hubiera una sola mdquina.

También es posible relacionar la varianza absoluta con la varianza condicionada, aunque la
expresién no es tan directa como la obtenida para la esperanza.
Proposicién 2.5 Si E(X?) existe, entonces

var(X) = E(var[X|Y]) + var(E[X]|Y]). (2.14)
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Demostracién.- Haciendo del anterior resultado,
var(X) = E[(X ~E(X))’] = E{E[(X - EX)?|Y]}
- B {E [(X2 +(B(X))? - 2XE(X)) |Y] }
= E{EX?|Y]+E(X)?-2B(X)E[X|Y]}
= B{EX*|Y] - (BIX|V]) + (BIX|Y))® + B(X)? - 2B(X)E[X|Y]}
- B {W[Xm T (BIX|Y] - E(X))Z}
= E{ar(X|Y]} + E{(BIX|Y] - B(X))}
= E(var[X[|Y]) +var(E[X|Y]). [ )
Corolario 2.3 Si E(X?) ewiste, por la propiedad anterior
var(X) > var(E[X|Y]).

Si se verifica la igualdad, de (2.14) deducimos que E(var[X|Y]) = 0, y como var[X|Y] > 0,
tendremos que P(var[X|Y]=0) =1, es decir

P (E {(X — E[X|Y])? |Y} - o) =1,
y como (X — BE[X|Y])? > 0, aplicando de nuevo el anterior razonamiento concluiremos que
P(X = EX[Y]) =1,

lo que supone que, con probabilidad 1, X es una funcidn de Y puesto que E[X|Y] lo es.

2.4. Desigualdades

Si para X > 0 existe su esperanza, sea € > 0y escribamos (2.3) de la forma,
+oo € +oo
E(X):/ P(sz)dx:/ P(XZ:r)dx—i—/ P(X > z)dx.
0 0 €

Como la segunda integral es no negativa y la funcién P(X > x) es decreciente,

€ €
E(X) > / P(X > z)dx 2/ P(X >e)dx =eP(X > ¢),

0 0

y de aqui,
E(X)
pat
Este resultado da lugar a dos conocidas desigualdades generales que proporcionan cotas
superiores para la probabilidad de ciertos conjuntos. Estas desigualdades son validas indepen-
dientemente de cudl sea la distribucién de probabilidad de la variable involucrada.

P(X >¢) < (2.15)

Desigualdad de Markov.- La primera de ellas se obtiene al sustituir en (2.15) X por |X|*
k

y € por €7,
1
P(X|>e)=P (X" >£") < 22 (1x1%), (2.16)

y es conocida como la desigualdad de Markov.
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Desigualdad de Chebyshev.- Un caso especial de (2.16) se conoce como la desigualdad de
Chebyshev y se obtiene para k =2y X = X — E(X),

1
P X —-EX)|>¢) < ?Var(X). (2.17)
Un interesante resultado se deriva de esta tltima desigualdad.

Proposicién 2.6 Si V(X) =0, entonces X es constante con probabilidad 1.

Demostracién.- Supongamos F(X) = p y consideremos los conjuntos A4,, = {|X — u| >
1/n}, aplicando (2.17)

1
Pl =P (X =2 1) =0 o

y de aqui P (U,A,) =0y P(N,AS) = 1. Pero
1
c _ _ I G _
Nas= N {x-u<i}=tx =
n>1 n>1
luego P(X = p) = 1.

Desigualdad de Jensen.- Si g(X) es convexa sabemos que Va,3\, tal que g(z) > g(a) +
Aa(x — @), Va. Si hacemos ahora a = E(X),

9(X) 2 g (E(X)) + Ae(X — E(X)),
y tomando esperanzas obtenemos la que se conoce como desigualdad de Jensen,

E(9(X)) = g(E(X)).

Teorema 2.1 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) Sean X eY wvariables aleatorias con va-
rianzas finitas. Entonces cov(X,Y) existe y se verifica

[E(XY)]? < B(X?)B(Y?),
verificdndose la igualdad si y solo si existe un real « tal que P(aX +Y =0) = 1.

Demostracion.- Para cualesquiera nimeros reales a y b se verifica

a? + b?
bl <
|lab| < 5

lo que significa que E(XY) < oo si E(X?) < ooy E(Y?) < co. Por otra parte, para cualquier
real «, se tiene
El(aX +Y)? = ?E(X?) +2aE(XY) + E(Y?) >0,

lo que supone que la ecuaciéon de segundo grado tiene a lo sumo una raiz y su discriminante
serd no positivo. Es decir,
[E(XY)]? < BE(X?)E(Y?).

Si se diera la igualdad, la ecuacién tendrfa una raiz doble, ag, y E[(apX +Y)?] = 0. Tratdndose
de una funcién no negativa, esto implica que P(cgX+Y =0) = 1. [



60 Esperanza. Desigualdades. Funcién caracteristica

El coeficiente de correlaciéon

El coeficiente de correlacion entre dos componentes cualesquiera de un vector aleatorio, X
y Y, se define como la covarianza de dichas variables tipificadas’.

X - E(X)> (Y - E(Y))] _ cou(X,Y)

ox oy OXx0y

pxy = cov(X,Y;) = FE [(

De la desigualdad de Cauchy-Schwarz se desprende que p%, < 1y en particular que —1 <
pxy < 1. Recordemos que cuando en Cauchy-Schwarz se daba la igualdad X e Y estaban
relacionadas linealmente con probabilidad 1, P(cyX +Y = 0) = 1, pero por otra parte dicha
igualdad implica p?XY = 1. El valor 0 es otro valor de interés para pxy. Si pxy = 0 decimos
que las variables estdn incorreladas y ademds cov(X,Y) = 0. Hay entonces una ausencia total
de relacion lineal entre ambas variables. Podemos decir que el valor absoluto del coeficiente de
correlacion es una medida del grado de linealidad entre las variables medido, de menor a mayor,
en una escala de 0 a 1.

2.4.1. La distribucién Normal multivariante

La expresion de la densidad de la Normal bivariante que ddbamos en la pagina 33 admite
una forma alternativa mas compacta a partir de lo que se conoce como la matriz de covarianzas
de la distribucién, ¥, una matriz 2 x 2 cuyos elementos son las varianzas y las covarianzas del

vector (X1, X2),
¥ = ( of on ) :
g12 0'2

La nueva expresién de la densidad es

2 -5 7 —1
f(z1,m2) = | 2|7r e (=) (2, 20) € R?,

donde |X]| es el determinante de X, cuyo valor es
=] = oto; — oy = i3 (1 = piy),

x' = (21 x2) es el vector de variables y p’ = (11 u2) es el vector de medias.

Si el vector tiene n componentes, X1, Xo,..., X, la extensiéon a n dimensiones de la ex-
presion de la densidad es ahora inmediata con esta notacién. La matriz de covarianzas es una
matriz n X n con componentes

01 012 T O1(n—1) O1n
012 U% Tt O2(n—1) O2n
Y= : ,
O1(n—-1) 02(n-1) "°° 0—721,—1 O(n—1)n
O1n 02n 0 O(n=1)n On
el vector de medias es p' = (u1 po ... pyn) v la densidad tiene por expresién
=]
/5 —1
flz1,z,...,zy) = We_%(x_”)z =B (xy,29,...,2,) €ER™. (2.18)

1Una variable tipificada es la que resulta de transformar la original restdandole la media y dividiendo por la
desviacién tipica, Xy = (X — px)/ox. Como consecuencia de esta transformacién E(X¢) = 0y var(X;) = 1.
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Cuando las componentes del vector son independientes, las covarianzas son todas nulas y
es una matriz diagonal cuyos elementos son las varianzas de cada componente, por tanto

1

2.2 2"

=7 =
0103 0p

Ademads, la forma cuadratica que aparece en el exponente de (2.18) se simplifica y la densidad
adquiere la forma

n 11 #1

= I
f(ml,.xQ,...,l'n) = 71675 = 1
H’L 1(27TU) i=1

que no es mas que el producto de las densidades de cada una de las componentes.
Anadamos por tltimo que la matriz 3 es siempre definida positiva y lo es también la forma
cuadrética que aparece en el exponente de (2.18).

27T0'

Transformacién lineal de una Normal multivariante

A partir del vector X definimos un nuevo vector Y mediante una transformacién lineal cuya
matriz A es invertible. Tendremos

Y=AX, y X=AlY,
y dada la linealidad de la esperanza, la misma relacién se verifica para los vectores de medias,
pwy =Apx, vy  px=Alpy,

Para conocer la distribucién del vector Y recurriremos a la férmula del cambio de variable
(1.36). El jacobiano de la transformacién inversa es precisamente |J~!| = |A 71|, con lo que la
densidad conjunta de Y = (Y1, Ys,...,Y,,) valdra,

Iy gz, ) = gjr)ée%(A—lyA—luy)’z—l(A—lyA—luY)|A1|
_ |A(21||)E| ~HAT ) E T A ()
i
_ IA(;II)EIE; vy [AT) ST A (y -y )
T
_ |A(§23‘A;/|_e Ly- MY)’[AEA’]*I(y—mr)7
T

que es la densidad de una Normal multivariante con vector de medias py = Apx y matriz de
covarianzas My = AXA’

2.5. Funcion caracteristica

La funcion caracteristica es una herramienta de gran utilidad en Teor{a de la Probabilidad,
una de sus mayores virtudes reside en facilitar la obtencion de la distribucién de probabilidad de
la suma de variables aleatorias y la del limite de sucesiones de variables aleatorias, situaciones
ambas que aparecen con frecuencia en Inferencia Estadistica.
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El concepto de funcion caracteristica, introducido por Lyapunov en una de la primeras
versiones del Teorema Central del Limite, procede del Anélisis Matemético donde se le conoce
con el nombre de transformada de Fourier.

Definicién 2.3 Sea X wuna variable aleatoria y sea t € R. La funcion caracteristica de X,
ox(t), se define como E(e'X) = E(costX) +iFE(sintX).

Como || < 1, Vt, ¢x (t) existe siempre y estd definida Vt € R. Para su obtencién recordemos
que,

Caso discreto.- Si X es una v. a. discreta con soporte Dx y funcién de cuantia fx(z),

ox(t)= Y " fx(x). (2.19)

ze€Dx

Caso continuo.- Si X es una v. a. continua con funcién de densidad de probabilidad fx (z),
+o00
bx(t) = / (@) (2.20)
De la definicién se derivan, entre otras, las siguientes propiedades:
P¢l) ¢x(0) =1
P¢2) |ox ()] <1

P¢3) ¢x(t) es uniformemente continua

En efecto,

ox(t+h) — ox(t) = / ¢itX (X _ 1) qp.

Q
Al tomar médulos,

x(t+ ) — dx(t)] < /Q "X 1[aP, (2.21)

pero [e"X — 1| < 2y (2.21) ser4 finito, lo que permite intercambiar integracién y paso al
limite, obteniendo

lfim |px (t + h) — dx(t)] < / lim [e"X —1|dP = 0.
h—0 QhHO

P¢4) Si definimos Y = aX + b,
¢Y(t) _ E(eitY) - B (eit(aX+b)> — eitb¢x (at)
P¢5) Si E(X™) existe, la funcién caracteristica es n veces diferenciable y Vk < n se verifica
x (0) =i"E(X")

La propiedad 5 establece un interesante relacién entre las derivadas de ¢x(t) y los momentos
de X cuando estos existen, relaciéon que permite desarrollar ¢x (¢) en serie de potencias. En
efecto, si E(X™) existe Vn, entonces,

ox(t) = P (2.22)
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2.5.1. Funcién caracteristica e independencia

Si X1, Xs, ..., X, son variables aleatorias independientes y definimos Y = X1+ Xo+- - -+ X,,,
por la observacion (2.7) de la pdgina 51 tendremos,

by (t) = E (eit(X1+Xz+-.~+Xn)> - B (ﬁ eith> _ ﬁ B (eith) — ﬁ ox, (1), (2.23)
k=1 k=1 k=1

expresion que permite obtener con facilidad la funcién caracteristica de la suma de variables
independientes y cuya utilidad pondremos de manifiesto de inmediato.

2.5.2. Funciones caracteristicas de algunas distribuciones conocidas

Bernoulli.- Si X ~ B(1,p)
ox(t) = e’q+e''p=q+pe.

Binomial.- Si X ~ B(n,p)

Normal tipificada.- Si Z ~ N(0,1), sabemos que existen los momentos de cualquier orden y
en particular, E(Z2"+1) =0, Vn y E(Z%") = 211 vn. Aplicando (2.22),

2nn!l)

@(t)Zthznzmzwe;

27(2n)!n! n! n!
n>0 n>0 n>0

Para obtener ¢x(t) si X ~ N(u,0?), podemos utilizar el resultado anterior y P4. En

efecto, recordemos que X puede expresarse en funcién de Z mediante X = p+ o2 y
aplicando P4,

o242

¢x(t) = e pz(ot) = =73

Observacién 2.2 Obsérvese que Im(¢pz(t)) = 0. El lector puede comprobar que no se
trata de un resultado exclusivo de la Normal tipificada, si no de una propiedad que poseen
todas las v. a. con distribucion de probabilidad simétrica, es decir, aquellas que verifican
(P(X > xz)=P(X < —x)).

Gamma.- Si X ~ G(a, \), su funcién de densidad de probabilidad viene dada por

)\Ol
22 le ™ §iz >0,
I'(a)

fx(z) =

0 siz <0,
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por lo que aplicando (2.20),

Ao e
¢ t) = / eztzxa—le—kmdx7
=1,

que con el cambio y = x(1 — it/A) conduce a

o= (1-1) "

Hay dos casos particulares que merecen ser mencionados:

Exponencial.- La distribucién exponencial puede ser considerada un caso particular de
G(a,A) cuando o = 1. A partir de aqui,

A
A —it

ox(t) =

Chi-cuadrado.- Cuando o = n/2 y A = 1/2, decimos que X tiene una distribucién >
con n grados de libertad, X ~ x2. Su funcién caracteristica serd

ox(t) = (1—2it) 5.

2.5.3. Teorema de inversién. Unicidad

Hemos obtenido la funcién caracteristica de una v. a. X a partir de su distribucién de pro-
babilidad, pero es posible proceder de manera inversa por cuanto el conocimiento de ¢x(t)
permite obtener Fx(x).

Teorema 2.2 (Férmula de inversién de Lévy) Sean ¢(t) y F(z) las funciones caracteristi-
ca y de distribucion de la v. a. X y sean a < b sendos puntos de continuidad de F', entonces

T _—ita _ ,—itb
F(b) — F(a) = lim i/ e e

T—o0 27T T Zt
Que puede también expresarse

1 (T si
F(xo+ h) — F(zo — h) = lim f/ sinht

—iTo ()t
T—oo T T t (Z)( ) ’

donde h >0 y 9+ h y g — h son puntos de continuidad de F'.

Este resultado permite obtener F(z) en cualquier x que sea punto de continuidad de F.
Basta para ello que en F(z) — F(y) hagamos que y — —oco a través de puntos de continuidad.
Como Fx(x) es continua por la derecha, la tendremos también determinada en los puntos de
discontinuidad sin mas que descender hacia ellos a través de puntos de continuidad.

Si la variable es continua, un corolario del anterior teorema permite obtener la funcién de
densidad directamente a partir de la funcién caracteristica.

Corolario 2.4 Si ¢(t) es absolutamente integrable en R, entonces la funcidn de distribucion
es absolutamente continua, su derivada es uniformemente continua y

)= E@)_ 1 /R e~ (1) dt.

dzx zg



2.5 Funcién caracteristica 65

Este teorema tiene una trascendencia mayor por cuanto implica la unicidad de la funcién
caracteristica, que no por casualidad recibe este nombre, porque caracteriza, al igual que lo
hacen otras funciones asociadas a X (la de distribucién, la de probabilidad o densidad de
probabilidad, ...), su distribucién de probabilidad. Podemos afirmar que si dos variables X e
Y comparten la misma funcién caracteristica tienen idéntica distribucién de probabilidad. La
combinacion de este resultado con las propiedades antes enunciadas da lugar a una potente
herramienta que facilita el estudio y obtencién de las distribuciones de probabilidad asociadas
a la suma de variables independientes. Vedmoslo con algunos ejemplos.

1) Suma de Binomiales independientes.- Si las variables Xy ~ B(ng,p), k=1,2,...,m
son independientes, al definir X = >"}" | X}, sabemos por (2.23) que

m

ox(t) = [[ ox.(t) = [T (g +pe™)™ = (g +pe™)",
k=1 k=1

conn =ny+ng+ -+ n,,. Pero siendo esta la funcién caracteristica de una variable
B(n,p), podemos afirmar que X ~ B(n,p).

2) Suma de Poisson independientes.- Si nuestra suma es ahora de variables Poisson inde-
pendientes, X ~ P(\g), entonces

m m

ox(t) = H Px,, (t) = H €>\k(eufl) = eA(eitfl),
k=1 k=1

con A =M\ + Ay + -+ \p,. Asi pues, X ~ P(\).

3) Combinacién lineal de de Normales independientes.- Si X = ZZ:1 cp Xk con Xy ~
N (pg, 03) e independientes,

ox(t) = oy eux,(t) = [] ox(cat)
k=1

n 2,.2,2
. ﬁkckt
_ Hewktuk* 5
k=1
L g242
= e (2.24)

Se deduce de (2.24) que X ~ N(u,0?) con
n n
u:chuk y aQZZcioi.
k=1 k=1

4) Suma de Exponenciales independientes.- En el caso de que la suma esté formada por
n variables independientes todas ellas Exzp(A),

ot = (25) = (1-%) .

y su distribucidn serd la de una G(n, 1/X).
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5) Cuadrado de una N(0,1).- Sea ahoraY = X2 con X ~ N(0, 1), su funcién caracteristica

viene dada por
Py (t) = /OO : eié(lizmdm -t
—oo (27) (1—2it)z’

lo que nos asegura que Y ~ x3.

=

Algunos de estos resultados fueron obtenidos anteriormente, pero su obtencién fué entonces
mucho mas laboriosa de lo que ahora ha resultado.

2.5.4. Teorema de continuidad de Lévy

Se trata del ultimo de los resultados que presentaremos y permite conocer la convergencia
de una sucesién de v. a. a través de la convergencia puntual de la sucesion de sus funciones
caracteristicas.

Teorema 2.3 (Directo) Sea {X,}n>1 una sucesion de v. a. y {Fp(2)}n>1 ¥ {on(t)}n>1 las
respectivas sucesiones de sus funciones de distribucion y caracteristicas. Sea X una v. a. y
Fx(x) y é(t) sus funciones de distribucion y caracteristica, respectivamente. Si F, = F (es

decir, X, L X ), entonces
on(t) — o(t), Vte R.

Resultado que se completa con el teorema inverso.

Teorema 2.4 (Inverso) Sea {¢,(t)}n>1 una sucesion de funciones caracteristicas y { Fy,(z)}n>1
la sucesion de funciones de distribucion asociadas. Sea ¢(t) una funcidn continua, si Vt € R,
dn(t) — o(t), entonces

donde F(x) en una funcidon de distribucion cuya funcion caracteristica es ¢(t).

Este resultado permite, como deciamos antes, estudiar el comportamiento limite de sucesio-
nes de v. a. a través del de sus funciones caracteristicas, generalmente de mayor sencillez. Sin
duda una de sus aplicaciones més relevantes ha sido el conjunto de resultados que se cono-
cen como Teorema Central del Limite (TCL), bautizados con este nombre por Lyapunov que
pretendi6 asi destacar el papel central de estos resultados en la Teoria de la Probabilidad.



Capitulo 3

Sucesiones de variables aleatorias.
Teoremas de convergencia

3.1. Introduccion

Los capitulos anteriores nos han permitido familiarizarnos con el concepto de variable y
vector aleatorio, dotdndonos de las herramientas que nos permiten conocer su comportamiento
probabilistico. En el caso de un vector aleatorio somos capaces de estudiar el comportamiento
conjunto de un ndmero finito de variables aleatorias. Pero imaginemos por un momento los
modelos probabilisticos asociados a los siguientes fenémenos:

1. lanzamientos sucesivos de una moneda,
2. tiempos transcurridos entre dos llamadas consecutivas a una misma centralita,

3. sucesién de estimadores de un pardmetro cuando se incrementa el tamano de la muestra...

En todos los casos las variables aleatorias involucradas lo son en cantidad numerable y habremos
de ser capaces de estudiar su comportamiento conjunto y, tal y como siempre sucede en ocasio-
nes similares, de conocer cuanto haga referencia al limite de la sucesiéon. Del comportamiento
conjunto se ocupa una parte de la Teoria de la Probabilidad que dado su interés ha tomado
entidad propia: la Teoria de los Procesos Estocasticos. En este capitulo nos ocuparemos de estu-
diar cuanto estd relacionado con el limite de las sucesiones de variables aleatorias. Este estudio
requiere en primer lugar, introducir los tipos de convergencia apropiados a la naturaleza de las
sucesiones que nos ocupan, para en segundo lugar obtener las condiciones bajo las que tienen
lugar las dos convergencias que nos interesan: la convergencia de la sucesion de variables a una
constante (Leyes de los Grandes Nimeros) y la convergencia a otra variable (Teorema Central
del Limite). El estudio de esta segunda situacion se ve facilitado con el uso de una herramienta
conocida como funcion caracteristica de la cual nos habremos ocupado previamente.

Dos sencillos ejemplos relacionados con la distribucién Binomial no servirdn de introduccién
y nos ayudaran a situarnos en el problema.

Ejemplo 3.1 (Un resultado de J. Bernoulli) Si repetimos n veces un experimento cuyo
resultado es la ocurrencia o no del suceso A, tal que P(A) = p, y si la repeticiones son inde-
pendientes unas de otras, la variable X,, =ntimero de ocurrencias de A, tiene una distribucion
B(n,p). La variable X,,/n representa la frecuencia relativa de A y sabemos que

X,\ 1
E (”) = ZE(X,) =2 =,
n n n
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ar (?) _ %UW(XH) _m(l-p) _pd-p)

Si aplicamos la desigualdad de Chebyshev,

P( X ' > 6) L var(Xu/n) _pA—p) n,

on _ P
22
Deducimos que la frecuencia relativa de ocurrencias de A converge, en algin sentido, a P(A).

n

Ejemplo 3.2 (Binomial vs Poisson) FEl sequndo ejemplo ya fue expuesto en la pdgina 15 y
no lo repetiremos aqui. Hacia referencia a la aproximacion de la distribucion Binomial mediante
la distribucion de Poisson. Vimos que cuando tenemos un gran numero de pruebas Bernoulli con
una probabilidad de éxito muy pequena de manera que lim, np, = A, 0 < A < 400, la sucesion
de funciones de cuantia de las variables aleatorias X, ~ B(n,p,) converge a la funcién de
cuantia de X ~ Po(\).

Dos ejemplos con sucesiones de variables Binomiales que han conducido a limites muy dis-
tintos. En el primero, el valor limite es la probabilidad de un suceso, y por tanto una constante;
en el segundo la funcién de cuantia tiende a otra funcién de cuantia.

3.2. Tipos de convergencia

Comenzaremos por formalizar el tipo de convergencia que aparece en el primer ejemplo.
Para ello, y también para el resto de definiciones, sobre un espacio de probabilidad (2,4, P)
consideremos la sucesién de variables aleatorias {X,,} y la variable aleatoria X.

Definicién 3.1 (Convergencia en probabilidad) Decimos que {X,,} converge a X en pro-
babilidad, X, £, X, si para cada § > 0,

liﬁnP{w DX (w) — X (w)| > 6} =0.

No es esta una convergencia puntual como las que estamos acostumbrados a utilizar en Analisis
Matemaético. La siguiente si es de este tipo.

Definicién 3.2 (Convergencia casi segura o con probabilidad 1) Decimos que {X,} con-
verge casi sequramente' a X (o con probabilidad 1), X,, *% X, si

P{w: h;ILan(w) =X(w)} =1

El ultimo tipo de convergencia involucra a las funciones de distribucién asociadas a cada variable
y requiere previamente una definicién para la convergencia de aquellas.

Definicién 3.3 (Convergencia débil) Sean F,,, n > 1 y F, funciones de distribucién de
probabilidad. Decimos que la sucesion F,, converge débilmente® a F, F,, —~ F, si lim,, F,,(x) =
F(z), Yz que sea punto de continuidad de F'.

1Utilizaremos la abreviatura a. s., que corresponde a las iniciales de almost surely, por ser la notacién més
extendida
2Utilizaremos la abreviatura w, que corresponde a la inicial de weakly, por ser la notacién més extendida
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Definicién 3.4 (Convergencia en ley) Decimos que {X,,} converge en ley a X, X, N X,
si Fy, — Fx. Teniendo en cuenta la definicion de F,, y F, la convergencia en ley puede
expresarse también

X, 5 X <= 1im P(X, < z) = P(X < ).
n

Definicién 3.5 (Convergencia en media cuadréatica) Decimos que {X,,} converge en me-
. L. m.s .
dia cuadrdtica o X, X, — X, si

lim E[(X,, — X)?] = 0.
n
Las relaciones entre los tres tipos de convergencia se establecen en el siguiente teorema.

Teorema 3.1 (Relaciones entre convergencias) Sean X,, y X wvariables aleatorias defini-
das sobre un mismo espacio de probabilidad entonces:

X, 3 X
X, 5x=>x,5x
X, ™ X

Las convergencias casi sequra'y en probabilidad tienen distinta naturaleza, mientras aquella
es de tipo puntual, esta ultima es de tipo conjuntista. El ejemplo que sigue ilustra bien esta
diferencia y pone de manifiesto que la contraria de la primera implicaciéon no es cierta.

Ejemplo 3.3 (La convergencia en probabilidad =~ la convergencia casi segura) Co-
mo espacio de probabilidad consideraremos el intervalo unidad dotado de la o-dlgebra de Borel
y de la medida de Lebesgue, es decir, un espacio de probabilidad uniforme en ]0,1]. Definimos
la sucesion X, = 1., ¥n, con I, =]&, p;ql], siendo p y q los tnicos enteros positivos que
verifican, p+ 29 = n y 0 < p < 29. Obviamente ¢ = g(n) y lim,, gq(n) = +oo. Los primeros
términos d ela sucesion son,

n=1 ¢q=0,p=0 X;=1)y
n=2 q=1,p=0 X2:1]0,%]
n=3 ¢g=1,p=1 ngl]%vl]
n=4 q=2,p=0 X4:1]07i]
n=5 q=2,p=1 X5= ]
n=6 ¢g=2,p=2 X¢=1,
n=7 ¢g=2p=3 X;=1

i3]
3l
3]

Observemos que si X = 0, Y6 > 0 se tiene Mw : | Xp(w)] > 0} = Mw : | Xp(w)] = 1} =

MI,) =279, 20 < n < 29 ¢ X, 2, 0; pero dada la construccion de las X, en ningin
w € [0,1] se verifica lim X,,(w) = 0.

Las convergencias casi y en media cuadratica no se implican mutuamente. Vedmoslo con
sendos contraejemplos.

Ejemplo 3.4 (La convergencia a.s. <~ la convergencia m.s) Con las misma sucesion
; ; — —]_p _ ptl
del ejemplo anterior, como X, = 11, con I, =5y aatmy)s

B(X?) =

24(n)’
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, .- n . .
con lim,, g(n) = co. En definitiva, E(X2) = 0, lo que pone de manifiesto que la convergencia
en media cuadrdtica - la convergencia casi sequra.

Definamos ahora X, = \/nljg 1 /). Claramente X, “5 0 pero E(X2) =1,Vn y X, “5 0.

La convergencia en ley (débil) no implica la convergencia en probabilidad, como pone de
manifiesto el siguiente ejemplo, lo que justifica el nombre de convergencia débil puesto que es
la 1ltima en la cadena de implicaciones.

Ejemplo 3.5 Consideremos una variable Bernoulli con p = 1/2, X ~ B(1,1/2) y definamos
una sucesion de variables aleatorias, X, = X, Vn. La variable Y = 1 — X tiene la misma
distribucion que X, es decir, Y ~ B(1,1/2). Obviamente X, L Y, pero como |X,, — Y| =
[2X — 1| =1, no puede haber convergencia en probabilidad.

3.3. Leyes de los Grandes Numeros

El nombre de leyes de los grandes nimeros hace referencia al estudio de un tipo especial de
limites derivados de la sucesién de variables aleatorias {X,}. Concretamente los de la forma
lim,, S"b;a" ,con S, =Y 1 | X; ysiendo {a,} y {b,} sucesiones de constantes tales que lim b,, =
+00. En esta seccion fijaremos las condiciones para saber cuando existe convergencia a.s, y como
nos ocuparemos también de la convergencia en probabilidad, las leyes se denominaran fuerte y
débil, respectivamente.

Teorema 3.2 (Ley débil) Sea {X;} una sucesion de variables aleatorias independientes tales
que E(X?) < +oo, Vk, y lim, 7712 Son_y var(Xy) =0, entonces

%Z(Xk — B(Xy)) =5 0.
k=1

Demostracién.- Para S, = 2> (X, — E(Xy)), E(Sp) =0y var(Sp) = -5 > p_q var(Xy).
Por la desigualdad de Chebyshev, Ve > 0

var(Sy) 1 <
P(1Sy] z€) < = WZUG/T(X]C)7
k=1

que al pasar al limite nos asegura la convergencia en probabilidad de S;, a 0. o

Corolario 3.1 Si las X,, son i.i.d. con varianza finita y esperanza comin E(X;), entonces
P
& 2pey Xk — E(X1).

Demostracién.- Sivar(X) = 2, Vk, tendremos - 3", var(Xy) = %2 que tiende a cero con
n. Es por tanto de aplicacién la ley débil que conduce al resultado enunciado. o
Este resultado fué demostrado por primera vez por J. Bernoulli para variables con distribu-
cién Binomial (véase el ejemplo 3.1), versién que se conoce como la ley de los grandes nimeros
de Bernoulli
El siguiente paso sera fijar las condiciones para que el resultado sea vélido bajo convergencia
a.s.

Teorema 3.3 (Ley fuerte) Si {Xi} es una sucesidn de variables aleatorias i.i.d. con media
finita, entonces
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Corolario 3.2 Si {Xj} es una sucesion de variables aleatorias i.i.d. con E(X]) < 400 y

E(X{) = 400, entonces 2= “% oc.

La demostracion de la ley fuerte es de una complejidad, aun en su versién mas sencilla de-
bida a Etemadi, fuera del alcance y pretensiones de este texto. La primera demostracion, mas
compleja que la de Etemadi, se debe a Kolmogorov y es el resultado final de una cadena de
propiedades previas de gran interés y utilidad en si mismas. Aconsejamos vivamente al estu-
diante que encuentre ocasién de hojear ambos desarrollos en cualquiera de los textos habituales
(Burrill, Billingsley,...), pero que en ningin caso olvide el desarrollo de Kolmogorov.

3.4. Teorema Central de Limite

Una aplicacién inmediata es el Teorema de De Moivre-Laplace, una versién temprana del
TCL, que estudia el comportamiento asintético de una B(n, p).

Teorema 3.4 (De Moivre-Laplace) Sea X,, ~ B(n,p) y definamos Z, = \/%. Enton-
ces
Z, =5 N(0,1).
Demostracién.- Aplicando los resultados anteriores, se obtiene
; g/ a \ "
que admite un desarrollo en serie de potencias de la forma
tz n
oz = 1= S0+ R
con R, — 0, si n — oco. En consecuencia,
t2

lim ¢z (t) =e" 2.

n—oo
La unicidad y el teorema de continuidad hacen el resto. o

Observacién 3.1 Lo que el teorema afirma es que si X ~ B(n,p), para n suficientemente

grande, tenemos
X —np
Pl ——— <z | ~d(x),
np(1 —p)

donde ®(x) es la funcion de distribucion de la N(0,1).

(De qué forma puede generalizarse este resultado? Como ya sabemos X,, ~ B(n,p) es la suma
de n v. a. i.i.d., todas ellas Bernoulli (Y ~ B(1,p)), cuya varianza comun, var(Y;) = p(1 — p),
es finita. En esta direccion tiene lugar la generalizacion: variables independientes, con igual
distribucién y con varianza finita.

Teorema 3.5 (Lindeberg) Sean X1, Xs, ..., Xy, v.a. i.i.d. con media y varianza finitas, j1 y

o2, respectivamente. Sea X,, = %ZZ=1 Xy su media muestral, entonces

X, —p _ X, — E(X,)
a/vn var(X,)

Y, = —5 N(0,1).
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Demostracién.- Teniendo en cuenta la definicién de X,, podemos escribir
X,
le

e f Z

con Z = (Xy — p)/o, variables aleatorias i.i.d. con E(Z;) =0y var(Z;) = 1. Aplicando P¢4

y (2.23) tendremos .
v = |0 (=]

Pero existiendo los dos primeros momentos de Z; y teniendo en cuenta (2.22), ¢z, (t) puede
también expresarse de la forma
t2
¢Z1( ) =1- 27( +Rn)

con R, — 0, si n — oco. En consecuencia,

vt =1 o+ R

Asi pues,
2
lim ¢y, (t) = e 7,
n—oo
que es la funcién caracteristica de una N (0, 1). [ ]

Observemos que el Teorema de De Moivre-Laplace es un caso particular del Teorema de
Lindeberg, acerca de cuya importancia se invita al lector a reflexionar porque lo que en él se
afirma es, ni mas ni menos, que sea cual sea la distribuciéon comun a las X;, su media muestral
X, adecuadamente tipificada, converge a una N(0,1) cuando n — oco.

El teorema de Lindeberg, que puede considerarse el teorema central del limite basico, admite
una generalizacién en la direccién de relajar la condiciéon de equidistribucion exigida a las
variables. Las llamadas condiciones de Lindeberg y Lyapunov muestran sendos resultados que
permiten eliminar aquella condicién.

Ejemplo 3.6 (La férmula de Stirling para aproximar n!) Consideremos una sucesién de
vartables aleatorias X1, Xs,...,, independientes e idénticamente distribuidas, Poisson de pa-
rametro A\ = 1. La wvariable S,, = E:L:l X; es también Poisson con pardmetro X\, = n. Si
Z ~ N(0,1), para n suficientemente grande el TCL nos permite escribir,

P(S,=n) = Pn—-1<S5,<n)

~ Pl—-——=<Z2<0
(- <z=0)
0
= 1 e 2y
2 -1/\/n
1 1

2
|
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en donde la dltima expresidn surge de aprozimar la integral entre [—1/+/n,0] de f(z) = e~ /2
mediante el drea del rectdingulo que tiene por base el intervalo de integracion y por altura el
F0) = 1.

Por otra parte,

nn

P(S, =n) = e_”g.

Igualando ambos resultado y despejando n! se obtiene la llamada férmula de Stirling,

nl ~ n" T2 /2r

3.4.1. Una curiosa aplicaciéon del TCL: estimacién del valor de 7

De Moivre y Laplace dieron en primer lugar una version local del TCL al demostrar que si
X ~ B(n,p),

P(X =m)y/np(l —p) = e 2% (3.1)

para n suficientemente grande y x = \/% Esta aproximacioén nos va a servir para estudiar
np(1—p

la credibilidad de algunas aproximaciones al ntimero 7 obtenidas a partir del problema de la
aguja de Buffon.

Recordemos que en el problema planteado por Buffon se pretende calcular la probabilidad
de que una aguja de longitud 2[, lanzada al azar sobre una trama de paralelas separadas entre
si una distancia 2a, con a > [, corte a alguna de las paralelas. Puestos de acuerdo sobre el
significado de lanzada al azar, la respuesta es

2l

)

P(corte) =
am

resultado que permite obtener una aproximacién de 7 si, conocidos a y [, sustituimos en ™ =
#«irte) la probabilidad de corte por su estimador natural la frecuencia relativa de corte, p, a
lo largo de n lanzamientos. Podremos escribir, si en lugar de trabajar con 7 lo hacemos con su

inverso,
1 am

T 2n’
donde m es el nimero de cortes en los n lanzamientos.

El ano 1901 Lazzarini realizd 3408 lanzamientos obteniendo para 7 el valor 3,1415929 con
ji6 cifras decimales exactas!!. La aproximacién es tan buena que merece como minimo alguna
pequena reflexion. Para empezar supongamos que el nimero de cortes aumenta en una unidad,
las aproximaciones de los inversos de m correspondientes a los m y m + 1 cortes diferirian en

alm+1) am a

N
2ln 2ln  2ln T 2n

que si n = 5000, da lugar a ﬁ ~ 107%. Es decir, un corte mas produce una diferencia mayor
que la precisién de 1076 alcanzada. No queda mds alternativa que reconocer que Lazzaring
tuvo la suerte de obtener exactamente el nimero de cortes, m, que conducia a tan excelente
aprozimacion. La pregunta inmediata es, cual es la probabilidad de que ello ocurriera?, y para
responderla podemos recurrir a (3.1) de la siguiente forma,

m—n 2
PX —m)~ S < !

2mnp(l — p) N m7
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que suponiendo a = 2l y p = 1/7 nos da para P(X = m) la siguiente cota

™

P(X =m)< (= 1)

Para el caso de Lazzarini n=3408 y P(X = m) < 0,0146, Vm. Parece ser que Lazzarini era un
hombre de suerte, quizds demasiada.



Capitulo 4

Procesos Estocasticos

4.1. Introduccion

Los temas precedentes nos han dotado de las herramientas necesarias para conocer el com-
portamiento de una variable aleatoria o de un conjunto finito de ellas, un vector aleatorio. En
cualquier caso, se trataba de un numero finito de variables aleatorias. El Capitulo 3 nos ha
permitido, ademads, estudiar el comportamiento asintético de una sucesién de variables aleato-
rias a través de las llamadas Leyes de los Grandes Niumeros y del Teorema Central del Limite.
Pero ya advertiamos en la Introduccién de dicho capitulo que de su comportamiento conjunto
se ocupaba una parte especifica de la Teoria de la Probabilidad, los Procesos Estocésticos.

Antes de introducir las definiciones basicas, quizas convenga puntualizar que el concepto de
proceso estocastico abarca situaciones mas generales que las sucesiones de variables aleatorias.
Se trata de estudiar el comportamiento de un conjunto de variables aleatorias que puede estar
indexado por un conjunto no numerables. A los ejemplos que se citaban en la mencionada
Introduccién del Capitulo 3, todos ellos sucesiones aleatorias, podemos anadir otros fenémenos
aleatorios que generan familias aleatorias no numerables.

Un ejemplo seria el estudio de la ocurrencia de un mismo suceso a lo largo del tiempo, si
dichas ocurrencias son independientes y nos ocupamos del intervalo de tiempo que transcurre
entre una y otra, nuestro interés se centra en la sucesién {X,, }n>1, donde X; ={tiempo trans-
currido entre las ocurrencias i-ésima y la i-1-ésima}. Si lo que nos interesa es el ntimero de
veces que el suceso ha ocurrido en el intervalo [0,¢], la familia a considerar es Ny, con ¢ > 0,
que desde luego no es numerable.

4.2. Definiciones basicas y descripcién de un proceso es-
tocastico

Definicién 4.1 Un proceso estocdstico es una coleccion de variables aleatorias {X¢,t € T}

definidas sobre un espacio de probabilidad (2, A, P).

Obsérvese que el indice y el conjunto de indices se denotan mediante las letras ¢ y T', respectiva-
mente. La razén para ello es que en su origen los procesos estocasticos surgen del estudio de la
evolucién temporal de fendmenos aleatorios. Ello no presupone nada respecto a la numerabilidad
de T.

Una primera clasificacién de los procesos estocasticos toma como criterios el tipo de variables
involucradas y la dimension del indice. De acuerdo con ellos se pueden establecer cuatro tipos
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Figura 4.1: Ejemplos de los diferentes tipos de procesos estocasticos

de procesos,

= DTDV, acrénimo del inglés Discret Time / Discret Values, procesos con indice numerable
y variables discretas.

= DTCV, acrénimo del inglés Discret Time / Continuous Values, procesos con indice nu-
merable y variables continuas.

= CTDV, acrénimo del inglés Continuous Time / Discret Values, procesos con indice no
numerable y variables discretas.

= CTCV, acrénimo del inglés Continuous Time / Continuous Values, procesos con {ndice
no numerable y variables continuas.

La Figura 4.1 muestra la gréafica de un proceso de cada uno de los cuatro tipos.

4.2.1. Trayectoria de un proceso

Un proceso estocastico puede también ser visto como una funcién aleatoria con un doble
argumento, {X(t,w),t € T,w € Q}. Si con esta notacién fijamos w = wy, tendremos una
realizacion del proceso, X (-,wp), cuya representacion grafica constituye lo que denominamos la
trayectoria del proceso (sample path). La Figura 4.2 muestra cuatro trayectorias de un proceso
de Poisson.

Por el contrario, si lo que fijamos es t = t, estamos refiriéndonos a la variable aleatoria
Xt, = X(to,-). La lineas verticales que aparecen en la Figura 4.2 representan a las variables
aleatorias Nag y Nas, su interseccién con las cuatro trayectorias del proceso son las valores que
dichas variables han tomado en cada realizacion.
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Figura 4.2: Trayectorias de un proceso de Poisson y realizaciones de las variables Nog y Nas

4.2.2. Distribuciones finito-dimensionales

Un proceso estocastico se describe a partir de las distribuciones de probabilidad que induce

sobre R™. Si {t1,to,...,t,} C T es un subconjunto finito cualquiera de indices, la distribucién
conjunta del vector (Xy,, X4,,...,X;,) vendra dada por
Fo ot (Bt Ttg -y 0t,) = P(Xyy Sy, Xy, <., (4.1)

que recibe el nombre de distribucion finito-dimensional del proceso. Estas distribuciones pueden
igualmente venir dadas en términos de la funciones de densidad o probabilidad conjuntas del
vector.

Un proceso estocastico se describe especificando sus distribuciones finito-dimensionales, que
permiten obtener la probabilidad de cualquier suceso involucrado en el proceso. Hay que ad-
vertir, no obstante, que el conjunto de distribuciones finito-dimensionales no determina por
completo las caracteristicas del proceso!, por lo que en ocasiones hay que definir ciertas condi-
ciones o propiedades adicionales. Si el proceso se puede especificar completamente a partir de
dichas distribuciones, decimos que el proceso es separable.

Dos de estas propiedades son las que conocen como incrementos independientes y de Markowv.
Veamos en qué consisten.

Definicién 4.2 (Incrementos independientes) Se dice que un proceso estocdsticos tiene
sus incrementos independientes si para t; < to < ... < t,, las variables

Xy, — X, Xy — Xty oo, Xy, — Xy (4.2)

n—17
son independientes.

Definicién 4.3 (Markov) Se dice que un proceso estocdsticos es un proceso de Markov si la
evolucion del proceso depende solo del pasado inmediato, es decir, dados t; <to <...<t,

P(th € B‘Xt17Xt27 B th—l) = P(th € B|th—1)a (43)

1En la péagina 319 del libro de Billingsley, Probability and Measure, 2nd Ed., hay un ejemplo relativo al
proceso de Poisson
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donde B es cualquier conjunto de Borel (suceso) en R.

La condicién (4.3) puede igualmente expresarse en términos de las funciones de densidad o de
probabilidad, segin sea la naturaleza de las variables del proceso,

ftn|t1,...,tn,1 (e |Teys e 2y, ,) = ftn|tn,,1 (w1, |2,y )-

En el caso discreto las probabilidades P(X;, = x,|X:, , = 2,,—1) se denominan probabilidades
de transicién, cuyo conocimiento caracteriza completamente el proceso de Markov.

Ambas propiedades estdn relacionadas. En efecto, los incrementos independientes implican
la propiedad de Markov, pero el reciproco no es cierto. En el caso discreto la implicacién
demuestra facilmente,

P(th = Qj‘n‘th =T1,-.-, th—l = $n_1)

= P(X:, —Xt, , =@p —Tn1|Xyy =21,..., Xt = Tn—1) (4.4)
P(th - th,I =Tn — :Enfl'th,l = xnfl) (45)
P(X,, = al X, = 20 1), (16)

donde el paso de (4.4) a (4.5) es consecuencia de la independencia de los incrementos.

4.2.3. Funciones de momento

Las llamadas funciones de momento, obtenidas a partir de los momentos de las variables
involucradas en un proceso estocéstico, juegan un papel muy importante a la hora de conocer
su comportamiento y en las aplicaciones del mismo. Las mas relevantes son las siguientes:

Funciéon media.- Se define como
ux(t)=E[Xy], teT. (4.7)

Para su obtencién tendremos en cuenta el tipo de variables que conforman el proceso. En
el caso discreto,

ux()= 3 @P(X, = a),

z€Dx,
donde Dy, es el soporte de X;.

En el caso continuo,

uo = [ Z 2fi(2)d,

Funcién de autocorrelacién.- Se define a partir del momento conjunto de dos variables aso-
ciadas a dos tiempos cualesquiera, t1 y t2,

R(tl, tg) == E[thth}. (48)
Para el caso discreto (4.8) se obtiene mediante

R(ty,t2) = Z 129 P( Xy, = 21, Xp, = 22).

r1€Dx, x2€Dx,,

En el caso continuo

o0 o0
R(t17t2):/ / 12 [0, (71, T2)dx1d2s.
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Funcién de autocovarianza.- Se define a partir del momento central conjunto de dos varia-
bles asociadas a dos tiempos cualesquiera, t1 y ts,

Cltr,ta) = E[(Xe, — p(t2)) (X, — pu(t2))]; (4.9)

con sus correspondientes versiones discreta y continua. Se deduce facilmente la siguiente
relacién entre R(t1,t2) v R(t1,t2),

C(tl,tg) = R(tl,tg) — M(tl)ﬂ,(tz).

El caso particular t; = 5 = t recibe el nombre de funcién varianza, o*(t) = C(t,t). Por
altimo, la funcion de correlacion se obtiene mediante
C(t1,t2)
Vo2 (t)o2(ts)’
que como es bien sabido verifica |p(t1,t2)] < 1. Algunos autores, particularmente en el

campo de las Series Temporales, reservan el nombre de funcidn de autocorrelacion para
esta ultima funcién.

pt,t2) =

Hay que advertir que todas las definiciones anteriores tiene sentido si las correspondientes
integrales o series son finitas.

Ejemplo 4.1 Consideremos el siguiente proceso estocdstico del tipo CTCV,
X = Asin(wot + 0),t € R,

donde A y O son wvariables aleatorias independientes, con © ~ U(—m, 7). Oblengamos sus
momentos.

u(t) = E[Asin(wpt + O)]
= FE(A)E[sin(wot + O)]
1 T
= pa oo - sin(wot + 6)df
= A" 0=0.
La autocorrelacion vale
R(ti,t2) = E[Xy X,]

= E[A2 sin(wotl + @) Sin(WQtQ + @)]

= E(A?)E[sin(wot; + O)sin(woty + O)] (4.10)
1

= E(A?). 5 {E[coswp(t1 — ta2)] — E[cos(wo(t1 + t2) + 20)]} (4.11)

1
= §E(A2) coswq(t] — t2).

Para pasar de (4.10) a (4.11) hemos aplicado

cos(a — f3) —
sinasin § = (a—f) COS(O[JF/B).
2
Obsérvese que j1(t) = 0 es constante y que R(t1,t2) depende de t; —ta, en realidad de |t —t3]
porque cos(a) = cos(—a). Como mds tarde veremos, un proceso de estas caracteristicas se dice

que es estacionario en sentido amplio (wide-sense stationary, WSS ).
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4.3. Algunos procesos estocasticos de interés

4.3.1. Procesos IID

Se trata de procesos constituidos por variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas (IID). Como consecuencia de ello, las distribuciones finito-dimensionales se obtienen
facilmente a partir de la distribucién comidn. Si F'(z) denota la funcién de distribucién comin
a todas las X; del proceso,

Ft1,t2,...,tn, ([Etl,Itz, e ,Itn) = P(th S Lty ,th S l‘tn) = F(l’tl)F(ItQ) e F(Itn).
Las funciones de momento tiene también expresiones sencillas. Asi, la funcién media vale
u(t) = B(Xy) = p,

donde u es la esperanza comun a todas las X;.
La funcién de autocovarianza vale 0 porque,

C(t1,t2) = E[(Xy, — pu(t1))(Xe, — pult2))] = E[(Xy, — p(t1))|E[(Xe, — p(t2))] = 0,
y para t; =ty = t da lugar a la varianza comtn, o%(t) = o2. Es decir,

con={ % SnTY

g, Sit1:t2.

De la misma forma, la funcién de autocorrelacion es

2 .
T8 sity # to;
R(tl’tZ):{ 0%+ pu?, sity =to.

De entre los procesos estocasticos IID existen algunos de especial interés.

Proceso de Bernoulli.- Se trata de una sucesién (' = N) de variables Bernoulli indepen-
dientes, X,, ~ B(1,p). La sucesién de lanzamientos de una moneda (cara=1, cruz=0) da
lugar a un proceso de Bernoulli. La media y la varianza del proceso valen

p(n)=p,  o*(n)=p(l—p).

La obtencién de cualquier probabilidad ligada al proceso es sencilla. Por ejemplo, la pro-
babilidad que los cuatro primeros lanzamientos sean {C++C}={1001} es

P(X1=0,X,=1,X3=1,X4=0) = P(X;=0)P(X;=1)P(X3=1)P(X;=0)

Procesos suma IID

La suma de procesos estocdsticos es una forma de obtener nuevos procesos de interés. A
partir de una sucesién (T' = N) de variables IID definimos el proceso suma de la forma

Sn:X1+X2—|—+Xn, nZl,

o también
Sn = Op-1+ Xna



4.3 Algunos procesos estocasticos de interés 81

con Sp = 0.

Si el proceso original es un proceso IID, el proceso suma tiene incrementos independientes
para intervalos de tiempo no solapados. En efecto, para el caso en que las X son discretas, si
ng<n<nyyne<n<ng, conn; < no,

Sﬂl _STLO = Xn0+1 +"'+X7l1
Sﬂ3_5n2 = Xn2+1+"'+Xn3'

Cada sumando estd constituido por variables que son independientes de las del otro, lo que
supone la independencia de los incrementos. Observemos ademas que para ng > nq,

Sng - Snl — Ani+1 + -+ XTL2 - Xl + X2 + - 'Xngfnl - Sn27n1~
Por ejemplo, si las variables son discretas lo serd la suma por la expresién anterior tendremos,
P(Snz - Sn1 = y) = P(S’ﬂz—n1 = y)

La probabilidad depende tan sélo de la longitud del intervalo y no de su posicién, por lo que
decimos que el proceso suma tiene los incrementos estacionarios. Méas adelante nos ocuparemos
con detalle del concepto de estacionariedad y las propiedades que de él se derivan.

Las distribuciones finito-dimensionales del proceso suma se obtienen haciendo uso de las
propiedad de incrementos estacionarios independientes. Si ny < ng < --- < ng,

P(S,, =%1,Sn, =T2,...,5n, =Tk) =

= P(Sp, =21,80, — Sn; =T2—x1,...,80, — Snp_, = Tk — Tp—1)
= P(Sp, =21)P(Sn, — Sny =22 —21) ..., P(Sp, — Sn,_, = Tk — Tp—1)
= P(Sp, =21)P(Sny—n, =22 —21) ..., P(Snj—nyp_y = Tk — Th—1)- (4.12)

Si las variable del proceso original son continuas, es ficil obtener una expresion equivalente a
(4.12) para la densidad conjunta,

ISy Sy Sy (@1, 025 @) = fs, (@) fs,, . (@2 —@1) - fs,, ., (@ —@p—1).  (4.13)

Las funciones de momento del proceso suma se derivan facilmente de los momentos comunes a
las variables del proceso original. La media y la varianza valen,

w(n) = B(S,) =nu,  o?(n) =var(S,) = no?,

donde 1 y 02 son la media y la varianza comunes a las X. La funcién de autocovarianza es

C(ni,nz) = E[(Sn, —nip)(Sn, — nap)
= E {Z(Xi - u)} > (X -m
= ZZE[(Xi = 1)(X; — )]
= ZZCOU(Xi,Xj).

Como X; y Xj son ii.d.,

o2, sii=j;
COU(X”’XJ’):{O sii j.
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En definitiva,
min(ni,n2)
C(ni,ne) = Z o? = min(ny,ng)o’. (4.14)
i=1

Veamos tres ejemplos interesantes de procesos suma.

Camino aleatorio.- Se trata de proceso estocastico que describe el desplazamiento aleatorio
de un movil en R™. En el caso unidimensional, del que nos ocuparemos por més sencillo,
el mévil se desplaza a saltos unitarios e independientes por la recta real, haciéndolo hacia
la derecha con probabilidad p y hacia la izquierda con probabilidad 1 — p. Al cabo de n
desplazamientos, la posiciéon del moévil viene dada por S,, = Dy + Dy + --- + D,,, donde
Dy, tiene por funcién de probabilidad,

1—p, siz=-1;
fe(x) =4 p, six=1;
0, en el resto.

Si en los n desplazamientos k de ellos lo han sido hacia la derecha y los restantes n — k en
sentido contrario, la posicién final serd S,, = k — (n — k) = 2k — n por lo que su funcién
de probabilidad valdra,

fs,(2k —n) = P(S, =2k —n) = (Z)pk(l —p)" 7k k=0,1,...,n. (4.15)

La media y la varianza del camino aleatorio unidimensional valen,

n

> E(Dy) =n(2p—1),

k=1

=
S
I
jsa
=
I

0?2 =wvar(S,) = Zvar(Dk) = 4np(1 — p).
k=1

la funcién de autocovarianza vale, aplicando (4.14),
C(n1,n2) = min(ny, ng)4dp(l — p),
y la de autocorrelacion,
R(n1,n2) = C(n1,n2) + pu(ny)pu(ng) = min(ng, ng)4p(1 — p) + nina(2p — 1),

Proceso Binomial.- Si el proceso original es un proceso Bernoulli, el proceso suma resultante
es el proceso de recuento o Binomial, que proporciona el nimero de éxitos entre las n
primeras pruebas de Bernoulli. Se llama asi porque, como bien sabemos, las variables
del nuevo proceso son S, ~ B(n,p). Para obtener las distribuciones finito-dimensionales
podemos utilizar (4.12),

P(Sn1 =m1,5n2 ng,...,Snk Zkk) =
= P(Sp, =m1)P(Spy—n, =ma—my) ..., P(Sn,—n,_, =Mk — Mk_1)

n noe —n N — Nj—
(Y (Y (2 Yo
mi mg — My mE —Mg—1
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La media del proceso Binomial vale
pu(n) = E(Sp) = np,
que no es constante y crece linealmente con n. Su varianza es
o*(n) = var(S,) = np(1 - p),
y las funciones de autocovarianza y autocorrelacion,

C(n1,n2) = min(ny,n2)p(l —p),  R(ni,ng) = min(ny, ng)p(l — p) + ningp?.

Proceso suma Gaussiano.- Se obtiene a partir de la suma de variables X ~ N(0,0?), lo que
implica que S,, ~ N(0,n0?). Utilizando (4.13) obtenemos la densidad de las distribuciones
finito-dimensionales

fsnlas'n27"')snk (xl’x2"' 7xk) =
1 2 1 _ (@p—ep_q)?
= 767 2ny02 L .. e 2(njp—np_1)o? .

ov/2rn; o\/2m(ng, — ni—1)

Las funciones de momento valen,

w(n) =0, o?(n)=no? C(ni,n2) = R(ni,ng) = min(ny,ny)o.

4.3.2. Ruido blanco

Un ruido blanco es un proceso estocdstico con media cero, u(t) = 0, varianza constante,
02(t) = 0% y con componentes incorreladas. Como consecuencia de ello, la funcién de autoco-
varianza y autocorrelacion coinciden y valen,

2, =t
R(tl,tQ):C(tl,tQ):{ g ti ;étz

La definicién es véalida tanto si se trata de una sucesion, t discreto, como si ¢ es continuo.

Un proceso IID es, segun estd definicién, un ruido blanco, porque la independencia de las
variables implica la incorrelacién. En ocasiones se da una definicion mas restrictiva de este tipo
de procesos, al exigir que las variables sean independientes. Como veremos a continuacion, sélo
en el caso de que las variables sean normales o gaussianas ambas definiciones son equivalentes.

4.3.3. Proceso Gaussiano

Se trata de un proceso en el que sus variables X; ~ N(u(t),0%(t)) y sus distribuciones
finito-dimensionales son normales multivariantes,

-3 o
fl@y, @eyy o ya,) = %6_%("_”) = l(x_“), (4.16)
2
donde
O—% 012 0 O1(n—1) O1n
H 012 0'% Tt 02(n—1) O02n
w=| 2. == : ,
in Tin-1) O2n-1) ' On_y Tn—n

O1n O2n ot O(n=1)n On
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son el vector de medias y la matriz de covarianzas del vector (Xy,, Xt,, ..., X, ). Esta definicién
es valida tanto para tiempos discretos como continuos.

Si el proceso Gaussiano es tal que p; = 0,Vi, 0;; = 0, # j y 0? = 02, Vi, estamos en pre-
sencia de un caso particular de ruido blanco, el ruido blanco Gaussiano, que dadas las particu-
lares propiedades de la Normal multivariante, en la que incorrelacién equivale a independencia,
esta constituido por variables independientes.

La importancia del proceso Gaussiano reside de una parte en sus propiedades, heredadas de
las propiedades de las Normal. Dos de ellas convienen ser destacadas,

1. las distribuciones finito-dimensionales del proceso estdn completamente especificadas con
los momentos de primer y segundo orden, es decir, p y X,

2. la transformacién lineal del proceso da lugar a un nuevo proceso Gaussiano (ver pagina

61).

Por otra parte, son muchos los fenémenos relacionados con sefial y ruido que pueden ser mode-
lizados con éxito utilizando un proceso Gaussiano.

4.3.4. Proceso de Poisson

Consideremos una sucesion de ocurrencias de un determinado suceso a lo largo del tiempo.
Sea X el tiempo de espera necesario para que el suceso ocurra por primera vez, X, el tiempo
transcurrido entre la primera y la segunda ocurrencia, y en general, X; el tiempo entre las
ocurrencias consecutivas ¢ — 1 e 7. El modelo formal que describe este fenémeno es una sucesion
de variables aleatorias definidas sobre un determinado espacio de probabilidad.

Otra caracteristica de interés ligada al fendmeno es el niimero de sucesos que han ocurrido
en un determinado intervalo de tiempo |t1,t3]. Por ejemplo, para t; = 0 y to = t, definimos la
variable N; ={ndmero de sucesos ocurridos hasta el tiempo t}. Es del proceso estocéstico que
estas variables definen del que nos vamos a ocupar. Si la sucesion de tiempos de espera verifica
las siguientes condiciones iniciales,

C1) no pueden ocurrir dos sucesos simultdneamente,
C2) en cada intervalo finito de tiempo ocurren a lo sumo un nimero finito de suceso, y

C3) los tiempos de espera son independientes e idénticamente distribuidos segiin una
Exp(A),

el proceso recibe el nombre de proceso de Poisson y es un proceso del tipo CTDV. En efecto,
las variables N; son variables discretas que toman valores en {0,1,2,...}.

Para estudiar el comportamiento probabilistico de las variables N; es conveniente recurrir a
una nueva sucesion de variables, S,,, definidas a partir de los tiempos de espera entre sucesos,

S, = zn:Xzy n >0,
i=1

con Sy = 0. La variable S,, representa el tiempo transcurrido hasta la llegada del n-ésimo
suceso. Como consecuencia de C1 y C2, la sucesion es estrictamente creciente,

0=5Sy<S1<8S<---, supsS, = .
n

La Figura 4.3 muestra graficamente la relacién entre las S, y las X, a través de una realizacion
de un proceso de Poisson.
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Figura 4.3: Tiempos entre sucesos, X;, y tiempos acumulados, Sy, en un proceso de Poisson

La distribucién de S,,, al ser suma de exponenciales ITD con pardmetro comun A, viene dada
por (2.5.3) y es una G(n,1/X), conocida como distribucién de Erlang cuya densidad es,

()"t

gn(t) = Ame )

t>0,

y cuya funcién de distribucion es,

()R )k
Gu(t) =) e a7 k') =1-e¢ MZL k') , (4.17)
k>n ’ k>0 ’

como facilmente se comprueba derivando.
El nimero N; de sucesos que han ocurrido en el intervalo |0, ¢] es el mayor n tal que S,, < ¢,

N; = méx{n; S, <t}.
Teniendo en cuenta esta relacién es facil deducir que
{N; > n} ={S, <t}, (4.18)

y combinando (4.18) y (4.17),

Es ahora facil obtener

PN, = n) = M (4.19)

Es decir, N; ~ Po(\t), lo que justifica el nombre dado al proceso. Este resultado nos permite
ademds darle significado al pardmetro A porque, si recordamos que E(N;) = At, se deduce
de aqui que X es el nimero de suceso que ocurren por unidad de tiempo, una caracteristica
especifica del fenémeno aleatorio que da lugar al proceso. Estudiemos algunas propiedades del
proceso de Poisson.
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Incrementos independientes y estacionarios

La sucesién de tiempos acumulados es un proceso suma obtenido a partir de variables
exponenciales IID y como tal, tiene incrementos independientes y estacionarios. Dada la relacién
(4.18) que liga las Ny y las S, es légico pensar que también el proceso de Poisson goce de
la misma propiedad. La implicacién no es inmediata si tenemos en cuenta que al considerar
los tiempos de espera sobre un intervalo cualquiera |¢,t + s], el primero de ellos puede estar
contenido sélo parcialmente en él, tal como se muestra en la Figura 4.4. En ella observamos que
Niis— N = my que parte del tiempo transcurrido entre el suceso Ny y el Nyy1, X, 41, estd en
(t,t+ s], en concreto la que hemos denotado mediante Yy, +1. La comprobacién de la propiedad
no es sencilla, razén por la cual no la presentamos en estas notas. El lector interesado puede
consultarla en las paginas 310-311 del texto de Billingsley (1995) donde se demuestra también
que Yy, 11 ~ Exp()N)

XN,+1
f_j%
YN, +1 X N,+2 X N, +m
— : ——t
t
sucesos Nt Nt+1 Nt+2 Nt+(m—l) Nt+ m

Figura 4.4: Relacién entre los tiempos de espera y un intervalo arbitario (¢,t+ s] en un proceso
de Poisson

Mas sencillo resulta comprobar la estacionariedad de los incrementos. En efecto, dada la
independencia entre las X;, como Yy, 1 depende exclusivamente de Xy, 41 y de Sy,

XN,+1— YN, 41 =t — Sn,,

Yn,+1 sera también independiente de todos los tiempos de espera posteriores, Xn, 1k, k > 2. La
consecuencia inmediata es que la variable N, s — N; estd relacionada con la suma de variables
exponenciales 11D,

m
YN+ Y Xntk,
k=2

de forma semejante a como N; lo estd con las X;. A efectos practicos y gracias a la propiedad
de falta de memoria es como si desplazaramos el origen de tiempos a t. Asi pues

—As (As)m

P(NH_S—Nt:m):P(Ns:m):e ml

, (4.20)

y podemos escribir, en general, que si to > t1, Ny, — Ny, ~ Po(A(t2 —t1)), que depende sélo del
incremento de tiempos y no de su posicién. Son pues estacionarios.
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Distribuciones finito-dimensionales y funciones de momento

La independencia y estacionariedad de los incrementos permite obtener facilmente las dis-
tribuciones finito-dimensionales. Para el caso de dos tiempos cualesquiera, to > t1,

P(Nt1 = nl,Nt2 = n2) = P(Nt1 = nlyNtz - Nt1 =n2 _nl)
= P(N¢, =n1)P(Ny, — Ny =np —nq)
e—Atl (Atl)nl 67)\(t27t1) ()‘(t2 - tl))winl
n1! (’Ilg — nl)'
ot AP (B2 — )"

ﬂll(ng — Tll)'

Por induccién obtendriamos la expresién para cualquier niimero finito de tiempos.
Por lo que respecta a las funciones de momento,

Media del proceso.- Como ya vimos anteriormente

u(t) = At. (4.21)

Funcién de autocorrelacion.- Para dos tiempos cualesquiera t5 > t1, haciendo uso de
la estacionareidad e independencia de los incrementos,

E[N,N,] = E[N;, + (Ny, — Ni,))Ny, |
= E[N2]+ E[Ny, — Ny, |E[Ny,]

M1+ N2 4 Aty — )M\t

= A+ At

Si t; > to intercambiariamos t1 y to en la expresion anterior. En consecuencia, la funcion
de autocorrelacion vale

R(t1,t2) = E[Ng, Ny, | = Amin(ty, ta) + N2t1ts. (4.22)

Funcién de autocovarianza.- De la relacién entre R(t1,t2) v C(¢1,t2) se deduce
C(t1, tg) = R(tl, tg) — M(t1)/,&(t2) = )\min(tl, tg). (423)

Para t; =t =t obtendremos la varianza del proceso que, como en el caso de la variable
Poisson, coincide con la media

o?(t) = At. (4.24)

Proceso de Poisson y llegadas al azar

El proceso de Poisson surge de la necesidad de modelizar fendmenos aleatorios consistentes
en las ocurrencias sucesivas a lo largo del tiempo de un determinado suceso. Las particulas
radiactivas que llegan a un contador Geiger son un buen ejemplo. En este tipo de fenémenos es
costumbre hablar de “llegadas al azar” del suceso. Para entender el significado de la expresién
y al mismo tiempo justificarla, supongamos que observamos el proceso en un intervalo 0,] a
través de su variable asociada, Ny, y que el niimero de llegadas ha sido n, N; = n. Consideremos
un subintervalo cualquiera de ]0,¢], sin pérdida de generalidad podemos hacer coincidir los
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origenes de ambos intervalos, ]0,¢1] C [0,¢], y vamos obtener la probabilidad de que k de los n
sucesos hayan ocurrido en |0, ¢1]. Haciendo uso de las propiedades del proceso,

P(Ntl = k|Nt :n) — ( t1 s 4VE n)

P(Nt = n)
- P(Nt1 =k7Nt_t1 :n—k)

[e 2 (At /RN [e M (Nt — 1)) /(n — K)Y]
e=M(\t)" /!
n! e~ MR (t — ¢k
Kn— k) =N Angn

o\ (b -\t

- \k/) e t '
Es decir, N¢,|[N; = n ~ B(n,p) con p = t1/t, lo que significa que la probabilidad de que
cualquiera de los n sucesos ocurra en |0,t1] es proporcional a la longitud del subintervalo o,
equivalentemente, los n sucesos se distribuyen uniformemente, al azar, en el intervalo 0, ¢].

Este resultado tiene una aplicaciéon inmediata en la simulacién de un proceso de Poisson de
pardmetro . En efecto, un sencillo algoritmo para simular las llegadas en un intervalo 0, ¢] es

1. Generar un valor de una variable Po(At), lo que nos dard el nimero de llegadas.

2. Si el valor anteriormente simulado es ng, generar ny valores de una U(0, t), que determi-
naran los tiempos de llegada de los ng sucesos.

Las funciones para genera valores de variables Poisson y Uniformes estdn disponibles en cual-
quier ordenador.
Derivacion alternativa del proceso de Poisson

Existe una forma alternativa de obtener el proceso de Poisson basada en resultados elemen-
tales de Teoria de la Probabilidad y estableciendo condiciones iniciales para el fenémeno. Con
la notacién habitual, estas condiciones son:

CA1) sity <ty < ts, los sucesos {N¢,—¢, =n} y {Ny,—t, = m} son independientes, para
cualesquiera valores no negativos de n y m,

CA2) los sucesos {Ny,—y, = n}, n = 0,1,..., constituyen una particién del espacio
muestral y P(N.,_¢, = n) depende sélo de la diferencia to — ¢4,

CA3) si t es suficientemente pequenio, entonces P(N; > 2) es despreciablemente pequenia
comparada con P(N; = 1), es decir

P(N,>2) . 1-P(N,=0)—- PN, =1)

I - -
io P(N,=1)  tlo P(N, = 1) 0
lo que equivale a
1—-P(N;=0)
lim ——= = 1.
o PN, = 1)

El desarrollo de esta alternativa, del que no nos ocuparemos en estas notas, es intuitivo, in-
teresante y sencillo. Aconsejamos al lector de estas notas consultarlo en Stark y Woods (2002),
Gnedenko (1979) o en el material complementario Montes (2007).
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Generalizacién del proceso de Poisson

El proceso de Poisson admite generalizaciones en varios sentidos. La més inmediata es
aquella que suprime la estacionariedad admitiendo que su intensidad A\, nimero de ocurrencias
por unidad de tiempo, dependa del tiempo, A(¢) > 0, V¢t > 0. Tenemos entonces un proceso de
Poisson no uniforme o no homogéneo, en el que su media vale

u(t) = /0 ‘M)z, Vi3 0.

4.3.5. Senal telegrafica aleatoria (RTS)

El proceso conocido como RTS, Random Telegraph Signal en inglés, es un proceso relacio-
nado con el proceso de Poisson. Se trata de un proceso CTDV en el que la variables X; toman
s6lo dos valores simétricos, {—a, a}, de acuerdo con el siguiente esquema.

1. Xy = £a con igual probabilidad p =1/2,

2. X; cambia de signo con cada ocurrencia de un suceso en un proceso de Poisson de pardme-
tro A.

Un proceso de estas caracteristicas surge cuando toda la informacién de interés en una senal
aleatoria estd contenida en los puntos donde se produce un cambio de signo, los puntos donde se
cruza el eje de las X’s. Como las variaciones de amplitud carecen e interés, el esquema anterior
proporciona un modelo sencillo para el estudio de este tipo de fenémenos.

La funcién de probabilidad de X; depende del valor Ny, mas concretamente de su paridad.
En efecto,

P(X; = £a) = P(Xy = +a|Xo = a)P(Xo = a) + P(X; = £a|Xo = —a)P(Xo = —a). (4.25)

De la definicién del proceso se deduce que X; y Xy tomaran el mismo valor si N; = par, en
caso contrario tomaran valores opuestos. Asi,

P(X; = +a|Xg =+a) = P(N; =par)
_ Y (At)2r
= n%:o R (4.26)

Para sumar la serie observemos que

b At (AD)* + (=) (At)2"

Sustituyendo en (4.26)

At — At 1
P(X; = +a|Xo = +a) = e_’\t% = S+, (4.27)
Anélogamente,
P(X, = +a|Xo — Fa) — e MO0 L Lo 4.28
(Xe = %alXo = Fa) = e M E T = Z(1 ), (1.25)
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Sustituyendo en (4.25)

B _ 11 oy Lo oy | 1
P(X;=4a) = 5 |:2(1+€ )+2(1 e ) =3
N S R VN | —aany | 1
P(X;=—a) = 5 {2(1 e )+2(1+e ) =3

lo que no dice que el proceso RTS toma cualquiera de los dos valores con igual probabilidad en
cualquier instante de tiempo.

™ 3 — i
N © |
o 7| |
~ :
©
N :
o !
U UL = '
—_— o I
I '
~ :
% A S ] :
™ _| Q| .
I o J
T T T T T T T T T T T T T
0 2 4 6 8 10 -3 -2 -1 0 1 2 3
realizacion de un proceso RTS funcién de autocorrelacion

Figura 4.5: Realizacién de un proceso RTS con a =1 y A = 1,5 y su correspondiente funcién
de autocorrelacién

Distribuciones finito-dimensionales y funciones de momento

Para dos tiempos cualesquiera t y s, si t > s,
fst(@,y) = P(Xs = 2, Xy =y) = P(Xs = 2| Xy = y)P(X; = ),

sis>t
fst(w,y) = P(Xs =2, Xy =y) = P(X; = y|Xs = 2) P(Xs = 9).

En cualquiera de los dos casos lo que determina el valor es la paridad de Nj;_g,

$P(Nj_s =par) = 3 x 3(1+ e_2>‘|t_s|), siz =y,

fst($7y) = (429)
%P(N|t_s| = impar) = % X %(1 — 672)‘“75'), six # .

La media del proceso RTS es nula dada la simetria de las variables Xy, u(t) = 0. La varianza

vale

2

(1) = B(X2) = a? x % F(—a)? x =g,

N | =
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Las funciones de autocorrelacién y autocovarianza coinciden por ser la media nula,

C(t1,t2) = E(X¢, X,)
G’ZP(th = th) - GQP(XH 7é Xt2))

probabilidades que se obtienen a partir de (4.29),

C(t17t2) = a2P(Xt1 = th) - GQP(XH 7é Xt2)
a’ —2A|t1—ta| a’? N
= 5(1 +e ) - 7(1 —e )
= Q2 Pti—ta| (4.30)

La funcion se amortigua a medida que aumenta la diferencia entre ambos tiempos, disminuyendo
asi la correlacién entre ambas variables. En la Figura 4.5 se muestran las graficas de una
realizacién de un proceso RTS y de su funcién de autocorrelacién, en la que se aprecia el efecto
de amortiguaciéon mencionado.

4.3.6. Modulacién por desplazamiento de fase (PSK)

La transmision de datos binarios a través de ciertos medios, la linea telefénica seria un
ejemplo, exige una modulacién de dichos datos. La modulacién por desplazamiento de fase
(PSK del inglés Phase-Shift Keying) es un método basico que consiste transformar los datos, una
sucesién de variables aleatorias independientes todas ellas Bernoulli uniformes, B,, ~ B(1,1/2),
en una sucesién de dngulo-fase ©,, que se utiliza para modular el cos(27 fyt) de la portadora de
la senal. Para ello definimos,

| +m/2, siB,=1;
On = { —m/2, si B, =0, (4.31)

y el angulo del proceso mediante
O, = 0Oy, para kT <t < (k+1)T, (4.32)

donde T es una constante que denota el tiempo de transmisién de un bit, que suele elegirse
como multiplo de 1/ fy para tener asi un ndmero entero de ciclos en el tiempo de transmisién
del bit. El inverso de T' se denomina la tasa de baudios.

El proceso de la senal modulada es el proceso PSK, cuya expresion es

X = cos(2m fot + Oy). (4.33)

Para la obtencién de las funciones de momento del proceso es conveniente hacer uso de las
funciones,

(@) _ J cos(@mfot), 0<t<T;
W) = { 0, en el resto, (4.34)

(s) = Sin(27rf0t)7 0<t<Ty
R = { 0, en el resto. (4.35)
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Aplicando la férmula del coseno del dngulo suma y teniendo en cuenta la relacién (4.32), pode-
mos escribir

cos(2mfot +©1) = cos(0;) cos(2m fot) — sin(O,) sin(27 fot)
k=+o0 k=+oc0
= Z cos(Or)h) (t — kT) — Z sin(O)h') (t — kT)
k=—o00 k=—o00
k=400
= — Y sin(Op)h(t — kD), (4.36)
k=—o

donde el primer sumatorio se anula porque todos sus términos son 0, puesto que si recordamos
(4.31), O = £7/2,Vk y en consecuencia cos(0y) = 0, Vk. La expresion (4.36) permite obtener
facilmente p(t) = 0 dado que sin(©) = £1 con igual probabilidad.
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Figura 4.6: Realizacién de un proceso PSK y su correspondiente funciéon de autocorrelacién

Las funciones autocovarianza y autocorrelacién coinciden, para calcularlas recurriremos nue-
vamente a (4.36) y a la versién numerable de la covarianza de una suma (expresién 2.11 en la
pdgina 53).

R(t1,t2) = E(Xy, X1,) = »_ Elsin(0y) sin(0))]h*) (t; — kT)h®) (t, — IT),
k,l

pero teniendo en cuenta la independencia de la sucesién original y que Oy = +m/2,Vk,

. . 0, sik#I
E[sin(Oy) sin(©;)] = { 1 osikel
con lo que
k=+o0
R(ty,ta) = > hO(ty — kTR (ty — kT).

k=—oc0
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Por definicién, el soporte de h(®)(t) es el intervalo [0,T], por lo que el anterior sumatorio
serd siempre nulo a menos que 3k tal que t1 y to estén ambos en [(kg —1)T, koT[. Si denotamos
por t* =t mod T, la expresién final de R(t1,t2) serd

RO EDHRI(E5), st [t1/T] = [t2/T] 5

R(t1,t2) = { 0, en el resto, (4.37)

donde |-] representa la parte entera por defecto del argumento. La Figura 4.6 muestra una
realizacién de un proceso PSK y su funcién de autocorrelacion.

4.3.7. Proceso de Wiener. Movimiento Browniano
Limite de un camino aleatorio

El camino aleatorio que describimos en la pagina 82 era la suma de desplazamientos inde-
pendientes a derecha e izquierda, de forma que sélo saltos unitarios estaban permitidos en uno u
otro sentido en cada intervalo unitario de tiempo. Imaginemos ahora desplazamientos pequenos
de longitud A que se producen en intervalos de tiempo pequenos de longitud 7, cuando despla-
zamiento y tiempo tiendan a cero obtendremos un proceso cuyas realizaciones seran funciones
continuas en el tiempo. Debemos precisar en que condiciones tienden a cero ambas cantidades.

Consideremos una particula situada en el origen. En cada intervalo de tiempo 7 se desplaza
una cantidad aleatoria Z de manera que

P(Z=+A)=p, PZ=-A)=1-p=gq,

siendo los distintos desplazamientos independientes. Se trata de una variable dicotémica con
media y varianza
pz=p-aA,  of=dpgA’,

y cuya funcién caracteristica vale
SDZ(U§A) _ E(eiuZ) _ peiuA + qefiuA.

En un tiempo ¢ se habrén producido n = [t/7| desplazamientos, siendo X; la posicién final
de la particula. Dicha posicién es por tanto la suma X; = Y | Z;, con las Z; i.i.d como la Z
anterior. Asi, la funcién caracteristica de X; valdrd

©x, (’U,;T7A) — E(eiuXt) — (peiuA + qe—iuA)n — (peiuA + qe—iuA)I_t/‘rJ' (438)
La media y la varianza de X; se obtienen facilmente a partir de puz y 0%,

px, = t/T](p—a)D, o = [t/T]4pgA’.

Nuestro objetivo es A — 0 y 7 — 0 de manera tal que obtengamos un resultado razonable.
Por ejemplo, por razonable podriamos entender que media y varianza de X, para t = 1, fueran
finitas e iguales a p y o2, respectivamente. Ello supondria que A y 7 deben tender a cero de

forma tal que
(r—aA dpgA*
— = Uy — o”.
T T

Para ello debe cumplirse,

1 (Y Y R wi
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Estas relaciones suponen que tanto p como ¢ deben ser valores muy préximos a 1/2 si queremos
evitar degeneraciones en el proceso limite y que A es de un orden de magnitud mucho mayor
que T puesto que como infinitésimo A = O(71/2).

La distribucién de probabilidad limite de las X; podemos conocerla a través del comporta-
miento limite de su funcién caracteristica, para ello sustituiremos (4.39) en (4.38)

1 ' 1 4 t/T
ox, (u;T) = [2 <1 + ”;ﬁ) eMoVT 4 3 (1 - “f) e‘“‘”ﬁ} ; (4.40)

y desarrollaremos en potencias de 7 la expresién entre corchetes. Hecho esto y haciendo 7 — 0,
tendremos

1
wx, (u) = exp(ptu — S o*tu),

que es la funcién caracteristica de una N (ut, o%t).

Observemos ademéas que el proceso formado por la variables X; hereda las propiedades
del camino aleatorio que lo genera, al fin y al cabo lo tinico que hemos hecho es aplicar el
teorema Central de Limite a la suma de variable dicotémicas que definen X;. De entre ellas
conviene destacar la propiedad de incrementos independientes y estacionarios. Asi, si ty < ta,
Xi, — X, ~ N(u(tz — t1),0°(t2 — t1)).

Para obtener ahora las distribuciones finito-dimensional del proceso limite podemos recurrir
a la expresién (4.13), que proporciona la densidad conjunta a partir de las densidades de los
incrementos. Sit; <ty < ... < t,,

Jtitortn Tty Ty -5 @8,) = fo, (T4 fro—ty (Tt — Te)) -+ fro—t (T4, — Tt,_,)
2
N =
V2mo?ty
(e, 2t )= (ntn—pty_1)]2
1 —3 (P )

e
202 (ty — tn—1)

1J (@tg —uty)?
e 2 o2ty

\/(27r02)"t1 sty — tp1)

(@, —t, 4 Y= (ptn —pty 1)1 }
o2(ta—tn_1)

S

que es la densidad conjunta de una Normal multivariate. El proceso limite es un proceso Gaus-
siano con incrementos independientes.
Proceso de Wiener

El proceso de Wiener es un proceso limite como el descrito en el parrafo anterior con
p=q=1/2.

Definicién 4.4 (Proceso de Wiener) Un proceso de Wiener es un proceso estocdstico Wy,
que verifica,

1. Su wvalor inicial es 0, P(Wy =0) = 1.
2. Sus incrementos son independientes.

3. Para 0 <ty < t, el incremento Wy, — Wy, ~ N(0,0%(ta — t1)).
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Los fundamentos matematicos del proceso fueron establecidos por Norbert Wiener, matematico
americano especialista en inferencia estadistica y teoria de la comunicacién. El proceso es co-
nocido también como movimiento browniano, expresién utilizada para describir el movimiento
aleatorio de las moléculas de un gas al entrechocar entre si, que recibe este nombre en honor
de Robert Brown, un boténico del siglo diecinueve que lo describié por primera vez.

La media y la varianza del proceso de Wiener son ya conocidas,

w(t) =0, o*(t) = ot

Autocovarianza y autocorrelacién coinciden. Para su obtencién, como los incrementos son in-
dependientes procederemos como hicimos en (4.22) y (4.23), obteniendo,

C(t1,t2) = R(t1,t2) = o> min(ty, ta). (4.41)

Observemos que las funciones de autocovarianza del proceso de Wiener, (4.41), y el proceso de
Poisson, (4.23), son iguales a pesar de tratarse de dos procesos de naturaleza muy distinta. Las
trayectorias del segundo son funciones escalonadas mientras que las del primero son continuas.
Esta igualdad pone en evidencia que las funciones de momento son sélo descripciones parciales
del proceso.

4.3.8. Cadenas de Markov

Un proceso estocdstico X; es un proceso de Markov si verifica la propiedad de Markov,
(4.3), enunciada en la pagina 77. Recordemos que dicha propiedad supone que la evolucién del
proceso depende tan sélo de su pasado inmediato. En términos de probabilidad, si las variables
del proceso son discretas, la propiedad se expresa mediante,

P(Xt,p =@t [ Xe, =04, Xy = 24) = P(Xypy = 2,0 | X, = 21,). (4.42)
Si las variables del proceso son continuas su expresion es
P(th+1 < Ltryr |th < Ltpyeees Xt1 < xtl) = P(th+1 < Ltypa |th < xtn)’ (443)

o sus equivalentes en términos de las funciones de probabilidad o de distribucién, respectiva-
mente.

Algunos de los procesos estudiados hasta ahora son procesos de Markov. En efecto, los
procesos suma IID y el proceso de Poisson tenian incrementos independientes y como vimos en
(4.6), ello implica que poseen la propiedad de Markov.

Para el proceso RTS, recordemos que el valor de Xy, ., = %a y que su valor depende exclu-
sivamente del signo que tenga X; y de la paridad de Ny, ,_;,, nimero de cambios (sucesos)
del proceso de Poisson subyacente, y es por tanto un proceso de Markov.

Hay, obviamente, procesos que no cumplen la condicién. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 4.2 (Un proceso que no es de Markov) Consideremos el siguiente proceso,
1
Yn == i(Xn + Xn—l)a

donde las X son independientes, ambas Bernoulli con p = 1/2. Un proceso de estas carac-
teristicas recibe el nombre de proceso de medias mdviles de orden 2, puesto que se define a
partir de la media aritmética de las dos ultimas realizacion de otro proceso.
La funcion de probabilidad de Y, se calcula facilmente. Por ejemplo,
1

P(KLZO) :P(Xn :OaXn—l :O) = Z
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Para el resto,
1 1
P(Yn:1/2):§, P(Ynzl)zz.

Obtengamos ahora la probabilidad condicionada para dos valores consecutivos de Yy,

=1,Y,1=1
(=1l =1y2) = THoZbtnt 212

P(Yn—l = 1/2)
 P(Xu=1,X, 1 =1,X, 5=0)
P(Yn_1 =1/2)
_ 81
12~ 4

Si tenemos informacion de un instante anterior, por ejemplo, Y,_o = 1, podemos calcular,

PY,=1,Y, 1 =1/2Y, 5=1)

P(Y, =1|Y,_1 =1/2,Y, ,=1) = Ay T
n— - b n— -

pero el suceso {Y, =1,Y,_1 =1/2} ={X, =1,X,-1 = 1,X,,_o = 0} y el suceso {Y,,_o =
1} ={X,_2=1,X,_2 =1}, con lo que ambos sucesos son incompatibles, por tanto,

P(Y, = 1Y 1 =1/2,Y, 5 =1)=0# P(Y, = 1|[Y,_1 = 1/2)

y el proceso no puede ser Markowv.

Cadenas de Markov discretas

Si el proceso de markov es DTDV, recibe el nombre de cadena de Markov discreta. Este tipo
de procesos son de un gran interés practico y vamos a ocuparnos de ellos con cierto detalle.

Es costumbre designar mediante X el inicio de la cadena. El soporte de las X,,, S =
{s0, 81, 2, .-}, se denomina espacio de estados de la cadena, que puede eventualmente ser
finito. Por razones de simplicidad nos referiremos a los valores de s; solamente mediante su
subindice 1.

Probabilidades iniciales y de transiciéon.- Las probabilidades iniciales son

Wi:P(XOZi), WiZO,Vi, Z?Tizl.

Las probabilidades de transicién de un paso, p;;, designan
Pij = P(XnJrl = ]|Xn = Z)
y supondremos que no varian con n. Diremos que son probabilidades de transiciéon ho-

mogéneas.

Las distribuciones finito-dimensionales se obtienen ficilmente a partir de las p;; si hacemos
uso de la propiedad de Markov y del teorema de factorizacién (1.2). En efecto,

P(Xn =ip, Xp1=1ipn-1,-..,X0 = iO) =
= P(Xn = iann—l =lp_1,--.,X0 = ’Lo) .- P(X1 = il‘XQ = ’Lo)P(XQ = ’Lo)
= P(X, =in|Xn-1=1tn-1) - P(X1 = 11| X0 =i0)P(Xo = ip)

Pin_1,inPin_2,in_1 " Pig,i1Tig-
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La cadena de Markov discreta, X,,, queda completamente especificada con las probabili-
dades iniciales y la llamada matriz de transicion de un paso, que recoge las probabilidades

del mismo nombre,

Poo
DP1o
P — P20

Pio

Po1
b1
P21

Pi1

Po2
D12
o (4.44)

De acuerdo con el significado de p;; las filas de la matriz suman la unidad,

Zpij = 17 Vi.
J

Probabilidades de transicién de n pasos.- Las probabilidades de transicion de n pasos,

pij(n) = P(Xps+r = j| Xk =1), Yn>0

proporcionan las probabilidades de pasar del estado 7 al estado j en n pasos o transiciones.
Como en la anterior expresion las probabilidades de transiciéon no dependen de k,

pij(n) = P(Xp4x = j| Xk =1) = P(X,, = j| X0 =1), Vn>0, Vk>0.

Vamos a obtenerlas recursivamente. Para obtener p;;(2), consideremos la particién del es-
pacio muestral constituida por los sucesos {X; = k}, k € S, tendremos que 2 = Up{X; =

k}. Podemos escribir,

P(X; = jlXo=i) = P({X2=j})[Uf X, = K}]|Xo =)

> P(Xy =4, X1 = k|Xo =)
k

_ ZP(X2:j,X1 =k, Xo=1)

k

P(Xo =)

P(Xy = j|X1 =k, Xo = i)P(X) = k| Xo = 1) P(Xo = i)

= 2

k

Z PikPkj,
k

P(Xo = i)

ZP(X2 =j|X1 = k)P(X; = k| Xo = 1)
k

(4.45)

pero la expresién(4.45) no es més que el producto de la fila 7 por la columna j de la matriz
P, que siendo vélida para Vi, j, permite escribir

P(2) = PP = P2

Aplicando recursivamente el razonamiento anterior llegaremos a

P(n) = P(n— 1)P = P". (4.46)
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Esta ecuacion puede también escribirse
P(n+m)=P"P™",
que término a término se expresa de la forma

pij(n+m) Zp““ n)pr;(m), n,m>0,Y(i,j) € S. (4.47)

Expresiones conocidas como las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov.

Probabilidades de los estados después de n pasos.- Las probabilidades m; constituyen
la distribucién inicial sobre el espacio de estados, S. La distribuciéon después de n pa-
SOs sera

™ = P(X, =1i)
P ({Xn =i} () [U{Xn1 = j}])
ZP({Xn =i} N{Xp_1=7j})

ZP(Xn =i|Xpn1 =J)P(Xn_1 =)

J
n—1
>
J

resultado que podemos expresar en forma matricial,
7w = xg(n—Vp, (4.48)
Aplicando recursivamente (4.48) podemos relacionar 7w(™ con w = 7(®),

7™ = 7P, (4.49)

Ejemplo 4.3 (Paquetes de voz) Un modelo de Markov para la transmision de paque-
tes de voz supone que si el n-ésimo paquete contiene silencio, la probabilidad de que siga
un silencio es 1 —a y « st lo que sigue es voz. En el caso contrario dichas probabilidades
son 1 — B, para el paso de voz a voz y B par el paso de voz a silencio. Si representamos
los dos estados con voz = 1 y silencio = 0 el esquema de las transiciones posibles seria
el que muestra la Figura 4.7.

S
(o] Sk
\/

B

Figura 4.7: Probabilidades de transicién en el modelo de transmisiéon de paquetes de voz
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Si X, es la variable que indica la actividad en un paquete de voz en el tiempo n, se trata de
una cadena de Markov discreta con espacio de estados S = {0,1} y matriz de transicion

l—« o
P= .
[ g 1-0 ]
la matriz de transicion de orden n vale

n__ 1 [Ba) (-a=f" a -a
Pa+ﬁ{ﬂa}+ o+ [ }

cuyo limite es

copn_ L B o
nh—{rgoP _a+ﬂ|:ﬂ Oé:|.

Por ejemplo, si « =1/10 y 8 =2/10, en el limite

s P = 3 1s )

El proceso goza ademds de una interesante propiedad. Si la distribucion inicial es
T =po, T =1—po,

aplicando (4.49) y pasando al limite podemos obtener la distribucion limite del espacio de
estados,

lim 7™ =7 limP" = [ po 1p0}|:§§§ 1?2]:[2/3 1/3 ].

que no depende de la distribucion inicial.

Equilibrio de una cadena de Markov.- La propiedad que acabamos de ver en el ejemplo
significa que la cadena de Markov tiende a una situacién estacionaria a medida que n
aumenta.

Observemos que si, en general,

limp;;(n) = 7T§e), Vi,

la consecuencia es que
h’Tan ﬂ'J(.n) = Zﬂﬁe)m— = Wée), Vj.
i

La distribucion sobre el espacio de estados tiende a una distribucién fija independiente de
la distribucién inicial 7r. Se dice que la cadena ha alcanzando el equilibrio o una situacion
estable. La distribucién alcanzada, 7(¢) recibe el nombre de distribucidn de equilibrio o
estacionaria.

La distribucién de equilibrio puede obtenerse, si existe, sin necesidad de pasar al limite.
Para ello basta recurrir a (4.48) y tener en cuenta que 7(™ y (=1 tienen por limite
comun la distribucién estacionaria. Bastard con resolver el sistema de ecuaciones,

e = zlep, (4.50)
con la condicién adicional 3, '® = 1.
Si nuestro sistema se inicia con la distribucién de equilibrio, por (4.49) y (4.50)

2™ — p@pn — p(e)
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Ejemplo 4.4 (Continuacién del ejemplo 4.3) La distribucidn de equilibrio podriamos

haberla obtenido utilizando (4.50). Si w(€) = [W(()e) ﬂge)], el sistema a resolver es

w(()e) = (1- 04)71'(()6) + ﬂﬂe)
wge) = om(()e) +(1- ﬁ)wge),
que da lugar a una unica ecuacion, om'(()e) = Bﬂe) que junto con 7T(()e) + W%e) =1 conduce a
©_ B @ _ _«
N P ™ ol

No todas las cadenas de Markov gozan de esta propiedad de equilibrio. El ejemplo siguiente
lo demuestra.

Ejemplo 4.5 (Proceso Binomial) El proceso Binomial que describiamos en la pdgina
82 es una cadena de Markov puesto que se trata de un proceso suma de Bernoullis inde-
pendientes, B ~ (1,p). Dada su definicion, en una transicion el proceso permanece en el
mismo estado o lo incrementa en una unidad, segun que hayamos obtenido un fracaso o
un éxito en la prueba de Bernoulli correspondiente. La matriz de transicion serd,

1—p P 0 0
p_ 0 1—p P 0

0 0 1—-p »p
Se comprueba que Vj, mj(n) — 0 cuando n — oc.

Cadenas de Markov continuas en el tiempo

Si el proceso de markov es CTDV, recibe el nombre de cadena de Markov continua en
el tiempo. Como en el caso de las cadenas discretas, también ahora la matriz de transicién
especifica completamente la cadena.

La distribucién finito-dimensional para n + 1 tiempos arbitrarios t; < t3 < ... < t, < {tn+1,
viene dada por

P(th+1 = LTty th = Tty - 7Xt1 = mtl) =
= P(Xt = Tty |th = xtn) e P<Xt2 = Tty |Xt1 = xt1)P(Xt1 = xtl)’ (451)

n+1

que exige conocer las probabilidades de transicion entre dos tiempos cualesquiera t y ¢t + s,
P(Xt+s:j|Xt:i), VSZO

Supondremos que dichas probabilidades son homogéneas y dependen tan sélo de la diferencia
de tiempos,

P(Xiqs = j|Xi = i) = P(X, = j[Xo = 1) = pi;(s), Vs>0,Vt

La matriz de transicién viene ahora referida a un intervalo de tiempo ¢, de forma que P(t) =
[pij (t)] denota la matriz de probabilidades de transicidn en un intervalo de tiempo t.
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Ejemplo 4.6 (Probabilidades de transicién para el proceso de Poisson) Para el pro-
ceso de Poisson de pardmetro X,

pij(t) = P(Ny = j — i) = e_Mmy j>i
La matriz de transicion para un intervalo de duracion t serd
e M )\te:\i‘t ()\t)Qe_:‘:/Q D
O I

Cuando t — 0, podemos sustituir e~ por los primeros términos de su desarrollo en serie de
potencias, despreciando las potencias mayores o igual a 2, con lo que la matriz de transicion
adopta la forma,

1—AAt AAL 0 0
P(AL) = 0 1— At AAL 0

0 0 1—AAt MAt

Tiempo de permanencia en un estado.- El proceso RT'S modelizaba el cambio de signo de
una senal aleatoria y es una cadena de Markov continua en el tiempo que sélo presenta dos
estado, S = {—a, +a}. El cambio se signo estado se produce con cada llegada de un suceso
en el proceso de Poisson subyacente. Como los tiempos de llegada son exponenciales, se
deduce que el tiempo T; que la cadena permanece en le estado i es Exp(A).

Esta propiedad, inmediata, en el caso del proceso RTS, es una propiedad general de este
tipo de cadenas de Markov. En efecto, si desde que el proceso alcanzé el estado i ha
transcurrido un tiempo s, la probabilidad de que su estancia en él se prolongue por un
tiempo r vale

PT>r+s|T;>s)=P(T; >r+s|Xy=1), 0<t<s,

pero por la propiedad de Markov, lo tnico relevante es donde estaba la cadena en el
tiempo s, lo que equivale a reestablecer el origen de tiempos en s y por tanto,

P(T;, >r+s|T;>s)=P(T; >r).

El tiempo de ocupacién carece pues de memoria, pero esta es una propiedad exclusiva de
la distribucién exponencial y la conclusion es que T; ~ Exp()\;) v

P(T; >r) =e ™",

El tiempo medio de permanencia del proceso en el estado i serd E(T;) = 1/);.

Obsérvese que el pardmetro depende del estado i, pudiendo ocurrir, como sucede en el
proceso RTS, que \; = A, Vi. Una vez el proceso ha entrado en ¢ se incia el tiempo T;
de su permanencia en él, pero independientemente de lo que esta dure, la transicién a
un nuevo estado j se lleva con probabilidad p;;, que podemos asociar a una cadena de
Markov discreta que decimos estd empotrada en la original.
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4.4. Procesos estacionarios

En la pagina 81 introduciamos el concepto de estacionariedad al comprobar que las dis-
tribucién ligada a los incrementos dependia tan sélo de la diferencia de tiempos y no de su
posicién.

El concepto de estacionariedad recoge una propiedad comtn a muchos procesos consistente
en que su comportamiento probabilistico no cambia con el tiempo. La definicién formal es la
siguiente.

Definicién 4.5 (Proceso estacionario) Un proceso estocdstico X; se dice que es estaciona-
rio si sus distribuciones finito-dimensionales son invariantes por traslacion. Es decir,

Ftl,tz,...,t”(l‘lam27"-7:1;1’7,) = Ft1+‘f',t2+‘f',...,tn+7'($l7x27'-'7:577,)) V(t1)t27"'7tn)) VT' (452)

la primera consecuencia de esta definicion es que las distribuciones individuales de las variables
que componen el proceso no dependen de ¢, puesto que de (4.52) se deduce

Fy(z) = Fiir(2) = F(z), V7,
y como consecuencia
u(t) = E(Xy) = p, Vi
o’(t) = E[(X; — p)?] = 0.

Las distribucién conjunta de (X, Xy,) dependerd tan sélo de la diferencia de tiempos,
to — t1. Basta para ello hacer 7 = t; en (4.52),

Fy, 1, (x1,22) = Foty—t, (21, 22), Vi, ta.

La consecuencia es que los momentos de segundo orden y las funciones correspondientes depen-
den también, solamente, de dicha diferencia.

R(t1,t2) = R(ta — t1), C(t1,t2) = C(ta — t1), Vi1,ta.

Algunos de los procesos antes definidos gozan de esta propiedad. Asi, el proceso IID es
estacionario porque

Ftl,tg,...,tn(xlsza"'axn) = F(Irl)F(l"n)
= = Ft1+r,t2+r,.4.,tn+r($17 Z2, ... ,xn),
V7,t1,t2,...,t,. Sin embargo, el proceso suma IID no es estacionario porque recordemos que

su media y varianza valfan p(n) = nu y 0?(n) = no?, que crecen con n y no son constantes.

Ejemplo 4.7 (Estacionariedad del proceso RTS) FEl proceso RTS se estudid en la Seccion
4.8.5. Recordemos que el proceso toma sélo dos valores simétricos, {—a,a}, de acuerdo con el
stguiente esquema.

1. Xy = %a con igual probabilidad p = 1/2,

2. X; cambia de signo con cada ocurrencia de un suceso en un proceso de Poisson de pardme-
tro \.
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Obtengamos la distribucion finito-dimensional, para lo que haremos uso de la propiedad de
incrementos independientes que el proceso RTS hereda del proceso de Poisson subyacente.

P(th :$17...,th :l'n) =
= P(th = xl)P(Xt2 :$2|Xt1 :CCl)P(Xt = ¢,

n

th_l = xtn—l)' (453)

Las probabilidades condicionadas que aparecen en la expresion dependen del nimero de cambios
que se han producido entre los dos tiempos implicados, mas concretamente de la paridad de
Nit,—+,;), numero de sucesos ocurridos en el intervalo de tiempo. Aplicando (4.29)

LP(Ni o= par) = 1+ D), iz =
P(Xy; = x| Xy, = 13) =
%P(Nm—t” = impar) = (1 — e 2Mi=tl) | sz # a;.

Si efectuamos ahora una traslacion T de todos los tiempos, |t; —t;| = |(t; —7) — (t; — 7)|, ¥
P(Xy; = 25| Xy, = 23) = P(Xp;47 = 2] Xpy4r = 35),

y como P(Xy, = x1) = 1/2,Vt1,Vx1, se deduce la estacionariedad del proceso RTS.

Si generalizamos el proceso RTS de manera que P(Xo=+a)=p y P(Xo=—-a)=1—-pla
estacionariedad se pierde. En efecto, en (4.53) las probabilidades condicionadas no cambian al
efectuar la traslacion T, pero si pueden hacerlo P(Xy, = x1). Por ejemplo, si x1 = a,

P(X;, =a) = P(Xy =a|lXo=a)P(Xo=a)+ P(Xs, =a|Xo=—a)P(Xy=—a)
= pP(Ny, = par) + (1 — p)P(Ny, = impar)
1
= 5(1 — e M 4 9pe A,

Al efectuar la traslacion,

P(Xi1r=a) = P(X¢4r=0alXo=a)P(Xg=a)+ P(X¢,4r = a|Xo=—a)P(Xo = —a)
— P(Nuysr = par) £ (1~ p)P(Niy 1+ = impar)
1

— 7(1 _ 6—2)\(t1+7') + 2])6_2)\(t1+7—)).

Sélo cuando desde el inicio hay equiprobabilidad, p = 1/2, P(X; = +a) = 1/2,Vt (véase la
demostracion en la Seccidn 4.3.5) ambas probabilidades coinciden.

4.4.1. Estacionariedad en sentido amplio (WSS)

Definicién 4.6 Decimos que un procesos estocdstico es estacionario en sentido amplio (WSS,
Wide-Sense Stationary) si su media es constante y su funcién de autocorrelacion (autocova-
rianza) es invariante por traslacion. Es decir,

/L(t):p,, Vt, vy R(tl,tg):R(tl +T7t2+T)ZR(T)7 Vi, ts.

La WWS es una propiedad mas débil que la estacionariedad. Esta tltima implica a aquella
pero no al revés, como pone de manifiesto el siguiente contraejemplo.

Ejemplo 4.8 (WSS -» la estacionariedad) FEl proceso X, esta formado por dos procesos
intercalados de variables independientes, sin = 2k, X,, = +1 con probabilidad 1/2; sin = 2k+1,
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X, toma los valores 1/3 y -3 con probabilidad 9/10 y 1/10, respectivamente. El proceso no puede
ser estacionario porque su funcion de probabilidad varia con n.
Por otra parte, se comprueba fdcilmente que

p(n) =0, Vn,
Y
_{ E(Xn)E(Xy,) =0, sing #ng;
C(nlanQ) - { E(X?ll), si Ny = no.

El proceso es WSS.

Propiedades de la funcién de autocorrelacién de un proceso WSS

En un proceso WSS la funcién de autocorrelacién tiene una serie de propiedades que por su
interés posterior vamos a deducir.

PA1l) ParaT=0
R(0) = R(t,t) = B(X?), ¥,

que es la potencia media del proceso.
PA2) La funcién de autocorrelacién es una funcién par. En efecto,
R(7) = E(Xt1- X4),
y haciendo s =t + 7,

R(7) = BE(Xy4r X1) = B(X,X,_r) = R(—7).

PA3) La funcién de autocorrelacién mide la tasa de cambio del proceso en términos de proba-
bilidad. Si consideramos el cambio que ha sufrido el proceso entre ¢t y t + 7,

P(|Xi1r — X¢| >e) = P(|Xeyr — Xi]* >€9) (4.54)
E[(Xtyr — X3)?
< [( +E2 ) ] (455)
_ BIX?,, + X7 — 22X, X{]
52
2[R(0) — R(T
_ 2[R( )52 ()] (4.56)

El paso de (4.54) a (4.55) se hace en virtud de la desigualdad de Markov.

La expresion (4.56) indica que si R(7) crece despacio, la probabilidad de cambio para el
proceso es pequena.

PA4) La funcién de autocorrelacién alcanza su méximo en 0. Aplicando la desigualdad de
Schwartz, [E(XY)]? < E(X?)E(Y)?), a X417 vy X,

R(r)? = [BE(Xu- X))” < B(X{,,)E(X}) = R(0)%.

y por tanto |R(7)| < R(0).
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PA5) Si 3d; R(d) = R(0), la funcién de autocorrelacién es periddica con periodo d. Aplicando
de nuevo la desigualdad de Schwartz a Xy ;14 — Xiqr v X4,

{Bl(Xtsr+d — Xewr) X} < Bl(Xpsra — Xear)?] BIXT],
que en términos de R(7) podemos escribir
[R( +d) — R()]* < 2[R(0) — R(d)|R(0).
Como R(d) = R(0) entonces R(T + d) = R(7),V7 con lo que la funcién es periddica de
periodo d.

Por otra parte de
E[(Xtra — Xi)?] = 2[R(0) — R(d)] =0,
se deduce que el proceso es periédico en media cuadratica.

PAG6) Si X; = m + N; donde N; es un proceso de media cero con Ry (7) —= 0, entonces

Rx (1) = E[(m+ Neyr)(m+ Ny)] = m?+2mE(N;) + Ry (1)
m? + Ry (1) —= m2.
Deducimos de estas propiedades que la funcién de autocorrelacion puede tener tres tipos de
componentes,

1. una componente que se aproxima a 0 cuando 7 — 00,
2. una componente periddica, y

3. una componente con media no nula.

Processos Gaussianos y estacionariedad

Hemos visto que la WSS — estacionariedad, pero este resultado tiene un excepcién en el caso
del proceso Gaussiano. Como vimos en la Seccién 4.3.3, las distribuciones finito-dimensionales
del proceso estan completamente especificadas mediante su vector de medias y la matriz de
covarianzas.

Si el proceso Gaussiano es WSS, sabemos que u(t) = p,Vt y C(t1,t2) = g(|t1 — t2|). La
consecuencia inmediata es que las distribucién conjunta de (X, , Xy,,..., Xy, ) serd invariante
por traslacion y el proceso serd estacionario.

Ejemplo 4.9 (Un proceso Gaussiano de medias mdéviles) Definamos

Y. — Xn + Xn—l
n — 2 )
donde X,, es un proceso Gaussiano IID con media 0 y varianza o>.
La media de Y,, es también 0 y su covarianza

1
Cy(nhnz) = ZE[(XM +anl)(an ‘*‘anl)

1
= EE[anX’ﬂz + X’an’ﬂz—l + an—ang + X’I’L1—1X’n2—1)

02/2, sing —mng=0;
o?/4, |ni—no|=1;
0, en el resto.
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El proceso Y, es por tanto WSS y ademds es Gaussiano por ser combinacion lineal de variables
Gaussianas. Las distribuciones finito dimensionales del proceso estan especificadas con el vector
de medias nulo y la matriz de covarianzas que define Cy (n1,ns).

4.4.2. Procesos cicloestacionarios

Son muchos los procesos que surgen de la repeticion periddica de un experimento o fenémeno
aleatorio. Es 16gico pensar que la periodicidad del proceso influya en su comportamiento pro-
babilistico. Surge asi la nocién de cicloestacionariedad.

Definicién 4.7 (Proceso cicloestacionario (CE)) Decimos que el proceso X; es cicloesta-
cionario, CE si sus distribuciones finito-dimensionales son invariantes por traslacion mediante
multiplos enteros de un cierto periodo T. Es decir, ¥(t1,ta,...,tn) yVk € Z,

Fi oot (01,02, 00 20) = Fy 0 kT to kTt 44T (1, T2y o, Ty (4.57)
El concepto de WSS también tiene ahora su equivalente.

Definicién 4.8 (Proceso cicloestacionario en sentido amplio (WSC)) Decimos que el
proceso Xy es cicloestacionario en sentido amplio, WSC' si su media y su funcion de autocova-
rianza son invariantes por traslacion mediante multiplos enteros de un cierto periodo T,

M(t + kT) = /,L(t), C(tl + kT, ts + kT) = C(t1, tg). (458)
Es fécil comprobar que CE — WSC, pero no al contrario.

Ejemplo 4.10 Consideremos el proceso

2nt
X; = Acos (T) .

La distribucion conjunta de (X¢,, X4y, ..., Xt,) €s

Fiyton (1,22, 2n) = P(Xy, <a1,...,X, <)
= P[Acos(2nt1/T) < xq,...,Acos(2nt,/T) < x,]
= P[Acos(2n(t1 + kT)/T) < x1,...,Acos(2m(t, + kT)/T) < x,)

= Ft1+kT,t2+kT,...,tn+kT($17 T2y ,l‘n),
y el proceso es cicloestacionario.

El proceso del ejemplo anterior es periédico en el sentido que todas sus trayectorias lo son. No
debe por ello sorprendernos que el proceso sea cicloestacionario. Hay procesos con un compor-
tamiento ciclico que no tienen ese tipo de trayectorias y que no pudiendo por ello ser cicloesta-
cionarios, son WSC. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 4.11 Un modem transmite senales binarias 0 y 1 IID de la siguiente forma,
= para transmitir un 1, emite una senal rectangular de amplitud 1 y duracion T,

= para transmitir un 0, emite una senal rectangular de amplitud -1 y duracion T'.
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Figura 4.8: Una trayectoria del proceso de pulsos modulados

La Figura 4.8 muestra la trayectoria correspondiente a la secuencia de datos 11010.. ..
El proceso puede ser descrito mediante

—+oo
Xn = Z An]-[O,T[(t — TLT),

n=—oo

donde A,, = %1 segtin el valor a transmitir y 1o r((-) es la funcién indicatriz del intervalo [0, T7.
La media del proceso es 0 porque E(A,) = 0,Vn. La funcién de autocovarianza vale

+o00 foo
C(t1,ty) = E (Z Anl[oyT[(tl—nT)> ( Z Aml[w(tQ—mT)) (4.59)
+oo
= E| Y Aot —nT)lgr(ts — nT) (4.60)

1, si(t1,t2) € [nT, (n — 1)T[x[nT, (n — 1)TT;
0, en el resto.

El paso de (4.59) a (4.60) se debe a la independencia de las A,. La Figura 4.9 muestra la
regién del plano (celdas en gris) en la que C(t1,t2) vale la unidad, de donde se deduce que
C(t1 + kT, to + kT) = C(t1,t2) y el proceso es WSC.
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Figura 4.9: La funcién de autocovarianza del proceso de pulsos modulados



Capitulo 5

Transformacion lineal de un
proceso estacionario

5.1. Densidad espectral de potencia (PSD) de un proceso
WSS

El desarrollo en serie de de Fourier de una funciéon determinista permite expresarla como
una suma ponderada de funciones periddicas. Si la funcién no presenta cambios bruscos y varia
suavemente, los coeficientes (pesos) de la serie correspondientes a las sinusoides de baja fre-
cuencia presentan valores elevados frente a los de las altas frecuencias. Funciones muy variables
muestras una distribucién de coeficientes opuesta. Ello supone que la tasa de variacién de la
funcién estd relacionada con el valor de los distintos coeficientes, que considerados ellos mismos
como una funcién recibe el nombre de espectro de la funcién original.

La idea que subyace en este tipo de descomposiciéon es representar la funcién en el dominio
de las frecuencias y es trasladable a los procesos estocasticos, convirtiéndose en una herramienta
de gran utilidad como a continuacién veremos. Pero la traslacion no puede hacerse de forma
directa debido a la diferencia existente entre los fendmenos deterministas y aleatorios. Como ya
sabemos, las distintas realizaciones de un proceso dan lugar a diferentes funciones (trayectorias)
y por esta razén el espectro de un proceso estocastico expresa la variacién media de todas
aquellas trayectorias a lo largo del tiempo.

Por otra parte, conviene recordar ahora las propiedades que la funcién de autocorrelacién de
un proceso WSS poseia y que estdan enumeradas y demostradas en la pagina 104. En concreto
la PA3), en virtud de la expresién (4.56), mostraba cémo la funcién de autocorrelaciéon mide la
tasa de cambio del proceso en términos de probabilidad.

P(|Xt4r — Xo| > ) < w

De la sintesis entre esta propiedad y la descomposicion en serie de Fourier surge el concepto de
densidad espectral de potencia (PSD de sus siglas en inglés) que introducimos y estudiamos a
continuacién, distinguiendo entre procesos discretos y continuos en el tiempo.

5.1.1. PSD para procesos estocasticos WSS discretos en el tiempo

Definicién 5.1 Sea X; un proceso estocdstico WSS discreto en el tiempo, su espectro o densi-
dad espectral de potencia, P(w), es la transformada de Fourier de su funcidén de autocorrelacion
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k=400
P(w) = FIR(k)] = Z R(k) exp(—i2nwk), —oo <w < 0. (5.1)

k=—o00

Si tenemos en cuenta que R(k) = R(—k) y e + ¢! = 2cosx, la expresién (5.1) adopta la
forma
P(w) = R(0) +2 ) R(k) cos 27wk, (5.2)
k>1

lo que implica que P(w) es una funcién real par, P(w) = P(—w). De esta tltima expresién

para P(w) se deduce que es periédica con periodo 1, por lo que sélo consideraremos el rango de

frecuencias —1/2 < w < 1/2; pero dada su paridad bastard con definir P(w) para w € [0,1/2].
Podemos definir el espectro normalizado dividendo (5.2) por R(0), obtendremos

Pf(w)=1+2 Z Zig; cos 2nwk. (5.3)

E>1

En el caso de tratarse de un proceso centrado con p(n) = 0,Vn, el cociente

R(k) _ C(k)
e )]
&) ~ o) "
es la funcién de correlacién y (5.3) se escribe,
P w)=1+2 Z p(k) cos 2mwk. (5.4)

k>1

Ejemplo 5.1 (Espectro de un ruido blanco) Recordemos que si el proceso {X;} es un rui-
do blanco, u(t) = 0, o%(t) = o2, Vt y las variables son incorreladas (algunos autores exigen
independencia). Se trata, evidentemente, de un proceso WSS en el que

02, sik=0;

Ck) = R(k) = { 0, sik#0.
Sustituyendo en (5.2) tendremos
P(w) =02,

o bien su version normalizada,
P*(w) =1.

En cualquiera de sus formas, el espectro de un ruido blanco es constante para cualquier fre-
cuencia w, a semejanza de lo que ocurre con el espectro optico plano de la luz blanca, lo que
justifica el nombre que reciben este tipo de procesos.

PSD versus R(k)

La definicién de P(w) como F[R(k)] permite recuperar la funcién de autocorrelacién si P(w)
es conocida. Basta para ello recurrir a la transformada inversa de Fourier,

1/2 1/2
R(k) = F'[P(w)] = /_1/2 P(w)exp(i2mkw)dw = 2 ; P(w) cos(2mkw)dw. (5.5)
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Un resultado conocido como el Teorema de Wold (pueden consultarse detalles en el texto de
Priestley (1981)), afirma que cualquier funcién P(w) no negativa definida sobre [0, 1/2] define un
espectro y, en consecuencia, R(k) es una funcién de autocorrelacién si y solo si puede expresarse
de la forma (5.5) a partir de una de estas P(w). Se deriva de ello que las condiciones a cumplir
para ser funcién autocorrelacion son mucho mas restrictivas que la exigidas para el espectro.

Como herramientas matemadticas P(w) y R(k) son equivalentes por lo que respecta a la infor-
macioén que contienen del proceso subyacente. No obstante, como ya senaldbamos al comienzo
del Capitulo, el espectro permite conocer e interpretar las componentes ciclicas del proceso.
Veamos un ejemplo que evidencia este aspecto.

Ejemplo 5.2 (Espectro de un proceso autoregresivo de orden uno, AR(1)) Un proce-
so estocdstico AR(1) se define mediante,

Xt = OéXt_l + Zta (56)

donde {Z;} es una sucesién de ruido blanco y |a| < 1. La restriccidn para el valor de o es
necesaria para que el proceso sea WSS (ver la Seccion 5.1 de Montes (2007)).
Para calcular R(k) multiplicamos ambas partes de (5.6) por Xi_y, y al tomar esperanzas se
obtiene,
R(k) = aR(k —1),
y recursivamente,
R(k) = o*R(0) = af~?,

con R(k) = R(=k),k=0,1,2,..., siendo v? la varianza del proceso. Su espectro vale

+oo
Pw) = 92 Z oF exp(—i2rwk)
—0o0
= Y +42 Z oF exp(—i2rwk) + 2 Z oF exp(i2rwk)
E>1 k>1

—12 2
_ 2 (1 aexp(—i 7rw) n aexp(i 7rw) '
1 —aexp(—i2nw) 1 — aexp(i2mw)

Operando y teniendo en cuenta que e el =1 y que e ™ + €' = 2cosx se obtiene finalmente,

2 2
7 (1 -a?)
Plw) = . 5.7
(@) 1 — 2acos 2w + a2 (5.7)
A partir de (5.6) podemos obtener 2 en funcion de o = var(Zy;) ,
2 2,2 2 2 o?
V=Y o = y=——.
l-a
Sustituyendo en (5.7) se obtiene como expresidn alternativa para P(w),
2
Pw) 7 (5.8)

T 1—2acos2nw+a?

En la Figura 5.1 hemos representado (5.8) para 0 =1 y a = —0,5;0,5;0,9 y una trayectoria
de cada uno de estos procesos. El espectro para o = —0,5 (superior) es creciente lo que significa
un mayor peso de las altas frecuencias, la potencia se concentra en ellas, y ello se corresponde
con una trayectoria que alterna valores positivos y negativos con rdpidas oscilaciones entre unos
y otros. Para valores positivos de a los espectros son decrecientes, indicando predominio de bajas
frecuencias, mds acusado para o = 0,9 (inferior). Las trayectorias correspondientes muestran
oscilaciones menos frecuentes con largas permanencias de valores de un mismo signo.
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Figura 5.1: Espectro y trayectoria del proceso AR(1) para a = —0,5 (superior), a = 0,5 (central)
y a = 0,9 (inferior)

La existencia del espectro estd supeditada a la convergencia de la serie en (5.1). Hay procesos
en lo que ello no ocurre. Veamos un ejemplo y cémo resolver el problema.
Ejemplo 5.3 (Un espectro divergente) Consideremos el proceso
X; = Acosft + Bsinbt + Z;, (5.9)

con {Zy} una sucesion de ruido blanco con varianza o2, y A y B sendas variables aleatorias
IID com media 0 y varianza v* e independientes de Z;. La media del proceso serd por tanto
E(X:) =0 y su varianza,

var(X;) = E(A?)cos? 0t + E(B?)sin? 0t + E(Z?) = 4% + 2.
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La funcion de autocorrelacion, para t # s,

R(t,s) = FE{[AcosOt+ Bsinbt+ Z;][Acosfs+ Bsinbs + Z;]}
= FE(A?)cosftcosfs + E(B?)sin 0t sin 0s
= ~*cosf(t —s).
En definitiva,

2, 2 -
|y +of, sik=0;
R(k)_{ v2coskl, k#0,

y el proceso es WSS. Su espectro vale,

Pw) = 7 +0%+29? Z cos(k0) cos(2nwk)
k>1

= Y402 +29° Z[COS k(0 + 27w) + cos k(6 — 27w)],

k>1

que para w = 0/2m diverge y no existe.

Si se observa la expresion (5.1) constataremos que la definicion de F[R(k)] sdlo es vdlida si
la serie es convergente. Si la serie es divergente, como es ahora el caso, el problema se resuelve
recurriendo a una definicidn mds general de F[R(k)] que involucra el concepto de distribucidn,
y una desarrollo matemdtico fuera del alcance y las pretensiones de estas motas. Un proceso
discreto en el tiempo puede expresarse mediante una suma infinita de §’s de Dirac y podemos
aplicarle la definicion general de transformada de Fourier para distribuciones, puesto que la
delta de Dirac es una distribucion. Ambas definiciones coinciden si la serie es convergente,
como era de esperar para una definicion que queremos coherente. A efectos prdcticos, en una
situacion como la que nos encontramos admitiremos que P(w) puede ser infinito en valores
aislados que concentran la potencia del proceso. Lo expresamos recurriendo a la funcion 9,

P(w) =92+ 0% +29%5(w — 0/27).

Filtros lineales

Un filtro es simplemente una transformacién de un proceso X; para dar lugar a otro proceso
Y;. Si la transformacién es de la forma,

o0

Yi= Y a;Xiy, (5.10)

j=—o00

hablamos de un filtro lineal. Cada elemento del proceso resultante es una combinacién lineal,
eventualmente infinita, de elementos del proceso original. Si hay un nimero finito de a; distintos
de cero y X; es WSS, también lo serd Y;, pero en el caso de que la combinacién lineal sea
estrictamente infinita, la WSS de Y; depende de los a;.

Si ambos procesos son WSS, es interesante establecer la relacién entre Rx (k) y Ry (k) y
Px (w) y Py (w). Comencemos por la funcién de autocorrelacién,

Ry(k) = EMYY;)
= F (Z alth> Z antfkfj
l=—00 j=—00

= > > waRx(k+j-1). (5.11)

l=—00 j=—00
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Para obtener la relacion entre las funciones de densidad espectral bastara calcular la transfor-
mada de Fourier de ambas partes de (5.11),

k=+oc
Py(w) = > Ry(k)exp(—i2mwk)

k=—o0

= Z Z Z ala/jRX<k+j—l)€_i27TWk

k=—o00l=—00 j=—00

oo oo S
— Z Z Z alaij(k' +j— Z-)e—iZm,uleiZﬂwje—iQmu(k+j—l)

k=—0l=—oc0 j=—
o0 oo oo
— Z ale—i?rrwl Z ajeiQﬂwj Z Rx(k‘ +j— Z-)e—i27rw(k+j—l). (512)
l=—00 j=—00 k=—o0

Si hacemos h(w) =312 ae” ™! y un adecuado cambio de indices en el dltimo sumatorio,
(5.12) puede escribirse,
Py (w) = |h(w)]*Px (w). (5.13)

La funcién h(w) recibe el nombre de funcidn de transferencia del filtro lineal. Obsérvese que
la relacién entre las funciones de densidad espectral es mucho més sencilla que la que liga las
funciones de autocorrelacién, (5.11).

Ejemplo 5.4 (Un proceso MA(3) de un proceso AR(1)) A partir del proceso AR(1),
Xi=aXi1+ Zy,

con Zy un ruido blanco de varianza o2, definimos un nuevo proceso
1
Y= g(thl + Xt + Xi41),

un proceso de medias mdoviles de orden 3, MA(3), que no es mds que un filtro lineal con a; =
1/3,j=—-1,0,1 y a; = 0 para cualquier otro j.

Para obtener Py (w), recordemos el espectro del proceso AR(1) que obtuvimos en el ejemplo
5.2,

o2

Px (w)

~1—2acos2rmw +a?’
Por otra parte, la funcion de transferencia vale,

1, . : 1
h(w) = 5(612”“’ +14 e 2™) = g(l + 2cos 2mw),

1 1
|h(w)* = §(1 + 4 cos 2w + 4 cos? 2nw) = §(3 + 4 cos 2mw + 2 cos 4w).

Finalmente,
02(3 + 4 cos 2mw + 2 cos 4mw)

9(1 — 2 cos 27w + a2)

La Figura 5.2 muestra los espectros de ambos procesos y la funcion de transferencia que
los relaciona, para 0® = 1 y o = —0,5. El efecto del filtrado del proceso original es disminuir
la varianza, menor drea bajo el espectro, como resultado del suavizado que las medias mdviles
implican. El suavizado se evidencia también en la mayor presencia de bajas frecuencias en el
espectro de Yy.

Py(w) =
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Figura 5.2: Espectros y funcién de transferencia de los procesos MA(3) y AR(1)

Filtrado lineal de un ruido blanco: proceso lineal general

Un caso particular de (5.10) es el que resulta de filtrar una sucesién de ruido blanco, Z;,

con varianza o2,

Xy = a;jZ_;. (5.14)
j=0
Recordemos que Pz(w) = o2y
h(w) = Z TR
Jj=0
El espectro del nuevo proceso valdra

Px(w) = o®h(w)?

S S

_ 0_2 Z aj67i27rwj Z akeiQﬂ'wk
j=0 k=0
S

= o2 Z a? + Z Z ajake’m’w(k’j)
Jj=0 J#k

= o? ia?+222ajakcos27rw(kfj)
=0

k>1j<k

= o2 ia? +2 Z Z Ak —m A COS 2TWmMm (5.15)
j=0

m>1k>m

= b+ Z b cos 2mwm,

m>1
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con by = o2 Zzo a,? Y b =D s Ok—m k.

Este proceso se denomina proceso lineal general, y el caso de mayor interés en la préactica es
el que se obtiene cuando sélo un nimero finito de coeficientes a; son distintos de 0. Los procesos
ARMA, autoregresivos de medias moviles, son sin duda los més interesantes de entre los que
cumplen esta condicién. En la Seccién 5.1 de Montes (2007) nos ocupamos de ellos.

La WSS de X; no estd garantizada atin cuando Z; lo sea. Sélo lo estaria en el caso de
una combinacién lineal finita. El caso més general requiere una condicién sobre los a;. Para
obtenerla,

R(t,S) = E(Xth)

= ajalE(Zt,st,l). (516)

pero siendo Z; un ruido blanco, E(Z;—;Zs—;) # 0 s6lo si t — j = s — [, por lo que (5.16) se
escribira, si t < s,

(o)
R(t,s) = o* Z AjCj4s—t. (5.17)
j=0

Por (5.14) E(X;) = 0,Vt , y la expresién (5.17) evidencia que R(t,s) = R(s —t) = R(k), con lo
que el proceso sera WSS si la Z;io aja;4, es convergente Vk. Ello supone que para k = 0

0%, = R(t,t) = R(0) = Za? < o0. (5.18)
=0

Por otra parte, si R(0) es finito, como |px,x, .| < 1, tendremos

R(k) R(k)
lpxixi| = || =
9% 9%
y despejando
|R(K)| < |R(0)] < oo.
En definitiva, la condicion necesaria y suficiente para que el proceso lineal general sea WSS es

que Y77 af < oo.

5.1.2. PSD para procesos estocasticos WSS continuos en el tiempo

Definicién 5.2 Sea X; un proceso estocdastico WSS continuo en el tiempo, su densidad espectral
de potencia, P(w), es la transformada de Fourier de su funcidn de autocorrelacion R(T),

—+oo
P(w) = F[R(7)] = / R(7) exp(—i2nwT)dr, —00 < w < 00. (5.19)
En realidad P(w) se define como
1 T/2 2
Th’m TE X exp(—i2nwT)dr| |, (5.20)

T2
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pero un resultado conocido como el teorema de Einstein-Wiener-Khinchin establece la igualdad
entre (5.20) y (5.19). De ambas definiciones y de las propiedades de R(7) se derivan las siguientes
propiedades para P(w), anédlogas, como no podia ser de otra forma, a las que hemos visto en el
caso discreto.

PSDc1) De (5.20) se deduce que
P(w) >0, Vw.

PSDc2) En la propiedad PA2) de la pdgina 104, vimos que la funcién de autocorrelacién de
un proceso WSS es una funcién par, R(7) = R(—7) , en consecuencia la PSD es una
funcién real,

+oo
Plw) = R(7) exp(—i2nwT)dr
+oo
= R(7)(cos 2wt — isin 2nwT)dr (5.21)
+oo
= 2/ R(7) cos 2rwTdr, (5.22)
0

donde el paso de (5.21) a (5.22) se justifica porque la funcién seno es una funcién impar.

PSDc3) La expresion (5.22) y la paridad de la R(7) y de la funcién coseno implican la paridad
de PSD, P(w) = P(—w).

Recordemos la relacién entre las funciones de autocovarianza y autocorrelaciéon en un proceso

WSS,

Al calcular la PSD,

)] = FIC(r) + 117]
()] + Flp?
FIC(T)] + p?d(w),

I
l
Q
S

donde é(w) es la funcién delta de Dirac, que es la transformada de Fourier de una funcién
constante e igual a 1 en todo R. El comentario que hicimos al final del Ejemplo 5.3 es vélido
también ahora.

Observacién 5.1 (El fenémeno de aliasing) Al enumerar las propiedades de la PSD para
el caso continuo hemos mencionado su analogia con las del caso discreto, pero se observard que
ahora la periodicidad estd ausente. En la expresion (5.19) los limites de la integral son —oo y
400. La razén para ello es que cuando observamos un proceso en tiempo continuo es posible
identificar cualquier componente por elevada que sea su frecuencia, por el contrario, si la ob-
servacion se lleva a cabo a intervalos de tiempo, los efectos debidos a frecuencias superiores a
1/2 o inferiores a —1/2 son indistinguibles de los efectos de baja frecuencia. Este fendmeno se
conoce con el nombre de “aliasing”. Para ilustrarlo consideremos la funcidn

z(t) = cos 27tw,
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conw =wo+1/2 y0 < wy < 1/2. La funcidn es observada sdlo para tiempos enteros. Si
tenemos en cuenta que cosx = cos(x + 2wt) para t entero, y que cosx = cos(—x), las distintas

observaciones de x(t) cumplen,

at) =

cos 2mtw
cos(2mtw — 27t)
cos[2mt(wo + 1/2) — 27t

cos(2mtwy — t)
cos(mt — 2mtwy)
cos(2mtw’),

con w' = 1/2 —wy que verifica 0 < ' < 1/2. En definitiva, las frecuencias w > 1/2 no se
distinguen de las frecuencias w' < 1/2. La Figura 5.3 muestra el fendmeno, se observa en ella
que al muestrear s veces por sequndo, las muestras de una y otra sinuoside se confunden. En
procesamiento de senales se dice que cada una de las sinusoides se convierte en un alias para
la otra, de ahi el nombre que este fenomeno recibe.

0.5 1.0
|

0.0

|

-0.5
|

-1.0

il

0 10 20

30 40 50 60

Figura 5.3: El fenémeno de aliasing

PSD versus R(k)

Si la PSD es conocida, la transformada inversa de Fourier permite recuperar la funcién de

autocorrelacion,

—+oo

R(1) = FlP(w)] = / P(w) exp(i2rwT)dw. (5.23)

—0o0

De la definicién de R(7) se deducia que R(0) = E(X?). Aplicando (5.23) podemos calcular
esta esperanza, conocida como potencia media de X;, mediante,

+oo
E(X?) :R(O):/ P(w)dw. (5.24)

— 00
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A continuacién se obtiene la PSD para algunos de los procesos estudiados en el Capitulo
anterior.

Ejemplo 5.5 (PSD del proceso RTS) Recordemos que el proceso RTS es estacionario, y
por tanto WSS, y que su funcion de autocorrelacion veien dada por (4.30),

R(r) = aQe*Q)“Tl,

donde X es el pardmetro del proceso de Poisson subyacente. Para obtener P(w),
+oo
P(w) — / a26—2A|‘r\e—i27erdT
—00

0 ) +oo ]
— CL2/ eT(Q)\—’LQTFUJ)dT + CL2 / e—T(2>\+12m.o)dT
—o0 0

a® a®

2\ — 27w + 2\ + 27w

Aa?
= _— .2
N2+ 202 (5.25)

densidad espectral de potencia

frecuencia

Figura 5.4: Densidad espectral de potencia del proceso RTS para A=1 (—)y A =4 (- - -)

La Figura 5.4 muestra la grdfica de la densidad espectral de potencia para sendos procesos
RTS con A = 1 y A = 4. Como el mdzimo de (5.25) se alcanza en w = 0 y su valor es
P(0) = a®/)\, para valores de \ pequerios los mayores valores de la funcién se concentran en
las bajas frecuencias, pero a medida que \ aumenta las frecuencias altas adquieren mayor peso.
Todo ello se corresponde con lo que A representa en el proceso. Valores pequenos de A suponen
una tasa baja de cambios por unidad de tiempo y por tanto una menor frecuencia, lo contrario
de lo que implican elevados valores de \.

Ejemplo 5.6 (PSD de un ruido blanco continuo) La grdfica de la izquierda de la Figura
5.5 muestra la PSD de un ruido blanco recortada a un rango de frecuencias —wy < w < wy. Se
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observa que P(w) es constante en todo en intervalo. Ya comentdbamos en el Ejemplo 5.1 que el
ruido blanco recibe este nombre por similitud con la luz blanca, cuyo espectro es constante para
todas la frecuencias.

P(w) R(1)

N/2

Figura 5.5: P(w) con frecuencias acotadas para un ruido blanco (izquierda) y su correspondiente
R(7) (derecha)

Para obtener la funcion de autocorrelacion recurrimos a (5.23),

wo
R(r) = 5 exp (127wt )dw.
wo
N e—i27rw07' _ ei?‘n’on
— X -
2 —127T
N

sin 2wy T
2T '

La grdfica de la derecha en la Figura 5.5 corresponde a R(T), que anula en los puntos T =
+k/2wo, k = 1,2,..., lo que implica que las variables X; y Xy son incorreladas para dichos
valores de T.

La potencia del proceso vale,

N [«
E(X?) = R(0) = 5/ dw = Nwy,
w

0

que coincide con el mdzimo de la funcidn R(T), tal como se observa en la grifica de la Figura
5.5.

A medida que wyg — 00, el efecto sobre R(T) es el que se muestra en las grdficas de la Figura
5.6. En el limite, P(w) serd constante para cualquier frecuencia, hecho que caracteriza a un
ruido blanco, y su funcion de autocorrelacion acumulard toda la potencia en 0 y valdrd por
tanto infinito. Utilizando la funcion § lo expresariamos,

= 5(5(7).

R(r) =5
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R(1) R(1) R(1)

w O [-wo, wo) w O [-2wo, 2w) w O [-4wo, 4wo)

N AN
— ~ = V\/\/ ~ VM%WVV

Figura 5.6: Efecto del crecimiento de wg sobre R(7)

Discretizaciéon temporal de un ruido blanco continuo

El ejemplo anterior ilustra la obtencién de R(7) para un ruido blanco como limite, cuando
wo — 00, de las R, (7) correspondientes a ruidos blancos filtrados del original mediante una
banda de frecuencias limitadas por |w| < wp. Pero tiene un interés aniadido, se trata de un modelo
utilizado habitualmente en el tratamiento de sefiales porque todos los sistemas fisicos, con raras
excepciones, presentan una banda de frecuencias limitada. Esta limitaciéon real simplifica la
descripcién matemaética de los procesos sin sacrificar su realismo.

Pero las simplificaciones no acaban con un filtrado paso bajo. Una segunda e inevitable
simplificacién es la que supone muestrear un proceso continuo para obtener un proceso discreto
en el tiempo con el que realmente trabajaremos. Hemos pasado del proceso X; a la sucesién X,.
Si originalmente X; era un ruido blanco, ;cudles son las caracteristicas de la X,,7, jes también
una sucesién de ruido blanco?

El nuevo proceso X,,, antes del filtrado del original, puede representarse de la forma,

Xn = Xt|t:nTa —oo < n < +00,

donde T' = fi ! es el periodo de muestreo y fo la frecuencia de muestreo. Si queremos reconstruir
la senal original a partir de la muestreada, un conocido teorema exige que fy sea mayor o igual
que 2wy, la frecuencia de Nyquist.

Es inmediato comprobar que al igual que el proceso original, F(X,,) = 0. Calculemos ahora
R(k) para comprobar si la sucesién es también WSS.

RXn(k) = E(Xan+k)
E(Xnr X (nik)T)
= E(XnprXarirr)
th(kT), (5.26)

que al no depender de n supone que X,, es WSS. Ademds, de (5.26) se deduce que Rx, (k) es,
a su vez, el resultado de muestrear la autocorrelacién del proceso original con el mismo periodo
T con el que se obtuvo X,,. En concreto, si fo = 2wy el periodo valdrd T = (2w) ! y

Rx, (k) = Rx, [k(2wo) "],

n

pero en ejemplo anterior vimos que para un ruido blanco con densidad espectral de potencia
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constante e igual a N/2,
Nwo sin 2wwyT
R =
x.(7) 2mwoT
que como ya dijimos se anula en 7 = +k(2wo) !, k = 1,2,..., que son lo puntos donde estd de-
finida Rx,. En definitiva,

Nwqg, sik=0;
RXn(k):{ 0, 0 k+#0,

que es la autocorrelacién de una sucesién de ruido blanco con 02 = Nwy.

Ejemplo 5.7 (Senal binaria asincrona (ABS)) Una serial binaria asincrona es una suce-
sion constituida por sucesivos impulsos de duracion T y de amplitud aleatoria X, , una variable
que toma los valores +a con igual probabilidad. La sucesion es asincrona porque el instante de
inicio, D, es una variable U ~ [-T/2,T/2]. Como consecuencia de ello, dos tiempos cuales-
quiera, t1 < to, tales que to —t1 < T, pueden no coincidir en el mismo tmpulso.

A partir de una sucesion de estas caracteristicas se define el proceso ABS, continuo en el
tiempo, mediante la expresion

Xt = Zan[D+nT—%,D+nT+%](t)7 (527)

donde 14(-) es la funcidn caracteristica del conjunto A, de manera que

1, sis€A;
1A(S)_{O, sis € A°.

Una trayectoria del proceso se muestra en la Figura 5.7.

A

t

\4

Figura 5.7: Trayectoria de un proceso ABS con D # 0

La funcion de autocorrelacion del proceso vale,

Rx(t1,t2) = E(XyXe,)

= B> Xalprur-g psar+ 510 D Xmdpsmr—§ pamrs 5 (F2)
n m

Suponemos que las amplitudes de los impulsos son independientes entre si y del desplazamiento
inicial D. En consecuencia, E(X, X)) = B(X,)E(X,,) =0 sin #m, E(X,X,,) = B(X2) =
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a’® sin=m, y

Rx(ti,t2) = a2ZE|:1[D+nT—%,D+nT+%](tl)l[D-&-nT—%,D-&-nT-&-%](t2):|

+ Z ZE(Xn)E(Xm)E [1[D+nT—%,D+nT+§](tl)l[D+mT—g,D+mT+%](t2)

n#Em m

= d ZE [1[D+nT—%,D+nT+%](tl)l[D-&-nT—%,D-&-nT-&-%](t2>:| :
n

Observemos que 14(t) es una variable aleatoria discreta que toma solamente los valores 0 y 1,
por tanto
E1a(t1)1a(te)] = P[1a(ty) =1,14(t2) = 1],

lo que supone que tanto t; como to pertenecen al mismo y tnico intervalo A = [D + noT —
%, D +noT + %] Sit1 < ta, entonces D ha tomado un valor tal que el anterior intervalo cubre
al intervalo que ambos definen, [t1,t2]. Sita—t; = 7, para que esto ocurra D € [-T/2,T/2—].
El razonamiento es igualmente vdlido para el caso ty < t1. En definitiva

E 1[D+n0T—%,D+noT+%](tl)l[D-&-noT—%,D-&-noT-&-%](tQ):| =
T _
T—lr| _, I

P(D € [-T/2,T/2— |l = —— i3

7| < T,
mientras que la esperanza serd 0 para cualquier otro n. La expresion final para Rx(7), con
|T| = ta —t1 serd

Ry =1 (1-F) K<t
0, 7] >T.

Se trata de una funcion triangular cuya grdfica se muestra en la Figura 5.8 para a = 1 y
T=1.

Conocida la funcion de autocorrelacion, podemos calcular ahora la densidad espectral de po-
tencia del proceso ABS vy, en general, de cualquier proceso que posea una R(7) que sea triangular
(supondremos a = 1).

—+oo

P(w) R(7) exp(—i2mwT)dT

— 00

_ /_ +TT (1 - |;|> exp(—i2rwr)dr
e

T (W)2 (5.28)

Twl

7|

T) cos 2wTdT

El resultado sugiere una forma mds sencilla de obtener (5.28) si observamos que se trata del
cuadrado de una funcion sinc. Los pulsos rectangulares tienen por transformada de Fourier una
funcion de estas caracteristicas. Asi, si la autocorrelacion es un pulso rectangular unitario,

L s <12
R(T)_{ 0, silr|>1/2,
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1.0 1.5 2.0

R(1)

0.5

-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 5.8: Funcién de autocorrelaciéon de un proceso ABS cona=1y T =1

la P(w) asociada vale

1 .
Pw) = 2/ cos 2nwrdr = 2o
0 W

Calculemos ahora la convolucion de dos pulsos pulsos rectangulares unitarios.

+1/2
R.(v) = /_1/2 Ri(7)Ro(v — T)dT.

Si observamos la Figura 5.9 vemos que para un v > 0, Ro(v — 7) ha desplazado su soporte a
[—1/24v,1/24v] y el producto Ry (T)Ra(v—7) es igual a la unidad en el intervalo [—1/24v,1/2].
El valor de R.(v) serd el drea del recinto punteado, A =1 — v. El razonamiento es igualmente
vdlido para v < 0 y la conclusidn es que R.(T) es una funcidn triangular,

1=y, si|v|<1;
Re(v) = { 0, si |v| > 1.

La conclusion es que la autocorrelacion triangular es la convolucion de sendas autocorrela-
ctones pulsos rectangulares. Pero es sabido que

f[Rl * RQ] = f[Rl]f[RQ]

En nuestro caso si R1(7) = Ra(7) son pulsos rectangulares de soporte [—T/2,T/2] y altura
1/VT, la expresion (5.28) se obtiene de inmediato.
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R1(T) > < Rz(V—T)

A-R(v)

v

Rty +4 Yoy

Figura 5.9: Convolucion de dos pulsos rectangulares

Densidad espectral de potencia cruzada

Cuando tenemos dos procesos estocasticos, X; e Y;, ambos WSS, se define la funcién de
autocorrelacién cruzada mediante,

Rxy (1) = E(Xt4+Y3).

Andlogamente, podemos definir su densidad espectral cruzada, Pxy (w), como F[Rxy (7)], que
es en general un funcién compleja.

5.2. Estimacion de la densidad espectral de potencia

La Inferencia Estadistica nos ensena que la estimacién de cualquier caracteristica ligada
a un fenémeno aleatorio exige la observacion repetida del mismo, que proporciona lo que de-
nominamos una muestra aleatoria. Asi, la media poblacional, p, de una variable aleatoria X
podemos estimarla mediante la media muestral, X,, = >, X, obtenida a partir de una mues-
tra aleatoria de tamano n, Xq,...,X,,. Lo esencial de este procedimiento es la repetibilidad del
experimento, unica forma de conseguir la n observaciones que componen la muestra.

Nuestro objetivo es ahora estimar caracteristicas ligadas a un proceso estocastico, en con-
creto su PSD, y el problema que se nos plantea es la imposibilidad de obtener una muestra del
proceso. Lo que si estd a nuestro alcance es poder efectuar una tnica observacién del proceso a
lo largo del tiempo, incluso durante un periodo largo de tiempo. ;Cémo obtener estimaciones
en tales condiciones? Necesitamos introducir el concepto de ergodicidad.

5.2.1. Ergodicidad

La ergodicidad es una propiedad por la cual las medias a lo largo del tiempo convergen a los
valores esperados poblacionales. Existen diferentes tipos de ergodicidad, segin la caracteristica
poblacional involucrada. Definiremos algunas de ellas, que nos han de ser utiles en cuanto sigue.

Definicién 5.3 (Ergodicidad en media) Decimos que un proceso WSS es ergédico en me-
dia si la media temporal converge en media cuadrdtica a la media del proceso, L,

. 1 T

Xr=— X,dt 5 W, cuando T — oo.
2T | _p
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Atn cuando consideramos fuera del alcance de estas notas las demostraciones de las propieda-
des de los estimadores ergddicos, y de las relaciones entre los distintos de ergodicidad, si las
mencionaremos. El estimador X7 es un estimador insesgado de p y su varianza depende de la
funcién de autocovarianza.

Definicién 5.4 (Ergodicidad en autocorrelacién) Decimos que un proceso WSS es ergddi-
co en autocorrelacién si
1 +T

o7 | . X Xedt ™% R(T), V7.

Si definimos un nuevo proceso para cada k mediante
Y‘r(t) = Xt+TXt7

la ergodicidad en autocorrelaciéon admite una caracterizacion alternativa, como nos muestra el
siguiente teorema.

Teorema 5.1 Un proceso estocdstico WSS, Xy, es ergddico en autocorrelacién si y solo si

Lo 1 [u] Cy, (u)du %0, Vv
— _ m.8; .
or |, oT ) Y o T

5.2.2. Periodograma: definicién y propiedades

La estimacién de la densidad espectral de potencia puede llevarse a cabo de dos formas
distintas. La primera se basa en la definicién de la PSD como F[R(7)], supone estimar en primer
lugar la funcién de autocorrelacion y estimar a continuacién la PSD mediante la transformada
de Fourier de dicha estimacion. La segunda obtiene la PSD directamente de los datos a partir
de lo que se conoce como el periodograma.

Definicién 5.5 (Periodograma) Sean Xg, X1,...,X,_1, n observaciones de un proceso WSS,
X, discreto en el tiempo. Sea &, (w) la transformada de Fourier discreta de dichas observacio-
nes,

n—1

Fn(w) =Y X;exp(—i2rwy). (5.29)

=0

Se define el periodograma, como el cuadrado medio de dicha transformada,
I,(w) = g|:zn(w)|2. (5.30)

Si tenemos en cuenta que |7, (w)|? es una medida de la energfa del proceso en la frecuencia w,
I, (w), la media temporal de dicha energia, es una estimacién de la potencia en w.

La justificaciéon de porqué el periodograma es un estimador adecuado para la PSD la encon-
tramos al calcular la esperanza de (5.30). Tengamos primero en cuenta que

1% (W)]? = z_:Xj exp(—i2nwj) [z_: X; exp(iQmuk;)] ,

j=0 k=0
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por tratarse de una variable aleatoria compleja. Calculemos ahora la esperanza.

n—1

n—1
1 i A
ElLw)] = —E > Xjem e P Xkeﬂ’“"k]
k=0

=0

n—1n—1

§j=0 k=0

n—1ln—1

= % YN Rx(j - k)e Pk, (5.31)

j=0 k=0

La expresién (5.31) puede simplificarse si tenemos en cuenta que el argumento j—k toma valores
entre —(n—1) y n— 1, tantos como diagonales tiene el reticulo [0,1,...,n—1] x[0,1,...,n—1],
puesto que en cada una de esas diagonales j — k toma el mismo valor. Asi pues, haciendo
j —k= m,

n—1
Ell,(w)] = Y (n—|m)Rx(m)e ™
m=—(n—1)

1
n

S (1 - I:?) Rx (m)e” "7, (5:32)

m=—(n—1)

La consecuencia inmediata de (5.32) es que I, (w) es un estimador asintéticamente insesgado de
Px (w), lo que justifica su eleccién. Es deseable que la varianza del estimador sea pequena, en
particular que sea asintéticamente 0. No es el caso del periodograma, puede demostrarse que
para un proceso WSS,

var[l,(w)] =~ P*(w). (5.33)

Se trata de un estimador inconsistente, lo que puede conducir a estimaciones con gran varia-
bilidad. En los textos de Diggle (1990) y Stark y Woods (2002) puede el lector encontrar un
desarrollo de estos aspectos.

Si el proceso X; es un proceso continuo en el tiempo, cuanto hemos dicho para el caso
discreto puede extenderse de forma inmediata. Si observamos el proceso en el intervalo [0, 77,
definimos el periodograma mediante

Ir() = ()P,

con

T .
Zp(w) :/ X,e 2t e,
0
Un desarrollo semejante al que condujo a (5.32) conduce ahora a
+T - }
ElIr(w)] = / (1 — —) Rx (T)e_’QmwdT,
_T T

que para T — oo implica
E[Ir(w)] — Px(w).



128 Transformacién lineal de un proceso estacionario

Periodograma medio. Aproximacién de Bartlett

Una forma de disminuir la varianza del periodograma, cuando se dispone del suficiente
ntimero de observaciones, consiste en dividir éstas en subconjuntos consecutivos y estimar un
periodograma en cada uno de ellos. Con todos ellos podemos calcular un periodograma medio
que posee menor variabilidad.

Sim es un divisor de n, nimero de observaciones, y k el correspondiente cociente, definimos
los k£ subconjuntos de la forma,

={ X 0-1)ym:0<j<m—1}, 1<I<k

El periodograma correspondiente a X! se define mediante (5.30),

Im—1
1 1
1) = —|ehlw)P? = — | (}l :1) X; exp(—i2mwy)
J=@-1)m

Definimos ahora el periodograma medio como aquél cuyo valor en cada frecuencia, w, es la
. e g 1
media aritmética de los IH (w),

Z IW(w (5.34)

Este periodograma recibe el nombre de periodograma de Bartlett, que fue quién lo introdujo
(Bartlett, 1950). La linealidad de la esperanza implica que este nuevo periodograma es también
un estimador insesgado de P(w). Por lo que respecta a su varianza, podemos obtenerla a partir
de (5.33) teniendo en cuenta que para m lo suficientemente grande y Iy # Iz, I, [ll]( )y 1! (w)
son incorreladas,

k
1 1
var[B = Z I (w %var[lﬂ (w)] = %Pz(w).

Ejemplo 5.8 En el ejemplo 5.3 de Montes (2007) hemos obtenido la densidad espectral de
potencia del proceso ARMA(2,2)

(1-1,2B+0,4B*X; = (1-0,8B +0,1B%)Z,.

Hemos generado 1024 observaciones del proceso que aparecen representadas en el grdfico de la
Figura 5.10.

Para ver el efecto del periodograma medio de Bartlett hemos estimado el periodograma de
las 1024 simulaciones. Hemos calculado sendos periodogramas medios para k =4 y k = 16. Las
grificas de todos ellos, junto con la densidad espectral de potencia del modelo ARMA(2,2) se
muestran conjuntamente en la Figura 5.11. Se aprecia claramente la mejora de la estimacion
a medida que k aumenta y también la disminucion de la variabilidad, basta para ello observar
las diferentes escalas para las ordenadas.
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1024 simulaciénes del proceso ARMA(2,2)

Figura 5.10: Simulaciones del proceso ARMA(2,2)
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Figura 5.11: Periodogramas medios para distintos valores de k
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