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4.3. Algunos procesos estocásticos de interés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80
4.3.1. Procesos IID . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80
4.3.2. Ruido blanco . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
4.3.3. Proceso Gaussiano . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
4.3.4. Proceso de Poisson . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84
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Caṕıtulo 1

Probabilidad. Variable aleatoria.
Vector aleatorio

1.1. Probabilidad

1.1.1. Causalidad y aleatoriedad

A cualquiera que preguntemos cuanto tiempo tardaŕıamos en recorrer los 350 kilómetros que
separan Valencia de Barcelona, si nos desplazamos con velocidad constante de 100 kms/hora,
nos contestará sin dudar que 3 horas y media. Su actitud será muy distinta si, previamente a su
lanzamiento, le preguntamos por la cara que nos mostrará un dado. Se trata de dos fenómenos
de naturaleza bien distinta,

el primero pertenece a los que podemos denominar deterministas, aquellos en los que
la relación causa-efecto aparece perfectamente determinada. En nuestro caso concreto, la
conocida ecuación e = v · t, describe dicha relación,

el segundo pertenece a la categoŕıa de los que denominamos aleatorios, que se caracte-
rizan porque aun repitiendo en las mismas condiciones el experimento que lo produce, el
resultado variará de una repetición a otra dentro de un conjunto de posibles resultados.

La Teoŕıa de la Probabilidad pretende emular el trabajo que los f́ısicos y, en general, los cient́ıfi-
cos experimentales han llevado a cabo. Para entender esta afirmación observemos que la ecuación
anterior, e = v · t, es un resultado experimental que debemos ver como un modelo matemáti-
co que, haciendo abstracción del móvil concreto y del medio en el que se desplaza, describe
la relación existente entre el espacio, el tiempo y la velocidad. La Teoŕıa de la Probabilidad
nos permitirá la obtención de modelos aleatorios o estocásticos mediante los cuales podremos
conocer, en términos de probabilidad, el comportamiento de los fenómenos aleatorios.

1.1.2. Experimento, resultado, espacio muestral y suceso

Nuestro interlocutor śı que será capaz de responder que el dado mostrará una de sus caras. Al
igual que sabemos que la extracción al azar de una carta de una baraja española pertenecerá a
uno de los cuatro palos: oros, copas, espadas o bastos. Es decir, el experimento asociado a nuestro
fenómeno aleatorio1 da lugar a un resultado, ω, de entre un conjunto de posibles resultados.

1Una pequeña disquisición surge en este punto. La aleatoriedad puede ser inherente al fenómeno, lanzar un
dado, o venir inducida por el experimento, extracción al azar de una carta. Aunque conviene señalarlo, no es
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Este conjunto de posibles resultados recibe el nombre de espacio muestral, Ω. Subconjuntos de
resultados con una caracteŕıstica común reciben el nombre de sucesos aleatorios o, simplemente,
sucesos. Cuando el resultado del experimento pertenece al suceso A, decimos que ha ocurrido
o se ha realizado A.

A continuación mostramos ejemplos de experimentos aleatorios, los espacios muestrales aso-
ciados y algunos sucesos relacionados.

Lanzamiento de dos monedas.- Al lanzar dos monedas el espacio muestral viene definido
por Ω ={CC,C+,+C,++}. Dos ejemplos de sucesos en este espacio pueden ser:

A ={Ha salido una cara}={C+,+C},
B ={Ha salido más de una cruz}={++}.

Elegir un punto al azar en el ćırculo unidad.- Su espacio muestral es Ω ={Los puntos
del ćırculo}. Ejemplos de sucesos:

A = {ω; d(ω, centro) < 0,5},
B = {ω; 0, 3 < d(ω, centro) < 0,75}.

Sucesos, conjuntos y σ-álgebra de sucesos

Puesto que los sucesos no son más que subconjuntos de Ω, podemos operar con ellos de
acuerdo con las reglas de la teoŕıa de conjuntos. Todas las operaciones entre conjuntos serán
aplicables a los sucesos y el resultado de las mismas dará lugar a nuevos sucesos cuyo significado
debemos conocer. Existen, por otra parte, sucesos cuya peculiaridad e importancia nos lleva a
asignarles nombre propio. De estos y de aquellas nos ocupamos a continuación:

Suceso cierto o seguro: cuando llevamos a cabo cualquier experimento aletorio es seguro que
el resultado pertenecerá al espacio muestral, por lo que Ω, en tanto que suceso, ocurre
siempre y recibe el nombre de suceso cierto o seguro.

Suceso imposible: en el extremo opuesto aparece aquel suceso que no contiene ningún resul-
tado que designamos mediante ∅ y que, lógicamente, no ocurre nunca, razón por la cual
se le denomina suceso imposible.

Sucesos complementarios: la ocurrencia de un suceso, A, supone la no ocurrencia del suceso
que contiene a los resultados que no están en A, es decir, Ac. Ambos sucesos reciben el
nombre de complementarios.

Unión de sucesos: la unión de dos sucesos, A ∪ B, da lugar a un nuevo suceso que no es
más que el conjunto resultante de dicha unión. En consecuencia, A ∪B ocurre cuando el
resultado del experimento pertenece a A, a B o ambos a la vez.

Intersección de sucesos: la intersección de dos sucesos, A ∩ B, es un nuevo suceso cuya
realización tiene lugar si el resultado pertenece a ambos a la vez, lo que supone que
ambos ocurren simultáneamente.

Sucesos incompatibles: Existen sucesos que al no compartir ningún resultado su intersección
es el suceso imposible, A ∩ B = ∅. Se les denomina, por ello, sucesos incompatibles. Un
suceso A y su complementario Ac, son un buen ejemplo de sucesos incompatibles.

este lugar para profundizar en la cuestión
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Siguiendo con el desarrollo emprendido parece lógico concluir que todo subconjunto de Ω será un
suceso. Antes de admitir esta conclusión conviene una pequeña reflexión: la noción de suceso
es un concepto que surge con naturalidad en el contexto de la experimentación aleatoria pero,
aunque no hubiera sido aśı, la necesidad del concepto nos hubiera obligado a inventarlo. De
la misma forma, es necesario que los sucesos poseean una mı́nima estructura que garantice la
estabilidad de las operaciones naturales que con ellos realicemos, entendiendo por naturales
la complementación, la unión y la intersección. Esta dos últimas merecen comentario aparte
para precisar que no se trata de uniones e intersecciones en número cualquiera, puesto que más
allá de la numerabilidad nos movemos con dificultad. Bastará pues que se nos garantice que
uniones e intersecciones numerables de sucesos son estables y dan lugar a otro suceso. Existe
una estructura algebraica que verifica las condiciones de estabilidad que acabamos de enumerar.

Definición 1.1 (σ-álgebra de conjuntos) Una familia de conjuntos A definida sobre Ω de-
cimos que es una σ-álgebra si:

1. Ω ∈ A.

2. A ∈ A ⇒ Ac ∈ A.

3. {An}n≥1 ⊂ A ⇒ ⋃
n≥1 An ∈ A.

La familia de las partes de Ω, P(Ω), cumple con la definición y es por tanto una σ-álgebra de
sucesos, de hecho la más grande de las existentes. En muchas ocasiones excesivamente grande
para nuestras necesidades, que vienen determinadas por el núcleo inicial de sucesos objeto de
interés. El siguiente ejemplo permite comprender mejor este último comentario.

Ejemplo 1.1 Si suponemos que nuestro experimento consiste en elegir al azar un número en
el intervalo [0,1], nuestro interés se centrará en conocer si la elección pertenece a cualquiera de
los posibles subintervalos de [0,1]. La σ-álgebra de sucesos generada a partir de ellos, que es la
menor que los contiene, se la conoce con el nombre de σ-álgebra de Borel en [0,1], β[0,1], y es
estrictamente menor que P([0, 1]).

En resumen, el espacio muestral vendrá acompañado de la correspondiente σ-álgebra de sucesos,
la más conveniente al experimento. La pareja que ambos constituyen, (Ω,A), recibe el nombre
de espacio probabilizable.

Señalemos por último que en ocasiones no es posible economizar esfuerzos y A coincide con
P(Ω). Por ejemplo cuando el espacio muestral es numerable.

1.1.3. Probabilidad y sus propiedades

Ya sabemos que la naturaleza aleatoria del experimento impide predecir de antemano el
resultado que obtendremos al llevarlo a cabo. Queremos conocer si cada suceso de la σ-álgebra
se realiza o no. Responder de una forma categórica a nuestro deseo es demasiado ambicioso.
Es imposible predecir en cada realización del experimento si el resultado va a estar o no en
cada suceso. En Probabilidad la pregunta se formula del siguiente modo: ¿qué posibilidad hay
de que tenga lugar cada uno de los sucesos? La respuesta exige un tercer elemento que nos
proporcione esa información: Una función de conjunto P , es decir, una función definida sobre la
σ-álgebra de sucesos, que a cada uno de ellos le asocie un valor numérico que exprese la mayor o
menor probabilidad o posibilidad de producirse cuando se realiza el experimento. Esta función
de conjunto se conoce como medida de probabilidad o simplemente probabilidad. Hagamos un
breve incursión histórica antes de definirla formalmente.

El concepto de probabilidad aparece ligado en sus oŕıgenes a los juegos de azar, razón por
la cual se tiene constancia del mismo desde tiempos remotos. A lo largo de la historia se han
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hecho muchos y muy diversos intentos para formalizarlo, dando lugar a otras tantas definiciones
de probabilidad que adolećıan todas ellas de haber sido confeccionadas ad hoc, careciendo por
tanto de la generalidad suficiente que permitiera utilizarlas en cualquier contexto. No por ello el
interés de estas definiciones es menor, puesto que supusieron sucesivos avances que permitieron
a Kolmogorov enunciar su conocida y definitiva axiomática en 1933. De entre las distintas
aproximaciones, dos son las más relevantes:

Método frecuencialista.- Cuando el experimento es susceptible de ser repetido en las mismas
condiciones una infinidad de veces, la probabilidad de un suceso A, P (A), se define como
el ĺımite2 al que tiende la frecuencia relativa de ocurrencias del suceso A.

Método clásico (Fórmula de Laplace).- Si el experimento conduce a un espacio muestral
finito con n resultados posibles, Ω = {ω1, ω2, . . . , ωn}, todos ellos igualmente probables,
la probabilidad de un suceso A que contiene m de estos resultados se obtiene mediante la
fórmula

P (A) =
m

n
,

conocida como fórmula de Laplace, que la propuso a finales del siglo XVIII. La fórmula
se enuncia como el cociente entre el número de casos favorables y el número de casos
posibles. Obsérvese la incorreción formal de esta aproximación en la medida que exige
equiprobabilidad en los resultados para poder definir, precisamente, la probabilidad, lo
cual implica un conocimiento previo de aquello que se quiere definir.

Las anteriores definiciones son aplicables cuando las condiciones exigidas al experimento son
satisfechas y dejan un gran número de fenómenos aleatorios fuera de su alcance. Estos problemas
se soslayan con la definición axiomática propuesta por A.N.Kolmogorov en 1933:

Definición 1.2 (Probabilidad) Una función de conjunto, P , definida sobre la σ-álgebra A
es una probabilidad si:

1. P (A) ≥ 0 para todo A ∈ A.

2. P (Ω) = 1.

3. P es numerablemente aditiva, es decir, si {An}n≥1 es una sucesión de sucesos disjuntos
de A, entonces

P (
⋃

n≥1

An) =
∑

n≥1

P (An).

A la terna (Ω,A, P ) la denominaremos espacio de probabilidad.
Señalemos, antes de continuar con algunos ejemplos y con las propiedades que se derivan de

esta definición, que los axiomas propuestos por Kolmogorov no son más que la generalización
de las propiedades que posee la frecuencia relativa. La definición se apoya en las aproximaciones
previas existentes y al mismo tiempo las incluye como situaciones particulares que son.

Ejemplo 1.2 (Espacio de probabilidad discreto. La fórmula de Laplace) Supongamos
un espacio muestral, Ω, numerable y como σ-álgebra la familia formada por todos los posibles
subconjuntos de Ω. Sea p una función no negativa definida sobre Ω verificando:

∑
ω∈Ω p(ω) = 1.

Si definimos P (A) =
∑

ω∈A p(ω), podemos comprobar con facilidad que P es una probabilidad.

2Debemos advertir que no se trata aqúı de un ĺımite puntual en el sentido habitual del Análisis. Más adelante
se introducirá el tipo de convergencia al que nos estamos refiriendo
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Hay un caso particular de especial interés, el llamado espacio de probabilidad discreto uni-
forme, en el que Ω es finito, Ω = {ω1, ω2, . . . , ωn}, y p(ωi) = 1

n , ∀ωi ∈ Ω. Entonces, para
A = {ωi1 , ωi2 , . . . , ωim} se tiene

P (A) =
m

n
,

que es la fórmula de Laplace, obtenida ahora con rigor. El nombre de uniforme se justifica
porque la masa de probabilidad está uniformemente repartida al ser constante en cada punto.

Un ejemplo de espacio de probabilidad discreto uniforme es el que resulta de lanzar dos dados.
El espacio muestral, Ω ={(1,1),(1,2),. . .,(6,5),(6,6)}, está formado por las 6×6 posibles parejas
de caras. Si los dados son correctos, cualquiera de estos resultados tiene la misma probabilidad,
1/36. Sea ahora A ={ambas caras son pares}, el número de puntos que contiene A son 9, por
lo que aplicando la fórmula de Laplace, P (A) = 9/36 = 1/4.

Propiedades de la probabilidad

De la definición de probabilidad se deducen algunas propiedades muy útiles.

La probabilidad del vaćıo es cero.- Ω = Ω ∪ ∅ ∪ ∅ ∪ . . . y por la aditividad numerable,
P (Ω) = P (Ω) +

∑
k≥1 P (∅), de modo que P (∅) = 0.

Aditividad finita.- Si A1, . . . , An son elementos disjuntos de A, aplicando la σ-aditividad, la
propiedad anterior y haciendo Ai = ∅, i > n tendremos

P

(
n⋃

i=1

Ai

)
= P


⋃

i≥1

Ai


 =

n∑

i=1

P (Ai).

Se deduce de aqúı fácilmente que ∀A ∈ A, P (Ac) = 1− P (A).

Monotońıa.- Si A,B ∈ A, A ⊂ B, entonces de P (B) = P (A) + P (B − A) se deduce que
P (A) ≤ P (B).

Probabilidad de una unión cualquiera de sucesos (fórmula de inclusión-exclusión).-
Si A1, . . . , An ∈ A, entonces

P

(
n⋃

i=1

Ai

)
=

n∑

i=1

P (Ai)−
∑

i<j

P (Ai ∩Aj) + . . . + (−1)n+1P (A1 ∩ . . . ∩An). (1.1)

Subaditividad.- Dados los sucesos A1, . . . , An, la relación existente entre la probabilidad de
la unión de los Ai y la probabilidad de cada uno de ellos es la siguiente:

P

(
n⋃

i=1

Ai

)
≤

n∑

i=1

P (Ai).

Continuidad de la probabilidad.- Sea {An}n≥1 una sucesión monótona de sucesos y sea A
su ĺımite. Se demuestra fácilmente que

P (A) = P (ĺım
n

An) = ĺım
n→+∞

P (An).
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1.1.4. Probabilidad condicionada. Teorema de Bayes

Si compramos un número para una rifa que se celebra anualmente durante las fiestas de
verano en nuestro pueblo y que está compuesta por 100 boletos numerados del 1 al 100, sabemos
que nuestra probabilidad ganar el premio, suceso que designaremos por A, vale

P (A) =
1

100
Supongamos que a la mañana siguiente de celebrase el sorteo alguien nos informa que el boleto
premiado termina en 5. Con esta información, ¿continuaremos pensando que nuestra probabi-
lidad de ganar vale 10−2? Desde luego seŕıa absurdo continuar pensándolo si nuestro número
termina en 7, porque evidentemente la nueva probabilidad valdŕıa P ′(A) = 0, pero aunque
terminara en 5 también nuestra probabilidad de ganar habŕıa cambiado, porque los números
que terminan en 5 entre los 100 son 10 y entonces

P ′(A) =
1
10

,

10 veces mayor que la inicial.
Supongamos que nuestro número es el 35 y repasemos los elementos que han intervenido en

la nueva situación. De una parte, un suceso original A ={ganar el premio con el número 35}, de
otra, un suceso B{el boleto premiado termina en 5} de cuya ocurrencia se nos informa a priori.
Observemos que A ∩B ={el número 35} y que la nueva probabilidad encontrada verifica,

P ′(A) =
1
10

=
1/100
10/100

=
P (A ∩B)

P (B)
,

poniendo en evidencia algo que cab́ıa esperar, que la nueva probabilidad a depende de P (B).
Estas propiedades observadas justifican la definición que damos a continuación.

Definición 1.3 (Probabilidad condicionada) Sea (Ω,A, P ) un espacio de probabilidad y
sean A y B dos sucesos, con P (B) > 0, se define la probabilidad de A condicionada a B
mediante la expresión,

P (A|B) =
P (A ∩B)

P (B)
.

Teorema de factorización

A partir de la definición de probabilidad condicionada, la probabilidad de la intersección de
dos sucesos puede expresarse de la forma P (A∩B) = P (A|B)P (B). El teorema de factorización
extiende este resultado para cualquier intersección finita de sucesos.

Consideremos los sucesos A1, A2, . . . , An, tales que P (∩n
i=1Ai) > 0, por inducción se com-

prueba fácilmente que

P

(
n⋂

i=1

Ai

)
= P

(
An| ∩n−1

i=1 Ai

)
P

(
An−1| ∩n−2

i=1 Ai

)
. . . P (A2|A1)P (A1). (1.2)

Ejemplo 1.3 En una urna que contiene 5 bolas blancas y 4 negras, llevamos a cabo 3 extrac-
ciones consecutivas sin reemplazamiento. ¿Cuál es la probabilidad de que las dos primeras sean
blancas y la tercera negra?

Cada extracción altera la composición de la urna y el total de bolas que contiene. De acuerdo
con ello tendremos (la notación es obvia)

P (B1 ∩B2 ∩N3) =
= P (N3|B1 ∩B2)P (B2|B1)P (B1) = 4

7 · 4
8 · 5

9



1.1 Probabilidad 7

Teorema de la probabilidad total

Si los sucesos A1, A2, . . . , An constituyen un partición del Ω, tal que P (Ai) > 0, ∀i, tendre-
mos que cualquier suceso B podrá particionarse de la forma, B = ∪n

i=1B ∩Ai y tratándose de
una unión disjunta podremos escribir

P (B) =
n∑

i=1

P (B ∩Ai) =
n∑

i=1

P (B|Ai)P (Ai). (1.3)

Este resultado se conoce con el nombre de teorema de la probabilidad total.

Teorema de Bayes

Puede tener interés, y de hecho aśı ocurre en muchas ocasiones, conocer la probabilidad
asociada a cada elemento de la partición dado que ha ocurrido B, es decir, P (Ai|B). Para ello,
recordemos la definición de probabilidad condicionada y apliquemos el resultado anterior.

P (Ai|B) =
P (Ai ∩B)

P (B)
=

P (B|Ai)P (Ai)∑n
i=1 P (B|Ai)P (Ai)

.

Este resultado, conocido como el teorema de Bayes, permite conocer el cambio que experimen-
ta la probabilidad de Ai como consecuencia de haber ocurrido B. En el lenguaje habitual del
Cálculo de Probabilidades a P (Ai) se la denomina probabilidad a priori y a P (Ai|B) proba-
bilidad a posteriori, siendo la ocurrencia de B la que establece la frontera entre el antes y el
después. ¿Cuál es, a efectos prácticos, el interés de este resultado? Veámoslo con un ejemplo.

Ejemplo 1.4 Tres urnas contienen bolas blancas y negras. La composición de cada una de
ellas es la siguiente: U1 = {3B, 1N}, U2 = {2B, 2N}, U3 = {1B, 3N}. Se elige al azar una de
las urnas, se extrae de ella una bola al azar y resulta ser blanca. ¿Cuál es la urna con mayor
probabilidad de haber sido elegida?

Mediante U1, U2 y U3, representaremos también la urna elegida. Estos sucesos constituyen
una partición de Ω y se verifica, puesto que la elección de la urna es al azar,

P (U1) = P (U2) = P (U3) =
1
3
.

Si B={la bola extráıda es blanca}, tendremos

P (B|U1) =
3
4
, P (B|U2) =

2
4
, P (B|U3) =

1
4
.

Lo que nos piden es obtener P (Ui|B) para conocer cuál de las urnas ha originado, más proba-
blemente, la extracción de la bola blanca. Aplicando el teorema de Bayes a la primera de las
urnas,

P (U1|B) =
1
3 · 3

4
1
3 · 3

4 + 1
3 · 2

4 + 1
3 · 1

4

=
3
6
,

y para las otras dos, P (U2|B) = 2/6 y P (U3|B) = 1/6. Luego la primera de las urnas es la que
con mayor probabilidad dió lugar a una extracción de bola blanca.

El teorema de Bayes es uno de aquellos resultados que inducen a pensar que la cosa no era
para tanto. Se tiene ante él la sensación que produce lo trivial, hasta el punto de atrevernos
a pensar que lo hubiéramos podido deducir nosotros mismos de haberlo necesitado, aunque
afortunadamente el Reverendo Thomas Bayes se ocupó de ello en un trabajo titulado An Essay
towards solving a Problem in the Doctrine of Chances, publicado en 1763. Conviene precisar
que Bayes no planteó el teorema en su forma actual, que es debida a Laplace.
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1.1.5. Independencia

La información previa que se nos proporcionó sobre el resultado del experimento modificó la
probabilidad inicial del suceso. ¿Ocurre esto siempre? Veámoslo.

Supongamos que en lugar de comprar un único boleto, el que lleva el número 35, hubiéramos
comprado todos aquellos que terminan en 5. Ahora P (A) = 1/10 puesto que hemos comprado 10
boletos, pero al calcular la probabilidad condicionada a la información que se nos ha facilitado,
B ={el boleto premiado termina en 5}, observemos que P (A∩B) = 1/100 porque al intersección
de ambos sucesos es justamente el boleto que está premiado, en definitiva

P (A|B) =
P (A ∩B)

P (B)
=

1/100
10/100

=
1
10

,

la misma que originalmente teńıa A. Parecen existir situaciones en las que la información pre-
via no modifica la probabilidad inicial del suceso. Observemos que este resultado tiene una
consecuencia inmediata,

P (A ∩B) = P (A|B)P (B) = P (A)P (B).

Esta es una situación de gran importancia en probabilidad que recibe el nombre de inde-
pendencia de sucesos y que generalizamos mediante la siguiente definición.

Definición 1.4 (Sucesos independientes) Sean A y B dos sucesos. Decimos que A y B son
independientes si P (A ∩B) = P (A)P (B).

De esta definición se obtiene como propiedad,

P (A|B) =
P (A ∩B)

P (B)
=

P (A)P (B)
P (B)

= P (A),

y su simétrica P (B|A) = P (B).
En ocasiones se define la independencia de dos sucesos a partir de este resultado, obteniéndo-

se entonces como propiedad la que nosotros hemos dado como definición. Existe equivalencia
entre ambas definiciones, aunque a fuerza de ser rigurosos, hay que matizar que definir el
concepto a partir de la probabilidad condicional exige añadir la condición de que el suceso con-
dicionante tenga probabilidad distinta de cero. Hay además otra ventaja a favor de la definición
basada en la factorización de P (A∩B), pone de inmediato en evidencia la simetŕıa del concepto.

El concepto de independencia puede extenderse a una familia finita de sucesos de la siguiente
forma.

Definición 1.5 (Independencia mutua) Se dice que los sucesos de la familia {A1, . . . , An}
son mútuamente independientes cuando

P (Ak1 ∩ . . . ∩Akm) =
m∏

i=1

P (Aki) (1.4)

siendo {k1, . . . , km} ⊂ {1, . . . , n} y los ki distintos.

Conviene señalar que la independencia mutua de los n sucesos supone que han de verificarse(
n
n

)
+

(
n

n−1

)
+ . . .

(
n
2

)
= 2n − n− 1 ecuaciones del tipo dado en (1.4).

Si solamente se verificasen aquellas igualdades que implican a dos elementos diŕıamos que
los sucesos son independientes dos a dos, que es un tipo de independencia menos restrictivo que
el anterior como pone de manifiesto el siguiente ejemplo. Solo cuando n = 2 ambos conceptos
son equivalentes.

La definición puede generalizarse a familias o clases de sucesos.
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Definición 1.6 (Clases independientes de sucesos) Las clases de sucesos A1, . . . ,An ⊂
A se dicen independientes, si al tomar Ai en cada Ai, i = 1, . . . , n, los sucesos de la familia
{A1, . . . , An} son independientes.

Notemos que en la definición no se exige que los elementos de cada clase Ai sean indepen-
dientes entre śı. De hecho A y Ac sólo lo son si P (A) = 0 ó P (A) = 1.

Para una colección infinita de clases de sucesos la anterior definición se extiende con facili-
dad. Diremos que {An}n≥1 ⊂ A son independientes si cualquier subcolección finita lo es.

Ejemplo 1.5 (Teorema de Bayes y sistemas de comunicación) Muchos sistemas de co-
municación pueden modelizarse de la siguiente forma. El usuario entra un 0 o un 1 en el sistema
y la correspondiente señal es transmitida. El receptor toma una decisión acerca del cuál fue la
entrada del sistema en función de la señal recibida. Supongamos que el usuario envia un 0 con
probabilidad 1-p y un 1 con probabilidad p, mientras que el receptor toma un decisión errónea
con probabilidad ε. Para i = 0, 1, sea Ai={el emisor env́ıa i} y Bi={el receptor decidió i}.

 

0

0 0

1

11

1− p 

1− ε 1− ε ε ε 

p 

(1− p)(1− ε) (1− p)ε pε p(1− ε) 

Entrada 

Salida 

De acuerdo con el esquema de la figura, las probabilidades del tipo P (Ai ∩ Bi), supuesta
independencia entre las acciones del emisor y del receptor, valen

P (A0 ∩B0) = (1− p)(1− ε), P (A0 ∩B1) = (1− p)ε
P (A1 ∩B0) = pε, P (A1 ∩B1) = p(1− ε).

Es interesante, en este contexto, conocer las probabilidades del tipo P (Ai|Bj), con i, j = 0, 1. Es
decir, la probabilidad de que habiendo el receptor interpretado la señal como j la que realmente
se transmitió fuera i. De particular interés son, obviamente, P (A0|B0) y P (A1|B1).

Para obtener estas probabilidades podemos hacer uso del Teorema de Bayes,

P (Ai|Bj) ==
P (Bj |Ai)P (Ai)∑n
i=1 P (Bj |Ai)P (Ai)

. (1.5)

El denominador no es más que P (Bj), que se calcula fácilmente a partir de las anteriores
probabilidades. Aśı, para j=0

P (B0) = P (B0|A0)P (A0) + P (B0|A1)P (A1) = (1− ε)(1− p) + εp,

y para j=1

P (B1) = P (B1|A0)P (A0) + P (B1|A1)P (A1) = ε(1− p) + (1− ε)p.

En la tabla se muestran las cuatro probabilidades que se derivan de (1.5).
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B0 B1

A0
(1− ε)(1− p)

(1− ε)(1− p) + εp

ε(1− p)
(1− ε)(1− p) + εp

A1
εp

ε(1− p) + (1− ε)p
(1− ε)p

ε(1− p) + (1− ε)p
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1.2. Variable aleatoria

1.2.1. Definición

Nuestro interés al examinar el resultado de un experimento aleatorio no es tanto el espacio
de probabilidad resultante, como la o las caracteŕısticas numéricas asociadas, lo que supone
cambiar nuestro objetivo de Ω a R o Rk. Hay dos razones que justifican este cambio:

1. el espacio de probabilidad es un espacio abstracto, mientras que R o Rk son espacios bien
conocidos en los que resulta mucho más cómodo trabajar,

2. fijar nuestra atención en las caracteŕısticas numéricas asociadas a cada resultado implica
un proceso de abstracción que, al extraer los rasgos esenciales del espacio muestral, permite
construir un modelo probabiĺıstico aplicable a todos los espacios muestrales que comparten
dichos rasgos.

Puesto que se trata de caracteŕısticas numéricas ligadas a un experimento aleatorio, son ellas
mismas cantidades aleatorias. Esto supone que para su estudio y conocimiento no bastará con
saber que valores toman, habrá que conocer además la probabilidad con que lo hacen. Todo
ello exige trasladar la información desde el espacio de probabilidad a R o Rk y la única forma
que conocemos de trasladar información de un espacio a otro es mediante una aplicación. En
nuestro caso la aplicación habrá de trasladar el concepto de suceso, lo que exige una mı́nima
infraestructura en el espacio receptor de la información semejante a la σ-álgebra que contiene
a los sucesos. Como nos vamos a ocupar ahora del caso unidimensional, una sola caracteŕıstica
numérica asociada a los puntos del espacio muestral, nuestro espacio imagen es R. En R,
los intervalos son el lugar habitual de trabajo, por lo que más conveniente será exigir a esta
infraestructura que los contenga. Existe en R la llamada σ-álgebra de Borel, β, que tiene la
propiedad de ser la menor de las que contienen a los intervalos, lo que la hace la más adecuada
para convertir a R en espacio probabilizable: (R, β). Estamos ahora en condiciones de definir
la variable aleatoria.

Definición 1.7 (Variable aleatoria) Consideremos los dos espacios probabilizables (Ω,A) y
(R, β). Una variable aleatoria es un aplicación, X : Ω −→ R, que verifica

X−1(B) ∈ A, ∀B ∈ β. (1.6)

Cuando hacemos intervenir una variable aleatoria en nuestro proceso es porque ya estamos en
presencia de un espacio de probabilidad, (Ω,A, P ). La variable aleatoria traslada la información
probabiĺıstica relevante de Ω a R mediante una probabilidad inducida que se conoce como ley
de probabilidad de X o distribución de probabilidad de X.

El concepto de σ-álgebra inducida

Dada la definición de variable aleatoria, es muy sencillo comprobar el siguiente resultado.

Lema 1.1 La familia de sucesos

σ(X) = {X−1(B), ∀B ∈ β} = {X−1(β)},

es una σ-álgebra, denominada σ-álgebra inducida por X, que verifica σ(X) ⊂ A.

A los efectos de conocer el comportamiento probabiĺısticos de una variable aleatoria X, tres
funciones nos proporcionan la información necesaria:
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la probabilidad inducida, PX ,

la función de distribución de probabilidad, FX , y

la función de cuant́ıa o probabilidad, si la variable es discreta, o la función de densidad de
probabilidad, si la variables es continua, en ambos casos denotada por fX .

Sus definiciones y propiedades se describen a continuación. Se puede demostrar, aunque está fue-
ra del objetivo y alcance de estas notas, la equivalencia entre las tres funciones,

PX ⇐⇒ FX ⇐⇒ fX .

Es decir, el conocimiento de una cualquiera de ellas permite obtener las otras dos.

1.2.2. Probabilidad inducida

X induce sobre (R, β) una probabilidad, PX , de la siguiente forma,

PX(A) = P (X−1(A)), ∀A ∈ β.

Es fácil comprobar que PX es una probabilidad sobre la σ-álgebra de Borel, de manera que
(R, β, PX) es un espacio de probabilidad al que podemos aplicar todo cuanto se dijo en el
caṕıtulo anterior. Observemos que PX hereda las caracteŕısticas que teńıa P , pero lo hace a
través de X. ¿Qué quiere esto decir? Un ejemplo nos ayudará a comprender este matiz.

Ejemplo 1.6 Sobre el espacio de probabilidad resultante de lanzar dos dados, definimos las
variables aletorias, X=suma de las caras e Y =valor absoluto de la diferencia de las caras. Aun
cuando el espacio de probabilidad sobre el que ambas están definidas es el mismo, PX y PY son
distintas porque viene inducidas por variables distintas. En efecto,

PX({0}) = P (X−1({0}) = P (∅) = 0,

sin embargo,

PY ({0}) = P (Y −1({0}) = P ({1, 1}, {2, 2}, {3, 3}, {4, 4}, {5, 5}, {6, 6}) =
1
6
.

La distribución de probabilidad de X, PX , nos proporciona cuanta información necesitamos
para conocer el comportamiento probabiĺıstico de X, pero se trata de un objeto matemático
complejo de incómodo manejo, al que no es ajena su condición de función de conjunto. Esta es
la razón por la que recurrimos a funciones de punto para describir la aleatoriedad de X.

1.2.3. Función de distribución de probabilidad

A partir de la probabilidad inducida podemos definir sobre R la siguiente función,

FX(x) = PX((−∞, x]) = P (X−1{(−∞, x]}) = P (X ≤ x), ∀x ∈ R. (1.7)

Aśı definida esta función tiene las siguientes propiedades:

PF1) No negatividad.- Consecuencia inmediata de su definición.

PF2) Monotońıa.- De la monotońıa de la probabilidad se deduce fácilmente que FX(x1) ≤
FX(x2) si x1 ≤ x2.
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PF3) Continuidad por la derecha.- Consideremos una sucesión decreciente de números
reales xn ↓ x. La correspondiente sucesión de intervalos verifica ∩n(−∞, xn] = (−∞, x], y
por la continuidad desde arriba de la probabilidad respecto del paso al ĺımite tendremos
ĺımxn↓x FX(xn) = FX(x).

Observemos por otra parte que (−∞, x] = {x} ∪ ĺımn→+∞(−∞, x − 1
n ], lo que al tomar

probabilidades conduce a

FX(x) = P (X = x) + ĺım
n→+∞

FX

(
x− 1

n

)
= P (X = x) + F (x−), (1.8)

A partir de 1.8 se sigue que FX(x) es continua en x śı y solo śı P (X = x) = 0.

PF4) Valores ĺımites.- Si xn ↑ +∞ o xn ↓ −∞ entonces (−∞, xn] ↑ R y (−∞, xn] ↓ ∅ y por
tanto

F (+∞) = ĺım
xn↑+∞

F (xn) = 1, F (−∞) = ĺım
xn↓−∞

F (xn) = 0.

A la función FX se la conoce como función de distribución de probabilidad de X (en adelante
simplemente función de distribución). En ocasiones se la denomina función de distribución
acumulada, porque tal y como ha sido definida nos informa de la probabilidad acumulada por
la variable X hasta el punto x. Nos permite obtener probabilidades del tipo P (a < X ≤ b) a
partir de la expresión

P (a < X ≤ b) = FX(b)− FX(a).

1.2.4. Función de cuant́ıa o probabilidad: variable aleatoria discreta

Existe una segunda función de punto que permite describir el comportamiento de X, pero
para introducirla hemos de referirnos primero a las caracteŕısticas del soporte de X, entendiendo
por tal un conjunto DX ∈ β que verifica, PX(DX) = P (X ∈ DX) = 1.

Cuando DX es numerable, PX es discreta y decimos que X es una variable aleatoria discreta.
Como ya vimos en un ejemplo del caṕıtulo anterior, PX({xi}) = P (X = xi) > 0, ∀xi ∈ DX ,
y siendo además P (X ∈ DX) = 1, se deduce P (X = x) = 0, ∀x ∈ Dc

X . En este caso es fácil
comprobar que la FX asociada viene dada por

FX(x) =
∑

xi≤x

P (X = xi). (1.9)

De acuerdo con esto, si x(i) y x(i+1) son dos puntos consecutivos del soporte tendremos que ∀x ∈
[x(i), x(i+1)[, FX(x) = FX(x(i)). Como además PX(x) = 0, ∀x ∈ Dc

X , la función será también
continua. Por otra parte P (X = xi) > 0, para xi ∈ DX , con lo que los únicos puntos de
discontinuidad serán lo del soporte, discontinuidad de salto finito cuyo valor es FX(x(i)) −
FX(x(i−1)) = P (X = xi). Se trata por tanto de una función escalonada, cuyos saltos se producen
en los puntos de DX .

A la variable aleatoria discreta podemos asociarle una nueva función puntual que nos será de
gran utilidad. La definimos para cada x ∈ R mediante fX(x) = PX({x}) = P (X = x), lo que
supone que

fX(x) =
{

P (X = x), si x ∈ DX

0, en el resto.

Esta función es conocida como función de cuant́ıa o de probabilidad de X y posee las dos
propiedades siguientes:

Pfc1) Al tratarse de una probabilidad, fX(x) ≥ 0, ∀x ∈ R,
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Pfc2) Como P (X ∈ DX) = 1, ∑

xi∈DX

fX(xi) = 1.

La relación entre fX y FX viene recogida en las dos expresiones que siguen, cuya obtención
es evidente a partir de (1.8) y (1.9). La primera de ellas permite obtener FX a partir de fX ,

FX(x) =
∑

xi≤x

fX(xi).

La segunda proporciona fX en función de FX ,

fX(x) = FX(x)− FX(x−).

1.2.5. Algunos ejemplos de variables aleatorias discretas

Variable aleatoria Poisson

La distribución de Poisson de parámetro λ es una de las distribuciones de probabilidad
discretas más conocida. Una variable con esta distribución se caracteriza porque su soporte es
DX = {0, 1, 2, 3, . . .} y su función de cuant́ıa viene dada por

fX(x) =





e−λλx

x!
, si x ∈ DX

0, en el resto,

que cumple las propiedades Pfc1) y Pfc2). La función de distribución tiene por expresión

FX(x) =
∑

n≤x

e−λλn

n!
.

Diremos que X es una variable Poisson de parámetro λ y lo denotaremos X ∼ Po(λ). Esta
variable aparece ligada a experimentos en los que nos interesa la ocurrencia de un determinado
suceso a lo largo de un intervalo finito de tiempo3, verificándose las siguientes condiciones:

1. la probabilidad de que el suceso ocurra en un intervalo pequeño de tiempo es proporcional
a la longitud del intervalo, siendo λ el factor de proporcionalidad,

2. la probabilidad de que el suceso ocurra en dos o más ocasiones en un intervalo pequeño
de tiempo es prácticamente nula.

Fenómenos como el número de part́ıculas que llegan a un contador Geiger procedentes de una
fuente radiactiva, el número de llamadas que llegan a una centralita telefónica durante un
intervalo de tiempo, las bombas cáıdas sobre la región de Londres durante la Segunda Guerra
mundial y las bacterias que crecen en la superficie de un cultivo, entre otros, pueden ser descritos
mediante una variable aleatoria Poisson.

3En un planteamiento más general, el intervalo finito de tiempo puede ser sustituido por un subconjunto
acotado de Rk
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Variable aleatoria Binomial

Decimos que X es una variable Binomial de parámetros n y p (X ∼ B(n, p)) si DX =
{0, 1, 2, . . . , n} y

fX(x) =





(
n

x

)
px(1− p)n−x, si x ∈ DX

0, en el resto,

que se comprueba fácilmente que verifica Pfc1) y Pfc2).
Cuando llevamos a cabo un experimento aleatorio cuyos rasgos esenciales son:

1. se llevan a cabo n repeticiones independientes de una misma prueba en las mismas con-
diciones,

2. en cada repetición observamos la ocurrencia (éxito) o no (fracaso) de un mismo suceso,
A, y

3. la probabilidad de éxito es la misma en cada repetición, P (A) = p,

la variable que describe el número de éxitos alcanzado en las n repeticiones, es una Binomial
de parámetros n y p.

Fenómenos aleatorios aparentemente tan diferentes como el número de hijos varones de un
matrimonio con n hijos o el número de caras obtenidas al lanzar n veces una moneda correcta,
son bien descritos mediante un variable Binomial. Este hecho, o el análogo que señalábamos en
el ejemplo anterior, ponen de manifiesto el papel de modelo aleatorio que juega una variable
aleatoria, al que alud́ıamos en la introducción. Esta es la razón por la que en muchas ocasiones
se habla del modelo Binomial o del modelo Poisson.

Hagamos por último hincapié en un caso particular de variable aleatoria Binomial. Cuando
n = 1 la variable X ∼ B(1, p) recibe el nombre de variable Bernoulli y se trata de una variable
que solo toma los valores 0 y 1 con probabilidad distinta de cero. Es por tanto una variable
dicotómica asociada a experimentos aleatorios en los que, realizada una sola prueba, nos intere-
samos en la ocurrencia de un suceso o su complementario. Este tipo de experimentos reciben el
nombre de pruebas Bernoulli.

La distribución de Poisson como ĺımite de la Binomial.- Consideremos la sucesión
de variables aleatorias Xn ∼ B(n, pn) en la que a medida que n aumenta, pn disminuye
de forma tal que npn ≈ λ. Más concretamente, npn → λ. Tendremos para la función de
cuant́ıa,

fXn(x) =
(

n

x

)
px

n(1− pn)n−x =
n!

x!(n− x)!
px

n(1− pn)n−x,

y para n suficientemente grande,

fXn(x) ≈ n!
x!(n− x)!

(
λ

n

)x(
1− λ

n

)n−x

=
λx

x!
n(n− 1) · · · (n− x + 1)

nx

(
1− λ

n

)n(
1− λ

n

)−x

.

Al pasar al ĺımite,

n(n− 1) · · · (n− x + 1)
nx

→ 1,

(
1− λ

n

)n

→ e−λ,

(
1− λ

n

)−x

→ 1,
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y tendremos

ĺım
n→+∞

fXn(x) =
e−λλx

x!
.

La utilidad de este resultado reside en permitir la aproximación de la función de cuant́ıa
de una B(n, p) mediante la función de cuant́ıa de una Po(λ = np) cuando n es grande y
p pequeño.

Variable aleatoria Hipergeométrica. Relación con el modelo Binomial

Si tenemos una urna con N bolas, de las cuales r son rojas y el resto, N − r, son blancas
y extraemos n de ellas con reemplazamiento, el número X de bolas rojas extráıdas será una
B(n, p) con p = r/N .

¿Qué ocurre si llevamos a cabo las extracciones sin reemplazamiento? La variable X sigue
ahora una distribución Hipergeométrica (X ∼ H(n,N, r)) con soporte DX = {0, 1, 2, . . . , mı́n(n, r)}
y cuya función de cuant́ıa se obtiene fácilmente a partir de la fórmula de Laplace

fX(x) =





(
r

x

)(
N − r

n− x

)

(
N

n

) , si x ∈ DX

0, en el resto,

que cumple de inmediato la condición Pfc1). Para comprobar Pfc2) debemos hacemos uso de
una conocida propiedad de los números combinatorios,

n∑

i=0

(
a

i

)(
b

n− i

)
=

(
a + b

n

)
.

La diferencia entre los modelos Binomial e Hipergeométrico estriba en el tipo de extracción.
Cuando ésta se lleva a cabo con reemplazamiento las sucesivas extracciones son independientes
y la probabilidad de éxito se mantiene constante e igual a r/N , el modelo es Binomial. No ocurre
aśı si las extracciones son sin reemplazamiento. No obstante, si n es muy pequeño respecto a N y
r, la composición de la urna variará poco de extracción a extracción y existirá lo que podŕıamos
denominar una quasi-independencia y la distribución Hipergeométrica deberá comportarse como
una Binomial. En efecto,

fX(x) =

(
r

x

)(
N − r

n− x

)

(
N

n

)

=
r!

x!(r − x)!
× (N − r)!

(n− x)!(N − r − n + x)!
× n!(N − n)!

N !

=
(

n

x

)
r

N
× r − 1

N − 1
× · · · × r − x + 1

N − x + 1
× N − r

N − x
× N − r − 1

N − x− 1
×

· · · × N − r − n + x + 1
N − n + 1

≈
(

n

x

)
px(1− p)n−x,

con p = r/N .
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Variable aleatoria Binomial Negativa

Consideremos n pruebas Bernoulli independientes con la misma probabilidad de éxito, p, en
cada una de ellas. Nos interesamos en la ocurrencia del r-ésimo éxito. La variable que describe
el mı́nimo número de pruebas adicionales necesarias para alcanzar los r éxitos, es una variable
aleatoria Binomial Negativa, X ∼ BN(r, p), con soporte numerable DX = {0, 1, 2, . . .} y con
función de cuant́ıa

fX(x) =





(
r + x− 1

x

)
pr(1− p)x, si x ≥ 0

0, en el resto.

El nombre de Binomial negativa se justifica a partir de la expresión alternativa que admite la
función de cuant́ıa,

fX(x) =





(−r

x

)
pr(−(1− p))x, si x ≥ 0

0, en el resto,

obtenida al tener en cuenta que

(−r

x

)
=

(−r)(−r − 1) · · · (−r − x + 1)
x!

=
(−1)xr(r + 1) · · · (r + x− 1)

x!

=
(−1)x(r − 1)!r(r + 1) · · · (r + x− 1)

(r − 1)!x!

= (−1)x

(
r + x− 1

x

)
.

La condición Pfc1) se cumple de inmediato, en cuanto a Pfc2) recordemos el desarrollo en serie
de potencias de la función f(x) = (1− x)−n,

1
(1− x)n

=
∑

i≥0

(
n + i− 1

i

)
xi, |x| < 1.

En nuestro caso

fX(x) =
∑

x≥0

(
r + x− 1

x

)
pr(1− p)x = pr

∑

x≥0

(
r + x− 1

x

)
(1− p)x = pr 1

(1− (1− p))r
= 1.

Un caso especial con nombre propio es el de r = 1. La variable aleatoria X ∼ BN(1, p)
recibe el nombre de variable aleatoria Geométrica y su función de cuant́ıa se reduce a

fX(x) =





p(1− p)x, si x ≥ 0

0, en el resto.
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1.2.6. Función de densidad de probabilidad: variable aleatoria conti-
nua.

Una variable aleatoria X es continua si su función de distribución, FX , es absolutamente
continua. Lo que a efectos prácticos ello supone que existe una función fX(x), conocida como
función de densidad de probabilidad (fdp) de X, tal que

FX(x) =
∫ x

−∞
f(t) dt.

En particular, dado cualquier intervalo ]a, b], se verifica

P (X ∈]a, b]) = P (a < X ≤ b) =
∫ b

a

f(x) dx.

Se derivan para fX dos interesantes propiedades que la caracterizan:

Pfdp1) fX(x) es no negativa, y

Pfdp2) como P (X ∈ R) = 1, ∫ +∞

−∞
f(x) dx = 1.

Por otra parte, si x es un punto de continuidad de fX , por una propiedad de la integral de
Riemann se tiene

fX(x) = F
′
X(x).

Significado f́ısico de la fdp

La continuidad de FX implica, recordemos (1.8), que en las variables aleatorias continuas
P (X = x) = 0, ∀x ∈ R. Este es un resultado que siempre sorprende y para cuya comprensión
es conveniente interpretar f́ısicamente la función de densidad de probabilidad.

 

y = fX(x) 

a b 

P(a < X ≤ b) 

x   x+dx 
fX(x)dx 

La fdp es sencillamente eso, una densidad lineal de probabilidad que nos indica la cantidad
de probabilidad por elemento infinitesimal de longitud. Es decir, fX(x) dx ≈ P (X ∈]x, x+dx]).
Ello explica que, para elementos con longitud cero, sea nula la correspondiente probabilidad.
En este contexto, la probabilidad obtenida a través de la integral de Riemann pertinente se
asimila a un área, la encerrada por fX entre los ĺımites de integración.
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1.2.7. Algunos ejemplos de variables aleatorias continuas

Variable aleatoria Uniforme

La variable X diremos que tiene una distribución uniforme en el intervalo [a,b], X ∼ U(a, b),
si su fdp es de la forma

fX(x) =





1
b− a

, si x ∈ [a, b]

0, en el resto.

La función de distribución que obtendremos integrando fX vale

FX(x) =





0, si x ≤ a

x− a

b− a
, si a < x ≤ b

1, si x > b.

Surge esta variable cuando elegimos al azar un punto en el intervalo [a,b] y describimos con X
su abscisa.

Variable aleatoria Normal

Diremos que X es una variable aleatoria Normal de parámetros µ y σ2, X ∼ N(µ, σ2), si
tiene por densidad,

fX(x) =
1

σ
√

2π
e
− (x− µ)2

2σ2 , −∞ < x < +∞. (1.10)

En tanto que densidad, fX debe satisfacer las propiedades Pfdp1) y Pfdp2). La primera se
deriva de inmediato de (1.10). Para comprobar la segunda,

I2 =
[∫ +∞

−∞
fX(x)dx

]2

=
∫ +∞

−∞
fX(x)dx ·

∫ +∞

−∞
fX(y)dy

=
1
2π

· 1
σ

∫ +∞

−∞
e
− (x− µ)2

2σ2 dx · 1
σ

∫ +∞

−∞
e
− (y − µ)2

2σ2 dy (1.11)

=
1
2π

· 1
σ

∫ +∞

−∞
e
−z2

2 σdz · 1
σ

∫ +∞

−∞
e
−v2

2 σdv (1.12)

=
1
2π

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
e
−z2 + v2

2 dzdv (1.13)

=
1
2π

∫ 2π

0




∫ +∞

0

e
−r2

2 rdr


 dθ = 1, (1.14)
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donde el paso de (1.11) a (1.12) se lleva a cabo mediante los cambios z = (x − µ)/σ y v =
(v − µ)/σ, y el de (1.13) a (1.14) mediante el cambio a polares z = r sin θ y v = r cos θ.

La gráfica de fX tiene forma de campana y es conocida como la campana de Gauss por ser
Gauss quien la introdujo cuando estudiaba los errores en el cálculo de las órbitas de los planetas.
En honor suyo, la distribución Normal es también conocida como distribución Gaussiana. Del
significado de los parámetros nos ocuparemos más adelante, pero de (1.10) deducimos que µ ∈ R
y σ > 0. Además, el eje de simetŕıa de fX es la recta x = µ y el vértice de la campana (máximo
de fx) está en el punto de coordenadas (µ, 1/σ

√
2π).

0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

-2 -1 0 1 2 3 4 5 6

σ = 0,5

σ = 1

σ = 2

µ = 1,5

La figura ilustra el papel que los parámetros juegan en la forma y posición de la gráfica de
la función de densidad de una N(µ, σ2). A medida que σ disminuye se produce un mayor apun-
tamiento en la campana porque el máximo aumenta y porque, recordemos, el área encerrada
bajo la curva es siempre la unidad.

Una caracteŕıstica de la densidad de la Normal es que carece de primitiva, por lo que su
función de distribución no tiene expresión expĺıcita y sus valores están tabulados o se calculan
por integración numérica. Esto representa un serio inconveniente si recordamos que P (a < X ≤
b) = FX(b) − FX(a), puesto que nos obliga a disponer de una tabla distinta para cada par de
valores de los parámetros µ y σ.

En realidad ello no es necesario, además de que seŕıa imposible dada la variabilidad de
ambos parámetros, porque podemos recurrir a la que se conoce como variable aleatoria Normal
tipificada, Z ∼ N(0, 1), cuya densidad es

fZ(z) =
1√
2π

e
−z2

2 , −∞ < z < +∞.

En efecto, si para X ∼ N(µ, σ2) queremos calcular

FX(x) =
1

σ
√

2π

∫ x

−∞
e
− (t− µ)2

2σ2 dt,

efectuando el cambio z = (t− µ)/σ tendremos

FX(x) =
1√
2π

∫ x−µ
σ

−∞
e
−z2

2 dz = Φ
(

x− µ

σ

)
,
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donde Φ(z) es la función de distribución de la N(0, 1).
Hay que señalar que el mayor interés de la distribución Normal estriba en el hecho de servir

de modelo probabiĺıstico para una gran parte de los fenómenos aleatorios que surgen en el
campo de las ciencias experimentales y naturales.

El lema que sigue nos asegura que cualquier transformación lineal de un variable Normal es
otra Normal.

Lema 1.2 Sea X ∼ N(µ, σ2) y definamos Y = aX + b, entonces Y ∼ N(aµ + b, a2σ2).

Demostración.- Supongamos a > 0, la función de distribución de Y viene dada por

FY (y) = P (Y ≤ y) = P (aX + b ≤ y) = P

(
X ≤ y − b

a

)
= FX

(
y − b

a

)
.

Su función de densidad es

fY (y) = F ′Y (y) =
1
a
fX

(
y − b

a

)
=

1
aσ
√

2π
exp

{
−1

2

(
y − (aµ + b)

aσ

)2
}

.

Si a < 0 entonces

FY (y) = P (Y ≤ y) = P (aX + b ≤ y) = P

(
X ≥ y − b

a

)
= 1− FX

(
y − b

a

)
,

y la densidad será

fY (y) = F ′Y (y) = −1
a
fX

(
y − b

a

)
=

1
|a|σ√2π

exp

{
−1

2

(
y − (aµ + b)

aσ

)2
}

.

En ambos casos se deduce que Y ∼ N(aµ + b, a2σ2).

Variable aleatoria Exponencial

Diremos que la variable aleatoria X tiene una distribución Exponencial de parámetro λ,
X ∼ Exp(λ), si su función de densidad es de la forma

fX(x) =
{

0, si x ≤ 0
λe−λx, si x > 0, λ > 0.

La función de distribución de X vendrá dada por

FX(x) =





0, si x ≤ 0

∫ x

0
λe−λt dt = 1− e−λx, si x > 0.

La distribución exponencial surge en problemas relacionados con tiempos de espera y está re-
lacionada con la distribución de Poisson de igual parámetro. En efecto, si consideramos un
proceso de desintegración radiactiva con λ desintegraciones por unidad de tiempo, el núme-
ro de desintegraciones que se producen en el intervalo [0,t] es Nt ∼ Po(λt), y el tiempo que
transcurre ente dos desintegraciones consecutivas es X ∼ Exp(λ).
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La falta de memoria de la variable aleatoria Exponencial.- La variable aleatoria
Exponencial tiene una curiosa e interesante propiedad conocida como falta de memoria.
Consiste en la siguiente igualdad,

P (X > x + t|X > t) = P (X > x), ∀x, t ≥ 0.

En efecto,

P (X > x + t|X > t) =

=
P ({X > x + t} ∩ {X > t})

P (X > t)
=

P (X > x + t)
P (X > t)

=
e−λ(x+t)

e−λt
= e−λx = P (X > x).

(1.15)

Variable aleatoria Gamma

Diremos que la variable aleatoria X tiene una distribución Gamma de parámetros α y β,
X ∼ Ga(α, β), si su función de densidad es de la forma

fX(x) =





0, si x ≤ 0

1
Γ(α)βα

xα−1e−x/β , si x > 0, α > 0, β > 0,

donde Γ(α) es el valor de la función Gamma en α, es decir

Γ(α) =
∫ ∞

0

yα−1e−ydy, α > 0.

Para comprobar que Pfdp2) se satisface, la Pfdp1) es de comprobación inmediata, bas-
tará hacer el cambio y = x/β en la correspondiente integral

∫ ∞

0

1
Γ(α)βα

xα−1e−x/βdx =
1

Γ(α)βα

∫ ∞

0

yα−1e−yβαdy =
1

Γ(α)
Γ(α) = 1.

Los valores de la función de distribución FX(x) aparecen tabulados, con tablas para las dife-
rentes combinaciones de los parámetros α y β.

Obsérvese que la distribución Exponencial de parámetro λ es un caso particular de la Gam-
ma. En concreto Exp(λ) = Gamma(1, 1/λ).

Observación 1.1 Nos será de utilidad más tarde recordar alguna caracteŕıstica adicional de
la función Gamma. En particular la obtención de sus valores cuando α = n o α = n + 1

2 , n
natural. Es fácil comprobar, mediante sucesivas integraciones por partes, que

Γ(α) = (α− 1)Γ(α− 1) = (α− 1)(α− 2)Γ(α− 2),

lo que para α = n da lugar a

Γ(n) = (n− 1)(n− 2) . . . 2Γ(1).

Pero

Γ(1) =
∫ ∞

0

e−xdx = 1 y Γ(n) = (n− 1)!.
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Para el caso en que α = n + 1
2 deberemos calcular Γ( 1

2 ),

Γ
(

1
2

)
=

∫ ∞

0

e−xx−1/2dx =
[
y =

t2

2

]
=
√

2
∫ ∞

0

e−t2/2dt =
√

2
√

2π

2
=
√

π. (1.16)

La última integral en (1.16), dividida por
√

2π, es la mitad del área que cubre la fdp de la
N(0, 1).
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1.3. Vector aleatorio

Cuando estudiamos simultáneamente k caracteŕısticas numéricas ligadas al resultado del
experimento, por ejemplo la altura y el peso de las personas, nos movemos en Rk como espacio
imágen de nuestra aplicación. La σ-álgebra de sucesos con la que dotamos a Rk para hacerlo
probabilizable es la correspondiente σ-álgebra de Borel βk, que tiene la propiedad de ser la
menor que contiene a los rectángulos (a, b] =

∏k
i=1(ai, bi], con a = (a1, . . . , ak), b = (b1, . . . , bk)

y −∞ ≤ ai ≤ bi < +∞. De entre ellos merecen especial mención aquellos que tiene el extremo
inferior en −∞, Sx =

∏k
i=1(−∞, xi], a los que denominaremos región suroeste de x, por que

sus puntos están situados al suroeste de x.

Definición 1.8 (Vector aleatorio) Un vector aleatorio, X = (X1, X2, . . . , Xk), es una apli-
cación de Ω en Rk, que verifica

X−1(B) ∈ A, ∀B ∈ βk.

La presencia de una probabilidad sobre el espacio (Ω,A) permite al vector inducir una
probabilidad sobre (Rk, βk).

1.3.1. Probabilidad inducida

X induce sobre (Rk, βk) una probabilidad, PX , de la siguiente forma,

PX(B) = P (X−1(B)), ∀B ∈ βk.

Es sencillo comprobar que verifica los tres axiomas que definen una probabilidad, por lo que
la terna (Rk, βk, PX) constituye un espacio de probabilidad con las caracteŕısticas de (Ω,A, P )
heredadas a través de X.

1.3.2. Funciones de distribución conjunta y marginales

La función de distribución asociada a PX se define para cada punto x = (x1, . . . , xk) de Rk

mediante

FX(x) = FX(x1, . . . , xk) = PX(Sx) = P (X ∈ Sx) = P

(
k⋂

i=1

{Xi ≤ xi}
)

. (1.17)

De la definición se derivan las siguientes propiedades:

PFC1) No negatividad.- Consecuencia inmediata de ser una probabilidad.

PFC2) Monotońıa en cada componente.- Si x ≤ y, es decir, xi ≤ yi, i = 1, . . . , k, Sx ⊂
Sy y FX(x) ≤ FX(y).

PFC3) Continuidad conjunta por la derecha.- Si x(n) ↓ x, entonces FX(x(n)) ↓ FX(x),

PFC4) Valores ĺımites.- Al tender a ±∞ las componentes del punto, se tiene

ĺım
∀xi↑+∞

FX(x1, . . . , xk) = 1,

o bien,
ĺım

∃xi↓−∞
F (x1, . . . , xk) = 0.
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que no son más que la versión multidimensional de las propiedades ya conocidas para el caso
unidimensional. Existe ahora una quinta propiedad sin la cual no seŕıa posible recorrer el camino
inverso, obtener PX a partir de FX , y establecer la deseada y conveniente equivalencia entre
ambos conceptos.

PFC5) Supongamos que k = 2 y consideremos el rectángulo (a, b] = (a1, b1]× (a2, b2] tal como
lo muestra la figura. Indudablemente PX(]a, b]) ≥ 0 , pero teniendo en cuenta (1.17)
podemos escribir,

PX(]a, b]) = FX(b1, b2)− FX(b1, a2)− FX(a1, b2) + FX(a1, a2) ≥ 0.

Funciones de distribución marginales

Si el vector es aleatorio cabe pensar que sus componentes también lo serán. En efecto, la
siguiente proposición, de sencilla demostración, establece una primera relación entre el vector
y sus componentes.

Proposición 1.1 X = (X1, . . . , Xk) es un vector aleatorio si y solo si cada una de sus compo-
nentes es una variable aleatoria.

Si las componentes del vector son variables aleatorias tendrán asociadas sus correspondien-
tes probabilidades inducidas y funciones de distribución. La nomenclatura hasta ahora utilizada
necesita ser adaptada, lo que haremos añadiendo los adjetivos conjunta y marginal, respecti-
vamente. Puesto que PX y FX describen el comportamiento conjunto de las componentes de
X, nos referiremos a ellas como distribución conjunta y función de distribución conjunta del
vector X, respectivamente. Cuando, en el mismo contexto, necesitemos referirnos a la distribu-
ción de alguna componente lo haremos aludiendo a la distribución marginal o a la función de
distribución marginal de Xi.

La pregunta que surge de inmediato es, ¿qué relación existe entre la distribución conjunta
y las marginales? Estamos en condiciones de dar respuesta en una dirección: cómo obtener la
distribución marginal de cada componente a partir de la conjunta. Para ello, basta tener en
cuenta que

ĺım
xj

j 6=i→∞

k⋂

j=1

{Xj ≤ xj} = {Xi ≤ xi},

y al tomar probabilidades obtendremos

FXi(xi) = ĺım
xj

j 6=i→∞
FX(x1, . . . , xk). (1.18)

El concepto de marginalidad puede aplicarse a cualquier subvector del vector original. Aśı,
para l ≤ k, si X l = (Xi1 , . . . , Xil

) es un subvector de X, podemos hablar de la distribución
conjunta marginal de X l, para cuya obtención a partir de la conjunta procederemos de forma
análoga a como acabamos de hacer para una componente. Si en la relación

{X ∈ Sx} =
k⋂

i=1

{Xi ≤ xi},

fijamos xi1 , . . . , xil
y hacemos tender a ∞ el resto de las componentes, obtendremos

{X l ∈ Sxl} = ĺım
xi

i 6=i1,...,il−→ ∞
{X ∈ Sx}.
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Relación que nos permite obtener la función de distribución marginal conjunta de X l =
(Xi1 , . . . , Xil

) sin más que tomar probabilidades,

FXl(xi1 , . . . , xil
) = ĺım

xi
i 6=i1,...,il−→ ∞

FX(x1, . . . , xk).

Ejemplo 1.7 Elegimos un punto al azar sobre el triángulo T de vértices (0,0), (1,0), (0,2).
 

2 

1 x 

y 

2x + y = 2 
 

1 
3 

4 2 
x1 

y3 

x2 x3 x4 y1 y4 y2 (x3,2-2x3) 
(x3,2) 

(x2,2-2x2) 
(1-y2/2,y2) (1-y4/2,y4) (1,y4) 

Para encontrar la función de distribución conjunta
del vector de sus componentes, (X,Y ), observemos
la figura y las distintas posiciones del punto. Como la
masa de probabilidad está uniformemente repartida
sobre el triángulo puesto que la elección del punto es
al azar, tendremos que

P ((X,Y ) ∈ A) =
‖A ∩ T‖
‖T‖ ,

donde ‖B‖ es el área de B. Aplicado a la función de
distribución dará lugar a

FXY (x, y) = P ((x, y) ∈ Sxy) = ‖Sxy ∩ T‖, (1.19)

puesto que el área del triángulo vale 1.
Aplicando (1.19) obtenemos

FXY (x, y) =





0, si x ≤ 0 o y ≤ 0;
xy, si (x, y) es del tipo 1 ;
xy − (x + y/2− 1)2, si (x, y) es del tipo 2 ;
2x− x2, si (x, y) es del tipo 3 ;
y − y2/4, si (x, y) es del tipo 4 ;
1, si x ≥ 1 e y ≥ 2;

Observemos que las expresiones de FXY (x, y) correspondientes a puntos del tipo 3 y 4 dependen
solamente de x e y, respectivamente. Si recordamos la obtención de la función de distribución
marginal veremos que se corresponden con FX(x) y FY (y), respectivamente.

1.3.3. Función de cuant́ıa o probabilidad conjunta: vector aleatorio
discreto

Si el soporte, DX , del vector es numerable, lo que supone que también lo son los de cada una
de sus componentes, diremos que X es un vector aleatorio discreto. Como en el caso unidimen-
sional, una tercera función puede asociarse al vector y nos permite conocer su comportamiento
aleatorio. Se trata de la función de cuant́ıa o probabilidad conjunta y su valor, en cada punto
de Rk, viene dado por

fX(x1, . . . , xk) =
{

P (Xi = xi, i = 1, . . . , k), si x = (x1, . . . , xk) ∈ DX

0, en el resto.

La función de cuant́ıa conjunta posee las siguientes propiedades:

Pfcc1) Al tratarse de una probabilidad, fX(x) ≥ 0, ∀x ∈ Rk,



1.3 Vector aleatorio 27

Pfcc2) Como P (X ∈ DX) = 1,
∑
x1

· · ·
∑
xk

fX(x1, x2, . . . , xk) = 1, (x1, x2, . . . , xk) ∈ DX .

Entre FX y fX se establecen relaciones similares a las del caso unidimensional:

FX(x) =
∑

y≤x, y∈DX

fX(y1, y2, . . . , yk),

y
fX(x1, x2, . . . , xk) = FX(x1, x2, . . . , xk)− FX(x1−, x2−, . . . , xk−).

De ambas expresiones se deduce la equivalencia entre ambas funciones y también la de éstas
con PX ,

PX ⇐⇒ FX ⇐⇒ fX .

Funciones de cuant́ıa marginales

Si el vector aleatorio X es discreto también lo serán cada una de sus componentes. Si por
Di designamos el soporte de Xi, i = 1, . . . , k, se verifica,

{Xi = xi} =
⋃

xj∈Dj , j 6=i




k⋂

j=1

{Xj = xj}

 ,

siendo disjuntos los elementos que intervienen en la unión. Al tomar probabilidades tendremos

fXi(xi) =
∑

xj∈Dj , j 6=i

fX(x1, . . . , xk),

que permite obtener la función de cuant́ıa marginal de la Xi a partir de la conjunta. La marginal
conjunta de cualquier subvector aleatorio se obtendŕıa de manera análoga, extendiendo la suma
sobre todas las componentes del subvector complementario,

fXl(xi1 , . . . , xil
) =

∑

xj∈Dj , j 6=i1,...,il

fX(x1, . . . , xk).

Ejemplo 1.8 Supongamos un experimento consistente en lanzar 4 veces una moneda correcta.
Sea X el numero de caras en los 3 primeros lanzamientos y sea Y el número de cruces en los
3 últimos lanzamientos. Se trata de un vector discreto puesto que cada componente lo es. En
concreto DX = {0, 1, 2, 3} y DY = {0, 1, 2, 3}.

La función de cuant́ıa conjunta se recoge en la tabla siguiente, para cualquier otro valor no
recogido en la tabla fXY (x, y) = 0.

X
Y 0 1 2 3 fY (y)
0 0 0 1/16 1/16 2/16
1 0 2/16 3/16 1/16 6/16
2 1/16 3/16 2/16 0 6/16
3 1/16 1/16 0 0 2/16

fX(x) 2/16 6/16 6/16 2/16 1

En los márgenes de la tabla parecen las funciones de cuant́ıa marginales de X e Y , obtenidas
al sumar a lo largo de la correspondiente fila o columna.
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1.3.4. Algunos ejemplos de vectores aleatorios discretos

Vector aleatorio Multinomial

La versión k-dimensional de la distribución Binomial es el llamado vector aleatorio Multi-
nomial. Surge este vector en el contexto de un experimento aleatorio en el que nos interesamos
en la ocurrencia de alguno de los k sucesos, A1, A2, . . . , Ak, que constituyen una partición de
Ω. Si P (Ai) = pi y repetimos n veces el experimento de manera que las repeticiones son inde-
pendientes, el vector X = (X1, . . . , Xk), con Xi =número de ocurrencias de Ai, decimos que
tiene una distribución Multinomial, X ∼ M(n; p1, p2, . . . , pk). La función de cuant́ıa conjunta
viene dada por,

fX(n1, . . . , nk) =





n!
n1!n2! . . . nk!

k∏

i=1

pni
i , si 0 ≤ ni ≤ n, i = 1, . . . , k,

∑
ni = n

0, en el resto,

que verifica Pfcc1) y Pfcc2), porque es no negativa y al sumarla para todos los posibles
n1, n2, . . . , nk obtenemos el desarrollo del polinomio (p1 + p2 + . . .+ pk)n, de suma 1 porque los
Ai constitúıan una partición de Ω.

Para obtener la marginal de Xi observemos que

n!
n1!n2! . . . nk!

k∏

i=1

pni
i =

(
n

ni

)
pni

i

(n− ni)!
n1! . . . ni−1!ni+1! . . . nk!

∏

j 6=i

p
nj

j ,

y al sumar para el resto de componentes,

fXi(ni) =
(

n

ni

)
pni

i

∑ (n− ni)!
n1! . . . ni−1!ni+1! . . . nk!

∏

j 6=i

p
nj

j ,

=
(

n

ni

)
pni

i (p1 + . . . + pi−1 + pi+1 + . . . + pk)n−ni

=
(

n

ni

)
pni

i (1− pi)n−ni ,

llegamos a la conclusión que Xi ∼ B(n, pi), como era de esperar, pues al fijar Xi sólo nos
interesamos por la ocurrencia de Ai y el experimento que llevamos a cabo puede ser descrito
mediante un modelo Binomial.

1.3.5. Función de densidad de probabilidad conjunta: vector aleatorio
continuo

Decimos que X es un vector aleatorio continuo si existe entonces un función, fX sobre Rk,
conocida como función de densidad de probabilidad conjunta de X, tal que

P (X ∈ (a, b]) = P (ai < Xi ≤ bi, i = 1, . . . , k) =
∫ bk

ak

. . .

∫ b1

a1

fX(x1, . . . , xk) dx1 . . . dxk.

Al igual que ocurŕıa en el caso unidimensional, esta función tiene dos propiedades que la carac-
terizan,

Pfdpc1) fX(x) es no negativa, y
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Pfdcp2) como P (X ∈ Rk) = 1,
∫ +∞

−∞
. . .

∫ +∞

−∞
fX(x1, . . . , xk)dx1 . . . dxk = 1.

Como consecuencia de esta definición, entre la función de distribución conjunta y la de densidad
de probabilidad conjunta se establecen las siguientes relaciones:

FX(x1, . . . , xk) = PX(Sx) =
∫ xk

−∞
. . .

∫ x1

−∞
f(t1, . . . , tk) dt1 . . . dtk, (1.20)

y si x ∈ Rk es un punto de continuidad de fX ,

fX(x1, . . . , xk) =
∂kFX(x1, . . . , xk)

∂x1, . . . , ∂xk
. (1.21)

Funciones de densidad marginales

Para obtener la densidad marginal de Xi a partir de la función de la densidad conjunta
tengamos en cuenta (1.18) y (1.20) y que integración y paso al ĺımite pueden permutarse por
ser la densidad conjunta integrable,

FXi(xi) = ĺım
xj

j 6=i→∞
FX(x1, . . . , xk)

=
∫ +∞

−∞
. . .

∫ xi

−∞
. . .

∫ +∞

−∞
f(t1, . . . , ti, . . . , tk) dt1 . . . dti . . . dtk.

Pero la derivada de FXi es una de las densidades de Xi y como las condiciones de la densidad
conjunta permiten también intercambiar derivación e integración, tendremos finalmente

fXi(xi) =

=
∫

Rk−1
f(t1, . . . , xi, . . . , tk) dt1 . . . dti−1dti+1 . . . dtk. (1.22)

Para el caso de un subvector, X l, la densidad conjunta se obtiene de forma análoga,

fXl(xi1 , . . . , xil
) =

=
∫

Rk−l

fX(t1, . . . , tk)
∏

j 6=i1,...,il

dtj .

Ejemplo 1.9 La función de densidad conjunta del vector aleatorio bidimensional (X,Y ) viene
dada por

fXY (x, y) =
{

8xy, si 0 ≤ y ≤ x ≤ 1
0, en el resto.

Si queremos obtener las marginales de cada componente, tendremos para X

fX(x) =
∫ x

0

fXY (x, y)dy =
∫ x

0

8xydy = 4x3, 0 ≤ x ≤ 1,

y cero en el resto. Para Y ,

fY (y) =
∫ 1

y

fXY (x, y)dx =
∫ 1

y

8xydx = 4y(1− y2), 0 ≤ y ≤ 1,
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y cero en el resto.
Obtengamos ahora la función de distribución conjunta, FXY (x, y). Observemos para ello el

gráfico, la función de densidad es distinta de 0 en la región A por lo que FXY (x, y) = 0 si x ≤ 0
o y ≤ 0.
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  D   

A   

B 

  

E   

1   

1   

y   

y   

( x , y)   

Si (x, y) ∈ A,

FXY (x, y) =
∫ ∫

Sxy∩A

fXY (u, v)dudv,

pero Sxy ∩A = {(u, v); 0 ≤ v ≤ u ≤ y} ∪ {(u, v); y ≤ u ≤ x, 0 ≤ v ≤ y}, por tanto

FXY (x, y) =
∫ y

0

[∫ u

0

8uvdv

]
du +

∫ x

y

[∫ y

0

8uvdv

]
du = y2(2x2 − y2). (1.23)

Si (x, y) ∈ B, como fXY (x, y) = 0 en B, el rectángulo superior de la figura (en negro) no
acumula probabilidad y por tanto

FXY (x, y) = P (Sxy ∩A) = P (Sxx ∩A) .

       

    

    

    D       

A       
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E       
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1       
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x   

Aśı pues,

FXY (x, y) =
∫ x

0

[∫ u

0

8uvdv

]
du = x4. (1.24)

Observemos que (1.24) puede obtenerse a partir de (1.23) haciendo y = x. En efecto, de acuerdo
con (1.18), (1.24) no es más que FX(x), la función de distribución marginal de X.
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Si (x, y) ∈ E, un razonamiento similar conduce a

FXY (x, y) = y2(2− y2),

que no es más que la función de distribución marginal de Y , que podŕıamos haber obtenido
haciendo x = 1 en (1.23).

Por último, si (x, y) ∈ D, FXY (x, y) = 1. Para su obtención basta hacer x = 1 e y = 1 en
(1.23).

Resumiendo

FXY (x, y) =





0, si x ≤ 0 o y ≤ 0;
y2(2x2 − y2), si (x, y) ∈ A;
x4, si (x, y) ∈ B;
y2(2− y2), si (x, y) ∈ E;
1, si (x, y) ∈ D.

Ejemplo 1.10 La función de densidad conjunta del vector (X1, X2, X3) es

f(x1, x2, x3) =





48x1x2x3

(1 + x2
1 + x2

2 + x2
3)4

, si x1, x2, x3 ≥ 0

0, en el resto.

Obtengamos en primer lugar las densidades marginales de cada componente. Dada la simetŕıa
de la densidad conjunta bastará con obtener una cualquiera de ellas.

f1(x1) =
∫ ∞

0

∫ ∞

0

48x1x2x3

(1 + x2
1 + x2

2 + x2
3)4

dx2dx3

= 48x1

∫ ∞

0

x2

[∫ ∞

0

x3

(1 + x2
1 + x2

2 + x2
3)4

dx3

]
dx2

=
∫ ∞

0

∫ ∞

0

8x1x2

(1 + x2
1 + x2

2)3
dx2 (1.25)

=
2x1

(1 + x2
1)2

.

Luego

fi(xi) =





2xi

(1 + x2
i )2

, si xi ≥ 0

0, en el resto.
(1.26)

Por otra parte, en el transcurso de la obtención de fi(xi) el integrando de (1.25) es la
densidad marginal conjunta de (X1, X2), que por la simetŕıa antes mencionada es la misma
para cualquier pareja de componentes. Es decir, para i, j = 1, 2, 3

fij(xi, xj) =





8xixj

(1 + x2
i + x2

j )3
, si xi, xj ≥ 0

0, en el resto.

Para obtener la función de distribución conjunta recordemos que

F (x1, x2, x3) = P (Xi ≤ xi, i = 1, 2, 3) = P

(
3⋂

i=1

{Xi ≤ xi}
)

=
∫ x1

0

∫ x2

0

∫ x3

0

f(u, v, z)dudvdz.
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pero en este caso será más sencillo recurrir a esta otra expresión,

F (x1, x2, x3) = 1− P

([
3⋂

i=1

{Xi ≤ xi}
]c)

= 1− P

(
3⋃

i=1

Ai

)
,

con Ai = {Xi > xi}. Si aplicamos la fórmula de inclusión-exclusión (1.1),

F (x1, x2, x3) = 1−



3∑

i=1

P (Ai)−
∑

1≤i<j≤3

P (Ai ∩Aj) + P (A1 ∩A2 ∩A3)


 . (1.27)

La obtención de las probabilidades que aparecen en (1.27) involucran a las densidades antes
calculadas. Aśı, para P (Ai)

P (Ai) = P (Xi > xi) =
∫ ∞

xi

2u

(1 + u2)2
du =

1
1 + x2

i

.

Para P (Ai ∩Aj),

P (Ai ∩Aj) = P (Xi > xi, Xj > xj)

=
∫ ∞

xi

∫ ∞

xj

8uv

(1 + u2 + v2)3
dudv

=
1

1 + x2
i + x2

j

.

Finalmente

P (A1 ∩A2 ∩A3) =
∫ ∞

x1

∫ ∞

x2

∫ ∞

x3

ds
48uvz

(1 + u2 + v2 + z2)4
dudvdz =

1
1 + x2

1 + x2
2 + x2

3

.

Sustituyendo en (1.27) tendremos,

F (x1, x2, x3) = 1−
3∑

i=1

1
1 + x2

i

+
∑

1≤i<j≤3

1
1 + x2

i + x2
j

− 1
1 + x2

1 + x2
2 + x2

3

.

1.3.6. Algunos ejemplos de vectores aleatorios continuos

Vector aleatorio Uniforme en el ćırculo unidad

Al elegir un punto al azar en, C1, ćırculo unidad, podemos definir sobre el correspondiente
espacio de probabilidad un vector aleatorio de las coordenadas del punto, (X, Y ). La elección
al azar implica una probabilidad uniforme sobre C1, lo que se traduce en un densidad conjunta
constante sobre todo el ćırculo, pero como por otra parte

∫ ∫
C1

f(x, y) dxdy = 1, la densidad
conjunta vendrá dada por

fXY (x, y) =





1
π

, si (x, y) ∈ C1

0, en el resto.
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Para obtener la densidad marginal de X,

fX(x) =
∫ +∞

−∞
fXY (x, y) dy =

1
π

∫ +
√

1−x2

−√1−x2
dy =

2
π

√
1− x2,

por lo que

fX(x) =





2
π

√
1− x2, si |x| ≤ 1

0, en el resto,

La marginal de Y , por simetŕıa, tiene la misma expresión.
Si en lugar de llevar a cabo la elección en C1, elegimos el punto en el cuadrado unidad,

Q = [0, 1]× [0, 1], la densidad conjunta es constante e igual a 1 en el cuadrado y las marginales
son ambas U(0, 1).

Vector aleatorio Normal bivariante

El vector aleatorio bidimensional (X, Y ) tiene una distribución Normal bivariante de paráme-
tros µX ∈ R , µy ∈ R, σx > 0, σy > 0 y ρ, |ρ| < 1, si su función de densidad conjunta es de la
forma,

fXY (x, y) =
1

2πσxσy

√
1− ρ2

e−
q(x,y)

2 , (x, y) ∈ R2,

donde

q(x, y) =
1

1− ρ2

{(
x− µx

σx

)2

− 2ρ

(
x− µx

σx

)(
y − µy

σy

)
+

(
y − µy

σy

)2
}

.

La figura nos muestras sendas gráficas de la normal bivariante con parámetros µx = µy = 0,
σx = σy = 1 y ρ = 0, 5. La gráfica está centrada en (µx, µy) (parámetros de posición) y su
forma depende de σx, σy y ρ (parámetros de forma). Para ver el efecto de este último la gráfica
de la derecha ha sido rotada −90◦.
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Para ver que fXY (x, y) es una densidad es inmediato comprobar que verifica la primera
condición, en cuanto a la segunda,

∫
R2 fXY (x, y)dxdy = 1, observemos que

(1− ρ2)q(x, y) =
(

x− µx

σx

)2

− 2ρ

(
x− µx

σx

)(
y − µy

σy

)
+

(
y − µy

σy

)2

=
[(

x− µx

σx

)
− ρ

(
y − µy

σy

)]2

+ (1− ρ2)
(

y − µy

σy

)2

, (1.28)

pero el primer sumando de (1.28) puede escribirse
(

x− µx

σx

)
− ρ

(
y − µy

σy

)
=

(
x− µx

σx

)
− ρσx

σx

(
y − µy

σy

)

=
1
σx

[
x−

(
µx + ρσx

y − µy

σy

)]

=
1
σx

(x− b),

con b = µx + ρσx
y−µy

σy
. Sustituyendo en (1.28)

(1− ρ2)q(x, y) =
(

x− b

σx

)2

+ (1− ρ2)
(

y − µy

σy

)2

y de aqúı
∫

R2
fXY (x, y)dxdy =

=
∫ +∞

−∞

1
σy

√
2π

e

(
− 1

2

(
y−µy

σy

)2
) [∫ +∞

−∞

1
σx

√
2π(1− ρ2)

e

(
− 1

2(1−ρ2) (
x−b
σx

)2
)
dx

]
dy = 1,

(1.29)

porque el integrando de la integral interior es la función de densidad de una N(b, σ2
x(1 − ρ2))

e integra la unidad. La integral resultante vale también la unidad por tratarse de la densidad
de una N(µy, σ2

y), que es precisamente la densidad marginal de Y (basta recordar la expresión
(1.22) que permite obtener la densidad marginal a partir de la conjunta). Por simetŕıa X ∼
N(µx, σ2

x).
Esta distribución puede extenderse a n dimensiones, hablaremos entonces de Normal mul-

tivariante. La expresión de su densidad la daremos en el próximo caṕıtulo y utilizaremos una
notación matricial que la haga más sencilla y compacta.

1.4. Independencia de variables aleatorias

La independencia entre dos sucesos A y B supone que ninguno de ellos aporta información
de interés acerca del otro. Pretendemos ahora trasladar el concepto a la relación entre variables
aleatorias, pero siendo un concepto originalmente definido para sucesos, la traslación deberá ha-
cerse por medio de sucesos ligados a las variables. Para ello necesitamos recurrir al concepto de
σ-álgebra inducida por una variable aleatoria que definimos en la página 11.
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Definición 1.9 (Variables aleatorias independientes) Decimos que las variables Xi, i =
1, . . . , k son independientes si las σ-álgebras que inducen lo son.

Si recordamos lo que significaba la independencia de familias de sucesos, la definición implica
que al tomar un Ai ∈ σ(Xi), i = 1, . . . , k,

P (Aj1 ∩ . . . ∩Ajn) =
n∏

l=1

P (Ajl
), ∀(j1, . . . , jn) ⊂ (1, . . . , k).

Teniendo en cuenta cómo han sido inducidas las σ(Xi), admite una expresión alternativa en
términos de las distintas variables,

P (Aj1 ∩ . . . ∩Ajn
) = P (Xjl

∈ Bjl
, l = 1, . . . , n) =

n∏

l=1

P (Xjl
∈ Bjl

), Bjl
∈ β, (1.30)

donde Aj1 = X−1(Bjl
).

Comprobar la independencia de variables aleatorias mediante (1.30) es prácticamente im-
posible. El teorema que sigue, cuya demostración omitimos, permite una caracterización más
sencilla de la independencia.

Teorema 1.1 (Teorema de factorización) Sea X = (X1, . . . , Xk) un vector aleatorio cuyas
funciones de distribución y densidad o cuant́ıa conjuntas son, respectivamente, FX(x1, . . . , xk)
y fX(x1, . . . , xk). Sean Fj(xj) y fj(xj), j = 1, . . . , k, las respectivas marginales. Las varia-
bles aleatorias X1, . . . , Xk son independientes śı y solo śı se verifica alguna de las siguientes
condiciones equivalentes:

1. FX(x1, . . . , xk) =
∏k

j=1 Fj(xj), ∀(x1, . . . , xk) ∈ Rk

2. fX(x1, . . . , xk) =
∏k

j=1 fj(xj), ∀(x1, . . . , xk) ∈ Rk

Observación 1.2 Hemos visto anteriormente que a partir de la distribución conjunta del vector
es posible conocer la distribución de cada una de sus componentes. El teorema de factorización
implica que a partir de las marginales podemos reconstruir la distribución conjunta, si bien
es cierto que no siempre, pues se exige la independencia de las variables. La recuperación en
cualquier circunstancia requiere de la noción de distribución condicionada.

Ejemplo 1.11 En la sección 1.3.6 estudiábamos el vector aleatorio determinado por las coor-
denadas de un punto elegido al azar en el ćırculo unidad. La densidad conjunta veńıa dada
por

fXY (x, y) =





1
π

, si (x, y) ∈ C1

0, en el resto.

Por simetŕıa, las marginales de X e Y son idénticas y tienen la forma,

fX(x) =





2
π

√
1− x2, si |x| ≤ 1

0, en el resto.

De inmediato se comprueba que fXY (x, y) 6= fX(x)fY (y) y ambas variables no son indepen-
dientes.
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1.5. Distribuciones condicionadas

1.5.1. Caso discreto

Consideremos un vector aleatorio bidimensional (X,Y ), con soportes para cada una de sus
componentes Dx y Dy, respectivamente, y con función de cuant́ıa conjunta fXY (x, y).

Definición 1.10 La función de cuant́ıa condicionada de Y dado {X = x}, x ∈ Dx, se define
mediante,

fY |X(y|x) = P (Y = y|X = x) =
fXY (x, y)

fX(x)
.

La función de distribución condicionada de Y dado {X = x}, x ∈ Dx, se define mediante,

FY |X = P (Y ≤ y|X = x) =

∑
v≤y, v∈Dy

fXY (x, v)

fX(x)
=

∑

v≤y, v∈Dy

fY |X(v|x).

La función fY |X(y|x) es efectivamente una función de cuant́ıa por cuanto cumple con las dos
consabidas condiciones,

1. es no negativa por tratarse de una probabilidad condicionada, y

2. suma la unidad sobre Dy,

∑

y∈Dy

fY |X(y|x) =

∑
y∈Dy

fXY (x, y)

fX(x)
=

fX(x)
fX(x)

= 1.

El concepto de distribución condicional se extiende con facilidad al caso k-dimensional.
Si X = (X1, . . . , Xk) es un vector aleatorio k-dimensional y X l = (Xi1 , . . . , Xil

), l ≤ k y
Xk−l = (Xj1 , . . . , Xjk−l

) son subvectores de dimensiones complementarias, con soportes Dxl y
Dxk−l , respectivamente, la función de cuant́ıa condicionada de X l dado Xk−l = (xj1 , . . . , xjk−l

),
(xj1 , . . . , xjk−l

) ∈ Dxk−l , se define mediante,

fXl|Xk−l(xi1 , . . . , xil
|xj1 , . . . , xjk−l

) =
fX(x1, . . . , xk)

fXk−l(xj1 , . . . , xjk−l
)
,

donde el argumento del numerador, (x1, . . . , xk), está formado por las componentes (xi1 , . . . , xil
)

y (xj1 , . . . , xjk−l
) adecuadamente ordenadas.

Ejemplo 1.12 Consideremos dos variables aleatorias independientes X e Y , con distribución
de Poisson de parámetros µ y λ, respectivamente. Queremos encontrar al distribución de la
variable condicionada X|X + Y = r.

Recordemos que

fX|X+Y (k|r) = P (X = k|X + Y = r) =
P (X = k, Y = r − k)

P (X + Y = r)
=

fXY (k, r − k)
fX+Y (r)

. (1.31)

La distribución conjunta del vector (X, Y ) es conocida por tratarse de variables independientes,

fXY (k, r − k) =
µk

k!
e−µ λr−k

r − k!
e−λ. (1.32)
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La distribución de la variable X + Y se obtiene de la forma

fX+Y (r) = P

(
r⋃

k=0

{X = k, Y = r − k}
)

=
r∑

k=0

fXY (k, r − k)

=
r∑

k=0

µkλr−k

k!r − k!
e−(µ+λ)

=
e−(µ+λ)

r!

r∑

k=0

r!
k!r − k!

µkλr−k

=
(µ + λ)r

r!
e−(µ+λ). (1.33)

Lo que nos dice que X + Y ∼ Po(µ + λ).
Sustituyendo (1.32) y (1.33) en (1.31),

fX|X+Y (k|r) =
µk

k! e
−µ λr−k

r−k! e
−λ

(µ+λ)r

r! e−(µ+λ)

=
r!

k!(r − k)!
µkλr−k

(µ + λ)r

=
(

r

k

)(
µ

µ + λ

)k (
1− µ

µ + λ

)r−k

,

concluimos que X|X + Y = r ∼ B(r, µ/(µ + λ)).

Distribuciones condicionadas en la Multinomial

Si el vector X = (X1, . . . , Xk) ∼ M(n; p1, . . . , pk) sabemos que la marginal del subvector
X l = (X1, . . . , Xl) es una M(n; p1, . . . , pl, (1− p∗)), p∗ = p1 + · · ·+ pl (en definitiva la partición
de sucesos que genera la multinomial queda reducida a A1, . . . , Al, A

∗, con A∗ =
(∪l

i=1Ai

)c).
La distribución condicionada de Xk−l = (Xl+1, . . . , Xk) dado X l = (n1, . . . , nl), viene dada por

fXk−l|Xl(nl+1, . . . , nk|n1, . . . , nl) =

n!
n1!n2! . . . nk!

k∏

i=1

pni
i

n!
n1! . . . nl!(n− n∗)!

(1− p∗)(n−n∗)
l∏

i=1

pni
i

=
(n− n∗)!

nl+1! . . . nk!

k∏

i=l+1

(
pi

1− p∗

)ni

con n∗ = n1+· · ·+nl y
∑k

i=l+1 ni = n−n∗. Se trata, en definitiva, de una M(n−n∗; pl+1
1−p∗ , . . . ,

pk

1−p∗ ).

1.5.2. Caso continuo

Si tratamos de trasladar al caso continuo el desarrollo anterior nos encontramos, de entrada,
con una dificultad aparentemente insalvable. En efecto, si tenemos un vector bidimensional
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(X,Y ) en la expresión

P (Y ≤ y|X = x) =
P ({Y ≤ y} ∩ {X = x})

P (X = x)

el denominador P (X = x) es nulo. Puede parecer que el concepto de distribución condicionada
carezca de sentido en el contexto de variables continuas.

Pensemos, no obstante, en la elección de un punto al azar en C1, ćırculo unidad. Fijemos la
abscisa del punto en X = x, |x| < 1, y consideremos cómo se distribuirá la ordenada Y sobre
la correspondiente cuerda. Estamos hablando de la distribución condicionada de Y |X = x, que
no sólo tiene sentido, si no que intuimos que será uniforme sobre la cuerda. ¿Cómo comprobar
nuestra intuición? Si aceptamos como definición de función densidad condicionada la que hemos
encontrado para el caso discreto,

fY |X(y|x) =
fXY (x, y)

fX(x)
,

y recordamos las expresiones de las densidades conjuntas y las marginales obtenidas en la sección
1.3.6 y el ejemplo 1.11, tendremos

fY |X(y|x) =





1/π

2
√

1− x2/π
, si |y| ≤ √

1− x2

0, en el resto,

que confirma nuestra intuición, Y |X = x ∼ U(−√1− x2,+
√

1− x2). Parece lógico pensar que
la densidad condicionada sea, efectivamente, la que hemos supuesto.

Una obtención rigurosa de las expresiones de fY |X(y|x) y FY |X(y|x) está fuera del alcance
de esta introducción, pero una aproximación válida consiste en obtener FY |X(y|x) = P (Y ≤
y|X = x) como ĺımite de P (Y ≤ y|x− ε < X ≤ x + ε) cuando ε ↓ 0 y siempre que fX(x) > 0.
Veámoslo.

FY |X(y|x) = ĺım
ε↓0

P (Y ≤ y|x− ε < X ≤ x + ε)

= ĺım
ε↓0

P (Y ≤ y, x− ε < X ≤ x + ε)
P (x− ε < X ≤ x + ε)

= ĺım
ε↓0

∫ y

−∞
[∫ x+ε

x−ε
fXY (u, v)du

]
dv

∫ x+ε

x−ε
fX(u)du

.

Dividiendo numerador y denominador por 2ε, pasando al ĺımite y teniendo en cuenta la relación
(1.21) que liga a las funciones de densidad y de distribución en los puntos de continuidad de
aquellas,

FY |X(y|x) =

∫ y

−∞ fXY (x, v)dv

fX(x)
=

∫ y

−∞

fXY (x, v)
fX(x)

dv, fX(x) > 0.

Al derivar en la expresión anterior respecto de v obtendremos una de las posibles densidades
condicionadas,

fY |X(y|x) =
fXY (x, y)

fX(x)
, fX(x) > 0,

justamente la que hemos utilizado anteriormente.
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Ambas expresiones se generalizan fácilmente para el caso de un vector X, k-dimensional, y
subvectores X l y Xk−l de dimensiones complementarias l y k − l, respectivamente.

FXl|Xk−l(xi1 , . . . , xil
|xj1 , . . . , xjk−l

) =

∫ xi1
−∞ · · ·

∫ xil

−∞ fX(x1, . . . , xk)dxi1 · · · dxil

fXk−l(xj1 , . . . , xjk−l
)

,

y

fXl|Xk−l(xi1 , . . . , xil
|xj1 , . . . , xjk−l

) =
fX(x1, . . . , xk)

fXk−l(xj1 , . . . , xjk−l
)
,

con fXk−l(xj1 , . . . , xjk−l
) > 0, y donde el argumento de ambos numeradores, (x1, . . . , xk),

está formado por las componentes (xi1 , . . . , xil
) y (xj1 , . . . , xjk−l

) adecuadamente ordenadas.

Ejemplo 1.13 Elegimos al azar X en [0,1] y a continuación Y , también al azar, en [0, X2].
Es decir

fX(x) =
{

1, x ∈ [0, 1];
0, en el resto. y fY |X(y|x) =

{
1/x2, y ∈ [0, x2];
0, en el resto.

La densidad conjunta de (X, Y ) vale

fXY (x, y) = fX(x)fY |X(y|x) =





1
x2

, x ∈ [0, 1], y ∈ [0, x2];

0, en el resto.

La densidad marginal de Y es

fY (y) =
∫ 1

√
y

1
x2

dx =
1√
y
− 1, y ∈ [0, 1],

y vale 0 fuera del intervalo.
 

1

1

y y  

y = x2 
A 

Cabe preguntarse si la elección de X e Y que
hemos hecho se corresponde con la elección al
azar de un punto en el recinto A de la figura,
determinado por la parábola y = x2 entre x = 0
y x = 1. La respuesta es negativa, puesto que
la densidad conjunta vendŕıa dada en este caso
por

f∗XY (x, y) =





1
área de A

= 3, (x, y) ∈ A

0, en el resto.

y evidentemente, fXY (x, y) 6= f∗XY (x, y).
Puede comprobarse que en este caso

f∗X(x) =
{

3x2, x ∈ [0, 1];
0, en el resto. y f∗Y |X(y|x) =

{
1/x2, y ∈ [0, x2];
0, en el resto.

Es decir, elegida la componente X la elección de Y continua siendo al azar en el intervalo
[0, X2], pero a diferencia de cómo eleǵıamos X inicialmente, ahora ha de elegirse con la densidad
f∗X(x).
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Distribuciones condicionadas en la Normal bivariante

Si (X,Y ) es un vector Normal bivariante,

fY |X(y|x) =

1

2πσxσy

√
1− ρ2

e
− 1

2(1−ρ2)

{
( x−µx

σx
)2−2ρ( x−µx

σx
)
(

y−µy
σy

)
+

(
y−µy

σy

)2
}

1
σx

√
2π

e

(
− 1

2 ( x−µx
σx

)2
)

=
1

σy

√
2π(1− ρ2)

e
− 1

2(1−ρ2)

{(
y−µy

σy

)
−ρ( x−µx

σx
)
}2

=
1

σy

√
2π(1− ρ2)

e
− 1

2σ2
y(1−ρ2){y−(µy+ρ

σy
σx

(x−µx))}2

.

Es decir, Y |X = x ∼ N
(
µy + ρ

σy

σx
(x− µx), σ2

y(1− ρ2)
)
.

1.6. Función de una o varias variables aleatorias

1.6.1. Caso univariante

Si g es una función medible, Y = g(X) es una variable aleatoria porque,

Y : Ω X−→ R g−→ R,

e Y −1(B) = X−1[g−1(B)] ∈ A.
Tiene sentido hablar de la distribución de probabilidad asociada a Y , que como ya hemos

visto podrá ser conocida mediante cualquiera de las tres funciones: PY , FY o fY . Lo inmediato
es preguntarse por la relación entre las distribuciones de probabilidad de ambas variables. Es
aparentemente sencillo, al menos en teoŕıa, obtener FY en función de FX . En efecto,

FY (y) = P (Y ≤ y) = P (g(X) ≤ y) = P (X ∈ g−1{]−∞, y]}). (1.34)

Si la variable X es discreta se obtiene la siguiente relación entre las funciones de cuant́ıa fY y
fX ,

fY (y) = P (Y = y) = P (g(X) = y) =
∑

{g−1(y)∩DX}
fX(x). (1.35)

Pero la obtención de g−1{] −∞, y]} o g−1(y) no siempre es sencilla. Veamos ejemplos en los
que (1.34) puede ser utilizada directamente.

Ejemplo 1.14 Sea X ∼ U(−1, 1) y definamos Y = X2. Para obtener FY , sea y ∈ [0, 1],

FY (y) = P (Y ≤ y) = P (X2 ≤ y) = P (−√y ≤ X ≤ √
y) = FX(

√
y)− FX(−√y) =

√
y.

Entonces,

FY (y) =





0, si y < 0;
√

y, si 0 ≤ y ≤ 1;

1, si y > 1.
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Ejemplo 1.15 Si X es una variable discreta con soporte DX , definamos Y mediante

Y = signo(X) =





X
|X| , si X 6= 0

0, si X = 0.

Con esta definición, DY = {−1, 0, 1}, y su función de cuant́ıa viene dada por

fY (y) =





∑
x<0 fX(x), si y = −1

fX(0), si y = 0

∑
x>0 fX(x), si y = 1

Cuando la variable aleatoria es discreta (1.34) y (1.35) son la únicas expresiones que tene-
mos para obtener la distribución de probabilidad de Y . El caso continuo ofrece, bajo ciertas
condiciones, otra alternativa.

Teorema 1.2 Sea X una variable aleatoria continua y sea g monótona, diferenciable con
g′(x) 6= 0, ∀x. Entonces Y = g(X) es una variable aleatoria con función de densidad,

fY (y) =





fX(g−1(y))
∣∣∣dg−1(y)

dy

∣∣∣ , si y ∈ g({DX})
0, en el resto.

Demostración.- Como g es medible por ser continua, Y será una variable aleatoria. Supon-
gamos ahora que g es monótona creciente. Tendremos, para y ∈ g({DX}),

FY (y) = P (Y ≤ y) = P (X ≤ g−1(y)) = FX(g−1(y)).

Derivando respecto de y obtendremos una función de densidad para Y ,

fY (y) =
dFY (y)

dy
=

dFX(g−1(y))
dg−1(y)

· dg−1(y)
dy

= fX(g−1(y))
∣∣∣∣
dg−1(y)

dy

∣∣∣∣ .

En caso de monotońıa decreciente para g,

FY (y) = P (Y ≤ y) = P (X ≥ g−1(y)) = 1− FX(g−1(y)).

El resto se obtiene análogamente. ♠
Ejemplo 1.16 Consideremos la variable aleatoria X cuya densidad viene dada por

fX(x) =





0, si x < 0,

1
2 , si 0 ≤ x ≤ 1,

1
2x2 , si x > 1,

Definimos una nueva variable mediante la transformación Y = 1/X. La transformación cumple
con las condiciones del teorema, x = g−1(y) = 1/y y dg−1(y)

dy = − 1
y2 , por tanto la densidad de

Y vendrá dada por

fY (y) =





0, si y < 0,

1
2 · 1

y2 , si 1 ≤ y < ∞,

1
2(1/y)2 · 1

y2 , si 0 < y < 1,

que adecuadamente ordenado da lugar a la misma densidad que poséıa X.
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Hay dos transformaciones especialmente interesantes porque permiten obtener variables
aleatorias con distribuciones preestablecidas. La primera conduce siempre a una U(0, 1) y la
otra, conocida como transformación integral de probabilidad, proporciona la distribución que
deseemos. Necesitamos previamente la siguiente definición.

Definición 1.11 (Inversa de una función de distribución) Sea F una función en R que
verifica las propiedades PF1) a PF4) de la página 12, es decir, se trata de una función de
distribución de probabilidad. La inversa de F es la función definida mediante

F−1(x) = ı́nf{t : F (t) ≥ x}.

Observemos que F−1 existe siempre, aun cuando F no sea continua ni estrictamente creciente.
Como contrapartida, F−1 no es una inversa puntual de F , pero goza de algunas propiedades
interesantes de fácil comprobación.

Proposición 1.2 Sea F−1 la inversa de F . Entonces,

a) para cada x y t, F−1(x) ≤ t ←→ x ≤ F (t),

b) F−1 es creciente y continua por la izquierda, y

c) si F es continua, entonces F (F−1(x)) = x, ∀x ∈ [0, 1].

Podemos ya definir las dos transformaciones antes mencionadas.

Proposición 1.3 (Transformada integral de probabilidad) Sea U ∼ U(0, 1), F una fun-
ción de distribución de probabilidad y definimos X = F−1(U). Entonces, FX = F .

Demostración.- Como F−1 es monótona, X es una variable aleatoria. Por a) en la proposición
anterior, ∀t ∈ R,

FX(t) = P (X ≤ t) = P (F−1(U) ≤ t) = P (U ≤ F (t)) = F (t). ♠

Este resultado es la base de muchos procedimientos de simulación aleatoria porque permite
obtener valores de cualquier variable aleatoria a partir de valores de una Uniforme, los valores de
la Uniforme son a su vez generados con facilidad por los ordenadores. A fuer de ser rigurosos,
debemos precisar que los ordenadores no generan exactamente valores de una Uniforme, lo
que generan son valores pseudoaleatorios que gozan de propiedades semejantes a los de una
Uniforme.

Proposición 1.4 (Obtención de una U(0,1)) Si FX es continua, U = FX(X) ∼ U(0, 1).

Demostración.- Hagamos F = FX . Para x ∈ [0, 1], por la proposición 1.2 a), P (U ≥ x) =
P (F (X) ≥ x) = P (X ≥ F−1(x)). La continuidad de F y la proposición 1.2 c) hacen el resto,

P (U ≥ x) = P (X ≥ F−1(x)) = 1− F (F−1(x)) = 1− x. ♠

1.6.2. Caso multivariante

Para X = (X1, . . . , Xk), vector aleatorio k-dimensional, abordaremos el problema solamente
para el caso continuo. La obtención de la densidad de la nueva variable o vector resultante
en función de fX(x1, . . . , xk) plantea dificultades en el caso más general, pero bajo ciertas
condiciones, equivalentes a las impuestas para el caso univariante, es posible disponer de una
expresión relativamente sencilla.
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Teorema 1.3 Sea X = (X1, . . . , Xk) es un vector aleatorio continuo con soporte DX y sea
g = (g1, . . . , gk) : Rk → Rk una función vectorial que verifica:

1. g es uno a uno sobre DX ,

2. el Jacobiano de g, J = ∂(g1,...,gk)
∂(x1,...,xk) , es distinto de cero ∀x ∈ DX , y

3. existe h = (h1, . . . , hk) inversa de g.

Entonces, Y = g(X) es un vector aleatorio continuo cuya densidad conjunta, para y = (y1, . . . , yk) ∈
g(DX), viene dada por

fY (y1, . . . , yk) = fX (h1(y1, . . . , yk), . . . , hk(y1, . . . , yk)) |J−1|, (1.36)

donde J−1 = ∂(h1,...,hk)
∂(y1,...,yk) es el Jacobiano de h.

Este teorema no es más que el teorema del cambio de variable en una integral múltiple y
su demostración rigurosa, de gran dificultad técnica, puede encontrarse en cualquier libro de
Análisis Matemático. Un argumento heuŕıstico que justifique (1.36) puede ser el siguiente. Para
cada y,

fY (y1, . . . , yk)dy1 · · · dyk ≈ P

{
Y ∈

k∏

i=1

(yi, yi + dyi)

}

= P

{
X ∈ h

(
k∏

i=1

(yi, yi + dyi)

)}

= fX(h(y))× vol

[
h

(
k∏

i=1

(yi, yi + dyi)

)]
,

Pero vol
[
h

(∏k
i=1(yi, yi + dyi)

)]
es precisamente |J−1|dy1, . . . , dyk.

Veamos el interés del resultado a través de los siguientes ejemplos.

Ejemplo 1.17 (Continuación del ejemplo 1.11) En la sección 1.3.6 estudiábamos el vec-
tor aleatorio determinado por las coordenadas de un punto elegido al azar en el ćırculo unidad.
La densidad conjunta veńıa dada por

fXY (x, y) =





1
π

, si (x, y) ∈ C1

0, en el resto.

Consideremos ahora las coordenadas polares del punto, R =
√

X2 + Y 2 y Θ = arctanY/X.
Para obtener su densidad conjunta, necesitamos las transformaciones inversas, X = R cosΘ e
Y = R sinΘ. El correspondiente jacobiano vale J1 = R y la densidad conjunta,

fRΘ(r, θ) =





r

π
, si (r, θ) ∈ [0, 1]× [0, 2π]

0, en el resto.

Con facilidad se obtienen las marginales correspondientes, que resultan ser

fR(r) =





2r, si r ∈ [0, 1]

0, en el resto,
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y para Θ,

fΘ(θ) =





1
2π

, si θ ∈ [0, 2π]

0, en el resto.

Como fRΘ(r, θ) = fR(r)fΘ(θ), ∀(r, θ), R y Θ son independientes.

Ejemplo 1.18 (Suma y producto de dos variables aleatorias) Sea X = (X1, X2) un vec-
tor aleatorio bidimensional con densidad conjunta fX(x1, x2). Definimos U = X1 + X2 y que-
remos obtener su densidad. Para poder utilizar el resultado anterior la transformación debe de
ser también bidimensional, cosa que conseguimos si definimos una nueva variable V = X1.
Con Y = (U, V ) podemos aplicar el teorema, siendo la inversa X1 = V y X2 = U − V , cuyo
Jacobiano es J−1 = −1. Tendremos pues,

fY (u, v) = fX(v, u− v),

y para obtener la densidad marginal de la suma, U ,

fU (u) =
∫ +∞

−∞
fX(v, u− v) dv. (1.37)

Para obtener la densidad de W = X1X2, definimos T = X1 y actuamos como antes. Con
Y = (T, W ) y transformaciones inversas X1 = T y X2 = W/T , el Jacobiano es J−1 = 1/T y
la densidad conjunta de Y ,

fY (t, w) =
1
|t|fX

(
t,

w

t

)
.

La marginal del producto se obtiene integrando respecto de la otra componente,

fW (w) =
∫ +∞

−∞

1
|t|fX

(
t,

w

t

)
dt. (1.38)

Hubieramos podido también proceder utilizando la transformación bidimensional Y = (Y1, Y2),
con Y1 = X1 + X2 e Y2 = X1X2, lo que en teoŕıa nos hubiera hecho ganar tiempo; pero sólo
en teoŕıa, porque en la práctica las inversas hubieran sido más complicadas de manejar que las
anteriores.



Caṕıtulo 2

Esperanza. Desigualdades.
Función caracteŕıstica

2.1. Esperanza de una variable aleatoria

En el caṕıtulo precedente hemos visto que la descripción completa de una variable o de un
vector aleatorio nos la proporciona cualquiera de las funciones alĺı estudiadas. Es cierto que
unas son de manejo más sencillo que otras, pero todas son equivalentes para el cometido citado.

En ocasiones no necesitamos un conocimiento tan exhaustivo y nos basta con una idea
general. Ciertas caracteŕısticas numéricas ligadas a las variables o los vectores aleatorios pue-
den satisfacernos. Estas cantidades son muy importantes en Teoŕıa de la Probabilidad y sus
aplicaciones, y su obtención se lleva a cabo a partir de las correspondientes distribuciones de
probabilidad.

Entre estas constantes, sin duda las que denominaremos esperanza matemática y varianza
son las de uso más difundido. La primera juega el papel de centro de gravedad de la distribu-
ción y nos indica alrededor de qué valor se situa nuestra variable o vector. La segunda completa
la información indicándonos cuan dispersos o agrupados se presentan los valores alrededor de
aquella. Existen también otras constantes que proporcionan información acerca de la distri-
bución de probabilidad, son los llamados momentos, de los cuales esperanza y varianza son
casos particulares. Los momentos pueden llegar a aportarnos un conocimiento exhaustivo de la
variable aleatoria.

Definición 2.1 (Esperanza de una variable aleatoria discreta) Sea X aleatoria discre-
ta, fX su función de cuant́ıa y DX su soporte. Si g es una función medible definida de (R, β) en
(R, β), tal que

∑
xi∈DX

|g(xi)fX(xi)| < +∞, decimos que existe la esperanza de g(X), E[g(X)],
cuyo valor es

E[g(X)] =
∑

xi∈DX

g(xi)fX(xi). (2.1)

En particular, si g(X) = X,

E(X) =
∑

xi∈DX

xifX(xi).

Definición 2.2 (Esperanza de una variable aleatoria continua) Sea X aleatoria discre-
ta, fX su función de densidad. Si g es una función medible definida de (R, β) en (R, β), tal
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que
∫
R |g(x)fX(x)dx| < +∞, decimos que existe la esperanza de g(X), E[g(X)], cuyo valor es,

E[g(X)] =
∫ +∞

−∞
g(x)f(x)dx. (2.2)

En particular, si g(X) = X,

E(X) =
∫ +∞

−∞
xfX(x)dx.

2.1.1. Momentos de una variable aleatoria

Formas particulares de g(X) dan lugar lo que denominamos momentos de X. En la tabla
resumimos los distintos tipos de momentos y la correspondiente función que los origina, siempre
que ésta sea integrable pues de lo contrario la esperanza no existe.

de orden k absoluto de orden k

Respecto del origen Xk |X|k
Respecto de a (X − a)k |X − a|k

Factoriales X(X − 1) . . . (X − k + 1) |X(X − 1) . . . (X − k + 1)|

Tabla 1.- Forma de g(X) para los distintos momentos de X

Respecto de la existencia de los momentos se verifica el siguiente resultado.

Proposición 2.1 Si E(Xk) existe, existen todos los momentos de orden inferior.

La comprobación es inmediata a partir de la desigualdad |X|j ≤ 1 + |X|k, j ≤ k.
Ya hemos dicho en la introducción que el interés de los momentos de una variable aleatoria

estriba en que son caracteŕısticas numéricas que resumen su comportamiento probabiĺıstico.
Bajo ciertas condiciones el conocimiento de todos los momentos permite conocer completamente
la distribución de probabilidad de la variable.

Especialmente relevante es el caso k = 1, cuyo correspondiente momento coincide con E(X)
y recibe también el nombre de media. Suele designarse mediante la letra griega µ (µX , si existe
riesgo de confusión). Puesto que µ es una constante, en la tabla anterior podemos hacer a = µ,
obteniendo aśı una familia de momentos respecto de µ que tienen nombre propio: los momentos
centrales de orden k, E[(X − µ)k]. De entre todos ellos cabe destacar la varianza,

V ar(X) = σ2
X = E[(X − µ)2].

Propiedades de E(X) y V (X)

Un primer grupo de propiedades no merecen demostración dada su sencillez. Conviene
señalar que todas ellas derivan de las propiedades de la integral.

1. Propiedades de E(X).

PE1) La esperanza es un operador lineal,

E[ag(X) + bh(X)] = aE[g(X)] + bE[h(X)].

En particular,
E(aX + b) = aE(X) + b.

PE2) P (a ≤ X ≤ b) = 1 =⇒ a ≤ E(X) ≤ b.
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PE3) P (g(X) ≤ h(X)) = 1 =⇒ E[g(X)] ≤ E[h(X)].

PE4) |E[g(X)]| ≤ E[|g(X)|].

2. Propiedades de V (X).

PV1) V (X) ≥ 0.

PV2) V (aX + b) = a2V (X).

PV3) V (X) = E(X2)− [E(X)]2.

PV4) V (X) hace mı́nima E
[
(X − a)2

]
.

En efecto,

E
[
(X − a)2

]
= E

[
(X − E(X) + E(X)− a)2

]

= E
[
(X − E(X))2

]
+ E

[
(E(X)− a)2

]
+ 2E [(X − E(X)(E(X)− a)]

= V (X) + (E(X)− a)2.

El siguiente resultado nos ofrece una forma alternativa de obtener la E(X) cuando X es no
negativa.

Proposición 2.2 Si para X ≥ 0, existe E(X), entonces

E(X) =
∫ +∞

0

P (X ≥ x) dx =
∫ +∞

0

P (X > x) dx =
∫ +∞

0

(1− FX(x)) dx. (2.3)

2.1.2. Momentos de algunas variables aleatorias conocidas

Binomial

Si X ∼ B(n, p),

E(X) =
n∑

x=0

x

(
n

x

)
px(1− p)n−x =

=
n∑

x=0

x
n(n− 1) . . . (n− x + 1)

x!
px(1− p)n−x

= np

n∑
x=1

(n− 1) . . . (n− x + 1)
(x− 1)!

px−1(1− p)n−x

= np

n−1∑
y=0

(
n− 1

y

)
py(1− p)n−y−1 = np

Para obtener V (X), observemos que E[(X(X − 1)] = E(X2) − E(X), y de aqúı V (X) =
E[(X(X−1)]+E(X)−[E(X)]2. Aplicando un desarrollo análogo al anterior se obtiene E[X(X−
1)] = n(n− 1)p2 y finalmente

V (X) = n(n− 1)p2 + np− n2p2 = np(1− p).
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Poisson

Si X ∼ P (λ),

E(X) =
∑

x≥0

xe−λ λx

x!
= λe−λ

∑

x−1≥0

λx−1

(x− 1)!
= λ.

Por otra parte,

E[X(X − 1)] =
∑

x≥0

x(x− 1)e−λ λx

x!
= λ2e−λ

∑

x−2≥0

λx−2

(x− 2)!
= λ2.

De aqúı,
V (X) = λ2 + λ− λ2 = λ.

Uniforme

Si X ∼ U(0, 1),

E(X) =
∫ +∞

−∞
xfX dx =

∫ 1

0

x dx =
1
2

Para obtener V (X) utilizaremos la expresión alternativa, V (X) = E(X2)− [E(X)]2,

E(X2) =
∫ 1

0

x2 dx =
1
3
,

y de aqúı,

V (X) =
1
3
−

(
1
2

)2

=
1
12

.

Normal tipificada

Si X ∼ N(0, 1), como su función de densidad es simétrica respecto del origen,

E(Xk) =
∫ +∞

−∞
xk 1√

2π
e−

x2
2 dx =

{
0, si k = 2n + 1
m2n, si k = 2n.

Ello supone que E(X) = 0 y V (X) = E(X2). Para obtener los momentos de orden par,

m2n =
1√
2π

∫ +∞

−∞
x2ne−

x2
2 dx =

2√
2π

∫ +∞

0

x2ne−
x2
2 dx.

Integrando por partes,
∫ +∞

0

x2ne−
x2
2 dx =

−x2n−1e−
x2
2

∣∣∣
+∞

0
+ (2n− 1)

∫ +∞

0

x2n−2e−
x2
2 dx = (2n− 1)

∫ +∞

0

x2n−2e−
x2
2 dx,

lo que conduce a la fórmula de recurrencia m2n = (2n− 1)m2n−2 y recurriendo sobre n,

m2n = (2n− 1)(2n− 3) · · · 1 =

=
2n(2n− 1)(2n− 2) · · · 2 · 1

2n(2n− 2) · · · 2 =
(2n)!
2nn!

.

La varianza valdrá por tanto,

V (X) = E(X2) =
2!

2 · 1!
= 1.
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Normal con parámetros µ y σ2

Si Z ∼ N(0, 1) es fácil comprobar que la variable definida mediante la expresión X = σZ+µ
es N(µ, σ2). Teniendo en cuenta las propiedades de la esperanza y de la varianza,

E(X) = σE(X) + µ = µ, var(X) = σ2var(Z) = σ2,

que son precisamente los parámetros de la distribución.

2.2. Esperanza de un vector aleatorio

Sea X = (X1, . . . , Xk) un vector aletorio y sea g una función medible de Rk en R, la
expresión de su esperanza depende, como en el caso unidimensional, del carácter del vector.

Vector aleatorio discreto.- Si DX es el soporte del vector y fX su función de cuant́ıa con-
junta, la esperanza se obtiene a partir de

E(g(X)) =
∑

(x1,...,xk)∈DX

g(x1, . . . , xk)fX(x1, . . . , xk).

Vector aleatorio continuo.- Si fX es la función de densidad conjunta,

E(g(X)) =
∫ +∞

−∞
. . .

∫ +∞

−∞
g(x1, . . . , xk)fX(x1, . . . , xk) dx1 . . . dxk.

En ambos casos la existencia de la esperanza esta supeditada a que |g(x)f(x)| sea absolutamente
sumable o integrable, respectivamente.

2.2.1. Momentos de un vector aleatorio

Como ya hemos visto en el caso de una variable aleatoria, determinadas formas de la función
g dan lugar a los llamados momentos que se definen de forma análoga a como lo hicimos entonces.
Las situaciones de mayor interés son ahora:

Momento conjunto.- El momento conjunto de orden (n1, . . . , nk) se obtiene, siempre que la
esperanza exista, para

g(X1, . . . , Xk) = Xn1
1 . . . Xnk

k , ni ≥ 0, (2.4)

lo que da lugar a E(Xn1
1 . . . Xnk

k ). Obsérvese que los momentos de orden k respecto del
origen para cada componente pueden obtenerse como casos particulares de (2.4) haciendo
ni = k y nj = 0, j 6= i, pues entonces E(Xn1

1 . . . Xnk

k ) = E(Xk
i ).

Momento conjunto central.- El momento conjunto central de orden (n1, . . . , nk) se obtie-
nen, siempre que la esperanza exista, para

g(X1, . . . , Xk) = (X1 − E(X1))n1 . . . (Xk − E(Xk))nk , ni ≥ 0,

2.2.2. Covarianza. Aplicaciones

De especial interés es el momento conjunto central obtenido para ni = 1, nj = 1 y nl =
0, l 6= (i, j). Recibe el nombre de covarianza de Xi y Xj y su expresión es,

cov(Xi, Xj) = E[(Xi − E(Xi))(Xj − E(Xj))] = E(XiXj)− E(Xi)E(Xj).

La covarianza nos informa acerca del grado y tipo de dependencia existente entre ambas
variables mediante su magnitud y signo, porque a diferencia de lo que ocurŕıa con la varianza,
la covarianza puede tener signo negativo.
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Covarianza en la Normal bivariante

Si (X, Y ) tiene una distribución Normal bivariante de parámetros µX , µy, σx, σy y ρ, ya
vimos en la página 33 que X ∼ N(µx, σ2

x) e Y ∼ N(µy, σ2
y). Para simplificar la obtención de

cov(X, Y ) podemos hacer uso de la invarianza por traslación de la covarianza (se trata de una
propiedad de fácil demostración que ya comprobamos para la varianza). De acuerdo con ella,
cov(X, Y ) = cov(X−µx, Y −µy) y podemos suponer que X e Y tienen media 0, lo que permite
expresar la covarianza como cov(X,Y ) = E(XY ). Procedamos a su cálculo.

E(XY ) =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
xyfXY (x, y)dxdy

=
1

2πσxσy

√
1− ρ2

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
xye

− 1
2(1−ρ2)

{
( x

σx
)2−2ρ( x

σx
)
(

y
σy

)
+

(
y

σy

)2
}

dxdy

=
∫ +∞

−∞

y

σy

√
2π

e
− 1

2

(
y

σy

)2
[∫ +∞

−∞

x

σx

√
2π(1− ρ2)

e
− 1

2(1−ρ2)

(
x

σx
−ρ y

σy

)2

dx

]
dy.

(2.5)

La integral interior en (2.5) es la esperanza de una N(ρσxy/σy, σ2
x(1− ρ2)) y su valor será por

tanto ρσxy/σy. Sustituyendo en (2.5)

E(XY ) =
ρσx√
2π

∫ +∞

−∞

(
y

σy

)2

e
− 1

2

(
y

σy

)2

dy =
ρσxσy√

2π

∫ +∞

−∞
z2e−

1
2 z2

dy = ρσxσy.

El coeficiente de correlación entre ambas variables es

ρXY =
cov(X, Y )

σxσy
= ρ.

Todos los parámetros de la Normal bivariante adquieren ahora significado.
La covarianza nos permite también obtener la varianza asociada a la suma de variables

aleatorias, como vemos a continuación.

Esperanza y varianza de una suma

La linealidad de la esperanza aplicada cuando g(X) = X1 + · · ·+ Xn, permite escribir

E(X1 + · · ·+ Xk) =
k∑

i=1

E(Xi).

Si las varianzas de las variables X1, . . . , Xk existen, la varianza de S =
∑k

i=1 aiXi, donde
los ai son reales cualesquiera, existe y viene dada por

V (S) = E[(S − E(S))2] =

= E




(
k∑

i=1

ai(Xi − E(Xi))

)2



=
k∑

i=1

a2
i V (Xi) + 2aiaj

k−1∑

i=1

k∑

j=i+1

cov(Xi, Xj). (2.6)
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Independencia y momentos de un vector aleatorio

Un resultado interesante acerca de los momentos conjuntos se recoge en la proposición que
sigue.

Proposición 2.3 Si las variables aleatorias X1, . . . , Xk son independientes, entonces

E(Xn1
1 . . . Xnk

k ) =
k∏

i=1

E(Xni
i ).

Demostración.- Si suponemos continuo el vector, la densidad conjunta puede factorizarse
como producto de las marginales y

E(Xn1
1 . . . Xnk

k ) =

=
∫ +∞

−∞
. . .

∫ +∞

−∞
xn1

1 . . . xnk

k fX(x1, . . . , xk) dx1 . . . dxk =

=
∫ +∞

−∞
. . .

∫ +∞

−∞

[
k∏

i=1

xni
i fi(xi)

]
dx1 . . . dxk =

=
k∏

i=1

[∫ +∞

−∞
xni

i fi(xi) dxi

]
=

k∏

i=1

E(Xni
i ).

El caso discreto se demuestra análogamente. ♠

Observación 2.1 El anterior resultado admite una formulación más general. Si las funciones
gi, i = 1, . . . , k son medibles, las gi(Xi) también son variables independientes y podemos escribir

E

[
k∏

i=1

gi(Xi)

]
=

k∏

i=1

E[gi(Xi)]. (2.7)

Corolario 2.1 Si las variables X1, . . . , Xk son independientes, entonces cov(Xi, Xj) = 0, ∀i, j.

Corolario 2.2 Si las variables X1, . . . , Xk son independientes y sus varianzas existen, la va-
rianza de S =

∑k
i=1 aiXi, donde los ai son reales cualesquiera, existe y viene dada por V (S) =∑k

i=1 a2
i V (Xi).

Una aplicación de los anteriors resultados permite la obtención de la esperanza y la varianza
de algunas conocidas variables de manera mucho más sencilla a como lo hicimos anteriormente.
Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 2.1 (La Binomial y la Hipergeométrica como suma de Bernoullis) Si recor-
damos las caracteŕısticas de una Binomial fácilmente se comprueba que si X ∼ B(n, p) entonces
X =

∑n
i=1 Xi con Xi ∼ B(1, p) e independientes. Como ∀i,

E(Xi) = p, y var(Xi) = p(1− p),

tendremos que

E(X) =
n∑

i=1

E(Xi) = nE(Xi) = np,
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y

var(X) =
n∑

i=1

var(Xi) = np(1− p). (2.8)

Si X ∼ H(n,N, r) también podemos escribir X =
∑n

i=1 Xi con Xi ∼ B(1, r/N) pero a
diferencia de la Binomial las variables Xi son ahora dependientes. Tendremos pues

E(X) =
n∑

i=1

E(Xi) = nE(Xi) = n
r

N
,

y aplicando (2.6)

var(X) =
n∑

i=1

var(Xi) + 2
k∑

i=1

k∑

j>i

cov(Xi, Xj) = n
r

N

N − r

N
+ n(n− 1)cov(X1, X2), (2.9)

puesto que todas las covarianzas son iguales.
Para obtener cov(X1, X2),

cov(X1, X2) = E(X1X2)− E(X1)E(X2)

= P (X1 = 1, X2 = 1)−
( r

N

)2

= P (X2 = 1|X1 = 1)P (X1 = 1)−
( r

N

)2

=
r − 1
N − 1

r

N
−

( r

N

)2

= − r(N − r)
N2(N − 1)

.

Sustituyendo en (2.9)

var(X) = n
r

N

N − r

N

(
1− n− 1

N − 1

)
. (2.10)

Es interesante comparar (2.10) con (2.8), para p = r/N . Vemos que difieren en el último factor,
factor que será muy próximo a la unidad si n ¿ N . Es decir, si la fracción de muestreo (aśı se
la denomina en Teoŕıa de Muestras) es muy pequeña. Conviene recordar aqúı lo que dijimos en
la página 16 al deducir la relación entre ambas distribuciones.

Ejemplo 2.2 (La Binomial Negativa como suma de Geométricas) Si X ∼ BN(r, p) y
recordamos su definición, podemos expresarla como X =

∑r
i=1 Xi, donde cada Xi ∼ BN(1, p)

e independiente de las demás y representa las pruebas Bernoulli necesarias después del (i− 1)-
ésimo éxito para alcanzar el i-ésimo.

Obtendremos primero la esperanza y la varianza de una variable Geométrica de parámetro
p.

E(Xi) =
∑

n≥0

np(1− p)n = p
∑

n≥1

n(1− p)n =
1− p

p
, ∀i.

Para calcular la varianza necesitamos conocer E(X2
i ),

E(X2
i ) =

∑

n≥0

n2p(1− p)n = p
∑

n≥1

n2(1− p)n =
1− p

p2
(2− p), ∀i.
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y de aqúı,

var(X) =
1− p

p2
(2− p)−

(
1− p

p

)2

=
1− p

p2
.

La esperanza y la varianza de la Binomial Negativa de parámetros r y p, valdrán

E(X) =
r∑

i=1

E(Xi) =
r(1− p)

p
, var(X) =

r∑

i=1

var(Xi) =
r(1− p)

p2
.

Covarianzas en una Multinomial

Si X ∼ M(n; p1, p2, . . . , pk), sabemos que cada componente Xi ∼ B(n, pi), i = 1, . . . , k, y
puede por tanto expresarse como suma de n Bernoullis de parámetro pi. La covarianza entre
dos cualesquiera puede expresarse como,

cov(Xi, Xj) = cov

(
n∑

k=1

Xik,

n∑

l=1

Xjl

)
.

Se demuestra fácilmente que

cov

(
n∑

k=1

Xik,

n∑

l=1

Xjl

)
=

n∑

k=1

n∑

l=1

cov(Xik, Xjl). (2.11)

Para calcular cov(Xik, Xjl) recordemos que

Xik =
{

1, si en la prueba k ocurre Ai;
0, en cualquier otro caso,

y

Xjl =
{

1, si en la prueba l ocurre Aj ;
0, en cualquier otro caso.

En consecuencia, cov(Xik, Xjl) = 0 si k 6= l porque las pruebas de Bernoulli son independientes
y

cov(Xik, Xjk) = E(XikXjk)− E(Xik)E(Xjk) = 0− pipj ,

donde E(XikXjk) = 0 porque en una misma prueba, la k-ésima, no puede ocurrir simultánea-
mente Ai y Aj . En definitiva,

cov(Xi, Xj) =
n∑

k=1

cov(Xik, Xjk) = −npipj .

El coeficiente de correlación entre ambas variables vale,

ρij = − npipj√
npi(1− pi)

√
npj(1− pj)

= −
√

pipj

(1− pi)(1− pj)
.

El valor negativo de la covarianza y del coeficiente de correlación se explica por el hecho de que
siendo el número total de pruebas fijo, n, a mayor número de ocurrencias de Ai, menor número
de ocurrencias de Aj .
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2.3. Esperanza condicionada

Sea (X, Y ) un vector aleatorio definido sobre el espacio de probabilidad (Ω,A, P ) y deno-
temos por PX|Y =y la distribución de probabilidad de X condicionada a Y = y. Si g es una
función medible definida de (R, β) en (R, β), tal que E(g(X)) existe, la esperanza condicionada
de g(X) dado Y , E[g(X)|Y ], es una variable aleatoria que para Y = y toma el valor

E[g(X)|y] =
∫

Ω

g(X) dPX|Y =y. (2.12)

La forma de (2.12) depende de las caracteŕısticas de la distribución del vector (X, Y ).

(X,Y ) es discreto.- Ello supone que el soporte de la distribución, D, es numerable y

E[g(X)|y] =
∑

x∈Dy

g(x)P (X = x|Y = y) =
∑

x∈Dy

g(x)fX|Y (x|y),

donde Dy = {x; (x, y) ∈ D} es la sección de D mediante y.

(X,Y ) es continuo.- Entonces

E[g(X)|y] =
∫

R
g(x)fX|Y (x|y)dx.

Una definición similar puede darse para E[h(Y )|X] siempre que E[h(Y )] exista.

Ejemplo 2.3 Sean X e Y variables aleatorias independientes ambas con distribución B(n, p).
La distribución de X + Y se obtiene fácilmente a partir de

fX+Y (m) = P

(
m⋃

k=0

{X = k, Y = m− k}
)

=
m∑

k=0

P (X = k, Y = m− k)

=
m∑

k=0

P (X = k)P (Y = m− k)

=
m∑

k=0

(
n

k

)
pk(1− p)n−k

(
n

m− k

)
pm−k(1− p)n−(m−k)

= pm(1− p)2n−m
m∑

k=0

(
n

k

)(
n

m− k

)

=
(

2n

m

)
pm(1− p)2n−m,

de donde X + Y ∼ B(2n, p).
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La distribución condicionada de Y |X + Y = m es

P (Y = k|X + Y = m) =
P (Y = k, X + Y = m)

P (X + Y = m)

=
P (Y = k, X = m− k)

P (X + Y = m)

=

(
n

k

)
pk(1− p)n−k

(
n

m− k

)
pm−k(1− p)n−(m−k)

(
2n

m

)
pm(1− p)2n−m

=

(
n

k

)(
n

m− k

)

(
2n

m

) ,

es decir, Y |X + Y = m ∼ H(m, 2n, n). La E(Y |X + Y = m) valdrá

E(Y |X + Y = m) =
nm

2n
=

m

2
.

La definición la esperanza condicionada goza de todas las propiedades inherentes al concepto
de esperanza anteriormente estudiadas. A t́ıtulo de ejemplo podemos recordar,

PEC1) La esperanza condicionada es un operador lineal,

E[(ag1(X) + bg2(X))|Y ] = aE[g1(X)|Y ] + bE[g2(X)|Y ].

En particular,

E[(aX + b)|Y ] = aE(X|Y ) + b.

PEC2) P (a ≤ X ≤ b) = 1 =⇒ a ≤ E(X|Y ) ≤ b.

PEC3) P (g1(X) ≤ g2(X)) = 1 =⇒ E[g1(X)|Y ] ≤ E[g2(X)|Y ].

PEC4) E(c|Y ) = c, para c constante.

Momentos de todo tipo de la distribución condicionada se definen de forma análoga a como
hicimos en el caso de la distribución absoluta y gozan de las mismas propiedades. Existen,
no obstante, nuevas propiedades derivadas de las peculiares caracteŕısticas de este tipo de
distribuciones y de que E[g(X)|Y )], en tanto que función de Y , es una variable aleatoria.
Veámoslas.

Proposición 2.4 Si E(g(X)) existe, entonces

E (E[g(X)|Y )]) = E(g(X)). (2.13)
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Demostración.- Supongamos el caso continuo.

E (E[g(X)|Y )]) =
∫

R
E[g(X)|y)]fy(y)dy

=
∫

R

[∫

R
g(x)fX|Y (x|y)dx

]
fy(y)dy

=
∫

R

[∫

R
g(x)

fXY (x, y)
fy(y)

dx

]
fy(y)dy

=
∫

R
g(x)

[∫

R
fXY (x, y)dy

]
dx

=
∫

R
g(x)fX(x)dx = E(g(X)).

La demostración se haŕıa de forma análoga para el caso discreto ♠

Ejemplo 2.4 Consideremos el vector (X, Y ) con densidad conjunta

fXY (x, y) =





1
x

, 0 < y ≤ x ≤ 1

0, en el resto.

Fácilmente obtendremos que X ∼ U(0, 1) y que Y |X = x ∼ U(0, x). Aplicando el resultado
anterior podemos calcular E(Y ),

E(Y ) =
∫ 1

0

E(Y |x)fX(x)dx =
∫ 1

0

1
2
xdx =

1
4
.

Ejemplo 2.5 Un trabajador está encargado del correcto funcionamiento de n máquinas situa-
das en linea recta y distantes una de otra l metros. El trabajador debe repararlas cuando se
aveŕıan, cosa que sucede con igual probabilidad para todas ellas e independientemente de una a
otra. El operario puede seguir dos estrategias:

1. acudir a reparar la máquina estropeada y permanecer en ella hasta que otra máquina se
aveŕıa, desplazándose entonces hacia ella, o

2. situarse en el punto medio de la linea de máquinas y desde alĺı acudir a la averiada,
regresando nuevamente a dicho punto cuando la aveŕıa está resuelta.

Si X es la distancia que recorre el trabajador entre dos aveŕıas consecutivas, ¿cuál de ambas
estrategias le conviene más para andar menos?

Se trata, en cualquiera de las dos estrategias, de obtener la E(X) y elegir aquella que la
proporciona menor. Designaremos por Ei(X) la esperanza obtenida bajo la estrategia i = 1, 2.

Estrategia 1.- Sea Ak el suceso, el operario se encuentra en la máquina k. Para obte-
ner E1(X) recurriremos a la propiedad anterior, pero utilizando como distribución con-
dicionada la que se deriva de condicionar respecto del suceso Ak. Tendremos E1(X) =
E(E(X|Ak)).
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Para obtener E(X|Ak) tengamos en cuenta que si i es la próxima máquina averiada,
P (Ai) = 1/n, ∀i y el camino a recorrer será

X|Ak =





(k − i)l, si i ≤ k,

(i− k)l, si i > k.

Aśı pues,

E(X|Ak) =
1
n

(
k∑

i=1

(k − i)l +
n∑

i=k+1

(i− k)l

)
=

l

2n
[2k2 − 2(n + 1)k + n(n + 1)].

Utilizando
n∑

k=1

k2 =
n(n + 1)(2n + 1)

6
,

obtenemos para E1(X)

E1(X) = E(E(X|Ak)) =
1
n

∑

k

E(X|Ak) =
l(n2 − 1)

3n

Estrategia 2.- Para facilitar los cálculos supongamos que n es impar, lo que supone
que hay una máquina situada en el punto medio de la linea, la n+1

2 -ésima. Si la próxima
máquina averiada es la i la distancia a recorrer será,

X =





2(n+1
2 − i)l, si i ≤ n+1

2 ,

2(i− n+1
2 )l, si i > n+1

2 ,

donde el 2 se justifica porque el operario en esta segunda estrategia regresa siempre al
punto medio de la linea de máquinas. La esperanza viene dada por,

E2(X) =
2
n

n∑

i=1

∣∣∣∣
n + 1

2
− i

∣∣∣∣ l =
l(n− 1)

2
.

Como E1(X) ≤ E2(X) −→ (n + 1)/3n ≤ 1/2 −→ n ≥ 2, podemos deducir que la primera
estrategia es mejor, salvo que hubiera una sola máquina.

También es posible relacionar la varianza absoluta con la varianza condicionada, aunque la
expresión no es tan directa como la obtenida para la esperanza.

Proposición 2.5 Si E(X2) existe, entonces

var(X) = E(var[X|Y ]) + var(E[X|Y ]). (2.14)
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Demostración.- Haciendo del anterior resultado,

var(X) = E
[
(X − E(X))2

]
= E

{
E

[
(X − E(X))2|Y ]}

= E
{

E
[(

X2 + (E(X))2 − 2XE(X)
)
|Y

]}

= E
{
E[X2|Y ] + E(X)2 − 2E(X)E[X|Y ]

}

= E
{

E[X2|Y ]− (E[X|Y ])2 + (E[X|Y ])2 + E(X)2 − 2E(X)E[X|Y ]
}

= E
{

var[X|Y ] + (E[X|Y ]− E(X))2
}

= E {var[X|Y ]}+ E
{

(E[X|Y ]− E(X))2
}

= E(var[X|Y ]) + var(E[X|Y ]). ♠
Corolario 2.3 Si E(X2) existe, por la propiedad anterior

var(X) ≥ var(E[X|Y ]).

Si se verifica la igualdad, de (2.14) deducimos que E(var[X|Y ]) = 0, y como var[X|Y ] ≥ 0,
tendremos que P (var[X|Y ] = 0) = 1, es decir

P
(
E

{
(X − E[X|Y ])2 |Y

}
= 0

)
= 1,

y como (X − E[X|Y ])2 ≥ 0, aplicando de nuevo el anterior razonamiento concluiremos que

P (X = E[X|Y ]) = 1,

lo que supone que, con probabilidad 1, X es una función de Y puesto que E[X|Y ] lo es.

2.4. Desigualdades

Si para X ≥ 0 existe su esperanza, sea ε > 0 y escribamos (2.3) de la forma,

E(X) =
∫ +∞

0

P (X ≥ x) dx =
∫ ε

0

P (X ≥ x) dx +
∫ +∞

ε

P (X ≥ x) dx.

Como la segunda integral es no negativa y la función P (X ≥ x) es decreciente,

E(X) ≥
∫ ε

0

P (X ≥ x) dx ≥
∫ ε

0

P (X ≥ ε) dx = εP (X ≥ ε),

y de aqúı,

P (X ≥ ε) ≤ E(X)
ε

. (2.15)

Este resultado da lugar a dos conocidas desigualdades generales que proporcionan cotas
superiores para la probabilidad de ciertos conjuntos. Estas desigualdades son válidas indepen-
dientemente de cuál sea la distribución de probabilidad de la variable involucrada.

Desigualdad de Markov.- La primera de ellas se obtiene al sustituir en (2.15) X por |X|k
y ε por εk,

P (|X| ≥ ε) = P
(|X|k ≥ εk

) ≤ 1
εk

E
(|X|k)

, (2.16)

y es conocida como la desigualdad de Markov.
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Desigualdad de Chebyshev.- Un caso especial de (2.16) se conoce como la desigualdad de
Chebyshev y se obtiene para k = 2 y X = X − E(X),

P (|X − E(X)| ≥ ε) ≤ 1
ε2

V ar(X). (2.17)

Un interesante resultado se deriva de esta última desigualdad.

Proposición 2.6 Si V (X) = 0, entonces X es constante con probabilidad 1.

Demostración.- Supongamos E(X) = µ y consideremos los conjuntos An = {|X − µ| ≥
1/n}, aplicando (2.17)

P (An) = P

(
|X − µ| ≥ 1

n

)
= 0, ∀n

y de aqúı P (∪nAn) = 0 y P (∩nAc
n) = 1. Pero

⋂

n≥1

Ac
n =

⋂

n≥1

{
|X − µ| < 1

n

}
= {X = µ},

luego P (X = µ) = 1. ♠
Desigualdad de Jensen.- Si g(X) es convexa sabemos que ∀a,∃λa tal que g(x) ≥ g(a) +

λa(x− a), ∀x. Si hacemos ahora a = E(X),

g(X) ≥ g (E(X)) + λa(X − E(X)),

y tomando esperanzas obtenemos la que se conoce como desigualdad de Jensen,

E(g(X)) ≥ g(E(X)).

Teorema 2.1 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) Sean X e Y variables aleatorias con va-
rianzas finitas. Entonces cov(X, Y ) existe y se verifica

[E(XY )]2 ≤ E(X2)E(Y 2),

verificándose la igualdad si y solo si existe un real α tal que P (αX + Y = 0) = 1.

Demostración.- Para cualesquiera números reales a y b se verifica

|ab| ≤ a2 + b2

2
,

lo que significa que E(XY ) < ∞ si E(X2) < ∞ y E(Y 2) < ∞. Por otra parte, para cualquier
real α, se tiene

E[(αX + Y )2] = α2E(X2) + 2αE(XY ) + E(Y 2) ≥ 0,

lo que supone que la ecuación de segundo grado tiene a lo sumo una ráız y su discriminante
será no positivo. Es decir,

[E(XY )]2 ≤ E(X2)E(Y 2).

Si se diera la igualdad, la ecuación tendŕıa una ráız doble, α0, y E[(α0X +Y )2] = 0. Tratándose
de una función no negativa, esto implica que P (α0X+Y = 0) = 1. ♠
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El coeficiente de correlación

El coeficiente de correlación entre dos componentes cualesquiera de un vector aleatorio, X
y Y , se define como la covarianza de dichas variables tipificadas1.

ρXY = cov(Xt, Yt) = E

[(
X − E(X)

σX

)(
Y − E(Y )

σY

)]
=

cov(X, Y )
σXσY

.

De la desigualdad de Cauchy-Schwarz se desprende que ρ2
XY ≤ 1 y en particular que −1 ≤

ρXY ≤ 1. Recordemos que cuando en Cauchy-Schwarz se daba la igualdad X e Y estaban
relacionadas linealmente con probabilidad 1, P (α0X + Y = 0) = 1, pero por otra parte dicha
igualdad implica ρ2

XY = 1. El valor 0 es otro valor de interés para ρXY . Si ρXY = 0 decimos
que las variables están incorreladas y además cov(X, Y ) = 0. Hay entonces una ausencia total
de relación lineal entre ambas variables. Podemos decir que el valor absoluto del coeficiente de
correlación es una medida del grado de linealidad entre las variables medido, de menor a mayor,
en una escala de 0 a 1.

2.4.1. La distribución Normal multivariante

La expresión de la densidad de la Normal bivariante que dábamos en la página 33 admite
una forma alternativa más compacta a partir de lo que se conoce como la matriz de covarianzas
de la distribución, Σ, una matriz 2× 2 cuyos elementos son las varianzas y las covarianzas del
vector (X1, X2),

Σ =
(

σ2
1 σ12

σ12 σ2
2

)
.

La nueva expresión de la densidad es

f(x1, x2) =
|Σ|− 1

2

2π
e−

1
2 (x−µ)′Σ−1(x−µ), (x1, x2) ∈ R2,

donde |Σ| es el determinante de Σ, cuyo valor es

|Σ| = σ2
1σ2

2 − σ2
12 = σ2

1σ2
2(1− ρ2

12),

x′ = (x1 x2) es el vector de variables y µ′ = (µ1 µ2) es el vector de medias.
Si el vector tiene n componentes, X1, X2, . . . , Xn, la extensión a n dimensiones de la ex-

presión de la densidad es ahora inmediata con esta notación. La matriz de covarianzas es una
matriz n× n con componentes

Σ =




σ2
1 σ12 · · · σ1(n−1) σ1n

σ12 σ2
2 · · · σ2(n−1) σ2n

...
...

...
...

...
σ1(n−1) σ2(n−1) · · · σ2

n−1 σ(n−1)n

σ1n σ2n · · · σ(n−1)n σ2
n




,

el vector de medias es µ′ = (µ1 µ2 . . . µn) y la densidad tiene por expresión

f(x1, x2, . . . , xn) =
|Σ|− 1

2

(2π)
n
2

e−
1
2 (x−µ)′Σ−1(x−µ), (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn. (2.18)

1Una variable tipificada es la que resulta de transformar la original restándole la media y dividiendo por la
desviación t́ıpica, Xt = (X − µX)/σX . Como consecuencia de esta transformación E(Xt) = 0 y var(Xt) = 1.
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Cuando las componentes del vector son independientes, las covarianzas son todas nulas y Σ
es una matriz diagonal cuyos elementos son las varianzas de cada componente, por tanto

|Σ|−1 =
1

σ2
1σ2

2 · · ·σ2
n

.

Además, la forma cuadrática que aparece en el exponente de (2.18) se simplifica y la densidad
adquiere la forma

f(x1, x2, . . . , xn) =
1∏n

i=1(2πσ2
i )

1
2
e
− 1

2

∑n
i=1

(
xi−µi

σi

)2

=
n∏

i=1

[
1√
2πσ2

i

e
− 1

2

(
xi−µi

σi

)2
]

,

que no es más que el producto de las densidades de cada una de las componentes.
Añadamos por último que la matriz Σ es siempre definida positiva y lo es también la forma

cuadrática que aparece en el exponente de (2.18).

Transformación lineal de una Normal multivariante

A partir del vector X definimos un nuevo vector Y mediante una transformación lineal cuya
matriz A es invertible. Tendremos

Y = AX, y X = A−1Y,

y dada la linealidad de la esperanza, la misma relación se verifica para los vectores de medias,

µY = AµX, y µX = A−1µY,

Para conocer la distribución del vector Y recurriremos a la fórmula del cambio de variable
(1.36). El jacobiano de la transformación inversa es precisamente |J−1| = |A−1|, con lo que la
densidad conjunta de Y = (Y1, Y2, . . . , Yn) valdrá,

fY(y1, y2, . . . , yn) =
|Σ|− 1

2

(2π)
n
2

e−
1
2 (A−1y−A−1µY)′Σ−1(A−1y−A−1µY)|A−1|

=
|A−1||Σ|− 1

2

(2π)
n
2

e−
1
2 [A−1(y−µY)]′Σ−1[A−1(y−µY)]

=
|A−1||Σ|− 1

2

(2π)
n
2

e−
1
2 (y−µY)[A−1]′Σ−1A−1(y−µY)

=
|AΣA′|− 1

2

(2π)
n
2

e−
1
2 (y−µY)′[AΣA′]−1(y−µY),

que es la densidad de una Normal multivariante con vector de medias µY = AµX y matriz de
covarianzas ΣY = AΣA′

2.5. Función caracteŕıstica

La función caracteŕıstica es una herramienta de gran utilidad en Teoŕıa de la Probabilidad,
una de sus mayores virtudes reside en facilitar la obtención de la distribución de probabilidad de
la suma de variables aleatorias y la del ĺımite de sucesiones de variables aleatorias, situaciones
ambas que aparecen con frecuencia en Inferencia Estad́ıstica.
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El concepto de función caracteŕıstica, introducido por Lyapunov en una de la primeras
versiones del Teorema Central del Ĺımite, procede del Análisis Matemático donde se le conoce
con el nombre de transformada de Fourier.

Definición 2.3 Sea X una variable aleatoria y sea t ∈ R. La función caracteŕıstica de X,
φX(t), se define como E(eitX) = E(cos tX) + iE(sin tX).

Como |eitX | ≤ 1, ∀t, φX(t) existe siempre y está definida ∀t ∈ R. Para su obtención recordemos
que,

Caso discreto.- Si X es una v. a. discreta con soporte DX y función de cuant́ıa fX(x),

φX(t) =
∑

x∈DX

eitxfX(x). (2.19)

Caso continuo.- Si X es una v. a. continua con función de densidad de probabilidad fX(x),

φX(t) =
∫ +∞

−∞
eitxfX(x)dx. (2.20)

De la definición se derivan, entre otras, las siguientes propiedades:

Pφ1) φX(0) = 1

Pφ2) |φX(t)| ≤ 1

Pφ3) φX(t) es uniformemente continua

En efecto,

φX(t + h)− φX(t) =
∫

Ω

eitX(eihX − 1) dP.

Al tomar módulos,

|φX(t + h)− φX(t)| ≤
∫

Ω

|eihX − 1| dP, (2.21)

pero |eihX − 1| ≤ 2 y (2.21) será finito, lo que permite intercambiar integración y paso al
ĺımite, obteniendo

ĺım
h→0

|φX(t + h)− φX(t)| ≤
∫

Ω

ĺım
h→0

|eihX − 1| dP = 0.

Pφ4) Si definimos Y = aX + b,

φY (t) = E(eitY ) = E
(
eit(aX+b)

)
= eitbφX(at)

Pφ5) Si E(Xn) existe, la función caracteŕıstica es n veces diferenciable y ∀k ≤ n se verifica
φ

(k)
X (0) = ikE(Xk)

La propiedad 5 establece un interesante relación entre las derivadas de φX(t) y los momentos
de X cuando estos existen, relación que permite desarrollar φX(t) en serie de potencias. En
efecto, si E(Xn) existe ∀n, entonces,

φX(t) =
∑

k≥0

ikE(Xk)
k!

tk. (2.22)
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2.5.1. Función caracteŕıstica e independencia

Si X1, X2, . . . , Xn son variables aleatorias independientes y definimos Y = X1+X2+· · ·+Xn,
por la observación (2.7) de la página 51 tendremos,

φY (t) = E
(
eit(X1+X2+···+Xn)

)
= E

(
n∏

k=1

eitXk

)
=

n∏

k=1

E
(
eitXk

)
=

n∏

k=1

φXk
(t), (2.23)

expresión que permite obtener con facilidad la función caracteŕıstica de la suma de variables
independientes y cuya utilidad pondremos de manifiesto de inmediato.

2.5.2. Funciones caracteŕısticas de algunas distribuciones conocidas

Bernoulli.- Si X ∼ B(1, p)
φX(t) = e0q + eitp = q + peit.

Binomial.- Si X ∼ B(n, p)

φX(t) =
n∏

k=1

(q + peit) = (q + peit)n.

Poisson.- Si X ∼ P (λ)

φX(t) =
∑

x≥0

eitx e−λλx

x!
= e−λ

∑

x≥0

(λeit)x

x!
= eλ(eit−1).

Normal tipificada.- Si Z ∼ N(0, 1), sabemos que existen los momentos de cualquier orden y
en particular, E(Z2n+1) = 0, ∀n y E(Z2n) = (2n)!

2nn! , ∀n. Aplicando (2.22),

φZ(t) =
∑

n≥0

i2n(2n)!
2n(2n)!n!

t2n =
∑

n≥0

(
(it)2

2

)n

n!
=

∑

n≥0

(
− t2

2

)n

n!
= e−

t2
2 .

Para obtener φX(t) si X ∼ N(µ, σ2), podemos utilizar el resultado anterior y P4. En
efecto, recordemos que X puede expresarse en función de Z mediante X = µ + σZ y
aplicando P4,

φX(t) = eiµtφZ(σt) = eiµt−σ2t2
2 .

Observación 2.2 Obsérvese que Im(φZ(t)) = 0. El lector puede comprobar que no se
trata de un resultado exclusivo de la Normal tipificada, si no de una propiedad que poseen
todas las v. a. con distribución de probabilidad simétrica, es decir, aquellas que verifican
(P(X ≥ x)=P(X ≤ −x)).

Gamma.- Si X ∼ G(α, λ), su función de densidad de probabilidad viene dada por

fX(x) =





λα

Γ(α)
xα−1e−λx si x > 0,

0 si x ≤ 0,
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por lo que aplicando (2.20),

φX(t) =
λα

Γ(α)

∫ ∞

0

eitxxα−1e−λxdx,

que con el cambio y = x(1− it/λ) conduce a

φX(t) =
(

1− it

λ

)−α

.

Hay dos casos particulares que merecen ser mencionados:

Exponencial.- La distribución exponencial puede ser considerada un caso particular de
G(α, λ) cuando α = 1. A partir de aqúı,

φX(t) =
λ

λ− it
.

Chi-cuadrado.- Cuando α = n/2 y λ = 1/2, decimos que X tiene una distribución χ2

con n grados de libertad, X ∼ χ2
n. Su función caracteŕıstica será

φX(t) = (1− 2it)−
n
2 .

2.5.3. Teorema de inversión. Unicidad

Hemos obtenido la función caracteŕıstica de una v. a. X a partir de su distribución de pro-
babilidad, pero es posible proceder de manera inversa por cuanto el conocimiento de φX(t)
permite obtener FX(x).

Teorema 2.2 (Fórmula de inversión de Lévy) Sean φ(t) y F (x) las funciones caracteŕısti-
ca y de distribución de la v. a. X y sean a ≤ b sendos puntos de continuidad de F , entonces

F (b)− F (a) = ĺım
T→∞

1
2π

∫ T

−T

e−ita − e−itb

it
φ(t)dt.

Que puede también expresarse

F (x0 + h)− F (x0 − h) = ĺım
T→∞

1
π

∫ T

−T

sin ht

t
e−itx0φ(t)dt,

donde h > 0 y x0 + h y x0 − h son puntos de continuidad de F .

Este resultado permite obtener F (x) en cualquier x que sea punto de continuidad de F .
Basta para ello que en F (x)− F (y) hagamos que y → −∞ a través de puntos de continuidad.
Como FX(x) es continua por la derecha, la tendremos también determinada en los puntos de
discontinuidad sin más que descender hacia ellos a través de puntos de continuidad.

Si la variable es continua, un corolario del anterior teorema permite obtener la función de
densidad directamente a partir de la función caracteŕıstica.

Corolario 2.4 Si φ(t) es absolutamente integrable en R, entonces la función de distribución
es absolutamente continua, su derivada es uniformemente continua y

f(x) =
dF (x)

dx
=

1
2π

∫

R

e−itxφ(t)dt.
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Este teorema tiene una trascendencia mayor por cuanto implica la unicidad de la función
caracteŕıstica, que no por casualidad recibe este nombre, porque caracteriza, al igual que lo
hacen otras funciones asociadas a X (la de distribución, la de probabilidad o densidad de
probabilidad, ...), su distribución de probabilidad. Podemos afirmar que si dos variables X e
Y comparten la misma función caracteŕıstica tienen idéntica distribución de probabilidad. La
combinación de este resultado con las propiedades antes enunciadas da lugar a una potente
herramienta que facilita el estudio y obtención de las distribuciones de probabilidad asociadas
a la suma de variables independientes. Veámoslo con algunos ejemplos.

1) Suma de Binomiales independientes.- Si las variables Xk ∼ B(nk, p), k = 1, 2, . . . , m
son independientes, al definir X =

∑m
k=1 Xk, sabemos por (2.23) que

φX(t) =
m∏

k=1

φXk
(t) =

m∏

k=1

(q + peit)nk = (q + peit)n,

con n = n1 + n2 + · · · + nm. Pero siendo esta la función caracteŕıstica de una variable
B(n, p), podemos afirmar que X ∼ B(n, p).

2) Suma de Poisson independientes.- Si nuestra suma es ahora de variables Poisson inde-
pendientes, Xk ∼ P (λk), entonces

φX(t) =
m∏

k=1

φXk
(t) =

m∏

k=1

eλk(eit−1) = eλ(eit−1),

con λ = λ1 + λ2 + · · ·+ λm. Aśı pues, X ∼ P (λ).

3) Combinación lineal de de Normales independientes.- Si X =
∑n

k=1 ckXk con Xk ∼
N(µk, σ2

k) e independientes,

φX(t) = φ∑
ckXk

(t) =
n∏

k=1

φXk
(ckt)

=
n∏

k=1

eicktµk−σ2
kc2kt2

2

= eiµt−σ2t2
2 , (2.24)

Se deduce de (2.24) que X ∼ N(µ, σ2) con

µ =
n∑

k=1

ckµk y σ2 =
n∑

k=1

c2
kσ2

k.

4) Suma de Exponenciales independientes.- En el caso de que la suma esté formada por
n variables independientes todas ellas Exp(λ),

φX(t) =
(

λ

λ− it

)n

=
(

1− it

λ

)−n

,

y su distribución será la de una G(n, 1/λ).
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5) Cuadrado de una N(0, 1).- Sea ahora Y = X2 con X ∼ N(0, 1), su función caracteŕıstica
viene dada por

φY (t) =
∫ ∞

−∞

1
(2π)

1
2
e−

x2
2 (1−2it)dx =

1
(1− 2it)

1
2
,

lo que nos asegura que Y ∼ χ2
1.

Algunos de estos resultados fueron obtenidos anteriormente, pero su obtención fué entonces
mucho más laboriosa de lo que ahora ha resultado.

2.5.4. Teorema de continuidad de Lévy

Se trata del último de los resultados que presentaremos y permite conocer la convergencia
de una sucesión de v. a. a través de la convergencia puntual de la sucesión de sus funciones
caracteŕısticas.

Teorema 2.3 (Directo) Sea {Xn}n≥1 una sucesión de v. a. y {Fn(x)}n≥1 y {φn(t)}n≥1 las
respectivas sucesiones de sus funciones de distribución y caracteŕısticas. Sea X una v. a. y
FX(x) y φ(t) sus funciones de distribución y caracteŕıstica, respectivamente. Si Fn

w→ F (es
decir, Xn

L→ X), entonces
φn(t) −→ φ(t), ∀t ∈ R.

Resultado que se completa con el teorema inverso.

Teorema 2.4 (Inverso) Sea {φn(t)}n≥1 una sucesión de funciones caracteŕısticas y {Fn(x)}n≥1

la sucesión de funciones de distribución asociadas. Sea φ(t) una función continua, si ∀t ∈ R,
φn(t) → φ(t), entonces

Fn
w−→ F,

donde F (x) en una función de distribución cuya función caracteŕıstica es φ(t).

Este resultado permite, como dećıamos antes, estudiar el comportamiento ĺımite de sucesio-
nes de v. a. a través del de sus funciones caracteŕısticas, generalmente de mayor sencillez. Sin
duda una de sus aplicaciones más relevantes ha sido el conjunto de resultados que se cono-
cen como Teorema Central del Ĺımite (TCL), bautizados con este nombre por Lyapunov que
pretendió aśı destacar el papel central de estos resultados en la Teoŕıa de la Probabilidad.



Caṕıtulo 3

Sucesiones de variables aleatorias.
Teoremas de convergencia

3.1. Introducción

Los caṕıtulos anteriores nos han permitido familiarizarnos con el concepto de variable y
vector aleatorio, dotándonos de las herramientas que nos permiten conocer su comportamiento
probabiĺıstico. En el caso de un vector aleatorio somos capaces de estudiar el comportamiento
conjunto de un número finito de variables aleatorias. Pero imaginemos por un momento los
modelos probabiĺısticos asociados a los siguientes fenómenos:

1. lanzamientos sucesivos de una moneda,

2. tiempos transcurridos entre dos llamadas consecutivas a una misma centralita,

3. sucesión de estimadores de un parámetro cuando se incrementa el tamaño de la muestra...

En todos los casos las variables aleatorias involucradas lo son en cantidad numerable y habremos
de ser capaces de estudiar su comportamiento conjunto y, tal y como siempre sucede en ocasio-
nes similares, de conocer cuanto haga referencia al ĺımite de la sucesión. Del comportamiento
conjunto se ocupa una parte de la Teoŕıa de la Probabilidad que dado su interés ha tomado
entidad propia: la Teoŕıa de los Procesos Estocásticos. En este caṕıtulo nos ocuparemos de estu-
diar cuanto está relacionado con el ĺımite de las sucesiones de variables aleatorias. Este estudio
requiere en primer lugar, introducir los tipos de convergencia apropiados a la naturaleza de las
sucesiones que nos ocupan, para en segundo lugar obtener las condiciones bajo las que tienen
lugar las dos convergencias que nos interesan: la convergencia de la sucesión de variables a una
constante (Leyes de los Grandes Números) y la convergencia a otra variable (Teorema Central
del Ĺımite). El estudio de esta segunda situación se ve facilitado con el uso de una herramienta
conocida como función caracteŕıstica de la cual nos habremos ocupado previamente.

Dos sencillos ejemplos relacionados con la distribución Binomial no servirán de introducción
y nos ayudarán a situarnos en el problema.

Ejemplo 3.1 (Un resultado de J. Bernoulli) Si repetimos n veces un experimento cuyo
resultado es la ocurrencia o no del suceso A, tal que P (A) = p, y si la repeticiones son inde-
pendientes unas de otras, la variable Xn =número de ocurrencias de A, tiene una distribución
B(n, p). La variable Xn/n representa la frecuencia relativa de A y sabemos que

E

(
Xn

n

)
=

1
n

E(Xn) =
np

n
= p,
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y

var

(
Xn

n

)
=

1
n2

var(Xn) =
np(1− p)

n2
=

p(1− p)
n

.

Si aplicamos la desigualdad de Chebyshev,

P

(∣∣∣∣
Xn

n
− p

∣∣∣∣ ≥ ε

)
≤ var(Xn/n)

ε2
=

p(1− p)
nε2

n−→ 0.

Deducimos que la frecuencia relativa de ocurrencias de A converge, en algún sentido, a P (A).

Ejemplo 3.2 (Binomial vs Poisson) El segundo ejemplo ya fue expuesto en la página 15 y
no lo repetiremos aqúı. Haćıa referencia a la aproximación de la distribución Binomial mediante
la distribución de Poisson. Vimos que cuando tenemos un gran número de pruebas Bernoulli con
una probabilidad de éxito muy pequeña de manera que ĺımn npn = λ, 0 < λ < +∞, la sucesión
de funciones de cuant́ıa de las variables aleatorias Xn ∼ B(n, pn) converge a la función de
cuant́ıa de X ∼ Po(λ).

Dos ejemplos con sucesiones de variables Binomiales que han conducido a ĺımites muy dis-
tintos. En el primero, el valor ĺımite es la probabilidad de un suceso, y por tanto una constante;
en el segundo la función de cuant́ıa tiende a otra función de cuant́ıa.

3.2. Tipos de convergencia

Comenzaremos por formalizar el tipo de convergencia que aparece en el primer ejemplo.
Para ello, y también para el resto de definiciones, sobre un espacio de probabilidad (Ω,A, P )
consideremos la sucesión de variables aleatorias {Xn} y la variable aleatoria X.

Definición 3.1 (Convergencia en probabilidad) Decimos que {Xn} converge a X en pro-
babilidad, Xn

P−→ X, si para cada δ > 0,

ĺım
n

P{ω : |Xn(ω)−X(ω)| ≥ δ} = 0.

No es esta una convergencia puntual como las que estamos acostumbrados a utilizar en Análisis
Matemático. La siguiente śı es de este tipo.

Definición 3.2 (Convergencia casi segura o con probabilidad 1) Decimos que {Xn} con-
verge casi seguramente1 a X (o con probabilidad 1), Xn

a.s.−→ X, si

P ({ω : ĺım
n

Xn(ω) = X(ω)}) = 1.

El último tipo de convergencia involucra a las funciones de distribución asociadas a cada variable
y requiere previamente una definición para la convergencia de aquellas.

Definición 3.3 (Convergencia débil) Sean Fn, n ≥ 1 y F , funciones de distribución de
probabilidad. Decimos que la sucesión Fn converge débilmente2 a F , Fn

ω−→ F , si ĺımn Fn(x) =
F (x), ∀x que sea punto de continuidad de F .

1Utilizaremos la abreviatura a. s., que corresponde a las iniciales de almost surely, por ser la notación más
extendida

2Utilizaremos la abreviatura ω, que corresponde a la inicial de weakly, por ser la notación más extendida
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Definición 3.4 (Convergencia en ley) Decimos que {Xn} converge en ley a X, Xn
L−→ X,

si FXn

ω−→ FX . Teniendo en cuenta la definición de Fn y F , la convergencia en ley puede
expresarse también

Xn
L−→ X ⇐⇒ ĺım

n
P (Xn ≤ x) = P (X ≤ x).

Definición 3.5 (Convergencia en media cuadrática) Decimos que {Xn} converge en me-
dia cuadrática a X, Xn

m.s−→ X, si

ĺım
n

E[(Xn −X)2] = 0.

Las relaciones entre los tres tipos de convergencia se establecen en el siguiente teorema.

Teorema 3.1 (Relaciones entre convergencias) Sean Xn y X variables aleatorias defini-
das sobre un mismo espacio de probabilidad entonces:

Xn
a.s.→ X

Xn
m.s.→ X



 ⇒ Xn

P→ X ⇒ Xn
L→ X

Las convergencias casi segura y en probabilidad tienen distinta naturaleza, mientras aquella
es de tipo puntual, esta última es de tipo conjuntista. El ejemplo que sigue ilustra bien esta
diferencia y pone de manifiesto que la contraria de la primera implicación no es cierta.

Ejemplo 3.3 (La convergencia en probabilidad =⇒/ la convergencia casi segura) Co-
mo espacio de probabilidad consideraremos el intervalo unidad dotado de la σ-álgebra de Borel
y de la medida de Lebesgue, es decir, un espacio de probabilidad uniforme en ]0,1]. Definimos
la sucesión Xn = 1In , ∀n, con In =] p

2q , p+1
2q ], siendo p y q los únicos enteros positivos que

verifican, p + 2q = n y 0 ≤ p < 2q. Obviamente q = q(n) y ĺımn q(n) = +∞. Los primeros
términos d ela sucesión son,

n = 1 q = 0, p = 0 X1 = 1]0,1]

n = 2 q = 1, p = 0 X2 = 1]0, 1
2 ]

n = 3 q = 1, p = 1 X3 = 1] 12 ,1]

n = 4 q = 2, p = 0 X4 = 1]0, 1
4 ]

n = 5 q = 2, p = 1 X5 = 1] 14 , 1
2 ]

n = 6 q = 2, p = 2 X6 = 1] 12 , 3
4 ]

n = 7 q = 2, p = 3 X7 = 1] 34 ,1]

. . . . . .

Observemos que si X = 0, ∀δ > 0 se tiene λ{ω : |Xn(ω)| ≥ δ} = λ{ω : |Xn(ω)| = 1} =
λ(In) = 2−q, 2q ≤ n < 2q+1 y Xn

λ−→ 0; pero dada la construcción de las Xn en ningún
ω ∈ [0, 1] se verifica ĺımXn(ω) = 0.

Las convergencias casi y en media cuadrática no se implican mutuamente. Veámoslo con
sendos contraejemplos.

Ejemplo 3.4 (La convergencia a.s. ⇐⇒/ la convergencia m.s) Con las misma sucesión
del ejemplo anterior, como Xn = 1In , con In =] p

2q(n) ,
p+1
2q(n) ],

E(X2
n) =

1
2q(n)

,
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con ĺımn q(n) = ∞. En definitiva, E(X2
n) n→ 0, lo que pone de manifiesto que la convergencia

en media cuadrática 9 la convergencia casi segura.
Definamos ahora Xn =

√
n1]0,1/n]. Claramente Xn

a.s.→ 0 pero E(X2
n) = 1, ∀n y Xn

a.s.9 0.

La convergencia en ley (débil) no implica la convergencia en probabilidad, como pone de
manifiesto el siguiente ejemplo, lo que justifica el nombre de convergencia débil puesto que es
la última en la cadena de implicaciones.

Ejemplo 3.5 Consideremos una variable Bernoulli con p = 1/2, X ∼ B(1, 1/2) y definamos
una sucesión de variables aleatorias, Xn = X, ∀n. La variable Y = 1 − X tiene la misma
distribución que X, es decir, Y ∼ B(1, 1/2). Obviamente Xn

L→ Y , pero como |Xn − Y | =
|2X − 1| = 1, no puede haber convergencia en probabilidad.

3.3. Leyes de los Grandes Números

El nombre de leyes de los grandes números hace referencia al estudio de un tipo especial de
ĺımites derivados de la sucesión de variables aleatorias {Xn}. Concretamente los de la forma
ĺımn

Sn−an

bn
, con Sn =

∑n
i=1 Xi y siendo {an} y {bn} sucesiones de constantes tales que ĺım bn =

+∞. En esta sección fijaremos las condiciones para saber cuando existe convergencia a.s, y como
nos ocuparemos también de la convergencia en probabilidad, las leyes se denominarán fuerte y
débil, respectivamente.

Teorema 3.2 (Ley débil) Sea {Xk} una sucesión de variables aleatorias independientes tales
que E(X2

k) < +∞, ∀k, y ĺımn
1

n2

∑n
k=1 var(Xk) = 0, entonces

1
n

n∑

k=1

(Xk − E(Xk)) P−→ 0.

Demostración.- Para Sn = 1
n

∑n
k=1(Xk−E(Xk)), E(Sn) = 0 y var(Sn) = 1

n2

∑n
k=1 var(Xk).

Por la desigualdad de Chebyshev, ∀ε > 0

P (|Sn| ≥ ε) ≤ var(Sn)
ε2

=
1

n2ε2

n∑

k=1

var(Xk),

que al pasar al ĺımite nos asegura la convergencia en probabilidad de Sn a 0. ♠
Corolario 3.1 Si las Xn son i.i.d. con varianza finita y esperanza común E(X1), entonces
1
n

∑n
k=1 Xk

P−→ E(X1).

Demostración.- Si var(Xk) = σ2, ∀k, tendremos 1
n2

∑n
k=1 var(Xk) = σ2

n que tiende a cero con
n. Es por tanto de aplicación la ley débil que conduce al resultado enunciado. ♠

Este resultado fué demostrado por primera vez por J. Bernoulli para variables con distribu-
ción Binomial (véase el ejemplo 3.1), versión que se conoce como la ley de los grandes números
de Bernoulli

El siguiente paso será fijar las condiciones para que el resultado sea válido bajo convergencia
a.s.

Teorema 3.3 (Ley fuerte) Si {Xk} es una sucesión de variables aleatorias i.i.d. con media
finita, entonces

n∑

k=1

Xk

n

a.s.−→ E(X1).
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Corolario 3.2 Si {Xk} es una sucesión de variables aleatorias i.i.d. con E(X−
1 ) < +∞ y

E(X+
1 ) = +∞, entonces Sn

n

a.s.−→∞.

La demostración de la ley fuerte es de una complejidad, aun en su versión más sencilla de-
bida a Etemadi, fuera del alcance y pretensiones de este texto. La primera demostración, más
compleja que la de Etemadi, se debe a Kolmogorov y es el resultado final de una cadena de
propiedades previas de gran interés y utilidad en śı mismas. Aconsejamos vivamente al estu-
diante que encuentre ocasión de hojear ambos desarrollos en cualquiera de los textos habituales
(Burrill, Billingsley,...), pero que en ningún caso olvide el desarrollo de Kolmogorov.

3.4. Teorema Central de Ĺımite

Una aplicación inmediata es el Teorema de De Moivre-Laplace, una versión temprana del
TCL, que estudia el comportamiento asintótico de una B(n, p).

Teorema 3.4 (De Moivre-Laplace) Sea Xn ∼ B(n, p) y definamos Zn = Xn−np√
np(1−p)

. Enton-
ces

Zn
L−→ N(0, 1).

Demostración.- Aplicando los resultados anteriores, se obtiene

φZn(t) =
(

(1− p)e−it
√

p
n(1−p) + pe

it
√

(1−p)
np

)n

,

que admite un desarrollo en serie de potencias de la forma

φZn(t) =
[
1− t2

2n
(1 + Rn)

]n

,

con Rn → 0, si n →∞. En consecuencia,

ĺım
n→∞

φZn(t) = e−
t2
2 .

La unicidad y el teorema de continuidad hacen el resto. ♠
Observación 3.1 Lo que el teorema afirma es que si X ∼ B(n, p), para n suficientemente
grande, tenemos

P

(
X − np√
np(1− p)

≤ x

)
' Φ(x),

donde Φ(x) es la función de distribución de la N(0, 1).

¿De qué forma puede generalizarse este resultado? Como ya sabemos Xn ∼ B(n, p) es la suma
de n v. a. i.i.d., todas ellas Bernoulli (Yk ∼ B(1, p)), cuya varianza común, var(Y1) = p(1− p),
es finita. En esta dirección tiene lugar la generalización: variables independientes, con igual
distribución y con varianza finita.

Teorema 3.5 (Lindeberg) Sean X1, X2, . . . , Xn, v.a. i.i.d. con media y varianza finitas, µ y
σ2, respectivamente. Sea Xn = 1

n

∑n
k=1 Xk su media muestral, entonces

Yn =
Xn − µ

σ/
√

n
=

Xn − E(Xn)√
var(Xn)

L−→ N(0, 1).
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Demostración.- Teniendo en cuenta la definición de Xn podemos escribir

Xn − µ

σ/
√

n
=

1√
n

n∑

k=1

Zk,

con Zk = (Xk − µ)/σ, variables aleatorias i.i.d. con E(Z1) = 0 y var(Z1) = 1. Aplicando Pφ4
y (2.23) tendremos

φYn(t) =
[
φZ1

(
t√
n

)]n

Pero existiendo los dos primeros momentos de Z1 y teniendo en cuenta (2.22), φZ1(t) puede
también expresarse de la forma

φZ1(t) = 1− t2

2n
(1 + Rn),

con Rn → 0, si n →∞. En consecuencia,

φYn(t) =
[
1− t2

2n
(1 + Rn)

]n

.

Aśı pues,
ĺım

n→∞
φYn(t) = e−

t2
2 ,

que es la función caracteŕıstica de una N(0, 1). ♠

Observemos que el Teorema de De Moivre-Laplace es un caso particular del Teorema de
Lindeberg, acerca de cuya importancia se invita al lector a reflexionar porque lo que en él se
afirma es, ni más ni menos, que sea cual sea la distribución común a las Xi, su media muestral
Xn, adecuadamente tipificada, converge a una N(0, 1) cuando n →∞.

El teorema de Lindeberg, que puede considerarse el teorema central del ĺımite básico, admite
una generalización en la dirección de relajar la condición de equidistribución exigida a las
variables. Las llamadas condiciones de Lindeberg y Lyapunov muestran sendos resultados que
permiten eliminar aquella condición.

Ejemplo 3.6 (La fórmula de Stirling para aproximar n!) Consideremos una sucesión de
variables aleatorias X1, X2, . . . ,, independientes e idénticamente distribuidas, Poisson de pa-
rámetro λ = 1. La variable Sn =

∑n
i=1 Xi es también Poisson con parámetro λn = n. Si

Z ∼ N(0, 1), para n suficientemente grande el TCL nos permite escribir,

P (Sn = n) = P (n− 1 < Sn ≤ n)

= P

(
− 1√

n
<

Sn − n√
n

≤ 0
)

≈ P

(
− 1√

n
< Z ≤ 0

)

=
1
2π

∫ 0

−1/
√

n

e−x2/2dx

≈ 1
2π

1√
n

,
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en donde la última expresión surge de aproximar la integral entre [−1/
√

n, 0] de f(x) = e−x2/2

mediante el área del rectángulo que tiene por base el intervalo de integración y por altura el
f(0) = 1.

Por otra parte,

P (Sn = n) = e−n nn

n!
.

Igualando ambos resultado y despejando n! se obtiene la llamada fórmula de Stirling,

n! ≈ nn+1/2e−n
√

2π.

3.4.1. Una curiosa aplicación del TCL: estimación del valor de π

De Moivre y Laplace dieron en primer lugar una versión local del TCL al demostrar que si
X ∼ B(n, p),

P (X = m)
√

np(1− p) ≈ 1√
2π

e−
1
2 x2

, (3.1)

para n suficientemente grande y x = m−np√
np(1−p)

. Esta aproximación nos va a servir para estudiar

la credibilidad de algunas aproximaciones al número π obtenidas a partir del problema de la
aguja de Buffon.

Recordemos que en el problema planteado por Buffon se pretende calcular la probabilidad
de que una aguja de longitud 2l, lanzada al azar sobre una trama de paralelas separadas entre
si una distancia 2a, con a > l, corte a alguna de las paralelas. Puestos de acuerdo sobre el
significado de lanzada al azar, la respuesta es

P (corte) =
2l

aπ
,

resultado que permite obtener una aproximación de π si, conocidos a y l, sustituimos en π =
2l

aP (corte) la probabilidad de corte por su estimador natural la frecuencia relativa de corte, p, a
lo largo de n lanzamientos. Podremos escribir, si en lugar de trabajar con π lo hacemos con su
inverso,

1
π

=
am

2ln
,

donde m es el número de cortes en los n lanzamientos.
El año 1901 Lazzarini realizó 3408 lanzamientos obteniendo para π el valor 3,1415929 con

¡¡6 cifras decimales exactas!!. La aproximación es tan buena que merece como mı́nimo alguna
pequeña reflexión. Para empezar supongamos que el número de cortes aumenta en una unidad,
las aproximaciones de los inversos de π correspondientes a los m y m + 1 cortes diferiŕıan en

a(m + 1)
2ln

− am

2ln
=

a

2ln
≥ 1

2n
,

que si n ≈ 5000, da lugar a 1
2n ≈ 10−4. Es decir, un corte más produce una diferencia mayor

que la precisión de 10−6 alcanzada. No queda más alternativa que reconocer que Lazzarini
tuvo la suerte de obtener exactamente el número de cortes, m, que condućıa a tan excelente
aproximación. La pregunta inmediata es, cual es la probabilidad de que ello ocurriera?, y para
responderla podemos recurrir a (3.1) de la siguiente forma,

P (X = m) ≈ 1√
2πnp(1− p)

e−
(m−np)2

2np(1−p) ≤ 1√
2πnp(1− p)

,
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que suponiendo a = 2l y p = 1/π nos da para P (X = m) la siguiente cota

P (X = m) ≤
√

π

2n(π − 1)
.

Para el caso de Lazzarini n=3408 y P (X = m) ≤ 0,0146, ∀m. Parece ser que Lazzarini era un
hombre de suerte, quizás demasiada.



Caṕıtulo 4

Procesos Estocásticos

4.1. Introducción

Los temas precedentes nos han dotado de las herramientas necesarias para conocer el com-
portamiento de una variable aleatoria o de un conjunto finito de ellas, un vector aleatorio. En
cualquier caso, se trataba de un número finito de variables aleatorias. El Caṕıtulo 3 nos ha
permitido, además, estudiar el comportamiento asintótico de una sucesión de variables aleato-
rias a través de las llamadas Leyes de los Grandes Números y del Teorema Central del Ĺımite.
Pero ya advert́ıamos en la Introducción de dicho caṕıtulo que de su comportamiento conjunto
se ocupaba una parte espećıfica de la Teoŕıa de la Probabilidad, los Procesos Estocásticos.

Antes de introducir las definiciones básicas, quizás convenga puntualizar que el concepto de
proceso estocástico abarca situaciones más generales que las sucesiones de variables aleatorias.
Se trata de estudiar el comportamiento de un conjunto de variables aleatorias que puede estar
indexado por un conjunto no numerables. A los ejemplos que se citaban en la mencionada
Introducción del Caṕıtulo 3, todos ellos sucesiones aleatorias, podemos añadir otros fenómenos
aleatorios que generan familias aleatorias no numerables.

Un ejemplo seŕıa el estudio de la ocurrencia de un mismo suceso a lo largo del tiempo, si
dichas ocurrencias son independientes y nos ocupamos del intervalo de tiempo que transcurre
entre una y otra, nuestro interés se centra en la sucesión {Xn}n≥1, donde Xi ={tiempo trans-
currido entre las ocurrencias i-ésima y la i-1-ésima}. Si lo que nos interesa es el número de
veces que el suceso ha ocurrido en el intervalo [0, t], la familia a considerar es Nt, con t > 0,
que desde luego no es numerable.

4.2. Definiciones básicas y descripción de un proceso es-
tocástico

Definición 4.1 Un proceso estocástico es una colección de variables aleatorias {Xt, t ∈ T}
definidas sobre un espacio de probabilidad (Ω,A, P ).

Obsérvese que el ı́ndice y el conjunto de ı́ndices se denotan mediante las letras t y T , respectiva-
mente. La razón para ello es que en su origen los procesos estocásticos surgen del estudio de la
evolución temporal de fenómenos aleatorios. Ello no presupone nada respecto a la numerabilidad
de T .

Una primera clasificación de los procesos estocásticos toma como criterios el tipo de variables
involucradas y la dimensión del ı́ndice. De acuerdo con ellos se pueden establecer cuatro tipos
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Figura 4.1: Ejemplos de los diferentes tipos de procesos estocásticos

de procesos,

DTDV, acrónimo del inglés Discret Time / Discret Values, procesos con ı́ndice numerable
y variables discretas.

DTCV, acrónimo del inglés Discret Time / Continuous Values, procesos con ı́ndice nu-
merable y variables continuas.

CTDV, acrónimo del inglés Continuous Time / Discret Values, procesos con ı́ndice no
numerable y variables discretas.

CTCV, acrónimo del inglés Continuous Time / Continuous Values, procesos con ı́ndice
no numerable y variables continuas.

La Figura 4.1 muestra la gráfica de un proceso de cada uno de los cuatro tipos.

4.2.1. Trayectoria de un proceso

Un proceso estocástico puede también ser visto como una función aleatoria con un doble
argumento, {X(t, ω), t ∈ T, ω ∈ Ω}. Si con esta notación fijamos ω = ω0, tendremos una
realización del proceso, X(·, ω0), cuya representación gráfica constituye lo que denominamos la
trayectoria del proceso (sample path). La Figura 4.2 muestra cuatro trayectorias de un proceso
de Poisson.

Por el contrario, si lo que fijamos es t = t0, estamos refiriéndonos a la variable aleatoria
Xt0 = X(t0, ·). La ĺıneas verticales que aparecen en la Figura 4.2 representan a las variables
aleatorias N20 y N25, su intersección con las cuatro trayectorias del proceso son las valores que
dichas variables han tomado en cada realización.



4.2 Definiciones básicas y descripción de un proceso estocástico 77
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Figura 4.2: Trayectorias de un proceso de Poisson y realizaciones de las variables N20 y N25

4.2.2. Distribuciones finito-dimensionales

Un proceso estocástico se describe a partir de las distribuciones de probabilidad que induce
sobre Rn. Si {t1, t2, . . . , tn} ⊂ T es un subconjunto finito cualquiera de ı́ndices, la distribución
conjunta del vector (Xt1 , Xt2 , . . . , Xtn) vendrá dada por

Ft1,t2,...,tn(xt1 , xt2 , . . . , xtn) = P (Xt1 ≤ xt1 , . . . , Xtn ≤ xtn), (4.1)

que recibe el nombre de distribución finito-dimensional del proceso. Estas distribuciones pueden
igualmente venir dadas en términos de la funciones de densidad o probabilidad conjuntas del
vector.

Un proceso estocástico se describe especificando sus distribuciones finito-dimensionales, que
permiten obtener la probabilidad de cualquier suceso involucrado en el proceso. Hay que ad-
vertir, no obstante, que el conjunto de distribuciones finito-dimensionales no determina por
completo las caracteŕısticas del proceso1, por lo que en ocasiones hay que definir ciertas condi-
ciones o propiedades adicionales. Si el proceso se puede especificar completamente a partir de
dichas distribuciones, decimos que el proceso es separable.

Dos de estas propiedades son las que conocen como incrementos independientes y de Markov.
Veamos en qué consisten.

Definición 4.2 (Incrementos independientes) Se dice que un proceso estocásticos tiene
sus incrementos independientes si para t1 < t2 < . . . < tn, las variables

Xt2 −Xt1 , Xt3 −Xt2 , . . . , Xtn −Xtn−1 , (4.2)

son independientes.

Definición 4.3 (Markov) Se dice que un proceso estocásticos es un proceso de Markov si la
evolución del proceso depende sólo del pasado inmediato, es decir, dados t1 < t2 < . . . < tn

P (Xtn ∈ B|Xt1 , Xt2 , . . . , Xtn−1) = P (Xtn ∈ B|Xtn−1), (4.3)
1En la página 319 del libro de Billingsley, Probability and Measure, 2nd Ed., hay un ejemplo relativo al

proceso de Poisson
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donde B es cualquier conjunto de Borel (suceso) en R.

La condición (4.3) puede igualmente expresarse en términos de las funciones de densidad o de
probabilidad, según sea la naturaleza de las variables del proceso,

ftn|t1,...,tn−1(xtn |xt1 , . . . , xtn−1) = ftn|tn−1(xtn |xtn−1).

En el caso discreto las probabilidades P (Xtn
= xn|Xtn−1 = xn−1) se denominan probabilidades

de transición, cuyo conocimiento caracteriza completamente el proceso de Markov.
Ambas propiedades están relacionadas. En efecto, los incrementos independientes implican

la propiedad de Markov, pero el rećıproco no es cierto. En el caso discreto la implicación
demuestra fácilmente,

P (Xtn
= xn|Xt1 = x1, . . . , Xtn−1 = xn−1)

= P (Xtn
−Xtn−1 = xn − xn−1|Xt1 = x1, . . . , Xtn−1 = xn−1) (4.4)

= P (Xtn
−Xtn−1 = xn − xn−1|Xtn−1 = xn−1) (4.5)

= P (Xtn = xn|Xtn−1 = xn−1), (4.6)

donde el paso de (4.4) a (4.5) es consecuencia de la independencia de los incrementos.

4.2.3. Funciones de momento

Las llamadas funciones de momento, obtenidas a partir de los momentos de las variables
involucradas en un proceso estocástico, juegan un papel muy importante a la hora de conocer
su comportamiento y en las aplicaciones del mismo. Las más relevantes son las siguientes:

Función media.- Se define como

µX(t) = E[Xt], t ∈ T. (4.7)

Para su obtención tendremos en cuenta el tipo de variables que conforman el proceso. En
el caso discreto,

µX(t) =
∑

x∈DXt

xP (Xt = x),

donde DXt es el soporte de Xt.

En el caso continuo,

µ(t) =
∫ ∞

−∞
xft(x)dx.

Función de autocorrelación.- Se define a partir del momento conjunto de dos variables aso-
ciadas a dos tiempos cualesquiera, t1 y t2,

R(t1, t2) = E[Xt1Xt2 ]. (4.8)

Para el caso discreto (4.8) se obtiene mediante

R(t1, t2) =
∑

x1∈DXt1
,x2∈DXt2

x1x2P (Xt1 = x1, Xt2 = x2).

En el caso continuo

R(t1, t2) =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
x1x2ft1t2(x1, x2)dx1dx2.
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Función de autocovarianza.- Se define a partir del momento central conjunto de dos varia-
bles asociadas a dos tiempos cualesquiera, t1 y t2,

C(t1, t2) = E[(Xt1 − µ(t1))(Xt2 − µ(t2))], (4.9)

con sus correspondientes versiones discreta y continua. Se deduce fácilmente la siguiente
relación entre R(t1, t2) y R(t1, t2),

C(t1, t2) = R(t1, t2)− µ(t1)µ(t2).

El caso particular t1 = t2 = t recibe el nombre de función varianza, σ2(t) = C(t, t). Por
último, la función de correlación se obtiene mediante

ρ(t1, t2) =
C(t1, t2)√
σ2(t1)σ2(t2)

,

que como es bien sabido verifica |ρ(t1, t2)| ≤ 1. Algunos autores, particularmente en el
campo de las Series Temporales, reservan el nombre de función de autocorrelación para
esta última función.

Hay que advertir que todas las definiciones anteriores tiene sentido si las correspondientes
integrales o series son finitas.

Ejemplo 4.1 Consideremos el siguiente proceso estocástico del tipo CTCV,

Xt = A sin(ω0t + Θ), t ∈ R,

donde A y Θ son variables aleatorias independientes, con Θ ∼ U(−π, π). Obtengamos sus
momentos.

µ(t) = E[A sin(ω0t + Θ)]
= E(A)E[sin(ω0t + Θ)]

= µA · 1
2π

∫ π

−π

sin(ω0t + θ)dθ

= µA · 0 = 0.

La autocorrelación vale

R(t1, t2) = E[Xt1Xt2 ]
= E[A2 sin(ω0t1 + Θ) sin(ω0t2 + Θ)]
= E(A2)E[sin(ω0t1 + Θ) sin(ω0t2 + Θ)] (4.10)

= E(A2) · 1
2
{E[cos ω0(t1 − t2)]− E[cos(ω0(t1 + t2) + 2Θ)]} (4.11)

=
1
2
E(A2) cos ω0(t1 − t2).

Para pasar de (4.10) a (4.11) hemos aplicado

sin α sin β =
cos(α− β)− cos(α + β)

2
.

Obsérvese que µ(t) = 0 es constante y que R(t1, t2) depende de t1−t2, en realidad de |t1−t2|
porque cos(α) = cos(−α). Como más tarde veremos, un proceso de estas caracteŕısticas se dice
que es estacionario en sentido amplio (wide-sense stationary, WSS).
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4.3. Algunos procesos estocásticos de interés

4.3.1. Procesos IID

Se trata de procesos constituidos por variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas (IID). Como consecuencia de ello, las distribuciones finito-dimensionales se obtienen
fácilmente a partir de la distribución común. Si F (x) denota la función de distribución común
a todas las Xt del proceso,

Ft1,t2,...,tn
(xt1 , xt2 , . . . , xtn

) = P (Xt1 ≤ xt1 , . . . , Xtn
≤ xtn

) = F (xt1)F (xt2) . . . F (xtn
).

Las funciones de momento tiene también expresiones sencillas. Aśı, la función media vale

µ(t) = E(Xt) = µ,

donde µ es la esperanza común a todas las Xt.
La función de autocovarianza vale 0 porque,

C(t1, t2) = E[(Xt1 − µ(t1))(Xt2 − µ(t2))] = E[(Xt1 − µ(t1))]E[(Xt2 − µ(t2))] = 0,

y para t1 = t2 = t da lugar a la varianza común, σ2(t) = σ2. Es decir,

C(t1, t2) =
{

0, si t1 6= t2;
σ2, si t1 = t2.

De la misma forma, la función de autocorrelación es

R(t1, t2) =
{

µ2, si t1 6= t2;
σ2 + µ2, si t1 = t2.

De entre los procesos estocásticos IID existen algunos de especial interés.

Proceso de Bernoulli.- Se trata de una sucesión (T = N) de variables Bernoulli indepen-
dientes, Xn ∼ B(1, p). La sucesión de lanzamientos de una moneda (cara=1, cruz=0 ) da
lugar a un proceso de Bernoulli. La media y la varianza del proceso valen

µ(n) = p, σ2(n) = p(1− p).

La obtención de cualquier probabilidad ligada al proceso es sencilla. Por ejemplo, la pro-
babilidad que los cuatro primeros lanzamientos sean {C++C}={1001} es

P (X1 = 0, X2 = 1, X3 = 1, X4 = 0) = P (X1 = 0)P (X2 = 1)P (X3 = 1)P (X4 = 0)
= p2(1− p)2.

Procesos suma IID

La suma de procesos estocásticos es una forma de obtener nuevos procesos de interés. A
partir de una sucesión (T = N) de variables IID definimos el proceso suma de la forma

Sn = X1 + X2 + . . . + Xn, n ≥ 1,

o también
Sn = Sn−1 + Xn,
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con S0 = 0.
Si el proceso original es un proceso IID, el proceso suma tiene incrementos independientes

para intervalos de tiempo no solapados. En efecto, para el caso en que las Xk son discretas, si
n0 < n ≤ n1 y n2 < n ≤ n3, con n1 ≤ n2,

Sn1 − Sn0 = Xn0+1 + · · ·+ Xn1

Sn3 − Sn2 = Xn2+1 + · · ·+ Xn3 .

Cada sumando está constituido por variables que son independientes de las del otro, lo que
supone la independencia de los incrementos. Observemos además que para n2 > n1,

Sn2 − Sn1 = Xn1+1 + · · ·+ Xn2 = X1 + X2 + · · ·Xn2−n1 = Sn2−n1 .

Por ejemplo, si las variables son discretas lo será la suma por la expresión anterior tendremos,

P (Sn2 − Sn1 = y) = P (Sn2−n1 = y).

La probabilidad depende tan sólo de la longitud del intervalo y no de su posición, por lo que
decimos que el proceso suma tiene los incrementos estacionarios. Más adelante nos ocuparemos
con detalle del concepto de estacionariedad y las propiedades que de él se derivan.

Las distribuciones finito-dimensionales del proceso suma se obtienen haciendo uso de las
propiedad de incrementos estacionarios independientes. Si n1 < n2 < · · · < nk,

P (Sn1 = x1, Sn2 = x2, . . . , Snk
= xk) =

= P (Sn1 = x1, Sn2 − Sn1 = x2 − x1, . . . , Snk
− Snk−1 = xk − xk−1)

= P (Sn1 = x1)P (Sn2 − Sn1 = x2 − x1) . . . , P (Snk
− Snk−1 = xk − xk−1)

= P (Sn1 = x1)P (Sn2−n1 = x2 − x1) . . . , P (Snk−nk−1 = xk − xk−1). (4.12)

Si las variable del proceso original son continuas, es fácil obtener una expresión equivalente a
(4.12) para la densidad conjunta,

fSn1 ,Sn2 ,...,Snk
(x1, x2, . . . , xk) = fSn1

(x1)fSn2−n1
(x2 − x1) · · · fSnk−nk−1

(xk − xk−1). (4.13)

Las funciones de momento del proceso suma se derivan fácilmente de los momentos comunes a
las variables del proceso original. La media y la varianza valen,

µ(n) = E(Sn) = nµ, σ2(n) = var(Sn) = nσ2,

donde µ y σ2 son la media y la varianza comunes a las Xk. La función de autocovarianza es

C(n1, n2) = E[(Sn1 − n1µ)(Sn2 − n2µ)

= E




{
n1∑

i=1

(Xi − µ)

} 



n2∑

j=1

(Xj − µ)








=
n1∑

i=1

n2∑

j=1

E[(Xi − µ)(Xj − µ)]

=
n1∑

i=1

n2∑

j=1

cov(Xi, Xj).

Como Xi y Xj son i.i.d.,

cov(Xi, Xj) =
{

σ2, si i = j;
0, si i 6= j.
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En definitiva,

C(n1, n2) =
mı́n(n1,n2)∑

i=1

σ2 = mı́n(n1, n2)σ2. (4.14)

Veamos tres ejemplos interesantes de procesos suma.

Camino aleatorio.- Se trata de proceso estocástico que describe el desplazamiento aleatorio
de un móvil en Rn. En el caso unidimensional, del que nos ocuparemos por más sencillo,
el móvil se desplaza a saltos unitarios e independientes por la recta real, haciéndolo hacia
la derecha con probabilidad p y hacia la izquierda con probabilidad 1 − p. Al cabo de n
desplazamientos, la posición del móvil viene dada por Sn = D1 + D2 + · · · + Dn, donde
Dk tiene por función de probabilidad,

fk(x) =





1− p, si x = −1;
p, si x = 1;
0, en el resto.

Si en los n desplazamientos k de ellos lo han sido hacia la derecha y los restantes n−k en
sentido contrario, la posición final será Sn = k − (n− k) = 2k − n por lo que su función
de probabilidad valdrá,

fSn(2k − n) = P (Sn = 2k − n) =
(

n

k

)
pk(1− p)n−k, k = 0, 1, . . . , n. (4.15)

La media y la varianza del camino aleatorio unidimensional valen,

µ(n) = E(Sn) =
n∑

k=1

E(Dk) = n(2p− 1),

y

σ2
n = var(Sn) =

n∑

k=1

var(Dk) = 4np(1− p).

la función de autocovarianza vale, aplicando (4.14),

C(n1, n2) = mı́n(n1, n2)4p(1− p),

y la de autocorrelación,

R(n1, n2) = C(n1, n2) + µ(n1)µ(n2) = mı́n(n1, n2)4p(1− p) + n1n2(2p− 1)2.

Proceso Binomial.- Si el proceso original es un proceso Bernoulli, el proceso suma resultante
es el proceso de recuento o Binomial, que proporciona el número de éxitos entre las n
primeras pruebas de Bernoulli. Se llama aśı porque, como bien sabemos, las variables
del nuevo proceso son Sn ∼ B(n, p). Para obtener las distribuciones finito-dimensionales
podemos utilizar (4.12),

P (Sn1 = m1, Sn2 = m2, . . . , Snk
= kk) =

= P (Sn1 = m1)P (Sn2−n1 = m2 −m1) . . . , P (Snk−nk−1 = mk −mk−1)

=
(

n1

m1

)(
n2 − n1

m2 −m1

)
· · ·

(
nk − nk−1

mk −mk−1

)
pmk(1− p)nk−mk .
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La media del proceso Binomial vale

µ(n) = E(Sn) = np,

que no es constante y crece linealmente con n. Su varianza es

σ2(n) = var(Sn) = np(1− p),

y las funciones de autocovarianza y autocorrelación,

C(n1, n2) = mı́n(n1, n2)p(1− p), R(n1, n2) = mı́n(n1, n2)p(1− p) + n1n2p
2.

Proceso suma Gaussiano.- Se obtiene a partir de la suma de variables Xk ∼ N(0, σ2), lo que
implica que Sn ∼ N(0, nσ2). Utilizando (4.13) obtenemos la densidad de las distribuciones
finito-dimensionales

fSn1 ,Sn2 ,...,Snk
(x1, x2, . . . , xk) =

=
1

σ
√

2πn1
e
− x2

1
2n1σ2 · · · 1

σ
√

2π(nk − nk−1)
e
− (xk−xk−1)2

2(nk−nk−1)σ2
.

Las funciones de momento valen,

µ(n) = 0, σ2(n) = nσ2, C(n1, n2) = R(n1, n2) = mı́n(n1, n2)σ2.

4.3.2. Ruido blanco

Un ruido blanco es un proceso estocástico con media cero, µ(t) = 0, varianza constante,
σ2(t) = σ2 y con componentes incorreladas. Como consecuencia de ello, la función de autoco-
varianza y autocorrelación coinciden y valen,

R(t1, t2) = C(t1, t2) =
{

σ2, t1 = t2;
0, t1 6= t2.

La definición es válida tanto si se trata de una sucesión, t discreto, como si t es continuo.
Un proceso IID es, según está definición, un ruido blanco, porque la independencia de las

variables implica la incorrelación. En ocasiones se da una definición más restrictiva de este tipo
de procesos, al exigir que las variables sean independientes. Como veremos a continuación, sólo
en el caso de que las variables sean normales o gaussianas ambas definiciones son equivalentes.

4.3.3. Proceso Gaussiano

Se trata de un proceso en el que sus variables Xt ∼ N(µ(t), σ2(t)) y sus distribuciones
finito-dimensionales son normales multivariantes,

f(xt1 , xt2 , . . . , xtn) =
|Σ|− 1

2

(2π)
n
2

e−
1
2 (x−µ)′Σ−1(x−µ), (4.16)

donde

µ =




µ1

µ2

· · ·
µn


 , Σ =




σ2
1 σ12 · · · σ1(n−1) σ1n

σ12 σ2
2 · · · σ2(n−1) σ2n

...
...

...
...

...
σ1(n−1) σ2(n−1) · · · σ2

n−1 σ(n−1)n

σ1n σ2n · · · σ(n−1)n σ2
n




,
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son el vector de medias y la matriz de covarianzas del vector (Xt1 , Xt2 , . . . , Xtn). Esta definición
es válida tanto para tiempos discretos como continuos.

Si el proceso Gaussiano es tal que µi = 0,∀i, σij = 0, i 6= j y σ2
i = σ2,∀i, estamos en pre-

sencia de un caso particular de ruido blanco, el ruido blanco Gaussiano, que dadas las particu-
lares propiedades de la Normal multivariante, en la que incorrelación equivale a independencia,
está constituido por variables independientes.

La importancia del proceso Gaussiano reside de una parte en sus propiedades, heredadas de
las propiedades de las Normal. Dos de ellas convienen ser destacadas,

1. las distribuciones finito-dimensionales del proceso están completamente especificadas con
los momentos de primer y segundo orden, es decir, µ y Σ,

2. la transformación lineal del proceso da lugar a un nuevo proceso Gaussiano (ver página
61).

Por otra parte, son muchos los fenómenos relacionados con señal y ruido que pueden ser mode-
lizados con éxito utilizando un proceso Gaussiano.

4.3.4. Proceso de Poisson

Consideremos una sucesión de ocurrencias de un determinado suceso a lo largo del tiempo.
Sea X1 el tiempo de espera necesario para que el suceso ocurra por primera vez, X2 el tiempo
transcurrido entre la primera y la segunda ocurrencia, y en general, Xi el tiempo entre las
ocurrencias consecutivas i− 1 e i. El modelo formal que describe este fenómeno es una sucesión
de variables aleatorias definidas sobre un determinado espacio de probabilidad.

Otra caracteŕıstica de interés ligada al fenómeno es el número de sucesos que han ocurrido
en un determinado intervalo de tiempo ]t1, t2]. Por ejemplo, para t1 = 0 y t2 = t, definimos la
variable Nt ={número de sucesos ocurridos hasta el tiempo t}. Es del proceso estocástico que
estas variables definen del que nos vamos a ocupar. Si la sucesión de tiempos de espera verifica
las siguientes condiciones iniciales,

C1) no pueden ocurrir dos sucesos simultáneamente,

C2) en cada intervalo finito de tiempo ocurren a lo sumo un número finito de suceso, y

C3) los tiempos de espera son independientes e idénticamente distribuidos según una
Exp(λ),

el proceso recibe el nombre de proceso de Poisson y es un proceso del tipo CTDV. En efecto,
las variables Nt son variables discretas que toman valores en {0, 1, 2, . . .}.

Para estudiar el comportamiento probabiĺıstico de las variables Nt es conveniente recurrir a
una nueva sucesión de variables, Sn, definidas a partir de los tiempos de espera entre sucesos,

Sn =
n∑

i=1

Xi, n ≥ 0,

con S0 = 0. La variable Sn representa el tiempo transcurrido hasta la llegada del n-ésimo
suceso. Como consecuencia de C1 y C2, la sucesión es estrictamente creciente,

0 = S0 < S1 < S2 < · · · , sup
n

Sn = ∞.

La Figura 4.3 muestra gráficamente la relación entre las Sn y las Xn a través de una realización
de un proceso de Poisson.
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1          2          3          4          5          6                n  
X1 X2 X3 X5 X6 X4 

S1 S2 S3 S4 S5 S6 

Figura 4.3: Tiempos entre sucesos, Xi, y tiempos acumulados, Sk, en un proceso de Poisson

La distribución de Sn, al ser suma de exponenciales IID con parámetro común λ, viene dada
por (2.5.3) y es una G(n, 1/λ), conocida como distribución de Erlang cuya densidad es,

gn(t) = λ
(λt)n−1

(n− 1)!
e−λt, t ≥ 0,

y cuya función de distribución es,

Gn(t) =
∑

k≥n

e−λt (λt)k

k!
= 1− e−λt

n−1∑

k≥0

(λt)k

k!
, (4.17)

como fácilmente se comprueba derivando.
El número Nt de sucesos que han ocurrido en el intervalo ]0, t] es el mayor n tal que Sn ≤ t,

Nt = máx{n;Sn ≤ t}.

Teniendo en cuenta esta relación es fácil deducir que

{Nt ≥ n} = {Sn ≤ t}, (4.18)

y combinando (4.18) y (4.17),

P (Nt ≥ n) = Gn(t) =
∑

k≥n

e−λt (λt)k

k!
.

Es ahora fácil obtener

P (Nt = n) = eλt (λt)n

n!
. (4.19)

Es decir, Nt ∼ Po(λt), lo que justifica el nombre dado al proceso. Este resultado nos permite
además darle significado al parámetro λ porque, si recordamos que E(Nt) = λt, se deduce
de aqúı que λ es el número de suceso que ocurren por unidad de tiempo, una caracteŕıstica
espećıfica del fenómeno aleatorio que da lugar al proceso. Estudiemos algunas propiedades del
proceso de Poisson.
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Incrementos independientes y estacionarios

La sucesión de tiempos acumulados es un proceso suma obtenido a partir de variables
exponenciales IID y como tal, tiene incrementos independientes y estacionarios. Dada la relación
(4.18) que liga las Nt y las Sn, es lógico pensar que también el proceso de Poisson goce de
la misma propiedad. La implicación no es inmediata si tenemos en cuenta que al considerar
los tiempos de espera sobre un intervalo cualquiera ]t, t + s], el primero de ellos puede estar
contenido sólo parcialmente en él, tal como se muestra en la Figura 4.4. En ella observamos que
Nt+s−Nt = m y que parte del tiempo transcurrido entre el suceso Nt y el Nt+1, XNt+1, está en
(t, t+s], en concreto la que hemos denotado mediante YNt+1. La comprobación de la propiedad
no es sencilla, razón por la cual no la presentamos en estas notas. El lector interesado puede
consultarla en las páginas 310-311 del texto de Billingsley (1995) donde se demuestra también
que YNt+1 ∼ Exp(λ)

 1+tNX  

t ( ] 
t t+s 

……………….. 2+tNX  1+tNY  mNtX +  mtNmtNtNtNtN +−+++ )1(21  sucesos 

Figura 4.4: Relación entre los tiempos de espera y un intervalo arbitario (t, t+ s] en un proceso
de Poisson

Más sencillo resulta comprobar la estacionariedad de los incrementos. En efecto, dada la
independencia entre las Xi, como YNt+1 depende exclusivamente de XNt+1 y de SNt ,

XNt+1 − YNt+1 = t− SNt ,

YNt+1 será también independiente de todos los tiempos de espera posteriores, XNt+k, k ≥ 2. La
consecuencia inmediata es que la variable Nt+s −Nt está relacionada con la suma de variables
exponenciales IID,

YNt+1 +
m∑

k=2

XNt+k,

de forma semejante a como Nt lo está con las Xi. A efectos prácticos y gracias a la propiedad
de falta de memoria es como si desplazáramos el origen de tiempos a t. Aśı pues

P (Nt+s −Nt = m) = P (Ns = m) = e−λs (λs)m

m!
, (4.20)

y podemos escribir, en general, que si t2 > t1, Nt2 −Nt1 ∼ Po(λ(t2− t1)), que depende sólo del
incremento de tiempos y no de su posición. Son pues estacionarios.
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Distribuciones finito-dimensionales y funciones de momento

La independencia y estacionariedad de los incrementos permite obtener fácilmente las dis-
tribuciones finito-dimensionales. Para el caso de dos tiempos cualesquiera, t2 > t1,

P (Nt1 = n1, Nt2 = n2) = P (Nt1 = n1, Nt2 −Nt1 = n2 − n1)
= P (Nt1 = n1)P (Nt2 −Nt1 = n2 − n1)

= e−λt1
(λt1)n1

n1!
e−λ(t2−t1)

(λ(t2 − t1))n2−n1

(n2 − n1)!

= e−λt2
λn2tn1

1 (t2 − t1)n2−n1

n1!(n2 − n1)!
.

Por inducción obtendŕıamos la expresión para cualquier número finito de tiempos.
Por lo que respecta a las funciones de momento,

Media del proceso.- Como ya vimos anteriormente

µ(t) = λt. (4.21)

Función de autocorrelación.- Para dos tiempos cualesquiera t2 > t1, haciendo uso de
la estacionareidad e independencia de los incrementos,

E[Nt1Nt2 ] = E[(Nt1 + (Nt2 −Nt1))Nt1 ]
= E[N2

t1 ] + E[Nt2 −Nt1 ]E[Nt1 ]

= λt1 + λ2t21 + λ(t2 − t1)λt1

= λt1 + λ2t1t2.

Si t1 > t2 intercambiaŕıamos t1 y t2 en la expresión anterior. En consecuencia, la función
de autocorrelación vale

R(t1, t2) = E[Nt1Nt2 ] = λ mı́n(t1, t2) + λ2t1t2. (4.22)

Función de autocovarianza.- De la relación entre R(t1, t2) y C(t1, t2) se deduce

C(t1, t2) = R(t1, t2)− µ(t1)µ(t2) = λ mı́n(t1, t2). (4.23)

Para t1 = t2 = t obtendremos la varianza del proceso que, como en el caso de la variable
Poisson, coincide con la media

σ2(t) = λt. (4.24)

Proceso de Poisson y llegadas al azar

El proceso de Poisson surge de la necesidad de modelizar fenómenos aleatorios consistentes
en las ocurrencias sucesivas a lo largo del tiempo de un determinado suceso. Las part́ıculas
radiactivas que llegan a un contador Geiger son un buen ejemplo. En este tipo de fenómenos es
costumbre hablar de “llegadas al azar” del suceso. Para entender el significado de la expresión
y al mismo tiempo justificarla, supongamos que observamos el proceso en un intervalo ]0, t] a
través de su variable asociada, Nt, y que el número de llegadas ha sido n, Nt = n. Consideremos
un subintervalo cualquiera de ]0, t], sin pérdida de generalidad podemos hacer coincidir los
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oŕıgenes de ambos intervalos, ]0, t1] ⊂ [0, t], y vamos obtener la probabilidad de que k de los n
sucesos hayan ocurrido en ]0, t1]. Haciendo uso de las propiedades del proceso,

P (Nt1 = k|Nt = n) =
P (Nt1 = k, Nt = n)

P (Nt = n)

=
P (Nt1 = k, Nt−t1 = n− k)

P (Nt = n)

=
[e−λt1(λt1)k/k!][e−λ(t−t1)(λ(t− t1))n−k/(n− k)!]

e−λt(λt)n/n!

=
n!

k!(n− k)!
× e−λtλntk1(t− t1)n−k

e−λtλntn

=
(

n

k

)(
t1
t

)k (
t− t1

t

)n−k

.

Es decir, Nt1 |Nt = n ∼ B(n, p) con p = t1/t, lo que significa que la probabilidad de que
cualquiera de los n sucesos ocurra en ]0, t1] es proporcional a la longitud del subintervalo o,
equivalentemente, los n sucesos se distribuyen uniformemente, al azar, en el intervalo ]0, t].

Este resultado tiene una aplicación inmediata en la simulación de un proceso de Poisson de
parámetro λ. En efecto, un sencillo algoritmo para simular las llegadas en un intervalo ]0, t] es

1. Generar un valor de una variable Po(λt), lo que nos dará el número de llegadas.

2. Si el valor anteriormente simulado es n0, generar n0 valores de una U(0, t), que determi-
narán los tiempos de llegada de los n0 sucesos.

Las funciones para genera valores de variables Poisson y Uniformes están disponibles en cual-
quier ordenador.

Derivación alternativa del proceso de Poisson

Existe una forma alternativa de obtener el proceso de Poisson basada en resultados elemen-
tales de Teoŕıa de la Probabilidad y estableciendo condiciones iniciales para el fenómeno. Con
la notación habitual, estas condiciones son:

CA1) si t1 < t2 < t3, los sucesos {Nt2−t1 = n} y {Nt3−t2 = m} son independientes, para
cualesquiera valores no negativos de n y m,

CA2) los sucesos {Nt2−t1 = n}, n = 0, 1, . . ., constituyen una partición del espacio
muestral y P (Nt2−t1 = n) depende sólo de la diferencia t2 − t1,

CA3) si t es suficientemente pequeño, entonces P (Nt ≥ 2) es despreciablemente pequeña
comparada con P (Nt = 1), es decir

ĺım
t↓0

P (Nt ≥ 2)
P (Nt = 1)

= ĺım
t↓0

1− P (Nt = 0)− P (Nt = 1)
P (Nt = 1)

= 0,

lo que equivale a

ĺım
t↓0

1− P (Nt = 0)
P (Nt = 1)

= 1.

El desarrollo de esta alternativa, del que no nos ocuparemos en estas notas, es intuitivo, in-
teresante y sencillo. Aconsejamos al lector de estas notas consultarlo en Stark y Woods (2002),
Gnedenko (1979) o en el material complementario Montes (2007).
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Generalización del proceso de Poisson

El proceso de Poisson admite generalizaciones en varios sentidos. La más inmediata es
aquella que suprime la estacionariedad admitiendo que su intensidad λ, número de ocurrencias
por unidad de tiempo, dependa del tiempo, λ(t) > 0, ∀t ≥ 0. Tenemos entonces un proceso de
Poisson no uniforme o no homogéneo, en el que su media vale

µ(t) =
∫ t

0

λ(x)dx, ∀t ≥ 0.

4.3.5. Señal telegráfica aleatoria (RTS)

El proceso conocido como RTS, Random Telegraph Signal en inglés, es un proceso relacio-
nado con el proceso de Poisson. Se trata de un proceso CTDV en el que la variables Xt toman
sólo dos valores simétricos, {−a, a}, de acuerdo con el siguiente esquema.

1. X0 = ±a con igual probabilidad p = 1/2,

2. Xt cambia de signo con cada ocurrencia de un suceso en un proceso de Poisson de paráme-
tro λ.

Un proceso de estas caracteŕısticas surge cuando toda la información de interés en una señal
aleatoria está contenida en los puntos donde se produce un cambio de signo, los puntos donde se
cruza el eje de las X ′s. Como las variaciones de amplitud carecen e interés, el esquema anterior
proporciona un modelo sencillo para el estudio de este tipo de fenómenos.

La función de probabilidad de Xt depende del valor Nt, más concretamente de su paridad.
En efecto,

P (Xt = ±a) = P (Xt = ±a|X0 = a)P (X0 = a) + P (Xt = ±a|X0 = −a)P (X0 = −a). (4.25)

De la definición del proceso se deduce que Xt y X0 tomarán el mismo valor si Nt = par, en
caso contrario tomarán valores opuestos. Aśı,

P (Xt = ±a|X0 = ±a) = P (Nt = par)

=
∑

n≥0

e−λt (λt)2n

(2n)!
. (4.26)

Para sumar la serie observemos que

eλt + e−λt =
∑

k≥0

(λt)k + (−λt)k

k!
= 2

∑

n≥0

(λt)2n

(2n)!
.

Sustituyendo en (4.26)

P (Xt = ±a|X0 = ±a) = e−λt e
λt + e−λt

2
=

1
2
(1 + e−2λt). (4.27)

Análogamente,

P (Xt = ±a|X0 = ∓a) = e−λt e
λt − e−λt

2
=

1
2
(1− e−2λt). (4.28)
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Sustituyendo en (4.25)

P (Xt = +a) =
1
2

[
1
2
(1 + e−2λt) +

1
2
(1− e−2λt)

]
=

1
2
,

P (Xt = −a) =
1
2

[
1
2
(1− e−2λt) +

1
2
(1 + e−2λt)

]
=

1
2
,

lo que no dice que el proceso RTS toma cualquiera de los dos valores con igual probabilidad en
cualquier instante de tiempo.
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Figura 4.5: Realización de un proceso RTS con a = 1 y λ = 1,5 y su correspondiente función
de autocorrelación

Distribuciones finito-dimensionales y funciones de momento

Para dos tiempos cualesquiera t y s, si t > s,

fst(x, y) = P (Xs = x,Xt = y) = P (Xs = x|Xt = y)P (Xt = x),

si s > t
fst(x, y) = P (Xs = x,Xt = y) = P (Xt = y|Xs = x)P (Xs = y).

En cualquiera de los dos casos lo que determina el valor es la paridad de N|t−s|,

fst(x, y) =





1
2P (N|t−s| = par) = 1

2 × 1
2

(
1 + e−2λ|t−s|), si x = y;

1
2P (N|t−s| = impar) = 1

2 × 1
2

(
1− e−2λ|t−s|), si x 6= y.

(4.29)

La media del proceso RTS es nula dada la simetŕıa de las variables Xt, µ(t) = 0. La varianza
vale

σ2(t) = E(X2
t ) = a2 × 1

2
+ (−a)2 × 1

2
= a2.
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Las funciones de autocorrelación y autocovarianza coinciden por ser la media nula,

C(t1, t2) = E(Xt1Xt2)
= a2P (Xt1 = Xt2)− a2P (Xt1 6= Xt2),

probabilidades que se obtienen a partir de (4.29),

C(t1, t2) = a2P (Xt1 = Xt2)− a2P (Xt1 6= Xt2)

=
a2

2
(
1 + e−2λ|t1−t2|)− a2

2
(
1− e−2λ|t1−t2|)

= a2e−2λ|t1−t2|. (4.30)

La función se amortigua a medida que aumenta la diferencia entre ambos tiempos, disminuyendo
aśı la correlación entre ambas variables. En la Figura 4.5 se muestran las gráficas de una
realización de un proceso RTS y de su función de autocorrelación, en la que se aprecia el efecto
de amortiguación mencionado.

4.3.6. Modulación por desplazamiento de fase (PSK)

La transmisión de datos binarios a través de ciertos medios, la linea telefónica seŕıa un
ejemplo, exige una modulación de dichos datos. La modulación por desplazamiento de fase
(PSK del inglés Phase-Shift Keying) es un método básico que consiste transformar los datos, una
sucesión de variables aleatorias independientes todas ellas Bernoulli uniformes, Bn ∼ B(1, 1/2),
en una sucesión de ángulo-fase Θn que se utiliza para modular el cos(2πf0t) de la portadora de
la señal. Para ello definimos,

Θn =
{

+π/2, si Bn = 1;
−π/2, si Bn = 0, (4.31)

y el ángulo del proceso mediante

Θt = Θk, para kT ≤ t < (k + 1)T, (4.32)

donde T es una constante que denota el tiempo de transmisión de un bit, que suele elegirse
como múltiplo de 1/f0 para tener aśı un número entero de ciclos en el tiempo de transmisión
del bit. El inverso de T se denomina la tasa de baudios.

El proceso de la señal modulada es el proceso PSK, cuya expresión es

Xt = cos(2πf0t + Θt). (4.33)

Para la obtención de las funciones de momento del proceso es conveniente hacer uso de las
funciones,

h(c)(t) =
{

cos(2πf0t), 0 ≤ t < T ;
0, en el resto, (4.34)

y

h(s)(t) =
{

sin(2πf0t), 0 ≤ t < T ;
0, en el resto. (4.35)
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Aplicando la fórmula del coseno del ángulo suma y teniendo en cuenta la relación (4.32), pode-
mos escribir

cos(2πf0t + Θt) = cos(Θt) cos(2πf0t)− sin(Θt) sin(2πf0t)

=
k=+∞∑

k=−∞
cos(Θk)h(c)(t− kT )−

k=+∞∑

k=−∞
sin(Θk)h(s)(t− kT )

= −
k=+∞∑

k=−∞
sin(Θk)h(s)(t− kT ), (4.36)

donde el primer sumatorio se anula porque todos sus términos son 0, puesto que si recordamos
(4.31), Θk = ±π/2, ∀k y en consecuencia cos(Θk) = 0,∀k. La expresión (4.36) permite obtener
fácilmente µ(t) = 0 dado que sin(Θk) = ±1 con igual probabilidad.
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Figura 4.6: Realización de un proceso PSK y su correspondiente función de autocorrelación

Las funciones autocovarianza y autocorrelación coinciden, para calcularlas recurriremos nue-
vamente a (4.36) y a la versión numerable de la covarianza de una suma (expresión 2.11 en la
página 53).

R(t1, t2) = E(Xt1Xt2) =
∑

k,l

E[sin(Θk) sin(Θl)]h(s)(t1 − kT )h(s)(t2 − lT ),

pero teniendo en cuenta la independencia de la sucesión original y que Θk = ±π/2, ∀k,

E[sin(Θk) sin(Θl)] =
{

0, si k 6= l;
1, si k = l,

con lo que

R(t1, t2) =
k=+∞∑

k=−∞
h(s)(t1 − kT )h(s)(t2 − kT ).
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Por definición, el soporte de h(s)(t) es el intervalo [0, T ], por lo que el anterior sumatorio
será siempre nulo a menos que ∃k0 tal que t1 y t2 estén ambos en [(k0−1)T, k0T [. Si denotamos
por t∗ = t mod T , la expresión final de R(t1, t2) será

R(t1, t2) =
{

h(s)(t∗1)h
(s)(t∗2), si bt1/T c = bt2/T c ;

0, en el resto,
(4.37)

donde b·c representa la parte entera por defecto del argumento. La Figura 4.6 muestra una
realización de un proceso PSK y su función de autocorrelación.

4.3.7. Proceso de Wiener. Movimiento Browniano

Ĺımite de un camino aleatorio

El camino aleatorio que describimos en la página 82 era la suma de desplazamientos inde-
pendientes a derecha e izquierda, de forma que sólo saltos unitarios estaban permitidos en uno u
otro sentido en cada intervalo unitario de tiempo. Imaginemos ahora desplazamientos pequeños
de longitud ∆ que se producen en intervalos de tiempo pequeños de longitud τ , cuando despla-
zamiento y tiempo tiendan a cero obtendremos un proceso cuyas realizaciones serán funciones
continuas en el tiempo. Debemos precisar en que condiciones tienden a cero ambas cantidades.

Consideremos una part́ıcula situada en el origen. En cada intervalo de tiempo τ se desplaza
una cantidad aleatoria Z de manera que

P (Z = +∆) = p, P (Z = −∆) = 1− p = q,

siendo los distintos desplazamientos independientes. Se trata de una variable dicotómica con
media y varianza

µZ = (p− q)∆, σ2
Z = 4pq∆2,

y cuya función caracteŕıstica vale

ϕZ(u; ∆) = E(eiuZ) = peiu∆ + qe−iu∆.

En un tiempo t se habrán producido n = bt/τc desplazamientos, siendo Xt la posición final
de la part́ıcula. Dicha posición es por tanto la suma Xt =

∑n
i=1 Zi, con las Zi i.i.d como la Z

anterior. Aśı, la función caracteŕıstica de Xt valdrá

ϕXt(u; τ, ∆) = E(eiuXt) = (peiu∆ + qe−iu∆)n = (peiu∆ + qe−iu∆)bt/τc. (4.38)

La media y la varianza de Xt se obtienen fácilmente a partir de µZ y σ2
Z ,

µXt = bt/τc(p− q)∆, σ2
Z = bt/τc4pq∆2.

Nuestro objetivo es ∆ → 0 y τ → 0 de manera tal que obtengamos un resultado razonable.
Por ejemplo, por razonable podŕıamos entender que media y varianza de Xt, para t = 1, fueran
finitas e iguales a µ y σ2, respectivamente. Ello supondŕıa que ∆ y τ deben tender a cero de
forma tal que

(p− q)∆
τ

→ µ y
4pq∆2

τ
→ σ2.

Para ello debe cumplirse,

∆ = σ
√

τ , p =
1
2

(
1 +

µ
√

τ

σ

)
, q =

1
2

(
1− µ

√
τ

σ

)
. (4.39)
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Estas relaciones suponen que tanto p como q deben ser valores muy próximos a 1/2 si queremos
evitar degeneraciones en el proceso ĺımite y que ∆ es de un orden de magnitud mucho mayor
que τ puesto que como infinitésimo ∆ = O(τ1/2).

La distribución de probabilidad ĺımite de las Xt podemos conocerla a través del comporta-
miento ĺımite de su función caracteŕıstica, para ello sustituiremos (4.39) en (4.38)

ϕXt(u; τ) =
[
1
2

(
1 +

µ
√

τ

σ

)
eiuσ

√
τ +

1
2

(
1− µ

√
τ

σ

)
e−iuσ

√
τ

]t/τ

, (4.40)

y desarrollaremos en potencias de τ la expresión entre corchetes. Hecho esto y haciendo τ → 0,
tendremos

ϕXt(u) = exp(µtu− 1
2
σ2tu),

que es la función caracteŕıstica de una N(µt, σ2t).
Observemos además que el proceso formado por la variables Xt hereda las propiedades

del camino aleatorio que lo genera, al fin y al cabo lo único que hemos hecho es aplicar el
teorema Central de Ĺımite a la suma de variable dicotómicas que definen Xt. De entre ellas
conviene destacar la propiedad de incrementos independientes y estacionarios. Aśı, si t1 < t2,
Xt2 −Xt1 ∼ N(µ(t2 − t1), σ2(t2 − t1)).

Para obtener ahora las distribuciones finito-dimensional del proceso ĺımite podemos recurrir
a la expresión (4.13), que proporciona la densidad conjunta a partir de las densidades de los
incrementos. Si t1 < t2 < . . . < tn,

ft1,t2,...,tn(xt1 , xt2 , . . . , xtn) = ft1(xt1)ft2−t1(xt2 − xt1) · · · ftn−tn−1(xtn − xtn−1)

=
1√

2πσ2t1
e
− 1

2

( (xt1−µt1)2

σ2t1

)
· · ·

· · · 1√
2πσ2(tn − tn−1)

e
− 1

2

( [(xtn−xtn−1 )−(µtn−µtn−1)]2

σ2(t2−tn−1)

)

=
e
− 1

2

{ (xt1−µt1)2

σ2t1
+···+

[(xtn−xtn−1 )−(µtn−µtn−1)]2

σ2(t2−tn−1)

}

√
(2πσ2)nt1 · · · (tn − tn−1)

,

que es la densidad conjunta de una Normal multivariate. El proceso ĺımite es un proceso Gaus-
siano con incrementos independientes.

Proceso de Wiener

El proceso de Wiener es un proceso ĺımite como el descrito en el párrafo anterior con
p = q = 1/2.

Definición 4.4 (Proceso de Wiener) Un proceso de Wiener es un proceso estocástico Wt,
que verifica,

1. Su valor inicial es 0, P (W0 = 0) = 1.

2. Sus incrementos son independientes.

3. Para 0 ≤ t1 < t2, el incremento Wt2 −Wt1 ∼ N(0, σ2(t2 − t1)).
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Los fundamentos matemáticos del proceso fueron establecidos por Norbert Wiener, matemático
americano especialista en inferencia estad́ıstica y teoŕıa de la comunicación. El proceso es co-
nocido también como movimiento browniano, expresión utilizada para describir el movimiento
aleatorio de las moléculas de un gas al entrechocar entre śı, que recibe este nombre en honor
de Robert Brown, un botánico del siglo diecinueve que lo describió por primera vez.

La media y la varianza del proceso de Wiener son ya conocidas,

µ(t) = 0, σ2(t) = σ2t.

Autocovarianza y autocorrelación coinciden. Para su obtención, como los incrementos son in-
dependientes procederemos como hicimos en (4.22) y (4.23), obteniendo,

C(t1, t2) = R(t1, t2) = σ2 mı́n(t1, t2). (4.41)

Observemos que las funciones de autocovarianza del proceso de Wiener, (4.41), y el proceso de
Poisson, (4.23), son iguales a pesar de tratarse de dos procesos de naturaleza muy distinta. Las
trayectorias del segundo son funciones escalonadas mientras que las del primero son continuas.
Esta igualdad pone en evidencia que las funciones de momento son sólo descripciones parciales
del proceso.

4.3.8. Cadenas de Markov

Un proceso estocástico Xt es un proceso de Markov si verifica la propiedad de Markov,
(4.3), enunciada en la página 77. Recordemos que dicha propiedad supone que la evolución del
proceso depende tan sólo de su pasado inmediato. En términos de probabilidad, si las variables
del proceso son discretas, la propiedad se expresa mediante,

P (Xtn+1 = xtn+1 |Xtn = xtn , . . . , Xt1 = xt1) = P (Xtn+1 = xtn+1 |Xtn = xtn). (4.42)

Si las variables del proceso son continuas su expresión es

P (Xtn+1 ≤ xtn+1 |Xtn ≤ xtn , . . . , Xt1 ≤ xt1) = P (Xtn+1 ≤ xtn+1 |Xtn ≤ xtn), (4.43)

o sus equivalentes en términos de las funciones de probabilidad o de distribución, respectiva-
mente.

Algunos de los procesos estudiados hasta ahora son procesos de Markov. En efecto, los
procesos suma IID y el proceso de Poisson teńıan incrementos independientes y como vimos en
(4.6), ello implica que poseen la propiedad de Markov.

Para el proceso RTS, recordemos que el valor de Xtn+1 = ±a y que su valor depende exclu-
sivamente del signo que tenga Xtn y de la paridad de Ntn+1−tn , número de cambios (sucesos)
del proceso de Poisson subyacente, y es por tanto un proceso de Markov.

Hay, obviamente, procesos que no cumplen la condición. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 4.2 (Un proceso que no es de Markov) Consideremos el siguiente proceso,

Yn =
1
2
(Xn + Xn−1),

donde las Xk son independientes, ambas Bernoulli con p = 1/2. Un proceso de estas carac-
teŕısticas recibe el nombre de proceso de medias móviles de orden 2, puesto que se define a
partir de la media aritmética de las dos últimas realización de otro proceso.

La función de probabilidad de Yn se calcula fácilmente. Por ejemplo,

P (Yn = 0) = P (Xn = 0, Xn−1 = 0) =
1
4
.
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Para el resto,

P (Yn = 1/2) =
1
2
, P (Yn = 1) =

1
4
.

Obtengamos ahora la probabilidad condicionada para dos valores consecutivos de Yn,

P (Yn = 1|Yn−1 = 1/2) =
P (Yn = 1, Yn−1 = 1/2)

P (Yn−1 = 1/2)

=
P (Xn = 1, Xn−1 = 1, Xn−2 = 0)

P (Yn−1 = 1/2)

=
1/8
1/2

=
1
4
.

Si tenemos información de un instante anterior, por ejemplo, Yn−2 = 1, podemos calcular,

P (Yn = 1|Yn−1 = 1/2, Yn−2 = 1) =
P (Yn = 1, Yn−1 = 1/2, Yn−2 = 1)

P (Yn−1 = 1/2, Yn−2 = 1)
,

pero el suceso {Yn = 1, Yn−1 = 1/2} = {Xn = 1, Xn−1 = 1, Xn−2 = 0} y el suceso {Yn−2 =
1} = {Xn−2 = 1, Xn−2 = 1}, con lo que ambos sucesos son incompatibles, por tanto,

P (Yn = 1|Yn−1 = 1/2, Yn−2 = 1) = 0 6= P (Yn = 1|Yn−1 = 1/2)

y el proceso no puede ser Markov.

Cadenas de Markov discretas

Si el proceso de markov es DTDV, recibe el nombre de cadena de Markov discreta. Este tipo
de procesos son de un gran interés práctico y vamos a ocuparnos de ellos con cierto detalle.

Es costumbre designar mediante X0 el inicio de la cadena. El soporte de las Xn, S =
{s0, s1, s2, . . .}, se denomina espacio de estados de la cadena, que puede eventualmente ser
finito. Por razones de simplicidad nos referiremos a los valores de si solamente mediante su
sub́ındice i.

Probabilidades iniciales y de transición.- Las probabilidades iniciales son

πi = P (X0 = i), πi ≥ 0,∀i,
∑

i

πi = 1.

Las probabilidades de transición de un paso, pij , designan

pij = P (Xn+1 = j|Xn = i)

y supondremos que no vaŕıan con n. Diremos que son probabilidades de transición ho-
mogéneas.

Las distribuciones finito-dimensionales se obtienen fácilmente a partir de las pij si hacemos
uso de la propiedad de Markov y del teorema de factorización (1.2). En efecto,

P (Xn = in, Xn−1 = in−1, . . . , X0 = i0) =
= P (Xn = in|Xn−1 = in−1, . . . , X0 = i0) · · ·P (X1 = i1|X0 = i0)P (X0 = i0)
= P (Xn = in|Xn−1 = in−1) · · ·P (X1 = i1|X0 = i0)P (X0 = i0)
= pin−1,inpin−2,in−1 · · · pi0,i1πi0 .
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La cadena de Markov discreta, Xn, queda completamente especificada con las probabili-
dades iniciales y la llamada matriz de transición de un paso, que recoge las probabilidades
del mismo nombre,

P =




p00 p01 p02 · · ·
p10 p11 p12 · · ·
p20 p21 · · · · · ·
· · · · · · · · · · · ·
pi0 pi1 · · · · · ·
· · · · · · · · · · · ·




. (4.44)

De acuerdo con el significado de pij las filas de la matriz suman la unidad,
∑

j

pij = 1, ∀i.

Probabilidades de transición de n pasos.- Las probabilidades de transición de n pasos,

pij(n) = P (Xn+k = j|Xk = i), ∀n ≥ 0

proporcionan las probabilidades de pasar del estado i al estado j en n pasos o transiciones.
Como en la anterior expresión las probabilidades de transición no dependen de k,

pij(n) = P (Xn+k = j|Xk = i) = P (Xn = j|X0 = i), ∀n ≥ 0, ∀k ≥ 0.

Vamos a obtenerlas recursivamente. Para obtener pij(2), consideremos la partición del es-
pacio muestral constituida por los sucesos {X1 = k}, k ∈ S, tendremos que Ω = ∪k{X1 =
k}. Podemos escribir,

P (X2 = j|X0 = i) = P
(
{X2 = j}

⋂
[∪k{X1 = k}] |X0 = i

)

=
∑

k

P (X2 = j,X1 = k|X0 = i)

=
∑

k

P (X2 = j, X1 = k, X0 = i)
P (X0 = i)

=
∑

k

P (X2 = j|X1 = k,X0 = i)P (X1 = k|X0 = i)P (X0 = i)
P (X0 = i)

=
∑

k

P (X2 = j|X1 = k)P (X1 = k|X0 = i)

=
∑

k

pikpkj , (4.45)

pero la expresión(4.45) no es más que el producto de la fila i por la columna j de la matriz
P, que siendo válida para ∀i, j, permite escribir

P(2) = PP = P2.

Aplicando recursivamente el razonamiento anterior llegaremos a

P(n) = P(n− 1)P = Pn. (4.46)



98 Procesos Estocásticos

Esta ecuación puede también escribirse

P(n + m) = PnPm,

que término a término se expresa de la forma

pij(n + m) =
∑

k

pik(n)pkj(m), n, m > 0,∀(i, j) ∈ S. (4.47)

Expresiones conocidas como las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov.

Probabilidades de los estados después de n pasos.- Las probabilidades πi constituyen
la distribución inicial sobre el espacio de estados, S. La distribución después de n pa-
sos será

π
(n)
i = P (Xn = i)

= P
(
{Xn = i}

⋂
[∪j{Xn−1 = j}]

)

=
∑

j

P ({Xn = i} ∩ {Xn−1 = j})

=
∑

j

P (Xn = i|Xn−1 = j)P (Xn−1 = j)

=
∑

j

π
(n−1)
j pji

resultado que podemos expresar en forma matricial,

π(n) = π(n−1)P. (4.48)

Aplicando recursivamente (4.48) podemos relacionar π(n) con π = π(0),

π(n) = πPn. (4.49)

Ejemplo 4.3 (Paquetes de voz) Un modelo de Markov para la transmisión de paque-
tes de voz supone que si el n-ésimo paquete contiene silencio, la probabilidad de que siga
un silencio es 1− α y α si lo que sigue es voz. En el caso contrario dichas probabilidades
son 1 − β, para el paso de voz a voz y β par el paso de voz a silencio. Si representamos
los dos estados con voz = 1 y silencio = 0 el esquema de las transiciones posibles seŕıa
el que muestra la Figura 4.7.

β  

0   1   

α   

1 − β   1 − α  

Figura 4.7: Probabilidades de transición en el modelo de transmisión de paquetes de voz
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Si Xn es la variable que indica la actividad en un paquete de voz en el tiempo n, se trata de
una cadena de Markov discreta con espacio de estados S = {0, 1} y matriz de transición

P =
[

1− α α
β 1− β

]
.

la matriz de transición de orden n vale

Pn =
1

α + β

[
β α
β α

]
+

(1− α− β)n

α + β

[
α −α
−β β

]
,

cuyo ĺımite es

ĺım
n→∞

Pn =
1

α + β

[
β α
β α

]
.

Por ejemplo, si α = 1/10 y β = 2/10, en el ĺımite

ĺım
n→∞

Pn =
[

2/3 1/3
2/3 1/3

]
.

El proceso goza además de una interesante propiedad. Si la distribución inicial es

π0 = p0, π1 = 1− p0,

aplicando (4.49) y pasando al ĺımite podemos obtener la distribución ĺımite del espacio de
estados,

ĺım
n

π(n) = π ĺımPn =
[

p0 1− p0

] [
2/3 1/3
2/3 1/3

]
=

[
2/3 1/3

]
.

que no depende de la distribución inicial.

Equilibrio de una cadena de Markov.- La propiedad que acabamos de ver en el ejemplo
significa que la cadena de Markov tiende a una situación estacionaria a medida que n
aumenta.

Observemos que si, en general,

ĺım
n

pij(n) = π
(e)
j , ∀i,

la consecuencia es que
ĺım
n

π
(n)
j =

∑

i

π
(e)
j πi = π

(e)
j , ∀j.

La distribución sobre el espacio de estados tiende a una distribución fija independiente de
la distribución inicial π. Se dice que la cadena ha alcanzando el equilibrio o una situación
estable. La distribución alcanzada, π(e) recibe el nombre de distribución de equilibrio o
estacionaria.

La distribución de equilibrio puede obtenerse, si existe, sin necesidad de pasar al ĺımite.
Para ello basta recurrir a (4.48) y tener en cuenta que π(n) y π(n−1) tienen por ĺımite
común la distribución estacionaria. Bastará con resolver el sistema de ecuaciones,

π(e) = π(e)P, (4.50)

con la condición adicional
∑

i π
(e)
i = 1.

Si nuestro sistema se inicia con la distribución de equilibrio, por (4.49) y (4.50)

π(n) = π(e)Pn = π(e).
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Ejemplo 4.4 (Continuación del ejemplo 4.3) La distribución de equilibrio podŕıamos
haberla obtenido utilizando (4.50). Si π(e) = [π(e)

0 π
(e)
1 ], el sistema a resolver es

π
(e)
0 = (1− α)π(e)

0 + βπ
(e)
1

π
(e)
1 = απ

(e)
0 + (1− β)π(e)

1 ,

que da lugar a una única ecuación, απ
(e)
0 = βπ

(e)
1 que junto con π

(e)
0 +π

(e)
1 = 1 conduce a

π
(e)
0 =

β

α + β
π

(e)
1 =

α

α + β
.

No todas las cadenas de Markov gozan de esta propiedad de equilibrio. El ejemplo siguiente
lo demuestra.

Ejemplo 4.5 (Proceso Binomial) El proceso Binomial que describ́ıamos en la página
82 es una cadena de Markov puesto que se trata de un proceso suma de Bernoullis inde-
pendientes, B ∼ (1, p). Dada su definición, en una transición el proceso permanece en el
mismo estado o lo incrementa en una unidad, según que hayamos obtenido un fracaso o
un éxito en la prueba de Bernoulli correspondiente. La matriz de transición será,

P =




1− p p 0 0 · · ·
0 1− p p 0 · · ·
0 0 1− p p · · ·
· · · · · · · · · · · · · · ·


 .

Se comprueba que ∀j, πj(n) → 0 cuando n →∞.

Cadenas de Markov continuas en el tiempo

Si el proceso de markov es CTDV, recibe el nombre de cadena de Markov continua en
el tiempo. Como en el caso de las cadenas discretas, también ahora la matriz de transición
especifica completamente la cadena.

La distribución finito-dimensional para n + 1 tiempos arbitrarios t1 < t2 < . . . < tn < tn+1,
viene dada por

P (Xtn+1 = xtn+1 , Xtn = xtn , . . . , Xt1 = xt1) =
= P (Xtn+1 = xtn+1 |Xtn = xtn) · · ·P (Xt2 = xt2 |Xt1 = xt1)P (Xt1 = xt1), (4.51)

que exige conocer las probabilidades de transición entre dos tiempos cualesquiera t y t + s,

P (Xt+s = j|Xt = i), ∀s ≥ 0.

Supondremos que dichas probabilidades son homogéneas y dependen tan sólo de la diferencia
de tiempos,

P (Xt+s = j|Xt = i) = P (Xs = j|X0 = i) = pij(s), ∀s > 0, ∀t.

La matriz de transición viene ahora referida a un intervalo de tiempo t, de forma que P(t) =
[pij(t)] denota la matriz de probabilidades de transición en un intervalo de tiempo t.
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Ejemplo 4.6 (Probabilidades de transición para el proceso de Poisson) Para el pro-
ceso de Poisson de parámetro λ,

pij(t) = P (Nt = j − i) = e−λt (λt)j−i

(j − i)!
, j ≥ i.

La matriz de transición para un intervalo de duración t será

P(t) =




e−λt λte−λt (λt)2e−λt/2 · · · · · ·
0 e−λt λte−λt (λt)2e−λt/2 · · ·
0 0 e−λt λte−λt · · ·
· · · · · · · · · · · · · · ·


 .

Cuando t → 0, podemos sustituir e−λt por los primeros términos de su desarrollo en serie de
potencias, despreciando las potencias mayores o igual a 2, con lo que la matriz de transición
adopta la forma,

P(∆t) =




1− λ∆t λ∆t 0 0 · · ·
0 1− λ∆t λ∆t 0 · · ·
0 0 1− λ∆t λ∆t · · ·
· · · · · · · · · · · · · · ·


 .

Tiempo de permanencia en un estado.- El proceso RTS modelizaba el cambio de signo de
una señal aleatoria y es una cadena de Markov continua en el tiempo que sólo presenta dos
estado, S = {−a,+a}. El cambio se signo estado se produce con cada llegada de un suceso
en el proceso de Poisson subyacente. Como los tiempos de llegada son exponenciales, se
deduce que el tiempo Ti que la cadena permanece en le estado i es Exp(λ).

Esta propiedad, inmediata, en el caso del proceso RTS, es una propiedad general de este
tipo de cadenas de Markov. En efecto, si desde que el proceso alcanzó el estado i ha
transcurrido un tiempo s, la probabilidad de que su estancia en él se prolongue por un
tiempo r vale

P (Ti > r + s|Ti > s) = P (Ti > r + s|Xt = i), 0 ≤ t ≤ s,

pero por la propiedad de Markov, lo único relevante es donde estaba la cadena en el
tiempo s, lo que equivale a reestablecer el origen de tiempos en s y por tanto,

P (Ti > r + s|Ti > s) = P (Ti > r).

El tiempo de ocupación carece pues de memoria, pero esta es una propiedad exclusiva de
la distribución exponencial y la conclusión es que Ti ∼ Exp(λi) y

P (Ti > r) = e−λir.

El tiempo medio de permanencia del proceso en el estado i será E(Ti) = 1/λi.

Obsérvese que el parámetro depende del estado i, pudiendo ocurrir, como sucede en el
proceso RTS, que λi = λ, ∀i. Una vez el proceso ha entrado en i se incia el tiempo Ti

de su permanencia en él, pero independientemente de lo que esta dure, la transición a
un nuevo estado j se lleva con probabilidad p̃ij , que podemos asociar a una cadena de
Markov discreta que decimos está empotrada en la original.
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4.4. Procesos estacionarios

En la página 81 introdućıamos el concepto de estacionariedad al comprobar que las dis-
tribución ligada a los incrementos depend́ıa tan sólo de la diferencia de tiempos y no de su
posición.

El concepto de estacionariedad recoge una propiedad común a muchos procesos consistente
en que su comportamiento probabiĺıstico no cambia con el tiempo. La definición formal es la
siguiente.

Definición 4.5 (Proceso estacionario) Un proceso estocástico Xt se dice que es estaciona-
rio si sus distribuciones finito-dimensionales son invariantes por traslación. Es decir,

Ft1,t2,...,tn
(x1, x2, . . . , xn) = Ft1+τ,t2+τ,...,tn+τ (x1, x2, . . . , xn), ∀(t1, t2, . . . , tn), ∀τ. (4.52)

la primera consecuencia de esta definición es que las distribuciones individuales de las variables
que componen el proceso no dependen de t, puesto que de (4.52) se deduce

Ft(x) = Ft+τ (x) = F (x), ∀t, τ,

y como consecuencia
µ(t) = E(Xt) = µ, ∀t

y
σ2(t) = E[(Xt − µ)2] = σ2.

Las distribución conjunta de (Xt1 , Xt2) dependerá tan sólo de la diferencia de tiempos,
t2 − t1. Basta para ello hacer τ = t1 en (4.52),

Ft1,t2(x1, x2) = F0,t2−t1(x1, x2), ∀t1, t2.

La consecuencia es que los momentos de segundo orden y las funciones correspondientes depen-
den también, solamente, de dicha diferencia.

R(t1, t2) = R(t2 − t1), C(t1, t2) = C(t2 − t1), ∀t1, t2.

Algunos de los procesos antes definidos gozan de esta propiedad. Aśı, el proceso IID es
estacionario porque

Ft1,t2,...,tn(x1, x2, . . . , xn) = F (x1) · · ·F (xn)
= = Ft1+τ,t2+τ,...,tn+τ (x1, x2, . . . , xn),

∀τ, t1, t2, . . . , tn. Sin embargo, el proceso suma IID no es estacionario porque recordemos que
su media y varianza vaĺıan µ(n) = nµ y σ2(n) = nσ2, que crecen con n y no son constantes.

Ejemplo 4.7 (Estacionariedad del proceso RTS) El proceso RTS se estudió en la Sección
4.3.5. Recordemos que el proceso toma sólo dos valores simétricos, {−a, a}, de acuerdo con el
siguiente esquema.

1. X0 = ±a con igual probabilidad p = 1/2,

2. Xt cambia de signo con cada ocurrencia de un suceso en un proceso de Poisson de paráme-
tro λ.
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Obtengamos la distribución finito-dimensional, para lo que haremos uso de la propiedad de
incrementos independientes que el proceso RTS hereda del proceso de Poisson subyacente.

P (Xt1 = x1, . . . , Xtn = xn) =
= P (Xt1 = x1)P (Xt2 = x2|Xt1 = x1) · · ·P (Xtn

= xtn
|Xtn−1 = xtn−1). (4.53)

Las probabilidades condicionadas que aparecen en la expresión dependen del número de cambios
que se han producido entre los dos tiempos implicados, más concretamente de la paridad de
N|ti−tj |, numero de sucesos ocurridos en el intervalo de tiempo. Aplicando (4.29)

P (Xtj = xj |Xti = xi) =





1
2P (N|ti−tj | = par) = 1

2

(
1 + e−2λ|ti−tj |), si xi = xj;

1
2P (N|ti−tj | = impar) = 1

2

(
1− e−2λ|ti−tj |), si xi 6= xj.

Si efectuamos ahora una traslación τ de todos los tiempos, |ti − tj | = |(ti − τ)− (tj − τ)|, y

P (Xtj
= xj |Xti

= xi) = P (Xtj+τ = xj |Xti+τ = xi),

y como P (Xt1 = x1) = 1/2, ∀t1, ∀x1, se deduce la estacionariedad del proceso RTS.
Si generalizamos el proceso RTS de manera que P (X0 = +a) = p y P (X0 = −a) = 1− p la

estacionariedad se pierde. En efecto, en (4.53) las probabilidades condicionadas no cambian al
efectuar la traslación τ , pero śı pueden hacerlo P (Xt1 = x1). Por ejemplo, si x1 = a,

P (Xt1 = a) = P (Xt1 = a|X0 = a)P (X0 = a) + P (Xt1 = a|X0 = −a)P (X0 = −a)
= pP (Nt1 = par) + (1− p)P (Nt1 = impar)

=
1
2
(1− e−2λt1 + 2pe−2λt1).

Al efectuar la traslación,

P (Xt1+τ = a) = P (Xt1+τ = a|X0 = a)P (X0 = a) + P (Xt1+τ = a|X0 = −a)P (X0 = −a)
= pP (Nt1+τ = par) + (1− p)P (Nt1+τ = impar)

=
1
2
(1− e−2λ(t1+τ) + 2pe−2λ(t1+τ)).

Sólo cuando desde el inicio hay equiprobabilidad, p = 1/2, P (Xt = ±a) = 1/2, ∀t (véase la
demostración en la Sección 4.3.5) ambas probabilidades coinciden.

4.4.1. Estacionariedad en sentido amplio (WSS)

Definición 4.6 Decimos que un procesos estocástico es estacionario en sentido amplio (WSS,
Wide-Sense Stationary) si su media es constante y su función de autocorrelación (autocova-
rianza) es invariante por traslación. Es decir,

µ(t) = µ, ∀t, y R(t1, t2) = R(t1 + τ, t2 + τ) = R(τ), ∀t1, t2.

La WWS es una propiedad más débil que la estacionariedad. Esta última implica a aquella
pero no al revés, como pone de manifiesto el siguiente contraejemplo.

Ejemplo 4.8 (WSS 999 la estacionariedad) El proceso Xn esta formado por dos procesos
intercalados de variables independientes, si n = 2k, Xn = ±1 con probabilidad 1/2; si n = 2k+1,
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Xn toma los valores 1/3 y -3 con probabilidad 9/10 y 1/10, respectivamente. El proceso no puede
ser estacionario porque su función de probabilidad vaŕıa con n.

Por otra parte, se comprueba fácilmente que

µ(n) = 0, ∀n,

y

C(n1, n2) =
{

E(Xn1)E(Xn2) = 0, si n1 6= n2;
E(X2

n1
), si n1 = n2.

El proceso es WSS.

Propiedades de la función de autocorrelación de un proceso WSS

En un proceso WSS la función de autocorrelación tiene una serie de propiedades que por su
interés posterior vamos a deducir.

PA1) Para τ = 0
R(0) = R(t, t) = E(X2

t ), ∀t,
que es la potencia media del proceso.

PA2) La función de autocorrelación es una función par. En efecto,

R(τ) = E(Xt+τXt),

y haciendo s = t + τ ,

R(τ) = E(Xt+τXt) = E(XsXs−τ ) = R(−τ).

PA3) La función de autocorrelación mide la tasa de cambio del proceso en términos de proba-
bilidad. Si consideramos el cambio que ha sufrido el proceso entre t y t + τ ,

P (|Xt+τ −Xt| > ε) = P (|Xt+τ −Xt|2 > ε2) (4.54)

≤ E[(Xt+τ −Xt)2]
ε2

(4.55)

=
E[X2

t+τ + X2
t − 2Xt+τXt]
ε2

=
2[R(0)−R(τ)]

ε2
. (4.56)

El paso de (4.54) a (4.55) se hace en virtud de la desigualdad de Markov.

La expresión (4.56) indica que si R(τ) crece despacio, la probabilidad de cambio para el
proceso es pequeña.

PA4) La función de autocorrelación alcanza su máximo en 0. Aplicando la desigualdad de
Schwartz, [E(XY )]2 ≤ E(X2)E(Y )2), a Xt+τ y Xt,

R(τ)2 = [E(Xt+τXt)]2 ≤ E(X2
t+τ )E(X2

t ) = R(0)2.

y por tanto |R(τ)| ≤ R(0).
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PA5) Si ∃d;R(d) = R(0), la función de autocorrelación es periódica con periodo d. Aplicando
de nuevo la desigualdad de Schwartz a Xt+τ+d −Xt+τ y Xt,

{E[(Xt+τ+d −Xt+τ )Xt]}2 ≤ E[(Xt+τ+d −Xt+τ )2]E[X2
t ],

que en términos de R(τ) podemos escribir

[R(τ + d)−R(τ)]2 ≤ 2[R(0)−R(d)]R(0).

Como R(d) = R(0) entonces R(τ + d) = R(τ),∀τ con lo que la función es periódica de
periodo d.

Por otra parte de
E[(Xt+d −Xt)2] = 2[R(0)−R(d)] = 0,

se deduce que el proceso es periódico en media cuadrática.

PA6) Si Xt = m + Nt donde Nt es un proceso de media cero con RN (τ) τ→∞−→ 0, entonces

RX(τ) = E[(m + Nt+τ )(m + Nt)] = m2 + 2mE(Nt) + RN (τ)

= m2 + RN (τ) τ→∞−→ m2.

Deducimos de estas propiedades que la función de autocorrelación puede tener tres tipos de
componentes,

1. una componente que se aproxima a 0 cuando τ →∞,

2. una componente periódica, y

3. una componente con media no nula.

Processos Gaussianos y estacionariedad

Hemos visto que la WSS9 estacionariedad, pero este resultado tiene un excepción en el caso
del proceso Gaussiano. Como vimos en la Sección 4.3.3, las distribuciones finito-dimensionales
del proceso están completamente especificadas mediante su vector de medias y la matriz de
covarianzas.

Si el proceso Gaussiano es WSS, sabemos que µ(t) = µ, ∀t y C(t1, t2) = g(|t1 − t2|). La
consecuencia inmediata es que las distribución conjunta de (Xt1 , Xt2 , . . . , Xtn) será invariante
por traslación y el proceso será estacionario.

Ejemplo 4.9 (Un proceso Gaussiano de medias móviles) Definamos

Yn =
Xn + Xn−1

2
,

donde Xn es un proceso Gaussiano IID con media 0 y varianza σ2.
La media de Yn es también 0 y su covarianza

CY (n1, n2) =
1
4
E[(Xn1 + Xn1−1)(Xn2 + Xn2−1)

=
1
4
E[Xn1Xn2 + Xn1Xn2−1 + Xn1−1Xn2 + Xn1−1Xn2−1)

=





σ2/2, si n1 − n2 = 0;
σ2/4, |n1 − n2| = 1;
0, en el resto.
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El proceso Yn es por tanto WSS y además es Gaussiano por ser combinación lineal de variables
Gaussianas. Las distribuciones finito dimensionales del proceso están especificadas con el vector
de medias nulo y la matriz de covarianzas que define CY (n1, n2).

4.4.2. Procesos cicloestacionarios

Son muchos los procesos que surgen de la repetición periódica de un experimento o fenómeno
aleatorio. Es lógico pensar que la periodicidad del proceso influya en su comportamiento pro-
babiĺıstico. Surge aśı la noción de cicloestacionariedad.

Definición 4.7 (Proceso cicloestacionario (CE)) Decimos que el proceso Xt es cicloesta-
cionario, CE si sus distribuciones finito-dimensionales son invariantes por traslación mediante
múltiplos enteros de un cierto peŕıodo T . Es decir, ∀(t1, t2, . . . , tn) y ∀k ∈ Z,

Ft1,t2,...,tn(x1, x2, . . . , xn) = Ft1+kT,t2+kT,...,tn+kT (x1, x2, . . . , xn). (4.57)

El concepto de WSS también tiene ahora su equivalente.

Definición 4.8 (Proceso cicloestacionario en sentido amplio (WSC)) Decimos que el
proceso Xt es cicloestacionario en sentido amplio, WSC si su media y su función de autocova-
rianza son invariantes por traslación mediante múltiplos enteros de un cierto peŕıodo T ,

µ(t + kT ) = µ(t), C(t1 + kT, t2 + kT ) = C(t1, t2). (4.58)

Es fácil comprobar que CE → WSC, pero no al contrario.

Ejemplo 4.10 Consideremos el proceso

Xt = A cos
(

2πt

T

)
.

La distribución conjunta de (Xt1 , Xt2 , . . . , Xtn) es

Ft1,t2,...,tn(x1, x2, . . . , xn) = P (Xt1 ≤ x1, . . . , Xtn ≤ xn)
= P [A cos(2πt1/T ) ≤ x1, . . . , A cos(2πtn/T ) ≤ xn]
= P [A cos(2π(t1 + kT )/T ) ≤ x1, . . . , A cos(2π(tn + kT )/T ) ≤ xn]
= Ft1+kT,t2+kT,...,tn+kT (x1, x2, . . . , xn),

y el proceso es cicloestacionario.

El proceso del ejemplo anterior es periódico en el sentido que todas sus trayectorias lo son. No
debe por ello sorprendernos que el proceso sea cicloestacionario. Hay procesos con un compor-
tamiento ćıclico que no tienen ese tipo de trayectorias y que no pudiendo por ello ser cicloesta-
cionarios, son WSC. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 4.11 Un modem transmite señales binarias 0 y 1 IID de la siguiente forma,

para transmitir un 1, emite una señal rectangular de amplitud 1 y duración T ,

para transmitir un 0, emite una señal rectangular de amplitud -1 y duración T .
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0                 T              2T              3T             4T              5T 

   1               1                                  1 

     0                                   0 

Figura 4.8: Una trayectoria del proceso de pulsos modulados

La Figura 4.8 muestra la trayectoria correspondiente a la secuencia de datos 11010 . . ..
El proceso puede ser descrito mediante

Xn =
+∞∑

n=−∞
An1[0,T [(t− nT ),

donde An = ±1 según el valor a transmitir y 1[0,T [(·) es la función indicatriz del intervalo [0, T ].
La media del proceso es 0 porque E(An) = 0,∀n. La función de autocovarianza vale

C(t1, t2) = E

[(
+∞∑

n=−∞
An1[0,T [(t1 − nT )

) (
+∞∑

m=−∞
Am1[0,T [(t2 −mT )

)]
(4.59)

= E

[
+∞∑

n=−∞
A2

n1[0,T [(t1 − nT )1[0,T [(t2 − nT )

]
(4.60)

=





1, si (t1, t2) ∈ [nT, (n− 1)T [×[nT, (n− 1)T [;

0, en el resto.

El paso de (4.59) a (4.60) se debe a la independencia de las An. La Figura 4.9 muestra la
región del plano (celdas en gris) en la que C(t1, t2) vale la unidad, de donde se deduce que
C(t1 + kT, t2 + kT ) = C(t1, t2) y el proceso es WSC.
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Figura 4.9: La función de autocovarianza del proceso de pulsos modulados



Caṕıtulo 5

Transformación lineal de un
proceso estacionario

5.1. Densidad espectral de potencia (PSD) de un proceso
WSS

El desarrollo en serie de de Fourier de una función determinista permite expresarla como
una suma ponderada de funciones periódicas. Si la función no presenta cambios bruscos y vaŕıa
suavemente, los coeficientes (pesos) de la serie correspondientes a las sinusoides de baja fre-
cuencia presentan valores elevados frente a los de las altas frecuencias. Funciones muy variables
muestras una distribución de coeficientes opuesta. Ello supone que la tasa de variación de la
función está relacionada con el valor de los distintos coeficientes, que considerados ellos mismos
como una función recibe el nombre de espectro de la función original.

La idea que subyace en este tipo de descomposición es representar la función en el dominio
de las frecuencias y es trasladable a los procesos estocásticos, convirtiéndose en una herramienta
de gran utilidad como a continuación veremos. Pero la traslación no puede hacerse de forma
directa debido a la diferencia existente entre los fenómenos deterministas y aleatorios. Como ya
sabemos, las distintas realizaciones de un proceso dan lugar a diferentes funciones (trayectorias)
y por esta razón el espectro de un proceso estocástico expresa la variación media de todas
aquellas trayectorias a lo largo del tiempo.

Por otra parte, conviene recordar ahora las propiedades que la función de autocorrelación de
un proceso WSS poséıa y que están enumeradas y demostradas en la página 104. En concreto
la PA3), en virtud de la expresión (4.56), mostraba cómo la función de autocorrelación mide la
tasa de cambio del proceso en términos de probabilidad.

P (|Xt+τ −Xt| > ε) ≤ 2[R(0)−R(τ)]
ε2

.

De la śıntesis entre esta propiedad y la descomposición en serie de Fourier surge el concepto de
densidad espectral de potencia (PSD de sus siglas en inglés) que introducimos y estudiamos a
continuación, distinguiendo entre procesos discretos y continuos en el tiempo.

5.1.1. PSD para procesos estocásticos WSS discretos en el tiempo

Definición 5.1 Sea Xt un proceso estocástico WSS discreto en el tiempo, su espectro o densi-
dad espectral de potencia, P (ω), es la transformada de Fourier de su función de autocorrelación
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R(k),

P (ω) = F [R(k)] =
k=+∞∑

k=−∞
R(k) exp(−i2πωk), −∞ < ω < ∞. (5.1)

Si tenemos en cuenta que R(k) = R(−k) y e−ix + eix = 2 cos x, la expresión (5.1) adopta la
forma

P (ω) = R(0) + 2
∑

k≥1

R(k) cos 2πωk, (5.2)

lo que implica que P (ω) es una función real par, P (ω) = P (−ω). De esta última expresión
para P (ω) se deduce que es periódica con periodo 1, por lo que sólo consideraremos el rango de
frecuencias −1/2 < ω ≤ 1/2; pero dada su paridad bastará con definir P (ω) para ω ∈ [0, 1/2].

Podemos definir el espectro normalizado dividendo (5.2) por R(0), obtendremos

P ∗(ω) = 1 + 2
∑

k≥1

R(k)
R(0)

cos 2πωk. (5.3)

En el caso de tratarse de un proceso centrado con µ(n) = 0, ∀n, el cociente

R(k)
R(0)

=
C(k)
C(0)

= ρ(k),

es la función de correlación y (5.3) se escribe,

P ∗(ω) = 1 + 2
∑

k≥1

ρ(k) cos 2πωk. (5.4)

Ejemplo 5.1 (Espectro de un ruido blanco) Recordemos que si el proceso {Xt} es un rui-
do blanco, µ(t) = 0, σ2(t) = σ2, ∀t y las variables son incorreladas (algunos autores exigen
independencia). Se trata, evidentemente, de un proceso WSS en el que

C(k) = R(k) =
{

σ2, si k = 0;
0, si k 6= 0.

Sustituyendo en (5.2) tendremos
P (ω) = σ2,

o bien su versión normalizada,
P ∗(ω) = 1.

En cualquiera de sus formas, el espectro de un ruido blanco es constante para cualquier fre-
cuencia ω, a semejanza de lo que ocurre con el espectro óptico plano de la luz blanca, lo que
justifica el nombre que reciben este tipo de procesos.

PSD versus R(k)

La definición de P (ω) como F [R(k)] permite recuperar la función de autocorrelación si P (ω)
es conocida. Basta para ello recurrir a la transformada inversa de Fourier,

R(k) = F−1[P (ω)] =
∫ 1/2

−1/2

P (ω) exp(i2πkω)dω = 2
∫ 1/2

0

P (ω) cos(2πkω)dω. (5.5)
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Un resultado conocido como el Teorema de Wold (pueden consultarse detalles en el texto de
Priestley (1981)), afirma que cualquier función P (ω) no negativa definida sobre [0, 1/2] define un
espectro y, en consecuencia, R(k) es una función de autocorrelación si y solo si puede expresarse
de la forma (5.5) a partir de una de estas P (ω). Se deriva de ello que las condiciones a cumplir
para ser función autocorrelación son mucho más restrictivas que la exigidas para el espectro.

Como herramientas matemáticas P (ω) y R(k) son equivalentes por lo que respecta a la infor-
mación que contienen del proceso subyacente. No obstante, como ya señalábamos al comienzo
del Caṕıtulo, el espectro permite conocer e interpretar las componentes ćıclicas del proceso.
Veamos un ejemplo que evidencia este aspecto.

Ejemplo 5.2 (Espectro de un proceso autoregresivo de orden uno, AR(1)) Un proce-
so estocástico AR(1) se define mediante,

Xt = αXt−1 + Zt, (5.6)

donde {Zt} es una sucesión de ruido blanco y |α| < 1. La restricción para el valor de α es
necesaria para que el proceso sea WSS (ver la Sección 5.1 de Montes (2007)).

Para calcular R(k) multiplicamos ambas partes de (5.6) por Xt−k y al tomar esperanzas se
obtiene,

R(k) = αR(k − 1),

y recursivamente,
R(k) = αkR(0) = αkγ2,

con R(k) = R(−k), k = 0, 1, 2, . . ., siendo γ2 la varianza del proceso. Su espectro vale

P (ω) = γ2
+∞∑
−∞

αk exp(−i2πωk)

= γ2 + γ2
∑

k≥1

αk exp(−i2πωk) + γ2
∑

k≥1

αk exp(i2πωk)

= γ2

(
1 +

α exp(−i2πω)
1− α exp(−i2πω)

+
α exp(i2πω)

1− α exp(i2πω)

)
.

Operando y teniendo en cuenta que e−ixeix = 1 y que e−ix +eix = 2 cosx se obtiene finalmente,

P (ω) =
γ2(1− α2)

1− 2α cos 2πω + α2
. (5.7)

A partir de (5.6) podemos obtener γ2 en función de σ2 = var(Zt) ,

γ2 = α2γ2 + σ2 =⇒ γ2 =
σ2

1− α2
.

Sustituyendo en (5.7) se obtiene como expresión alternativa para P (ω),

P (ω) =
σ2

1− 2α cos 2πω + α2
. (5.8)

En la Figura 5.1 hemos representado (5.8) para σ2 = 1 y α = −0,5; 0,5; 0,9 y una trayectoria
de cada uno de estos procesos. El espectro para α = −0,5 (superior) es creciente lo que significa
un mayor peso de las altas frecuencias, la potencia se concentra en ellas, y ello se corresponde
con una trayectoria que alterna valores positivos y negativos con rápidas oscilaciones entre unos
y otros. Para valores positivos de α los espectros son decrecientes, indicando predominio de bajas
frecuencias, más acusado para α = 0,9 (inferior). Las trayectorias correspondientes muestran
oscilaciones menos frecuentes con largas permanencias de valores de un mismo signo.



112 Transformación lineal de un proceso estacionario

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

0.
5

1.
0

1.
5

2.
0

2.
5

3.
0

frecuencia

es
pe

ct
ro

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

0.
5

1.
0

1.
5

2.
0

2.
5

3.
0

frecuencia

es
pe

ct
ro

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

0
5

10
15

frecuencia

es
pe

ct
ro

0 50 100 150

−
4

−
2

0
2

4

n

X
_n

0 50 100 150

−
4

−
2

0
2

4

n

X
_n

0 50 100 150

−
4

−
2

0
2

4

n

X
_n

Figura 5.1: Espectro y trayectoria del proceso AR(1) para α = −0,5 (superior), α = 0,5 (central)
y α = 0,9 (inferior)

La existencia del espectro está supeditada a la convergencia de la serie en (5.1). Hay procesos
en lo que ello no ocurre. Veamos un ejemplo y cómo resolver el problema.

Ejemplo 5.3 (Un espectro divergente) Consideremos el proceso

Xt = A cos θt + B sin θt + Zt, (5.9)

con {Zt} una sucesión de ruido blanco con varianza σ2, y A y B sendas variables aleatorias
IID com media 0 y varianza γ2 e independientes de Zt. La media del proceso será por tanto
E(Xt) = 0 y su varianza,

var(Xt) = E(A2) cos2 θt + E(B2) sin2 θt + E(Z2
t ) = γ2 + σ2.
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La función de autocorrelación, para t 6= s,

R(t, s) = E{[A cos θt + B sin θt + Zt][A cos θs + B sin θs + Zs]}
= E(A2) cos θt cos θs + E(B2) sin θt sin θs

= γ2 cos θ(t− s).

En definitiva,

R(k) =
{

γ2 + σ2, si k = 0;
γ2 cos kθ, k 6= 0,

y el proceso es WSS. Su espectro vale,

P (ω) = γ2 + σ2 + 2γ2
∑

k≥1

cos(kθ) cos(2πωk)

= γ2 + σ2 + 2γ2
∑

k≥1

[cos k(θ + 2πω) + cos k(θ − 2πω)],

que para ω = θ/2π diverge y no existe.
Si se observa la expresión (5.1) constataremos que la definición de F [R(k)] sólo es válida si

la serie es convergente. Si la serie es divergente, como es ahora el caso, el problema se resuelve
recurriendo a una definición más general de F [R(k)] que involucra el concepto de distribución,
y una desarrollo matemático fuera del alcance y las pretensiones de estas notas. Un proceso
discreto en el tiempo puede expresarse mediante una suma infinita de δ’s de Dirac y podemos
aplicarle la definición general de transformada de Fourier para distribuciones, puesto que la
delta de Dirac es una distribución. Ambas definiciones coinciden si la serie es convergente,
como era de esperar para una definición que queremos coherente. A efectos prácticos, en una
situación como la que nos encontramos admitiremos que P (ω) puede ser infinito en valores
aislados que concentran la potencia del proceso. Lo expresamos recurriendo a la función δ,

P (ω) = γ2 + σ2 + 2γ2δ(ω − θ/2π).

Filtros lineales

Un filtro es simplemente una transformación de un proceso Xt para dar lugar a otro proceso
Yt. Si la transformación es de la forma,

Yt =
∞∑

j=−∞
ajXt−j , (5.10)

hablamos de un filtro lineal. Cada elemento del proceso resultante es una combinación lineal,
eventualmente infinita, de elementos del proceso original. Si hay un número finito de aj distintos
de cero y Xt es WSS, también lo será Yt, pero en el caso de que la combinación lineal sea
estrictamente infinita, la WSS de Yt depende de los aj .

Si ambos procesos son WSS, es interesante establecer la relación entre RX(k) y RY (k) y
PX(ω) y PY (ω). Comencemos por la función de autocorrelación,

RY (k) = E(YtYt−k)

= E




( ∞∑

l=−∞
alXt−l

) 


∞∑

j=−∞
ajXt−k−j







=
∞∑

l=−∞

∞∑

j=−∞
alajRX(k + j − l). (5.11)
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Para obtener la relación entre las funciones de densidad espectral bastará calcular la transfor-
mada de Fourier de ambas partes de (5.11),

PY (ω) =
k=+∞∑

k=−∞
RY (k) exp(−i2πωk)

=
∞∑

k=−∞

∞∑

l=−∞

∞∑

j=−∞
alajRX(k + j − l)e−i2πωk

=
∞∑

k=−∞

∞∑

l=−∞

∞∑

j=−∞
alajRX(k + j − i)e−i2πωlei2πωje−i2πω(k+j−l)

=
∞∑

l=−∞
ale

−i2πωl
∞∑

j=−∞
aje

i2πωj
∞∑

k=−∞
RX(k + j − i)e−i2πω(k+j−l). (5.12)

Si hacemos h(ω) =
∑∞

l=−∞ ale
−i2πωl y un adecuado cambio de ı́ndices en el último sumatorio,

(5.12) puede escribirse,
PY (ω) = |h(ω)|2PX(ω). (5.13)

La función h(ω) recibe el nombre de función de transferencia del filtro lineal. Obsérvese que
la relación entre las funciones de densidad espectral es mucho más sencilla que la que liga las
funciones de autocorrelación, (5.11).

Ejemplo 5.4 (Un proceso MA(3) de un proceso AR(1)) A partir del proceso AR(1),

Xt = αXt−1 + Zt,

con Zt un ruido blanco de varianza σ2, definimos un nuevo proceso

Yt =
1
3
(Xt−1 + Xt + Xt+1),

un proceso de medias móviles de orden 3, MA(3), que no es más que un filtro lineal con aj =
1/3, j = −1, 0, 1 y aj = 0 para cualquier otro j.

Para obtener PY (ω), recordemos el espectro del proceso AR(1) que obtuvimos en el ejemplo
5.2,

PX(ω) =
σ2

1− 2α cos 2πω + α2
.

Por otra parte, la función de transferencia vale,

h(ω) =
1
3
(ei2πω + 1 + e−i2πω) =

1
3
(1 + 2 cos 2πω),

y

|h(ω)|2 =
1
9
(1 + 4 cos 2πω + 4 cos2 2πω) =

1
9
(3 + 4 cos 2πω + 2 cos 4πω).

Finalmente,

PY (ω) =
σ2(3 + 4 cos 2πω + 2 cos 4πω)

9(1− 2α cos 2πω + α2)
.

La Figura 5.2 muestra los espectros de ambos procesos y la función de transferencia que
los relaciona, para σ2 = 1 y α = −0,5. El efecto del filtrado del proceso original es disminuir
la varianza, menor área bajo el espectro, como resultado del suavizado que las medias móviles
implican. El suavizado se evidencia también en la mayor presencia de bajas frecuencias en el
espectro de Yt.
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Figura 5.2: Espectros y función de transferencia de los procesos MA(3) y AR(1)

Filtrado lineal de un ruido blanco: proceso lineal general

Un caso particular de (5.10) es el que resulta de filtrar una sucesión de ruido blanco, Zt,
con varianza σ2,

Xt =
∞∑

j=0

ajZt−j . (5.14)

Recordemos que PZ(ω) = σ2 y

h(ω) =
∞∑

j=0

aje
−i2πωj .

El espectro del nuevo proceso valdrá

PX(ω) = σ2|h(ω)|2

= σ2




∞∑

j=0

aje
−i2πωj

∞∑

k=0

akei2πωk




= σ2




∞∑

j=0

a2
j +

∑∑

j 6=k

ajake−i2πω(k−j)




= σ2




∞∑

j=0

a2
j + 2

∑

k≥1

∑

j<k

ajak cos 2πω(k − j)




= σ2




∞∑

j=0

a2
j + 2

∑

m≥1

∑

k>m

ak−mak cos 2πωm


 (5.15)

= b0 +
∑

m≥1

bm cos 2πωm,
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con b0 = σ2
∑
≥0 a2

j y bm =
∑

k>m ak−mak.
Este proceso se denomina proceso lineal general, y el caso de mayor interés en la práctica es

el que se obtiene cuando sólo un número finito de coeficientes aj son distintos de 0. Los procesos
ARMA, autoregresivos de medias móviles, son sin duda los más interesantes de entre los que
cumplen esta condición. En la Sección 5.1 de Montes (2007) nos ocupamos de ellos.

La WSS de Xt no está garantizada aún cuando Zt lo sea. Sólo lo estaŕıa en el caso de
una combinación lineal finita. El caso más general requiere una condición sobre los aj . Para
obtenerla,

R(t, s) = E(XtXs)

= E



∞∑

j=0

ajZt−j

∞∑

l=0

alZs−l




=
∞∑

j=0

∞∑

l=0

ajalE(Zt−jZs−l). (5.16)

pero siendo Zt un ruido blanco, E(Zt−jZs−l) 6= 0 sólo si t − j = s − l, por lo que (5.16) se
escribirá, si t ≤ s,

R(t, s) = σ2
∞∑

j=0

ajaj+s−t. (5.17)

Por (5.14) E(Xt) = 0,∀t , y la expresión (5.17) evidencia que R(t, s) = R(s− t) = R(k), con lo
que el proceso será WSS si la

∑∞
j=0 ajaj+k es convergente ∀k. Ello supone que para k = 0

σ2
Xt

= R(t, t) = R(0) =
∞∑

j=0

a2
j < ∞. (5.18)

Por otra parte, si R(0) es finito, como |ρXtXt−k
| ≤ 1, tendremos

|ρXtXt−k
| =

∣∣∣∣∣∣
R(k)√

σ2
Xt

σ2
Xt−k

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣
R(k)
R(0)

∣∣∣∣ ≤ 1,

y despejando
|R(k)| ≤ |R(0)| < ∞.

En definitiva, la condición necesaria y suficiente para que el proceso lineal general sea WSS es
que

∑∞
j=0 a2

j < ∞.

5.1.2. PSD para procesos estocásticos WSS continuos en el tiempo

Definición 5.2 Sea Xt un proceso estocástico WSS continuo en el tiempo, su densidad espectral
de potencia, P (ω), es la transformada de Fourier de su función de autocorrelación R(τ),

P (ω) = F [R(τ)] =
∫ +∞

−∞
R(τ) exp(−i2πωτ)dτ, −∞ < ω < ∞. (5.19)

En realidad P (ω) se define como

ĺım
T→∞

1
T

E




∣∣∣∣∣
∫ T/2

−T/2

Xt exp(−i2πωτ)dτ

∣∣∣∣∣

2

 , (5.20)
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pero un resultado conocido como el teorema de Einstein-Wiener-Khinchin establece la igualdad
entre (5.20) y (5.19). De ambas definiciones y de las propiedades de R(τ) se derivan las siguientes
propiedades para P (ω), análogas, como no pod́ıa ser de otra forma, a las que hemos visto en el
caso discreto.

PSDc1) De (5.20) se deduce que
P (ω) ≥ 0, ∀ω.

PSDc2) En la propiedad PA2) de la página 104, vimos que la función de autocorrelación de
un proceso WSS es una función par, R(τ) = R(−τ) , en consecuencia la PSD es una
función real,

P (ω) =
∫ +∞

−∞
R(τ) exp(−i2πωτ)dτ

=
∫ +∞

−∞
R(τ)(cos 2πωτ − i sin 2πωτ)dτ (5.21)

= 2
∫ +∞

0

R(τ) cos 2πωτdτ, (5.22)

donde el paso de (5.21) a (5.22) se justifica porque la función seno es una función impar.

PSDc3) La expresión (5.22) y la paridad de la R(τ) y de la función coseno implican la paridad
de PSD, P (ω) = P (−ω).

Recordemos la relación entre las funciones de autocovarianza y autocorrelación en un proceso
WSS,

R(τ) = C(τ) + µ2.

Al calcular la PSD,

P (ω) = F [R(τ)] = F [C(τ) + µ2]
= F [C(τ)] + F [µ2]
= F [C(τ)] + µ2δ(ω),

donde δ(ω) es la función delta de Dirac, que es la transformada de Fourier de una función
constante e igual a 1 en todo R. El comentario que hicimos al final del Ejemplo 5.3 es válido
también ahora.

Observación 5.1 (El fenómeno de aliasing) Al enumerar las propiedades de la PSD para
el caso continuo hemos mencionado su analoǵıa con las del caso discreto, pero se observará que
ahora la periodicidad está ausente. En la expresión (5.19) los ĺımites de la integral son −∞ y
+∞. La razón para ello es que cuando observamos un proceso en tiempo continuo es posible
identificar cualquier componente por elevada que sea su frecuencia, por el contrario, si la ob-
servación se lleva a cabo a intervalos de tiempo, los efectos debidos a frecuencias superiores a
1/2 o inferiores a −1/2 son indistinguibles de los efectos de baja frecuencia. Este fenómeno se
conoce con el nombre de “aliasing”. Para ilustrarlo consideremos la función

x(t) = cos 2πtω,
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con ω = ω0 + 1/2 y 0 < ω0 < 1/2. La función es observada sólo para tiempos enteros. Si
tenemos en cuenta que cos x = cos(x + 2πt) para t entero, y que cos x = cos(−x), las distintas
observaciones de x(t) cumplen,

x(t) = cos 2πtω

= cos(2πtω − 2πt)
= cos[2πt(ω0 + 1/2)− 2πt]
= cos(2πtω0 − πt)
= cos(πt− 2πtω0)
= cos(2πtω′),

con ω′ = 1/2 − ω0 que verifica 0 < ω′ < 1/2. En definitiva, las frecuencias ω > 1/2 no se
distinguen de las frecuencias ω′ < 1/2. La Figura 5.3 muestra el fenómeno, se observa en ella
que al muestrear s veces por segundo, las muestras de una y otra sinuoside se confunden. En
procesamiento de señales se dice que cada una de las sinusoides se convierte en un alias para
la otra, de ah́ı el nombre que este fenómeno recibe.
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Figura 5.3: El fenómeno de aliasing

PSD versus R(k)

Si la PSD es conocida, la transformada inversa de Fourier permite recuperar la función de
autocorrelación,

R(τ) = F−1[P (ω)] =
∫ +∞

−∞
P (ω) exp(i2πωτ)dω. (5.23)

De la definición de R(τ) se dedućıa que R(0) = E(X2
t ). Aplicando (5.23) podemos calcular

esta esperanza, conocida como potencia media de Xt, mediante,

E(X2
t ) = R(0) =

∫ +∞

−∞
P (ω)dω. (5.24)
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A continuación se obtiene la PSD para algunos de los procesos estudiados en el Caṕıtulo
anterior.

Ejemplo 5.5 (PSD del proceso RTS) Recordemos que el proceso RTS es estacionario, y
por tanto WSS, y que su función de autocorrelación veien dada por (4.30),

R(τ) = a2e−2λ|τ |,

donde λ es el parámetro del proceso de Poisson subyacente. Para obtener P (ω),

P (ω) =
∫ +∞

−∞
a2e−2λ|τ |e−i2πωτdτ

= a2

∫ 0

−∞
eτ(2λ−i2πω)dτ + a2

∫ +∞

0

e−τ(2λ+i2πω)dτ

=
a2

2λ− i2πω
+

a2

2λ + i2πω

=
λa2

λ2 + π2ω2
. (5.25)
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Figura 5.4: Densidad espectral de potencia del proceso RTS para λ = 1 (-----) y λ = 4 (- - -)

La Figura 5.4 muestra la gráfica de la densidad espectral de potencia para sendos procesos
RTS con λ = 1 y λ = 4. Como el máximo de (5.25) se alcanza en ω = 0 y su valor es
P (0) = a2/λ, para valores de λ pequeños los mayores valores de la función se concentran en
las bajas frecuencias, pero a medida que λ aumenta las frecuencias altas adquieren mayor peso.
Todo ello se corresponde con lo que λ representa en el proceso. Valores pequeños de λ suponen
una tasa baja de cambios por unidad de tiempo y por tanto una menor frecuencia, lo contrario
de lo que implican elevados valores de λ.

Ejemplo 5.6 (PSD de un ruido blanco continuo) La gráfica de la izquierda de la Figura
5.5 muestra la PSD de un ruido blanco recortada a un rango de frecuencias −ω0 ≤ ω ≤ ω0. Se
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observa que P (ω) es constante en todo en intervalo. Ya comentábamos en el Ejemplo 5.1 que el
ruido blanco recibe este nombre por similitud con la luz blanca, cuyo espectro es constante para
todas la frecuencias.

− w0 w0

N/2

P(w)

Nw0

R(τ)

Figura 5.5: P (ω) con frecuencias acotadas para un ruido blanco (izquierda) y su correspondiente
R(τ) (derecha)

Para obtener la función de autocorrelación recurrimos a (5.23),

R(τ) =
N

2

∫ ω0

ω0

exp(i2πωτ)dω.

=
N

2
× e−i2πω0τ − ei2πω0τ

−i2πτ

=
N sin 2πω0τ

2πτ
.

La gráfica de la derecha en la Figura 5.5 corresponde a R(τ), que anula en los puntos τ =
±k/2ω0, k = 1, 2, . . ., lo que implica que las variables Xt y Xt+τ son incorreladas para dichos
valores de τ .

La potencia del proceso vale,

E(X2
t ) = R(0) =

N

2

∫ ω0

ω0

dω = Nω0,

que coincide con el máximo de la función R(τ), tal como se observa en la gráfica de la Figura
5.5.

A medida que ω0 →∞, el efecto sobre R(τ) es el que se muestra en las gráficas de la Figura
5.6. En el ĺımite, P (ω) será constante para cualquier frecuencia, hecho que caracteriza a un
ruido blanco, y su función de autocorrelación acumulará toda la potencia en 0 y valdrá por
tanto infinito. Utilizando la función δ lo expresaŕıamos,

R(τ) =
N

2
δ(τ).
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R(τ)

w ∈ [− w0, w0]

R(τ)

w ∈ [− 2w0, 2w0]

R(τ)

w ∈ [− 4w0, 4w0]

Figura 5.6: Efecto del crecimiento de ω0 sobre R(τ)

Discretización temporal de un ruido blanco continuo

El ejemplo anterior ilustra la obtención de R(τ) para un ruido blanco como ĺımite, cuando
ω0 → ∞, de las Rω0(τ) correspondientes a ruidos blancos filtrados del original mediante una
banda de frecuencias limitadas por |ω| ≤ ω0. Pero tiene un interés añadido, se trata de un modelo
utilizado habitualmente en el tratamiento de señales porque todos los sistemas f́ısicos, con raras
excepciones, presentan una banda de frecuencias limitada. Esta limitación real simplifica la
descripción matemática de los procesos sin sacrificar su realismo.

Pero las simplificaciones no acaban con un filtrado paso bajo. Una segunda e inevitable
simplificación es la que supone muestrear un proceso continuo para obtener un proceso discreto
en el tiempo con el que realmente trabajaremos. Hemos pasado del proceso Xt a la sucesión Xn.
Si originalmente Xt era un ruido blanco, ¿cuáles son las caracteŕısticas de la Xn?, ¿es también
una sucesión de ruido blanco?

El nuevo proceso Xn, antes del filtrado del original, puede representarse de la forma,

Xn = Xt|t=nT , −∞ < n < +∞,

donde T = f−1
0 es el periodo de muestreo y f0 la frecuencia de muestreo. Si queremos reconstruir

la señal original a partir de la muestreada, un conocido teorema exige que f0 sea mayor o igual
que 2ω0, la frecuencia de Nyquist.

Es inmediato comprobar que al igual que el proceso original, E(Xn) = 0. Calculemos ahora
R(k) para comprobar si la sucesión es también WSS.

RXn(k) = E(XnXn+k)
= E(XnT X(n+k)T )
= E(XnT XnT+kT )
= RXt(kT ), (5.26)

que al no depender de n supone que Xn es WSS. Además, de (5.26) se deduce que RXn(k) es,
a su vez, el resultado de muestrear la autocorrelación del proceso original con el mismo periodo
T con el que se obtuvo Xn. En concreto, si f0 = 2ω0 el periodo valdrá T = (2ω0)−1 y

RXn(k) = RXt [k(2ω0)−1],

pero en ejemplo anterior vimos que para un ruido blanco con densidad espectral de potencia
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constante e igual a N/2,

RXt
(τ) =

Nω0 sin 2πω0τ

2πω0τ
,

que como ya dijimos se anula en τ = ±k(2ω0)−1, k = 1, 2, . . ., que son lo puntos donde está de-
finida RXn

. En definitiva,

RXn
(k) =

{
Nω0, si k = 0;
0, k 6= 0,

que es la autocorrelación de una sucesión de ruido blanco con σ2 = Nω0.

Ejemplo 5.7 (Señal binaria aśıncrona (ABS)) Una señal binaria aśıncrona es una suce-
sión constituida por sucesivos impulsos de duración T y de amplitud aleatoria Xn, una variable
que toma los valores ±a con igual probabilidad. La sucesión es aśıncrona porque el instante de
inicio, D, es una variable U ∼ [−T/2, T/2[. Como consecuencia de ello, dos tiempos cuales-
quiera, t1 < t2, tales que t2 − t1 < T , pueden no coincidir en el mismo impulso.

A partir de una sucesión de estas caracteŕısticas se define el proceso ABS, continuo en el
tiempo, mediante la expresión

Xt =
∑

n

Xn1[D+nT−T
2 ,D+nT+ T

2 ](t), (5.27)

donde 1A(·) es la función caracteŕıstica del conjunto A, de manera que

1A(s) =
{

1, si s ∈ A;
0, si s ∈ Ac.

Una trayectoria del proceso se muestra en la Figura 5.7.

 

D 
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t1               t 2   a   
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Figura 5.7: Trayectoria de un proceso ABS con D 6= 0

La función de autocorrelación del proceso vale,

RX(t1, t2) = E(Xt1Xt2)

= E

[∑
n

Xn1[D+nT−T
2 ,D+nT+ T

2 ](t1)
∑
m

Xm1[D+mT−T
2 ,D+mT+ T

2 ](t2)

]
.

Suponemos que las amplitudes de los impulsos son independientes entre śı y del desplazamiento
inicial D. En consecuencia, E(XnXm) = E(Xn)E(Xm) = 0 si n 6= m, E(XnXm) = E(X2

n) =
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a2 si n = m, y

RX(t1, t2) = a2
∑

n

E
[
1[D+nT−T

2 ,D+nT+ T
2 ](t1)1[D+nT−T

2 ,D+nT+ T
2 ](t2)

]

+
∑

n 6=m

∑
m

E(Xn)E(Xm)E
[
1[D+nT−T

2 ,D+nT+ T
2 ](t1)1[D+mT−T

2 ,D+mT+ T
2 ](t2)

]

= a2
∑

n

E
[
1[D+nT−T

2 ,D+nT+ T
2 ](t1)1[D+nT−T

2 ,D+nT+ T
2 ](t2)

]
.

Observemos que 1A(t) es una variable aleatoria discreta que toma solamente los valores 0 y 1,
por tanto

E [1A(t1)1A(t2)] = P [1A(t1) = 1,1A(t2) = 1],

lo que supone que tanto t1 como t2 pertenecen al mismo y único intervalo A = [D + n0T −
T
2 , D + n0T + T

2 ]. Si t1 < t2, entonces D ha tomado un valor tal que el anterior intervalo cubre
al intervalo que ambos definen, [t1, t2]. Si t2−t1 = τ , para que esto ocurra D ∈ [−T/2, T/2−τ ].
El razonamiento es igualmente válido para el caso t2 < t1. En definitiva

E
[
1[D+n0T−T

2 ,D+n0T+ T
2 ](t1)1[D+n0T−T

2 ,D+n0T+ T
2 ](t2)

]
=

P (D ∈ [−T/2, T/2− |τ |]) =
T − |τ |

T
= 1− |τ |

T
, |τ | ≤ T,

mientras que la esperanza será 0 para cualquier otro n. La expresión final para RX(τ), con
|τ | = t2 − t1 será

R(τ) =

{
a2

(
1− |τ |

T

)
, |τ | ≤ T ;

0, |τ | ≥ T .

Se trata de una función triangular cuya gráfica se muestra en la Figura 5.8 para a = 1 y
T = 1.

Conocida la función de autocorrelación, podemos calcular ahora la densidad espectral de po-
tencia del proceso ABS y, en general, de cualquier proceso que posea una R(τ) que sea triangular
(supondremos a = 1).

P (ω) =
∫ +∞

−∞
R(τ) exp(−i2πωτ)dτ

=
∫ +T

−T

(
1− |τ |

T

)
exp(−i2πωτ)dτ

= 2
∫ T

0

(
1− |τ |

T

)
cos 2πωτdτ

= T

(
sin πωT

πωT

)2

. (5.28)

El resultado sugiere una forma más sencilla de obtener (5.28) si observamos que se trata del
cuadrado de una función sinc. Los pulsos rectangulares tienen por transformada de Fourier una
función de estas caracteŕısticas. Aśı, si la autocorrelación es un pulso rectangular unitario,

R(τ) =
{

1, si |τ | ≤ 1/2;
0, si |τ | > 1/2,
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Figura 5.8: Función de autocorrelación de un proceso ABS con a = 1 y T = 1

la P (ω) asociada vale

P (ω) = 2
∫ 1

0

cos 2πωτdτ =
sin πω

πω
.

Calculemos ahora la convolución de dos pulsos pulsos rectangulares unitarios.

Rc(ν) =
∫ +1/2

−1/2

R1(τ)R2(ν − τ)dτ.

Si observamos la Figura 5.9 vemos que para un ν ≥ 0, R2(ν − τ) ha desplazado su soporte a
[−1/2+ν, 1/2+ν] y el producto R1(τ)R2(ν−τ) es igual a la unidad en el intervalo [−1/2+ν, 1/2].
El valor de Rc(ν) será el área del recinto punteado, A = 1− ν. El razonamiento es igualmente
válido para ν < 0 y la conclusión es que Rc(τ) es una función triangular,

Rc(ν) =
{

1− |ν|, si |ν| ≤ 1;
0, si |ν| > 1.

La conclusión es que la autocorrelación triangular es la convolución de sendas autocorrela-
ciones pulsos rectangulares. Pero es sabido que

F [R1 ∗R2] = F [R1]F [R2].

En nuestro caso si R1(τ) = R2(τ) son pulsos rectangulares de soporte [−T/2, T/2] y altura
1/
√

T , la expresión (5.28) se obtiene de inmediato.
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R 1 ( τ )   R 2 ( ν- τ )  1  

  A=R(ν) 
Figura 5.9: Convolución de dos pulsos rectangulares

Densidad espectral de potencia cruzada

Cuando tenemos dos procesos estocásticos, Xt e Yt, ambos WSS, se define la función de
autocorrelación cruzada mediante,

RXY (τ) = E(Xt+τYt).

Análogamente, podemos definir su densidad espectral cruzada, PXY (ω), como F [RXY (τ)], que
es en general un función compleja.

5.2. Estimación de la densidad espectral de potencia

La Inferencia Estad́ıstica nos enseña que la estimación de cualquier caracteŕıstica ligada
a un fenómeno aleatorio exige la observación repetida del mismo, que proporciona lo que de-
nominamos una muestra aleatoria. Aśı, la media poblacional, µ, de una variable aleatoria X
podemos estimarla mediante la media muestral, X̄n =

∑n
i=1 Xi, obtenida a partir de una mues-

tra aleatoria de tamaño n, X1, . . . , Xn. Lo esencial de este procedimiento es la repetibilidad del
experimento, única forma de conseguir la n observaciones que componen la muestra.

Nuestro objetivo es ahora estimar caracteŕısticas ligadas a un proceso estocástico, en con-
creto su PSD, y el problema que se nos plantea es la imposibilidad de obtener una muestra del
proceso. Lo que śı está a nuestro alcance es poder efectuar una única observación del proceso a
lo largo del tiempo, incluso durante un periodo largo de tiempo. ¿Cómo obtener estimaciones
en tales condiciones? Necesitamos introducir el concepto de ergodicidad.

5.2.1. Ergodicidad

La ergodicidad es una propiedad por la cual las medias a lo largo del tiempo convergen a los
valores esperados poblacionales. Existen diferentes tipos de ergodicidad, según la caracteŕıstica
poblacional involucrada. Definiremos algunas de ellas, que nos han de ser útiles en cuanto sigue.

Definición 5.3 (Ergodicidad en media) Decimos que un proceso WSS es ergódico en me-
dia si la media temporal converge en media cuadrática a la media del proceso, µ,

X̂T =
1

2T

∫ +T

−T

Xtdt
m.s.−→ µ, cuando T →∞.
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Aún cuando consideramos fuera del alcance de estas notas las demostraciones de las propieda-
des de los estimadores ergódicos, y de las relaciones entre los distintos de ergodicidad, śı las
mencionaremos. El estimador X̂T es un estimador insesgado de µ y su varianza depende de la
función de autocovarianza.

Definición 5.4 (Ergodicidad en autocorrelación) Decimos que un proceso WSS es ergódi-
co en autocorrelación si

1
2T

∫ +T

−T

Xt+τXtdt
m.s.−→ R(τ), ∀τ.

Si definimos un nuevo proceso para cada k mediante

Yτ (t) = Xt+τXt,

la ergodicidad en autocorrelación admite una caracterización alternativa, como nos muestra el
siguiente teorema.

Teorema 5.1 Un proceso estocástico WSS, Xt, es ergódico en autocorrelación si y solo si

1
2T

∫ +T

−T

(
1− |u|

2T

)
CYτ (u)du

m.s.−→ 0, ∀τ.

5.2.2. Periodograma: definición y propiedades

La estimación de la densidad espectral de potencia puede llevarse a cabo de dos formas
distintas. La primera se basa en la definición de la PSD como F [R(τ)], supone estimar en primer
lugar la función de autocorrelación y estimar a continuación la PSD mediante la transformada
de Fourier de dicha estimación. La segunda obtiene la PSD directamente de los datos a partir
de lo que se conoce como el periodograma.

Definición 5.5 (Periodograma) Sean X0, X1, . . . , Xn−1, n observaciones de un proceso WSS,
Xt, discreto en el tiempo. Sea x̃n(ω) la transformada de Fourier discreta de dichas observacio-
nes,

x̃n(ω) =
n−1∑

j=0

Xj exp(−i2πωj). (5.29)

Se define el periodograma, como el cuadrado medio de dicha transformada,

In(ω) =
1
n
|x̃n(ω)|2. (5.30)

Si tenemos en cuenta que |x̃n(ω)|2 es una medida de la enerǵıa del proceso en la frecuencia ω,
In(ω), la media temporal de dicha enerǵıa, es una estimación de la potencia en ω.

La justificación de porqué el periodograma es un estimador adecuado para la PSD la encon-
tramos al calcular la esperanza de (5.30). Tengamos primero en cuenta que

|x̃n(ω)|2 =




n−1∑

j=0

Xj exp(−i2πωj)




[
n−1∑

k=0

Xj exp(i2πωk)

]
,
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por tratarse de una variable aleatoria compleja. Calculemos ahora la esperanza.

E[In(ω)] =
1
n

E








n−1∑

j=0

Xje
−i2πωj




[
n−1∑

k=0

Xkei2πωk

]



=
1
n

n−1∑

j=0

n−1∑

k=0

E(XjXk)e−i2πω(j−k)

=
1
n

n−1∑

j=0

n−1∑

k=0

RX(j − k)e−i2πω(j−k). (5.31)

La expresión (5.31) puede simplificarse si tenemos en cuenta que el argumento j−k toma valores
entre −(n−1) y n−1, tantos como diagonales tiene el ret́ıculo [0, 1, . . . , n−1]× [0, 1, . . . , n−1],
puesto que en cada una de esas diagonales j − k toma el mismo valor. Aśı pues, haciendo
j − k = m,

E[In(ω)] =
1
n

n−1∑

m=−(n−1)

(n− |m|)RX(m)e−i2πωm

=
n−1∑

m=−(n−1)

(
1− |m|

n

)
RX(m)e−i2πωm. (5.32)

La consecuencia inmediata de (5.32) es que In(ω) es un estimador asintóticamente insesgado de
PX(ω), lo que justifica su elección. Es deseable que la varianza del estimador sea pequeña, en
particular que sea asintóticamente 0. No es el caso del periodograma, puede demostrarse que
para un proceso WSS,

var[In(ω)] ≈ P 2(ω). (5.33)

Se trata de un estimador inconsistente, lo que puede conducir a estimaciones con gran varia-
bilidad. En los textos de Diggle (1990) y Stark y Woods (2002) puede el lector encontrar un
desarrollo de estos aspectos.

Si el proceso Xt es un proceso continuo en el tiempo, cuanto hemos dicho para el caso
discreto puede extenderse de forma inmediata. Si observamos el proceso en el intervalo [0, T ],
definimos el periodograma mediante

IT (ω) =
1
T
|x̃T (ω)|2,

con

x̃n(ω) =
∫ T

0

Xte
−i2πωtdt.

Un desarrollo semejante al que condujo a (5.32) conduce ahora a

E[IT (ω)] =
∫ +T

−T

(
1− τ

T

)
RX(τ)e−i2πωτdτ,

que para T →∞ implica
E[IT (ω)] −→ PX(ω).
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Periodograma medio. Aproximación de Bartlett

Una forma de disminuir la varianza del periodograma, cuando se dispone del suficiente
número de observaciones, consiste en dividir éstas en subconjuntos consecutivos y estimar un
periodograma en cada uno de ellos. Con todos ellos podemos calcular un periodograma medio
que posee menor variabilidad.

Si m es un divisor de n, número de observaciones, y k el correspondiente cociente, definimos
los k subconjuntos de la forma,

X [l] = {Xj+(l−1)m, 0 ≤ j ≤ m− 1}, 1 ≤ l ≤ k.

El periodograma correspondiente a X [l] se define mediante (5.30),

I [l]
m (ω) =

1
m
|x̃[l]

m(ω)|2 =
1
m

∣∣∣∣∣∣

lm−1∑

j=(l−1)m

Xj exp(−i2πωj)

∣∣∣∣∣∣

2

.

Definimos ahora el periodograma medio como aquél cuyo valor en cada frecuencia, ω, es la
media aritmética de los I

[l]
m (ω),

B(ω) =
1
k

k∑

l=1

I [l]
m (ω). (5.34)

Este periodograma recibe el nombre de periodograma de Bartlett, que fue quién lo introdujo
(Bartlett, 1950). La linealidad de la esperanza implica que este nuevo periodograma es también
un estimador insesgado de P (ω). Por lo que respecta a su varianza, podemos obtenerla a partir
de (5.33) teniendo en cuenta que para m lo suficientemente grande y l1 6= l2, I

[l1]
m (ω) y I

[l2]
m (ω)

son incorreladas,

var[B(ω)] =
1
k2

k∑

l=1

var[I [l]
m (ω)] =

1
k

var[I [1]
m (ω)] ≈ 1

k
P 2(ω).

Ejemplo 5.8 En el ejemplo 5.3 de Montes (2007) hemos obtenido la densidad espectral de
potencia del proceso ARMA(2,2)

(1− 1,2B + 0,4B2)Xt = (1− 0,8B + 0,1B2)Zt.

Hemos generado 1024 observaciones del proceso que aparecen representadas en el gráfico de la
Figura 5.10.

Para ver el efecto del periodograma medio de Bartlett hemos estimado el periodograma de
las 1024 simulaciones. Hemos calculado sendos periodogramas medios para k = 4 y k = 16. Las
gráficas de todos ellos, junto con la densidad espectral de potencia del modelo ARMA(2,2) se
muestran conjuntamente en la Figura 5.11. Se aprecia claramente la mejora de la estimación
a medida que k aumenta y también la disminución de la variabilidad, basta para ello observar
las diferentes escalas para las ordenadas.
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Figura 5.10: Simulaciones del proceso ARMA(2,2)
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Figura 5.11: Periodogramas medios para distintos valores de k
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