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Capitulo 1

Espacio de probabilidad

1.1. Causalidad y aleatoriedad

A cualquiera que preguntemos cuanto tiempo tardariamos en recorrer los 350 kilémetros que
separan Valencia de Barcelona, si nos desplazamos con velocidad constante de 100 kms/hora,
nos contestara sin dudar que 3 horas y media. Su actitud serd muy distinta si, previamente a su
lanzamiento, le preguntamos por la cara que nos mostrard un dado. Se trata de dos fenémenos
de naturaleza bien distinta,

= ¢l primero pertenece a los que podemos denominar deterministas, aquellos en los que
la relacién causa-efecto aparece perfectamente determinada. En nuestro caso concreto, la
conocida ecuacién e = v - t, describe dicha relacion,

= el segundo pertenece a la categoria de los que denominamos aleatorios, que se caracte-
rizan porque aun repitiendo en las mismas condiciones el experimento que lo produce, el
resultado variard de una repeticién a otra dentro de un conjunto de posibles resultados.

La Teoria de la Probabilidad pretende emular el trabajo que los fisicos y, en general, los cientifi-
cos experimentales han llevado a cabo. Para entender esta afirmacién observemos que la ecuacién
anterior, e = v - t, es un resultado experimental que debemos ver como un modelo matemdti-
co que, haciendo abstracciéon del mévil concreto y del medio en el que se desplaza, describe
la relacién existente entre el espacio, el tiempo y la velocidad. La Teoria de la Probabilidad
nos permitird la obtencién de modelos aleatorios o estocdsticos mediante los cuales podremos
conocer, en términos de probabilidad, el comportamiento de los fendmenos aleatorios.

1.2. Experimento, resultado, espacio muestral y suceso

Nuestro interlocutor si que seré capaz de responder que el dado mostrard una de sus caras. Al
igual que sabemos que la extraccién al azar de una carta de una baraja espanola pertenecerd a
uno de los cuatro palos: oros, copas, espadas o bastos. Es decir, el experimento asociado a nuestro
fenémeno aleatorio! da lugar a un resultado, w, de entre un conjunto de posibles resultados.
Este conjunto de posibles resultados recibe el nombre de espacio muestral, 2. Subconjuntos de
resultados con una caracteristica comiin reciben el nombre de sucesos aleatorios o, simplemente,

1Una pequeia disquisicién surge en este punto. La aleatoriedad puede ser inherente al fenémeno, lanzar un
dado, o venir inducida por el experimento, extracciéon al azar de una carta. Aunque conviene senialarlo, no es
este lugar para profundizar en la cuestién
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sucesos. Cuando el resultado del experimento pertenece al suceso A, decimos que ha ocurrido
o se ha realizado A.

A continuacién mostramos ejemplos de experimentos aleatorios, los espacios muestrales aso-
ciados y algunos sucesos relacionados.

Lanzamiento de dos monedas.- Al lanzar dos monedas el espacio muestral viene definido
por Q@ ={CC,C+,+C,++}. Dos ejemplos de sucesos en este espacio pueden ser:

A ={Ha salido una cara}={C+,+C},
B ={Ha salido m4s de una cruz}={++}.

Elegir un punto al azar en el circulo unidad.- Su espacio muestral es Q@ ={Los puntos
del circulo}. Ejemplos de sucesos:

A = {w; d(w,centro) < 0,5},
B ={w; 0,3 < d(w, centro) < 0,75}.

1.2.1. Sucesos, conjuntos y o-algebra de sucesos

Puesto que los sucesos no son méas que subconjuntos de 2, podemos operar con ellos de
acuerdo con las reglas de la teoria de conjuntos. Todas las operaciones entre conjuntos seran
aplicables a los sucesos y el resultado de las mismas dara lugar a nuevos sucesos cuyo significado
debemos conocer. Existen, por otra parte, sucesos cuya peculiaridad e importancia nos lleva a
asignarles nombre propio. De estos y de aquellas nos ocupamos a continuacion:

Suceso cierto o seguro: cuando llevamos a cabo cualquier experimento aletorio es seguro que
el resultado pertenecerd al espacio muestral, por lo que €2, en tanto que suceso, ocurre
siempre y recibe el nombre de suceso cierto o seguro.

Suceso imposible: en el extremo opuesto aparece aquel suceso que no contiene ningin resul-
tado que designamos mediante () y que, l6gicamente, no ocurre nunca, razén por la cual
se le denomina suceso imposible.

Sucesos complementarios: la ocurrencia de un suceso, A, supone la no ocurrencia del suceso
que contiene a los resultados que no estdn en A, es decir, A°. Ambos sucesos reciben el
nombre de complementarios.

Unién de sucesos: la unién de dos sucesos, A U B, da lugar a un nuevo suceso que no es
mas que el conjunto resultante de dicha unién. En consecuencia, A U B ocurre cuando el
resultado del experimento pertenece a A, a B o ambos a la vez.

Interseccién de sucesos: la interseccién de dos sucesos, A N B, es un nuevo suceso cuya
realizacion tiene lugar si el resultado pertenece a ambos a la vez, lo que supone que
ambos ocurren simultdneamente.

Sucesos incompatibles: Existen sucesos que al no compartir ningiin resultado su interseccién
es el suceso imposible, AN B = @. Se les denomina, por ello, sucesos incompatibles. Un
suceso A y su complementario A€, son un buen ejemplo de sucesos incompatibles.

Siguiendo con el desarrollo emprendido parece légico concluir que todo subconjunto de € serda un
suceso. Antes de admitir esta conclusién conviene una pequena reflexion: la nocién de suceso
es un concepto que surge con naturalidad en el contexto de la experimentacién aleatoria pero,
aunque no hubiera sido asi, la necesidad del concepto nos hubiera obligado a inventarlo. De
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la misma forma, es necesario que los sucesos poseean una minima estructura que garantice la
estabilidad de las operaciones naturales que con ellos realicemos, entendiendo por naturales
la complementacion, la union y la interseccion. Esta dos iltimas merecen comentario aparte
para precisar que no se trata de uniones e intersecciones en niimero cualquiera, puesto que mas
alla de la numerabilidad nos movemos con dificultad. Bastara pues que se nos garantice que
uniones e intersecciones numerables de sucesos son estables y dan lugar a otro suceso. Existe
una estructura algebraica que verifica las condiciones de estabilidad que acabamos de enumerar.

Definicién 1.1 (o-3lgebra de conjuntos) Una familia de conjuntos A definida sobre Q de-
cimos que es una o-dlgebra si:

1. Qe A.
2. Ac A= A e A.
3 A{Antn>1 CA= U, 5 A €A

La familia de las partes de 2, P(2), cumple con la definicién y es por tanto una o-édlgebra de
sucesos, de hecho la més grande de las existentes. En muchas ocasiones excesivamente grande
para nuestras necesidades, que vienen determinadas por el ntcleo inicial de sucesos objeto de
interés. El siguiente ejemplo permite comprender mejor este ultimo comentario.

Ejemplo 1.1 Si suponemos que nuestro experimento consiste en elegir al azar un nimero en
el intervalo [0,1], nuestro interés se centrard en conocer si la eleccién pertenece a cualquiera de
los posibles subintervalos de [0,1]. La o-dlgebra de sucesos generada a partir de ellos, que es la
menor que los contiene, se la conoce con el nombre de o-dlgebra de Borel en [0,1], Bjo,1], ¥ es
estrictamente menor que P([0,1]).

En resumen, el espacio muestral vendra acompanado de la correspondiente o-algebra de sucesos,
la més conveniente al experimento. La pareja que ambos constituyen, (£2,.4), recibe el nombre
de espacio probabilizable.

Sefialemos por ultimo que en ocasiones no es posible economizar esfuerzos y A coincide con
P(£2). Por ejemplo cuando el espacio muestral es numerable.

1.3. Probabilidad

Ya sabemos que la naturaleza aleatoria del experimento impide predecir de antemano el
resultado que obtendremos al llevarlo a cabo. Queremos conocer si cada suceso de la o-algebra
se realiza o no. Responder de una forma categérica a nuestro deseo es demasiado ambicioso.
Es imposible predecir en cada realizacién del experimento si el resultado va a estar o no en
cada suceso. En Probabilidad la pregunta se formula del siguiente modo: ;qué posibilidad hay
de que tenga lugar cada uno de los sucesos? La respuesta exige un tercer elemento que nos
proporcione esa informacién: Una funcién de conjunto P, es decir, una funcién definida sobre la
o-algebra de sucesos, que a cada uno de ellos le asocie un valor numérico que exprese la mayor o
menor probabilidad o posibilidad de producirse cuando se realiza el experimento. Esta funcién
de conjunto se conoce como medida de probabilidad o simplemente probabilidad. Hagamos un
breve incursién histérica antes de definirla formalmente.

El concepto de probabilidad aparece ligado en sus origenes a los juegos de azar, razoén por
la cual se tiene constancia del mismo desde tiempos remotos. A lo largo de la historia se han
hecho muchos y muy diversos intentos para formalizarlo, dando lugar a otras tantas definiciones
de probabilidad que adolecian todas ellas de haber sido confeccionadas ad hoc, careciendo por
tanto de la generalidad suficiente que permitiera utilizarlas en cualquier contexto. No por ello el
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interés de estas definiciones es menor, puesto que supusieron sucesivos avances que permitieron
a Kolmogorov enunciar su conocida y definitiva axioméatica en 1933. De entre las distintas
aproximaciones, dos son las més relevantes:

Método frecuencialista.- Cuando el experimento es susceptible de ser repetido en las mismas
condiciones una infinidad de veces, la probabilidad de un suceso A, P(A), se define como
el limite? al que tiende la frecuencia relativa de ocurrencias del suceso A.

Método clasico (Férmula de Laplace).- Si el experimento conduce a un espacio muestral

finito con n resultados posibles, Q@ = {wi,ws,...,wy,}, todos ellos igualmente probables,
la probabilidad de un suceso A que contiene m de estos resultados se obtiene mediante la
férmula m
P(A) = —
(4)=",

conocida como férmula de Laplace, que la propuso a finales del siglo XVIII. La férmula
se enuncia como el cociente entre el numero de casos favorables y el nimero de casos
posibles. Obsérvese la incorrecién formal de esta aproximacién en la medida que exige
equiprobabilidad en los resultados para poder definir, precisamente, la probabilidad, lo
cual implica un conocimiento previo de aquello que se quiere definir.

Las anteriores definiciones son aplicables cuando las condiciones exigidas al experimento son
satisfechas y dejan un gran nimero de fenémenos aleatorios fuera de su alcance. Estos problemas
se soslayan con la definicién axiomética propuesta por A.N.Kolmogorov en 1933:

Definicién 1.2 (Probabilidad) Una funcidn de conjunto, P, definida sobre la o-dlgebra A
es una probabilidad si:

1. P(A) > 0 para todo A € A.
2. P(Q) =1.

3. P es numerablemente aditiva, es decir, si {An}n>1 €s una sucesion de sucesos disjuntos

de A, entonces
P({J An) =) P(4,).

n>1 n>1

A la terna (2, A, P) la denominaremos espacio de probabilidad.

Senalemos, antes de continuar con algunos ejemplos y con las propiedades que se derivan de
esta definicién, que los axiomas propuestos por Kolmogorov no son més que la generalizacién
de las propiedades que posee la frecuencia relativa. La definicion se apoya en las aproximaciones
previas existentes y al mismo tiempo las incluye como situaciones particulares que son.

Ejemplo 1.2 (Espacio de probabilidad discreto) Supongamos un espacio muestral, 2, nu-
merable y como o-dlgebra la familia formada por todos los posibles subconjuntos de §2. Sea p
una funcion no negativa definida sobre Q werificando: ) .o p(w) = 1. Si definimos P(A) =
> wea P(w), podemos comprobar con facilidad que P es una probabilidad. Hay un caso particular
de especial interés, el llamado espacio de probabilidad discreto uniforme, en el que Q2 es finito,

Q={wi,wa,...,wn}, y plw;) = =, Vw; € Q. Entonces, para A = {w;,,wi,,...,win} se tiene
m
P(A) = —
(=",

2Debemos advertir que no se trata aqui de un limite puntual en el sentido habitual del Anélisis. M4s adelante
se introducird el tipo de convergencia al que nos estamos refiriendo
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que es la formula de Laplace, obtenida ahora con rigor. El nombre de uniforme se justifica
porque la masa de probabilidad estd uniformemente repartida al ser constante en cada punto.
Un ejemplo de espacio de probabilidad discreto uniforme es el que resulta de lanzar dos dados.
El espacio muestral, Q@ ={(1,1),(1,2),...,(6,5),(6,6)}, estd formado por las 6 x 6 posibles parejas
de caras. Si los dados son correctos, cualquiera de estos resultados tiene la misma probabilidad,
1/36. Sea ahora A ={ambas caras son pares}, el nimero de puntos que contiene A son 9, por

lo que aplicando la formula de Laplace, P(A) =9/36 = 1/4.

Ejemplo 1.3 (Probabilidad discreta) Si el espacio probabilizable, (2, A), es arbitrario pero
la probabilidad P verifica que existe un subconjunto numerable de Q, D = {wg, k > 1}, y
una sucesion de valores no negativos, {pi}tr>1, tal que P(A) = ZwkeAmD Dk, se dice que la
probabilidad es discreta. Observemos que debe verificarse P(D) = ZwkeD pr = 1.

Supongamos, por ejemplo, que nuestro espacio probabilizable es (R, 3), y consideremos wy, =
kparak =0,....,n yp, = (Z)pk(l — p)"~ k. Tenemos una probabilidad discreta que recibe el
nombre de binomial.

Ejemplo 1.4 (Espacio de probabilidad uniforme continuo) Al elegir un punto al azar
en un circulo de radio 1, el espacio muestral resultante estard formado por todos los puntos del
circulo Q = {(w1,ws); w?+ w2 < 1}. La eleccion al azar implica que la masa de probabilidad se
distribuye uniformemente en todo el circulo, lo que significa que cualquiera de sus puntos puede
ser igualmente elegido. Las caracteristicas del espacio no permiten afirmar, como haciamos en
el caso finito, que cada punto tiene la misma probabilidad. Ahora la uniformidad se describe
afirmando que la probabilidad de cualquier suceso A es directamente proporcional a su drea,

P(A) = k|A|. Pero P(2) =1 =k|Q| = kr, de donde k =1/7, y de aquf,

_ AL Al

PA) =)= VACQ

Por ejemplo, si A ={puntos que distan del centro menos de 1/2}, A serd el circulo de radio
1/2y

P(A)=—=-.

(4) T 4

El concepto de espacio de probabilidad uniforme continuo se puede generalizar facilmente a cual-
quier subconjunto de Borel acotado en R*, sustituyendo el drea por la correspondiente medida
de Lebesgue.

1.3.1. Propiedades de la probabilidad

De la definicién de probabilidad se deducen algunas propiedades muy utiles.

La probabilidad del vacio es cero.- Q@ = QUOU DB U ... y por la aditividad numerable,
P(Q) = P(Q) + > 4>, P(0), de modo que P(0) = 0.

Aditividad finita.- Si Ay,..., A, son elementos disjuntos de A, aplicando la o-aditividad, la
propiedad anterior y haciendo A; = @), i > n tendremos

P<0Ai>:P UAi :iP(Ai).

i>1

Se deduce de aqui facilmente que VA € A, P(A°) =1— P(A).
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Monotonia.- Si A,B € A, A C B, entonces de P(B) = P(A) + P(B — A) se deduce que
P(A) < P(B).

Probabilidad de una unién cualquiera de sucesos (férmula de inclusién-exclusién).-
SiAg,..., A, €A, entonces

(9+)-

zn:P(AZ-) =Y PAiNA) + ...+ (=) P(A N . N Ay). (1.1)

i=1 i<j

Para su obtencién observemos que si n = 2 es cierta, pues

P(AyUAy) = P(A))+P(As — Ay) = P(A;)+ P(Ay — A1) + P(A1 N As) — P(A1 N Ag)
= P(A;)+ P(As) — P(A1 N Ag).

El resto se sigue por induccién.

Subaditividad.- Dados los sucesos Aq,..., A,, la relacién existente entre la probabilidad de
la unién de los A; y la probabilidad de cada uno de ellos es la siguiente:

En efecto, sean By = Ay y B; = A; — U;;ll Aj para i =2,...,n. Los B; son disjuntos y
U, B: = U;_, A;. Por la aditividad finita y la monotonia de P se tiene

P (0 Ai> =P (CJ B,-) = Xn:P(Bi) < zn:P(Ai).

i=1

Si se trata de una sucesién de sucesos, {4, }n>1, se comprueba, andlogamente, que

PlAn] <D PAy.

n>1 n>1

Continuidad de la probabilidad.- Sea {4, },>1 una sucesién mondétona creciente de suce-
sos y sea A su limite. Es decir, A, C Apy1, VY0 y U,»; An = A (que en lo que si-
gue denotaremos mediante A, 1 A). Si a partir de la sucesién inicial definimos B, =
A, — U?;ll A;=A,—A,_1,paran> 1y By = A, se tiene

PA) =P A | =P[UBn|=D_PBn)=

n>1 n>1 n>1
i P(B;)= lim P B.| = lim P(A,),
M 2 PE) =t PIUB | =t P(4)

propiedad que se conoce como continuidad desde abajo.

Si la sucesién es decreciente y A, | A, la sucesiéon de complementarios serd creciente y
aplicando la continuidad desde abajo y que P(B¢) =1 — P(B), VB € A, tendremos que
P(A,) | P(A), que se conoce como continuidad desde arriba.
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1.4. Probabilidad condicionada. Teorema de Bayes

Si compramos un ndmero para una rifa que se celebra anualmente durante las fiestas de
verano en nuestro pueblo y que estd compuesta por 100 boletos numerados del 1 al 100, sabemos
que nuestra probabilidad ganar el premio, suceso que designaremos por A, vale

1

Supongamos que a la manana siguiente de celebrase el sorteo alguien nos informa que el boleto
premiado termina en 5. Con esta informacion, ;continuaremos pensando que nuestra probabi-
lidad de ganar vale 10~2? Desde luego serfa absurdo continuar pensandolo si nuestro niimero
termina en 7, porque evidentemente la nueva probabilidad valdria P’'(A) = 0, pero aunque
terminara en 5 también nuestra probabilidad de ganar habria cambiado, porque los nimeros
que terminan en 5 entre los 100 son 10 y entonces

10 veces mayor que la inicial.

Supongamos que nuestro nimero es el 35 y repasemos los elementos que han intervenido en
la nueva situacién. De una parte, un suceso original A ={ganar el premio con el nimero 35},
de otra, un suceso B ={el boleto premiado termina en 5} de cuya ocurrencia se nos informa a
priori. Observemos que ANB ={el nidmero 85} y que la nueva probabilidad encontrada verifica,

, 1 1/100 P(ANB)
Pd)=15= 10/100 P(B)

poniendo en evidencia algo que cabia esperar, que la nueva probabilidad a depende de P(B).
Estas propiedades observadas justifican la definicién que damos a continuacién.

Definicién 1.3 (Probabilidad condicionada) Sea (2, A, P) un espacio de probabilidad y
sean A y B dos sucesos, con P(B) > 0, se define la probabilidad de A condicionada a B
mediante la expresion,

P(ANB)

P(AIB) = =55

A la anterior expresion se la denomina probabilidad con toda justicia, porque verifica los tres
axiomas que definen el concepto de probabilidad, como facilmente puede comprobarse. De entre
los resultados y propiedades que se derivan de este nuevo concepto, tres son especialmente
relevantes: el teorema de factorizacion, el teorema de la probabilidad total y el teorema de
Bayes.

1.4.1. Teorema de factorizacién

A partir de la definicién de probabilidad condicionada, la probabilidad de la interseccién de
dos sucesos puede expresarse de la forma P(ANB) = P(A|B)P(B). El teorema de factorizacién
extiende este resultado para cualquier interseccion finita de sucesos.

Consideremos los sucesos Ay, Ag, ..., Ay, tales que P(N_;A;) > 0, por induccién se com-
prueba facilmente que

P (ﬂ AZ-> =P (A, NI A) P (Apoa| NP2 Ay) .. P(As| A1) P(Ay).
i=1
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Ejemplo 1.5 En una urna que contiene 5 bolas blancas y 4 negras, llevamos a cabo 3 extrac-
ciones consecutivas sin reemplazamiento. ;Cudl es la probabilidad de que las dos primeras sean
blancas y la tercera negra?

Cada extraccion altera la composicion de la urna y el total de bolas que contiene. De acuerdo
con ello tendremos (la notacion es obvia)

P(BiNByNN3) =
= P(N3|By N By)P(By|By)P(By) = 4.4.2

1.4.2. Teorema de la probabilidad total

Si los sucesos Ay, Ag, ..., A, constituyen un particién del , tal que P(4;) > 0, Vi, tendre-
mos que cualquier suceso B podra particionarse de la forma, B = U ; BN A; y tratandose de
una unién disjunta podremos escribir

n

P(B)=Y P(BNA;) = iP(B|Ai)P(Ai). (1.2)

i=1

Este resultado se conoce con el nombre de teorema de la probabilidad total.

Encuesta sobre cuestiones delicadas: una aplicacién del teorema de la probabilidad
total

Es bien conocida la reticencia de la gente a contestar cualquier encuesta, reticencia que se
convierte en clara desconfianza y rechazo si el cuestionario aborda lo que podriamos denominar
temas delicados: situacion econdmica, creencias religiosas, afinidades politicas, costumbres se-
xuales, consumo de estupefacientes, ... El rechazo y la desconfianza estan casi siempre basados
en la creencia de una insuficiente garantia de anonimato. Es comprensible, por tanto, el afan
de los especialistas en convencer a los encuestados de que el anonimato es absoluto. El teorema
de la probabilidad total puede ayudar a ello.

Supongamos que un socidlogo estad interesado en conocer el consumo de drogas entre los
estudiantes de un Instituto de Bachillerato. Elige 100 estudiantes al azar y para garantizar la
confidencialidad de las respuestas, que sin duda redundard en un resultado mas fiable, disena
una estrategia consistente en que cada estudiante extrae al azar un bola de un saco o urna que
contiene 100 bolas numeradas del 1 al 100, conservandola sin que nadie la vea,

= siel nimero de la bola elegida esta entre el 1y el 70, contesta a la pregunta shas consumido
drogas alguna vez?,

= si el namero de la bola elegida esta entre el 71 y el 100, contesta a la pregunta jes par la
ultima cifra de tu DNI?.

En ambos casos la respuesta se escribe sobre un trozo de papel sin indicar, légicamente, a
cudl de las dos preguntas se estd contestando.

Realizado el proceso, las respuestas afirmativas han sido 25 y para estimar la proporcién de
los que alguna vez han consumido droga aplicamos (1.2),

P(st) = P(sipregunta delicada)P(pregunta delicada)+
P(silpregunta intrascendente) P(pregunta intrascendente)

Sustituyendo,



1.4 Probabilidad condicionada. Teorema de Bayes 9

0,25 = P(si|pregunta delicada) x 0,7+ 0,5 x 0,3,
y despejando,

0,25 —0,15
P(silpregunta delicada) = # ~ 0,14
Es obvio que P(pregunta intrascendente) ha de ser conocida muy aproximadamente, como
en el caso de la terminaciones del DNI, que por mitades deben de ser pares o impares.

1.4.3. Teorema de Bayes

Puede tener interés, y de hecho asi ocurre en muchas ocasiones, conocer la probabilidad
asociada a cada elemento de la particién dado que ha ocurrido B, es decir, P(4;|B). Para ello,
recordemos la definicién de probabilidad condicionada y apliquemos el resultado anterior.

P(A;NB) P(B|A;)P(A;)

P(Ai|B) = P(B) = E?:l P(B|Ai)P(Ai)'

Este resultado, conocido como el teorema de Bayes, permite conocer el cambio que experimen-
ta la probabilidad de A; como consecuencia de haber ocurrido B. En el lenguaje habitual del
Célculo de Probabilidades a P(A;) se la denomina probabilidad a priori y a P(A;|B) proba-
bilidad a posteriori, siendo la ocurrencia de B la que establece la frontera entre el antes y el
después. ;Cudl es, a efectos précticos, el interés de este resultado? Vedmoslo con un ejemplo.

Ejemplo 1.6 Tres urnas contienen bolas blancas y negras. La composicion de cada una de
ellas es la siguiente: Uy = {3B,1N}, Uy = {2B,2N}, Us = {1B,3N}. Se elige al azar una de
las urnas, se extrae de ella una bola al azar y resulta ser blanca. ;Cudl es la urna con mayor
probabilidad de haber sido elegida?

Mediante Uy, Uy y Us, representaremos también la urna elegida. Estos sucesos constituyen
una particion de ) y se verifica, puesto que la eleccion de la urna es al azar,

P(Uh) = P(Uy) = P(Us) = 5.

Si B={la bola extraida es blanca}, tendremos
3 2 1
P(B|Uy) = T P(B|Us) = T P(B|U3) = T

Lo que nos piden es obtener P(U;|B) para conocer cudl de las urnas ha originado, mds proba-
blemente, la extraccion de la bola blanca. Aplicando el teorema de Bayes a la primera de las
urnas,

Y

3

2, 1.1 ¢

itszg 6
y para las otras dos, P(Us|B) =2/6 y P(Us|B) = 1/6. Luego la primera de las urnas es la que

con mayor probabilidad did lugar a una extraccion de bola blanca.

P(U1|B) =

SV
e
Wl

El teorema de Bayes es uno de aquellos resultados que inducen a pensar que la cosa no era
para tanto. Se tiene ante él la sensacién que produce lo trivial, hasta el punto de atrevernos
a pensar que lo hubiéramos podido deducir nosotros mismos de haberlo necesitado, aunque
afortunadamente el Reverendo Thomas Bayes se ocupé de ello en un trabajo titulado An Essay
towards solving a Problem in the Doctrine of Chances, publicado en 1763. Conviene precisar
que Bayes no planteé el teorema en su forma actual, que es debida a Laplace.
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1.4.4. El teorema de Bayes en términos de apuestas (odds): el valor
de la evidencia

Cuando apostamos en una carrera de caballos es 16gico que lo hagamos a aquel caballo que
creemos ganador, es decir, aquél que tiene mayor probabilidad de ganar. Pero el mundo de las
apuestas tiene un lenguaje propio y no se habla en él de probabilidad de ganar, utilizando en
su lugar expresiones del tipo: las apuestas estan “5 a 2 a favor” de un determinado caballo o
“6 a 1 en contra” de que el Valencia gane la Liga.

. Qué significa que las apuestas estan “3 a 2 en contra” de que Lucero del Alba gane el
Grand National? La expresién resume el hecho de que 2 de cada 5 apostantes lo hacen por
dicho caballo como vencedor. Si hablaramos de “5 a 2 a favor” estariamos afirmando que 5 de
cada 7 apostantes lo consideran ganador. Si queremos expresar estas afirmaciones en términos
de probabilidad y denotamos por G el suceso Lucero del Alba gana, P(G) no es més que la
proporcién de apostantes que piensan que ganard, es decir, P(G) = 2/5 o P(G°) = 3/5 en el
primer caso y P(G) =5/7 o P(G°) = 2/7 en el segundo.

Podemos establecer una sencilla relacién entre ambas formas de expresar la misma idea.
Si por O (del inglés odds) denotamos las apuestas en contra expresadas en forma de fraccién,
podemos escribir

_ P&9)
- P(G)’

que no es méas que el cociente entre la probabilidad de no ganar y la de hacerlo. A su vez, como
P(G°) =1 — P(Q), facilmente se obtiene la expresién de la probabilidad de ganar en términos

de las apuestas
1

o+

Volvamos de nuevo al teorema de Bayes. Dados dos sucesos A y B escribifamos

P(G) (1.3)

p(ap) = LB (B]Lf(‘g 4)

Si reemplazamos A por su complementario, A¢, tenemos

p(aE) = ZE I

Al dividir ambas expresiones obtenemos

P(AIB) _ P(BlA) _ P(A)
P(AB) ~ P(BlA9) * P(A7)’ (14)

expresién que se conoce como el teorema de Bayes en forma de apuestas (odds). Comentemos
el significado de los tres cocientes que aparecen en (1.4).

La izquierda de la igualdad representa las apuestas a favor de A, dado el suceso B. El
segundo factor de la derecha son esas mismas apuestas obtenidas sin la informacién que supone
conocer que ha ocurrido B. Por dltimo, el primer factor de la parte derecha de la igualdad es
el cociente entre las probabilidades de un mismo suceso, B, segin que A haya ocurrido o no.
Es lo que se denomina razdén de verosimilitud.

Para ver el interés que (1.4) tiene, vamos a utilizarla en un contexto forense. Se trata de
obtener el valor de una evidencia (Ev) en la discusién sobre la culpabilidad (C) o inocencia
(C¢) de un sospechoso. La expresién (1.4) nos permite adaptar las apuestas a priori (antes
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de la presentacién de la evidencia Ev) a favor de su culpabilidad y convertirlas en apuestas a
posteriori, llevando a cabo dicha conversion mediante el factor
P(Ev|C
v = PEC) (15)
P(Ev|C?)
al que se conoce como walor de la evidencia. Es importante destacar el hecho de que para su
célculo necesitamos dos probabilidades: las de Ev tanto si el sospechoso es culpable? como si
es inocente.
El ejemplo que sigue ilustra el papel que este concepto puede jugar durante un juicio en la
valoracién de las pruebas y la consecuente ayuda que para juez o jurado supone.

Harvey contra el Estado (Alaska, 1999)

En 1993 Kimberly Esquivel, una adolescente de 14 anos que vivia con su madre y su pa-
drastro, qued6 embarazada y se sometié a una operacién de aborto. Poco después del aborto
acus6 a su padrastro, Patrick Harvey, de ser el padre?. Se llevé a cabo un andlisis del DNA
de los dos implicados y de una muestra del tejido del feto que el cirujano habia conservado,
obteniéndose el resultado que recoge la tabla.

locus DQ-alpha locus D1S80

P. Harvey 1.1,1.3 18,24
K. Esquivel 4.0,4.0 24,25
Feto 1.1,4.0 18,24,25

De acuerdo con estos resultados el laboratorio emitié durante el juicio un informe en el que
se afirmaba:

= “..daun indice de paternidad de 6,90. Esto significa que las apuestas genéticas en favor de
la paternidad son 6,90 veces més probables a favor de que Harvey sea el padre bioldgico de
que lo sea un varén aleatoriamente elegido entre la poblacién caucédsica norteamericana”.

= “... usando un valor neutral del 50 % para las apuestas no genéticas en favor de la pater-
nidad, obtenemos una probabilidad de paternidad del 87,34 %”.

;Cémo se obtuvieron estas cifras? Si denotamos mediante H={Harvey es el padre bioldgico}
y He={Harvey NO es el padre bioldgico}, de acuerdo con las leyes de la genética y tenien-
do en cuenta que las frecuencias en la poblacién de los alelos 1.1 y 18 son 13,7% y 26,5 %,
respectivamente, se obtiene

P(1.1y 18|H) = 0,5 x 0,5 = 0,25,
Yy
P(1.1y 18|H®) = 0,137 x 0,265 = 0,0365,

donde {1.1 y 18}={el feto posee los alelos 1.1 y 18}.
Lo que el informe denomina indice de paternidad no es mas que el valor de la evidencia del
fenotipo encontrado, es decir,
P(1.1y 18|H) 0,25

PI = - = 6,90.
P(1.1y 18/H¢)  0,0365

3Se entiende aqui culpable en el sentido de haber realizado verdaderamente la accién punible, no el hecho de
serlo declarado por un juez o jurado

4E] ejemplo ests sacado de las notas del curso Probability and Statistics for Law, impartido por D. H. Kaye
en la Universitat Pompeu Fabra de Barcelona en marzo de 2000
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El valor neutral al que se refiere el informe supone asignar una probabilidad a priori 0,5 a
H, lo que se traduce en que las apuestas a priori a favor de la paternidad de Harvey son de 1
a 1. Aplicando (1.4) para obtener las apuestas a posteriori
P(H|1.1y 18) P(H)

——~ = PJ =6,90 x 1 =6,90.
P(H°|1.1 y 18) P T T

La probabilidad de paternidad de Harvey, teniendo en cuenta la evidencia que los fenotipos
aportan, puede calcularse mediante (1.3),

6,90
- = —

P(H|1.1y 18) =

valor aportado en el informe en forma de porcentaje.

Comentario acerca del informe del laboratorio.- El informe del laboratorio es incorrecto
porque contiene dos errores que merecen ser comentados.

= Kl primero se refiere a la confusion entre el indice de paternidad y las apuestas a
favor de la paternidad. Como ya hemos dicho el indice no es mas que el valor de
la evidencia, el cociente entre la probabilidad de que fuera Harvey quien aportara
sus alelos y la probabilidad de que una extraccién al azar de la poblaciéon de genes
aportara los alelos. Esta confusion es otra manera de presentarse la falacia del fiscal.

= La anterior objecién tiene una salvedad, ambos conceptos coinciden cuando las apues-
tas a priori a favor de la paternidad de Harvey son de 1 a 1, como ocurre en este
caso. Pero para conseguirlo se ha asignado el valor 0,5 a P(H), que el propio informe
califica como neutral cuando arbitrario seria un calificativo mas apropiado (asignar
una probabilidad de 0,5 equivale, como ya dijimos anteriormente, a decidir la pa-
ternidad a cara o cruz). Un experto no necesita escoger un valor particular para las
apuestas a priori. En su lugar debe dar una tabla de resultados como la que sigue,
cuya valoracion dejarda en manos del juez o del jurado.

P(H) | P(H|1.1 y 18)
0,10 0,433
0,30 0,633
0,50 0,873
0,70 0,941
0,90 0,984

1.5. Independencia

La informacién previa que se nos proporcioné sobre el resultado del experimento modificé la
probabilidad inicial del suceso. ;Ocurre esto siempre? Veamoslo.

Supongamos que en lugar de comprar un uinico boleto, el que lleva el nimero 35, hubiéramos
comprado todos aquellos que terminan en 5. Ahora P(A) = 1/10 puesto que hemos comprado 10
boletos, pero al calcular la probabilidad condicionada a la informacién que se nos ha facilitado,
B ={el boleto premiado termina en 5}, observemos que P(ANB) = 1/100 porque al interseccién
de ambos sucesos es justamente el boleto que esta premiado, en definitiva

(AnB) 1/100 1

P
P(A|B) = P(B)  10/100 10’
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la misma que originalmente tenfa A. Parecen existir situaciones en las que la informacién pre-
via no modifica la probabilidad inicial del suceso. Observemos que este resultado tiene una
consecuencia inmediata,

P(ANC) = P(A|C)P(C) = P(A)P(C).

Esta es una situacion de gran importancia en probabilidad que recibe el nombre de inde-
pendencia de sucesos y que generalizamos mediante la siguiente definicién.

Definicién 1.4 (Sucesos independientes) Sean A y B dos sucesos. Decimos que A y B son
independientes si P(AN B) = P(A)P(B).

De esta definicién se obtiene como propiedad,

plaip) = TS0~ PETE)  pa,

y su simétrica P(B|A) = P(B).

En ocasiones se define la independencia de dos sucesos a partir de este resultado, obteniéndo-
se entonces como propiedad la que nosotros hemos dado como definiciéon. Existe equivalencia
entre ambas definiciones, aunque a fuerza de ser rigurosos, hay que matizar que definir el
concepto a partir de la probabilidad condicional exige anadir la condicién de que el suceso con-
dicionante tenga probabilidad distinta de cero. Hay ademas otra ventaja a favor de la definicién
basada en la factorizacién de P(ANB), pone de inmediato en evidencia la simetria del concepto.

El concepto de independencia puede extenderse a una familia finita de sucesos de la siguiente
forma.

Definicién 1.5 (Independencia mutua) Se dice que los sucesos de la familia {A1, ..., Ay}
son mutuamente independientes cuando

m

P(Ag, N...NA,) =[] P(4Ar) (1.6)

i=1
siendo {k1,...,km} C{1,...,n} y los k; distintos.

Conviene senalar que la independencia mutua de los n sucesos supone que han de verificarse
M)+ (") +...(5) =2" = n—1 ecuaciones del tipo dado en (1.6).

Si solamente se verificasen aquellas igualdades que implican a dos elementos dirfamos que
los sucesos son independientes dos a dos, que es un tipo de independencia menos restrictivo que
el anterior como pone de manifiesto el siguiente ejemplo. Solo cuando n = 2 ambos conceptos

son equivalentes.

Ejemplo 1.7 Tenemos un tetraedro con una cara roja, una cara negra, una cara blanca y la
cuarta cara pintada con los tres colores. Admitimos que el tetraedro estd bien construido, de
manera que al lanzarlo sobre una mesa tenemos la misma probabilidad de que se apoye sobre
una cualquiera de las cuatro caras, a saber, p = i. El experimento consiste en lanzar el tetraedro
y ver en que posicion ha caido. Si

R ={el tetraedro se apoya en una cara con color rojo}
N ={el tetraedro se apoya en una cara con color negro}

B ={el tetraedro se apoya en una cara con color blanco},
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se comprueba fdcilmente que son independientes dos a dos pero no son mutuamente indepen-
dientes.

El tipo de independencia habitualmente exigida es la mutua, a la que nos referiremos simple-
mente como independencia.

Digamos por tltimo, que si la coleccion de sucesos es infinita diremos que son independientes
cuando cualquier subcoleccién finita lo sea.

1.5.1. Independencia de clases de sucesos

Si A y B son sucesos independientes, ni A ni B nos proporcionan informacién sobre la
ocurrencia del otro. Parece 16gico que tampoco nos digan mucho sobre los complementarios
respectivos. La pregunta es json A y B¢ independientes? La respuesta afirmativa la deducimos
a continuacion.

P(ANB°) =
= P(A) - P(ANB)=P(A) — P(A)P(B) = P(A)(1 — P(B)) = P(A)P(B°).

Del mismo modo se comprueba que A€ es independiente tanto de B como de B€. Resulta asi que
las conjuntos de sucesos {A, A°} y {B, B} son independientes en el sentido que al tomar un
suceso de cada una de ellos, los sucesos son independientes. De forma més general podemos
hablar de clases independientes de sucesos.

Definicién 1.6 (Clases independientes de sucesos) Las clases de sucesos Aj,..., A, C
A se dicen independientes, si al tomar A; en cada A;, i = 1,...,n, los sucesos de la familia
{A4y,..., A,} son independientes.

Notemos que en la definicién no se exige que los elementos de cada clase A; sean indepen-
dientes entre si. De hecho A y A€ sélo lo son si P(A) =06 P(A) =1.

Para una coleccion infinita de clases de sucesos la anterior definicién se extiende con facili-
dad. Diremos que {A,,}»,>1 C A son independientes si cualquier subcoleccién finita lo es.

1.6. Probabilidades geométricas

La probabilidades definidas sobre los espacios de probabilidad descritos en los ejemplos 1.3
y 1.4 forman parte de una familia de probabilidades més general conocida como probabilidades
geométricas. En efecto, si sobre cada uno de los espacios definimos la medida natural, Ay, medida
de conteo en el caso de un conjunto discreto y Ay, medida de Lebesgue en R? en el caso del
circulo unidad, la probabilidad definida en ambos casos se reduce a

_ 1)
PA) = ey TAEA (1.7)

donde p es la correspondiente medida. Que (1.7) es una probabilidad es consecuencia inmediata
de las propiedades de las medidas. La probabilidad (1.7) se extiende de inmediato a cualquier
Q C RF, tal que Q € BF y A\p(Q) < +o0.
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El origen de la probabilidad geométrica se
debe a George Louis Leclerc, Conde de Buf-
fon, eminente naturalista francés, quién en
el afio 1777 publicé una obra titulada FEs-
sai d’Arithmétique Morale con el objeto de
reivindicar a la Geometria como ciencia ca-
paz de aportar soluciones a los problemas
de azar, capacidad hasta entonces exclusi-
vamente atribuida a la Aritmética. En ella
plantea y resuelve el siguiente problema:

s Cudl es la probabilidad de que una aguja
que se lanza al azar sobre un entramado de
lineas paralelas equidistantes, con distancia
Le Comte de Buffon entre ellas mayor que la longitud de la agu-
ja, corte a alguna de las paralelas?

Con el tiempo se convirtié en una referencia clasica y pasd a ser conocido en la literatura
probabilistica como el problema de la aguja de Buffon. En la solucién aportada por Buffon se
ponia en evidencia que el problema requeria medir, a diferencia de lo que ocurria con las solu-
ciones a los problemas relacionados con juegos de azar discretos en los que bastaba contar. Nos
ocuparemos de su soluciéon més tarde, cuando hayamos introducido el concepto de vector alea-
torio. Para ilustrar la aplicacion de las probabilidades geométricas utilizaremos otro problema
clasico conocido como la paradoja de Bertrand.

1.6.1. La paradoja de Bertrand

Un ejemplo clasico de probabilidad geométrica es el que se conoce como paradoja de Ber-
trand®. Como veremos a continuacién la paradoja reside en el hecho de existir, aparentemente,
varias soluciones al problema que se plantea. Veamos su enunciado y cémo se resuelve la para-
doja.

La paradoja de Bertrand.- Elegimos una cuerda al azar en el circulo unidad. ;Cuél es la
probabilidad de que su longitud supere la del lado del tridngulo equildtero inscrito en el circulo?

paradoja de Bertrand

P

caso 1 caso 2 caso 3

5Joseph Louis Frangois Bertrand (1822-1900) fue profesor de I'Ecole Polytechnique de Paris y del College
de France. Aunque es mds conocido por la conjetura de teoria de nimeros que lleva su nombre y que fue
demostrada por Chebyshev en 1850 (para todo n > 3, existe siempre un nuimero primo entre n y 2n — 2),
Bertrand trabajé también en geometria diferencial y en teoria de la probabilidad.
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Solucién.- La paradoja estriba en que la respuesta parece no ser unica. En efecto, el valor
de la probabilidad que se nos pide depende del significado que demos a la eleccion al azar. La
longitud de una cuerda en un circulo puede calcularse a partir de,

1. la distancia al centro de su punto medio,
2. la posicién de su punto medio sobre un radio cualquiera,
3. la posicién de uno de sus extremos sobre la circunferencia, supuesto fijo el otro extremo.

Cada una de estas interpretaciones supone una eleccién al azar sobre espacios muestrales
distintos. Asi,

Caso 1.- El espacio muestral es todo el circulo unidad, Cj y sélo las cuerdas cuyos puntos
medios caen en el circulo inscrito en el tridngulo equildtero, C /5, tienen longitud ma-
yor que v/3. Es sabido que este circulo tiene radio 1/2 y recurriendo a la probabilidad
geométricas, si A={la cuerda tiene longitud mayor que v/3}

. érea(C'l/g) - 7T(]./2)2 - 1
Pi4) = drea(Cy) w4

Caso 2.- El espacio muestral es ahora el segmento (radio) [0,1] y s6lo las cuerdas cuyos puntos
medios estédn en [0,1/2] cumplen la condicién. Tendremos

_longitud([0,1/2]) 1

Pi4) = longitud([0,1]) ~ 2’

Caso 3.- El espacio muestral es ahora la circunferencia del circulo unidad. Si fijamos un extre-
mo de la cuerda y elegimos al azar la posicién del otro, sélo aquellas cuerdas que tengan
este ultimo extremo sobre el tercio de la circunferencia opuesto al extremo fijo cumplen
la condicién. Tendremos

Py L
27 3



Capitulo 2

Variables y vectores aleatorios

2.1. Introduccion

Cuando nos hemos referido en el capitulo anterior a los distintos sucesos con los que hemos
ilustrado los ejemplos, 1o hemos hecho aludiendo a caracteristicas numéricas ligadas al resultado
del experimento. Asi, nos referfamos a {puntos que distan a lo sumo 1/2 del centro del circulo},
a {la suma de las caras del dado es 8} o a {nidmero de caras que muestran un nimero par
de puntos}. Pero los ejemplos podrian ser otros muchos e involucrar mds de una caracteristica
numérica simultdneamente:

= numero de llamadas que llegan a una centralita telefénica en un intervalo de tiempo,
= altura y peso de un individuo,
= suma y valor absoluto de la diferencia de las caras que muestran dos dados al ser lanzados.

En resumen, nuestro interés al examinar el resultado de un experimento aleatorio no es tanto
el espacio de probabilidad resultante, como la o las caracteristicas numéricas asociadas, lo que
supone cambiar nuestro objetivo de  a R o R¥. Hay dos razones que justifican este cambio:

1. el espacio de probabilidad es un espacio abstracto, mientras que R o R* son espacios bien
conocidos en los que resulta mucho més cémodo trabajar,

2. fijar nuestra atencion en las caracteristicas numéricas asociadas a cada resultado implica
un proceso de abstraccion que, al extraer los rasgos esenciales del espacio muestral, permite
construir un modelo probabilistico aplicable a todos los espacios muestrales que comparten
dichos rasgos.

Puesto que se trata de caracteristicas numéricas ligadas a un experimento aleatorio, son ellas
mismas cantidades aleatorias. Esto supone que para su estudio y conocimiento no bastara con
saber que valores toman, habra que conocer ademas la probabilidad con que lo hacen. De todo
ello nos vamos a ocupar a continuacion.

2.2. Variable aleatoria

La tinica forma que conocemos de trasladar informacion de un espacio a otro es mediante una
aplicacién. En nuestro caso la aplicacion habra de trasladar el concepto de suceso, lo que exige
una minima infraestructura en el espacio receptor de la informacién semejante a la o-algebra
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que contiene a los sucesos. Como nos vamos a ocupar ahora del caso unidimensional, una sola
caracteristica numérica asociada a los puntos del espacio muestral, nuestro espacio imagen es R.
En R, los intervalos son el lugar habitual de trabajo y por tanto lo méas conveniente serd exigir a
esta infraestructura que los contenga. Existe en R la llamada o-dlgebra de Borel, 3, que tiene la
propiedad de ser la menor de las que contienen a los intervalos, lo que la hace la méas adecuada
para convertir a R en espacio probabilizable: (R, 3). Estamos ahora en condiciones de definir
la variable aleatoria.

Definicién 2.1 (Variable aleatoria) Consideremos los dos espacios probabilizables (Q, A) y
(R, ). Una variable aleatoria es un aplicacion, X : Q — R, que verifica

X"YB)e A, VBeB. (2.1)

En el contexto mds general de la Teorfa de la Medida, una aplicacién que verifica (2.1) se dice
que es una aplicacion medible. De acuerdo con ello, una variable aleatoria no es mds que una
aplicacién medible entre 2 y R.

Cuando hacemos intervenir una variable aleatoria en nuestro proceso es porque ya estamos en
presencia de un espacio de probabilidad, (2, .4, P). La variable aleatoria traslada la informacién
probabilistica relevante de Q0 a R mediante una probabilidad inducida que se conoce como ley
de probabilidad de X o distribucion de probabilidad de X.

El concepto de o-algebra inducida

Dada la definicién de variable aleatoria, es muy sencillo comprobar el siguiente resultado.

Lema 2.1 La familia de sucesos
o(X) ={X"(B), VB € g} = {X"(B)},
es una o-dlgebra y ademds se verifica o(X) C A

A la 0(X) se la denomina o-dlgebra inducida por X.

2.2.1. Probabilidad inducida
X induce sobre (R, 3) una probabilidad, Px, de la siguiente forma,

Px(A) = P(X"(A)), VA € 8.

Es facil comprobar que Px es una probabilidad sobre la o-algebra de Borel, de manera que
(R, 3, Px) es un espacio de probabilidad al que podemos aplicar todo cuanto se dijo en el
capitulo anterior. Observemos que Px hereda las caracteristicas que tenia P, pero lo hace a
través de X. ;Qué quiere esto decir? Un ejemplo nos ayudard a comprender este matiz.

Ejemplo 2.1 Sobre el espacio de probabilidad resultante de lanzar dos dados, definimos las
variables aletorias, X =suma de las caras e Y =valor absoluto de la diferencia de las caras. Aun
cuando el espacio de probabilidad sobre el que ambas estan definidas es el mismo, Px y Py son
distintas porque viene inducidas por variables distintas. En efecto,

Px({0}) = P(X~'({0}) = P(0) =0,

sin embargo,

Py ({0}) = P(Y_l({()}) = P({1,1},{2,2},{3,3},{4,4},{5,5},{6,6}) = é
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La distribuciéon de probabilidad de X, Px, nos proporciona cuanta informacion necesitamos
para conocer el comportamiento probabilistico de X, pero se trata de un objeto matematico
complejo de incémodo manejo, al que no es ajena su condicién de funcién de conjunto. Esta es
la razén por la que recurrimos a funciones de punto para describir la aleatoriedad de X.

2.2.2. Funcién de distribucién de probabilidad

A partir de la probabilidad inducida podemos definir sobre R la siguiente funcién,
Fx(z) = Px((—00,2]) = P(X *{(~o0,2]}) = P(X < 2), Vx € R. (2.2)
Asi definida esta funcién tiene las siguientes propiedades:
PF1) No negatividad.- Consecuencia inmediata de su definicién.

PF2) Monotonia.- De la monotonia de la probabilidad se deduce facilmente que Fx (z1) <
Fx(x9) si x1 < xa.

PF3) Continuidad por la derecha.- Consideremos una sucesién decreciente de ndmeros
reales ,, | x. La correspondiente sucesién de intervalos verifica Ny, (—00, z,] = (—o0, z], y
por la continuidad desde arriba de la probabilidad respecto del paso al limite tendremos
h'mznlz FX (an) = FX (SC)

Observemos por otra parte que (—oo, 2] = {z} Ulim,, 4o (—00, 2 — 1], lo que al tomar
probabilidades conduce a

n—-+4oo

Fx(z) = P(X =2) + lim Fy <x - ;) — P(X =) + F(a—), (2.3)

A partir de 2.3 se sigue que Fx (z) es continua en x si y solo si P(X =) = 0.

PF4) Valores limites.- Siz, T +00 0 z, | —oc entonces (—oo,x,] T Ry (—o0,z,] | § y por
tanto
F(+0) = 1%3_1 F(zp,)=1, F(—o0)= li'm F(z,)=0.
A la funcién Fx se la conoce como funcidn de distribucion de probabilidad de X (en adelante
simplemente funcién de distribucién). En ocasiones se la denomina funcién de distribucién
acumulada, porque tal y como ha sido definida nos informa de la probabilidad acumulada por
la variable X hasta el punto z. Nos permite obtener probabilidades del tipo P(a < X < b) a
partir de la expresiéon
Pla < X <b) = Fx(b) — Fx(a).

Si queremos que F'x sustituya con éxito a Px en la descripcién del comportamiento de X,
debe proporcionar la misma informacién que ésta. En otras palabras, ambos conceptos deben
ser equivalentes. Hasta ahora hemos visto que Px = F'x, en el sentido que la primera nos
ha permitido obtener la segunda, pero, jes cierta la implicacién contraria? La respuesta es
afirmativa, porque la probabilidad no es mas que un caso particular de medida de Lebesgue-
Stieltjes y, como se demuestra en Teoria de la Medida, es posible recuperar Py a partir de F'x
mediante la definicién sobre la familia de intervalos de la forma ]a, b] de la funcién

P/(Ja,b]) = Fx(b) — Fx(a). (2.4)

El teorema de extensién de Caratheodory permite extender P’ sobre toda la o-dlgebra de Borel
y demostrar que coincide con Px. Asi pues, Px <= Fx.
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En realidad el resultado va mas alld de lo expuesto. Puede demostrarse una especie de
teorema existencia segin el cual, cualquier funcién que verifique las propiedades PF1) a PF4)
define, mediante (2.4), una medida de Lebesgue-Stieltjes que es una probabilidad sobre el es-
pacio (R, (), existiendo ademé&s una variable aleatoria X que la tiene por su distribucién de
probabilidad.

2.2.3. Variable aleatoria discreta. Funcién de cuantia

Existe una segunda funciéon de punto que permite describir el comportamiento de X, pero
para introducirla hemos de referirnos primero a las caracteristicas del soporte de X, entendiendo
por tal un conjunto Dx € 3 que verifica, Px(Dx) = P(X € Dx) = 1.

Cuando Dx es numerable, Px es discreta y decimos que X es una variable aleatoria discreta.
Como ya vimos en un ejemplo del capitulo anterior, Px ({z;}) = P(X = z;) > 0, Va; € Dx,
y siendo ademés P(X € Dx) = 1, se deduce P(X = z) = 0, Vz € D%. En este caso es fécil
comprobar que la F'x asociada viene dada por

Fx(z)= Y P(X =u). (2.5)

z; <z

De acuerdo con esto, si ;) ¥ (;4+1) son dos puntos consecutivos del soporte tendremos que Vx €
[y, 241, Fx(x) = Fx(2(;)). Como ademas Px(x) = 0, Vo € D%, la funcién serd también
continua. Por otra parte P(X = z;) > 0, para x; € Dy, con lo que los tnicos puntos de
discontinuidad seran lo del soporte, discontinuidad de salto finito cuyo valor es Fy(z(;)) —
Fx(x(i—1)) = P(X = x;). Se trata por tanto de una funcién escalonada, cuyos saltos se producen
en los puntos de Dyx.

A la variable aleatoria discreta podemos asociarle una nueva funcién puntual que nos serd de
gran utilidad. La definimos para cada € R mediante fx(z) = Px({z}) = P(X = z), lo que
supone que

[ P(X=uz), sizeDx
Fx(@) = { 0, en el resto.

Esta funcién es conocida como funcion de cuantia o de probabilidad de X y posee las dos
propiedades siguientes:

Pfcl) Al tratarse de una probabilidad, fx(z) >0, Vz € R,

> fx(@) =1

z;€Dx

Pfc2) Como P(X € Dx) =1,

La relacién entre fx y Fx viene recogida en las dos expresiones que siguen, cuya obtencién
es evidente a partir de (2.3) y (2.5). La primera de ellas permite obtener Fy a partir de fx,

Fx(z) =) fx(@:).

z; <z
La segunda proporciona fx en funcion de F,
fx(@) = Fx(z) — Fx(z-).

De ambas expresiones se deduce la equivalencia entre ambas funciones y si recordamos la equi-
valencia antes establecida podemos escribir,

Px <— Fx < fx.
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2.2.4. Algunos ejemplos de variables aleatorias discretas
Variable aleatoria Poisson

La distribuciéon de Poisson de parametro A es una de las distribuciones de probabilidad
discretas méas conocida. Una variable con esta distribucién se caracteriza porque su soporte es
Dx ={0,1,2,3,...} y su funcién de cuantia viene dada por

e~
fx(@) = x!

0, en el resto,

, stx € Dx

que cumple las propiedades Pfcl) y Pfc2). La funcién de distribucién tiene por expresion

67)\ n
Fx(z) =Y A

Diremos que X es una variable Poisson de pardmetro X y lo denotaremos X ~ Po()\). Esta
variable aparece ligada a experimentos en los que nos interesa la ocurrencia de un determinado
suceso a lo largo de un intervalo finito de tiempo?, verificAndose las siguientes condiciones:

1. la probabilidad de que el suceso ocurra en un intervalo pequeno de tiempo es proporcional
a la longitud del intervalo, siendo A el factor de proporcionalidad,

2. la probabilidad de que el suceso ocurra en dos o més ocasiones en un intervalo pequeno
de tiempo es practicamente nula.

Fenémenos como el nimero de particulas que llegan a un contador Geiger procedentes de una
fuente radiactiva, el nimero de llamadas que llegan a una centralita telefénica durante un
intervalo de tiempo, las bombas caidas sobre la regién de Londres durante la Segunda Guerra
mundial y las bacterias que crecen en la superficie de un cultivo, entre otros, pueden ser descritos
mediante una variable aleatoria Poisson.

Variable aleatoria Binomial

Decimos que X es una wariable Binomial de pardmetros ny p (X ~ B(n,p)) si Dx =
{0,1,2,...,n}y

(n>p‘”(1 —-p)" %, six € Dx
fx(@) = v

0, en el resto,

que se comprueba facilmente que verifica Pfcl) y Pfc2).
Cuando llevamos a cabo un experimento aleatorio cuyos rasgos esenciales son:

1. se llevan a cabo n repeticiones independientes de una misma prueba en las mismas con-
diciones,

2. en cada repeticién observamos la ocurrencia (ézito) o no (fracaso) de un mismo suceso,
Ay

1En un planteamiento més general, el intervalo finito de tiempo puede ser sustituido por un subconjunto
acotado de R¥
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3. la probabilidad de éxito es la misma en cada repeticién, P(A) = p,

la variable que describe el ntimero de éxitos alcanzado en las n repeticiones, es una Binomial
de parametros n y p.

Fenémenos aleatorios aparentemente tan diferentes como el nimero de hijos varones de un
matrimonio con n hijos o el niimero de caras obtenidas al lanzar n veces una moneda correcta,
son bien descritos mediante un variable Binomial. Este hecho, o el andlogo que senaldbamos en
el ejemplo anterior, ponen de manifiesto el papel de modelo aleatorio que juega una variable
aleatoria, al que aludiamos en la introduccién. Esta es la razon por la que en muchas ocasiones
se habla del modelo Binomial o del modelo Poisson.

Hagamos por ltimo hincapié en un caso particular de variable aleatoria Binomial. Cuando
n =1 la variable X ~ B(1,p) recibe el nombre de variable Bernoulli y se trata de una variable
que solo toma los valores 0 y 1 con probabilidad distinta de cero. Es por tanto una variable
dicotomica asociada a experimentos aleatorios en los que, realizada una sola prueba, nos intere-
samos en la ocurrencia de un suceso o su complementario. Este tipo de experimentos reciben el
nombre de pruebas Bernoulli.

La distribuciéon de Poisson como limite de la Binomial.- Consideremos la sucesién
de variables aleatorias X,, ~ B(n,p,) en la que a medida que n aumenta, p,, disminuye
de forma tal que np, ~ A. Mas concretamente, np, — A. Tendremos para la funcién de
cuantia,

n

)’I’L—I
)

o) = (D) = o

° X
I(n — ac)!p"(1 ~

y para n suficientemente grande,

i) =~ art(a) (3)

Q

Al pasar al limite,

UGS I GRS VY (1_A>n_,ek, (1_A)_m—>1,

n(lj

y tendremos
e AN

La utilidad de este resultado reside en permitir la aproximacion de la funcién de cuantia
de una B(n,p) mediante la funcién de cuantia de una Po(A = np) cuando n es grande y
P pequeno.

Variable aleatoria Hipergeométrica. Relacién con el modelo Binomial

Si tenemos una urna con N bolas, de las cuales r son rojas y el resto, N — r, son blancas
y extraemos n de ellas con reemplazamiento, el nimero X de bolas rojas extraidas serd una
B(n,p) con p=r/N.

. Qué ocurre si llevamos a cabo las extracciones sin reemplazamiento? La variable X sigue
ahora una distribucion Hipergeométrica (X ~ H(n, N,r)) consoporte Dx = {0,1,2,...,min(n,r)}
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y cuya funcién de cuantia se obtiene facilmente a partir de la férmula de Laplace

() G-)
%, siz € Dy

n
0, en el resto,

que cumple de inmediato la condicién Pfcl). Para comprobar Pfc2) debemos hacemos uso de
una conocida propiedad de los ntimeros combinatorios,

“N(a\( b\ [a+b
2 ()62 (0)
La diferencia entre los modelos Binomial e Hipergeométrico estriba en el tipo de extraccion.
Cuando ésta se lleva a cabo con reemplazamiento las sucesivas extracciones son independientes
y la probabilidad de ézito se mantiene constante e igual a /N, el modelo es Binomial. No ocurre
asi si las extracciones son sin reemplazamiento. No obstante, si n es muy pequeno respecto a N y
r, la composicién de la urna variara poco de extraccion a extraccion y existira lo que podriamos

denominar una quasi-independencia y la distribucién Hipergeométrica debera comportarse como
una Binomial. En efecto,

o~ D)
()

B d " (N —7)! " n!(N —n)!
o oallr—2)! T (n—2)(N—r—n+x) N!
n\ 7 r—1 r—xz+1 N-r N-r-1
= — % X e X X X X
/)N N-1 N—-z4+1 N-2 N-z-1
N—-r—-—n+x+1
N-n+1

%

()=

Estimacion del tamano de una poblacién animal a partir de datos de recap-
tura®.- Queremos estimar la poblacién de peces en un lago, para ello hemos capturado
1000 peces a los que, marcados mediante una mancha roja, hemos arrojado nuevamente
al lago. Transcurrido un cierto tiempo, el necesario para que se mezclen con los restantes
peces del lago, llevamos a cabo una nueva captura de otros 1000 peces entre los que hay
100 marcados. ;Qué podemos decir acerca del total de peces en el lago?

con p=r/N.

El problema que planteamos en un problema tipico de estimacion estadistica y vamos a
dar una solucién que, aunque particular para la situacién descrita, estd basada en una

2El ejemplo estd sacado del libro de W. Feller (1968), An Introduction to Probability Theory and Its Appli-
cation, Vol. I, 3rd. Edition, un libro clasico cuya lectura y consulta recomendamos vivamente
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metodologia de aplicacién general en los problemas de estimacién. Observemos en primer
lugar que el nimero de peces marcados en la segunda captura (recaptura) es una variable
aleatoria Hipergeométrica, X ~ H (1000, N, 1000), siempre bajo el supuesto de que ambas
capturas constituyen sendas muestras aleatorias de la poblacién total de peces del lago (en
la practica semejante suposicién excluye situaciones en las que las capturas se efectiian
en el mismo lugar y en un corto periodo de tiempo). Suponemos también que el ntmero
de peces en el lago, N, no cambia entre las dos capturas.

Generalizemos el problema admitiendo tamanos arbitrarios para ambas muestras:

N = poblacién de peces en el lago (desconocida)
r = numero de peces en la 12 captura
n = numero de peces en la 22 captura
x = numero de peces en con mancha roja en la 22 captura
pz(N) = probabilidad de x peces con mancha roja en la 22 captura

Con esta formulacién sabemos que

x)\n—zx
pa(N) = NN
n
En la practica, r, n y & son conocidos por observacién, como en el ejemplo que planteamos,
mientras que N es desconocido pero fijo y en modo alguno depende del azar. Al menos
una cosa conocemos de N y es que N > r 4+ n — z, que es el total de peces capturados

entre ambas capturas. En nuestro ejemplo, N > 1000 + 1000 — 100 = 1900. ;Qué ocurre
si aceptamos N = 19007 Aunque se trata de un valor teéricamente posible, si calculamos

P100(1900),
(1000) (900)
100 / \900 —430
- 7 ~]
1900 0 ’
1000
(podemos valernos de la férmula de Stirling, n! ~ 27m"+%e’”, para aproximar las fac-
toriales), habremos de aceptar que ha ocurrido un suceso, X = 100, con una probabilidad
extraordinariamente pequena. Resulta dificil de admitir una hipdtesis que exige casi un

milagro para que el suceso observado tenga lugar. Otro tanto nos ocurre si suponemos
que N es muy grande, por ejemplo N = 10°. También ahora p1go(10°) es muy pequefia.

P100(1900) =

Una respuesta adecuada puede ser la de buscar el valor de N que maximiza p, (N). Dicho
valor, que designamos mediante N, recibe el nombre de estimacion mdzimo-verosimil de
N. Para encontrarlo, observemos que
pe(N)  (N—7r)(N—-n) N2 —Nr—Nn+rn
pe(N—1) (N—r—n+z)N N2—Nr—Nn+ Nz’

de donde se deduce

pz(N)>px(N_1)7 si Nz < rn,
Pe(N) < pe(N —1), si Nz > rn.

Asf pues, a medida que aumenta N la funcién p,(N) crece primero para decrecer después,
alcanzando su méximo en N = [rn/z], la parte entera de rn/x. En nuestro ejemplo,

N = 10000.
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Variable aleatoria Binomial Negativa

Consideremos n pruebas Bernoulli independientes con la misma probabilidad de éxito, p, en
cada una de ellas. Nos interesamos en la ocurrencia del r-ésimo éxito. La variable que describe
el minimo nimero de pruebas adicionales necesarias para alcanzar los r éxitos, es una wvariable
aleatoria Binomial Negativa, X ~ BN(r,p), con soporte numerable Dx = {0,1,2,...} y con
funcién de cuantia

(T+x_ 1>pT(1 —p)*, six>0
fx(z) = v

0, en el resto.

El nombre de Binomial negativa se justifica a partir de la expresién alternativa que admite la
funcién de cuantia,

I[x(z) = <_$T>pT(_(1 -p)*, siz>0

0, en el resto,

obtenida al tener en cuenta que

<—r> (=r)(=r=1)- (~r—x +1)

T x!
_ (=)%r(r+1)---(r+a-1)
x!
_ (-D)*(r—=Dlr(r+1)---(r+x-1)
(r—1)lz!

_ (_1>$<r+2—1).

La condicién Pfcl) se cumple de inmediato, en cuanto a Pfc2) recordemos el desarrollo en serie
de potencias de la funcién f(z) = (1 —z)™ ™,

1 n+ii—1\ .
—_— = ¢ 1.
o= () i<
>0
En nuestro caso
fx () Z(”””l) (1 —p)* TZ(””l)(l LA 1
) = prd—-p)=p —p)=p = 1.

AR AN =\ o« (1-(1—p)r

Un caso especial con nombre propio es el de r = 1. La variable aleatoria X ~ BN(1,p)
recibe el nombre de wvariable aleatoria Geométrica y su funcion de cuantia se reduce a

p(1—p)*, sixz>0
0, en el resto.

El problema de las cajas de cerillas de Banach.- En un acto académico celebrado en
honor de Banach, H. Steinhaus conté una anécdota acerca del habito de fumar que aquél
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tenfa. La anécdota se referfa a la costumbre de Banach de llevar una caja de cerillas en cada
uno de los bolsillos de su chaqueta, de manera que cuando necesitaba una cerilla elegia al
azar uno de los bolsillos. El interés de la anécdota residia en calcular las probabilidades
asociadas al nimero de cerillas que habria en una caja cuando, por primera vez, encontrara
vacia la otra.

Si cada caja contiene N cerillas, en el momento de encontrar una vacia la otra puede con-
tener 0,1,2,..., N cerillas. Designemos por A, ={el bolsillo no vacio contiene r cerillas}.
Supongamos que la caja vacia es la del bolsillo izquierdo, para que ello ocurra N —r fraca-
sos (elecciones del bolsillo derecho) deben haber precedido al N 4 1-ésimo ézito (eleccién
del bolsillo derecho). En términos de una variable aleatoria X ~ BN (N +1,1/2) se trata
de obtener P(X = N —r). El mismo argumento puede aplicarse si la caja vacia es la del
bolsillo derecho. Asi pues,

pr=P(A,)=2P(X=N-—-r)= 2(2]5[\[_:) (;)NH (;)N_T — (2]3]_:) 9—2N+r

Por ejemplo, para N =50y r =4, p, = 0,074790; para r = 29, p,, = 0,000232.

Observacion 2.1 FEs también habitual presentar la variable Binomial negativa como el nimero
total de pruebas necesarias para alcanzar el r-ésimo éxito. En este caso, el soporte de la variable
es Dx ={r,r+1,r+2,...} y su funcidn de cuantia tiene la expresion

-1\ , oy
(= s, e

xr—rT

Ix(z) =

0, en el resto.

2.2.5. Variable aleatoria continua. Funcién de densidad de probabili-
dad

Para introducir el otro tipo de variables aleatorias que merecerdn nuestra atencion, las
variables aleatorias continuas, hemos de recordar primero el concepto de continuidad absoluta.
Como ya dijimos, la variable aleatoria nos permite probabilizar el espacio (R, /) mediante
la probabilidad inducida Pyx. Sobre este espacio, una medida muy habitual es la medida de
Lebesgue, A. La continuidad absoluta establece una relacion interesante y fructifera entre ambas
medidas.

Definicién 2.2 (Continuidad absoluta para Px) Decimos que Px es absolutamente con-
tinua respecto de la medida de Lebesgue, A, si existe una funcion no negativa, f, tal que VB €
se verifica

Px(B) = /de)\.

Como probabilidad inducida y funcién de distribucién son equivalentes, la anterior definicién
tiene también su equivalente en términos de F'x.

Definicién 2.3 (Continuidad absoluta para Fx) Decimos que Fx es absolutamente con-
tinua si para cada € existe un § tal que para cualquier familia finita de intervalos disjuntos,
[(Li,bi],i = 1,...,/€

k

k
S IFx(bi) = Fx(ai) <€ si Y (b —a;) <6
i=1

i=1
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Observemos que con esta definicién, la continuidad uniforme es un caso particular cuando la
familia de intervalos contiene un tinico elemento. Ello supone que F'x es continua.
Puede demostrarse que ambas definiciones son equivalentes, lo que nos permite escribir

Fx(l'):P(XSIC):/ fdA.

]700)93]

Pero si, como ocurre con frecuencia y sera siempre nuestro caso, la funcion f es integrable
Riemann, la integral anterior se reduce a

Fx(z) = P(X < z) = /_ " (2.6)

Con todo cuanto precede diremos que la variable aleatoria X es continua si F'x es absolutamente
continua. A efectos précticos ello supone que existe una funcién fx (z), conocida como funcidn
de densidad de probabilidad (fdp) de X, tal que VB € (8

P(X € B) :/ Fx dA,
B

que, supuesta la integrabilidad Riemann de fx, puede escribirse
b
P(X €la,b]) = Pla< X <b) = / (@) da.

Se derivan para fx dos interesantes propiedades que la caracterizan:
Pfdpl) fx(z) es no negativa, y

Pfdp2) como P(X € R) =1,
+oo
/ f(z)dz = 1.

— 00

Como consecuencia de esta definicién, entre la funcién de distribucién y la de densidad de
probabilidad se establecen las siguientes relaciones

Fx()= [ rw
y si & es un punto de continuidad de fx,

fx(@) = Fy(x).

Esta iltima igualdad merece matizarse. En efecto, puesto que el origen de la densidad esté en la
continuidad absoluta de Px respecto de la medida de Lebesgue, cualquier funcién que difiera de
fx en un conjunto con medida de Lebesgue nula sera también una densidad. En otras palabras,
la densidad de probabilidad no es tinica. Por ello serfa mas riguroso decir que F' )/( (z) es una de
las posibles densidades.

Al igual que ocurria en el caso discreto, las dos relaciones anteriores implican la equivalencia
entre ambas funciones y podemos escribir,

Px <— Fx < fx.
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Significado fisico de la fdp

La continuidad de Fx implica, recordemos (2.3), que en las variables aleatorias continuas
P(X =2) =0, Vz € R. Este es un resultado que siempre sorprende y para cuya comprensién
es conveniente interpretar fisicamente la funcién de densidad de probabilidad.

A
Pla<X<b)
¥ = fx(x)

N
Jx(x)dx

v

a b x x+dx

La fdp es sencillamente eso, una densidad lineal de probabilidad que nos indica la cantidad
de probabilidad por elemento infinitesimal de longitud. Es decir, fx (z)dx =~ P(X €]z, z+dx]).
Ello explica que, para elementos con longitud cero, sea nula la correspondiente probabilidad.
En este contexto, la probabilidad obtenida a través de la integral de Riemann pertinente se
asimila a un drea, la encerrada por fx entre los limites de integracién.

2.2.6. Algunos ejemplos de variables aleatorias continuas

Variable aleatoria Uniforme

La variable X diremos que tiene una distribucion uniforme en el intervalo [a,b], X ~ U(a,b),

si su fdp es de la forma
1

fX(-T): b_a’

0, en el resto.

si x € [a,b]

La funcién de distribuciéon que obtendremos integrando fx vale

0, str<a
Fx(z) = "Z:Z, sta<z<b
1, st x> b.

Surge esta variable cuando elegimos al azar un punto en el intervalo [a,b] y describimos con X
su abscisa.

Variable aleatoria Normal

Diremos que X es una variable aleatoria Normal de pardmetros py o2, X ~ N(u,0?), si
tiene por densidad,

(z — p)?
fx(z) = e 202 | —oc0 <z < +00. (2.7)
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En tanto que densidad, fx debe satisfacer las propiedades Pfdpl) y Pfdp2). La primera se
deriva de inmediato de (2.7). Para comprobar la segunda,

([

[ @ [ way

2

Lo e @ o w?
= . 7/ e 202 dr - —/ e 202 dy (28)
27 o J_o 0 J_o
2 2
1 1 +oo 727 1 +oo 71]7
— 7.f/ e Qsz-f/ e 2 odv (2.9)
2 o J_o 0 J_o
| oo oo 22+
- / e 2 dzdv (2.10)
271— — 00 — 00
2
1 27 +oo __
- = / e 2rdr|dd=1, (2.11)
21 Jo 0

donde el paso de (2.8) a (2.9) se lleva a cabo mediante los cambios z = (x—pu) /oy v = (v—p)/o,
y el de (2.10) a (2.11) mediante el cambio a polares z = rsinf y v = r cos#.

La gréafica de fx tiene forma de campana y es conocida como la campana de Gauss por ser
Gauss quien la introdujo cuando estudiaba los errores en el calculo de las 6rbitas de los planetas.
En honor suyo, la distribuciéon Normal es también conocida como distribucién Gaussiana. Del
significado de los pardmetros nos ocuparemos més adelante, pero de (2.7) deducimos que 1 € R
y o > 0. Ademds, el eje de simetria de fx es larecta x = p y el vértice de la campana (mdximo
de f,) esté en el punto de coordenadas (u,1/0v/27).

La figura ilustra el papel que los pardmetros juegan en la forma y posicion de la grafica de
la funcién de densidad de una N(u,0?). A medida que o disminuye se produce un mayor apun-
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tamiento en la campana porque el maximo aumenta y porque, recordemos, el adrea encerrada
bajo la curva es siempre la unidad.

Una caracteristica de la densidad de la Normal es que carece de primitiva, por lo que su
funcién de distribucién no tiene expresion explicita y sus valores estdn tabulados o se calculan
por integracién numérica. Esto representa un serio inconveniente si recordamos que P(a < X <
b) = Fx(b) — Fx(a), puesto que nos obliga a disponer de una tabla distinta para cada par de
valores de los pardmetros p y o.

En realidad ello no es necesario, ademas de que seria imposible dada la variabilidad de
ambos pardmetros, porque podemos recurrir a la que se conoce como variable aleatoria Normal
tipificada, Z ~ N(0,1), cuya densidad es

z
fz(z) = \/12?6_?, —00 < z < +o0.
En efecto, si para X ~ N(u,0?) queremos calcular
_ C(t=p?
FX(z):ﬁ[me 202 dt,

efectuando el cambio z = (t — p)/o tendremos

2
u z
= 2

zkmgzv%hilfggdzz¢<xgu>j

donde ®(z) es la funcién de distribucién de la N (0, 1).

Hay que senalar que el mayor interés de la distribuciéon Normal estriba en el hecho de servir
de modelo probabilistico para una gran parte de los fenémenos aleatorios que surgen en el
campo de las ciencias experimentales y naturales.

El lema que sigue nos asegura que cualquier transformacion lineal de un variable Normal es
otra Normal.

Lema 2.2 Sea X ~ N(u,0?) y definamos Y = aX + b, entonces Y ~ N(ap + b,a%0?).

Demostracion.- Supongamos a > 0, la funcién de distribucién de Y viene dada por
y—b y—b
Fy(yy=PY <y)=PaX+b<y)=P|(X<Z— | =Fx|— ).
a a
Su funcién de densidad es
1 y—b 1 1 (y—(ap+0b)\>
— Fl(y) =~ — I e U B O
Frin = Fy) = o (L) = — 2Wexp{ ; (e

Si a < 0 entonces

Fﬂw=POT£w=PwX+b§w=P<XZy_b>=1—ExCif),

y la densidad sera

Pl = B =~ hx (L0 = e {—; (W)} .

En ambos casos se deduce que Y ~ N(au + b, a%0?).
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Variable aleatoria Exponencial

Diremos que la variable aleatoria X tiene una distribucion Exzponencial de pardmetro A,
X ~ Exp(A), si su funcién de densidad es de la forma

(@) = 0, stx <0
xX\E) = Xe ™ six >0, A>0.

La funcién de distribucién de X vendra dada por

0, stx <0
Fx(ilf) =
JoAe™Mdt=1—e?* siz>0.

La distribuciéon exponencial surge en problemas relacionados con tiempos de espera y esta re-
lacionada con la distribucién de Poisson de igual pardmetro. En efecto, si consideramos un
proceso de desintegracion radiactiva con A desintegraciones por unidad de tiempo, el nime-
ro de desintegraciones que se producen en el intervalo [0,t] es N; ~ Po(\t), y el tiempo que
transcurre ente dos desintegraciones consecutivas es X ~ Exp(\).

La falta de memoria de la variable aleatoria Exponencial.- La variable aleatoria
Exponencial tiene una curiosa e interesante propiedad conocida como falta de memoria.
Consiste en la siguiente igualdad,

P(X >z +tX >t)=P(X >x), Vz,t>0.
En efecto,

PX >z +tX >t)=

CPU{X>z+tIn{X>t}) PX>az+t) et
B P(X >t) P(X>t) e = =P > ).

Variable aleatoria Gamma

Diremos que la variable aleatoria X tiene una distribucion Gamma de pardmetros o y 3,
X ~ Ga(a, B), si su funcién de densidad es de la forma

0, stx <0
fx(z) = 1

a—1_—z/83 .
% e , stx>0, a>0, >0,
I'(a)p

donde T'(«) es el valor de la funcién Gamma en «, es decir

o0
I'(«) :/ y* e Vdy, a>0.
0
Para comprobar que Pfdp2) se satisface, la Pfdpl) es de comprobacién inmediata, bas-
tard hacer el cambio y = /8 en la correspondiente integral

* 1 a—1_—z/f3 _ 1 > a—1_—ypa :L =
/O I‘(a)ﬁax e dx F(a)ﬁo‘/o y e Y B%y I‘(a)F(a) 1.

Los valores de la funcién de distribucién Fx (z) aparecen tabulados, con tablas para las dife-
rentes combinaciones de los parametros a y (3.

Obsérvese que la distribuciéon Exponencial de parametro A es un caso particular de la Gam-
ma. En concreto Exp(A\) = Gamma(1,1/X).
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Observacion 2.2 Nos serd de utilidad mds tarde recordar alguna caracteristica adicional de
la funcion Gamma. En particular la obtencion de sus valores cuando « = n o a = n + %, n
natural. Es facil comprobar, mediante sucesivas integraciones por partes, que

MNa)=(a—1)I'(a-1)=(a—1)(a—-2)(a—-2),
lo que para oo = n da lugar a
I'(n)=(n—-1)(n—2)...2I(1).
Pero

(1) = /000 e fdr=1 y I'(n)=mn-1)L

Para el caso en que o =n + % deberemos calcular F(%),

r (;) = /Ooo e "z 2 dy = {y = t;] = \/5/00o e V24t = @ = /7. (2.12)

La dltima integral en (2.12), dividida por /2w, es la mitad del drea que cubre la fdp de la
N(0,1).

Variable aleatoria Ji-cuadrado (x?)

Una variable aleatoria Ji-cuadrado de pardmetror, X ~ x?2, es una variable aleatoria Gamma
con @ =1r/2y =2 (r entero no negativo). Su funcién de densidad tiene la expresién
0, stx <0
fx(z) = 1

r/2—1 _—x/2
F(r/2)2’“/2x/ e,

stz >0, r>0.
El parametro r es también conocido como el nimero de grados de libertad de la distribucién.

Variable aleatoria Beta

Diremos que la variable aleatoria X tiene una distribucion Beta de pardmetros o y 8, X ~
Be(a, ), si su funcién de densidad es de la forma

m:ﬁl(l—x)ﬁl, st0<zx<l, a>0, 08>0,
fx(z) =
0, en el resto.

Para comprobar que Pfdp2) se satisface observemos que

T(a)T(B) = (/ xo‘_le_mdx> (/ yg_le_ydy> :/ / 2 P te = E ) drdy.
0 0 o Jo
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Haciendo el cambio v = z/(z + y) tendremos

rr) = [ g e duay

e’} 1 a—1
_ U a1 —y/ (=) gy d 2.1
—y e udy 13
== 219

= / / Y1 — )Pt P e dudo (2.14)

1
= / vt~ le ”dv/ u* (1 —u)fldu
0 0

I'a+pB) /01 u* " (1 — u)?du,

donde el paso de (2.13) a (2.14) se lleva a cabo mediante el cambio v = y/(1 — u).
En definitiva,

_ Ila+p) 2011 — )1 — '(a)T(B) _
/ Ix(@de =53 )F(ﬂ)/o =) e = 5T ()

Como en la caso de la distribucién Gamma, también ahora los valores de la funcién de dis-
tribucién Fx (x) aparecen tabulados para las diferentes combinaciones de los pardmetros « y

0.

Observacién 2.3 La funcidn de densidad de Be(1,1), teniendo en cuenta que I'(1) =T'(2) =1,
tiene por expresion,
1, si0<z<l1,
fx(z) =

0, en el resto,

que corresponde a la densidad de una variable aleatoria Uniforme en [0,1].

2.3. Vector aleatorio

Cuando estudiamos simultaneamente k caracteristicas numéricas ligadas al resultado del
experimento, por ejemplo la altura y el peso de las personas, nos movemos en R* como espacio
imagen de nuestra aplicacién. La o-algebra de sucesos con la que dotamos a R¥ para hacerlo
probabilizable es la correspondiente o-algebra de Borel 5%, que tiene la propiedad de ser la
menor que contiene a los rectdngulos (a,b] = Hle(ai, b;], con a = (ay,...,ax), b= (b1,...,bg)
y —oo < a; < b; < +00. De entre ellos merecen especial mencién aquellos que tiene el extremo
inferior en —oo, S, = Hle(—oo,xi], a los que denominaremos region suroeste de x, por que
sus puntos estan situados al suroeste de x.

Definicién 2.4 (Vector aleatorio) Un vector aleatorio, X = (X, Xo, ..., Xk), es una apli-
cacion de Q en R*, que verifica

X YB)e A, VB e g

La presencia de una probabilidad sobre el espacio (£2,.4) permite al vector inducir una
probabilidad sobre (RF, 3%).
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2.3.1. Probabilidad inducida
X induce sobre (RF, 3%) una probabilidad, Py, de la siguiente forma,
Px(B) = P(X~Y(B)), VB € .

Es sencillo comprobar que verifica los tres axiomas que definen una probabilidad, por lo que
la terna (R¥, 8%, Px) constituye un espacio de probabilidad con las caracteristicas de (2, A4, P)
heredadas a través de X.

2.3.2. Funciones de distribucién conjunta y marginales

La funcién de distribucién asociada a Px se define para cada punto z = (1, ...,z;) de RF
mediante
k
Fx(x) = Fx(x1,...,23) = Px(S;) = P(X € S,) = P (ﬂ{xi < m) : (2.15)
i=1

De la definicién se derivan las siguientes propiedades:

PFC1) No negatividad.- Consecuencia inmediata de ser una probabilidad.

PFC2) Monotonia en cada componente.- Si z < y, es decir, x; < y;, i =1,...,k, S, C
Sy y Fx(z) < Fx(y).

PFC3) Continuidad conjunta por la derecha.- Si z(") | z, entonces Fx (z(™) | Fx(x),

PFC4) Valores limites.- Al tender a +00 las componentes del punto, se tiene

lim Fx(z1,...,2x) =1,
Va; T+oo
o bien,
lim  F(zy,...,25) =0.
Jx; | —oo
que no son mas que la versién multidimensional de las propiedades ya conocidas para el caso
unidimensional. Existe ahora una quinta propiedad sin la cual no seria posible recorrer el camino
inverso, obtener Px a partir de F'x, y establecer la deseada y conveniente equivalencia entre
ambos conceptos.

PFC5) Supongamos que k = 2 y consideremos el rectdngulo (a,b] = (a1, b1] X (az, bs] tal como
lo muestra la figura. Indudablemente Px(Ja,b]) > 0 , pero teniendo en cuenta (2.15)
podemos escribir,

Px(la,b]) = Fx(b1,b2) — Fx(b1,a2) — Fx(a1,b2) + Fx(a1,a2) > 0.

1 SR b

aQf--—------

a by
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Este resultado es cierto, obviamente, para cualquier k y necesitamos introducir el operador
diferencia a fin de obtener una representacién sencilla del resultado en el caso general. Para
a; < b;, A4, p; representa el operador diferencia que actua de la forma

Aai,biFX(flv e ,{Ek) =

=Fx(z1,...,2i—1,b;,...,x) — Fx(z1,...,Ti—1,04, ..., 2).
Sucesivas aplicaciones del mismo conducen a
Ao pFx(x) = Doy by Day o Fx (1, ..., 2) = Px((a,b]), (2.16)
lo que permite generalizar el anterior resultado mediante la expresion,
ANgpFx(z) >0, Va,be RE, con a; < b;.

La equivalencia entre Px y Fx se establece a través de (2.16). En efecto, es posible recuperar
Px a partir de
Px((a,b]) = AapFx(2),

lo que nos autoriza a escribir Py <= Fx. El comentario final del parrafo 2.2.2 es también
aplicable ahora.

Funciones de distribucion marginales

Si el vector es aleatorio cabe pensar que sus componentes también lo serdan. La siguiente
proposicién establece una primera relacion entre el vector y sus componentes.

Proposicién 2.1 X = (X5,...,Xy) es un vector aleatorio si y solo si cada una de sus compo-
nentes es una variable aleatoria.

Demostracién.- Recordemos que la condicién de variable aleatoria le viene a una aplicacién
por el hecho de transformar las antimédgenes de conjuntos de Borel en sucesos:

XYB)e A, Bep. (2.17)

Existe un resultado que permite caracterizar esta propiedad utilizando una familia menor de
conjuntos, evitdndonos asi la prueba para cualquier elemento de 3. Basta, segun dicha carac-
terizacién, comprobar la propiedad en una familia que engendre a la o-algebra. Pues bien, los
intervalos de la forma ]a,b], en R, y los conjuntos suroeste, S,, en R¥ engendran 3y j3*,
respectivamente. Ahora ya podemos abordar la demostracién.

Supongamos que las componentes de X = (X1, Xa,..., X)) son variables aleatorias. Para
Sy = Hle] — 00, x;] podemos escribir

k
{(X €S} =X <mi}. (2.18)
i=1

Si cada componente es aleatoria, {X; < z;} € A, Vi, y X serd un vector aleatorio.
Para demostrar el inverso observemos que

z;T+o0, 1

(X <o} = lim {X<S,),
J

donde para conseguir la numerabilidad los z; han de tender a +oco0 a través de una sucesién, lo
que puede conseguirse haciendo z; = n, i # j. En consecuencia, X; es medible, pues al tratarse
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de una sucesion mondtona creciente de conjuntos, su limite es la unién de todos ellos que es
una operacién estable en A. &

Si las componentes del vector son variables aleatorias tendran asociadas sus correspondien-
tes probabilidades inducidas y funciones de distribucién. La nomenclatura hasta ahora utilizada
necesita ser adaptada, lo que haremos anadiendo los adjetivos conjunta y marginal, respecti-
vamente. Puesto que Px y Fx describen el comportamiento conjunto de las componentes de
X, nos referiremos a ellas como distribucion conjunta y funcion de distribucion conjunta del
vector X, respectivamente. Cuando, en el mismo contexto, necesitemos referirnos a la distribu-
cién de alguna componente lo haremos aludiendo a la distribucion marginal o a la funcion de
distribucion marginal de X;.

La pregunta que surge de inmediato es, jqué relacion existe entre la distribucion conjunta
y las marginales? Estamos en condiciones de dar respuesta en una direccién: cémo obtener la
distribucién marginal de cada componente a partir de la conjunta. Para ello, basta tener en
cuenta que

k
lim  ({X; <25} = {X; < i},

£j]—>100 j:l
y al tomar probabilidades obtendremos

Fx,(z;) = lm Fx(xy,...,2x). (2.19)

JF#i
ZTj — OO

El concepto de marginalidad puede aplicarse a cualquier subvector del vector original. Asi,
para | < k, si X! = (X;,,...,X;,) es un subvector de X, podemos hablar de la distribucion
conjunta marginal de X', para cuya obtencién a partir de la conjunta procederemos de forma
andloga a como acabamos de hacer para una componente. Si en la relacién (2.18) fijamos

Zi,, ..., T; ¥ hacemos tender a oo el resto de las componentes, obtendremos
{(X'eSu}= 1lm {XebS,}
i#i1 ..
x; — 00

Relacién que nos permite obtener la funcién de distribucién marginal conjunta de X! =

(Xiy, ..., X;,) sin més que tomar probabilidades,
Fxi(ziy,...,zi) = #.h/m - Fx(wy,...,2p).
itig i
i —_— o0

k3

Ejemplo 2.2 Elegimos un punto al azar sobre el tridngulo T de vértices (0,0), (1,0), (0,2).
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/@' (1-y2/2,y2)

L (%3,2-2x3)

L (1-y4/2,y4)
et BN

(Lys)

y\\ (x2,2-2%5)

Para encontrar la funcion de distribucion conjunta
del vector de sus componentes, (X,Y), observemos
la figura y las distintas posiciones del punto. Como la
masa de probabilidad estd uniformemente repartida
sobre el triangulo puesto que la eleccion del punto es
al azar, tendremos que

ANT
P(x.v) e 4= 40T
17|
donde || B|| es el drea de B. Aplicado a la funcion de
distribucion dard lugar a

v

X1 X3 X2 l Xy

2x +y=2
Aplicando (2.20) obtenemos

Fxy(z,y) =

X Fxy(z,y) = P(X,Y) € Sgy) = 1Sz N T, (2.20)

puesto que el drea del triangulo vale 1.

0, stx <00y <0y
xy, st (x,y) es del tipo 1 ;
zy— (x+y/2—1)2, si(x,y) es del tipo 2 ;
2z — 22, si (x,y) es del tipo 8 ;
y—y?/4, si (z,y) es del tipo 4 ;
1, stex>1ey>2;

Observemos que las expresiones de Fxy (x,y) correspondientes a puntos del tipo 8 y 4 dependen
solamente de x e y, respectivamente. Si recordamos la obtencion de la funcion de distribucion
marginal veremos que se corresponden con Fx(x) y Fy (y), respectivamente.

2.3.3.

Vector aleatorio discreto. Funcion de cuantia conjunta

Si el soporte, Dx, del vector es numerable, lo que supone que también lo son los de cada una
de sus componentes, diremos que X es un vector aleatorio discreto. Como en el caso unidimen-
sional, una tercera funciéon puede asociarse al vector y nos permite conocer su comportamiento
aleatorio. Se trata de la funcion de cuantia o probabilidad conjunta y su valor, en cada punto

de R*, viene dado por

) ={

fx(l'h...

P(Xi:.lfi, ZZL
0, en el resto.

k), six=(x1,...,2x) € Dx

La funcién de cuantia conjunta posee las siguientes propiedades:

Pfccl) Al tratarse de una probabilidad, fx(z) > 0, Vo € RF,

Pfcc2) Como P(X € Dx) =1,

Zu-ZfX(xl,xg,...,xk.) =1, (x1,22,...,2) € Dx.
Tk

1

Entre F'x y fx se establecen relaciones similares a las del caso unidimensional:

Fx(x) =

b

y<z, yeDx

fX(y17y2a"'7yk)7
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Ix(x1,@2,...,2x) = Fx(x1,22,...,08) — Fx(v1—, 02—, ..., 2 —).

De ambas expresiones se deduce la equivalencia entre ambas funciones y también la de éstas
con Py,
Px <— Fx < fx.

Funciones de cuantia marginales

Si el vector aleatorio X es discreto también lo serdan cada una de sus componentes. Si por
D, designamos el soporte de X;, i =1,...,k, se verifica,

k
{Xi=z}= | X5 =25}

T;€D;, j#i \J=1

siendo disjuntos los elementos que intervienen en la unién. Al tomar probabilidades tendremos

fxw) = > fx(@,...w),

z;€D;, j#i

que permite obtener la funcién de cuantia marginal de la X; a partir de la conjunta. La marginal
conjunta de cualquier subvector aleatorio se obtendria de manera anéloga, extendiendo la suma
sobre todas las componentes del subvector complementario,

Ixi(@iy, .o mi) = Z fx(z1,.. . z).

z; €D, jFi1,.. 01

Ejemplo 2.3 Supongamos un experimento consistente en lanzar 4 veces una moneda correcta.
Sea X el numero de caras en los 8 primeros lanzamientos y sea Y el numero de cruces en los
8 ultimos lanzamientos. Se trata de un vector discreto puesto que cada componente lo es. En
concreto Dx = {0,1,2,3} y Dy ={0,1,2,3}.

La funcion de cuantia conjunta se recoge en la tabla siguiente, para cualquier otro valor no
recogido en la tabla fxy (x,y) = 0.

X
0 1 2 3 | fir(y)
0 0 1/16 1/16| 2/16
0 2/16 3/16 1/16| 6/16

1/16 8/16 2/16 0 | 6/16

1/16 1/16 0 0 | 2/16

Fx(x) | 2/16 6/16 6/16 2/16 | 1

W RO

En los mdrgenes de la tabla parecen las funciones de cuantia marginales de X eY, obtenidas
al sumar a lo largo de la correspondiente fila o columna.

2.3.4. Algunos ejemplos de vectores aleatorios discretos
Vector aleatorio Multinomial

La versién k-dimensional de la distribucién Binomial es el llamado vector aleatorio Multi-
nomial. Surge este vector en el contexto de un experimento aleatorio en el que nos interesamos
en la ocurrencia de alguno de los k sucesos, Ay, Ao, ..., A, que constituyen una particién de
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Q. Si P(A;) = p; y repetimos n veces el experimento de manera que las repeticiones son inde-
pendientes, el vector X = (Xy,...,Xk), con X; =nidmero de ocurrencias de A;, decimos que
tiene una distribucion Multinomial, X ~ M (n;p1,pe,...,pr). La funcién de cuantia conjunta
viene dada por,

Hp si0<n;<n,i=1,....k > ni=n
nl'ng .ng!

0, en el resto,

que verifica Pfccl) y Pfcc2), porque es no negativa y al sumarla para todos los posibles
ny,na, ..., N obtenemos el desarrollo del polinomio (p; +pa + ...+ px)", de suma 1 porque los
A; constitufan una particién de €.

Para obtener la marginal de X; observemos que

(n —n;)! n,
nl'ng nk'Hp < )pl n!...ny ixq! .nk!]l;[ipj’

n;—1 !n1+1- ..

y al sumar para el resto de componentes,

fxi(ni) = (Z)P?"Zm!_..@w!. md V08

n171!n1+1 i

n Iy n—mn;
(n)pil(m-l-...—&-pi1+Pi+1+...+pk:) !

n ] n—mn;
= (nl>p:“(]— _pz) )

llegamos a la conclusién que X; ~ B(n,p;), como era de esperar, pues al fijar X; sélo nos
interesamos por la ocurrencia de A; y el experimento que llevamos a cabo puede ser descrito
mediante un modelo Binomial.

Vector aleatorio Binomial Negativo bivariante

Supongamos que A1, As y Az constituyen una particion del espacio muestral 2, de manera
que P(A;) = p;, i = 1,2,3 con p; + p2 + p3 = 1. Realizamos un experimento cuyo resultado
es, necesariamente, Ay, As o Az. Repetimos el experimento de manera independiente en cada
ocasién hasta que el suceso A3 haya ocurrido r veces. Ello significa que A; habra ocurrido =
veces y Ao lo habra hecho en y ocasiones, todas ellas previas a la r-ésima ocurrencia de As. La
probabilidad de un suceso de estas caracteristicas vendra dada por

r+y+r—1\(y+r—  (@Hytr—1 )
( x >< y ) lp2( b1 — p2) .T'y'( _1) ppo( P1 pQ)

Podemos ahora definir un vector aleatorio Binomial Negativo bivariante (X,Y) ~ BN (r;p1,p2)
como aquél que tiene por funcién de cuantia,

r+y+r—1)! -
Wp”fpé’(l—pl —p2)", (2,y) € Dpy = [0,1,2,...]%,

fXY(x7y) =

0, en el resto.
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Se trata de una funcién de cuantia por cuanto fxy (z,y) > 0, ¥(z,y) € R? y, teniendo en cuenta

que
_r r+y+r—1\/y+r—1\ ,
(I =p1+p2) ZZ( - )( PiD5,

Doy Y

también verifica

foy(x,y) =1 =p1+p2) (1=p1+p2) " =1
Day

La marginal de cualquiera de las componentes, por ejemplo Y, la obtendremos a partir de
fY(y) = ZDI fXY(Iay)a con Dm = {07 1323 .. '}7

r+y+r—1\/y+r—1\ , .

frly) = Z( )( pips (1 —p1 — po)
D, * Y

 (yt+r—1\ , - z+y+r—1\ ,

= < y )P2(1p1p2) Z( - P1s

D,

n+j—1

pero recordemos que (1 —2)™" =3, ( ]

)xj , por tanto,

y+r—1
Y

<y+r—1) ( D2 )y <1—p1—p2>7'
Yy 1-—p 1-p1

= <y e 1)py(l —p)".

Y

fy(y) = < )pg(l —p1—p2) (1 —py)~WHD

Luego Y ~ BN(r,p) con p = pa/(1 — p1).

2.3.5. Vector aleatorio continuo. Funcién de densidad de probabilidad
conjunta

Si la probabilidad inducida por el vector aleatorio es absolutamente continua respecto de
A\, medida de Lebesgue en R¥, decimos que X es un vector aleatorio continuo. Existe entonces
un funcién, fx sobre R*, conocida como funcién de densidad de probabilidad conjunta de X,
tal que VB € 3*

P(X € B) :/ fr dAr.
B

Si, como ocurre habitualmente, fx es integrable Riemann en RF, podremos escribir

br b1
P(Xe(a,b}):P(ai<Xi§bi,i:l,...,k:):/ fX(xl,...,a:k)dxl...da:k.
ag a

1

Al igual que ocurria en el caso unidimensional, esta funcién tiene dos propiedades que la carac-
terizan,

Pfdpcl) fx(x) es no negativa, y
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Pfdcp2) como P(X € RF) =1,
+oo +oo
/ / fx(z1,...,zK)dey .. dx, = 1.

Como consecuencia de esta definicién, entre la funcién de distribucién conjunta y la de densidad
de probabilidad conjunta se establecen las siguientes relaciones:

FX(:cl,...,xk):PX(Sx):/ / f(tl,...,tk)dtl...dtk, (221)

y si 2 € R¥ es un punto de continuidad de fyx,

O Fx(x1,... w)

fx(],‘l,...,.ljk)— axlj.”’axk . (222)

Aunque esta tltima relacién ha ser matizada en los mismos términos en los que lo fue su versién
unidimensional, a saber, la igualdad es cierta excepto en conjuntos de medida Ax nula. En
cualquier caso, las anteriores relaciones expresan la equivalencia de ambas funciones y podemos
escribir,

Py <— Fx <— fx.

Funciones de densidad marginales

Para obtener la densidad marginal de X; a partir de la funciéon de la densidad conjunta
tengamos en cuenta (2.19) y (2.21) y que integracién y paso al limite pueden permutarse por
ser la densidad conjunta integrable,

Fx,(z;) = lim Fx(z1,...,2)

z; 2

+oo T +oo
/ / / Flta, oty o te)dty .. dt; ... dty,.
—0o0 — 00 —0o0

Pero la derivada de Fx, es una de las densidades de X; y como las condiciones de la densidad
conjunta permiten también intercambiar derivacién e integracion, tendremos finalmente

in (ml) =
:/ f(tl,...,xi,...,tk)dtl...dti_ldti+1...dtk. (223)
REk—1

Para el caso de un subvector, X', la densidad conjunta se obtiene de forma anéloga,

le,(l‘il,...,J)il) =

:/RH fx(tiot) ] dt

JFUL e

Ejemplo 2.4 La funcion de densidad conjunta del vector aleatorio bidimensional (X,Y) viene
dada por
_J 8zy, si0<y<z<1
Fxy(@,y) = { 0, en el resto.
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Si queremos obtener las marginales de cada componente, tendremos para X

fx(x):/ ny(z,v)dv:/ Srvdv =423, 0<x <1,
0 0

y cero en el resto. Para'Y,

1 1
fy(y):/ fxyw,y)du:/ Suydu = dy(1 — ), 0<y<1,
Y Yy

y cero en el resto.

Obtengamos ahora la funcién de distribucién conjunta, Fxvy (z,y). Observemos para ello el
grifico, la funcién de densidad es distinta de 0 en la region A por lo que Fxy (z,y) =0 siz <0
oy <0.

Si (x,y) € A,
Fyy(z,y) = // Ixv (u,v)dudv,
SaynA

pero Sy NA={(u,v);0 <v<u<y}lU{(u,v);y <u<z, 0<v <y}, por tanto

Fxy(z,y) = /Oy [/Ou 8uUdU:| du + /ym on suvdu} du = y? (222 — ?). (2.24)

Si (z,y) € B, como fxy(x,y) =0 en B, el rectingulo superior de la figura (en negro) no
acumula probabilidad y por tanto

ny(l‘,y) = P(Sa:yﬁA) :P(Smc ﬂA)

A

(x.y)
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Ast pues,
xT u
Fxy(z,y) = / [/ 8uvdv} du = 2*. (2.25)
o LJo

Observemos que (2.25) puede obtenerse a partir de (2.24) haciendo y = x. En efecto, de acuerdo
con (2.19), (2.25) no es mds que Fx(x), la funcion de distribucion marginal de X .
Si (z,y) € E, un razonamiento similar conduce a

FXY(-I',:U) = y2(2 - y2)7

que no es mds que la funcion de distribucion marginal de Y, que podriamos haber obtenido
haciendo x =1 en (2.24).
Por dltimo, si (z,y) € D, Fxy(z,y) = 1. Para su obtencidn basta hacer t =1 ey =1 en

(2.24).
Resumiendo
0, stz <0o0y<0;
y2(2$2 - y2)’ st ('T7y) € A;
ny(l‘,y) = (L’4, S1 (Cﬂ,y) S ;
v*2-y?), si(vy) €E
1, si (x,y) €D

Ejemplo 2.5 La funcién de densidad conjunta del vector (X1, X2, X3) es

48331.7321}3

f($1,x27l’3) = (1+1’%+1’%+.’E§)4
0, en el resto.

y 3ix17$27x320

Obtengamos en primer lugar las densidades marginales de cada componente. Dada la simetria
de la densidad conjunta bastard con obtener una cualquiera de ellas.

48x1 2213

(e o] [e.e]
x = dxodx
Sula) /0 /0 (A+ad+ad+a3)t 0
48z x dxs| dx
1/ 2[/0 (It+aftad+ad)t ]

8],‘1.’132
————=d 2.26
/ / (1+ a7 +23)3 " ( )

(1+:c1)

Luego
2.131'
filei) = ¢ (A+a3)*

0, en el resto.

o
st 20 (2.27)

Por otra parte, en el transcurso de la obtencion de f;(x;) el integrando de (2.26) es la
densidad marginal conjunta de (X1,Xs2), que por la simetria antes mencionada es la misma
para cualquier pareja de componentes. Es decir, para i,j =1,2,3

8T
fij(xi,xj): (].“rl' +£L’ )
0, en el resto.

, stx,x; >0
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Para obtener la funcion de distribucion conjunta recordemos que

1 T2 3
F(xy,29,23) = P(X; < x4,i=1,2,3) = (ﬂ{X < a:z}> = / / / f(u,v, 2)dudvdz.
o Jo Jo

pero en este caso serd mds sencillo recurrir a esta otra erpresion,

ﬁ{XiSCUz‘}] )Zl—P<OAi>,

con A; ={X; > x;}. Si aplicamos la férmula de inclusion-exclusion (1.1),

F($1,$2,1‘3) = 1—P<

3
F(zy,m9,23) =1— | _P(A)— Y P(AiNA;)+P(ANANA;s)| . (2.28)

i=1 1<i<j<3

La obtencion de las probabilidades que aparecen en (2.28) involucran a las densidades antes
calculadas. Ast, para P(A;)

e 2u 1
P = P(Xi >0 = [ =

Para P(A; N Aj),

P(AZQAJ) P(Xi>$i,X]‘>3;‘j)

= / / 1—|—u2 o7 ————————dudv

1+xi+xj

Finalmente

o > 48 1
P(AlﬂAgﬂAg):/ / / ds—— dudvdz = ————
vy Sy S (I+u?+v2+22) 1427+ a3 + 23

Sustituyendo en (2.28) tendremos,

F(a:l,xg,xg =1-

Mw

1
22 Z 2 2 2°
i=1 L 1<i<j<3 +x +a: 1 Tty g

2.3.6. Algunos ejemplos de vectores aleatorios continuos
Vector aleatorio Uniforme en el circulo unidad

Al elegir un punto al azar en, C7, circulo unidad, podemos definir sobre el correspondiente
espacio de probabilidad un vector aleatorio de las coordenadas del punto, (X,Y). La eleccién
al azar implica una probabilidad uniforme sobre C1, lo que se traduce en un densidad conjunta
constante sobre todo el circulo, pero como por otra parte ffCl f(z,y)dzdy = 1, la densidad
conjunta vendra dada por

1

) st (il?,y) € Cl
fXY(x7y) = T
0, en el resto.
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Para obtener la densidad marginal de X,

+o00 | VI 5
fX(x)Z/ fXY(%Z/)dy:*/ dy = /1 —a2,
—oo T iaT ™

por lo que

2
—V1-22 silz|<1
fx@y=q "

0, en el resto,

La marginal de Y, por simetria, tiene la misma expresion.

Si en lugar de llevar a cabo la eleccién en Cq, elegimos el punto en el cuadrado unidad,
Q =[0,1] x [0, 1], la densidad conjunta es constante e igual a 1 en el cuadrado y las marginales
son ambas U(0, 1).

Vector aleatorio Normal bivariante

El vector aleatorio bidimensional (X, Y) tiene una distribucién Normal bivariante de pardme-
tros pux €ER , py € R, 0 >0, 04y >0y p, |p| <1, sisu funcién de densidad conjunta es de la
forma,

1 _a(zy)

fxy(ey) = ————==¢ 7, (2,y) €R?,
20,04/ 1 — p?

donde

55

N
Y‘ \
!

AR

i
Al " ” i\
e

La figura nos muestras sendas graficas de la normal bivariante con parametros p, = p, = 0,
o, =0y, =1y p=0,5. La grafica estd centrada en (u,,u,) (pardmetros de posicién) y su
forma depende de 0,0, ¥ p (pardmetros de forma). Para ver el efecto de este dltimo la gréfica
de la derecha ha sido rotada —90°.
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Para ver que fxy(z,y) es una densidad es inmediato comprobar que verifica la primera
condicién, en cuanto a la segunda, fR2 fxvy(x,y)dxdy = 1, observemos que

(52 (52 () (52)
() (s - (52

pero el primer sumando de (2.29) puede escribirse
ToHe) (YT M) — (T2 He) P9 (YT Hy
O oy Ox Oz oy
1 _
SN AL
O oy

= 7(I - b)a

Og

(1—p")q(z,y)

con b = pig + po, =L, Sustituyendo en (2.29)

(1= p*)a(z,y) = (m — b)2 +(1-p?) <M>2

Oz Oy

y de aqui

Ixy (z,y)dedy =
RQ

L[ () [ e i ay =,

oo OyV2m —oo 0z 27(1 — p?)
(2.30)

porque el integrando de la integral interior es la funcién de densidad de una N(b,02(1 — p?))
e integra la unidad. La integral resultante vale también la unidad por tratarse de la densidad
de una N (py, 05), que es precisamente la densidad marginal de Y (basta recordar la expresién
(2.23) que permite obtener la densidad marginal a partir de la conjunta). Por simetria X ~
N(pz,03).

Esta distribucién puede extenderse a n dimensiones, hablaremos entonces de Normal mul-
tivariante. La expresion de su densidad la daremos en el préximo capitulo y utilizaremos una
notacién matricial que la haga mas sencilla y compacta.

2.4. Independencia de variables aleatorias

La independencia entre dos sucesos A y B supone que ninguno de ellos aporta informacion
de interés acerca del otro. Pretendemos ahora trasladar el concepto a la relacion entre variables
aleatorias, pero siendo un concepto originalmente definido para sucesos, la traslacién deberd ha-
cerse por medio de sucesos ligados a las variables. Para ello necesitamos recurrir al concepto de
o-algebra inducida por una variable aleatoria que definimos en la pagina 18.
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Definicién 2.5 (Variables aleatorias independientes) Decimos que las variables X;, i =
1,...,k son independientes si las o-dlgebras que inducen lo son.

Si recordamos lo que significaba la independencia de familias de sucesos, la definicién implica
que al tomar un 4; € 0(X;), i =1,...,k,

n

1P, Y061, dn) € (1, k).

=1

)
>
)
o)
=
3

I

Teniendo en cuenta cémo han sido inducidas las o(X;), admite una expresién alternativa en
términos de las distintas variables,

n
P(A;N...NA;)=P(X; € Bj,l=1,...,n) = [ [ P(X, € B),), B;, € 5, (2.31)
=1

donde A;, = X~Y(B,,).
Comprobar la independencia de variables aleatorias mediante (2.31) es précticamente im-

posible. Necesitamos una caracterizacién méas de més sencilla comprobacion y para encontrarla
nos apoyaremos en una propiedad de las o-dlgebras engendradas.

Definicién 2.6 (o-dlgebra engendrada) Decimos que la o-dlgebra B estd engendrada por la
familia de conjuntos C, si es la menor o-dlgebra que la contiene. Lo que denotaremos mediante

o(C)=B.

La o-édlgebra de Borel, 0, estd engendrada, entre otras, por la familia de intervalos de la forma
{] = o0, 2], x € R}. Como consecuencia de ello, si X es una variable aleatoria y C la familia

C=XY]-o0,z], z€R},

se puede demostrar que o(X) = o(C).
Podemos ahora enunciar una nueva caracterizacién de las o-algebras independientes.

Teorema 2.1 Las o-dlgebras de sucesos engendradas por familias independientes y estables
para la interseccion, son también independientes.

La demostracion del teorema es compleja y esta fuera del alcance y pretension de estas notas.

Estamos ahora en condiciones de enunciar el teorema que ha de permitirnos comprobar con
facilidad la independencia entre variables aleatorias.

Teorema 2.2 (Teorema de factorizacién) Sea X = (X1,..., X}) un vector aleatorio cuyas
funciones de distribucion y densidad o cuantia conjuntas son, respectivamente, Fx(x1,...,xx)
y fx(z1,...,2x). Sean Fj(z;) y fi(x;), 3 = 1,...,k, las respectivas marginales. Las varia-
bles aleatorias X1,..., X son independientes si y solo si se verifica alguna de las siguientes
condiciones equivalentes:

1. Fx(l'l, . 73%) = H?:l Fj(,@j), V(l‘l, . ,.%'k) e Rk

2 fx(wr,..xn) =152 fi(a)), Y@, ... z) € RF

Demostracién
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1. Veamos las dos implicaciones:

Directo.- Si las variables son independientes, V(x1, ..., zx) € R* definamos los conjuntos
Bj :] — 00, LL']']

k k
Fx(z1,...,2) = P(N}_, X; 1 (B))) = HP(XJ-_I(BJ')) = HFj(xj).

Inverso.- Sila funcién de distribucién conjunta se puede factorizar, las familias {X; <
z;, x; € R} son independientes, pero estas familias engendran las respectivas o(X;)
y son estables para la interseccion, el teorema 2.1 hace el resto.

2. Veamos las dos implicaciones distinguiendo el caso continuo del discreto.

a) Caso discreto

Directo.- Para (z1,...,2) € Dx, soporte del vector,
k k
fx(@r,. . mp) = P(OE_ (X = 2)) = [[ P(X; = 25) = ] fi(xy)
j=1 j=1

Si el punto no estd en Dy, la igualdad es trivialmente cierta porque ambos
miembros son nulos.

Inverso.- Sean B; =] — 00, x;], z; € R.
Fx(xl,...,l'k)z
:P((Xl,...,Xk)EBl X...XBk):
= > fx(y,..o te)

(t1,...,tx)EB1X...X By,

k
> 114

(t1,...stx)EB1X...Xx By, j=1

k k
= H > fity)| = HFj(xj)v

t]' Swj

y por 1) las variables son independientes, quedando demostrada también la equi-
valencia de ambas condiciones.

a) Caso continuo

Directo.- La independencia permite la factorizacién de la funcién de distribucién

conjunta,
k
Fx(z1,...,2x) = [[ Fi(z)), Y(a1,...,21) € R,
Jj=1
Bastard derivar para obtener la relacién deseada. Conviene recordar que (1, . .., )

ha de ser un punto de continuidad de la funcién de densidad conjunta, pero co-
mo el nimero de puntos de discontinuidad para un vector continuo tiene medida
nula, esta exigencia no afecta al resultado.
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Inverso.- Al expresar F'x en funcién de fx,

Fx(xh...,(L'k

)=

:/;/ Fx(te, . te) dty ... dty

-[ ] Hfa

IRCE ﬁ .

Observacion 2.4 Hemos visto anteriormente que a partir de la distribucion conjunta del vector
es posible conocer la distribucion de cada una de sus componentes. El teorema de factorizacion
implica que a partir de las marginales podemos reconstruir la distribucion conjunta, si bien
es cierto que mo siempre pues se exige la independencia de las variables. La recuperacion en
cualquier circunstancia requiere de la nocion de distribucion condicionada.

Ejemplo 2.6 En la seccion 2.3.6 estudidbamos el vector aleatorio determinado por las coor-
denadas de un punto elegido al azar en el circulo unidad. La densidad conjunta venia dada
por

’ st (‘T,y) ECvl

2=

fXY(xay) -

0, en el resto.

Por simetria, las marginales de X eY son idénticas y tienen la forma,

2
" ;\/17x2, st lz) <1
fx (@) =

0, en el resto.

De inmediato se comprueba que fxy(x,y) # fx(x)fy(y) y ambas variables no son indepen-
dientes.

2.4.1. La aguja de Buffon

Ya hicimos menciéon al problema al hablar de probabilidades geométricas en el capitulo
anterior (ver pagina 15). Veamos una forma de resolverlo mediante un vector bidimensional con
componentes independientes.

Problema de la aguja de Buffon.- Sobre una trama de lineas paralelas equidistantes en-
tre si d unidades, lanzamos al azar una aguja de longitud 1 unidades, con 1<d. ;Cudl es la
probabilidad de que la aguja corte alguna de las paralelas?

Solucién.- Si denotamos por X, la distancia del centro de la aguja a la paralela més proxima,
y por O, el dangulo que la aguja forma con dicha paralela, la posicién de la aguja sobre el
entramado de paralelas queda univocamente determinada con ambas variables. El lanzamiento
al azar cabe interpretarlo en el sentido que ambas variables tienen distribuciones uniformes
y son independientes. En concreto, X ~ U(0,d) y © ~ U(0,7) (por razones de simetria, la
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eleccién de un dngulo en |7, 27] duplicaria las posiciones) y su distribucién conjunta tendra por

densidad: .

fro(o) =] ™

0 en el resto.

si (z,0) € [0,d] x [0, 7],

Como puede apreciarse en la figura, para cada 6 fijo la aguja cortard a la paralela de su
izquierda o de su derecha si,
[ . .
0<z< 3 sinf —— corta a la izquierda

l
0<d—x<-sinf —— corta a la derecha

\V]

X _~ di2
L~

A

v

Si definimos los sucesos

Ay ={(x,0); 0<0 <, OSCES%SHIQ}
Ay ={(2,0); 0<O <7, d—Lsind <z <d},

la probabilidad de corte vendra dada por

P(Corte) = P((X,0)€ A1 UA,)

L sin
- // —dzd@Jr// L dzds
df—smeﬂ-d

l l
= 7rd ; {25m0—|—2sm0] do

= L/ sin 0 d6
7Td 0

21
- = 2.32
—~ (2.32)
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2.5. Distribuciones condicionadas

2.5.1. Caso discreto

Consideremos un vector aleatorio bidimensional (X,Y"), con soportes para cada una de sus
componentes D, y D, respectivamente, y con funcién de cuantia conjunta fxy (z,y).

Definicién 2.7 La funcién de cuantia condicionada de Y dado {X = z}, © € D,, se define
mediante,

frix(ylz) =PY =y|X =2) = Ixy(z,y)

fx (@)

La funcién de distribucién condicionada de Y dado {X =z}, x € D,, se define mediante,

Zv< veD fXY(CL’7’l})
Fyix = POV < y|X =) = =502 = > Fxlle).
X v<y, vED,

La funcién fy|x (y|z) es efectivamente una funcién de cuantia por cuanto cumple con las dos
consabidas condiciones,

1. es no negativa por tratarse de una probabilidad condicionada, y

2. suma la unidad sobre D,,

o ZyeDy fXY(x’y) . fx(l‘) .
2 i) = T e

El concepto de distribucién condicional se extiende con facilidad al caso k-dimensional.
Si X = (Xi,...,Xx) es un vector aleatorio k-dimensional y X! = (X;,,...,X;), | < ky

Xkt = (Xj,,--.,Xj,_,) son subvectores de dimensiones complementarias, con soportes D i y
D, k-1, respectivamente, la funcion de cuantia condicionada de X' dado X*~! = (2j,,...,2j,_,),
(jys-- -, xj,_,) € Dyr—t, se define mediante,
o Ix(wa,., )
sz‘kaz(xiN...7xil|xj1,...,xjk_l)— 5
fX"’—’ ('rjl IR ‘rjk—l)

donde el argumento del numerador, (z1,. .., xk), estd formado por las componentes (z;,, . .., Z;,)
y (j,,...,2j_,) adecuadamente ordenadas.

Ejemplo 2.7 Consideremos dos variables aleatorias independientes X e Y, con distribucion
de Poisson de pardmetros u y A, respectivamente. Queremos encontrar al distribucion de la
variable condicionada X| X +Y =r.

Recordemos que

P(X=kY=r—k) fxy(kr—k)

Ixixy (klr) = P(X =k|X +Y =7) = PX+Y=r)  fxyvr(r)

(2.33)

La distribucion conjunta del vector (X,Y) es conocida por tratarse de variables independientes,

k r—k
M A -A
fxy(k,r—k)= e Hr— 1€

(2.34)
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La distribucion de la variable X +Y se obtiene de la forma

fxqv(r) = P(U{X:k,Y:r—k}>
k=0
= > fxv(kr—k)
k=0

T kyr—k
_ :E:AB;ZLAA,GA(M+A>
klr — k!
k=0

67(“'"")‘ r

) r!

: kyr—k
Dt

k=0

(n+ )‘)Tef(u+)\).
r!

r!

(2.35)

Lo que nos dice que X +Y ~ Po(u+ ).
Sustituyendo (2.34) y (2.35) en (2.33),

—p AT

r—k!

W;'W e—(u+X)

%6 e
Ixixqv (klr) = '

rl NkAT_k
K — k) (o + A)

- (D G) ()

concluimos que X|X +Y =1 ~ B(r,u/(n+ N)).

Ejemplo 2.8 Cuando se inicia una partida de cartas la mano se suele decidir a la carta mds
alta. Supongamos una partida entre dos jugadores que, antes de iniciarla, extraen al azar sendas
cartas para decidir cudl de los dos repartird inicialmente las cartas. Si por X designamos la
mayor de las dos cartas y por'Y la menor, vamos encontrar la distribucion conjunta del vector
(X,Y), las marginales y las condicionadas.

La baraja espanola consta de 4 palos con 12 cartas cada uno de ellos, numeradas del 1 (As)
al 12 (Rey). Como el As se considera siempre la carta mds alta, podemos asignarle el nimero
13 y suponer las cartas numeradas del 2 al 13. No pueden haber empates, con lo que el problema
es equivalente al de extraer al azar, sin reemplazamiento, dos bolas de una urna que contiene
12 bolas numeradas del 2 al 13. Observemos que el orden no cuenta en la extraccion, sélo cudl
de ellas es la mayor y cudl la menor, por lo que las posibles extracciones son (122) = 66. En
definitiva,

—, 2<y<z<L13;
Fxy(@y) =4 9
0, en el resto.

La funcion de cuantia marginal de X wvale,

1 T —2
= _— = D - e 1
fX(x) E 66 66 , T € X {3a B 3}7
2<y<zx
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y fx(z)=0size D%. Para,

1 13—y
)= Y. =" VEDy={2...12}
y<x<<13

y fy(y) =0siye Dy.
En cuanto a las condicionadas,

1/66 1
= = , y<z<13,
que es la distribucion uniforme sobre el conjunto Dx|y = {y + 1,y +2,...,13}.
1/66 1
= = s 2 < < s
que es la distribucion uniforme sobre el conjunto Dy |x ={2,3,...,z —1}.

Distribuciones condicionadas en la Multinomial

Si el vector X = (X1,...,Xg) ~ M(n;p1,...,pr) sabemos que la marginal del subvector
X' =(Xy,...,X;) esuna M(n;p1,...,p;, (1 —p*)), p* = p1+---+p (en definitiva la particion
de sucesos que genera la multinomial queda reducida a Aq,..., A;, A*, con A* = (Uf;:lAi)c).
La distribucién condicionada de X*~! = (X;,1,..., X}) dado X' = (n4,...,n;), viene dada por

n! i
o] 1P
nl.ng....nk.izl

fxrxi(ips, .o ngng, oo ) = 1
n! (1 _ p*)(n—n*) Hpm
nyl. . onyl(n — n*)! vl
i=
k .
(n—n")! < pi )m
- | | H ok
ny41! . ng! i) 1—p
* k _ * LR *, Pl+1 Pk
conn® =ni+---+ny Ei:lﬂ n; = n—n*. Se trata, en definitiva, de una M (n—n*; T W)'

Distribuciones condicionadas en la Binomial Negativa bivariante

La funcién de cuantia condicionada de Y dado X = x, cuando (X,Y) ~ BN(r;p1,p2), vale

r+y+r—1\(z+r—-1\ _ .
( y )( . )Pira(l—p1—p2)

€z = T T
Frictule) GRIESICED
x L —p2 L —p2
c+y+r—1 Tt
= < )pg(l_p2)+7

y
z=0,1,... y=0,1,...

Luego Y|X =x ~ BN(z +7,p2).
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2.5.2. Caso continuo

Si tratamos de trasladar al caso continuo el desarrollo anterior nos encontramos, de entrada,
con una dificultad aparentemente insalvable. En efecto, si tenemos un vector bidimensional
(X,Y) en la expresién

PHY <y} n{X ==})
P(X =2x)

el denominador P(X = z) es nulo. Puede parecer que el concepto de distribucién condicionada
carezca de sentido en el contexto de variables continuas.

Pensemos, no obstante, en la eleccién de un punto al azar en C1, circulo unidad. Fijemos
la abscisa del punto en X = z, |z| < 1, y consideremos cémo se distribuird la ordenada Y
sobre la correspondiente cuerda. Estamos hablando de la distribucién condicionada de Y| X =
x, que no sélo tiene sentido, si no que intuimos que serda uniforme sobre la cuerda. ;Cémo
comprobar nuestra intuiciéon? Aceptemos en principio para el caso continuo la expresién que
hemos encontrado para el caso discreto,

P(Y < ylX =) =

Recordando las expresiones de las densidades conjuntas y las marginales obtenidas en la seccién
2.3.6 y el ejemplo 2.6, tendremos

/7 )
— si |y < V1 —a?
Frix(ylae) =4 2VI=a/m

0, en el resto,

que confirma nuestra intuicién, Y| X = x ~ U(—v/1 — 22, +v/1 — 22). Parece 14gico pensar que
la densidad condicionada sea, efectivamente, la que hemos supuesto.

Una obtencién rigurosa de las expresiones de fy|x(y|z) y Fy|x (y|r) estd fuera del alcance
de esta introduccién, pero una aproximacién valida consiste en obtener Fy|x(ylr) = P(Y <
y|X = z) como limite de P(Y < ylz —e < X <z +¢) cuando ¢ | 0 y siempre que fx(x) > 0.
Veamoslo.

Fyix(ylz) = h'ng(YSy\x—s <X<w+e)
i PV Syz—e<X<z+e)
= lim

el0 Plx—e< X <xz+e¢)

S [ po )] do
im — .
€0 f{[—g fX (U)du
Dividiendo numerador y denominador por 2¢, pasando al limite y teniendo en cuenta la relacién

(2.22) que liga a las funciones de densidad y de distribucién en los puntos de continuidad de
aquellas,

Y x,v)dv Y v
Fyx(ylr) = fioo J;XXY(i) ) = » f)};((x’))dv, fx(x) > 0.

Al derivar en la expresién anterior respecto de v obtendremos una de las posibles densidades
condicionadas,

Ixy(z,y)

fX(-T) ’ fX(:C) >07

fyix(ylz) =
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justamente la que hemos utilizado anteriormente.
Ambas expresiones se generalizan facilmente para el caso de un vector X, k-dimensional, y
subvectores X! y X*~! de dimensiones complementarias | y k — [, respectivamente.

fzogffolo Ix(z1, ..., zp)dy, - - dy,

Fxvyxre—t(2iy .oy |2, .0, 25 = —
XX ( 11 ) ’Ll| g1 ) ]k_],) ka—l(le,---,xjkfl) )

' N )

X\ T1,...,Tk
szkaz(.%" e Xy |.23 x-i):
| i1 » il » M k-1 Fxcr—t (le, . ’xjkil) ’
con fyr-i(zj,...,xj,_,) > 0, y donde el argumento de ambos numeradores, (z1,...,zx),
estd formado por las componentes (z;,,...,%;,) ¥ (j,,- .., %}, _,) adecuadamente ordenadas.

Ejemplo 2.9 Elegimos al azar X en [0,1] y a continuacion Y, también al azar, en [0, X?]. Es
decir

Fxla) = { oty haxlle) = { e
La densidad conjunta de (X,Y) vale
€
Ixy (@,y) = fx(@) fyx(yle) = v
0, en el resto.

, z€[0,1], y € [0,27];

La densidad marginal de 'Y es

1
fy(y):/ﬁ;dx:\}y—l, y € 10,1],

y vale 0 fuera del intervalo.

1 Cabe preguntarse si la eleccion de X e Y que
hemos hecho se corresponde con la eleccion al
azar de un punto en el recinto A de la figura,
determinado por la pardbola y = 2 entre x = 0
1 y x = 1. La respuesta es negativa, puesto que
la densidad conjunta vendria dada en este caso

S por

yp------------ 1
S S |
Foy(a,y) =4 dreade A7 (z,y) €

. 0, en el resto.

y evidentemente, fxy(x,y) # fiy(x,v).
Puede comprobarse que en este caso

() { 322, x€|0,1];

0, en el resto.
Es decir, elegida la componente X la eleccion de Y continua siendo al azar en el intervalo
[0, X2], pero a diferencia de como elegiamos X inicialmente, ahora ha de elegirse con la densidad

fx ().

1/2%, yel0,2%];
0, en el resto.

v il =
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Distribuciones condicionadas en la Normal bivariante

Si (X,Y) es un vector Normal bivariante,

e ()

2 1— 2

Jyvx (ylz) G P e
e

m(1-p

Oy (
I
oy\/27(1—p?)

Es decir, Y| X =2z~ N (,uy + pZ—Z(x — phe), 00 (1 — p2)>.

e—m{y—(uyﬁ-P%(w—uw))}Q

2.6. Funcién de una o varias variables aleatorias

2.6.1. Caso univariante

Si g es una funcién medible, Y = ¢g(X) es una variable aleatoria porque,
v:05R-4LR,

eY Y(B)=X"1g(B)]ecA

Tiene sentido hablar de la distribucién de probabilidad asociada a Y, que como ya hemos
visto podra ser conocida mediante cualquiera de las tres funciones: Py, Fy o fy. Lo inmediato
es preguntarse por la relacion entre las distribuciones de probabilidad de ambas variables. Es
aparentemente sencillo, al menos en teoria, obtener Fy en funcién de Fx. En efecto,

Fy(y)=P(Y <y)=P(g(X) <y)=P(X € g '{] — 00,9]}). (2.36)

Si la variable X es discreta se obtiene la siguiente relaciéon entre las funciones de cuantia fy y

Ix,
fry)=PY =y =PleX)=y)= Y,  [fx@) (2.37)

{g=*(y)nDx}

Pero la obtencién de g={] — co,y]} 0o g7 (y) no siempre es sencilla. Veamos ejemplos en los
que (2.36) puede ser utilizada directamente.

Ejemplo 2.10 Sea X ~ U(—1,1) y definamos Y = X?. Para obtener Fy, sea y € [0, 1],

Fy(y) = P(Y <y) = P(X* <y) = P(—/y < X < \y) = Fx(/y) — Fx(—/Y) = /¥
Entonces,
0, sty <0y
Fy(y)=4q VY, si0<y<1;
1, sty > 1.
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Ejemplo 2.11 Si X es una variable discreta con soporte Dx, definamos Y mediante

é—‘, si X #0
Y = signo(X) =
0, st X =0.

Con esta definicion, Dy = {—1,0,1}, y su funcidn de cuantia viene dada por

Zz<ofx(33), siy=—1
fr(y) =4 fx(0), siy=0

Dm0 fx(@), siy=1

Cuando la variable aleatoria es discreta (2.36) y (2.37) son la tnicas expresiones que tene-
mos para obtener la distribuciéon de probabilidad de Y. El caso continuo ofrece, bajo ciertas
condiciones, otra alternativa.

Teorema 2.3 Sea X wuna variable aleatoria continua y sea g mondtona, diferenciable con
g (x) #0, Va. Entonces Y = g(X) es una variable aleatoria con funcién de densidad,

fx (g7 () , siyeg({Dx})

0, en el resto.

dg(y)
dy

fy(y) =

Demostracién.- Como g es medible por ser continua, Y serd una variable aleatoria. Supon-
gamos ahora que g es mondtona creciente. Tendremos, para y € g({Dx}),

Fy(y)=P(Y <y)=P(X <g7'(y)) = Fx(9~'(v)).
Derivando respecto de y obtendremos una funciéon de densidad para Y,

et = T S ) gy

En caso de monotonia decreciente para g,

Fy(y)=PY <y)=P(X>g ' (y)=1-Fx(g"(v)).

El resto se obtiene analogamente. [ )

dg~(y)
dy |’

Ejemplo 2.12 Consideremos la variable aleatoria X cuya densidad viene dada por

0, stz <0,
_J) 1 .
fx(@)=19 3. si0<ax<1,
ﬁ, stx > 1,

Definimos una nueva variable mediante la transformacion Y = 1/X. La transformacidon cumple

con las condiciones del teorema, x = g~ (y) = 1/y y dg;i;(y) = ,y%, por tanto la densidad de
Y wendrd dada por
0, sty <0,
fY(y): %y%? 321§y<007

W%, 520<y<17

que adecuadamente ordenado da lugar a la misma densidad que poseia X .
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El teorema anterior admite la siguiente generalizacion.

Teorema 2.4 Sea D el dominio de g y supongamos que admite una particion finita D =
Ui, D;, de manera que g; = g|p,, restriccion de g a D;, es estrictamente mondtona, diferen-
ciable y con derivada no nula. La densidad de Y = g(X) tiene la expresidn,

o) = > fxle'®) ‘dgidly(y)‘ : (2.38)
ity€gi(Di)
Demostracion.- Si D; = (a;,b;), i = 1,...,n, fijemos y en el rango de g. Tendremos
Fy(y) = PY <y)=P(gX) <y, X UL, D)
n n
= S P((X)<yXeD) =Y P(X)<y). (2.39)
i=1 i=1

Siy € gi(D;) y g; es creciente,
P(gi(X) <y)=P(a; < X <g;7'(y) = Fx(g; ' (v)) — Fx(as).
Si g; es decreciente,

P(gi(X) <y) =P (g7 (y) < X <b;) = Fx(bi) — Fx (97 ().

A

T

Li=¢gDy) /

D,
LA T
7 [

D, D5

v

Siy ¢ g:(D;), como I; = ¢g;(D;) es un intervalo, es facil comprobar (véase la figura) que

P (9:(X)
X

9i 0 st Infl; >y
P (gi( 1

Y
y) si supl; <w.

[VANVAN

En cualquiera de los dos casos, al ser constante, su contribucion a fy es nula. En definitiva, si sus-
tituimos en (2.39) y derivamos respecto de las g; ' (y) obtendremos (2.38). A

Ejemplo 2.13 Si queremos obtener la densidad de una variable aleatoria definida mediante la
transformacion Y = X2 a partir de X ~ N(0,1), observamos en la figura que D = Dy U Do,
de manera que la restriccion de g sobre cada D; es una biyeccion que cumple las condiciones
del teorema.
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S Yo
- ; A N | = A ; ~
g2 (v) g1 (y)

Tenemos ademds que g7 ' (y) = /¥ y 95 ' (y) = —/y. Aplicando (2.38) se obtiene

0, sty <0,

~
~
—~
<
S~—"
I
—

-

eTJ, sty > 0.

[NIE

\/27Ty

Se trata de la densidad de una x3.

Hay dos transformaciones especialmente interesantes porque permiten obtener variables
aleatorias con distribuciones preestablecidas. La primera conduce siempre a una U(0,1) y la
otra, conocida como transformacion integral de probabilidad, proporciona la distribucién que
deseemos. Necesitamos previamente la siguiente definicién.

Definicién 2.8 (Inversa de una funcién de distribucién) Sea F una funcién en R que
verifica las propiedades PF1) a PFj) de la pdgina 19, es decir, se trata de una funcién de
distribucion de probabilidad. La inversa de F' es la funcion definida mediante

F~Yz) =inf{t: F(t)>z}.

Observemos que F~! existe siempre, aun cuando F no sea continua ni estrictamente creciente.
Como contrapartida, F~! no es una inversa puntual de F, pero goza de algunas propiedades
interesantes de facil comprobacién.

Proposicién 2.2 Sea F~! la inversa de F. Entonces,

a) para cada x yt, F~1(z) <t 2 < F(t),

b) F~1 es creciente y continua por la izquierda, vy

c) si F es continua, entonces F(F~Y(z)) =z, Vx € [0,1].
Podemos ya definir las dos transformaciones antes mencionadas.

Proposicién 2.3 (Transformada integral de probabilidad) Sea U ~ U(0,1), F una fun-
cién de distribucién de probabilidad y definimos X = F~Y(U). Entonces, Fx = F.

Demostracién.- Como F~! es mondtona, X es una variable aleatoria. Por a) en la proposicién
anterior, Vt € R,

Fx(t)=P(X <t)=P(F~'(U) <t) = P(U < F(t)) = F(t). o
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Este resultado es la base de muchos procedimientos de simulacién aleatoria porque permite
obtener valores de cualquier variable aleatoria a partir de valores de una Uniforme, los valores de
la Uniforme son a su vez generados con facilidad por los ordenadores. A fuer de ser rigurosos,
debemos precisar que los ordenadores no generan exactamente valores de una Uniforme, lo
que generan son valores pseudoaleatorios que gozan de propiedades semejantes a los de una
Uniforme.

Proposicién 2.4 (Obtencién de una U(0,1)) Si Fx es continua, U = Fx(X) ~ U(0,1).

Demostracién.- Hagamos F' = Fx. Para € [0, 1], por la proposicién 2.2 a), P(U > x) =
P(F(X)>z)=P(X > F~!(x)). La continuidad de F y la proposicién 2.2 c¢) hacen el resto,

PU>z)=P(X>F Y2))=1-F(F *2)=1-=z. 'y

2.6.2. Caso multivariante

Para X = (X1,..., Xk), vector aleatorio k-dimensional, abordaremos el problema solamente
para el caso continuo. La obtenciéon de la densidad de la nueva variable o vector resultante
en funcién de fx(z1,...,z;) plantea dificultades en el caso mds general, pero bajo ciertas

condiciones, equivalentes a las impuestas para el caso univariante, es posible disponer de una
expresion relativamente sencilla.

Teorema 2.5 Sea X = (Xi,...,Xk) es un vector aleatorio continuo con soporte Dx y sea
g=(g91,...,98) : R¥ — RF una funcion vectorial que verifica:

1. g es uno a uno sobre Dx,

9(91,---,9%)

Dorwy) €8 distinto de cero Vo € Dx, y

2. el Jacobiano de g, J =

3. existe h = (hy, ..., hy) inversa de g.

Entonces, Y = g(X) es un vector aleatorio continuo cuya densidad conjunta, paray = (y1,...,Yx) €
9(Dx), viene dada por

fY(yla CI) yk) = fX (hl(yh e 7yk)7 RS h’k(yla LR yk)) |J71|7 (240)
donde J~1 = H es el Jacobiano de h.

Este teorema no es mas que el teorema del cambio de variable en una integral multiple y
su demostracion rigurosa, de gran dificultad técnica, puede encontrarse en cualquier libro de
Anélisis Matemético. Un argumento heurfstico que justifique (2.40) puede ser el siguiente. Para
cada y,

Q

k
Sy (s ye)dys - - - dy P{YE (yz‘?yﬁdyz‘)}

i=1

k
P {X €h <H(Zlmyz’ + dyz‘))}

k
fx (h(y)) x vol [h <H(yi7yi + dyz‘))] ;

i=1

Pero vol [h (Hle (yi, yi + dyz))} es precisamente |J " t|dyi, ..., dys.

Veamos el interés del resultado a través de los siguientes ejemplos.
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Ejemplo 2.14 (Continuacién del ejemplo 2.6) En la seccion 2.3.6 estudidbamos el vector
aleatorio determinado por las coordenadas de un punto elegido al azar en el circulo unidad. La
densidad conjunta venia dada por

1 .

) St ((E, y) S Cl
fXY (.’E, y) = T

0, en el resto.

Consideremos ahora las coordenadas polares del punto, R = vX2+Y? y © = arctanY/X.
Para obtener su densidad conjunta, necesitamos las transformaciones inversas, X = Rcos© e
Y = Rsin©. El correspondiente jacobiano vale J; = R y la densidad conjunta,

L. si(r,0) €0,1] x [0,27]
T
fR@(Tv 9) =

0, en el resto.

Con facilidad se obtienen las marginales correspondientes, que resultan ser

2r, sirel0,]1]

fr(r) =
0, en el resto,
y para O,
1
5o si0e0,2n]
fe(@) =3 “"

0, en el resto.

Como fro(r,0) = fr(r)fo(8), VY(r,0), R y © son independientes.

Ejemplo 2.15 (Suma y producto de dos variables aleatorias) Sea X = (X1, X3) un vec-
tor aleatorio bidimensional con densidad conjunta fx(x1,22). Definimos U = X1 + Xo y que-
remos obtener su densidad. Para poder utilizar el resultado anterior la transformacion debe de
ser también bidimensional, cosa que consequimos si definimos una nueva variable V.= Xj.
Con'Y = (U, V) podemos aplicar el teorema, siendo la inversa X1 =V y Xo = U =V, cuyo
Jacobiano es J~1 = —1. Tendremos pues,

fY(uvv) = fx(l),u?U),

y para obtener la densidad marginal de la suma, U,

fu(u)

+oo
/ fx(v,u—v)dv. (2.41)

— 00

Para obtener la densidad de W = X1 X5, definimos T = X1 y actuamos como antes. Con
Y = (T,W) y transformaciones inversas X; = T y Xo = W/T, el Jacobiano es J~' = 1/T y

la densidad conjunta de Y,
1

Fy(t,w) = il (t, %)

La marginal del producto se obtiene integrando respecto de la otra componente,

fw(w) = /+OO %fx (t, %) dt. (2.42)

—.y
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Hubieramos podido también proceder utilizando la transformacion bidimensional Y = (Y1,Ys),
con YT = X1+ Xo e Yo = X1 X5, lo que en teoria nos hubiera hecho ganar tiempo; pero sélo
en teoria, porque en la prdctica las inversas hubieran sido mds complicadas de manejar que las
anteriores.

Ejemplo 2.16 (Distribucién del maximo y el minimo) Si X1, Xs,..., X, son n varia-
bles aleatorias independientes, vamos a obtener la distribucion de probabilidad del mdximo y el
minimo de todas ellas. Definimos

XM = HlEiX{Xl,XQ, N 7Xn}, Xm = Hlfn{X17X2, N ,Xn}.

Distribucion del mdximo.- Lo mds sencillo es obtener la funcion de distribucion de
Xar, puesto que

{Xy <z} —= ﬁ{Xi <z},

y de aqui

n

Fx, (z) = P(MZ{X; < 2}) = [[ Fi(w).
i=1
La funcion de densidad puede obtenerse derivando la expresion anterior,

Fxa(@) = [file) [ i (@)].

i=1 j#i

Un caso especial es aquel en el que las variables tiene todas la misma distribucion de
probabilidad. Si F' y f son, respectivamente, las funciones de distribucion y densidad
comunes a todas ellas,

FXZ\/I(x) = [F(x)]n

fXM (.’L’) =n [F(m)]n71 f(.’)?)

Distribucion del minimo.- Observemos ahora que

n
(X >2} = [|{Xi>a},
i=1
y de aqui

Fxy(z)=1=P(Xp>2)=1=P(V_{X;>a})=1-[][1 - F(2)],

i=1

n

Fx(@) =3 [fit@) [0 = F@)].
i=1 j#i
Si todas las variables comparten una distribucion comin con F y f como funciones de
distribucion y densidad, respectivamente,

Fxy () =1-[1—F(x)]"

fXM(m) =n [1 - F(w)]n71 f(m)
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Distribucion conjunta del mdxrimo y el minimo.- Para obtener al distribucion con-
junta de Xy y X, observemos que,

{Xu <ap = ({Xu <2} {Xn <yh) U({Xu <2 n{Xn >y}).
Al tomar probabilidades hemos de tener en cuenta que
0, six <y;
P{ Xy <zp0{Xm >y}) =
PN {y< X;<z}), siz>y.
En definitiva
[[i=, Fi(z) = [[ioi [Fi(x) — Fi(y)]l, sia>y;

H?:l F7(£ZJ), sixz <y,

resultado que nos indica que Xp; y X, no son independientes. La funcion de densidad
conjunta la obtendremos mediante (2.22),

>ies i@ W) i s [Fi(2) = Fe(y)]],  sia>y;

Fx,x, (z,y) =

fxux,. (@,y) =
0, six<vy.

Cuando las variables tiene la misma distribucion con F' y f como funciones de distribucion
y densidad comunes, respectivamente,

[F(@)]" = [F(z) - F)]", siz>y;
FXMXm (x,y) =
[F(2)]" stz <y,

n(n —1)f(2) f)[F(x) — Fy)"~2, siz>y;
fXMXm ($,y) =
0, six<y.

Ejemplo 2.17 (Suma de Gammas independientes) Supongamos que X1 y X2 son va-
riables aleatorias independientes Gamma con pardmetros (o, ), © = 1,2. La densidad de
U = X; + X5 la podemos obtener aplicando (2.41). Como las variables son independientes
podemos factorizar la densidad conjunta y

leXZ(U,U - U) = fX1 (’U)fX2(’U, - U)

1 a;—1 —v/ﬁ:| |: 1 _ o\ az—1_—(u—v)/B
IR | o

= 1 —u/ﬁvm—l(u_ ,U)Oéz—l

(0T (ag) Boive ©

y de aqui, teniendo en cuenta que 0 < v < u,

fulu) = /Ou fx(,u—v)dv= T e /B /Ou v (u — v)*2 . (2.43)

(a1)T(ag)forte
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Haciendo el cambio z = v/u, 0 < z < 1, la integral del dltimo miembro quedard de la forma,

['(c1)T ()

u 1
,Uoclfl U—v Oégfld/U — ua1+o¢271/ Za171 1 — OLQ*le — ua1+o¢271 .
/0 ( ) 0 ( ) Ty + as)
Sustituyendo en (2.43),

1
[(ar + az)prrtee

fulw) = ortoal =/,
Es decir, U ~ Gamma(ay + as, 3).

Reiterando el proceso para un vector con k componentes independientes, X; ~ Gamma(a;, 3),
encontrariamos que la suma de sus componentes, U = X1+ Xo + - - 4+ Xi, es una distribucion

k
Gamma()_;_, a;, 3).
Dos consecuencias inmediatas de este resultado:

1. La suma de k exponenciales independientes con pardmetro comin A es una Gamma(k,1/)\).

2. Para X; ~ N(0,1), i = 1,...,k, independientes, sabemos por el ejemplo 2.13 que cada
X2 ~x3, por tanto Y = Zle X2 ~X3.

Como corolario de la definicién (2.5) se comprueba facilmente que las transformaciones
medibles de variables independientes también lo son.

Corolario 2.1 Sig;, i =1,...,n, son funciones medibles de R en R, las variables aleatorias
Y = g:(X)), i =1,...,n son independientes si las X; lo son.

Demostracion.- El resultado se sigue de la relacion,
ViyVBef, Y, (B)=X;[g; ' (B)] € o(X,).
que implica o(Y;) C 0(X;), Vi, lo que supone la independencia de las Y;. &

Ejemplo 2.18 (Combinacién lineal de Normales independientes) Sean X; ~ N(uy,0%)
y Xo ~ N(u12,0122) variables independientes. Por el Lema 2.2 sabemos que las variables
Y, = a; X; ~ N(ai,u%afof), 1 = 1,2. Por otra parte, el anterior corolario nos asegura la in-
dependencia de Y1 e Yo y la distribucion conjunta de ambas variables tendrd por densidad el
producto de sus respectivas densidades,

2 2
1 1| (y1—aim Y2 — Qaflo
viva(W1,42) = s————expq —2 + .
2mai101a2092 2 a10q a909

Si hacemos U =Y, +Ya y V =Y1 y aplicamos (2.41),

+oo
fu(u) = / frive (v, u — ) do, (2.44)

— 00

1 1 v — a1 2 (u—v) — agps 2
v,u—v)=—exps—= || —— | +|———= .
2ma101a202 2 a101 as09

con
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Simplifiquemos la forma cuadrdtica del exponente,

o = gy ()]

_ i fv-am 2+ w— (arpn + agpe) — (v —arm) \ >
2 a101 a0 :

Haciendo t =v—ajp1 y z = u— (a1 + aspe) y operando, la dltima expresion puede escribirse

1 (a101)* + (ag09)? [(t— (algl)z(a2"2)22>2 22(6‘10’1)2(@02)21,

q(u,v) = 2 (a101)*(az02)? a101)? + (az02) (a101)* + (a202)?

con lo que la exponencial quedard de la forma

a101 2 ag02 2 a101 2 a2092 2 2
exp{q(z,t)} = exp{1~( G ) <t (01 )zz> }X

2 (a101)2(a202)2 (CL10'1)2+ (ClQO'Q)

o {‘3 ([(a101)2 +Z(a202)2]1/2>2} '

Sustituyendo en (2.44),

_ 1 - 1 u — (arpn + azps) ?
fU(U) = \/ﬂe P{ 2 ([(a101)2+(a20'2)2]1/2> } X
+oo 1 1 (a101)2—|—(a202)2 (a101)2(a202)2 2
/. alalazagmeXp{‘z' et (- ey o) }d”

= ! ex 1 u — (a1 + aspz)
- \/27T[(a10'1)2 + (ag02)?] P { 2 ([(a101)2 + ((l20'2)2]1/2> } x
/+OO (o00)" + (a0 ) 12 exp{ 1 (@101)* + (a205)° <t T (a101)*(az02) 23>2} dt.

oo a101a902V 2T 2 (a101)%(az02)? a101)? + (azo2)

Observemos que el integrando es la funcion de densidad de una variable aleatoria Normal con

pardmetros p = zl(a101)*(az0)°] (02101)*+(azay)?

2 __
i (a101)%+(a202)2 Y7 = Ta101)%(az02)2
nitiva,

por tanto la integral valdrd 1. En defi-

u) = ! ox 1 u — (a1p1 + azps) 2
ot V2r((a101)? + (a202)?] p{ 2 ([(a101)2+(a202)2}1/2> },

lo que nos dice que U = a1 X1 + as Xa ~ N(ajpy + aspiz, (a101)? + (az02)?).
El resultado puede extenderse a una combinacion lineal finita de variables aleatoria Normales
independientes. Asi, si X; ~ N(u;,0?),

X = iale ~ N (i ami,i(aiai)2> .
1=1 i=1

i=1
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Ejemplo 2.19 (La distribucién t de Student) Consideremos las n+ 1 variables aleatorias
X, X1,Xs, ..., X, independientes y todas ellas N(0,1). Definimos las variable

t=13. (2.45)

conY = /3" X2

Para obtener la distribucion de t observemos que de acuerdo con el ejemplo anterior, U =
S X2 ~x2. Su densidad es (ver pdgina 32)

0, stu<0

fo(u) = 1

u/2—1
T(n/j2)20/2"

st u > 0.

e—u/27

La variable Y = \/U/n tendrd por densidad
0, sty <0
fy(y) = nn/2

n—1_-y?/2 .
Wy ey/, Sly>0

Por otra parte, por el Corolario 2.1 X eY son independientes y su densidad conjunta vendrd da-

da por
1/2 (n\n/2
2 n
fXY($>y) = () (2) e_%(3‘CZ4‘TL1/2):U7L—17

para x € R ey > 0.
Si hacemos el doble cambio

t=2 =Y,
Y Y U )

el Jacobiano de la transformacion inversa vale J = u y la densidad conjunta de t,U es

Fxy(@,y) = Ce™ % Putnu®)n, teR, u>0,
con C' = (%) W La densidad marginal de t se obtiene de la integral
> —l(t2 24 2)
fi(t) = Ce™ 20 4 Ty du.
0

Haciendo el cambio u?> = v

filt) = gefv(%(t%r”))vw; dv

I
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La distribucion recibe el nombre de t de Student con n grados de libertad. Student era el seudoni-
mo de W. L. Gosset, estadistico inglés de siglo XIX, quién descubrié por primera vez esta
distribucion de manera empirica.

El interés de la t de Student reside en que surge de forma natural al estudiar la distribucion
de algunas caracteristicas ligadas a una muestra de tamano n de una variable N(u,o?). Si
representamos grdficamente la densidad para distintos valores de n comprobaremos que su forma
es muy parecida a la de una N(0,1).

0,40
0,35 ~
0,30 ~
0,25
0,20 ~
0,15
0,10

0,05 ~

0,00

-3,00 7
2,64
-2,28 |
-1,92 |
-1,56 1
-1,20 |
084 |
0,48
012
024
0,60
0,96
1,32
1,68
2,04
2,40
276

Se observa en la grdfica que a medida que n aumenta la curva de la t de Student se asemeja
mas a la de la Normal. No es casual este comportamiento, en efecto, la densidad de t puede
escribirse de la forma,

n+1

= BLTERY ey 1D 2y (e
! Var T (%) 2 n n 2
Al pasar al limite cuando n — oo,
1 T n+1l t2 -3 t2 _% 1
fi(t) = 7M (1 + ) ( +“> SNt
ous F(%) n
que es la densidad de la N(0,1).

D=

Ejemplo 2.20 (La distribucién F de Snedecor) Sean (X1, Xs,...,X,,) e (Y1,Ya2,...,Y,)
sendos vectores aleatorios cuyas componentes son todas ellas variables aleatorias independientes
N(0,1). Queremos obtener la distribucion de una nueva variable F definida mediante la relacion

1 2

w21 X

1N y2

w2 Y
Razonando de manera andloga a como lo hemos hecho en la obtencion de la distribucion de la
t de Student, la densidad de F tiene la expresion,

F =

—(m+n)/2
(T R L
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Esta distribucion se conoce con el nombre de F de Snedecor con m y n grados de libertad y
surge al estudiar la distribucion del cociente de las varianzas muestrales asociadas a sendas
muestras de tamano m y n de variables aleatorias N(u1,0%) y N(u2,03), respectivamente.

De la F de Snedecor se deriva una nueva variable, la z de Fisher, mediante la transformacion

1



Capitulo 3

Esperanza

3.1. Introduccion

En el capitulo precedente hemos visto que la descripciéon completa de una variable o de un
vector aleatorio nos la proporciona cualquiera de las funciones alli estudiadas. Es cierto que
unas son de manejo més sencillo que otras, pero todas son equivalentes para el cometido citado.

En ocasiones no necesitamos un conocimiento tan exhaustivo y nos basta con una idea
general. Ciertas caracteristicas numéricas ligadas a las variables o los vectores aleatorios pue-
den satisfacernos. Estas cantidades son muy importantes en Teoria de la Probabilidad y sus
aplicaciones, y su obtencién se lleva a cabo a partir de las correspondientes distribuciones de
probabilidad.

Entre estas constantes, sin duda las que denominaremos esperanza matemdtica y varianza
son las de uso mas difundido. La primera juega el papel de centro de gravedad de la distribu-
cién y nos indica alrededor de qué valor se situa nuestra variable o vector. La segunda completa
la informacién indicdndonos cuan dispersos o agrupados se presentan los valores alrededor de
aquella. Existen también otras constantes que proporcionan informacion acerca de la distri-
bucién de probabilidad, son los llamados momentos, de los cuales esperanza y varianza son
casos particulares. Los momentos pueden llegar a aportarnos un conocimiento exhaustivo de la
variable aleatoria.

La herramienta que nos permite acceder a todas estas cantidades es el concepto de esperanza
del que nos ocupamos a continuacion.

3.2. [Esperanza de una variable aleatoria

Un minimo rigor en la definicién del concepto de esperanza nos exige aludir a lo largo de la
exposicién a algunos resultados de Teoria de la Medida e Integracion.

Comencemos recordando que el espacio de probabilidad (£2,.4, P) es un caso particular de
espacio de medida en el que ésta es una medida de probabilidad, cuya definicién y propiedades
conocemos del primer capitulo. En este nuevo contexto, la variable aleatoria X es simplemente
una funcién medible, siendo la medibilidad una condicién ya conocida por nosotros: X ~(B) €
A, VB € (. En el espacio de probabilidad podemos definir la integral respecto de P y diremos
que X es integrable respecto de P si [, |X|dP < +oo.

Estamos ya en condiciones de dar la definicion méas general de esperanza de una variable
aleatoria, si bien es cierto que buscaremos de inmediato una traduccion que nos haga sencilla y
accesible su obtencién.
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Definicién 3.1 (Esperanza de una variable aleatoria) Si X, variable aleatoria definida
sobre el espacio de probabilidad (2, A, P), es integrable en  respecto de P, diremos que existe
su esperanza o valor esperado, cuyo valor es

E(X):/QXdP. (3.1)

Si g es una funcién medible definida de (R, 3) en (R, 3), ya hemos visto anteriormente que
g(X) es una variable aleatoria, cuya esperanza vamos a suponer que existe. Un resultado de
Integracién, el teorema del cambio de variable, permite trasladar la integral a R y expresarla
en términos de Px.

E[g(X)]:/Qg(X)dP:/RgdPX. (3.2)

Hemos dado un primer paso, todavia insuficiente, en la direccién de expresar la esperanza en
un espacio que admita una expresion mas manejable. Observemos que nada se ha dicho todavia
acerca del tipo de variable con el que estamos trabajando, ya que (3.1) es absolutamente general.
Si queremos finalizar el proceso de simplificaciéon de (3.1) se hace imprescindible atender a las
caracteristicas de la distribucion de X.

X es discreta.- Ello supone que Dy, soporte de Px, es numerable y la integral se expresa en
la forma

ElgX) = > g)Px({z:}) = > gl@)P(X =z:)= > glz:)fx (). (3.3)

z,€Dx z,€Dx z,€Dx
X es continua.- Entonces Px es absolutamente continua respecto de la medida de Lebesgue,

A,y si fx es la densidad de probabilidad y ademds integrable Riemann, un resultado de
Integracién nos permite escribir (3.2) de la forma

+oo
EMW=AM&=L%mb[ o) f(z)de. (3.4)

Observacion 3.1 FEs costumbre escribir también 3.2 de la forma

EMXN=AAXMP=Ang

que se justifica porque Px es la medida de Lebesque-Stieltjes engendrada por Fx .

3.2.1. Momentos de una variable aleatoria

Formas particulares de g(X) dan lugar lo que denominamos momentos de X. En la tabla
resumimos los distintos tipos de momentos y la correspondiente funcién que los origina, siempre
que ésta sea integrable pues de lo contrario la esperanza no existe.

de orden k absoluto de orden k
Respecto del origen XF [X|F
Respecto de a (X —a)F X —aff
Factoriales | X(X —1)...(X —k+1) | | X(X—-1)...(X —k+1)|

Tabla 1.- Forma de g(X) para los distintos momentos de X

Respecto de la existencia de los momentos se verifica el siguiente resultado.
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Proposicién 3.1 Si E(X*) existe, existen todos los momentos de orden inferior.

La comprobacién es inmediata a partir de la desigualdad |X|7 <1+ |X ¥, j < k.

Ya hemos dicho en la introduccién que el interés de los momentos de una variable aleatoria
estriba en que son caracteristicas numéricas que resumen su comportamiento probabilistico.
Bajo ciertas condiciones el conocimiento de todos los momentos permite conocer completamente
la distribucion de probabilidad de la variable.

Especialmente relevante es el caso k = 1, cuyo correspondiente momento coincide con E(X)
y recibe también el nombre de media. Suele designarse mediante la letra griega p (ux, si existe
riesgo de confusién). Puesto que p es una constante, en la tabla anterior podemos hacer a = p,
obteniendo asi una familia de momentos respecto de p que tienen nombre propio: los momentos
centrales de orden k, E[(X — p)¥]. De entre todos ellos cabe destacar la varianza,

Var(X) = 0% = E[(X — p)?].

Propiedades de E(X) y V(X)

Un primer grupo de propiedades no merecen demostracion dada su sencillez. Conviene
senalar que todas ellas derivan de las propiedades de la integral.

1. Propiedades de F(X).
PE1) La esperanza es un operador lineal,
Elag(X) 4+ bh(X)] = aE[g(X)] + bE[R(X)].

En particular,

E(@X+b)=aE(X)+b
PE2) Pa< X <b)=1=a< EX)<bh.
1 = Elg(X)] < E[h(X)]

PE3) P(g(X ) h(X)) =
PE4) |E[g(X)]| < E[lg(X)]].

2. Propiedades de V(X).
PV1) V(X)>0
PV2) V(aX +b) = a®>V(X).
PV3) V(X) = E(X?) — [B(X)]2.
PV4) V(X) hace minima E [(X — a)?].
En efecto,
E[(X-a)?] =
= )!] + E [(B(X) —a)’] + 2B [(X — B(X)(E(X) - a)]
= V(X)+ (BE(X) - a).

El siguiente resultado nos ofrece una forma alternativa de obtener la E(X) cuando X es no
negativa.

Proposicién 3.2 Si para X > 0, existe E(X), entonces

+o0 too
E(X) :/0 P(X > z)dx :/0 (1 - Fx(x))dz (3.5)
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Demostracién.- Consideremos las dos situaciones posibles:

X es una variable continua.- Puesto que F(X) existe, tendremos

+o00 n
E(X):/O xfx(x)dx = lim xfx(z)d.

n—-4o0o 0

Integrando por partes,

/OIfX(iE)dI:l’FX(SCNg*/O FX(x)dz:nFX(n)f/O Fx(z)dx,

y sumando y restando n, tendremos

/nxfx(ac)dx = —n+nFX(n)+n—/nFX(x)dac
0 0

—n(l—Fx(n))+ /On(l — Fx(z))dz.
Pero,
+oo “+o0
n(i = Fx() =n [ fx@)do< [ afs(@)de "0

al ser E(|X|) < +o0. En definitiva,

+o0 n +oo
E(X):/O ofc(z)de = lim (1—FX(x))dx:/ (1— Fy(z)) dz.

n—+oo Jg 0
X es una variable discreta.- Si Dx es el soporte de X, E(X) viene dada por

B(X)= > wzifx(x;).

r;€EDx
SiI=[F(1 - Fx(x))ds,
k/n
I:Z/ P(X > x)dz,
is1/ (=1)/n
y puesto que P(X > x) es decreciente en x, para (k — 1)/n <z < k/n y Vn, tendremos
P(X >k/n) < P(X>z)<P(X>(k—-1)/n).

Integrando y sumando sobre k,

fZPX>k/n %Z (k —1)/n), ¥Vn. (3.6)

E>1
Si llamamos L,, al primer miembro de la desigualdad,

ZZP( <X<‘7;1)7112(k1)P<kn1<X§5).

k>15>k k>1
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Asi,

ko (k=1 k 1 (k-1 k
Ln = an(n<X§n)_ZnP< - <X§n>
=YY —:LP<X>D

k—1 k
k=1 T <zi<y

= J

S DD wmifx(ay)| - % = E(X) - =, Vn.

k>1 | k=l g ck

n —n _

Y

Anélogamente se comprueba que el tercer miembro de (3.6), U,, estd acotado por
1
U, <EX)+ -

Reuniendo todas las desigualdades se llega al resultado enunciado,

< /+O°(1 _ Fx(2))de < B(X) + =, vn.
0 n

[ )

Observacién 3.2 Como P(X > z) y P(X > z) son funciones que difieren a lo sumo en un
congunto numerable de valores de x, son iguales casi por todas partes respecto de la medida de
Lebesgue. Ello permite escribir (3.5) de la forma,

E(X):/O+OOP(X>ar)dx z/O+OOP(X>a:)dx.

3.2.2. Desigualdades

Si para X > 0 existe su esperanza, sea £ > 0 y escribamos (3.5) de la forma,

+o0 £ —+o0
E(X):/ P(XZx)dx:/ P(sz)dx—&-/ P(X > z)dx.
0 0 €
Como la segunda integral es no negativa y la funcién P(X > x) es decreciente,
154 €
E(X)Z/ P(XZx)dmz/ P(X >e)de =eP(X > ¢),
0 0

y de aqui,
E(X)
e
Este resultado da lugar a dos conocidas desigualdades generales que proporcionan cotas
superiores para la probabilidad de ciertos conjuntos. Estas desigualdades son véalidas indepen-
dientemente de cudl sea la distribucién de probabilidad de la variable involucrada.

P(X >¢) <

(3.7)

Desigualdad de Markov.- La primera de ellas se obtiene al sustituir en (3.7) X por |[X|* y
k

€ por &%,
P(X| 2 )= P(IXF > %) < 2B (X]), (3.8)

y es conocida como la desigualdad de Markov.
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Desigualdad de Chebyshev.- Un caso especial de (3.8) se conoce como la desigualdad de
Chebyshev y se obtiene para k =2y X = X — E(X),

1
P(|X —E(X)|>¢) < E—QVar(X). (3.9)
Un interesante resultado se deriva de esta tltima desigualdad.
Proposicién 3.3 Si V(X) =0, entonces X es constante con probabilidad 1.

Demostracién.- Supongamos E(X) = u y consideremos los conjuntos A,, = {|X — pu| >
1/n}, aplicando (3.9)

1
Pl =P (1X 4l 1) =0, v
n
y de aqui P (U,A,) =0y P (N,AS) = 1. Pero
1
c _ _ G
N4z = O {ix-ni< 2= 1x =
n>1 n>1
luego P(X = p) = 1.

Desigualdad de Jensen.- Si g(X) es convexa sabemos que Va,3\, tal que g(z) > g(a) +
Aa(x — @), Vz. Si hacemos ahora a = E(X),

g(X) >g (E(X)) + Aa(X - E(X))a
y tomando esperanzas obtenemos la que se conoce como desigualdad de Jensen,

E(g(X)) = g(E(X)).

3.2.3. Momentos de algunas variables aleatorias conocidas
Binomial

Si X ~ B(n.p).

Para obtener V(X), observemos que E[(X(X — 1)] = E(X?) — E(X), y de aqui V(X) =
E[(X(X—-1)]+E(X)—[E(X)]?. Aplicando un desarrollo anélogo al anterior se obtiene E[X (X —
1)] = n(n — 1)p? y finalmente

V(X)=n(n—1)p* +np — n*p* = np(1 — p).
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Poisson

Si X ~ P()),

E(X)= Za:e”‘% =X Z (;\r_l)' =\

x>0 x—1>0
Por otra parte,

EX(X — 1) = Ya(e - e 20 = a2e 3 T e

>0 z 2—2>0 (z—2)!
De aqui,
V(X)=A 4+ A=A = )\
Uniforme
Si X ~ U(0,1),

N |

E(X)/Jrooxfxdx/olxdz

— 00

Para obtener V(X) utilizaremos la expresién alternativa, V(X) = E(X?) — [E(X)]?,

1
1
B(X?) = / x?dr = =,
0 3

y de aqui,

Normal tipificada

Si X ~ N(0,1), como su funcién de densidad es simétrica respecto del origen,

+o0 ;
1 1‘2 =
E(X*) = F——e™ T da = 0, Sl.k 2n+1
o o Map, stk =2n.

Ello supone que E(X) =0y V(X) = E(X?). Para obtener los momentos de orden par,
22

1 /+OO 2n —é d 2 /+OO 2n ,— %5 d
m = — Ir e r = —F— re - xX.
n V2T J oo V21 Jo

Integrando por partes,

o0 22
/ 22e” T dx =
0

22 | To0 +oo 22 too »2
—z? e +(2n — 1)/ 22T do = (2n — 1)/ 2277 da,
0 0 0

lo que conduce a la férmula de recurrencia mo,, = (2n — 1)mg,_2 y recurriendo sobre n,
mop =2n—-1)2n—-3)---1=
_2n(2n—1)(2n—2)---2-1  (2n)!
N 2n(2n —2)---2 2!’

La varianza valdra por tanto,

V(X)=E(X?*) =-—"=1.
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Normal con pardametros p y o2

Si Z ~ N(0,1) es facil comprobar que la variable definida mediante la expresién X = cZ+p
es N(u,0?). Teniendo en cuenta las propiedades de la esperanza y de la varianza,

E(X)=0E(X)+p=pn, wvar(X)=oc"var(Z)= o,

que son precisamente los parametros de la distribucion.

Cauchy

Hemos insistido a lo largo de la exposicién que precede en que la E(X) existe siempre que
la variable X sea absolutamente integrable. Puede ocurrir que una variable aleatoria carezca,
por este motivo, de momentos de cualquier orden. Es el caso de la distribucién de Cauchy.

Decimos que X tiene una distribucién de Cauchy si su funcién de de densidad viene dada
p0r7
1 1
1+ 22’

fx(x) =

—o0 < x < +o0.

Observemos que

1 +oo ‘$| 9 +oo T o1 400

Este resultado supone que no existe F(X) ni ningin otro momento.

3.3. Esperanza de un vector aleatorio

Sea X = (X1, ..., X}) un vector aletorio y sea g una funcién medible de R* en R. Si |g(X)]
es integrable respecto de la medida de probabilidad, se define la esperanza de g(X) mediante

E(g(X)) = /Q 9(X) dP.

Ya sabemos que la expresién final de la esperanza depende del cardcter del vector aleatorio.

Vector aleatorio discreto.- Si Dx es el soporte del vector y fx su funcién de cuantia con-
junta, la esperanza se obtiene a partir de

BgX) = > glon...z)fx(@n,. . m).

(z1,..,wx)EDx

Vector aleatorio continuo.- Si fx es la funcién de densidad conjunta,
+oo +oo
E(g(X)):/ / g1, ..., xk) fx(z1, ... zk) dzy . .. dog.

3.3.1. Momentos de un vector aleatorio

Como ya hemos visto en el caso de una variable aleatoria, determinadas formas de la funcién
g dan lugar a los llamados momentos que se definen de forma analoga a como lo hicimos entonces.
Las situaciones de mayor interés son ahora:
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Momento conjunto.- El momento conjunto de orden (ny,...,ny) se obtiene, siempre que la
esperanza exista, para

g(X1,..., Xg) = X" X%, ng >0, (3.10)

lo que da lugar a E(X{" ... X;"*). Obsérvese que los momentos de orden k respecto del
origen para cada componente pueden obtenerse como casos particulares de (3.10) haciendo
ni =kymn; =0, j#i, pues entonces E(X]" ... X*) = E(XF).

Momento conjunto central.- El momento conjunto central de orden (ni,...,ny) se obtie-
nen, siempre que la esperanza exista, para

g(Xl, RN ,Xk) = (Xl - E(Xl))nl ‘e (Xk - E(Xk))’ﬂk7 n; Z 0,

Covarianza

De especial interés es el momento conjunto central obtenido para n; =1, n; =1y n; =
0, I # (4,7). Recibe el nombre de covarianza de X; y X, y su expresién es,

cov(X;, X;) = E[(X; — E(Xy))(X; — E(X;))] = E(X;X;) — E(X;)E(X;).

La covarianza nos informa acerca del grado y tipo de dependencia existente entre ambas
variables mediante su magnitud y signo, porque a diferencia de lo que ocurria con la varianza,
la covarianza puede tener signo negativo.

Signo de la covarianza.- Para mejor comprender el significado del signo de la covarianza,
consideremos dos sucesos A y B con probabilidades P(A) y P(B), respectivamente. Las
correspondientes funciones caracteristicas, X = 14 e Y = 1p, son sendas variables alea-
torias cuya covarianza vale

cov(X,Y)=E(XY)- E(X)E(Y)=P(ANB) — P(A)P(B),
puesto que XY =14q5y E(X) = P(A) y E(Y) = P(B). Observemos que

cov(X,Y)>0 si P(ANB)>P(A)P(B) = P(A|B)> P(A)y P(B|A) > P(B)
cou(X,Y)=0 si P(ANB)=P(A)P(B) = P(A|B)=P(A)y P(B|A) = P(B)
cou(X,Y) <0 si P(ANB)< P(A)P(B) = P(A|B) < P(A)y P(B|A) < P(B)

Asi pues, una covarianza positiva supone que el conocimiento previo de la ocurrencia de
B aumenta la probabilidad de A, P(A|B) > P(A), y andlogamente para A. De aqui que
hablemos de dependencia positiva entre los sucesos. En el caso contrario hablaremos de
dependencia negativa. La covarianza vale cero cuando ambos sucesos son independientes.

Cuando las variables X e Y son variables aleatorias cualesquiera, jqué significado hemos
de darle a la expresién dependencia positiva o negativa? En la grafica hemos representado
los cuatro cuadrantes en los que ux = F(X) y uy = E(Y) dividen al plano, indicando el
signo que el producto (X — pux)(Y — py) tiene en cada uno de ellos.
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(X=px)( Y-Hy) <0

Hy

X=px)(Y—py) >0

(X=px)( Y-Hy) >0

X=px)(Y=Hy) <0

\4

Hx

Si los valores de X superiores (inferiores) a px tienden a asociarse con los valores de Y
superiores (inferiores) py, la covarianza serd positiva y las variables tendrédn una relacién
creciente. En caso contrario, superior con inferior o viceversa, la covarianza serd negativa.
En este contexto hemos de entender tienden a asociarse como son mds probables.

En definitiva, una covarianza positiva (negativa) hemos de interpretarla como la existencia
de una relacién creciente (decreciente) entre las variables.

Magnitud de la covarianza.- La magnitud de la covarianza mide el grado de dependencia
entre las variables. A mayor covarianza, medida en valor absoluto, mayor relacién de
dependencia entre las variables. Veamos un ejemplo.

Lanzamos tres monedas correctas y definimos el vector aleatorio (X,Y") con, X ={nimero
de caras} e Y={nidmero de cruces}. La tabla nos muestra la funcién de cuantia conjunta.

|Y=0 Y=1 Y=2 Y=3

X=0] 0 0
X=1| 0 0
X=2| 0 3/8
X=3]| 1/8 0

A partir de ella calculamos la covarianza mediante

cov(X,)Y)=E(XY)-EX)E(Y)=— —

0 1/8
3/8 0
0 0
0 0
12 3 3
— X —
272

Si definimos ahora otro vector aleatorio (X, Z) con, X={ndmero de caras} y Z={nimero

de cruces en los 2 primeros lanzamientos}, la funcién de cuantfa conjunta es

| Z=0 Z=1 Z=2

X=0| 0
X=1| 0
X=2| 1/8
X=3| 1/8

La covarianza vale ahora

cov(X,Z)=E(XZ)—-EX)E(Z) =

0 1/8
2/8  1/8
2/8 0

0 0

oo | 0o
|
N W
X
[t

| —
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Ambas covarianzas son negativas, indicando una relacién decreciente entre ambos pares
de variables. Asi es, puesto que se trata del nimero de caras y cruces en un mismo
conjunto de lanzamientos. A més caras, menos cruces. La primera covarianza es mayor
en valor absoluto que la segunda, lo que supone un grado de dependencia mayor entre las
componentes del primer vector. En efecto, existe una relacién lineal entre el primer par
de variables, X +Y = 3, que no existe para el segundo par, que sin duda estan también
relacionadas pero no linealmente.

Sin embargo, el hecho de que la covarianza, como ya ocurria con la varianza, sea sensible
a los cambios de escala, hace que debamos ser precavidos a la hora de valorar el grado de
dependencia entre dos variables aleatorias mediante la magnitud de la covarianza. Si las
variables X e Y las sustituimos por X’ = aX e Y’ = bY, facilmente comprobaremos que

cov(X',Y') =a x bx cov(X,Y).

(Significa ello que por el mero hecho de cambiar de escala la calidad de la relacién entre
X e Y cambia? Como la respuesta es obviamente no, es necesario introducir una nueva
caracteristica numérica ligada a las dos variables que mida su relacién y sea invariante
frente a los cambios de escala. Se trata del coeficiente de correlacion que mas adelante
definiremos.

La covarianza nos permite también obtener la varianza asociada a la suma de variables
aleatorias, como vemos a continuacién.

Esperanza y varianza de una suma

La linealidad de la esperanza aplicada cuando g(X) = X7 + -+ + X,,, permite escribir

k
E(X1 4+ Xp) = > B(X)).
i=1
Si las varianzas de las variables X7,..., X} existen, la varianza de S = Zle a; X;, donde

los a; son reales cualesquiera, existe y viene dada por

V(S) = E[(S - E(S))’] =
X 2
=F [ Z a;(X; — B(X;))
k k=1 &
= Za?V(Xi) + 2a,a; Z Z cov(X;, X;). (3.11)
i=1 i=1 j=it+1

Independencia y momentos de un vector aleatorio

Un resultado interesante acerca de los momentos conjuntos se recoge en la proposicién que
sigue.

Proposicién 3.4 Si las variables aleatorias X1, ..., Xy son independientes, entonces

k
E(X7 . X0 = [ B&xM).

=1
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Demostracion.- Si suponemos continuo el vector, la densidad conjunta puede factorizarse
como producto de las marginales y

E(X{ ... X0")
“+o0 “+oo
/ / Looat fx (e, o) day L day =

k

S {n]

k +00
:HU & f (g da:] HEX’“

El caso discreto se demuestra analogamente. ®

Observacion 3.3 FEl anterior resultado admite una formulacion mds general. Si las funciones
gi, © = 1,...,k son medibles, por el corolario (2.1) de la pdgina 64 las g;(X;) también son
variables independientes y podemos escribir

k k
E ng(Xz)l = [ Elg:(x0)]. (3.12)
i=1 i=1

Corolario 3.1 Silas variables X1, ..., X} son independientes, entonces cov(X;, X;) =0, Vi, j.

Corolario 3.2 Si las variables X1,..., X son independientes y sus varianzas existen, la va-
. X . . .
rianza de S =Y., a;X;, donde los a; son reales cualesquiera, existe y viene dada por V(S) =

S aV(X).

Una aplicacion de los anteriors resultados permite la obtencién de la esperanza y la varianza
de algunas conocidas variables de manera mucho mas sencilla a como lo hicimos anteriormente.
Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 3.1 (La Binomial y la Hipergeométrica como suma de Bernoullis) Si recor-
damos las caracteristicas de una Binomial facilmente se comprueba que si X ~ B(n,p) entonces
X =3",X, con X; ~ B(1,p) e independientes. Como Vi,

E(Xi)=p, y wvar(X;)=p(l-p),

tendremos que

var(X Zvar np(1 — p). (3.13)

Si X ~ H(n,N,r) también podemos escribir X = Y. | X; con X; ~ B(1,r/N) pero a
diferencia de la Binomial las variables X; son ahora dependientes. Tendremos pues

X) = ZE(Xi) = nE(X;) = n%
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y aplicando (3.11)

n k k

N —

var(X) = Zva’r(Xi) + 2ZZCOU(X¢,Xj) =n % N ! +n(n —1eov(X1, X2), (3.14)
i=1 i=1 j>i

puesto que todas las covarianzas son iguales.
Para obtener cov(Xy, Xa),

COU(XhXQ) E(XlXQ) —E(Xl)E(Xg)

= P(X1=1,Xy=1)— (%)2

= P(X2=1X; =1)P(X; =1) - (L)Q

N
oor—1 Li(r)Q
~ N-1N N

_ W)
NN -1)
Sustituyendo en (3.14)
r N—r n—1
var(X)fnﬁ N <1N—1)' (3.15)

Es interesante comparar (8.15) con (3.13), para p = r/N. Vemos que difieren en el dltimo
factor, factor que serd muy proximo a la unidad si n < N. Es decir, si la fracciéon de muestreo
(ast se la denomina en Teoria de Muestras) es muy pequenia. Conviene recordar aqui lo que
dijimos en la pdgina 23 al deducir la relacion entre ambas distribuciones.

Ejemplo 3.2 (La Binomial Negativa como suma de Geométricas) Si X ~ BN(r,p) y
recordamos su definicién, podemos expresarla como X = Y._, X;, donde cada X; ~ BN(1,p)
e independiente de las demds y representa las pruebas Bernoulli necesarias después del (i — 1)-
ésimo éxito para alcanzar el i-ésimo.

Obtendremos primero la esperanza y la varianza de una variable Geométrica de pardmetro
p.

E(X) =Y mp(l—p) =p > n(1—p) = =2, vi.

n>0 n>1 p

Para calcular la varianza necesitamos conocer E(X?),

E(X7) =) n’p(l—p)"=pY n’(1—p)" = 1;21)(2 —p), Vi.

n>0 n>1

y de aqui,

1—p 1—p 2 1—p
var(X):pQ(Q—p)—( ) ) =z

La esperanza y la varianza de la Binomial Negativa de pardmetros v y p, valdrdn
r(l—p)

E(X)=> E(X;) = - var(X) =Y var(X;) = %.
i=1 i=1
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3.3.2. Desigualdades

Teorema 3.1 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) Sean X eY wvariables aleatorias con va-
rianzas finitas. Entonces cov(X,Y) existe y se verifica

[E(XY)]? < B(X?*)B(Y?),
verificdndose la igualdad si y solo si existe un real a tal que P(aX +Y =0) = 1.

Demostracién.- Para cualesquiera ntimeros reales a y b se verifica

a? + b?
bl <
|ab| < 5

lo que significa que F(XY) < co si E(X?) < ooy E(Y?) < co. Por otra parte, para cualquier
real «a, se tiene

E[(aX +Y)? = a’E(X?) +20E(XY) + E(Y?) >0,

lo que supone que la ecuacién de segundo grado tiene a lo sumo una raiz y su discriminante
serd no positivo. Es decir,

[E(XY)]? < E(X?)E(Y?).
Si se diera la igualdad, la ecuacién tendrfa una rafz doble, ag, y E[(apX +Y)?] = 0. Tratdndose
de una funcién no negativa, esto implica que P(pX +Y =0) = 1. 'Y
El coeficiente de correlacion

El coeficiente de correlacion entre dos componentes cualesquiera de un vector aleatorio, X
y Y, se define como la covarianza de dichas variables tipificadas’.

X - E(X)> <y - E(Y))] _ cou(X,Y)

ox oy 0X0y

pxy =cov(X, ) =F [(

De la desigualdad de Cauchy-Schwarz se desprende que p%, < 1y en particular que —1 <
pxy < 1. Recordemos que cuando en Cauchy-Schwarz se daba la igualdad X e Y estaban
relacionadas linealmente con probabilidad 1, P(apX +Y = 0) = 1, pero por otra parte dicha
igualdad implica pg(y = 1. El valor 0 es otro valor de interés para pxy. Si pxy = 0 decimos
que las variables estdn incorreladas y ademds cov(X,Y) = 0. Hay entonces una ausencia total
de relacién lineal entre ambas variables. Podemos decir que el valor absoluto del coeficiente de
correlacion es una medida del grado de linealidad entre las variables medido, de menor a mayor,
en una escala de 0 a 1.

Acabamos de ver que pxy = 0 — cov(X,Y) = 0. La implicacién contraria también es cierta,
l6gicamente. Como la independencia entre dos variables implicaba que su covarianza era nula,
deducimos que independencia — incorrelacion, pero ahora la implicaciéon contraria no es cierta
como puede comprobarse en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.3 Consideremos el vector (X,Y) uniformemente distribuido en el recinto triangular
con vértices en (-1,0), (1,0) y (0,1).

1Una variable tipificada es la que resulta de transformar la original restdandole la media y dividiendo por la
desviacién tipica, Xy = (X — px)/ox. Como consecuencia de esta transformacién E(X¢) = 0y var(X;) = 1.
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Se wverifica

E(XY)/Oly[/yllyxdx} dy =0
E(X)/Ol [/ylly:rdx} dy = 0

y por tanto cov(X,Y) =0 pero X eY no son independientes.

3.3.3. Covarianza en algunos vectores aleatorios conocidos
Multinomial

Si X ~ M(n;p1,pa,...,pr), sabemos que cada componente X; ~ B(n,p;), i =1,...,k, y
puede por tanto expresarse como suma de n Bernoullis de pardmetro p;. La covarianza entre
dos cualesquiera puede expresarse como,

cov(X;, X;) = cov (Z Xik,Zle> )

k=1 =1

Se demuestra facilmente que

cov(ZXZk,i ):izﬂ:c KXi, Xji)-

=1 k=11=1

Para calcular cov(X;x, X;;) recordemos que

X = 1, sien la prueba k ocurre Aj;;
* =) 0, en cualquier otro caso,

X, = 1, sien la prueba [ ocurre Aj;
J 0, en cualquier otro caso.

En consecuencia, cov(X;, X;i1) = 0 si k # [ porque las pruebas de Bernoulli son independientes

y
cov(Xix, Xji) = E(XixXji) — E(Xix) E(Xj1) = 0 — pipj,

donde E(X;,X;,) = 0 porque en una misma prueba, la k-ésima, no puede ocurrir simultanea-
mente A; y A;. En definitiva,

cov XZ,X Zcov iks Xjk) = —npip;.
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El coeficiente de correlacién entre ambas variables vale,

pii = — np;p; _ PiDj
v V/npi(1 = pi)y/np;(1 = pj) V (1 —=pi)(1—pj)

El valor negativo de la covarianza y del coeficiente de correlacion se explica por el hecho de que
siendo el nimero total de pruebas fijo, n, a mayor nimero de ocurrencias de A;, menor nimero
de ocurrencias de A;.

Normal bivariante

Si (X,Y) tiene una distribucién Normal bivariante de pardmetros px, fy, 0z, 0y ¥ p, ya
vimos en la pégina 45 que X ~ N(u,,02) e Y ~ N(u,,07). Para simplificar la obtencién de
cov(X,Y) podemos hacer uso de la invarianza por traslacion de la covarianza (se trata de una
propiedad de fécil demostracién que ya comprobamos para la varianza). De acuerdo con ella,
cov(X,Y) = cov(X — pg, Y — piy) y podemos suponer que X e Y tienen media 0, lo que permite
expresar la covarianza como cov(X,Y) = E(XY'). Procedamos a su célculo.

+oo +oo
E(XY) = / / 2y fxvy (z,y)dzdy

{22 () ()

1 —+oo +oo
_ xye
20,04/ 1 — p? Loc /700

/+Oo y e—;(:f[ h it (E0%) 4| ay.

x
S
oo OyV2m —oo 0z 2m(1 — p?)

(3.16)

La integral interior en (3.16) es la esperanza de una N (po,y/o,,02(1— p?)) y su valor serd por
tanto po,y/oy,. Sustituyendo en (3.16)

400 2 N2 400
PO y _l(i) pazoy/ o _1,2
E(XY)=— = 2\ey) dy = 2% dy = popoy.
( ) ) (O_y) e Y Nz z%e Y = POz0y

El coeficiente de correlacion entre ambas variables es

cov(X,Y)

pxy = ————==p
Ox0y

Todos los parametros de la Normal bivariante adquieren ahora significado.

3.3.4. La distribucion Normal multivariante

La expresion de la densidad de la Normal bivariante que ddbamos en la pagina 45 admite
una forma alternativa mas compacta a partir de lo que se conoce como la matriz de covarianzas
de la distribucién, ¥, una matriz 2 x 2 cuyos elementos son las varianzas y las covarianzas del

vector (X7, Xa),
> = ( of 0w ) :
g12 0'2

La nueva expresion de la densidad es

> -3 S —
f($17$2) — %e*%(xfu) b3 l(xfu)7 (ml’@) c RQ,
s
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donde |3] es el determinante de X, cuyo valor es
2| = 0io - ofy = oio3 (1 = piy),

x' = (x1 x2) es el vector de variables y p’ = (111 u2) es el vector de medias.

Si el vector tiene n componentes, X1, Xo,..., X, la extension a n dimensiones de la ex-
presion de la densidad es ahora inmediata con esta notacién. La matriz de covarianzas es una
matriz n X n con componentes

U% 012 0 O1(n—1) O1ln
012 o3 Tt O2(n—1) O2n,
Y= ,
O1(n—=1) 02(n-1) "°° 0371 O(n—1)n
O1ln 02n e a(nfl)n o
el vector de medias es p' = (1 p2 ... ) y la densidad tiene por expresién
|-z Cl(x—p) S (x—
f(xl,xg,...,:cn)|(27|r)ge 2O EUGCR) (g @, 2) € R (3.17)

Cuando las componentes del vector son independientes, las covarianzas son todas nulas y X
es una matriz diagonal cuyos elementos son las varianzas de cada componente, por tanto

1
-1 _
ZT = =

co.g2
0103 On

Ademsds, la forma cuadritica que aparece en el exponente de (3.17) se simplifica y la densidad
adquiere la forma

i R S NCES U | IR
T1,X2, .., Lp) = H?:l(QWU?)%e = 1 WG ,

que no es mas que el producto de las densidades de cada una de las componentes.
Anadamos por tltimo que la matriz 3 es siempre definida positiva y lo es también la forma
cuadrdtica que aparece en el exponente de (3.17).

3.3.5. Muestra aleatoria: media y varianza muestrales

En este apartado introduciremos el concepto de muestra aleatoria y algunas variables alea-
torias con ella asociadas, particularmente la media y la varianza muestrales. Cuando la muestra
proceda de una distribucién Normal, las distribuciones de probabilidad relacionadas con dichas
variables constituyen el eje sobre el que se basa la Inferencia Estadistica clasica.

Definicién 3.2 Una muestra aleatoria de tamano n es un vector aleatorio X1, Xa, ..., Xy, cu-
yas componentes son n variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d.).

A partir de la muestra aleatoria podemos definir la media y la varianza muestrales, X, y S2,
mediante las expresiones

1

n—1

=1 i=1
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respectivamente.
Si las componentes de la muestra aleatoria poseen momentos de segundo orden, y su media
y varianza comunes son p y o, respectivamente, se verifica que

E(X,) = ;iE(Xi) =1 (3.18)

2

var (X,,) = % Zvar(Xi) = %.
i=1

Por lo que respecta a la varianza muestral, observemos en primer lugar que

|
(=
B
|
=
+
=
|
Ial

2
Sn

Tomando ahora esperanzas,

B(S) = — { > E[(X — )] -k [(K, - m}
= ni : (no? —n x var(X,))
= o% (3.19)

La var(S?) existe si las componentes de la muestra aleatoria poseen momentos de cuarto orden,
si es asf, la expresién de var(S?) viene dada por

var(S%) = ! (,u4 T 304> ,
n

n

con
pa = E [(Xi — p)*] y ot=[%?

cuya deduccién dejamos al cuidado del lector.

Observacion 3.4 La Inferencia Estadistica proporciona una Serie de técnicas que permiten
conocer el comportamiento probabilistico de un fendmeno aleatorio a partir de la observacion
parcial del mismo. Por ejemplo, la estatura de una poblacion de individuos tiene un comporta-
miento aleatorio que podemos deducir con un cierto margen de error (probabilistico) de la 0b-
servacion de una muestra de alturas de n individuos de esa poblacion. Si postulamos la hipdtesis
de que dicha altura, X, se distribuye N(u,0?), podemos estimar los valores de i y o a partir
de sus homdlogos muestrales, X, y S2. Esta eleccion se basa, entre otras, en una propiedad
conocida como insesgadez, que es la que representan las igualdades (3.18) y (3.19). A saber,
que las esperanzas de los estimadores coinciden con el pardmetro estimado.
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3.4. Esperanza condicionada

Sea (X,Y) un vector aleatorio definido sobre el espacio de probabilidad (2,.4, P) y deno-
temos por Px|y—, la distribuciéon de probabilidad de X condicionada a Y = y. Si g es una
funcién medible definida de (R, 3) en (R, 3), tal que E(g(X)) existe, la esperanza condicionada
de g(X) dado Y, E[g(X)|Y], es una variable aleatoria que para ¥ = y toma el valor

Elg(X)]y] = /Qg(X) dPx|y=y- (3.20)
La forma de (3.20) depende de las caracteristicas de la distribucién del vector (X,Y).

(X,Y) es discreto.- Ello supone que el soporte de la distribucién, D, es numerable y

ElgX)yl= > g@)P(X =z[Y =y) = Y g(@)fxy(zly),

€Dy, €D,

donde D, = {z;(x,y) € D} es la seccién de D mediante y.

(X,Y) es continuo.- Entonces

Elg(X)ly] = / o) Fx v (aly)da.

R
Una definicién similar puede darse para E[h(Y)|X] siempre que E[h(Y)] exista.

Ejemplo 3.4 Sean X eY wariables aleatorias independientes ambas con distribucion B(n,p).
La distribucion de X +Y se obtiene fdcilmente a partir de

fxiv(m) = P (U{X= k,Y=m—k}>
k=0

= Y P(X=kY=m-k)
k=0

m

= Y P(X=kPY =m—k)

k=0
a0
= (M)ra-p

de donde X +Y ~ B(2n,p).
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La distribucién condicionada de Y|X +Y =m es

PY =k, X+Y =m)

P(Y=kX+Y=m) =

P(X+Y =m)
 PY =k, X=m—k)
P(X+Y =m)

O e
(iﬁ)p’"(l —p)m

)

es decir, Y| X +Y =m ~ H(m,2n,n). La E(Y|X +Y =m) valdrd

E(Y|X+Y:m):%:%.

La esperanza condicionada posse todas las propiedades inherentes al concepto de esperanza
anteriormente estudiadas. A titulo de ejemplo podemos recordar,

PEC1) La esperanza condicionada es un operador lineal,
E[(ag1(X) + bg2(X))[Y] = aElg1 (X)[Y] + bE[g2(X)|Y].
En particular,
El(aX +0)|Y] =aE(X|Y) +0.
PEC2) Pa< X <b)=1=a < E(X|Y) <b.
PEC3) P(91(X) < g2(X)) = 1 = E[g:(X)[Y] < E[g2(X)]Y].
PEC4) E(c|Y) = ¢, para ¢ constante.
Momentos de todo tipo de la distribucién condicionada se definen de forma analoga a como
hicimos en el caso de la distribucién absoluta y gozan de las mismas propiedades. Existen,
no obstante, nuevas propiedades derivadas de las peculiares caracteristicas de este tipo de

distribuciones y de que E[g(X)|Y)], en tanto que funcién de Y, es una variable aleatoria.
Vedmoslas.

Proposicién 3.5 Si E(g(X)) existe, entonces

E(Elg(X)Y)]) = E(9(X)). (3.21)
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Demostracién.- Supongamos el caso continuo.

| ElaOwIS, )y

X (fmyﬂymib
- e
| ote [/]kyxyd4dx

/mﬂ&@MZEMX»
R

E(E[g(X)[Y)])

La demostracién se haria de forma analoga para el caso discreto [

Ejemplo 3.5 Consideremos el vector (X,Y) con densidad conjunta

1
S 0<y<z<i1
fXY($7y): v e

0, en el resto.

Fdcilmente obtendremos que X ~ U(0,1) y que Y|X = z ~ U(0,x). Aplicando el resultado
anterior podemos calcular E(Y'),

1

E(Y):/O E(Y|z)fx(x)dx:/0 %xd:c:i

Ejemplo 3.6 Un trabajador estd encargado del correcto funcionamiento de n mdquinas situa-
das en linea recta y distantes una de otra | metros. El trabajador debe repararlas cuando se
averian, cosa que sucede con igual probabilidad para todas ellas e independientemente de una a
otra. El operario puede sequir dos estrategias:

1. acudir a reparar la maquina estropeada y permanecer en ella hasta que otra mdquina se
averia, desplazindose entonces hacia ella, o

2. situarse en el punto medio de la linea de mdquinas y desde alli acudir a la averiada,
regresando nuevamente a dicho punto cuando la averia estd resuelta.

Si X es la distancia que recorre el trabajador entre dos averias consecutivas, ;cudl de ambas
estrategias le conviene mds para andar menos?

Se trata, en cualquiera de las dos estrategias, de obtener la E(X) y elegir aquella que la
proporciona menor. Designaremos por E;(X) la esperanza obtenida bajo la estrategia i = 1,2.

Estrategia 1.- Sea Ay el suceso, el operario se encuentra en la maquina k. Para obte-
ner E1(X) recurriremos a la propiedad anterior, pero utilizando como distribucidn con-
dicionada la que se deriva de condicionar respecto del suceso Ay. Tendremos E1(X) =

E(E(X]AR)).
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Para obtener E(X|Ag) tengamos en cuenta que si i es la prdzima mdquina averiada,
P(A;) =1/n, Vi y el camino a recorrer serd

(k—i)l, sii<k,

XA =
(i — k), sii>k.
Asi pues,
1 (< 2 !
E(X|Ag) = — (Z(k — i)l + Z (i— k)l) = 2—[2162 —2(n+ 1)k +n(n+1))].
[\t i=k+1 "
Utilizando

zn:kQ _n(n+1)2n+1)
= ; ,
k=1

obtenemos para E1(X)

EA(X) = B(B(X|A) = + 3 B(x]a,) = =1

! B M - M e
Estrategia 2.- Para facilitar los cdlculos supongamos que n es impar, lo que supone
que hay una maquina situada en el punto medio de la linea, la ”'2"1 -ésima. Si la proxima
mdquina averiada es la i la distancia a recorrer serd,

22 i), sii<m

2(i — N sid> "“,

donde el 2 se justifica porque el operario en esta sequnda estrategia regresa siempre al
punto medio de la linea de mdquinas. La esperanza viene dada por,

2 n
P

n—|—1 ) _l(n—l)
_72 .

Como E1(X)/E3(X) =2(n+1)/3n <1 sin > 2, podemos deducir que la primera estrategia
es mejor, salvo que hubiera una sola mdquina.

El ejemplo anterior ilustra la utilidad de (3.21) en la obtencién de la esperanza absoluta. El
ejemplo que sigue nos muestra como, en ocasiones, el rodeo que (3.21) pueda suponer es sélo
aparente porque, en ocasiones, la obtencién directa de E(X) es mucho més laboriosa.

Ejemplo 3.7 De una urna con n bolas blancas y m bolas negras llevamos a cabo extraccio-
nes sucesivas sin reemplazamiento. Si queremos conocer el numero esperado de bolas negras
extraidas antes de la primera blanca deberemos conocer la distribucion de la correspondiente
variable, X.

La funcion de probabilidad de X wvale

fx(k) = P(X = (k> x — k=0,1,... (3.22)




3.4 Esperanza condicionada 91

donde el primer factor establece la probabilidad de que las k primeras bolas sean megras, y el
sequndo la de que la k + 1-ésima bola sea blanca. Un sencillo cdlculo con los numeros combina-
torios permite escribir (3.22) de esta otra forma

fx<k>:Mx(m+:_f_k),

mas til a la hora de comprobar que (3.22) es una funcién de probabilidad. En efecto,

> sxh) = i(min)x(msf’“)

k=0 k=0

El valor esperado valdrd,

B(X) = Y kix(k)

ST -

m+n m+n—1 m—14+4n—(k—-1)
k—1
m m—1
= 1)
m—i—njgoij Moo (9),

donde X,,_1 es la variable asociada al mismo experimento cuando la urna contiene m — 1 bolas
negras y n bolas blancas. Obtenemos en definitiva la férmula de recurrencia

Bu(X) = 2 (14 By (X)), (3.23)
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en la que el significado de los subindices es obvio. Observemos que si m =0, Eo(X) =0y a
partir de aqui

BX) = (40 =

Ea(X) = n—2k2<1+n—1i-1>_n—2&-1
Es(X) = niS<1+nil):nil
Em(X) = nTm (1+T:;11) B nnjl'

La expresion (3.23) puede obtenerse mds fdcilmente si utilizamos la variable auxiliar Y definida

mediante
1, sila primera bola es blanca;

Y =
0, sila primera bola es negra.

Podremos escribir
Ep(X) = E[E,(X]Y)] = En(X|[Y =1)P(Y =1) + E,(X[]Y =0)P(Y =0),
pero B, (XY =1) =0y E,(X|Y =0) =1+ E,,—1(X). Sustituyendo,

l%n(xv -

(14 B (X)),

que coincide con (3.23).

Ejemplo 3.8 El tiempo de descarga de un barco que transporta cereal se distribuye uniforme-
mente entre a y b horas, T ~ U(a,b), siempre que dicha descarga se lleve a cabo sin interrup-
ciones. La gria que efectia la descarga es poco fiable y propensa a las averias. Estas ocurren
segun una distribucion de Poisson con media \ averias por hora. Cuando la gria estd estro-
peada se requieren d horas para arreglarla. Con todas estas circunstancias, queremos conocer el
tiempo real medio de descarga del barco.

Si designamos por Tg el tiempo real de descarga del barco, lo que se nos pide es E(TR).
Observemos que sobre dicho tiempo influyen, tanto la variable T, que nos proporciona el tiempo
de descarga sin tener en cuenta las posibles interrupciones, como las horas que haya que anadir
debido a la averias de la gria durante el periodo T, averias cuyo numero en dicho lapso de
tiempo serd Np ~ Po(\T).

Sabemos que E(Tr) = E[E(Tgr|T)]. Para calcular la esperanza condicionada hemos de tener
en cuenta las posibles averias, lo que equivale a decir que hemos de condicionar a los posibles
valores de Np. Asi,

E(Tr|T) = E{E[E(T|T)|Nr]}
= Y E(Tg|T,Nr =n)P(Ng =n)
n>0
= Y (T+nd)P(Ny =n)
n>0
- TZP(NT :n)erZnP(NT =n)
n>0 n>0

= T(1+d\).
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Por dltimo

E(Tr) = E[E(TR|T)] = (1 +d\)E(T) = W_

También es posible relacionar la varianza absoluta con la varianza condicionada, aunque la
expresién no es tan directa como la obtenida para la esperanza.

Proposicién 3.6 Si E(X?) existe, entonces
var(X) = E(war[X|Y]) +var(E[X]|Y]). (3.24)

Demostracién.- Haciendo del anterior resultado,

var(X) E[(X - B(X))’] = E{E [(X - BE(X))*|Y]}

= E@ﬂ@ﬂuﬂnf—ufmgwﬂ

= E{EX°|Y]+E(X)?-2B(X)E[X|Y]}

= B{EX?|Y] - (BIX|V]) + (EIX[Y])® + B(X)? - 2B(X)E[X|Y] |

- E {W[Xm +(BIX|Y] - E(X))Z}

= E{ar[X|Y]} + E{(BIX|Y] - B(X))}

= E(var[X|Y]) +var(E[X|Y]). [ )
Corolario 3.3 Si E(X?) ewiste, por la propiedad anterior

var(X) > var(E[X|Y]).

Si se verifica la igualdad, de (3.24) deducimos que E(var[X|Y]) = 0, y como var[X|Y] > 0,
tendremos que P(var[X|Y] =0) =1, es decir

P (E {(X — E[X|Y])? |Y} - 0) =1,

y como (X — B[X|Y])? >0, aplicando de nuevo el anterior razonamiento concluiremos que
P(X = EX[Y]) =1,

lo que supone que, con probabilidad 1, X es una funcidn de'Y puesto que E[X|Y] lo es.

3.4.1. El principio de los minimos cuadrados

Supongamos que entre las variables aleatorias X e Y existe una relacién funcional que
deseamos conocer. Ante la dificultad de poder hacerlo vamos a tratar de encontrar la funcién
h(X) que mejor aproxime dicha relacién. El interés en semejante funcién es poder predecir el
valor que tomard Y a partir del valor que ha tomado X.

Si BE(Y?) y E(h(X)?) existen, el principio de los minimos cuadrados es uno de los posi-
bles criterios para encontrar h(X). Consiste en elegir aquella A(X) que minimice la cantidad
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E{(Y — h(X))?}, que no es mas que la esperanza del error que cometeremos al sustituir el ver-
dadero valor de Y por su estimacién, h(X). Si (X,Y") es un vector aleatorio continuo, tenemos

E{(Y — h(X))*}

/ (y — h(x))? fxy (2, y)dwdy
RZ

= [ = h@) frix(e ) @)dyda

/R [/R (y—h(2))” fyix (@, 9)dy | fx(x)da.

Que sea minima esta expresién supone que lo es la integral interior, pero de acuerdo con
una propiedad de la varianza (PV4 de la pagina 71) el valor que minimiza dicha integral es
precisamente h(X) = F(X]|Y). Para el caso discreto obtendriamos un resultado andlogo.

Definicién 3.3 (Regresién de Y sobre X) La relacion y = E[Y|x] se conoce como la re-
gresion de Y sobre X. Andlogamente x = E[X|y] se conoce como la regresion de X sobre
Y.

Recta de regresiéon

En ocasiones, fundamentalmente por motivos de sencillez, se estd interesado en aproximar
la relacién entre X e Y mediante una linea recta. En esta situacion, y haciendo uso del principio
de los minimos cuadrados, elegiremos los parametros de la recta de forma que

L(a,b) = E{(Y —aX —b)?}

sea minimo.
La obtencion de a y b se reduce a un problema de maximos y minimos y basta igualar a 0
las derivadas parciales L/0a y OL/0b. Si lo hacemos obtendremos,
cov(X,Y)

Q:W, b=E(Y)—-aE(X).

La ecuacién de la que se conoce como recta de regresion de Y sobre X tendra por expresion,

cov(X,Y)

Y-BlY)= var(X)

(X - B(X)).

Por simetria, la recta de regresion de X sobre Y tendra por expresion,

cov(X,Y)

X - B(X) = var(Y)

Y = E(Y)).

En las anteriores expresiones, las cantidades

cov(X,Y) cov(X,Y)

Xy = var(Y) yovxe= var(X)

reciben el nombre de coeficientes de regresion de X sobre Y e Y sobre X, respectivamente.
Tiene una interesante propiedad,

(cov(X,Y))? 9

. = —-————— . .2
IX|Y " VY|X var(X)var(Y) Pzy (3 5)
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Ejemplo 3.9 Consideremos el vector aleatorio (X,Y) con densidad conjunta,

el 0<z<y<+o0
fxy(@,y) = { 0, en el resto.

Las correspondientes marginales vienen dadas por

“+oo —x
. —y, )T 0<z<+oo
Jx (@) = /Z e Vdy = { 0, en el resto,

Y -y
. —y . Joye TV, 0<y<+oo
frly) = /0 e Vdr = { 0, en el resto.

Las distribuciones condicionadas se obtienen facilmente a partir de las anteriores,

O<zx<y
en el resto,

e’V <y <400

1
fX|Y(33|?J) = { 8’ fY\X(y|x) - { 0, en el resto.

Las esperanzas condicionadas valen
U] y
EX|Y) = r—dr = =, 0 <y < +oo,
o Y 2

+oo
EY|X)= / ye" Ydy =z + 1, 0 <z < +oo.
x
Se trata en ambos casos de rectas, por lo que coincidirdn con las rectas de regresion correspon-
dientes. El valor absoluto del coeficiente de correlacion podrd obtenerse facilmente a partir de

(3.25),
1 1

p%(Y:'YXlY"YY|X:§'1—§7

el signo serd el mismo que el de la covarianza, que se comprueba facilmente que vale 1. Asi pues,
PXY = 1/2

Ejemplo 3.10 (El fenémeno de la regresién a la media) La recta de regresion nos ayuda
a comprender porqué los hijos de padres muy altos tienden a ser mds bajos que sus padres y los
de padres muy bajos suelen superarlos en estatura. Pensemos en un padre que tiene una altura
X cuando nace su hijo y prequntémonos la altura Y que alcanzard su hijo cuando tenga la edad
que ahora tiene su padre.

Si por px, py, 0% y 0% designamos, respectivamente, las medias y las varianzas de las
alturas de padre e hijo, una hipdtesis razonable y logica es suponer que pux = py = gy
0% = 0% = o%. Por las propiedades de la recta de regresion, sabemos que la mejor estimacion

lineal de 'Y es f’, que verifica
o oxXy

Y —p= = (X — p). (3.26)
Como
oxXy oxXYy
PXY = =—
oOx0Oy g

de aqui oxy = pxyo? y sustituyendo en (3.26)

Y —p=pxy (X —p).

Puesto que |pxy| < 1 y es de suponer que serd positivo, concluiremos que la estatura del hijo
estard mds proxima a la media que la del padre.



96

Esperanza




Capitulo 4

Convergencia de sucesiones de
variables aleatorias

4.1. Introduccion

Los capitulos anteriores nos han permitido familiarizarnos con el concepto de variable y
vector aleatorio, dotdndonos de las herramientas que nos permiten conocer su comportamiento
probabilistico. En el caso de un vector aleatorio somos capaces de estudiar el comportamiento
conjunto de un ndmero finito de variables aleatorias. Pero imaginemos por un momento los
modelos probabilisticos asociados a los siguientes fenémenos:

1. lanzamientos sucesivos de una moneda,
2. tiempos transcurridos entre llamadas consecutivas a una misma centralita,

3. sucesién de estimadores de un pardmetro cuando se incrementa el tamano de la muestra...

En todos los casos las variables aleatorias involucradas lo son en cantidad numerable y habremos
de ser capaces de estudiar su comportamiento conjunto y, tal y como siempre sucede en ocasio-
nes similares, de conocer cuanto haga referencia al limite de la sucesiéon. Del comportamiento
conjunto se ocupa una parte de la Teoria de la Probabilidad que dado su interés ha tomado
entidad propia: la Teoria de los Procesos Estocasticos. En este capitulo nos ocuparemos de estu-
diar cuanto estd relacionado con el limite de las sucesiones de variables aleatorias. Este estudio
requiere en primer lugar, introducir los tipos de convergencia apropiados a la naturaleza de las
sucesiones que nos ocupan, para en segundo lugar obtener las condiciones bajo las que tienen
lugar las dos convergencias que nos interesan: la convergencia de la sucesion de variables a una
constante (Leyes de los Grandes Nimeros) y la convergencia a otra variable (Teorema Central
del Limite). El estudio de esta segunda situacion se ve facilitado con el uso de una herramienta
conocida como funcion caracteristica de la cual nos habremos ocupado previamente.

Dos sencillos ejemplos relacionados con la distribucién Binomial no servirdn de introduccién
y nos ayudaran a situarnos en el problema.

Ejemplo 4.1 (Un resultado de J. Bernoulli) Si repetimos n veces un experimento cuyo
resultado es la ocurrencia o no del suceso A, tal que P(A) = p, y si la repeticiones son inde-
pendientes unas de otras, la variable X,, =ntimero de ocurrencias de A, tiene una distribucion
B(n,p). La variable X,,/n representa la frecuencia relativa de A y sabemos que

X,\ 1
E (”) = ZE(X,) =2 =,
n n n
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ar (?) _ %UW(XH) _m(l-p) _pd-p)

Si aplicamos la desigualdad de Chebyshev,

P( X ' > 6) L var(Xu/n) _pA—p) n,

on _ P
22
Deducimos que la frecuencia relativa de ocurrencias de A converge, en algin sentido, a P(A).

n

Ejemplo 4.2 (Binomial vs Poisson) FEl segundo ejemplo ya fue expuesto en la pdgina 22 y
no lo repetiremos aqui. Hacia referencia a la aproximacion de la distribucion Binomial mediante
la distribucion de Poisson. Vimos que cuando tenemos un gran numero de pruebas Bernoulli con
una probabilidad de éxito muy pequena de manera que lim, np, = A, 0 < A < 400, la sucesion
de funciones de cuantia de las variables aleatorias X, ~ B(n,p,) converge a la funcién de
cuantia de X ~ Po(\).

Dos ejemplos con sucesiones de variables Binomiales que han conducido a limites muy dis-
tintos. En el primero, el valor limite es la probabilidad de un suceso, y por tanto una constante;
en el segundo la funcién de cuantia tiende a otra funcién de cuantia.

4.2. Tipos de convergencia

Comenzaremos por formalizar el tipo de convergencia que aparece en el primer ejemplo.
Para ello, y también para el resto de definiciones, sobre un espacio de probabilidad (2,4, P)
consideremos la sucesién de variables aleatorias {X,,} y la variable aleatoria X.

Definicién 4.1 (Convergencia en probabilidad) Decimos que {X,,} converge a X en pro-
babilidad, X, £, X, si para cada § > 0,

liﬁnP{w X (w) = X (w)] > 6} =0.

No es esta una convergencia puntual como las que estamos acostumbrados a utilizar en Analisis
Matemaético. La siguiente si es de este tipo.

Definicién 4.2 (Convergencia casi segura o con probabilidad 1) Decimos que {X,} con-
verge casi sequramente' a X (o con probabilidad 1), X,, *% X, si

P{w: h;ILan(w) =X(w)} =1

El ultimo tipo de convergencia involucra a las funciones de distribucién asociadas a cada variable
y requiere previamente una definicién para la convergencia de aquellas.

Definicién 4.3 (Convergencia débil) Sean F,,, n > 1, y F funciones de distribucién de
probabilidad. Decimos que la sucesion F,, converge débilmente® a F, F,, —~ F, si lim,, F,,(x) =
F(z), Yz que sea punto de continuidad de F'.

1Utilizaremos la abreviatura a. s., que corresponde a las iniciales de almost surely, por ser la notacién més
extendida
2Utilizaremos la abreviatura w, que corresponde a la inicial de weakly, por ser la notacién més extendida
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Definicién 4.4 (Convergencia en ley) Decimos que {X,,} converge en ley a X, X, N X,

. w . .., .
si Fx, — Fx. Teniendo en cuenta la definicion de F,, y F, la convergencia en ley puede
expresarse también

X, 5 X <= 1im P(X, < z) = P(X < ),
n
Vx que sea punto de continuidad de F'.
Las relaciones entre los tres tipos de convergencia se establecen en el siguiente teorema.

Teorema 4.1 (Relaciones entre convergencias) Sean X, y X wvariables aleatorias defini-
das sobre un mismo espacio de probabilidad entonces:

X, X=X, 2x=x,5%%
Demostracién

)X, 0 Xx=X,5X

Para § > 0 sean A = {w : lim, X, (w) # X (W)} v An = {w : | X,
entonces® limsup 4, C A y P(limsup 4,,) = 0, y de aqui lim P(4,,)

(w) = X(w)| > 6},
=0.
2) X, L X=X,5X
Si z es tal que P(X = z) = 0, se verifica que
PX<z—¢)=
=PX<z-eX,<z2)+PX<z—-¢X,>2x)
< P(Xn, <z)+ P(X, — X[ >¢)

P(Xn <) =
=PX, <z, X<z+e)+PX,<z,X>z+¢)
<P(X<zxz+e)+ P(X,—X|>e).

Expresando conjuntamente las dos desigualdades tenemos:

P X<xz—¢)—P(X,—X|>¢) <
<PX,<z)<PX<z+¢e)+P(X,— X|>e),

pero lim,, P(|X,, — X| > ¢) = 0 para cualquier ¢ positivo por lo que:

P(X <z—¢)<liminf P(X,, <z) <limsupP(X, <z) < P(X <z+¢)

y, puesto que P(X = x) = 0 es equivalente a que F(z) = P(X < z) sea continua en z, se
sigue el resultado. ®

3Recordemos las definiciones
liminf A, = () [ A v limsupAn = [ J Ak,
" n>1k>n n n>1k>n

y la siguiente cadena de desigualdades,

P(liminf Ay) < liminf P(Ay) < limsup P(Ay) < P(limsup Ay).
n n n n
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Las convergencias casi sequra'y en probabilidad tienen distinta naturaleza, mientras aquella
es de tipo puntual, esta ultima es de tipo conjuntista. El ejemplo que sigue ilustra bien esta
diferencia y pone de manifiesto que la contraria de la primera implicacién no es cierta.

Ejemplo 4.3 (La convergencia en probabilidad =~ la convergencia casi segura) Co-
mo espacio de probabilidad consideraremos el intervalo unidad dotado de la o-dlgebra de Borel
y de la medida de Lebesgue, es decir, un espacio de probabilidad uniforme en [0,1]. Definimos
la sucesion X, = 1p,, Vn, con I,, = [37, p;ql], siendo p y q los Unicos enteros positivos que
verifican, p+ 29 = n y 0 < p < 29. Obviamente ¢ = g(n) y lim,, q(n) = +oo. Los primeros
términos de la sucesion son,

n=1 ¢=0,p=0 X; =1y
n =2 q:l,p:O X2:1[07%[
n=3 qg=1,p=1 X3:1[%71[
n=4 q:2,p:0 X4:1[07i[
n=6 q=2,p=2 XGZ].[%’%[
n=7 q=2,p=3 X7:1[%’1[
Observemos que si X = 0, V6 > 0 se tiene Mw : | X,(w)] > 6} = Mw : | X, (w)] =1} =
Alp) =279 29 < n < 2a+1 y Xn 2, 0; pero dada la construccion de las X, en mingin
w € 10,1] se verifica lim X,,(w) = 0.

La convergencia en ley (débil) no implica la convergencia en probabilidad, como pone de mani-
fiesto el siguiente ejemplo, lo que justifica el nombre de convergencia débil puesto que es la
ultima en la cadena de implicaciones.

Ejemplo 4.4 Consideremos una variable Bernoulli con p = 1/2, X ~ B(1,1/2) y definamos
una sucesion de variables aleatorias, X, = X, Vn. La variable Y = 1 — X tiene la misma

distribucion que X, es decir, Y ~ B(1,1/2). Obviamente X, L Y, pero como | X, — Y| =
[2X — 1| =1, no puede haber convergencia en probabilidad.

Hay, no obstante, una situacién en las que la convergencia débil y la convergencia en probabi-
lidad son equivalentes, cuando el limite es a una constante. Vedmoslo.

. L P
Teorema 4.2 Si X,, = ¢ entonces X, — c.

Demostracion.- Si F), es la funcién de distribucion de X,,, la convergencia en Ley implica que
F,(xz) — F.(x) tal que

0, six<g
FC(x)_{ 1, siz>ec.

Sea ahora § > 0

P(|X,—¢c>¢) = PX,—c<—-9)+P(X,—c>9)
P(X, <c—90)+P(X, >c+9)
P(X, <c—-0)+1-P(X, <c+9)
= Fy(c=98)+1-F,(c+9),

IN

por ser c— 9 y ¢+ d puntos de continuidad de F,. La convergencia débil de F,, a F, implica que
P(|X,,—c| > 0) — 0y en consecuencia X, Ze a
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4.3. Leyes de los Grandes Niimeros

El nombre de leyes de los grandes nimeros hace referencia al estudio de un tipo especial de
limites derivados de la sucesién de variables aleatorias {X,}. Concretamente los de la forma
lim,, £ "b;“” ,con S, = Z?:l X, y siendo {a,} y {b,} sucesiones de constantes tales que limb,, =
+o00. En esta seccion fijaremos las condiciones para saber cuando existe convergencia a.s, y como
nos ocuparemos también de la convergencia en probabilidad, las leyes se denominaran fuerte y

débil, respectivamente.

Teorema 4.3 (Ley débil) Sea {X;} una sucesion de variables aleatorias independientes tales
que E(X}?) < +oo, Vk, ylim, 25 Y1 var(Xy) = 0, entonces

%Z(Xk — B(Xy)) = 0.
k=1

Demostracién.- Para S, = 237" | (X}, — E(Xy)), E(Sn) =0y var(Sn) = 25 Y p_; var(Xy).
Por la desigualdad de Chebyshev, Ve > 0

var(Sy) 1 <
n
P(‘Sn| Z 5) S T = nng Z ’UG/T'(X]C)7
k=1
que al pasar al limite nos asegura la convergencia en probabilidad de S, a 0. '

Corolario 4.1 Si las X,, son i.i.d. con varianza finita y esperanza comin E(X;), entonces
1 P
; 2221 Xk e E(Xl)

Demostracién.- Sivar(X;) = o2, Vk, tendremos - 3", var(Xy) = "72 que tiende a cero con
n. Es por tanto de aplicacién la ley débil que conduce al resultado enunciado. ®
Este resultado fué demostrado por primera vez por J. Bernoulli para variables con distribu-
ci6n Binomial (véase el ejemplo 4.1), versién que se conoce como la ley de los grandes nimeros
de Bernoulli
El siguiente paso seré fijar las condiciones para que el resultado sea valido bajo convergencia
a.s.

Teorema 4.4 (Ley fuerte) Si {Xy} es una sucesidn de variables aleatorias i.i.d. con media
finita, entonces

Corolario 4.2 Si {Xj} es una sucesion de variables aleatorias i.i.d. con E(X{) < 400 y
E(X{) = 400, entonces 2= “% oc.

La demostracién de la ley fuerte es de una complejidad, aun en su version mas sencilla de-
bida a Etemadi, fuera del alcance y pretensiones de este texto. La primera demostracion, mas
compleja que la de Etemadi, se debe a Kolmogorov y es el resultado final de una cadena de
propiedades previas de gran interés y utilidad en si mismas. Aconsejamos vivamente al estu-
diante que encuentre ocasién de hojear ambos desarrollos en cualquiera de los textos habituales
(Burrill, Billingsley,...), pero que en ningun caso olvide el desarrollo de Kolmogorov.
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4.3.1. Aplicaciones de la ley de los grandes nimeros
El teorema de Glivenko-Cantelli

Para las variables aleatorias X1, Xo,..., X, se define la funcién de distribuciéon empirica
mediante

Fo(,w) = % SO e (Xi(w):
k=1

Cuando todas las variables tienen la misma distribucién, F),(z,w) es el estimador natural de
la funcién de distribucién comin, F'(z). El acierto en la eleccién de este estimador se pone de
manifiesto en el siguiente resultado.

Teorema 4.5 Sea {Xj} una sucesidn de variables aleatorias i.i.d. con funcidn de distribucion
comiin F(z), entonces Fy(z,w) &% F(x).

Demostracién.- Para cada z, F,,(z,w) es una variable aleatoria resultante de sumar las n
variables aleatorias independientes, 1j_ . ,(Xk(w)), & = 1,...,n, cada una de ellas con la
misma esperanza, E(1j_. ;)(Xx(w))) = P(X) < ) = F(z). Aplicando la ley fuerte de los
grandes numeros,

Fo(z,w) == F(x),

que es el resultado buscado. 'y
Este resultado es previo al teorema que da nombre al apartado y que nos permite contrastar
la hipétesis de suponer que F es la distribucién comtn a toda la sucesion.

Teorema 4.6 (Glivenko-Cantelli) Sea { Xy} una sucesidn de variables aleatorias i.i.d. con
funcion de distribucion comin F(z). Hagamos D,(w) = sup, |F,(z,w) — F(x)|, entonces

D, “% 0.

La demostracion, muy técnica, la omitimos y dejamos al interés del lector consultarla en el
texto de Billingsley.
Calculo aproximado de integrales por el método de Monte-Carlo

Sea f(x) € C([0,1]) con valores en [0,1]. Una aproximacién al valor de fol f(z)dz puede
obtenerse a partir de una sucesion de pares de variables aleatorias distribuidas uniformemente
en [0,1], (X1,Y1),(X2,Y2),.... Para ello hagamos,

v 0, s f(XZ) <Y;.

Asi definidas las Z; son variables Bernoulli con pardmetro p = F(Z;) = P(f(X;) > Y;) =
fol f(x)dx, y aplicdndoles la ley fuerte de los grandes nimeros tendremos que

1 — !
*Zzi 2’/ f(z)dz,
N3 0

lo que en términos précticos supone simular los pares (X;,Y;), ¢ = 1,...,n, con X; e Y; ~
U(0,1), y calcular la proporcién de ellos que caen por debajo de la gréfica y = f(x).
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Aplicacion de la LGN a la aproximacion de funciones

Sea g una funcién acotada definida sobre [0, 1], la funcién B,, definida sobre [0, 1] mediante

BAx»=§;g(§)(Z)ﬂ%1—xw-h

es conocida como polinomio de Bernstein de grado n.

El teorema de aproximacién de Weierstrass asegura que toda funcién continua sobre un
intervalo cerrado puede ser aproximada uniformemente mediante polinomios. Probemos dicha
afirmacién para los polinomios de Bernstein.

Si la funcién g a aproximar es continua en [0, 1], serd uniformemente continua, entonces

Ve > 0,36 > 0 tal que |g(z) —g(y)| <, si|z—y| <.

Ademds g estard también acotada y por tanto |g(z)| < M,Vz € [0, 1].
Sea ahora un z cualquiera en [0, 1],

B oo 0) (oo

9(z) = Bn(2)] =

< ki_o g(z) —g (5) ‘ (Z)x’“(l —z)"k

T s o= (fL) ‘ (Z> oH1—a)y s
B bl

<

€+ 2M Z (Z)xk(l —x)"_k.
|k/n—z|>5

Si Z,, ~ B(n,x), el ultimo sumatorio no es mas que
r ( > 5) = <Z)xk(1 —x)" k)
> 6) ,

lg(x) = Bn(z)| < e+2MP (
> 5) 0,

Zn
— -z
n

|k/n—x|>6
y tendremos

Zn
— -z

pero por la ley de los grandes niimeros

Z, Z,
n Py y por tanto P(‘n—x
n n

lo que demuestra la convergencia uniforme de B,, a g en [0, 1].

4.4. Funcidén caracteristica

La funcion caracteristica es una herramienta de gran utilidad en Teorfa de la Probabilidad,
una de sus mayores virtudes reside en facilitar la obtencién de la distribucién de probabilidad de
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la suma de variables aleatorias y la del limite de sucesiones de variables aleatorias, situaciones
ambas que aparecen con frecuencia en Inferencia Estadistica.

El concepto de funcion caracteristica, introducido por Lyapunov en una de la primeras
versiones del Teorema Central del Limite, procede del Anélisis Mateméatico donde se le conoce
con el nombre de transformada de Fourier.

Definicién 4.5 Sea X una variable aleatoria y sea t € R. La funcion caracteristica de X,
bx(t), se define como E(e'*X) = E(costX) +iE(sintX).

Como || < 1, Vt, ¢x (t) existe siempre y estd definida V¢ € R. Para su obtencién recordemos
que,

Caso discreto.- Si X es una v. a. discreta con soporte Dx y funcién de cuantia fx(x),

ox(t)= > " fx(x). (4.1)

x€Dx

Caso continuo.- Si X es una v. a. continua con funcién de densidad de probabilidad fx (z),
+oo
ox(t) = / ¢ fx (2)de. (4.2)
De la definicién se derivan, entre otras, las siguientes propiedades:
P¢l) ¢x(0) =1
P¢2) |ox(t)] <1

P¢3) ¢x(t) es uniformemente continua

En efecto,

ox(t+h) — ox(t) = / ¢itX (X _ 1) qp.

Q
Al tomar modulos,

6x(t+h) — dx(8)] < /Q X _ 1] dP, (4.3)

pero |e"X — 1| < 2 y (4.3) serd finito, lo que permite intercambiar integracién y paso al
limite, obteniendo

lim |px (t + h) — ¢x (t)| < / lim [e"X —1|dP = 0.
h—0 q h—0
P¢4) Si definimos Y = aX + b,
(by(t) — E(eitY) Ny (eit(aX-‘rb)) — eitb(bx(at)

P¢5) Si E(X™) existe, la funcién caracteristica es n veces diferenciable y Vk < n se verifica
0% (0) = i E(X*H)

La propiedad 5 establece un interesante relacién entre las derivadas de ¢x (t) y los momentos
de X cuando estos existen, relacién que permite desarrollar ¢x(¢) en serie de potencias. En
efecto, si F(X™) existe Vn, entonces,

ox(t) =) PEXT) (4.4)
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4.4.1. Funcién caracteristica e independencia

Si X1, Xs, ..., X, son variables aleatorias independientes y definimos Y = X1+ Xo+- - -+ X,,,
por la observacion (3.3) de la pdgina 80 tendremos,

by (t)=E (eit(XlJerJr-..JrXu)) - E (ﬁ eith> _ ﬁ E (eitxk) — ﬁ ox, (1), (4.5)
k=1 k=1 k=1

expresion que permite obtener con facilidad la funcién caracteristica de la suma de variables
independientes y cuya utilidad pondremos de manifiesto de inmediato.

4.4.2. Funciones caracteristicas de algunas distribuciones conocidas

Bernoulli.- Si X ~ B(1,p)
ox(t) = e’q+e''p=q+pe.

Binomial.- Si X ~ B(n,p)

Normal tipificada.- Si Z ~ N(0,1), sabemos que existen los momentos de cualquier orden y
en particular, E(Z2"1) =0, Vn y E(Z2") = 2 wn. Aplicando (4.4),

2nn!l)

@(t)Zthznzmzwe;

27(2n)!n! n! n!
n>0 n>0 n>0

Para obtener ¢x(t) si X ~ N(u,0?), podemos utilizar el resultado anterior y P4. En

efecto, recordemos que X puede expresarse en funcién de Z mediante X = p+ o2 y
aplicando P4,

o242

¢x(t) = e pz(ot) = =73

Observacién 4.1 Obsérvese que Im(¢pz(t)) = 0. El lector puede comprobar que no se
trata de un resultado exclusivo de la Normal tipificada, si no de una propiedad que poseen

todas las v. a. con distribucion de probabilidad simétrica, es decir, aquellas que verifican
(P(X > xz)=P(X < —x)).

Gamma.- Si X ~ G(a, \), su funcién de densidad de probabilidad viene dada por

)\Ol
22 le ™ §iz >0,
I'(a)

fx(z) =

0 siz <0,
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por lo que aplicando (4.2),

Ao e
¢X t) = / 6ztzxaflef)\$d$7
) L(a) Jo

que con el cambio y = (1 — it/A) conduce a

bx(t) = (1 - ’;) -

Hay dos casos particulares que merecen ser mencionados:

Exponencial.- La distribucién exponencial puede ser considerada un caso particular de
G(a, \) cuando o = 1. A partir de aqui,

A
A —it

ox(t) =

Chi-cuadrado.- Cuando a = n/2 y A = 1/2, decimos que X tiene una distribucién 2
con n grados de libertad, X ~ x2. Su funcién caracteristica serd

ox(t) = (1—2it)"}

4.4.3. Teorema de inversiéon. Unicidad

Hemos obtenido la funcién caracteristica de una v. a. X a partir de su distribucién de pro-
babilidad, pero es posible proceder de manera inversa por cuanto el conocimiento de ¢x ()
permite obtener Fx (z).

Teorema 4.7 (Férmula de inversién de Lévy) Sean ¢(t) y F(z) las funciones caracteristi-
ca y de distribucion de la v. a. X y sean a < b sendos puntos de continuidad de F', entonces

T —ita _ ,—itb
F(b) - Fla) = lim — / e e iyt
T it

Que puede también expresarse

1
F($0+h)—F($0—h): lim f/ sin ht Zt.L0¢()
T

T—oo T t
donde h >0 y xo + h y x9 — h son puntos de continuidad de F'.

Demostracion.- Sea

1 sin ht
o= L
-7

s ot

1 [T s ' '
1 / S it [ / emdF(x)} dt
™ J_T t "

T
L[t
T J)orlJr 1
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donde ¢(t) = E(e"X) = [, e"""dF (). Pero

sin ht
t

sin At
t

eit(xfazo) <

E

y como T es finito J serd también finito y podemos aplicar el teorema de Fubini que nos permite

el cambio en el orden de integracion. Es decir

T .
J _ l / / Sin ht@it(ximo)dt
™ JR _T t

dF(x)

1 T sinht
= 7/ / S (cost(x — xg) + isint(z — zg))dt
™ JR —

T t

2 T sin ht
= 7/ / S cost(x — xzg)dt
™ JR 0 t

dF (z).

Aplicando la férmula sin avcos 3 = 1 (sin(a + ) + sin(a — ), con a = ht y 3 = t(z — zo),

2

1. .
J = /R[/O %(smt(x—xo—i-h)—smt(sc—xo—h))dt

™

dF(x)

dF (z)

1
— /Rg(amT)dF(x).

™

Por lo que respecta a la funcién g(x,T') observemos que

3 Tsing ™
lim T =
T—o0 0 X 2

y estd acotada para T' > 0. Por otra parte

T sinaz T ginu
dr = du
0 T 0 u

y en consecuencia

. 1, a>0;
2 T ) )
lim 7/ S T = 0, a=0;
T=eem Jo r -1, a<O.
Aplicédndolo a g(z,T),
0, x=<zg—h;
: T
lim —g(z,T)=< 1, zo—h<z<zo+h;
T—o0 T %’ x:x0+h,
0, x>z9+h.

T . _ T . _ _
l/ [/ sint(x — xg +h)dt—/ sint(x — xg — +h) it
T™JR 0 t 0 t

dF(x)
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Como |g(z,T)| estd acotada podemos hacer uso de los teoremas de convergencia para permutar
integracién y paso al limite, con lo que tendremos

lim J = lim l/g(:c,T)dF(x)
R

T—o0 T—o0 T

l/R lim g(z,T)dF(z)

T T—o00

zo+h
- / . dF(z) = F(xo + h) — F(zo — h).

A
Este resultado permite obtener F'(z) en cualquier 2 que sea punto de continuidad de F.
Basta para ello que en F(z) — F(y) hagamos que y — —oo a través de puntos de continuidad.
Como Fx(x) es continua por la derecha, la tendremos también determinada en los puntos de
discontinuidad sin mas que descender hacia ellos a través de puntos de continuidad.
Si la variable es continua, un corolario del anterior teorema permite obtener la funcién de
densidad directamente a partir de la funcién caracteristica.

Corolario 4.3 Si ¢(t) es absolutamente integrable en R, entonces la funcidn de distribucion
es absolutamente continua, su derivada es uniformemente continua y

_dF(x)_ 1 —itx
=— _%/Re L h(t)dt.

Demostracién.- Del desarrollo del teorema anterior tenemos que

1 inht _,
/ S At e”"”“gb(t)dt‘
R

f(z)

F(onrh)F(xgh)‘

2h 2 ht
1 sinht _.
S i —— I
< o [ [Btenan
1
< —/ lp(t)|dt < +o0,
27T R
y por tanto
., F(xo+h)— F(xg—h) 1/ it
1 = = — o .
lim o7 flzo) = 5 € o(t)dt

Existe por tanto la derivada en todos los puntos de continuidad de F'. La continuidad absoluta
de F deriva de la desigualdad

2h
Fao+h)~ Flao— ) < 3 [ [s(0)lat,
2 R
cuyo segundo miembro podemos hacer tan pequeno como queramos eligiendo h adecuadamente.

Por tltimo, la continuidad uniforme de f(x) se deriva de

1

Fa+h) = f(@)] = o

[ e o] < o [l =l o)
R TR
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pero

e~ ith _ 1| = |(costh —1)—isinth|

\/(cos th —1)2 4 sin? th

= 2(1 — costh)
= 2 sinﬂ ,
2
y sustituyendo en (4.6)
Fleth) ~ f@)] < —/ sin' 3| o0
< 2 s ’|q§ )|dt + ! 2|o(t)|dt
= lni o )
QF [t|<a 2m [t|>a

donde a se elige de forma que la segunda integral sea menor que €/2, lo que es posible por la
integrabilidad absoluta de ¢. La primera integral también puede acotarse por €/2 eligiendo h
adecuadamente.

)

Pero este teorema tiene una trascendencia mayor por cuanto implica la unicidad de la
funcién caracteristica, que no por casualidad recibe este nombre, porque caracteriza, al igual
que lo hacen otras funciones asociadas a X (la de distribucién, la de probabilidad o densidad
de probabilidad, ...), su distribucién de probabilidad. Podemos afirmar que si dos variables X
e Y comparten la misma funcién caracteristica tienen idéntica distribucién de probabilidad.
La combinacion de este resultado con las propiedades antes enunciadas da lugar a una potente
herramienta que facilita el estudio y obtencién de las distribuciones de probabilidad asociadas
a la suma de variables independientes. Veamoslo con algunos ejemplos.

1) Suma de Binomiales independientes.- Si las variables X ~ B(ng,p), k=1,2,...,m
son independientes, al definir X = >"/" | X}, sabemos por (4.5) que

= [T ot H q+pe’)™ = (q+pe')",

conn = ny+ng+ -+ n,,. Pero siendo esta la funcién caracteristica de una variable
B(n,p), podemos afirmar que X ~ B(n,p).

2) Suma de Poisson independientes.- Si nuestra suma es ahora de variables Poisson inde-
pendientes, X ~ P()\;), entonces

m m " it
~ T oxt = TL e = e,
k=1 k=1

con A=A + A2+ -+ Ao Asi pues, X ~ P(}\).

3) Combinacién lineal de de Normales independientes.- Si X = ZZ=1 cp X con Xy ~
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N(uk,o0?) e independientes,

ox(t) = by axc®) =[] ox.(cxt)
k=1

n

2.2
. opecpt
— | I elertite— —

k=1

2

o242

= M (4.7)

Se deduce de (4.7) que X ~ N(u,0?) con
M:ZCkMk y Ug:zcigi-
k=1 k=1

4) Suma de Exponenciales independientes.- En el caso de que la suma esté formada por
n variables independientes todas ellas Exp()),

oxt= (25) = (1-%)

y su distribucién serd la de una G(n, \).

5) Cuadrado de una N(0,1).- Sea ahora Y = X2 con X ~ N(0,1), su funcién caracteristica

viene dada por
1

0 1 22 )
t) = e T2 —
Pr () /_oo (27) (1—2it)%

lo que nos asegura que Y ~ x3.

(NI

Algunos de estos resultados fueron obtenidos anteriormente, pero su obtencién fué entonces
mucho mas laboriosa de lo que ahora ha resultado.

Distribuciones en el muestreo en una poblacién N(u,o?)

Si la distribucién comin a las componentes de la muestra aleatoria de tamano n es una
N(u,0?), se verifica el siguiente teorema:

Teorema 4.8 Sea X1, Xo, ..., X,, una muestra aleatoria de tamario n de una poblacidn N(u,o?).
Entonces, X, ~ N(u,0%/n) y (n —1)S2 /0% ~ x2_,, y ademds son independientes.

Demostracién.- La distribucién de X,, se deduce de (4.7) haciendo ¢, = 1/n, Yk. Tendremos
que
_ _ 2 _ 22 _ 9
= ; ok =p Yy 0 1;—1 ChoR = —

La obtencién de la distribucién de S? exige primero demostrar su independencia de X,,.
Para ello recordemos la expresion de la densidad conjunta de las n componentes de la muestra
(pagina 85),

L (s}

[, 22,0 20) = W
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pero facilmente se comprueba que
n
Z(wl - :U’>2 = Z(xz - f'rL)2 + n(fn - /1*)2- (48)
i=i i=i
Sustituyendo en la anterior expresion

1 {35 ST 2 @)}

f(l'l,xQ,...,xn) = W

— #e*(“/%z)67(”/202)(5”7”27
on(2m)n/2

con u= "> (v; —T,)>%
Hagamos ahora el cambio

xi:fnqui\/ﬂ, i:1,2,...,n.
Como

Zn:vi =0 vy zn:vf =1, (4.9)
i=1 i=1

dos de las nuevas variables serdn funcién de las restantes. Resolviendo las ecuaciones de (4.9)
para v,_1 y vn, una de las dos soluciones es

A-B _A+B
5= Y U=

Up—1 =

con

2
n—2 n—2
_ _ 2
A——E ; y B = 2—35 ’UZ-—E ViU
i=1 i=1 i#£j
Asf pues, podemos expresar cada x; en funcién de (vq,...,vy—2,Ts,u) de la siguiente forma,

Ti=T4+vivu, i=1,...,n—2,

A-B A+ B
5 Vu, X =Tp+ ; V. (4.10)

El Jacobiano de (4.10), laborioso pero sencillo de obtener, tiene la forma

Tp—1 =Ty +

|J| = w2 2h(vy, ... 00 ),

donde la expresion exacta de h no es necesaria a los efectos de obtener la densidad conjunta de

(v1,...,Vn—2,Tn,u). Utilizando del Teorema 2.5 (pagina 60), podemos escribir
1 —2 —(u/202) _—(n/202)(Tp—pn)?
g(vlwuvvnf%fnau) = W’un Ze ( /2 )6 ( /2 )( n=H) h(’l}l,...,’l}n,Q),

que no es mas que el producto de las tres densidades siguientes

gi(w) = crur2e(4/27)

92(Tn) cpe— (1/20%)@n—p)?

gB(Ula---7Un—2) = CSh(vla"'avn—Q)-
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Esta factorizacién nos permite afirmar que las variables U = (n—1)S2, X,, y (V1,Va, ..., Vi_2)
son independientes.
Volvamos ahora a la distribucién de S2. De (4.8) podemos escribir,

5 (S 5 () (S e (2

=1 =1

Como Y; = (X; —p)/o,i=1,...,ny Z = +/n(X,—p) /o son todas ellas variables N(0,1),

tendremos que
n 2 g 2

X; — X, -
z( “) ~2 y ﬁ(“) ~ ¥
g g

=1

pero como (n—1)S2 y X,, son independientes, también lo seran (n—1)S2 /02 y X,,, y al calcular
funciones caracteristicas en ambos miembros de (4.11),

(1—2it)"2 = (1 — 2it)"*$(_1)s52 /0.

De donde,
¢(n71)5'721/0'2 = (1 - Qit)(n_l)/27

2
(n=1)23 ~ 3y

4.4.4. Teorema de continuidad de Lévy

Se trata del ultimo de los resultados que presentaremos y permite conocer la convergencia
de una sucesion de v. a. a través de la convergencia puntual de la sucesién de sus funciones
caracteristicas.

Teorema 4.9 (Directo) Sea {X,,}n>1 una sucesion de v. a. y {Fp(x)}n>1 ¥ {on(t)}n>1 las
respectivas sucesiones de sus funciones de distribucion y caracteristicas. Sea X una v. a. y
Fx(z) y ¢(t) sus funciones de distribucion y caracteristica, respectivamente. Si F,, = F (es

) L
decir, X,, = X ), entonces

on(t) — o(t), Vt € R.
Resultado que se completa con el teorema inverso.

Teorema 4.10 (Inverso) Sea {¢n(t)}n>1 una sucesion de funciones caracteristicas y { Fy,(x) bn>1
la sucesion de funciones de distribucion asociadas. Sea ¢(t) una funcion continua en 0, si
YVt € R, ¢pn(t) — &(t), entonces

F, 5 F,

donde F(x) en una funcion de distribucion cuya funcion caracteristica es ¢(t).

Este resultado permite, como deciamos antes, estudiar el comportamiento limite de sucesio-
nes de v. a. a través del de sus funciones caracteristicas, generalmente de mayor sencillez. Sin
duda una de sus aplicaciones més relevantes ha sido el conjunto de resultados que se cono-
cen como Teorema Central del Limite (TCL), bautizados con este nombre por Lyapunov que
pretendi6 asi destacar el papel central de estos resultados en la Teoria de la Probabilidad.
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4.5. Teorema Central de Limite

Una aplicacion inmediata es el Teorema de De Moivre-Laplace, una versién temprana del
TCL, que estudia el comportamiento asintético de una B(n, p).

Teorema 4.11 (De Moivre-Laplace) Sea X, ~ B(n,p) y definamos Z,, = \/%, En-

tonces
Z, =5 N(0,1).

Demostracion.- Aplicando los resultados anteriores, se obtiene

i 2 o\ "
b2, (1) = ((1—p>enm+pen¢ ) |

que admite un desarrollo en serie de potencias de la forma

2

t n
62,(t) = {1 -5 +Rn)} ,
con R, — 0, si n — oo. En consecuencia,

lim ¢z (t)=e¢ 2.

n—oo

La unicidad y el teorema de continuidad hacen el resto. 'y

Observacién 4.2 Lo que el teorema afirma es que si X ~ B(n,p), para n suficientemente

grande, tenemos
X —np
Pl ——<z| =),
np(1 —p)

donde ®(x) es la funcidn de distribucion de la N(0,1).

{De qué forma puede generalizarse este resultado? Como ya sabemos X,, ~ B(n,p) es la suma
de n v. a. i.i.d., todas ellas Bernoulli (Y ~ B(1,p)), cuya varianza comun, var(Y;) = p(1 — p),
es finita. En esta direccion tiene lugar la generalizacion: variables independientes, con igual
distribucién y con varianza finita.

Teorema 4.12 (Lindeber&) Sean X1, Xo,..., Xy, v.a. i.i.d. con media y varianza finitas, p
y 02, respectivamente. Sea X, = %ZZ:I X su media muestral, entonces

Y — K Xn_E(Xn)

—on= B L, N0, 1).
o/vn var(X,,)

Y,

Demostracion.- Teniendo en cuenta la definicién de X,, podemos escribir

Yn_lfé T
= = Zk7
a/v/n \/ﬁ;

con Z = (Xy — p)/o, variables aleatorias i.i.d. con E(Z;) =0y var(Z;) = 1. Aplicando P¢4

v (4.5) tendremos )
o= on ()
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Pero existiendo los dos primeros momentos de Z; y teniendo en cuenta (4.4), ¢z, (t) puede
también expresarse de la forma

2

bz (t) =1+

%(1+Rn),

con R, — 0, si n — oco. En consecuencia,

Py, (t) = [1 - ﬁ(l + Rn)]n.

2n
Asi pues,
2
lim ¢y, (t) = e 7,
n—oo
que es la funcién caracteristica de una N (0, 1). o

Observemos que el Teorema de De Moivre-Laplace es un caso particular del Teorema de
Lindeberg, acerca de cuya importancia se invita al lector a reflexionar porque lo que en él se
afirma es, ni mas ni menos, que sea cual sea la distribuciéon comun a las X;, su media muestral
X,,, adecuadamente tipificada, converge a una N (0, 1) cuando n — oo.

El teorema de Lindeberg, que puede considerarse el teorema central del limite basico, admite
una generalizacién en la direccién de relajar la condiciéon de equidistribucion exigida a las
variables. Las llamadas condiciones de Lindeberg y Lyapunov muestran sendos resultados que

permiten eliminar aquella condicién.

Ejemplo 4.5 (La férmula de Stirling para aproximar n!) Consideremos una sucesién de
variables aleatorias X1, Xa,...,, independientes e idénticamente distribuidas, Poisson de pa-
rametro A = 1. La variable S, = Z?:l X, es también Poisson con pardmetro A, = n. Si
Z ~ N(0,1), para n suficientemente grande el TCL nos permite escribir,

P(S,=n) = Pn—-1<S5,<n)

%

v
oh
S

A

N

A
=

Q

Vomn’

en donde la dltima expresién surge de aproximar la integral entre [—1//n,0] de f(z) = e=="/2
mediante el drea del rectdingulo que tiene por base el intervalo de integracion y por altura el
f(0)=1.

Por otra parte,

n?’L

P(S,=n)= e_”ﬁ.

Igualando ambos resultado y despejando n! se obtiene la llamada férmula de Stirling,

n! ~ n" T2 /2r.
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4.5.1. Una curiosa aplicacion del TCL: estimacién del valor de 7

De Moivre y Laplace dieron en primer lugar una version local del TCL al demostrar que si
X ~ B(n,p),

P(X =m)y/np(l —p) =~ \/12?67%‘”2, (4.12)

ara n suficientemente grande v z = —2=22_ Esta aproximacién nos va a servir para estudiar
v/np(1-p)
np(L—p

la credibilidad de algunas aproximaciones al nimero 7 obtenidas a partir del problema de la
aguja de Buffon.

Recordemos que en el problema planteado por Buffon se pretende calcular la probabilidad
de que una aguja de longitud [, lanzada al azar sobre una trama de paralelas separadas entre
si una distancia a, con a > [, corte a alguna de las paralelas. Puestos de acuerdo sobre el
significado de lanzada al azar, la respuesta es

21
P(corte) = —,

am
resultado que permite obtener una aproximacién de 7 si, conocidos a y [, sustituimos en m =
—2L__ 1a probabilidad de corte por su estimador natural la frecuencia relativa de corte, p, a
aP(corte) s
lo largo de n lanzamientos. Podremos escribir, si en lugar de trabajar con 7 lo hacemos con su
inverso,

1 am

T 2ln’
donde m es el nimero de cortes en los n lanzamientos.

El afio 1901 Lazzarini realizé 3408 lanzamientos obteniendo para 7 el valor 3,1415929 con
ji6 cifras decimales exactas!!. La aproximacién es tan buena que merece como minimo alguna
pequena reflexion. Para empezar supongamos que el niimero de cortes aumenta en una unidad,
las aproximaciones de los inversos de w correspondientes a los m y m + 1 cortes diferirian en

alm+1) am a

Lam_ a1
2ln 2ln  2ln T 2n

que si n = 5000, da lugar a # ~ 107%. Es decir, un corte mas produce una diferencia mayor
que la precisién de 1079 alcanzada. No queda mds alternativa que reconocer que Lazzarini
tuvo la suerte de obtener exactamente el numero de cortes, m, que conducia a tan excelente
aproximacion. La pregunta inmediata es, jcudl es la probabilidad de que ello ocurriera?, y para
responderla podemos recurrir a (4.12) de la siguiente forma,

m—np)?
P(X = m) ~ ;ei énp(lf)p) < !

2mnp(l — p) T/ 2mmp(l — p).
Por ejemplo, si a = 2I entonces p = 1/7 y para P(X = m) obtendriamos la siguiente cota

™

P(X=m)< m

Para el caso de Lazzarini n=3408 y P(X = m) < 0,0146, Vm. Parece ser que Lazzarini era un
hombre de suerte, quizds demasiada.
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Capitulo 5

Simulacion de variables aleatorias

5.1. Introduccion

En el juego del domind en sus distints versiones, cada jugador elige al azar 7 fichas de
entre las 28. Calcular la probabilidad de ciertas composiciones de dichas 7 fichas puede ser
tarea sencilla o, en ocasiones, practicamente imposible por su complejidad. Asi, si nos piden la
probabilidad de que el jugador no tenga entre sus fichas ningtin 6, la férmula de Laplace nos

da como resultado
(21)
77 = 0,0982.

28
(7)
Si el jugador esta jugando a “la correlativa”, le interesa saber con qué probabilidad, p., elegird 7
fichas que puedan colocarse correlativamente una tras otra. Dicha probabilidad es matematica-
mente intratable.

Un problema de imposibilidad practica semejante nos ocurriria si quisiéramos calcular la
probabilidad de tener un mazo de cartas ordenado de tal forma que permitiera hacer un solitario
directamente. ;Hemos de conformarnos con no poder dar respuesta a situaciones como las
planteadas u otras similares que puedan surgir?

La ley fuerte de los grandes nimeros, LEGN, (ver Teorema 4.4 en la pdgina 101) y la po-
tencia de calculo de los ordenadores de sobremesa actuales no permiten abordar el problema
empiricamente. En efecto, si podemos simular la elecciéon al azar de 7 fichas de entre las 28
y comprobar después si es posible colocarlas correlativamente una tras otra (éxito), repitien-
do el proceso de simulacién definiremos una variable X; ligada a la simulacion i-ésima que
tomara valores

{ 1, sila colocacién es posible;
X, =

0, en caso contrario.

Asi definida, X; ~ B(1,p.), y es independiente de cualquier otra X;. Si llevamos a cabo n
simulaciones, por la LFGN se verificara

Xi a.s.

§ > Des
n

k=1

y podremos aproximar el valor de p. mediante la frecuencia relativa de éxitos que hayamos
obtenido.
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Un programa adecuado en cualquiera de los lenguajes habituales de programacién permi-
tird averiguar si las 7 fichas son correlativas, pero ;cémo simular su eleccién aleatoria entre las
28 fichas del domin4? Podriamos proceder como sigue:

1. ordenamos las fichas con algtn criterio, por ejemplo, comenzar por las blancas ordenadas
segun el otro valor que las acompana, continuar por los 1’s ordenados segin el valor que
les acompana y asi sucesivamente hasta finalizar con el 6 doble,

2. las numeramos a continuacién del 1 al 28, y

a) extraemos al azar, sin repeticién, 7 nimeros del 1 al 28, las correspondientes fichas
constituiran nuestra eleccién; o bien,

b) permutamos aleatoriamente los 28 ndmeros y las fichas correspondientes a los 7
primeros constituirdn nuestra eleccién.

Queda, no obstante, por resolver la forma de simular la extraccion de los 7 nimeros o de
permutar aleatoriamente los 28. En cualquier caso necesitamos poder generar con el ordenador
nimeros aleatorios.

5.2. Generacion de nuimeros aleatorios

La generacién de ntumeros aleatorios con el ordenador consiste en una subrutina capaz de
proporcionar valores de una variable aleatoria X ~ U(0,1). Cabe preguntarse si una sucesién
de valores obtenida de semejante forma es aleatoria. La respuesta es inmediata y decepcionante,
no. En realidad, los niimeros generados mediante cualquiera de las subrutinas disponibles a tal
efecto en los sistemas operativos de los ordenadores podemos calificarlos como pseudoaleatorios
que, eso si, satisfacen los contrastes de uniformidad e independencia.

La mayoria de los generadores de nimeros aleatorios son del tipo congruencial. A partir de
un valor inicial, X, denominado semilla, y enteros fijos no negativos, a, ¢ y m, calculan de
forma recursiva

Xit1 =aX; + ¢ (médulo m), i=1,2,...,n. (5.1)
Como valores de la U(0,1) se toman los
Xi
U, =—.
m

La expresién (5.1) justifica la denominacién de pseudoaleatorios que les hemos otorgado. En
primer lugar, porque si iniciamos la generacién siempre con el mismo valor de Xy obtendremos
la misma sucesion de valores y, claro estd, nada maés alejado de la aleatoriedad que conocer
de antemano el resultado. En segundo lugar, porque el mayor ntimero de valores distintos que
podemos obtener es precisamente m. Se deduce de aqui la conveniencia de que m sea grande.

Puede demostrarse que una elecciéon adecuada de a, ¢ y m proporciona valores que, aun no
siendo aleatorios, se comportan como si lo fueran a efectos practicos porque, como ya hemos
dicho, satisfacen las condiciones de uniformidad e independencia.

Si, como es nuestro caso en el ejemplo del domind, deseamos elegir al azar nimeros entre 1
y 28, recordemos que si U; ~ U(0,1), kU; ~ U(0, k) y por tanto,

1
P(j—1<kUi<j)=. j=12....k

Si definimos Ny = [kU;] + 1, donde [-] representa la parte entera del argumento, Ny es una
variable discreta que tiene la distribucién deseada, uniforme en {1,2,... k}.
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5.3. Técnicas generales de simulacién de variables aleato-
rias

La generacién de una variable U(0,1) es un primer paso necesario pero no suficiente, como
el ejemplo del dominé ha puesto de manifiesto. Nuestro objetivo era generar valores de una
uniforme discreta sobre el soporte {1,2,...,k} y lo hemos conseguido previa simulacién de
una U(0,1). En muchos procesos industriales o en el estudio de fendmenos experimentales, un
estudio previo de su comportamiento requiere simular cantidades aleatorias que siguen, por lo
general, una distribucién diferente de la uniforme. ; Cémo hacerlo? A continuacién presentamos
tres métodos para simular variables aleatorias.

Antes de responder digamos que el origen de la simulacién de variables aleatorias, conocida
como simulacion de Montecarlo, se debe a von Neumann y Ulam que lo utilizaron por primera
vez durante la segunda guerra mundial para simular el comportamiento de la difusion aleatoria
de neutrones en la materia fisionable. El trabajo, relacionado con la fabricacién de la primera
bomba atémica, se desarrollaba en el laboratorio de Los Alamos y Montecarlo fue el cédigo
secreto que ambos fisicos le dieron.

5.3.1. Meétodo de la transformaciéon inversa

Este método se basa en el resultado de la Proposicién 2.3 de la pdgina 59. Si U ~ U(0,1),
F' es una funciéon de distribucion de probabilidad y definimos

F~Yx) =inf{t: F(t) >z},

la variable X = F~1(U) verifica que Fx = F.

Este resultado permite generar valores de una variable aleatoria con funcién de distribucién
dada, sin més que obtener la antiimagen mediante F' de valores de una U(0,1). Veamos como
generar una exponencial de pardmetro A.

Ejemplo 5.1 (Generacién de X ~ Exp(\)) La densidad de una Exponencial de pardmetro
Aes \
Ae M x> 0;
f(z) = { 0, en el resto,
y su funcion de distribucion,
0, z < 0;
F((E) - { 1 _e—)\a;’ x> 0;.
De aqufi,
1
l—-eMM=U = X= —Xln(l—U)7
nos permite generar valores de una Exp()\). Observemos que 1 — U es también U(0,1) con lo
que
X 11 U
=——In
A )
genera también valores de una Exp()\).
Recordemos que siY ~ Ga(n,1/\) entonces Y es la suma de n exponenciales independientes

de pardmetro X (pdgina 64). Aplicando el resultado anterior podremos generar valores de una
Ga(n,1/\) a partir de n U(0,1), Uy, Us,...,U, mediante la expresion

ZX Ui=—yhn (]:[1U>
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5.3.2. Meétodo de aceptacién-rechazo

Si queremos generar una variable aleato-
ria X con densidad f(x), cuyo soporte es
el intervalo [a, b], podemos proceder tal co-

a

s mo ilustra la figura. Si s es una cota supe-
Prechazado rior de f(z), f(z) < s, Va € [a,b], genera-
Va 2 mos aleatoriamente un punto (U,V) en el

rectdngulo [a,b] x [0,s]. Si V < f(U) hace-
mos X = U, en caso contrario rechazamos
el punto y generamos uno nuevo.

La primera pregunta que surge es si el
nimero de simulaciones necesarias para ob-
tener un valor de X serd finito. Veamos
que lo es con probabilidad 1. Para ello, de-
signemos por A la sombra de f(z) y por
{P,,n > 1} una sucesién de puntos elegi-
dos al azar en [a,b] x [0, s]. La probabilidad de que uno cualquiera de ellos, P;, no cumpla con
la condicién V < f(U), equivale a {P; ¢ A} y vale

Vl V4

v

s(b—a) s(b—a)’

P(Pi¢A):s(b—a)—\A|_ 1

pues |A| = ff f(z)dx = 1. Como la eleccién es al azar, la probabilidad de que ninguno de ellos
esté en A,

P (Mot {Pn ¢ A}) = lim (1 - S(b1)>n 0,

n— o0 —a

y por tanto con probabilidad 1 el nimero necesario de simulaciones para generar un valor de
X seré finito.
Queda ahora por comprobar que X se distribuye con densidad f(z). En efecto,

PX<z)=) P(X<z,X=U,),
n>1

donde
{XSQ:yX:Un}:{Pl %Av"wpn—l ¢A7Pn € [Cl,l'] X [078]'

Al tomar probabilidades,

P(X<z) = Y P(X<a,X=U,)
_ IR S S o GO
o ngl(l s(ba)) s(b—a)
= [ty

a

Ejemplo 5.2 Una variable X ~ Be(4,3) tiene por densidad,

f(x):{ 602x3(1 — )%, 0<z<1;

0, en el resto.
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Su funcion de distribucion serd un polinomio de grado 6, lo que dificulta la generacion de
una variable aleatoria con esta distribucion mediante el método de la transformacion inver-
sa. Podemos, en su lugar, recurrir al método de aceptacion-rechazo. Tomemos para ello s =
méxo<z<1 f(x) = £(0,6) = 2,0736. El procedimiento consistird en generar

(U, V) ~ U([0,1] x [0;2,0736]),

pero como kV ~ U(0,k) si V ~ U(0,1), bastard con generar sendas U(0,1) y hacer X =U si

60U3(1 — U)?
20736V <60U%(1-U)? — V<—2 7
’ = ( ) = 2,0736

Generalizaciéon del método de aceptacion-rechazo
El método anterior puede generalizarse utilizando una funcién t(x) que mayore a f(x), Vz,
en lugar de una cota superior. Si ¢(z) es tal que
oo
1< / t(z)dr = ¢ < 400,
— 00
la funcién g(z) = t(z)/c es una densidad. El método exige que podamos generar con facilidad
una variable aleatoria ¥ con densidad g(z) y, en ese caso, los pasos a seguir son,
1. Generamos Y cuya densidad es g(y) = t(y)/c.
2. Generamos U ~ U(0, 1).
3. SiU < f(Y)/t(Y), hacemos X =Y, en caso contrario reiniciamos el proceso desde 1.

La X asi generada tiene por densidad f(z) porque
[X <} = {Yy Sa} = {Y <alU < F(V) /1],

donde N designa el nimero de la iteracién en la que se ha cumplido la condicién. Al tomar
probabilidades

P <a,U < f(Y)/t(Y))
PU < f(Y)/H(Y))

Como Y y U son independientes, su densidad conjunta sera

P(X <z)=P(Y <z|U < f(Y)/H(Y)) =

h(y,u) = g(y), 0<u<1, —oco<y< oo

De aqui,

1 x f)/cg(y)
PXS) = pz i ] oW [/ d“] w

- FTEE / Iy (5:2)

Pero

1 1
Jlim POX <) =1 = oy |00 = ey 69
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Sustituyendo en (5.2),
P <o)= [ rwi

Respecto al nimero N de iteraciones necesarias para obtener un valor de X, se trata de una
variable geométrica con p = P(U < f(Y)/t(Y)). De (5.3) deducimos que P(U < f(Y)/t(Y)) =
1/cy E(N) = ¢, ademés

1 1\’ 1\"
P(N =00)= lim P(N >n)= lim g (1—) = lim (1—) =0,
n—oo C

n— 00 C n—00 C
J>n+1

con lo que N seréa finito con probabilidad 1.

Ejemplo 5.3 (Simulacién de una N(0,1). Método general de aceptacién-rechazo) Re-
cordemos en primer lugar la densidad de Z ~ N(0,1),

1
fz(z) = e*z2/2, —00 < z < 00.

Yous
Si definimos X = |Z|, su densidad serd

2 —22/2
T) = e , <z <o 5.4
Vamos a utilizar el método general de aceptacidn-rechazo para simular valores de la N(0,1)
utilizando como paso previo la generacidn de valores de X con densidad (5.4). Para ello to-
maremos como funcion auziliar t(x) = /2e/me™*, x > 0, porque mayora a fx(x) en todo su

dominio,
—z2/2 _1)2
fX(x) = \/2/76 :exp{_u‘21)}§17 xzo.

t(z) \/2e/me=®

Por otra parte,

y por tanto

que es la densidad de una Exponencial con pardmetro A = 1. De acuerdo con el procedimiento
antes descrito,

1. Generaremos sendas variables aleatorias, Y y U, la primera Exp(1) y la sequnda U(0,1).

2. 8i
fx(Y) (Y —1)?
v Gy = {5

haremos X =Y, en caso contrario comenzaremos de nuevo.

Una vez obtenido un valor de X el valor de Z se obtiene haciendo Z = X o Z = —X con
probabilidad 1/2.
El procedimiento anterior puede modificarse si observamos que aceptamos Y si

U<exp{—(Y -1)?/2} <= —InU > (Y —1)%/2.

Pero de acuerdo con el ejemplo 5.1 —InU ~ Exp(1) con lo que la generacion de valores de una
N(0,1) se pude llevar a cabo mediante,
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1. Generaremos sendas variables aleatoria Y1, Ya, ambas Exp(1).
2. Si Yy > (Y1 —1)2/2, hacemos X = Y1, en caso contrario comenzaremos de nuevo.
3. Generamos U ~ U(0,1) y hacemos

g X, siU<1/
T\ =X, siU>1/2.

Ejemplo 5.4 (Simulacién de una N(0,1). El método polar) SiX ~ N(0,1) eY ~ N(0,1)
y son independientes, su densidad conjunta viene dada por

1 % +y?
Ifxv(z,y) = %EXP{— 5 .

Consideremos ahora las coordenadas polares del punto (X,Y), R=+vX?+Y?2 y© = arctanY/X.
Para obtener su densidad conjunta, necesitamos las transformaciones inversas, X = Rcos© e
Y = Rsin©. El correspondiente jacobiano vale J; = R y su densidad conjunta,

1 r?
2—rexp — 5[ r>0,0<6<2m,
fro(r,0) =4 T

0, en el resto.
De aqui se obtienen ficilmente las densidades marginales de R?> y © que resultan ser R? ~
Exp(1/2) y © ~ U(0,27). Haciendo uso del resultado del ejemplo 5.1, si generamos dos varia-
bles U80,1), Uy y Us,

R? = —-2InU; ~ Ezp(1/2)
0= 27TU2 ~ U(O,Qﬂ'),

y de aqui
X = (—2an1)1/2 cos 2mUs
Y = (=2InU;)"Y/?sin 2705,

son N(0,1) e independientes.

5.3.3. Simulacién de variables aleatorias discretas

El método més extendido para simular variables discretas es el de la transformacién inversa.
Si la variable X cuyos valores queremos simular tiene por funcién de distribucién F'(z), entonces

F@)=P(X<2)=Y

z; <z

con z; € Dy, el soporte de la variable, y p; = P(X = x;).
Si suponemos que los valores del soporte estdan ordenados, 1 < z2 < ..., el algoritmo
consiste en los pasos siguientes:

1. Generamos U ~ U(0,1).

2. Hacemos X =k, con k = min{i; U < F(z;)}.
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La variable asi generada se distribuye como deseamos. En efecto,
P(X = .Ti) = P(F(l‘i_l <UL F(l‘z)) = F(l‘z) — F(xi—l) = D;.
La figura ilustra graficamente el algoritmo para una variable discreta con soporte Dx =

{$1,$2,...,.T7}.

}[73
— P2
}pﬁ !

Xp X2 X3

A continuacién presentamos la adaptacion de este algoritmo para la simulacién de las va-
riables discretas més conocidas. En algunos casos, el algoritmo no resulta reconocible porque la
forma de la funcién de cuantia permite formas de buisqueda mas ventajosas que lo enmascaran.

Ejemplo 5.5 (Simulacién de una variable Bernoulli) Si X ~ B(1,p), el algoritmo que

sigue es muy intuitivo y equivale al algoritmo de la transformacion inversa si intercambiamos
U porl—-U.

1. Generamos U ~ U(0,1).
2. Hacemos
|1, sU<p;
X = { 0, siU>p.

Ejemplo 5.6 (Simulacién de una variable uniforme) Para generar X con Dx = {x1,22,...,Zn}
con P(X = z;) =1/n, Vi,

1. Generamos U ~ U(0,1).
2. Hacemos X =z, con k =14 |nU| donde |s], es la parte entre por defecto de s.

Ejemplo 5.7 (Simulacién de una variable Binomial) Si X ~ B(n,p), entonces X es la
suma de n Bernoullis independientes con igual pardmetro, bastard por tanto repetir n veces el
algoritmo del ejemplo 5.5 y tomar X = Z?zl X, la suma de los n valores generados

Ejemplo 5.8 (Simulacién de una variable Geométrica) Recordemos que X ~ Ge(p), X
es el nimero de pruebas Bernoulli necesarias para alcanzar el primer éxito, de aqui, P(X =

)=p(l—p)"ti>1,y P(X >i) =3, , P(X =j) = (1 —p)". Tendremos que
Flk—=1)=P(X<k-1)=1-P(X>k—-1)=1-(1-p)F".

Aplicando el algoritmo de la transformacion inversa
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1. Generamos U ~ U(0,1).

2. Hacemos X =k, tal que 1 — (1 —p)¥~1 < U <1—(1—p)*, que podemos también escribir
1-p)F <1-U<(1—-p)kt. Comol—U~U(0,1), podemos definir X mediante
X min{k; (1 — p)* < U}
min{k; kIn(1 —p) < InU}

, _ InU
mln{k,k> h}(l—p)}

El valor que tomaremos para X serd,

(5.5)

XlJrL InU J

In(1 —p)

Ejemplo 5.9 (Simulacién de una variable Binomial Negativa) Para generar valores de
X ~ BN(r,p) recordemos que X puede expresarse como suma de r variables independientes
todas ellas Geométricas de pardmetro p (véase el Ejemplo 3.2 de la pdgina 81). Bastard por
tanto utilizar el siguiente algoritmo:

1. Simulamos X1, Xa, ..., X, todas ellas Ge(p), utilizando para ello la expresion (5.5).
2. hacemos X = X1+ Xo+ ...+ X,.

Ejemplo 5.10 (Simulacién de una variable Poisson) La simulacién de una variable X ~
Po(X) se basa en la propiedad que liga la distribucién de Poisson con la Exponencial de igual
parametro. Como senialdbamos en la pagina 31, al estudiar la ocurrencia de determinado suceso
a largo del tiempo, por ejemplo las particulas emitidas por un mineral radiactivo durante su
desintegracion, el tiempo que transcurre entre dos ocurrencias consecutivas es una variable
aleatoria Y ~ Exp(\) y el nimero de ocurrencias que se producen en el intervalo [0,t] es
X; ~ Po(At), donde X\ es el nimero medio de ocurrencias por unidad de tiempo. De acuerdo
con esto, el algoritmo de simulacion es el siguiente:

1. Simulamos Uy,Us, Us, ..., todas ellas U(0,1).
2. Hacemos X = N — 1, donde

N:min{n;HUZ- <e_)‘}.

i=1

La variable asi obtenida se distribuye como una Po(\). En efecto,

X+1 = min{n'HU-<e_’\}.

>e *}
InU; > )\}

g g},

HM u::]: :

max {
= max {
max {
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pero como vimos en el Ejemplo 5.1, —InU; ~ Exp(1), con lo que X puede interpretarse com el
mayor nimero de Exp(l) cuya suma es menor que A. Ahora bien, exponenciales independientes
de pardmetro 1 equivalen a tiempos de espera entre ocurrencias de un suceso con una ratio media

de ocurrencias de 1 suceso por unidad de tiempo, lo que permite interpretar X como el nimero
y. Ast, X ~ Po(X).



