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Practica 1
Espacios de Hilbert

Ejemplo 1.1
La norma ||.||sc en R? no proviene de un producto escalar.
Solucion

Es suficiente comprobar que no se cumple la ley del paralelogramo, esto es, que existen z,y € R2
tales que

e+ yl1% + llz = i3 # 2 (]2 + llylI3) -

Con este fin, tomamos los puntos z = (1,0) e y = (0,1) para los que ||z]|cc = [|[¥llcc = ||Z + Y||oo =
|z = ylloo = 1.
Ejemplo 1.2
En C([-1,2)), (f,9) = ffl fg define un producto escalar cuya norma ||.|| no es completa.
Solucion

Sea gn(z) = 0en [-1,—-1/n]U[1 4+ 1/n,2], go(z) = 1 en [0,1] y lineal en el resto. Se tiene que

2
lim / (gn — X[OJ])Q = 0 de donde se sigue que (g,,) es una sucesién de Cauchy. Si (g, ) es convergente
n
—1

2
a g € C([-1,2]) entonces también ll;ILIl/ (gn — 9)* = 0, lo que implica que g = X[0,1] casi por todas
1

partes. Esto es una contradiccién por ser g una funcién continua. Otra forma de verlo es observar
que C([—1,2]) es un subespacio del espacio de Hilbert L?([—1,2]). Puesto que (g,) converge a x(o 1)
en L%([—1,2]), deducimos que C'([—1,2]) no es cerrado en L?([—1,2]) y, en consecuencia, C'([—1,2]) no
puede ser completo.

Ejercicio 1.1

Sea (X, ||.||) un espacio de Hilbert. Si los vectores u,v € X verifican | < u,v > | = ||ull||v||, es decir,
verifican la desigualdad de Cauchy-Schwartz con igualdad, ;qué podemos saber de estos vectores?
Estudiar la misma cuestién para la igualdad ||u + v|| = ||u|| + ||v|-

Ejercicio 1.2

Sea (X,].||) un espacio de Hilbert. Sean z,y elementos de X con norma uno.
a) Si x # y, entonces ||tz + (1 — t)y|| < 1 para todo 0 <t < 1.
b) Si ||z — y|| > ¢, acotar la norma del punto medio %(z +y).

Ejercicio 1.3
Probar que en todo espacio X con producto escalar se cumple la Illamada identidad de Apolonio:

2 2 1 2 z+y|?
o =<1+l = ol = gl ol + 2= T2
Ejercicio 1.4
Sea X un espacio vectorial en el cual hay definidos dos productos escalares (,) y (,). Probar que
los dos productos coinciden si, y sélo si, (x,xz) = (z,x) para todo = € X.

Ejercicio 1.5
En el espacio {s calcula la interseccién de la bola B(xg,1) con la recta {Ax; : A € R} donde xg =

(1, %, i, ) yx=(1,0,...,). Idem con el plano generado por z1, x> siendo xo = (0,1,0,...).
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practica 1: FEspacios de Hilbert 2

Ejercicio 1.6

.En el espacio {3 la recta generada por (1, 1, 1. ...) corta a la bola B(x, %) ? 290 =(0,1,0,...).

9

S

Ejercicio 1.7
En el espacio L?(0,1) calcula la interseccién de la esfera S(xg,1) con la recta {\x1 : A € R} donde
xo(t) =2t y x1(t) = t.

Ejercicio 1.8

Sean o, B € R, B # 0. En el espacio ls consideramos z1 = (o, 3,0,...), zo = (0,¢,3,0,...), x5 =

(0,0,a, 3,0,...) etc. y llamamos S = {z,}. Prueba que (a) Si |%| > 1, entonces S+ = {0}. (b) Si
2

|5 <1, entonces S+ =lin{(1, -5 5 3 oo

5
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Ejercicio 1.9

Prueba que en un espacio prehilbertiano real, las afirmaciones siguientes son equivalentes,
a) xly,
b) |z + ty|| = ||x — ty|| para todo t € R,
¢) ||l + ty|| > ||z|| para todo t € R.

Ejercicio 1.10
En el espacio real C([0,1]) con el producto escalar (f,g) = fol fg, el ortogonal de M = {f € C([0,1]) :
f(0) =0} es M+ = {0}.

Ejercicio 1.11
Prueba que en un espacio prehilbertiano real la interseccion de las esferas S(a, R) y S(b, R) con |la|| =
||b|| es una esfera contenida en {a — b}*. Halla su centro y su radio.

Ejercicio 1.12 .
Probar que si M es un subconjunto de un espacio de Hilbert entonces M+ = M.

Ejemplo 1.3
Sean X un espacio de Hilbert e Y un subespacio cerrado de X. Demostrar que si P es la proyeccion
ortogonal de X sobreY entonces ||Pz|| < ||z| para todo xz € X.

Solucion

Sea P la proyeccién ortogonal de X sobre Y. Puesto que para cada z € X el vector Px es ortogonal
a x — Pz se deduce del teorema de Pitdgoras que ||z||? = ||x — Pz||? + || Px||?; de donde ||Pz| < ||z

Ejercicio 1.13
Sean X un espacio prehilbertiano y sea v € X con ||[v|]| = 1. Si M = {v}*, encontrar una férmula
explicita para la proyeccion ortogonal sobre M.

Ejercicio 1.14

Sea Q un subconjunto medible de R™ y sea x, la funcidn carateristica de A C §). Demostrar que
Paf = x,f esuna proyeccién en el espacio L*(Q). ;Qué condiciones deben cumplir los subconjuntos
A y B para que Pj+ Pp sea también una proyeccion?

Ejemplo 1.4
Sea Y el subespacio de L?(0,27) constituido por aquellas funciones f tales que fozﬂ f(x) dx =0.
Probar que Y es cerrado y calcular el punto de Y mds cercano a fo(x) = 3 cos® 5x.
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practica 1: Espacios de Hilbert 3

Solucion

Se deduce de la desigualdad de Cauchy-Schwarz y del hecho de que la funcién constante igual a 1
estd en L2(0,27) que fo% |f(x)]|dx < \/%Hfﬂg para cada f € L?(0,2n). Por tanto, ® : L2(0,27) — C,
o(f) = OQW f(z)dz, es un funcional lineal y continuo y en consecuencia Y = Ker ® es un subespacio
cerrado de L?(0,27).

Para calcular la minima distancia de fy a Y tenemos que descomponer f; como la suma de un
elemento de Y y un elemento de Y. Observamos que las funciones constantes g(z) = « estdn en Y+,
de modo que lo que haremos es encontrar o de modo que fo — g € Y. Esto nos da la condicién

/ ﬂ(fo(x) —a)dz =0.
0

De donde obtenemos

L[ 3
- de = 2.
=5 ), fo(z)dx 3
Es decir, descomponemos fo = g + h , siendo g(z) = 3 un elemento de Y+ y h(z) = fo(z) — 2 un

elemento de Y. En consecuencia

. i
dist (o, ) = gl = 3, 3.
Ejercicio 1.15

Demostrar que para cada f € L?(a,b) y cada n € N existe un tinico polinomio p, de grado menor
o igual que n verificando

If =pll2 > IIf = pnll2

para todo polinomio p de grado menor o igual que n.

Ejercicio 1.16
Sea Y el subespacio de L?*(R) formado por las funciones que se anulan casi por todas partes en el
semieje ]0,+oo[. Calcular la distancia de Y a la funcién g(x) := e~ 1?l.

Ejercicio 1.17
Sea ® : 3 — C definida por ®(z) = 2. Calcula la distancia del vector x = (27 %) al niicleo de ®.

Ejercicio 1.18
Dado el subespacio G := {x = (x,) € 3 : x1 = x2} de ls, se pide probar que G es cerrado y calcular
su distancia al punto x = (%)

Ejercicio 1.19

Sea H = {f € L*(R) : fol f(t)dt = 0}. Hallar Ia distancia de la funcién e a H. Idem para

H={feL*R) : [§ f(VB)dt=0}.

Ejercicio 1.20

Probar que Y = {f € L?(0,2n) : o

x)dx = 0} con la norma || |2 es un espacio de Hilbert.
o flx) P

Ejemplo 1.5

Sea P el espacio vectorial de los polinomios reales definidos en [0,1] con el producto escalar definido
por (f,g) = fol f(®)g(t) dt. Dar un ejemplo de un funcional lineal continuo sobre P para el cual no
se cumpla el teorema de representacion de Riesz-Fréchet.
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Solucion

Sea g una funcién continua en [0,1] que no sea un polinomio y consideremos la forma lineal continua
®: P — R, Of) := fol f(t)g(t)dt. Supongamos existe h € P tal que ®(f) = (f,h) para cualquier
f € P; es decir, fol f(®)(g(t)—h(t))dt = 0 para toda f € P. Por el teorema de Weierstrass real podemos
encontrar una sucesiéon de polinomios (f,,) que converge a la funcién continua h — g uniformemente en

[0,1] y por tanto
1

Aumwgmfm,gg()nuxmngWﬁo

de donde se sigue que g = h € P, lo que es una contradiccion.

Ejercicio 1.21

Sea ®:(ly — C definida por ®(x) =", se27, siendo == {z};>; € l.
(a) Demostrar que ® es lineal y continua.

(b) Calcular el vector y € ¢ que representa a P.

Problemas Complementarios
Ejercicio 1.22

. La elipse 2—2 + ?;—j =1 es la esfera unidad para una norma de espacio de Hilbert en R??

Ejercicio 1.23
En R? se considera el producto escalar

d+b
((a,), (¢ ), = ac+bd — -
Probar que, efectivamente, < .,. >, es un producto escalar y dibujar la bola cerrada unidad de R?

asociada al la norma ||z||. := /< &,z >.. Demostrar que esta norma es equivalente a la norma euclidea
ordinaria.

Ejercicio 1.24

Sea (X,| ||) un espacio normado real cuya norma verifica la ley del paralelogramo. Demostrar que
existe un producto escalar en X tal que ||z|| = \/(x,z) para todo x € X. (Utilizar la identidad
polar.)

Ejercicio 1.25
Sea (H, ||.||) un espacio de Hilbert real. Seanu,v € H dos vectores ortogonales y con norma 1. Calcular
para cada x € H

a) d(z,r,), es decir, la distancia entre el punto x y la recta r, = {tu : ¢t € R}.

b) d(z,my ), es decir, la distancia entre el punto = y el plano m, , = {tu + sv : t,s € R}.

Ejercicio 1.26
En el espacio ly se considera el conjunto M = {z €1y : >~ x, = 0}. Probar que M es un subespacio
vectorial denso en ly. ;Es M cerrado? ;Se cumple ly = M @ M+?

Ejercicio 1.27
Aproximar por minimos cuadrados la funcién exponencial ¢! por medio de polinomios de grado menor
o igual que 1 en el intervalo [—1,1].
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Practica 2
Espacios Normados: (Generalidades

Ejemplo 2.1
Probar que, en todo espacio normado (X, ||.||),

2
1 2 1 2

< — —

< S llall® + 5yl

H;(:Hy)

para cualesquiera x,y € X.

Solucion
Aplicamos la desigualdad triangular:
2
_ =P A+ Dyl + 2l ]yl
1 .

1
< 2
5 < Uzl + iyl

1
3+
Como, para cualesquiera nimeros reales a, b,
0<(a—0)%=a?+b*>—2ab

tenemos que
2ab < a? + b2,

Por tanto, 2||z||[|y|l < ||=]|* + ||y||?, y queda entonces

2
< =0+ Hlyl? + 20z lllyll _ 2020 + 2[ly )12
= 4 = 4

1
H i(x + )
lo que completa la prueba.

Ejemplo 2.2
Encontrar una sucesiéon (™), donde cada =™ = (5;”),6”), o), fj(-") € R, que pertenezca a

{1, y que sea convergente en {., pero noen /(.

Solucion

Es importante observar primero que si la sucesién (ac("))flo:l converge a x en f.,, entonces la
sucesién (x(™ — x)% , converge a 0, con lo cual basta encontrar el ejemplo de una sucesién que
converge a 0. Ademads, tanto la convergencia en el espacio £, como en el espacio ¢; implica la
convergencia coordenada a coordenada; por ello, hay que buscar una sucesién (a:("))ff’:l € f; que
converja coordenada a coordenada a 0 pero que no converjaa 0 en /.

Sea z" = ( ;"), én),...) definida por fi(n) =0 s i<ny 57@) =n/i® si i >n+1. Para
cada n € N, se cumple que 2™ € o y [|2"]s = n/(n+1)2, ¥, por otro lado, z(™ € ¢,
y 2™ =nd2, 1 & Se deduce que limg, o |2 ||loo = limueon/(n + 1)> = 0, si bien

lim,, 00 |21 # 0 puesto que

NG

el 3 (e ) 5 s
T =M T2 T (nr2)2 @2n)2 | = an2 =

para todo n € N.
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Ejemplo 2.3
Estudiar si las sucesiones de funciones definidas por x,(t) = t™ —t" "1 e y,(t) =" —t*" convergen
en C([0,1]) donde la norma viene definida por |[|z| = sup,cp 1) [2(t)].

Solucion

Para empezar, como la convergencia en la norma implica la convergencia puntual,es conveniente
saber si la sucesién de funciones (x,)22; converge puntualmente a alguna funcién continua, digamos
x. Siesto es asi, esa funcion « sera el posible limite en la norma del espacio. Posteriormente, hay
que calcular la norma de la diferencia entre los valores de la sucesion y ese posible limite; es decir,
|z — ||, ¥, por dltimo, verificar si esta sucesién de normas tiende a 0. Para hallar la norma de una
funcidn, es necesario calcular el maximo del médulo de la funcién; en otras palabras, hay que hallar
el maximo absoluto M y el minimo absoluto m de la funcién en [0,1]: el méximo del médulo
es entonces méax{M,—m}. Dado que las funciones que aparecen son derivables, se puede empezar
estudiando las raices de sus derivadas.

Es evidente que x,(1) =0 para todo n € N y es facil ver que, para cada t € [0,1[, se tiene
1My, 00 Ty (t) = lim,, oo t™ — t"T1 = 0. Por tanto, la sucesién (z,,)%; converge puntualmente a 0.
Para comprobar que la convergencia se verifica en la norma es necesario ver que lim, o ||z, —0]| = 0.
Comenzaremos calculando la norma de las funciones. Si z,(t) = t™ — t"*1 entonces la derivada

;,(t) = nt" ' —(n+1)t" sélose anulaen el punto ¢ = L5. Como ), (t) = n(n—1)t""—(n+1)nt"',

se deduce que z;,(;15) = n(n — 1)#_1"_2 —(n+ l)nnLH"_l < 0 con lo cual en ese punto hay un
méximo relativo. No existen minimos relativos. En los extremos del intervalo se tiene z(0) =0 y

n n"

n )7 n _
n+1/ 7 (n+1)" (n+1

s +1 . .
x(1) = 0. Luego el valor maximo es yFr mientras que el mimo es 0y,

n nn+1

por consiguiente, ||z,| = Gt~ mameeTe Se concluye que
, ) nn nn+1

y la sucesién (z,)52; converge a 0 en el espacio C([0,1]).

En el segundo caso, es también sencillo comprobar que la sucesién (y,,)22 ; converge puntualmente
a 0. Por otro lado, vamos a calcular la norma de la funciéon y,. Como ¥, (t) =" —t*" se cumple
que y,(t) =nt"t —2nt*~1 con lo cual la derivada se anula en el punto t = 21% Calculando la
segunda derivada se comprueba que y;{(zll/n) < 0. Por tanto, en ese punto hay un méaximo relativo
y no existen minimos relativos. Por anularse la funcién en los extremos del intervalo, se deduce que
el valor del maximo absoluto es yn(z7) vy el del minimo 0. Por tanto, |yl = yn(z%) = -
Obviamente la sucesién de normas ||y, || no convergea 0 con lo cual la sucesién (y,,)22; no converge

a 0 en la norma del espacio C([0,1]).

Ejemplo 2.4

Probar que la sucesion de funciones medibles en [0,1] cuyos primeros términos son X017 Xjo.1/2)7
Xp 212 Xioajarr Xpajanzr Xujessas - | |lp-converge, pero no converge puntualmente para ningin
punto de [0,1].

Solucion

Lo esencial en este ejemplo es percatarse, por un lado, que la medida de los intervalos donde las
funciones no se anulan tiende a 0 puesto que esto implica que la sucesién p-converge a 0 y, por otro,
que la sucesion de funciones aplicada en cada punto concreto repite infinitamente los valores 0 y 1.

Aunque no es estrictamente necesario, si que resulta conveniente disponer de una férmula para la
sucesiéon: ésta es x, = Xy, ok 1) 2k siendo n=2+j, k=0,1,2,... vy j=0,1,2,...,2F — 1.

La p-norma de cada funcién es

1 1/p 1\1/p
— p — (—
lznlly, = (/0 X[j/zk,<j+1)/2k1> - (Qk) '

VNIVERSITAT i :
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. s . ; 1/p
Es evidente que la sucesién de normas es decreciente y, como im0 (3r) /

5% =0, suinfimo es O.
Por tanto, limg_ o ||znll, =0, con lo cual la sucesién (z,)ne, convergea 0 en LP(0,1).
Por otro lado, fijado t € [0,1], para cada k =0,1,2,... existe j =0,1,2,...,2F — 1 tal que
t e [j/2F, (5 +1)/2%] y asf X(y ok (1) (1) = 1. Se sigue que la sucesién (zn(t));Z; tiene una
subsucesién constantemente igual a 1. Por otro lado, es evidente que si k£ > 2, entonces existe
j=0,1,2,...,28 =1 tal que t¢ [j/2% (j +1)/2%] y asi X, ok ity j2k] (t) = 0. Se deduce que existe
una subsucesién de (z,(t))22, constantemente igual a 0. Por tanto, la sucesién (z,(£))2%, no
converge.

1 Problemas

Ejercicio 2.1

Probar que en un espacio normado la clausura de Bs(x) es Bj(xz) y que el interior de Bj(z) es
Bjs(z). ;Es eso cierto en un espacio métrico cualquiera?

Ejercicio 2.2
Probar que en todo espacio normado el diametro de una bola es igual al doble del radio.

Ejercicio 2.3
Probar que para dos vectores x ey cualesquiera se verifica

]l < méx (|l +yl], [l — yll)

Ejercicio 2.4
Probar que un subconjunto A de un espacio normado es acotado si y sélo si para cualquier sucesién
{zn} en Ay cualquier sucesion {\,} en K que tiende a 0, la sucesion {A,x,} tiende a 0.

Ejercicio 2.5
Sea X = {z € C([-1,1]) : z(t) = z(—t) paratodo ¢t € [—1,1]} considerado como subespacio del
espacio C([—1,1]) con la norma supremo. Demostrar que X es un espacio de Banach.

Ejercicio 2.6
En el espacio (C([0,1]), ||-]lco) se considera el conjunto

M :={feC([0,1]) : f(0) =0, f(1)=1}.
Estudiar si M es un conjunto cerrado. ;Es M acotado? ;Es M compacto?

Ejercicio 2.7
Probar que el espacio C([0,1]) con la norma | f| = fol |f(t)|dt no es completo. (Considerar la
sucesion de funciones {f,}52 , donde

1, site0,1/2],
fa®) =< 0, site[1/241/n,1],
Qnt + B, site[1/2,1/2+1/n]

an vy Bn elegidos convenientemente.)

Ejercicio 2.8
Probar que el subespacio de las sucesiones ”finitamente no nulas”,i.e. existe ng € N tal que x,, = 0
para n > ng, denotado cop 0 p, es denso en cy. jEs ¢ un espacio de Banach?

VNIVERSITAT i :
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practica 2: Espacios Normados: Generalidades 8

Ejercicio 2.9
Para cada p > 1, se define

oo
ly = {antnzi|zn € K, Z |z, |P converge }.

n=1
(a) Probar que ¢, es un subespacio vectorial de cg. ;Es cerrado?
(b) Probar que si p <gq, entonces ¢, es un subconjunto de ¢,.
Ejercicio 2.10
Encontrar una sucesién {z(™}2 |, donde cada z(™) = (ac&"),xén)7 ), T

cada uno de los dos espacios indicados y que sea
(a) convergente en (o, pero noen {y

(n)

5 €R, que pertenezca a
(b) convergente en {5 pero no en {;
(c) convergente en ¢y pero no en f;
(d) convergente en ¢y pero no en {y

Ejercicio 2.11

Sea x0 € [a,b]. Probar que ||fllze = |f(z0)| + ||f']lcc s una norma en C!([a,b]) equivalente a
[f1lx = Ifllcc + 1flloo, donde [[f]loc = sup;epapy [f(£)]-

Ejercicio 2.12
Consideremos la sucesion de funciones

t’rLJrl tn+2

n+l n+2

Ty (t) =
Estudiar su convergencia en los espacios (C([0,1]),] |lso) ¥ (C1([0,1]),] [I1)-

Ejercicio 2.13

Probar que la identidad de (C'([a,b]), ] ||1) en (C'([a,b]),|| |l«c) es continua pero que las dos normas
no son equivalentes. (Considerar la sucesion definida por % en [—m,7|. )

Ejercicio 2.14

Probar que L*(R) ¢ L'(R) y que L'(R) ¢ L*(R). ;Qué ocurre si en lugar de R consideramos los

espacios L?(I) y L'(I), donde I es un subconjunto de medida finita?

Ejercicio 2.15
Supongamos que I es un intervalo acotado en R™ y sea {f,}>2, una sucesién en LP(I). Probar
que se cumplen las siguientes implicaciones.

fn — uniformemente = f, — en la norma || ||, = f, — en la norma | |;.
Probar que los reciprocos no son ciertos.

Ejercicio 2.16
Probar que la sucesion {nx]oyl/n] }o° | converge puntualmente pero no converge en el espacio LP(0,1).

VNIVERSITAT i :
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practica 2: Espacios Normados: Generalidades 9

2 Problemas complementarios

Ejercicio 2.17
En R? se consideran el conjunto A := [—1,1] x [-1,1], ¥ el punto p = (2,0). Calcular las distancias
dl(pv A)’ dOO(pa A) de(pa A), siendo dl(x’y) = ||$*y||1, dQ(‘T,y) = ||$7y||2, ydoo(l',y) = ||x7yHOO
Probar que en cada uno de los tres casos (i = 1,2,00), existe en A algiin punto "mds proximo” q tal
que

lp — qlli = di(p, A).
. Es tinico este punto q € A?
Ejemplo 2.5

Consideremos el espacio {, con la norma ||.| . Sea e’ la sucesién cuyos términos son todos 0 excepto
el i-ésimo que es 1. Explicar si se puede escribir toda sucesion x = (;) € oo cOmoO

o0
_ i
T = g Xi€
i=1

Solucion

La respuesta es negativa. Basta considerar la sucesién constante
(1,1,1,..)0=(1) € b

Esta claro que

n
Z 1,..,1,0,0,...).

Por tanto
(1,1,1,.) =Y 1€’ =1, 1,1,..) = (1,..,1,0,0,..) o = 1
i=1 0o
Luego
dim (1,1,1,...)—216 =1.
1= e}
Si fuera
(1,1,1,...) Ze
por definicién de serie
n
(1,1,1,..) = lim » ¢’
luego deberia ser
dim /(1,11 216 =0.

Ejercicio 2.18
Probar que una bola abierta de un espacio normado es homeomorfa a todo el espacio. Probar que un
espacio normado es separable si y solo si su bola unidad abierta es separable.

Ejercicio 2.19
Si f :[0,1] = R es continua y tal que fo 2" f(x)dr = 0 para todo n =0,1,2,3,..., entonces
f(x) =0 para todo z € [a,b]. (Utilizar el teorema de aproximacién de Weierstrass.)
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Practica 3
Aplicaciones Lineales

Ejemplo 3.1
Probar que los espacios ¢ y ¢y son isomorfos.

Solucion

Para cada z = {z,} € ¢ sea ((z) =lim, z,. Entonces ¢ es una forma lineal en ¢ y como
[£(z)] < ]l

para todo x € ¢, se tiene que ¢ es continua y que ||| < 1.

Definimos la aplicacion T : ¢ — ¢g
T(x) = (Ux),z1 — Ux), 22 — U(2),...,).

Es decir,
(Tx)1=4(z) y (Tx)p =xp_1—¥(x), n>1.

Se comprueba facilmente que T estd bien definida, es lineal y ademds que |Tz| < 2|||.
Ademsds, dada y = {y,} € ¢o existe una tnica sucesién = = {x, } € ¢ tal que T'(z) = y. En efecto,
de la definicién de T se sigue que x deberia ser solucién del sistema de ecuaciones
Wz) =y1, 21— U(z) = y2, 32 — U(z) = ys3, . ..

y, por tanto,
Tn =Y1 + Yny1, n =1

Por otra parte, puesto que {y,} es convergente a cero, deducimos que la férmula anterior define una
sucesién & = {z,} convergente de modo que I(z) = y; y T(z) = y. Lo que prueba que T es un
isomorfismo lineal. Por ltimo, 7! es también continua puesto que

1T~ W)l = ll2ll < lyal + llyll < 20y

En consecuencia, T" es un isomorfismo topoldgico.

Ejemplo 3.2
Sea (ay,),., una sucesion acotada en un espacio de Banach E. Demostrar que la aplicacion

T :¢; — E definida por T(z) =Y ", anz, es lineal, continua y que ||T|| = sup, |lan]|-

Solucion

Es evidente que la aplicacion T' estd bien definida y es lineal. Sea M = sup,, ||an]. Dado m € N
se tiene que si x = (z,)5%, € £1, entonces

m o0

m
IS anza]) €3 llanl - [al < M3 fan] = Ml
n=1 n=1 n

=1

por lo tanto, se cumple que ||Tz| < M||z|/1, conlo cual T es continuay |7 < M.
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Por otra parte, dado € > 0, sea m € N tal que |an| > M —e. Consideremos el vector e,
cuyas componentes son todas nulas salvo la m-ésima que vale 1. Entonces T(e;,) = a, luego
IT]] > M —e. Como € es arbitrario se tiene que ||T| > M.

Observar que al calcular T'(e,,) = am, como ||e;||1 = 1, obtenemos directamente que || T|| > ||am]|,
y por tanto que ||T|| > M.

Ejemplo 3.3
Sean X e Y espacios normados de dimensién m y n respectivamente. Si U : X — Y es un
operador lineal cuya matriz asociada es (aj); ..n , calcular su norma como operador de {,(m)

A
en foo(n).

Solucion

Dado z € £o(m), sea y = Uz, entonces
U]l = max fy;| < max Zla]kl 2| < llloo méx Z|a1k‘v

luego

1Dl < max Zl%kl

Consideremos jo tal que >.;" |ajox| = M. Entonces si definimos el vector z € lo(m) por
2, = sign(@zor), 1 <k <m, se tiene que

m m m
U] > |U=]| = 1f§é<xn|zajkzk| > ajonze = Y lajor| = M;
e k=1 k=1

luego ||U|| =M

Ejemplo 3.4
Probar que en todo espacio normado de dimension infinita existen formas lineales que no son continuas.

Solucion

Sea {e;}icr una base de Hamel del espacio E. Podemos suponer que todos los vectores e; son
de norma 1. Elijamos una sucesién de vectores de la base {e;, }52, distintos.

Para definir una forma lineal en FE es suficiente dar sus valores sobre los vectores de la base y
extenderla linealmente. Ademds, como nos interesa que no sea continua, la definiremos de forma que
no esté acotada en la bola unidad cerrada.

Definimos
wle;)) =0 si i#4,, n=12,..
o(e;,)=n para n=1,2, ..

Para cada = € E, podemos escribir z = EZ;I opeg,, donde By €I, meN y a € K. Entonces
definimos p(z) = >_7", arples,)-

Puesto que sup,, ¢(e;,) = 400 se sigue que ¢ no es continua.
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1 Problemas

Ejercicio 3.1

Probar que el funcional ¢ : L?(0,1) — R definido ¢(f) = fol f(z) dx es continuo y calcular su
norma.

Ejercicio 3.2
Dados los puntos ti,...,t, del intervalo [a,b] y los niimeros reales ci,...,c,, calcular la norma del
funcional VU :C([a,b]) = R definido por U(f)=>"}_,cuf(tr) . [ € C([a,b]).

Ejercicio 3.3
Sea ¢ :cog — R la funcién definida por ¢(z) =307, 2% T,. Probar que ¢ es continua y calcular

su norma. Demostrar que no existe x € ¢y de norma 1 tal que |¢| = |p(z)].

Ejercicio 3.4
Calcular la norma del funcional ® que aparece en el Ejercicio 1.21.

Ejercicio 3.5
Sea ¢ una aplicacion lineal entre dos espacios normados E y F. Probar que ¢ es continua si, y
sélo si, cuando {a,}52, es una sucesién acotada en E, la sucesion {p(a,)}>2, estd acotada en F.

Ejercicio 3.6
Sean X e Y espacios normados de dimensién m y n respectivamente. Si U : X — Y es un
operador lineal cuya matriz asociada es (aji);-1,..» , calcular su norma como operador de (1(m)

k=1
en f1(n).

Ejercicio 3.7

Consideremos una matriz infinita (aik);}i:l tal que Y oo > poylaik|? < oo, ¢g>1. Sea p el
conjugado de gq. Probar que la correspondencia que a cada sucesién x = {z;} € {, le asocia la
sucesion Az =y = {y;}, donde y; =Y ;- aixrr, i =1,2,..., define un operador lineal continuo
Al — 4,

Ejercicio 3.8
Se define el funcional T :C([—1,1]) = R por

Calcular la norma.

Ejercicio 3.9
Calcular la norma del operador T :C[0,1] — C[0,1] definido por

(T2)(t) = /0 e (s) ds.

Ejercicio 3.10
Sea k una funcién continua en [a, b] X [a, b]. Probar que el operador (U f)(s) = f; k(s,t)f(t) dt, definido
en L'(a,b) con valores en L'(a,b), es continuo y su norma vale

IU|| = méx

/b|k(s,t)| ds : t € [a,b]

(Utilizar la continuidad uniforme de k en [a,b] X [a,b] )

Ejercicio 3.11
Sea E = C'[0,2n] y consideremos el operador T : E — C([0,27]) definido por Tf = f+f'. Estudiar
la continuidad de T en E con las normas |.|lo ¥ |-|1-
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2 Problemas complementarios

Ejercicio 3.12
Probar que si el operador U del Ejercicio 3.10 lo consideramos definido en L'(a,b) y con valores en
C([a,b]), es continuo y su norma vale

|U|| = méx [|k(s,t)] : s,t € [a,b]].

Ejercicio 3.13
Probar que si el operador U del Ejercicio 3.10 lo consideramos definido en L?(a,b) y con valores en
L?(a,b), es continuo y su norma esta mayorada por |k(s,t)]|2.

Ejercicio 3.14

Sea X el subespacio de C([0,1]) generado por las funciones t* y 1.
(a) Probar que si x(t) = at>+j, con a,3 € R y t € [-1,1]; entonces ||z|s = max{|a+23],|8|}.
(b) Se define f: X — R por f(xr)=a+ 3, dondex € X es x(t) = at? + 3. Demuestra que f

es lineal, continua y calcula su norma.

Ejercicio 3.15
Dada o = ()52, € {1 sedefine T :cy— ¢y por

T((fﬂn)io:l) = (i akﬂﬁk)

Demostrar que T es una aplicacion lineal continua y calcular su norma.

oo

n=1

Ejercicio 3.16

Sea X = {f :C([0,400[) tales que lim, o f(x) =0} dotado con la norma |.||s. Comprobar
que T : X — X definido por T(f)(x) = f(x)senx es un operador lineal y continuo y calcular su
norma.

Ejercicio 3.17
Sea 1 <p < oo ysea¢e L?(0,1). Para cada = € L*?(0,1) se define

(Tz)(t) == p(t)x(t)

p-c.t. t € (0,1). Demostrar que T define una aplicacién lineal y continua entre los espacios de Banach
L??(0,1) y L?(0,1), y calcular su norma. ;Qué ocurre si p = co?

Ejercicio 3.18
Probar que si E es un espacio normado sobre K, entonces E es isométrico a L(K, E).
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Practica 4
Ecuaciones Integrales

Ejemplo 4.1
Resolver la ecuacion

por el método de aproximaciones sucesivas.

Solucion

Partiendo de la funcién zo(s) = 1, y del nicleo k(s,t) = % calculamos

5s

1
Tpt1(s) = 5 +/O k(s,t)x,(t) dt

y se van obteniendo las funciones

1 Es ES @S 25935 155533 933135 5598733
712777277 432772592 77 15552 7 93312 7 559872 7

A la vista de la sucesién obtenida, parece razonable pensar que la funcién z(s) = s es la solucién de la
ecuacién. Para comprobarlo evaluamos el miembro de la derecha en la ecuacién integral para x(t) =t
y nos da efectivamente s.

Ejemplo 4.2
Resolver la ecuacion
por el método de aproximaciones sucesivas.

Solucion

Tomando zo(s) = 0 entonces por la férmula recurrente se tiene

xl(s)zl—i—/ 0dt=1
0

xz(s):1+/ ldt=1+s
0

x3(s) = 1—|—/S(1—|—t)dt:1+s+522
- t? 5?2 83
z4(s) = 1+/0(1+t+§)dt:1+s+§+§
se tiene entonces que P o
xn(s):1+s+5+§+...+ =)

por lo tanto
o0 3"
Tn(s) = Z = e’
n=0

Es facil comprobar que e® es la solucién de la ecuacién integral dada.
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Ejemplo 4.3
Calcular la solucion de la ecuacion

por medio del niicleo resolvente.

Solucion

Considerando el operador

de L?(0,1) en L?(0,1) , sabemos que su norma estd mayorada por la norma del nicleo k(s,t) = 1 — 3st
que vale % < 1, por lo tanto la ecuacién tiene una solucién.

Siki(s,t) =1—3sty kpy1(s,t) = fol k(s,u)ky, (u, t)du sabemos que la solucién de la ecuacién viene
dada por

x(s) =1+ /01 R(s,t)1dt =1+ /l(i kn(s,t))1dt

0

n=1
Calculemos los nucleos iterados
! 3
ka(s,t) = / (1 —-3sz)(1l —3at)de =1— 5(5 +1t)+ 3st
0
! 3 1 1
ks(s,t) = (1—3sz)(1— 5(3& +t) + 3xt)de = Z(l —3st) = zkl(s,t)
0

De forma similar se obtiene que k4(s,t) = ikg (s,t) y en general

kn(s,t) = ikn,g(snﬁ)

por lo tanto el nicleo resolvente es

1 1 11
R(s,t) = (1+ﬁ+175+"')k1(5’t)+(1+1+E+"')k2(5’t):

. g((1—3st)+(1—g(s+t)+3st)) zg_z(sm

La solucién de la ecuacion serd

'8 8
x(s) = 1+/ (= —2(s+t)dt == —2s

0o 3 3
cuya comprobacién es inmediata.
Ejemplo 4.4
Resolver la ecuacion integral

1 1 3t2

x(s) = sens + f/ (1-s+ S—)x(t) dt
2 Jo 2
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Solucion

Puesto que el nicleo k(s,t) =1 — s+ 532’52 es degenerado escribimos

z(s) =sens + a(l — s) + Bs* (%)
donde . L p
— _ 2
a= 5/0 z(t)dt y 8= Z/o t*x(t)dt

Sustituyendo en esos valores la expresion de z(s) en (*) obtenemos un sistema para determinar a y 3.

1 [t 1 cosl a f
== t 1—t t3)dt = = —
a 2/0(sen + of )+ Bt?) 5 5 t1t3

1/t cosl senl a+28—24
=— [ t*(sent+a(l—t)+ Bt°)dt =
B 4/0 (sent + af )+ Bt°) L T T 15

queda por lo tanto el sistema
a=z-3t+5+§
__cosl sen 1 a+28—24
b= +5 s

cuya solucién es
a =0.317321 , B8 =0.0651367

Sustituyendo en (*) la solucién de la ecuacion es
z(s) = sens + 0.317321(1 — s) + 0.0651367s>

Vamos a comentar ahora otro método de obtencién de soluciones aproximadas de ecuaciones.
Dada la ecuacién Ax = y con y € X y A invertible en L(X), el método consiste en resolver la ecuacién
Bxy = y1, en la que B invertible en L(X) y y1 € X se eligen de forma que ||y —y1 || v || A— B || sean
suficientemente pequenios. Es razonable pensar que la solucién de esa ecuacién nos proporcione una
buena aproximacién de la solucion de la ecuacién inicial. Obviamente la eleccion de B y de y; se hace
de forma que la resolucién de la segunda ecuacién sea mas sencilla que la de la inicial.

A este respecto las ecuaciones integrales con niicleo degenerado nos proporcionan soluciones aproxi-
madas de las ecuaciones integrales de Fredholm, como veremos en el ejemplo 5.

Vamos a dar una estimacién de la distancia entre las soluciones de las dos ecuaciones. Si z y 21
son las soluciones de las ecuaciones Ax =y y Bxi = v, respectivamente, se tiene que

1 —x=(r1 — Ailyl) + (Aflyl — Aily) = Ail(A — B)z; + Ail(yl — )

de donde
lz—z I<TAT I A=Bllle [+ 1A Iy — v |

Ejemplo 4.5
Hallar una solucion aproximada de la ecuacion integral

1t
x(s) = sens + 5/ (1 — s.cosst)x(t) dt.
0
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Solucion

Si

entonces )
1 1
K:méx[/ | 1—scos(st) |dt:s€[0,1]| == <1
2.Jo 2
luego la ecuacién integral tiene una solucién.

Vamos a aproximar el nicleo k(s,t) = 1 — scosst por otro nicleo degenerado para lo cual
desarrollamos en serie de Taylor alrededor de (0,0) la funcién cos(st). De

22 st
H=1-"—4+ 4.
cos(st) 5 + 51 4
se deduce que
53t2 55t4
1—scos(st)=1—s+ —— —+
(s1) 2 24
Tomando como nicleo degenerado ki(s,t) =1 — s+ 332t2 , vamos a resolver la ecuacién

1 1
r1(s) = sen s + 5/ k1(s,t)zq(t)dt
0
Esta ecuacion la hemos resuelto en el ejemplo 4 y su solucion es

x1(s) = sens + 0.317321(1 — s) + 0.0651367s>

Esta funcién es por lo tanto una solucién aproximada de la ecuacion inicial y lo que vamos a determinar
ahora es una cota del error.
Recordemos que si T es un operador de norma menor que 1, entonces el operador I —T es

invertible y
1

T-T)y < —- .
| T

En nuestro caso, si
1t
(Kiz)(s) = 5/ k1 (s, t)z(t) dt
0

escribimos A=1—-K y B=1-K;.
Como al sustituir el nicleo k por k; consideramos la misma funcién dato, y(s) =sens, se tiene
que y = y1; por lo tanto

lz = @l < JATH A = B o] = 12 = K)7H| 1K = K| |-

Ahora bien .
I = E) M < e = 2
1=K
Por otra parte, como la funcién z; es creciente se tiene que ||z1|| = z1(1) = 0.906607. Finalmente,
1 [t st 5
K- Ki|| < méx = | —— dt = méx —— = 0.0041666.
I = max o . 24 Juax ogp — 000410666

Por tanto, ||z —z1|| <2 x 0.906607 x 0.0041666 = 0.0075549.
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Ecuaciones tipo Fredholm

EJerc1010 4. 1
z(s) _1+f0 st? x(t)dt.

EJerc101o 4. 2
z(s)=3s+ 3 fo st x(t)dt.

Ejercicio 4 3
x(s) = cos(s) + [y (st — s?) x(t)dt.

Ejercicio 4.4
w(s) = (s +1)% — [, (st + s20%) x(t)dt.

Ejercicio 4 5
z(s) = cos(s) + [, sen(s — t) z(t)dt.

EJerc1010 4. 6
x(s) =s+ fo (st + sen(t)) z(t)dt.

Ecuaciones tipo Volterra

Ejercicio 4.7
x(s) =s— [ (s —t)x(t)dt.

Ejercicio 4.8
x(s) =25 +2— [ x(t)dt

Ejercicio 4.9
x(s) =1+ [5 2tx(t)dt.

Hallar soluciones aproximadas de las siguientes ecuaciones:

EJQI‘CIC]O 4.10
z(s) =e€* —s—fo ) x(t)dt.

Ejercicio 4. 11
x(s) = s+ cos(s) + fo sen(st) — 1) z(t)dt.

Ejercicio 4.12
2
z(s)=1(e™"+3s—1)+ fo —st 1) a(t)dt.

Ejercicio 4.13 )
z(s) = 4(s +sen(s)) + [, (1 — cos(st?))s z(t)dt.

Nota: En la aproximacion de los niucleos usando la formula de Taylor, se aconseja emplear un
polinomio en el que aparezcan explicitamente todas las variables de dicho nicleo. P. ej., si el nicleo

es K(s,t) = scos(s+t), no usariamos Py(s,t) = s.1 = s sino, por lo menos, Py(s,t) = s (1 + %)
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Practica 5
Espacios de Hilbert. Segunda parte

Ejemplo 5.1
Demostrar que en un espacio de Hilbert separable toda base ortonormal es numerable. (Observar que
si x e y son elementos de una base ortonormal, entonces ||z — y|| = v/2. )

Solucion

Sea (e;)icr una base ortonormal de X. Observamos primero que para cadai,j € I (2 # j) el teorema

de Pitdgoras permite calcular ||e; — e;|| = v/2 y en consecuencia B(e;, \2[) N B(ej, % ) = 0.

Por hipdtesis existe un subconjunto S que es numerable y denso en X. Para cada i € I podemos

seleccionar un vector v; € B(e;, %5 )ﬂS Entonces, la aplicacion ® : I — S dada por ®(i) = v; es
inyectiva, lo que prueba que I es numerable.

Ejercicio 5.1

Sea {e, : n € N} una base ortonormal en el espacio de Hilbert X. Un operador T : X — X se dice
que es diagonal respecto de esa base si existe una sucesion de escalares (o), tal que Te, = ape,
para todo n € N.

(a) Demostrar que T es continuo si, y s6lo si, ()52 € oo
(b) /Bajo qué condiciones un operador diagonal es una proyeccién?
Ejercicio 5.2

Sean X e Y espacios de Hilbert separables y sean {en}5%, y {fn}S>, bases ortonormales de X
e Y, respectivamente.

(a) Dado T € L(X,Y) se definen aj, = (Tex,f;) con jk € N. Demostrar que si = =
>oney axey, entonces Tz = 372, (Z;O:la/jkak fi (con Io cual T admite una representacién

matricial similar a la de los operadores entre espacios de dimensién finita, representacion que depende
de las bases ortonormales elegidas). Demostrar que si {ax}3, € {2, entonces

SIS e <7 zw

j=1 k=1

(b) Demostrar que si (aji);ken €S una matriz infinita verificando que existe C >0 tal que

Z’Z ajkak) < CZ v |

j=1 k=1

para toda sucesion {oy}32, € {2, entonces define un operador T € L(X,Y) con ||T|? <C.

(c) Demostrar que si (a;i)jren es una matriz infinita verificando >°2 ) 377 |aji|? < oo,
entonces define un operador T € L(X,Y) con |T[* <3272, 372, |aji|*.

Ejercicio 5.3

Sea S = {en}acr un conjunto ortonormal en un espacio de Hilbert X. Probar que para cada x € X,
existe a lo sumo una cantidad numerable de indices « € I para los cuales (x,v,) # 0. (Considerar
el conjunto de indices {a: |(x,v4)| > 1} paracada n€N. )
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Ejercicio 5.4
En el espacio de Hilbert {5 se considera la sucesion (wy,) dada por

(1 2

wy = \/5’\/5’0’0"")
— 101

Wy 1= 0,0ﬂ,ﬁ,0,0,...)

Estudiar si el conjunto {w,, : n € N} es un sistema ortonomal en este espacio. Calcular la serie de
Fourier asociada al vector -
z=11,=,=,...

respecto de (wy,). ;Se cumple que x =Y 0 | < x,w, > w,? jEs {w, : n € N} un sistema ortonormal
completo?

Ejercicio 5.5
Calcula el operador adjunto B del operador A : {5 — {5 definido por

A(l‘) = (0,1‘1,1‘2,...)
donde x = (x,,) € ¢2. Probar que Bo A=1d# Ao B.

Ejercicio 5.6
Probar que el operador T : L*(R) — L*(R), que transforma la funcién f € L*(R) en la funcién T f
definida por

T(f)() = f(t+1)

es lineal y continuo, y calcular su operador adjunto.

Ejercicio 5.7
Sea F' una funcién acotada, integrable en [a, b] x [a,b]. Probar que la aplicacién que a cada f de L?(a, b)
le asocia la funcion T f definida por

b
Tf(s) = / F(s,t) f(t)dt

es un operador lineal continuo T : L?(a,b) — L*(a,b), y calcular su adjunto.
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