Boletin 3: Dinamica Mecénica I, grupo B, 2018-2019

15. Una particula de masa m estd sometida a una fuerza dada por
2 5 8
F:B<a2—28a5+27a8>, V B>0,a>0. (1)
x x x

(a) Encontrar y representar la energia potencial.

(b) Esquematizar y describir los tipos de movimientos posibles. Localizar los puntos de equi-
librio y determinar la frecuencia de las oscilaciones pequenas alrededor de los que sean
estables.

(c) Considérese que la particula parte de xp = 3a/2 con una velocidad v = —vg < 0.

i. ;Cudl es el valor minimo de vy para el que la particula acabara escapandose muy lejos?

ii. ;Cual es la velocidad maxima que tendra la particula?

iii. ;Qué velocidad tendra cuando se halle muy alejada del punto de partida?

Solucion:

(a) La energia potencial estd dada por

(2)
Ba? 2
= TC; <x6 —Ta%x® + 77a6> ,

donde, dada la ausencia de condiciones iniciales, podemos igualar a 0 la constante de
integraciéon sin perder generalidad.

Para representar la energia potencial, necesitamos identificar su comportamiento in-
cluyendo méaximos, minimos y sus raices. Asi, los puntos de equilibrio se dan cuando se
satisfacen las condiciones

A%V (z)
Igualando, entonces, la fuerza a 0,
B 2
20 (@8 - 28¢%® + 27a%) = 0, (4)
x

donde identificamos una solucion cuadratica de la forma

z? = % [28@3 + \/ (28a3)? — 4(27)a8| | (5)

cuyas soluciones fisicas son
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Observamos que los puntos de equilibrio son un méximo y un minimo respectivamente:

d?v
() _ 2% B <0,
dz? ) 243 a
(7)
A%V (z) B
_— =78— >0.
dz? 2 a >

Por otro lado, las raices del potencial se pueden obtener al igualarlo a 0:

Ba?
7

27
(IG — a3z + 7a6> =0, (8)

donde identificamos otra vez solucién cuadratica de la forma

1
23 = i [49a3 + \/ (49a3)? — 4(7)(27)&} , (9)
cuyas soluciones fisicas son
ry = 1.86a , rhy = 0.84a . (10)
Finalmente, observamos las siguientes condiciones:

lim V(z) = +o0 , lim V(z)=0, Ve<0—V(z)<0. (11)

z—0 r—+o00
(b) Con los puntos de equilibrio, las raices del potencial y su comportamiento para |z| muy
pequeno o muy grande, podemos finalmente esquematizar el potencial (Fig. 1).

Observando la figura 1, identificamos los siguientes casos posibles dada una cierta energia
mecénica de la particula:

e Para x > 0, existe una energia E7 en la que la particula vendra desde +oco, chocara con
el potencial y volverd a +o00. Por lo tanto es un movimiento acotado por un solo lado.

e Existe una energia Fs para la que el movimiento esta acotado a ambos lados para un
rango de valores de x y en un solo lado para los demds, siendo este iltimo caso similar
al de El‘

e Existe una energia E3 para la que la particula solo puede estar atrapada dentro del
pozo del potencial, por lo que es un movimiento acotado por ambos lados. Si Ej
es muy pequena, la particula se encotrard muy cerca del minimo y el movimiento se
puede aproximar como un movimiento arménico con pequenas oscilaciones alrededor
del minimo.

e Para z < 0 cualquier movimiento (marcado por las lineas rojas) estard prohibido: Por
un lado, la conservacion de la energia mecanica implica que

1
E:T+V:§m#+vmy (12)



Boletin 3: Dinamica Mecénica I, grupo B, 2018-2019

Es

Es

Figure 1: Potencial dado por Eq. (2).

Asi, dado que %va =T > 0, entonces
T=E-V(E)>0, —  E>V(z), (13)

para cualquier movimiento fisico real. Por lo tanto la linea roja por debajo del poten-
cial violarfa la condicién (13) (y entonces la conservacién de la energia mecénica). Por
otro lado, el potencial en = 0 es infinito. Si una particula se acercara por la izquierda
con E > 0, la particula tendria una energia E =T — |V (z)| donde |V (z)| tiende a in-
finito y por lo tanto la energia E necesariamente deberia ser infinita, cosa que no es real.

Finalmente, conociendo que

A%V (z)

g 2
2
entonces
8B
w = , (15)
ma



Boletin 3:

Dinamica Mecénica I, grupo B, 2018-2019

es la frecuencia de oscilacion.

Una particula en zy = 3a/2 necesitard una velocidad v[r)“in para escapar de V(). Luego, la

energia total estard dada por

E=T+V
1 in 2 3a (16)
= im(vo ) +V <2> =V (3a) ,
donde la ultima igualdad representa la energia total minima necesaria para escapar del
potencial. Asi

v (17)

m m

i _ \/2 V(3a) -V (%)]  [(L48)aB

Por otro lado, la velocidad maxima que tendra la particula se dard en z9 = a que es donde
T = FE — V(x) es méximo. Asi,

pmax — \/2 [V(3a) = V(a)] \/(4.78)aB |

m B m

(18)

Finalmente, la velocidad que tendra cuando se halle muy alejada, V(z — oo0) = 0, sera

N IOy (19)



