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Abstract

In this paper we study the propositional epistemic logics with operators to analize
the knowledge of a group, and its applications to the multi-agent systems when the
number of agents can vary between different worlds or states.
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Introduccion

La atribucién de conocimiento a los agentes y la consiguiente aplicacién de las Légi-
cas Epistémicas a los sistemas multiagentes iniciada en 1984 por Lehmann [8] y Halpern
& Moses [4]! plantean una serie de problemas tedricos entre los que pueden citarse los
siguientes:

= Definir formalmente los sistemas multiagentes epistémicos que consisten en un sistema
multiagente junto con una descripcién de cémo se asigna conocimiento a los agentes
y/o grupos de agentes.

Establecer rigurosamente las relaciones entre los sistemas multiagentes epistémicos
v los marcos de Kripke sobre los que se basa la semédntica mas usual de las lgicas
epistémicas. Es conocido que cada sistema multiagente epistémico puede identificarse
con un marco de Kripke. Pero, ;podemos asociar con cada marco de Kripke un sistema
multiagente epistémico de forma que se conserve la verdad de los enunciados?

Modificar los marcos de Kripke para tratar situaciones en las que cada mundo tiene
asociado un conjunto de agentes, los que wiven en él, y definir adecuadamente su
semantica, lo que exige definir el conocimiento de un agente en un mundo en el que
no existe.

Modificar los marcos de Kripke para tratar situaciones en las que el grupo de agentes
asociado con un nombre puede variar en los diferentes mundos, es decir, los nombres
de los grupos no son necesariamente rigidos. Definir adecuadamente su seméntica y
establecer una definicién uniforme de los operadores de conocimiento para grupos.?

En este articulo se presentan propuestas para los tres primeros problemas. En el aparta-
do 2, después de una breve descripcién de la sintaxis y semdantica kripkeana de la logica
proposicional con operadores epistémicos para agentes y grupos de agentes, se establecen

I Estos tltimos presentaron una versién previa en 1984.
2Véase una solucién en [3].



las propiedades caracteristicas de los operadores epistémicos de un grupo cuando éste es
vacio o finito. En el apartado 3 se da una formalizacion de los sistemas multiagentes y los n-
sistemas epistémicos que constituyen una semdantica diferente para las l6gicas epistémicas.
Ademds, se establecen las relaciones entre los marcos de Kripke y los sistemas multiagentes
y se estudian los sistemas multiagentes en los que el entorno no existe. En el apartado 4
se definen los marcos vivos de Kripke para tratar las situaciones en las que el conjunto
de agentes puede variar de mundo a mundo y, se analizan diversas definiciones semanticas
de los operadores de conocimiento. Finalmente en el apartado 5 se definen los sistemas
multiagentes de forma que el nimero de agentes puede variar en el tiempo.

2. Loégica epistémica para un conjunto de agentes

El estudio formal de los conceptos relacionados con el conocimiento fueron iniciados
por von Wright [12]. El primer estudio sistemdtico se debe a Hintikka [7] que analiza la
modalidad epistémica “el agente a sabe o conoce que ¢” (que simboliza como K,¢) y otras
modalidades asociadas.

El estudio de los aspectos sociales del conocimiento fue iniciado por D. Lewis [9] que
introduce la nocién de conocimiento comin para explicar las convenciones sociales. Desde
entonces se han analizado otros conceptos relacionados con el aspecto social del conocimien-
to o el conocimiento de un grupo. Si G es un grupo de agentes, los “conocimientos” de G
més estudiados son:

a) “todos en G saben ¢” (simbolizado por Egyp);
b) “alguien en G sabe que ¢” (simbolizado por Sgyp);

¢) “p es un conocimiento comin en G” (simbolizado por Cgp) que, intuitivamente,
equivale a la conjuncién infinita: EFgp A EgEge A -+ y

d) “p es un conocimiento distribuido en G” (simbolizada por Fgp) que expresa que
i seria conocido por alguien que combina el conocimiento de todos los agentes en

G.

Las légicas epistémicas para analizar el conocimiento de cada agente perteneciente al
conjunto A y de cada grupo G de agentes perteneciente a un conjunto G de subconjuntos®
de A se construyen sobre el lenguaje L4 g cuyo vocabulario consta de un conjunto V
(usualmente numerable) de variables enunciativas, de un conjunto funcionalmente completo
de conectivas (por ejemplo, la conjuncién A y negacién —; el condicional —, la disyuncién
V y el bicondicional <+ se consideran definidas), los operadores K, para a € Ay, para cada
G € G C p(A), los operadores Eg, Cg, Sg v Fg.

Un enunciado se define recursivamente como:

a) una variable enunciativa es un enunciado (atdmico),

b) si ¢ y 1 son enunciados, entonces —¢, (¢ A ) y, para cada i € A, K;p son
enunciados.

¢) si ¢ es un enunciado, entonces, para cada G € G, Egp, Cap, Sae v Fap son
enunciados.

Nétese que en caso de que el conjunto A de los agentes sea vacio y G no sea vacio (consta
del conjunto @), se tienen los operadores Ey, Sy, Cy y Fp, aunque no haya ningtin operador
K. Si A consta de n agentes y G es vacio tenemos el lenguaje de la 16gica epistemica con
n agentes. Si Ay G son vacios tenemos el lenguaje de la 1égica proposicional.

La semantica de estas logicas se basa en la idea de que un agente a sabe o conoce ¢ si
y sélo si ¢ es verdadero en todos los mundos posibles para a; es decir, los que considera
que pueden ser el mundo real en base a lo que sabe. Por ejemplo, con los enunciados p y
q, diremos que a sabe p V ¢ si y sélo si a considera posibles

3G C p(A) donde p(A) es el conjunto potencia o de las partes de A.
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a) mundos donde p y ¢ son verdaderos;
b) mundos en los que p es verdadero y g es falso y
¢) mundos en los que p es falso y ¢ es verdadero.

Y no considera posibles los mundos donde p es falso y ¢ es falso.
Formalmente, su semdantica se basa en los marcos de Kripke sobre Ay G que se definen
como pares ordenados

€ = (W, K)

tal que W es un conjunto no vacio de mundos y K es una funcién
K:A—WxW

que a cada agente a € A le hace corresponder una relacién binaria K, (denominada de
accesibilidad) sobre el conjunto de los mundos W .4
Los modelos de Kripke sobre Ay G se definen como pares ordenados

(€,m)

donde € es un marco de Kripke (W, K) sobre Ay G y 7 (asignacion de valores de verdad)
es una funcién
T W xV — {t,f},

que a cada mundo y variable enunciativa le asigna un valor de verdad o t (verdadero) o f

(falso).
La relacién 9, w E ¢ (¢ es verdadero en el mundo w del modelo 91) se define por medio
de las siguientes cldusulas, donde a € Ay G € G:

a) Si ¢ es una variable enunciativa, (9, w) E ¢ si y sélo si w(w, ) =t

b) (M, w) E ¢ A siy sélosi (Mw) Epy (M, w)Ep.

C

)

)

) ,w) E —p siy sélo si no se tiene (M, w) E ¢
d)

)

)

e

w)
M, w) F
M, w) E Ky siy solo si, para todo s € W tal que wk,s, (M, s) E
M, w) E Egp siy sblo si, para todo a € G, (M, w) F Kyp

w)

(
(
(
f) (9, w) F Cgy siy sélo si, para todo k > 0, (M, w) F ELep

donde EG se define como sigue:

Egp = o
Eit'y = Eg(EEy).

g) (M, w) E Sgp siy sélo si hay un a € G tal que (M, w) F Ky

h) (M, w) E Fgep siy solo si, para todo s € W tal que (w, s) € () Kq, (MM, s) E
a€eG

A partir de esta relacién se definen, en la forma usual:

a) el enunciado @ es vdlido en el modelo M, M E ¢, si y sélo si, para todo w € W,
(M, w) E ;

b) el enunciado ¢ es wvdlido en el marco &, € F ¢, si y sélo si, para todo modelo I
sobre € (es decir, tal que 9t = (&, ) para una asignacién ), 9 E ¢;

48i A = {1,...,n} un marco se define frecuentemente como el (n + 1)-tuplo
b b p
¢ = (W,K1,K2,...,Kn).

Si A es vacio, K es la funcién vacia.
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¢) un enunciado ¢ es vdlido en la clase € de marcos (modelos), € F ¢, si y sélo si,
para todo marco (modelo) € € €, € F ¢.

Las clases de marcos y modelos mas estudiadas son las siguientes: la clase que consta de
todos los marcos (modelos) y las clases que constan de marcos (modelos) en los que todas
las relaciones de accesibilidad son reflexivas, simétricas, transitivas, euclideas y/o seriales.®
En especial y en relacién con su aplicacién a los sistemas multiagentes, ha merecido un
estudio més detallado la clase de los marcos (modelos) cuyas relaciones de accesibilidad
son relaciones de equivalencia.%

Sintacticamente y con relacién a los operadores K, se definen unas logicas entre las que
destaca K 4, la “menor” de todas, basada en los axiomas:

A1l. Todas las tautologias proposicionales
A2 Koo ANKo(p — ) — Ka, paraa € A
v las siguientes reglas de inferencia, donde a € A:
MP. De ¢y ¢ — 1, infiérase 1) (Modus ponens); 1 se obtiene por MP de ¢ y ¢ — 1;
N. De y, infiérase K ¢ (Necesitacion); K,p se obtiene por N de .

Otras légicas se obtienen de K 4 al anadir nuevos axiomas (éstas se denotan por K seguida
de los nombres de los axiomas y el subindice A) y/u otras reglas de inferencia. Los axiomas
mas usuales tienen las siguientes formas, donde a € Ay L es lo falso.

T. Kep— ¢

4. Kop — Ko Koy

5. “Kap — Ko Kap

D. =K, 1, que es equivalente en K,, a K,p — =K, —p.
B. p — K,—K,—p.

Si L es cualquier légica, se dice que un enunciado ¢ es derivable en L, 1, ¢, si y sélo si
existe una sucesién de enunciados

¢'17~--»¢m7

tal que ¢ es v, y, para cada j = 1,...,m, 9, es un axioma o se obtiene de enunciados
anteriores en la sucesién por MP o por N (u otra regla de L).

Las relaciones entre la seméntica y sintaxis se establece en los siguientes teoremas (véase
Chellas [1] para el caso de un agente):

Teorema 1 Si € es la clase de todos los marcos o todos los modelos (reflexivos, transitivos,
euclideos, seriales, simétricos, de equivalencia), entonces, para todo enunciado ¢, Fk, ¢
(FxT4 ¥ Fras 0 PS4 0, FRD A 9, FKB4 @, FKTas, @, Tespectivamente) siy solo si
CEp.

Teorema 2 Un marco € es reflexivo (transitivo, euclideo, serial, simétrico, de equivalen-
cia) si y sélo si en € son vdlidos todos los enunciados derivables en KT o (K4a, K54,
KD, KBy, KT/454, respectivamente).

5Estos tipos de relaciones se definen como sigue:
» K4 es refleziva sobre W si y sélo si Vw(w € W — wKqw).
» Ko es simétrica sobre W siy sélo si VaVy(z € WAy € W AzKqy — yKaz).
» K4 es transitiva sobre W si y sélo si VaVyVa(z € WAy € WAz € W AzKoy A yKaz — zKaz2).
» K es euclidea sobre W siy sélo si VaVyVz(x € WAy € W Az € W AzKay A zKaz — yKa2).
» Kq es serial sobre W siy sélo si Va(z € W — Jw(w € W A zKqw)).

6Es decir, son reflexivas, simétricas y transitivas. O reflexivas y euclideas. O simétricas, transitivas y
seriales. (Véase para estas equivalencias Fagin y otros [2].)
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El teorema 2 no vale si sustituimos “marco” por “modelo”, ya que hay modelos en los
que son validos los enunciados derivables en KT 4 y no son reflexivos. Andlogamente para
los otros casos.

Si K, satisface T, 4 y 5 (D y B son derivables), se dice que K, es un operador de
conocimiento (por T) introspectivo tanto positiva (por 4) como negativamente (por 5). La
l6gica KT45 4 se denomina S5 4.

Respecto a los operadores de conocimiento “social” distinguimos tres casos segin G sea
vacio, finito o infinito. Si G es vacio es fécil deducir las siguientes consecuencias:

= Fyp es verdadero para cada enunciado ¢ en cada mundo w de cada modelo 9, ya
que a € ) es falso;

= Cyp es verdadero para cada enunciado ¢ en cada mundo w de cada modelo 9, ya
que Eéfgp es verdadero para cada k > 0;

= Sye es falso para cada enunciado ¢ en cada mundo w de cada modelo M, ya que
a € 0 es falso;

= [y es verdadero en un mundo w de un modelo M si y sélo si ¢ es verdadero en cada

mundo de M, ya que (| K, es W x W donde W es el conjunto de mundos de 9.
a€d

Asi, Ey, Cy y Sy cumplen los siguientes axiomas: Eyp, Cye y Spp. Fy cumple los axiomas
de la légica S5. Asi, la légica de los operadores Ey y Cp, que es la misma que la de
la conectiva monadica que siempre da como valor lo verdadero, satisfacen trivialmente
axiomas de la forma A1, A2, 4, 5, B y las reglas MP y N, pero no los axiomas T y D
(cuando en los axiomas se sustituye K, por Fy o Cy). La légica de Sy, que es la misma
que la de la conectiva mondadica que siempre da como valor lo falso, satisface A1, A2, T,
4 y D y la regla MP, pero no satisface 5 ni B ni la regla N, aunque si la regla:

M. De ¢ — y infiérase Sy — Spx (Monotonia)

De las cldusulas para definir la verdad de Eg y Sg, se sigue, si G = {a1,...,an} €s
finito y no vacio, que todo lo expresable con los operadores Eg y S¢ es expresable sin ellos

Ecp < Kayp N+ N Ka,, ¢,
Scp < Kaq, oV - VK, o
Ya que entonces las clausulas para definir la verdad de Eg y S pueden tomar la forma:
s (M, w) E Egpsiysolosi (Muw)E KgoA---ANKg, @
s (M w)E Egpsiysélosi(M,w)E KgyoV--- VK, ¢

Esto no vale si existe un niimero infinito de agentes (véase Halpern & Shore [6]) ya que
habria infinitos términos en la conjuncion o disyuncion. Los operadores Cg y Fio, aunque
haya un numero finito de agentes, no son definibles a partir de los operadores K.

Sintacticamente, el significado de estos operadores se especifica afiadiendo a los axiomas
y reglas relativos a las conectivas y los operadores K, nuevos axiomas y reglas. Para cada
G = {a1,...,an} no vacio se afiaden los siguientes axiomas:”

A7 Egp — Kg,oN---NKg, @

A8. Cqp — Ec(p N Cay)

A9. Sgp = KqoV--- VK, ¢
A10. Fi,) < Ky, paraa € A

"Véase Fagin & otros [2] para los axiomas relativos a Eg, Cg y Fg y la demostracién de su adecuacién
y completud.
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All. Fgrp— Fop,siG'CG
A2p. Fop A FG(L’Q — 1/)) — Fgy
C. De ¢ — Eg(¥ A @), infiérase p — Cg1h.

Si la 16gica a la que se afiaden es KT 4 (K44, K54, KB 4) 0 S5 4 debe anadirse el axioma
T (4,5, B) o T, 4 y 5 sustituyendo K, por Fg.

De A10, A2 y, posiblemente, otros axiomas para Fg, se deduce que Fg es un operador
modal cuya relacién de accesibilidad es

Koy N+ N Ko,

Respecto al operador C'¢ puede demostrarse que es un operador modal cuya relacién
de accesibilidad es el cierre transitivo de

Ko, U---UK,,, .

Las légicas de Cg y Fg con G no vacio y finito dependen de la ldgica de los opera-
dores K,, para a € G. En todos los casos, al ser transitiva Cg, Cg cumple el axioma
4; ademds, si los operadores K,, para a € G, cumplen el axioma D (T, B), entonces
C¢ cumple D (T, B); sin embargo, puede suceder que los K, cumplan 5, pero Cg no.
Por ejemplo, si W = {1,2,3}, K1 = {(1,2),(2,2)} v K2 = {(1,3),(3,3)} (Figura 1),
Crioy = {(1,2),(1,3),(2,2),(3,3)} (Figura 2) no es euclidea y no cumple 5. Para Fg, si
los K,, para a € G, cumplen el axioma T (4, 5, B), entonces Fg cumple T (4, 5, B); sin
embargo, puede suceder que los K, cumplan D, pero Fg no. Por ejemplo, si W = {1, 2},
Ki={{(1,1),(2,2)} y Ko = {{1,2),(2,1)} (Figura 3), (1,23 = 0 (Figura 4) no es serial y
no cumple D.

1 G
W W
1 G

Figura 2
1
A\ }/é\\C@P
af ®
Figura 3 Figura 4

Ademas deben anadirse los axiomas y reglas que hacen referencia al caso de que G sea
vacio:

Agpg. Epp
Asp. ~Spp
Acy- Cop,
los axiomas A2, T, 4, 5 aplicados a Fj:
A2p,. Fyp A Fyplp — ) — Fyt
Trp,. Fop— ¢
4p,. Fyp — FyFyp
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5py. ~Fpp — FynFyp
v la regla de necesitacién para Fp:

Nr

]

De ¢, infiérase Fyep.

Para A infinito y los G € G infinitos, véase Halpern & Shore [6].

3. Sistemas multiagentes

Para especificar y analizar los sistemas multiagentes se han propuesto diversos modelos
formales. Fagin & otros [2] analizan un modelo que intenta dar cuenta de situaciones como
la de los “ninos con la frente sucia”, la computacién distribuida entre varios procesadores,
los protocolos de comunicacién, etc. Su modelo presupone que

(1) los componentes de un sistema se catalogan, segun los intereses del que cataloga,
como agentes o como entorno; el entorno es unico, mientras que el nimero de
agentes es 1 o més; si el niumero de agentes es n tenemos un n-sistema;

(2) el entorno y cada uno de los agentes se caracterizan por medio de estados;

(3) en cada instante, el n-sistema con el conjunto de agentes A = {ay,...,a,}, estd en
un estado global que es un tuplo s = (s, $1, ..., S5 ), donde s; es el estado del agente
a;, su estado local, que incorpora toda la informacién que le es accesible, y sqg es
el estado del entorno, que incorpora toda la informacién relevante no incluida en
los estados de los agentes;

(4) la descripcién de cémo cambia el estado global con el tiempo se hace por medio
de funciones, denominadas procesos, que a cada instante le hace corresponder un
estado global;

(5) un sistema se define como un conjunto no vacio de procesos, cada uno de los cuales
es una posible evolucion del sistema.

Con estos presupuestos, la descripcién formal de un n-sistema es la siguiente.

(1) Sea Ly el conjunto de los estados posibles del entorno y, para cada i = 1,2, ..., n,
L; el conjunto de estados posibles del agente a;.

(2) El conjunto de los estados globales posibles es
GZL()XLlX"'XLn.

Los estados locales del entorno y de los agentes en s € G son sg, S1, ..., Sn, Te€Spec-
tivamente.

(3) Un proceso sobre G es una funcién f : T — G, donde T es el conjunto de los
instantes temporales.

(4) Un sistema R sobre G es un conjunto de procesos sobre G.

(5) El conjunto Wyg de los estados globales de R es

Wgr ={r(m): meTAreR}

La légica epistémica para n agentes se aplica a un n-sistema R después de
(1) elegir un conjunto ® de enunciados atémicos para describir los hechos bésicos;

(2) asociar con cada estado global de R el conjunto de enunciados atémicos verdaderos
en él, lo que se hace con funciones de asignacion m : Wgr— o(®), tales que, para
cada s € Wg, 7(s) es el conjunto de enunciados atémicos verdaderos en s;
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(3) definir para cada agente a una relacién ~, binaria sobre los estados globales y

(4) establecer que el agente a sabe el enunciado ¢ en el estado s si y sélo si ¢ es
verdadero en todos los estados s’ tales que s ~, §’.

Esta aplicacién es general y da lugar al concepto de conocimiento externo que obedece una
l6gica modal normal.

Un sistema multiagente junto con una atribucién de conocimiento a los agentes, que
se establece al asociar con cada agente una relaciéon binaria entre estados globales, lo
denominaremos sistema multiagente epistémico.

Sea R un n-sistema epistémico, ® un conjunto de enunciados atémicos y 7 una funcién
de asignacion. Entonces, para cada s € Wx y cada enunciado ¢, “p es verdadero en el
estado global s de R para w7, en simbolos (R,m, s) Ik, ¢, se define por induccién:

a) sip € ®, (R,m,s) Ik, ¢ siysélosip e m(s);

c) (R,m,s) Ik, - siy sélo si no se tiene (R, s) Ik, ¢;

)
b) (R,m,8) lFn o At siysblosi (R,m,s) b, oy (R,m,s) Ik 1;
)
d)

(R, m,s) Ik, Ky siy sblo si, para todo s’ € Wg tal que s ~, s, (R,7,s') Ik, ¢.
A partir de esta relacién se pueden definir:
a) (R,n) Ik, @ siy sélo, para todo s € Wg, (R,m,s) Ik, ¢ (¢ es vdlido para R y w);

b) (R,s) Ik, ¢ siy sblo si, para toda 7 : Wr— (@), (R,7,s) Ik, ¢ (¢ es vdlido
para R en el estado global s);

¢) Rk, psiy sélo si, para todo s € Wg, (R, ) Ik, ¢ (¢ es vdlido en R);

d) para cada clase C de n-sistemas, C Ik, ¢ si y sélo si, para todo R € C, R Ik, ¢ (¢
es vdlido en la clase C). Si C es la clase de todos los n-sistemas, se escribe -, ¢ en
lugar de C I, ¢ (¢ es vdlido).

Conceptos estrechamente relacionados con estos y que no tienen andlogo en los modelos de
Kripke tienen que ver con los procesos. Asi podemos definir para cada r € R:

e) (R,7) Ik, ¢ siy sélo si, para todo m € T, (R,r(m)) Ik, ¢ (¢ es vdlido para R en
el proceso ).

Los operadores E¢, Cq, Sa v Fa se aplican a los sistemas multiagentes usando clausulas
andalogas a las vistas para modelos de Kripke.

Entre los sistemas multiagentes epistémicos destacan aquellos en los que las relaciones
binarias asociadas con los agentes son relaciones de equivalencia tales que para cada agente
a; y cada s, € Wg, s ~q, ' siysélosis; =s}. A estos sistemas los denominaremos
sistemas multiagentes epistémicos regulares.

La relacion entre modelos de Kripke y sistemas multiagentes es muy estrecha como lo
muestra el

Teorema 3 Sea € el conjunto de todos los modelos de Kripke para L 4y cuyas relaciones
de accesibilidad son relaciones de equivalencia y R el conjunto de los sistemas multiagentes
epistémicos regulares. Entonces para cada ¢ € L g9, €F ¢ siy solo si R, . Es decir, el
conjunto de enunciados demostrables en S5, es el mismo que el de los enunciados vdlidos
en sistemas epistémicos requlares con n agentes.

Demostracién. =) Con cada n-sistema R sobre el conjunto de agentes A = {ay,...,a,}
y cada asignacién 7 se puede asociar el modelo de Kripke

m: <<WR7’CG17"~7ICan>77T1>7
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donde cada KC,, es tal que, para todo r,s € Wg,
Ko, 8 =1 r~g, S

y 71 es tal que, para todo u € Wx y enunciado atémico «, m(u,a) =t si @ € 7(u) y
mi(u, ) =1 si a & 7(u).

Es fécil mostrar que, para cada s € Wg, (R, m,s) I, ¢ siy sélo si M, s E p.

Esta parte de la demostracién nos dice que todo n-sistema epistémico, sea o no regular, es
un modelo de Kripke.

<) Con cada modelo de Kripke con n agentes I = (&, ), donde

¢ = <VV7 Kavi:azy --~7’Can>7

y cada ICy, (i =1,...,n) es una relacién de equivalencia sobre W, se asocia un n-sistema
regular multiagente R y la funcién m; : Wr — o(®) como sigue:

a) A cada w € W se asocia el tuplo t* = (¢, ...,t¥) tal que, para i =1,...,n,
ti = w/Kq,
donde w/K,, = {ujlu € W Awk,,u} (la clase de equivalencia de w respecto a Ky, ).

b) Sila funcidén, que a cada w € W le asigna el n tuplo t“, es inyectiva, entonces con cada
w € W asociamos el n + 1 tuplo s* = (0,t},...,t¥).

c¢) En caso de que no sea inyectiva, sea z1, ..., z, una enumeracién sin repeticién del conjunto

{tY:we W}

. k: . . ey .
Para cada i = 1,...,p, sea v, . .. ,v;" una enumeracién sin repeticién del conjunto

Ci={w:weWAt* =z}
Entonces, si w € C; y w = vf, definimos s = (j,t{,...,t%). Asi, la funcién que asocia
con cada w € W el n+ 1 tuplo s¥ es una funcién inyectiva.

d) El sistema R que asociamos con el marco € ha de cumplir que Wg = {s* : w € W}.
El conjunto ® ha de contener todas las variables enunciativas que ocurren en ¢ y la
funcién 7 es tal que, para todo s € Wg,

m(s¥)={p:p € ® A7(w,p) =t}

Es fécil mostrar que M, w E ¢ siy sélo si (R, m1,5Y) Ik, . m

El teorema anterior puede generalizarse estableciendo que con cada modelo de Kripke
para n agentes puede asociarse un n-sistema epistémico R. La idea de la demostracién
consiste en lo siguiente:

» Sea M = (W, K,,,...,K,,) un marco de Kripke.

= Para cada w € W, sea w* =< w,...,w >.
N——

n—+1 veces

= El conjunto de los estados globales de R es W = {w*|w € W}.
= Definimos ~,, para i =1,...,n por s* ~,, t* siy sélo si siCy,t.

= Finalmente, si consideramos un modelo, hacemos que cada enunciado atémico sea
verdadero en w* si y sélo si es verdadero en w.
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Clases interesantes de sistemas multiagentes epistémicos regulares son las clases SC,, de
sistemas cerrados. Un n-sistema R es cerrado si y sélo si, para cada r,s € Ry m,p € T,

Vi(l <i<nAfr(m)li = [s(p)]l:) — r(m) = s(p).

Es decir, dos estados globales son iguales si los estados locales de cada agente son iguales en
ambos estados globales. Sus estados globales no dependen del entorno (como si el entorno
no existiera) y puede considerarse que son n-tuplos (si, ..., Sp).
Si R € 8C,, , entonces la relaciéon ~ tal que, para cada s,t € Wg,
St s~ tA--- NS~y

Ln

2

es de equivalencia y todas las clases de equivalencia respecto de ~ son unitarias. Con
estd relacién puede asociarse un operador que coincide con Fg, G = {ay, ...,a,}. En SC,
son validos todos los enunciados de la forma:

< Fgo.

Es decir, el conocimiento distribuido de todos los agentes en un estado global s coincide
con todo lo que es verdadero en s. Es el conocimiento completo.

4. Marcos de Kripke con nimero de agentes variable

Las logicas vistas hasta ahora se basan en marcos y sistemas multiagentes en los que el
conjunto de agentes que existen en cada mundo o en cada estado global es el mismo. Asi,
no sirven para analizar situaciones donde nacen y/o mueren agentes, es decir, se crean y/o
destruyen agentes. Una posible generalizacién de los marcos de Kripke para tratar estas
situaciones se consigue asociando con cada mundo un conjunto de agentes.® Formalmente,
un marco vivo de Kripke sobre el conjunto A de posibles agentes y G C p(A) tiene la forma

m:<W’f”C>7

donde W es un conjunto no vacio de mundos, f : W — p(.A) es una funcién que asigna a
cada mundo el conjunto de agentes que viven en él y K : A — (W x W) una funcién que
a cada agente le asigna una relacién binaria sobre W. En lugar de f(w) y K(a) escribiremos
A,y K, respectivamente.

Los modelos vivos de Kripke sobre Ay G son pares ordenados

M= (Y, )

donde U es un marco vivo de Kripke y 7 una asignacién de valores de verdad. La relacién
F puede definirse como en el apartado 2.

Para el estudio de las Légicas generadas por los marcos vivos de Kripke es 1til introducir
las constantes v, para a € A, con el propésito de que v, sea verdadero en un mundo w si
y solo si a vive en w. Es decir, se tiene

M, wE v, siysdlosiac f(w).

El lenguaje apropiado para estos marcos vivos se construye con el vocabulario de L 4.
aumentado con los simbolos v, para a € A, anadiéndose a la definicién de enunciados de
L 4, la clausula

0) para cada a € A, v, es un enunciado (atémico).

Un marco de Kripke (W, K) sobre A y G es un caso particular de marco vivo, donde f
asigna A a cada x € W. Asi, en cada mundo w es verdadero que el conjunto de agentes
que hay en w es A y, por tanto, es conocimiento comun. Asi, v, para a € A serian validos,
es decir, verdaderos en cada mundo y para cada asignacion.

8Sugerencia planteada por Grove & Halpern [3].
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;Debemos exigir algunas condiciones a las funciones f y/o K si queremos usar dichos
marcos para analizar el conocimiento? de los agentes? En concreto, un agente a que no
exista en el mundo w, jqué conocimiento tiene en w? ;qué mundos le parecen posibles
desde w? jdesde qué mundo es posible w?

Si no exigimos nada, entonces, desde el punto de vista de la 16gica epistémica en la que
no ocurran las constantes v, da lo mismo un marco vivo (W, f, K) que un marco (W, K)
ambos sobre A y G. Y, asi, el conocimiento de un agente a en un mundo w no depende
de que a € Ay, o de que a ¢ A, . Puede darse el caso de que en un mundo w donde a
no vive a supiera que vive, es decir, que es verdadero K,v,. Igualmente podria suceder
que en un mundo donde a vive, a supiera que no vive, es decir, K,—v,. Estos casos se
tienen, por ejemplo, en un modelo con dos mundos w; y wy tal que a € f(wy), a € f(ws),
(w1, we) € Kqy (we,w1) € K, (Figura 5). Esto no es muy intuitivo, asi, debe exigirse algo.

En el caso de que las relaciones I, sean relaciones de equivalencia podemos tener
que un agente a no sepa en un mundo w si estd o no vivo, es decir, en w puede tenerse
=K vy A-K,-v, (Figura 6). Sin embargo, si las relaciones son reflexivas no se tiene nunca
que a sepa que estd vivo en un mundo donde no vive, es decir, si a € A,,, entonces en w no
se tiene K,—v,. Tampoco puede tenerse que a sepa que vive en un mundo donde no vive,
es decir, si a € A, entonces en w no se tiene K,v,.

Dado que la relacién K, sirve para establecer el conocimiento de a, parece razonable
suponer que si dos mundos estan en la relacién K., entonces o en ambos existe a o en
ambos esta ausente. Formalmente,

() VuVs(wkes = a € Ay, NA;Vad Ay, U Ayg).
Si no suponemos esta restriccién podemos tener los siguientes casos (Figura 5):

Figura 5 Figura 6

1) sK,w tal que a vive en s y a no vive en w.

Entonces en s seria verdadero que a no sabe que vive en s, es decir, = K,v,. Ademas,
si para todo w tal que sK,w, se tiene que a no vive en w, entonces en s se tiene que a
sabe que no vive, es decir, K,—v,

2) wi,s tal que a no vive en w y a vive en s.

Entonces en w seria verdadero que a no sabe que no vive en w, es decir, = K,—v,, lo
que puede parecer razonable ya que los que no viven no saben nada. Sin embargo, si
para todo s tal que wiC,s, se tiene que a vive en s, entonces en w el agente a sabe que
vive, es decir, K,v,. Esto no parece razonable.

Con la restriccién («) como tenemos la clausula Ki:
(O, w) E K, siy sélo si, para todo s € W tal que wiC,s, (M, s) E ¢
se tiene que, si w es tal que a € Ay, entonces existen enunciados ¢ tal que
(M, w) F Kagp;

en concreto cuando ¢ es una tautologia. Asi, el agente a sabe algo en el estado w en el
que no existe, lo que no parece muy intuitivo ni razonable. Ademads, si no se imponen ma&s
condiciones podria suceder que el agente a supiera cosas diferentes en los diferentes mundos
donde no exista.

9El conocimiento de un agente a en un mundo w del modelo M puede identificarse con el siguiente
conjunto de enunciados

{o: MwE Kep}.



18

La restriccién (o) elimina la posibilidad de que los mundos donde a no existe influyan
en el conocimiento de a en un mundo donde existe e igualmente de que los mundos donde
a vive no influyan en lo que sabe en los mundos donde no vive.

Con esta restriccion («), un agente a sabria en un mundo w en el que vive que vive, es
decir, K,v, es verdadero en w. Igualmente, sabria en un mundo w en el que no vive que
no vive, es decir, K,—v, seria verdadero en w. Aunque, podria suceder que también fueran
verdaderos K,—v, y K,v, respectivamente, si no hay ningin mundo accesible desde w.

Grove & Halpern [3] proponen las siguientes restricciones para cada a € A:

(B) VIV?J(JU’Cay — T E Wa)
(7) VaVy(zKey — y € Wa)
(0) K, es una relacién de equivalencia sobre W,

donde W, = {w : a € A, }.*° La restriccién (3) nos dice que siempre que z/C,y, a vive en
x, es decir, el dominio de K, es W,. La restriccién () nos dice que siempre que zK,y, a
vive en y, es decir, el rango de K, es W,. La restriccién (9) la entendemos en el sentido de
que K, restringida a W, es una relacién de equivalencia.

Si F se define usando la cldusula K, se tiene

1) De (B) se sigue que K, es verdadero para cada enunciado ¢ en un mundo donde a no
vive , asi a sabe tanto que vive como que no vive. Serfa valido el axioma —-v, — K, 1 o
equivalentemente, - K, 1 — v,. Es decir, si a no sabe algo en un mundo, entonces vive
en ese mundo; sin embargo podria suceder que a viviera en w y supiera todo.!!

2) De (7) se sigue que a sabe en un mundo donde vive que vive, es decir, se cumple K,v,.
Ahora bien, también se tiene que a sabe que vive en los mundo donde no vive. Asi, con
(7) en todo mundo cada agente sabe que vive. Es decir, en todo mundo se tiene K,v,.
Puede darse el caso de que un agente que vive en w sepa en w el absurdo, es decir, se
cumpla v, — K, L.

3) Con la restriccién () puede darse el caso de que un agente a sepa que vive en un mundo
w donde no vive, K,v, y no sepa en w que no vive, es decir, ~K,—v,. Lo dltimo ocurre
cuando se tiene K,y y a no vive en x.

4) Con la restriccién (§) (es suficiente que K, sea reflexiva sobre W, o que para cada
w € W, exista un mundo s tal que wKs) se tiene que en un mundo donde vive el agente
a no se tiene que a sabe que no vive, es decir v, — - K,—v,. Pero, puede darse el caso
de que tampoco sepa que vive, por ejemplo, si WK,z y a no vive en z.

5) Con las restricciones (3), (7) y (8) se tiene que un agente en un mundo donde vive sabe
que vive y no sabe que no vive, es decir, se tiene

Ve = Kovg A Ky—vy.

Se elimina la posibilidad de que en un mundo donde vive a sepa tanto que vive como
que no vive, ya que siempre hay un mundo accesible desde cualquier otro mundo. En
donde no vive sabe tanto que vive como que no vive, es decir,

vy — Kove A Kg—vg,.

Con las tres restricciones, que implican la restriccién (o), en los mundos w tales que
a & Ay, para todo enunciado ¢,
(M, w) F Kagp,

10W, es el conjuntos de mundos en los que vive a.
1Hay que tener en cuenta que K, L — K,¢ para cualquier enunciado ¢. Si el absurdo forma parte del
conocimiento de un agente, todo enunciado forma parte de dicho conocimiento.
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ya que, para tales w no existe ningin s tal que wi,s. Asi, el conjunto de mundos donde
el agente a existe es
{w|(M,w) E -K, L}
de lo que se sigue facilmente que v, < - K, L.
En esta propuesta de Grove & Halpern en la que v, son definibles, se cumplen los
axiomas Al, A2, 4, 5y, en lugar de T, el axioma T *

T’ -K,LANK,p— ¢, paraa € A

y la regla de inferencia MP y, para a € A, la regla N.

{ Qué propiedades tienen en este caso los operadores Eg, Cg, Sg y Fg cuando G no es
vacio y G C A? Es facil ver que, para todo mundo w y todo enunciado ¢, son verdaderos
en w

Egp < FEgna,y
Cap < Cgna,

es decir, el conocimiento de los agentes de G que no existen en w no influyen en el com-
portamiento de Eg y Cg, lo cual parece razonable. Sin embargo, si hay un agente a € G
que no existe en w, entonces, para cada enunciado ¢, Sg¢ y Fgp son verdaderos en w, lo
que no parece razonable.

Por supuesto en esta propuesta un agente a sabe todo (lo verdadero y lo falso) en los
mundos donde no existe. Aunque, parece més intuitivo y razonable suponer que en ese
mundo no tiene conocimiento, es decir, no sabe nada.

Si queremos que un agente a no tenga conocimiento en los mundos donde no existe,
deberemos cambiar la definicién de la relacién F sustituyendo la clausula K por la siguiente
Ks:

(M, w) E Kop siysolosia€ A, y, para todo s € W tal que wi,s, (I, s) E ¢.

Si distinguimos los operadores K que siguen Ky y los operadores K’ que siguen'? K3,
es facil ver que
Klo o ve A K.

Esta equivalencia puede sustituirse por
Kloo— K, NKyp

cuando las relaciones IC, son seriales sobre W, (lo que ocurre si K, son de equivalencia o
reflexivas en W,) y su dominio y rango coinciden con W,.

De la clausula K3 se sigue que a no sabeg nada en los mundos donde no existe: si
a ¢ Ay, entonces, para todo enunciado ¢, (M, w) E =K/ . De esto se sigue que, en los
mundos w tal que a € A, se tiene, para K/, Al y, trivialmente, A2, T, 4 y D, pero no se
tiene 5, ni en general B. Adem4s, ya no es adecuada la regla de necesitacién N para K.
Aunque si es adecuada la regla de monotonia M (De ¢ — 1, infiérase K/ o — K/1). Asi,
si, para cada a € A, K, es una relacién de equivalencia, se tendra que la légica para estas
estructuras y los nuevos operadores K cumple Al y, para todo a € A, los axiomas A2,
T, 4 y D y las reglas de inferencia MP vy, para cada a € A, la regla M.

En este caso, podemos definir los operadores Ey,, Cf;, Si; y F, a partir de los operadores
K de forma andloga a como se definieron E¢g, Cq, S¢ v Fg a partir de los operadores K,
en la forma

» (M, w) E ELp siy solo si, para todo a € G, (M, w) F K¢
» (M, w) E CLy siy sblo si, para todo k > 0, (M, w) E E’Z(p

donde E’g se define como sigue:

Il
AS)

0

E'ce

k+1 k
E'd e = EG(E'Gy).

12K! o lo leeremos como el agente a sabes (.
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» (M, w) E SLyp siy sélosi hay un a € G tal que (M, w) E Ko

» (M, w) E FLpsiy sélosi, para todo s € W tal que (w,s) € (] Kq, (M, ) E .
acGNAy,
Entonces, los operadores Ef;, C, Si; v F(, tienen las siguientes propiedades. Para todo
mundo w y todo enunciado ¢, son verdaderos en w

SIGSO e S/GmAw(P
Fop < Fgna,¢

es decir, el conocimientoz de los agentes de G que no existen en w no influyen en el
comportamiento de S y F(,. Sin embargo, si hay un a € G que no existe en w, entonces,
para cada enunciado ¢, =Ep@ y —Cf ¢ son verdaderos en w.

;,Cual de los dos operadores, K, o K, representa mejor el saber de un agente cuando hay
mundos donde el agente no vive? En los mundos donde un agente vive, K,y es equivalente
a Kl p.

5. Sistemas con niimero variable de agentes

La definicién de sistema multiagente que se presenté en el apartado 2, puede modificarse
de la siguiente forma. Sea L el conjunto de todos los posibles estados locales tanto del
entorno como de los agentes. Sea G = L™*!, el conjunto de todos los estados globales
posibles (que pueden ser mds que en el apartado 2). Cada s € G puede interpretarse como
una funcién s : {0,1,...,n} — L, con s(0) el estado del entorno y s(i), parai =1, ...,n, el
estado del agente a;. El resto es igual.

Apoyandonos en esta nueva presentacién de un sistema, se definen sistemas tales que en
cada t € T pueden existir diferentes agentes. Asi, sea A el conjunto de todos los agentes que
pueden existir, L el conjunto de los estados locales en los que pueden hallarse los agentes o
el entorno, G el conjunto de los estados globales posibles, es decir de las funciones parciales
s: AU{e} = L, donde e ¢ A es el entorno y s(e) estd definido. Si s no estd definida para
el agente a, en simbolos s(a)T, entonces el agente a no existe en el estado global s. En lugar
de a existe en el estado global s, diremos que s(a) converge o s(a)|. Si s(a)], s(a) es el
estado local de a en el estado global s. Entonces, un sistema R es un conjunto de funciones
de T en G. El conjunto Wx de los estados globales de R es el subconjunto de G:

Wr = {f(t)|t e T A f € R}.

Wx consta de funciones parciales u : AU {e} — L.
En Wpx pueden definirse de forma natural, para cada a € A, las relaciones ~, y =, tal
que, para todo v,w € Wg,

v w <= v(a)] Aw(a)] Av(a) =w(a),
VR, W = vr~gwV(v(a)] Aw(a)l).
~q es una relacién de equivalencia sobre el conjunto {v|jv € Wgr Awv(a)|}, es decir, sobre

los estados donde a existe; ~, es de equivalencia sobre Wp.
Si se usa la siguiente cldusula para definir la verdad de K,

= (R,m,s) I, K.p siy solo si, para todo s’ € Wx tal que s ~, ', (R, 7,5 Ik, ¢,
psLy P

entonces, si s(a)T, (R,m,s) Ik, K,p para todo enunciado ¢. Y, si s(a) |, K, cumple los
axiomas de S5. (Coincide con la propuesta de Grove & Halpern para modelos de Kripke
vivos).

Si se usa la siguiente clausula para definir la verdad de K,¢

s (R,m,s) |, Kap siy sélo si, para todo s’ € Wx tal que s =, s, (R,m,s") Ik, ¢,
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entonces, si s(a)], a conoce en s cualquier enunciado ¢ tal que, para todo t € Wg con
t(a)T, (R,m,t) Ik, ¢, es decir, a conoce en s lo que es verdadero a la vez en todos los
mundos donde no vive y, asi, conoce lo mismo en todos los mundos donde no existe y al
menos conoce todo teorema. Y, si s(a)|, K, cumple los axiomas de S5. En general, se
cumplen los axiomas de la légica S5, exista o no el agente a en un mundo.

Si se usa la siguiente cldusula para definir la verdad de K,

(R,m,s) Ik, Kopsiysolosis(a)ly, paratodo s’ € Wg tal que s ~, s’ (R, 7, s") Ik,

entonces se tienen para K, las mismas propiedades que cuando se usaba la cldusula K3
para modelos de Kripke vivos.
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