MATEMATICAS I
Grado en Quimica

Julian Toledo
Dpto. Analisis Matematico
Univ. Valéncia

Burjassot, 2016



Las siguientes notas de Matematicas tienen que verse como una guia, y deben com-
pletarse con los apuntes tomados en clase, donde se dan més conceptos y ejemplos, se
resuelven problemas y se ofrecen mas razonamientos que aqui.



Matematicas I para G. Quimicas

Tema 1

Preliminares

1.1. Logaritmos

Dado un nimero real y positivo x se llama logaritmo en base a (siendo a un nimero
real positivo distinto de 1) al nimero y tal que a¥ = x. Se denota entonces

y = log, x.

En mateméticas las base mds cominmente usada es a = e := lim,(1 + 2)" =
2,718281..., en cuyo caso escribimos y = logx 6 y = Inz , denominado logaritmo
neperiano, y que por tanto es la inversa de la exponencial e®. Al ser éste un curso de
Calculo trabajaremos con este logaritmo.

La férmula de cambio de una base a a otra b es:

Para obtenerla basta con tomar logaritmos de base b en la expresion a* = y.

Veamos ahora las propiedades fundamentales de los logaritmos neperianos (para cual-
quier otra base serian analogas) que se deducen de las leyes de la exponencial:

elogm —
logl =0 loge =1
log(z.y) = logx + logy log(f) =logx —logy
()
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1
log(2”) = p.log x log(/z) = et

n

Es importante recordar que, en general,

log(a + b) # log a + log b.

1.2. Trigonometria

La trigonometria es una rama de la geometria clasica en la que se estudian ciertos
invariantes de los angulos: seno, coseno... Para medir angulos se usan dos sistemas: el
sexagesimal, cuya unidad es el grado, de forma que la circunferencia tiene 360 grados
(denotamos 360°), y el radial, cuya unidad es el radian que se define como aquel dngulo
que cumple que cualquier arco que le corresponda tiene como longitud el radio, r, del arco.
Como la longitud de la circunferencia es 27r un giro completo tiene 27 radianes. Conviene
memorizar las medidas de los dngulos més usuales tanto en grados como en radianes (es
muy practico recordar que 7 radianes equivalen a 180°). En este curso usaremos el sistema
radial al trabajar con niimeros reales y usar representaciones en el plano de las funciones

trigonométricas.
Tomemos una circunferencia de centro el origen y radio r, de ecuacién 2 + 3% = r? .
Véase la figura.

Sea « un angulo expresado en radianes, 0 < a < 27. El punto P tiene como coorde-
nadas (z,y): Sea @ := (z,0) su proyeccién sobre el eje X. Se llama seno del angulo al

cociente entre la ordenada y el radio, = y coseno al cociente entre la abscisa y el radio,
r

—. Los representamos como sin « y cos a.. Estas definiciones coinciden con las clasicas en
,

un tridngulo rectangulo (tisese aqui el POQ), en el que el seno de un angulo es el cateto
opuesto partido por la hipotenusa y el coseno el cateto contiguo partido por la hipote-
nusa), con la ventaja de no tener que trabajar sélo con dngulos agudos. De la ecuacién
de la circunferencia se deduce la denominada identidad fundamental de la trigonometria
(Teorema de Pitdgoras)

2 2
cos o+ sin®a = <£> + (Q) =1.
T
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Se definen la tangente, como:

sin «v

tan o 1=
CcoS o

para aquellos @ que no hagan cero el denominador.

Dividiendo bien por el cuadrado del coseno, bien por el cuadrado del seno, la identidad
fundamental se deduce

9 1
14+ tan“a = 5
cos? o
Otras identidades importantes son:
sin(a £ B) = sinav. cos 5 £ cos a. sin 3 sin 2a = 2sina cos o
cos(a £ ) = cos . cos f F sin av. sin cos 20 = cos? o — sin” &
tan a £ tan 2tan «
tan(a + ) = b tan2a = ————
1 Ftanatan 1 — tan® «
También son tutiles las férmulas:
sina 4 sin f = 2sin b cos g ; sina —sin 8 = 2 cos B sin B
2 2 2 2
Q@ o — ! o —
cos & + cos 8 = 2 cos ;—ﬁcos 26 ; cosa — cos 3= —2sin ;6sin 26

Aunque unas buenas tablas o una aceptable calculadora nos proporcionan los valores

de las razones de cualquier angulo con bastantes cifras decimales, se deben conocer y, a

. . e ) ™ T m T 3

ser posible, recordar las razones trigonométricas de los angulos 0 , 6°'21°3 3" T 5
y cémo se deducen.

A modo de ejercicio comprobar la siguiente tabla:

dngulo | 0 il T T T s 3—71-
g 6 | 4| 3 |2 2
1 | vV2 ] V3
0 — — | — 1 0 -1
seno > > 5
coseno | 1 ? ? 1 011 0
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. T ™ .., ., .
Como sugerencia para conocer las de — y 3 dividase un triangulo equilatero en dos
iguales usando una altura, en cada parte se generan dos triangulos rectangulos cuyos angu-
, m, . p
los no rectos son precisamente de 30° y 60°. Para las de 1 usese un triangulo rectangulo

isésceles cuyos angulos no rectos son iguales y ambos de 45°. Para el resto basta observar
las coordenadas del punto P en la circunferencia.

Simplemente por inspeccién conocemos el signo de las razones de un angulo segun el
cuadrante en el que se encuentra. Por ejemplo el seno (la ordenada) es positivo si el &ngulo
se encuentra en el primer y segundo cuadrante siendo negativo si el angulo se encuentra en
el tercer y cuarto cuadrante. Mientras tanto el coseno (la abscisa) es positivo si el angulo
se encuentra en el primer y cuarto cuadrante siendo negativo si el angulo se encuentra en
el segundo y tercer cuadrante.

Tanto el seno como el coseno de un angulo toman sélo valores comprendidos entre —1
y 1 y los toman todos infinitas veces ya que

sina = sin(a £ 27) =sin(ow £ 47) = - - - = sin(a £ 2k7) = - - -
cos a = cos(a +27) = cos(a + 47) = -+ - = cos(aw &+ 2km) = - -

La trigonometria nacié para medir tridngulos (TRI-GONOS-METRIA) y permite ob-
tener importantes relaciones entre sus lados a, b, ¢ y sus dngulos A, By C' (en la notacién
se entiende que, por ejemplo, A es el angulo opuesto al lado a). Los més usuales son los
denominados teoremas o férmulas del seno, coseno y tangente:

a b <
sinA  sinB  sinC

? =a®>+ b —2abcosC
A+B
2

a-+b tan
= A-B

a—b_tanT

1.3. La distancia euclidea. Producto escalar

Dados dos puntos = (z1, T2, ..., T,) ey = (Y1, Y2, - - -, Yn) de R™, se define la distancia
euclidea entre ellos como

d(z,y) =V (z1 — 1) + (32 — y2)2 + -+ + (T — Yn)?,

es decir d(z,y) = ||z — y||, ||-|| la norma euclidea,

|z]] = Va2 + 222 + - + 3,2,

[I-1] es un norma: ||z|| = 0, |lz|| = 0 sii z = 0, [[t=[| = [¢] [[z]], [|lz + y[| < [z + [ly]l-

Ejemplo 1.1 Probar que |||z|| — ||y||| < ||z — y]|.
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Asi, por ejemplo si n =1,
d(l’,y) = |ZC - y|a

sin =2,

d(z,y) = v/ (21 — 11)% + (22 — 12)2,
y sin =3,

d(z,y) = V(21— y1)? + (22 — 1) + (25 — y3)2.

d es distancia porque cumple que, para todo x,y, z € R,

d(z,y) = 0,

d(z,y) =0 sii z =y,
d(z,y) = d(y,z), y
d(z,y) < d(z,z) +d(z,y).

Ademas, esta en especial cumple que, para todo z,y, z € R",

d(z + 2,y +2) =d(z,y), y dtz,ty)=|[t|d(z,y) VteER.

Dado x € R™ y r > 0. Al conjunto de R™ dado por
B(z,r) ={y e R" : d(z,y) <}
se le llama bola abierta de centro x y radio r, y al conjunto de R"
B(x,r) ={y € R" : d(z,y) <7}
se le llama bola cerrada de centro x y radio r. A
S(x,r) ={y € R" : d(x,y) =}
se le llama esfera de centro = y radio r. Describirla en 2 y 3 dimensiones.

Dados dos vectores x = (z1,Z2,...,2,) € ¥y = (Y1,Y2,--.,Yn) definimos el siguiente
producto escalar entre ellos:

<Z,Y >=2T1Y1 + -+ TpYn.

< .,.> es un producto escalar pues

<x,x>>0Vr#D0,

<z,y >=<7Y,T >,
<tr,y>=t<ux,y >,
<zHy,z>=<zx,2>+ <Y,z >.

Observar que la norma euclidea proviene del dicho producto escalar:

|z]| = V< z,2>.



Matemdticas I para G. Quimicas. Preliminares 7

Se cumple que | < z,y > |? << x,x > < y,y > (desigualdad de Cauchy-Schwarz) y se
tiene que, si z # 0 e y # 0 (aqui 0 es el vector (0,0, ...,0)),

<z,y>
cos(ang(®, ) = Tl

donde ang(z,y) es el angulo que forman los vectores z e y

Se dice que los vectores x e y son ortogonales si < x,y >= 0. Los vectores de la base
candnica lo son. Si dos vectores x, y son ortogonales entonces

|z +y|[* = ||z|[* + ||y||* (Teorema de Pitagoras).

1.4. Numeros complejos

Un nimero complejo se escribe como z = x +yi donde z = Rez se denomina parte
real de z e y = Qmz parte imaginaria. Los niimeros complejos se pueden identificar
con los vectores del plano, pero en ellos se define, ademés de la suma (similar a la de los
vectores del plano) un producto, si z =a +bi y w = ¢+ di:

z+w=(a+c)+ (b+d)i,
z-w = ac — bd + (ad + be)i,
enel quei-i=1i>=—1.
El nimero z = x — iy se llama el complejo conjugado de z.

El valor absoluto, o médulo, de z = x 4+ i1y se define como

2| =22+ 2=z %

Todo ntmero complejo z # 0 se puede escribir en coordenadas polares usando la
féormula de Euler (forma polar)

z = |z|(cost +isen t) = |z]e",

siendo t € R. Cada uno de los valores t que cumplen la anterior igualdad se dice que es
un argumento de z. Dos de estos valores difieren en un multiplo de 27, con lo cual sélo
hay un valor en el intervalo | — m, 7], que se denomina argumento principal. Multiplicar
complejos con la anterior descripcién es muy sencillo, si z = Ae® y w = Be'® entonces

2w = ABe't+s)

En los siguientes problemas se utilizan inicamente las propiedades elementales de las
operaciones con numeros complejos.
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Proposicién 1.2 Para z,w € C se tiene que:

1. Rez = 52, Qmz = 2

2. 2] = I7]

3. |z w| = |z||w|.

4. %:%, for z #£ 0.

5. |Rez| < |z|, |[Smz| < |z].

6. |z +w| < |z + fwl, ||z = [w]] < |z = w].

1.4.1. Raices de niimeros complejos
Si z€C, con z#0 y n €N, entonces existen exactamente n nimeros complejos
diferentes zg, 21, ... ,2p—1 tales que z; =z para k=0,...,n—1.

Escribiendo z = |z|(cost + i sen t ) = |z]e con t € [0,2x[, las raices vienen dadas
por las féormulas

N ; tk2kn . t+2km . t+ 2km
2z =/|zle" m = {/|z| | cos ——— + i sen
n

), k=01,...,n—1.
n

Por tanto, dado z # 0, la expresién {/z designa un conjunto de n elementos, conjunto
que descrito en el plano forma un poligono regular de k lados.

Ejemplo 1.3 Vamos a calcular las raices cibicas de 1.

Por ser 1 =cos0+1 sen 0, se sigue de la formula anterior que las raices cibicas son

zo=cos0+12sen 0=1, zlzcos%“—i-isen%r:—%%—i%g Yy @zcos%—l—isen%’r:
_1 ;8
2 2

Ejemplo 1.4 Calcular las siguientes expresiones.
(i) 2+ 2i.
(ii) Vi
(iii) /3 + 3i.
(iv) V-1

Ejemplo 1.5 Probar que las raices n-ésimas de la unidad distintas de 1 satisfacen la
ecuacion

l+z4224-- 42" =0.
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Tema 2

Calculo Diferencial

2.1. Graficas

Dada una funcién U en V,
f:U—=V,

al conjunto U se le denomina dominio de f, al conjunto f(U) ={v eV :v = f(u), uec U}
se le denomina rango o imagen de f, y al subconjunto de U x V|

G(f)={(u,v) eUxV:uelU v= f(u)}.
se le denomina grafica de f, y esta caracteriza a la funcién f.

Nosotros nos ocuparemos, en general, de funciones definidas sobre conjuntos de R (la
recta real), de R? (el plano), de R? (el espacio), o del espacio-tiempo, R? x [0, +oo[, y con
imagen en R; en estos casos hablaremos de funciones (reales) de una, dos o tres variables
(reales).

Ejemplo 2.1 f(z) = 22, estd definida para todo v € R, luego es una funcién con dominio
todo R. Su rango es [0, +o0| y su grdfica es una pardbola.

Ejemplo 2.2 f(x) = vz + 1, estd definida para todo x € [—1,+0o0[, por tanto es una
funcién con dominio [—1,400[. Su rango es [0, 4+00|, scudl es su grafica?.

Ejemplo 2.3 Para la funcion f(z,y) = /25 — 22 — y2, como no nos dicen nada sobre

el dominio a tener en cuenta, éste es el conjunto mds amplio donde f(x,y) tiene sentido,
en este caso,

D(f) ={(z,y) e R*: 25 —a® —y* > 0} = {(z,y) € R* : ” + y* < 5%},

9
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es decir, como \/x? +y? es la distancia euclidea de (z,y) al origen, la region encerrada
por la circunferencia de centro el origen y radio cinco.

Su rango es R(f) = {z € R: 0 < z <5}, mientras que la grifica viene dada por

G(f) ={(z,y,2) €R*: (z,y) € D, z = f(z,y)} =
={(z,y,2) ER’: 2” +y* + 2> =25, 2 >0},

que son los puntos de la esfera de radio 5 que estan situados en el semiplano superior
z > 0.

2.1.1. Conjuntos de nivel

En general no es facil dibujar la grafica de una funcion de dos variables y es por ello
til usar para su visualizacién los llamados conjuntos de nivel de f o curvas de nivel.
Estos conjuntos estdn formados por los puntos (x,y) del plano tales que f(z,y) = ¢,
para el nivel ¢ € R. En el ejemplo anterior, las curvas de nivel son las circunferencias
determinadas por las ecuaciones 2% +y? = 25— ¢% para 0 < ¢ < 5 y el conjunto vacio para,
el resto de valores de c.

Ejemplo 2.4 Supongamos que la temperatura en cada punto (x,y) de una region del
plano es T(z,y) = 100 — 2% — y* grados Celsius. Describir las curvas de nivel de T, que
en este caso se denominan curvas isotermas.

EJERCICIO 2.4 Determinar el dominio, rango y trazar las curvas de nivel de las fun-
Clones:

(1) f(z,y) =z +y. (2) f(x, )=x2+4y2- (3) f(x, )=w2—y2-
(4) f(z,y) = xy. (5) f(z,y) = V9 =322 —y%  (6) f(x,y) = V& +y.
(7) f(z,y) = In(z* — ). (8) f(%y) = ysinz.

2.2. Derivacion de funciones

Sea ]a,b[C R un intervalo, sea = €|a, b[, y sea f :]a,b[— R. Para h pequenio, de manera
que x + h quede en |a, b, la cantidad (que pensamos dependiendo de h)

flx+h) - f(x)
h
expresa la pendiente del segmento (o de la recta) que une (z, f(x)) y (x+ h, f(x+ h)); si

dicha cantidad se acerca a un unico nimero, que denotaremos f’(x), cuando h se acerca
a0,

I Para funciones de tres variables, se definen de manera similar y se denominan superficies de nivel.
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“dado € >0, 30> 0: 0 < |b| < & — [LEHZTE) 1)) < ¢
esto se suele representar como

fle+h) - f(x)

— f'(x) cuando h — 0,

h
o bien Fla+h) - ()
lim = = (a),

se define dicha cantidad como la pendiente de la grafica de f en el punto (z, f(z)). La
recta

y = f(xo) + f'(z0)(x — o)
que pasa por (zg, f(xo)) con pendiente f’(xy) se denomina recta tangente a la grafica de

f en el punto (xo, f(z0)).

La derivada de una funcién representa la variacién instantdnea de la misma respecto
de su variable. Asi por ejemplo, si dicha funcién representa una distancia en funcién del
tiempo, su derivada representa la velocidad instantanea; w representa la velocidad
media entre los tiempos z y = + h.

Se dice que f es derivable en x si existe dicha pendiente f’(z), y a dicha cantidad se
le llama derivada de f en x.

Diremos que f es derivable en todo |a, b[ si es derivable en todo punto = €]a, b[.

Observar que si f :]a,b[— R es derivable en = €]a,b[ entonces f(y) se acerca a f(x)
cuando y lo hace a x,

- (y—x) = f(x)-0=0,

esto se conoce como continuidad de f en x.

Ejemplo 2.5 f(z) = |z| no es derivable en x = 0, aunque notemos que es continua en
x=0.
En efecto,
F0) = 50) _|h]
h h’
luego si h > 0,
f—10)
h )
que obviamente se acerca a 1, pero si h < 0,
f—10) _
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que se acerca a —1, y por tanto
f(h) = f(0)
h
no se acerca a ningun nimero que podamos definir como f’(0) cuando h se acerca a 0.

Sin embargo,
f(z)— f(0)=z| -0 siz—0.

Ejemplo 2.6

Si f(z) = ¢ (c una constante) entonces f'(x) = 0.

f(x—l—hiZ—f(x) :C;C:0—>0 cuando h — 0.

Si f(z) = x entonces f'(x) = 1.

f(erh]i—f(m) :1'+fo:1_>1 cuando h — 0.

Si f(z) = x* entonces f'(x) = 2x.

/ 2 2
f(erh]i f(z):(erh]l I =2rx+h— 2z cuando h — 0.

En general, si f(x) = 2™ (n un nimero real distinto de cero, no sdlo natural) entonces
f(z) = na™ 1.

Si f(x) = Inx entonces f'(z) =1/x.
Si f(x) = sinx entonces f'(x) = cosx.

Si f(x) = cosx entonces f'(x) = —sinzx.

Algebra de Derivadas

Sean f, g :Ja,b|— Ry x €la, b]. Supongamos que f y g son derivables en z. Entonces
1. f+gesderivable en z y (f + ¢)'(z) = f'(z) + ¢'(2),
2. fg es derivable en z y (fg)'(z) = f'(x)g(x) + f(2)g'(z),

3. 81 g(x) # 0 (con lo que existe un entorno de = donde existe 5) entonces 5 es derivable
enxy
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Ejemplo 2.7 Si f :la,b|— R es constante en |a, b, entonces f es derivable en ]a,b| y
f'(x) =0 para todo x €]a,b].

Ejemplo 2.8 Sabemos que si f(x)

=x entonces f'(x) = 1. Ver, usando el teorema
anterior, que si f(x) = z* entonces f'(x) =

Ejemplo 2.9 Probar que la derivada de tan(z) es 1+ tan?(z) (es decir m)

Regla de la Cadena

Sea f :]a,b[— Ry sea g :Jc, d[— R, con f(]a, b]) Clc, d[. Supongamos que f es derivable
en = €)a,b[ y que g es derivable en f(x). Entonces g o f es derivable en = y

(gof)(x) =g (f(2)f ().
Es decir, si h(z) = g(f(z)), con f y g derivables, entonces
W(x) =g (f(x))f(z).

Ejemplo 2.10

1. Sea f(x) =Inz, sabemos que f'(x) = 1/x. Su inversa es la funcion g(x) = e*, esto
es

In(g(z)) = =.
Sabiendo que g es derivable y derivando en dicha expresion, aplicando la regla de la cadena,
1 /
——9\T)= 1a
9(x) i

con lo que

2. Sea ahora f(x) = arcsinz definida sobre | — w/2,m/2], que es la inversa de sin(zx),
entonces

sin(f(z)) = =.

Sabiendo que f es derivable y derivando,

cos(f () f'(x) = 1,

es decir,
1
cos(arcsin )

fla) =

Ahora, como sin(arcsin(x)) = x entonces cos(arcsinz) = /1 — a2, y por tanto
1

fl@) = Ve
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Ejemplo 2.11 Sea o € R, y sea f(x) = x* definida en |0,+oo[. Sabiendo que f es
deriwable, ver que
f'(z) = az®!.

EJERCICIO 2.5 Hallar la derivada de las funciones:

1. f(z) = sin(z?).

2. f(z) = (z + tan(z))
3. f(x) = 2% cos®(a?)
4o flx) =&

5. f(z) = In(z + In(z))
6. f(z) = /2.

7. f(z) = a®

8. flz) =2

10. f(z) = y/arctan(x).

Ejemplo 2.12 Si una funcion f(z) es deriwable, con derivada f'(x), y esta a su vez es
derivable, se denota su derivada como f"(x) y se denomina derivada sequnda de [ (en
general se podria definir asi la derivada n—ésima de f, que denotariamos f™(z)). Calcular
las derivadas primera, sequnda y tercera de

1. f(x) = In(kx), donde k es una constante.
2. f(x) = sin(kx).
3. f(z) = (322 — 4)e®. (Seria 4itil utilizar la férmula de Leibnitz (f(x)g(x))" =

(1) @)

(2

4. f(z) = m (Descomponer en suma de fracciones)

5. f(z) = sin(4x) cos(2z). (Ezpresar como suma)

EJERCICIO 2.6 Dadas las funciones hiperbdlicas

et —e™®
sinh(z) = — — seno hiperbdlico,

x + —x ) -
cosh(z) = % coseno hiperbdlico.
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Probar que
1. cosh?(z) — sinh?(z) = 1.
2. (sinh(x))" = cosh(z), (cosh(z))" = sinh(z).

3. Hallar las derivadas de sus funciones inversas, argsinh(z) y argcosh(z) (cosh defi-
nido en [0,400]).

2.3. Polinomio de Taylor

En el desarrollo del calculo, la aproximacién de funciones arbitrarias por polinomios
ha sido siempre una tarea destacable, ya que éstos son facilmente computables. Una de
estas aproximaciones que se estudia en el calculo basico es mediante los polinomios de
Taylor. Mas concretamente, para una funcion de una variable real f suficientemente suave
cerca de xg, por ejemplo ¢ + 1 veces derivable con derivadas continuas, se tiene que, para
X cercano a xo:

]‘ ! 1 1" 2 ]‘ " 3
£() = (o) + 33 (o) = 20) + 538" (wo) & = 20)? + 511" (o) (& — )

. Y %f(q)(xo)(m — 20)" + Ry (0, )

siendo R,(xo,x) el denominado resto, que determina el error, y que se puede establecer
de diferentes maneras. Una de las més utilizadas es el resto de Lagrange en la que

1
(g +1)!

Rq(m(h .Z') = f(qul)(g)(x - xO)q+1>

para cierto & entre xg y x.

El polinomio en x,
Paao (&) = £ (o) + 17 (00) (& = 20) + 1" (@)@ = 20)* + " (a0) & = )’

1
...+ af(q)(l’o)(x — l’o)q7

que resulta como aproximacion de f se denomina Polinomio de Taylor de orden q de f
alrededor de x(. Se tiene que

lim f(l') — Pq@o (‘T)

— ()’
T—T0 ]a: — xolq

situacién que caracteriza a dicho polinomio entre todos los de grado q.

En particular, si f tiene derivadas parciales de segundo orden continuas,

£(&) = Fao) + 1 (o) & = 20) + Ry
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con
1

= ﬁfﬂ(f)@ - $0)2

para cierto & entre xg y z. Esta expresion es especialmente 1til en el estudio de maximos
y minimos relativos de f.

Ry

EJERCICIO 2.7 Comprobar la siguiente igualdad:

1
1+z

(_1)n+1$n+1

1+2x

=1—-a+2>+ -+ (=1)"2" + R,(x), donde R,(z)

Observar que lim,_,o R,(z) = 0.

EJERCICIO 2.8 Hallar el desarrollo de Maclaurin de orden n (es decir, el polinomio
de Taylor alrededor de x = 0) de las siquientes funciones:

1. f(z) = e
2. f(z) =sinz
3. f(z) = cosx
4. f(z)=Inz

EJERCICIO 2.9 Calcular los tres primeros términos no nulos del desarrollo de Ma-

claurin de f(x) = cos*(z). Estimar el error cometido al usar sélo esos tres términos para

evaluar cos? (%) .

EJERCICIO 2.10 Probar que si se aprorima e€* por 1+ x + % + %3, el error cometido
para 0 <z < % no serd mayor que 1072,

2.4. Diferenciabilidad

2.4.1. Derivadas parciales

Sea f: R? — R. Se llaman derivadas parciales primeras en el punto? (a,b) a

Dy f(a.b) = lim f(a+t,b7)f— f(a, b), D f(a,b) = lim fla,b+1t) — f(a,b)

2Basta que este punto esté en el interior del dominio de f si este no es todo el espacio.
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Recordando que la derivada de una funcién de una variable f(z) en el punto a es

o fatt) = f(a)

t—0 t ’

se tiene que calcular D, f(a,b), para una funcién de dos variables, es como derivar
respecto de la variable x dejando la variable y fija, y similarmente para Dy f(a,b).
Se suele también denotar

D: f(a,b) = %(a,b), Do f(a,b) = %m,b).
Ejemplo 2.13 Si f(x,y) = 2%y + 112,
%(fc, y) = 32y + 7, g—g(ﬂf, y) = 2’ + 2xy,
%(1,0) =0, 2—5(1,0) =1, 2—5(1,2) = 3.

De forma similar se definirian tres derivadas parciales primeras si f fuese una funcién
de tres variables y, en general, n derivadas parciales si lo fuese de n variables.

Derivadas direccionales

Sea f: R? — R, se llama derivada direccional de f en la direccién (v, ve) # (0,0), en
el punto (a,b) a
fla+tvy, b+ tvg) — f(a,b) d

D(’Ul,’l)z)f(a’ab) - 11;{% t — %hzof(a/‘l—tvl,b‘f—th)

= [|(v1,v2)||D w100 f(a,b).

[1(v1,v2)I]

Notar que D1 f(a,b) = D) f(a,b) y D2f(a,b) = D) f(a,b).

Geométricamente, la derivada direccional nos da la pendiente de la tangente en el punto
(a,b, f(a,b)) a la curva que sobre la grafica de f se obtiene al caminar en la direccién y
sentido de (vy, v).

Vector gradiente

Se llama gradiente de una funcién real f(x,y) en un punto (a,b) al vector cuyas
componentes son las derivadas parciales en ese punto, siempre que estas existan. Se denota

por
Vf(a,b) = (g—i(a, b),%(a,b)) :
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Ejemplo 2.14 Calculemos las derivadas direccionales de f(x,y) = 2° +y.

Ejemplo 2.15 Calculemos las derivadas parciales en (a,b) de las funcion f(z,y) = 5+
3zy — 413

Ejemplo 2.16 Calculemos el gradiente de f(x,y) = z*sin(3z + y3).
Ejemplo 2.17 Calculemos las derivadas parciales de f(x,y,z) = x* + 2zy* + y2z°.

EJERCICIO 2.12 Calcular las derivadas parciales de las siguientes funciones:
i) fx,y) = e
i) f(z,y) = (2 + y*) log(a? + y°)
i) f(u,v,w) = log(u? + vw — v?)
) f(p,0) = p3cosd
v) f(r,s,t) = sen(s+ tcosr).

EJERCICIO 2.13 Calcular el vector gradiente de las siquientes funciones en el punto
que se indica:

i) f(z,y,2) = 2rlogy — 2%y* en (1,1,0).

7’7’) f(xaya Z) < -

i) f(z,y) = 2% +log /Ty en (2,1).

en (1,-1,1).

i) f(u,v) zlogu—lv en (5,v2).

v) f(s,t) =log(s* + 2t + 1) +sen(s + t) en (0,0).

2.4.2. Diferenciabilidad

Se dice que f es diferenciable en (a, b) si existen

or of

OO

(a,b),

es decir, existe el Vf(a,b), y

fla+hb+k) — fa,b) — Vf(ab) - (h k)
N

— 0, cuando (h,k) — (0,0).
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Cuando f es diferenciable en (a,b), el plano
z = f(a,b)+Vf(a,b) ’ (‘T—aay—b)
representa el plano tangente a la grafica de f en el punto (a, b, f(a,b)).

Es importante destacar las siguientes propiedades:

(i) Al igual que para funciones de una variable, si f es diferenciable en el punto (a, b),
es continua en él, esto es, f(x,y) se acerca a f(a,b) cuando (x,y) se acerca a (a,b).

(ii) Si f es diferenciable en (a,b), para todo (vy,v2) # (0,0), se tiene que

D(vl,vg)f(a, b) = Vf((l, b) . (’Ul, UQ).

Geométricamente, esto expresa que Vf(a,b) (—V f(a,b)), cuando no es nulo, es
la direccién en que f crece (o decrece) mas rapidamente. Observar que D, f(z) =

_vaf(x)

(iii) Si las derivadas parciales de f son continuas en (a, b) entonces f es diferenciable
en dicho punto. Cuando ocurre esto en todo punto se dice que la funcién f es de clase C*.

Matriz Jacobiana

Dada una funcion f : R® — R™ diferenciable, es decir, con cada una de sus compo-
nentes diferenciable, llamaremos matriz jacobiana de f en el punto x a

Vfl (Qf)
Vfg(fﬂ)

() = _
V fm()
A la aplicacién (lineal ) df (x) : R — R™,

ha ha

se le llama diferencial de f en x.

Plano tangente

Hemos dicho que si tenemos la superficie, grafica de f, f € C1,

z= f(z,y),
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el plano tangente en el punto (zo, ¥o, 20), 20 = f (%0, %o) esta dado por

z =29+ V f(x0,y0)(x — 20,y — Yo).

Si una superficie viene descrita por la ecuacién implicita®
F(z,y,2) =0,

F de clase C', VF(xg,y0,20) # 0, el plano tangente a dicha superficie en el punto
(%0, Yo, 20) viene dado por

OF OF OF

a_x(ﬂfo; Yo, 20) (T — x0) + a_y(xoyyoa 20)(y — Yo) + E(SEO;:‘/O’ 20)(2 — 20) = 0.

La recta normal a la superficie en dicho punto viene dada paramétricamente por

(z,y,2) = (v0,%0, 20) + tVF(x0,%0,20), t€R.

Ejemplo 2.18 Hallar el plano tangente a las graficas de las funciones siguientes,
f(z,y) =x +y en el punto (1,2,3),
9(z,y) = 2xy* + 22y en el punto (1,-1,1),

h(z,y) = % + 3 — 322y + 3z en el punto (1,1,2).

EJERCICIO 2.14 La temperatura de cada uno de los puntos de una placa cuadrada
viene determinada por la funcién T(x,y) = (x — 1)3(y — 2)%. Calcular cudles son, en el
punto (0,0), las direcciones de mayor crecimiento y decrecimiento de la temperatura.

EJERCICIO 2.15 Denotemos por z = 2~ + ¢ la altura de una montaiia en la
posicion (x,y). Veamos en qué direccion desde (1,0) deberiamos comenzar a caminar para
escalar lo mds rdpido posible.

EJERCICIO 2.16 Supongamos que una montana tiene forma de paraboloide eliptico
2 = 1—a? — 2y%, donde x,y son las coordenadas este-oeste y z es la altitud sobre el
nivel del mar. Si se suelta una canica en el punto (1,1, —2) sen qué direcion comenzard a
rodar?.

EJERCICIO 2.17 Un insecto se halla en un medio ambiente toxico. El nivel de toxici-
dad estd dado por T(z,y) = 22? — 4y>. Si el insecto estd en la posicion (1,2), veamos en
qué direccion deberd moverse para disminuir lo mds rdpido posible la toxicidad.

3Sea A un abierto de RN y F': A — R de clase C*,
M:={rxeA: F(x)=0}, VF(x)#0Vxe M,

se dice una (n — 1)-variedad definida por F.
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EJERCICIO 2.18 Un insecto se halla en un medio ambiente toxico. El nivel de toxici-

dad estd dado por T(z,y,z) = 22 — 43> + 1+122. Si el insecto estd en la posicion (1,1,-2),

veamos en qué direccion deberd moverse para disminuir lo mads rdpido posible la toxicidad.

Ejemplo 2.19 Razonar si la derivada direccional de la funcion
fx,y,2) = €Y% + cosx sinz

en el punto (1,—1,1) en la direccion (—1,2,1) es igual a 1.

EJERCICIO 2.19 Hallar el plano tangente y la recta normal a la superficies:
(1) z = 2zy* + 2%y en el punto (1,—1,1).
(2) 22 —22% —2y*> =12 en (1,—1,4).
(3) 2 +y*+22=1 en (0,0,1).
(4) y=x(2z—-1) en (4,4,1).
(5) xyz=12 en (2,-2,-3).
(6) vy—2=0 en(—2,-3,6).

EJERCICIO 2.20 Hallar todos los puntos de la superficie z = 4x + 2y — 2% + 2y — 3>
en los que el plano tangente es horizontal.

EJERCICIO 2.22 Calcular la matriz jacobiana de la funcion definida por

flzy) = (22 + 3y, day)

en el punto (1,1).

2.5. Foérmula de Taylor 11

Al igual que para funciones de una variable, para funciones de dos variables suficien-
temente suaves, se tiene la siguiente aproximacion por polinomios de Taylor:

f(xo+h,yo + k) = f(xo,y0) + %[le(%a Yo)h + D2 f (w0, yo)k]+

1
+§[D11f($07 Yo)h* + Diaf (20, yo)hk + Doy f (20, yo)hk + Daa f (0, yo)k*]+

1
+§[D111f($07 Z/O)h3 + D112 f (o, yo)th + Do f (0, yo)h2k + Doy f (o, yo)h2k+

+ D192 f (20, ?Jo)h]f2 + Doya f (o, yo)th + Dagy f (o, ?Jo)h]f2 + Dago f (o, yo)k‘ﬂ—i—
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+--+ Ry,
— 9009 _ 9 — 09 _ 92 — 0009 _ _&_ ‘
donde Dy, = 355 = 522> D12 = 9995 — Dudn’ Dig = 99505 — FyaaZr 0 Y ademas, dado

que f es suave, se tiene que

D12 = D217 D112 = D121 = D2117

EJERCICIO 2.21 (i) Si f(x,y) = €"cosy, calcular %(0,0).
(ii) Si f(x,y) = 3z% + bxy — 5y?, calcular %(1, 2).

(111) Si f(x,y) = sin(z? + y*) — cos(x?® — y?), calcular %5;2(0, 0).

En particular, si f tiene derivadas parciales de segundo orden continuas,

o+ b+ ) = F(z0,0) + 11101 f (0, 30)h + Daf o, 0)K] + R
con

Ry = o [Dus f(2, )2 + 2D1a f(x, y)k + Don  (a, )k

para cierto (z,y) entre (zo,%0) ¥ (o + h,yo + k). Es decir, para cierto (z,y) entre (o, yo)
y (x() + hayo + k)?

f(xo+ hyyo + k) = f(20,90) + D1f(z0, yo)h + Daf (w0, yo)k+

#3001

donde Hy(z,y) se conoce como matriz hessiana de f en (z,y),

o Dllf($ay) Dlzf(l",y)
Hf(x7y) B ( D21f($7y> Dggf(l',y) ) '

Esta expresiéon es especialmente 1itil en el estudio de maximos y minimos relativos de f.

Ejemplo 2.20 Hallemos el polinomio de Taylor de orden 1 en el origen de la funcion
f(z,y) = e*sin(z +y).

Ejemplo 2.21 Hallemos el polinomio de Taylor de orden 2 en el origen de la funcion
fla,y) = e
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2.6. Regla de la cadena y derivacién implicita

2.6.1. Regla de la cadena

Al igual que para el caso de funciones reales de variable real, es muy ttil tener una
formula para el calculo de la diferencial de la composicién de funciones. Es esta la conocida
como regla de la cadena o Teorema de la funcion compuesta. Esta regla nos permitira sa-
ber cuando reescribimos una funcién f(x,y) en unas nuevas coordenadas, por ejemplo en
coordenadas polares, f (p,0), qué relaciéon hay entre las derivadas parciales de f respecto
de x e y y las de f respecto de p y 6.

Sea f(z,y) diferenciable y supongamos que x = x(t) e y = y(t) son funciones derivables
en t. Entonces la aplicacion z(t) = f(z(t),y(t)) es derivable en t y

J(t) = dz _0fdr Ofdy
T dt Oxdt  dydt

Ejemplo 2.22 Supongamos que wu(z,t) satisface la ecuacion %—? + ug—z =0 yque =z,
como funcion x = f(t), satisface % = u(x,t). Probar que u(f(t),t) es constante en t.

Si lo que tenemos es x = z(u,v) (temperatura en el punto de coordenadas horizontal
w y vertical v) y = y(u,v) (humedad) diferenciables a su vez, entonces (la sensacién de

)
calor) z(u,v) = f(z(u,v),y(u,v)) es diferenciable en (u,v) y

0z 8f03:+8_f@
Ou  Ordu ' dyou’

Y0 _osar oray

v Orxdv  Oydv

En general tenemos que si f : R® — R™ y g : R™ — R* son diferenciables, entonces
g o f también lo es y su matriz jacobiana se puede calcular como sigue:

(go f)(z) =g'(f(x)) - f'(x).

Cambio de coordenadas. Toda funcién f(x,y) puede venir descrita en coordenadas
polares. Recordando que para todo (z,y) € R?\{(x,0) : > 0}, existen p > 0y 0 €]0, 27]
unicos tales que

(2,y) = (pcost, psind),

se tiene que

f(w,y) = f(pcost, psind) = f(p,0).
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Ejemplo 2.23 Vamos a transformar la expresion z2% — yam mediante el cambio a

y
coordenadas polares x = pcos 0, y = psen 6.

Denotemos Z(p, ) = z(pcos B, psin ). Despejando en (),

0z 1|2 send 0z 0z
—=- % 0 — — 0
Jdr p ’ % pcos ‘ p(pCOS dp i, 39)
Jz 1 cos § & 1 0z 0z
- _ op | — -~ -~
o 7 ‘ psen 6 2 ‘ p(cos 0 ae+psen 0 8p).
Por tanto,
1 . . .
g; ygi = pcos 0;(008 0 %+psen 0 g—;)—psen Hp(pcos 0 Z—Z—sen 0 g;) %

Asi, si buscamos z(z,y) tal que xgz — y% = 0; estamos buscando Z(p, #) tal que % =0,

de donde 2(p,0) = f(p), y por tanto z(x,y) = f(\/W) = g(a? + y?).

Ejemplo 2.24 Sean f(u,v) = (u + v,u,v?) y g(x,y) = (z* + 1,9?). Calcular la matriz
jacobiana de fog en el punto (1,1).

Ejemplo 2.25 Sean f(z,y) = ("™, x — y,2?) y g(u,v,w) = (uw, sen(v + w)). Calcular
la matriz jacobiana de la funcion g o f en el punto (0,0).

EJERCICIO 2.26 La temperatura en un punto (z,y,z) viene dada por una funcion
diferenciable T'(x,y,z). Una particula viaja por la hélice o(t) = (cost, sent,t) y denota-
mos por f(t) la temperatura de la particula en el instante t. Calcular f'(3) sabiendo que

VT(0,1,%) = (2,1,3).

)y 9

EJERCICIO 2.27 Calcular las derivadas parciales de h(x,y) = f(xseny,x,e¥) en el
punto (1,0) sabiendo que V f(z,y,z) = 2x +y,x + z,y).

EJERCICIO 2.28 Sabemos que F(x,y,z) y g(z,y) son dos funciones de clase C* que
cumplen que F(x,y,g(x,y)) = 0 en todos los puntos (x,y) del plano. Calcular el vector
gradiente de g en el punto (1,0) suponiendo conocido que g(1,0) = 0 y VF(1,0,0) =
(_17 17 2)

EJERCICIO 2.29 Sean f : R* = R y g : R?> — R funciones con derivadas parciales
continuas de forma que

f(@,y,9(2,y)) = x + cos(y).
Sig(0,0) =1y Vf(0,0,1) = (1,1,2), calcular Vg(0,0).
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Ejemplo 2.26 Sea f(u,v,w) una funcion diferenciable que toma valores en R y cuya
primera variable toma valores de temperatura, la sequnda de humedad y la tercera de
cantidad de nutrientes.

En los puntos (x,y) de una placa se tiene que la temperatura es
T(x,y) = 306" +Y°,
la humedad es una funcion diferenciable H(x,y) tal que
VH(z,y)=(1+xz,1—y)

y la cantidad de nutrientes es una funcion diferenciable C(z,vy).

Sabiendo que
H(0,0) = 100, C(0,0) = 50,

vC(0,0) = (1,—1)

D, £(30,100,50) = D3 £(30, 100, 50) = 1,

calcular la direccion de mayor crecimiento en el punto (0,0) de la funcion

F(T(z,y), H(z,y),Cz,y)).

Ejemplo 2.27 Sean f y g diferenciables. Suponemos f (g, M) = 0 para cualquier
xr

valor de x e y. Si Dyof(x,y) # 0 en todos los puntos, se pide probar que xDig(x,y) +
yDag(z,y) = g(z,y).

0 0
Ejemplo 2.28 Calcular 8_u Y 8_1; siendo v = x> — 2y, T = scost, y = tsen s.
s
0z 0z , .
EJERCICIO 2.30 Resolver xa— — ya— = 0 mediante un cambio a coordenadas polares.
Y iy

2.6.2. Derivacion implicita

En algunas ocasiones tendremos que nuestras funciones vendran descritas por medio
de ecuaciones en las que sera dificil despejarlas en funcién de sus variables (es decir, las
tendremos descritas de manera implicita).

Asi por ejemplo, si f(x) viene descrita por

log f() + f(x) =z + 1
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con f(0) =1, es “dificil” expresar f en funcién de x explicitamente. No obstante si nece-
sitamos conocer el valor de f/(0) (suponemos/no probamos que f es derivable) podemos
actuar de la siguiente manera. Derivando en la ecuacién anterior tenemos que

@)
+ (@) =1,
fo) T
entonces, sustituyendo en x = 0 el valor conocido de f(0) = 1, se tiene que
1
/
0)=—-.
HOEE

Ejemplo 2.29 S el sistema

cosu + sinv = 2zy +u

v +utanz = v

define a x ey como funciones de u y v diferenciables tales que x(0,7) =1 e y(0,7) = 1/2,

ox Oy
calcular 57 y 3% en (0, 7).

Ejemplo 2.30 Dadas las expresiones que definen u y v como funciones de x ey diferen-
ciables,
rsinu+Inv =y

ycosv — Ilnu = x,

con u(0,0) =1 yv(0,0) =1, calcular % Y g—; en (0,0).

EJERCICIO 2.31 Six = z(t) es una funcién deriwable calcular z(0) y 2'(0) si

cos(zt) = xt + x.

EJERCICIO 2.32 Si en la ecuacion xy = logE se puede despejar y = @(x), siendo ¢
)
1
\/E}

una funcién de de clase C™ definida en un entorno de xy = /e tal que p(xy) =

comprobar que
¢'(20) =0 yque ¢"(z9) <0
(es decir, que ¢ tiene un mdzximo local en x).

EJERCICIO 2.33 Supongamos que el sistema:

2

TCOSY +YCoOSZ+ 2COST =T
P+t —ay=m

define implicitamente a y y z como funciones de x, z = f1(x), y = fa(z), ambas de clase
C* y definidas en un entorno de 0, tales que f1(0) =0, fo(0) = m. Calcular f1(0) y f5(0).
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Integracion

3.1. Calculo de primitivas

Dada una funcién f : R — R, hemos visto cémo calcular f’(z). Vamos ahora a realizar
lo contrario, es decir, dada f encontrar F' tal que F'(x) = f(x); si existe una tal F' se dice
que F' es una primitiva de f.

Por ejemplo, toda funcién continua en [a, b] tiene una primitiva.
Observar que si F' es una primitiva de f, para toda constante C, F' 4 C' también lo es.

Se tiene también (Teorema Fundamental del Célculo) que si F''y G son dos primitivas
de una funcién f en [a, b, entonces ambas se diferencian en una constante.

Obviamente, si F' y (G son primitivas de f y g respectivamente y o y 3 son constantes,
entonces aF’ + BG es una primitiva de a.f 4+ fg.

Normalmente se denota a una primitiva o a las primitivas de f(z) por

[+ [taa

que también llamamos integral de f.

Vamos ahora a estudiar el cdlculo de primitivas o integrales.

27
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3.1.1. Integrales inmediatas

28

Se llaman asi a aquellas cuya solucion sélo requiere recordar las férmulas elementales

de derivacién. Asi por ejemplo,

Jor =22 Yne R\{-1}, [f(@)"f(x)=
[L=mlz, [EE =n|f@),

Jer=e,

[sinz = — cos,

[ cosz =sinz,

[ =% = [(1 + tan’z) = tanw,

cos? x

[ == = J(1 + cotan’z) = —cotanz,
i ﬁ = arcsin x(= —arccosz + C),

i ﬁ = arctan x(= —arctanz + C),

y también,
1 L . . _eT_e—=®
J 77/= =arcsinhz  (sinhz = 5—),
1 _ e"te=
J 7= =arccoshz  (coshz = =)

Ejemplo 3.1 [ cos(3z) 3

= % [ 3cos(3x) = §sin(3z).

n+1

[a?sin(2®) = =% [ —3a?sin(z?) = 3 cos(a?).
[retl =1 [2per™+l = Leo™t1,
—— = (11% — %) = %10g|1+x| — %10g|1—x| =
7 = 2 1_252 - —%ln|1 —a?|.
_ -2z _ _ _1/2 (1 N Iz>f5/2+1 _

_1
2 (1712)5/2 -

| e =
=22

[tanz = [ 522 = — f dae

—5/2+1

—In | cos x|.

[+t

tlog [1£2|(= arctanhz + C).

Vn € R\ {—1},
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[tan?z = [(1+ tan®*z — 1) = tanz — 2.

i Vl”dx—f\/lfrixxalx—f\/ld‘_l”m2 —I—f\/lfxzdx:arcsinm—\/1—x2.

=3 2 arcsin(3t + 3).

[ _ff I
m \/T

\[ f 1/\[ 1 45

1 _ —
f 224102430 f (x+5)2+5 5 f m+5)2+1 x+5)2+1 — \/5 arctan \/5

fxzm_;f:(j:f(l i§;4) J1-3 m2+4+f 1/22+1—x——11r1|x + 4] + arctan 3.

EJERCICIO 3.1 Calcular
(i)/(3x2—5)3x dz (ii)/\/x\/xm iz (iii)/\‘f_?’g*% d
(iv) / ﬁdw () / \/%de (v3) / 1j_ze$dx

1
(m’i)/tanSx dx (viii)/tanzx dr (m)/mdx

Vitz
Vi—z

(ix) dx.

3.1.2. Cambio de variable

En algunos casos, mediante un cambio de variable, transformamos una integral en otra
mas sencilla. Este método se basa en el siguiente resultado: Sea x = ¢(t) una funcion que

admite derivada continua no nula y funcién inversa. Entonces*

/ £(x) dx — / E(g(t)) - g/(t) dt o 9.

Dicha férmula se deduce fécilmente de la regla de la cadena: si F'(x) = f(z) entonces

(F'(g(1)) = F'(g(t)) - g'(t) = f(g(1)) - g'(2).

Ejemplo 3.2

o [V1—22dr = —costidom—sintar) | V1 — cos? tsintdt = — [sin®t =

= [(cos?t —1)dt = [(Lros2t 4 1)t = —L o2t = L g sinteost — L apccogg + 222,

'Normalmente se suele escribir, x = g(t), dr = ¢'(t)dt, al hacer el cambio.
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o [1ldr = [ pAttdt =4 [(1? — 1+ {Lp)dt = 47 — 4t + darctant =

= 3V — 4y/x + darctan /.

. fﬁdm =lomcost] — | Bdt = — [dt = —t = —arccosz (hacerla con el cambio
x =sint).

dx 1 —dz dt . 5
. —_— . _— . j— [ —
f r?—95-3 f 2 32 22 t=1/z] f ot 32 (te7mma7 d@SpU@S con un otro de
\/ T g

variable).

EJERCICIO 3.2 Calcular, con un cambio de variable,
1 sen x 1
. d . d d
(Z)/\/Z(l + ) v <u)/c:082x—cosx+ 1Y (m)/xlogx v
1
(iv)/x\/3—|—4x dx (v)/x3\/2+ 722 dx (vi)/2—dx
x

V1+ 22

g 1 [ 1+Vr+1
(vid) | ——=dz (viii) | ——F—
V3 + 222 14+ +/z+1

dz

: : 1
Sugerencia: en (vi) usar el cambio — = u.
x

3.1.3. Integracién por partes

Algunas integrales pueden resolverse haciendo uso de la férmula de integraciéon por
partes, que asegura que si f(z) y g(x) son funciones derivables en un abierto en el que

existe la primitiva de f(z)¢'(z) o de f'(x)g(z), entonces

[ 1@ g @ do = 1) gla) = [ £10)-gla)d
Observar que esta férmula se deduce facilmente del hecho siguiente:

(f(x) - g(x)) = f'(x) - g(x) + f(z) - g (2).

Ejemplo 3.3 [ze" =xe¢" — [1-¢" =ze" — ¢,

donde hemos tomado f(x) =z y ¢'(x) = € en la férmula anterior.

3

2 _ z3lnx 3
[a*ne =& =

tomando f(x) =Inz y ¢'(z) = 2%
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EJERCICIO 3.3 Calcular, integrando por partes,

(z)/x e’ dx. (ii)/e‘” senz dx. (1i1)
(iv)/arctanx dx. (v)/argsinhx dx. (vi)/arcsina: dx.
(vi) /(2x3 +x —3) e" de. (vii) /(2$4 +x)cosx dr.  (viii) /sin2x dzx.
(x)/cost dx. (ix)/x”log:z: dx; p# —1.

111 e*cosz dz.

3.1.4. Integracion de funciones racionales

Veremos un método que nos permite calcular cualquier integral de la forma
x)

P
/ ( dx,
Q(x)
donde P(z) y Q(z) son dos polinomios con coeficientes reales. Podemos suponer que el

grado de P, gr(P), es menor que el de @, i.e., gr(P) < gr(Q), ya que en caso contrario
escribiriamos el cociente

donde gr(S) < gr(Q).
El método se basa en descomponer el cociente ggg en cocientes de polinomios mas
sencillos llamados fracciones simples del tipo

n
(x —a)*’
mx +n
(r —a)?+0%
mx +n
((z — a)2 + %)

para los que el célculo de una primitiva es inmediato salvo quizé los de la forma?

mr —+n
e

a>1

Y

B =2,

con 8 > 2.

2Estos pueden resolverse por el método de Hermite. El lector interesado puede consultar la bibliografia.
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Ejemplo 3.4 Para calcular la integral

/ r+1 p
—dx
x3 + 22 — 6

podemos descomponer el integrando en

r+1 11 3 1 2 1

3+ 12— 6z Eix—kﬁx—Q_l_Sx—H%7

con lo que

z+1 1 3 2
T gp=—21 2 Joglr — 2| — = log |z — 3| + C.
/x3+:132—6:7cx g loglel + qglog |z — 2| = frlogle =3[ +

EJERCICIO 3.4 Calcular

. r+1 g x+2 dx
(l)/xQ—i—x—l—ldx (”)/1:2—1—33—2d$ (m)/:c?’—5a:2+6x

() / 25— 29:2364— or—3 4 () / J%)Q (m)/ (z— 1)(;[& NENES

3.1.5. Mas cambios de variables

Si R(x,y) es una funcién racional,

/ R(sinz, cos x)dx

se reduce al cdlculo de la primitiva de una funcién racional mediante el cambio de variable
t = tan 5 (dicha integral es par en sin(x/2) y cos(z/2)),

' 2t 1—t*\ 2
/R(Slnx,cosx)dx:/3(1+t2a1+t2)1+t2dt'

Ejemplo 3.5

/ dx _/ a1 1
cost+2sinz+3 ) #2+2t+1  t+1  tanf+ 1

Pero algunas veces esta integral puede resolverse més rapidamente en los siguientes
casos:

Impar en coseno

Si la funcién R cumple R(sinz, —cosz) = —R(sinx,cosz), entonces el cambio de
variable ¢ = sin x también reduce la integral a una integral de funciones racionales.
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Impar en seno

Si la funcién R cumple R(—sinz, cosz) = —R(sinz, cosx), entonces el cambio a rea-
lizar es t = cosz.

Par en seno Y en coseno

Si la funcién R cumple R(—sinz, —cosz) = R(sinz,cosz), entonces el cambio es
t=tanz.

Ejemplo 3.6

sin?
5 dz.
cosb x
Haciendo t = tanzx

/siandgj:/(t4+t2)dt:tan5x+tan3x+c.

cos® x 5 3

Ejemplo 3.7 Calcular

d d
(4) / @ (i4) / ’ (41) / cos®z sen?az dx
1+senzx 1+senx + cosx
d 4
(iv)/cos?x sen® x dz. (U)/l—i-sﬁ (vi)/zzzgz dx

(m’z’)/sean cos2x dx (viz’i)/sen bz sen3z cos2x du.

Las integrales en las que aparecen funciones racionales en = y alguna de las funciones
VaZ — 0222, Va? + b2, 022? — a2,

se transforman en integrales del tipo estudiado anteriormente mediante los cambios de

variable x = {sinz, ¥ = tanz, x = {secz, respectivamente. Aunque sueles ser muy

utiles los cambios con senos y cosenos hiperbdlicos.

Ejemplo 3.8
/\/3 — 2 — x2dx.

Haciendo el cambio x +1 = 2sint obtenemos

/mdx:/mdx:
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:4/cos2tdt: 2t 4+ 2sintcost + C =
1 r+1)°
+(:c+1)\/1—( 5 ) +C

Ejemplo 3.9 Calcular, usando cambios trigonométricos o hiperbdlicos,

(i)/m dx (n‘)/\/m d (m)/m dx

.z
= 2 arcsin

. dz dx
(ZU)/W (U)/\/ﬁ-

3.2. Integracion definida. Calculo de areas

Sea f : [a,b] — [0, +00] una funcién continua (o continua a trozos y acotada), el area
que encierra la grafica de f por encima del eje OX entre las rectas x = a y x = b se puede
calcular y su valor se denota por

b
[
a

f=F(b) - Fla).

a

Si F' es una primitiva de f entonces

En general, si F' es una primitiva de una funcién continua f en [a, b]

[ r=F0)- F@

representa el area que encierra la grafica de f por encima del eje OX entre las rectas
r =ay x = bmenos la que encierra por debajo. Asi, por ejemplo, fab |f — g| representa
el area que encierran las graficas de f y g entre las rectas t =ay x = b.

b
/ f se denomina integral (definida) de f entre a y b,

(se puede definir para muchas més funciones que las continuas).

Teorema fundamental del Calculo: Si f : [a,b] — R es continua, F(x) = [ f(t)dt es
una primitiva de f (tal funcién no siempre se puede calcular de manera explicita, como
por ejemplo [ e~ dt).

3Esto se conoce como Regla de Barrow y escribiremos f; f=F|"=F(b) - Fl(a).
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Ejemplo 3.10 Derivar las funciones:

(i) F(z) = /O ’ cos®t dt.

(i5) F(z) == /1 : %t dt.

Propiedades

1. Sea a < ¢ < b. f continua en [a, b], entonces

[r=[[r

35

2. Si fy g son continuas en [a,b] y oy  son constantes, entonces a.f + (g es integrable

Riemann en [a,b] y

/abafwg:a/:fw/abg.

3. Si fy g son continuas en [a,b] y f > g, entonces

/abfZ/abg

4. [Cambio de variable| Si g : [a,b] - R es C' y f es continua en g([a, ]),

q(

g(a

Si ¢ > d se entiende que

5. [Integracién por partes]

b b
[ 1@ @iz = 1090) - r@gta) - [ 1@ty

Ejemplo 3.11 Calcular fol V1 —22dz.

b) b
x)dxr = "(t)dt.
@) / F(a(t)g/(t)dt

[r==[+

Ejemplo 3.12 Calcular el drea comprendida entre la funcion f(z) = (x —1)(x +2), los

ejes coordenados y las rectas * =—3 y x = 2.
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Si se representa grdficamente la funcion f(x), se puede apreciar que, en el intervalo
[—3,2], f(x) toma valores positivos y negativos,

fl) si —3<a< -2
[f@)] =4 —flx) si —2<z<1
flz) sil1<az<3.

A:f_zglf( ) de = [, Ya—1) (242) dot [1, —(x—1) (242) det [ (z—1) (z+2) dv =
49/6.

Ejemplo 3.13 Calcular el drea limitada por la recta y = 2z +3 vy la pardbola y = x°.

Dadas las funciones f(x) =2x+3 y g(x)=2?, los puntos de corte de ambas son,
r=—-1 y x =3 Enelintervalo [—1,3] se verifica |f(z)— g(z)| = f(z) — g(z),
entonces A = fi |f(z) — g(x)| do = ffl(2x + 3 —2?%) dz = 32/3.

EJERCICIO 3.6 Calcular el drea encerrada por las curvas
(1) y=2a°, =y
(ii) y=2*,z+y=2.
(i1i)) y =senz , y =cosx entre =0y x = —
(w) y=e€*,y=2,x=0.
(v) y=x ,y=x+sen’z, z=0yx=nm.

3.3. Integracién en R?

Sea D C R? un conjunto compacto. Dada una funcién continua f : D — [0, +oo| es
posible definir el volumen que encierra la grafica de f y el plano XY sobre el conjunto
D*, a dicho volumen se le representa como la integral doble de f sobre D,

Vol({(z,y,2) : (x,y) € D,0< z< f(z,y)}) //f

Aunque f no sea positiva, también es posible definir [ [ p [ v representa el volumen
que encierra la gréfica de f por encima del plano XY sobre el conjunto D menos el
volumen que encierra la gréafica de f por debajo del plano XY sobre el conjunto D.

Vamos a ver como calcular dicha integral en algunos casos sencillos (todos estos re-
sultados se conocen como Teorema de Fubini). Supongamos que f es funcién de variables
(z,y), en este caso también se suele denotar [ [, f = [ [, f(x,y)dzdy.

4Dar una breve descripcién gréfica.
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3.3.1. Integral sobre un rectangulo

Supongamos primero que D = [a,b] X [¢,d]. En este caso,

//DfZ/ab (/Cdf(x,y)dy) dw:/cd (/abf(m,y)da:) dy.

Observar que con la primera integral fcd f(z,y)dy (supongamos que f es positiva) es-
tamos calculando el area de la seccion con X = x del cuerpo que encierra la grafica de f
por encima del plano XY entre Y =ce Y =d.

Ejemplo 3.14 Calcular / e"™Y con las dos iteradas (observar que no hay si-
[0,1]x[0,2]
metria por culpa del dominio de integracion).

3.3.2. Integral “con cortes verticales”

Supongamos ahora que
D= {(':C7y) RS [aa b]?.gl(x) Sy< 92(‘17)}7
g; funciones continuas en [a, b].

En este caso,

//Df:/ab (/:::)f(%y)dy> dz.

Observar que la primera de las igualdades en 3.3.1 es un caso particular de este, y
aqui podemos hacer la misma interpretacién que alli.

3.3.3. Integral “con cortes horizontales”

Supongamos ahora que
D= {(m,y) ‘Y S [Cv d]?.gl(y) S X S 92(y)}7

g; funciones continuas en |[c, d].

En este caso,

[ [ ([ s
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Observar que la segunda de las igualdades en 3.3.1 es un caso particular de este, y que
podemos hacer una observacion similar a las anteriores.

EJERCICIO 3.9 Calcular, si es posible, las integrales iteradas de la funciones siguien-
tes:

a) f(x,y):=e" en el tridngulo de vértices (0,0) , (2,2) y (4,0).

b) flx,y) =

pardbola y = .

senx

en la region del primer cuadrante limitada por su bisectriz y la

c) flx,y) :=x en laregion, con ordenadas positivas, limitada por las circunferencias
centradas en el origen y radio 2 y 3 respectivamente.

d) f(z,y):= 2% en la region limitada por las curvas y>* =z , y* = —x ey=1.

e) f(x,y):=y en la region del primer cuadrante que hay por debajo de la circunfe-

rencia x2 +y* =2 y por enciama de la pardbola y = x2.

EJERCICIO 3.10 Invertir el orden de integracion en las siguientes integrales:

[ [ s dya
/01 /:_x f(z,y) dydz.

EJERCICIO 3.11 Calcular las siguientes integrales

(a) //A(a:+y) dedy con A:={(z,y) : 0<x <1, 332§y§2352}7
(b) //A|($+y)|dxdy con A = [—1,1]><[—1,1]7

(c) // sen(x +y) dxdy con A la region acotada limitada por las rectas v =0 , y = 3w
A
ey =T,

(d) //A | cos(x +y) | dedy con A := [0, 7] x [0, 7].

1
1+ y?

Ejemplo 3.15 Calcular // dxdy, donde D es el triangulo
D

D={(z,y): 0<z<1, 0<y <z}
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3.3.4. Volumenes de sdlidos de seccion conocida. Volimenes de
cuerpos de revolucion

Las observaciones hechas en las secciones anteriores se conocen como Principio de
Cavalieri que dice:

El volumen de un sélido S entre los planos X = a y X = b cuya seccién S,
producida por el plano X =z, a < x < b, tiene drea A(z) viene dada por

vzwmﬁz/zmmx

Ejemplo 3.16 Sea D un conjunto compacto, entonces, ffDl nos da el volumen del
cilindro de base D vy altura 1, y, por el Principio de Cavaliert,

Amﬂn:/éﬁ

En particular, cuando el sélido es un cuerpo de revolucién engendrado al hacer rotar
sobre el eje OX la figura plana encerrada por la grafica de la funcién f(z) (o la curva
y= f(x)), el eje OX, y las rectas X = a y X = b, el volumen viene dado por®

vzwlaﬂ@fm.

Ejemplo 3.17 Calcular el volumen del cuerpo engendrado por la figura plana encerrada
por la curva x* — azx® + b*y?> = 0 (a,b > 0) y el eje OX, al girar alrededor del eje OX .
Los puntos de corte de la curva con el eje OX se obtienen de resolver
L3 4
ﬁ(ax —z%) =0,
y por tanto son (0,0), (a,0). Asi pues,

‘1, 40 1 fa , 25\|"
V:TF/O ﬁ(ax —x)dxzwﬁ(zx—g )

(15
very
2062

Ejemplo 3.18 Calcular el volumen de un solido de base circular de radio 4, sabiendo que
toda seccion plana perpendicular a un didmetro fijo es un cuadrado.

Si consideramos la seccion perpendicular al eje OX en el punto x, —4 < x < 4, se tiene
que la base del cuadrado es 2v/16 — 22, luego el drea de dicha seccion es S(z) = 4(16 —z?),

con lo que
4 4 3 1024
V:/nS@%i/4ﬂ6—ﬁ):MMx—£N::H—f
i 4 3 3

SEl 4rea de la superficie de revolucién viene dada por 27 f; f(@)\/1+ f(x)%dx.
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EJERCICIO 3.12 Aplicando el principio de Cavalieri calcular el drea de un circulo y
el volumen de una esfera. Calcular, mds en general, el drea de una elipse y el volumen de
un elipsoide de revolucion.

EJERCICIO 3.13 Calcular el volumen de un cilindro y un cono, ambos de altura h y
radio de la base r.

EJERCICIO 3.14 Aplicando el principio de Cavalieri calcular el volumen del solido que
genera la curva y = 2 + senx al girar alrededor del eje de abscisas entre x =0 y x = 27.

EJERCICIO 3.15 Aplicando el principio de Cavalieri calcular el volumen limitado por
z=4—2%ylosplanosx=0,y=6,y=0,2z=0.

EJERCICIO 3.16 Aplicando el principio de Cavalieri calcular el volumen de los sélidos:

A={(x,y,2) : 0<2<2—2%—9y*},

B :={(z,y,2) : v+y+2<1, >0, y>0, z>0}.

2 2

Ejemplo 3.19 Calcular el volumen del conjunto E = {(x,y,z): z,y,2 >0, T + % +
2?2 <1},

3.3.5. Cambio de variable. Cambio a polares

Si U es un abierto de R? (para todo punto de U, z, existe una bola centrada en x
dentro de U), una funcién g : U — R? inyectiva, de clase C' y con jacobiano |¢'(u)| # 0
para todo u € U, se denomina cambio de variable.

Ejemplo 3.20 Describir geométricamente en R?: p =4 160 = T

Ejemplo 3.21 Describir geométricamente los conjuntos A := {(p,0) : p < 6cosf} y
B :={(p,0) : p> 4senb}.

Ejemplo 3.22 Describir geométricamente los conjuntos:
A={(p0.2):0<p<1, m<h<2m, 1<2<2},

B:{(Pjea@)pzl, gSGSW, gggogﬂ'}

Sean S C Uy f “buenos” (en clase se dan més detalles), escribiendo el cambio como

dxdy
det
¢ (dudv)

r = g1(u,v), y=go(u,v); dady=|dety| dudv = dudv
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obtenemos

//g(s>f(x’y)m://sf(gl(uw)m(u,v))rdet(ﬁﬁ)

Uno de los ejmplos mas importantes, y que estudiaremos aqui, es el cambio a coorde-
nadas polares, que ya hemos trabajado en el tema anterior:

dudv .

Ejemplo 3.23 Sea f(z,y) =xzyy D ={(z,y) : 2 >0,y > 0,1 < 22+y* < 2}. Queremos
calcular [ [, f. Para ello realizamos el cambio a coordenadas polares (x,y) = g(p,0) dado
por

x=pcosh, y=psinf, detg(p,0)=p

que como sabemos es un cambio de coordenadas de |0, +00[x]0, 27| en R?\{(x,0) : x > 0}.
Se tiene que D\ {(x,0) : x > 0} = g([1,v/2]x]0,7/2]), y como el volumen que aporta el
corte con un plano es cero, se tiene que

~ = —
// xy dxdy = // pcosBpsinb pdpdf .
D [1,v/2]x[0,7/2]

EJERCICIO 3.18 Aplicando la formula de cambio de variable calcular las siguientes
integrales:

(a) // log(z® 4+ v*) dxdy , siendo A la region del primer cuadrante comprendida entre
A

las circunferencias de centro el origen y radio 3 y 4,

(b) //x dxdy , siendo A = {(z,y) : 2*+y* < 2z},
A

(c) // e~ ) dudy.
R2

(d) /612 dx  (usar el apartado anterior).
R

EJERCICIO 3.19 Calcular el volumen del sélido descrito por las desigualdades x? +
P+ 22 <9, 2?4+ 9% < 3.
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Tema 4

Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

4.1. Definicion de ecuacion diferencial. Modelos ma-
tematicos

Por ecuacién diferencial ordinaria, para abreviar EDO, se entiende una ecuacién en
la que intervienen una funcién de una variable y = y(x), sus derivadas y la variable.
Explicitamente:

fle,y vy y™) = 0.

Se llama orden de la ecuacion diferencial al mayor orden de derivacion que aparece en la
ecuacion.

Resolver la EDO (4.1) consiste en encontrar una funcién y = y(x) que satisfaga la
relacion:

. y(@),y (),y" (@), ... g™ (2)) = 0.
Muchas veces la solucion la encontraremos de manera implicita.

Ejemplo 4.1 La solucion de y' — xlny — iy’ =0esy—axlny=0.

Muchas de las leyes de la naturaleza encuentran su expresion mas natural en el lenguaje
de las ecuaciones diferenciales.

42
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Modelos matematicos

Ley de enfriamiento/calentamiento de Newton

Segun la ley de Newton de enfriamiento, la velocidad a la que se enfria/calienta una
sustancia al aire libre es proporcional a la diferencia entre la temperatura de la sustancia
T(t) y la del aire Ty, esto es,

ar

— =k(T(t) =T,

= k(T(0) - T.),
donde k, la constante de proporcionalidad, es una constante negativa (si 7'(t) > T, enton-
ces % < 0y el cuerpo se enfriard, y si T'(t) < T, entonces % > 0y el cuerpo se calentard).
Asi pues, la EDO (4.1) rige este proceso fisico, es decir, es el modelo matematico de la
Ley de enfriamiento/calentamiento de Newton.

Si la temperatura del aire es de 30°C y la sustancia, a 100°C, se enfria hasta 70°C en
15 minutos, veamos cuando alcanzara la temperatura de 40°C.

Reescribiendo (4.1) como

T' = k(T — 30)

tenemos que
T/
T—T,
integrando ahora respecto de t tenemos que

T/
/T_godt—/kdt.

In(T(t) — 30) = kt + C,

k,

luego, como T'(t) > 30,

es decir,
T(t) = 30 + e,
es la solucién (general) de la EDO (4.1)!. Utilizando ahora la condicién inicial 7'(0) = 100

obtenemos que
100 = 30 + e,

de donde obtenemos la constante de integracién e = 70, y por tanto la solucién particular

de nuestro problema,
T(t) = 30 + 70e™.

La otra condicion que nos dan nos permite saber quién es la constante de proporcionalidad
de la ley de enfriamiento para este proceso,

70 = T(15) = 30 + 70e'**,

'Notemos que ha aparecido una constante e al resolver la EDO ya que esta es de primer orden y
hemos necesitado una integracién para resolverla. En el ejemplo siguiente, en el que tenemos una EDO
de segundo orden veremos que aparecen dos constantes pues necesitaremos de dos integraciones para
resolverla.
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es decir,

1 4
k=—In|=)~— 1919.
B n<7) 0,03730771919

De esta forma el tiempo t49 en el que la sustancia alcanzara los 40°C se obtiene de despejar
en
40 = T(tg) = 30 + 70ek"0,

esto es,

~ 52, 15837877.

Cuerpo en caida libre

Por ejemplo, segin la segunda ley del movimiento de Newton, la aceleracion a de un
cuerpo de masa m es proporcional a la fuerza total F' que actua sobre él, con % como
constante de proporcionalidad:

ma = F.

Asi por ejemplo, si un cuerpo cae libremente, sélo bajo la accién de la gravedad, la
Unica fuerza que actia es mg, donde g es la aceleracién. Si y es la distancia hacia abajo del
cuerpo, a partir de alguna altura dada fija, se tiene que la siguiente ecuacion diferencial
describe el comportamiento de y respecto del tiempo,

d?y

m——— = 1MmJg.
ae "

Si asumimos que el cuerpo cae a partir del reposo, integrando esta ecuacién diferencial,
hallamos (aqui aparece una constante que calculamos con la condicién inicial)

dy

7 — gt

dt g Y
es decir,

v =gt,
donde v es la velocidad. Integrando de nuevo,

1
y = Sgt?

2

es la solucién de nuestra ecuacién diferencial (en esta segunda integracién aparece una
segunda constante que calculamos con la condicién inicial). Observemos que de ella se
obtiene el Principio de conservacion de la energia

1
v =+/2qy, Iie., §m02:mgy.
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Si modificamos esta situacién y suponemos que el aire ejerce una fuerza de resistencia
proporcional a la velocidad, entonces la fuerza total que se ejerce sobre el cuerpo sera mg—
k(dy/dt) (k > 0) y la ecuacién que representa dicho proceso fisico es

d’y dy
m—s =mg — k—.
az ~ " T
Integrando (= resolviendo) como antes, y suponiendo asimismo que partimos del reposo,
obtendremos que la velocidad de caida del cuerpo es igual a
mg kt

v = 7(1 —e m).

Descomposicién radiactiva

Experimentalmente se comprueba que la velocidad con que se desintegra un material
radiactivo es proporcional a la cantidad de materia presente. Si inicialmente se disponia
de 5 Kg. y al cabo de 1 ano quedan 4,5 Kg, ;cuanto quedara al cabo de 3 anos?

EJERCICIO 4.1 Clasificar cada una de las siguientes ecuaciones diferenciales sequn su
orden y comprobar que la funcion que se ofrece es una solucion.

(@) 1+y*+y*/ =0, x +y = arctany
(b) vy —ytanz =0, y = bsecw
(¢) (2% +y*)dxr — 2zydy = 0, y=+va:—ux
(d) y=zy +y?senz? :U:y/ sent? dt
0
y// 1
(€) (?)2 +1= VR y =senw

EJERCICIO 4.2 Comprobar que las ecuaciones diferenciales siguientes tienen como so-
lucion general la que se plantea y calcular la solucion particular que cumple las condiciones
iniciales dadas:

(@) y'+y=0, y=Asenx + Bceosx  y(0)=1;9(0) =0
(b) ¥ +2y=0, y=Ae™* y(0) =3
() zy'+y =0, y=A+ Blogx y(2) =0;9/(2) = 5
(d) z*y" —3xy +3y=0, y=Azx+ Ba?® y(2) =0;y'(2) =4
(e) 4yy' —z =0, 4y —a® = A y(0)=0

4.2. Resolucién de ecuaciones diferenciales de primer
orden con variables separables

Son aquellas de la forma

J=F@aly). e = gl
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Para resolverlas, separamos variables, es decir, reescribimos la ecuacion en la forma

dy/g(y) = f(z)dz,

necesitamos? g(y) # 0, e integramos en ambos lados®.

La ley de enfriamiento de Newton es una ecuacién de este tipo.

Ejemplo 4.2 Resolver y' + xy = 0.

Sty # 0 entonces % = —adx, y por tanto siy > 0, Iny = —2% + A, de donde
y=Ce™, C=¢e¢*>0;,ysiy <0, In(—y) = —2% + A, de donde —y = De*,
D = ¢e* >0, es decir y = Ce™, C =—D < 0. También y = 0 es solucion, por tanto

. . ./ —_ 2
podemos escribir como solucion general y = Ce ™, C' € R.

Ejemplo 4.3 Procediendo como antes y' = 2x+/y — 1 tiene como solucion general, si
y#1,y=1+ %1(372 + C)2. Peroy =1 es solucién que no se obtiene para ningin C'.

También y* + 2%y’ = 0 tiene como solucién general, siy # 0, y = o Peroy =10
es solucion que no se obtiene para ningun C'.

Lo mismo ocurre para la ecuacion y*(1+ (y')?) = 4. La solucion general es (z+ C)* +
y? = 4 pero también lo son y = £2 que no se pueden deducir de tal solucién general.
Estas soluciones se llaman soluciones singulares. Observar que son de la envolvente de la
solucion general.

Se pueden ganar soluciones falsas al multiplicar una ecuacion por un factor que puede
hacerse nulo.

Ejemplo 4.4 Resolver y' =y + 3, con la condicion inicial y(0) = 2.

T

Ejemplo 4.5 Resolver y'(1+ €®)y = e*, con la condicion inicial y(0) = 1.

EJERCICIO 4.3 Integrar las ecuaciones diferenciales con variables separables:
(a) 2*(y+ 1)dz + y*(z — 1)dy =0
(b) Axy' —y =2y
(c) xcosxdr + ylogydy =0
(d) 3e® tanydx + sec? y/1 — e22¢dy = 0
(e) xm+yy’m =0

2Si g(yo) = 0 entonces y(r) = yo es también solucién.

3En realidad estamos haciendo [ f(z)dz = [ %dw

d
~[cambio de variable] J Tz)'
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4.3. Resolucion de ecuaciones diferenciales de primer
orden lineales

Las ecuaciones diferenciales de primer orden lineales son aquellas de la forma:

(x) Y+ flx)y=g(x).

La ecuacién
Y+ flx)y=0

se llama ecuacién homogénea asociada a (x), y es facil hallar su integral general pues es
una EDO con variables separables, si y # 0,

dy

” —f(x)de,

y por tanto se tiene que

es la solucion general de dicha ecuacién homogénea, incluso para y = 0.

Para hallar la solucién general de la ecuacién no homogénea se puede emplear el
método de variacion de las constantes. Consiste en exigir que la funcién

sea solucién de (x), y C'(x) se obtiene por integracién en la ecuacién resultante:
C'(x)e” W 4 Cx)e W (— f(2)) + f(2)Cla)e TTO® = g(x),

de donde
C'(z) = g(x)el @,

Por otra parte, observar que, dada (x), si 4o e y; son dos soluciones entonces y; — yo es
solucion de la ecuacién homogénea asociada. Por tanto, conociendo una solucion particular
yo de (x) y la solucién general y;, de la ecuacién homogénea asociada, se tiene que la
solucién general de () es

Yo + Yn-

Ejemplo 4.6 Resolver y' + 2xy = 4x.
Como la solucion de la ecuacion homogénea
y +2zy =0

es

— [ 2zdx —2
CeJ =Ce ™™,
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la solucion de la EDO la buscaremos como (método de variacion de las constantes)

2

C(z)e™ .
Por tanto, exigiendo que ésta solucion cumpla la EDO:

C'(2)e ™ + Cz)e ™ (=2z) + 20C(x)e ™™ = 4,

J/

Vv
=0

se tiene que
2

C'(z) = 4we™ |
de donde
2
C(z) =2e" +ec.
Por tanto la solucion de la EDO 1 es

=24 ce .
Ejemplo 4.7 Resolver y' — 2y = 2 + x.
La solucion de la ecuacion homogénea
y —2y=0
es
yp = ce*.

Busquemos ahora por inspeccion una solucién particular de iy — 2y = x> + x. Pensemos
en una solucion del tipo de un polinomio de grado dos yo(x) = ax® + bx + c. Entonces

2aqx + b —2ax? — 2bx — 2c =2 + x
con lo que a =—1/2,b=—1yc=—1/2, es decir

1, 1
=—=x"—x— =
Yo 5 5
es una solucion particular de la EDO 2, y por tanto
1 2 1 2x
——x"—r— - +ce
2 2

es la solucion general.

EJERCICIO 4.5 Integrar las siguientes ecuactones diferenciales lineales de primer or-
den:

(a) (> +2x—1)y —(x+1)y=a—1
(b) Yy + ycotx = 5e°3*

(c) zdy+ 2ydx = (x — 2)e*dx

(d) ydx + (xy +2 —3y)dy =0

dy 1
(e) dr

T cosy + sin 2y
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4.4. Resolucién de ecuaciones diferenciales lineales
de segundo orden con coeficientes constantes

Una ecuacién diferencial lineal de orden 2 con coeficientes constantes tiene la forma:
(*) Y+ ay +ay = fla)
donde a;, as son constantes?. El conjunto de soluciones de la ecuacién homogénea asociada,
(H) o'+ ay + azy =0,
tiene estructura de espacio vectorial. Y el conjunto de soluciones de (x) viene dado por
Y1 + So,

donde y; es una solucién particular de (x) y Sy es el conjunto de soluciones de la ecuacién
homogénea.

Az

Si buscamos soluciones de la ecuacién homogénea de la forma y = e (como la que

obtenemos en el caso de orden uno), el valor A debe satisfacer
A4 @\ + as =0,
dicha ecuacién se conoce como ecuacién caracteristica de (H). Al polinomio
)\2 + CLl)\ + as

se le llama polinomio caracteristico de (H).

Si las soluciones de la ecuacién caracteristica son reales y distintas, sean i, A9, toda
solucién de la ecuacion homogénea tiene la forma

y = CL1eMT + Ohet2®,

Ejemplo 4.8 Resolver y" — 3y + 2y = 5.

Como la ecuacion caracteristica
A —3\+2=0

tiene como soluciones \y = 1 y Ay = 2, se tiene que la solucion general de la ecuacion
homogénea
y' =3y +2y=0

€S

c1e” + e,

“En general una EDO lineal de orden n con coeficientes constantes tiene la forma 3™ + a;y™=1 +
a2y(n—2) + P _|_ any — f(m)
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bx

Buscamos ahora una solucion particular de la forma ce®®, con lo que

(25¢ — 3 - 5 + 2¢)e™ = e,
Ast pues, dividiendo por € (que es distinto siempre de 0),
25c—3-5¢+2c=1,

y por tanto ¢ = 1/12. Luego la solucion general de nuestra ecuacion es

1
y(x) = EeSx + 1% + coe?®.

Ejemplo 4.9 Resolver las ecuaciones caracteristicas de las siguientes EDQOs:
(a) ¥
(b) ¥ — 4y +4y =0,
(c) ¥

(@) o' +y=0,

(e) y"—6y +9y =0,

(f) y" —2y" =3y =0,

(9) v —y =0, donde y* es la derivada cuarta de y.

—2y' =3y =0,

-3y +2y =0,

Si A es una raiz real doble del polinomio caracteristico, entonces la solucién general
de la ecuacion homogénea tiene la forma:

Yy = C’le’\w + CQl’e)\I.

En efecto, como Ce? es solucién de la EDO, usando el método de variacién de las
constantes, es decir, haciendo que C(z)e® sea también solucién, y usando que

a) = —2)\, g = )\2,

pues A es raiz doble, se llega a que
C"(x) =0

y por tanto, integrando dos veces,
C(LL’) = Cl + CQJI.

Por tanto, se tiene que
CL1e™N + Coze™™

es la solucion general de la EDO
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Si el polinomio caracteristico posee dos raices complejas conjugadas a + bi,a — bi,
entonces

y = e*(Cy cos(bx) + Cysin(bx))

es la solucién general de la ecuaciéon homogénea. Pruébese que e cos(bz) y e sin(bx)
son soluciones.

Para encontrar una solucién particular de la ecuacién no homogénea (*), podemos
hacerlo de manera sencilla en los casos siguientes.

1. f(x) = pp(x), un polinomio de grado n. Entonces la solucién particular se puede
buscar como un polinomio de grado n + 2.

2. f(z) = e py(x), con p,(r) polinomio de grado n y r distinto de las raices del
polinomio caracteristico . Entonces la solucién particular se puede buscar como e"*q, (),
con ¢,(z) un polinomio de grado n.

3. f(x) = e€"p,(x), con p,(z) polinomio de grado n y r raiz del polinomio caracteristi-

co. Entonces la solucién particular se puede buscar como ze™ g, (x) si r es una raiz simple,

o z2e"q, () si r es una raiz doble, siendo ¢, (x) un polinomio de grado n en ambos casos.

4. f(z) = e (cos(bx)p,(x) + sin(bx)gmn(z), con p, vy ¢ polinomios de grado n y m
respectivamente. Entonces la solucion particular se puede buscar como:

4.1. si a + bi no es raiz del polinomio caracteristico: e®(cos(bx)p,(z) + sin(bzx)q(z)),
donde p;(x) y ¢ (x) son polinomios de grado | = max{n, m};

4.2. si a + bi es raiz del polinomio caracteristico: ze® (cos(bz)p;(z) + sin(bx)q(z)),
donde p;(x) y ¢;(x) son polinomios de grado | = max{n, m}.

5. Cuando f(x) es una combinacién lineal de funciones de los tipos anteriores, tener
en cuenta que si y; es solucion de

Y+ ary + acy = fi(x)

e Y5 es solucion de
y' +ary + ay = fo(2),

entonces y; + Yo lo es de

Y' 4+ a1y + agy = fi(z) + fo(z).

Otra forma de resolver la ecuacién no homogénea (%) es utilizando el método de
variacién de constantes de la solucién general de la ecuacién homogénea

Ciy1 + Cayo.
Haciendo que Cy(z)yi(z) + Ca(x)y2(z) cumpla (), y exigiendo

Cy ' (@)yr () + Co' (2)y2 () = 0,
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se tiene que C1(z) y Cy(x) deben satisfacer ademas

Ci'(@)y(2) + Co ' (2)y2 " (2) = f(2).
Es decir Cy(z) y Cy(z) deben satisfacer el sistema lineal (cuyo determinante es no nulo

pues W (y1,y2) # 0)
Cr'(x)yi(x) + Co'(2)y2(x) = 0,

Ch' (@) () + Co'(2)y2 ' (x) = f(a).

Ejemplo 4.10 Resolver y" + 9y = sin(3z).

La ecuacion caracteristica N2> +9 = 0 tiene como soluciones \y = 3i y Ay = —3i,
luego la solucion general de la ecuacion homogénea es Cysin(3x) + Cy cos(3x). Hagamos
ahora variar las constantes para calcular la solucion general de nuestra ecuacion. Se tiene
entonces que Cy(z) y Co(z) deben satisfacer

Cy/(z)sin(3x) + Cy'(z) cos(3x) = 0,

3C, /() cos(3x) — 3Cy ' (z) sin(3x) = sin(3z),

de donde C{(x) = %sin(3z) cos(3z) y Cy(x) = —1 sin®*(3z). Integrando obtenemos C(z) =
% sin®(3z) + ¢1 y Co(x) = — g + 15 sin(3x) cos(3x) + ca. De aqud tenemos que la solucion
de nuestra ecuacion es, reagrupando constantes,

—x cos(3x)

5 + dy sin(3x) + ds cos(3x).

EJERCICIO 4.6 Integrar las siguientes ecuaciones diferenciales lineales :
(a) y' =2y —3y=0
(b) y' =4 +4y =0
(¢) y' =3y +2y=0

EJERCICIO 4.7 Integrar las siguientes ecuaciones diferenciales lineales :
(d) y" —2y —3y=2sinx
(¢) ' —4y +4y =e*
(f) v" —3y +2y=2x+e* 4 cosx
(9) y'+y=2a’
(h) y" — 6y + 9y = 25e"sinx
(i) y" —2y" =3y =—6x—7

() y'" —y=15e*
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EJERCICIO 4.8 Resolver los siguientes problemas de valores iniciales:

()
(b)
(c)
()
(e)
(f)

y' =4y + 3y = 1
y' =5y +4y =4,
Y+ 4y + 4y = 8e ™,
y" + 4y = 2cos® z,

y' — 3y + 2y = €*,

y" —y" =0,

y(0) =0; y'(0) =1

y(0) =0; y'(0) =2
y(0)=1; y'(0) =1

y(0) =y'(0) =0

y(0) =y'(0) =0

y(0) =1; ¥'(0) = 3; y"(0) =2

EJERCICIO 4.9 Resolver el siguiente problema de valores frontera:

y' — 4y + 3y = 1,

23
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