MATEMATICAS I Grupos F, H 20-1-2011

APELLIDOS: NOMBRE:

En cada pregunta no sélo se valorara la correccién del procedimiento y el
resultado, sino también, en la misma medida, la correcciéon en la expresion de
los calculos e interpretaciones, asi como la constancia explicita de todos los
pasos intermedios necesarios.

1. La funcién de produccién de una empresa es Q(K, L, M) = K+/L + /M3, donde
K, L, M son las cantidades empleadas de tres factores de produccion. Actualmente
las cantidades empleadas son (K, L, M) = (90,81, 100).

(a)

(2)

(0.25 ptos.) Estudia si la funcién @) es homogénea y, en caso afirmativo,
indica su grado de homogeneidad.

0
(0.25 ptos.) Calcula e interpreta la derivada o6

oL (90,81,100)
(0.3 ptos.) Calcula de forma aproximada mediante el célculo diferencial el
incremento de produccién que se obtendria si se emplearan 86 unidades de los
dos primeros factores y la cantidad del tercero se redujera en un 5%.

(0.25 ptos.) Calcula la derivada que indica cémo variard la produccién mar-
ginal respecto del segundo factor de produccion si, a partir de las condiciones
actuales, aumenta la cantidad empleada del primero. Indica en particular si el
resultado seria un aumento o una disminucién.

(0.25 ptos.) Escribe la ecuacion de la isocuanta (curva de nivel de produccion)
correspondiente a la produccién actual e interprétala.

(0.3 ptos.) Calcula la funcién implicita L(K, M) que define la curva de nivel
anterior e indica su interpretacion econdémica.

(0.5 ptos.) Calcula — derivando implicitamente la isocuanta e inter-
9K | (90,100)

preta el resultado.

2. Considera las funciones

27 — 1

f(x7 y7z) = 6x2_4 lny + 257 y(ﬁ 8) — 9 Z(Ta 8) — Sen2 (S . 3) :

(a)

(b)
(c)
(d)

(e)
(f)

(2)

r r3

(0.5 ptos.) Calcula el vector gradiente y la matriz hessiana de f(x,y, z) en el
punto (—2,1,—-1).

(0.4 ptos.) Calcula la inversa de la matriz hessiana del apartado anterior.
(0.2 ptos.) Calcula df (x,y,2) y df(=2,1,—1).

(0.2 ptos.) Calcula la direccién de méximo crecimiento de f(z,y,z) en el
punto (—2,1,—1).

(0.2 ptos.) Calcula la funcién compuesta indicando su nombre.

(0.25 ptos.) Calcula el dominio de la funcién compuesta.

0
(0.5 ptos.) Calcula a—f en el punto (z,r,s) = (2,1,3) derivando mediante la
r

regla de la cadena.



. Una empresa planea sacar al mercado un producto
en t = 0, del cual espera obtener un beneficio mar-
ginal dado por la funcién

N W s oy

5.4ett sit>1,

{5(t+1)cost si0<t<I1,
B,.(t) =

donde t es el tiempo en anos.
(a) (0.5 ptos.) Calcula el beneficio medio que proporcionara el producto durante
los dos primeros anos.

(b) (0.25 ptos.) Calcula el beneficio acumulado por la empresa al cabo de dos
anos teniendo en cuenta que, para lanzar el producto, realizé una inversion
inicial, de modo que B(0) = —2 u.m.

(c¢) (0.2 ptos.) Razona a partir de la grafica si en ¢ = 2 el beneficio acumulado
estaba aumentando o disminuyendo.

. (0.5 ptos.) Calcula:

+oo ]
— e V®sene Vidx
0
. Una empresa compra para sus oficinas ordenadores ()
que tienen un ano de garantia. La variable aleatoria °°
T representa el tiempo (en anos) que tarda en reno- °*
varlos (bien por averia o por antigiiedad transcurridos °-3
4 anos), y su funcién de densidad es 0.2
0.1
f(t):{gg(—t3+4t2+t—4) si1<t<d, .
0 en otro caso.

(a) (0.4 ptos.) Calcula P(0 < T < 2) e interpreta graficamente el resultado.

(b) (0.3 ptos.) Calcula la moda de T, es decir, el punto en el que la densidad de
probabilidad es maxima.

. (0.5 ptos.) El precio de un producto es actualmente p = 8.7 y su demanda es de
10000 u.p. Sabiendo que la elasticidad de la demanda es E(p) = —31In"?p, calcula
la demanda que cabria esperar si el precio pasara a ser de 15 u.m.

. (0.5 ptos.) Define el concepto de derivada parcial y deduce de la definicién su
relacion con la aproximacién de incrementos.



1.

(a)

(b)

Q(K,L,M) = KL + /M3
QNK, AL, AM) = AK(AL)Y2 + (AM)3/? = XK AY2LY2 4 \3/2 0 3/2

— )\3/2KL1/2 )\3/2M3/2 )\B/Z(KLI/2 + M3/2) — )\3/2Q(K,L, M)
luego @ es homogénea de grado 3/2.

9 _ K aQ L
oL 2\/_ (90,81,100) 18

Por cada unidad adicional que la empresa emplee del segundo factor de pro-
duccion la produccion aumentara en 5 unidades, partiendo de que actualmente
se emplean 90 unidades del primer factor, 81 del segundo y 100 del tercero, y
suponiendo que no se modifican las cantidades empleadas del primer y tercer
factor.

AQ(90,81,100)(—4, 5, —5) ~ dQ(90, 81, 100)(—4, 5, —5)

8Q 0Q 9Q
Q=2 dK+a—LdL+a—MdM
0
Q VI = =9,
6’K (90,81,100)
8_@ =5 (calculada antes),
oL (90,81,100)
a—Q _ §M1/2 = 6_62 = 157
oM 2 oM (90,81,100)

luego
AQ(90,81,100)(—4,5,=5) = 9 (=4) +5-54 15 (=5) = —86.

La produccién marginal respecto del segundo factor es

0Q_ _K_
OL  2V/L
y la derivada pedida es
02 1 o? 1
@ _ = @ =—>0
OLOK 2/  OLOK (9081100 18

Como es positiva, al aumentar la cantidad empleada del primer factor de pro-
duccion, la produccion marginal respecto del segundo aumentara.



(e) La produccién actual es (90, 81,100) = 1810 y la isocuanta es

KVL+ VM3 =1810

Esta ecuacion determina todas las combinaciones posibles de los tres factores
de produccién que dan lugar a una produccién igual a la actual (es decir, de
1810 unidades de producto).

2

1810 — M3 1810 — M3
KVL =1810—vVM3 = VL= % = L(K,M) = (%) :

Esta funcién determina la cantidad que hay que emplear del segundo factor, si
se emplean cantidades K y M de los otros dos factores, para que la produccion
sea de 1810 unidades de producto.

OQUEM) _ 0Q  9QOL _
0K 0K OLOK

Sabemos que L(90,100) = 81, porque 81 es el valor de L que hace que se
cumpla la ecuacién cuando (K, L) = (90, 100). Por lo tanto,

0

| e o
oK (90,81,100) oL (90,81,100) oK (90,100)
Las derivadas de () las hemos calculado antes:
oL oL 9
945 = 0= — =——=-18.
0K (90,100) oK (90,100) 5

Esto significa que por cada unidad adicional que se emplee del primer factor
de produccién, seran necesarias 1.8 unidades menos del segundo factor para
mantener la produccién actual de 1 810 unidades de producto, partiendo de que
las cantidades empleadas actualmente del primer y tercer factor son (K, M) =
(90, 100) y suponiendo que no se modifica la cantidad empleada del tercero.

(a) f(z,y,2) =" tlny+2°

o 3f af 8f . 224 61274 A -
Vf—(axaayaaz>—(6 2z Iny, y 52 = Vf(-2,1,—1) = (0,1,5).
an 2_4 2_y 82
g2 = ¢  2a2zl =21 s _0
Ox2 e z2xIny +e ny = 522 -
2 x2—4 2 9
00y y 0z0y 525

(=2,1,-1)



|
Oy? 02| _y1 1) ’ Oy0z ’
2 2
a_sz =202 = a_sz = —20.
0z 0z (—2.1,-1)
0 —4 0
Hf(-2,1,-1)=| -4 -1 0
0 0 =20
(b) |H| =320#0
-1 0] |4 o |4
0 —20 0 —20 0 0
i _‘—4 0 ‘o 0 |0—4 _ _28 _88 8
0 —20 0 —20 0 0 0 0 —16
—4 0 | 00 0 —4
-1 0 —4 0 -4 -1
20  __ 80 0
20 =80 0 320 320
H! = —88 8 12) H! - 0 0
0 0 —gp
()
x2—4
df(x,y,z):gdw—l—gdy—l—gdz:ex2’42xlnydx—|—6 dy + 524 dz
ox dy 0z
df(—2,1,—1) = dy + 5dz (los célculos estan hechos antes).

(d) Ya hemos calculado V f(—2,1,—-1) = (0,1, 5)

IVf(=2,1,-1)|| = V02 + 12 + 52 = v/26 = DMC = (0,

(e)

flz,y,2) = % 4 Iny + 2°,

La funcién compuesta es

|



(f)

e El denominador de una fraccién ha de ser # 0: r # 0.
=1 > 0.

r

e La base de una potencia de exponente variable ha de ser > 0: r > 0.

e El argumento de un logaritmo ha de ser > 0:

Por lo tanto, el dominio de la funcién compuesta es

2rs —1
D={(z,r,s) eR®|r>0""= >0l
of _ofoy  ofo:
or  Oyor 0z0r
Como y(1,3) =1, z(1,3) = 0, tenemos que
or| sl e Lol e
or (2,1,3) dy (2,1,0) or (1,3) 0z (2,1,0) or (1,3)
2er5lp — (27 — 1
Oy _ 2srr 2( r ) N dy _x
or r or (13)
0z s—3 s—3 0z
= o “) (=3t | =
o sen( = )cos( = >(s 3)(=3)r " = or 15, 0
Por lo tanto: 5
—f =1-5+0=5.
or (2,1,3)

2 1 2
/Bm(t)dt:/ 5(t+1)costdt+/ 5.4el dt
0 0 1

/5(t+1)costdt:5(t—|—1)sent—/sent5dt:5(t—|—1)sent—|—5cost—|—c

u=>5t+1) du=>5dt

dv = costdt v:/costdt:sent

luego
1
/ 5(t+ 1) costdt = [5(t +1)sent 4+ 5cost], = 10sen 1+ 5cos1 — 5 = 6.12
0
2 2
/ B.del~t dt = —5.4/ el tdt = —5.4[e"2 = —5.4(e”! — 1) = 341,
1 1
donde hemos usado la regla de la exponencial con f(t) =1—t, f'(t) = —1.

2
/ B(t) dt = 6.12 + 3.41 = 9.53
0



El beneficio medio es

/ B,
. 953

=4.
2-0 2 76

) 2
2) = —9 +/ B(t)dt = —2 +9.53 = 7.53
0

(c¢) En la grafica vemos que B,,(2) > 0, y si el beneficio marginal es positivo, el
beneficio es creciente, es decir, el beneficio esta aumentando con el tiempo.

+oo ]

0 T
Se trata de una integral impropia en +00 y en x = 0, pues en este punto se anula
el denominador y la funcién no esta acotada. Por lo tanto la partimos:

e VZsene Vidx

+oo ] +o00 1
/ e VTgene */_dx—/ e VTgene \/_dx—i-/ e V%sene Vidx
0 T

Calculamos la integral indefinida mediante la regla del seno, con f(z) = e V® y

Pla) = ek

/ VZsene Vidy = —2/ e Visene Vidr = 2cose VE 4 ¢

1
/0 ﬁ e Vesene” \[dgc:tli%q+ \/_ e Vosene” \fdm—tlirgl [20086 */E]tl

— lim 2cose } — 2cose Vi = 2cose ! —2cos 1 = 0.786

t—0t
porque vt — 0, =/t — 0, e Vi1,

too 1 t 1 t
/ — e V"gene Vidz = lim — e V?gene Vidr = lim {2 cos e_‘/ﬂ
VAT t—t+oo 1 /T t—-+o0 1

= tligrn 2cose vVt —2coset =2 —2cose ! =0.134

porque v/t — +00, —v/t — —00, eVt 0, cos eVt cos0 = 1.

Por lo tanto:

+oo ]
/ e VTgene Vidr = 0.786 + 0.134 = 0.92.
0



Ft) = {%(—t3+4t2+t—4) sil<t<d4,
0 en otro caso.

2 24 3 9
PO<T<2)= f(t)dt:/ (4t —4) e
1

(b) El punto que buscamos cumple

4
f(t) = = (=3t48t+1) =0 = -3t +8t+1 =0 =t =

—8+64+12 {_0.12
63 N

—6 2.79

Descartamos el valor negativo y concluimos que la moda es t = 2.79, lo cual
concuerda con lo que muestra la gréfica.

6. Tenemos que

dD dD 1 dD 1
E: %%:—31n_2p:> 3 :—32—71n_2p:>/3:—3/]—)1n_2p
1 -1
lnD:—Sn 1p+c:li+c:>D:e3/lnp+czce3/lnp_
— np

Como D(8.7) = 10000, tenemos que 10000 = ce¥/ 87 = 4¢ = ¢ = 10990 = 2 500.

Asf pues: D(p) = 2500e3/ P, Si el precio pasa a ser de 15 u.m. la demanda serd

D(15) = 2500e3/ ™15 = 7569 w.p.

7. Una funciéon f : D C R" — IR definida en un dominio abierto D es derivable
respecto de la variable x; en un punto p € D si existe y es finito el limite

of | _ o Auf(p)(Az)
8733'1' _AIC}«LIE)O AII?Z

D
Esto significa que, si Az; =~ 0, entonces

f| A f(p)(Ax)
8% AZEZ ’

~~
p



luego

Ay f(P)(Axy)

Q




