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Prélogo

Este manual recoge los contenidos de las asignaturas Matematicas Empresa-
riales y Mateméticas Econémico-empresariales (plan 2000) que se imparten en la
Universitat de Valencia. En cada tema, se exponen los resultados teéricos necesa-
rios acompanados de ejercicios resueltos a modo de ejemplo y destacando los hechos
mas relevantes que el alumno debe recordar a la hora de resolver problemas. Se
incluye también la demostracién de algunos teoremas. Més concretamente, hemos
seleccionado aquellas que consideramos que —sin exceder el nivel exigible a los
alumnos— pueden ayudarles a familiarizarse con los conceptos que va a manejar.
Asi mismo, cada tema termina con una coleccién de ejercicios propuestos.

En todos los temas hemos intentado mostrar la conexién de las técnicas ex-
puestas con la teoria econémica y sus aplicaciones a la empresa. Para ello hemos
incluido numerosos ejemplos con enunciado econémico, los cuales no han de en-
tenderse como aplicaciones realistas de la teoria, sino como una forma de que
el alumno entienda el uso que se dard en otras asignaturas de su carrera a los
conceptos estudiados.

Queremos agradecer a nuestros companeros el apoyo y la ayuda que nos han
prestado, especialmente a Manuel Mocholi, que nos animé a emprender el trabajo.

Valencia, octubre de 2001,
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1. Algebra matricial

La matematizacién de la economia se realiza a través del concepto de nimero
real, que nos permite asignar un valor numérico —cuantificar— cualquier magni-
tud econémica. Una realidad econémica puede tratarse matematicamente a partir
del momento en que encontramos un medio de describirla mediante magnitudes
numéricas cuyo comportamiento y relaciones mutuas podemos estudiar (precios,
salarios, réditos, probabilidades, tasas de inflacién, de desempleo, beneficios, cos-
tes, etc.). Sin embargo, es muy raro que un problema venga determinado por
un unico dato numérico. Lo usual es que sea necesario trabajar simultdneamente
con muchos datos. En este tema veremos los conceptos bésicos para trabajar
sistematicamente con “bloques” de nimeros.

1.1 Definicién de matriz y operaciones

Matrices Si m, n > 1 son ntimeros naturales, una matriz m x n de ntimeros
reales es una tabla A de mn ntimeros reales ordenados en m filas y n columnas.
Al ntimero que ocupa la fila ¢ y la columna j se representa por a;;, por lo que una
matriz A se representa también por A = (a;;). Asi pues, una matriz m x n es de
la forma

aip  aiz - QAin

Am1 Am2 - (mn

Por ejemplo, la matriz A es 3 x 3, mientras que B es 2 x 4:

2 1 -1
1

o a)oom=(3 Y )
0 V2 -8

A:

Suma Si A = (a;;) y B = (bi;) son matrices m x n, entonces A+ B = (a;; +b;;).

Por ejemplo,
1 3 -2 n -11 -2\ (0 4 -4
2 1 9 4 0 0) \6 1 9 )"
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Producto por un escalar Sia € Ry A = (a;;) es una matriz m x n, entonces
aA = (aa;j). Por ejemplo,

(13 =2)_ (-3 -9 6
2 1 9 )\ -6 -3 21 )"
Producto de matrices Si A= (a;;) esmxny B = (b;;) es nxr, entonces AB

es la matriz m x r que en la posicién (4, j) tiene el nimero a;101; + - -+ + Ginbn;.
Por ejemplo,

13 =2 f j g _(2+3-2 -1-3-2 0+9+0 ) _
2 1 9 ) "\ 4+1+49 —2-149 0+3+0 )

_ 3 -6 9
“\14 6 3 )
Trasposicion Si A es una matriz m X n, se llama matriz traspuesta de A a la

matriz n x m representada por A dada por afj = ay;, es decir, At es la matriz que
resulta de cambiar filas por columnas. Por ejemplo,

1 2

A:(%i"é), Al = 31
-2 9

1.2 Tipos de matrices

Matrices cuadradas Las matrices con el mismo nimero de filas que de co-

lumnas se llaman cuadradas, mientras que las que no son cuadradas se llaman

rectangulares. Normalmente, en lugar de decir que una matriz cuadrada es n x n
se dice que es de orden n.

Matriz nula La matriz nula m x n es la matriz cuyos coeficientes son todos 0.

Matrices fila y columna Una matriz fila (o vector fila) es una matriz 1 x n.
Una matriz columna (o vector columna) es una matriz nx 1. Por ejemplo, la matriz
A es una matriz fila y la matriz B es una matriz columna

A=(2,-2,5), B:(%).

Matrices diagonales Decimos que una matriz cuadrada A = (a;;) es diagonal
si a;; = 0 para i # j. Por ejemplo,

A:

o O =
|

o N O

o OO
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Matriz identidad La matriz identidad m x m es la matriz I, que tiene unos
en la diagonal y el resto ceros. Por ejemplo,

O>7 ISZ

Matrices triangulares Una matriz cuadrada A = (a;j) es triangular superior
si todos los elementos que estan por debajo de la diagonal son cero, es decir, si
a;; = 0 cuando ¢ > j. Diremos que A = (a;;) es triangular inferior si son cero
los elementos que estan arriba de la diagonal, es decir, a;; = 0 cuando ¢ < j. Por
ejemplo, A es triangular superior, B triangular inferior y C' triangular superior e
inferior:

o~
[u—

oo~
o= o

I = (1), b:(

1 2 3 1 00 1 00
A=10 -2 4 |, B=1{2 -2 0 |, cC=10 -2 0
0 00 1 40 0 00
Notese que las matrices diagonales son triangulares superiores e inferiores a la vez.

Matrices ortogonales Una matriz cuadrada A es ortogonal si al multiplicarla
por su traspuesta se obtiene la identidad, es decir, A - A* = A*.- A = I,,. Por
ejemplo, la matriz O es ortogonal:

V3 1 9
2 2 1 0 0
0= _% @ 0 0.0t = 0 1 0
0 0 1

0 0 1

Matrices simétricas Una matriz cuadrada A es simétrica si coincide con su
traspuesta A = A', es decir, si a;; = aj;. Por ejemplo, la matriz S es simétrica,
pero T no lo es:

Matrices antisimétricas Una matriz cuadrada A es antisimétrica si coincide
con su traspuesta cambiada de signo, A = —A", es decir, si a;; = —aj;. Por
ejemplo, la matriz S es antisimétrica:
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Matrices equivalentes Dos matrices A y B son equivalentes, y lo represen-
taremos por A ~ B, si podemos obtener B a partir de una cantidad finita de
operaciones elementales con las filas o columnas de A. Por operaciones elementa-
les entendemos las siguientes:

a) cambiar el orden de las filas o columnas,
b) multiplicar alguna fila o columna por un escalar distinto de cero,

¢) sumarle a una fila (o columna) una combinacién de otras obtenida sumando
filas (o columnas) multiplicadas por algun escalar.

Por ejemplo, las matrices A y B son equivalentes:

1 2 -1 1 2 -1
A= 2 -1 3 |~ 0 =5 5 | =B
-1 1 4 0 3 3

Basta comprobar que
1¢ fila de B = 1° fila de A
2% fila de B =2* filade A + (—2)x 1° filade A
3% filade B=23%filade A+ 1° filade A

1.3 Determinantes
Cada matriz cuadrada A tiene asociado un numero real llamado determinante
de A, que representaremos por |A| o det A. No vamos a dar una definicién explicita

de determinante, sino que en su lugar daremos criterios para calcularlos en la
préctica.

Matrices 1 X 1 Simplemente, |a| = a. Por ejemplo, | — 5| = —5.

Matrices 2 X 2 La féormula es

a b
. d'adbc.
Por ejemplo,
1 3
’ -1 1 ‘_4'

Matrices 3 X 3 La férmula para calcular determinantes 3 x 3 se conoce como
regla de Sarrus:

=aei+bfg+ cdh — ceg — afh — bdi.

@ e
>0 o
S 0
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Por ejemplo,

=04+3+6+18-2-0=25.

—_
[NCR NI
O = W

Para dimensiones superiores conviene manipular los determinantes para sim-
plificarlos y reducirlos a otros de dimensién menor. Para ello debemos conocer
las siguientes propiedades de los determinantes (validas para determinantes de
cualquier dimensién):

1. Si una fila o columna contiene sélo ceros, el determinante es nulo.
2. Si intercambiamos dos filas (o columnas) el determinante cambia de signo.

3. Un escalar que multiplique a toda una fila (o columna) puede extraerse del
determinante.

4. Si a una fila (o columna) le sumamos otra multiplicada por un nimero, el
determinante no varia.

5. Si la matriz es triangular o diagonal, el determinante es el producto de los
elementos de la diagonal principal.

6. El determinante de una matriz coincide con el de su traspuesta.

7. El determinante del producto de dos matrices es el producto de los dos
determinantes.

Aplicando estas propiedades siempre podemos conseguir que una fila (o co-
lumna) de un determinante tenga nulos todos sus coeficientes salvo a lo sumo uno
de ellos. Por ejemplo,

2 -2 1 1 8/3 0 7/3 1/3
3.0 2 2| |3 0 2 -2
1 3 2 1|7 |1 3 2 -1
1 -3 -1 2 2 0 1 1

Aqui, a la primera fila le hemos sumado la tercera multiplicada por 2/3 y a
la cuarta le hemos sumado la tercera. Una vez el determinante tiene una fila
o columna de ceros salvo un coeficiente a;; (en nuestro ejemplo age = 3) el de-
terminante es igual a (—1)""7a;; multiplicado por el determinante que resulta de
eliminar la fila ¢ y la columna j. En nuestro caso

8/3 7/3 1/3 8 7 1
=(-13*23| 3 2 -2 |=-33%|3 2 -2|=
2 1 1 2 1 1

=—(16—2843—-4+16—21)=18.
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1.4 Rango de matrices

Rango Dada una matriz A llamaremos rango de A, y lo denotaremos rang A, al
orden de la mayor submatriz cuadrada contenida en A que tenga determinante no
nulo. Es decir, diremos que el rango de A es r si contiene al menos una submatriz

cuadrada de orden r con determinante distinto de cero y cualquier submatriz de
A de orden r + 1 tiene determinante nulo.

Ejemplo Calcula el rango de la matriz
1 21
A= 3 -2 1
4 0 2

SOLUCION: Sabemos que rang A es a lo sumo 3, puesto que es el orden de la mayor
submatriz cuadrada de A. Ahora bien, como

det A=0 = rangA <3.

(5 =)

‘8#0 = rangA =2

Consideramos la submatriz

Como
2

-2

W =

Para facilitar el cdlculo del rango, conviene introducir el siguiente concepto:

Matrices orladas Dada una submatriz B de A, cuando afiadimos a B una fila y
una columna respetando la ordenacién original de la matriz A decimos que hemos
orlado la matriz B.

Es facil probar que el rango de una matriz A verifica las siguientes propiedades:

a) Supongamos que existe una submatriz A, de orden r tal que det A, # 0.
Si las matrices de orden r + 1 obtenidas orlando la matriz A, tienen deter-
minante nulo, entonces todas las submatrices de A de orden r + 1 tienen
determinante nulo.

b) Las tinicas matrices con rango 0 son las nulas.
¢) Dos matrices equivalentes tienen el mismo rango.

Como veremos en el ejemplo siguiente, la propiedad (a) en ocasiones permite
ahorrar muchos célculos.
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Ejemplo Calcula el rango de la matriz

1 0 2 -1
2 10 3
A=1]15 1 6 0
4 1 4 1
3 0 6 -3

SOLUCION: Sabemos que el rango estd entre 1 y 4.
Orden 1: |1|=1#0 = rangA>1.

Orden 2: ’ ; (1) ‘:1#0 = rangA > 2
1 0 2 1 0 -1 1 0 2

Orden 3: 2 1 01]=0, 2 1 3 |1=0, 2 1 01]=0,
5 1 6 5 1 0 4 1 4
1 0 -1 1 0 2 1 0 -1
2 1 3|=0, 2 1 0|=0, 2 1 3|=0.
4 1 1 30 6 3 0 -3

Tenemos una submatriz de orden 2 con determinante no nulo y al orlarla para
obtener submatrices de orden 3 todas tienen determinante nulo. Por tanto, el
rango de A es 2. n

1.5 Calculo de matrices inversas

Antes de construir la matriz inversa necesitamos introducir algunos conceptos:

Adjunto de un elemento Consideramos una matriz cuadrada A de orden n.
Dado un elemento a;; de A, si suprimimos la fila i-ésima y la columna j-ésima se
obtiene una submatriz cuadrada de orden n—1. Denotamos por «;; el determinante
de ésta submatriz. Entonces, se define el adjunto del elemento a;; como

Aij = (1) Hay;.

Ejemplo Dada la matriz

A:

S W =
|
[anll (VRN V)
—

calcula el adjunto del elemento agq.

SOLUCION: Sien A eleminamos la 3% fila y la 1% columna, nos queda la matriz

(21)

cuyo determinante vale 4. Entonces Az = (—1)3t14 = 4. "
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Matriz adjunta Dada la matriz cuadrada A, se llama matriz adjunta de A, y
se representa ad(A), a la matriz que se obtiene al sustituir cada elemento a;; por
su adjunto.

Ejemplo Calcula la matriz adjunta de
-1 0 1
A= 3 -2 1
1 01

SOLUCION: Calculamos los adjuntos de cada elemento:

-2 -2 2
ad(A)=| 0 -2 0
2 4 2

Matriz inversa Dada la matriz cuadrada A de orden n, se llama matriz inversa
de A a una matriz A~ que cumpla

A AP =A"1 A=1,.

Si existe A~!, la matriz A se le llama matriz regular y si no existe se llama matriz
singular. Para que exista la matriz inversa es condicién necesaria y suficiente que
|A] # 0 y la forma de calcularla es la siguiente:

a) Calculamos |A|. Si vale 0 no existe A™!, y si |A| # 0 continuamos.
b) Calculamos ad(A), la matriz adjunta de A.

)
c¢) Calculamos la traspuesta de la adjunta, es decir ad(A)".
)

d) La matriz inversa es
1
A7l = —_ad(A).
Al
Ejemplo Calcula la matriz inversa de

-1 0 1
A= 3 -2 1
1 0 1

Sorucién: Como |A| = 4, existe A~1. La matriz adjunta y su traspuesta son

-2 =2 2 -2 0 2
ad(A) = 0 -2 0 ad(A)f = -2 -2 4
2 4 2 2 0 2
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Por tanto,
1 1
L2002 -1 0 3
Al=-] =2 =2 4 | = -3 -} 1
4 1 1
2 0 2 5 0 3
[ |
1.6 Ejercicios
1. Consideramos las matrices
1 3 -1 2 3 0 1 3 -1
A= 1 2 8|, B=|2 -1 5|, C=1[2 =2 1
2 2 3 1 1 10 2 3 4
Calcula
(a) A+ B+C
(b) A—2C+ 3B
(¢) 2[A—3B]—2C.
(d) At — 2B
(e) A-B.
(f) B-A.
(g) (A+B)-C
2. Comprueba:
1 3 -1 2 3 0 1 3 -1
1 2 8 | = 31, 2 —1 5 |=-T75 2 =2 1| =-39,
2 2 3 1 1 10 2 3 4
1 3 -1 0 1 3 1 2
1 2 8 0 01 -1 1
2 2 3 0| % 52 1 1| %%
2 5 1 2 1 3 2 4
22 2 0 L2 -
=60, [1 1 2|=6 |1 1 2|=—a+3b—c
> 5 0 0 2 1 1 1 1
-2 0 -2 =2
e 2 —1 a 3 1 a
1 b 2 |=abe—2a4+2b—2c+7, |0 ¢ @ VI 20890 14
9 1 5 2 16 1
¢ 13 2 4
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3. Calcula el rango de las matrices siguientes:

L3 1 0 -1 -2 1 3 -1
A:(10>, B=12 8 o, c=|2 -2 1
21 3 0 2 3 4

21 2 0 -1

101

p-(o10), E=| 00 3 3 2

Lo 1 51 5 5 1

2 0 -2 -2 0

4. Dada una matriz cuadrada A, demuestra las siguientes afirmaciones:

(a) La matriz A + A* es simétrica.
(b) La matriz A — A es antisimétrica.
(¢) La matriz A se descompone como suma de una matriz simétrica y una

1 1
antisimétrica de la forma siguiente: A = §(A + A% + §(A — AY).

5. Calcula la inversa de las matrices siguientes:

L 3 1 3 -1 1 3 -1
A—<12>, B=|12 8], cCc=|2 —2 1],
2 2 3 2 3 4
001 03 3 3
D=|010]|, E=
L0 o 55 5 5
-2 0 -2 -2

6. Tres agentes comerciales a comision, Vi, Vo y V3, venden tres productos P,
Py, P;. Las matrices E/, F, M y A reflejan los ingresos del primer cuatrimestre
del afio 2001 expresados en €:

P P P P P P
1150 1095 905 \ Vi 1202 1150 875 \ Wi

E=| 1230 1130 871 | W F=| 1135 1232 781 | W
1050 1350 970 ) V4 993 1250 863 ) Vi
P P P P P P
1090 1201 883 \ Vi 1223 1098 902 \ Vi

M= 1140 1345 872 | W A= 1142 1224 901 | W
1090 1254 867 ) V3 1100 1250 893 ) V3

(a) Calcula los ingresos totales del cuatrimestre.
(b) Calcula el incremento de ingresos entre el mes de enero y el de febrero.

(c) Si los vendedores reciben un 8% de los ingresos por ventas en concepto
de comision, jcudnto gand cada uno en este cuatrimestre?



1.6. EJERCICIOS 11

7. Tres empresas F1, Fs, F'3, necesitan cuatro materias primas Py, P, P3, Py.
El consumo mensual medio de estas empresas se puede expresar mediante la
matriz siguiente:

P PR P PR

273 133 1375 62 FEq
A= 330 232 975 160 Es5

257 161 770 76 E3

donde las cifras estdn dadas en Tm.
En el primer trimestre del ano 2001, los precios de estas materias primas,
expresados en € por Tm., han sido

E F M

123 127 131 P

330 326 315 Py
99 103 126 Ps

213 230 254 Py

P =

donde las columnas E, F', M representan los meses de enero, febrero y marzo
respectivamente. Expresa mediante una matriz el gasto total de cada em-
presa cada mes.

8. Una empresa de importacion de vehiculos recibe pedidos de tres concesiona-
rios A, B y C. El primer concesionario ha solicitado 50 coches del modelo 17,
15 del modelo 75, 10 coches del modelo T35 y 2 del modelo Ty, el concesiona-
rio B ha solicitado 17 coches del modelo T, 12 del modelo T3, 7 del modelo
T3 y 3 del modelo Ty; y el concesionario C ha pedido 11,7,5 y 4 coches
de los modelos 11,715,135 y Ty respectivamente. Los concesionarios aportan
una parte del capital al efectuar la compra y aplazan a 90 dias el resto. El
concesionario A paga el 50 por cien del total y aplaza el resto, B aplaza un
tercio y C aplaza un cuarto del pago. Calcula la cantidad de coches de los
tipos T1,T5,T5 v Ty que la empresa vende al contado y cudntos con pago
aplazado.

9. Una empresa produce cuatro bienes diferentes P;, P», Ps y Py, para los que
utiliza cuatro materias primas mq,ms, ms y my. El consumo en kg. para
obtener 1 unidad de cada producto es el siguiente:

myp mgz M3 My

56 32 21 43 Py

4| 62 23 15 54 P
| 57 17 21 61 Py
75 28 35 42 Py

v los costes, en € por kg., de cada una de las materias es:

2.7 mq
. 3.3 mo
b= 2.5 ms

1.3 my
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Dos distribuidores, Dy y D2, adquieren las siguientes unidades:

P P, Py P
o_ (270 130 1370 60\ D
—\ 230 175 972 121 ) D,

(a) Calcula e interpreta el significado de los productos AB y CAB.

(b) (Cudntos kg. se consumen de cada materia prima para satisfacer las
demandas de Dy y Dy?



2. Sistemas de ecuaciones
lineales

2.1 Conceptos basicos

La relacién mas simple que puede darse entre varias magnitudes es que satis-
fagan una o varias ecuaciones. En esta seccién consideraremos las ecuaciones del
tipo mas sencillo posible: aquellas en las que las variables aparecen tinicamente
multiplicadas por escalares y sumadas. Por ejemplo, el sistema

T+2y— 2z = 3
20 — y+3z = 6
—r+4+ y+4z = 3

es un sistema de tres ecuaciones lineales con tres incognitas. Observemos que
admite la expresiéon matricial

1 2 -1 T 3
2 -1 3 y | =1| 6
-1 1 4 z 3

En general, un sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas,

1121 + 1222 + -+ a1pTy, = by
(2171 + G22%2 + -+ + 2Ty, = b

Am1%1 + AmaT2 + -+ + AmnTn = bm

se puede expresar matricialmente como Az! = b*, donde A es una matriz m x n
llamada matriz de coeficientes del sistema, b € R™ es el vector de términos inde-
pendientes y & € R™ es el vector de incognitas.

Cuando todos los términos del vector b* son ceros, se tiene un sistema li-
neal homogéneo, Azt = 0. Estos sistemas siempre tienen al menos una solucién,
(x1,22,...,2,) = (0,0,...,0), que recibe el nombre de trivial.

Segin el nimero de soluciones, podemos clasificar los sistemas de la forma
siguiente:

13
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Determinados:
. . Solucion unica
Sistemas de Compatibles .
. Indeterminados:
ecuaciones . .
. Infinitas soluciones
lineales

Incompatibles: No tienen solucion

Sistemas equivalentes Dos sistemas S; y S2 son equivalentes si tienen las
mismas soluciones.

Para encontrar la solucién de un sistema puede convenir encontrar otro sistema
equivalente que sea méas sencillo de resolver. La forma de obtener estos sistemas
equivalentes es utilizar alguna de las operaciones siguientes:

a) cambiar el orden de las ecuaciones,
b) multiplicar alguna ecuacién por un escalar distinto de cero,
¢) sumarle a una ecuacién otra multiplicada por un escalar.

2.2 Resolucidon de sistemas

2.2.1 Método de Gauss

El método consiste en partir de un sistema S y llegar a uno equivalente que
sea triangular.

Sistemas determinados Se trata de sistemas con solucion tnica. Veamos un
ejemplo:

r+2y— z=3 rx+2y— z2=3
2c — y+32=6 »=| —2x1%ec. +2%ec. | = —by+5z=0
—z+ y+4z=3 1% ec. + 3% ec. 3y+32=6

r+2y—z=3
:>l1/5><2“ec.]:> —-y+z=0 , = =
1/3 x 3% ec. y+z=2 2% ec. + 3% ec.
r+2y—z=3
= —y+z2=0
22 =2

Con esto hemos triangulado el sistema, es decir, hemos dejado la = sélo en la
primera ecuacién, la y sélo en las dos primeras ecuaciones y la z (s6lo) en las tres
primeras ecuaciones. Resolver un sistema triangulado es inmediato:

22521’ y=z=1, r=3-2y+2=3-24+1=2.

La solucién es, pues, (z,y,2) = (2,1,1). "
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Sistemas indeterminados En general un sistema de ecuaciones lineales no
tiene por qué tener una tunica solucién. El método de Gauss es aplicable también
aunque haya méas de una. Veamos un ejemplo:

r+2y+z= 4 r+2y+ z= 4
20+ y—z= 2 = | —2x1%ec. +2%ec. | = —3y—3z= —6
Tx+8y+2z=16 —7x 1% ec. +3% ec. — 6y — 6z =—12
r+2y+z=4
= | —-1/3x2%ec. | = y+z=2 = =
—1/6 x 3% ec. y+z=2 —1 x2%ec. + 3% ec.

rT4+2y+z=4
y+z=2

Ahora el sistema ha quedado triangulado, pero hay menos ecuaciones que incégnitas.
En tal caso asignamos valores arbitrarios a todas las variables de la dltima ecuacién
excepto a una. Por ejemplo, hacemos z = A, donde A € R es un nimero real arbi-
trario. Al despejar queda:

z =], y=2-A, x=4—-2y—2=4-2(2-XN)— A=A\

Las soluciones del sistema son (z,y, z) = (A, 2=\, A), para todo A € R. El hecho
de que X\ pueda tomar cualquier valor se expresa diciendo que A es un pardmetro.
Como A puede tomar infinitos valores, el sistema tiene infinitas soluciones.

A veces podemos necesitar una solucién particular del sistema. Para encon-
trarla basta elegir valores concretos para los pardmetros de los que dependa la
solucién general. Por ejemplo, si hacemos A = 3 obtenemos la solucién particular
(x,y,2) = (3,-1,3). "

Sistemas incompatibles También puede suceder que un sistema de ecuaciones
lineales no tenga solucién. El método de Gauss nos permite reconocer si se da el
caso:

20 —y+ 3z =2 20 —y 4+ 3z =2
r+y— z=1 = | 1%ec. + —2x2%¢c. | = —3y+52=0
de+y+ z2=6 —2x 1% ec. + 3% ec. 3y —5z=2

2z —y+3z =2
:>[ ]:> —3y+5z=0
2% ec. + 3° ec. 0=2

Como la ultima ecuacién es imposible, concluimos que el sistema no tiene
solucién. (En realidad esto se ve ya al comparar las dos dltimas ecuaciones del
sistema del centro.) "
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Ejemplo Una empresa de productos alimenticios tiene un stock de 114 kilos de
chocolate y 111 litros de leche, con los que puede elaborar tres productos distintos
A, By C. El producto A requiere un 40% de chocolate y un 10% de leche,
el producto B requiere un 25% de chocolate y un 25% de leche, mientras que C
requiere un 20% de chocolate y un 30% de leche. Del resto de ingredientes (aztcar,
etc.) la empresa dispone de reservas abundantes. Determina las posibilidades que
tiene la empresa para consumir su stock con los productos A, By C. ;Cuél de
todas le proporcionard méas beneficios si la empresa obtiene 10€ por cada kilo de
A, 8€ por cada kilo de B y 6€ por cada kilo de C?

SoLUCION: Llamemos z, y, z a las cantidades respectivas de los productos A, B
y C que puede producir la empresa. En total se requieren 0.4x + 0.25y + 0.2z
kilos de chocolate y 0.1 + 0.25y + 0.3z kilos de leche. Por consiguiente hemos de
resolver el sistema

0.4z + 0.25y + 0.2z = 114 40z + 25y + 20z = 11400
0.1z + 0.25y + 0.3z = 111 10z 4 25y + 30z = 11100

40z 4 25y + 20z = 11400
75y + 100z = 33000

Hacemos z = A, con lo que la solucién es

1 4
(x,y,2) = (10 4+ g)\,440 - 5)")\)’ para todo A € R.

Esta es la solucion general del sistema, pero no es cierto que cualquier valor de
A nos de una produccion aceptable para la empresa. Hemos de exigir que z, y, z
sean mayores o iguales que 0, es decir,

4
1o+§zo, 440—?20, A>0e)\>-30, A<330, \>0.

En definitiva, los valores aceptables para el pardametro son los que cumplen
0 < X\ < 330. De este modo tenemos un tinico parametro A que determina cada
una de las posibilidades de la empresa. Si expresamos el beneficio correspondiente
en funciéon de )\ estaremos en condiciones de determinar qué opcién es la més
ventajosa:

B = 10(10+ %) +8(44o- %) 46X = 3620 — %

Ahora es claro que el beneficio serd mayor cuanto menor sea A, luego serd
maximo para A\ = 0. La solucién més conveniente para la empresa es, pues,
(z,y,z) = (10, 440,0). "

2.2.2 La regla de Cramer

La regla de Cramer es otro método para resolver sistemas de ecuaciones lineales
mediante determinantes. El caso principal es el de un sistema S, AZ! = b', con
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el mismo numero de ecuaciones que incégnitas cuya matriz de coeficientes tiene
determinante no nulo. El término x; de la la solucién (z1, s, -, 2,) se calcula
como un cociente de determinantes. El numerador es el determinante de la matriz
A sustituyendo la columna i-ésima por el vector de términos independientes, y el
denominador es |A], es decir

a1 e bl e a1n
a21 N b2 ces o Q9p
ap1 - by - apn .
T = 4] , 1=1,2,--- n.

Sistemas determinados Se tiene el mismo numero de ecuaciones que de in-
cognitas y |A| # 0. Vedmoslo en un ejemplo:

r+2y— z2=3
20— y+32=6

—r+ y+4z2=3
Segin la regla de Cramer,
3 2 -1
6 -1 3
3 1 4] —60 9
TTTTT 2 1 80

2 -1 3

-1 1 4

El denominador es el determinante de la matriz de coeficientes del sistema,
mientras que el numerador resulta de sustituir en esta matriz la columna de los
coeficientes de x por la columna de los términos independientes. Si sustituimos
los coeficientes de y obtenemos el valor de y:

1 3 -1
2 6 3
-1 3 4 —30
y=t— ==
—30 —30
Igualmente:
1 2 3
2 -1 6
-1 1 3 —30 1
T —30 “ T30 ¢

La solucién es, por tanto, (z,y,2) = (2,1,1).
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Sistemas indeterminados Si tenemos menos ecuaciones que incégnitas también
podemos aplicar la regla de Cramer del modo siguiente:

r+ y—2z4+ w=4
204+ 2y+ z+2w=3

Buscamos una submatriz 2 x 2 de la matriz de coeficientes con determinante
no nulo. Vemos que el formado por las dos primeras columnas no sirve, pero el
formado por la segunda y la tercera si:

1 1
’ - 0,

2 2

Entonces dejamos la segunda y la tercera columna a la izquierda y pasamos las
restantes a la derecha:

204+ 2 =3—-22—-2w
Las variables de la derecha las convertimos en parametros: * = A\, w = p, y las
de la izquierda las calculamos por la regla de Cramer:

4— A— pu =2

3-2 -2y 1 ‘ 1
s = cA—A—p+6—A—dp)=2-A—p,

y—2z2=4— z— w }

v= 1 2
2 1
‘ 1 4— A— u’
2 3-2%-2 1
2= : s = Z(3-2A -2 -8+ 2X+2u) = 1.

La solucién es (z,y, z,w) = (A, 2 — X — u, —1, 1), para todo A\, u € R. "

Un sistema de ecuaciones lineales puede clasificarse sin necesidad de resolverlo.
Dado el sistema Az' = bt tiene asociadas dos matrices: la matriz de coeficientes,
A, v la matriz ampliada, A*, que se obtiene anadiendo a A la columna de términos
independientes:

a;n a2 - a1y by
n a1 a2 - A2n bo
Am1 Am?2 o Omn bm

A partir de los rangos de estas matrices podemos saber el tipo de solucion del
sistema de la forma siguiente:

Determinado:
Sistema lineal de Compatlbie k= n
i rg(A) =rg(A*) =k Indeterminado:
m ecuaciones rerm

n incognitas

Incompatible: rg(A) # rg(A*)
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2.3 Aplicaciones

Aplicacién 1: Precios de equilibrio Sea p = (p1,p2, ps) el vector de precios
de un mercado en el que se venden tres productos A, B y C. Se estima que la
oferta y la demanda de cada uno de ellos viene dada por

Sp=15p1+ p2+ 3p3—13 Do =70—-8p1 — p2— p3
Sp = p1+20p2+10p3 =10  Dp =93 —2p; —4p2 — p3
So = 10py + 15ps + 30ps — 50 De = 107 — py — 3ps — 5ps

Vamos a calcular los precios de equilibrio, es decir, los precios para los cuales
la oferta coincide con la demanda. Esto nos lleva a resolver el sistema:

5pr+ pa+ 3p3—13=70-8p1 — p2— p3
p1+ 20ps + 10p3 — 10 = 93 — 2p; — 4ps — p3
10p1 + 15p2 + 30ps — 50 = 107 — p; — 3p2 — Hps

En primer lugar lo ordenamos y luego aplicamos el método de Gauss:

23p1 + 2pa+ 4ps = 83 23p1+ 2p2+ 4dps = 83
3p1 + 24ps + 11ps = 103 » = 546py + 241p3 = 2120 , =
11py + 18py + 35p3 = 157 392ps + 761p3 = 2698
23p1 +  2p2 + 4dps = 83
= 546ps + 241ps = 2120
321034p; = 642068

De aqui se sigue facilmente que el vector de precios de equilibrio es p = (3, 3,2).
| |

Aplicaciéon 2. Modelo input-output de Leontief Consideramos una eco-
nomia formada por n industrias interrelacionadas Iy, I, - - -, I,, de modo que cada
una produce un unico bien by, bo, - - -, b, respectivamente. Cada industria debe
atender las demandas de inputs de las n industrias (incluida ella misma) y las
demandas externas (demanda final). Se trata de calcular el nivel de produccién
de cada industria para que se satisfagan estos requisitos.

Si x;1 es el nivel de produccién de by, debe verificarse la ecuacion siguiente:

1 =a11T1 + a1202 + -+ a1pnTy, + d1

donde aq;z; representa la demanda de b; desde la industria I y d; es la demanda
exterior del producto b;.
Si repetimos el proceso con la produccién de las n industrias se tiene el sistema

1121 + 1222 + -+ a1pTn +di = T
a21%1 + A22%2 + -+ + A2p Ty +dy = T3

Ap1%1 + Gp2%2 + +++ + Apn®p + dn = Tn
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y agrupando las variables,

(1 —an1)r1 — @222 — - — A1pTy, = d1
—a2121 + (1 — ag2)xe + -+ — a2y = da
—Up1%1 — Gpada — -+ + (1 - ann)xn = dn

En notaciéon matricial se expresaria
(I, — Az’ =d',

siendo A = (a;;). A los coeficientes de A se les denomina coeficientes input, a la
matriz A se le lama matriz input-output y d es el vector de demanda final.

Se pueden presentar dos situaciones diferentes: un modelo cerrado, en el que
todo se produce y consume internamente, o un modelo abierto en el que parte de
la produccién se destina al consumo exterior. En un modelo cerrado todas las
demandas exteriores seran cero, es decir d; =0, ¢ = 1,---,n, y se tendra por tanto
un sistema lineal homogéneo. En el modelo abierto el sistema serd completo.

Ejemplo Supongamos tres industrias interrelacionadas 11, Is, I3 que producen
un unico bien cada una y cuya produccion se obtiene de la forma siguiente: Cada
untdad de Iy requiere 0.3 unidades de I, 0.2 unidades de Iy y 0.3 unidades de
I3. Cada unidad producida en Iy necesita 0.1 unidades de I, 0.2 de Iy y 0.3 de
I3, y cada unidad de I3 precisa 0,1, 0.5 y 0.1 unidades producidas en I, Is e I3
respectivamente. Si las demandas exteriores son 45, 50 y 51 unidades de I, I3
e I3, determina cudles son los niveles de produccion que permiten el equilibrio de
esta economia.

SOLUCION: Llamemos z1, T2, x3 a las unidades producidas por las industrias I,
I, I3 respectivamente. Se tiene

O.S.Il +01£C2 +02$3 +45 = I
0.2x1 +0.222 + 0.523 +50 = zo
0.3x1 +0.322 +0.12z3+ 51 = =z3

Por tanto hemos de resolver el sistema

0.733‘1 — 0.1332 — 0.21‘3 = 45 7$1 — T2 — 2%‘3 = 450
—0.221 + 0.829 — 0.523 = 50 = —2z1+8z2 —5z3 = 500
—0.3z; —0.322 +0.923 = 51 —3x1 — 322 +923 = 510

Aplicando la regla de Cramer,

450 -1 -2 7 450 —2
500 8 —5 —2 500 -5
510 =3 9| 430 -3 510 9| 620
NETT ) o T3 T o T et
2 8 -5 2§ -5

-3 -3 9 -3 -3 9
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7 —1 450
-2 8 500
B -3 -3 510 520
B T R 3
2 8 -5
3 -3 9
2.4 Ejercicios
1. Resuelve:
. z4+w =25
Tt 2=3 T +y +2 =4
2r+y— z=0
—r4+y+32=5 “y  tw=l1
22 tw =7
z+ y+z2=3

20 — y—z=1
dx+3y+2="7
3x + 2y =5

204+ 3y+2z2+t =4

r+y—z+t=3

21

204+ y= 4
r—2y = —
3r+ y= 5
20+ y=4
r—2y=20

} 3+ y=2>5
3r+ y=>5

2. Plantea un sistema de ecuaciones lineales compatible determinado cuya so-
lucién sea (z,y, z,w) = (1,2 — 1,1) y resuélvelo por el método de Gauss y
por la regla de Cramer. (Cada ecuacién deberd contener al menos dos de las

incégnitas).

3. Calcula la solucion general de los sistemas siguientes asi como tres soluciones
particulares de cada uno de ellos:

—r+2y+3z2=3
r+3y— z=1
r+8y+ z2=25

4. Resuelve la ecuacién = +y — 2z +w = 3.

—r+2y+3z+u—5v=2 }

r+3y— z—u+3v=0

5. El comportamiento en el mercado de tres productos, A, By C vienen expre-
sados por las siguientes curvas de oferta y demanda:

Dy 13-2z+ y+=z
DB = 54 x— y+z
De = 104+ z+3y—=z

Sa
Sp
Sc

124z
S+y
2+z

donde x,y, z son los precios unitarios de los productos A, B, C, respectiva-
mente. Calcula las cantidades que se deben ofrecer de cada producto para
alcanzar el equilibrio entre ofertas y demandas.
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6. Una empresa fabrica tres productos A, B y C. El vector de precios es

Do = (4,4,5), pero la empresa advierte que tiene un exceso de demanda,
por lo que decide aumentar los precios a la vez que aumenta su produccién
buscando una situacién de equilibro. Un andlisis de la empresa muestra que
su capacidad de produccién para un vector de precios dado p viene dada por

Sa = 2p1 + 3p2 + Tp3 — 30
Sp = 4p1 + 2p2 + 3p3 — 10
Sc = p1+3p2+3p3—20

Por otra parte, un estudio de mercado indica que la demanda prevista para
un vector de precios P es

D4 = 140 — 8p1 — 5p2 — 2p3
Dp =107 — p; —8p2 — p3
Dc =78 — p1— p2—5p3

Calcula el vector de incrementos de precios Ap necesario para alcanzar los
precios de equilibrio, el incremento de producciéon AS = (AS4, ASE, ASc)
que tendra que efectuar la empresa para satisfacer toda la demanda y el
incremento de demanda AD que producird el aumento de los precios. Inter-
preta lo que se obtiene al calcular la oferta y la demanda correspondientes a
los vectores de precios p = (1,1,1) y p = (100, 100, 100).

. Una empresa fabrica tres articulos A, B y C en cantidades x, y, z y en

la produccién intervienen dos grupos de trabajadores especializados I y II.
Para elaborar una unidad de producto se requieren 4 minutos (o sea, 1/15
de hora) de mano de obra de tipo Iy 1/2 hora, 3/4 de hora o 1 hora de
mano de obra de tipo IT segin si el producto es A, B o C. La plantilla de la
empresa proporciona 20 horas diarias de tipo I y 160 horas diarias de tipo II.
El coste de produccién unitario es de 3 u.m. para el producto A, 5 u.m para
el producto B y 2 u.m. para C. Expresa las posibilidades de produccién de
la empresa en términos de un unico parametro. Indica los valores admisibles
para éste. ;Cudl es la produccién que minimiza el coste? Calcula el coste
minimo. (Y si la empresa tiene comprometida la produccién de al menos 5
unidades de cada producto?

. Una empresa exporta su producto a seis paises A, B, C, D, E y F en

cantidades anuales determinadas por el vector
(z,y, z,u,v,w) = (20,20, 30, 70, 10, 20).

La empresa desea modificar su politica de exportaciones de modo que la
cantidad u exportada al pais D sea lo menor posible. Ahora bien, la capaci-
dad de produccién de la empresa esta limitada a 170 unidades de producto;
los costes de produccién son distintos segin el pais de destino (a causa del
transporte), y son, respectivamente, de 2, 1, 3, 2, 1 y 1 unidad monetaria
por unidad producida, el presupuesto de la empresa es de 320 unidades mo-
netarias; por ultimo, los paises A, B y C forman parte de una asociacién
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econémica que impone a la empresa una cuota de importacién (méxima)
de 70 unidades de producto anuales, y lo mismo sucede con los paises A,
B, E, y F, con la misma cuota. Determina las posibilidades de la empresa
indicando los valores admisibles para los pardmetros. (Suponemos que la
empresa quiere exportar todo lo que las cuotas impuestas le permiten.) Cal-
cula después la solucién que més le conviene a la empresa. ;Qué valores de
los parametros corresponden a la exportacion actual?

Tres productores A, B, C' interrelacionados distribuyen sus outputs de la
forma siguiente:
a) La produccién de A se destina en partes iguales a A, By C.

b) La mitad de la produccién de B se destina a C, la cuarta parte a A y
el resto lo consume internamente.

¢) La mitad de la produccién de C se destina a A y el resto lo consumen
By C en partes iguales.

;Cudl debe ser la relacion entre las producciones para que ninguno deba
pagar al otro?

Consideramos una economia formada por tres industrias interrelacionadas
A, B,C. Sabemos que la matriz input-output es

0.2 0.1 0
M=\ 02 02 02
0 03 0.3

y que el vector de demanda externa es d = (210,111, 37)
(a) Interpreta el significado econémico de la suma de los elementos de la
tercera columna de M.

(b) Interpreta el significado econémico del elemento as; = 0.1 de la matriz
M.

(c) Calcula los niveles de produccién que permiten el equilibrio del modelo.
Obtén la relacion de precios que permite que nadie pague nada.

En una economia formada por cuatro productores, A, B,C, D, se sabe que
la matriz input-output es

0.2 0.1 0 0.3
02 02 04 02

0 03 03 05
02 04 03 0

M =

Razona si puede tratarse de un modelo cerrado de Leontief. ;Y de un modelo
abierto?






3. Espacios vectoriales reales

Ya sabemos que, en general, la forma m&s habitual de tratar tedricamente
varios datos numeéricos es a través de un elemento de R™. En este tema veremos
que si las componentes de los datos que estamos manipulando verifican ciertas
relaciones sencillas, entonces disponemos de una potente teoria matematica para
tratar con ellos. Esta teoria parte del concepto de espacio vectorial.

3.1 Espacios y subespacios vectoriales

Un espacio vectorial es un conjunto V' (cuyos elementos se llaman vectores) en
el que hay definidas dos operaciones: una suma de vectores, es decir, una operacién
que a cada par de vectores T, ¥ € V les asigna una suma I + g, y un producto
escalar, que a cada A € R y cada vector T € V les asigna un vector \= € V.
Ademsds, estas operaciones han de cumplir las propiedades siguientes (donde las
letras griegas representan ntiimeros reales y las latinas vectores):

L. (Z+9)+z=2+ (§+2),
2. Z4+y=9y+1,

existe un vector 0 € V tal que Z + 0 = Z, para todo vector Z,

> W

para cada vector Z, existe otro vector —7 tal que T + (—) = 0,
AMZ +7) = AT+ Ay,

(A + p)T = AT + uZ,

Apz) = (An)z,

1

© N = o

=T

8l

El ejemplo mas importante de espacio vectorial es R™ con la suma y el producto
habituales, pero el interés del concepto de espacio vectorial radica en que hay otros
ejemplos muy utiles. Las propiedades que aparecen en la definicién de espacio
vectorial garantizan que la suma y el producto en cualquier espacio vectorial se
comportan de forma muy similar a la suma y el producto en R™. Hay algunas
propiedades adicionales que se cumplen en R™ y que no aparecen en la definicién
de espacio vectorial pero que, no obstante, se deducen de las ocho propiedades,

25
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con lo que también las cumplen todos los espacios vectoriales. Por ejemplo, es
cierto en general que 0 = 0, o que A0 = 0.

Los ejemplos més importantes de espacios vectoriales aparte de los espacios R"”
son los subespacios de R™:

Definicién SiV es un espacio vectorial, un subespacio de V' es un subconjunto W
que sea también un espacio vectorial con la misma suma y el mismo producto que
V. En la préactica, para que esto suceda basta con que W cumpla las propiedades
siguientes:

1. 0e W,
2.siz,ye W,entoncesz+y € W,
3.sixeRyZze W, entonces \x € W.

Ejemplo Una empresa utiliza tres inputs A, B y C en cantidades x, y, z res-
pectivamente. La elaboracion de una unidad de su producto requiere 3 unidades
de A, 5 unidades de B y 2 de C. La empresa estd estudiando una modificacion
de su produccién. Comprueba que los incrementos factibles (Ax, Ay, Az) (que no
producen excedentes de inputs) determinan un subespacio vectorial de R3.

SoLUCION: Si la produccién de la empresa es P, un incremento AP requiere un
incremento de los inputs de la forma (3AP,5AP,2AP). Lo que nos piden es
comprobar que el conjunto

W = {(3AP,5AP,2AP) | AP € R} = {AP - (3,5,2) | AP € R}

es un subespacio vectorial de R3. Comprobamos las condiciones de subespacio
vectorial:

1. (0,0,0) € W. Esto se cumple tomando AP = 0, pues entonces
(0,0,0)=(3-0,5-0,2-0) € W.

En otros términos, (0,0,0) es un incremento de inputs factible (el correspon-
diente a no incrementar la produccién).

2. Siz, g€ W, entonces T+ g € W. En efecto, del hecho de que z, § € W se
sigue que Z = AP - (3,5,2) e y = AP’ - (3,5,2). Por consiguiente
Z+7§=AP-(3,52) +AP -(3,52) = (AP +AP')-(3,5,2) € W.
En otros términos, si & corresponde a un incremento de produccion AP
e gy corresponde a un incremento de producciéon AP’ entonces T +  es

el incremento de inputs que corresponde a un incremento de produccién

AP + AP’

3. SizeWyAeR, entonces \x € W.
En efecto, como & € W ha de ser z = AP - (3,5,2), luego

Az = (AAP) - (3,5,2) € W.
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Como hemos visto, la comprobacién anterior ha sido un poco laboriosa. Ahora
mostraremos que, sabiendo algunos resultados, comprobar que un conjunto es un
subespacio vectorial es inmediato. Un caso especialmente simple es el siguiente:

Teorema Un subconjunto de R™ definido por un sistema ecuaciones lineales ho-
mogéneas (o sea, igualadas a 0) es siempre un subespacio vectorial.

5N: Consideremos el sistema de ecuaciones en forma matricial:
DEMOSTRACION: C d | sist d f t 1
Azt = 0. El conjunto sera de la forma

W = {z € R" | Az" = 0}.

Comprobamos que cumple las condiciones de subespacio vectorial:
1.0€ W, pues A-0=0.

2. Dados Z, § € W, hemos de probar que T + § € W, lo cual equivale a que
A(Z + )t = 0. En efecto, teniendo en cuenta que AZ' = Ay = 0 (porque Z,
yew),

A@+y) = A@"+7') = Az' + Ayt =0+ 0 =0.

3. Dados £ € W y A € R, hemos de probar que Az € W, lo cual equivale a que
A(AZ)t = 0. Usando, como antes que AZ' = 0, vemos que

ANZ)! = ANz = ANAZ' = M0 = 0.

Ejemplo Una empresa distribuye su producto en tres mercados A, B y C en
cantidades x, y, z respectivamente. La empresa estd estudiando cambiar esta
distribucion sin alterar la produccion. Prueba que el conjunto de los incrementos
factibles (Ax, Ay, Az) es un subespacio vectorial de R3.

SOLUCION: Para incrementar la distribucién en cada mercado en cantidades
(Az, Ay, Az), es necesario un incremento de produccién Az + Ay + Az. Como la
empresa no quiere alterar su produccion, tendrd que ser Az + Ay + Az = 0 (no
olvidemos que los incrementos pueden ser negativos). Por lo tanto, el conjunto de
incrementos factibles es

W = {(Az, Ay, Az) € R® | Az + Ay + Az = 0}.

Como se trata de un conjunto definido por una ecuacién lineal homogénea,
podemos asegurar que es un subespacio vectorial de R3. L]

3.2 Sistemas generadores

Un concepto muy 1til para reconocer facilmente espacios vectoriales es el de
combinacién lineal de vectores:
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Definicién Sea V un espacio vectorial. Diremos que un vector T € V' es com-
binacion lineal de los vectores v1,...,0, € V si existen escalares A\q,..., A, € R
tales que

T= M0+ + AU

A los escalares A1, A, ..., A\, se les llama coeficientes de la combinacion lineal.
Teorema Si V' es un espacio vectorial y v1,0s3,...,0, € V, el conjunto de to-
das las combinaciones lineales de estos vectores es un subespacto vectorial de V,
llamado envoltura lineal o subespacio generado por v1,0s,...,0,. Se representa

por
(01,D2,y ..y Up) = {M1T1 + XaD2 4+ -+ + AnTn | A1, A2, .., A € R

DEMOSTRACION: Comprobamos que W = (01,02, ...,7,) cumple las propie-
dades de espacio vectorial:

1.0eW,pues0=0-0;+0-0g---+0-7,.
Dados dos vectores v,w € W, tenemos que
V=MAN01 4+ AUz + -+ A\yUp, W= p101 + 202 + -+ fn0n
2. La suma v + w esta en W, pues

V+w = AU+ A2+ -+ ApUp A+ U1+ pl2U2 + -+l Tp
M4 p1)vor+ Ao+ p2)ve 4+ -+ (A + pin)0p € W

3. El producto por un escalar, A € R, estd en W:

A0 = AMAD1 4+ Aol + -+ + \yTn)
AT + ATy + -+ AN 0, € W

Ejemplo (Solucién alternativa al ejemplo de la pdgina 26). Hay que probar que
el conjunto
W ={AP-(3,5,2) | AP € R}

es un subespacio vectorial de R3, pero esto es evidente, pues W = ((3,5,2)). =

Definicién Sea V un espacio vectorial y v1,0s2,...,9, € V. Se dice que los
vectores U1, s, ..., U, son un sistema generador de V si V. = (01,02,...,0y,), €s
decir, si todo vector de V' se puede expresar como combinacién lineal de los vectores
U1, 02, ..., Un.

Hemos visto que un sistema de ecuaciones homogéneas determina un espacio
vectorial. En el contexto de los espacios vectoriales, resolver el sistema equivale a
encontrar un generador de dicho espacio. Lo veremos mediante un ejemplo:
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Ejemplo Una empresa distribuye su producto en cuatro mercados A, B, C y
D en cantidades x, y, z, w, respectivamente. FEl coste de transportar una uni-
dad de producto a cada mercado es de 3, 1, 2 y 1€ respectivamente. La empresa
estudia una modificacion de su distribucion, pero no quiere alterar la produccion
ni los costes de transporte. Comprueba que el conjunto de incrementos factibles
(Az, Ay, Az, Aw) es un subespacio vectorial de R* y encuentra un sistema gene-
rador.

SoLuciON: Un vector de incrementos (Az, Ay, Az, Aw) requiere un incremento
de produccién de AP = Az + Ay + Az 4+ Aw, y un incremento de los costes de
transporte de AC = 3Ax + Ay + 2Az + Aw€. Como ademads la empresa exige
AP = AC =0, el conjunto de incrementos factibles es

W = {(Ax, Ay, Az, Aw) € R* | Az + Ay + Az + Aw = 0,

3Az 4+ Ay + 2Az + Aw = 0}.

Como esta definido por dos ecuaciones lineales homogéneas, es un subespacio
vectorial de R*. Para encontrar un sistema generador, resolvemos el sistema:

Ar+Ay+Az+Aw = 0 N Az +Ay+Az+Aw = 0
Az + Ay +2Az+Aw = 0 —2Ay —Az—-2Aw = 0
Tomamos como pardmetros A = Ay, u = Aw, con lo que Az = =2\ —2u y

Arx = —-Ay — Az — Aw=—-A+2\+2p — = A + p. La solucion es
(Az, Ay, Az, Aw) = (A + p, A, =2 = 2, 1) = (A, A, =2, 0) + (1,0, —2p, 1)

= A(1,1,-2,0) + (1,0, -2, 1).

De este modo, podemos expresar W como
W ={X1,1,-2,0) + u(1,0,—2,1) | A\, p € R} =((1,1,-2,0),(1,0,—2,1)) .

Asf pues, un sistema generador de W estd formado por los vectores (1,1, —2,0)
y (1,0,-2,1). n

Expresar un espacio vectorial en términos de un sistema generador nos permite,
entre otras cosas, comparar ficilmente dos espacios vectoriales (para determinar si
son el mismo o si uno estd contenido en otro). Esto se debe al teorema siguiente:

Teorema Sean Wi y Wy dos subespacios vectoriales de un mismo espacio V' y
sea {V1,Ua,...,0,} un sistema generador de Wy. Entonces W1 C Wy si y sdlo si
U1, V2,...,0, € Wa, es decir, para garantizar que un subespacio estd contenido en
otro basta probar que los vectores de un sistema generador del primero pertenecen
al seqgundo.

DEMOSTRACION:

[=] Supongamos que W; C W,. Esto significa que todos los vectores de Wy estdn
en Ws, luego en particular, los vectores vy, s, ..., 0, € Ws.
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[«<] Supongamos ahora que vy, s, . .., 0, € Wo. Hemos de probar que Wy C Wh.
Para ello tomamos v € W y hemos de probar que v € Ws.

Como o1, s, ..., U, es un sistema generador de W7y, existen Ay, Aa,..., A\, € R
tales que

=M1 + Aals + - + Apn.

Como Ws es un subespacio vectorial, los vectores A\v; € Wa (por la propiedad 3)
y U € W (por la propiedad 2). "

Ejemplo Determina si los espacios vectoriales

Wy = {(x7y7z7t)€R4|7I7y+Z:O7yit:0}7
Wo ((1,1,2,1),(1,0,1,0))

son iguales o no.

SOLUCION: Es claro que los vectores (1,—1,0,1) y (1,0,1,0) verifican las ecuacio-
nes que definen Wy, luego el teorema anterior nos asegura que Wy C Wj. Para
probar la otra inclusién calcularemos un sistema generador de Wj. Resolvemos el
sistema

—r—y+2=0

y—f:O} = (z7yvzvt):(a767ﬂ7a76)a O‘vﬂGR

Por lo tanto:
(.’E, Y, Zat) = Ol(].,(), ]-7 0) + ﬁ(_lv 13 O» 1)

y Wi ={((1,0,1,0),(—1,1,0,1)). Ahora hemos de estudiar si estos vectores estéan
en Ws. Claramente, el vector (1,0,1,0) € Wy. Para decidir si (—1,1,0,1) € W,
planteamos la ecuacion

(_17 17 Oa 1) = A(lv 1a 27 1) + :u(la 07 170)a

que tiene como solucién (A, p) = (1,—2). Concluimos que (—1,1,0,1) es com-
binacién lineal de los generadores de W5 y, por consiguiente, podemos aplicar
el teorema anterior para concluir que W7 C Ws,. Esto prueba que, de hecho,
Wi = Wa. n

Otra razén del interés de los sistemas generadores es que a menudo es mas
ilustrativo conocer la expresion de un vector como combinacién lineal de un cierto
generador que no conocer el vector mismo. Veamos un ejemplo:

Ejemplo Una empresa utiliza tres inputs A, B y C en cantidades x, y, z para
producir dos articulos P y Q. Las cantidades requeridas para la produccion de una
unidad de cada producto viene dada por la tabla siguiente:

Articulos Inputs

P
Q 1 2 2
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La empresa estudia alterar su produccion. Prueba que el conjunto de incrementos
factibles (Ax, Ay, Az) (que no produzcan excedentes) es el subespacio vectorial de
R3 generado por los vectores v = (2,1,3) y w = (1,2,2). Determina si el vector
(5,7,9) determina un incremento factible de los inputs de la empresa.

SOLUCION: Llamemos r y s a las cantidades producidas de P y @ respectiva-
mente. Para incrementar la producciéon de P en Ar unidades se necesita un
incremento de los inputs de (Axz,Ay,Az) = (2Ar, Ar,3Ar), y para incremen-
tar la produccién de @ en As unidades se necesita un incremento de inputs de
(Az, Ay, Az) = (As,2As,2As). Por consiguiente, un incremento arbitrario de la
produccién (Ar, As) se corresponde con un incremento de los inputs consumidos
de
(Azx, Ay, Az) = (2Ar, Ar,3Ar) + (As, 2As,2As8) = Ar v+ Asw.

El conjunto de incrementos factibles es, pues,
W ={Arv+ Asw | Ar, As € R} = (7, ).

Para saber si (5,7,9) es un vector factible, es decir, si (5,7,9) € (v, w), hemos
de estudiar si (5,7,9) es combinacién lineal de o, @, es decir, si existen A y g € R
tales que
(5,7,9) = Ao+ pw=X\2,1,3) + n(1,2,2).

Al igualar componentes esto equivale al sistema de ecuaciones

22+p = 5 A+20 = 7 A42p = 7
A2 = 7 p= 224+pu = 5 = —3p = -9
3AX+2 =9 3N+2u = 9 —4p = 12

de donde y =3y A =7—6 = 1. En conclusién
(7,5,11) = (2,1,3) + 3 (1,2,2) = v + 3w,

es decir, (5,7,9) es el incremento de inputs necesario para incrementar la pro-
duccién de P en 1 unidad y la de @ en 3 unidades. L]

Segun comentabamos, viendo (5,7,9) no sabemos si se trata de un vector facti-
ble o no, mientras que la expresién v+ 3w no sélo nos muestra que si lo es, sino que
ademaés nos indica con qué incremento de produccion se corresponde. Observemos
que, en este ejemplo, si la empresa dispone de un incremento de inputs de (5,7,9),
la dnica forma que tiene de aprovecharlo sin dejar excedentes es aumentar en 1
unidad la produccién de Py en 3 unidades la de (). En términos abstractos, lo que
tenemos es que el vector (5,7,9) determina de forma dnica los coeficientes que lo
expresan como combinacion lineal del generador ¥, w. Sin embargo, esta unicidad
no es cierta en general. Veamos un ejemplo:

Ejemplo Una empresa utiliza tres inputs A, B y C en cantidades x, y, z para
producir tres articulos P, Q y R. La cantidad de inputs que requiere la produccion
de una unidad de cada producto viene dada por la tabla siguiente:
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Articulos Inputs
A B C
P 1 1 3
Q 2 2 1
R 3 3 4

La empresa estudia alterar su produccion. Prueba que el conjunto de incremen-
tos factibles (Ax, Ay, Az) (que no produzcan excedentes) es el subespacio vectorial
de R3 generado por los vectores v = (1,1,3), w = (2,2,1) y T = (3,3,4). Deter-
mina si el vector (7,7,11) determina un incremento factible de los inputs de la
empresa.

SOLUCION: Si llamamos 7, s y t a las cantidades producidas de P, Q y R res-
pectivamente, es claro que un incremento Ar en la produccién de P requiere un
incremento de inputs de (Ar, Ar,3Ar) = Aro. Similarmente, un incremento As
en la produccién de @) requiere un incremento de inputs de Asw y un incremento
At en la produccién de R requiere un incremento de inputs de At Z. Un incremento
arbitrario de la produccién (Ar, As, At) requiere un incremento de inputs

(Az, Ay, Az) = Arv+ Arw + Ar z,
luego el conjunto de incrementos factibles es
W={Aro+Arw+ Arz|Ar, As, At e R} = (0,w,T).

Para saber si (7,7,11) € W hemos de determinar si es combinacién lineal de
v, Wy &, es decir, si existen A, u, v € R tales que

(7,7,11) = M(1,1,3) + n(2,2,1) + v(3,3,4).
Igualando componentes, esto equivale a que el sistema siguiente tenga solucién:

A2u+3v="7
A2u+3v="7 =

A4+2u+3v= 7} /\+2,u—|—31/=7}
AX+u+4r=11

—5u —br=-10 pHv=2

Tomando como pardmetro v = a queda gt =2—ay A=7—2(2—«a)—3a. En
total:
MNu,v)=0B-a,2—a,a), para todo « € R.
Como el sistema es compatible, (7,7,11) es un vector factible de incrementos.

Vemos que en este caso, ante un incremento de inputs de (7,7, 11), la empresa
tiene varias posibilidades para aprovecharlo sin excedentes. Por ejemplo, con o = 0
tenemos que

(7,7,11) =30+ 2w+ 0z,
es decir, que una posibilidad es incrementar en 3 unidades la produccién de P y
en 2 la de @, pero con o = 1 tenemos

(7,7,11) = 20 + o + 7,
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de modo que otra alternativa es incrementar en 2 unidades la produccién de P,
en 1llade @ yenllade R En términos abstractos, tenemos que v, w, T es
un generador del espacio W con la propiedad de que un mismo vector (7,7,11)
admite infinitas expresiones distintas como combinacién lineal de sus vectores.

3.3 Dependencia e independencia lineal

La diferencia entre los dos tdltimos ejemplos se explica en términos de un nuevo
concepto:

Definicién Diremos que los vectores o1, 03, . . ., U, de un espacio vectorial V' son
linealmente dependientes (o que forman un sistema ligado) si existen escalares
A, A2, ...y An € R no todos nulos de modo que

A1 + Aoy + -+ + A0y, = 0.

En caso contrario se dice que son linealmente independientes (o que forman un
sistema libre.)

Conviene explicitar la definicién de vectores independientes:

Los vectores vy, vs, ..., U, de un espacio vectorial V' son linealmente indepen-
dientes (o bien que forman un sistema libre) si la tnica combinacién lineal que
cumple A\101 + AaTs + -+ + AU, = 0 es aquella en la que todos los escalares
A1, A2, ..., Ap son nulos.

Ejemplo: Determina si los vectores (2,1,3) y (1,2,2) son linealmente depen-
dientes o independientes.

SoLUCION: Hemos de estudiar si existen escalares A y u no ambos nulos tales que
M2,1,3) + u(1,2,2) = (0,0,0).

Tgualando componentes vemos que esta ecuacién equivale al sistema

224+p =0 A+2u = 0 A+2u = 0
A4+2 = 0 )= 22+p = 0 = =3 = 0
3AX+2p = 0 3AAN+2p = 0 -4y = 0

de donde i = 0 y, en consecuencia, A = 0. Como la unica posibilidad es A = u = 0,
los vectores son linealmente independientes. L]

Es importante conocer esta caracterizacion:
Teorema Un conjunto de vectores vy, va, ..., U, de un espacio vectorial es ligado
sty solo si uno de ellos es combinacion lineal de los demds.

DEMOSTRACION: Veamos la doble implicacién:
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[=] Si el sistema es ligado, existen escalares A1, Aa, ..., A, no todos nulos tales que
A1 + AU + - -+ + A0, = 0. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que
A1 # 0. Entonces

)\11_)1 = —)\21_)2 — e — )\nUn = V1= ——

luego v1 es combinacion lineal de vo, ..., Uy.

[«<] Si un vector —por ejemplo v3— es combinacién lineal del resto, entonces
1 = Aol + - -+ + AT, para ciertos Ag,..., A, € R.

Por consiguiente, (—1)0; + Aoty + - -+ AnTn =0, y en esta combinacién lineal
no todos los coeficientes son nulos (ya que el primero es —1). Esto prueba que los
vectores son linealmente dependientes. L]

La demostracién anterior nos muestra ademés cémo reconocer un vector de-
pendiente del resto en un sistema ligado: basta encontrar una combinacién lineal
nula con coeficientes no todos nulos. Cualquier vector cuyo coeficiente no sea nulo
serd combinacién lineal del resto.

Ejemplo Estudia si los vectores (1,1,3), (2,2,1), (3,3,4) son linealmente depen-
dientes o independientes. Si son dependientes encuentra uno que sea combinacion
lineal de los otros.

SoLUCION: Los vectores seran dependientes o independientes segin si la ecuacién
A(1,1,3) + 1(2,2,1) + v(3,3,4) = (0,0,0)

tiene o no una solucién con algun coeficiente no nulo. Igualando coordenadas, esta
ecuacién equivale al sistema de ecuaciones

A+2u+3v=0 . .
AE2u+30=0 b= Atg“fg;:g }:> A”“f’i_g}
A+ pu+4v=0 H - prv=

Tomando como pardmetro v = « la solucién es
A\ p,v) = (—a, —a, a), para todo « € R.

Como hay solucién los vectores son linealmente dependientes. En realidad, hay
infinitas soluciones. Tomando, por ejemplo, @ = 1 obtenemos la solucién

—1-(1,1,3) = 1-(2,2,1)+1-(3,3,4) = (0,0,0).

Como los tres coeficientes son no nulos, cualquiera de los tres vectores es com-
binacién de los demés (cualquiera puede ser despejado). Por ejemplo

(3,3,4) = (1,1,3) + (2,2, 1).

El hecho fundamental es que si un vector de un sistema generador es combi-
nacién lineal de los otros, puede ser eliminado:
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Teorema Sea v1,73,...,0, un sistema generador del espacio vectorial
V = <1_]17627"'767L> °

Si uno de los generadores, por ejemplo Uy, es combinacion lineal de los demds,
entonces el sistema que resulta de eliminarlo sigue siendo un sistema generador
de V, es decir,

V = (1,02, ..,0n_1)-

Por consiguiente, si tenemos un sistema generador de un espacio vectorial,
podemos ir eliminando vectores que sean dependientes de los demads hasta llegar
a un sistema generador en el que ningtin vector dependa de los otros, es decir, un
generador linealmente independiente.

3.4 Bases y dimensién

Definicién Una base de un espacio vectorial es un conjunto de vectores que es
a la vez sistema generador y linealmente independiente.

Teorema Todo espacio vectorial tiene una base. Ademds, dos bases cualesquiera
de un mismo espacio tienen necesariamente el mismo numero de vectores.

Definiciéon Se llama dimensidn de un espacio vectorial V' al nimero de vectores
de cualquiera de sus bases. Se representa por dimV.

Los razonamientos precedentes nos muestran como encontrar una base de un
espacio vectorial una vez conocemos un sistema generador: basta ir eliminando los
vectores que sean combinacion lineal de los restantes hasta que no quede ninguno
en esta situacién.

Ejemplo FEncuentra una base del espacio vectorial
W =((0,0,0),(1,1,1),(2,2,2),(1,2,3), (0,1, 2)> .

SOLUCION: Tenemos un sistema generador de W formado por 5 vectores. Hemos
de estudiar si alguno es combinacion lineal de los demas, y en tal caso eliminarlo.
Cuando ya no quede ninguno en estas condiciones tendremos una base.

Ante todo, el vector 0 siempre es combinacién lineal de otros vectores cuales-
quiera. Concretamente:

(0,0,0)=0-(1,1,1)+0-(2,2,2)+0-(1,2,3) +0-(0,1,2).
Por lo tanto, el vector 0 siempre se puede eliminar de un generador:
W=((1,11),(2272),(1,23),(0,1,2)).

A simple vista notamos que (2,2,2) = 2 - (1,1,1), luego también podemos
eliminarlo:
w={((1,1,1),(1,2,3),(0,1,2)).
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Ahora estudiamos si los tres vectores que nos quedan son dependientes o inde-
pendientes, para lo cual planteamos la ecuacién

AL 1,1) 4+ p(1,2,3) +v(0,1,2) = (0,0,0),

que equivale al sistema

A+ =0 At =0 _
A2+ v=0 ) = p+ v=0 3= At +V_8}
A+3u+20=0 2+ 20 =0 prv=

Tomando como pardmetro v = «, la solucién es (A, u,v) = (o, —a, @), para
a € R. Por ejemplo, para a = 1 tenemos

(1,1,1) — (1,2,3) + (0,1,2) = (0,0,0),

lo que muestra que, por ejemplo (0,1,2) = —(1,1,1) + (1,2,3) es combinacién
lineal de los otros dos vectores. Por consiguiente

W =((1,1,1),(1,2,3)).

Se comprueba facilmente que la ecuacién A(1,1,1) 4+ p(1,2,3) = (0,0,0) sélo
tiene la solucién (A, 1) = (0,0), con lo que hemos llegado a dos vectores linealmente
independientes. Por lo tanto (1,1,1) y (1,2,3) son una base de W, que es, por
consiguiente, un espacio vectorial de dimensién 2. L]

Este proceso de ir eliminando vectores puede resultar muy largo si no somos ca-
paces de descartar rapidamente algunos de ellos. Por ello hay otros procedimientos
que conviene conocer.

Rango Se llama rango de un conjunto de vectores v1,vs,...,0, de un espacio
vectorial V' a la dimension del subespacio que generan:

rang{v1, V2, ..., Up} = dim (01, Do, ..., Up),
es decir, el rango es el nimero de vectores que quedan después de eliminar todos
los que dependen de los demaés.

Puede probarse que si A es una matriz, entonces el rango de sus vectores fila
coincide necesariamente con el rango de sus vectores columna, y a este rango
comun es simplemente el rango de A.

Para calcular el rango de una matriz basta triangularla. La matriz
triangulada tendrd el mismo rango que la matriz original, y éste coincidird
con el numero de filas no nulas que hayan quedado.

Si no alteramos el orden de las filas, los vectores que en la matriz ori-
ginal ocupen la misma posicion que las filas no nulas de la matriz trian-
gulada serdn linealmente independientes.

Veamos un ejemplo:
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Ejemplo Un banco gestiona cuatro carteras A, B, C y D, cuyo capital se distri-
buye en acciones de tres companias P, Q y R en la proporcion que indica la tabla
stguiente:

Companias Carteras
A B C D
P 20% 30% 25% 24%
Q 0% 60% 30% 24%
R 80% 10% 45% 52%

El banco desea ampliar el capital de sus carteras. Comprueba que los incrementos
(AP, AQ, AR) de la inversidon del banco en cada compania que pueden distribuirse
entre las cuatro carteras sin crear excedentes es un subespacio vectorial de R3.
Calcula su dimension.

SoLuciON: Un incremento AA en el capital de la cartera A requiere que el banco
compre (o venda) acciones por una cuantia de

(0.2AA,0,0.8AA) = AA(0.2,0,0.8).

Similarmente, unos incrementos AB, AC y AD en las otras carteras se co-
rresponden con incrementos del capital invertido en cada compania dados por
AB(0.3,0.6,0.1), AC (0.25,0.3,0.45) y AD (0.24,0.24, 0.52), respectivamente. En-
tonces, un incremento arbitrario de las cuatro carteras (AA, AB, AC, AD) reque-
rird una compra (o venta) de acciones dada por el vector

(AP,AQ,AR) = AA(0.2,0,0.8) + AB(0.3,0.6,0.1)
+AC (0.25,0.3,0.45) + AD (0.24,0.24,0.52).

Por consiguiente, los incrementos factibles forman el espacio vectorial
W ={(0.2,0,0.8),(0.3,0.6,0.1), (0.25,0.3,0.45), (0.24,0.24, 0.52)) .

Tenemos un sistema generador de W. Hemos de estudiar si hay vectores depen-
dientes y, en tal caso, eliminarlos. Para hacerlo rdapidamente formamos la matriz
que tiene por filas estos vectores y la triangulamos (primeramente multiplicamos
y dividimos sus filas por nimeros adecuados para simplificar los coeficientes):

02 0 08 2 0 8 1 0 4
a_| 03 06 01| |3 6 1| |36 1
025 0.3 0.45 25 30 45 5 6 9
024 0.24 0.52 24 24 52 6 6 13
10 4 10 4
0 6 —11 0 6 —11
“l1oe6 —-11 | oo 0
0 6 —11 0 0 0
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Concluimos que el rango de la matriz es 2 y —como no hemos cambiado el
orden de las filas— que los vectores (0.2,0,0.8) y (0.3,0.6,0.1) son linealmente
independientes. Asi pues,

W = ((0.2,0,0.8),(0.3,0.6,0.1)) ,

estos vectores forman una base y la dimensién de W es 2. ]

Recordemos otra forma de calcular mediante determinantes: El rango de una
matriz A es el mayor nimero n tal que A contiene una submatriz cuadrada n x n
con determinante no nulo.

Ejemplo Determina si los vectores (2,3,—1,4) y (4,6,0,1) son linealmente de-
pendientes o independientes.

SoLuctON: Como el rango de n vectores es el nimero de vectores independientes
que hay entre ellos, resulta que n vectores son independientes si y sélo si su rango
es n. En nuestro caso, los dos vectores dados seran independientes si y solo si su
rango es 2. Esto equivale a que la matriz

2 3 -1 4
A_(4601)

tenga rango 2. Como el determinante formado por las dos tltimas columnas vale
—1 # 0, ciertamente el rango es 2 y los vectores son independientes. L]

Propiedades de las bases Veamos algunos hechos adicionales sobre bases en
un espacio vectorial. En primer lugar calculamos la dimensiéon de R"™:

Teorema La dimension de R™ esn. Una base de R™ (la llamada base candnica)
estd formada por los n vectores que tienen una coordenada igual a 1 y las restantes
nulas.

Por ejemplo, la base canénica de R? es la formada por los vectores (0,1) y
(1,0), la base canénica de R? es la formada por (1,0,0), (0,1,0) y (0,0, 1), etc.

El primero de los dos teoremas siguientes lo conociamos ya, pero lo incluimos
para compararlo con el segundo:

Teorema Todo sistema generador de un espacio vectorial puede convertirse en
una base eliminando parte de sus vectores. (Concretamente, hay que eliminar vec-
tores que sean linealmente dependientes de los demés hasta que no quede ninguno
en estas condiciones.)

Teorema Todo sistema libre de un espacio vectorial puede convertirse en una

base anadiendo vectores. (Concretamente, podemos llegar hasta una base anadiendo
vectores de una base prefijada del espacio que sean linealmente independientes de

los del sistema dado, y repitiendo el proceso hasta tener tantos vectores como

requiera la dimensién del espacio.)



3.4. BASES Y DIMENSION 39

De estos teoremas se deduce a su vez una consecuencia interesante. En prin-
cipio, para que un sistema de vectores sea base de un espacio V' de dimensién n
ha de cumplir dos condiciones: que sea un sistema generador y un sistema libre.
Ahora bien, si el sistema tiene precisamente n vectores basta con que cumpla una
de las dos condiciones para que necesariamente cumpla la otra: si es linealmente
independiente tiene que ser base, porque de lo contrario podriamos convertirlo en
una base anadiendo vectores, pero ya tiene los vectores justos para ser base y no
es posible anadir més. Igualmente, si es un sistema generador tiene que ser base,
porque podria convertirse en una base quitando vectores, pero no podemos quitar
ninguno porque ya tiene el nimero justo para ser base. Esto debemos recordarlo:

Un sistema de n vectores en un espacio vectorial de dimension n es
una base si es un sistema libre o un sistema generador (basta que cumpla
una de las dos propiedades para que necesariamente cumpla la otra).

Ejemplo Determina si los vectores (1,2,1), (—1,0,2) y (2,1,1) son una base del
espacio vectorial R3.

SOLUCION: Como la dimensién de R? es 3 y tenemos 3 vectores, no es necesario
comprobar que es un sistema generador y libre, sino que basta comprobar una de
las dos propiedades. Lo maés facil es comprobar que es libre, pues eso es tanto
como ver que tienen rango 3, lo cual equivale a ver que la matriz

1 2 1
A= -1 0 2
2 11

tiene rango 3. Para ello basta comprobar que su determinante es no nulo, pero

|A|=7#0. n

Ejemplo Comprueba que el vector (4,3,0) pertenece al espacio
V={21,-2),(1,1,1))
y encuentra una base de V' que lo contenga.

SoLUCION: En primer lugar observamos que los dos vectores que generan V son,
de hecho, una base de V, es decir, son linealmente independientes. Para ello basta

ver que el rango de la matriz
2 1 -2
A= ( 11 1 )

es 2, lo cual se cumple porque el determinante formado por las dos primeras
columnas es no nulo. Asf pues, dimV = 2. El vector (4,3,0) estard en V si es
combinacién lineal de la base, es decir, si el rango del sistema (4, 3,0), (2,1, —2),
(1,1, 1) sigue siendo 2. Para ello calculamos el rango de la matriz

4 3 0
B=|2 1 -2
11 1
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Se comprueba que |B| = 0, por lo que, ciertamente rangB = 2 y (4, 3,0) estd
en el espacio V.

Ahora queremos completar el sistema libre formado por (4,3,0) a una base
de V. Como la dimensién de V es 2, sabemos que nos falta anadir 1 vector.
Nos servird cualquiera de la base que tenemos de V con la condicién de que sea
linealmente independiente de (4,3,0). Probamos con (2,1,—2): el rango de la

matriz
4 3 0
2 1 -2

es 2, pues el determinante formado por las dos primeras columnas es no nulo. Los
vectores son independientes y, por consiguiente, una base de V es la formada por
(4,3,0) y (2,1,-2). n

El método que hemos empleado para determinar si (4,3,0) estaba o no en el
espacio V' es general:

Para comprobar si un vector de un espacio vectorial pertenece a un
subespacio del que conocemos una base basta ver si al anadir el vector a
la base el rango no aumenta.

Ejemplo Una empresa distribuye tres productos A, B y C en cantidades x, y,
z en dos mercados M y N. Los costes unitarios de distribucion de cada producto
en cada mercado vienen dados por la tabla siguiente:

Mercados Productos
A B C
M 1 2 1
N 1 3 1

La empresa estudia reestructurar su produccion en cantidades (Ax, Ay, Az).
Sean W1 y Wa los conjuntos de los incrementos de produccion (Ax, Ay, Az) que
no alteran los costes de distribucion en el mercado M y N respectivamente, y sea
W el conjunto de incrementos de produccion que no altera los costes de distribucion
en ninguno de los dos mercados.

1. Comprueba que Wy, Wo y W son subespacios vectoriales de R3.
2. Calcula bases de cada uno de ellos.
3. Encuentra bases de W1 y Wa que completen la base encontrada para W.

SOLUCION: Si un incremento de produccién (Ax, Ay, Az) se distribuye en el mer-
cado M, genera un incremento de costes de distribuciéon dado por

Ax + 20y + Az,

luego W1 = {(Az, Ay, Az) € R® | Az +2Ay + Az = 0}. Similarmente concluimos
que Wy = {(Axz, Ay, Az) € R? | Az + 3Ay + 2Az = 0}. Por tltimo, para que no
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se alteren los costes de distribucién en ambos mercados se han de cumplir ambas
condiciones al mismo tiempo, luego

W = {(Az,Ay,Az) € R® | Az +2Ay + Az =0, Az + 3Ay + 2Az = 0}.

1. Como los tres conjuntos estan definidos por ecuaciones lineales homogéneas,
son subespacios vectoriales de R3.

2. Para encontrar un sistema generador de Wj resolvemos Az + 2Ay + Az = 0.
Tomamos como pardmetros a = Ay, 8 = Az y tenemos la solucién

Az +2Ay+Az=0 = (Azx,Ay,Az)=(-2a-0,a,0), «a,B€R.
Entonces,
(A‘T7 Aya AZ) = (720{767 «, ﬂ) = (72057 @, O)+(7/87 07 ﬂ) = O[(72a 15 0)+ﬂ(717 Oa 1)

Por consiguiente, los vectores de W7 son las combinaciones lineales de (—2, 1, 0)
y (=1,0,1), es decir, W7 = ((-2,1,0),(—1,0,1)). Es claro que estos dos vectores
son linealmente independientes, luego forman una base de W7.

Razonamos igualmente con Ws: tenemos Az + 3Ay + 2Az = 0, hacemos
Ay = a, Az = 3 y obtenemos

(Az, Ay, Az) = (—3a —206,a,0) = a(-3,1,0) + 5(—2,0,1), «a,B €R.

En conclusién, Wy = ((—3,1,0), (—2,0,1)). Estos vectores también son lineal-
mente independientes, luego son una base de Ws.

Para encontrar una base de W resolvemos:

Az +2Ay+ Az=0 Az +2Ay+ Az=0
Az + 3Ay +2A2=0 Ay+ Az=0

Hacemos Az = «, con lo que Ay = —a, Ax = 2a — o = . La solucién es
(Az, Ay, Az) = (o, —a,a) = a1, —1,1), para todo « € R.

Por lo tanto W = ((1, -1, 1)).

3. Para extender (1,—1,1) a una base de W; hemos de anadir 1 vector. Nos
sirve por ejemplo la base W7 = ((1,—-1,1),(—2,1,0)), pues los dos vectores son
linealmente independientes. Similarmente, Wy = ((1,—1,1), (-3,1,0)). n

La propiedad fundamental que cumplen las bases y a la que deben en gran
parte su interés es la siguiente:

Teorema Si vU1,09,...,0, es una base de un espacio vectorial V', entonces cada
vector v € V se expresa de forma tunica como combinacion lineal

U= A101 + AU + -+ + ApUp.

Los coeficientes A1, Ao, . .., A, se llaman coordenadas de v en la base U1, Vs, ..., Up.
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Ejemplo Una empresa fabrica dos articulos A y B a partir de dos materias
primas P y Q. Cada unidad de producto requiere las cantidades que indica la
tabla siguiente:

Materias Articulos
primas A B
P 2 3

Q 1 2

La empresa dispone de un stock de 21 unidades de P y 13 unidades de Q.
Demostrar que los vectores (2,1) y (3,2) forman una base de R?, calcular en
dicha base las coordenadas del vector (21,13) y explicar la interpretacion de dichas
coordenadas.

SoLUCION: Los vectores (2,1) y (3,2) son linealmente independientes porque
2 1
’ 5 o ‘ —140.

Como son dos vectores y la dimensién de R? es 2, podemos concluir que son
una base. Las coordenadas de (21, 13) en dicha base son los escalares (A, 1) que
cumplen

A(2,1) + u(3,2) = (21,13).
Igualando componentes esto equivale al sistema

2A+3p=21 220+ 3p=21
A+2p4=13 n=>

} = A=3.
Asf pues, las coordenadas son (A, u) = (3,5), luego tenemos que

3-(2,1)+5-(3,2) = (21,13),

luego vemos que, con su stock, la empresa puede fabricar 3 unidades de A y 5
unidades de B, y ésta es la tinica opcién con la que no tiene excedentes. L]

Subespacios definidos por ecuaciones Para determinar la dimensién de un
subespacio W de R™ definido por ecuaciones lineales no es necesario calcular una
base.

Dim W = n— namero de ecuaciones independientes.

El ntimero de ecuaciones independientes ha de entenderse como el rango de la
matriz de coeficientes del sistema de ecuaciones.
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Ejemplo Tres empresas A, B y C que producen bienes by, by y bs respectiva-
mente, se intercambian la produccion de la forma siguiente: A reparte su pro-
duccidn en partes iguales, B cede 2/5 de su produccion a A y se queda con el resto
y C cede 1/4 a A y utiliza el resto internamente. Demuestra que las producciones
que permiten que ninguna empresa pague a las restantes es un espacio vectorial de
dimension 1.

SOLUCION: Si llamamos (z,y, z) a la produccién de (b1, b2, b3), la forma de distri-
buir la produccién se expresa con el sistema siguiente:

1 2 1
3T+ EY+ 3%

—40x +24y+ 152 = O
iz + 2y =y ;= 5z — 6y = 0
4z -3z =0

%x —l—%z = z

Entonces el conjunto de producciones que permiten que ninguna empresa pague
al resto es

W = {(x,y,2) € R® | =40z + 24y + 152 = 0, 5z — 6y = 0, 4 — 3z = 0}.

Como esté dado por tres ecuaciones lineales homogéneas es un subespacio vectorial.
Para calcular la dimensién de W sélo necesitamos conocer el rango de la matriz
del sistema

—40 24 15
A= 5 6 0
4 0 =3

Tenemos |A| = 0, por tanto el rango de A es a lo sumo 2. Como

—40 24
5 —6

‘:120#0,

el rango de A es 2, es decir que hay 2 ecuaciones independientes. Aplicando el
resultado anterior dim W =3 -2 =1. "

Ejemplo FEzxpresa el subespacio W = <(1,0,0,1), (1,-2,3,0), (1,2, —3,2)> me-
diante ecuaciones.

SoLUCION: En primer lugar calculamos una base de W, es decir, eliminamos
de {(1,0,0,1),(1,-2,3,0),(1,2,—3,2)} los vectores que sean ligados (si los hay).
Para ello calculamos el rango de la matriz

1 0 0 1
A=11 =2 3 0
1 2 -3 2

Orden 1: |1|=1#0 = rangd>1,

1 0

Orden 2: ‘1 _9

':17&0 = rangA > 2,
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1 0 0 1 01
Orden 3: 1 -2 3|1=0, 1 -2 0|=0.
1 2 -3 1 2 2

Entonces, la matriz A tiene rango 2 y sabemos que dim W=2. Como los
vectores (1,0,0,1), (1,—2,3,0) son libres forman una base de W.

Para expresar W con ecuaciones, tenemos que encontrar todos los vectores
(z,y,2,t) € R* que pertenezcan a <(1,0707 1), (1, —2,3,0)>7 es decir aquellos vec-
tores que hacen que la matriz

x y =z i
1 0 01
1 -2 3 0

tenga rango 2. Y precisamente esta condicion sobre el rango sera la que proporcione
las ecuaciones:

Ty z
1 0 0]|=0 — —3y—2:=0
1 -2 3
T y t
1 0 1|=0 = 2x—y—2t=0
1 -2 0
Entonces, W = {(z,y,2,t) € R* | =3y — 22 =0, 2z —y—2t=0}. "

3.5 Ejercicios

1. Las existencias en un almacén estan dadas por un vector € € R", donde n
es el nimero de productos distintos almacenados y cada componente e; es la
cantidad de producto i-ésimo almacenado. Si p € R™ es el vector de precios
y V € R es el valor total de la mercancia almacenada, expresa la relacién
matematica entre V, € y p.

2. Una empresa fabrica dos articulos A y B. Las ventas del tltimo semestre
vienen dadas por la tabla siguiente:

Articulos Meses
J A S O N D
A 3 0 9 15 10 12
B 5 0 6 17 11 9

Determina, realizando siempre operaciones con vectores de R2,

(a) El vector © de ventas totales en el semestre.
(b) El vector v,, de ventas medias mensuales en dicho periodo.

(c) El vector Av de incremento de ventas de noviembre a diciembre.
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Si el vector de precios es p = (3,5), calcula —siempre con operaciones
vectoriales— el beneficio de la empresa en el semestre.

Determina si los conjuntos de vectores siguientes son libres o ligados

(a) {
(b) {
(©) {
(d) {

1,2,1),(0,0,0), (1,2,3)}.

1,2,0,1),(0,1,0,0), (1,2,3,1)}.

1,2,0,1),(0,1,0,0), (1,2,3,1),(1,2,4,5),(1,1,1,3)}.
1,2,0,1),(0,1,0,0), (1,2,3,1),(0,0,0,1)}.

~ o~ —~

. Calcula los valores de z para los cuales el vector (1, z, 3) es combinacién lineal

de los vectores (1,2,1),(1,0,2). Determina los coeficientes de la combinacién
lineal.

Razona las afirmaciones siguientes:

(a) A= {(x,y,2) € R® |z = 2z} es subespacio vectorial de R3.

(b) B = {(x,y,2,t) € R*| 22 —y = 0} no es subespacio vectorial de R*.

(c) C={(z,y,2) ER3| —y+2=0, x—2z=0} es subespacio de R3.

(d) D ={(z,y) € R? | 2 +y = 1} no es subespacio vectorial de R?.
Comprueba si los vectores (—1,2,—5), (2,2,3), (—1,—4,1) estédn en el su-
bespacio W =< (1,2,1),(1,0,3) >.

Determina el valor de a para que el vector (2,a,1,0) esté en el subespacio

W =< (1,0,2,1),(1,1, -1, —1) >.

Expresa los siguientes subespacios vectoriales como conjuntos engendrados
por familias de vectores:

(a) Vi ={(z,y,2) €ER3 | 2 = —z}.

() Vo ={(z,y,2) eR® |2 +2y=0, z+y+2z=0}

(c) Vs ={(x,y,2,t) ER* |2 -2y =0, z—z+t=0}
Expresa mediante conjuntos dados por ecuaciones los subespacios siguientes:
(a) A={(1,-2,1),(1,0,2)).

(b) B={((1,0,1,3)).

(¢) B={(1,0,1,-1),(0,1,1,0)).
Halla una base de R? que contenga los vectores (1,—2,1),(1,0,2).

Calcula una base de ((1,-2,1),(1,0,2)) que contenga al vector (2, -2, 3).

En una economia formada por tres productores, A, B y C, se sabe que la
matriz de input-output es

025 025 O
A= 025 025 0.2
0.5 05 038
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Si esta economia responde a un modelo cerrado de Leontief, razona que
el conjunto de producciones que dan lugar al equilibrio es un subespacio
vectorial.

Si M es la matriz input-output del modelo de Leontief razona si el conjunto
de producciones que dan lugar al equilibrio son un subespacio vectorial.



4. Aplicaciones lineales

Las aplicaciones lineales expresan la dependencia més simple que puede darse
desde un punto de vista matemdtico entre distintas magnitudes. En este tema
veremos que muchos de los resultados que hemos visto sobre espacios vectoriales
se expresan mas claramente en términos de estas aplicaciones, y en capitulos pos-
teriores veremos que el estudio de otras dependencias més complejas entre unas
magnitudes dadas puede aproximarse en muchos casos mediante aplicaciones li-
neales, con lo que los resultados que veremos aqui seran igualmente aplicables.

4.1 Definicién y propiedades basicas

Empezamos introduciendo la nocién de aplicacién lineal:
Definicién Una aplicacién f : V — W entre dos espacios vectoriales es lineal
si cumple las propiedades siguientes:

1. f(u+7v) = f(a)+ f(v), para todo @, v € V,

2. f(A\0) = Af(v), para todo A e R, 5 € V.

Ejemplo Comprueba que la aplicacion f : R?> — R3 dada por

f@y) = (2 +y,y, —2 + 2y)
es una aplicacion lineal.
SOLUCION: Se trata de comprobar (1) y (2) de la definicién.
Veamos que se verifica (1):
Consideramos @ = (x,y),v = (2/,9') dos vectores arbitrarios de R
F((z,9) + (2, y)

fE+a y+y)= @+ +y+v y+y,—@+2)+20u+y))
= (+2'+y+y,y+y,—z -2 +2y+2y)

f(a+9)

47
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fw) = flz,y)=(x+yy —v+2y)

f(’lj) = f(‘r/v yl) = (xl + yla y/a —{E/ + Zy/)

Sumando las dos expresiones anteriores tenemos

fa)+ f(©) = f(z,y) + f(@', ) = (v +y,y, —x +2y) + (2" + ¢, 9/, —2' +2¢)
=@+y+a'+y,y+y,—x+2y—2"+2y)
=@+2' +ty+y yty,—v -2 +2y+2y)

Con lo cual se tiene que f(a+ ) = f(a) + (7).
Veamos que se verifica (2):

Dado un vector arbitrario @ = (z,y) € R? y cualquier escalar A € R, se tiene
fOa) = f(Mzy) = fOx,Ay) = Az + Ay, Ay, —Az + 2Xy).
Por otra parte tenemos que
f@) = flz,y) = (& +y,y, —x+ 2y) = Af(a) = Az + Ay, Ay, = Az + X2y),

entonces f(Au) = \f(a). "
Recordemos un par de propiedades elementales de las aplicaciones lineales.

Propiedades Dada f:V — W una aplicacién se tiene:
a) f(0)=0
b) Las aplicaciones lineales conservan las combinaciones lineales, es decir, si
D= MU + Aol + -+ Al €V,

entonces
F(0) = A f(01) + A f(D2) -+ + A f(0n) € W.

El teorema siguiente nos muestra como reconocer facilmente las aplicaciones
lineales de R™ en R™:

Teorema Una aplicacion f:V — W es lineal si y sélo si puede expresarse en
la forma
f(r1,22,. .., 20) = 1271 + @222 + -+ - + AT,

para ciertos numeros reales ai,aso,...a,. Fs decir, si la imagen es combinacion
lineal de las variables

DEMOSTRACION:
[=] Suponemos que f es lineal. Consideramos la base canénica ey, és,..., e, de
R™. Entonces, todo vector (z1,z2,...,z,) € R™ se expresa como combinacién

lineal
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(.%‘1,332,...,5(,'”) =x1€1 + o2 + -+ €.

Como las aplicaciones lineales conservan las combinaciones lineales de vectores,
se cumple que

f(x1, 20, sxn) = z1f(81) + 22f(82) + -+ 20 f(En),
y llamando a1 = f(&1), az = f(€2),...,an, = f(€n) queda
f(x1,22,...,2,) = a1x1 + agxa + - + Ay

[<] Si f es de la forma f(z1,22,...,2,) = a121 + a2x2 + -+ + apTy, vamos a
comprobar que es lineal mediante la definicién.
Sean z = (z1,22,...,Zn), ¥ = (Y1,¥Y2,.--,Yn) € R", A € R. Hemos de probar:

(1) f(z+9) = f(Z) + f(y). En efecto:
fE@+y) =Ff@it+y, 2+ yn) = ar(@r+91) + - + anl(Tn + yn)-

Por otra parte,

f@)+ f(§) = a1z + -+ an®n + a1y + -+ anYn.
Es claro que ambas expresiones son iguales.
(2) f(A\Z) = Af(Z). En efecto:

FOZ) = f(Ax1,..., A x,) = a1 ey + - - + apdzy,.
Por otra parte,

A (@) = Marxzr + -+ + apxy) = Aarz1 + -+ + Aapzy,.

De nuevo vemos que ambas expresiones coinciden. L]

El caso general de una aplicacién f : R™ — R™ se reduce al teorema anterior,
pues

La aplicacién f : R™ — R™ es lineal si y sélo si es de la forma

flay,.. o xn) = (filer, oo xn)y ooy f(T1, -0 ),

donde cada f; : R™ — R es una aplicacion lineal.

Ejemplo Indica si la aplicacion f : R2 — R3 dada por

flzy) = (z — 3y, 22 +y,0)
es lineal y explica por qué.

SoLucION: Llamemos fi(z,y) = z — 3y, fo(z,y) = 2z + vy, f3(xz,y) = 0. Las
aplicaciones f; : RZ — R son lineales porque las imdgenes son combinacién lineal
de las variables. (Respecto a la tercera, notemos que f3(x,y) =0-2+40-y.) Como
flz,y) = (fi(z,y), fo(x,y), f3(x,y)), el teorema anterior nos permite concluir que
f también es lineal. L]
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Ejemplo Supongamos que cada entrada de cine cuesta 5€ y cada libro vale 6 €.
Sean AC y AL los incrementos de entradas de cine y libros vendidos en una cierta
ciudad respecto del ano pasado. Comprueba que la funcion f(AC,AL) que da el
incremento de gasto conjunto de estos bienes es lineal. ;Cudl serd el incremento
de gasto si el numero de libros vendidos ha pasado de 1000 a 300 y el numero de

entradas de cine ha pasado de 50.000 a 80.0007

SoLucION: Por cada entrada que se compra de mds, el gasto en cine aumenta en
5€, luego el gasto total en cine aumenta en 5AC. Similarmente, el gasto en libros
aumenta en 6AL y el aumento conjunto de gasto en ambos bienes es

F(AC,AL) = 5AC + 6AL.

Tenemos que f : R? — R es lineal, pues la imagen es combinacién lineal de
las variables.

La segunda parte del enunciado nos dice que AC = 80000 — 50000 = 30000 €
v que AL = 300 — 1000 = —700€. Por consiguiente,

f(AC,AL) =5 -30000 + 6(—700) = 150000 — 4200 = 145800 €.

El teorema siguiente muestra que una aplicacién lineal f : V. — W estd
determinada por una base de V', una base de W y una matriz asociada:

Teorema Supongamos que f : V. — W es una aplicacion lineal, {01,7a, ..., 0}
es una base de V y {wy,ws,..., Wy} es una base de W. Sea A la matriz m X n
cuya columna i-ésima estd formada por las coordenadas de f(v;) en la base de W.
Entonces, si v € V' es un vector de coordenadas T = (a1,0qa,...,q;) en la base
de V', el vector de coordenadas § de f(¥) en la base de W es el determinado por
la relacion ! = Aal.

La matriz A del teorema anterior se llama matriz de la aplicacién f en las bases
dadas. El teorema puede resumirse asi:

La matriz de una aplicacién lineal en unas bases dadas se caracteriza
por que cuando se multiplica por las coordenadas de un vector (puesto en
columna) se obtienen las coordenadas de la imagen del vector.

En particular, si f : R — R™ es una aplicacién lineal y A es su matriz en
las bases candnicas, entonces, teniendo en cuenta que un vector coincide con sus
coordenadas en la base candnica, la propiedad anterior se reduce a que

f(@)t = Av', para todo v € R™.

Cuando se habla de la matriz de una aplicacién lineal f : R® — R™ sin espe-
cificar bases, se entiende que se trata de la matriz respecto de las bases canoénicas.
Asi pues,

Si f:R®™ — R™ es una aplicacién lineal y A es su matriz, entonces
f estd determinada por la relacién f(v)! = Av®, para todo v € R™.
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Ejemplo Calcula la matriz de la aplicacion lineal f : R? — R3 dada por
fla,y) = (x—2y,0,22 +y).

SoLUCION: Hemos de entender que se pide la matriz de f respecto a las bases
canénicas. Para obtenerla tomamos la base canénica de R?, que es (1,0), (0,1) y
calculamos las imégenes de sus vectores:

f(170) = (17Oa2)a f(ov 1) = (_270a 1)
La matriz de f es la que tiene a estas imagenes por columnas:
-2

0
1

_A:

N O =

Operaciones entre aplicaciones lineales

a) Dadas dos aplicaciones lineales f,g: V — W las aplicaciones f+gy f—g
son también aplicaciones lineales. Ademés si A y B son las matrices de f y
g para unas bases dadas, la matriz de f + g en estas bases es A+ B y la de
f—ges A—B.

b) Si f:V — W es aplicacién lineal, dado o € R la aplicacién «f también es
lineal. La matriz de af es A, donde A es la matriz de f.

¢) Dadas dos aplicaciones lineales f : V — Wy g : W — U la aplicacién

go f, dada por (go f)(z) = g(f(Z)), también es lineal. Ademds, si Ay B
son las matrices de f y g respectivamente, la matriz de g o f es BA.

4.2 Nnucleo e imagen de una aplicacién lineal
En el tema anterior hemos visto dos formas de expresar un subespacio vecto-
rial de R™: mediante un sistema de ecuaciones y mediante un sistema generador.

Ambas formas estdn relacionadas con las aplicaciones lineales. Para verlo intro-
ducimos dos conceptos:

Definicién Si f: V — W es una aplicacion lineal entre espacios vectoriales, se
llama nicleo de f al conjunto

ker f={veV|f(v)=0}CV.
(Se abrevia “ker” por el inglés kernel.) La imagen de f es el conjunto

Imf={f(v)|veV}cCcW
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Teorema FEl nicleo y la imagen de una aplicacion lineal f : V. — W son
subespacios vectoriales de V' y W, respectivamente.

Por ejemplo, el niicleo de la aplicacién lineal f : R* — R? dada por
fla,y,z,w) = (x -2y +w,x +y — 2 — 2w)
es el espacio vectorial
V={(z,y,z,w) eER* |z =2y +w =0, z+y—2z—2w=0}.

En general, cualquier subespacio de R™ definido mediante un sistema de ecua-
ciones lineales homogéneas puede verse como el niticleo de la aplicacién lineal de-
finida por dichas ecuaciones. Paralelamente, todo espacio definido mediante un
sistema generador puede interpretarse como la imagen de una aplicacién lineal.
Para verlo conviene conocer el teorema siguiente:

Teorema Sean V y W dos espacios vectoriales, sea v1,70s,...,0, una base de
V y sean wy,wa,...,w, vectores cualesquiera de W. Entonces existe una unica
aplicacion lineal f -V — W tal que f(v;) = w; para i = 1,...,n. Ademds, se
cumple que

Imf = <1I)1,’LD2, N ,If/n> .

Asf pues, el espacio W = ((1,-3,5,1),(1,1,—1,0)) puede interpretarse como
la imagen de la aplicacién lineal f : R? — R* dada por

f(170)2(15_375a 1)) f(ov 1):(1717_1a0)
Ejemplo Halla una expresidn explicita para la aplicacion lineal f : R? — R*

dada por
f(1,0) =(1,-3,5,1), f(0,1)=(1,1,-1,0).

SOLUCION: Puesto que conocemos la imagen de la base candnica, la matriz de f
es

1 1
-3 1

A= 5 —1 |’
1 0

y a partir de la matriz podemos obtener f(x,y), pues

T+y
t AN —3rx+y
faw=a(P)=| HTY .
T

es decir,
f(x,y) = (z +y, =3z +y,50 — y, ).



4.2. NUCLEO E IMAGEN DE UNA APLICACION LINEAL 53

Del teorema anterior se sigue que un generador de la imagen de una aplicacién
lineal f : V — W estd formado por las imagenes por f de los vectores de cualquier
base de V.

Ejemplo Calcula una base de la imagen de la aplicacién lineal f : R? — R2
dada por f(z,y,2) = (x +y+ z, —x + 22).

SOLUCION: Para obtener un generador de Imf basta calcular la imagen de los vec-
tores de la base canénica de R3, formada por los vectores (1,0, 0), (0, 1,0), (0,0, 1).

f(1,0,0) = (1,-1), f(0,1,0) =(1,0), £(0,0,1)=(1,2).

Sabemos que Imf = ((1,—1),(1,0), (1,2)). Ahora bien, estos vectores forman
un sistema generador, pero no necesariamente una base. Para obtener una base
hemos de eliminar los que sean combinacién lineal de los deméas. Observamos que

-1

0 ]=2
2

rang ,

— =

pues, por ejemplo, el determinante de las dos primeras filas es no nulo. Ademas
esto nos dice que los vectores (1,—1) y (1,0) son linealmente independientes. Por
lo tanto, forman una base de Imf. "

Citamos una ultima propiedad que relaciona el nicleo y la imagen de una

aplicacién lineal:

Teorema Si f:V — W es una aplicacion lineal, entonces

dimV = dimker f + dimIm f.

Ejemplo Calcula las dimensiones de los subespacios Imf y kerf asociados a la
aplicacidn lineal f(x,y,2) = (x —y + 2,z + 22).

SOLUCION: Se tiene f : R? — R2, por tanto sabemos que la dimesién del espacio
origen, R3, es 3. Entonces, para conocer las dimensiones de los subespacios nticleo
e imagen basta conocer la dimensién de uno de ellos y aplicar el resultado anterior.

Para conocer la dimesion de Imf escribimos la matriz de f y calculamos su
rango. Como

f(15070) = (17 1)7 f(07 1a0) = <_170)7 f(0705 1) = (1’2)5

la matriz de f es
O N I
1 0 2 el 0 2 )T

Entonces, dim Im f = 2, y por el teorema anterior

dimker f = dimR® — dimImf =3 -2 =1.
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4.3 Valores propios y vectores propios

Definicién Consideramos una aplicacién lineal f : V' — V. Diremos que un
escalar A € R es un valor propio de f si existe un vector v € V, v # 0, de manera
que

f(@) = M.
A cualquier vector no nulo v € V' que verifique esta condicién se le llama vector
propio de f asociado al valor propio A.

Para calcular valores y vectores propios escribimos la aplicacién f en forma
matricial. Supongamos que A es la matriz de f. Entonces,

Avt = 2" = A -\t = (A - A" =0

Por tanto se trata de calcular el sistema de ecuaciones homogéneo (A — AI,,)v" = 0.
Este sistema tendrd solucién distinta de la trivial si |[A — AIL,| = 0. Entonces,
en primer lugar calcularemos los valores propios, que seran los valores de A que
verifican

|A— \,| = 0.

Dado un valor propio A;, cualquier solucién no nula del sistema (A — A\;I,,)0t = 0
serd el conjunto de vectores propios asociados.

Ejemplo Calcula los valores y vectores propios de la aplicacion f : R? — R?
dada por f(z,y,2) = (x+y,z+ 2,y + 2).

SOLUCION: La imagen de la base canénica es
f(1,0,0) = (1,1,0), f(0,1,0) = (1,0,1), f(0,0,1) =(0,0,1),

y la matriz asociada a f en la base candnica es

1 10 1-—A 1 0
A= 1 0 1 = A-)A3= 1 0—A 1
0 1 1 0 1 1-A
Entonces, planteamos la ecuacion
1-A 1 0
O=|A-A3l=| 1 0-X 1 |[==2N4+2X24+1-2
0 1 1—A
Sus soluciones son Ay =1, Ay =—1, A3 =2.

Vectores propios asociados a Ay =1 :

Planteamos el sistema de ecuaciones lineales asociado a A\; = 1:

0 0 1 0 T y=20
0 |=(A-1)"'=| 1 -1 1 y | = z—y+z=
0 0 1 0 z y=20
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La solucién del sistemaes z =«a, y=0, z=-—a, «€R. Entonces los
vectores propios asociados a A; = 1 son

{(0,0,—0), a€R, a0}

Vectores propios asociados a Ao = —1:
Planteamos el sistema de ecuaciones lineales asociado a A\; = —1:
0 2 10 x 2c+y =0
0 |=A+1L)p'=| 1 1 1 y | = z+y+2=0
0 0 1 2 z y+2z=0
La solucién del sistema es x = a, y = —2a, 2z =a, o € R. Entonces
los vectores propios asociados a Ay = —1 son

{(a, —2c,0), a€R, «a#0}.
Vectores propios asociados a Az = 2:

Planteamos el sistema de ecuaciones lineales asociado a A1 = 2:

0 -1 1 0 T —z+y=20
0 | =(A-2L)0" = 1 -2 1 y | = z—2y+2=0
0 0 1 -1 z y—z=0

La solucién del sistema es x =, y=«, 2z=«a, « € R. Entonces los
vectores propios asociados a A3 = 2 son

{(ya, ), a€R a0}

4.4 Ejercicios

1. Indica si las aplicaciones siguientes son lineales o no:

(@) flz,y,2) = (2,22 +y+2,2),
(b) g(z,y) = Bz,z — 2,z - 2),
(c) h(z,y,2) =2 —y+z,

(d) p(u,v) = (u—wv,v,2),

(e) q(s,t) = (s,t,2t — 3s).

2. Escribe la matriz (para las bases candnicas) de las aplicaciones lineales si-
guientes:

(a) f(z,y,2) = (z,22+y +2,2),
(b) g(xayvz7t> = (3.(1),.’1)— 2?J+Z’CU R Qt)a
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(C) h(x,y,z) = (m—y—l—z,x—y—i—z),
(d) p(u,v) = (u—v,v,u+v),
(e) q(r,s,t) =2r + 3s — 5t.

. Dadas las aplicaciones lineales del ejercicio anterior, escribe la matriz de las

aplicaciones siguientes:

. Sea f : R? — R? la aplicacién lineal que sobre la base B de R? formada

por los vectores (1,2), (—2,1) viene dada por

f(172) = (lalal)a f(7271) - (0,1,0)

(a) Escribe la matriz de f en las bases canénicas de R? y R3,

(b) Escribe la matriz de f en la base B de R? y la base canénica de R3.

. Calcula la aplicacién lineal f : R® — R? dada por

f(1,0,1)=(1,1), f(2,1,1)=(1,0), f(0,1,1)=(0,1).

. Calcula bases del nucleo y la imagen de las aplicaciones lineales siguientes:

(@) fz,y) = (2,22 +y),
(b) g(z,y,2,t) = Bz,x — 2y + 2z, — y — 2t),
(C) h(w,y,z) = (x—2y+z,x - 2y—|—Z)

. Una empresa produce cuatro tipos de articulos, p1, p2, p3 v P4, que requieren

el uso de tres materias primas diferentes mi,mo y ms3. Las unidades de
materia prima que se emplean en elaborar cada articulo vienen expresadas
en la tabla siguiente:

Materias Articulos
primas D1 D2 Ps3 P4
m 1 0.2 0.1 1
ma 0.2 0.7 0.8 0.9
ms 0.2 2 0.9 1

(a) Determina la relacién que asocia cada produccién con el uso de las
materias primas necesarias.

(b) ¢(La relacién anterior describe una aplicacién lineal?
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8. Una industria produce tres articulos A, B y C. Sabemos que la variacién
de los precios de estos estos productos, que representaremos como Ap =
(Apa, App,Apc) depende de la variacién de los salarios s y de la tasa de
impuestos t, es decir que depende del vector (s,t).

Sabemos que un aumento del 2% en los salarios provoca un aumento de los
precios de A, B y C en un 3%, un 1% y un 2% respectivamente. Por otro
lado se conoce que un aumento simultédneo de salarios y tasas en un 1% cada
uno origina un aumento en los precios de A, B y C en un 4%, un 2% y un
3% respectivamente.

Suponiendo que la relacién entre las variaciones de precios es lineal, calcula
la expresién general que relaciona estas variaciones. Si el proximo ano se
prevé una subida de salarios del 4% y una subida de las tasas del 2%, jcémo
afectard a los precios de la produccién? (Ayuda: conocemos la imagen de
una aplicacién lineal f : R? — R3 sobre la base (1,0) y (1,1)).

9. Obtén los valores y vectores propios de los endomorfismos siguientes:

(a) f(.’)37y72> = (5.’L‘+ 327_ya2y+8z)7
(b) flz,y,2) = Rx+y+z2 —2x+y+32,3c+y—2).






5. Limites y continuidad de
funciones

El concepto de funcién es fundamental a la hora de estudiar matemdaticamente
la relacion entre distintas magnitudes. Se dice que una magnitud M es funcién de
otras magnitudes x1,...,x, si el valor que toman éstas determina completamente
el valor de M. En tal caso escribimos que M = M(z1,...,z,). Por ejemplo, si
depositamos un capital en un banco, el capital C disponible en un tiempo dado t es
funcién de t, del capital inicial depositado Cy y del tipo de interés i. Concretamente

C = C(Co,i,t) = Co(1 + )"

Esta férmula nos dice cémo calcular C' si conocemos las variables Cy, i, t. En
general, la relacién entre una magnitud y otras no tiene por qué ser expresable
mediante una unica formula matematica. Por ejemplo, supongamos que un tra-
bajador es contratado por tres afios con un sueldo de 200.000€ anuales con una
revisién anual del 4%. Entonces su salario S como funcién del tiempo S = S(t)
viene dado por

208.000 sil<t< 2,
216.320 si2<t<3.

Mads en general, es frecuente que una magnitud pueda considerarse funcién de
otras sin que conozcamos explicitamente la relacién entre ellas. En tales casos
entra en juego la modelizacién matematica, que nos lleva a proponer férmulas
aproximadas o razonables. Por ejemplo, se puede suponer que la demanda de un
articulo es funcién de su precio, lo cual no es exacto, pues ademas del precio pueden
influir otros muchos factores, si bien éstos pueden ser despreciados en la medida
en la que puedan considerarse constantes. Aun asi, una relacién explicita entre
demanda y precios siempre debera considerarse como una aproximacién tedrica
mé&s o menos simplificada a una funcién que en realidad es muy compleja.

200.000 si0<t <1,
50) = {

5.1 Funciones de varias variables

Definicién Consideramos D un subconjunto de R™. Una funcion escalar de n
variables reales es cualquier criterio que a cada punto z € D le asigna un tnico
ntmero real f(Z). La funcién f se representa f: D C R" — R.

59
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El conjunto D sobre el que esta definida la funcién f se llama dominio de f y,
dado Z € D, el ntimero f(Z) se llama imagen de Z por f.

Cuando n = 1, es decir, cuando f : D C R — R, se dice que f es una funcion
real de variable real.

En general, para determinar el dominio de una funcién habrd que tener en
cuenta que:

1. Los polinomios tienen por dominio R"™.
2. El denominador de una fraccién no puede anularse.
3. El argumento de un logaritmo ha de ser mayor que 0.

4. El dominio de la exponencial, el seno y el coseno es el mismo que el dominio
del argumento.

5. El radicando de una raiz de indice par ha de ser mayor o igual que 0.
6. El dominio de una raiz de indice impar es el mismo que el del radicando.

7. La base de una potencia de exponente variable ha de ser mayor que 0.

Ejemplo Calcula el dominio de la funcion f(z,y,z) =In(x +y + z).

SOLUCION: Se trata de una funcién f : D C R? — R, definida sobre el conjunto
D= {(z,y,2) ER® |z +y+2>0}
| |

No obstante, a menudo sucede que si una funcién tiene una interpretacién
econdmica, conviene considerarla definida en un conjunto menor que su dominio
matemético. Por ejemplo, la funcién C(Cy,i,t) = Co(1+14)! es una funcién escalar
cuyo dominio matematico es

D = {(Co,i,t) € R? |i>—1},

pues la tnica restriccién (propiedad 7) es que la base 1+ de la potencia ha de ser
mayor que 0. No obstante, cuando consideramos a C' como la ley de capitalizacién
correspondiente al interés compuesto hemos de considerar que su dominio es

D' ={(Co,i,t) €R® | Cy >0, i >0},

pues no tiene sentido considerar capitales iniciales negativos Cy ni tampoco tipos
de interés negativos. Incluso podemos desechar por trivial el caso de un capital o
interés nulo. En determinados contextos convendré considerar tinicamente tiempos
no negativos (¢t > 0), aunque en otros puede tener sentido que ¢ sea arbitrario.
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Definicién Consideremos un subconjunto D de R™. Una funcidn vectorial de
n variables y m coordenadas es cualquier criterio que a cada n nimeros reales
del dominio D les asigna un tnico vector de m numeros reales. La funcién f se
representa por

f:DCR" — R™.

Las funciones escalares son el caso particular de las funciones vectoriales que
se da cuando m = 1. Toda funcién vectorial se expresa en la forma

flxe,.. o zn) = (i@, ooy @n)s e oy f(@1, oy 20)),

donde las funciones f; : D C R™ — R son funciones escalares con mismo dominio
que f y se llaman funciones coordenadas de f.

Por ejemplo, la funcién f(x,y,2) = (22/y, x +y + z) es una funcién vectorial
de tres variables y dos funciones coordenadas, es decir, f : D C R? — R?, donde

D ={(z,y,2) € R | y # 0}

y sus funciones coordenadas son fi(z,y,2) = 2%/y, fo(v,y,2) =z +y + 2.

5.2 Nociones de topologia en R”

Definicion La norma de un vector T € R" se define como el escalar

[zl =Vz -z =/ + - + 2.

Geométricamente se trata de la longitud del vector Z.

Teorema Si T ey son vectores no nulos en R™, entonces

z -y = | z[l[|y] cos ¢,
donde ¢ es el dngulo que forman.

Como el coseno toma valores entre —1 y 1, tenemos la desigualdad de Schwarz
(valida incluso si algtin vector es nulo):

- gl <llzllgl-

Las propiedades basicas de la norma vienen dadas por el teorema siguiente:

Teorema Si T, §y son vectores de R"™ y a es un numero real, se cumple:
1. |z| =0,
2. |1z|| =0 si y sdlo siz =0,
3. |lez| = |a [|Z]],

4 N1z + gl < l1Z] + [l7l-
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DEMOSTRACION La propiedad 1) es obvia, pues ||Z]| = v/Z - T > 0 (las raices
cuadradas siempre son mayores o iguales que 0).

2) Se cumple ||Z|| = 0 siy sélo si vVZ - T =0, si y sélo si Z-Z = 0 (pues el tnico
niimero real con raiz cuadrada nula es 0), si y s6lo si 22 +---+22 = 0. Como todos
los sumandos son mayores o iguales que 0 (porque son cuadrados) esto sucede si
y s6lo si cada 27 = 0, es decir, si y sélo si cada z; = 0, lo que a su vez equivale a
que Z = 0.

3) laz|| = /(az1)2 + -+ (az,)? = V2@l £+ a2l

4) Para demostrar que [|Z+7|| < ||z + [|7|| basta ver —elevando al cuadrado—
que
Iz +7* < (2l + 1gl)* = 1Z)* + 711> + 2/lz ] 7]l

Por la definicién de norma, esto equivale a
@+9)-@+y <z-z+y-y+2[z[yl
Por las propiedades del producto escalar, esto equivale a su vez a que
-ty yg+2z-y<z-z+y-y+2/z|lyl
Simplificando los términos iguales, lo que hemos de probar es
2z -y < 2[|lz|||yll-

Eliminamos los doses y queda Z - § < ||Z]|||||. Ahora bien, esto se cumple por
la desigualdad de Schwarz:

z-y<|z-gl <zl - |yl

=

Definicién La distancia entre dos puntos de R™ se define como

d(z,9) = |2 - g = V(z1 —00)> + - + (@0 — ya)*

Definicién Dado € > 0y p € R™, se define la bola abierta de centro p y radio e
como el conjunto
Be(p) ={z e R" | ||z —p]| < e}.

Asi, para e suficientemente pequeno, la bola B.(p) contiene todos los puntos
de alrededor de p, es decir, todos los puntos a los que podemos llegar mediante
modificaciones pequenas de p.

Un subconjunto A de R™ es abierto si para todo punto p € A existe un € > 0
tal que B(p) C A.
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En otras palabras, A es abierto si cuando estamos en un punto p de A podemos
movernos en cualquier direccién sin salirnos de A.

Un subconjunto C' de R™ es cerrado si su complementario R™ ~ C' es abierto.

Un punto p € R™ es un punto de acumulacion de un subconjunto A de R™ si
para todo € > 0 existe un punto T € A, T # p, tal que ||Z — p|| < e.

En otros términos, p es un punto de acumulaciéon de A si hay puntos de A
distintos del propio p tan cercanos a p como queramos o, también, si podemos
acercarnos arbitrariamente a p desde puntos de A sin pasar por p.

Sip € A no es un punto de acumulacién de A, se dice que p es un punto aislado
de A.

Segtn esto, un punto de A es aislado si no tiene a su alrededor ningin otro
punto de A.

5.3 Limites

Definicién Sea f: D C R" — R una funcién escalar y sea p € R™ un punto
de acumulacién de D. Se dice que un punto ! € R es el limite de f(Z) cuando Z
tiende a p (y se representa por lim f(z) = 1) si para todo € > 0 existe 6 > 0 tal
Tr—p

quesize D, Z#py ||Z—p| <, entonces ||f(Z) — || <e.

Si € es muy pequenio, la condicién ||f(Z) — || < e significa que f(Z) es casi
igual a [, luego la definicién de limite puede parafrasearse asi: Si tomamos pun-
tos Z suficientemente cercanos a p (concretamente, tan cercanos como para que

|z — Pl < d), que estén en D (es decir, tales que exista f(Z)) y que no sean el
propio p, entonces f(Z) es casi igual a .

En la préactica conviene recordar lo siguiente:

La igualdad lim f(Z) = significa que si tomamos puntos T = p sobre
T—p

los que esté definida la funcién f, entonces f(Z) = I, entendiendo que la

ultima aproximacion serd mejor cuanto mejor sea la primera.

El ejemplo siguiente muestra un caso practico de “paso al limite”:

Aplicacién: el interés continuo Supongamos que un banco nos ofrece una
cuenta corriente con un interés simple de un 3% anual. Esto significa que los
intereses generados en un tiempo t (expresado en afnos) serdn I = Cyit, donde Cy
es el capital depositado e i el tanto por uno anual. El capital total serd entonces
C =Cy+I=Cy(l+it). Supongamos que depositamos 10000€ durante 3 afios.

Segun esto, al cabo de tres anos dispondremos de un capital

C(3) = 10000(1 4 0.03 - 3) = 10900 €.

Ahora bien, supongamos que al cabo de un afio (¢ = 1) vamos al banco y
cancelamos la cuenta, con lo que el banco nos da

C(1) = 10000(1 4 0.03 - 1) = 10300 €,
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con los cuales abrimos una nueva cuenta al mismo tipo de interés (simple). Al
cabo de un ano tendremos

10300(1 4 0.03 - 1) = 10609 €,
y si los volvemos a ingresar, al tercer ano acabaremos con un capital de
10609(1 4+ 0.03 - 1) = 10927.27 €.

Asi pues, hemos ganado 27.27 € sin més que meter y sacar nuestro dinero cada
ano. La razén es clara: al forzar al banco a que nos pague los intereses del primer
ano e ingresarlos en la cuenta, estos intereses generan a su vez nuevos intereses,
los cuales, a partir del segundo afio generan nuevos intereses. Ahora bien, todavia
podriamos obtener mas dinero si cancelamos y reabrimos nuestra cuenta cada
mes. En general, si forzamos al banco a capitalizar los intereses cada At anos (por
ejemplo, At = 1/12 seria cada mes), tenemos que al final de cada periodo nuestro
capital se multiplica por 1 + iAt, y como en ¢ anos hay ¢/At periodos, el capital
final seria

C(At) = Co(1 +iAt)/AL,
Con los datos anteriores, si capitalizamos cada mes obtendriamos

11123
C = 10000(1 10.03- E) — 10940, 51 €,

con lo que hemos “arafiado” 13€mds (40.27 més que al principio). La tabla
siguiente muestra mas casos:

At | C(At)

3 anos | 10900

1 ano | 10927.27
1 mes | 10940.51
1dia | 10941.70
1 hora | 10941.74

En la préactica no tiene sentido ir mas alla, pues las diferencias para valores
mas pequenios para At no llegan a un céntimo. De todos modos, desde un punto
de vista puramente matematico, el capital obtenido con capitalizaciones de 1 hora

es C' = 10941.74115. .., mientras que si capitalizamos cada segundo resulta C' =
10941.74280. . ., con lo que ganamos mas de una milésima de euro. Puede probarse
que

Aim Co(1+ iAL) A = Cpe't.

nos da el capital generado por un capital inicial Cy en un tiempo ¢ a un tanto por
uno de interés continuo i.

En nuestro ejemplo C' = 10000933 = 10941.74283 . ... El hecho de que

La férmula

C = lim C(At)
At—0
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se interpreta (en el caso de nuestro ejemplo), como que si At =~ 0, entonces el
capital generado por un interés simple anual del 3% durante 3 afios capitalizando
intereses cada At anos es C(At) & 10941.74283 . .. Puesto que podemos descartar
las milésimas de euro, podemos decir que si At es a lo sumo de una hora, entonces
el capital generado es practicamente de 10941.74 €.

Esto explica —entre otras razones— por qué los bancos no ofrecen interés
simple, pues ello seria invitar a sus clientes a meter y sacar su dinero cuantas mas
veces mejor. En la préctica se usa el interés compuesto (discreto), que consiste
en pactar no sélo el tipo de interés, sino también los intervalos en que capitalizan
los intereses. Como es sabido, un depdsito de un capital Cy a un tanto por uno
efectivo anual 7 genera en un tiempo ¢ un capital

C = Co(1+14)t,

lo cual es equivalente a un interés (simple) i en el que los intereses capitalizan
cada afio (sin necesidad de que vayamos al banco a cancelar y reabrir la cuenta).
Podria pensarse que el interés continuo es una entelequia, en el sentido de que
ningin banco nos va a capitalizar intereses cada segundo o cada hora, pero cual-
quiera familiarizado con el interés compuesto sabe que, en realidad, el “periodo
de capitalizacién de intereses” carece de sentido con el interés continuo, pues un
interés efectivo anual es equivalente a otro tipo de interés efectivo trimestral, o
mensual, o diario, etc.; y del mismo modo es equivalente a un interés continuo.
Para comprobarlo basta igualar las leyes de capitalizacién compuesta (discreta) y
continua con dos tipos de interés distintos i € is:

Co(l + i)t = Coei"ot,
de donde, tomando logaritmos, obtenemos la relacién
tIn(1l+14) = tico Ine = tice = too = In(1 +1).

En resumen:

Un interés efectivo anual (discreto) 4 es equivalente a un interés con-
tinuo o, = In(1 + i), en el sentido de que la ley de capitalizacién corres-
pondiente al interés discreto ¢ proporciona el mismo capital final que la

ley de capitalizacién correspondiente al interés continuo's ..

Asi pues, hablar de una cuenta corriente con un tipo de interés continuo del 3%
no es una abstraccién matematica, sino inicamente una forma matematicamente
més cémoda y simple de expresar la ley de capitalizacién que emplean habitual-
mente los bancos. ]

Propiedades de los limites

1. Para que tenga sentido calcular lim f(Z) es necesario que p sea un punto de

pr
acumulaciéon del dominio de f, es decir, que nos podamos acercar a p por
puntos donde esté definida f.

1Usaremos i~ para denotar el interés continuo en analogia con la notacién usual i1 para el
interés mensual, i365 para el interés diario, etc.
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2. En la definicién sélo se considera el valor de f(Z) los puntos Z cercanos a p
distintos del propio p, por lo que el limite de una funcién en un punto p sélo
depende de la definicién de f en los puntos de alrededor de p distintos del

propio p.

3. Si una funcién tiene limite en un punto, el limite es unico, es decir, una
funcién no puede tener dos limites distintos en el mismo punto.

4. Una funcién vectorial f = (f1,..., fm) tiene limite en un punto p si y sélo
si lo tienen todas las funciones coordenadas f;, y entonces

lim /() = <limf1(3‘:), - 11'mfm(i“)> |
T—pP T—p

T—p

Teorema Sean f,g: D C R" — R dos funciones escalares, o € R y p un punto
de acumulacion del dominio D. Entonces

1. Si f y g tienen limite en p, también lo tienen f + g y fg y se cumple que

It (£(2) + 9(2)) = lim £(2) + lim g(z).

T—p
lim f(z)g(z) = lim f(Z) lim g(Z).
T—p T—p T—p

2. Si f tiene limite en p, también lo tiene af y se cumple que

lim (af (7)) = o lim £(@).

3. Si f y g tienen limite en p y lim g(Z) # 0, entonces f/g tiene limite en p y
T—p

lim =2
7= g(z)  lim g(7)

5.4 Continuidad

Definicién Diremos que una funciéon f : D C R™ — R es continua en un punto
de acumulacién p € D si existe lim f(z) = f(p).
T—p

En la practica, para comprobar que f es continua en p hemos de verificar las
propiedades siguientes:

1. f estd definida en p (es decir, existe f(p)).

2. Existe lim f(T).

Tr—p

3. Se da la igualdad f(p) = lim f(Z).
T—p

De las propiedades de los limites se deducen las siguientes propiedades de la
continuidad:
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Propiedades de las funciones continuas

1. La continuidad de una funcién f en un punto p depende tnicamente de los
valores que toma f alrededor de p (pero, al contrario de lo que sucede con
los limites, teniendo en cuenta el valor que toma en p).

2. Una funcién vectorial f = (f1,..., fm) es continua en un punto p si y sélo si
lo son todas sus funciones coordenadas f;.

Hemos definido unicamente la continuidad de una funcién en un punto de acu-
mulacién de su dominio, lo cual deja sin considerar el caso de los puntos aislados.
Se considera que una funcién es siempre continua en los puntos aislados de su
dominio, pero este caso no nos va aparecer en ningin momento.

Teorema Se cumple:

1) Si f, g: D CR* — R son funciones continuas en un punto p € D y a € R,
entonces también son continuas en p las funciones f £ g, af, fg vy, si ademds
9(p) # 0, también es continua la funcidn f/g.

2) Todo polinomio es una funcidn continua en todos los puntos de su dominio.
3) La composicidn de funciones continuas es una funcién continua.

4) Las funciones e*, Inz, senx, cosx, {/x son continuas en todos los puntos de
su dominio.

En definitiva, hemos de recordar:

Toda funcién construida a partir de polinomios mediante sumas, pro-
ductos, cocientes y composicién con las funciones usuales (exponencial,
logaritmo, seno, coseno, etc.) es continua en todos los puntos de su do-
minio.

Por ejemplo, la funcién

r+y
T,Y) = >
f( ay) ) + y2 +1
es continua en todos los puntos de R?, pues es un cociente de polinomios (que son
funciones continuas) y el denominador no se anula en ningin punto.

En particular

; T + Y 1
(zﬁy)l*’rn(l,o) {L‘2 -+ y2 +1 f( ) ) 5

En general:

Siempre que tengamos que calcular el limite de una funcién en un
punto donde sepamos que ésta es continua, el limite se obtendré sin més
que evaluar la funcién en el punto, por la propia definicién de continuidad.
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Ejemplo Estudia la continuidad de la funcidn

: 2
_ r St1Yy=2x
f(l'vy) {y SZy;éJ?2

en todo R2.

SoLucION: Hemos de tomar un punto arbitrario (xg,yo) € R? y estudiar si f es
continua en (zg, yo). Distinguimos dos casos:

Si yo # x3, entonces ALREDEDOR del punto (g, %) la funcién f estd definida por
Y, que es un polinomio, luego una funcién continua.

Si yo = 23 entonces alrededor del punto (zg,yo) hay puntos con definiciones dife-
rentes, por lo que hemos de estudiar la continuidad mediante la definicion.

1. En primer lugar observamos que existe f(zo,yo) = o.

2. En segundo lugar estudiamos el limite lim f(z,y). Como podemos
(z,y)—(z0,y0)
acercarnos a (g, yo) por puntos de los dos subdominios donde f tiene defi-

niciones distintas, hemos de calcular por separado

lim T,Y) = lim T = T,
L UREACL L. R it
y=a> y=a>
lim T,y) = lim = yy = z2.
o) oy T OV = (IR Y T Y=o
y#a® y#a®

El limite existira solamente si zg = 3, es decir, 23 —x¢ = 0 = zg(x9—1) = 0,
lo que sucede si y s6lo si xg = 0 0 xp = 1. En definitiva, el limite existe en
los puntos (0,0) y (1,1). Concretamente,

lim z,y) =0, lim z,y) = 1.
(z,y)H(O»O)f( v) (I,y)ﬁ(lvl)f( v)

3. Como f(0,0) =0y f(1,1) = 1, en estos puntos el valor del limite coincide
con el de la funcién, la cual es, por tanto, continua.

En definitiva, f es continua en el conjunto {(z,y) € R? | y # 22} U {(0,0), (1,1)}.
|

Ejemplo Estudia la continuidad de la funcion

f(w,y,2) = (xzy,z +y+z,ysenz).

SOLUCION: La funcién f es vectorial, luego serd continua en los puntos donde los
sean su tres funciones coordenadas. Las dos primeras son polinomios, luego son
continuas en R3. La tercera es continua en R? porque es producto del polinomio
y por la funcién continua sen z. Por consiguiente, f es continua en R3. ]
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5.5 Ejercicios

1. Calcula el dominio de las funciones siguientes:

Tty
() =,
(b) Va2 +y2,
(c) e/ VT
(d) zv,
zln(z+y+1)
(e) W)
(f) Yt =2y
4 .I—yQ ’

(g) sen(a? +ev),

(h) f(l”,y):{x_’_y siz <0

ylnz siz>0.

2. Calcula el dominio de las funciones siguientes:

In(x+y) siz+y>0
siz+y <0,

—

@ gl = {
(b) h(z,y,2) = (xIn(y + z),'el/y,x +y? —32),
(@) plwv) = (o, =),

u2+v2’u3+1}3

]

—r—

3. Calcula:

fm  3e@D*+2-v) lim (2?4 3zy,z —y,z +y* — 3).
(z,y)—(1,2) (%Z/)H(LO)( Y Y Y )

4. Pon un ejemplo de funcién f : R?> — R? cuyas funciones coordenadas sean

polinomios.

5. Calcula el dominio de las funciones siguientes y estudia su continuidad en
(3,3) y en (5,5):

| Vry six =3, - 2+ 1

6. Utiliza las funciones

_Jrx4+y+4 si(z,y) #(1,2)
f(xvy>_{7 ’ si(l‘,z)z( 2)

_frty+d si(zy) # (1
g(x,y)—{g si (z,y) = (1

como ejemplo para explicar esta afirmacion:
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La existencia de limite de una funcion en un punto y —en su
caso— el valor de éste no dependen del valor de la funcion en el
punto, mientras que la continuidad si que depende de dicho valor.

Estudia la continuidad de la funcién

3224y siz#£1l
f(x’y)_{—zzﬁ siz=1

en los puntos (1,1) y (3,3).

Estudia la continuidad de la funcion

. a:2—|—y siz>0
f(x’y)_{?)a: siz <0

en los puntos (—2,3), (0,3) y en un punto (zo,yo) tal que zo > 0.

. Estudia la continuidad de la funcién

3

=z six >y
f(x’y){Qy—l stz <y.

Estudia la continuidad de las funciones

_J1 sizy#0 _Jzy sizy#0
f(x’y>_{0 st zy =0, g(x,y)—{o st zy = 0.

Se estima que la demanda de un producto en un mercado estd en funcién
del precio p y de la renta media r de los consumidores:
20rp?

D(r,p) = 54 3 er/P.

Actualmente la renta es » = 5 u.m. y el precio es p = 2 u.m. Determina el
dominio mateméatico de la funcién D y el subdominio con sentido econémico.
Estudia la continuidad en uno y otro. Calcula la demanda actual del pro-
ducto, asi como el incremento esperado si Ap = 1. Idem si Ar = 1. Inter-
preta el resultado. ;Cudl seria el incremento si tanto la renta como el precio
se duplicaran, es decir, si se pasara a (r,p) = (10,4)? Interprétalo. Calcula
D(5,0.05) e interpreta el resultado.

Se estima que la funcién de costes de una empresa es
C(z,y) =1501n(3 + x + 2y),

donde z e y son las cantidades producidas de los dos articulos que fabrica la
empresa. La produccién actual es (z,y) = (100,100). Determina el dominio
matematico de la funciéon C asi como el subdominio con sentido econémico.
Estudia la continuidad de C' en uno y otro. Determina los costes fijos de
la empresa y la funcién de costes variables. Calcula el incremento AC que
experimentan los costes si la produccién se incrementa en Az = 4. [dem si
Ay = 4. Idem si, simultdneamente, Az = 3 y Ay = 2. Escribe el vector
de incremento de la produccién en cada uno de los tres casos. Repite el
problema suponiendo que el vector de produccién actual es (z,y) = (50, 30).
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Una editorial distribuye una enciclopedia y una historia del arte a través de
un equipo de 10 vendedores. Cada uno de ellos tiene un salario anual de
7000€ més una comisiéon de 30€ por cada enciclopedia vendida y 35€ por
cada historia del arte. Ademds, si las ventas anuales conjuntas superan
las 2000 unidades el equipo recibe un suplemento de 5000€ repartido en
proporcién a las ventas de cada miembro.

Calcula la funcién de costes anuales C'(x,y) que le supone a la editorial su
equipo de ventas, donde x e y son las unidades vendidas de la enciclopedia
y la historia, respectivamente. Indica su dominio econémico y estudia en él
su continuidad. El beneficio de la editorial (sin contar el coste del equipo)
es de 130€ por cada enciclopedia vendida y de 140€ por cada historia del
arte. Calcula la funcién de beneficio neto B(z,y) (es decir, descontando el
coste del equipo), estudia su continuidad, calcula B(15,20) e interpreta el
resultado.

La funcién de costes de una empresa en un instante ¢ (expresado en afos) es
C($> Y, t) = (100 + 20x + 109) 60'01t7

donde x e y son las cantidades producidas de cada uno de los dos articulos
que fabrica.

Calcula el dominio matematico de la funcién C' y el subdominio con sentido
economico. Se entiende que t = 0 es el ano actual, pero la empresa ya existia
en anos anteriores.

Suponiendo que la produccién no se altera de un ano al siguiente, ;jen qué
porcentaje aumentard el coste de la produccién? (Es decir, se pregunta el
porcentaje de aumento que supone pasar de t a t+1.) En el afio actual t =0
la produccién ha sido (z,y) = (50, 30), mientras que para el aflo siguiente se
prevé (z,y) = (51,32). Calcula AC para este periodo.

Depositamos un capital de 30000€ durante 5 afios a un 8% de interés con-
tinuo anual. Calcula el capital final y el interés efectivo anual. Calcula el
incremento medio anual del capital.

Un banco nos ofrece comprar unos bonos por 5.000 € por los que dentro de 3
anos nos dara 7000 €, mientras que otro nos ofrece bonos por valor de 4000 €,
por los que dentro de 5 anos nos dara 7000€. Determina el tipo de interés
continuo que nos ofrece cada banco. ;Qué inversién es mas rentable?

En la teoria del consumidor se considera una funcion de utilidad que expresa
la satisfaccién que obtiene un consumidor con cada adquisicién posible. Por
ejemplo, si consideramos un mercado con cuatro productos A, B, C, Dy
representamos las adquisiciones posibles como cuddruplas ¢ = (z,y, 2, w)
(donde z es la cantidad adquirida de A, y la cantidad de B, etc.) entonces
una funcién de utilidad podria ser

Uz,y,z,w) =z(y+2)(2—e" ).
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Determina el dominio matemaético de U y el subdominio con sentido econé-
mico. Estudia la continuidad de U en uno y otro. ;Qué utilidad tiene para
el consumidor una compra con z = 07, jcémo se interpreta esto? Dos de
los bienes son sustitutivos, jcuales? Justifica la respuesta. Supongamos que
un consumidor considera satisfactoria la utilidad proporcionada por x = 10,
y =5, z = 1y que las centésimas de utilidad le resultan inapreciables. ;Cudl
es la méxima cantidad de D que le interesaria adquirir? (Observa que desde
un punto de vista estrictamente matemdtico la respuesta serfa “infinito”.)

Un trabajador empieza cobrando un salario de 500€ mensuales con un in-
cremento anual del 4%. ¢Cuél de las dos funciones siguientes refleja més
fielmente el salario S(t) en funcién del tiempo durante los primeros 5 anos?

500 si0<t<l
540 sil<t<?2
Si(t) ={ 540.80 si2<t<3 Sa(t) = 500(1.04)".
562.43 si3<t<4
584.93 sid <t <5,

. Qué diferencia hay entre ambas funciones desde un punto de vista ma-
tematico? Calcula el porcentaje de error relativo que cometemos al conside-
rar que S(3.5) = S2(3.5).
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En economia, no sélo es importante determinar magnitudes que reflejen una
situacion dada, sino también estudiar cémo varian estas magnitudes y cémo in-
fluyen sobre unas las variaciones de otras. Asi, por ejemplo, la inflacién es una
medida de la variacién de los precios a lo largo del tiempo; si dos paises tienen la
misma tasa de paro, pero la de uno esté creciendo y la de otro decreciendo, enton-
ces sus economias son diferentes; un empresario puede estar interesado en estimar
la variacién de sus beneficios que ocasionaria un incremento en la produccién, o
un incremento en el gasto publicitario, etc. En este tema introduciremos las herra-
mientas matematicas bésicas para cuantificar la variacion de una magnitud dada
y estudiar la relacién entre las variaciones de unas magnitudes y las de otras.

6.1 Incrementos parciales
Definiciéon Si f: D C R™ — R es una funcién escalar definida en un abierto D
y T € D, llamaremos funcion de incrementos parciales de f respecto de la variable

x; a la funcién

A f(@)=flor, .. ,xs + Az, oo oymy) — f(o1, 00 Xy o, X))

De este modo:

La funcién de incrementos parciales de una funcién f respecto a x; es
otra funcién cuyas variables son las de f maés la nueva variable Ax;, y
nos permite calcular el incremento que experimenta f cuando la variable
x; se incrementa en la cantidad Ax;. Si particularizamos a un punto Z,
obtenemos una funcién cuya tnica variable es Ax;.

Ejemplo Una empresa fabrica dos productos A y B, de modo que su funcion de
beneficios es
B(z,y) = 2 + 3y* — xy — 20,

donde x ey son, respectivamente, las cantidades producidas de A y B.

a) Calcula las funciones de incrementos parciales AgzB e Ay B.
b) La produccidn actual de la empresa es (z,y) = (200,150). Calcula las funciones
de incrementos parciales para esta produccion.
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¢) La empresa tiene la posibilidad de incrementar en 2 unidades la produccion de
A o de B. Determina cudl de las dos opciones es mds conveniente.
SOLUCION:
a) El incremento respecto de x es
Az B(z,y) = B(x + Az,y) — B(z,y)
= (v + Ax)? +3y? — (z + Ax)y — 20 — (2% + 3y? — zy — 20)
= 2% 4+ 2zAx + Ax? 4 3y? — 2y — yAx — 20 — 2 — 3y + zy + 20,

luego en definitiva:
A.B(z,y) = (22 — y)Az + Az

Similarmente:

AyB(x,y) = B(z,y + Ay) — B(z,y)
=22+ 3(y + Ay)? — z(y + Ay) — 20 — (2% + 3y — 2y — 20)
=22 + 3(y? + 2yAy + Ay?) — vy — 2Ay — 20 — 2% — 3y% + 2y + 20
=22 4+ 3y? + 6yAy + 3Ay% — xy — xAy — 20 — 2% — 3y? + xy + 20,

luego
AyB(x,y) = (6y — x)Ay + 3Ay°.

b) Sustituimos 2 = 200 e y = 150 en las expresiones anteriores:

A, B(200,150) = 250Az + Az?, A,B(200,150) = 700Ay + 3Ay?.

¢) Al aumentar la produccién de A (es decir, Az = 2), el beneficio se incrementa
en

A, B(200,150)(2) = 504 uw.m.,

mientras que si Ay = 2 entonces el beneficio se incrementa en
Ay B(200,150)(2) = 1412 u.m.

Por consiguiente es preferible incrementar la produccién de B. L]

6.2 Derivadas parciales

Las funciones de incrementos suelen ser complicadas. Sin embargo, si estamos
dispuestos a renunciar a calcular el valor exacto de los incrementos de una funcién
y sustituirlo por una aproximacién razonable, podemos obtener una férmula rela-
tivamente sencilla.
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Definicién Sea f: D C R™ — R una funcién escalar definida en un abierto D.
Para cada punto p € D, definimos la derivada parcial de f respecto de la variable
x; en el punto p como

a.f _ ’ szf(p) _ , f(ph7pz+szyapn)_f(p17;pn)
= lim ———* = lim
a’Ei P Az; —0 Aﬁz Az; —0 sz

Observemos ante todo que una derivada parcial es un limite y, por lo tanto, no
tiene por qué existir. En el supuesto de que exista, de acuerdo con la interpretacion
del limite vista en el tema anterior, tenemos que si Ax; es suficientemente pequeno,

entonces B
Ac (D)  Of
AlL’i 81'1 177
luego
_ 0
Ay, f(D) =~ o Ax;.
Ti|;

Esta férmula contiene la interpretacion de las derivadas parciales. Para enun-
ciarla matematicamente conviene introducir el vocabulario usual en economia:

Una wunidad marginal de una magnitud es una unidad pequena en
comparacién con el valores que toma dicha magnitud. Un incremento
marginal de una magnitud es un incremento pequeno en comparacién con
el valor que toma dicha magnitud.

En la mayoria de los ejemplos que vamos a considerar serd fundamental que
las unidades consideradas sean marginales. Por ejemplo, si la inversion de una
empresa en produccion es del orden de varios miles de euros, podremos tomar
como unidad monetaria (marginal) para estudiarla un centenar de euros, mientras
que si queremos estudiar el gasto mensual de cierta familia (por ejemplo, del orden
de 300€), un centenar de euros no servird como unidad marginal, pero si servira,
en cambio, un euro. En estos términos, la interpretacion de la férmula anterior es:

La derivada parcial de una funcién f respecto de una variable z en
un punto p representa el incremento que experimenta f por cada unidad
marginal que aumenta la variable = alrededor del punto p (suponiendo
que las demds variables no se alteran).

Funcion derivable Sea f: D C R™ — R"™ una funcién vectorial definida en
un abierto D. dado p € D, decimos que f es derivable en p si existen las derivadas
parciales respecto de todas las variables de sus funciones coordenadas, es decir
existen

of;

Ba:i

L= (Lo L2m).

(p), t=1,...n, j=1,...m.

En tal caso,
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Si una funcién tiene derivada parcial respecto de una variable en todos los
puntos de su dominio, entonces la derivada parcial es otra funcién con las mismas
variables:

Definicion Si f : D C R® — R es una funcién derivable respecto de z; en
todos! los puntos del abierto D, entonces definimos la funcidn derivada parcial
respecto de x;

of

(9.1’1'
como la funcién que a cada punto p € D le asigna la derivada parcial de f respecto
de x; en dicho punto.

:DCcR*" —R

Ejemplo Calcula las derivadas parciales de la funcion de beneficios
B(z,y) = 2* 4+ 3y* — zy — 20

considerada en la seccion anterior.

SOLUCION:
0B A,B (22 — y)Ax + Az?
_— = { = 1/ = 1, 2 — A - 2 -
dr  Armo Az Armo Ax Avmo <Y yt+ar=2r-y,
0B AyB (6y — x) Ay + 3Ay?
_— = i = 1/ = 1/ 6 — 3A :6 - .
oy A;IEO Ay A;IEO Ay Aglgo Yy o+ say y-e
| |

En particular,

B B

oB _o50, 2B — 700.

Ox (200,150) Ay (200,150)

De acuerdo con la interpretacién de la derivada, un incremento de 2 unidades
en la produccién de A produce un incremento de beneficios de

_ 0B

A:B(200,150)(2) ~ -

Az =250-2 =500 u.m.,
(200,150)

mientras que el mismo incremento en la produccién de B da lugar a un incremento
de los beneficios de

_ 0B

A, B(200,150)(2) ~ B Ay =700 -2 = 1400 w.m.

(200,150)

Estas estimaciones no son exactas, pues los incrementos exactos los calculamos
en la seccién anterior y eran de 504 y 1412 u.m. respectivamente, pero observa-
mos que la aproximacién con las derivadas parciales es buena y, como veremos
enseguida, es mucho mas facil de calcular.

IEn realidad no es necesario que exista la derivada en todo el dominio. Puede existir en un
subconjunto del mismo, y en este caso el dominio de la derivada seria este subconjunto.
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Reglas de derivacion Al comparar la definicion de derivada parcial con la
definicién de derivada de una funcién de una variable se llega facilmente a la
siguiente conclusion:

La derivada parcial de una funcién f respecto de una variable x; puede
calcularse con las mismas reglas de derivacién validas para funciones de

una variable sin més que considerar como constantes a las demés variables
de f.

Por ejemplo, la derivada de 322 es 3-2x = 62 y, por la misma regla, la derivada
respecto de x de la funcién ya? es y2r = 2yzr. Hemos tratado a y como si fuera
la constante 3. Para derivarla respecto de y consideramos a 22 como si fuera una

constante, y asi, al igual que la derivada de y5 es 5, la derivada de yz? es x2.

Ejemplo La funcion de beneficios de una empresa es B(x,y) = 108\/x ¢/y, donde
x, y son las cantidades invertidas respectivamente en la produccion de dos articulos
A y B. La produccion actual es (x,y) = (4,27), pero la empresa dispone de 0.3
u.m. para aumentar la produccion. ;Le convendrd mds destinarlas al articulo A o
al articulo B?
SoLUcION: Calculamos las derivadas parciales
0B 1 0B 1

— =bd— ¥y, — =36z .

oz N3 vy Ay Ve y?
Para la produccién actual tenemos

0B _ sl 0B

=38.

Ox (4,27) dy (4,27) B

Esto significa que por cada unidad que la empresa aumentara la inversién en el
producto A los beneficios aumentarian aproximadamente en 81 u.m., mientras que
la misma inversién en el producto B produciria un incremento aproximado de 8
u.m. M4&s concretamente, con un incremento de 0.3 u.m. los beneficios aumentarian
aproximadamente en

B B
A,B =~ oB Azr =81-03=243um. AyB~= oB Ay =28-03=24.
T |(4,27) Y l(a,27)
Asi pues, es preferible incrementar la produccién del articulo A. L]

Ejemplo Calcula los incrementos exactos de la funcion de beneficios corres-
pondientes al ejemplo anterior y compdralos con las aproximaciones que hemos
obtenido con las derivadas parciales.

SoLucIiON: Los incrementos exactos de la funcién de beneficios son:
A, B(4,27)(0.3) = B(4.3,27) — B(4,27) = 671.86 — 648 = 23.86,
Ay B(4,27)(0.3) = B(4,27.3) — B(4,27) = 650.39 — 648 = 2.39.

Vemos que, efectivamente, los incrementos exactos del beneficio son muy simi-
lares a los que hemos calculado aproximadamente. L]
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6.3 Aplicaciones de las derivadas parciales

Magnitudes marginales FEn economia es frecuente referirse a la derivada de
una magnitud afiadiéndole a esta el calificativo “marginal”. Por ejemplo, si C(x,y)
es una funcién de costes, donde z e y son las cantidades producidas de dos articulos,
la derivada

oC

oz
es el coste marginal respecto de x, es decir, el (incremento del) coste que ocasionaria
aumentar en una unidad la produccién del primer articulo. Igualmente, si B(t)
son beneficios de una empresa en un tiempo ¢, entonces el beneficio marginal es

dB

dt’
que se interpreta como el beneficio que se obtiene al pasar una unidad (marginal) de
tiempo. Si U(z,y) es la utilidad que obtiene un consumidor al adquirir cantidades

x e y de dos productos A y B, entonces la utilidad marginal respecto de y es la
derivada

ou
oy’
es decir, (el incremento de) la utilidad que obtendria el consumidor al gastar
una unidad monetaria mas en el producto B, etc. Es importante senalar que
éstas y todas las interpretaciones particulares del adjetivo “marginal” en su uso
en economia son casos particulares de la interpretacién general de las derivadas
parciales.?
A menudo se usa la palabra “acumulado” por oposiciéon a “marginal”. Por
ejemplo, si decimos que el beneficio acumulado por una empresa en un tiempo ¢

(expresado en anos) es
B(t) = 500001n(1 + ) €

esto significa que en su primer ano obtuvo B(1) = 34657€, en los dos primeros
anos B(2) = 54930€ (con lo que el beneficio acumulado durante el segundo afio
unicamente fue de B(2)—B(1) = 20273 €, etc. Por otra parte, el beneficio marginal
serd 50000
B (t) = T+t € /ailo,

lo cual significa que la empresa comenzé acumulando beneficios a un ritmo de
B, (0) = 50000 € /ano, pero al final de su primer afio la tasa de incremento de los
beneficios se habia reducido a B,,(1) = 25000€ /afio, etc. Es frecuente que no se
especifique si una funcién corresponde a cantidades acumuladas o marginales, pues
esto puede deducirse de las unidades: si nos hablan de unos beneficios de 5000t €
hay que entender que son beneficios acumulados, pero si nos dicen 5000t € /ano
entonces han de ser beneficios marginales.

2En algunos libros se encuentra otra definicién distinta de “marginal”. Por ejemplo, “la
utilidad marginal respecto de un bien A es la utilidad que el consumidor obtiene de la ltima
unidad monetaria que invierte en A.” Esta interpretacién corresponde en realidad a la matematica
discreta y no a la matematica continua que aqui estamos considerando. No obstante, para
cuestiones en las que la distincién matemadtica continua/matemadtica discreta no es relevante,
ambas interpretaciones son equiparables, en cuanto que llevan a las mismas consecuencias.
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En general, las unidades de una derivada

of
ox

son unidades de f/unidad de z. Por ejemplo, un coste marginal o una utilidad
marginal se expresa en unidades monetarias/unidad de producto, etc.

El signo de las derivadas Recordemos que un incremento puede representar
un aumento o una disminucién segin que su signo sea positivo o negativo. Como
consecuencia:

La derivada de una funcién f respecto de una variable z; serd positiva
si un aumento de x da lugar a un aumento de f, y serd negativa si, por
el contrario, un aumento de = da lugar a una disminucién de f.

Por ejemplo, en condiciones normales, la derivada de la demanda de un pro-
ducto respecto de su precio serd negativa, pues un aumento del precio da lugar a
una disminucién de la demanda. Sin embargo, la derivada de la demanda respecto
al gasto en publicidad serd positiva, pues un aumento del gasto publicitario da
lugar a un aumento en la demanda.

Incrementos porcentuales Si una funcién F' depende (entre otras) de la va-
riable z, la derivada
oF
oz
representa el incremento absoluto que produce en F' un incremento de una unidad
en z, aunque a menudo es mas ttil determinar el incremento relativo al valor de
F, es decir, es méas informativo saber que el paro ha descendido en un 2% que no
saber cuantos parados menos hay. Para obtener un incremento porcentual basta
observar que tomando el valor de F' como el 100%, la derivada anterior supone un
porcentaje de
100 OF
A%F ~ — —.
F Oz
Si no ponemos el 100 tenemos el tanto por uno de incremento. Por ejemplo, la
tasa de crecimiento porcentual de un capital sujeto a un interés continuo ¢ respecto
del tiempo, es decir, la tasa de crecimiento porcentual de la funcién C = Cye®t
respecto de t, es
100 oC 100 ., . .
— — = ——iCye' = 100i.
C ot C’Oe“
Si no ponemos el 100, concluimos que ¢ es el tanto por uno de incremento que
experimenta el capital en cada instante. Mas concretamente:

El interés continuo es el interés generado por cada unidad de capital
en una unidad marginal de tiempo.
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Elasticidad Hay casos en que la disparidad entre las unidades de la funcién y de
la variable hacen aconsejable considerar otro indice de crecimiento relativo. Por
ejemplo, si D es la demanda de un producto y p es su precio, un valor grande

(normalmente negativo) para
oD

Ip

indicard que una pequena variacion en el precio provoca una gran variacién en la
demanda, mientras que un valor pequeno de la derivada indica que la demanda
apenas se altera por la variacién del precio. Ahora bien, hemos de tener presente
que no podemos estimar si la derivada es grande o pequena sin tener en cuenta
las unidades que estamos considerando, principalmente porque la demanda vendra
dada en unidades de producto y el precio en unidades monetarias.

Para evitar este inconveniente lo usual es considerar incrementos relativos tanto
de la variable como de la funcién. Es decir, supongamos que el precio del articulo
se incrementa en un 1%. Esto significa que

p

100°

De acuerdo con la interpretacion de la derivada, el incremento que esto ocasio-
nard en la demanda serd aproximadamente de

0D p

AD~ = L
ap 100

Ahora bien, jqué porcentaje de la demanda supone este incremento? Serd

100AD [ 1000D p__ p 9D
D D dp100 D dp°
El valor
oD

_roz
=D o
recibe el nombre de elasticidad de la funcién D respecto de la variable p (hay
quien lo define con un signo negativo para que sea positiva en el caso de la de-
manda/precio) y, segin acabamos de ver, representa el porcentaje en que se in-
crementa la funcién D por cada 1% que se incrementa la variable p. Este valor es
independiente de las unidades en que se expresen D y p.

Por ejemplo, la elasticidad respecto del tiempo de un capital sujeto a un interés
continuo ¢ es

t 0C

C ot

Esto se interpreta como que, cuanto mas tiempo pasa, el incremento del capital
se vuelve més sensible al paso del tiempo.

E(D,p)

E(C,1) = it.

6.4 Conceptos relacionados con las derivadas

En esta seccién introduciremos varias nociones matematicas que nos seran de
utilidad maés adelante, junto con algunos resultados relacionados con ellas. Empe-
zamos por la posibilidad de derivar varias veces una misma funcién.
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Derivadas sucesivas Si las derivadas parciales de una funcién derivable son
también funciones derivables, entonces podemos calcular las llamadas derivadas
segundas, para las cuales se usa la notacién que ilustra el ejemplo siguiente:

Sea f(r,y) = x%seny. Las derivadas primeras de f son

2

— = 2xseny, —— =z cosy.
ox Y dy Y
Si volvemos a derivar g—£ otra vez respecto de x obtenemos
Of = 2sen
0x2 v
Si, en cambio, tomamos % y la derivamos respecto de y obtenemos
0% f
——— =2z cosy.
0zdy 4

Asi, vemos que el exponente superior indica el nimero de veces que hemos
derivado en total, y en la parte inferior indicamos las variables respecto a las que
hemos derivado en el orden en que lo hemos hecho. Similarmente se calculan

—32]0 2z cos f Zse
= ZX — = =X ny.
OyOx 4 Oy? Y
Por ejemplo, si f(z,y,2) es una funcién de tres variables, la notacién
’f
0x0y20z2

representa a la funcién que resulta de derivar f cinco veces: primero respecto
de x, luego dos veces respecto de y y luego dos veces respecto de z. Las fun-
ciones obtenidas derivando varias veces una funcién se llaman derivadas parciales
SuUCestvas.

Definicién Una funcién f: D C R — R definida en un abierto D es de clase
C" en D, donde n > 1 es un nimero natural, si existen las derivadas parciales de
f hasta orden n y todas ellas son continuas en D.

Si f tiene derivadas parciales de todos los 6rdenes posibles y todas ellas son
continuas, entonces se dice que f es de clase C*° en D.

La mayoria de las funciones definidas analiticamente son de clase C'™ en su
dominio, como consecuencia del teorema siguiente:

Teorema

1) Si f, g: D CR™ — R son funciones de clase C* en el abierto D y o € R,
entonces también son C> en D las funciones f + g, af, fg y f/g es C* donde
g no se anula.

2) Todo polinomio es una funcion C*.

3) La composicion de funciones C* es una funcion C.

4) Las funciones €”, Inx, senx, cosz son C™ en todos los puntos de su dominio,
mientras que /x es C*° en todos los puntos del dominio distintos de 0.
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Vector gradiente Si f: D C R®™ — R es una funcién escalar derivable en el
abierto D, definimos su vector gradiente como el vector formado por sus derivadas
parciales:

vio = (L) @)

Ejemplo Calcula el gradiente de la funcion f(x,y,z) = x2yz3.

SoLuUcION: El gradiente es

of of o
Vi(z,y,z) = (8_3]; 8_2’ 6—£> = (22yz°, 2723, 32%y2?).

Matriz jacobiana Si f: D CR"™ — R™ es una funcién vectorial derivable en
el abierto D se define la matriz jacobiana de f como la matriz formada por todas

las derivadas parciales primeras de sus funciones coordenadas f1, ..., fm del modo
siguiente:
o (@ o 3@
Jf(z) = : :
Fo(@) - G@

Ejemplo Calcula la matriz jacobiana de la funcion

SOLUCION: Se tiene

2eyz 2%z 2%y
Jf(z,y,2) = 1 1 0
yz rz Tz

Matriz hessiana Si f: D C R" — R es una funcién escalar dos veces derivable
respecto de todas las variables en el abierto D, definimos su matriz hessiana como
la matriz formada por sus derivadas parciales de orden 2 del modo siguiente:

8%f /- 22f -
B_:E?('/L‘) e Ox10x, (.’17)
mr@=| :
8 - A%f [~
o (@) g ()
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Ejemplo Calcula la matriz hessiana de la funcién f(z,y) = 2% seny.

SoLUCION:

9%f 9% f
37 2sen 2x cos
ase= (5 5 )= (e, m)

2xcosy —x“seny

La matriz hessiana de una funcién de clase C? es siempre una matriz simétrica,
como se deduce del teorema siguiente:

Teorema de Schwarz Si f: D C R® — R es una funcién escalar de clase C?
en el abierto D, entonces, para i, j =1,...,n se cumple que

o f o f

6@69@» o 8:618:131 '

Con este teorema se tiene que el orden de la derivaciéon no afecta al resultado.

6.5 Algunas demostraciones

Los resultados como el teorema de Schwarz tienen pruebas complejas, pero las
propiedades bésicas de las derivadas requieren unicamente aplicar la definicién y
las propiedades de los limites. Veremos algunas demostraciones que nos puedan
ayudar a familiarizarnos con la nocién de derivada:

Teorema Si f:R" — R es la funcidn constante f(Z) = ¢, entonces

8:@- P

DEMOSTRACION: Por simplificar la notacién supondremos que n = 2 y que
x; = x. El caso general es formalmente analogo. Consideramos un punto arbitrario
P = (x,y) € R2. Se tiene

f v o fletBday) —fley 0 c—c .0
a0 = A% Aa =i TRy = Ay T A0S0

Teorema Sea f: D C R" — R wuna funcion derivable en un punto p € D,
donde D abierto, y o € R. Entonces, af es derivable en p y

of

=
P 833‘1'

oaf
8l‘i
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DEMOSTRACION: Como en el teorema anterior, tomaremos n = 2, x; = T y
p = (z,y). El caso general es formalmente analogo.

aaf _ af(x+Ax,y)faf(x,y) 1z f(lL"i‘AZL’,y)*f(IC,y)
—| = lim = lim «
ox P Az—0 Ax Az—0 Az

Az50 Az ox |

Teorema Si f, g: D CR"™ — R son funciones derivables en un punto p € D,
donde D abierto, entonces f + g es derivable en p y

a(erg)‘ _of

axi P o le

dg
0:162-

P

DEMOSTRACION: Como en los teoremas anteriores, podemos suponer n = 2,
p=(z,y), v; = x. El caso general es formalmente andlogo.

N +9)| _  fetBry) +gletdry) - fz,y) —g(x,y)
ox _ Az—0 Ax
_ oy [t ATy) — fey) +yle+ Aryy) —g(@,y)
= 1m
Axz—0 AZE
_ g (fEtBny) = fay) | glat Az,y) — g(a,y)
Az—0 Ax Az
Axz—0 A.’L‘ Axz—0 AI
_of Jg
= o " or|

6.6 Ejercicios

1. Calcula las derivadas parciales en el punto (1,2) de las funciones

2 . 2 :
_Jx+y siz>y, _Jr+y siy > x4+ 1,
fy) {J;+y2 siz <y. 9(@,y) {a:+y2 siy <x+ 1.

2. Calcula las derivadas parciales de las funciones siguientes:

(a) fi(z,y,2) =32y + ay'z +y° + 222 + 5,
(b) fa(z,y) = 2° cos 3y*,
(¢) fs(z,y,2) = (2% + 22y + yz°)e” T2v =1
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(d) f4(x,y) = COSS(:E + 2y)a

(e) fs(w,y) = cos(z +2y)°,
(f) fﬁ(x’y) = \/x2 3’

(g) f7(x,y) = VS 21+y7

x2y_y3

() fula) = 2
. _ wcosy
(i) folz,y,2) = \/ﬁ’

() fro(z,y) =’ (2/y).

3. Calcula el vector gradiente de las funciones siguientes:

~—

(a) f(x,y,2) = ady — 32z + xyz — 3y + 2,
(b) g(z,y) = /v,
(c) h(z,y,2) = Vasen(z? + ¢y + 22),
(@) plu) = 5.
(

(a) f(z, )*$2*29€y3+3$,
(b) g(x,y,2) = € sen(y + z),
(¢) h(u,v w)—u+2v—w

1
(d) r(a,b) = PR

5. Calcula la matriz jacobiana de las funciones siguientes:

(a) fz,y,2) = (z +y* xy2),

(b) g(z,y) = (z,y,In(x + y),zseny),
(c) h(u,v,w) = (5,u*+ v,e'“”2),

(d

) C(p) = (0°,1/p, /D)

6. Calcula la matriz jacobiana de la funcién f(z,y, z) = (2% — yz,x — 23, 1yz2)
en el punto (1,0,0).
7. Calcula el vector gradiente de la funcién f(x,y,2) = 2 —sen(yz) en el punto

(1,0,0).

8. Calcula la matriz hessiana en el punto (3, 1) de las funciones cuyos gradientes
son los indicados:

(a) Vf(z,y) = (32° + 3y> — 2,921?),
(b) Vyg(z,y) = (y/x,Inz)
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11.

12.

13.
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(c) Vh(z,y) = (22, 2y)

Existe una funcién cuyo vector gradiente sea Vf = (22 + 2y,4* + 3x)? En
caso afirmativo, calcula su matriz hessiana.

Calcula las funciones de incrementos parciales de las funciones siguientes:

(a) f(z,y) ==,
(b) g(z,y,2) = z(y + 2),
(¢) h(u,v,w) =u—3v+w+4.

Utiliza las expresiones obtenidas para calcular las derivadas parciales.
Indica el signo que tendran en condiciones normales las derivadas siguientes:

(a) La derivada del salario de un trabajador respecto al tiempo.

(b) La derivada parcial de la demanda de un articulo respecto de su precio.

(¢) La derivada parcial del volumen de ventas de una empresa respecto de
su inversién en publicidad.

(d) La derivada parcial del ahorro medio de los habitantes de un pafs res-
pecto del indice de precios.

(e) La derivada respecto al tiempo de la poblacién de un pafs en el que
cada familia tiene una media de 1.8 hijos.

(f) Laderivada del indice general de la bolsa de Madrid respecto del tiempo.

Si P(t) es el producto interior bruto de un pafs en un tiempo ¢, jqué es la

derivada %?

(a) la inflacién del pafs en un tiempo ¢,
(b) el crecimiento econémico del pafs en un tiempo ¢,

(¢) no tiene interpretacién econémica.

El precio del petroéleo es una funcién P que depende —entre otras variables—
de la oferta x de crudo en el mercado. ;Cuédl serd —en condiciones normales—
el signo de la derivada g—I:?

Una editorial A es una de las principales suministradoras de libros a una
pequena ciudad, aunque tiene una Unica competidora B. La empresa estima
que la demanda de sus libros en la ciudad depende del precio medio al que los
vende p;, del precio medio a que vende los libros la editorial B y del precio
medio de los articulos de primera necesidad. Si la funciéon de demanda de los
libros de A es D(p1, p2,p3) y la empresa estima que, para los precios actuales
Po, se tiene

aiD = 727 aiD = 71, aiD = 2’

8})1 Po 6p2 Po ap?’ Po

;Cudl de las variables py, ps representa —presumiblemente— a los precios
de la editorial B y cual a los precios de los articulos de primera necesidad?
1 Qué efecto tendria para la editorial una rebaja media de sus precios de 0.8
unidades monetarias?
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Sea C'(z,y) la funcién de costes de una empresa, donde x e y son las cantida-
des producidas de dos articulos A y B. Explica la diferencia de interpretacién
entre

ocC oC
y

Ox (400,200) Ox (40,20).

El IPC de un cierto pafs en un instante ¢ (expresado en afios) viene dado

por la férmula
P — o/ (1+t/50)%

(a) Calcula la inflacién del pais, es decir, el porcentaje de aumento de los

precios:
I 100 0P

P oot
;, Qué tanto por ciento de inflacion se tiene en t = 07
(b) Estudia el comportamiento de la inflacién en ¢ = 0. ;Estd4 aumentando
o disminuyendo?

(c¢) Calcula la tasa de incremento de la inflacién en el pais, es decir,

100 01
=T
(Cuanto vale en t = 07
(d) (Coémo varia la tasa de incremento de la inflacién del pais?, ;crece o
decrece?
(e) Explica la frase siguiente:

En la crisis de 1972 el presidente Niron anuncidé que la tasa
de incremento de la inflacion estaba descendiendo. Esta fue
la primera vez que un presidente uso la tercera derivada como
argumento para su reeleccion. Hugo Rossi, Notices of the AMS,
v. 43, n9 10, octubre 1996.

17. La tasa de paro (porcentual) de dos paises A y B viene dada por las funciones

18.

P4(t) =8(1.1) vy  Pg(t) =8(0.9)".

Determina la tasa de paro en la actualidad (¢ = 0). Estudia la evolucién del
paro en ambos paises. ;Cudl es mas favorable?

Una empresa desea estudiar su funcién de costes, cuya expresion estimada
es
C(z,y) = 32% — zy + 2y* — y + 30,

donde z e y son las cantidades producidas de dos articulos. ;A cudnto
ascienden los costes fijos? Determina la expresién méas simple posible para
las funciones de incrementos parciales A, C y A,C. Utiliza estas expresiones
para calcular, por la definicién de derivada parcial, las derivadas

oo o
Ox Y oy’
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20.

21.

22.

6. DERIVACION

Calcula estas derivadas para una produccién (z,y) = (5,3) e interprétalas.
Calcula el incremento de coste que provocaria un incremento de la produccién
Ay = 0.6. Compéralo con la aproximacién que proporcionan las derivadas.

Una empresa fabrica un articulo X a partir de dos factores de produccion A
y B. La funcién de produccién es P(z,y) = x + y + 0.005zy? unidades de
X, donde x e y son las cantidades de los factores de produccién. Calcula la
produccién actual si se estdn empleando 100 unidades de A y 80 unidades de
B. Calcula la produccién marginal respecto de y para la produccién actual.
Indica su interpretacién y las unidades en que viene expresada. Calcula
el incremento que produccion que puede obtenerse si la cantidad empleada
del factor B pasa a ser de 82 unidades. Haz el cdlculo exacto y el cédlculo
aproximado a partir de la produccién marginal y comparalos. Idem si se
utilizan 200 unidades de B. Compara los resultados en ambos casos.

Sea C(z) la funcién de costes de una empresa, donde z es la cantidad pro-
ducida de un articulo.

(a) Explica la diferencia de interpretacién entre

oC oC

i y e .
Oz |1, 0z | 1000

(b) ;Cudl es el signo que cabria esperar en estas derivadas?

(c) (Cudl de las dos cabe esperar que sea mayor?

Sea U(z) la funcién de utilidad de un consumidor, donde z es la cantidad
adquirida de un articulo.

(a) Explica la diferencia de interpretacién entre

ou ou

oY v oY ]
ox | 9z 1000

(b) ¢{Cuadl es el signo que cabria esperar en estas derivadas?

(¢) (Cudl de las dos cabe esperar que sea mayor?

Una empresa cuenta actualmente con un capital C'. En cada instante consi-
gue de su capital una rentabilidad r (tanto por uno). Supongamos que esta
rentabilidad es mayor o igual que la rentabilidad media del mercado k. En
cada instante, la empresa reinvierte un tanto por uno b de sus beneficios y
abona el resto como dividendos a sus accionistas. Bajo el supuesto de que
0 < b < k/r, un modelo econémico afirma que el valor actual de las accio-
nes de la empresa (calculado como el valor actual de los dividendos que la
empresa generard en el futuro) viene dado por

C(1—b)

V= .
k—rb

Determina el dominio matemaético y el dominio econémico de la funcién
V(C, k,r,b). Estudia el efecto que tiene sobre el valor V' de las acciones una
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reduccién del porcentaje de beneficios destinado a dividendos, es decir, un
aumento del tanto por uno reinvertido b.

Depositamos 500€ en un banco a un 3% de interés continuo anual. Utiliza
la relacién

oC

—| At

ot |,

para determinar aproximadamente sin usar calculadora nuestro saldo al cabo

de 2 anos. Usa la calculadora para determinar el error cometido. Repite el
problema para 10 afios y compara los errores. Explica la diferencia.

AC =~

La funcién de demanda de un articulo es D(p,r) = In (1 + %), donde p es

el precio y r la renta media de los consumidores. Determina el dominio ma-
temadtico y el subdominio econémico de la funcién D. Calcula la elasticidad
(respecto al precio) para (p,r) = (2,100). Interprétala.

El capital de una empresa durante un periodo de diez afos [0, 10] viene dado
por la funcién

C(t) = 5003”3,
Determina el capital con que contaba la empresa al principio del periodo
y el capital final. Determina el beneficio marginal By, (t) de la empresa en
cada instante . Determina la rentabilidad de la empresa en cada instante ¢,
es decir, el beneficio generado por cada unidad de capital disponible en un

instante t:
B,,(t)

R(t) = .
(t) 0
Calcula la rentabilidad inicial y final de la empresa. Determina el tanto por
ciento de incremento anual de la rentabilidad de la empresa.

La funcién de utilidad de un consumidor respecto de dos productos A y B
es
U(z,y) = In(1 + zy),

donde z e y son las cantidades de producto que adquiere. Supongamos que
actualmente consume (z,y) = (10, 10).

(a) Calcula la utilidad marginal respecto del producto A. Interpreta su
signo.

(b) Justifica matemdticamente esta afirmacién: “Por cada unidad que au-
menta el consumo de A, la utilidad marginal disminuye, es decir, el
consumidor obtiene cada vez menos satisfaccién adicional al incremen-
tar su consumo de A”.

(¢) Justifica matemdticamente esta afirmacién: “Por cada unidad que au-
menta el consumo de B la utilidad marginal de A aumenta, es decir,
si el consumidor aumenta el consumo de B, entonces le es maés ttil
aumentar el consumo de A.”

(d) Pon un ejemplo de dos productos para los que estas propiedades sean
razonables.






7. Diferenciabilidad

En el tema anterior hemos estudiado cémo se comporta una funcién derivable
cuando modificamos una de sus variables. Ahora vamos a ocuparnos de lo que
sucede cuando modificamos varias variables simultdneamente.

7.1 Incrementos totales

Definicion Si f: D C R® — R es una funcién escalar definida en un abierto
Dy z € D, llamaremos funcién de incrementos de f a la funcién

Af(Z) = f(z1+ Axy, ..o xn + Azy) — f(21,.. 0 20).

De este modo:

La funcién de incrementos de una funciéon f es otra funcién cuyas
variables son las de f més las variables Ax;, y nos permite calcular el
incremento que experimenta f cuando cada variable x; se incrementa en
la cantidad Ax;. Si particularizamos a un punto p queda una funcién de
las variables Ax;.

Ejemplo Una empresa fabrica dos productos A y B, de modo que su funcion de
beneficios es B(z,y) = 2% + 3y? — xy — 20, donde x e y son, respectivamente, las
cantidades producidas de A y B.

a) Calcula la funcidn de incrementos de B.

b) La produccidn actual de la empresa es (x,y) = (200,150). Calcula la funcion
de incrementos para esta produccion.

¢) La empresa tiene la posibilidad de incrementar en 2 unidades la produccién de
A y en 1 unidad la de B. Determina el incremento de beneficio que obtendrd.

SOLUCION:
a) Aplicacmos la definicién:
= (v 4+ Az)* +3(y + Ay)? — (z + Az)(y + Ay) — 20 — (2? + 3y* — 2y — 20)

91
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= 2% + 2zAz + Ax? + 3(y% + 2yAy + Ay?) — (zy + 2Ay + yAz + AzAy)
—20 — 2% — 3y% + zy + 20

= 22 + 22Az + Ax? + 3y? + 6yAy + 3Ay? — zy — 2Ay — yAr — AzAy
—20 — 2% — 3y% + zy + 20

b) La produccién actual de la empresa es (z,y) = (200,150). La funcién de
incrementos es

AB(200,150) = 250Ax + 700Ay + Az? + 3Ay* — AzAy.
¢) Si el vector de incrementos es (Ax, Ay) = (2,1), el beneficio se incrementa en
AB(200,150)(2,1) = 250 -2+ 700 -1+ 22 +3-12 - 2.1 = 1205 um.
|

Llegar a este resultado nos ha obligado a calcular explicitamente la funcién de
incrementos de B, que es complicada. A través del concepto de diferenciabilidad
que vamos a estudiar podremos obtener resultados aproximados mediante el uso
de derivadas. Veamos lo que podemos decir tinicamente con lo que sabemos del
tema anterior. Ante todo,

0B 0B
Coow—y, < Z=6y-—u
Jr vy dy yoe
En particular,
B B
0B _os0, 2B = 700.
Ox (200,150) Ay (200,150)

Por lo tanto, las funciones de incrementos parciales de B son aproximadamente
A, B(200,150) = 250 Az, A, B(200, 150) ~ 700 Ay.
Esto nos permite interpretar la forma de la funcién de incrementos totales:
AB(200,150) = 250Az + 700Ay + Az? + 3Ay% — AzAy.

Vemos que consta de tres partes: la aproximacion del incremento parcial res-
pecto de x, la del incremento parcial respecto de y méas un residuo

Az? +3Ay° — AzAy

que es mucho menor que las otras partes. Ma4as concretamente, un incremento
Ax = 2 produce por si solo un incremento de beneficios de 250 - 2 = 500 u.m., un
incremento de Ay = 1 produce un incremento de beneficios de 700 u.m., mientras
que los dos incrementos a la vez producen un incremento de beneficios de

AB ~ 500 + 700 + (22 4+ 3 — 2) = 500 + 700 + 5 = 1205 w.m.,

como ya habiamos calculado, pero ahora vemos que el incremento de B es aproxi-
madamente la suma de los incrementos que produce cada incremento parcial por
separado. Como veremos a continuacion, esto es consecuencia de que la funcién
B es diferenciable.
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7.2 Funciones diferenciables

Supongamos que una funcién f : D C R® — R tiene derivadas parciales en
un punto p € D. Si incrementamos la variable x; en una cantidad Ax;, sabemos
que el incremento que experimenta f es aproximadamente

Si consideramos incrementos para cada una de las variables, la suma de los
incrementos parciales es

LN Awn:(ﬁ

0x1 5 oz, 5 0x1

ﬁ,...,axn

> (Azyq,...,Ax,) = Vf(D)-AZ.

Las funciones diferenciables son las funciones para las que esta suma de incre-
mentos parciales es una buena aproximacién del incremento total de la funcién.

Definicién Una funcién escalar f : D C R” — R definida en un abierto D es
diferenciable en un punto p € D si tiene derivadas parciales de T y existe
Af(p)(Az) —Vf(p) - Az f(p+Az)— f(p) = V(D) - Az

Armo 1Az ArD Az

Diremos que f es diferenciable si lo es en todos los puntos de su dominio.

De acuerdo con la interpretacion de los limites, si f es diferenciable en p tene-
mos que, para un vector de incrementos marginales AZ, se cumple

Af(p)(AT) - V[(p) - AT
|Az]]

=~ 0,

de modo que también Af(p)(Az) — Vf(Z) - AZ ~ 0 y, por consiguiente,

AF(p)(AT) ~ V(p) - AT = %‘A“+”'+ of

Az,
Oxy, |- v

p

Al miembro derecho se le llama diferencial de f en Z. Méas precisamente:

Definiciéon Si f: D C R™ — R es una funcién diferenciable en un punto Z, se
llama diferencial de f en Z a la aplicacién df (Z) : R® — R dada por

& (7)(A7) = V@) - Az = 2L Az I | Ag,.

81‘1 63;71

T

La notacién usual para la expresién de la diferencial de una funcién se obtiene
observando que si f es simplemente la funcién f(z) = x;, entonces la expresién
anterior se reduce a dz;(Az) = Ax;, por lo que, para una funcién arbitraria f, la
expresion anterior equivale a

(@) a7 = 2

0
doy (AT) + -+ ——
T

dz, (AZ).

z
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Si f es diferenciable en su dominio esto es cierto para todo punto Z y todo
vector de incrementos AZ, por lo que podemos expresar esta igualdad como una
igualdad de funciones

_of of
= e dry + + 8xndmn,

df

que es la expresion usual para la diferencial de una funcién escalar.
La definicién de funcién diferenciable resulta poco operativa para decidir si una

funcién dada lo es. En la practica nos bastara con esta condicién suficiente:

Teorema Toda funcion de clase C* en un abierto es diferenciable en dicho
abierto.

Ejemplo Dada la funcion f(x,y,z) = 2%y + 2yz calcula

df7 df(2a37_1) Y df(2737_1)(1a0»3)'

SOLUCION: La funcién f es diferenciable en R?, pues es un polinomio y los poli-
nomios son de clase C'. Su diferencial es

df = gdw + ﬁdy + gdz =2zydx + (y + 22)dy + 2y dz.
or dy 0z

La diferencial en el punto (x,y,2) = (2,3,—1) es
df(2,3,—1) = 12dz + dy + 6 dz.

Esta diferencial actuando sobre el vector de incrementos (Az, Ay, Az) = (1,0, 3)
es

df(2,3,—1)(1,0,3) =121+ 0+ 6- 3 = 30.
[ |

Aunque tedricamente no es exacto, en la practica podemos pensar que df de-
pende de las mismas variables que f (en el ejemplo anterior x, y, 2) y de las
diferenciales de las variables de f (en el ejemplo dz, dy, dz), es decir:

Si f es una funcién diferenciable en un abierto, entonces df es una
funcién cuyas variables son las variables x; de f y las variables dx;.
Cuando particularizamos la diferencial en un punto Z, entonces df (T) es
una funcion de las variables dx;. Su interpretacion es que para incremen-
tos marginales dzx; se cumple que df es una aproximacién de la funcién de
incrementos Af.
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Ejemplo Calcula la diferencial de la funcion f(x,y) = \/zy en el punto (3,12).

SOLUCION: Simplemente, % = 2\}’@, %]3; = 2\}”@, luego

__Y x
- 2/Ty du + 2./Ty dy.

Si la queremos en el punto (3,12) serd

df

1
df (3,12) = dz +  dy.

Ejemplo Calcula aprozimadamente sin calculadora el valor de f(3.1,11.8), donde
f es la funcion del ejemplo anterior.

SoLUCION: Es facil calcular f(3,12) = +/36 = 6, con lo que podemos expresar

£(3.1,11.8) = f(3+0.1,12 — 0.2) ~ £(3,12) + df(3,12)(0.1, —0.2)

1
=6+0.1+ Z(_O'Q) =6.1—-0.05=6.05.

El valor real (que da la calculadora) es 6.048, luego nos hemos equivocado en
2 milésimas. L]

Interpretacion marginal de la diferenciabilidad Ahora podemos precisar
la idea con la que hemos introducido la nocién de diferenciabilidad. Consideremos
una funcién diferenciable f. Por simplicidad supongamos que tiene dos varia-
bles f(z,y). El incremento que experimenta tras un incremento marginal de sus
variables (Ax, Ay) es aproximadamente

d d
Af =df (z,y)(Ar,Ay) = a—i Az + a—z Ay.

Ahora bien, el primer sumando es aproximadamente A, f, y el segundo A, f.
Esto es cierto en general:

La diferenciabilidad de una funcién en un punto se traduce en que el
incremento que experimenta al incrementar marginalmente sus variables
es aproximadamente igual a la suma de los incrementos producidos por el
incremento de cada variable por separado.

Por ejemplo, supongamos que una empresa fabrica dos productos A y B y se
sabe que el coste marginal respecto a cada uno de ellos para la produccién actual
(z,y) = (300,500) es

oC oC

=5 u.m./unidad de A, = 3 u.m./unidad de B.

ox (300,500) Ay (300,500)
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La empresa va a incrementar su produccién en (Az, Ay) = (2, —1). Con estos
datos podemos afirmar que si unicamente incrementara la producciéon de A en
Az = 2 el incremento de coste seria

ArC%a—C Az =5-2=10 um.,
Ox (300,500)
mientras que si sélo incrementara la producciéon de B en Ay = —1 el incremento
del coste seria
oC
ACr — “Ay=3-(-1) = -3 um.
Ay (300,500)

No tenemos datos para estimar el incremento de coste que se produce con el
incremento simultdneo (Az, Ay) a menos que sepamos que la funcién de costes
C(z,y) es diferenciable, en cuyo caso el incremento total serd aproximadamente
la suma de los incrementos parciales:

AC~=A,C+A,C~10—-3=7um.

Teorema Toda funcion diferenciable es continua.

DEMOSTRACION: Sea f: D C R® — R una funcién diferenciable en un punto
p € D. Entonces existe

f(p+Az) - f(p) —Vf(p) - AZ

I =0.
AT—d IAZ]
Puesto que lim_||AZ|| = 0 (la norma es continua) al multiplicar por |AZ]|| el
AZ—0

limite serd 0 -0 = 0, es decir:
Jim_f(p+ Az) = f(p) = Vf(p) - Az =0.
Ahora bien,

Jim Vf(p)- Az =Vf(p)-0=0,

luego

Algg;rgéf(ﬁJrAa‘:) —f(p)=0

0, lo que es lo mismo, existe

Alggﬁf(ﬁ +Az) = f(p).

Si llamamos Z = p + AZ es claro que cuando Ax — 0 entonces T — p y
viceversa, luego

lim f(z) = f(p).

T—p
Esto significa que f es continua en p. n
El teorema anterior nos proporciona una condicién necesaria de diferenciabi-

lidad. Es decir, si una funcién no es continua en p, podemos asegurar que no es
diferenciable en p.
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Diferenciabilidad de funciones vectoriales La definicién de funcién diferen-
ciable se extiende a funciones vectoriales f : D C R™ — R™ sin mds que sustituir
el vector gradiente V f(p) por la matriz jacobiana Jf(p), es decir, la funcién f es
diferenciable en un punto p € D (D abierto) si

i T @+AT) - [(p) - (Jf(p)AZ)"

=0.
Ar IAZ]

Notemos que para multiplicar la matriz jacobiana por AZ hemos de trasponer
éste ultimo y el resultado es un vector columna, por lo que hemos de volver a
trasponerlo para restarlo de f(p+ AZ) — f(p)-

La diferencial de f en Z se define como la aplicacién df (p) : R* — R™ dada
por df (p)(Az) = (Jf(p)Az')!. En la practica basta tener en cuenta el teorema
siguiente:

Teorema Una funcién vectorial f : D C R®™ — R™ es diferenciable en un
punto p € D si y sélo si lo son todas las funciones coordenadas f;, y en tal caso

Ejemplo Comprueba que la funcion f(x,y) = (x%y,rseny, e™) es diferenciable
en R? y calcula su diferencial.

SoLUCION: Es facil ver que todas las funciones coordenadas son de clase C! y por
consiguiente son diferenciables. Entonces, f es diferenciable y su diferencial es

df = (2atdx + 2% dy, senydz + xcosydy, ye™ dr + xe™ dy).

Direcciones de crecimiento maximo, minimo y nulo

Si f: D CR"™ — R es una funcién diferenciable en un punto £ € D, pode-
mos plantearnos la siguiente cuestién: ;Qué vector de incrementos AZ producird
el mayor incremento de la funcién f, es decir, hard que f(z + Az) — f(Z) sea
maximo? En general esta pregunta no estd bien planteada, pues puede ocurrir
—por ejemplo— que cuanto mayores sean los incrementos de las variables mayor
sea el incremento que experimenta la funcién, por lo que no haya un incremento
maximo. Para que la pregunta tenga sentido podemos considerar tinicamente in-
crementos unitarios, es decir, tales que ||AZ| = 1. La pregunta correcta es, pues,
L qué vector de incrementos unitario produce el mayor incremento de la funcién? Si
f es diferenciable, sabemos que Af(Z)(AZ) =~ df (z)(AZ), por lo que el problema
equivale a determinar el incremento unitario que maximiza la diferencial. Con
esto determinamos maéas exactamente la direccion en la que la funcién crece més
rapidamente. Tenemos que

df (2)(AZ) = Vf(Z) - AT = [V f(2)[[[| AZ]| cos o = [[V £ ()| cos ,

donde « es el dngulo entre AZ y el gradiente de f.



98 7. DIFERENCIABILIDAD

Notemos que aqui hemos de suponer que V f(Z) # 0. Si el gradiente se anula
no podemos continuar nuestro analisis. Esto puede deberse a que la funcién tenga
un méximo o un minimo en T (con lo que no hay direcciones de mdximo creci-
miento o bien hay infinitas) o porque sea necesario considerar derivadas de 6rdenes
superiores.

La diferencial serda maxima cuando cosa = 1, lo cual sucede si o = 0, es decir,
si AT tiene la direccién del gradiente y es, por consiguiente,

Vi(z
Az = 7‘)0(7) .
IVf(@)l
Esta direccién se llama direccion de mdzimo crecimiento de f en T.
Asimismo, la diferencial es minima cuando cosa = —1, o sea, a = 7, lo que se
traduce en que AZ tiene la direccién opuesta a la anterior, es decir,
Vfz
AT = —7f(_) .
IVf(@)]

Esta direccién se llama direccion de mdzimo decrecimiento de f en T.

Finalmente, las direcciones para las que cosa = 0, es decir, las direcciones
perpendiculares al gradiente, son aquellas en las que la variacién de f es menos
apreciable, y se llaman direcciones de crecimiento nulo de f en Z. Estan determi-
nadas por la relacién AzZV f(z) = 0.

Ejemplo Calcula direcciones de crecimiento mdzimo, minimo y nulo de la funcion
fl,y,2) = 2®y2?
en el punto (1,1,1).
SOLUCION: El vector gradiente de f es
Vf(z,y,2) = (2zyz®, 222, 22%y2) = Vf(1,1,1) = (2,1,2).
Entonces, la direcciéon de maximo crecimiento es

V£(1,1,1) 212

u = 7( )7

TV, L)) 3733
la direccién de minimo crecimiento es
Vf(1,1,1) 2 1 2
B 7T R M

Para obtener las direcciones de crecimiento nulo, calculamos los vectores (a, b, ¢)
perpendiculares a Vf(1,1,1):

(a,b,¢)(2,1,2) =2a + b+ 2c=0.
Por tanto, cualquier vector no nulo del conjunto
{(a;b,¢) |2a+b+2c=0, a,bcecR}

es una direccion de crecimiento nulo. n
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7.3 Derivadas direccionales

Definicion: Sea f: D C R® — R una funcion escalar definida en un abierto D.
Se define la derivada direccional de f en un punto p € D en la direcciéon v € R™,
v # 0 como

Teorema Sea f : D C R® — R una funcién diferenciable en el abierto D.
Entonces, f tiene derivadas direccionales en cualquier direccién y, ademads, dado
peD

Dy f(p) = df (p)(v).

Ejemplo Calcula la derivada direccional de la funcién f(x,y) = \/zy en el punto
(1,1) y en la direccion (2,1).

SoLuciON: Es facil comprobar que f es diferenciable en (1,1) y, por tanto, la
derivada direccional puede calcularse mediante la diferencial, es decir, tenemos
que
y x
daf = dxr + d
! 2\/xy 2\/xy 4

y, por consiguiente,

1 1
Denf(1,1) =df(1,1)(2,1) = 5 -2+ 5 -1=15.

Teorema Sea f: D C R"™ — R una funcion escalar definida en el abierto D.
Si existen las derivadas parciales en p € D, entonces

of
8,@,‘

() = De, f(p),

donde €; es el vector i-ésimo de la base candnica de R™.

DEMOSTRACION: La expresién de la derivada direccional en la direccié e; es

f(p1,- - ,pi+hy...,pn) — f(P)
h—0 h h—0 h

De los dos teoremas anteriores se deduce que toda funcién diferenciable en un
punto es derivable en dicho punto.
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Relacion entre continuidad, derivabilidad y diferenciabilidad Se cum-
plen los siguientes hechos:

1. Toda funcién con derivadas parciales continuas es diferenciable.
2. Toda funcién diferenciable es continua.

3. Toda funcién diferenciable es derivable.

4. Toda funcién diferenciable tiene derivadas direccionales.

Las condiciones 2, 3 y 4 anteriores son condiciones necesarias de diferenciabi-
lidad. Por tanto, basta con que alguna no se verifique para que la funcién no sea
diferenciable. Sin embargo, el hecho de que se verifiquen no garantiza la diferen-
ciabilidad de la funcion.

Ejemplo Estudia la diferenciabilidad de la funcion

) rt2y, x>y
f(xay)_{x_2y7 x<y

en el punto (1,1).

SoLUCION: Es facil comprobar que la funcién no es continua en (1,1) porque no
existe el limite. Por tanto no es diferenciable. ]

Cualquier otra implicacién entre estos conceptos es falsa en general: hay fun-
ciones continuas que no son diferenciables, funciones derivables que no son dife-
renciables, etc.

7.4 El polinomio de Taylor

Hemos visto que si f : D C R — R es una funcién diferenciable en un punto
p del abierto D entonces, para incrementos marginales AT se cumple

0
Az1_|_...+_f

AT =[5+ %)~ [(7) ~ oL o

(9.’)3‘1

Az,.

P P

Equivalentemente, para todo punto & = p + AZ cercano a p se cumple

of
Jra—xn

f@ ~ 1)+ 2L

a1 ﬁ($1*p1)+"'

. (xn - pn)~

p

El miembro derecho es un polinomio de grado 1. Si estamos dispuestos a
considerar polinomios de grado mayor (y derivadas de orden superior) podemos
obtener aproximaciones polindmicas mucho mejores de una funcién. Concreta-
mente, la mejor aproximacién polindmica de un grado dado n a una funcién f de
clase C™ se conoce como polinomio de Taylor de grado n de f alrededor de un
punto dado p. Este polinomio estd determinado por el teorema siguiente:
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Teorema Si f: D C R" — R es una funcion de clase C™ en un punto p
del abierto D, existe un inico polinomio P, f(p)(Z) de grado < n cuyas derivadas
parciales de orden < n en p coinciden con las de f. Dicho polinomio se llama
polinomio de Taylor de f en p y para valores de T cercanos a p se tiene la apro-
rimacion

1) = Pf()(@)
Esta aprorimacion es mejor cuanto mayor es n.

Existe una férmula para calcular el polinomio de Taylor de grado n de una
funcién de clase C", pero para funciones de varias variables el calculo es laborioso,
asi que nos limitaremos a considerar polinomios de grado 1 y 2, que son los que
después emplearemos.

La férmula para el polinomio de Taylor de grado 1 es la que hemos visto antes,
que no es sino la aproximacion por la diferencial:

Puf(p)(@) = f(P) + VI(p)(Z = ).
Para el polinomio de grado 2 hay que anadir otro término:
1
P2f(p)(7) = f(p) + V[ (P)(Z = P) + 5 (@ = D)H [ (P)(w — P)".
Ejemplo Calcula el polinomio de Taylor de grado 2 de la funcion sen(xy) en el

punto p = (1,1).

SOLUCION:
El término de grado 0 es f(1,1) =sen 1.
El término de grado 1 se construye con el gradiente:

Vf(x,y) = (ycos(zy), z cos(zy)), Vf(1,1) = (cos1,cos ),
con lo que el término de grado 1 es
(cos1,cosl)(z — 1,y — 1) = (cos1)(z — 1) + (cos 1)(y — 1).

El término de grado 2 se construye con la hessiana:

2

B —y? sen(zy) cos(zy) — zy sen(zy)
Hf(z,y) = ( cos(zy) — xy sen(zy) —x? sen(zy) ) ’

s = (

—sen 1 cosl —senl
cosl —senl —sen1 ’

con lo que el término de grado 2 es
1 —sen 1 cos1l —senl x—1
Q(w_l’y_1)<cosl—sen1 —senl ><y—1>

= —%(sen D(z—1)2+ (cosl —senl)(z —1)(y —1) — %(sen Dy —1)%
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El polinomio de grado 2 es, por tanto:
P f(1,1)(x,y) =0.8440.54(x — 1) 4+ 0.54(y — 1)
—0.42(z — 1) = 0.30(z — 1)(y — 1) — 0.42(y — 1)%.
| |

La figura muestra la funcién senzy y el polinomio que acabamos de calcular.
La funcién sen zy es la que estd debajo en el punto (2,2).

Vemos que alrededor de (1,1) son muy parecidas, aunque luego se separan.
Esto hace que para estudiar diversas propiedades de una funcién f de clase C? (por
ejemplo, si tiene un mdximo o un minimo en un punto) en muchos casos podemos
sustituir f por el polinomio de Taylor, sin que ello modifique las conclusiones.

7.5 Ejercicios
1. Calcula la diferencial de las funciones siguientes:

(a) P(x,y) = 2® — 3zy + y*,

(b) Q(z,y) =3z — 5y +7,
1

(C) Z(IIZ,y) = ;ya

(d) C(”? Y, t) = 62u+3y—t7

(e) U(x,y) = sen’(a?y?),

(f) t(z,p) = V> +p* 2.

2. Dada la funcién V(p, q) = p + pq + 2, calcula dV (3,1) y dV(2,1)(2, 3).

3. Dada la funcién T'(z,y, z) = e?*T¥2 calcula dT'(1, —2,5).
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. Calcula la direccién de méximo crecimiento, maximo decrecimiento y las
direcciones de crecimiento nulo de las funciones siguientes en los puntos
indicados:

(a) f(z,y) = 2%+ 2xy en (3,4),
( (u,v,w) = we" ™ en (5,1, 1),
(

g
h(p,q) = 3p+4q en (1,1),
(d) j(a,b) =aben (3,1).
. Calcula el polinomio de Taylor de grado 1 de las funciones siguientes en los
puntos indicados:

(a) f(z,y) = cos(z+y) en (a,b) = (7/2,7/2).
(b) f(z,y,2) = 2%y + 222> en (a,b,c) = (1,-2,1).
(¢) f(u,v) =3u—wven (a,b)=(3,2).

. Calcula el polinomio de Taylor de grado 2 de las funciones siguientes en los
puntos indicados:

(a) T(p.q,7) = pg® — 3qr + 2p en (a,b,c) = (1,-1,1).
(b) S(z,z) =+vz+2zen (a,b) = (5,2).
(¢) f(z,y) =xseny en (a,b) = (1, ).

. Calcula aproximadamente (sin usar calculadora) 1.2e%-%5 usando el polinomio

de Taylor de grado 2 de la funcién f(x,y) = ze? en el punto adecuado.
Compara el resultado con el que da la calculadora. ;Cudl es el porcentaje
de error?

. Calcula los polinomios de Taylor de grado 1 y de grado 2 de la funcién
f(u,v) = xzlny en el punto (2,0). Calcula con ellos las aproximaciones
correspondientes de 1.91n0.3 y el porcentaje de error de cada una de ellas.

. Una empresa fabrica dos productos A y B en cantidades = e y. Los beneficios
que obtiene con su produccién vienen dados por una cierta funcién B(z,y).
Actualmente los beneficios ascienden a 200 u.m., pero la empresa tiene més
demanda de la que realmente estd cubriendo, por lo que se plantea aumentar
su produccién. Sus recursos le permiten un aumento de 10 unidades de
producto. La empresa estima que, para la produccién actual p = (z,y) se
cumple

B B
9B = 2u.m./unidad de A, 9B = 3u.m./unidad de B.
Oz | 9 |,

(a) {Cudl es exactamente la interpretacién de estas derivadas en este con-
texto concreto?

(b) {Qué beneficios pasaria a obtener la empresa si aumentara en 5 unidades
la produccién de A? (La pregunta es qué beneficios, no qué incremento
de beneficios.) ;Y si aumenta en 5 unidades la produccién de B?
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(c) Para estimar con estos datos los beneficios de la empresa en el supuesto
de que aumente simultdaneamente 5 unidades la produccion de A y 5 la
de B necesitamos una hip6tesis sobre la funciéon B, jcual?

(d) Con dicha hipétesis, cudles pasarfan a ser los beneficios de la empresa?

Si f: D C R?® — R? es diferenciable en el punto (3,1,2) € D. Di qué clase
de objeto es df (3,1, 2) (un ntimero, un vector, una matriz, una aplicacién. . . )
Precisa todo lo posible la respuesta.

Una funcién f : R?> — R es diferenciable en el punto (2,3). Indica qué
relacién hay entre df (2,3) y Vf(2,3).

Una empresa estima que sus beneficios B(p,z) dependen del precio medio
de sus materias primas p y de la cantidad de producto que fabrica x. Ac-
tualmente sus beneficios son de 100 u.m. y corresponden a una produccién
de z = 5 unidades y a unos precios de p = 1 u.m. Asi mismo considera que

o8 0B

—-— = -3 um./um, = 2 u.m./u. prod.
I | (15 / Ox /

(1,5)

a) Interpreta las derivadas, especialmente su signo.
b) ;Qué beneficios cabria esperar si los precios aumentan a 1.3 u.m.?

¢) (Y si, ademés de dicho aumento de precios, la empresa aumenta su pro-
duccién en 3 unidades?

d) ;Hace falta alguna hipdtesis matemadtica sobre la funcién B para justificar
la respuesta a c)?

Sea D(p,r,t) la funcién de demanda de un articulo en un mercado, donde
p es el precio (en u.m.), r la renta media de los consumidores (en u.m.)
y t el tiempo en anos. Actualmente (¢ = 0) se tiene (p,r) = (5,15) y
D(5,15,0) = 200. Ademsds

oD oD oD

- =20, -— = —15, —-— = 10.
ot (5,15,0) Ip (5,15,0) or (5,15,0)

(a) Interpreta estas derivadas e indica las unidades en que vienen expresa-
das.

(b) ;Qué demanda cabria esperar dentro de un ano si la renta ha pasado
de r = 16 u.m. y el precio a p = 4.5 u.m.?, ;qué hipétesis sobre D es
necesaria para responder a esta pregunta con los datos disponibles?

Una empresa ha hecho una estimacién de la repercusién en sus beneficios de
su inversién en producciéon x y de su inversién en publicidad P a través de
una funcién B(z, P) (que suponemos diferenciable). Concretamente estima
que, para los valores actuales

0B 0B
9b —9
Ox 7

- = 36.
(1000,100) oP (1000,100)
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(a) Interpreta estas derivadas. Indica las unidades en que se expresan.
(b) Calcula dB(1000,100).

) Calcula la direccién de méximo crecimiento de B en (1000, 100).

)

Si la empresa dispone de 5 unidades monetarias marginales para inver-
tir, ;que cantidad le convendrd invertir en produccién y qué cantidad
en publicidad para conseguir el mayor incremento de beneficios?

15. Explica por qué las respuestas siguientes son incorrectas.

(a) Sea f(x,y) = una funcién cualquiera. Calcula df(1,2).
RESPUESTAS:

a) df(1,2) =5, b) df(1,2) = 3z* +v, ) df(1,2) = 3z dx—dy.

(b) Sea f(z,y,z) = una funcién normal y corriente. Calcula H f(1,0,—1).

RESPUESTAS:
2yz 2xz 2zy
a) Hf(1,0,-1)=| 22z 0 22 ,
2wy x? 0
3 2 4
b) Hf(1,0,—-1)=| 1 0 3
1 -1 1

(c) Sea f: R — R? la funcién dada por f(¢) = (una funcién, otra funcién).
Calcula la matriz jacobiana de f en ¢t = 3.
RESPUESTAS:

a) Jf(3) =0, by Jf(3) = (2t,3t?), c) Jf(3)=(2,3).

(d) Calcula la direccién de maximo crecimiento de la funcién f(x,y) = “lo
que sea” en el punto (3,4).

RESPUESTAS:

a) DMC = (2z,y), b) DMC = (2,2).






8. Funciones compuestas y
homogéneas

8.1 Composicion de funciones

Definicién Si f: ACR" — R™ y g: B C R™ — R* son funciones tales que
f[A] C B, definimos la funcidn compuesta go f : A C R — RF como la funcién

dada por (go f)(Z) = g(f(Z)).

En otras palabras, go f es la funcién que a cada punto Z le asigna el resultado
de aplicar f a T y después aplicar g al resultado f(Z).

Ejemplo La demanda de una empresa estd dada por la funcion

D(p1,p2) = 50/ (p1p2)

donde p1 y p2 son los precios a los que vende sus dos articulos. La empresa fija
p1 Y p2 en funcion de los precios q1 y g2 de las materias primas que emplea en su
fabricacion segin las relaciones

p1 =3q1 +q2, P2 =q1+2¢q.

Calcula la demanda en funcion de los precios de las materias primas.
SOLUCION:

La composicién de estas funciones es la funcién D(q1, ¢2) que nos da la demanda
de la empresa en términos de los precios q1 v ¢q2 de las materias primas. En este
caso se tiene

50 50

Dp1,ps) = — = .
(P1, p2) 2 (3q1 + @2)(q1 + 2¢2)

En la practica, calcular una composicién de funciones consiste en sustituir unas
funciones en otras. Es muy importante no confundir la funcién D(p1,p2) con la
funcién compuesta D(q1, g2). Es frecuente que se use el mismo nombre para ambas
(en este caso D), y entonces se distinguen por las variables.

107



108 8. FUNCIONES COMPUESTAS Y HOMOGENEAS

Para ver la relacién entre el ejemplo anterior y la definicién previa hemos de
considerar las funciones ¢; y g2 como las componentes de una funcién vectorial
f:ACR? — RZ? de modo que

fla1,q2) = Bq1 + g2, 1 + 2q2).

El dominio es A = {(q1,¢2) € R? | ¢1 > 0, g2 > 0}, pues no tiene sentido consi-
derar precios menores o iguales que 0. A su vez, la funcién de demanda D(p1,p2)
es una funcién D : B C R? — R, donde B = {(p1,p2) € R" | p1 > 0, pa > 0}.
La funcién D(q1,¢g2) es, en los términos de la definicién de funcién compuesta, la
funcién D o f. En efecto, para calcular D(q1, g2) aplicamos primero f a (q1,¢2)
para obtener (p1,p2) y luego D(p1,p2) para obtener la demanda correspondiente.

Regla de la cadena Sean f: A C R™ — R" y g : B ¢ R* — R* dos
funciones definidas en abiertos A y B tales que f[A] C B. Supongamos que f es
diferenciable en un punto p € A y que g es diferenciable en f(p) € B. Entonces
go f es diferenciable en p y

d(go f)(p) = dg(f(p)) o df (p).

Suele ser mas comodo trabajar con las matrices jacobianas en lugar de con las
diferenciales. Para ello usamos la siguiente consecuencia de la regla de la cadena:

Teorema Sean f: ACR™ — R" yg: B CR" — R* dos funciones definidas
en abiertos A y B tales que f[A] C B. Supongamos que f es diferenciable en un
punto p € A y que g es diferenciable en f(p) € B. Entonces

J(ge ) =Jg(f(D)) - Tf(P)-

DEMOSTRACION: Por la regla de la cadena sabemos que

d(g o f)(p) = dg(f(P)) o df ().

Por lo tanto, si v € R™ tendremos que

d(g o f)(p)(v) = dg(f(P))(df (P)(V))-

Como la diferencial se calcula multiplicando por la matriz jacobiana, el miem-
bro izquierdo es

J(go f)(p)- 7",
mientras que el miembro derecho se obtiene aplicando primero df(p) y luego
dg(f(p)), es decir:

o M0 gf@) -0t L Te(r ) - TFG) - o

Asi pues, tenemos que

J(go f)(p)-v" = Jg(f(p)) - Jf(p) 0"



8.1. COMPOSICION DE FUNCIONES 109

Como esto es cierto para todo vector o, se ha de dar la igualdad:

J(go [)(p) = Jg(f(P)-J (D).

Ejemplo Aplica el teorema a la funcion de demanda del ejemplo anterior supo-
niendo un consumo de materias primas (q1,q2) = (1,2). Escribe la diferencial en
este punto.

SOLUCION: Hemos visto anteriormente que podemos expresar la demanda en
funcién de las cantidades de materias primas como la D(q1,¢2) = (D o f)(q1,q2)
donde D : B C R2 — R es

D(p1,p2) =50/ (p1p2)
yf:ACR? — R? es
a1 a2) = Bar + ¢z, q1 + 242).
Calculamos las matrices jacobianas de D y de f:

50 50 3 1
JD(p1,p2) = VD(p1,p2) = (* %7*]@), Jf(q1,q2) = ( 1 9 >
1 2

Sabemos que

JD(q1,q2) = J(Do f)(q1,q2) = JD(f(q1,92)) - T f(q1, q2)-

Calculemos las matrices en los puntos correspondientes:

JD(1,2) = J(Do f)(1,2) = JD(f(1,2)) - Jf(1,2) = JD(5,5) - Jf(1,2) =

_(_2 _2) 31 _(_§ _§)

U5 5/\1 2) \ 5 5/

Una vez conocida JD(1,2), para obtener la diferencial en (1,2) multiplicamos por
el vector de incrementos (dqi,dgs):

8 6 dqy 8 6
dD1,2:<—— __) _ _Ba0 — %4
(1,2) 5 5 ( dgo > 5 q 5 a2
| |
Cuando interesa calcular una derivada parcial en concreto de una funcién com-

puesta, puede ser mas rapido utilizar una férmula explicita que se deduce del
teorema anterior al hacer explicito el producto de matrices.
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0
2 0?2 +2uv, u=2xseny, v =z2. Calcula —f

ox

SoLUCION: En primer lugar conviene hacer un esquema de la dependencia de las
variables que aparecen:

Ejemplo Sean f(u,v) =u

x
U <
r
v —_—
Para calcular la derivada de f respecto de z hemos de considerar todos los
caminos que llevan desde f hasta la variable x. En este caso tenemos dos: f—u—x
y f —v — z. La férmula tiene un sumando para cada camino:

of _ 9fou_ ofov

ox duie " Buay — (2ut20)seny+ (=2v+2u)2

= (2wseny + 2x?)seny + (—22? + 2z seny)2x

= 2xsen’y + 6z%seny — 4>
[ |

La regla de la cadena permite calcular derivadas de funciones compuestas siem-
pre que se conozcan, o se puedan calcular, todas las derivadas de las funciones
componentes, sin que sea necesario tener la expresion explicita de todas las fun-
ciones.

Ejemplo Una empresa estima que sus beneficios vienen dados por la funcion
4+0.2¢
B(t,p) = ———,
Vp? =5

donde el numerador es una estimacion de la demanda futura en funcion del tiempo
t y el denominador es una correccion en funcion del IPC p. El tiempo actual es
t=1yelIPC es p=3 um. No hay ninguna prevision fiable de la evolucion del
IPC, pero la empresa estima que en la actualidad

| _ 2.
dt |,

Segun estas estimaciones, slos beneficios de la empresa van a aumentar o a dis-
minuir a corto plazo?

SOLUCION: Puesto que la funcién de beneficios depende del tiempo y del IPC
el cual, a su vez, depende del tiempo, podemos asegurar que existe una funcién
(compuesta) en la que los beneficios dependen del tiempo como tnica variable. En
consecuencia, podemos establecer una funcion compuesta del modo siguiente:

Bof: R L r2 &
t — (tp ~— B(tp)

donde (B o f)(t) = B(t) es la funcién que buscamos.
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Conocemos explicitamente la expresién de B(t,p) y sabemos que el momento
actual se corresponde con t = 1 y p = 3. Sin embargo, en la expresién de f sélo
conocemos la primera funcién coordenada. De la segunda funcién coordenada no
conocemos su expresion pero sabemos que

dp
—| =02 1) =3.
il y p(1)
. B .
Para responder a la pregunta del problema necesitamos conocer R es decir,
1
la derivada de la funcién compuesta. Claramente:
dB 0B dt 0B dp
—((1)=—(1,3)—(1) + —(1,3)—(1
=T+ s F W
Sustituyendo los valores de las derivadas
dB
—(1)=0.1-1-1.575-0.2 = —0.215.
dt
Por tanto, a corto plazo los beneficios de la empresa disminuiran. L]

0B
Si hubiésemos calculado E(t’ p) no estarfamos respondiendo a la pregunta

porque esta derivada nos indica la variaciéon de los beneficios con el tiempo su-
poniendo constante el IPC. Puesto que en el problema nos aseguran que el IPC
depende del tiempo, ésta ultima hipotesis es falsa.

8.2 Funciones homogéneas

Definicion Una funcién f : D C R® — R definida en un abierto D es ho-
mogénea de grado m € R si para todo T € D y todo A > 0 tal que Az € D se
cumple que f(AZ) = N\ f(Z).

Ejemplo Comprueba si las funciones siguientes son homogéneas
1. flz,y) =z/y
2. flzy)=2+y

SOLUCION:
1. Consideramos un A > 0 se cumple

Ax x 4z 1
TheE g N T A

Entonces f es homogénea de grado m = —1.

Az, Ay)

2. Consideramos un A > 0,
fOz, Ay) = Mx)? + Ay # A" f(z,y) paraningin m € R,

por tanto no es homogénea. L]
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Teorema Sean f, g : D C R* — R funciones definidas en un abierto D.
Entonces

1. Si f y g son homogéneas de grado m, entonces f + g también es homogénea
de grado m.

2. Si f es homogénea de grado m y o € R, entonces af también es homogénea
de grado m.

3. Si f es homogénea de grado m y g es homogénea de grado r, entonces fg es
homogénea de grado m + r.

4. St f es homogénea de grado m, g es homogénea de grado v y g no se anula
en D, entonces /g es homogénea de grado m — r.

5. Si f es de clase C' en D y es homogénea de grado m, entonces sus derivadas
parciales son homogéneas de grado m — 1.

DEMOSTRACION:

1. Si f y g son homogéneas de grado m, T € D y A > 0 cumple que AT € D,
entonces

(f+9)(Az) = fF(AT)+9(Az) = X" f(2)+A"g(Z) = A" (f(2)+9(Z)) = A" (f+9)(2),

luego f + g es homogénea de grado m.

2. Si f es homogénea de grado m, & € D y A > 0 cumple que AT € D, entonces
af(AZ) = aX" f(Z) = X (af(T)),

luego af es homogénea de grado m.

3. Si f es homogénea de grado m y g es homogénea de grado r, tomamos Z € D
v A > 0 tal que AT € D. Entonces

(f - 9)(A7) = f(AT)g(A\T) = A" f(Z)A"g(T) = A" f(7)g9(T) = X" (f - 9)(@),
luego fg es homogénea de grado m + r.

4. Si f es homogénea de grado m, g es homogénea de grado r y no se anula en D,
tomamos £ € D y A > 0 tal que Az € D. Entonces

L fQx)  Af(@) e (E)
g(A ) T8 — gD A e

luego f/g es homogénea de grado m — r.

el

5. Si f es homogénea de grado m y es de clase C'!, tomamos Z € D y A > 0 tal
que AT € D. Consideramos la funcién ¢(z) = f(AZ) = A f(Z). Derivando ambas
expresiones para g vemos que

99 _\Of ..\ _ \mOf .
de donde, despejando,
8f =\ m—lﬁ -

luego la derivada es homogénea de grado m — 1. L]



8.2. FUNCIONES HOMOGENEAS 113

Teorema de Euler Si f: D C R" — R es una funcion de clase C* en un
abierto D, entonces [ es homogénea de grado m si y sélo si

of of
xla—m+"'+$n%—mf($)

2

Ejemplo Dada la funcién f(z,y) = sen(%) calcula

af af
A=zx— -
e + yay
SoLUCION: Es facil comprobar que f es una funcién de clase C'. Ademés, dado

A > 0 se tiene

A2 (22 — y?) 22— y? o
f()\x, )\y) = sen <W) = Sen(m) = A f($,y)
Entonces f es homogénea de grado 0 y por el teorema de Euler A=0. L]

Aplicaciéon 1: La ilusién monetaria Supongamos que ante un aumento en
su salario, un trabajador piensa que ha aumentado su renta y esto provoca un
incremento en su consumo. Sin embargo, si los precios han aumentado en la
misma proporcién (o mayor) que el salario, la renta real del trabajador no ha
aumentado y en este caso se dice que estd afectado por la ilusidn monetaria.

Mas formalmente, supongamos un mercado con n bienes de precios p1, p2, - - . Pn-
Para un consumidor determinado con renta R, la demanda del bien i viene dada
por la funcién

x; = 2i(p1,p2, - - -, P, R).

Si los precios y la renta varfan en una proporcién A, los consumidores no sufrirdan
ilusién monetaria si
xi()‘pla )‘p27 sy )‘pnv AR) = xi(p17p27 e 7pn7R) = )\Oxi(plap27 cv vy Pny R)

Eso significa que si las funciones de demanda son homogéneas de grado 0 no se da
la ilusiéon monetaria.

Aplicaciéon 2: Rendimientos a escala Consideramos una funcién de pro-
ducciéon

Q(xlu T2yenn 71"71)7
donde x; es el i-ésimo factor productivo.Supongamos que @ es una funcién ho-
mogénea de grado m, es decir se cumple que

QAx1, Axa, ..., xy) = A" Q(x1, 22, ..., Zp),

donde A representa la proporcion en la que varfan los factores productivos y se
denomina factor de escala. Es claro que
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. Sim = 1 la produccién y los factores productivos aumentan en la misma

proporcién. En este caso decimos que hay rendimientos a escala constantes.

Si m > 1 la produccién aumenta més que los factores productivos. En este
caso decimos que hay rendimientos a escala crecientes.

Si m < 1 la produccién aumenta menos que los factores productivos. En
este caso decimos que hay rendimientos a escala decrecientes.

8.3 Ejercicios

1.

Dadas f(u,v) = v? —v?, u =t>+1y v = (t —2)2 Calcula la funcién
compuesta f(t).
. Dadas p(u,v,t) = u?>+v+2t, u = t3 y v = 5t5. Calcula la funcién compuesta
p(t).
Dadas las funciones f(z,y) = #? +y, = = y? obtén la funcién compuesta
f(y). Calcula
of(z,y) gy ¥ ()
dy dy
Consideremos las funciones f(z,y,t) = 2%e¥t y . = y? + 3.

(a) Calcula df en términos de dz, dy, dt.

(b) Calcula df en términos de dy, dt.

Consideremos la funcién f(z,y) = 2% +y?, donde z e y dependen de t por las
relaciones z = sent, y = cost. Comprueba mediante la regla de la cadena
que

daf

= =0

dt
., Cémo se interpreta este hecho?
Dadas las funciones f(u,v) = u? +uv® y u= zv,

(a) Calcula la diferencial de la funcién f(u,v).

(b) Calcula, por la regla de la cadena, la diferencial de f(v,x).

(c¢) Calcula la funcién compuesta f(v,z) y calcula directamente su dife-
rencial. Comprueba que el resultado es el mismo que el del apartado
anterior.

El coste de produccién de una empresa estd en funcién del precio de cada

uno de los dos inputs que utiliza, C(z,y) = 2+ 3z + 5y u.m. Por otra parte,
el precio de los inputs varia con el tiempo segin las funciones

z(t) =14+t um., y(t) =14+ 2t um.,

donde t es el tiempo expresado en anos.
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(a) Calcula los precios de los inputs y el coste correspondiente en ¢ = 0.

(b) Calcula la funcién C(t) y el incremento de costes correspondiente al
primer ano (periodo [0, 1]).

(¢) Calcula las derivadas

8_0
or

oc
wy Oy

c
dt

(1,1) 7 0

derivando directamente cada funcién (indica las unidades correspon-
dientes). Interpreta las derivadas.

(d) Calcula la tltima derivada del apartado anterior mediante la regla de
la cadena.

8. Sea B(p,p’) la funcién de beneficios de una empresa, donde p es el precio de
su producto y p’ el precio medio de la competencia. Para los precios actuales
p =21, p’ = 20 se estima que

9B(p,p’)

_ 3 9B(p,p")
Op ’

=2.
(21,20) op’

(21,20)

Supongamos que la competencia ajusta sus precios segin los de la empresa,
de modo que p’ = p — 1. Calcula

dB(p)
dp

21

y explica la diferencia entre esta derivada y la anterior, desde un punto
de vista matemadtico y en cuanto a su interpretaciéon econémica. ;Cudl de
ellas nos indica el efecto que tendria sobre los beneficios una disminucién del
precio p de 2 u.m.?

9. Una empresa fabrica un producto que vende a un precio de 6 u.m. por unidad.
La produccién tiene unos costes fijos de 50 u.m., y unos costes variables de
2 u.m. Ademas la empresa destina una cantidad P a publicidad. Con estos
datos, la funcién de beneficios de la empresa es

B(z,D,P) = 6D — 2z — P — 50,

donde z es la cantidad de producto que fabrica y D la demanda del producto
en el mercado. Justifica esta afirmacién.

(a) Calcula las derivadas parciales de B e interprétalas.

(b) Supongamos que la empresa ajusta su produccién a su demanda, es
decir, considera a x como funcién de D en la forma més simple posible:
x = D. Calcula la funcién compuesta B(D, P) asi como sus derivadas.
Explica las diferencias respecto de las derivadas anteriores.

(c) El signo de 9B/OP es negativo, jcomo se interpreta esto?, jes razona-
ble?
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(d) La demanda de la empresa depende de su inversién en publicidad, es
decir, tenemos una funcién D(P). La empresa no conoce esta funcion,
pero estima que, para la inversién actual Py, se cumple

oD

ap| L

Po
L Es esto razonable?

(e) No podemos calcular la funcién compuesta B(P), pero si que podemos

calcular
dB

dP

Py
Calcula esta derivada e interprétala. ;Le conviene a la empresa aumen-
tar su inversion en publicidad?

10. Sea D(p,r,t) la funcién de demanda de un articulo en un mercado, donde
p es el precio, r la renta media de los consumidores y ¢ el tiempo en anos.
Actualmente (t = 0) se tiene (p,r) = (5,15) y D(5,15,0) = 200. Ademds

0D 0D 0D
oY —9 -1 o
ot 0, 5 or

-~ = 10.
(5,15,0) op (5,15,0)

(5,15,0)

(a) Interpreta estas derivadas.

(b) ;Qué demanda cabria esperar dentro de un ano si la renta ha pasado
ar =16 um. y el precio a p = 4.5 um.?, ;qué hipdtesis sobre D es
necesaria para responder a esta pregunta con los datos disponibles?

(c) Supongamos que r = r(t) y p = p(t), de modo que

P
dt |, dt |,
Calcula
dD(t)
dt |
(d) Interpreta esta ultima derivada explicando la diferencia con la interpre-
tacién de
9D(p,r,t)
ot (5,15,0)

11. Estudia la homogeneidad de las funciones siguientes:
(a) f(z,y) = /zy?,
(b) P(r,s)=r+s,
(c) QK. L) = K°L,

a’c+ b3
(d) g(a,b,c) = a—brc



12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.
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(e) glz,y,2) =y +a* —y.

Comprueba que las funciones del ejercicio anterior cumplen el teorema de
Euler.

Comprueba que la funcién f(z,y,2) = x%sen(y/z) cumple el teorema de
Euler.

Calcula mediante el teorema de Euler el grado de homogeneidad de la funcion

1
Sea f(x,y) = zy® /¥ sen \/cos(x/y). Calcula el valor de
of of

. Es homogénea la funcién g—f?
xr

Dada la funcién

o/ xsen(y/z)
Y52

f(x,y,z) =

Determina si las derivadas parciales de f son homogéneas y, en caso afirma-
tivo, calcula su grado.

Consideramos un mercados con tres bienes cuyos precios son p1, p2, p3. Para

un consumidor con renta R las funciones de demanda son:

Rp}
pi+ps+pi+ RY

:E’i(p17p27p37R) — Z == 1,2,3.

Comprueba que el modelo esta libre de ilusién monetaria.
Comprueba que cualquier funcién de produccién del tipo Cobb-Douglas
Q(K,L) = AK°LP

es una funcién homogénea. Explica la relaciéon que debe darse para que los
rendimientos a escala sean decrecientes.

La funcién de produccién de una empresa es
K (o7
ar)=a+5(7) .
donde A>0,a>0y 5 >0.

(a) Estudia la homogeneidad de @ en funcién del valor de los pardmetros
A ayp.

(b) Para los valores en los que la funcién sea homogénea, calcula el tipo de
rendimientos a escala que presenta.






9. Convexidad

Estudiamos en este tema los conjuntos y las funciones convexas. Se trata
de unas familias de conjuntos y funciones cuyo comportamiento es especialmente
sencillo desde un punto de vista matematico e intervienen en la modelizacion de
muchas situaciones econémicas.

9.1 Conjuntos convexos

Para definir los conjuntos convexos necesitamos algunos conceptos previos:
Si p # @ son dos puntos de R", la recta que pasa por ellos estd formada por los
puntos de la forma

T=(1-XNp+ g, AeR.

Al variar A\ obtenemos los distintos puntos de la recta. Concretamente, para
A = 0 pasamos por T = p y para A = 1 pasamos por T = q.

Si exigimos que A tome sélo valores > 0 o sélo valores < 0 obtenemos los puntos
de las dos semirrectas de extremo p contenidas en la recta anterior. La primera es
la que contiene a @, y la segunda es la que no lo contiene.

Si exigimos que A varie entre 0 y 1 obtenemos los puntos del segmento de
extremos p y q.
Definicion Se dice que un conjunto C' C R™ es convero si cuando z, y € C'y
0 <A <1, entonces (1 — ANz + Ay eC.

Es decir, C' es convexo si cuando contiene dos puntos contiene también a todos
los puntos del segmento que los une. Se considera que el conjunto vacio y los
conjuntos con un solo punto son convexos. También es claro que R™ es convexo.

Ejemplo Fstudia analiticamente la convexidad de

Cy = {(z,y) € R? | 2z +y = 4}, Coy ={(0,0),(1,2),(2,2)}.

SoLUCION: Graficamente se comprueba que C es una recta y, por consiguiente,
es convexo. No obstante, como nos piden una solucién analitica aplicamos la

119
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definicién: tomamos (z1,¥1), (z2,y2) € C1 y A € [0,1]. Hemos de comprobar que
(1= X)(x1,11) + Mz2,y2) € Cy. Para ello operamos:

(L= N(@1,51) + M@z, 52) = (1 = A)a1 + Aza, (1= A)yr + Aye).
Este punto estara en C; si cumple la ecuacion 2z + y = 4. Calculamos:
2((1 =Ny + Az2) + (1 = Ny1 + dy2 = (1 — N)(2x1 + y1) + A(222 + y2)
=(1-N4+M=4,
donde hemos usado que

(x1,31) € C1 = 221 + 1 =4,
(xg,yg) € C| = 2x9 + Yo = 4.

Por tanto C7 es convexo.

Respecto a Cy, vemos que estd formado por tres puntos, y el segmento que
une dos de ellos contiene otros puntos que no pertenecen a Cy. Analiticamente,
tomamos por ejemplo (z1,y1) = (0,0) y (z2,y2) = (1,2) y A = 0.5, con lo que

(1 =N (z1,91) + AM(z2,y2) = 0.5(0,0) + 0.5(1,2) = (0.5,1) ¢ Cs.
Por tanto Cs no es convexo. ]

Ejemplo Determina mediante argumentos geométricos intuitivos cudles de los
conjuntos siguientes Son CONVET0s:

@@@\O

SOLUCION: Son convexos a) n

Definicién Un hiperplano en R™ es un subconjunto de la forma
H={zeR"|cyz1 4+ + cpzy, = a},

donde ¢;, a € R. Si llamamos ¢ al vector de componentes ¢;, podemos escribir,
més brevemente, H = {z € R" | ¢z = a}. Por ejemplo,

{(z,y,2) €R® |z — 2y + 32 = 5}

es un hiperplano.
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Teorema Todo hiperplano es un conjunto convero.

DEMOSTRACION: Si H = {Z € R™ | ¢ = a} es un hiperplano, donde ¢ € R™ y
a € R, tomamos dos puntos 7, y € H y 0 < A < 1. Hemos de comprobar que
(1 =XN)Z+ Ay € H. En efecto,

d((1=Nz+Ag) =(1—-Nez+Aeg = (1 - Na+a =a,

donde hemos usado que ¢x = ¢y = a porque ambos puntos estdn en H. L]

Definicién Un semiespacio en R™ es un subconjunto de la forma
S:{ieR” |C1$1+"'+Cnxn§a}7
donde ¢;, o € R.
Llamando ¢ al vector de componentes ¢;, podemos expresar S en la forma
S ={z € R" | ¢z < a}. Notemos que si cambiamos < por > seguimos teniendo
un semiespacio, pues ¢x > « equivale a —¢z < —a. Cuando la desigualdad es

estricta, se dice que S es un semiespacio abierto.
Por ejemplo, los conjuntos

{(z,y,2) €R® |z —2y+32<5} y {(z,y,2) €eR®|x—2y+32z>5}

son semiespacios.

Teorema Todo semiespacio es convezo.

DEMOSTRACION: Si § = {Z € R" | ¢Z < a} es un semiespacio, donde ¢ € R™
y a € R, tomamos dos puntos Z, § € Sy 0 < A < 1. Hemos de comprobar que
(1-X)Z+ Ay € S. En efecto,

dl=Nz+Ay)=1Q-Necz+ Iy <(1—-Na+ I a=aq,

donde hemos usado que ¢z < «, ¢y < « porque ambos puntos estan en S, asi como
que A >0y 1— X > 0 para que se conserven las desigualdades al multiplicar. La
prueba para subespacios abiertos es idéntica. L]

Observemos que cada hiperplano H = {Z € R" | ¢z = «a} divide a R™ en dos
semiespacios HT = {z € R" | ¢z > a} y H™ = {z € R" | ¢z < a}. Es obvio que
H es la interseccién de los dos semiespacios HT y H ™.

Teorema La interseccion de conjuntos converos es convera.

DEMOSTRACION: Por simplicidad consideramos el caso de dos conjuntos con-
vexos C7 y Cs. Si son mas de dos se razona igualmente. Para probar que la
interseccién Cy N Cy es convexa comprobamos que satisface la definicién. Toma-
mos dos puntos T, g € C1 N Cy y 0 < A < 1. Hemos de probar que

(1-NZ + Ay € C1 N C.

Del hecho de que Z, y € C1 Ny sesigue que &, g € C1 y &, § € Cy. Como Cy
es convexo se cumple que (1 — \)Z + A\j € C; e igualmente (1 — \)Z + Ay € Cy, lo
cual significa que (1 — )z + Ay € Cy; N Cy, como queriamos probar. "
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Definicién Un politopo es una interseccién de un nimero finito de semiespacios.
Si ademas estd acotado se dice que es un poliedro. Por ejemplo, el conjunto

C={(z,y) eR?|z+y<1, 2>0,y>0}

es un poliedro.

Segin los teoremas anteriores los politopos, y en particular los poliedros, son
CONVEXOS.

Definicién Si C' es un conjunto convexo, se dice que un punto T € C es un
punto extremo de C' si cuando T pertenece a un segmento con extremos en C,
necesariamente es uno de sus extremos.

Un hiperplano H es un hiperplano soporte de un politopo P si contiene puntos
de P y P esta contenido en uno de los semiespacios determinados por H. Una
cara de P es la interseccién de P con uno de sus hiperplanos soporte. Si P C R?,
las caras se llaman aristas. Una arista puede ser finita o infinita. Si es finita, es
un segmento que une puntos extremos del politopo.

Hiperplano Hiperplano
soporte Arista soporte Arista infinita

Ejemplo Una empresa tiene capacidad para producir hasta un mdzimo de 400
unidades de un producto A y hasta un mdzximo de 200 unidades de un producto
B. El coste unitario de A es de 2 u.m., y el de B es de 1 u.m. Ademds hay unos
costes fijos de 100 u.m. El presupuesto disponible de la empresa es de 700 u.m.
Representa grdficamente el conjunto de oportunidades de la empresa, es decir, el
conjunto de todos los pares (x,y) correspondientes a una produccién posible de x
unidades de producto A ey unidades de producto B.

a) Estudia su convexidad grdfica y analiticamente.

b) Calcula sus puntos extremos, sus aristas y sus aristas infinitas.

SoLucION: El conjunto de oportunidades es
S = {(x,y) € R* | 2z +y + 100 < 700, 0 < x < 400, 0 <y < 200}
= {(x,y) € R? | 22 +y < 600, 0 <2 <400, 0 <y < 200}.

Su representacion grafica es la siguiente:
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A e
A‘

a) Se ve claramente que cualquier segmento con extremos en S estd contenido
en S. Por lo tanto el conjunto es convexo.

Analiticamente es claro que S es un politopo, puesto que es interseccién de
cinco semiespacios. Por lo tanto es convexo. De hecho, la figura muestra que esta
acotado y, por consiguiente, es un poliedro.

b) Como se ve en la figura, los puntos extremos de S son el (0,0), la interseccién

de las dos rectas y = 200 y 2z 4+ y = 600, la interseccién con el eje X de la recta
22z +y = 600 y la interseccion con el eje Y de la recta y = 200:

2 + y = 600 _
y — 200 } = (z,y) = (200,200),

2z + y = 600
y=0

= 200
S } = (2,y) = (0,200).

Asi pues, los puntos extremos de S son (0,0), (0,200), (300,0) y (200, 200).
Las aristas son los segmentos de ecuaciones

} = (z,y) = (300,0),

1—X)(0,0) + (0, 200),

1 — A)(0,200) + A(200, 200),
1 — X)(200, 200) + A(300,0),
= A)(

(
(
(
(1= A\)(300,0) + A(0,0),

1

para 0 < A < 1. Como S es un poliedro, no tiene aristas infinitas. m

9.2 Funciones céncavas y convexas

Definicién Sea f : D € R" — R una funcién definida sobre un conjunto
convexo D.

1. Diremos que f es conveza si cuando z, y € Dy 0 < A < 1, se cumple que
S =Nz +Ay) < (1 =N f(@)+ (D)
2. Diremos que f es concava si cuando T, y € Dy 0 < A < 1, se cumple que

F(A =Nz +Ay) = (1 = Nf(@) + Af (7).
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3. Diremos que f es estrictamente conveza si cuando T, § € D cumplen T # g
y 0 < A <1, entonces

F=NZ+ A7) < (1 =N [f(@) + Af(@)-

4. Diremos que f es estrictamente concava si cuando Z, § € D cumplen T # ¢
y 0 < A < 1, entonces

F(L=NZ + A7) > (1= N[ (@) + Af(@)-

F(A=N)Z+A7)

A=N)f(@)+Xf(9) \\

F(y) . (1-2) £ (@)+Af (D)
. : \/ ()
HA=Na+A) //
ﬂl?" (1—/\')5c+/\17 ?] 5: (1=A)Z+27 lg
Funcién convexa Funcién céncava,

Observemos que estas definiciones no son excluyentes, es decir, una funcién
puede ser a la vez céncava y convexa, céncava y estrictamente concava, etc.
Ademsés, una funcién puede no ser ni céncava ni convexa. Por otra parte, la
concavidad o convexidad de una funcién puede depender del dominio D sobre el
que la consideramos, en el sentido de que una misma funcién puede ser céncava o
convexa sobre un conjunto D y no serlo sobre otro.

Funcién ni concava ni convexa.

Ejemplo Comprueba que una funcion f : R™ — R de la forma f(Z) = ¢z,
donde ¢ € R™ es a la vez concava y convexa.

SOLUCION: SiZ, j € R® y 0 < A < 1, entonces
F(A=XNz+X ) =c(QA=Nz+Xy) =1 —=Necz+ ey = (1= N f(Z) + (7).

Al darse la igualdad, se cumple tanto la desigualdad < como >, luego f es
céncava y convexa. n
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Teorema Sea f : D C R® — R una funcién de clase C? sobre un abierto
convezo D.

1. La funcion [ es convexa en D siy sélo si H f(Z) es semidefinida positiva en
todo punto r € D.

2. La funcion f es concava en D si y sélo si Hf(Z) es semidefinida negativa
en todo punto z € D.

3. Si Hf(Z) es definida positiva en todo T € D entonces f es estrictamente
conveza.

4. Si Hf(Z) es definida negativa en todo T € D entonces f es estrictamente

concava.

Ejemplo Estudia al converidad de la funcién f(x,y) = x> — y> sobre los con-
jJuntos

Dy ={(x,y) eR? |y <0} y Do={(x,y) eR*|y >0}

SOLUCION: Los conjuntos D; y Do son convexos porque son semiespacios, v la
funcién f es de clase C2 porque es un polinomio. Por lo tanto podemos aplicar el
teorema. La hessiana de f es

i = (5 g )

Como es diagonal, para clasificarla basta observar el signo de sus coeficientes.
Sobre D; tenemos que 2 > 0y —6y > 0, luego H f(z,y) es definida positiva en
todo punto y f es estrictamente convexa.

En cambio, sobre Dy se cumple que 2 > 0y —6y < 0, luego H f(z,y) es
indefinida y la funcién no es ni céncava ni convexa. L]

Propiedades de las funciones céncavas y convexas Consideremos una funcién
f:D CR" — R, donde D es convexo. Se cumple:

1. f es estrictamente convexa si y sélo si —f es estrictamente concava.
2. f es convexa si y solo si —f es céncava.

3. Si f es estrictamente convexa (respectivamente, estrictamente céncava) en-
tonces f es convexa (respectivamente, céncava), pero el reciproco no es cierto.

4. Si f es convexa y a € R, el conjunto de nivel inferior
Da:{.’fED|f(.’i')§Oé}

€S convexo.
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5. Si f es concava y a € R, el conjunto de nivel superior
D*={zeD| f(z) = a}
€s convexo.

DEMOSTRACION:
1) Supongamos que f es estrictamente convexa. Para probar que —f es estricta-
mente concava tomamos dos puntos Z, ¥ € D y un nimero real 0 < A < 1. Como
f es estrictamente convexa tenemos que

FL=NZ +Ay) < (1 =N f(Z) + Af(@)-

Multiplicando ambos miembros por —1 queda

(=N =7+ A7) > (1 = ) (=/)(Z) + A=) @),

por lo que —f cumple la definiciéon de funcién estrictamente céncava. Invirtiendo
el razonamiento obtenemos el reciproco.

2) es andlogo a 1).

3) Supongamos que f es estrictamente convexa y vamos a probar que es convexa.
Para ello tomamos dos puntos z, y € D y 0 < A < 1. Hemos de probar que

F(A=N2+ A7) < (1 =N f(@)+ Af(7)
Distinguimos dos casos:
A) Si Z = § entonces
(1-NZ+X =1 - NZ+AXE=7 - N+ e =7

e igualmente (1 — \)f(Z) + \f(§) = f(Z), por lo que la desigualdad que
hemos de probar se reduce a f(Z) < f(Z), que es obviamente cierta.

B) Si Z # g distinguimos a su vez tres subcasos:
B1) Si 0 < A < 1 entonces tenemos

F(L=NZ +Ay) < (1 =N [f(@) + Af(@)-

por la definicién de funcién estrictamente convexa, luego también tenemos
la desigualdad anterior.

B2) Si A = 0 la desigualdad que hemos de probar se reduce a f(z) < f(Z),
que obviamente es cierta.

B3) Si A =1, la desigualdad que hemos de probar se reduce a f(7) < f(7),
que también es cierta.

En cualquier caso tenemos la desigualdad buscada. El caso para funciones
céncavas es andlogo.
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4) Supongamos que f es convexa. Para probar que D, es convexo tomamos
dos puntos T, § € D, y un numero real 0 < A < 1. Hemos de probar que
(1 =MN)Z + Ay € D,, para lo cual hemos de comprobar que f((1 —A\)Z + A\j) < a.
Ahora bien, como f(Z) < ay f(y) < ay f es convexa, se cumple:

FA=NZ24+X) <A =Nf(@)+ A7) <(1—=Na+da=a—la+ =
5) es andlogo a 4). .

Ejemplo FEstudia la convexidad de los conjuntos

Cr={(z,y,2) e R® | 2®+y*+22 <5},  Co={(z,y) € R? | =3z —y’+ay > 3}.

SoLUcION: El conjunto C; es un conjunto de nivel inferior correspondiente a la
funcién fi(z,y, z) = 22 + 3% + 22. Por el teorema anterior, basta probar que f; es
convexa. Para ello calculamos su matriz hessiana:

2 0

0

Hfl ('T7 Y, Z) = 020

0 0 2

Como es diagonal y los coeficientes de la diagonal son positivos, H fi es definida
positiva, luego f; es convexa.

Similarmente, Cs es un conjunto de nivel superior correspondiente a la funcién
fa(x,y) = =322 — y? + zy. Su matriz hessiana es

Hfs(z,y) = ( _ii _é )

Para clasificarla, calculamos en primer lugar |H fa(z,y)| = 11 # 0. Por consi-
guiente, basta estudiar los signos de los menores principales conducentes:

A =-6<0, Ay=11>0.

Por la regla de Jacobi, H fo(x,y) es definida negativa, luego fo es coéncava vy,
por el teorema anterior, Cs es convexo. u

9.3 Ejercicios

1. Estudia graficamente la convexidad de los conjuntos siguientes:
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2. Estudia la convexidad de los conjuntos siguientes:

(a) C1 = {(z,y) eR? |y =2},
(b) Cy = {(z,y,2) ER® |w+y =2, 2 =5},
(c) O3 ={(z, )€R2|l‘y25}a
(d) Ca={(-1,3),(1,1),(2,3)}.

3. Estudia si las funciones siguientes son céncavas o convexas en los dominios
indicados:

(a) f(z)=e*en D =R.

(b) u(s,t) = 52+ 2st +t2 en D = R2.

(©) R(ab)z%,enD:{(m,y)eR2|x>O,y>0}.

(d) K(z,y) = ze¥ en D = R%

(e) M(u, )—uv—u?’—vg’enD:{(u,v)eR"|u>1,11>1}.

(f) P(z,y,t) =™ +t3en D = {(z,y,t) € R3 | t > 0}.

(g) Q(z,y,t) =¥ +tten D =R3,

(h) L(z,y,2) = 2%y — 3z2% en D = R?.

(i) C(r,s,t) =5r* +s+2t5 en D =R3.

(G) T(p,q,r) = p*’r+¢*r—5ren D = {(p,q,7) €R* | p >0, ¢ >0, r > 0}.
(k) T(p,q,v) =p3r+q¢>r—5ren D = {(p,q,r) ER3|p<0, ¢<0, >0}
4] S(uvw) In(utv+w) en D = {(u,v,w) € R® | u >0, v >0, w > 0}.
(m) g(u,v,w) =uln(vw) en D = {(u,v,w) € R® | u >0, v >0, w> 0}
(n) h(x,y,z,w) =3z —5y+2z—wen D =R

4. El dominio de una funcién convexa ha de ser un conjunto convexo, por defi-
nicién. ;Son convexos los dominios de las funciones del problema anterior?

5. Estudia si los conjuntos siguientes son convexos. Indica cudles de ellos son
hiperplanos, semiespacios o politopos:
(a) C1 ={(w,y,2) ER3 |22 —5+ 2 <5, x < 16}.
) Oy = {(z,y,z,w) €ER* |z — 3y = = + 2w}.
) C3 =R\ {(0,0)}.
) Cy={(z,y) e R? | 2% +y* < 16}.
) Cs = {(z,y) e R? |z +y < 16}.
) Co ={(z,y) e R? | 2% +y' > 4}.
) Cr={(z,y) e R? | 22y —a® —y* > 4}.
) Cs ={(z,y) €R? |z #3}.
) ng{(x y,2) ER3 |z <0, y>0}.
) Cro={(z,y,2) ER3 | x <y + 2z}
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(k) C11 = {(z,y,2) ER3 |In(z +y+2) >0, v +y+2z >0}

6. Indica si las afirmaciones siguientes son verdaderas o falsas. Sison verdaderas
explica por qué, y si son falsas pon un ejemplo que lo muestre:

(

Q

) Una funcién puede ser estrictamente convexa y céncava.
(b

Una funcién puede ser estrictamente convexa y estrictamente céncava.

o

) Una funcién puede ser estrictamente céncava y convexa.
d)

(e
(f

(g

Una funcién no puede ser convexa y céncava a la vez.
Una funcién puede no ser céncava ni convexa.
) Toda funcién coéncava es estrictamente céncava.

Un conjunto puede ser céncavo y convexo a la vez.






10. Optimizacidn clasica

10.1 Conceptos de programacion matematica

La programacién matemética se plantea calcular el maximo o el minimo de
una funcién de una o varias variables sujetas a un conjunto de restricciones. Su-
pongamos que la funciéon de utilidad de un consumidor es

U(z1,22) = In(1 + 21 z2),

donde z; y x2 son las cantidades adquiridas de dos bienes A y B. La funcién
U(z1,x2) existe cuando 1 + zjxo > 0. Como, ademds, se trata de una funcién de
utilidad, podemos considerarla definida en D = {(x1,25) € R? | 2; > 0, 25 > 0}.
Si nos preguntamos qué cantidades (z1, x2) maximizan la utilidad, es obvio que
cuanto mayor sea el consumo mayor serd la utilidad, es decir, la funcién U(z1, 22)
no tiene un méaximo global. Sin embargo, en la préactica, el consumidor no podra
conseguir cualquier nivel de utilidad que pretenda, porque ello podria suponer un
gasto mayor del que puede permitirse. Supongamos que el precio de A es de 2€,
el precio de B es de 1€ y el consumidor dispone de un presupuesto de 12€. En
este caso las unicas cantidades que tiene sentido considerar son las que satisfacen
la restriccién presupuestaria 2z + y < 12. Ahora si tiene sentido preguntarse la
méxima utilidad que podemos conseguir para unos niveles de consumo (z,y). En
los términos anteriores, buscamos el maximo global de la funcién U relativo al con-
junto S = {(z,y) € D | 2z+y < 12}. La forma usual de plantear matemdticamente
este ejemplo es
Max In(1+ z122)
s.a. 2xy 4+ a9 <12
Ty Z 0
) 2 0

Formulacion general de un problema de programacion matematica La
forma general de plantear estos problemas es

Max f(z) o Min f(z)
sa. g(&)<b sa. g(x)>b

donde f: DCR" — R, g: D CR" — R™ y b€ R™,

131



132
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En esta formulacién aparecen los siguientes elementos:

1. La funcidn objetivo f(Z). Describe matemdticamente lo que se quiere maxi-

mizar (Max) o minimizar (Min), esto es, lo que se quiere optimizar. Cual-
quier problema de maximizacién puede transformarse en uno de minimi-
zacién, o viceversa, mediante la relaciéon Minf(z) = —Max(—f(z)), lo cual
quiere decir que Z* es un minimo de f(Z) si y sélo si Z* es un méximo de

—f(Z) y, obviamente, f(z*) = —(—f(z*)).

. Las restricciones g(z) < b o g(Z) > b. La expresién g(z) < b significa que

existen m desigualdades entre las funciones coordenadas de g y las compo-
nentes de b, es decir, g;(x) < b; , para i = 1,...,m. Decimos que cada una
de ellas es una restriccion del problema. Si es necesario, se puede suponer
que todas las restricciones de un problema dado son del mismo tipo (<, > o
=), puesto que una restriccién cualquiera se puede convertir en una (o dos)
de otro tipo matemédticamente equivalente. Estas transformaciones se estu-
diardn, no obstante, en cursos de optimizacién més avanzados puesto que
todas las restricciones que apareceran en este capitulo seran de igualdad.

Las variables de decisidn son & = (x1,...x,). Resolver el problema es en-
contrar unos valores de (z1,...x,) sujetos a las restricciones del problema
(esto se abrevia como “s.a.” en el problema) para los que la funcién objetivo
alcance el éptimo.

El conjunto de oportunidades, que representaremos por S, esta formado por
los puntos de R™ que cumplen les restriccions y pertenecen al dominio de
la funcién f. A cualquier punto del conjunto de oportunidades se le llama
solucion factible.

Ejemplo Consideramos el problema

Mazr 2xq —1—352—1—;10% —dxy
sa. a3+ ai+ai+ai<i
x1, 2 20

a) Escribe la funcién objetivo, las restricciones y las variables de decision.

b) Calcula el conjunto de oportunidades y escribe una solucidn factible y una no
factible.

SOLUCION: Tenemos que

a) La funcién objetivo es f : R* — R dada por

f(Il,IQ,Ig,LE4) = 21’1 + x9 + l’g — 41’4.

Nétese que el dominio de f es R?* al tratarse de una funcién polinémica.

Las restricciones son z% + 3 + 2%+ 2% <1, 21 > 0y 22 > 0. Observemos que

las restricciones se pueden expresar con la funcién vectorial g : R* — R? dada
por g(z1, 22,73, 14) = (¥3 + 23 + 23 + 22,11, 22) y el vector b = (1,0,0). Puesto
que todas las funciones coordenadas son polinomios el dominio de g es R%.
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Las variables de decisién son (z1,x2, 3, Z4).

b) Como los dominios de f y g son R*, el conjunto de oportunidades est4 definido
sélo por las restricciones y es:

S ={(x1,x9,x3,24) €R4:x%+x§+x§+mi <1,z1 > 0,29 > 0}.

Las soluciones factibles son los puntos del conjunto de oportunidades, esto es, los
puntos que cumplen las restricciones. Por ejemplo, (0,0,0,0). En cambio, el punto
(—=1,0,0,0) es una solucién no factible puesto que —1 < 0. n

()ptimos globales y locales Sea f: D C R® — R una funcion escalar definida
en un abierto D y sea T* € D.

1.

Se dice que T* es un mdzimo global estricto absoluto de f si para todo Z € D,
T # T*, se cumple f(Z*) > f(Z).

Se dice que T* es un minimo global estricto absoluto de f si para todo z € D,
T # x*, se cumple f(z*) < f(Z).

Se dice que T* es un mdzimo global no estricto absoluto de f si para todo
Z € D se cumple f(z*) > f(Z).

Se dice que T* es un minimo global no estricto absoluto de f si para todo
Z € D se cumple f(z*) < f(Z).

Se dice que T* es un mdzimo local estricto absoluto de f si existe un € > 0
tal que siz € D, T # Z*, y ||z — Z*|| < € se cumple f(z*) > f(Z).

Se dice que T* es un minimo local estricto absoluto de f si existe un € > 0
talque siZ € D, T # Z*, y ||T — T*|| < € se cumple f(Z*) < f(Z).

Se dice que T* es un mdximo local no estricto absoluto de f si existe un € > 0
tal que si Z € Dy || — Z*|| < € se cumple f(Z*) f(Z).

Se dice que Z* es un minimo local no estricto absoluto de f si existe un € > 0
tal que si Z € Dy || — Z*|| < € se cumple f(z*) < f(Z).

Ademss, si S C D es un subconjunto arbitrario entonces:

1.

2.

3.

4.

Se dice que T* es un mdximo global estricto relativo a S de f si z* € Sy
para todo T € DN S, T # T*, se cumple f(Z*) > f(Z).

Se dice que T* es un minimo global estricto relativo a S de f siz* € Sy
para todo T € DN S, T # &*, se cumple f(z*) < f(Z).

Se dice que T* es un mdzimo global no estricto relativo a S de fsiz* €Sy
para todo T € DN S se cumple f(z*) > f(Z).

Se dice que Z* es un minimo global no estricto relativo a S de fsiz* € Sy
para todo T € DN S se cumple f(Z*) < f(Z).
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5. Se dice que T* es un mdzimo local estricto relativo a S de f siz* € Sy
existe un € > 0 tal que para todo Z € DNS, T # &%, y ||z — T*| < € se
cumple f(z*) > f(z).

6. Se dice que T* es un minimo local estricto relativo a S de f si z* € S y existe
un € > 0 tal que para todo z € DN S, T # z*, y ||T — Z*|| < € se cumple

f(@7) < f(2).

7. Se dice que T* es un mdximo local no estricto relativo a S de f si z* € S
y existe un € > 0 tal que para todo € DN S, y ||z — Z*|| < ¢, se cumple

f(@) = f(@).

8. Se dice que T* es un minimo local no estricto relativo a S de f si z* € S
y existe un € > 0 tal que para todo & € DN S, y ||z — Z*|| < ¢, se cumple

f(@) < f(@).

A los puntos méaximos o minimos de cualquiera de estos tipos se les llama
conjuntamente extremos de la funcién f.

Las definiciones anteriores son faciles de recordar si se tiene en cuenta que:

Absoluto indica que consideramos la funcién sobre todo el abierto en el
que estd definida.

Relativo indica que consideramos unicamente los valores que toma la
funcién sobre un cierto subconjunto S.

Global indica que la funcién toma en el punto un valor mayor (o menor)
que en todos los deméas puntos donde la estamos considerando.

Local indica que la funcién toma en el punto un valor mayor (o menor)
que en los puntos de alrededor.

Estricto indica que el valor que toma la funcién en el punto no es igualado
por el que toma en los demds puntos considerados.

No estricto indica que puede haber otros puntos donde la funcién tome
el mismo valor.

4
Ejemplo La funcion f :]3,10[C R — R dada por f(z) =2 — sen((w)) se repre-
sen(x

senta grdficamente como

Utilizando la grdfica clasifica los puntos x1, T2, T3 y x4.

SOLUCION:
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1. El punto z; es un méaximo global no estricto. En este punto la funcién vale
més (por eso es maximo) que en cualquier otro punto del dominio (por eso
es global). No es estricto porque el valor f(x) se repite, es decir hay otro
punto del dominio para el que la funcién toma el mismo valor.

2. El punto x5 es un méximo local estricto. Es un méaximo porque en este
punto la funcién vale més que en cualquier otro punto del dominio cercano
a él y es local porque hay otros puntos, por ejemplo z1, donde la funcién es
mayor. Es estricto porque alrededor de él no hay otro punto que tome su
misma imagen.

3. El punto x3 es un minimo global estricto. En él la funcién toma un valor
més bajo (minimo) que en cualquier otro punto del dominio (global). Es
estricto porque no hay otro punto en el dominio que tome su misma imagen.

4. El punto x4 es un minimo local estricto. Es un minimo porque en este punto
la funcién vale menos que en cualquier otro punto del dominio cercano a él y
es local porque hay otros puntos, por ejemplo x1, donde la funcién es menor.

| |

10.2 Optimizacién sin restricciones

Diremos que un problema es de programacion cldsica sin restricciones o de
optimizacion libre cuando es de la forma

Optf(z),

donde f: D C R" — R.

El resto de la seccion estara dedicado a ver los métodos mediante los cuales se
puede resolver este problema, esto es, como se pueden calcular los maximos y los
minimos de una funcién escalar. Empezamos enunciando una condicién necesaria
de primer orden que nos permite calcular los puntos que pueden serlo:

Teorema Sea f: D C R" — R una funcién de clase C* en un abierto D. Si
z* € D un extremo local absoluto de f, entonces V f(z*) = 0.

Definicién Un punto critico de una funcién f de clase C! es un punto z* de su
dominio tal que V f(z*) = 0.

Ejemplo Calcula los puntos criticos de las funciones siguientes:
1. f(z) =lnz.
2. fla,y) =22 +y? — 22+ 2y + 2.

3. flr,y,2) = —2% —y? + 23 + 222.
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SOLUCION:

1. Calculamos f’(z) = 1/ y planteamos la ecuacién 1/z = 0. Como esta ecuacién
no tiene solucién, f no tiene puntos criticos.

2. El vector gradiente es Vf(x,y) = (2o —2,2y+2). Al igualar el vector gradiente
al vector nulo, obtenemos el sistema,

2r—2 = 0
2u+2 = 0
cuya solucién es x = 1, y = —1. Por tanto, (1, —1) es el tinico punto critico de f.

3. El gradiente es
Vf(il', Y, Z) = (—2’13 + 2z, 2y, 322 + 250)3

que al igualarlo al vector nulo nos proporciona el sistema:

—2x+2z = 0
-2y = 0
32242 = 0

A partir de la segunda ecuacién, es obvio que y = 0. Despejamos z = z de la
primera ecuacién y sustituimos en la tercera, con lo que obtenemos 3x2 + 2z = 0.
Sacando factor comun, z(3z +2) = 0. Por tanto, s =0=2 62 =—-2/3 =z y los

puntos criticos son
2 2

(_5707 -5

(0,0,0) y 3)~

Segin hemos visto, una condicién necesaria para que un punto z* sea extremo
local de una funcién es que sea un punto critico, es decir, si un punto no es critico
no puede ser un extremo local. Desafortunadamente esta condicién no es suficiente
y puede haber puntos criticos que no sean maximos ni minimos. Un punto critico
que no es ni maximo ni minimo se denomina punto de silla. El nombre proviene
de la forma que adopta la grafica de una funcién de dos variables alrededor de uno
de estos puntos, similar a una silla de montar.

Punto de silla
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El problema de decidir si un punto critico de una funcién es maximo, minimo o
punto de silla se llama clasificacion del punto critico. El siguiente teorema, que es
una condicién suficiente de segundo orden para 6ptimos locales, nos proporciona
una herramienta para resolverlo.

Teorema Sea f: D C R®™ — R una funcién de clase C? en el abierto D y sea
z* € D un punto critico. Entonces:

1. Si Hf(z*) es definida positiva, T* es un minimo local absoluto de f.
2. St Hf(z*) es definida negativa, T* es un mdzimo local absoluto de f.
3. Si Hf(z*) es indefinida, T* es un punto de silla de f.
Ejemplo Clasifica, si es posible, los puntos criticos de las funciones
1. f(z,y) = 2% +y? — 20+ 2y + 2.
2. fla,y,2) = —2% —y? + 2% + 222
SOLUCION:
1. En el ejemplo anterior hemos visto que el tnico punto critico de la funcién
flxy) =a® +y* — 22 + 2y + 2

es (1,—1). La matriz hessiana de f es

Hf(z,y) = (g 8)

Hf(1,—1) = ( . )

Calculamos los menores principales conducentes:

Con lo que

Al = ‘2| :27

2 0

AQ:‘O 2

-

Puesto que 41 > 0y Ay > 0, la forma cuadritica asociada a H f(1, —1) es definida
positiva y el punto (1,—1) es un minimo local absoluto de f.

2. En el ejemplo anterior hemos calculado los puntos criticos de
f(.’)3‘7y72) = _xQ - y2 + Z3 + 2{EZ7
que son (0,0,0) y (—%, 0, —%) Calculamos la matriz hessiana:

-2 0o 2
Hf(l’,y,Z) = 0 -2 0 )
2 0 6z
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y ahora debemos hacer los cédlculos para cada punto.
En el punto (0,0, 0),

-2 0 2
Hf(0,0,0) = 0o -2 0 |,
2 0 0
cuyos menores principales conducentes son
A =|-2|=-2,
-2 0
4y = ’ 2 0 ’ — 4
y
-2 0 2
Ag == 0 -2 0 == 8
2 0 0

Por el criterio de Jacobi, la forma cuadrética asociada a H f(0,0,0) es indefinida.
Por tanto, el punto (0,0,0) es un punto de silla de f, esto es, el punto (0,0,0) no
es un extremo de f.

Andlogamente, en el punto (—%, 0, —%), la matriz hessiana vale

-2 0 2
2 2
Hf( 5707_3): -2 0 ’
2 0 —4
cuyos menores principales conducentes son A} = —2, Ao =4y A3 = —8. La forma

cuadratica asociada a H f (—%,07 —%) es definida negativa y, en consecuencia, el
punto (—§7 0, —%) es un maximo local absoluto.
| |

La condicion suficiente anterior nos permite calcular éptimos locales. Sin em-
bargo, el hecho de tener un 6ptimo local no garantiza que la funcién en este punto
tome su mejor valor, entendiendo por mejor que no existe ningun otro punto en el
que el valor de la funcién sea mayor, si estamos maximizando, o menor, si estamos
minimizando. Esto sélo se puede garantizar si el éptimo es global. Por ejemplo,
consideremos la funcién f(x) = 2% — 622 + 9 cuya grafica es la siguiente:

10
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Como se observa en la grafica esta funcién tiene un méaximo local absoluto
en el punto x = 1 y un minimo local absoluto en x = 3, hecho que es facilmente
verificable aplicando la condicién necesaria y la condicién suficiente. Pero f(1) = 4
mientras que existen otros puntos (por ejemplo, f(5) = 20) donde la funcién es
mayor. Lo mismo ocurre con el minimo. Este mismo ejemplo nos demuestra que
ni siquiera el "mejor” éptimo local es el éptimo global. Por todo ello, necesitamos
la siguiente condicién suficiente para 6ptimos globales:

Teorema Sea f: D C R" — R una funcion de clase C? en el convezo abierto
D y sea " € D un punto critico. Entonces:

1. Si f(Z) es una funcidn convexa en D, T* es un minimo global absoluto de f.
Ademds, si la funcidn es estrictamente convexa el minimo es estricto.

2. Si f(Z) es una funcion concava en D, T* es un mdzimo global absoluto de
f. Ademdas, si la funcion es estrictamente céncava el mdximo es estricto.

Ejemplo Calcula el minimo valor que puede tomar la funcién f(x,y) = x> +y>.

SOLUCION: Segtin el razonamiento visto en los parrafos anteriores, nos estdn pi-
diendo el valor que toma f en un minimo global. Calculemos los puntos criticos
de f para obtener los puntos que pueden ser 6ptimos. El gradiente de la funcién
es Vf(z,y) = (2z,2y). Al igualarlo al vector nulo y resolver el sistema resultante,
vemos que la funcién tiene un tnico punto critico, (z,y) = (0,0).

Para clasificarlo le aplicamos la condicién suficiente anterior. Puesto que f es
un polinomio, su dominio es R? que es un convexo abierto y es una funcién de
clase C?. La matriz hessiana de f es:

Hf(z,y) = (g g)

cuyos menores principales conducentes son A1 = 2 y As = 4. La forma cuadréatica
asociada a H f(x,y) es definida positiva y, en consecuencia, f es una funcién
estrictamente convexa. Asi pues, (0,0) es un minimo global absoluto, que ademas
es Gnico, y el menor valor que toma la funcién es f(0,0) = 0. "

En resumen,

Para calcular los 6ptimos de una funcién, primero se aplica la condicién
necesaria con lo que obtenemos los puntos criticos que son los candidatos
a Optimo. Para clasificarlos podemos utilizar la condicién suficiente para
Optimos locales, si son estos los que nos interesan, o la condicién suficiente
para 6ptimos globales.

Es importante observar que todos los resultados de esta seccién estdn enun-
ciados para funciones con dominios abiertos. En el caso en que el dominio no
sea un abierto, los métodos anteriores pueden encontrar los éptimos si estan en el
interior del dominio pero son incapaces de estudiar los puntos de la frontera. En
algunos casos, como en el ejemplo que veremos a continuacién, un estudio directo
de la funcién nos permite resolver el problema, pero en otros necesitariamos otros
métodos que estan fuera del alcance de este texto.
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Ejemplo La funcion de costes de una empresa es

C(z,y) =22% + 3y*> + = + 2y + 75,
donde x, y son las cantidades producidas de los dos articulos que fabrica la em-
presa. Calcula la combinacion de inputs que minimiza los costes.

SoLUCION: Tenemos que calcular los minimos de la funcién de costes C(z,y),
cuyo dominio econémico es el conjunto cerrado D = {(z,y) : ¢ > 0,y > 0}. Para
obtener los puntos criticos planteamos el sistema

VC(z,y) = (4z + 1,6y + 2) = (0,0).

La solucién es el punto (—%, —%) que, obviamente, no estd en D y, por tanto, no

es un punto critico. Al no existir puntos criticos podriamos pensar que la funcién
C(z,y) no tiene minimos. Sin embargo, si z > 0 e y > 0 entonces,

C(z,y) =22% + 3y* + . + 2y + 75 > 75 = C(0,0).

Por tanto (0,0), que es un punto frontera, es un minimo global de C(z,y) y el
coste minimo se obtiene cuando no se produce nada.

10.3 Optimizacién con restricciones

Diremos que un problema es de programacion cldsica con restricciones o de
optimizacion condicionada cuando es de de la forma

Opt f(z) _
sa. ¢g(Z)=b
donde f: D CR* — R, g: D CR" — R™ becR”yn>m. En el resto

de la seccién nos referiremos a este problema como (PR) y supondremos que las
restricciones son independientes, esto es, que el rango de Jg(Z) es m.

Para obtener métodos similares a los de la seccidon anterior necesitamos intro-
ducir el concepto de funcidon lagrangiana de un problema restringido.

Funcion lagrangiana Definimos funcion lagrangiana o lagrangiano asociada a
(PR) como la funcién £ : D x R™ — R dada por

L(z,A) = f(&) + A - g(2)),
es decir,
(1, Ty Ay e e Am) = f(Z) + A1 — 1 (Z)) + -+ + A (b — g (T)).-

Vemos que en la funcién lagrangiana aparecen las variables de la funcién f mas
una variable nueva \; por cada restriccién ¢;(Z) = b; que tenga el problema. Estas
variables adicionales A; se llaman multiplicadores de Lagrange.
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Ejemplo Plantea la funcion lagrangiana del problema

Min 2% + 141y? + 20z2
s.a. TH+2y=>5
422 — 7z = -2

SoLuci6N: Como el problema tiene dos restricciones, tendra dos multiplicadores
de Lagrange y el lagrangiano sera:

L(x,y, 2, M1, A2) = 22 + 141y% 4+ 2022 + A\ (5 — 2 — 2y) + No(—2 — 42® + 2).
| |

La condicién necesaria de primer orden que utilizaremos para un problema
restringido es:

Teorema Si f: D C R®" — R es una funcién de clase C' en un abierto D
y T* es un extremo local de f relativo a un sistema de restricciones determinado
por una funcién g : D C R® — R™ de clase C', entonces existe un vector
de multiplicadores \* € R™ tal que (T*,\*) es un punto critico de la funcion
lagrangiana L correspondiente al problema, es decir, VL(Z*, \*) = 0.

Ejemplo Calcula los puntos criticos del problema

Min 2% + 141y% + 2022
s.a. x+2y=>5
4a? —z = -2

SoLuciON: Hemos visto en el ejemplo anterior que su funcién lagrangiana era:

L(x,y, 2, A1, Ao) = 2 + 1419 + 2022 + MG —x—2y)+ (-2 - 42% + z).

Para poder aplicar la condicién necesaria calculamos el gradiente del lagran-
giano y lo igualamos al vector nulo:

VL('r7yaz7)\l7)\2) =
= (22 + 202 — A\; — 822,282y — 2X1,20x + Ng, 5 — x — 2y, —2 — 422 + 2)
= (0,0,0),

con lo que obtenemos un sistema de cinco ecuaciones con cinco incégnitas. Si
despejamos Ao de la tercera ecuacion, y de la cuarta y z de la quinta ecuacién, y
sustituimos en las dos primeras, nos queda un sistema (no lineal) de dos ecuaciones
con dos incégnitas. Lo resolvemos, sustituimos y obtenemos que el problema tiene
dos puntos criticos que son: (1,2,6) con multiplicadores de Lagrange asociados
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A1 =282, \y = —20 y (—1.3,3.15,8.78) con multiplicadores asociados A\ = 444.3,
Ao = 26.04.

Aligual que en el caso de optimizacién libre, necesitamos un criterio para poder
clasificar los puntos criticos.

Consideremos f : D C R®™ — R una funcién de clase C? en un abierto D y
Z* un punto critico de f relativo a un sistema de restricciones determinado por
una funcién g : D C R — R™ de clase C'. Sea \* el vector de multiplicadores
asociado. Consideramos la lagrangiana £(Z, \*) como funcién de Z tinicamente, es
decir, considerando A\* fijo. Queremos saber qué ocurre ante un incremento mar-
ginal de z*, si L aumenta siempre, disminuye siempre, o si aumenta o disminuye
segun la direccién del incremento. En el primer caso * serda un minimo local, en
el segundo un maximo local y en el tercero un punto de silla. En lugar de estudiar
L(Z, \*) estudiamos su polinomio de Taylor de grado 2 en *, que serd de la forma

p(Z) = L(T*,\*) + VL(T*, \) - (

8l

— ) + %(:z — T HzL(Z*, \*)(z — 7%)".

Sabemos que L(z*,\*) = C, donde C es una constante, y VL(Z*,\*) = 0
porque (Z*, A*) es un punto critico. El polinomio de Taylor es entonces

p(Z)=C+0+ %(:E — TV HZL(T*, \*) (T — 7%)".

Como s6lo nos interesa saber si L sufre variaciones positivas o negativas, po-
demos olvidar el factor 1/2 del término de grado 2 y analizar la variacién de

(T — %) HL(z*,\*)(z — )"

Si llamamos dz =  — Z*, hemos de estudiar la forma cuadratica asociada a la
matriz hessiana ~
q(dz) = dzHzL(z*, \*)dz".

e Si g es definida positiva, esto significa que cualquier incremento marginal dz
provoca incrementos positivos en L, luego z* es un minimo local relativo.

e Si q es definida negativa cualquier incremento marginal dz provoca incre-
mentos negativos en L, luego * es un es un maximo local relativo.

e Si g es indefinida todavia no podemos afirmar que Z* sea un punto de silla,
pues en realidad sélo debemos considerar el efecto producido por incremen-
tos dT que no nos hagan salir del conjunto de oportunidades S, por tanto
debemos completar el estudio:

Por ejemplo, si S es la recta de la figura, el punto * serd un minimo local si
los incrementos dZ; y dTs producen incrementos positivos en la funciéon objetivo,
mientras que el efecto del incremento dZsz es irrelevante, ya que sélo queremos
saber si f(Z*) es mayor o menor que las imdgenes de los puntos de S cercanos a
él.
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La cuestién entonces es qué incrementos dz hemos de considerar. Tenemos que
7* es un punto de S, es decir, cumple g(Z*) = b, y queremos considerar incrementos
que nos lleven a puntos Z que cumplan esto mismo, es decir, que dejen constante
a g. En realidad, puesto que estamos considerando incrementos marginales, basta
exigir que dg = 0.

La ecuacién dg = 0 se traduce en la practica en un sistema de m ecuaciones
lineales (m es el nimero de restricciones) con n incégnitas dxq, . .., dz,. Las solu-
ciones vendréan expresadas en términos de pardmetros (en general n—m). Al susti-
tuir estas soluciones en la forma cuadrética ¢(dz) obtenemos otra forma cuadrética
con menos variables ¢ que nos da el comportamiento de la funcién objetivo ante
incrementos aceptables de las variables (es decir, incrementos compatibles con las
restricciones del problema).

e Si G es definida positiva Z* es un minimo local relativo.
e Si g es definida negativa * es un es un maximo local relativo.
e Si g es indefinida T* es un punto de silla.

e Si ¢ es semidefinida no podemos concluir nada.

Teorema Consideramos el problema (PR) y la funcidn lagrangiana L(x, \). Su-
ponemos que f y g son funciones de clase C?. Sea (x*,\*) un punto critico de L.
Entonces:

1. 8t Hz L(x*, X\*) es definida positiva, el punto x* es un minimo local de (PR).
2. Si HzL(z*, \*) es definida negativa, el punto x* es un mdzimo local de (PR).

Nétese que el signo de HzL(x*, \*) es el de la forma cuadratica restringida.

A modo de resumen presentamos los pasos a seguir:

Opt z , . s
SI; 7 (;) -5 n = numero de variables de decisién

B giE =0 = m = numero de restricciones
r=m+1,---,n
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1. Calculamos la funcién la funcién lagrangiana

L(z,A) = (@) + M (b1 = g1(2) + - + (b — g (7))
2. Obtenemos de puntos criticos Calculamos las soluciones de

VL(z*,\*)=0 = {z],z5,---,Z;} puntos criticos

3. Clasificamos de los puntos criticos

(a) Calculamos la matriz hessiana de £, derivando sélo respecto de
las variables originales del problema, es decir Z, esto es

HL(Z,\)

(b) Dado un punto critico (Z,A*) clasificamos la forma cuadratica
asociada a la matriz HzL(Z, A*):

e Si HzL(Z,\*) es definida positiva, en T hay un minimo
local y su multiplicador de Lagrange es A*.

e Si HzL(Z,A\*) es definida negativa, en Z; hay un méximo
local y su multiplicador de Lagrange es A*.

e Si H;L(Z,\*) no es definida debemos continuar: (*)

(*) En este punto tenemos dos posibilidades alternativas:

- Orlar la matriz hessiana y clasificar la forma cuadritica restringida (a este
procedimiento le llamaremos METODO I)

- Aplicar directamente lo que hemos hecho en la descripcién tedrica (a este
procedimiento le llamaremos METODO 1I)

Método 1

(3.b.1.) Escribimos la matriz hessiana orlada en el punto critico.
(3.b.2.) Aplicamos el método de clasificacién de los menores orlados:

(a) Si (=1)™H, >0Vr=m+1,...,n entonces ¢ restringida a S es
definida positiva = en Z* hay un minimo local.

(b) Si (-=1)"H, > 0Vr =m+1,...,n entonces q restringida a S es
definida negativa = en z* hay un méximo local.
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Método 11
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HzL(Z*,\*), es decir

q(dz) = dzHzL(Z, \*)(dz)*

oportunidades, es decir
dgl (i'*, 5\*) =0

dgm (T*,A*) =0

obtenemos una nueva forma cuadratica restringida g.
(3.b.4.) Clasificamos la forma cuadrética ¢(z*, A*)

e Si es definida positiva, en Z* hay un minimo local

e Si es indefinida, en * hay un punto de silla

e Si es semidefinida no podemos clasificarlo

(3.b.1.) Escribimos la forma cuadritica asociada a la matriz hessiana

(3.b.2.) Exigimos que las variaciones queden dentro del conjunto de

(3.b.3.) Sustituimos las soluciones del sistema dado en (3.b.2) en ¢ y

e Si es definida negativa, en * hay un maximo local

Ejemplo Resuelve el problema

Maz —x? — 3y + 2% 4+ 22y + 2yz + 100
s.a. Yy—x=—2,
T+ 2z =4

SoLUCION: 1. La funcién lagrangiana asociada al problema es:
L(z,y,2, M, ) = —a® —3y? + 22 + 2xy + 2yz + 100
FA(—2—y+2z)+A(d—xz—2).

2. Para calcular los puntos criticos calculamos las derivadas parciales del lagran-

giano:
oL oL
— =24 2y+ A\ — Ay, — = —6y+2x+2z— )\,
oz dy
oL oL
— =2z42y— A — =—-2-
92 z+ Y 2, 5'/\1 Yy + z,
oL
24— —
B T — 2,
y resolvemos el sistema:
—2x +2y Al 7)\2 = 0
2z —6y +2z —X; = 0
2y +2z Ay = 0
- 4y = =2

T +z = 4
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El tinico punto critico es (Z*, \*) = (2,9, 2, A1, \a) = (2,0,2,8,4).
3. Clasificamos el punto (2,0,2,8,4):

3.a) La matriz hessiana respecto las variables (z,y, z) es

) 2 20
H(I’yyz)'&(i‘v A) = 2 -6 2
0 2 2
3.b) La matriz hesiana en el punto critico es
2 20
Hipy£(2,0,2,84)=| 2 —6 2
0 2 2

cuyos menores principales conducentes son
|Aj|=-2<0, |As]=8>0, |A3]=8>0.

Por tanto, la forma cuadrética asociada es indefinida y de momento no podemos
llegar a ninguna conclusion.

Clasificacion con el Método I:

3.b.1) La matriz hessiana orlada es

-2 2 0 1 -1
2 —6 2] -1 0
HL(0,0,100,200,200) = 0 2 2 0 -1
1 -1 0 0 0
-1 0 -1 0 0
3.b.2) Como n=3 y m=1, entonces r=3. Calculamos H3 = —6 y se tiene que

(=1)"H, > 0, es decir (—1)3H3 = 6 > 0. Por tanto la hessiana restringida es
definida negativa y el punto (z,y, z) = (2,0,2) es un maximo local.

Clasificacion con el Método II:

3.b.1) Calculamos la forma cuadratica asociada a la matriz hessiana:

q(dz,dy, dz) = —2dx? — 6dy* + 2d2* + 4dxdy + 4dydz

}:

3.b.3) Sustituyendo los resultados anteriores, la forma cuadrética restringida es:

3.b.2) Exigimos que dg;(Z*,\*) =0, dgo(Z*,\*) =

—dx +dy =
dr +dz =

o o

la solucién es dy = dx, dz = —dzx.
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g(dx) = —6dz?.
3.b.4) Clasificamos la forma cuadratica §(z*, \*):
La matriz de § es A = [—6] que claramente es definida negativa. Por tanto, en
(2,0,2) hay un méaximo local. n

Del mismo modo que en programacién cldsica no restringida, la condicién an-
terior nos proporciona una herramienta para determinar qué puntos criticos son
optimos locales, pero no asegura su globalidad. Vamos a introducir una condicién
suficiente de segundo orden para 6ptimos globales:

Teorema Consideremos el problema (PR) y supongamos que D es un abierto
convero y Tx es un punto critico del problema. Entonces:

1. Si f(Z) es una funcidn conveza y todas las restricciones son lineales, T* es un
minimo global relativo de f. Ademds, si la funcion es estrictamente convexa
el minimo es estricto.

2. Si f(z) es una funcidn céncava y todas las restricciones son lineales, T*
es un mdximo global relativo de f. Ademds, si la funcion es estrictamente
concava el mdzimo es estricto.

Ejemplo Resuelve el problema

Maz —2? — 3y?
s.a. y—x=2

SOLUCION: Al tratarse de polinomios, las funciones f y g estan definidas sobre R?
que es un abierto convexo.
Calculemos los puntos criticos. La funcién lagrangiana del problema es:

L(z,y\) = —2? =35> +X2—y+2).

Planteamos el gradiente del lagrangiano, lo igualamos al vector nulo y obtene-
mos el sistema:

-2 +A = 0
—6y -\ = 0
—T +y = 2

cuya solucién es (f%, %,73). Al tratarse del tnico punto critico, es el tnico
candidato a maximo que tenemos. Vamos a aplicar el teorema para saber si
realmente es un méximo global. Es obvio que todas las restricciones (en este
caso, s6lo hay una) son lineales. Estudiemos la convexidad de la funcién objetivo

f(x,y) = —2? — 3y?. La matriz hessiana de f es:

Hf(z,y) = ( _(2) _2 )
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Puesto que se trata de una matriz diagonal y todos los elementos de la diagonal
principal son negativos, la forma cuadrética asociada a H f(x,y) es definida ne-
gativa y, en consecuencia, f es estrictamente céncava. Por tanto, el punto critico

31

(=5, 5) es una maximo global relativo que, ademds, es tnico. "

10.4 Interpretaciéon de los multiplicadores de
Lagrange

Los multiplicadores de Lagrange aportan una informacién valiosa sobre el pro-
blema considerado. Si Z* es un 6ptimo local de un problema con restricciones

Opt f(z)
s.a. ¢(T)=hb,
y sus multiplicadores asociados son A\* = (A}, ..., \*), una pequeiia modificacién

de uno de los términos independientes b; de las restricciones da lugar a un nuevo
problema con una solucién ligeramente distinta con un valor ligeramente distinto
de la funcién objetivo. Si llamamos f(b;) al valor de la funcién objetivo éptima
cuando el término independiente i-ésimo toma el valor b;, se puede probar que

«_ Of
Ai’abi’

y de acuerdo con la interpretacion de la derivada parcial,

El multiplicador de Lagrange A; indica aproximadamente lo que se
modificard la funcién objetivo éptima por cada unidad marginal que va-
riemos el término independiente b; de la restriccion i-ésima.

Ejemplo Consideremos una empresa que fabrica tres articulos A, B y C en
cantidades x, y, z respectivamente. La empresa fija los precios de sus articulos
segun unas funciones decrecientes en la cantidad producida del siguiente modo: un
articulo A wvale 200 — 4x unidades monetarias, un articulo B vale 200 — 3y u.m.
y, por ultimo, el precio de un articulo C es 100 — z u.m. Ademds, la empresa
ha calculado empiricamente que su coste en funcion de las cantidades producidas
puede aprozimarse por la funcion x2 + 2y? + 22 + 100z 4 100. En la actualidad, el
nivel de produccion total es de 59 unidades, pero la empresa considera que puede
aumentarlo en una unidad sin incumplir sus restricciones técnicas. Calcula los
precios optimos y el beneficio dptimo actual y razona si a la empresa le conviene
aumentar su produccion.

SOLUCION: Veamos que este problema se puede plantear como un problema de
programacion clasica con restricciones. Para ello, pensemos que el objetivo de la
empresa consiste en maximizar sus beneficios y supongamos que la empresa vende
toda su produccion. En este caso, y en ausencia de otras fuentes de financiacion,
la funcién de ingresos de la empresa vendra dada por:

I(x,y,2) = (200—4x)z+(200—3y)y+(100—2)z = —42?—3y*—224+2002+200y+100z,
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mientras que la funcién de costes nos la proporciona el enunciado y es:
Clx,y,2) = 2° + 2y* + 2 + 100z + 100

Con todo ello, la funcién de beneficios podemos calcularla como:

B(z,y,2) = I(x,y,2) — C(x,y,2) = —5z% — 5y — 22% 4 2002 + 200y — 100

Ademi4s, sabemos que el nivel de produccion total es de 59 unidades, es decir,
debe cumplirse la restriccién x + y + z = 59.

Por tanto, con la informacién de la que disponemos podemos decir que el
problema que tiene que resolver la empresa es:

Max —52% — 5y% — 222 + 200z + 200y — 100
sa. x4+y+z=>59

Con los métodos estudiados en epigrafes anteriores, es ficil calcular que el nivel
de produccién éptimo viene dado por (z,y, z) = (24,24, 10) puesto que (24, 24, 10)
con multiplicador asociado A = —40 es el tnico maximo global relativo de B.
Sustituyendo vemos que los precios éptimos de la empresa son p4 = 200—4 x 24 =
104u.m., pp = 200 — 3 x 24 = 128u.m. y pc = 100 — 10 = 90 u.m. Su beneficio
méximo es B(24,24,10) = 3540 u.m.

Si el nivel de produccion total aumenta una unidad marginal, el término inde-
pendente b de la restriccién aumenta en una unidad, y como

dB*
db

=\ = —40,

resulta que el beneficio maximo B* de la empresa disminuiria aproximadamente
en 40 u.m. Por tanto a la empresa no le conviene aumentar la produccién. =

10.5 Algunas aplicaciones

Son muchos los problemas econémicos que se pueden plantear como un pro-
blema de programacién matemaética, como hemos visto en el ejemplo anterior. En
esta seccion veremos algunas aplicaciones. Siempre hemos de tener en cuenta que
en las aplicaciones de la programacién matematica a la economia nos interesa, nor-
malmente, encontrar éptimos globales, aunque a veces es mejor tener un 6ptimo
local que ninguna informacién en absoluto. Pensemos, por ejemplo, que si Z* es un
maximo local de una funcién de beneficios esto no quiere decir més que alrededor
de T* no existe otro punto donde los beneficios sean mayores. Pero podria ser que
en el dominio de la funcién hubiese otra combinacién de inputs que proporcionase
mayores beneficios. En tal caso, la solucién * serd de poca utilidad. Sin embargo,
ante la ausencia de cualquier tipo de informacién, un éptimo local podria guiarnos
en la toma de decisiones.
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Ejemplo Una empresa dispone de una almacen desde el que distribuye su pro-
ducto a dos zonas comerciales diferentes. La empresa ha calculado que sus costes
variables de transporte vienen dados por la funcion 3x3 + 223 +4x 29 — 1021 — 822,
donde x; representa la cantidad del producto, medida en miles de unidades, en-
viada a la zona i. Ademds, la empresa tiene que hacer frente a unos costes fijos
de infraestructura de 14 u.m. Calcula cuantas unidades del articulo enviard la
empresa a cada zona para que sus costes sean Minimos.

SoLUCION: El problema es minimizar los costes totales de transporte de la empresa
que vienen dados por la suma de los costes variables y los costes fijos. Esto es, se
trata de resolver el problema:

Min C(z1,22) = 3x% + 2$§ + 4x120 — 1027 — 89 + 14

Para ello calculamos los puntos criticos del problema, igualando el gradiente
de la funcién de costes al vector nulo y resolviendo el sistema asi obtenido:

VC(Q'Jl,J,’Q) = (6.271 + 4xo — 10,4z + 421 — 8) = (0,0)

El tnico punto critico es (1,1). Vamos a clasificarlo:

HC (21, 25) = < 2 i )

Los menores conduentes son A; =6y Ay = 8, con lo que la forma cuadratica
asociada a HC(x1,x2) es definida positiva y, por tanto, C' es una funcién estricta-
mente convexa. En consecuencia, (1,1) es el tinico méximo global de la funcién y
la respuesta al problema es que la empresa debe enviar 1000 unidades de producto
a la primera zona comercial y 1000 unidades de producto a la segunda. ]

Ejemplo Un empresario produce dos articulos en cantidades x, y respectiva-
mente. La empresa tiene un coste fijo de 20 € y sus costes variables unitarios
vienen dados por x € para el primer articulo y x+ 2y € para el seqgundo. En la ac-
tualidad, la empresa tiene una produccion total de 100 unidades. Calcula el coste
minimo para el nivel actual de produccion y razona si al empresario le interesaria,
caso de ser posible, aumentar o disminuir el nivel de produccion.

SoLUCION: El problema es

Min C(z,y)
s.a. Qz,y) =100

Para calcular el coste sabemos que el coste variable por unidad del primer articulo
es x. Si se producen x unidades, el coste variable total del primer articulo sera
x -z = 22. Del mismo modo, el coste variable total para el segundo articulo es

(r + 2y)y = 2y + 2y>. Si afiadimos el coste fijo, obtenemos el coste total

C(x,y) = 2* + 2y* + zy + 20 €.
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Por otro lado, Q(z,y) = « + y unidades. Por tanto debemos resolver

Min 22 + 2y% + 2y + 20
s.a. x4y =100

La funcién lagrangiana es
L(x,y,\) = 2 4+ 2y* + zy + 20 + A(100 — 2 — y).

Calculamos los puntos criticos:

2 +y —-XA = 0
x +4y —-XA = 0
z  +y = 100

Resolviendo el sistema vemos que el inico punto critico del problema es (75,25)
con multiplicador asociado A = 175.

Puesto que la restriccion del problema es lineal, vamos a estudiar la convexidad
de la funcién objetivo C(z,y) = 22 + 2y* + zy + 20.

HC(a:,y):(f 111)

Sus menores principales conducentes valen A1 = 2y Ay = 7, con lo que la
forma cuadrética asociada a HC(x,y) es definida positiva y C' es una funcién
estrictamente convexa. Por tanto, (75,25) es un minimo global estricto relativo
del problema y el coste minimo es de 8770 €.

Si el empresario puede cambiar el nivel de produccién actual, es decir, modificar
el termino independente b de la restriccién, el comportamiento local de los costes
vendra dado por el multiplicador A:

oC*

5 = A =175.
El signo positivo indica que por cada unidad marginal que el empresario aumente
(disminuya) el nivel de produccién, el coste aumentard (disminuird) 175 unidades
marginales. Luego al empresario le convendria disminuir el nivel de producciéon
total. n

Ejemplo Una empresa fabrica dos articulos en cantidades x, y. Su funcion de
costes viene dada por C(z,y) = x? + 2y* + xy + 20€. Calcula el mdzimo nivel
de produccion de la empresa sabiendo que el coste total son 8770€. Razona qué
ocurrird con la produccion si la empresa decide tener un coste total de 8769 €.

SoLucION: El problema es

Max  Q(z,y)
s.a. C(x,y) =8770.

Por tanto, debemos resolver

Max x+vy
sa. 22+ 2y? + xy = 8750.
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La funcién lagrangiana es
L('T7ya )‘) =r+y+ )\(8750 — LL‘Q — 2y2 — ;I;y)

Los puntos criticos son las soluciones del sistema

1—-2zA—y\ = 0
1—Ayl—ax\ = 0
22+ 2y +ay = 8750

Despejando A de las dos primeras ecuaciones e igualando las expresiones resultan-
tes, obtenemos x = 3y. Sustituyendo en la tercera ecuacién, 14y% = 8750, con lo
que y = 25 o y = —25. Rechazamos este dltimo resultado por carecer de inter-
pretacién econémica y sustituimos en los resultados anteriores, con lo que al final
obtenemos un punto critico para este problema que es (75, 25) con multiplicador
asociado A = %

Puesto que la restriccién no es lineal, no podemos clasificar el punto critico
mediante el teorema para 6ptimos globales. Vamos a utilizar, pues, la condicién
suficiente de segundo orden para éptimos locales. Tenemos que la matriz hessiana

respecto de las variables x,y es:

=2\ =
H(z,y)’&(xaya)‘)_( Y _4)\)

que calculada en el punto critico es:

" (75,95 1 175 175
(z,y) (75, 71775)* 3 4
175 175
Los menores conducentes valen:
= L <0
! 175
y
=—>0
2= 1375

con lo que la forma cuadratica asociada es definida negativa y el punto (75,25)
con multiplicador asociado A\ = 1—%5 es un maximo local relativo del problema.

Asi pues, el maximo nivel de produccién que puede alcanzar la empresa es
Q(75,25) = 100 unidades de producto, aunque hemos de tomar este resultado
con precauciéon puesto que el 6ptimo calculado es local y, por tanto, no podemos
asegurar que no existan otras combinaciones de inputs para las cuales la produccién
sea mayor con el mismo coste.

Si la empresa decide reducir su coste total en una unidad, esto es, pasar de
8770 a 8769 €, el término independiente del problema se reduce en una unidad que
podemos considerar marginal. Por la interpretacion del multiplicador de Lagrange,
sabemos que

oQr \_ 1
ob 175
El signo positivo indica que por cada unidad marginal que el empresario disminuya

el coste, el nivel de produccién disminuira % unidades marginales. L]
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Ejemplo La funcién de utilidad de un consumidor es U(x,y) = In(14+zy), donde
x, y son la unidades consumidas de los bienes A y B, respectivamente, cuyos
precios son ambos de 1 € por unidad. El consumidor dispone de una renta de 4€.
Calcula las cantidades de ambos bienes que mazximizan la utilidad suponiendo que
el consumidor gasta toda la renta. Interpreta el multiplicador de Lagrange.

SoLuciON: Con los datos que tenemos podemos plantear la restriccién presupues-
taria x + y = 4. El problema es

Max In(1 + zy)
sa. x4+y=4

La funcién lagrangiana es
Calculamos los puntos criticos:

oL y

or 1+xy_)\ =0
oL T

o _ —\ =
oy 1+xy 0
oL

o 4—z—y = 0

Despejando A de las dos primeras ecuaciones e igualando obtenemos
y—|—my2 =x+x2y.

Despejando y de la tercera ecuacién del sistema y sustituyendo en la anterior,
tenemos la ecuacion de tercer grado en x:

22— 622+ Tx+2=0

cuyas soluciones son z = 2, z = 2+ 5 y = 2 — v/5. Rechazamos este tltimo
resultado, por no tener sentido econémico, y calculamos, parax =2,y = 4—x = 2;
para z = 2++/5, y = 4—x = 2—+/5. Este tltimo resultado tampoco tiene sentido
y, por tanto no lo consideramos.

Con todo lo anterior, el problema que estamos intentando resolver tiene un
punto critico que es (2,2) con multiplicador asociado A\ = %

Puesto que la restricciéon es lineal, vamos a ver si podemos estudiar la convexi-
dad de la funcién objetivo y, asi, aplicarle la condicién suficiente de segundo orden
para 6ptimos globales. La matriz hessiana de la funcién U es:

_ 1
(1+zy)? (1+ay)?

HU(z,y) =
1 22
(T+zy)?  — (Ifwy)?




154 10. OPTIMIZACION CLASICA

Sus menores conducentes valen:

y?
Al =————-<0
! (1+ zy)?

x2y2 -1
(1 +ay)?’

cuyo signo puede variar dependiendo de x, y. Asi pues, no podemos concluir que
existe un méaximo global. Empleemos la condicién suficiente de segundo orden
para 6ptimos locales. Primero estudiaremos la matriz H, )L (x,y, ) que en este
caso coincide con HU (x,y). Calculada en el punto critico tenemos que:

Ay =

4 1
He. 02,22 P
@nh(2,2,7) = L.
25 25
Sus menores principales conducentes son
4 3
Al = —— <0y Ay = — >0
1= "gp <y A2=1o0 >

con lo que la forma cuadratica asociada es definida negativa y, por tanto, el punto
(2,2) con multiplicador asociado A = 2 es un méximo local.
En conclusién, si el consumidor desea maximizar su utilidad utilizando toda
su renta, debe consumir 2 unidades del bien A y 2 unidades del bien B.
El multiplicador de Lagrange se interpreta como:
*
o2
ab 5
Puesto que el termino independiente representa la renta total del consumidor, el
significado de A es que cuando su renta aumenta (disminuye) una unidad marginal,
la utilidad aumenta (disminuye) 0.4 unidades marginales.

10.6 Ejercicios

1. Razona la respuesta a estas cuestiones:
(a) {Una funcién puede tener més de un méximo global estricto? ;Puede
no tener ninguno? ;Y maximos globales no estrictos?
(b) ¢Un méximo global de una funcién es necesariamente un maximo local?
(¢) ¢{Un minimo local de una funcién es necesariamente un minimo global?

(d) ;Un minimo local estricto de una funcién es necesariamente un minimo
local no estricto? ;Y al revés?

(e) {Un méximo local absoluto de una funcién es necesariamente un maximo
local relativo a un conjunto de restricciones S7 ;Y al revés?

(f) ;Un punto de silla de una funcién puede ser un méximo relativo?
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(g) ¢Un méximo global de una funcién que satisfaga un sistema de restric-
ciones puede ser un maximo relativo a las mismas? ;Puede no serlo?
LY sies local?

(h) ;Un minimo global relativo de una funcién puede ser un minimo global
absoluto? ;Puede no serlo?

(i) ¢{Un méximo global de una funcién puede ser también un minimo glo-
bal? ;Y si es estricto?

(j) Si una funcién tiene un maximo global absoluto y un médximo global
relativo a un sistema de restricciones, jen cudl de los dos serd mayor el
valor de la funcién objetivo? ;Puede valer lo mismo? Si la respuesta es
afirmativa, ;pueden no darse en el mismo punto?

2. ;Tiene solucién local el problema Min 22 — 2 ? ;Y si lo restringimos a
2z — y = 37 Cuando la respuesta sea afirmativa, jes global la solucién?

3. Calcula los extremos locales de las siguientes funciones:

(a)
(b) f
(c) f
(d) f
(e) f
() 1

) 68x2+3y2 —4xy—8x
s

[z,

(r,y,2) =222 +y?> + 322 + 2y +yz — 35z —y — 2,

(z,y) = 2% + 2y + z,

(7,y) = y? + 422y sujeta a la restricciéon zy = 2,

(z,y,2) = In(zyz) sujeta a la restriccién x + y + 2% = 5,

(2,9,2) = =322 + 2y? — 22 + 22y — 4wz + 70 sujeta a las restricciones
r+y=-52x+2z=6.

4. Calcula los extremos globales de las funciones del ejercicio anterior.

5. Una empresa exporta un producto a tres paises en cantidades x, y, z, res-
pectivamente. La empresa tiene unos costes variables de transporte de z —y
unidades monetarias por cada unidad del producto enviada al primer pais,
3y —x — 2z um. por cada unidad enviada al segundo pais y 4z — 2y u.m.
por cada unidad transportada hasta el tercero. Ademads, la empresa ha cal-
culado que sus costes fijos son de 800 u.m. Su cuota de exportacion es de
1500 unidades en total.

(a) Calcula las cantidades que se exportaran a cada pafs si el objetivo de
la empresa es minimizar sus costes totales de transporte.
(b) Razona el efecto que producirfa una pequenia disminucién de la cuota

de exportacion.

6. Un inversor desea comprar dos activos cuyos rendimientos son del 10% y el
6% respectivamente. Si las cantidades invertidas son x e y, el inversor ha
aproximado el riesgo por la siguiente forma cuadrética:

R(z,y) = 0.02522 + 0.005y° + 0.04zy €.

(a) Sielinversor estd dispuesto a asumir un riesgo de 1331 €2, ;qué cantidad
debe invertir en cada activo para maximizar el rendimiento total?
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(b) Si el inversor quiere obtener una rentabilidad total de 22€, ;qué canti-
dad debe invertir en cada activo para minimizar el riesgo?

(¢) Analiza la relacién entre los problemas de los dos apartado anteriores.



11. La integral definida

11.1 La integral de Riemann

El concepto de integral definida Supongamos que una empresa ha tenido a
lo largo de un ano unos beneficios marginales constantes de 200 u.m./ano. Asi,
durante cada mes (1/12 de ano) gané 200/12 = 16.6 u.m., lo cual tiene sentido.
También podemos decir que cada segundo estuvo ganando 0.00000038 u.m., lo
cual no tiene sentido econdémico, pero esto no importa, pues las hipdtesis seran
aceptables si, efectivamente, cada mes la empresa incrementé sus beneficios en
16.6 u.m. Asi, si una empresa tiene unos beneficios marginales constantes de 200
u.m./ano, podemos decir que al cabo de un ano sus beneficios acumulados pasan
a ser de 200 u.m.

Supongamos ahora que los beneficios marginales no han sido constantes, sino
que fueron de 100 u.m./ano el primer semestre y de 200 u.m/ano el segundo
semestre. Més concretamente:

_ 100 si0<t<1/2,
B(t) = {200 sil/2<t<1,

donde t es el tiempo expresado en anos.

0 1/2 1
En este caso, los beneficios acumulados son

1 1
B:100-5+200-§ = 150 u.m.

Conviene observar que los beneficios coinciden con el drea que queda por debajo de
la grafica de la funcién de beneficios marginales (la zona sombreada en la figura).

157
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Supongamos ahora que los beneficios marginales no han sido constantes du-
rante cada semestre, sino que han variado cada mes. Digamos que han sido
de 20 u.m./afio en enero, de 40 u.m./ano en febrero, etc. Para expresar ma-
temdaticamente este caso, o bien distinguimos doce casos en la definicién de B,,, o
bien usamos la funcién parte entera E(z):

By (t) = 20(E(12t) + 1).

Para calcular el beneficio acumulado hemos de descomponer el ano en los doce
periodos (los doce meses) en los que el beneficio marginal es constante. En enero el
beneficio acumulado es de 20/12 u.m., en febrero acumulamos 40/12 u.m. que hay
que sumar a las de enero, y asi sucesivamente, con lo que el beneficio acumulado
al terminar diciembre resulta ser

20 40 240
B = 12-1— 12+~--+ B = 130 u.m.

FEl resultado es también el area que deja bajo su grafica la funcién de beneficio
marginal.

La expresién del beneficio marginal es complicada porque mateméticamente es
complicado tratar con saltos bruscos, y aqui estamos suponiendo que el beneficio
marginal aumenta a saltos. Matematicamente es mas facil trabajar si suponemos
que el beneficio marginal varia de forma continua con el tiempo, lo cual es tan
artificial como toda variacion continua, pero a menudo un modelo matematico con
este tipo de hipdtesis se ajusta bien a la realidad en sus predicciones y es mucho
mas facil de tratar.

Supongamos ahora que el beneficio marginal de la empresa viene dado por la
funcion

By (t) = 240t.

Esto significa que, por ejemplo, a finales de febrero la empresa tenia una tasa
de beneficios de B,,(2/12) = 40 u.m./ano, igual que en el caso anterior, pero
la diferencia es que esto no fue constante durante todo el mes de febrero, sino
que a principio de mes sus beneficios eran de 20 u.m./afio y fueron ascendiendo
gradualmente hasta llegar a las 40 u.m./ano a fin de mes. Para calcular el beneficio
acumulado en este caso necesitaremos el calculo integral, por lo que conviene
empezar a introducir algunos de los conceptos en los que se basa.
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Definicién Diremos que una funcién f : [a,b] — R estd acotada en el intervalo
[a,b] si existen nimeros reales m < M tales que para todo x € [a,b] se cumple
m < f(z) < M. En tal caso se dice que m es una cota inferior de f y que M es
una cota superior.

Una particion de un intervalo [a, b] es un conjunto finito P de puntos del inter-
valo ordenados de forma creciente:

P={a=zo<x; <--<zp =b}

Para una particién dada P, llamaremos Ax; = z; — x;_1. Llamaremos norma
de la particién P al maximo de estas longitudes Ax;. Se representa por || P||.
Definimos

mi(f) = mf f(z),  M(f)= sup [f(z)

z€[wi—1,24) z€[Ti—1,24)

Aunque la definicién del infimo y el supremo de una funcién en un conjunto
presenta ciertas sutilezas, es bastante aproximado decir que m;(f) es el menor
valor que toma f en el intervalo [z;_1,2;] v M;(f) es el méximo valor que toma
en dicho intervalo.

En nuestro ejemplo estamos estudiando la funcién f = B,,, definida en el
intervalo [0, 1] en el que, ciertamente, estd acotada. Una cota inferior es m =0y
una cota superior es M = 240. Para calcular el beneficio acumulado consideramos
una particién del intervalo, por ejemplo la particién en meses:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
P={0< =< =< =< =< =< =< =< =< =< —=<=—x1
{0<12<12<12<12<12<12<12<12<12<12<12< }

Es decir, tg = 0, t; = 1/12, t5 = 2/12, etc. Los incrementos son todos iguales
At; =1/12 y la norma de P es, por lo tanto, ||P| =1/12.

En el intervalo [to,t1], la funcién B,, pasa de 0 a 20, luego tenemos que
mi1(By) = 0y Mi(By,) = 20. Similarmente mo(By,) = 20 y Ma(B,,) = 40,
etc.

No sabemos calcular el beneficio acumulado cuando el beneficio marginal es
By, pero si que podemos resolver un problema mas simple: ;Cudl seria el beneficio
acumulado si en cada intervalo [t;_1,t;] (0 sea, en cada mes) el beneficio marginal
se mantuviera constante igual a m;(B,,)? Entonces el beneficio en enero seria nulo
(pues mq(By,) = 0), el de febrero serfa 20/12, pues mz(B,,) = 20, etc. En total
tendriamos

12

Esto no es el beneficio acumulado realmente, pues hemos redondeado hacia
abajo el beneficio marginal en cada intervalo. Por ejemplo, en enero hemos con-
siderado que no se acumula beneficio porque el primer segundo de enero era asi,
pero a lo largo del mes el beneficio marginal crece y eso no lo hemos tenido en
cuenta. Similarmente, hemos considerado que el beneficio marginal de febrero era

12 1
$(Bm,P) = > mi(Bm)— = 110 u.m.
i=1
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de 20 u.m./afno, cuando eso sélo es asi el primer segundo y no hemos tenido en
cuenta este crecimiento.

<

<

5 08 D0 B0 O 8 ..1

La figura muestra la diferencia entre lo que hemos calculado y lo que queremos
calcular. Hemos calculado la regién sombreada y lo que queremos calcular es el
area que deja la funcién B, bajo su gréfica. Encima de cada columna de area
que hemos contado hay un tridngulo que corresponde a los beneficios acumulados
como consecuencia del aumento de B, que no hemos considerado. Tenemos, pues,
que la suma que hemos calculado queda por debajo del beneficio acumulado B que
queremos calcular:

110 = s(B,,, P) < B.

Por otra parte, también sabemos calcular el beneficio acumulado si suponemos
que el beneficio marginal en cada mes [t;_1,t;] permanece constantemente igual a
M;(B,,). En tal caso serfa

12 1
S(Bm, P) = Z]Wi(Bm)E = 130 u.m.
i=1

- ...1

Ahora nuestro célculo supera el valor B que queremos calcular, pues, por ejem-
plo, hemos supuesto que durante el mes de enero hemos tenido unos beneficios
marginales de 20 u.m./afio cuando esto sélo ha sido as{ a final de mes. La figura
muestra unos tridngulos de exceso de la suma respecto al valor que buscamos. En
resumen tenemos que

110 = 5(B, P) < B < S(By, P) = 130.

No hemos calculado el beneficio acumulado pero ahora sabemos que esta entre 110
y 130 u.m. Generalicemos:
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Definicién Si f : [a,b] — R es una funcién acotada y P es una particién de
[a,b], se define la suma superior de Riemann y la suma inferior de Riemann de f
respecto a P como

s(f,P) = émi(f)Ami7 S(f,P) = 3 My(f)As.

i=1

Si la funcién f(z) representa el incremento marginal de una cierta
magnitud M (es decir, lo que aumenta M por cada unidad marginal que
aumenta z en un punto dado), entonces las sumas s(f, P) y S(f, P) son
aproximaciones por defecto y por exceso al incremento acumulado de M en
el intervalo [a, b]. M4s concretamente, la suma inferior es la aproximacién
que resulta de suponer que en cada intervalo [z;_1, 2;] €l incremento mar-
ginal f permanece constantemente igual al menor valor que realmente
toma en él. La suma superior es la aproximacién que resulta de tomar
como valor constante para f el mayor valor que realmente toma.

La clave para llegar al valor exacto del beneficio acumulado es que cuando
tomamos particiones de norma cada vez mas pequena el error que cometemos se
hace cada vez menor. Por ejemplo, vamos a ver qué ocurre si dividimos el intervalo
[0, 1] en n partes iguales de longitud 1/n (hasta ahora hemos trabajado con n = 12.
Entonces tg =0, t; = 1/n, to = 2/n, etc. Claramente

240(i — 1 240i
i (Bo) = Bon(tin) = 200D 3L = Bt = 220
n n
Por lo tanto
n n 240(i—1) 1 240
B,,,P) = (B At =S T g 14—
5(Bm, P) ;m( ) L =g (0+lttn—1)
240 (n — 1 -1 1
- —fu:uo" :120(1——).
n 2 n
Similarmente
n n 240i 1 240
S(BmsP) = S Mi(Bn)Ati= Y "= = = (1 42+---+n)
i=1 =1 N N n

94 1 1 1
_ _20w:120"+ _120<1+—>.
n 2 n n

Asi pues, el beneficio acumulado B tiene que cumplir

1 1
120(1——>§B§120<1—|——>
n n

para todo numero natural n. Como el limite cuando n tiende a infinito de los dos
extremos es 120, ha de ser B = 120.
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Definicién Sea f : [a,b] — R una funcién acotada. Se definen la integral
inferior de Darbouz y la integral superior de Darboux de f en [a,b] como

/f )dz = sup (£, ). /f )di = f S(/., P),

donde P recorre todas las particiones posibles de [a,b]. En otras palabras, la inte-
gral inferior es el mayor valor al que podemos acercarnos mediante sumas inferiores
y la integral superior es el menor valor al que podemos acercarnos mediante sumas
superiores.

Se dice que la funcién f es integrable Riemann en [a,b] si ambas integrales
coinciden, y entonces al valor comun se le representa por

/ab flz)dz = /;f(x) dz /;f(x) dx

Por ejemplo, hemos comprobado que la funcién B,,(t) = 240t es integrable
Riemann en [0,1] y

1
/ 240t dt = 120.
0

En conclusion, la interpretacion marginal de la integral de Riemann es la si-
guiente:

Si la funcién f(x) representa el incremento marginal de una funcién

F para cada valor de z, entonces fab f(z)dx representa el incremento
acumulado de F en el intervalo [a, b], es decir, es igual a F(b) — F(a).

En la practica, para determinar cuando y de qué manera debemos calcular
integrales para plantear y resolver un problema podemos emplear razonamientos
infinitesimales como éste:

Volviendo a nuestro ejemplo, si los beneficios marginales de una empresa son de
240t u.m./ano, esto significa que en un incremento de tiempo marginal de dt anios
nuestro beneficio se incrementard en dB = 240t dt u.m. Si dt es un incremento
de tiempo muy pequeno, entonces dB representa un incremento de beneficios muy
pequeno.

Toda la discusion precedente se resume en que la suma de los infinitos incre-
mentos infinitamente pequenos dB es matematicamente la integral de esta funcién
sobre el intervalo de tiempo en que se acumulan los beneficios. En este caso,
fol 240t dt. Conviene tener siempre en cuenta lo siguiente:
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Para que una integral f; f(x) dz tenga una interpretacién econémica
el integrando f(z) ha de ser siempre una magnitud marginal respecto de la
variable dx, es decir, si z es tiempo, entonces el integrando tendra que ser
un beneficio marginal respecto del tiempo, o un ahorro marginal respecto
del tiempo, etc. En particular tendra que estar expresado en “unidades de
lo que sea” / unidades de tiempo. Si z es la cantidad producida de un bien,
el integrando tendra que ser el coste marginal respecto a la produccion, o
el beneficio marginal respecto de la produccion, etc.

En la préctica, el unico criterio que veremos para reconocer funciones integra-
bles es el siguiente:

Teorema Si una funcién acotada f : [a,b] — R es continua en todo [a,b] salvo
a lo sumo en un nimero finito de puntos entonces es integrable Riemann en [a,b].
En particular toda funcidn continua en un intervalo [a,b] es integrable Riemann.

Para el cédlculo explicito de integrales, basta aplicar el teorema siguiente:

Regla de Barrow Si f : [a,b] — R es una funcidn continua en [a,b] entonces
existe una funcion F : [a,b] — R continua en [a,b] y derivable en ]a,b| tal que
F' = f ysi F es cualquier funcién que cumpla esto entonces

b
/ f(z)dx = F(b) — F(a).

Cualquier funcién F en las condiciones de la regla de Barrow se llama primitiva
de la funcién f.

Respecto al calculo de integrales en la practica, observemos lo siguiente: En las
condiciones del ejemplo que hemos estado estudiando, llamemos B(t) a la funcién
que nos da el beneficio acumulado en el instante ¢. Supongamos que es derivable en
todo punto. Entonces B’(t) es el aumento que experimenta el beneficio acumulado
en t por cada unidad marginal de tiempo que pasa, es decir, es el beneficio marginal
en t. Con la notacién que empledbamos: B,,(t) = B’(t). Segin hemos visto,
f: By, (t)dt es el beneficio acumulado desde el instante a hasta el instante b, es
decir,

/b B'(t)dt = B(b) — B(a).

Por ejemplo, para calcular fol 240t dt basta observar que F(t) = 120t? es una
primitiva de 240¢t, luego

1
/ 240t dt = F(1) — F(0) = 120 — 0 = 120.
0

Un poco maés en general, se cumple lo siguiente:



164 11. LA INTEGRAL DEFINIDA

Teorema Sea f : [a,b] — R una funcion integrable Riemann en [a,b]. Entonces
la funcién F : [a,b] — R dada por

Plt) = /: F(@) da

es continua en [a,b] y si f es continua entonces F' es derivable y F' = f.

La interpretacién de este teorema es que si f es el incremento marginal de
una magnitud, entonces F' es el incremento acumulado de la misma. Por ejemplo,
si f(t) = 240t es el beneficio marginal de una empresa, su beneficio acumulado
(desde t = 0) en un instante ¢ serd

t
B(t) = / 240z dr = [1202%]) = 120¢>.
0

A veces tiene interés determinar el valor medio de una funcién en el sentido
del teorema siguiente:

Teorema de la media Si f : [a,b] — R es una funcidn integrable Riemann
que toma valores comprendidos entre m y M, entonces se cumple

b
d

Este valor p se llama valor medio de f en [a,b]. Si f es continua entonces existe
un punto ¢ € [a,b] tal que p = f(c).

Ejemplo Supongamos que los beneficios marginales de una empresa vienen da-
dos por B, (t) = 240t u.m./anio. Calcula el beneficio medio del periodo [1,3].

SOLUCION: Segin el teorema anterior,

Ji240tdt 1

p=to—— = 5[120#]? = 480 u.m./ano.
Como el integrando es continuo, tiene sentido buscar en qué instante se alcanza
la media. Concretamente, 240t = 480 nos da ¢t = 2. n

Terminamos con algunas propiedades adicionales de la integral de Riemann.

Teorema Se cumplen las propiedades siguientes:

1. Si f y g son funciones integrables Riemann en [a,b] entonces f + g también
lo esy

/ab(f(x) +g(x))dr = /ab f(x)dx + /abg(x) de.

2. Si f es una funcion integrable Riemann en [a,b] y o € R, entonces af

también lo es y
b b
/ af(x)de = a/ f(z)dx.
a a
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. Si f es una funcidn integrable Riemann en [a,b] entonces |f| también lo es

! b
/a f(z)dx

. Si f y g son funciones integrables Riemann en [a,b] entonces fg también lo
es, aunque no hay ninguna relacion sencilla entre la integral del producto y
las integrales de los factores.

< [ @ia

. St f y g son funciones integrables Riemann en [a,b] y para todo x € [a,b] se
cumple f(x) < g(x), entonces

/a ' fla)ar < / g e

En particular la integral de una funcion no negativa es no negativa y la
integral de una funcion no positiva es no positiva.

. Si f:]a,b) — R es una funcidn acotada en [a,b] y a < ¢ < b, entonces f
es integrable Riemann en [a,b] si y sdlo si lo es en [a,c] y en [c,b], y en tal

o /abf(:v) dx:/:f(at) dx—i—/cbf(m) da.

La dltima propiedad permite calcular integrales de funciones discontinuas, des-
componiéndolas en intervalos donde sean continuas y se pueda aplicar la regla de
Barrow.

Ejemplo Calcula la integral

3
/ €2 dx.
1

SoLuciON: El integrando es ciertamente integrable Riemann en [1,3] puesto que
es una funcién continua. Para calcular la integral observamos que si F(z) = 2%,
entonces F’(z) = 22, luego nos harfa falta un 2 en el integrando para poder
aplicar la regla de Barrow. Usando las propiedades de la integral concluimos que

3 3
/1 e? dx=§/1 2¢? da:zi[ez }“;':5(66—62).

2
Ejemplo Calcula la integml/ f(z)dx, donde
—2

f(x):{xQ—l six <0,

senxr six >0.

SoLucION: Como las funciones 22 — 1 y senz son continuas en R, son acotadas
en todo intervalo acotado. Por lo tanto, la funcién f estd acotada y a lo sumo
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es discontinua en x = 0. No es necesario estudiar si lo es de hecho o no porque
aunque fuera discontinua en un punto, no por ello dejaria de ser integrable. Para
calcular la integral no podemos aplicar directamente la regla de Barrow, sino que
hemos de descomponer la integral en dos tramos:

/_Zf(x)dfc:/_Zf(x)d$+/02f(x)dx:/_02(x2—1)dx+/025enxdx

3 0
2 1
= {%—x]_Z—i—[—cosx]g:—g—cos2+1: 3 —cos2.

Aunque, como ya hemos visto, calcular integrales definidas se reduce en la
practica a buscar primitivas, para comprender la presencia de integrales en las
férmulas en las que aparecen hemos de tener presente la interpretacion marginal
de la integral de Riemann.

Aplicaciéon: Rentas continuas Un problema sencillo de la matematica finan-
ciera es valorar una renta discreta. Supongamos que queremos hacer un depdsito
en un banco para que éste, al cabo de Tj anos nos pague una renta anual de C' u.m.
hasta el ano T. El problema es determinar la cantidad que hemos de depositar
sabiendo el tipo de interés efectivo 1.

Si hemos de disponer de un capital C' dentro de j anos tendremos que depositar
hoy un capital C(1 +4)~7 Por consiguiente, el valor actual de la renta serd

T
Vo= > C(1+d)™7.
Jj=To

Una renta continua es una renta que no se cobra aflo a ano, o mes a mes, o dia a
dia, sino de forma continua, es decir, cada instante que pasa, por pequeno que éste
sea, el capital reembolsado aumenta ligeramente, con un aumento menor cuanto
menor sea el tiempo considerado. Naturalmente esto es ficcién, pero nos lleva a
considerar integrales en lugar de sumas enormes, y en muchos casos los resultados
son lo suficientemente aproximados como para que, al menos, en estudios tedricos,
convenga usar modelos continuos.

Una renta continua estd determinada por la funcién de reembolso marginal R(t)
(medida, por ejemplo, en u.m./afio) que nos indica lo que aumenta el capital reem-
bolsado por cada unidad marginal de tiempo transcurrida. Mas concretamente,
si en un instante ¢t dejamos pasar un tiempo marginal dt, nuestro capital habrd
aumentado en R(t)dt. El valor actual (en ¢ty = 0) de este capital que recibimos
en t, serd R(t)(1+14)~"dt. El valor actual de la renta serd la suma de los infinitos
valores actuales de los incrementos infinitesimales de capital que recibimos en el
periodo [Ty, T], lo que matematicamente se expresa mediante la integral

T
Vo= [ R@)(1+4)""dt.
To
Naturalmente, si en lugar de considerar el tipo de interés anual ¢ consideramos
interés continuo, el factor de descuento seria e~ en lugar de (1 +14)~t. "
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Ejemplo Calcula el valor inicial de una renta continua durante un periodo de 5
anos por valor de 3600€ anuales el primer ano con un incremento del 4% anual,
considerando un tanto de descuento del 7% (continuo anual).

SoLuciON: El enunciado afirma que el reembolso marginal empieza siendo de
3600€ /afio y se incrementa en un factor de 1.04 cada ano. Por lo tanto

R, (t) = 3600(1.04)" € /afio.

El reembolso en un tiempo dt es 3600(1.04)" dt€. El valor actual de este
reembolso infinitesimal es 3600(1.04)!e=9-07 4t € . El valor inicial de toda la renta
serd la suma de estas cantidades infinitesimales cuando ¢ varia entre 0 y 5, es decir,

5
Vo = / 3600(1.04) =007 gt
0

Para calcular la integral conviene agrupar las dos exponenciales. Para ello
usamos que
(104)t — etln(1404) ~ 60'04t.

Por lo tanto

5 5
Vo = / 360024007t gt — 3600 / e 003t gy —
0 0

5

-1

3600 [—e—O-O?’t] ~ 16715.04 €.
0.03 0

11.2 La integral impropia

Consideremos ahora el problema de valorar una renta continua perpetua. Con-
cretamente, un consumidor abre un sobrecito de Nescafé y resulta premiado con
un sueldo de 600<€ al mes durante toda la vida. La pregunta es jcudnto dinero ha
tenido que depositar Nescafé en un banco para que éste asuma el pago de dicha
renta, supuesto un interés efectivo anual del 5%?7

En la practica podriamos hacer los cédlculos bajo la hipdtesis de que el consu-
midor no va a vivir més de 100 anos, pero tedricamente resulta mucho més simple
asegurar que el banco pagard la renta a perpetuidad (no resulta mucho més caro).

0 t +00

Concretamente, si expresamos el tiempo en anos, 600€ /mes son 7200 € /aflo.
Este es el reembolso marginal, luego, fijado un tiempo ¢, el reembolso en un in-
tervalo dt serda dR = 7.200dt. El valor actual de este reembolso infinitesimal sera
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dV = 7.200(1.05)~t dt, luego para asegurar la renta hasta un tiempo T tendremos
que depositar:

T T
1. 92
/ 7.200(1.05) " dt = 7.200 {—( 05) } 7.200
0 0

In(1.05) |, In(1.05) (1 (1.05)7").

Si hacemos tender T' a infinito queda

7.200

~ 14 . .
In(1.05) 7570.73€

—+oo
/ 7.200(1.05)"" dt =
0

(La diferencia con el célculo a 100 afios son 1122.20€. Vemos que, como
habifamos comentado antes, no es muy grande en términos relativos.)

Acabamos de calcular lo que se conoce como una integral impropia.

Definicién Sea f : [a,+0c0o[ — R una funcién integrable Riemann en cada
intervalo [a, b] con b > a. Se define la integral impropia de primera especie

+oo t
/a flx)de = t_l}’goo/a f(z)dx.

Si el limite no existe se dice que la integral es divergente. En caso contrario es
convergente.

Similarmente, si f : ]—00,b] — R es integrable en cada intervalo [a,b], con
a < b, se define

b b
/_Oo f(z)dx = tlfinoo/t f(z)dzx.

Por tltimo, si f : R — R es integrable en todo intervalo [a, b], se define
—+oo a —+oo
| t@de= [ f@dos [ @

donde a € R es cualquier nimero prefijado, entendiendo que la integral es conver-
gente si y so6lo si lo son las dos integrales impropias de la derecha. Puede probarse
que el valor de la integral completa no depende de la eleccién de a.

+oo dx
/1 ’:E2 .
SOLUCION: Tenemos que

+oo d td 1 t 1
' lm e m |- = lm (-2 +1) =1
1 2 t—+oo Jq x2 t——+o0 x|y t——+o0 t

Ejemplo Clalcula
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/+°° dx
P

SOLUCION: Partimos la integral por z = 0 y calculamos

Ejemplo Calcula

0 dzx B O dx B 0 B T
5 = lim ——— = lim [arctanz], = lim —arctant = .
PN 1+ t——oo [, 1+z t——o0 t——o00 2
Similarmente
oo dx
/ 5 = lim arctant = _,
0 1+2x — 400

luego

En este ultimo ejemplo habriamos llegado al mismo resultado si en lugar de
partir la integral en dos hubiéramos calculado directamente

¢
dx
lim / ——— =  lim [arctan z]', = lim (arctant — arctan —t)
t——+o00 ¢ 1+2x t——+o00 t——+oo

Ahora bien, esto no es correcto salvo que sepamos a priori que la integral es
convergente. En efecto, si f : R — R es integrable en todo intervalo finito, el
limite

+o0 t
VP/ f(@x)dz = lm / f(z)dx
o —t

t——+oo

se llama wvalor principal de la integral fj:; f(z)dz, y coincide con la integral
impropia cuando ésta existe, pero también puede existir aunque la integral sea
divergente.

Ejemplo FEstudia la existencia de

+0o0 +oo
/ dr vy VP/ z3 dx.

SOLUCION: Por una parte,

+o0 t $4 t
VP / 3dr = lim z3dr = lim {—}
oo t—too J_, t—+oo | 4 ¢
t4 _t4
= lim ——( ) = lim 0=0.

t——+oo 4 4 t——+oo
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Sin embargo, aunque vemos que existe el valor principal de la integral, no
podemos decir que la integral valga 0. Al contrario, no existe, como se ve al
partirla:

+oo t 1‘4 t4
22dr = lim 2dr= lim |=| = lim — = co.
0 t—+o0 J t—+oco | 4

Definicién Si f : [a,b] — R es una funcién integrable Riemann en cada in-
tervalo [a,t], con a < t < b, entonces se define la integral impropia de sequnda
especie

b t

/ f(z)dz = lim () de.
a t—b= Jq,
Como en el caso de las integrales de primera especie, se dice que la integral es

convergente si existe el limite y divergente si no existe.

Asf mismo, si f : ]a,b] — R es integrable en los intervalos [t, ], con a <t < b
se define

/abf(x) dx = lim /tbf(x) dz.

t—a™t

Si f :]a,b[ — R es integrable en cada intervalo [t1,%2], con a < t; < t2 < b,

definimos , ,
[ 1@as= [ f@yass [ saa,

donde c es cualquier punto tal que a < ¢ < b, entendiendo que la integral es
convergente si y sélo si lo son las dos integrales impropias de la derecha.

Maés en general, siempre que el dominio de una funciéon f pueda descompo-
nerse en intervalos donde f sea integrable impropia de primera o segunda especie
alrededor de uno so6lo de los extremos, se define la integral impropia de f como la
suma de las integrales de f en cada uno de estos dominios.

Ejemplo FEstudia la integral

/ 9 dx

0o V(x—1)2 )

SOoLUCION: Observamos que el integrando es continuo en [0, 9] excepto en = = 1,
por lo que tiene sentido estudiar las integrales de segunda especie

/1 da /9 dx
o ¥(z—1)? Y v Y (x—1)2
Concretamente,

1 t
dx

- = I ~ )23 dp = lim 3[(x — 1)1/3]t

/0 /(x—1)2 =1 Jo @=-1 AT @ =1

= lim 3((t— 1) —(-1)) =3.

t—1—
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Por otra parte,

9 9
dx - , —2/3 5 _ 1. 1/319
/ls(x_l)z = Jim f (@=1)7de = lim 3(z — 1),
= lim 32— (t—1)'/%) =6,
t—1—

luego la integral es convergente y

9.

Ejemplo FEstudia la convergencia de la integral

/+°O dx
—.
0 z

SOLUCION: La integral es impropia de primera especie porque uno de los limites
de integracion es infinito, pero también es impropia de segunda especie porque no
estd acotada alrededor del 0. Por lo tanto tendremos que descomponerla en dos

partes:
/+°° dr /1 do /+°° dx
0 a2 Jo a? 1 x?’

Analizamos cada una por separado. La integral serd convergente si y sélo si lo
son las dos partes.

1 d.’l; ; 1 d.%' ) 1 1 ) 1
—=1m [ —=lim |——| = lim -1+ — = o0.
o7 ¢t T t

t—0t t—0t €T

Vemos, pues, que la primera parte es divergente, por lo que ya no es necesario
estudiar la segunda. La integral del enunciado es divergente. ]

11.3 La integral multiple

Estudiamos ahorala integracién de funciones de varias variables. La diferencia
fundamental, desde el punto de vista matemaético, respecto de la integracién de
funciones de una variable es que el dominio en el cual se integra una funcién ya no
tiene por qué ser algo tan simple como un intervalo [a, b], sino que puede ser (casi)
cualquier subconjunto acotado de R™. Por lo demas, la construccion de la integral
de Riemann de varias variables es una generalizacion natural de la de una variable
(en lugar de partir el dominio de la funcién en intervalos arbitrariamente pequenos
se lo divide en cubos arbitrariamente pequenos y se definen igualmente las sumas
superiores, inferiores, etc.) No obstante, no vamos a entrar en los detalles de la
construccién, sino que nos limitaremos a explicar cémo se calcula en la practica
una integral multiple.
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Admitiremos, pues, que para cada subconjunto acotado D C R™ hay definida
una familia de funciones f : D C R®™ — R llamadas funciones integrables Rie-
mann en D, para cada una de las cuales estd definido el niimero real representado
por [, f(x1,...,2,)dxy - dzy, y al que se le llama la integral de Riemann de la
funcién f en el recinto D.

El teorema siguiente nos indica cémo calcular una integral cuando el recinto es
un cubo, es decir, un producto de intervalos D = [a1,b1] X « -+ X [an, by].

Teorema Sea D = [ay1,b1] X -+ X [ap,by] un cubo en R™ y sea f : D — R una
funcion integrable Riemann en D. Entonces

b1 bn,
/f(l'l,,l'n)dl'ldl'n:/ (/ f($1,,$n)d$n>d$1
D ai an

Por claridad vamos a escribir el caso particular correspondiente a funciones de
tres variables:

by bo bs
/Df(mayaz) dmdydz = /al <AQ ( o f(mayvz) dZ) dy> d$7

es decir, la integral se calcula integrando primero respecto de z la funcién f(z,y, 2)
(donde consideramos a x e y como constantes), luego integrando el resultado res-
pecto de y (considerando a x constante) y, por ultimo, integrando el resultado
respecto de z. Puede probarse asi mismo que el orden de integracion es irrele-
vante, es decir, también podriamos integrar primero respecto de x, luego respecto
de z y luego respecto de y.

Ejemplo Calcula [ (z*y + z) dedydz, donde D = [1,3] x [-1,2] x [0,1].

SOLUCION: Se cumple que

3 02,1
/(m2y+z)d:vdydz:// /(x2y+z)dzdydx
D 1 J-1Jo
271
// [xyz+2} dydx—// (my+——0)dydx
vy 1
:ﬁ |: 9 JrQ]_ldx/l <2£B +1,?+ )dx

3 2 3 3
3z 3 T 3z
= — 4+ - )dz=|—+—| =18—-2=16.
/1<2+2>$ {2+2L

En el ejemplo anterior hemos admitido técitamente que el polinomio 2y + 2
es integrable Riemann en el cubo D. Esto es consecuencia del teorema siguiente,
que recoge las propiedades bésicas de la integral multiple:
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Teorema Propiedades de la integral de Riemann:
1. Toda funcién continua es integrable en todo recinto cerrado y acotado.

2. SiD=DyUDy CR"y DN Dy =@, entonces una funciéon f: D — R es
integrable Riemann en D si y sélo si lo es en Dy y en Do, y en tal caso

/fdw1-~-dxn:/ fdxl---dxn—i—/ fdxy---dx,.
D D4 Doy

3. Si f y g son integrables Riemann en D, entonces f + g también lo es y
/(f+g)dm1---dxn :/ fdx1-~-dacn+/ gdxy---dx,.
D D D

4. Si f es integrable Riemann en D y o € R, entonces o f también lo es y

/afd:v1~-~dxn:a/ fdxy - dxy,.
D D

5. Si f y g son integrables Riemann en D y f(Z) < ¢g(z) para todo Z € D,
entonces
/ afdxy - dxy §/ gdzxy---dx,.
D D

Para calcular una integral fD f(z1,...,2,)dxy - - - dx, cuando el recinto aco-
tado D no es un cubo, consideramos un cubo C que contenga a D y la funcién
f*: C — R que coincide con f sobre D y vale 0 en los demés puntos de C. Se
cumple que la funcién nula es integrable en C'\ D y su integral es nula, por lo que
las propiedades del teorema anterior nos dan que

/f(xl,...,xn)daﬁ1~-~dwn:/f*(ml,...,xn)dx1-~-dxn,
D c

y la segunda integral sabemos calcularla.

Ejemplo Calcula fD zydxdy, donde D es el recinto limitado por la pardbola
1—22 yeleje X.

SoLuciON: Un cubo que contiene a D es C = [—1,1] x [0,1].
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Hemos de integrar la funcion f* que vale xy en D pero vale 0 en los demas

puntos de C. Asi,
1 1
/ zy dxdy :/ (/ f(x,y) dy> dx.
D -1 \Jo

Ahora bien, para cada valor de z, la funcién f*(x,y) sélo vale xy cuando la y
varfa entre 0 y 1 — x2, luego

1 1—2? 1 2 1—22
/ xy dzdy :/ (/ Ty dy) dx z/ {ﬂ} dx
D -1 \Jo L2,

IRV U AT B AN
T2\2 2 6 2 2 6/))

Para calcular una integral doble podemos integrar primero respecto de x y
luego respecto de y o al revés. El resultado sera el mismo, aunque el calculo puede
ser mas sencillo de una forma que de otra.

Ejemplo Calcula la integral fT e dxdy, donde T es el tridngulo de vértices
(—2, 0); (1a 0) Y (Oa 2)

SoLUcCION: Necesitamos las ecuaciones de los lados del tridngulo. Es claro que
son las indicadas en la figura:

(0,2)

y=1x+2 y=—2z+2

(—2,0) (1,0)

Para recorrer todo el triangulo la  ha de variar entre —2 y 1 y, fijado un valor
de z, la y varia entre 0 y = + 2 cuando « < 0 y entre 0 y —2x + 2 cuando = > 0.
Para considerar los dos casos hemos de descomponer la integral en dos:

/em+ydxdy=/ ez+yd1:dy—|—/ e“Mdxdy,
T T T

donde T} es el tridngulo de vértices (—2,0), (0,0) y (0,2) y T es el tridngulo de
vértices (0,0), (1,0) y (0,2).

0 42 0 o2 0
/ e“drdy = / / e“Mdydx = / [emﬂJ]O dx = / (e** T2 — &™) dx
T —2.Jo -2 -2
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0
= 162“”“2 —e” = 162 -1- 1672“_2 = 162 + 16*2 -1,
2 L, 2 2 2 2

1 p—2042 1
/ e Vdxdy :/ / e dydr :/ [e"1Y]y 2 2 da
T 0o Jo 0

1
= / (e —e")dr =[—e " —e?|l = —e—e—e*+1=—2e+e?+ 1.
0

Por lo tanto, la integral completa es

1 1 3 1
THdrdy = e+ —e 2 —1—2e+e24+1==¢e> -2+ —e 2.
/e xdy 2@ 26 e+e 26 e 2@

Hemos calculado la integral integrando primero respecto de y y luego respecto
de x. Una solucién alternativa consiste en integrar primer respecto de x y luego
respecto de y. Para recorrer el tridngulo la y ha de variar entre 0 y 2 y, para un

. , —2.
valor fijo de y, la 2 varfa entre y — 2 y =

(0,2)
T=y—2 Y T = %
(_27 O) (17 0)
Por consiguiente podemos calcular la integral sin necesidad de separar en dos
sumandos:
2 % 2 y=2
/ e drdy = / / e drdy = / [e"FY], % dy
T 0 Jy-2 0
2 1 2
- (e(y+2)/2 — ey = 20W+2)/2 _ ~ 2y-2
0 2 0
1 1 3 1
=2¢? — 562 —2e+ 56_2 = 562 — 2e + 56_2.
Vemos que de esta forma el calculo ha sido més corto. m

11.4 Ejercicios

1. Calcula

N 17 5 5 )
/ rsenz?dz, v —ldx, / ze® dx, / 23 dx
0 10 0 0

™ 5 3
d
/sen5xcosxdx, /—I, /xemdac,
0 0 ST +2 1

1 ™
/ ze® dx, / (2% + zsenz?) du.
0 0
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Considera la funcién f: R — R dada por
7 six <2
f(””)_{ss siz> 2.

. Es integrable en [0, 8]?, jpor qué? Calcula analitica y geométricamente

/08 f(zx)dx

Repite el problema anterior (excepto el cdlculo geométrico de la integral),
con la funcién g : [0, +00[ — R dada por

(2—2)e® sizx<2
gl@)=9 1

six > 2.
x4+ 3

. La funcién de costes marginales de una empresa es

1
Ch(x) = CEEE

Calcula el coste variable medio de fabricar 10 unidades de producto. Si los
costes fijos son de 10 u.m., calcula la funcién de coste total.

Los costes fijos de una empresa son de 20 u.m., y la funcién de costes mar-
ginales es
10

Cm(z) = CEIEs

Calcula la funcién de coste total C(z). ;Cudl es la funcién de coste variable?

La funcién de costes marginales de una empresa es

1

=2 qm.
Cla) =2+ o .,

donde z es el ntimero de unidades producidas. (Esto significa que cada
unidad producida tiene un coste fijo de 2 u.m. y un coste variable que es
menor cuanto més unidades se fabrican.) Ademds la produccién tiene un
coste fijo de 20 u.m. Calcula la funcién de costes de la empresa. Determina
concretamente el coste de una produccién de 90 unidades de producto.

x

Si el coste marginal de una empresa es C,,(z) = e~%, jcuél es la funcién de

coste variable?

El ahorro de una persona viene dado por A(t) = 1200+ 6¢€/afo. Si el banco
le da un interés efectivo anual de i = 0.05, calcula el ahorro acumulado en
los primeros 5 anos.
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La funcién de reembolso de una renta percibida en un periodo de 15 anos
(a partir de t = 0) es R(t) = 3000t>€ (donde el tiempo t estd en afios).
Calcula la cantidad total percibida y el valor final de la renta, considerando
un interés continuo del 7%.

Determina si las integrales siguientes son convergentes y en caso afirmativo
calcula la integral:

“+o0 6 —1 “+o0 1
/ d—f, / (x — 2)5/3 dz, / e dx, / e* dz, / du i
0 €T -2 —o0 1 o 1—=z

Un trabajador esta estudiando dos ofertas de planes de pensiones. El banco
A le ofrece un sistema de pagos mensuales de modo que el dia previsto
para su jubilacién habra generado un capital de 6.700.000€, por el cual el
banco le ofrece una pensién de 350.000€/ano. El banco B le propone un
plan de depdsitos al mismo tipo de interés con el que generard un capital de
5.800.000€ y a cambio le ofrece una pensién de 300.000€ /anio. Suponiendo,
por simplicidad, que las pensiones son perpetuas, ;qué plan ofrece mayor
rentabilidad? (En otros términos, la pregunta es qué tipo de interés i aplica
cada banco para valorar su propuesta de pensién. Este valor recibe el nombre
de Tasa de Rendimiento Interno (TIR) de la inversién.)

La funcién de beneficios marginales de una empresa viene dada por
B, (t) = sen(2nt) u.m./ano.

Calcula el beneficio acumulado durante el primer afio e interpreta el resul-
tado. Calcula el beneficio medio del primer semestre.

Se estima que los dividendos marginales de una empresa van a ser
D (t) = *um. /afio.

Calcula el valor de las acciones de la empresa en ¢t = 0, es decir, el valor
actual de los dividendos que la empresa producird en el periodo [0, +o0],
actualizados con un interés continuo del 7%.

Calcula el valor inicial de una renta continua con funcién de reembolso
C(t) = 216.000 + 720t € /afio

a percibir dentro de 1 ano y durante un periodo de 3 anos valorandola con
un factor de descuento continuo de i, = 8%. Calcula también el reembolso
acumulado en dicho periodo.

Una empresa estudia una inversiéon de 200 u.m. en maquinaria, de la que
espera obtener un rendimiento de 100 ¢~%%*¢ w.m./afio durante 5 afios. De-
termina si la inversién es rentable calculando su VAN, es decir, calcula la
diferencia entre el valor inicial de los rendimientos menos la inversién. Para
el descuento considera un interés continuo de io, = 0.06. Calcula también el
rendimiento medio anual de la inversién.
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“+o0 6721
[
0 14+e2*

17. Calcula las integrales siguientes:

16. Estudia la integral

(a) / %(y — 1)dzdy, donde D = [1,2] x [1,3].
:Ecosmy dxdy, donde D =[1,2] x [0, 7].

/ xy + z) dxdydz, donde D = [0,1] x [0,1] x [—1,1].

SN

/ x + 2% dxdydz, donde D = [—1,1] x [0,1] x [2,3].

SN

/ d:vdy, donde D = [0,1] x [1,2].

() / ydxdy, donde D es el recinto indicado en la figura:
D
2

2

ydxdy, donde D = {(z,y) e R? |22 +¢y> <1, y > 0}.
D

(2)
1
(h) / 10 dxdy, donde D es el cuadrado de vértices (1,0), (0,1),
DT~

(_1a 0) y (07 _1)'

(1) / (322 + 22)dxdy, donde D es el recinto limitado por y? = 23 + 22.
D

Y2 = 1B + 22




12. Ecuaciones diferenciales

Una ecuacién diferencial ordinaria de primer grado es una ecuacion de la forma
y = f(z,y), donde y = y(x) es una funcién desconocida. Resolver la ecuacién
es encontrar todas las funciones y que la satisfacen. Por ejemplo, la ecuacion
diferencial

y =2y

. . .7 2 . sz
tiene entre sus soluciones a la funcién y(z) = e* /2. En efecto, si y es esta funcién,

entonces y' = ze®’ /2 = xy, tal y como exige la ecuacion.

En este tema veremos algunos métodos para resolver ecuaciones diferenciales
de este tipo. Hay que advertir que es posible plantear y resolver ecuaciones dife-
renciales mucho maés generales: una ecuacién ordinaria de grado n es una ecuacion
en la que aparecen las derivadas de la funcién incégnita hasta el orden n. El adje-
tivo “ordinaria” se opone a “ecuacion en derivadas parciales”, que es una ecuacion
cuya funcién incognita tiene varias variables y en la que aparecen las derivadas
parciales de la misma. También es posible plantear sistemas de ecuaciones diferen-
ciales con varias incégnitas. Pero aqui nos ocuparemos unicamente del caso que
hemos descrito.

En general, una ecuacién diferencial tiene infinitas soluciones, de modo que la
familia de todas ellas depende de una constante de integracién. Por ejemplo, la
solucion completa de la ecuaciéon anterior es y = Cev’/ 2 donde C es un nimero
real arbitrario. Para cada valor de C' tenemos una solucién distinta.

Una solucién concreta de una ecuacion diferencial queda determinada si se

especifica el valor en un punto de la funcién incégnita. Por ejemplo, la tnica
.z .z . .2 72

solucién de la ecuacién anterior que cumple y(0) = 3 es la funcién y = 3e® /2.

., d .
A menudo es frecuente usar la notacion 5% en lugar de y' en las ecuaciones

diferenciales. Por ejemplo, la ecuacién anterior puede expresarse también como

dy
=L = qy,
dx Y
o incluso
dy = xydzx

179
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12.1 Ecuaciones con variables separables

Las ecuaciones més faciles de resolver son las de variables separables. Son
aquellas que pueden escribirse como

u(y) dy = v(z) dz,

donde u y v son dos funciones. En tal caso, basta integral los dos miembros

/u(y) dy = /v(m) dz

para encontrar la solucién general.

Ejemplo Resuelve la ecuacidn diferencial y' = xy.

SOLUCION: La ecuacién es de variables separables, pues se puede escribir en la
forma

d
W _ xdx.
Yy
Para resolverla hacemos
/5=
— = [ xzdz,
Yy
lo que nos da

1 L

ny = — .
L)

Para despejar la y calculamos la exponencial de ambos miembros:

y = 612/2+k _ €k6$2/2.

Si llamamos C = €* queda la ecuacién que habfamos indicado anteriormente:
2
y=Ce® /2, "

Aplicacion: Capitalizacion con interés variable Si invertimos un capital
C), éste variard con el tiempo, es decir, tendremos una funcién C(t) con C(0) = Cy.
El interés instantdneo de la inversion es el tanto por uno (o, equivalentemente)
tanto por ciento de incremento del capital en un instante, es decir, (en tanto por
uno)
. 1 dC
loo(t) = C i
Si conocemos el interés tenemos una ecuacién diferencial que nos permite calcu-
lar el capital en un instante dado. Si el interés es constante obtenemos la férmula
usual de capitalizacién continua:
E—' dt 10_ _ K it _ ool
C—zoo = InC=it+K, = C(C=ee = (C = C(Cpe*=".
No obstante, la ecuaciéon diferencial puede resolverse igualmente para intereses
variables.
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Por ejemplo, si depositamos un capital de 1000 € a un interés continuo variable,
que ha resultado ser i (t) = 0.05 + 0.01¢, el capital se obtiene como

o) = 006(0.05+0.01t)t _ Coe(o.o5t+0.o1t2)

Como en el instante inicial se depositan 1000€ se tiene Cy = C(0) = 1000. En-
tonces, el capital se puede expresar en funcién del tiempo como

C(t) = 10006(0.05t+0.01t2)

La gréfica de la soluciéon que hemos obtenido es la siguiente:

6000
5000
4000
3000
C(t) = 1000¢0-05t+0.005¢
2000

1000

12.2 Ecuaciones lineales
Son las ecuaciones de la forma
Y +ale)y = b(a).

Se resuelven haciendo el cambio de variable y(x) = u(z)v(x).
Ejemplo Resuelve la ecuacidén diferencial lineal y' + 2xy = x.
SoLUCION: Hacemos el cambio y = uv, con lo que y’ = u’v + uv’. Resulta:

w'v 4w + 2zuv = .
Sacamos factor comin u y queda
(%) u(v' 4 2zv) + v'v —z = 0.
Ahora elegimos v de modo que anule el paréntesis, es decir,
v+ 2zv = 0.

Esta ecuacion es de variables separables

dv=—-2zxvdr = d_v = —2xdx,
v
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d
—U:—/Qxdx,
v
nv=-22 = v=e%,

No ponemos ninguna constante de integracién porque nos basta una solucién.
Sustituyendo v en (%) queda

Esta ecuacién también es de variables separables:
2 2 1 2
du = xze® dr = uz/mem dxziem +c.

La solucién es, por tanto,

Aplicacion: El precio como funcion del tiempo Supongamos que las fun-
ciones de oferta y demanda de un bien son

Qa4 =12 —p, Qs = —6+2p.

La tasa de cambio del precio respecto al tiempo (en dias) es un tercio de la
demanda excedente Qg — Qs.

1. Calcula la funcidn p(t).
2. Calcula el precio esperado dentro de 2 dias si el precio actual es p(0) = 4€.

3. Calcula el precio esperado dentro de 10 dias suponiendo p(0) = 4€ vy, alter-
nativamente, p(0) = 8€. Interpreta el resultado.

SOLUCION:
1) La tasa de cambio de precio es su derivada respecto al tiempo, luego el dato es
que

P =—(Qd—Qs)Z%(12—p+6—2p)=6—p~

Tenemos, pues, una ecuacién diferencial lineal. Para resolverla hacemos p = uv,
con lo que p’ = u'v + uv’ y al sustituir queda

votu' =6—-—uw = dv+uw +uww=6 = ul +v)+uv=_6.

Resolvemos v/ 4+ v = 0, es decir
] b

dv dv
- av

i = =—dt = d—vz—/dt = Inv=-—t.
dt v v
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Despejando, v = e~t. Para este valor de v, la ecuacién se reduce a u'e™? = 6,
luego u' = 6e?,

uz/ﬁetdt=6et—|—0.

La funcién precio serd p(t) = uv = (6e! + C)e™t =6+ Ce™ .

2) Sabiendo el precio inicial p(0) = 4 podemos calcular la constante C":
4=p0)=6+C’=6+C = C=-2.

La funcién precio es p(t) = 6 —2e~! y parat = 2 queda p(5) = 6—2¢° = 5.72€.

3) Para p(0) = 4 hemos visto que el precio es p(t) = 6 —2e¢*, de donde obtenemos
que p(10) = 5,99991 ~ 6 €.
Para p(0) = 8 la constante C' es

8=6+Ce? = C=2

luego p(t) = 6 + 2e~* y p(10) = 6,00009 ~ 6 €.
Se obtiene aproximadamente el mismo resultado porque el precio tiende al
precio de equilibrio, que, como es facil comprobar, es de 6€. L]

Si representamos graficamente las funciones p(t) = 6 +2e~! y p(t) = 6 — 2e~*
se ve claramente que ambas tienden al precio de equilibrio p = 6€:

8
7

p(t) =6+ 2e~¢
6

p(t) =6—2e"t
5

12.3 Ejercicios
1. Comprueba que las funciones dadas son soluciones de las ecuaciones dadas:

(a) ¥ +2y =0, y(z) =e 2, y(x) =5e 2",
(b) ¥ +zy =0, y(z) = e ="/2,

—T

(¢) ¥ +y=senuz, y(x) =e ¥ — = cosz + 5 Sen..

2

2. Comprueba que las familias de funciones dadas son soluciones de las ecuacio-
nes dadas. Encontrar la tinica solucién que cumple en cada caso la condiciéon
que se indica.
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(a) ¥ +2y =0, y(z) = Ae 27, y(0) = 2.

1
(b) ¥ +y=senz, y(xr)=Ae ™ — —cosz+ 5 sena, y(0) = —1.

() Y +2y=2a? y=

2

1 1 1, . -
1 2x+2x + Ae™%, u(0) =1.

3. Resuelve:

(a)
(b)
(c
(d
(e
(f

)
)
)
)
(2)
)

dy

dx

dy

dx

dy
dx

=2y,

b

dy
14e¥)y -2 =¢® 0)=1
(+6)ydx e’,  y(0) =1,

(14 y*) dx + (14 2?) dy = 0,
(1+y?) dx +xydy =0,

—— Senxr = ycosx,

zV1—a?de+y\/1—-y2dy =0, y(0) =1,

(h) ylnydx +xdy =0, y(l) = 1.

4. Resuelve:

5. Sea p el precio de un bien, y supongamos que la oferta y la demanda vienen

dy
dx
dy

dzx
dy
dx

do

+ 2zy = 23:6_‘"”2,

+2y=e",

+ 22y = 2z, y(0) = —1,

—l—:ﬂy:x?’,

+ exei1y: e’”i—l’ y(0) =1,

+ % = coxsx’ y(m/2) =4/,
— =% 4 20.

dt

dadas por

Calcula el precio de equilibrio.

tiempo p = p(t) y que p’ = 0.5(D(p) — S(p)).
esta condicién. Calcula p(t) y comprueba que . h’gl p(t) es el precio de

S(p) = 2p, D(p) = 100 — 8p.

equilibrio.

Supongamos que el precio p varia con el
Interpreta econémicamente
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6. La poblacién de cierto pais aumenta proporcionalmente al nimero de habi-
tantes. Si después de dos anos la poblaciéon se ha duplicado y después de
tres anos es de 20.000 habitantes, calcula la poblacién inicial.

7. Depositamos un capital de 1000 u.m. durante 10 anos a un interés continuo
variable, que ha resultado ser i, (¢) = 0.04 4+ 0.009¢. Calcula el capital final.

8. Se nos plantea la posibilidad de invertir un capital por un periodo de tres
anos. De entre las distintas expectativas sobre la rentabilidad de la inversién,
la menos favorable pronostica que la evolucién del interés serd i (t) =
5 + 16t — 3t> %. Determina el minimo capital que debemos invertir para
asegurarnos un capital final de 1000€.






A. Formas cuadraticas

Definiciéon Si A es una matriz simétrica n X n de nimeros reales, se llama forma
cuadrdtica determinada por A a la aplicacién ¢ : R® — R dada por ¢(7) = TAz".

Ejemplo Calcula la forma cuadrdtica determinada por la matriz simétrica

2 3 1
A= 3 -1 -2
1 -2 4

SOLUCION: Se trata de la aplicacién g : R? — R dada por

2 3 1 T
q(z,y,2) = (z,9,2) | 3 -1 -2 y
1 -2 4 z
x
=Q2r+3y+z3xr—y—2z,x—2y+42)| y
z

=22 4 3zy 4+ x2 + 3zy — v — 2yz + w2 — 2yz + 422
=222 — 9% + 42% + 6xy + 222 — 4y=.
u

En la practica hay una regla simple para obtener directamente el resultado sin
hacer ningiin calculo: los coeficientes de 2, y2, 22 son siempre los que aparecen
en la diagonal de la matriz, y los coeficientes de xy, xz, yz son los que aparecen
por encima de la diagonal multiplicados por 2. Por ejemplo, para calcular el
coeficiente de xy (primera variable por segunda variable) miramos la primera fila
segunda columna, donde hay un 3, y lo multiplicamos por 2, con lo que resulta un
6. Aplicando este criterio al revés podemos obtener la matriz que determina una

forma cuadratica dada.

Ejemplo Calcula la matriz asociada a la forma cuadrdtica
q(2,y,2) = 32?2 — 5y* + 2% + dzy — 3y=.
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SOLUCION: La matriz es

32 0
A=|2 -5 -3
0 -3 1

De este modo, una forma cuadratica viene determinada indistintamente por
una matriz simétrica o por su expresién explicita ¢(Z). Nos referiremos a ellas
como la expresion matricial y la expresion analitica de la forma cuadrética.

La razén por la que nos interesan las formas cuadraticas es que el término de
segundo grado del polinomio de Taylor en un punto p de una funcién f de clase C?
es (salvo un factor 1/2) la forma cuadrética determinada por la matriz hessiana
Hf(p). Por ello los resultados que vamos a obtener sobre formas cuadréticas se
aplicaran al estudio de funciones C? a través de la matriz hessiana.

Definicién Una forma cuadrética ¢ : R™ — R es:

1. Definida positiva si q(Z) > 0 siempre que T # 0.

2. Definida negativa si q(T) < 0 siempre que T # 0.

3. Semidefinida positiva si q(Z) > 0 para todo Z.

4. Semidefinida negativa si ¢(Z) < 0 para todo Z.

5. Indefinida si ¢(Z) > 0 en algunos puntos y ¢(Z) < 0 en otros puntos.

6. Nula si ¢(Z) = 0 en todo punto Z.

Por ejemplo, la forma cuadrética q(z, y) = 224y es definida positiva, mientras
que q(z,y) = —22—y? es definida negativa. La forma q(z,y) = 2%—y? es indefinida,
porque ¢(1,0) =1 >0y ¢q(0,1) = —1 < 0. La forma g(x,y) = 2% es semidefinida

positiva y q(z,y) = —2? es semidefinida negativa. Las graficas de estas funciones
son las siguientes:




189

Todas las formas cuadraticas son esencialmente como una de estas funciones,
es decir, una forma cuadrética definida positiva tiene forma de copa, toda forma
cuadratica semidefinida positiva tiene forma de valle, etc. Por lo tanto, si somos
capaces de clasificar una forma cuadratica, tenemos una informacién cualitativa
sobre cémo es su grafica.

Hay un caso en el que es especialmente simple decidir de qué tipo es una forma
cuadratica:

Teorema Si A es una matriz diagonal, entonces la forma cuadrdtica asociada a
A es:

1. definida positiva si todos los coeficientes de la diagonal son > 0,
definida negativa si todos los coeficientes de la diagonal son < 0,
semidefinida positiva si todos los coeficientes de la diagonal son > 0,

semidefinida negativa si todos los coeficientes de la diagonal son <0,

indefinida si tiene coeficientes > 0 y < 0.

En general, para cualquier matriz daremos un criterio que involucra los con-
ceptos siguientes:

Definicién Una matriz cuadrada es regular si su determinante es no nulo y es
singular si su determinante es nulo.

Los menores principales de orden k de una matriz n X n (con k < n) son los
determinantes de las matrices formadas por k filas de A (en orden) y las mismas
k columnas.

El menor principal conducente de orden k es el menor principal formado con
las k primeras filas y las k primeras columnas de la matriz.

Ejemplo Calcula los menores principales y los menores principales conducentes

de la matriz
2 3 1

A= 3 -1 =2
1 -2 4
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SOLUCION: Sus menores principales de orden 1 son

Al =2, A?2=-1, A®=4.

Sus menores principales de orden 2 son

12_ |2 3|_ 1_ |2 1]_
A—‘g_l—ll,A—14—7,
-1 -2
23 _ _
wa| 2|
El dnico menor principal de orden 3 es
2 3 1
AP =3 -1 -2 |=-63.
1 -2 4

Los menores principales conducentes son

2 3

A =2| =2, AQ:’ s

‘ =11, As=—63.

El interés de los menores principales consiste en que son féaciles de calcular y
nos permiten clasificar cualquier forma cuadrética:

Teorema (Criterio de Jacobi) Sea ¢ : R® — R wuna forma cuadrdtica cuya
matriz asociada es A. Entonces

1. En el caso en que A sea regqular:

(a) Si los menores principales conducentes son todos > 0 entonces q es
definida positiva.
(b) Silos menores principales conducentes tienen signos alternados
A1 <0, Ay >0, A3<0,...

entonces q es definida negativa. Notese que el primero debe ser negativo.
(¢) En otro caso q es indefinida.

2. En el caso en que A sea singular:
(a) Si todos los menores principales son > 0 entonces A es semidefinida
positiva.
(b) Si los menores principales de orden impar son < 0 y los de orden par
son > 0 entonces A es semidefinida negativa.
(¢) En otro caso q es indefinida.

Para aplicar este criterio, en primer lugar hemos de calcular el de-
terminante de A para saber si es regular o singular. Si es regular sélo
necesitaremos calcular los menores principales conducentes, mientras que
si es singular tendremos que estudiar el signo de todos los menores prin-
cipales, conducentes o no.
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Ejemplo Clasifica las formas cuadrdticas siguientes:
1. q(z,y,2) = 2% — y? — 222 + ay.
2. q(x,y,2) =22% + 9% + 22 — xy.

SOLUCION:

1. La matriz asociada a q es

1 3 0
1
0 0 -2

En primer lugar calculamos su determinante: |A| = g Como es no nulo basta
estudiar los menores principales conducentes, que son:

o= =

Segun la regla de Jacobi, la forma cuadrética es indefinida.

2. La matriz asociada a q es

A =2, A2=‘

Como todos son positivos, la regla de Jacobi asegura que la forma cuadratica es
definida positiva. n

Formas cuadraticas restringidas

Definicién Sea ¢ : R® — R una forma cuadrética y S C R™ un subespacio
vectorial de R™ dado por las ecuaciones BZ' = 0, donde B es una matriz m x n
con m < n. La restriccién de ¢ a S es la funcién ¢ : S — R dada por

q(z) = q(7).

Es decir, ¢ es la misma funcién g pero actuando sobre los puntos de un subes-
pacio. Esta diferencia es importante si queremos estudiar el signo de §:

g es definida positiva si sobre S ~ {0} sélo toma valores positivos

g es definida negativa si sobre S ~ {0} sélo toma valores negativos
G es semidefinida positiva si sobre S toma valores positivos o nulos.
q es semidefinida negativa si sobre S toma valores negativos o nulos.
G es indefinida si toma valores positivos y negativos en S.
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Cuando la forma cuadratica g es definida positiva o negativa, continuara siéndolo
al restringirla a cualquier subespacio S. Sin embargo, puede que g sea indefinida
pero que ¢ sea definida positiva o negativa. Por tanto, necesitamos un método que
nos proporcione el signo de la forma cuadratica restringida.

Matriz orlada asociada a un subespacio Sea A una matriz simétrica de
orden n y S C R™ un subespacio vectorial dado por las ecuaciones Bz = 0, donde
B es una matriz m x n con m < n. Definimos la matriz orlada asociada a Ay a

B como n .
B
= ( 418 )
Ejemplo Consideramos la matriz
1 -1 2 0
-1 2 0 1
A= 2 0 -1 0
0 1 0 0

y el subespacio S = {(x1,%2,%3,24) : ¥1 + T2 — x4 =0, 229 — 23 = 0}. Calcula
la matriz orlada de A asociada a S.

SoLucION: El subespacio S estd definido por el sistema de ecuaciones siguiente:

x
< 1 1 0 —1 > vyl _o
0 2 -1 0 z ’
t
entonces, la matriz B = ( (1) ; _(1) 7(1) ) Por tanto,
1 -1 2 0 1 0
-1 2 0 1 1 2
I — < A| B! > - 2 0 -1 0/ 0 -1
B| O 0 1 0 0|-1 0
1 1 0 -1 0 0
0o 2 -1 oy 0 0

Menores principales orlados Definimos el menor principal orlado de orden r
de una matriz orlada

A | B
7= (5t
como el determinante
LA B!
r BT 0 )

donde A, es el menor principal conducente de orden r de la matriz A y B, es la
matriz formada por las 7 primeras columnas de la matriz B (por tanto, B es la
matriz formada por las 7 primeras filas de la matriz B?).



193

Ejemplo Dada la matriz

1 -2 1 0

—2 0 2 1

A= 1 2 =20
0 1 0 1

y el subespacio
S ={(x1,22,3,24) € R' 12y + 22 + 224 = 0, @1 — 23 =0}
Calcula Hy y Hy.

SOLUCION: La matriz asociada al subespacio S es

11 0 2
B_(l()—lo)'

Por tanto, la matriz orlada es

1 -2 10[1 1
-2 0 2 1|1 0
1 2 -2 0[0 -1
0 1 01)2 0
I 1 0 2[0 o0
1 0 -1 0]0 o0
Entonces,
1 -2 11
| A |BS| | -2 01 0]
H2‘32011001’
1 000
1 -2 101 1
-2 0 211 0
A B 1 2 =200 —1]_
H4_’B4 0 o 1 012 o|  *
1 1 020 0
1 0 -100 0

Clasificacién mediante menores orlados Consideramos una forma cuadra-
tica ¢ con matriz asociada A, de orden n, restringida a un subespacio

S ={z € R": Bz' =0},
donde B es una matriz de orden m X n. Suponemos que el determinante de las m
primeras columnas de B es no nulo. Se cumple:

1. Si (-1)™H, >0 VYr=m+1,...,n., entonces q restringida a S es definida
positiva .

2. Si(-1)"H, >0 VYr=m+1,...,n., entonces ¢ restringida a S es definida
negativa.
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Ejemplo Clasifica la forma cuadrdtica
0(@,y,2) = ~20 —y? + 2 4z

restringida al subespacio S = {(z,y,z) : x + z = 0}.

SOLUCION: La matriz asociada a q es

-2 0 3
A= 0 -1 0
1
5 0 1
La ecuacién que define S es
x
(Lo, )| v | =0,
z

es decir, B = (1,0,1). Por tanto, la matriz orlada es

-2 0 11
¢ 0 -1 010
7 A|B _
B| O % 1]1
1 1[0
En este ejemplo,

n = numero de variables de ¢ = orden de A = 3,

m = numero de filas de B = nimero de ecuaciones de S =1,

r = m+1,...,n=2,3.

Por tanto, tenemos que calcular los menores orlados Hs, Hs.

-2 0 1
t
HQ:‘gQ %2 0 -1 0|=1,
2 1 00
-2 0 3 1
| As | BY | 0 -1 0 0|
H3_‘Bg 0 1 IR
1 0 1 0
Como (—1)2Hy =1 > 0y (=1)3H3 = 2 > 0 se cumple que (—1)"H, > 0 para
r = 2,3 y en consecuencia ¢ es definida negativa. L]

Ejemplo Clasifica la forma cuadratica
q(z,y, 2,t) = 20 + 59> — t* + 22t

restringida al subespacio S = {(x,y,2,t) : 2y — 2+t =0, x+3y—3z+2t=0}.
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SOLUCION: La matriz asociada a ¢ es

2 00 0
0 50 0
A= 0 0 0 1
0 01 -1
El sistema de ecuaciones que define a S es
02 -1 1 ) 0
1 3 -3 2 L e
z
0 2 -1 1 .
Como B = ( 1 3 -3 9 ), la matriz orlada es
20 0 0] O 1
0 5 o o0 2 3
- AlB*"Y [ 00 o0 1]{-1 -3
~\B|0O ) |00 1 —-1| 1 2
0 2 -1 1 0 O
1 3 -3 2 0 0
Por tanto, tenemos
n = numero de variables de ¢ = orden de A = 4,
m = numero de filas de B = numero de ecuaciones de S = 2,
r = m+1,...,n=34
Entonces, debemos calcular los menores orlados Hs y Hy:
20 0 O 1
o5 0 2 3
t
ng‘g?’ %3 =0 0 0 -1 -3 |=23,
3 02 -1 0 0
13 -3 0 0
20 0 0 O 1
0 5 0o 0 2 3
(A |BYY |00 O 1 -1 =3 | _
H4_<B4 0 ) (oo 1 -1 1 2%
0 2 -1 1 0 0
1 3 -3 2 0 0

Como (—1)2H3z =23 >0y (=1)2H; = 5 > 0 se cumple que (—1)"H, > 0 para
r = 3,4 y en consecuencia g es definida positiva. L]

Otro método Para acabar este apéndice expondremos otro método que per-
mite clasificar formas cuadréticas restringidas a subespacios a partir de la forma
explicita de la forma cuadrética restringida. Dada la forma cuadratica g restrin-
gida al subespacio S = {z € R" | Bz' = 0}.
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1. Obtenemos la forma explicita de los vectores de S resolviendo el sistema
Bzt =0.

2. Calculamos la expresién de la forma cuadratica restringida ¢ sustituyendo la
solucion anterior en q.

3. Clasificamos ¢ con el criterio Jacobi.
Ejemplo C(lasifica las formas cuadrdticas de los dos ejemplos anteriores utili-
zando la forma explicita de las formas cuadrdticas restringidas.
SOLUCION:

1. Tenemos q(x,y, z) = —222 —y*+ 2%+ xz restringida a S = {(z,y,2) : +2 = 0}.
Resolvemos el sistema
r+z=0 = z=-=z.

Sustituyendo esta solucién en ¢ obtenemos la forma cuadratica restringida:
q = Q(xai% —.’IJ) = _2372 - y2 + 332 - ZCZ = —21‘2 — y2

Ahora debemos clasificar ¢ con el criterio de Jacobi, pero, en este caso, es evidente
que es § es definida negativa porque —2z2 — 32 < 0 .

2. Tenemos q(x,y, z,t) = 222 + 5y? — t? + 2zt restringida al subespacio vectorial
S={(z,y,2,t) : 2y —24+t=0, x+3y—3z+2t=0}.
Resolvemos el sistema de ecuaciones que define a S:

20— z+ t=0

x+3y—3z+2t20} = r=zty, t=2-2% yzeR

Entonces, la forma cuadratica restringida es
Q(y,2) = a(z+y.y,2,2—29) =2(2+y)* +55° — (2 — 29)* + 22(2 — 2y)
= 3y? + 322 + 4yz.
Para estudiar el signo de ¢ aplicacmos la regla de Jacobi a su matriz asociada:
3 2
(32,
Como A; =3y As =5, todos sus menores principales conducentes son positivos,
por tanto ¢ es definida positiva. L]

Ejercicios
1. Clasifica las formas cuadraticas siguientes:

(a) fi(z,y,2) = 2422 + 5y? + 1122 + 202y + 6yz,
(b) falw,y,z) = —452% — 5y? — 1122 + 6ay + 1422 + 6yz,
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(¢) fa(z,y,z) = 32% + 2y + 2z,

(d) fa(z,y) = 322 + 2y% + 2zy,

(e) fs(x,y,2) = —4a? — 4oy + 2v2 — 4y? + 10yz — 7z
) fo(z,y,z) = —22% + y? + 2% + 2xy,

(&) frlx,y,2) = —2® = 3y* — 2%,

(h) fs(z,y,2) =22y — dyz + 322 + 3y* + 622,

(i) fo(z,y,z) =ba? + by? + 1222 + 2zy + 222 — 14yz
() fro(z,y, 2) =922 + 3y? + 622 — 6y + 4wz — 8yz,
k) fi1(z,y,z )—QI —|—y — 22 + 8xy + 22z + 4yz,
) fiz(z,y,2) = =22 + y? + 222,

(m) fis(z,y,2) = 1322 — 2zy — 10yz + 4y* + 722,
(n) fia(z,y) = —=* +20y° + xy,

(0) fis(z,y,2) = yz,

(p) fio(z,y,2) = —y?,

(a) fir(y) = —y*

(r) fis(z, )—595 + 342,

(s) fro(x,y,2) = 222 4 422,

2. Consideramos la forma cuadritica
f(z,y,2) = 32% + 5y — 32% + 22y — x2 + 6yz=.

Calcula su matriz asociada y su matriz hessiana.

3. Clasifica las formas cuadraticas restringidas dadas por las funciones y subes-
pacios siguientes:

(a) filz,y,2)=—224+9y2+2 y S={(z,y,2) eR¥|z+2y—2=0}
(b) fa(z,y, 2) = 2% + 2y? + 22 restringida a

S={(r,y,2) eER®|x+2y —2=0, x—2z=0}

(¢) fa(z,y,2) = —a?—2y2+22 y S={(v,y,2) eR3|z—2=0}
(d) falz,y,2) =2 =2 =2> vy S={(x,y,2) e R®|2x -3y +4z =0}






B. Tablas

Tabla de derivadas mas usuales

FunciON

DERIVADA

y:f(l’)m, meR

y=Inf(z)
y = log, f(z)
y = af@

y = el @

y = sen f(z)
y = cos f(z)
y = tan f(z)

y = cotan f(x)

y = arcsen f(x)

y = arccos f(x)

y = arctan f(x)

y = arc cotan f(x)

V=
v = o)
' = /()o@ In a)
Y = el

(
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Tabla de primitivas inmediatas

Dada una funcién f :]a,b[— R derivable en ]a, b[, recurriendo a las reglas de
derivacién se obtiene la siguiente tabla de integrales indefinidas:

[f (z)]"*!
n+1

/f( " (@) de = O ont 1

f (z)
(2)

=In|f(z)| +C

/ @ fl(z)de = @ 4 C

/af@)f( ) da = Laaﬂwwc a>0, a#l
/ /(@) sen f(z) dz = — cos f(z) + C

/ () cos f(x) dz = sen f(z) + C

/f’(:z:)(l + tan® f(z)) dz = tan f(z) + C

) dx =tan f(x) + C

cos? f(x)

/f/(x)(l + cotan® f(z)) dz = —cotanf(z) + C

dx = —cotanf(z) + C
= dx = arcsenf(x) + C

% dx = arctanf(z) + C
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