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Tema 1

Introducciéon a la optimizacion

1.1 Conceptos basicos

A modo de primera aproximacién, podemos decir que el objetivo de esta asignatura es resolver (ciertas
clases de) problemas en los que se busca la mejor decisién posible entre un conjunto de alternativas. Antes
de precisar debidamente esta idea, veamos un ejemplo muy simple que nos permita ilustrar los conceptos
que vamos a introducir:

Problema: Una empresa desea planificar su produccion diaria de dos articulos A y B. La empresa
puede disponer de un mdaximo de 12 horas diarias de mano de obra. Cada unidad de A requiere 3 horas,
mientras que cada unidad de B requiere 2. Por otro lado, la produccion requiere un input I del que la
empresa puede disponer como mdximo de 10 unidades diarias. Cada unidad de A requiere una unidad de
1, mientras que cada unidad de B requiere 2 unidades de I. ;Cudl es la mdzima produccion diaria que
puede consequir la empresa?, ;qué cantidad debe producir para ello de cada articulo?

El primer paso para abordar un problema como éste es modelizarlo, es decir, expresarlo en términos
matematicos precisos. Para ello, llamamos x; a la cantidad diaria producida de A y zs a la cantidad
diaria producida de B. El problema es encontrar los mejores valores posibles para x; y xs.

Ahora observamos que una produccién diaria (z1,z2) requiere 3z + 2xo horas diarias de mano de
obra, asi como una cantidad z; 4+ 225 del input I. Por lo tanto sélo nos valdrdn las soluciones (x1, z3)
que satisfagan 3z + 2z < 12 y 7 + 222 < 10. Hay otra condicién implicita en el enunciado que es
fundamental explicitar: la produccién no puede ser negativa, luego 1 > 0, x5 > 0.

Hay infinitas producciones posibles (z1,z2) que satisfacen todos estos requisitos. El problema es
encontrar la mejor, es decir, la que hace que la produccién total x1 + 2 sea méaxima. La formulacién
matematica del problema es la siguiente:

Max. x1 + a2
s.a 3z + 229 <12
xr1 + 2.%2 S 10
Ty, T2 > 0

Se lee: Mazimizar (la funcién) zq + x2 sujeta a (las restricciones) 3x1 + 25 < 12, etc. "
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Modelos y sus elementos Cualquier problema formulado en los términos anteriores recibe el nombre
de problema, programa o modelo de programacion matemdtica. M&s precisamente, para determinar un
modelo de programacion matematica hemos de especificar:

e Las variables principales del modelo, que son las variables para las que queremos encontrar el mejor
valor posible. En el problema anterior, las variables principales son 1 y 5.

Se dice que una variable x es no negativa si en el modelo se exige explicitamente que cumpla z > 0,
se dice que es no positiva si se exige explicitamente que cumpla z < 0, y si no se exige nada sobre
su signo se dice que es libre.

Se dice que una variable x es entera si en el modelo se exige que s6lo pueda tomar valores enteros.

Cuando sélo se admite que tome los valores 0 o 1 se dice que la variable es binaria (de modo que
una variable binaria es un tipo particular de variable entera). Cuando a una variable no se le pone
ninguna condicién de este tipo, es decir, sobre la clase de numeros en la que puede variar, se dice
que es una variable continua.

Asi, en el ejemplo anterior las dos variables son continuas y no negativas.

e La funcidn objetivo, que es la funcién que queremos maximizar o minimizar. En el problema anterior
la funcién objetivo es f(z1,z2) = x1 + 2. Notemos que para determinar un modelo no sélo hemos
de especificar una funcién objetivo, sino también si hay que maximizarla o minimizarla. Cuando no
queremos especificar si buscamos el médximo o el minimo, hablamos de optimizar la funcién objetivo.
En un problema de maximizar, los 6ptimos de la funcién objetivo son sus maximos, mientras que
en un problema de minimizar son sus minimos.

e Las restricciones, que son las condiciones que hemos de imponer a las variables para que una
solucién sea admisible como tal. El problema anterior tiene cuatro restricciones:

3{E1 + 2(E2 S 12, xr + 2552 S 10, I 2 0, ) 2 0.

En general consideraremos tres tipos de restricciones: restricciones de menor o igual (<), restriccio-
nes de mayor o igual (>) y restricciones de igualdad (=). Por razones técnicas nunca consideraremos
desigualdades estrictas (<, >).

Las restricciones x1 > 0, 2 > 0 se llaman condiciones de no negatividad y, mas en general, a las
restricciones de la forma z > 0 o z < 0 se las llama condiciones de signo. En ciertos contextos
convendra tratar las condiciones de signo como a las demds restricciones (y entonces decimos que
el problema anterior tiene cuatro restricciones), pero en otros contextos convendrd tratarlas aparte
(y entonces diremos que el problema anterior tiene dos restricciones més las condiciones de signo).

A cada restricciéon de desigualdad se le puede asociar una wvariable de holgura, que representa la
diferencia entre el valor que toma la restriccién (su miembro izquierdo) y el valor maximo o minimo
que puede tomar (su término independiente). Asi, las restricciones

z + 5y < 10, 3z —2y >3
son equivalentes a
x4+ 5y + s = 10, 3r —2y —t =23, s, t >0,
donde s y t son las variables de holgura correspondientes.

Notemos que las variables de holgura se introducen siempre de modo que sean no negativas. Esto
significa que se introducen sumando en las restricciones de < y restando en las restricciones de >.

En estos términos podemos decir que resolver un problema de programacién matematica es buscar
unos valores para las variables principales que cumplan las restricciones y donde la funcién objetivo
alcance su valor 6ptimo.! Vamos a precisar esta idea con algunas definiciones:

1En realidad la programacién matemética aborda problemas mds generales que éstos, por ejemplo, problemas que
consideran simultaneamente varias funciones objetivo, problemas en los que las funciones dependen del tiempo, etc., pero
no vamos a entrar en ello.
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Soluciones Una soluctdn de un problema es cualquier valor posible para sus variables principales.

Soluciones factibles/infactibles Una solucidn factible de un problema es una solucién que satisface
todas sus restricciones. En caso contrario se dice que es una solucién infactible.

El conjunto de oportunidades de un problema es el conjunto S formado por todas sus soluciones
factibles.

Notemos que si un problema no tiene restricciones entonces todas las soluciones son factibles, por
lo que el conjunto de oportunidades es S = R™, donde n es el nimero de variables.

Soluciones interiores/de frontera Una solucién factible de un problema es una solucidn de frontera
si cumple alguna de las restricciones con igualdad (y en tal caso se dice que satura la restriccién, o
que la restriccién estd activa en dicha solucién). En caso contrario, es decir, si la solucién cumple
todas las restricciones con desigualdad estricta se dice que es una solucidn interior.

Asi pues, las soluciones pueden ser:
infactibles

Soluciones interiores

factibles {

de frontera

Notemos que una solucién factible siempre satura las restricciones de igualdad, mientras que una
restriccién de desigualdad estd saturada si y sélo si su variable de holgura vale 0.

Soluciones 6ptimas Una solucién factible es un mdzimo global de un problema si en ella la funcién
objetivo toma un valor mayor o igual que en cualquier otra solucién factible (pero puede haber
otras igual de buenas). Serd un mdzimo global estricto si en ella la funcién objetivo es mayor que
en cualquier otra solucién factible (de modo que no hay ninguna otra igual de buena).

Andlogamente, una solucion factible es un minimo global de un problema si en ella la funcién
objetivo toma un valor menor o igual que en cualquier otra solucién factible (pero puede haber
otras igual de buenas). Serd un minimo global estricto si en ella la funcién objetivo es menor que
en cualquier otra solucién factible (de modo que no hay ninguna otra igual de buena).

Asi, los dptimos globales o soluciones éptimas de un problema de optimizacién son sus méximos
globales si el problema es de maximizar o sus minimos globales si el problema es de minimizar. En
principio, un problema puede tener varias soluciones éptimas (méximos o minimos no estrictos).
Cuando sélo hay una solucién maxima o minima, de modo que cualquier otra solucién factible es
peor, tenemos un maximo o minimo estricto.

Optimos locales Un mdzimo local de un problema de optimizacion es una solucién factible T en la
que la funcién objetivo es mayor o igual (o siempre mayor, en cuyo caso el méximo local se dice
estricto) que sobre cualquier otra solucién factible § que esté suficientemente préxima a Z, es decir,
que cumpla ||Z — || < € para cierto € > 0. Andlogamente se definen los minimos locales estrictos o
no estrictos.

Por ejemplo, si la figura siguiente representa una funcién objetivo sobre un conjunto de soluciones
factibles, en ella vemos senalado un méximo global que es no estricto, porque, aunque la funcién
objetivo no toma un valor mayor en ninguna otra solucién, hay otra un poco més a la izquierda
donde toma el mismo valor (y es, por lo tanto, otro méximo global no estricto). En cambio el
minimo global senalado es estricto, porque no hay otra solucién factible donde la funcién objetivo
tome un valor menor adn.
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/Méximo global no estricto

Maéximos locales no estrictos

Minimo local estricto

Minimo global estricto

También vemos dos minimos locales estrictos. En efecto, si nos fijamos en los puntos préoximos
a cualquiera de ellos, vemos que en ellos la funcién objetivo es mayor, pero ninguno de ellos es
el minimo global, que se encuentra mucho méas a la izquierda. Por ultimo la funcién forma una
“meseta” en la que hay infinitos maximos locales no estrictos.

La figura siguiente muestra un ejemplo para una funcién objetivo de dos variables:

_ Glabal
< Maximum

A Local
Manirrium

Notemos que, segiin hemos dicho, resolver un problema de optimizacién es encontrar los 6ptimos
globales de la funcién objetivo sobre el conjunto de oportunidades, de modo que, en el ejemplo
correspondiente a la grafica anterior, tendriamos dos soluciones éptimas si el problema fuera de
maximizar (los dos maximos globales no estrictos) y una tnica solucién éptima si el problema fuera
de minimizar (el minimo global estricto). La tnica razén por la que hablamos de 6ptimos locales
es porque, en ocasiones, las técnicas que vamos a estudiar para resolver problemas de optimizacién,
no garantizan que los éptimos que proporcionan sean globales, y entonces tendremos que emplear
técnicas adicionales para asegurarnos de que no estamos tomando erréneamente un éptimo local
que no es el éptimo global como solucién del problema considerado.

Es importante ser consciente de que no todos los problemas de optimizacién tienen solucién éptima.
En principio podriamos dividirlos en problemas con solucién éptima y problemas sin solucién 6ptima,
pero dentro del segundo tipo hay en realidad dos casos muy diferentes entre si, por lo que en total tenemos
tres posibilidades para un problema segin su solucién:

Problemas con solucién éptima Aqui hay que entender que nos referimos a problemas con solucién
6ptima global.

Problemas infactibles Un problema infactible es un problema para el que todas las soluciones son
infactibles, es decir, tal que no existe ninguna solucién que satisfaga las restricciones o, también,
un problema cuyo conjunto de oportunidades es vacio.
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Problemas no acotados Un problema es no acotado si es factible pero no tiene solucién éptima, es
decir, si toda solucién factible puede ser mejorada por otra.

En resumen, los problemas pueden ser:
infactibles

Problemas con 6ptimo global
factibles
sin 6ptimo global (no acotados)

Clases de problemas Para resolver un problema de programacion matematica hay que aplicar técnicas
diferentes segun sus caracteristicas. Por ello es muy importante ser capaz de reconocer si un problema
dado retne las caracteristicas necesarias para que le podamos aplicar unas técnicas determinadas.

Programacion entera Un problema es de programacién entera cuando exige que una o varias de sus
variables sean enteras (o, en particular, binarias).

Por ejemplo, no es lo mismo que los articulos A y B del problema considerado al principio del tema
sean chocolate y nata, de modo que tiene sentido producir, por ejemplo, 50.7 kg de cada uno de
ellos, que si son pasteles y tartas, en cuyo caso no podemos fabricar 245.3 pasteles. Si fuera este
caso (en el que no tiene sentido que las variables z1 y o tomaran valores fraccionarios), el modelo

correcto seria:
Max. x1 + 29

s.a 3z + 220 <12
x4+ 229 < 10
T1, T2 > 0 enteras

y tendriamos un problema de programacién entera.

Notemos que para que un problema sea de programacion entera no es necesario que todas sus
variables sean enteras, sino que basta que al menos una lo sea, de modo que puede tener unas
variables enteras y otras continuas. En tal caso se dice que el problema es de programacion entera
mixta.

Programacion no lineal Se engloban en esta categoria todos los problemas que vamos a estudiar cuyas
variables sean todas continuas. Es el caso, por ejemplo, del problema formulado en la pagina 1.

Dentro de la programacién no lineal se incluye una clase de problemas que son mucho mas faciles
de tratar:

Programacién lineal Un problema de programacién no lineal (es decir, que no tiene variables
enteras) es concretamente de programacidn lineal si ademds cumple que tanto su funcién objetivo
como todas sus restricciones son funciones lineales.

Para entender esto hemos de recordar lo que es una funcién lineal:

Una funcion lineal es una funcién de la forma c;z1 + - -+ + ¢z, donde cq, . . ., ¢, son nimeros
reales, es decir, una funcién de la forma “ntimero x variable+numero x variable + - -7

Por ejemplo, el problema de la pagina 1 es un problema de programacién no lineal? (porque sus

2Para entender esto hay que entender que “programacién no lineal” significa en realidad “programacién no (necesaria-
mente) lineal”, es decir, que no importa si las funciones que definen el problema son lineales o no. M4s precisamente,
las técnicas que veremos para resolver problemas de programacién no lineal no suponen que las funciones que definen el
problema sean lineales, por lo que pueden ser aplicadas al problema tanto si lo son como si no, mientras que las técnicas
que veremos para resolver problemas de programacién lineal suponen que todas las funciones que aparecen son lineales, y
no se pueden aplicar si alguna no lo es.
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variables no son enteras) y también un problema de programacién lineal (porque tanto su funcién
objetivo como sus cuatro restricciones son funciones lineales).?

Un ejemplo de problema de programacién no lineal que no es de programacién lineal es

Max. zxy
sa r+2y<5H
z,y =0

No es de programacién lineal porque, aunque las tres restricciones son lineales, la funcién objetivo
no lo es.

Programacion clasica Otro caso particular de la programacién no lineal es la programacién
clasica, formada por los problemas que no tienen restricciones o bien tienen tinicamente restricciones
de igualdad. Veremos que las técnicas de programacion no lineal se simplifican bastante en este
caso.

Ejemplo Vamos a ilustrar algunos de los conceptos que acabamos de introducir con el problema

Max. x1 + 22
s.a 3xr1 4 210 <12
Ty + 229 <10
x1, 2 >0
1. Escribe su conjunto de oportunidades

El conjunto de oportunidades es el conjunto de todas las soluciones que cumplen las restricciones:

S = {(x1,72) € R? | 3zy + 229 < 12, @1 + 229 <10, 27 >0, x5 >0}

Notemos que en el conjunto de oportunidades no hay que incluir la funcién objetivo y no hay que
olvidar las condiciones de no negatividad (si las hay).

2. Pon un ejemplo de solucién infactible, otro de solucién interior y otro de solucién de frontera.

Una solucién infactible es (x1,x2) = (4,1). Lo comprobamos:

3-442-1=14<12 no se cumple
442-1= 6<10 se cumple
4>0 se cumple
1>0 se cumple

Vemos que el punto cumple tres de las cuatro restricciones, pero basta con que falle una para que
sea infactible.

Una solucién interior es (x1,22) = (1,1). Lo comprobamos:

3-142-1=5<12 no satura
1+2-1=3<10 no satura
1>0 no satura

1>0 no satura

3El problema que hemos puesto més arriba como ejemplo de programacién entera, tiene todas sus funciones lineales, pero
no es un problema de programacién lineal, porque para ser de programacién lineal tendria que ser antes de programacién
no lineal, y no lo es. Se trata de un problema de programacidn lineal entera, es decir, un problema de programacién entera
cuyas funciones son todas lineales, pero es muy importante entender que los programas de programacién linear entera son
un caso particular de la programacién entera, pero no un caso particular de la programacién lineal. Esto significa que se
puede resolver con las técnicas de programacion entera, pero no con las técnicas de programacion lineal, ya que éstas exigen
que las variables sean continuas.



TEMA 1. INTRODUCCION A LA OPTIMIZACION 7

Vemos que el punto cumple las cuatro restricciones y no satura ninguna de ellas, luego es una
solucion factible interior.

Una solucién de frontera es (x1,z2) = (0,5). Lo comprobamos:

3:-04+2-5=10< 12 no satura
042-5=10=10 satura
0=0 satura

5>0 no satura

Vemos que el punto cumple las cuatro restricciones y satura a dos de ellas. Basta con que sature al
menos una para ser una solucién de frontera.

3. Escribe el problema con las variables de holgura y calcula su valor en las soluciones que has encon-
trado en el apartado anterior.

El problema con variables de holgura es

Max. x1+ 22
s.a 3ry 4+ 229+ 51 =12
T + 229 + S5 = 10
T1, 2,81 82 2 0

Notemos que las variables de holgura se suman porque las restricciones son de < y que siempre hay
que incluirlas en las condiciones de no negatividad. Las soluciones que hemos encontrado son

(1'17.'172,51732) = (4717_274)7 (171777 7)7 (0757270)
Se calculan sin més que sustituir x1 y xo en las restricciones y despejar s y ss.
4. Representa graficamente el conjunto de oportunidades y las tres soluciones que has encontrado.

Zo 6
3$1 + 2502 =12

T + 229 = 10

10 T

Vemos asi la interpretacion geométrica del concepto de solucién interior y de frontera: una solucién
es interior si estd “en el interior” del conjunto de oportunidades, sin tocar su borde, y es de frontera
cuando estd en el borde. La solucién (0,5) estd en una esquina porque satura dos restricciones.
Otra solucién de frontera, como (2,3), sélo satura una restriccién y estd en el borde, pero no en
una esquina.

5. ;Cuadl seria el conjunto de oportunidades si las variables del problema fueran enteras?

En tal caso sélo tendriamos que considerar los puntos dentro del conjunto de oportunidades anterior
que tienen coordenadas enteras:
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Vemos que ahora hay sélo 18 soluciones factibles.

1.2 Resolucién grafica

Los problemas de programaciéon matemética con dos variables principales pueden resolverse grafica-
mente si son suficientemente simples. En esta seccién consideraremos tinicamente el caso en que la funcion
objetivo es lineal. Como ejemplo consideramos una vez més el problema

Max. x1 + 22
s.a 3z + 229 <12
T + 229 < 10
T1, T2 2 0

El proceso para resolverlo graficamente es el siguiente:

1.

Comprobamos que la funcién objetivo f(z,y) = x1 + z2 es lineal. En caso contrario no podemos
aplicar el método que vamos a ver.

Representamos el conjunto de oportunidades.
Calculamos el gradiente de la funcién objetivo V f = (1,1) y lo representamos grificamente.

Representamos la curva de nivel f = 0 de la funcién objetivo. Si la funcién objetivo es lineal sera
siempre la recta perpendicular al vector gradiente.

Si la curva de nivel no pasara por el conjunto de oportunidades (en el ejemplo si que pasa) la
movemos paralelamente a si misma hasta que pase por S. Asi obtenemos otra curva de nivel valida
para alguna solucién factible.

Ahora recordamos que el gradiente de la funcién objetivo indica hacia dénde aumenta la funcién,
mientras que la direccién contraria indica hacia dénde disminuye. Por lo tanto, si estamos maximi-
zando desplazaremos la curva de nivel paralelamente a si misma en la direccién del gradiente. El
dltimo punto de S que toquemos sera la solucién éptima. Si el problema es de minimizar la tnica
diferencia es que hemos de desplazar la curva de nivel en la direccién opuesta al gradiente para
llegar al minimo de f, en lugar de al maximo.

Si el 6ptimo encontrado satura al menos dos restricciones, podemos calcular sus coordenadas resol-
viendo el sistema de ecuaciones formado por ellas.

La figura muestra el conjunto S, el gradiente V f, la curva de nivel f = 0, la curva de nivel 6ptima y
la solucién éptima.
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3z, + 229 = 12

X1 +21’2 =10

IL‘QZO

N

c.n. 6ptima
f=0

Para determinar las coordenadas de la solucién éptima que hemos encontrado basta observar en la
figura que satura las restricciones x1 + 2xo = 10 y 3z1 + 2z5 = 12. Al resolver el sistema de ecuaciones
obtenemos que (z1,z2) = (1,9/2). .

1.3 Transformaciones de problemas

A veces es conveniente transformar un problema en otro equivalente en el sentido de que a partir de
la solucién éptima de uno puede calcularse facilmente la solucién 6ptima del otro.

Variables no negativas Toda variable no positiva (z < 0) puede convertirse en no negativa mediante
el cambio de variables x = —xg, y toda variable libre z puede expresarse en términos de variables no
negativas mediante el cambio x = z1 — 5.

Por ejemplo, para convertir en no negativas las variables del problema

Max. x4+ 3y — 22
sa x4+y—z<4
r+2z>3
z<0,y>0

hacemos x = —xg (porque x es no positiva) y z = 21 — 25 (porque z es libre), y obtenemos:

Max. —zg+ 3y — (21 — 22)?
sa —xpt+y—2z1+22<4
—x0+21—22>3
Zo, Y, 21, 22 = 0

Importante: Este problema es equivalente al dado en el sentido de que si obtenemos una solucién
éptima (xo,y, 21, 22) del problema transformado, entonces (x,y, z) = (—xzg,y, 21 — 22) serd una solucién
éptima del problema original.* Nunca hemos de olvidarnos de calcular los valores de las variables prin-
cipales del problema original deshaciendo los cambios que hayamos hecho para transformarlo en otro.

Restricciones de igualdad Las restricciones de desigualdad se pueden convertir en restricciones de
igualdad anadiendo las variables de holgura. Por ejemplo, si en el problema anterior queremos ademads
que las restricciones sean de igualdad lo convertimos en

Max. —zg + 3y — (21 — 22)?
sa —xog+y—2z1+22+s=4

—x0+21—22—t=3

To, Y, 21, 22, S, t >0

4Notemos, no obstante, que cada éptimo del problema original se corresponde con infinitos éptimos del problema trans-
formado.
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NOTA: Observemos que al introducir una variable de holgura s no eliminamos completamente la
desigualdad, pues ésta permanece en la condicién de signo s > 0. Por este motivo nunca hemos de
introducir variables de holgura en las condiciones de signo, ya que con ello lo Unico que hacemos es
complicar el problema sin ganar nada.

Cambio del objetivo Un problema con objetivo Max. f(Z) es equivalente al problema que tiene
las mismas restricciones pero su objetivo es Min. —f(Z). Del mismo modo podemos transformar un
problema de minimizar en otro de maximizar.

Por ejemplo, el problema
Max. x+y+2
sa z24+y? <50

puede transformarse en
Min. —z—-y—-2
s.a x4+ y2 < 50.

Cambio de una desigualdad Una restriccién de < se transforma en una de > multiplicando sus dos
miembros por —1, y viceversa.

Por ejemplo, la restriccién 22 + y? < 50 puede transformarse en —z2 — y2 > —50.

Igualdad por desigualdades Una restriccion de igualdad puede sustituirse por las dos restricciones
que resultan de cambiar el = por un < y un >.

Por ejemplo, el problema
Max. z 4y
sa x24+9y2=9

es equivalente a

Max. x=+y
sa 22+y?<9
x2+y2 >9

1.4 Teoremas basicos de la programaciéon matematica

Enunciamos aqui dos teoremas que —bajo ciertas condiciones— garantizan que un problema de pro-
gramacién matematica tiene solucién éptima.

Teorema de Weierstrass Una funcion objetivo continua sobre un conjunto de oportunidades compacto
no vacio tiene al menos un mdzrimo y un minimo global.

Para entender este teorema necesitamos conocer la nocién de conjunto compacto. Para ello conside-
remos un conjunto S C R™:

e Se dice que S es cerrado si su complementario R™ \ S es un conjunto abierto.

e Un conjunto S C R™ estd acotado si y sélo si todas las variables estdn acotadas (tanto superior
como inferiormente) sobre los puntos de S.

e Se dice que S es compacto si es cerrado y acotado.

En la practica nunca necesitaremos la definicién de conjunto cerrado, puesto que todos los conjuntos
de oportunidades que vamos a considerar seran cerrados en virtud del teorema siguiente:
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Teorema Todo conjunto S C R™ definido mediante restricciones de <, >, = con funciones continuas
es cerrado.

Ejemplo Estudia si el conjunto
S={(x,y,2) € R® | 22+ 3y + 52 < 20, z, y, z > 0}

es compacto.

SOLUCION: Para probar que S es compacto hemos de ver si es cerrado y acotado.

El conjunto S es cerrado porque esta definido por restricciones de <y > a partir de funciones continuas
(polinomios).

Para comprobar que estd acotado vemos que si (z,y, 2) € S entonces

0<z<20, 0<y<20, 0<z<20.

Como las tres variables estdn acotadas superior e inferiormente, S estd acotado. m

Ejemplo Justifica que el problema planteado en la pédgina 1 tiene al menos una solucién éptima.

SOLUCION: Vamos a aplicar el teorema de Weierstrass. Para ello hemos de probar que la funcién
objetivo es continua y que el conjunto de oportunidades es compacto no vacio. La funcién objetivo
f(x1,22) = @1 + 2 es continua porque es un polinomio. El conjunto de oportunidades es

S = {(w1,72) € R? | 3y + 220 < 12, 1 + 229 <10, 27 >0, x5 >0}

Para probar que es compacto hemos de ver que es cerrado y acotado. Ciertamente es cerrado, porque
estd definido mediante desigualdades de <y > a partir de las funciones continuas 3xy + 2x2, x1 + 2x2,
21y x2. (Son continuas porque son polinomios.)

Por otra parte, S estd acotado, ya que si (z1,22) € S, entonces
0 <z <10, 0<axy <5.

Por tltimo, S no es vacio, ya que, por ejemplo, una solucién factible es (1,1). Asi pues, el teorema
de Weierstrass garantiza que la funcién objetivo f alcanza un méximo global en cierta solucién factible.
n

Teorema local-global Consideremos un problema de programacion matemdtica cuyo conjunto de opor-
tunidades S sea convezo.

e Sila funcidn objetivo es (estrictamente) convera, entonces todo minimo local del problema es —de
hecho— un minimo global (estricto).

e Si la funcidn objetivo es (estrictamente) concava, entonces todo mdzximo local del problema es —de
hecho— un mdzimo global (estricto).

1.5 Resultados basicos sobre convexidad

Definiciones Un conjunto S C R™ es convezo si al unir dos cualesquiera de sus puntos con un segmento
éste no se sale del conjunto. Una funcién definida sobre un conjunto convexo es (estrictamente) conveza
si al unir dos puntos cualesquiera de su gréfica con un segmento éste queda (estrictamente) por encima
de la grafica. Una funcién es (estrictamente) céncava si al unir dos puntos cualesquiera de su grafica con
un segmento éste queda (estrictamente) por debajo de la gréfica.
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& o

Convexo No convexo No convexo
[ [
Funcion convexa Funcion céncava

Estudio de la concavidad o convexidad de una funcién Veamos cémo estudiar si una funcién
dada es concava o convexa. En primer lugar observamos si es lineal, pues en tal caso basta tener en
cuenta el hecho siguiente:

Toda funcion lineal es a la vez concava y conveza.

Ejemplo La funcién f(z,y,z) = 3z + 2y — 52z es céncava y convexa, porque es lineal. m

Para estudiar la concavidad o convexidad de una funcién cualquiera, calculamos su matriz hessiana.
Si se trata de una matriz diagonal, basta tener en cuenta lo siguiente:

Teorema Sea f una funcion (de clase C?) cuya matriz hessiana H sea diagonal. Entonces:

o Si los coeficientes de la diagonal de H son todos < 0 la funcion f es céncava (y si son todos < 0
es estrictamente cdncava,).

o Si los coeficientes de la diagonal de H son todos > 0 la funcion [ es convezxa (y si son todos > 0 es
estrictamente convezxa).

e En otro caso, la funcion f no es ni concava ni convexa.

Ejemplo Vamos a estudiar si la funcién f(z,y, z) = 2% + 3y* + 22 es céncava o convexa. Como no es
lineal, calculamos su matriz hessiana, que es

1242 0 0
Hf = 0 36y 0
0 0 2

Se trata de una matriz diagonal, y todos los coeficientes de la diagonal son > 0, porque las potencias
pares no pueden ser negativas, luego la funcién f es convexa. m

Si la hessiana no es diagonal, hemos de calcular sus menores principales, es decir, los determinantes
de todas las submatrices que se pueden formar con unas filas cualesquiera y las mismas columnas.
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Ejemplo Vamos a estudiar la concavidad o convexidad de la funcién
fz,y,2) = —22% — 9? — 1422 + 2zy + 222 + 4yz.

Para ello calculamos su matriz hessiana:

-4 2 2
Hf = 2 —2 4
2 4 —28

Como no es diagonal, calculamos sus menores principales (enseguida veremos que en este caso no
harfa falta calcularlos todos):

Orden 1 Orden 2 Orden 3
Hy =[—-4[=-4<0 Ho=| ) 2‘=4>0
2 -2
-4 2
Hy=[-2/=-2<0 Hiz=| o 55 |=108>0 Hus=|Hf|=-8<0
Hy=|—28/=—-28<0  Hy= 2 4450
T - BT 4 98| T

Los menores principales de orden 1 son los formados por una fila y la misma columna de la matriz: H;
primera fila y primera columna, Hy segunda fila y segunda columna, Hg tercera fila y tercera columna.

Los menores principales de orden 2 son los formados por dos filas (en orden) y las mismas dos columnas:
Hi, filas 1y 2 y columnas 1 y 2, Hy filas 1 y 3 y columnas 1 y 3, Has filas 2 y 3 y columnas 2 y 3.

El menor principal de orden 3 es el formado por las tres filas y las tres columnas de H, es decir, el
determinante de H.

De acuerdo con la regla de Jacobi (ver mds abajo), como el determinante es |Hf| = —8 # 0, en
realidad hubiera bastado calcular los menores principales conducentes, que son Hy, His y Hyo3 (es decir,
los menores principales formados por las primeras filas y columnas de la matriz). Como son

Hi <0 His >0 Hqo3 <0,

la regla de Jacobi implica que la hessiana es definida negativa y la funcién f es estrictamente céncava.
]

Regla de Jacobi Para estudiar la concavidad o convexidad de una funcién de clase C? calculamos su
matriz hessiana H y luego su determinante. Distinguimos dos casos:

e Si |H| # 0 basta calcular los menores principales conducentes de la matriz (Hy, Hi2, Hios, ...)

— Si todos los menores principales conducentes son > 0, entonces H es definida positiva y la
funcién es estrictamente convexa.

— Si los menores principales conducentes alternan en signo empezando en negativo (es decir,
Hy <0, Hi3>0, Hi23 <0, ...) entonces H es definida negativa y la funcién es estrictamente
concava.

— En cualquier otro caso, H es indefinida y la funcién no es ni céncava ni convexa.
e Si |H| =0 calculamos todos los menores principales de la matriz.
— Si todos los menores principales son > 0, entonces H es semidefinida positiva y la funcién es

convexa.

— Si los menores de orden 1 son < 0, los de orden 2 son > 0, los de orden 3 son < 0, etc.
(empezando siempre con < 0), entonces H es semidefinida negativa y la funcién es céncava.

— En cualquier otro caso la funcién no es ni céncava ni convexa.
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Conjuntos convexos Para comprobar que un conjunto es convexo tenemos los criterios siguientes:

1.

- W

ot

Un conjunto definido por una restriccién de igualdad a partir de una funcién lineal es un hiperplano,
y los hiperplanos son siempre conjuntos convexos.

Un conjunto definido por una restricciéon de < o > a partir de una funcién lineal es un semiespacio,
y los semiespacios son siempre conjuntos convexos.

Un conjunto definido por una restriccién de < a partir de una funcién convexa es convexo.
Un conjunto definido por una restriccién de > a partir de una funcién céncava es convexo.

La interseccién de conjuntos convexos es convexa.

En particular, todo conjunto definido por restricciones lineales es interseccion de semiespacios e
hiperplanos, luego es convexo.

Observemos que los criterios anteriores no nos permiten decidir si un conjunto definido por una
restriccién de igualdad a partir de una funcién no lineal es o no convexo. Dicho de otro modo, cuando
tengamos una igualdad, la tinica posibilidad que tenemos para justificar que es convexo es que la funcién

sea lineal.
Problemas
1. Calcula el vector gradiente y la matriz hessiana de las funciones siguientes:
f(z,y) =a® = 3y, 9(z,y,2) =2y +5+ 2, h(z1,2,73) = o1 — 32 + 73,
s(z1,T2) = z123, t(z,y) = 322, m(z,y, z) = 322, p(21, 29, 23) = x]w9 + 225 — 5.
2. Determina mentalmente si los problemas siguientes son infactibles, no acotados o si tienen solucién
6ptima, y en tal caso calcilala (siempre mentalmente):
Max. 2%+ y*>+8 Max. 2?2+ y?+8 Max. z+y+8 Max. 2?+y?>+8
saa r4+y <10 sa r4+y<0 sa <5 sa <5
z>06 z,y >0 y <6 z,y>0
y=38
3. Considera el problema

Max. x+y+ 2
sa 224y +22=2

(a) Clasificalo.
(b) Escribe el conjunto de oportunidades. Razona si es cerrado.
(¢) (Es acotado el conjunto de oportunidades?
(d)

)

d
(e

Razona que el problema tiene solucién 6ptima.

Encuentra una solucién factible (no necesariamente éptima) y determina si es interior o de
frontera.

(f) Razona que el valor 6ptimo de la funcién objetivo es mayor o igual que 2.

(g) Encuentra una solucién en la que la funcién objetivo tome el valor 5.

4. Determina si los conjuntos siguientes son o no compactos:

S ={(r,y,2) € R® | a4+2y+32 <10, , y, 2 >0}, T ={(z,y,2) € R* | 2*+y* =20, -5 < 2 < 2}.
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5. Transforma el problema

Max. z+y?
sa x+2y>3
y<0

de modo que las restricciones sean de igualdad y todas las variables sean no negativas.

6. Considera los problemas

Max. x—vy Min. xz—vy Min. 4zy — 522 —y?
sa z24+1y%2<4 sa y—xz2>0 sa z24+y2=4
z,y >0 z,y >0

(a) Estudia la existencia de 6ptimo, ya sea encontrandolo gréficamente, ya mediante el teorema
de Weierstrass.
(b) Estudia la concavidad o convexidad de las funciones objetivo.

(¢) Transforma los problemas para que las restricciones sean de igualdad.

7. Razona si los conjuntos de oportunidades de los problemas siguientes son o no compactos:

Max. z?+y+=z Max. z?+y+=z Max. z?+y+=z
saa z4+y+dz=1, saa —x+y+52z2=1, sa zt+yt+2<10,
z,y,z22>0 z,y,z2>0 z2>0

8. Dado el problema
Max. 2z+43y+ 2

sa x+4+2y+2<30
T+y =20
x>0,y<0

(a) Escribe el conjunto de oportunidades. Encuentra (si es posible) una solucién factible interior,
una solucién factible de frontera y una solucién no factible.

(b) Reescribe el problema de forma que tenga objetivo de minimizacidn, restricciones de igualdad
y todas las variables no negativas.

9. Resuelve graficamente los problemas siguientes:

Max. =« Min. z—vy Max. z+ 3y Min. —z+ 5y

sa y+a2<2 sa y+az2<2 sa y—22>5 sa zy <2
z—y<0 z—y<0 2 +y2 <1 r—y<l1
z,y=>0 z,y=>0 z,y=>0 r—y=>-1
z,y=>0

Min. z—y Min. 3z —2y Min. b5z —y Max. b5z —y
s.aa zy <2 s.aa xy > 10 s.a a:2+y2§4 s.a m2+y2§4
r—y<1 r+y<l1 r+y>1 r+y>1
r—y>-—1 z,y>0 z,y>0 z,y>0

z,y=>0

Max. x—vy Max. x=+y Min. x4y Max. x4+ 2y
s.a zy==6 sa x2+9y?<3 sa x?2+9y?<3 s.a xy >12
r+y<5H y—mQZO y—xQZO y—x>1
z,y>0 z,y>0 z,y >0 z,y >0
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Min. y—x Min. y Max. x+ 2y Max. x+ 2y
s.a xy>12 sa 224+1y2<3 sa 224+1y%2<3 sa <5
y—x>1 y—xQZO y—x220 y <4
z,y 20 y<4 y<4
z,y=>0 z,y=>0

)
(b) S = {(ch, 2) € R? | 22 +y% + 22 < 16},
(c) S={(z,y,2) € R3| 2% + 9> + 22 > 16},
(d) S={(z,y,2) € R3| 2? +y? + 2% < 16},
(e) S={(z,y,2) € R3| a® +y3 + 2% < 16},
(f) S ={(z,9,2) eR® |2 +y <5, 2 <3},
(8) S={(z,9,2) eR® [z +y <5, 2> <3,2>0, y >0},
(h) S={(z,9,2) R’ |z +y—2<6, 2+y <10, y+2<8, x>0, y>0, 2> 0},
(i) S={(z,y,2) eR? | y+ 2>+ 32* <10, y > 0}.

11. Estudia si los conjuntos siguientes son convexos:

x,y,2) € R® | 2% + 42 + 22 <20},

) S =A{(
(b) S ={(z,y,2) € R? | 22 + 42 + 22 > 20},
(¢) S={(z,y,2) R’ | 2® +1° + 2 = 20},
(d) S ={(2,y,2) ER’ |z +y =3z},
(e) S={(z,y,2) eR3 | 4o+ Ty <4, x >0, y <0},
(f) S ={(x,y,2) € R®| 22+ 3y? + 20y < 20, x —y + z < 15},
(g) S={(z,y,2) € R3 | 22+ 3y? + 22y > 20, z — y + 2z < 15},
(h) S ={(z,y,2) €R® |y < O}.
Cuestiones

1. Supdn que montas un pequenio negocio y que te planteas un problema de programacién matematica
para maximizar tus beneficios sujeto a que has de servir a una serie de clientes en unas ciertas
condiciones. Una vez formuladas adecuadamente la funcién de beneficios y las restricciones (y
suponiendo que el problema te sale factible) ;qué preferirfas, que tuviera 6ptimo (global) o que no
lo tuviera?

2. Supén que hemos resuelto un problema de programacién con restricciones y hemos encontrado un
6ptimo global. Si eliminamos las restricciones, jel problema tendra necesariamente éptimo? Y si
lo tiene, jserda mejor o peor que el problema con restricciones?, jpuede ser el mismo?

3. Sea P un problema de programaciéon matemdtica y sea P’ otro problema que resulta de anadirle a
P una restriccién mas. Supongamos que su objetivo es maximizar.
(a) {Cudl serd mayor, el conjunto de oportunidades de P o el de P’.
(b) ()Cual serd mayor, el éptimo de P o el de P'?
) Si Z es una solucidn factible de P’, jlo serd también de P?, ;y al revés?
) S

(c

(d * es el 6ptimo de P, ;jlo serd también de P’?
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4. Un problema tiene entre sus restricciones a x + 2y < 8. jEs (10, 10) una solucién del problema?

5. Un problema de maximizar tiene solucién 6ptima, y hemos encontrado una solucién en la que la
funcién objetivo vale 25. ; Podemos afirmar que el valor 6ptimo de la funcién objetivo es mayor que
257, {y mayor o igual?

6. Razona si las afirmaciones siguientes son verdaderas o falsas y, en caso de ser falsas, corrigelas:

Si un problema de programaciéon matematica tiene infinitas soluciones, entonces es no acotado.

(a
(b

)

) Un problema infactible tiene infinitas soluciones.
¢) Un problema infactible no tiene soluciones.
)

)

(
(d

(e) Un problema es infactible cuando alguna solucién no cumple las restricciones.

Un problema es no acotado cuando toda solucién éptima puede ser mejorada por otra.



Tema 2

Programacion entera

En este tema veremos cémo la resolucién de un problema de programacion entera puede reducirse
a la resolucién de varios problemas de programacién no lineal (o de programacién lineal si el problema
dado es de programacién lineal entera). El método que vamos a explicar se llama método de ramificacion
y acotacion. Lo explicaremos con un ejemplo. Para ello consideramos el problema

Max. 4z + by
s.a 243y <12
8r 4+ 3y <24

z, y > 0 enteras.

El primer paso para estudiar un problema de programacién entera es considerar el problema relajado,
es decir, el problema que resulta de olvidar el requisito de que las variables sean enteras:

(P0) Max. 4x + by
sa 2r+3y <12
8r + 3y <24
x,y >0

Hemos de resolver este problema por cualquier método disponible. De momento, el inico método que
conocemos es la resolucién grafica y ése vamos a emplear, aunque también podriamos aplicar cualquiera
de los métodos que veremos en los temas siguientes para problemas de programacién no lineal o de
programacion lineal, o también resolverlo con el ordenador. Si al resolverlo obtenemos una solucién con
variables enteras (en general, que tenga enteras las variables que el problema original pide que lo sean,
que no tienen por qué ser todas), ya hemos terminado. En efecto:

El primer paso para resolver un problema de programacion entera es resolver el problema
relajado (es decir, resolverlo sin exigir que las variables sean enteras). Si la solucién obtenida
ya cumple las condiciones de integridad, entonces se trata de la solucién del problema dado,
pues, si la mejor solucién con variables continuas tiene variables enteras, es necesariamente
también la mejor solucién con variables enteras. v/

Vemos en la figura que la soluciéon 6ptima se encuenta en el punto
donde se cortan las dos rectas

20+ 3y =12
8r+ 3y =24

Al resolver el sistema de ecuaciones obtenemos la solucién éptima (x, y) =
(2,2.66), con F' = 21.33. Vemos que la variable y no es entera, luego no
nos sirve como solucién del problema original.

8x + 3y = 24

18
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19

Cuando sucede esto, el paso siguiente es ramificar el problema. Para ello elegimos una variable que
deberia ser entera y no lo es en la solucién obtenida (en este caso s6lo tenemos la y) en esa situacién, y

planteamos los dos problemas siguientes:

(P1) Max. 4z + 5y (P2) Max. 4z + 5y
s.a 2x+3y <12 s.aa 2x+3y <12
8z 43y <24 8r+ 3y <24
z,y>0, y>3 z,y>0, y<2

Es decir, como nos ha salido y = 2.66, un valor entre 2 y 3, anadimos las restricciones y <2 ey > 3
de modo que excluimos todas las soluciones con y comprendido entre 2 y 3 sin excluir con ello ninguna

solucion con la y entera.

La figura muestra los conjuntos de oprtunidades de P1 y P2. Las
soluciones éptimas se obtienen resolviendo los sistemas de ecuaciones

2z 4+ 3y =12 8z + 3y =24
725 ben 72 e
y resultan ser
(P]-) = (:Z?,y) = (1573)7 f=21 (PQ) = (LB,y) = (2'2532)v f =19

Ahora hemos de repetir el proceso con ambos problemas pero, como
estamos maximizando y la solucién de P1 es mejor, nos fijamos primero
en éste. Ahora es la variable x la que no es entera y, como estd entre 1 y
2, la ramificacion correspondiente consiste en introducir las restricciones
x <1, x> 2, es decir, que hemos de resolver los problemas

(P1.1) Max. 4x + 5y (P1.2) Max. 4x + 5y
sa 2r+3y <12 sa 2x+3y <12
8r+3y <24 8r+3y <24
y>3,x<1 y>3,x>2

z,y >0 z,y>0

En la figura anterior se ve que P1.2 es infactible, porque el conjunto
de oportunidades de P1 no tiene ningin punto que cumpla x > 2. La
figura de la derecha muestra el conjunto de oportunidades de P1.1, y en
ella vemos que la solucién éptima cumple las ecuaciones 2z + 3y =12 y
x = 1, luego resulta ser

(P1.1) = (z,y) = (1,3.33)  f = 20.66.

Como ahora vuelve a ser la y la que no es entera y estd entre 3 y 4,
ramificamos P1.1 con las restricciones y < 3, y > 4. Esto significa
plantear los problemas

(P1.1.1) Max. 4z + by (P1.1.2) Max. 4z + 5y
sa 2r+3y <12 s.a 2x+3y <12
8r+3y <24 8r+3y <24
y23r<1 y<3 y=23 o<1, y=>4
z,y>0 z,y >0

El conjunto de oportunidades de P1.1.1 se reduce a un segmento, y la mejor solucién es (z,y) = (1, 3),
con f =19, mientras que el de P1.1.2 se reduce al punto (0,4), que es, por lo tanto, su solucién éptima,

con f = 20. De este modo hemos encontrado dos soluciones enteras.

Obviamente (1,3) no puede
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ser la solucién 6ptima, porque (0,4) es mejor, pero, en principio, no
podemos asegurar que (0,4) sea el Gptimo que estamos buscando porque
el problema P2, que tenemos pendiente de estudio, podria darnos otra
solucién mejor.

Ahora bien, vamos a ver que, en realidad, ya podemos terminar el
proceso. Para ello conviene representar todos los pasos que hemos dado
hasta aqui en un diagrama en forma de drbol, que conviene ir comple-
tando a medida que resolvemos cada problema. Vemos a la izquierda
el nodo 0 que representa al problema PO, en el que hemos indicado su
solucién y el valor 6ptimo de la funcién objetivo. De él parten dos ra-
mas que llevan a los problemas P1 y P2. En las ramas indicamos las
restricciones que hemos anadido a cada problema. El problema 2 esté
pendiente de ramificacién, mientras que del problema 1 hemos llegado
al problema 1.1, que a su vez hemos ramificado, y al problema 1.2 infac-
tible.

En general, cada nuevo nodo que aparece en el arbol ha de ser rami-
ficado (en el momento o més adelante) salvo que se dé uno de estos tres
casos:

20

1. El nodo corresponde a una solucién entera (es decir, una solucién para la que sean enteras todas
las variables que el problema original pide que sean enteras). Es lo que les sucede a los nodos 1.1.1

y 1.1.2.

2. El nodo corresponde a un problema infactible. Es lo que le sucede al nodo 1.2.

3. El nodo corresponde a una solucién cuya funcién objetivo sea peor que la de otro nodo correspon-
diente a una solucién entera. Es lo que le sucede al nodo 2, que estd acotado por el nodo 1.1.2 (y
aqui es crucial que el nodo 1.1.2 corresponde a una solucién entera, si no, no valdria la acotacién).

Infactible

(1,3), f=19

En efecto, cuando se da el tercer caso, aunque la solucién del nodo acotado no sea entera, podemos
asegurar que no obtendremos la soluciéon éptima ramificando dicho nodo. Esto se debe a que, como en
cada paso de ramificacién anadimos una nueva restriccion, el valor de la funcién objetivo siempre empeora
y, si en el nodo 2 ya es peor que en el nodo 1.1.2, las soluciones que obtendriamos ramificando el nodo 2
serfan peores ain, luego nunca nos daran una solucién mejor que la del nodo 1.1.2 y es inutil ramificar

por ahi.
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Cuando ya no queda ningin nodo por ramificar, como es nuestro caso, ya podemos decir que la
solucién 6ptima del problema original es la mejor solucién entera que hemos encontrado, en nuestro caso
la del nodo 1.1.2:

(z,y) = (0,4) con f=20.

Si comparamos esta solucién con la que habiamos obtenido en el primer paso, es decir, al suponer
sin m&s que las variables no eran enteras (que era (x,y) = (2,2.66)), vemos que la solucién éptima del
problema entero no es la que resulta de redondear la solucién del problema relajado, que seria (2,2) o
(2,3). De hecho, (2,2) es peor que la solucién éptima que hemos obtenido (pues f(2,2) = 18) y (2, 3) es
infactible.

Problemas

1. El esquema siguiente es el arbol de ramificacién de un problema de programacién entera de tres
variables (z,y, 2).

(1,4.4,4.6), F =26.4

y<7

y>8

(0,8,8.67), F =41.33 @ Infactible

Infactible

(a) Razona si el objetivo del problema es de maximizacién o de minimizacién.

(b) Razona si se ha llegado ya al 6ptimo. En caso contrario, indica qué nodo debe ramificarse y
por medio de qué restricciones.

2. Resuelve el problema

Max. x1 4+ 9
s.a 3ry + 29 <12
xr1 + QCEQ S 10
r1, T2 > 0 enteras

por el método de ramificacién y aco-

tacién resolviendo graficamente los pro- z1 =0
blemas intermedios. Construye el drbol
correspondiente y escribe el iltimo pro-

blema que resuelvas.
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3. El esquema siguiente es el arbol de ramificacién de un problema de programacién entera de dos
variables (z,y).

(4,05), F =55

Infactible

(a) Razona si el objetivo del problema es de maximizacién o de minimizacién.

(b) Razona si se ha llegado ya al éptimo. En caso contrario, indica qué nodo debe ramificarse y
por medio de qué restricciones.

4. El esquema siguiente es el arbol de ramificacion de un problema de programacién entera mixta,
donde las variables z, z son enteras.

(1,4.4,4.6), F = 26.4

(0,7.67,8), F =39

(0,8,8.67), F = 41.33

Infactible

(a) Razona si el objetivo del problema de de maximizacién o de minimizacion.

(b) Razona si se ha llegado ya al éptimo. En caso contrario, indica qué nodo debe ramificarse y
por medio de qué restricciones.

(c) Escribe el problema resuelto en el nodo 1.2.
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5. Resuelve los problemas

Min. z* + 1%+ 322 Max. 2000 — 3x2 — 2y% 4 xy — 22
sa r+y+z2>5 s.aa dxr+2y+z>30
z, Yy, z > 0 enteras z, Yy, z > 0 enteras

por el método de ramificacién y acotaciéon usando el ordenador para resolver los problemas inter-
medios. (Aplica el teorema local global para asegurarte de que los éptimos que te proporciona el
ordenador son globales.) En caso de tener varias variables no enteras ramifica la menor en orden al-
fabético. Escribe el arbol que obtengas con las soluciones correspondientes y razona cuando puedes
dejar de ramificar cada nodo.

Resuelve los problemas directamente con el ordenador (como problemas de programacién entera) y
comprueba que llegas al mismo resultado.

6. Considera el problema
Max. x+ 3y + 2z
sa 2x+5y+2z=9
T+2y+z>1
z, Yy, 2 > 0 enteras

Al aplicar el método de ramificacion y acotacién obtenemos el arbol siguiente.

Infactible Infactible

(0,1,2), F=17

Razona si conocemos ya la solucién 6ptima o si hay que seguir ramificando. En este caso continia la
ramificacién con ayuda del ordenador hasta que encuentres el 6ptimo. Escribe el ultimo problema
que resuelvas.
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Introducciéon a la programacion
lineal

En este tema introducimos algunos conceptos y resultados especificos para problemas lineales que nos
llevaran, en el tema siguiente, a un procedimiento practico para resolver este tipo de problemas.

3.1 Hechos basicos de la programacion lineal

Es facil ver que las reglas para transformar problemas que vimos en el tema 1 convierten problemas
lineales en problemas lineales. Dicho de otro modo, podemos transformar problemas sin perder por ello
la linealidad. Hay dos formas especialmente importantes de presentar un problema lineal:

Forma canédnica de un problema lineal Se llama asi a la presentaciéon de un problema en la que
todas las variables son no negativas y las restricciones son de < cuando el objetivo es maximizar o de
> cuando el objetivo es minimizar. Por lo tanto, un problema de maximizar en forma canonica tiene la
estructura siguiente:
Max. cixz1+ -+ cpxp
s.a ap1Ty+ -+ aTy, < by
Am1T1 + -+ GpnTn S bm
L1, ...,Tn > 0.

I
—

>
S
N

Es conveniente escribir el problema en forma matricial, para lo cual llamamos A = (a;;), b
¢ = (¢;), con lo que la expresién anterior se reduce a

t

Max. &'z -
sa Az <b
z>0

La matriz A se llama matriz técnica del problema. El vector ¢ es el vector de coeficientes de la funcidn
objetivo y b es el vector de términos independientes.

Forma estdndar de un problema lineal Un problema lineal estd en forma estdndar si todas sus
variables son no negativas y todas sus restricciones son de igualdad. Matricialmente, la expresién de un
problema en forma estdndar con objetivo de maximizar es

Max. &'z B
sa AT =0
z > 0.

24
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Clases de problemas lineales El esquema siguiente contiene todas las posibilidades con que nos
podemos encontrar sobre existencia de 6ptimos en un problema lineal:

infactible
solucién dnica

Problema lineal acotado
factible infinitas soluciones

no acotado
Veamos ejemplos sencillos de todos los casos:
1) Min. =z 2) Min. z—vy 3) Max. z 4) Max.
sa x—y=>0
sa z—y>0 sa x—y=>0 sa x—y=>0
r+y>1
r+y>1 r+y=>1 r+y>1
2,y >0 2,y >0 2,y >0 2etys<l
) y — ) — ) — :I:’ y Z O
Solucién tnica Infinitas soluciones No acotado Infactible
r—y=0
\x+y:1
\
2z +yl= I\
\
\
\\
\ i

El problema 1) tiene solucién tnica en (1/2,1/2). Se dice que es una solucidn de vértice porque es un
vértice del conjunto de oportunidades.

El problema 2) tiene como soluciones todos los puntos de la recta 2 — y = 0 que pertenecen al
conjunto de oportunidades. Se dice que son soluciones de arista infinita, porque forman una arista
infinita (semirrecta) de la frontera del conjunto de oportunidades. Si el objetivo fuera minimizar = + y,
el problema tendria como soluciones a todos los puntos de la arista finita situada en la recta z +y = 1,
y entonces se habla de una solucion de arista.

El problema 3) es no acotado, es decir, aunque es factible no tiene solucién, porque hay soluciones
factibles con x tan grande como se quiera, luego ninguna es un maximo de la funcién objetivo. Este caso
s6lo puede darse si el conjunto de oportunidades no esta acotado, aunque puede ocurrir que el conjunto
de oportunidades sea no acotado y el problema sea acotado (es el caso de los problemas 1 y 2).

El problema 4) es claramente infactible.
Del apartado siguiente se desprende entre otras cosas que —para problemas lineales— no hay mas

posibilidades.

Conjunto de oportunidades y existencia de 6ptimos Las observaciones siguientes son consecuen-
cias inmediatas de la teoria general que ya conocemos:
e FEl conjunto de oportunidades de un problema lineal es convezo.

Ello se debe a que esta definido por desigualdades de funciones lineales, luego es una interseccién
de semiespacios, los semiespacios son convexos y la intersecciéon de conjuntos convexos es convexa.
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e Aunque un problema lineal sea factible, no tiene por qué tener solucién éptima. Lo méaximo que
podemos decir en general es lo que afirma el teorema de Weierstrass: si el conjunto de oportunidades
es compacto entonces existird solucién 6ptima. No obstante, puede haber solucién 6ptima aunque
el conjunto de oportunidades no sea compacto (por ejemplo, es el caso del problema 1 anterior).

e Los dptimos de un problema lineal (en caso de existir) son globales.
Esto es por el teorema local-global, ya que el conjunto de oportunidades es convexo y la funcién

objetivo es a la vez céncava y convexa, por ser lineal.

e Las soluciones dptimas de un problema lineal (en caso de existir) son siempre soluciones de frontera,
nunca interiores, y al menos una se alcanza siempre en un vértice del conjunto de oportunidades.

e Si dos soluciones factibles son dptimas, también lo son todas las soluciones del segmento compren-
dido entre ambas.

3.2 Soluciones factibles basicas

En la seccién anterior hemos hablado de vértices del conjunto de oportunidades, si bien no hemos
dado ninguna definicién precisa de este concepto. Podriamos dar una definicién geométrica de vértice,
pero no merece la pena, pues la forma operativa de trabajar con los vértices de un politopo es a través
de una caracterizacién algebraica que vamos a ver ahora.

Definicién Consideremos un problema lineal en forma estdndar con n variables y m restricciones (sin
contar las condiciones de no negatividad), es decir,

Max.
s.a

S Y
AVARS RS

I Il
>

Una solucidn bdsica del problema es una soluciéon £ € R™ que cumpla las tres condiciones siguientes:

1. Satisface las restricciones AZ = b.

2. Tiene n — m componentes nulas, a las que llamaremos variables no bdsicas de la solucién. A las
variables restantes (nulas o no) las llamaremos variables bdsicas.

3. La submatriz de A formada por las columnas asociadas a las variables bésicas (a la que llamaremos
matriz bdsica de la solucién) tiene determinante no nulo.

Representaremos por Zpg al vector de variables béasicas de una solucién béasica dada, mientras que T
denotard el vector de variables no basicas. La matriz basica la representaremos siempre por B, mientras
que N representard la matriz no bdsica, es decir, la submatriz de A formada por las columnas asociadas
a las variables no bésicas. Notemos que la matriz bdsica es necesariamente una matriz cuadrada.

Para expresar estas descomposiciones escribiremos T = (Zp,Zy), A = (B, N), ¢ = (¢p,¢n), etc.

Es importante observar que, pese a la condiciéon 1 de la definicién, una solucién bésica Z no es
necesariamente factible, pues para que lo sea no sélo debe cumplir las restricciones Az = b, sino también
las condiciones de no negatividad T > 0, y esto no lo exige la definicién de solucién béasica. Cuando una
solucién sea a la vez factible y bésica diremos que es una solucion factible bdsica.!

También hemos de tener presente que la definicién de solucién béasica exige que las variables no béasicas
sean nulas, pero las variables basicas pueden ser nulas o no serlo.

Una solucién bésica es degenerada si alguna de sus variables béasicas es nula.

INotemos que para que un problema pueda tener soluciones basicas hace falta que la matriz técnica contenga un menor
de orden m no nulo (donde m es el nimero de restricciones), lo cual equivale a que tenga rango m. Si no fuera asi, podriamos
eliminar restricciones linealmente dependientes hasta que el rango fuera m.
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Ejemplo Consideremos el problema

Max. 4z + 5y
sa 2x+y <8
y<95

z,y >0

Para poder hablar de soluciones bésicas necesitamos ponerlo primero en forma estandar, introduciendo
para ello dos variables de holgura:

Max. 4z + 5y
sa 2x+y+s=28
y+t=>5
z,y,s, t>0

Asi tenemos m = 2 ecuaciones con n = 4 incégnitas, luego la definicién de solucién bésica exige que
al menos n — m = 2 componentes sean nulas. La matriz técnica es

x Yy s t
2 1 10
A= ( 01 01 ) ’
Vamos a comprobar que Z = (0,0,8,5) es una solucién factible basica del problema. Obviamente,

para ello hemos de considerar (z,y) como variables no bédsicas y (s,t) como variables basicas. Vemos que
se cumple la segunda condicién de la definicién. La primera condicién es AZ = b, es decir,

(0101)5]=(5)

lo cual es cierto. Por ultimo, la tercera condicién exige que la matriz formada por las columnas asociadas
a las variables bésicas, esto es,

gL o © O

s t

o= (3 )

tenga determinante no nulo, lo cual es claramente cierto.

Con esto hemos comprobado que Z es una solucién basica. Como ademds satisface £ > 0, concluimos
que es una solucién factible basica. m

Observacién importante SiZ = (Tp,Ty) = (Zp,0) es una solucién bésica de un problema lineal, la
condicién AT = b se reduce a B¥p = b (pues A = (B, N), y los coeficientes de N se multiplican por las
variables no bésicas, que valen todas 0). Como la matriz basica B tiene determinante no nulo, existe la
matriz inversa, y podemos despejar:

B = B~ 1.

Esto significa que si fijamos cudles son las variables béasicas, podemos calcular cudnto valen o, dicho
de otro modo, que no puede haber mas que una solucién bésica con unas variables basicas prefijadas.
Notemos también que puede no haber ninguna. Esto sucede si la submatriz asociada a las (presuntas)
variables bésicas tiene determinante 0.
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Ejemplo Continuemos con el problema anterior

Max. 4z + 5y r y s t
sa 2r+y+s=38 A= (2 11 O>
y+t=>5 0 1 0 1)’
z,Y,8 1t>0

y vamos a ver si existe una solucién bdsica con variables bésicas (y,t). Para ello comprobamos que la
submatriz correspondiente
1 0

tiene determinante |B| =1 # 0, luego si que existe solucién bésica. Para calcularla hacemos

(1= (4 9)()-(5)

Las componentes no béasicas han de ser nulas, luego la solucién bésica es
(ib, Y, s, t) = (Oa 87 07 73)

Como la solucién no es no negativa, vemos que no es factible, luego concluimos que no hay soluciones
factibles béasicas con variables bdsicas (y,t). n

Ejemplo El problema anterior no tiene soluciones bdsicas con variables basicas (x, s), pues la submatriz

correspondiente es
2 1
2=(i0)

y tiene determinante nulo. n

Ejemplo Calcula todas las soluciones factibles bésicas del problema

Max. 2z +vy
sa x+y>1
r—2y>0
r—y<1

z,y>0

SOLUCION: En primer lugar ponemos el problema en forma estandar y calculamos la matriz técnica:

Max. 22 + v z Yy s t u
sa x+y—s=1 1 1 -1 0 0
r—2y—t=0, A= 1 -2 0 -1 0
r—y+u=1 1 -1 0 01

z, Y, S t,u>0

Cada solucién béasica ha de tener tres variables basicas y dos no bésicas. Hay 10 posibilidades para
las variables bésicas:

(x7y7 8)7 (:I’.7 y7 t)’ (x7y7 u)’ (‘r) S) t)7 (x7 S7u)7 (1.7 t? u)7 (y7 S7t)’ (y7 s7u)7 (y7 t’ u)’ (S7t7 u)’

Para cada una de ellas, hemos de ver si determina una solucién bésica y, en tal caso, ver si es factible.
Por ejemplo, para (z,y, s) tenemos que la submatriz

1 1 -1

B = 1 -2 0
1 -1 0
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tiene determinante |B| = —1, luego existe solucién bésica, dada por
T - 0 -1 2 1 2
y | =B'b= 0 -1 1 0 ]=|1
S -1 -2 3 1 2

La solucién completa es (x,y,s,t,u) = (2,1,2,0,0), que es factible, porque es no negativa.

Si tomamos (x,y,t) como variables bdsicas, la matriz bdsica ha de ser

1 1 0
B = 1 -2 -1
1 -1 0
Como |B| = —2 # 0, existe solucién bdsica, dada por
@ (10 -1 1 1
y :B—lb:—2 -1 0 1 0l=1[o0
t - 1 2 -3 1 1

La solucién completa es (z,y, s,t,u) = (1,0,0,1,0). Se trata de una solucién factible bésica.

Observemos que la solucién que hemos encontrado tiene una variable béasica nula, lo cual hace que ésta
sea también la solucién bésica correspondiente a las variables bésicas (z, s,t) y (z,t, u) (se comprueba que
las matrices correspondientes tienen determinante no nulo). Nos quedan 6 casos por estudiar. Procediendo
del mismo modo se llega inicamente a una solucién factible basica mas, a saber

(z,y,s,t,u) =(2/3,1/3,0,0,2/3).
Las soluciones bésicas correspondientes a los 5 casos restantes resultan ser infactibles.
En definitiva, las soluciones factibles basicas (z,y, s,t,u) son
(2,1,2,0,0), (1,0,0,1,0), (2/3,1/3,0,0,2/3).
]

Si en el resultado del ejemplo anterior eliminamos las variables de holgura, obtenemos los puntos (z, y)
siguientes:
(2,1), (1,0), (2/3,1/3).

Por otra parte, si representamos el conjunto de oportunidades vemos que es

(271)

(2/3,1/3

(1,0)

Vemos asi algo que, en realidad, es un hecho general que explica el interés de las soluciones factibles
bésicas:

Las soluciones factibles basicas de un problema lineal son los vértices de su conjunto de oportunidades.

Ahora podemos reformular en términos de soluciones factibles béasicas un hecho que ya habiamos
comentado en términos de vértices:
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Teorema fundamental de la programacion lineal Consideremos un problema de programacion
lineal:

1. Si el problema tiene soluciones factibles, entonces (escrito en forma estdndar) tiene al menos una
solucion factible bdsica.

2. Si el problema tiene solucion dptima, entonces (escrito en forma estindar) tiene una solucidn
optima que es factible bdsica.

Esto es crucial porque un problema factible tiene infinitas soluciones factibles, pero sélo un ntmero
finito de soluciones factibles bésicas. Por lo tanto, si el problema es acotado, para encontrar el éptimo
basta buscar la solucién factible bésica donde la funcién objetivo sea mayor (o menor).

Desgraciadamente, calcular todas las soluciones factibles bésicas es, por lo general, una tarea ardua.
En el tema siguiente veremos un método para rastrear el 6ptimo entre las soluciones factibles bésicas sin
necesidad de calcularlas todas.

Problemas

1. Dado el problema
Max. 2z+43y+z
s.aa r+2y+2<30
x4y <20
z,y, 220

Determina cudles de las soluciones siguientes son soluciones factibles bésicas:

(10,10,0,0,0), (0,0,0,30,20), (20,0,5,5,0), (0,0,30,0,20), (20,0,5,0,0).

2. Considera el problema
Max. 4z +2y+ 4z
sa x<5H
2r4+y+2=4
y+22=3
x,y, 220

(a) Determina si existe una solucién factible bésica con variables bésicas z, y, z.

(b) Comprueba si (1/2,3,0,9/2), (1,1,1,4), (0,5, —1,5) son soluciones factibles bésicas. En caso
de no serlo, indica si no son factibles o no son bdsicas (o ambas cosas).

(c¢) Calcula todas las soluciones factibles bésicas y el valor de la funcién objetivo en cada una de
ellas.

(d) Justifica que el problema tiene solucién éptima y calctlala.
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3. Un problema lineal tiene el conjunto de oportunidades indicado en la figura:

B8

1 2 3 4 5 6

(a) Calcula (las variables principales de) todas las soluciones factibles bésicas.

(b) Si el objetivo es maximizar 4z — y, calcula la solucién éptima.

4. Calcula todas las soluciones factibles basicas de los problemas

Max. 2z — 3y Max. x+ 2y Max. x4+ 2y
sa x+y<l1 sa z+y< 3 s.a r+2y>2
zr—y<0 r—y< 1 —x+4+2y<4
z,y>0 r—y>-—1 z,y>0
z,y >0

e indica la base correspondiente a cada una de ellas. Calcula también la solucién 6ptima.

5. Consideremos el problema
Max. x1+ 2z9 + 423
s.a 1+ X2 S 10
r1+2x9 + 23 =14
1, T2, T3 Z 0

(a) Determina la solucién factible bésica correspondiente a las variables bésicas x1, xa.
(b) Calcula otras dos soluciones factibles bésicas maés.

) Calcula una solucién bésica no factible.

)

(c

(d) Calcula una solucién factible no bésica.

Cuestiones

1. Un problema lineal de maximizar en forma estdndar tiene cuatro soluciones factibles bésicas Z1,
To, T3, T4, sobre las cuales la funcién objetivo toma los valores z; = 3, z0 = —4, z3 = 8, 24 = 6.
Explica por qué no podemos asegurar que T3 es la solucién éptima del problema.

2. Razona si el conjunto indicado en la figura puede ser el conjunto de oportunidades de un problema
lineal.
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3. La figura representa el conjunto de oportunidades de un problema de programacién lineal en forma
candnica (contenido en el cuadrante x > 0, y > 0). Las letras sobre las aristas indican la variable
de holgura correspondiente a la restriccion.

(a) ;Cuéntas variables bédsicas tiene una solucién bésica?

(b) De los tres puntos senalados en la figura, di cudles son soluciones factibles basicas y cudles no.
De los que lo sean, indica cudles son las variables basicas.

(c) Di cuéles de los tres puntos pueden ser éptimos del problema y cuéles no.

(d) Para cada uno de los tres puntos indica si cada una de las variables es positiva, negativa o
nula.

(e) (Puede ser x una variable no bésica en alguna solucién factible basica?

(f) (El problema puede ser no acotado?, jpuede ser infactible?, ; puede tener soluciones de arista?,
.y de arista infinita?
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El método simplex

Lo visto en el tema anterior nos da un algoritmo muy poco operativo, pero conceptualmente muy
simple para resolver un problema lineal: calculamos todas las soluciones factibles bésicas, evaluamos en
ellas la funcién objetivo y nos quedamos con la mejor. Este “método” presenta tres inconvenientes:

1. Sélo es valido si el problema es acotado (y no nos dice si lo es o no).

2. Hay demasiadas soluciones factibles basicas. Por ejemplo, en un problema pequeno, con tres res-
tricciones y ocho variables, hemos de investigar 56 matrices 3 x 3, de las que hemos de calcular su
determinante y, si es no nulo, la matriz inversa.

3. En cada paso, las operaciones a realizar son laboriosas (calcular determinantes e inversas).

En este tema veremos un algoritmo conocido como “método simplex” que simplifica enormemente el
proceso, a la vez que nos permite determinar si un problema es o no acotado, y si tiene una o infinitas
soluciones.

4.1 Descripcion general del simplex

Dado un problema de programacién lineal, el método simplex consiste en partir de un vértice de
su conjunto de oportunidades —es decir, de una solucién factible basica— e ir saltando sucesivamente
de una a otra adyacente, de modo que la funcién objetivo mejore siempre (o, al menos, no empeore
nunca). Cuando llegamos a una solucién desde la cual no podemos saltar a otra contigua mejor, el
proceso termina, ya sea porque hemos encontrado el éptimo, ya sea porque hemos llegado a un extremo
de una arista infinita a través de la cual la funcién objetivo mejora indefinidamente (y el problema es no
acotado). Con esto eliminamos los inconvenientes del método de “fuerza bruta” que habiamos planteado:

1. Cuando el método simplex termina, sabemos si lo hace porque ha encontrado el 6ptimo o porque
el problema es no acotado.

2. No es necesario calcular todas las soluciones factibles basicas, sino sélo recorrer algunas de ellas por
un camino que, en general, lleva con bastante rapidez a la solucién 6ptima.

3. Una vez calculada una solucién factible basica, el método simplex nos permite calcular otra ad-
yacente mediante operaciones muy sencillas, sin necesidad de volver a calcular determinantes o
matrices inversas.

Mas concretamente, a cada solucién factible béasica le asociaremos una tabla que contendrd toda la
informacién que el simplex necesita para pasar a otra adyacente. Esta informacién contendra, natural-
mente, las coordenadas de la solucién y el valor de la funcién objetivo, pero también lo necesario para

34
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determinar a cudl de las aristas contiguas conviene saltar para que la funcién objetivo aumente maés
réapidamente (en particular, para que nunca disminuya).

Geométricamente, dos vértices de un politopo son adyacentes si estan unidos por una arista, pero en
la préctica usaremos la siguiente caracterizacién algebraica de la adyacencia. Recordemos que un vértice
(0 una solucién factible bésica) estd completamente determinado cuando fijamos cudles de las variables
son basicas.

Teorema Dos soluciones factibles basicas son adyacentes si y sélo si se diferencian unicamente en una
variable bdsica, es decir, si hay una unica variable que es bdsica para una y no para la otra (y, por
consiguiente, hay una variable no bdsica para una que es bdsica para la otra).

Dicho de otro modo, para pasar de una solucién factible bésica a otra adyacente, hemos de elegir una
variable bésica para que deje de serlo, y una no basica para que pase a serlo. El método simplex nos dira
cémo debemos elegir estas variables para que la funcién objetivo mejore con ello.

4.2 La tabla del simplex

Consideremos un problema lineal en forma estandar

Max.
s.a

8 QY
vV 88

=b
0
y consideremos una solucién factible bésica & = (Zp,Zy). Recordemos que Tp = B~1b. Teniendo en
cuenta que Ty = 0, observamos que el valor de la funcién objetivo en Z es

2 =0T =cyzp =z B,

La tabla del simplex asociada a la solucion es la siguiente:

c1 “e Cn
xr1 e T
Cp ZIp Y =B"14 EB:B_lb

> _ At

z=2c%hY S 1T

= "B B~

W=¢C—2
Hay que aclarar que el Zp que aparece a la izquierda, asi como los z1, ..., z,, representan los nombres

de las variables, mientras que el Zp que aparece a la derecha representa los valores de las variables béasicas.
También conviene observar que para calcular cada componente w; del vector w la expresion explicita es

W; = C; — EBB_lA.

En la seccién siguiente veremos la interpretacion de los datos contenidos en la tabla, pero de momento
veamos un ejemplo de cémo se construye.

Ejemplo Calcular la tabla del simplex correspondiente al problema

Max. 2x 4+ y
sar+ y—s=1
r—2y—t=0
r— y+u=1

x’yﬂs’t,uzo

v a las variables bésicas z, ¥y, s.
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SOLUCION: Ya hicimos parte de los calculos de este ejemplo al final del tema anterior, pero por
conveniencia los repetiremos aqui: Las matrices son

T Yy s t u
1 1 -1 0 0 1 1 -1 1
A= |1 -2 0 -1 0|, B=|1 -2 01|, ©b=]01,
1 -1 0 01 1 -1 0 1
0 -1 2 10 0 1 2
B! = 0 -1 1 |, Y=B1'4=|010 11|,
-1 -2 3 0 01 2 3
2
fB—Bilb: 1
2
Con estos cédlculos ya podemos construir la tabla:
21 0 0 0
r Yy s t u
2 |1 0 0 1 22
1 y[0 10 1 1]1
0 s|0 0 1 2 3|2
21 0 3 5
00 0-3-5]°

Notemos que la parte inferior de la tabla se calcula directamente a partir de los datos de la parte
superior. n

Observemos que la submatriz de Y correspondiente a las variables basicas es la identidad. Esto
siempre es asi.

Existe un caso que se da con relativa frecuencia en el que el calculo de la tabla es mucho mas sencillo.
Se trata del caso en que la matriz técnica A tiene una submatriz igual a la identidad y, adem4s, el vector
de términos independientes cumple b > 0. Por ejemplo, las variables de holgura proporcionan una matriz
identidad en todos los problemas en los que las restricciones sean de <. En este caso, tomamos como
variables bésicas las correspondientes a las columnas que dan la matriz identidad, con lo que B =1y
por consiguiente Y = A, Zp = b. Observemos que si no se cumpliera b > 0, entonces la solucién basica
no seria factible.

Ejemplo Calcular una tabla del simplex para el problema

Max. 4z + 5y
saa 2x+y<8
y<5

z,y=>0

SOLUCION: Introducimos variables de holgura:

Max. 4z + 5y
sa 2x+y+s=38
y+t=>5

x’y383t20
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De este modo,
x Yy s t

21 10
A= (0 1 0 1)'
Como los términos independientes son no negativos, podemos tomar s y ¢ como variables bésicas, y
entonces B es la matriz identidad. La tabla correspondiente es

4 5 0 0
T y s t
0 2 1 1 08
0 ¢t{0 1 0 115
0 0 0 O
750 0]

4.3 Interpretacion de la tabla del simplex

Para entender el algoritmo del simplex es necesario saber interpretar sus tablas. Consideremos por
ejemplo el problema

Max. x—y Max. x—y

sa xz+2y<4 N sa z4+2y+s=4
r4+ y<3 T+ y+t=3
z,y >0, z,y, s, t>0,

cuyo conjunto de oportunidades es

(0, 2) .

(0,0) , 0

Aunque podriamos construir ficilmente una tabla tomando como variables basicas las de holgura —lo
cual nos situaria en el vértice (0,0)—, serd mds ilustrativo partir del vértice (0,2), cuya tabla asociada
es

)

1 -1 0 0
T Yy s t
-1 y[ 12 1 1/2 0] 2
0 t| 1/2 0 -1/2 1] 1
—1/2 -1 —1/2 0
3/2 0 1/2 0| 2
La tdltima columna de la tabla nos indica que estamos en el punto (x,y,s,t) = (0,2,0,1) y que la
funcién objetivo vale z = —2. Desde este vértice tenemos la posibilidad de saltar al vértice (2,1), donde

la funcién objetivo vale z = 1, o bien al vértice (0, 0), donde la funcién objetivo vale z = 0. Vemos, pues,
que es mejor saltar a (2,1). La cuestién es cémo deducir esto de la tabla y no del dibujo.

Ante todo, observemos que saltar a (2,1) significa permitir que la variable = deje de valer 0 (pase a
ser basica), mientras que la variable ¢ pasa a valer 0 (no bdsica). Igualmente, saltar a (0,0) significa que
la variable s entra en la base al tiempo que sale y.
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El algoritmo del simplex serd evidente en cuanto comprendamos el significado de todos los elementos
de la tabla:

Coeficientes de la funcién objetivo c; La funcién objetivo es z = @1 + - - - + ¢y, luego

0z
ci==—.
J 63:]-
Por consiguiente, c; es el incremento que experimenta la funcion objetivo z por cada unidad que aumenta
la variable x; (supuesto que las demds variables permanecen constantes).

En el ejemplo, vemos que por cada unidad que aumenta la x la funcién objetivo aumenta en 1 y por
cada unidad que aumenta la y la funcién objetivo disminuye en 1. Al aumentar las variables s y t la
funcién objetivo no se altera (esto ocurre siempre con las variables de holgura, porque no aparecen en la
funcién objetivo).

Coeficientes de la matriz Y Si nos movemos por una arista del conjunto de oportunidades, por
ejemplo, la que va de (0,2) a (2,1) estamos aumentando la variable z, de modo que pasa de ser no bésica
(valer 0) a hacerse bésica (con valor 2). Ahora bien, no podemos decir que la funcién objetivo aumenta

0
Ar=LAr=1-2=2,
ox
porque, al movernos por la arista, el incremento de = obliga a modificar también la y y, en general, a
modificar las deméds variables bésicas. Se puede probar que

83@
—Yij = 5
8xj
es decir, —y;; es el incremento que experimenta la variable bdsica x; por cada unidad que aumentamos
la variable no bdsica x;, supuesto que las demds variables no bdsicas permanecen constantes y que nos
movemos sobre una arista del conjunto de oportunidades.

En nuestro ejemplo, si nos movemos de (0,2) a (2, 1), es decir, si aumentamos la « pero dejamos fija la
variable no bésica s, por cada unidad que aumenta z la variable y disminuye 1/2 y la variable ¢ también
disminuye 1/2.

Rendimientos indirectos z; Segun lo que acabamos de decir, si nos movemos de (0,2) a (2,1),
por cada unidad que aumenta z la y se incrementa en —1/2; lo que hace que la funcién objetivo se
incremente en Ayz = (—1)(—1/2), y la variable ¢ se incrementa en —1/2, lo que hace que la funcién
objetivo se incremente en Az = 0- (—1/2), luego, en total, la variacién de las variables basicas produce
un incremento en la funcién objetivo de —z, = (—=1)(=1/2) +0-(—=1/2) = 1/2. En general:

—z; es el incremento que experimenta la funcion objetivo por cada unidad que incrementamos la
variable no bdsica x; siguiendo una arista y manteniendo constantes las demds variables no bdsicas
debido a la variacion correspondiente de las variables bdsicas.

Rendimientos marginales w; Puesto que w; = ¢; — z;, vemos que w; es la suma de la variacién de z
producida directamente por un aumento unitario de x; mas la variacién indirecta debida a la modificacién

de las variables béasicas. En definitiva,
0z

= )
8xj

donde ahora consideramos a z s6lo como funcién de las variables no béasicas. Es decir:

Wy
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El rendimiento marginal w; es el incremento que experimenta la funcion objetivo por cada unidad que
aumenta la variable no bdsica x;, suponiendo que las demds variables no bdsicas permanecen constantes
pero teniendo en cuenta la variacion necesaria de las variables bdsicas para mantenernos sobre una arista
del conjunto de oportunidades.

En nuestro ejemplo, la tltima fila de la tabla nos dice que si aumentamos la = para ir a (2,1) la
funcién objetivo aumenta a un ritmo de 3/2 unidades por cada unidad de x, mientras que si aumentamos
la s para ir a (0,0), la funcién objetivo aumenta a un ritmo de 1/2 unidades por cada unidad de s. En
otras palabras, la funcién objetivo crece mas rapidamente si hacemos bésica a la  que si hacemos bésica
la s. Esto se ve directamente en la tabla y es la razén por la que el simplex elige hacer bésica a la x.
Concretamente, el método simplex establece el siguiente

Criterio de entrada (para maximizar) La variable no bdsica x; que ha de entrar en la base es
aquella para la cual w; > 0 es mdzimo. Si hay empate se elige una cualquiera, y si w; < 0 para todo j,
el proceso termina.

Notemos que si introdujéramos en la base una variable con w; < 0 entonces la funcién objetivo
empeoraria, y si introdujéramos una con w; = 0 entonces la funcién objetivo se quedaria igual. Si no es
posible mejorar la funcién objetivo, el simplex termina.

Si el problema es de minimizar, cambiamos el criterio de entrada de forma obvia:

Criterio de entrada (para minimizar) La variable no bdsica x; que ha de entrar en la base es
aquella para la cual w; < 0 es minimo. Si hay empate se elige una cualquiera, y st w; > 0 para todo j,
el proceso termina.

En cualquier caso, el criterio de entrada es introducir la variable que hace mejorar méas rapidamente
a la funcién objetivo. Si no es posible hacerla mejorar, el proceso termina.

Una vez fijada la variable que ha de entrar en la base, en nuestro ejemplo la z, falta determinar cudl
ha de salir. Graficamente hemos visto que ha de ser la ¢, pero nos falta saber cémo detectarlo en la tabla.

Para ello nos fijamos en la columna de la variable que entra, digamos x;. Por cada unidad que
aumentemos z;, cada variable bdsica z; aumentard —y;; unidades. Si y;; < 0, entonces el incremento de
x; serd positivo, con lo que x; siempre cumplird la condicién de no negatividad. En cambio, si y;; > 0,
entonces x; ird disminuyendo, y en un momento dado llegard a 0. La cuestion es jqué variable bésica
llega antes a 07 Si vamos aumentando la x;, la primera variable bésica que llegue a 0 se habra convertido
en no basica, y ello significard que ya hemos llegado al vértice adyacente.

Asi pues, si z; disminuye y;; unidades por cada unidad que aumenta x; y parte de un valor x;, vemos
que llegard a 0 cuando z; haya aumentado x;/y;; unidades. La primera variable bésica que se hace no
bésica es aquella para la que z;/y;; sea minimo (de entre las que cumplen y;; > 0). Esto nos da el

Criterio de salida (para maximizar y minimizar) Si el criterio de entrada establece que ha de
entrar la variable x;j, entonces consideramos todas las variables bdsicas x; para las que y;; > 0 (las que
disminuyen cuando aumenta ;) y, de entre ellas, sale la que hace minimo a x;/y;; (la que llega antes a
0). Si hay empate se elige una cualquiera, y siy;; < 0 para todo i, el proceso termina.

Notemos que si todas las y;; < 0 (y tenemos una variable de entrada z; con w; > 0) esto significa
que podemos aumentar cuanto queramos x; sin que ninguna variable se vuelva negativa, luego tenemos
soluciones para las que la funcién objetivo es tan grande como se quiera. En definitiva, el problema es
no acotado.
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4.4 El algoritmo del simplex

En la seccién anterior hemos expuesto ya la mayor parte del método simplex. Sélo falta determinar
como se transforma la tabla de una solucién factible bésica en la tabla de otra adyacente. De todos
modos, sistematizamos lo que hemos discutido:

ALGORITMO DEL SIMPLEX:

Paso inicial Calcular una tabla asociada a una solucion factible bdsica.

Esto puede hacerse calculando Y = B™'Ay zp = B~'b, buscando una matriz B = I (siempre y
cuando b > 0) o por el método de las penalizaciones, que explicaremos después.

Continuando con el ejemplo de la seccién anterior, partimos de la tabla:

1 -1 0 0
x Yy S t
-1 vy 1/2 1 1/2 0] 2
0 t 1/2 0 -1/2 1| 1
0
0

—1/2 -1 —1/2

32 0 12 0] 2

Paso 1 Determinar la variable x; que entra en la base y la variable x; que sale de la base.

Recordemos que el criterio de entrada es tomar la x; para la que w; > 0 es méximo si el problema
es de maximizar o w; < 0 minimo si es de minimizar. Si ninguna variable cumple el criterio de
entrada estamos ya en la solucién éptima.

Una vez fijada x;, el criterio de salida es que sale la variable x; para la que z;/y;; > 0 es minimo.
Si y;; < 0 para todo 7, entonces el problema es no acotado y el algoritmo termina.

En el ejemplo entra la variable x, pues su rendimiento marginal w, = 3/2 es el mayor de todos. Al
aumentar z, las variables basicas y, t disminuyen (pues yy, = 1/2 > 0, Yz, = 1/2 > 0), luego ambas
pueden llegar a 0. La primera que llega a 0 es ¢, pues 1/(1/2) = 2 < 2/(1/2) = 4. Sale la variable ¢.

El elemento situado en la fila de la variable que sale y en la columna de la variable que entra (en
nuestro ejemplo el 1/2 marcado en negrita) se llama pivote.

Conviene observar que si existe una variable cuyo marginal tiene el signo correcto para entrar
(aunque no sea la que cumple el criterio de entrada por no ser la que mejora més rdpidamente
la funcién objetivo) y, respecto a ella, ninguna variable cumple el criterio de salida, entonces el
problema es no acotado y no es necesario continuar. (Ver el apartado “tipos de soluciones”, més
abajo.)

Paso 2 Calcular la tabla de la solucion adyacente establecida en el paso anterior.

Paso 2a Cambiamos la base en la tabla.

En nuestro ejemplo, sustituimos la ¢ por la x en la parte izquierda. La guia para construir la nueva

tabla es que en la columna de la nueva variable bésica (en nuestro ejemplo la z) ha de haber un 1

en su fila y ceros en las demas:

-10 0
y s t

|
—_
<
— o8 =
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Paso 2b Dividimos la fila del pivote entre el pivote para obtener el 1.

En nuestro ejemplo dividimos entre 1/2 (es decir, multiplicamos la fila por 2):

1 -1 0 0
rx y s
-1 y |0
1 1 0-1 22

Paso 2c Hacemos ceros en el resto de la columna.

Para ello, a cada fila donde queramos hacer un cero le hemos de sumar la fila del pivote multiplicada
por el nimero adecuado. En nuestro ejemplo, a la primera fila le sumamos la segunda multiplicada

por —1:
1 -1 0 0
T Yy s t
-1 y|0 1 1 —-1]1
1 1 0-1 22
Paso 2d Reconstruimos la parte inferior de la tabla.
1 -1 0 0
T Yy s t
-1 y|0 1 1 —-1]1
1 1 0-1 22
1 -1-2 3
0 0 2 —3|"

Paso 3 Volvemos al paso 1.

En nuestro ejemplo vemos que introducir la variable s en la base hace aumentar la funcién objetivo,
mientras que introducir la ¢ la hace disminuir. Por lo tanto entra la variable s. Cuando la s aumenta, la
variable y disminuye, mientras que x aumenta, luego la unica variable que llega a 0 es y, que es, pues, la
variable que sale de la base. La nueva tabla resulta ser:

1 -10 0
z ys t
0 s|0 11 -1|1
1 /1 10 1|3
1 10 1
020 -1]°

Cuando volvemos al paso 1, observamos que ninguna variable puede entrar en la base, pues todas
hacen disminuir a la funcién objetivo, luego ya estamos en la tabla 6ptima, que corresponde a la solucién
(z,y,s,t) =(3,0,1,0), con valor de la funcién objetivo z = 3. n

El algoritmo del simplex nos informa de si hemos llegado a la solucién éptima o si el problema es no
acotado. M4és aun, viendo la tabla éptima podemos saber si el problema tiene solucién tunica o si tiene
infinitas soluciones:
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Tipos de soluciones Resumimos aqui las situaciones que pueden darse cuando el algoritmo del simplex
termina. Para recordarlas conviene tener clara la interpretacién de los criterios de entrada y salida:

o La variable que entra x; es la que, al aumentar, hace que la funcién objetivo mejore mas rdpidamente.
e La variable que sale x; es la primera variable basica que llega a 0 al aumentar x;.
Segun esto, las posibilidades de que el simplex termine son:

1. Una variable no bdsica x; puede entrar pero ninguna puede salir.

Entonces podemos incrementar la variable x; sin que por ello ninguna variable basica se anule
nunca, luego el incremento se puede prolongar indefinidamente y la funcién objetivo mejorara cada
vez mas. Fl problema es no acotado. Notemos que esto es valido aunque la variable que puede
entrar no sea la que satisface el criterio de entrada, por no tener el marginal mayor (para maximizar)
o menor (para minimizar).

2. Ninguna variable puede entrar.

Esto significa que la funcién objetivo empeora (o se mantiene constante) nos movamos hacia donde
nos movamos, luego estamos en una solucién éptima. A su vez, pueden darse los casos siguientes:

(a) Todas las variables no bdsicas cumplen w; # 0.
Entonces cualquier movimiento haria empeorar a la funcién objetivo. La solucién es tunica
(solucidn de vértice).

(b) Hay alguna variable no bdsica x; con w; = 0.
Esto significa que si hiciéramos entrar a esta variable pasarfamos a otras soluciones con el
mismo valor de la funcién objetivo, es decir, otras soluciones 6ptimas. A su vez hay dos
posibilidades:
i. Alguna variable bdsica x; puede salir.

Entonces, al meter x; y sacar x; pasamos a otra solucién bdsica éptima. Estamos en una
solucion de arista. NOTA: Si la soluciéon es degenerada, podria ser también de vértice.

ii. Ninguna variable bdsica puede salir.
Esto significa que podemos aumentar x; sin que ninguna variable bésica se anule, luego
el incremento puede prolongarse infinitamente sin llegar a otra soluciéon bésica. Estamos
en una solucion de arista infinita.

Observaciones finales Terminamos con algunas observaciones ttiles para detectar posibles errores de
célculo con el simplex:

e En una tabla del simplex, las variables bésicas (la dltima columna) han de ser siempre > 0.
o Los rendimientos marginales w; de las variables basicas han de ser nulos.

e Las columnas de la matriz Y correspondientes a las variables bésicas (en el orden adecuado) deben
formar la matriz identidad.

e El valor z de la funcién objetivo en una tabla ha de ser mejor o igual que el de las tablas calculadas
anteriormente.

4.5 El método de las penalizaciones
El paso del algoritmo del simplex més complejo en cuanto a los cédlculos que requiere es el inicial,

es decir, el de encontrar una solucién factible basica y calcular su tabla asociada. Ya sabemos que el
problema es muy simple si la matriz técnica contiene una submatriz igual a la identidad y los términos
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independientes son no negativos, pero si no es asi, el cdlculo puede resultar muy complejo. (No se trata
tnicamente de calcular un determinante, una matriz inversa y unos productos de matrices B~*A, y B~'b,
sino que, después de hechos los calculos, puede que no aprovechen si no se cumple B~1b > 0, y haya que
volver a probar suerte.)

Vamos a ver una técnica para encontrar mas facilmente una solucién factible bésica. Este método,
conocido como método de las penalizaciones, nos permite también determinar si el problema tiene o no
solucion.

Consideremos, por ejemplo, el problema

Max. 2x + vy
sa x+y—s=1
r—2y—t=0
r—y+u=1

z, Y, S, t,u>0.

En primer lugar observamos que los términos independientes de las restricciones son no negativos. Si
no fuera asi, cambiariamos el signo a las restricciones necesarias para arreglarlo.

Ahora nos fijamos en la matriz técnica:

r oy s t  u
1 1 -1 0 0
A= 1 -2 0 -1 0
1 -1 0 0 1

El método de las penalizaciones consiste en anadir nuevas variables al problema, llamadas variables
artificiales, de modo que formen una submatriz identidad. En nuestro caso, como la columna de u si que
es aprovechable, sélo necesitamos introducir dos variables artificiales:

Ty s t A A,
1 1 -1 0 1 0
1 -2 0 -1 0 1
1 -1 0 0 O

A:

—_ o o

Esta nueva matriz técnica corresponde al problema

Max. 2z +y — MA, — M A,

s.a r4+y—s+A, =1
r—2y—t+A,=0
r—y+u=1

x, Yy, s, t, Ay, As, u > 0.

Notemos que también hemos introducido las variables artificiales en la funcién objetivo, con coeficiente
—M , donde M > 0 representa a un numero arbitrariamente grande. De este modo, mientras una variable
artificial sea no nula, la funcién objetivo distard mucho de ser 6ptima, por lo que el simplex tendera a
anular (hacer no basicas) las variables artificiales. Cuando esto suceda, tendremos una solucién factible
del problema original.

Las variables artificiales se introducen en la funcién objetivo de forma que cuando sean
no nulas den lugar a una solucién que diste mucho de ser éptima. Asi, en un problema de
maximizar se introducen como —M A; (para que el objetivo sea muy pequeno), mientras que si
el problema es de minimizar se introducen como +M A; (para que sea muy grande).
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Ahora podemos tomar a Ay, As, u como variables bésicas, y la tabla correspondiente es

2 1 0 0 -M -M 0
T Y s t A As w
M A i I =1 0 1 001
M A, 1 -2 0 -1 0 10| o0
0 1 -1 0 0 0 0 1] 1
oI M M M =M =M 0
5+oM 1—-M —M —M 0 0 o] M

Vemos que sélo puede entrar en la base la variable x, mientras sale As. La nueva tabla es

2 1 0 0 —-M -M 0
T Y s t A Ay w
-M A |0 3 —1 1 1 -1 0 1
2 x|1 —2 0 —1 0 1 0 0
0 u |0 1 0 1 0 -1 1 1
2 —4-—-3M M -2-M -M M+2 0
0 5+3M —-M 2+M 0 —aM-2 0] M
Ahora entra y y sale A;. La nueva tabla es:
2 1 0 0 -M -M 0
Ty s t A Ay w
1 y(0 1 —-1/3 1/3 1/3 -1/3 01]1/3
2 z|1 0 —2/3 —1/3 2/3 1/3 0]2/3
0 w|0 0 1/3 2/3 ~1/3 —2/3 1|2/3
2 1 -5/3 -1/3 5/3 1/3 0
00 5/3 1/3 —5B3-M —i3-i 0]°/3

En esta solucién, las variables artificiales son no bésicas, luego valen 0, luego las variables restantes
son una solucién factible basica del problema original. Ahora basta eliminar de la tabla las columnas
correspondientes a las variables artificiales y seguir iterando:

21 0 0 0
T Yy ] t U
1 y[0 1 —1/3 1/3 0[1/3
2 z|1 0 —2/3 —1/3 0|2/3
0 w|0 0 1/3 2/3 1|2/3
2 1 —5/3 —1/3 0
00 5/3 1/3 0]/

O N

w 8

[ NN

OO ~ O8N
Ol O e =
ololRr O Oon ©
W W~ Rt O
gjuw N e o

Como todos los w; son < 0, estamos en la solucién 6ptima. Ademds, como ninguna variable no bésica
tiene rendimientos marginales nulos, la solucién es tinica.

Si el método de las penalizaciones termina con alguna variable artificial no nula, eso significa
que el problema original es infactible.
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Problemas

1. Considera la siguiente tabla del simplex para un problema de maximizar:

X1 o XT3 X4 Is5 T6
1 =z | 1 1 0 O 4 112
2 z3| 0 1 1 O 2 211
1 zg 0 =2 0 1 5 01
1 1 2 1 13 )
0 5 0 0 -1 -4]°

) i Cuadles son las variables basicas?

) Cudl es la solucién correspondiente a esta tabla?
(¢) ¢Cuénto vale la funcién objetivo?

) ¢ Qué tres cosas podemos verificar para detectar posibles errores de cdlculo?

) i Qué efecto tiene sobre la funcién objetivo introducir en la base cada una de las variables no
basicas?
(f) Llamemos z a la variable no bésica que ha de entrar en la base. ;jCudl es?

(g) Al hacer basica la variable x, ésta deja de ser nula y pasa a ser > 0. Las demds variables
no basicas siguen valiendo 0, pero las variables bésicas varian. ;Cudles aumentan y cudles

disminuyen?

(h) De las variables bdsicas que disminuyen cuando x aumenta, jcudl llega antes a 07

(i) Calcula la tabla siguiente. Verifica las tres condiciones que debe satisfacer y determina si se
trata de la tabla 6ptima.

(j) Supdn ahora que el objetivo es minimizar. Responde a las cuestiones e, f, g, h. Determina qué
variable debe entrar en la base y cudl debe salir.

2. Considera la siguiente tabla del simplex para un problema de maximizar:

1 3 2 1 5 6
x1 Ty T3 T4 Ty Te
1 o1 =1 0 0 —2 12
2 2|0 -1 1 0 2 2|1
1 2,0 =2 0 1 1 0]1
1 =5 2 1 3 5
0 8 0 0 2 1]°

(a) Responde en este caso a las cuestiones a, b, ¢, d, e, f, g del problema anterior.

(b) Llamemos de nuevo x a la variable que entra en la base. A medida que x aumenta, jhay alguna
variable basica que disminuya y termine por hacerse 07 ;Cémo se interpreta esto?

(¢) Sup6n ahora que el problema es de minimizar. ;Qué efecto tiene sobre la funcién objetivo
introducir en la base cada una de las variables no bésicas? ;Cdémo se interpreta esto?

3. Considera la siguiente tabla del simplex para un problema de maximizar:
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1 -2 -3 1 1 6
T X2 Tr3 X4 Is i
1 =z | 1 ) 0 0 ) 115
-3 z3| 0 2 1 0 2 =211
1 24 0 -1 0 1 4 0|1
1 -2 -3 1 3 7
0 0 0 0 —2 —1]°

(a) Determina la solucién correspondiente a esta tabla.

(b) {Qué efecto tiene sobre la funcién objetivo introducir en la base cada una de las variables no
bésicas? ;Qué se concluye de ello?

(c) {Qué efecto tiene sobre la funcién objetivo introducir en la base la variable zo?

(d) Siintroducimos en la base 2, jque variables bdsicas aumentardn y cudles disminuirdn? §Cuél
llegara antes a 07 ;Coémo se interpreta esto?

(e) Calcula dos soluciones éptimas del problema.

4. Considera la siguiente tabla del simplex para un problema de maximizar:

1 3 -3 1 1 6
T T2 Tr3 X4 Iy Te
1 1] 1 -1 0 0 ) 115
-3 23| 0 =2 1 0 2 =211
1 241 0 =2 0 1 4 0|1
1 3 -3 1 3 7
0 0 0 0 —2 —1]°

(a) Determina la solucién correspondiente a esta tabla.

(b) ;Qué efecto tiene sobre la funcién objetivo introducir en la base cada una de las variables no
basicas? ;Qué se concluye de ello?

(¢) ¢ Qué efecto tiene sobre la funcién objetivo introducir en la base la variable z5?

(d) Siintroducimos en la base x5, jque variables bésicas aumentarén y cudles disminuirdn? ; Cémo
se interpreta esto?

5. Resuelve por el método simplex:

Opt. x1 + 225 + 4x3

s.a x1+x2 <10
1+ 2x9 + a3 =14
1 >0, 22 <0

6. Considera el problema
Max. 2z 4 2y+ 10
s.a 4r+2y <16
r+2y <8
z,y=>0

(a) {Con cudntas tablas diferentes puede empezar el algoritmo del simplex?

(b) Plantea dos de ellas e indica, si procede, la variable de entrada, la de salida y el elemento
pivote.
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7. Resuelve los problemas siguientes, indicando la solucién éptima, de qué tipo es y el valor de la
funcién objetivo.
Min. z+2y+ =2 Max. x—2y+=z Max. = —2y+=z
sa z+y+z2z2>3 sa z4+y+z2z<1 sa z+y+2<3
2r —3y+22>6 2x4+y—22>4 z,y,z2>0
z,y,z2>0 z,y,z22>0
8. Resuelve el problema siguiente. Indica las soluciones éptimas y el valor de la funcién objetivo en
cada una de ellas.
Opt. =z —2y+ 3z
sa r+2y+z2<4
20 +y—2<2
z, Yy, 2 >0
9. Considera el problema
Max. —z+y
sa —2r+4+y<4
r+y<l1
y=0
(a) Ponlo en forma candnica y resuélvelo mediante el método simplex.
(b) A partir de la tabla éptima, razona si la solucién es dnica y luego compruébalo graficamente.
10. La tultima tabla del simplex correspondiente a un problema de maximizar es
1 -2 -1 0 0 O
xr1 T2 r3 S1 S 83
1 z;| 1 =2 1 0 0 1 |2
0 so| 0 1 -1 0 1 0 |1
0 s1/0 1/2 0 1 0 1/2|4
1 -2 1 0 0 1 9
0 0 -2 0 0 -1
(a) (Existe solucién 6ptima?, jes unica? Si las hay, calcula las otras soluciones bésicas éptimas.
(b) ;Qué le ocurrirfa a la funcién objetivo si introdujéramos x5 en la base?
11. Se sabe que la soluciéon éptima del problema
Max. 2z + 2o
sa —xI1+x9 <2
1+ 229 <6
201 + 22 <6
z1, 22 2 0
es (z1,22) = (2,2). Calcula la tabla éptima del simplex sin realizar ninguna iteracién. ;Qué tipo
de solucion es?
12. Dado el problema
Max. z1 + 22
sa —x1+axy <2
To S 4
z1, v2 >0

obtén sin iterar la tabla del simplex correspondiente a las variables basicas xo y s y aplica a partir
de ella el algoritmo hasta encontrar la solucién éptima.
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13. Calcula la tabla del simplex del problema

Max. =+ 2y
sa z+y<4
2r+y <6
z,y>0

correspondiente a las variables basicas y, t. jEs optima?

14. Considera el problema
Max. 3z1 — o
s.a 5r1 — 229 > 2
—6x1 + 22 =3
21’1 + X2 S 10
z1, T2 > 0

(a) Resuélvelo usando el método de las penalizaciones.

(b) Resuélvelo sin usar el método de las penalizaciones (y sin usar informacién obtenida en el
apartado anterior).

15. Considera el problema

Max. =«
sa rz+y>1
z+y<3
r—y<1
z,y >0

La tabla correspondiente a las variables bésicas z, t, u es la siguiente:

1 0 0 00
r y s t u
1 z|1 1 -1 0 011
0O ¢t/0 O 1 1 0]2
0O /0 =2 1 0 1]0
1 1 -1 0 0
0 -1 100"

(a) Encuentra la solucién éptima a partir de esta tabla.

(b) {Qué tiene de “peculiar” la primera iteracién?

16. Considera el problema

Max. —y
sa z4+y>1
z+y<3
r—y<l1
z,y=>0

La tabla correspondiente a las variables bésicas x, t, u es la siguiente:

0

o O O
g «+ 8

o SN =

OO = O+
OIo—= O Ol O
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(a) (Es la tabla 6ptima?
(b) {Podemos razonar si la solucién es de vértice o de arista?

(¢) Comprueba graficamente que tus respuestas a los apartados anteriores son correctas.

Cuestiones

1. Hemos calculado tres tablas del simplex para un problema lineal de minimizacién, y observamos lo
siguiente:

(a) En la segunda tabla hay una variable bésica que vale 0.
(b) La funcién objetivo vale 4 en la primera tabla, 3 en la segunda y 3 en la tercera.

(c) En la tercera tabla los rendimientos marginales (w;) de una variable bésica valen 3.
Explica por qué podemos afirmar que hemos cometido un error de célculo.

2. Explica por qué las tablas siguientes son imposibles:

12 10 0 0 12 1 00 0
Ty 2z s t u z 'y =z st u
1 [T 0 10 2 17 1 1 [T 0 1 =2 0 1]1
0 s/00 -1 1 1 0] 3 0 s/00 -1 11 03
2 yl001 00 0 2|-1 2 ylo 1 3 10 —2]2
T2 10 2 5 T 2 7 00 =3
00 00 — -5 ! 00 =6 0 0 3|°

3. Estamos resolviendo un problema lineal de maximizaciéon mediante el método simplex. Explica qué
conclusién podemos extraer en cada uno de los casos siguientes:

(a) Tenemos una variable no bésica que cumple el criterio de entrada, pero ninguna de las variables
bésicas cumple el criterio de salida.
(b) Ninguna variable no bdsica cumple el criterio de entrada.

(c) Estamos en la tabla 6ptima, pero una variable no bésica tiene rendimientos marginales nulos.
Respecto a ella, ninguna variable basica cumple el criterio de salida.

(d) Hay una variable artificial no nula y ninguna variable cumple el criterio de entrada.
4. La figura representa el conjunto de oportunidades de un problema de programacion lineal en forma

candnica (contenido en el cuadrante x > 0, y > 0). Las letras sobre las aristas indican la variable
de holgura de la restriccién correspondiente. El objetivo es maximizar .

(a) Senala la solucién correspondiente a las variables bésicas x, y, t, u, v.

(b) A partir de esta solucién, indica qué variable hay que introducir en la base para pasar a cada
uno de los vértices adyacentes, asi como qué variable sale en cada caso.
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(¢) Indica qué variable conviene introducir en la base para que la funcién objetivo aumente lo més
posible.

(d) Una vez situados en el nuevo vértice, indica qué variables no bésicas tienen rendimientos
marginales positivos y cudles negativos.

(e) Determina la variable que ha de entrar en la base y la que ha de salir.






Tema 5

Dualidad en programacioén lineal

En las préacticas de ordenador hemos visto que éste no s6lo nos proporciona la solucién éptima de
un problema, sino también nos da unos costes reducidos y unos precios duales que aportan informacién
adicional sobre la soluciéon éptima. En el caso de problemas lineales, el método simplex nos proporciona
los costes reducidos de las variables (principales) del problema. En efecto, (salvo el signo) éstos no son
sino los rendimientos marginales que aparecen en la ltima fila de la tabla del simplex. El signo puede
diferir debido a la siguiente discrepancia en cuanto a la interpretacion:

e El coste reducido de una variable (principal) no bésica (tal y como lo da LINGO) es lo que empeora
la funcién objetivo por cada unidad que hagamos aumentar dicha variable.

e El marginal de una variable (principal) no bésica (tal y como aparece en la tabla del simplex) es lo
que aumenta la funcién objetivo por cada unidad que hagamos aumentar dicha variable.

En este tema vamos a ver que a cada problema lineal le podemos asociar otro problema equivalente
(en cuanto que una solucién éptima de uno nos permite calcular una solucién 6ptima del otro) al que
llamaremos su problema dual, cuyas variables, las variables duales, son (salvo el signo) los precios duales
que proporciona LINGO. La salvedad del signo es similar a la que acabamos de comentar para los costes
reducidos:

e El precio dual de una restriccién (tal y como lo da LINGO) es lo que mejora la funcién objetivo
por cada unidad que hagamos aumentar el término independiente de la restriccién.

e La variable dual de una restricciéon dada es lo que aumenta la funcién objetivo por cada unidad que
hagamos aumentar el término independiente de la restriccion.

5.1 Construccion del problema dual

Dado un problema de programacién lineal, vamos a ver cémo se construye su problema dual. Para
referirnos al problema dado, por oposicién a su dual, lo llamaremos problema primal. Para construir el
problema dual basta seguir las reglas siguientes:

1. El problema dual tiene tantas variables como restricciones tiene el problema primal. Si las variables
del primal son x1,...,x,, representaremos las del dual por Ay,..., Ap,.

2. FEl problema dual tiene tantas restricciones como variables tiene el problema primal.
3. Si el objetivo del primal es maximizar, el del dual es minimizar, y viceversa.

4. Los coeficientes de la funcion objetivo dual son los términos independientes by, . .., by, del problema
primal.

52
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5. Los términos independientes del problema dual son los coeficientes c1,. .., ¢, de la funcion objetivo
del problema primal.

6. La matriz técnica del problema dual es la traspuesta A® de la matriz técnica A del problema primal.

7. Los tipos de desigualdades en las restricciones y las condiciones de signo del problema dual vienen
dados por la tabla siguiente, conocida como tabla de Tucker:

Maximizar Minimizar
>0 >
Variables <0 < Restricciones
libres =
< >0
Restricciones > <0 Variables
= libres

Veamos como podemos recordar el contenido de esta tabla sin necesidad de memorizarla. Para reducir
todas las posibilidades a una tnica regla sélo hemos de introducir el concepto siguiente:

Restricciones canénicas Una restriccién de un problema de programacion matematica es canénica si
es de < y el problema es de maximizar o si es de > y el problema es de minimizar.

y recordar el hecho siguiente:

Teorema Fl problema dual de un problema dual es el problema primal. En particular, las variables
primales son las variables duales del problema dual.

Esto hace que si tenemos un par de problemas mutuamente duales, podamos considerar como primal a
cualquiera de los dos y como dual al otro. En particular, todas las propiedades sobre problemas primales
y duales siguen siendo ciertas si cambiamos “dual” por “primal” y viceversa.

Teniendo esto en cuenta, la tabla de Tucker se reduce a la regla siguiente:

Condicién de signo de Kuhn y Tucker La relacién entre una restriccién y su variable dual es la
siguiente:

Restriccion ‘ Variable dual

Canonica >0
No candnica <0
De igualdad Libre

Ejemplo Vamos a calcular el problema dual del problema

Min. x—2y+ 3z

sa rx— y+z2<3
r+2y—z=>5
z>0,2<0.

Como el problema primal tiene dos restricciones, el dual tendra dos variables, a las que llamaremos A
y w. Al aplicar las propiedades 1-6 anteriores obtenemos lo siguiente:

Min. z—2y+ 3z Max. 3X+bu

sa r— y+2<3 A s.a A4+ w7 1 x
T+2y—z=5 p —“A+2u ? -2 y
z>0,2<0. A— 7?7 3 =z

Al lado de cada restriccién hemos indicado su variable dual. Para resolver los signos “?” razonamos
como sigue:
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1. La variable dual de la primera restriccién es x, en el problema primal vemos que = > 0, luego, por
las condiciones de signo de Kuhn y Tucker, la restriccién ha de ser canénica. Como el problema
dual es de maximizar, una restriccién canoénica es de tipo <.

2. La variable dual de la segunda restriccién es y, en el problema primal vemos que y es libre, luego
la restriccién correspondiente ha de ser de igualdad.

3. La variable dual de la tercera restriccion es z, en el problema primal vemos que z < 0, luego por
las condiciones de signo vemos que la restriccién ha de ser no canénica. Como es una restriccion de
un problema de maximizar, para ser no candnica ha de ser de tipo >.

Finalmente, para determinar el signo de las variables duales razonamos asi:

1. X es la variable dual de la primera restriccién del problema primal. Se trata de una restriccién no
candnica (de tipo < en un problema de minimizar), luego por las condiciones de signo de Kuhn y
Tucker ha de ser A < 0.

2. u es la variable dual de la segunda restricciéon del problema primal. Como es una restricciéon de
igualdad, p ha de ser libre.

El problema dual es, por consiguiente:

Max. 3A+5u

s.a A4+ <1
“A+2pu=-2
A— > 3
A<0

|
El calculo del problema dual de un problema en forma candnica es muy facil, debido a la observacién
siguiente:
Teorema El dual de un problema en forma candnica estd también en forma candnica.

Los duales de los problemas en forma canénica se llaman duales simétricos, mientras que los duales
de los problemas que no estan en forma candnica se llaman asimétricos.

5.2 Teoremas de dualidad

El resultado fundamental sobre dualidad es el siguiente:

Teorema de dualidad Cada solucidn dptima T* de un problema lineal tiene asociada una solucién
optima A* de su problema dual, llamada solucién dual complementaria. Ademds, el valor de las respectivas
funciones objetivo en T* y \* es el mismo.

La interpretacion de la solucién dual complementaria de una solucién dada es la que hemos dado al
principio del tema: el valor de las variables duales en la solucién dual complementaria de una solucién
dada es (salvo el signo) el precio dual de la restriccién correspondiente.

La relacién entre la existencia de soluciones de un problema y de su dual puede precisarse mas todavia.
El resultado bésico a este respecto es el teorema siguiente:
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Teorema El valor de la funcion objetivo en una solucion factible de un problema lineal es una cota
para los valores de la funcidn objetivo en las soluciones del problema dual (cota superior si el dual es
de maximizar e inferior si es de minimizar). En particular, si una solucion factible primal y otra dual
tienen el mismo valor de sus respectivas funciones objetivo, entonces ambas son optimas.

Por ejemplo, supongamos que el problema primal es de maximizar y el dual de minimizar. Si la
funcién objetivo primal toma el valor 25 sobre una solucion factible Z y la funcién objetivo dual toma el
valor 40 sobre una solucién factible \, entonces sabemos que el valor éptimo de la funcién objetivo (que
es el mismo para ambos problemas) estd comprendido entre 25 y 40.

Como consecuencia, si un problema y su dual son ambos factibles, entonces ambos son acotados (pues
el valor de la funcién objetivo dual sobre una solucién factible dual es una cota de la funcién objetivo
primal, y viceversa). Asi pues, un problema y su dual se encuentran necesariamente en uno de estos tres
casos:

e Ambos tienen solucién 6ptima,
e Ambos son infactibles,

e Uno es infactible y el otro no acotado.

5.3 Calculo de la solucion éptima dual

Veamos ahora cémo calcular la solucién 6ptima del problema dual a partir de la del primal.

Problemas en forma candnica Si el problema primal estd en forma candnica, lo mismo le sucede
a su dual. A cada restriccién de cualquiera de los dos problemas le podemos asignar dos variables: su
variable de holgura (en el propio problema) y su variable dual (en el otro). Esto nos permite asociar a
cada variable del problema primal (incluidas las de holgura) una variable del dual y viceversa:

Dada una variable, consideramos la restriccién a la que estd asociada, sea como variable de holgura
o como variable dual, y de ella pasamos a la otra variable asociada a dicha restriccién. Se cumple que el
valor éptimo de una variable dual es (salvo signo) el rendimiento marginal de su variable asociada en el
problema primal. Més precisamente:

Teorema Para problemas en forma canonica, las variables principales de la solucion dual complemen-
taria de una solucion dada son (salvo signo) los rendimientos marginales de las variables de holgura del
problema primal, y las variables de holgura de la solucion dual son (también salvo signo) los rendimientos
marginales de las variables principales del problema primal.

Los paréntesis sobre el signo se refieren a que en un problema de maximizar los rendimientos marginales
6ptimos son no positivos, mientras que en un problema de minimizar son no negativos (salvo que se definan
al revés), mientras que las variables son siempre no negativas, luego hay que cambiar el signo cuando sea
preciso.

Ejemplo Consideremos el par de problemas duales

Max. 4z + by Min. 8A+5pu
saa 2x+y<8 s.a 2 >4
y<5 A+p>5

z,y>0 Ap=0
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La tabla 6ptima del primal es

45 0 0
r y s t
4 2[1 0 1/2 —1/2[3/2
5 ylo1 o 1|5
15 2 3
00 —2 =3 |31

Vemos que el 6ptimo primal es Z* = (z,y, s,t) = (3/2,5,0,0). A partir de la tabla podemos obtener
la solucién complementaria \* del problema dual. Si asociamos a cada variable principal del problema
primal la variable de holgura de su restriccién correspondiente en el dual y viceversa, tenemos la siguiente
correspondencia entre variables:

e s, oyt 5 A, t e u.

Por ejemplo, x es la variable dual de la primera restriccién dual, y la otra variable asociada a dicha
restriccién es su variable de holgura s’. Igualmente, s es la variable de holgura de la primera restriccién
primal, y la otra variable asociada a dicha restriccién es la variable dual .

El teorema anterior afirma que \* estd formada (salvo el signo) por los rendimientos marginales de
las variables primales asociadas a cada una de sus variables, es decir,

o=\ p s t)=(2,3,0,0).

Reciprocamente, los rendimientos marginales del problema dual son los valores de las variables pri-
males:
w' = (w), w, wy, wy) = (0,0,3/2,5).

Nota: Para cada par de problemas duales en forma candnica, la relaciéon entre sus variables que acaba-
mos de describir hace corresponder las variables bésicas éptimas del problema primal en las variables no
bésicas éptimas del dual, y viceversa.

Por ejemplo, las variables basicas del problema primal anterior son x e y, mientras que sus variables
duales asociadas, a saber, s’ y ¢/, son las variables no bésicas del dual, y viceversa. n

Problemas no candnicos Veamos ahora un método para calcular la soluciéon 6ptima dual de un
problema que no esté en forma candnica. En realidad el caso anterior es un caso particular de éste,
pero cuando el problema estd en forma candnica es més rapido aplicar el método anterior. Consiste
simplemente en utilizar la férmula

N =B,

donde X es el vector de las variables principales del problema dual (las que queremos calcular), ¢p es el
vector de los coeficientes de la funcién objetivo primal correspondientes a las variables basicas y B! es
la inversa de la matriz bésica primal.

Ejemplo Consideremos el par de problemas duales

Max. =« Min. A+ pu
sa z+y<l sa A+pu>1
r—y<l1 A—p=0

x>0 A p=0
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Vamos a resolver el primal y, a partir de su solucién, obtendremos la solucién 6ptima del dual. Para
ponerlo en forma estandar hacemos y = y; — y»2 e introducimos variables de holgura:

Max. =z
sa x4y —y2+s=1 1 1 -
A:
r—y1+y2+t=1
x,ylvaasvtzo

La tabla éptima es

1 0 0 0 0
T Y1 Y2 s 4

1 «[T 0 0 172 121

0 |0 -1 1 —1/2 1/2
1 0 0 12 1/2
0 0 0 —12 —1/2|"

Para calcular la solucién dual observamos que las variables bédsicas en la tabla éptima son (x,ys),
luego ¢g = (1,0). La inversa de la matriz basica estd en la tabla éptima, en las columnas que contienen
la identidad en la matriz A. Asi pues:

Bl ( 1/2 1/2 )

~-1/2 1/2

La solucién dual es 1/2 1/2
=0 1 1) =

Problemas

1. Plantea el problema dual de los problemas siguientes:

Max. z1+ z2+ 24 Min. z1+ 22+ 24
s.a 2x1 + 2o +4x3 =10 s.a 2xy + xo + 4x3 =10
1+ 2w4 <8 21+ 2w4 <8
$1,$3ZO,CC2SO 1‘1,$320,$2§0

2. Resuelve los problemas siguientes a través del dual:

Max. 4z + 3y + 5z Max. 4z + 3y + 3z
sa z4+y+2<5 sa z4+y+2<5
x+ 22 <2 r+22<2

3. Plantea el dual del problema
Min. —z+3y+ 52
sa T+ y+222>3
r+2y+3z2>1
z,y,z2>0

y usalo para determinar si el primal tiene o no solucién 6ptima.

4. Considera el problema
Max 2x+42y+ 2
saa 2x+y+2<10
20+ 2y + 22 =4
20 +y+222>6
z>0,y<0
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(a) Calcula el problema dual.

(b) Pon el primal en forma estdndar e introduce las variables artificiales necesarias para poder
empezar el algoritmo del simplex.

(c) Escribe la matriz técnica del problema en forma estédndar.

(d) Sabiendo que la tabla éptima primal es

2 =2 1 -1 0 -M -M 0
T Yo Z21 22 81 A As 53
-1 2|0 0 -1 1 1 0 -1 14
2 x|1 0 0 0 1 —1/2 0 0]8
-2 Yy |0 1 0 0 0 -1 1 —-11]2
2 =2 1 -1 1 1 -1 1
0 0 0 0 -1 —1-M 1-m -18°

Calcula la solucién (A, u,v) del problema dual.
5. Hemos resuelto un problema lineal de maximizacién en forma candnica. La solucién es
(21,22, 23, 81,52) = (1,0, 3,0,0) con z = 20.
Los rendimientos marginales han resultado ser

(wxlawx27w$37 wsl ) wSQ) = (Oa 727 Oa 727 74)

Calcula la solucién 6ptima dual, incluido el valor de la funcién objetivo, calcula los rendimientos
marginales duales e indica cudles son las variables basicas duales.

6. Plantea el problema dual del problema planteado en la pagina 43 y calcula su solucién a partir de
la solucién del problema primal.

7. Consideremos el problema
Max. 2z +y—=z2
s.a r+2y+ 2<8
—r+ y—22<8
z,y,z2>0

Su tabla 6ptima es
-1
z
1
-1
2
_3 —

0
t
0] 8
1116
0
0

o N
+ 8

16

OO 8 N
W =W N =
NN~ —Rwn O

(a) Escribe el problema dual y obtén su solucién éptima a partir de la tabla anterior. Calcula
también los rendimientos marginales del problema dual.

(b) Si pudiéramos aumentar uno de los términos independientes de las restricciones, jcudl con-
vendria aumentar?

8. Resuelve los problemas siguientes por el método simplex, plantea el problema dual y calcula la tabla
optima del dual a partir de la solucién obtenida del primal.

Max. 3z +y Max. 2z 4y Max. x+2y
sa x4+ y<10 sa xz+y<2 sa x+y<4
2x 4+ 3y < 50 r <1 20 +y <6

z,y >0 z,y >0 z,y >0
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9. Cierto fabricante produce sillas y mesas, para lo cual requiere el uso de dos secciones de produccién:
la seccién de montaje y la seccién de pintura. La produccién de una silla requiere 1 hora de trabajo
en la seccién de montaje y 2 horas en la de pintura. Por su parte, la fabricacién de una mesa precisa
de 3 horas en la secciéon de montaje y 1 en la de pintura. La secciéon de montaje sélo puede estar 9
horas diarias en funcionamiento, mientras que la de pintura sélo 8 horas. El beneficio que se obtiene
produciendo mesas es el doble que el de sillas. El fabricante pretende maximizar beneficios.

(a) Modeliza el problema mediante un programa lineal y resuélvelo mediante el simplex.
(b) Interpreta el valor de las variables principales y el de las de holgura.
(¢) Interpreta los rendimientos marginales.
(d)

)

d
(e

Calcula las variables duales e interprétalas.

Razona si al empresario le conviene aumentar las horas de funcionamiento en la seccién de
montaje. ;Y en la de pintura?

Cuestiones

1. En la tabla siguiente, cada fila corresponde a un tipo de problema lineal y cada columna a una
posibilidad para su dual. Pon en cada casilla ST o NO segun si es o no posible que el primal y el
dual sean de los tipos correspondientes a la fila y la columna:

Infactible | No acotado | Acotado

Infactible
No acotado
Acotado

2. Si sabemos que (1,2, 1) es una solucién de un problema lineal, ;qué podemos decir sobre su dual?
LY si sabemos que es una solucién factible? ;Y si sabemos que es una solucién 6ptima?



Tema 6

Postoptimizacion y analisis de
sensibilidad

En este tema estudiamos las consecuencias de modificar un dato en un problema lineal. Se trata
de averiguar si la solucién sigue siendo la misma (en cuyo caso no es necesario volver a resolverlo) vy,
en caso de que varie, tratar de aprovechar la solucién anterior para obtener mas rapidamente el nuevo
optimo. La postoptimizacién es el andlisis que se hace ante un cambio concreto, mientras que el andlisis
de sensibilidad consiste en encontrar el intervalo en el que puede variar un dato sin que se modifique la
solucién.

Més precisamente, una solucién éptima # ha de cumplir Zg = B~'b > 0 (condicién de factibilidad) y
@ < 0 para problemas de maximizar o @ > 0 para problemas de minimizar (condicién de optimalidad).
Si al cambiar algin dato se siguen cumpliendo ambas condiciones, entonces tenemos ya la nueva solucién
optima, mientras que si deja de cumplirse una de ellas tendremos que iterar para encontrar la nueva
solucién.

6.1 Cambio de un coeficiente de la funcion objetivo

Estudiamos en primer lugar el caso en que cambia un coeficiente c¢;. No tiene sentido que corresponda
a una variable de holgura, luego supondremos que corresponde a una variable principal. Si corresponde
a una variable no basica, lo tinico que se modifica es w;, mientras que si la variable es basica se modifica
todo el vector w y la funcién objetivo. En cualquier caso, la solucién puede dejar de ser éptima, pero no
dejard de ser factible. Si es asi, realizamos las iteraciones necesarias para encontrar el nuevo 6ptimo.

Ejemplos Consideremos el problema

Max. x+ 2y
sa xz+y<A4
20 +y <6
z,y >0
cuya tabla 6ptima es
1 2 00
r y s
2y 11 1 014
0 t 1 0-1 12
2 2 20
10 -2 0]°

60
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1. Estudiar qué sucede si ¢; pasa a valer 3/2.

Como la variable x es no basica, sélo se modifica la primera columna de la tabla, de modo que
resulta wy = —1/2. Como se sigue cumpliendo la condicién de optimalidad, la solucién sigue siendo
valida, con el mismo valor de la funcién objetivo.

2. Estudiar qué sucede si ¢ pasa a valer 3.

Ahora la tabla pasa a ser

3 2 00
T y s t
9 y[1 1 1 04
0O t|1 0-1 1|2
2 2 20
T 0= 0|°

Vemos que la solucién ya no es éptima, por lo que aplicamos el simplex: entra x y sale t:

3 2 0 0
z y s t
2 y|0 1 2 —-1]2
3 |1 0-1 1|2
3 2 1 1
0 0-1 -1

La nueva solucién éptima es (x,y) = (2,2) con F = 10.

3. Estudiar qué sucede si ¢y pasa a valer 4.

Como la variable y es bésica, se modifican todos los rendimientos marginales. La nueva tabla es

14 00
z y s t

4 y[ T 1 1 0[4

0 t| 1 0-1 1|2
14 40
—3 0 =4 0]16

Vemos que la solucién sigue siendo éptima, sélo que ahora la funcién objetivo vale F' = 16.

4. Calcular el intervalo de sensibilidad de ¢;.

Esto significa determinar el intervalo en que puede variar ¢; sin que la solucién deje de ser vélida.
Para determinarlo ponemos un coeficiente indeterminado en la tabla:

a2 0 0
r y st
2 y[ 1 1 1 0]4
0t 1 0-1 1|2
52 2 0
a—2 0= 0|8

La solucién seguird siendo valida mientras ¢; — 2 < 0, es decir, ¢; < 2, luego el intervalo de
sensibilidad es |—oo0, 2].
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5. Calcular el intervalo de sensibilidad de cs.

Como y es una variable bésica, ¢y afecta a todos los rendimientos marginales:

1 Co 0 0
T Y s t
c2 Y 1 1 1 0| 4
0 t 1 0 -1 1| 2
Co Co Co 0
T—c; 0 —c 0]%

La solucion seguira siendo vélida mientras 1 —cy < 0y —cy < 0, es decir, co > 1y co > 0. El
intervalo es [1, +o0].

6.2 Cambio de un término independiente

El cambio de un término independiente b; no afecta a los rendimientos marginales, pero si a la solucién
Zp = B~'b. El problema es que la nueva solucién puede dejar de ser factible. Concretamente, si se sigue
cumpliendo Zp > 0, entonces la solucién sigue siendo valida, pero es muy importante recordar que esto
no significa que la nueva solucion sea la misma que la anterior. Normalmente habrd cambiado tanto Zp
como el valor de la funcién objetivo. Lo tnico que se conserva respecto a la solucién original es que las
variables bdsicas (no su valor) son las mismas.

Si, por el contrario, deja de cumplirse la condicién de factibilidad g > 0, nos encontramos con una
solucién infactible con la que el simplex no puede trabajar, asi que lo que haremos en tal caso es pasar
al problema dual, pues b; es un coeficiente de la funcién objetivo, y dicho caso lo hemos estudiado ya en
la seccién anterior.

Ejemplos Consideremos el mismo problema de los ejemplos precedentes.

1. Estudiar qué sucede si b; pasa a valer 5.
Los coeficientes b; no aparecen directamente en la tabla, sino indirectamente, en Zg = B~'b. Para
calcular la nueva solucién necesitamos la matriz B~'. Tenemos que

r y s i

(1110 (10 L _( 10
A= (2101)’ B_<11)’ B _<—11>

(Notemos que B~! puede extraerse también de la tabla éptima). Si b pasa a ser (5,6), tenemos que

e (3 1)(5)-()

Como se sigue cumpliendo la condicién de factibilidad, la solucién sigue siendo valida. Ahora bien,
la solucién original era (x,y) = (0,4) con variables de holgura (s,t) = (0,2) y funcién objetivo
z = 8, mientras que la nueva solucién es (z,y) = (0,5) con variables de holgura (s,t) = (0,1) y
funcién objetivo z = 10.

2. Calcular el intervalo de sensibilidad de b;.

Calculamos como antes la matriz B~!, de modo que

I 10 b\ by
Tp =B b_(l 1><6>_<bl+6>'

La solucién seguira siendo factible si by > 0y —b; + 6 > 0, es decir, si by > 0y b; < 6. El intervalo
de sensibilidad es, pues, [0, 6].
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3. Estudiar qué sucede si b; pasa a valer 8.

Puesto que 8 se sale del intervalo de sensibilidad, la nueva solucién no sera factible. Planteamos el
problema dual:

Min. 4X 4+ 6p

sa A+2u>1
A+ p>2
A >0

Como las variables no bésicas del primal son z, s, las variables basicas del dual serdn las asociadas
a éstas, a saber, A y s’. La matriz dual es

A8t

, (1 2 -1 0
A‘(11 0—1)’

, (1 -1 [ 01 iy (1 10 -1
B_<1 0)7 B _(—1 1>’ B A‘<0—11—1>‘

Por otra parte, los valores de las variables duales los obtenemos de los rendimientos marginales
primales: (A, s’) = (2,1).

luego

Construimos la tabla dual, pero cambiando ya el coeficiente by = 4 por 8, tal y como pide el
problema:
8 6 0 0
Ao st
8 A1 1 0 -1]|2
0 /0 -1 1 —-1]1
8 8 0 -8
0—2 0 8 |1©

Si no hubiéramos cambiado by, seria la tabla 6ptima, pero ahora tenemos que p puede entrar en
la base (recordemos que el problema es de minimizar, luego entran las variables con rendimientos
marginales negativos). Sale A y la nueva tabla es

8 6 0 0
Aot
6 p[1 1 0 —1]2
0 &1 0 1 -2/ 3
6 6 0 —6
2 0 0 612

Ya hemos llegado al éptimo. La solucién éptima primal serd (z,y, s,t) = (0,6,2,0) con z = 12.

6.3 Cambio de un coeficiente técnico

Vamos a considerar inicamente el caso en que el coeficiente a;; que varia es no basico. Si fuera bésico
podria pasar cualquier cosa (incluso que la matriz bésica dejara de ser regular). Admitiendo que a;; es
no bésico, lo tnico que se modifica es el correspondiente w;, por lo que la solucién podra dejar de ser
optima, si bien seguird siendo factible.
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Ejemplos Consideremos el mismo problema que en los ejemplos precedentes.

1. Estudiar qué sucede si a1 pasa a valer 2.

Notemos que se trata de un coeficiente no bésico. Calculamos

(10
w=( 1)

(El calculo estd hecho antes.) Ahora obtenemos la nueva matriz Y:

o, [ 10 2 110\ (21 10
y==5 A_<1 1)(2101)‘(001 1)'

La nueva tabla sera

12 0 0
T y s t
2 y[2 1 1 04
0 t| 0 0 -1 1]2
12 20
30 =2 0]|°

Vemos que la solucidn sigue siendo éptima. (Sino lo hubiera sido, simplemente habriamos calculado
las iteraciones necesarias para llegar de nuevo a un éptimo.)
2. Calcular el intervalo de sensibilidad de a1;.

Repetimos los célculos anteriores pero con un coeficiente a1y arbitrario:

v — 1 0 a7 11 0\ ( a3 1 1 0

—\ -1 1 2 10 1) \2-a; 0 -1 1 )"
Ahora serd z; = 2a11 y wy = 1 — 2a11, luego la solucién serd valida mientras 1 — 2a;; < 0. El
intervalo es [1/2, +o0].

6.4 Introduccién de una nueva variable

Introducir una nueva variable supone introducir una nueva columna en la tabla. Podemos calcular el
nuevo wy41. Sies < 0 para problemas de maximizar o > 0 para problemas de minimizar, la solucién sigue
siendo 6ptima, y la nueva variable (que es no bésica) vale 0. Si wy11 > 0 calculamos nuevas iteraciones
hasta llegar a una solucién 6ptima.

6.5 Introduccion de una nueva restriccion

Si la solucién 6ptima cumple la nueva restriccién entonces sigue siendo éptima y no hay nada que
hacer. En caso contrario hemos de pasar al dual (donde lo que hemos hecho es anadir una nueva variable
y estamos en el caso anterior).

Problemas

1. Un botellero embotella y comercializa tres tipos de vino A, B y C. Por cada cuba obtiene un
beneficio de 50, 25 y 20 u.m. respectivamente. Cada cuba ha de pasar por dos fases: llenado
y precintado. La primera trabaja hasta un total de 640 horas semanales y la segunda 900 horas
semanales. El nimero de horas que una cuba necesita en cada fase viene dado por la tabla siguiente:
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Llenado | Precintado
A 16 30
B 4 5
C 6 10

La solucién éptima del problema lineal que maximiza los beneficios es (0, 160, 0, 0, 100).

(a) ;Cudntas cubas de tipo C llenarfa si las horas totales de la seccién de llenado fueran 7007

(b) Si el beneficio por cuba de tipo A fuera de 55 u.m. jcudntas cubas de tipo B se llenarfan?

(¢) ¢{Cudnto puede disminuir el beneficio unitario de las cubas de tipo A sin que la solucién varie?
)

(d) Calcula e interpreta el intervalo de sensibilidad del beneficio por cuba de tipo B.

2. Una empresa produce dos articulos en cantidades x e y, y los distribuye en un mercado cuya demanda
méxima (conjunta para los dos productos) se estima en 200 unidades. El coste de produccién
unitario es de 2 u.m. para el primer producto y 3 u.m. para el segundo. El presupuesto de la
empresa es de 500 u.m. Por otra parte, el beneficio que se obtiene por cada unidad del primer
articulo es de 3 u.m., mientras que para el segundo es de 1 u.m.

(a) Calcula la produccién que maximiza los beneficios y el beneficio méximo.

(b) Estudia las variaciones que se producirfan si el beneficio unitario obtenido por el segundo
articulo fuera de 2 unidades monetarias en lugar de 1.

Repite el apartado anterior para un beneficio unitario de 4 u.m.
Calcula el intervalo de sensibilidad del beneficio unitario de cada uno de los dos articulos.

)
)
(e) Calcula el intervalo de sensibilidad del coste unitario del segundo articulo.
(f) Calcula el intervalo de sensibilidad de la demanda del mercado.

)

Estudia las modificaciones en la solucién que se producirian para una demanda de 250 unidades
de producto.

(h) Repite el apartado anterior para una demanda de 300 unidades de producto.

(i) Supongamos que la empresa se ve obligada a producir al menos tanta cantidad del segundo
articulo como la mitad del primero, es decir, y > /2 o, equivalentemente, x — 2y < 0. Obtén
la nueva solucién éptima.

3. Una empresa fabrica dos productos en cantidades x; y x2 a partir de dos procesos productivos que
vienen representados por las restricciones

$1+3£B2§9
211 + 19 <8,

donde 9 y 8 son las cantidades disponibles de dos factores de produccién. Suponiendo que los
beneficios unitarios son de 1 y 2 unidades monetarias respectivamente y sabiendo que el beneficio
maximo se obtiene cuando se agotan las disponibilidades de ambos factores productivos,

(a) Calcula la tabla éptima del problema.
(b) Realiza el anélisis de sensibilidad de b; e interpreta el resultado.

(¢) Si se implanta un nuevo proceso productivo determinado por la restriccién
3(E1 + 2.%2 S 14,

qué efecto tendria sobre la solucién del problema? ;Cudl serd el nuevo éptimo?
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4. Considera el problema
Max. bxy + 3xo
s.a 2x1 4+ 5xe <20
2x1 4+ 4x0 < 10
T1, T Z 0

Se sabe que las variables basicas en el 6ptimo son x1 y s1. Realiza el andlisis de sensibilidad de b;.

5. Considera el problema
Max. 1z + 2xo + 323
s.a r1+ x2+ x3 < 10000
2x1 4+ 3x2 + x3 > 20000
I1, T2, T3 Z 0

(a) Sabiendo que las variables bdsicas de la solucién éptima son x5 y x3, calcula la tabla éptima
del simplex.
(b) Plantea el problema dual y, a partir de la tabla anterior, obtén la solucién éptima.

(¢) Indica cudl es la nueva solucién si by pasa a ser 20000.
6. La solucién 6ptima del problema

Max. 3z + 2x9
sa 2x14+ x9 <12
21 + 225 < 14

x1, T2 >0

es (.131,562) = (5,2)

(a) Calcula la tabla 6ptima sin realizar ninguna iteracién.
(b) Haz el andlisis de sensibilidad de b;.
)

(c) Calcula la nueva solucién éptima si anadimos la restriccién 2z1 4+ 3z < 17. Indica cudles son
las variables basicas.

7. Una empresa se plantea el siguiente problema lineal:

Max. 3z; 4+ 29 + 223 (beneficios)
sa 2r;+ a2+ x3 <18 (capital)
3x1 + 2x2 + 3xz3 < 15 (horas de trabajo)
Z1, T2, v3 >0

(a) Calcula la tabla éptima del simplex sabiendo que el punto 6ptimo es (5,0,0).

(

(¢) Razona el efecto de reducir el trabajo de 15 a 12 horas.

(d) Calcula el valor de las variables duales. Razona si a la empresa le interesa disponer de més
capital o de més horas de trabajo para aumentar sus beneficios.

)

b) Haz el andlisis de sensibilidad de a12 y ass.
)
)

8. La tabla 6ptima del problema
Max. 10x71 4+ 20z,
s.a 3xy + 4z <60
ox1 + 312 < 62
i) S 9
L1, T2 Z 0



TEMA 6. POSTOPTIMIZACION Y ANALISIS DE SENSIBILIDAD

viene dada por

10 20 O 0 0
r1 T2 S1 S92 S3
ss[0 0 1 -3/5 —11/5] 3
10 z¢| 1 0 O 1/5 = 3/5| 7
20 29| O 1 O 0 1 9
10 20 O 2 14
0 0 0 —2 —14 |2V

(a) Obtén la solucién éptima del problema dual.

(b) ;Para qué valores de ¢; contintia siendo vélida la solucién?

9. Una empresa fabrica dos productos en cantidades x; y x2, a partir de dos procesos productivos

representados por las restricciones
1+ 4w <8
2z1 + x2 <6,

donde 8 y 6 son las cantidades disponibles de dos factores de produccién. Los beneficios unitarios
son de 6 y 2 unidades monetarias respectivamente.

(a) Determina la solucién 6ptima del problema dual sabiendo que en la solucién éptima del primal
se fabrican 3 unidades del primer producto.

(b) Si el empresario desea aumentar su produccién, ;jqué factor productivo le convendrd més
aumentar?

(¢) La empresa desea implantar un nuevo proceso productivo, determinado por la restriccién
1 + 5z < 10. Indica el efecto que tendra sobre la solucién 6ptima y, en su caso, calcula la
nueva solucién.
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Programacion no lineal

Todas las técnicas de resolucién vistas hasta ahora (excepto la resolucién grifica) son vélidas tnica-
mente para problemas de programacion lineal. En este tema veremos una técnica aplicable a cualquier
problema de programacién no lineal (es decir, que es aplicable tanto si las restricciones son lineales como
si no).

7.1 Condiciones necesarias de optimalidad

En general, un problema de programacién no lineal tiene infinitas soluciones factibles, de entre las
cuales hemos de encontrar la solucién 6ptima. Vamos a ver que, bajo ciertas hipdtesis, ésta ha de cumplir
necesariamente ciertas condiciones, lo que en muchos casos nos reducird la biisqueda a analizar un niimero
finito de puntos.

Para que la técnica que vamos a emplear sea aplicable a un problema, es necesario que sus restricciones
satisfagan ciertas hipdtesis. Existen muchas hipdtesis alternativas que garantizan que las técnicas son
aplicables, conocidas como cualificaciones de restricciones. Nosotros consideraremos unicamente tres:

Primera cualificacion de restricciones No hay restricciones.
Segunda cualificacién de restricciones (linealidad) Todas las restricciones son lineales.

Tercera cualificacién de restricciones (regularidad) Todas las soluciones factibles del problema
son requlares.

La tercera requiere una explicacién:

Una solucion factible T es regular si es interior o, en caso de ser de frontera, los gradientes de las
restricciones saturadas en T son linealmente independientes.

La independencia lineal significa que la matriz formada por los vectores gradientes tiene un menor
(un determinante de una submatriz cuadrada) no nulo de orden méximo. En particular:

Si el problema tiene una unica restriccion, la reqularidad equivale a que el gradiente de la restriccion
no se anule en ninguna solucion factible de frontera.

Veremos enseguida que la técnica que vamos a emplear requiere derivar la funcién objetivo y las
restricciones por lo que, ademds, deberemos exigir que éstas sean funciones de clase C'. Como algunas
técnicas posteriores requerirdn a veces funciones de clase C?, en la practica requeriremos siempre esta
condiciéon maés fuerte. En resumen:

68
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Para resolver un problema de programacién no lineal deberemos comprobar en primer lugar
que tanto la funcién objetivo como las restricciones sean funciones de clase C2 y que el problema
cumpla una de las tres cualificaciones de restricciones anteriores.

Una vez comprobado esto, el paso siguiente es construir la llamada funcion lagrangiana del problema.
Se trata de una funcién L cuyas variables son las variables principales del problema mas una nueva variable
por cada restriccién (incluidas las de signo). Estas nuevas variables se conocen como multiplicadores de
Kuhn y Tucker, aunque si el problema es de programacion clésica es costumbre llamarlas multiplicadores
de Lagrange.

La funcién lagrangiana se obtiene sumando a la funcién objetivo un término A\(b — g(z)) para cada
restriccién g(Z) < b, g(Z) > b o g(Z) = b del problema (incluidas las de signo), donde A es el multiplicador
de Kuhn y Tucker (o de Lagrange) asociado a la restriccién.

Ejemplo Calcular la funcion lagrangiana del problema

Max. xyz
sa x+y+z2<3
22 +y?+22=9
y=>0
SOLUCION: L(x,y, 2, A\, v) = ayz + AXB — 2 —y — 2) + (9 — 2% — y? — 2%) —vy. =
El paso siguiente es calcular los llamados puntos de Kuhn y Tucker del problema, que son los puntos

(Z,\) que cumplen las condiciones siguientes, llamadas condiciones de Kuhn y Tucker:

Factibilidad FEl punto T satisface las restricciones del problema (es una solucidn factible).
Punto critico Las derivadas de la lagrangiana respecto a las variables principales son nulas en T:

oL
axi o

0.

Signo Si A es un multiplicador asociado a una restriccion candnica entonces X > 0, mientras que si su
restriccion es no canonica entonces X < 0. Los multiplicadores de las restricciones de igualdad son
libres.

Recordemos que llamamos desigualdades canonicas a las de < si el problema es de maximizar y a
las de > si el problema es de minimizar.

Holgura complementaria Si A es un multiplicador asociado a una restriccion de desigualdad g(z) < b
0 g(Z) > b entonces
A(b—g(z)) = 0.

(Equivalentemente, los multiplicadores asociados a las restricciones no saturadas en Z son nulos.)

El interés de los puntos de Kuhn y Tucker es que se cumple el teorema siguiente:

Condicién necesaria Kuhn y Tucker Consideremos un problema de programacion no lineal en el
que tanto la funcion objetivo como las restricciones sean de clase C? y que satisfaga una cualificacidn de
restricciones. Entonces, para todo éptimo local T del problema existe un vector A de multiplicadores tal
que (Z,)\) es un punto de Kuhn y Tucker.
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Ejemplo FEscribir las condiciones de Kuhn y Tucker para el problema

Max. xyz
sa r+y+2<3
P+ 22 =9
y=>0

SOLUCION: La funcién lagrangiana la hemos calculado més arriba. Las condiciones de Kuhn y Tucker
son:

Factibilidad = +y + z < 3, 22+ y2 422 =09, y>0.

Punto critico

L L L
a—:yzf)\fQ:Eu:O, 8—:a:zf/\f2yus:O, a—:xyf)\fQZu:O,
ox oy 0z

Signo Como la desigualdad de A es candnica y la de v no lo es, las condiciones de signo son:

A >0, v <0.

Holgura complementaria \(3 —z —y — 2) =0, vy = 0.

El teorema anterior puede resumirse asi:

Para encontrar las soluciones 6ptimas de un problema usaremos la implicacion
Solucién 6ptima = Punto de Kuhn y Tucker,

pero debemos tener presente que para que esta implicacién sea cierta el problema debe cumplir
una cualificacién de restricciones (asf como que las funciones que lo definen sean de clase C?).

Por otra parte:

Bajo ningtin concepto podemos afirmar que todo punto de Kuhn y Tucker de un problema
es una solucién éptima. Puede suceder que ningin punto de Kuhn y Tucker sea éptimo (si
el problema es no acotado), que haya puntos de Kuhn y Tucker que son éptimos locales y no
globales (luego tampoco son soluciones éptimas) o incluso que ni siquiera sean 6ptimos locales.

Asi pues, el interés de calcular los puntos de Kuhn y Tucker se debe a que en muchos casos nos reduce
el problema de encontrar la solucién 6ptima a estudiar un numero finito de puntos. Para determinar
si un punto de Kuhn y Tucker es o no un éptimo global de un problema emplearemos los métodos que
presentamos en la seccién siguiente.

Observaciones Las condiciones de signo y holgura complementaria sélo aparecen si el problema tiene
restricciones de desigualdad. Asi pues, si el problema es de programacion clésica sélo tenemos condiciones
de factibilidad y de punto critico. En este caso las condiciones se llaman condiciones de Lagrange en lugar
de condiciones de Kuhn y Tucker y los puntos que las satisfacen se llaman puntos criticos en lugar de
puntos de Kuhn y Tucker.

Si ademas el problema no tiene restricciones tampoco hay condiciones de factibilidad, y ademas la
lagrangiana es simplemente la funcién objetivo. Las condiciones necesarias se reducen entonces a que las
derivadas de la funcién objetivo sean nulas.
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Forma equivalente de las condiciones de Kuhn y Tucker Los multiplicadores asociados a restric-
ciones de signo siempre pueden despejarse de las condiciones de punto critico (sin més que pasarlos al otro
miembro). Al sustituirlos en las deméds condiciones obtenemos una forma equivalente de las condiciones
de Kuhn y Tucker en las que no aparecen los multiplicadores de signo.

Ejemplo Eliminar el multiplicador de signo v en las condiciones de Kuhn y Tucker del problema an-
terior.

SoLUCION: Despejamos de la condicién de punto critico:
v=xz—\—2yu.
Al sustituir en las otras condiciones obtenemos:
r+y+z<3, 2?2 4yP+22=9, y =0,
yz — A —2zxp =0, xz— A —2yp <0, xy — A —2zp =0,

A20, AB-z-y-2)=0, (zz-A-2yu)y=0.

Esta es la versiéon equivalente sin multiplicadores de signo. [

Comprobacion de si un punto cumple las condiciones de Kuhn y Tucker La mejor forma de
comprobar si un punto cumple las condiciones de Kuhn y Tucker es en el orden siguiente:

Factibilidad = Holgura complementaria = Punto critico = Signo.

Ejemplo Comprobar si (x,y,z) = (0,3,0) es un punto de Kuhn y Tucker del problema anterior.

Se cumplen las condiciones de factibilidad:

r4+y+2<3 = 0+3+0<3
?+y?+25=9 = 04+9+0=9
y >0 = 3>0

Veamos ahora las condiciones de holgura complementaria:

AB—z—-y—2)=0 = A-0=0
vy =10 = v-3=0

Concluimos que se cumplen si ¥ = 0. Sabiendo esto pasamos a las condiciones de punto critico:

yz—A—2zu =0 = -A=0
xz2—A=2yp—v=0 = —A—6u=0
xy—A—2zu=0 = —-A=0

Vemos que se cumplen si A = = 0. Como (X, u,v) = (0,0,0), las condiciones de signo se cumplen
también. -

Resolucion de las condiciones de Kuhn y Tucker Para problemas de programacion clasica las
condiciones de Kuhn y Tucker (llamadas entonces condiciones de Lagrange) son simplemente un sistema
de ecuaciones que podemos resolver. Cuando el problema tiene restricciones de desigualdad conviene
seguir el procedimiento que ilustra el ejemplo siguiente:
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Problema FEncontrar los puntos de Kuhn y Tucker del problema

Max. a2+ y?
sa r+2y<5H
xz,y 20

SOLUCION: Observamos que tanto la funcién objetivo como las restricciones son de clase C? porque
son polinomios, asi como que se cumple la cualificacién de restricciones de linealidad, pues las restricciones
son lineales. Esto no hace falta para responder a lo que se pide (calcular los puntos de Kuhn y Tucker),
pero seria el primer paso si nos pidieran encontrar los 6ptimos del problema, pues ahora sabemos que si
el problema tiene solucién 6ptima serd uno de los puntos de Kuhn y Tucker que vamos a encontrar.

La funcién lagrangiana es

L(z,y, \v1,v9) = 2% + > + A5 — 7 — 2y) — v17 — 1ay.
Las condiciones de Kuhn y Tucker son:
Factibilidad x«+2y <5, >0, y>0.
Punto critico 2z —A—1y; =0, 2y —2\—15=0.
Signo A>0, 11 <0, vy <0.
Holgura complementaria A5—2—2y) =0, 1z =0, wy=0.
Para calcular los puntos de Kuhn y Tucker seguimos el sistema siguiente:

1. Desdoblamos en dos casos cada condicion de holgura complementaria:

A=0obien5—x—2y=0, v, =00bienax =0, vy =00 bieny=0.

2. Formamos todos los casos posibles. (Serdn 2 casos si hay una condicién de holgura complementaria,
4 si hay dos, 8 si hay tres, etc.) Aqui tenemos 8 casos:

Caso1: A=0, v =0, =0, CAsO 5: xz+2y=5, 11 =0, =0,
Caso2: A=0, =0, y=0, CAs0 6: z+4+2y=5 11=0, y=0,
Caso3: A=0, x=0, v,=0, CAsO7: z+4+2y=5x=0, =0,
Caso4: A=0, =z=0, y=0, CAaso0 8 z+4+2y=5x=0, y=0.

3. A las condiciones de cada caso anadimos las de punto critico (y, si las hubiera, las condiciones de
factibilidad que fueran igualdades) y resolvemos el sistema:

CAso 1: Al sustituir las condiciones del caso 1 en las condiciones de punto critico obtenemos
20 =0, 2y=0,

luego llegamos al punto (z,y) = (0,0) con (A, vq,v2) = (0,0,0). Los CAsOs 2,3,4 nos llevan a la
misma solucién.

CAso 5: Tenemos

20 —A=0, 2y—22=0, xz+2y=5 11 =0, v,=0.

Al resolver queda (z,y) = (1,2) con (A, v1,v2) = (2,0,0).
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CAso 6: Tenemos

Q.T—A:O, —2)\—1/2:07 1}—{—2:[/:57 ylzo7 y:O

Al resolver queda (x,y) = (5,0) con (\,v1,vs) = (10,0, —20).
CAs0 7: Se llega al punto (z,y) = (0,5/2) con (A, v1,v5) = (5/2,-5/2,0).

Las condiciones del CASO 8 son imposibles, luego no nos dan ningin punto.
En total tenemos los puntos (z,y, A, v1, 2) siguientes
(0,0,0,0,0), (1,2,2,0,0), (5,0,10,0,—20), (0,5/2,5/2,—5/2,0).

4. Comprobamos que los puntos obtenidos cumplen las condiciones de factibilidad y signo (que hasta
aqui no hemos usado para nada).

Los cuatro puntos las cumplen, luego tenemos cuatro puntos de Kuhn y Tucker. Si el problema tiene
méximo, serd necesariamente uno de estos puntos (porque hemos comprobado una cualificacién de
restricciones). "

Conviene tener presente una ultima observacién sobre la condicién necesaria de Kuhn y Tucker:

Para que la implicacion
Solucién 6ptima = Punto de Kuhn y Tucker,

sea aplicable a un punto en concreto =*, no es necesario que se cumpla la hipdtesis de regularidad
sobre todas las soluciones factibles, sino que basta que el punto Z* sea regular.

De este modo, cuando resolvemos un problema con restricciones no lineales, hemos de comprobar la
hipdtesis de regularidad sobre todas las soluciones factibles, pues asi garantizamos que el éptimo —sea
cual sea— serd regular y, por consiguiente, un punto de Kuhn y Tucker, pero si estamos estudiando la
optimalidad de un punto dado basta comprobar que dicho punto es regular. Asi, si vemos que es regular
pero no cumple las condiciones de Kuhn y Tucker, podemos asegurar que no es 6ptimo.

7.2 Condiciones suficientes de optimalidad

Dado un problema de programaciéon no lineal, aplicando la teoria de la secciéon anterior podemos
encontrar unos puntos (los puntos de Kuhn y Tucker, a menudo un ndmero finito) de modo que si el
problema tiene 6ptimo, dicho 6ptimo ha de ser uno de ellos, pero no podemos afirmar a priori que el
problema tenga 6ptimo. En esta seccién indicaremos cuatro formas de determinar si un punto de Kuhn
y Tucker es o0 no una solucién éptima.

Concavidad/convexidad Este método es aplicable siempre y cuando el conjunto de oportunidades
sea convexo, en particular si las restricciones del problema son lineales. El resultado es el siguiente:

Teorema (condicién suficiente de Kuhn y Tucker) Consideremos un problema de programacion
no lineal y supongamos que:

e Las funciones que definen el problema son de clase C?,

e Fl conjunto de oportunidades es convezo,

e La funcidn objetivo es (estrictamente) convexra si el problema es de minimizar y (estrictamente)
concava si el problema es de mazrimizar.

entonces, todo punto de Kuhn y Tucker del problema es un dptimo global (estricto).
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El teorema de Weierstrass FEste método es aplicable si tenemos sélo un nimero finito de puntos de
Kuhn y Tucker y el conjunto de oportunidades es compacto. Entonces el teorema de Weierstrass nos
asegura que el problema tiene solucién 6ptima, y dicha solucién tiene que ser un punto de Kuhn y Tucker
(supuesto que hayamos comprobado una cualificacién de restricciones). Asf pues, la solucién 6ptima serd
simplemente el punto de Kuhn y Tucker en el que la funcién objetivo tome el valor maximo o minimo,
segin proceda.

Representacion gréafica Este método es aplicable siempre que el problema tenga dos variables y la
funcién objetivo sea lineal. En tal caso estudiamos graficamente si existe 6ptimo (aunque no sepamos
calcular cudnto vale). El 6ptimo serd el mejor punto de Kuhn y Tucker, como en el caso anterior.

Observaciones sobre la aplicaciéon de los criterios precedentes Para aplicar correctamente estos
criterios es importante tener en cuenta los hechos siguientes:

e El criterio de concavidad/convexidad requiere que el conjunto de oportunidades sea convexo. Si
el problema tiene restricciones de igualdad éstas tendran que ser lineales para que podamos decir
que definen hiperplanos, mientras que si hay restricciones de desigualdad no es necesario que sean
lineales, sino que en tal caso tendremos que estudiar si definen conjuntos de nivel superior o inferior
convexos (estudiando para ello la concavidad o convexidad de la restriccién).

e No hay que confundir la condicién suficiente de Kuhn y Tucker (el método de concavidad/convexidad)
con el teorema local-global. El primero parte de un punto de Kuhn y Tucker, mientras que el se-
gundo parte de un 6ptimo local. Ademds el segundo no requiere que el objetivo del problema se
corresponda con la concavidad o convexidad de la funcién, mientras que el primero si.

e Para aplicar el teorema de Weierstrass hemos de conocer todos los puntos de Kuhn y Tucker del
problema, pues hemos de quedarnos con el mejor. Por ejemplo, si nos dan un punto para comprobar
si cumple las condiciones de Kuhn y Tucker pero no nos dicen si hay otros, no podremos aplicar
este método.

e Si tenemos varios puntos de Kuhn y Tucker y la funcién objetivo toma en ellos valores diferentes,
entonces el método de concavidad/convexidad no es aplicable, pues si lo fuera podrfamos concluir
que todos ellos son Optimos globales, lo cual es absurdo. Dicho de otro modo, el método de
concavidad/convexidad requiere que sélo exista un punto de Kuhn y Tucker o —de haber varios—
que la funcién objetivo valga lo mismo en todos ellos.

e Los métodos anteriores —en caso de ser aplicables— nos proporcionan siempre éptimos globales,
que son lo que realmente interesa en un problema de programacién matemaética.

e Cuando uno de los métodos anteriores no es aplicable (por ejemplo, si tratamos de aplicar el método
de concavidad/convexidad y la funcién objetivo resulta ser convexa cuando deberfa ser céncava o
viceversa) no podemos concluir por ello que el problema no tiene éptimo global. De hecho, no
podemos concluir nada. Tendremos que probar otro método o tratar de mostrar que el problema
no estéd acotado.

e Una forma elemental de probar que un problema no tiene 6ptimo global es encontrar una solucién
factible que mejore a todos los puntos de Kuhn y Tucker. Asi, ninguno de ellos serd éptimo y
(supuesto que hayamos comprobado una cualificacién de restricciones) podremos afirmar que el
problema no tiene 6ptimo global.

7.3 Interpretacion econémica de los multiplicadores

Los multiplicadores de Kuhn y Tucker asociados a la solucién éptima de un problema de programacién
no lineal no son (salvo el signo) sino los costes reducidos o los precios duales que proporciona LINGO.
Concretamente, salvo en un caso que indicaremos a continuacion se cumple lo siguiente:
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El valor del multiplicador de Kuhn y Tucker asociado a una restriccion correspondiente a una
solucién 6ptima indica aproximadamente lo que aumenta la funcidn objetivo por cada unidad
que hagamos aumentar el término independiente de la restriccion.

Por consiguiente, si un término independiente b correspondiente a una restricciéon de multiplicador
A experimenta un incremento Ab, el valor 6ptimo de la funcién objetivo del nuevo problema con b
incrementado experimentard un incremento aproximadamente igual a X- Ab. Esta aproximacion sélo serd
aceptable para incrementos marginales de b, esto es, incrementos pequenos en comparacién con el valor
de b.

Observemos que si la restriccién no estd saturada en el 6ptimo z* entonces la condicién de holgura
complementaria asociada a la restricciéon implica que \; = 0 y, en efecto, esto significa que una pequena
modificacién en b; no altera el valor 6ptimo, ya que dicho valor éptimo se seguird alcanzando en el mismo
punto x*.

Por otra parte, puede suceder (aunque no es frecuente) que \; = 0 aunque la restriccién esté saturada.
En tal caso las condiciones de Kuhn y Tucker tienen infinitas soluciones y no podemos interpretar ningin
multiplicador:

Si un multiplicador de Kuhn y Tucker es nulo y su restriccion esta saturada, los multiplica-
dores de Kuhn y Tucker no tienen interpretacion econémica.

Ejemplo La funcién de costes de una empresa viene dada por C(x,y) = x2 + y? + 2z + 4y + 10, donde
x ey son las cantidades producidas de dos articulos. Determina el coste minimo necesario para producir
un total de 21 unidades de producto. ;Qué sucederia si la empresa decidiera incrementar su produccion
en dos unidades?

SOLUCION: El problema es minimizar el coste sujeto a la restriccién x + y = 21, es decir,
Min. 22 +y? + 2z + 4y + 10
sa z+y=21
Para resolverlo comprobamos que podemos aplicar las condiciones necesarias de optimalidad:
e Tanto la funcién objetivo como la restriccién son de clase C? porque son polinomios.
e Como cualificacién de restricciones se cumple que la restriccion es lineal.

Por consiguiente, si existe minimo, ha de ser un punto que cumpla las condiciones necesarias. Para
escribirlas construimos la funcién lagrangiana:

L(z,y,\) =2 +y* + 22 + 4y + 10+ A(21 — 2 — ).

Las condiciones necesarias son:

L L
r+y =21, g—x:Qx—i—Q—)\:O, %:2y+4—)\:0.

Igualando A en las dos tltimas ecuaciones obtenemos y = x — 1. Sustituyendo en la primera queda
20 =22, luegox =11, y =10 y A = 24.

Asi pues, si hay solucién éptima, ésta ha de ser el punto critico (z,y) = (11,10) con multiplicador
A= 24.

Para determinar si este punto es realmente una solucién éptima estudiaremos si la funcién objetivo es
convexa. El método es aplicable porque la restriccién es lineal. La matriz hessiana de la funcién objetivo

€s
2 0
e = (5 5 ).
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que es definida positiva, luego C' es convexa. Concluimos que el punto (11,10) es un minimo global
estricto. Por lo tanto el coste minimo es C'(11,10) = 293 u.m.

En principio, si la produccién pasara a ser de 23 unidades, para saber qué coste resultaria tendriamos
que resolver el nuevo problema
Min. 2% +y? + 22+ 4y + 10
sa r+y=23

Ejercicio Resuelve este problema y comprueba que el nuevo coste es de 343 u.m., con lo que el incre-
mento de coste que ocasiona aumentar la produccion en 2 unidades resulta ser de 343 — 293 = 50 u.m.

Sin embargo, si nos basta una respuesta aproximada, no es necesario repetir todos los calculos. El
multiplicador A = 24 nos informa de que el incremento de coste que ocasionard un incremento de la
produccién Ab = 2 serd aproximadamente

AC* = \-Ab=24-2 =48 um.

El error que cometemos con esta aproximacién es de 2 u.m. sobre un total de 50, por lo que es una
aproximacién admisible.

Ejemplo Una empresa fabrica tres articulos en cantidades x, y, z y trata de maximizar sus beneficios
de acuerdo con el problema siguiente:

Mazx. Tx+4y+ 2z Funcion de beneficios,
s.a x+y+2z>500 Produccion total,
2z 4+ 6y + z < 1.500  Coste de la produccion,
x4+ 2y < 100 Cantidad empleada de un input I,
z,y,22>0

La solucion dptima resulta ser (x,y,z) = (100,0,1.300) con multiplicadores (A1, A2, A3) = (0,2,3),
(v1,v2,v3) = (0,—14,0) (los dltimos son los de las restricciones de signo). Interpreta estos multiplicado-
res.

SorucioN: El multiplicador A\; es nulo porque la restriccién no esté saturada (la produccién éptima
es de 1.400 > 500 unidades). Indica que aunque exigiéramos producir més de 500 unidades en total ello
no afectaria a la solucién 6ptima.

Por cada unidad adicional en que la empresa pudiera incrementar su presupuesto sus beneficios au-
mentarian en 2 unidades monetarias.

Por cada unidad adicional que la empresa pudiera emplear del input I, sus beneficios aumentarian en
3 unidades monetarias.

Los multiplicadores 1, y v3 son nulos porque las restricciones z > 0 y z > 0 no estdn saturadas en
la solucién éptima. Esto indica que si las cambidramos por > 1 o z > 1 la solucién seguiria siendo la
misma.

Por cada unidad que la empresa fabricara del segundo articulo, sus beneficios disminuirian en 14
unidades monetarias.

Nota Las interpretaciones siguientes serian incorrectas:

A1 = 0 significa que por cada unidad que la empresa aumente su produccién total el beneficio no se
verd alterado.
11 = 0 significa que un aumento en la produccién del primer articulo no afectard a los beneficios. =
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Relacidén con la programacion lineal Segtn lo visto hasta aqui es inmediato que las variables duales
de un problema de programacion lineal no son sino los multiplicadores de Kuhn y Tucker correspondientes
a las restricciones del problema distintas de las condiciones de signo. De hecho, la construccién del pro-
blema dual es precisamente la que es para garantizar que las condiciones de Kuhn y Tucker del problema
dual son exactamente las mismas que las del primal, salvo que lo que en el primal son variables principales
en el dual son multiplicadores y viceversa (siempre que eliminemos en ambas los multiplicadores de las
condiciones de signo, tal y como hemos explicado que se puede hacer).

Problemas
1. Resuelve:
Min. 22 4+ 2y + 92 — 62 + 2, Max. 22 + zy + 3% + = + 5y,
Max. 322 4+ 5y% + 522 + 2yz + 622 — 2zy, Max. 4z — 6y — 22 — 2y2.
2. Sabiendo que la funcién f(z,y) = 2% + y* — 4zy + 3 tiene minimo global, calctilalo y determina si
es estricto o no estricto. jTiene maximo global?

3. Encuentra los extremos globales de los problemas siguientes:

Opt. 3z2 + zy + 4y? Opt. 2% +y? +22 +¢2 Opt. 22 +y?+22—22—2y
saa 3x+y="72 sa rx+y+z+t=1 sa x+y—22=0
y—x =20
Opt. —a?+azy+yz—y? — 22 Opt. 4z —y
sa x+z=2 sa y=a2
r+y=4

4. Resuelve
Max. zy

sa x2+y%=8.

5. Resuelve
Max. z+y+=z

sa 224+y>+22=2
6. La funcién de utilidad de un consumidor es
U(zx,y) = 22° — 922 — 6y + 40,

donde z e y son las cantidades adquiridas de dos bienes A y B. El precio unitario de A es de 2€,
el de B de 1€ y el consumidor dispone de un presupuesto de 6€.
(a) Calcula la utilidad méxima que puede obtener el consumidor si gasta todo su presupuesto.

(b) Estudia qué aumento de utilidad puede conseguirse con un aumento de una unidad de presu-
puesto.

(¢) ¢Que ocurrirfa si el consumidor decidiera comprar una unidad del segundo bien?

7. Una empresa exporta cantidades z, y (en miles de toneladas) de su producto a dos paises. Su
funcién de beneficios es
B(z,y) = —2* + 4ay — 25* + 10.

La legislacién del pais impone a la empresa una cuota de exportacién de 10.5 miles de toneladas.
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(a) Calcula la cantidad que conviene exportar a cada pais de modo que la cantidad total exportada
sea la que marca la cuota.

(b) Razona el efecto que tendria sobre la empresa que la cuota pasara a ser de 10 miles de toneladas.
(c¢) Calcula el beneficio de la empresa que consigue exportando la misma cantidad a ambos paises.
(d)

(e) Razona si a la empresa le conviene la existencia de la cuota.

Calcula las cantidades a exportar si desaparece la cuota de exportacién.

8. La funcién de produccién de una empresa es
P(z,y) = 22 + 2> + 10zy,

donde x e y son las cantidades empleadas de dos factores de produccién. El precio unitario de los
factores es de 1 y 2 u.m. respectivamente, y la empresa dispone de un presupuesto de 70 u.m. que
debe gastar en su totalidad.

(a) Calcula la produccién méxima que puede conseguir la empresa y las cantidades requeridas de
los factores de produccion.

(b) Estudia la conveniencia de aumentar el presupuesto disponible.

9. Una empresa produce tres productos en cantidades z, y, z. La funcién de costes es
C(z,y,2) = 2% + 22 4+ 3% + 2z + 100.
A su vez, vende los productos en dos mercados con la siguiente estructura de demanda

2z + 8y + 62 = 204
20 + 4y + 22 = 92

donde los términos independientes representan la demanda de cada mercado.

(a) Calcula la produccién que minimiza los costes.
(b) Calcula el coste éptimo.
(c) Razona si a la empresa le interesa un aumento en la demanda de los mercados. (En cudl

preferentemente?

10. Resuelve los problemas siguientes:

Max. —a? —y? Min. a2 + 3?2 Max. z+vy Min. xz+y
sa z+y<l1 sa x+y>-—1 sa 2249y2<1 sa z?24+y2<1
Min. =« Max. =« Max. 2+ 12 Min. z? + g2
sa —xrz+y<0 s.a x2+y2§1 s.a xy > 25 s.a xy > 25
y=>1 z,y=>0 z,y=>0 z,y=>0
11. Considera el problema
Max. y
sa x2+ y2 <6
22—y >0
z,y>0

(a) Resuélvelo graficamente.

(b) Comprueba que el 6ptimo cumple las condiciones de Kuhn y Tucker.



TEMA 7. PROGRAMACION NO LINEAL 79

12. Considera el problema
Max. 6z + 3y — 22 + 4y — 41>
sa z+y<3
dr+y <9
z,y>0

Sabiendo que (2, 1) es su tnico punto de Kuhn y Tucker, razona que es el inico maximo global.

13. Dado el problema

Min. 2z 4y

sa xy <4
r—y>—2

y =0,

(a) Comprueba gréficamente que (—2,0) es un 6ptimo global del problema.

(b) Razona que es un punto de Kuhn y Tucker (sin comprobar explicitamente que cumple las
condiciones).

(¢) Comprueba explicitamente que cumple las condiciones de Kuhn y Tucker.
14. Considera el problema
Max. (x—2)%+ (y—2)?
sa r—y<38
r+y>—4
z,y >0
(a) Escribe las condiciones de Kuhn y Tucker.
(b) Comprueba si los puntos (2, —6) y (8,0) verifican dichas condiciones.
(¢) A partir de los resultados del apartado anterior, jqué se puede decir sobre su optimalidad?
15. Dado el problema
Max. —4x? — 2zy — 12
sa 224+9y?<4
r+y>1
(a) Comprueba si los puntos (0,1), (1,0) y (2,2) cumplen las condiciones de Kuhn y Tucker.

(b) ;Son éptimos del problema?

16. Considera el problema

Max. a2+ y?
sa x+y<l1
z—y <0

x>0

(a) Comprueba que el punto (0,0) cumple las condiciones de Kuhn y Tucker.
(b) ;Podemos aplicar las condiciones de suficiencia para concluir que es un méximo global?

(c) ¢(Es un méximo global?
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Cuestiones

1.

10.

11.

12.

13.

Tenemos un problema de programaciéon y comprobamos que la funcién objetivo y las restricciones
son de clase C? asi como que todas las soluciones factibles son regulares. ;De qué nos sirve esta
comprobacién? (;jqué podemos afirmar gracias a ello?)

En lugar de comprobar la regularidad de las soluciones factibles, ; qué otra comprobacién alternativa
nos permite llegar a la misma conclusién?

En un problema de programacién matemadtica tenemos una solucién factible que no cumple las
condiciones de Kuhn y Tucker. ;Podemos afirmar que no es un 6ptimo del problema?

. Tenemos un punto de Kuhn y Tucker en un problema de maximizacién y ya hemos comprobado que

podemos aplicar las condiciones necesarias. ;Cudles son las dos cosas que hemos de comprobar para
garantizar que el punto es un méximo global? Si no se cumplieran, ;tendriamos otra posibilidad de
probar que el punto es un maximo global?

Para un problema de programacién con restricciones encontramos tres puntos que cumplen las
condiciones necesarias de optimalidad. ;Podemos afirmar que al menos uno de ellos es una solucién
optima? ;Y si el problema es de maximizar y la funcién objetivo es concava?

Tenemos un problema de programacién clasica sin restricciones y hemos encontrado tres puntos
que satisfacen las condiciones necesarias de optimalidad, pero la funcién objetivo no es céncava ni
convexa. jPodremos probar que alguno de los puntos es un éptimo global mediante el teorema de
Weierstrass?

Si un problema no tiene éptimos globales, ;puede, no obstante, tener puntos que satisfagan las
condiciones necesarias de optimalidad?, ;y si es infactible?

Tenemos un problema de maximizar cuyo conjunto de oportunidades es convexo y que cumple una
cualificacion de restricciones. Hemos encontrado dos puntos de Kuhn y Tucker en los que la funcién
objetivo toma dos valores diferentes. ;jPuede ser céncava la funcién objetivo? (;Qué podriamos
decir de dichos puntos si lo fuera?)

Como en la cuestién anterior, sabemos que los dos puntos son los tinicos puntos de Kuhn y Tucker.
,Qué tendriamos que comprobar para poder aplicar el teorema de Weierstrass? Si se cumple lo
necesario, jqué nos permitiria concluir dicho teorema?

En un problema de programacién, hemos comprobado que hay exactamente tres puntos de Kuhn y
Tucker. ;Podria ocurrir que ninguno de ellos fuera una solucién éptima? ;Y si el problema cumple
una cualificacién de restricciones?

Las restricciones de un problema son 22 + 3% + 22 < 1, 22 + y3 — 2% = 1 y el 6ptimo se alcanza en
(1,0,0). ;jPodemos asegurar que es un punto de Kuhn y Tucker?

Explica el error del razonamiento siguiente: Tenemos un punto de Kuhn y Tucker de un problema
de minimizar en el que todas las soluciones factibles son regulares y todas las funciones son de clase
C?. Si ademds la funcién objetivo es lineal, podemos afirmar que es convexa, luego el punto sers
un minimo global.

Explica las diferencias que hay entre el teorema local-global y la condicién suficiente de Kuhn y
Tucker.
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Problemas adicionales

8.1 Introduccidén a la optimizacién / Programacion entera

1. Dado el problema siguiente:

Max. 2z 4y
sa. r2+y>9
z,y >0

Razona si es infactible, no acotado o tiene solucién 6ptima. Explica lo que significa que sea del tipo
que indiques.

2. Resuelve graficamente los problemas siguientes:

Opt. y—b5z Opt. vy Max. 2z —vy

sa 224192 <9 sa y<14 22 sa. y+a2<4 Min. x2—|—y2
2 sa x4y <4
y>x r<1 rz>1
y=>0
y>0 z>-1 y=>0
Min. z—3y
sa. z2+4 y2 <16
x> 2
y=>0
3. Considera el problema siguiente:
Min. z—vy
sa. y+x2<4
z,y >0

Resuélvelo graficamente.

(a
(b
(c
(d

Calcula el valor éptimo de la funcién objetivo.

Escribe el conjunto de oportunidades. Estudia si es compacto.

NN N

Razona si los puntos siguientes son soluciones del problema. En caso afirmativo, indica si son
factibles o infactibles, interiores o de frontera:

(0,0), (1,1), (1,-3).

81
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4. Transforma el problema siguiente para que tenga restricciones de igualdad y todas sus variables
sean no negativas:
Max. z—y+z
sa y>-—2
¥ +y2+22<11
z<0,z2>0.

5. Enuncia el teorema de Weierstrass. ;Se podia aplicar en el problema siguiente?

Min. 322+ 2zy? — 2
sa z24+12<1
3z2 +2 <10
z>0

6. Considera el problema siguiente:

Max. z—y+z
sa y>—2
x4+y2+2z§11
<0, 22>0

(a) Escribe el conjunto de oportunidades.

(b) Comprueba que el problema tiene solucién éptima.

(c) En general, jqué tiene que cumplir una solucién factible para ser interior? ;Y de frontera?
Encuentra una de cada tipo de este problema.

(d) El hecho de que f(—1,0,1) = 0, jme da alguna informacién sobre el valor éptimo de la funcién
objetivo? ;Y el hecho de que f(1,0,5) = 67

(e) Transforma el problema para que todas sus restricciones (excepto las de signo) sean de igualdad
y todas sus variables sean no negativas.

7. Tenemos un problema de programacién lineal entera de variables x,y,z en el que estamos maxi-
mizando la funcién objetivo y en el que se exige que las variables y, z sean enteras. Resolvemos el
problema relajado y obtenemos:

e (4.222,0,1.111) con f = 18.222

(a) Explica cudl es el siguiente paso si queremos resolver el problema entero mediante el método
de ramificacién y acotacion.

(b) Indica (razonando la respuesta) cudl es la solucién éptima del problema entero sabiendo que
es una de las siguientes:

(0.1,0.1,2) con f =9.5

(4.25,0,1) con f =17.750

(2,0,4) con f =26

(0,1,4.2) con f =13

(3.2,0,5) con f = 34.6

8. Considera el problema siguiente:

Max. 2z+4+y+ 7z

sa x+42 <5
5y — 6z < 10
z,y, z >0 =z, z enteras

La solucién 6ptima del problema relajado es (0,3.5,1.25). Escribe los dos subproblemas lineales
que debemos resolver segun el método de ramificacién y acotacion.
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8.2 Programacioén lineal

1. Aplica el algoritmo del simplex a la tabla siguiente para un problema de minimizar hasta llegar a
la tabla éptima.

1 23 4 5
Ty z u v
1 2T 00 —2 —1[2
2 yl0 10 2 —2|4
3 2000 1 4 —1]12
T 2 3 14 -8
00 0 —i0o 13|%

2. Repite la pregunta anterior suponiendo que el problema es de maximizar.

3. Razona a qué tipo de solucién corresponde la tabla siguiente segtn si el problema es de maximizar
o de minimizar.

23 2 -3 0
Ty z w S
2 z[1 0 =1 0 —=1]3
3 yl0 1 -2 -1 0]8
2 3 —8 —3 —2

00 10 o0 2%

4. Considera el problema siguiente:

Max. 2z +4+3y+ =z
sa 3r+y+22z<12
4o 42y + 32 =17

z,y,z2>0

(a) Calcula sin hacer ninguna iteracién la tabla del simplex correspondiente a las variables basicas
z, 2.

(b) Razona si la tabla es 6ptima y, en tal caso, si corresponde a una solucién de vértice, de arista
finita o de arista infinita. Indica también el valor 6ptimo de la funcién objetivo.

(c) Escribe la solucién 6ptima y razona que es una solucién factible bésica del problema.

(d) Calcula el intervalo de sensibilidad del coeficiente de la variable y en la primera restriccién.
Indica su interpretacion.

(e) Calcula el intervalo de sensibilidad del coeficiente de x en la funcién objetivo.

(f) Razona por postoptimizacién cudl serfa la nueva solucién éptima si ¢; = 10.

5. Considera el problema siguiente:

Min. 6z —Ty+z

s.a dx — 6y + 2z < 65
6 —Ty+ 2z2>T77
r>0,y<0,2>0.

Ponlo en forma estandar.
b

)
)
()
)

(d) Razona si es 6ptima y, si no lo es, itera hasta llegar al éptimo.

(a
(b) Determina si existe una solucién factible bésica con variables bésicas x, yo.

Calcula la tabla del simplex correspondiente a la solucién del apartado anterior.
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Escribe la solucién éptima (z,y, z) del problema y razona si es de vértice, de arista o de arista
infinita.

Calcula el problema dual (del problema original, no del que has puesto en forma estandar).
Calcula la solucién éptima del problema dual.

Interpreta la segunda variable dual (1 0 Ay 0 como la hayas llamado).

Calcula el intervalo de sensibilidad de b; = 65. Interpreta el resultado.

(Cudl serfa la nueva solucién éptima si by = 667

Calcula por postoptimizacién la nueva solucién 6ptima si la segunda restriccién pasa a ser
6xr — Ty + 22 > 77.

6. Considera la siguiente tabla del simplex para un problema de minimizar:

-1 -2 0

T Y s
—2 y[=1 1 1] 2
2 —2 -2
—3 0 2

Indica si corresponde a un problema con solucién 6ptima, no acotado o infactible. Razona la
respuesta.

7. Considera el problema siguiente:

Max. 3z + 2y — 5z
sa 2x+9y—2=2
T+5y>1

z,y>0,2<0

) Ponlo en forma estédndar.

Calcula directamente, sin hacer iteraciones, la tabla del simplex correspondiente a las variables
bésicas x e y.

Razona si la tabla es 6ptima. Si lo es, escribe la soluciéon 6ptima y, si no lo es, itera hasta
llegar a la tabla éptima.

Escribe el problema dual (del problema original, no del problema en forma estandar).
Calcula la solucién éptima del problema dual a partir de la solucié 6ptima del primal.
Calcula el intervalo de sensibilidad del término independiente de la primera restriccién.

Calcula la nueva solucién éptima y el nuevo valor éptimo de la funcién objetivo si dicho término
independiente pasa a valer by = 1.9.

.Y si el coeficiente de x en la funcidn objetivo pasa a valer ¢; = 27

8. Considera el problema siguiente (FPp):

(a)
(b)

Max. —2x+ 3y
saa z+4y <18

r+y<6

z,y 20

Estudia si el problema tiene una solucién factible bésica con variables bésicas z e y.

Sabiendo que (z,y) = (0,4.5) es solucién éptima del problema, obtén la tabla 6ptima del
simplex sin realizar ninguna iteracién. ;Es una solucién de vértice, de arista finita o de arista
infinita?
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()

Calcula el intervalo de sensibilidad de a1 (es decir, del coeficiente técnico de la variable = en
la primera restriccién).

Calcula el problema dual. Calcula la solucién éptima dual (A, p,s’,t’) a partir de la tabla
optima primal. Indica cudles son los rendimientos marginales duales y el valor 6ptimo de la
funcién objetivo dual.

Utiliza el apartado anterior para calcular aproximadamente el nuevo valor 6ptimo de la funcién
objetivo si el término independiente de la primera restriccién pasara a ser 18.5.

Considera ahora la version del problema P, que consiste exigir, ademas, que las variables = e y
sean enteras. Para resolverlo vamos a aplicar el método de ramificacién y acotacién. Completa
en el drbol siguiente los datos referentes a la solucién 6ptima del problema lineal asociado (Fy)
e indica las restricciones que deben afiadirse para pasar a los problemas P; y P (rellena los 3
recuadros).

I:l @ (x,y) =(0,4) F=12

Resuelve el problema P, (es decir, el que resulta al anadir a Py la restriccién adecuada) por el
método de las penalizaciones.

Completa el arbol con la informacién obtenida en el apartado anterior. ;Conocemos ya la
solucién éptima del problema con variables enteras o habria que seguir ramificando?

9. Dado el problema siguiente:

Min. 2x —y+ 2z
sa. r+y+3z>1
—y+2z=4

z,y,z2>0

Razona que (z,y, z) = (0,0,2) es una solucién factible bésica.

Construye la tabla del simplex asociada a dicha solucién (directamente, sin realizar ninguna
iteracion).

Razona si la solucion dada es la 6ptima. Si es 6ptima indica de qué tipo es, y si no es 6ptima
aplica el método simplex para resolver el problema.

Plantea el problema dual del problema inicial. ;Qué puedes decir sobre la solucién del problema
dual?

10. Resuelve el problema siguiente por el método simplex.

Max. 2z 4 5y + 3z
sa r+2y+z2>8
r+ 4y + 22 <10
r+y+z=2
z,y,z>0

Razona si es infactible, no acotado o si tiene solucién 6ptima, y en tal caso indica cudl es. Calcula
el problema dual.
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11. Resuelve el problema siguiente por el método simplex. Razona si tiene solucién éptima, si es

infactible o no acotado.
Max. x+ 3y + 2z

s.a r— y+22<1
20+ y+ z2<2
—3r+2y+ z2=6
z,y,z22>0

12. La tabla siguiente es la primera tabla de un problema de minimizar, donde s es una variable de
holgura y A una variable artificial:

13 2 7 7
Ty z s A
1 0 -3 1 2
10 20 4
7 712 1 1 0 1

(a) Complétala y aplica el método simplex.

(b) Razona si el problema es infactible, no acotado o si tiene solucién 6ptima.

13. Considera la siguiente tabla del simplex:

2 1 1 7 M
Ty z w A
2 |1 0 1-3 1 3
1 y|lo 1 2 4 -1 |8
2 1 4 -2 1

00 =3 oM—1]

(a) Razona si corresponde a un problema de maximizar o de minimizar.
(b) Haz las iteraciones necesarias para llegar a la tabla éptima.
(¢) Razona que la tabla final es éptima (en particular, que no corresponde a un problema infactible)

y razona si la solucién es de vértice, de arista finita o de arista infinita.

14. Resuelve el problema siguiente por el método de las penalizaciones. Escribe primero el problema al
que corresponde la nueva matriz técnica.

Min. =z
sa y+z2<2
—x+y+22>5
z,y,z2>0

15. Considera el problema siguiente:

Max. 3z 42y — b5z
s.a r+22<3
—3r+y—2z=3
T+z>2
z,y>0, 2<0
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(a) Calcula el problema dual.
(b) Pon el primal en forma estdndar.

(¢) Resuelve el problema primal por el método simplex sin calcular ninguna matriz inversa. Razona
si el problema es infactible, no acotado o si tiene solucién 6ptima y, en tal caso, indica cudl es.

(d) Estudia si (z,y,20) = (2,9,0) es una solucién factible bésica del problema primal.

16. Considera el problema:
Max. 2z 4 5y+ 3z
sa x+2y+2<8
rz+ 4y + 22 <10

T+y+2z<2
z,y,2>0
(a) Escribe el problema dual.
(b) A partir de la tabla
25 3 00 O
T Y z s t U
5yl 11 1 00 1|2
0 s|-1 0 -1 1 0 2|4
0 ¢ 3 0 -2 01 —4|2
55 5 00 5
3 0 200 5|70

razona si es Optima y, si lo es, si corresponde a una soluciéon de vértice o de arista.
) Escribe la solucién éptima y el valor 6ptimo de la funcién objetivo.
) Calcula la solucién éptima (A, p, v, 8', ¢/, u’) del problema dual.
e) Calcula la tabla éptima del problema dual sin hacer ninguna iteracién.
)

Determina, sin calcular ninguna otra tabla del simplex, el nuevo valor de la funcién objetivo
si la tercera restriccién pasa a ser x +y + 2z < 5.

(g) Determina si la solucién seguird siendo 6ptima si la funcién objectivo pasa a ser igual a 2z +
3y + 3z. La nueva solucién jserd de vértice, de arista finita o de arista infinita?

(h) Determina la nueva solucién 6ptima si by = 8 pasa a ser by = 3.

17. Una empresa quiere comprar dos materias primas en cantidades x e y, con las que quiere fabricar
dos articulos A y B,y se plantea el problema siguiente para minimizar el coste de la produccién:

Min. 3z 4y Coste
s.a 5xr+2y > 100 Produccién del articulo A > produccién minima
3z +y > 55 Produccién del articulo B > producciéon minima
z,y >0

Considera la tabla siguiente:

3 1 0
z y s t
3 |1 O 1 —-21|10
1 y|lo 1 -3 5|25
31 0 -1
00 o0 1]
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Razona si es éptima. Si no lo es, itera hasta que llegues a la tabla éptima; si lo es, razona si
la solucién es de vértice, de arista finita o de arista infinita.

Qué cantidades le conviene comprar a la empresa de cada materia prima? ;Cudl es el coste
minimo?

Escribe el problema dual.

Calcula la solucién éptima del problema dual a partir de la tabla 6ptima primal.
Explica la interpretaciéon econémica de A y pu.

Calcula la tabla del problema dual correspondiente a las variables basicas A y p.

Calcula el intervalo de sensibilidad del precio de la segunda materia prima. Explica su inter-
pretacién econdémica.

(Qué cambios se producirian en la solucién 6ptima y en el coste minimo si quisiéramos una
produccién minima de 105 unidades del articulo A?

18. Considera el problema siguiente:

(a)
(b)

Min. —2z+ 2y — 62
sa 2x+y—3z2>1
—r+y+2z2=2
y=>0 =z 2<0

Pon el problema en forma estdndar.

Sabiendo que (x,y,z) = (0,2,0) es solucién éptima del problema, obtén la tabla éptima del
simplex sin realizar ninguna iteracién. ;Es una solucién de vértice, de arista finita o de arista
infinita?

Escribe el problema dual (del original, no del problema en forma estédndar) y calcula la solucién
optima dual a partir de la del primal.

Calcula el intervalo de sensibilidad de ¢y (es decir, el coeficiente de la variable y en la funcién
objetivo).

Calcula el intervalo de sensibilidad de by (es decir, el término independiente de la segunda
restriccion).

19. Considera el problema siguiente:

=

—
o &
NN AN AN

Min. 6z 43y + 2

s.aa 2x+2y+2<7
or+ y+z2z2>5
<3
z,y,z22>0

Escribe la tabla inicial del simplex segtin el método de las penalizaciones. Razona qué variable
debe entrar y cudl debe salir, pero no realices ninguna iteracién.

Razona que el problema tiene solucién 6ptima.

Comprueba que (z,y,z) = (0,2,3) cumple la definicién de solucién factible bésica.

Calcula sin hacer ninguna iteraciéon la tabla del simplex asociada a la solucién anterior.

Razona si la tabla de la pregunta anterior es éptima y, si no lo es, realiza las iteraciones
necesarias hasta llegar a la tabla éptima.

Escribe la solucién 6ptima y el valor 6ptimo de la funcién objetivo. Razona si la solucién es
de vértice, de arista finita o de arista infinita.
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(g) Escribe el problema dual.
(h) Calcula la solucién 6ptima del problema dual a partir de la tabla 6ptima del primal.

(i) Razona cémo variarfa el valor 6ptimo de la funcién objetivo si la segunda restriccién pasara a
ser bxr +y + z > 4.8.

(j) Calcula el intervalo de sensibilidad del coeficiente de z en la funcién objetivo.

(k) Calcula por postoptimizacién cudl seria la nueva solucién éptima si la segunda restriccién
pasara a ser bx +y + z > 0.8.

(1) Supén ahora que, ademds de cambiar la restriccién como indica el apartado anterior, exigimos
que las variables sean enteras. Escribe los dos problemas que habria que resolver por el método
de ramificacién y acotacién a partir de la solucién que has obtenido.

20. Considera el problema siguiente:

Max. 3z +45y+ =z
saa 2x+3y+2<6
x —2z<2

z,y,z2>0

cuya solucién 6ptima viene dada por la tabla:

35 1 00
Ty z st

5 y[ 2/3 1 1/3 1/3 0] 2

0t 10 1 012
10/3 5 5/3 5/3 0

—1/3 0-2/3 53 0|1

(a) Escribe la solucién del problema: el valor de todas las variables y el de la funcién objetivo.
Indica si la solucién es Unica y si es degenerada.

(b) Obtén la solucién del problema dual y el valor éptimo del problema dual. Interpreta las
variables (principales) duales.

(c¢) Calcula el intervalo de sensibilidad de bs del problema primal.

(d) Calcula mediante postoptimizacién la nueva solucién ptima si el coeficiente de y en la funcién
objetivo (primal) pasa a ser co = 4. (Indica el valor 6ptimo de las variables y el de la funcién

objetivo.)
21. Considera el problema siguiente:
Max. x—2y
sa. r+y<3
—x+y>1
z >0

(a) Ponlo en forma estdndar y escribe la matriz técnica del problema resultante.

(b) Estudia si el punto (x,y1,y2, s1, $2) = (3,0,0,0,—4) es una solucién bésica del problema. {Es
factible?, ;es degenerada?

(c) Resuelve el problema aplicando el método de las penalizaciones (observa que sélo hace falta
una variable artificial).

(d) Razona si la tabla final corresponde a un problema infactible, no acotado, con solucién de
vértice, de arista o de arista infinita. Si hay solucién éptima, indica el valor de (z,y) asi como
el valor 6ptimo de la funcién objetivo.
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(e) Calcula el problema dual del problema inicial (no del que has puesto en forma estdndar).
Llama A\ y p a las variables duales.

(f) A partir de la tabla éptima primal que has obtenido en (c), calcula la solucién dual comple-
mentaria (A, u).

(g) Pon el problema dual en forma estdandar y calcula la tabla del simplex correspondiente a las
variables bésicas pg y s’. Razona si es éptima y, en caso de que lo sea, si corresponde a una
solucién de vértice, de arista o de arista infinita.

22. Considera el problema siguiente, en el que las variables representan las cantidades que una empresa
ha de producir de dos articulos para usar las 30 horas de mano de obra que tiene contratadas sin
exceder las 19 unidades disponibles de una materia prima M:

Min. z+vy coste
s.a 3x + 5y =30 horas de mano de obra usadas = horas disponibles
2 + 3y <19 cantidad empleada de M < cantidad disponible
z,y > 0.

(a) Escribe la primera tabla del simplex segin el método de las penalizaciones. Explica qué
variable entra y qué variable sale, pero no hagas la iteracion.

Comprueba que (x,y) = (10,0) y (0,6) son soluciones basicas del problema. ;Son factibles?
Calcula todas las soluciones factibles basicas del problema.

Justifica que el problema tiene solucién 6ptima y calcilala a partir del apartado anterior.

A partir de la solucién éptima, calcula la tabla del simplex éptima.

Calcula la solucién éptima del problema dual.

)

)

)

)

f) Calcula el problema dual y ponlo en forma estdndar.

)

) Cémo afectarfa al coste utilizar media hora mds de mano de obra?
)

Sabiendo que la tabla éptima del dual es

30 —30 —19 0 0
)\1 )\2 Mo Sl t,
30 M1 -1 —3/5 0 1/5[1/5
0 |0 0 —1/5 1 —3/5|2/5
30 —30 —I8 0 6
0 0 =1 0 =60

razona si corresponde a una solucién de vértice, de arista finita o de arista infinita.

(j) La averfa de una maquina hace que cada unidad del primer articulo no requiera 3, sino 10
horas de mano de obra. Calcula la nueva solucién éptima.

(k) Calcula el intervalo de sensibilidad de la cantidad de M disponible.

(1) Determina cudl serd la nueva produccién éptima si la cantidad disponible de M se reduce a
17 unidades.

23. Considera el problema siguiente:

Max. 2z 4y
s.a r+y <2
—z4+y>0
r<0,y=>0

(a) Ponlo en forma esténdar



8. PROBLEMAS ADICIONALES 91

N~
o
—

Estudia si hay una solucién factible bédsica con variables bésicas s y t.
Calcula sin hacer iteraciones la tabla del simplex correspondiente a las variables (zg, y) = (0, 2).

Razona que la tabla del apartado anterior es 6ptima. Razona si es de vértice, de arista finita
o de arista infinita.

Calcula el problema dual (del problema dado, no del problema en forma estandar).

Calcula la solucién 6ptima dual (A, u) a partir de la taula éptima primal. Indica también el
valor 6ptimo de la funcién objetivo dual.

Razona cémo variard el maximo de la funcién objetivo si la primera restriccién cambiara a
r+y <25

Calcula el intervalo de sensibilidad del coeficiente de la variable y en la funcién objetivo. Indica
su interpretacion.

Razona por postoptimizacién qué pasaria si dicho coeficiente pasara a valer 3.

Calcula el intervalo de sensibilidad del término independiente de la segunda restriccién. Indica
su interpretacion.

Razona por postoptimizacién cudl serfa la nueva solucién 6ptima si by = 1/2. Indica también
el nuevo valor 6ptimo de la funcién objetivo.

24. Una empresa quiere comprar dos inputs en cantidades = e y y se plantea el problema siguiente para
minimizar su coste:

Min. 6z + 2y Coste
s.a x>50 Cantidad del ler input > necesidad minima
3z +y > 250 Producciéon > produccién minima
z,y>0

Calcula el problema dual.
Pon el primal y el dual en forma estandar.

Estudia si el problema dual tiene una solucién factible basica con variables bésicas A y p. ;Es
degenerada?

Resuelve el problema primal por el método simplex sin calcular ninguna matriz inversa. Razona
si el problema es infactible, no acotado o si tiene solucién éptima y, en este ltimo caso, indica
si es de vértice, de arista finita o de arista infinita.

(Qué cantidades le conviene comprar a la empresa de cada input? ;Cudl es el coste minimo?
Calcula la solucié éptima del dual a partir de la tabla éptima primal.

{Qué aumento de coste requeriria una produccién minima de 255 unidades?

Calcula la tabla del simplex del problema dual correspondiente a les variables bésicas. A y pu.

Determina entre qué valores puede variar el precio del primer input sin que la solucién éptima
cambie.

Calcula, por postoptimizacion, la nueva solucién éptima si la necesidad minima del primer
input pasa a ser de 90 unidades.

25. Considera el problema siguiente:

Min. -2z 44y + 3z

sa x—2y+z=2
20+ 4y <12
—x+2y>4

z<0,y,22>0
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26.

27.

28.

Ponlo en forma estandar.

Resuelve el problema por el método simplex, sin calcular ninguna matriz inversa.
Razona que el problema no es infactible.

Indica cudl es la solucién éptima (x,y, z) y el valor 6ptimo de la funcién objetivo.
Razona si la solucién éptima es de vértice, de arista finita o de arista infinita.
Escribe el problema dual (del problema dado, no del problema en forma estdndar).

Razona cémo afectaria al valor éptimo de la funcién objetivo que la primera restricciéon cam-
biara a x — 2y + 2z = 2.5

Resuelve el problema siguiente por el método simplex sin calcular ninguna matriz inversa. Razona
si el problema tiene solucién 6ptima, es infactible o no acotado.

Max. —3x+y+ 2z
s.a 4r+62<8
—x+y—222>2
T+ 2z2=2
z<0,y,2>0

Escribe el dual del problema anterior (del problema del enunciado, no del problema en forma
estandar).

Considera el problema siguiente:

Max. —2x+4 3y + 2z
saa —2r+y+22<5
3r+y+z2>2
z<0,y,2>0

Calcula el problema dual.
Pon el primal en forma estandar.

Plantea la primera tabla del simplex con las variables artificiales necesarias.

A partir de la tabla anterior haz una iteracién. Razona si la tabla que obtienes es 6ptima y, si
no lo es, razona qué variable entraria y cudl saldria, pero no hagas mas iteraciones.

Calcula directamente (sin usar los dos apartados anteriores) la tabla correspondiente a la
solucién (z,y, z) = (0,5,0).

Razona si la tabla del problema anterior es éptima. Si lo es, razona si es de vértice o de arista.
Calcula la solucién éptima del problema dual.

Razona por postoptimizacién cudl seria la nueva solucién éptima si la primera restriccién
pasara a ser —2z +y < 9.

Calcula el intervalo de sensibilidad del término independiente de la primera restriccién.

29. Considera el problema:

Max. 2z + 3y
sa 2r+y<4
3r+y <4

z,y >0
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Su tabla 6ptima es:

2 3 0 0
z Yy s i
3 y[ 2 1 1 04
0 t 1 0-1 1|0
6 3 3 0
17 0-3 0] 2

Estudia si existe una solucion factible bésica con variables basicas x, y.

Escribe la solucion 6ptima y el valor 6ptimo de la funcién objetivo.

Escribe el problema dual.

Calcula la solucién éptima del problema dual.

Calcula la tabla 6ptima del dual sin hacer ninguna iteracion.

Razona si la solucién 6ptima del dual es de vértice, de arista finita o de arista infinita.

Calcula el intervalo de sensibilidad del término independiente de la primera restriccién. Indica
su interpretacion.

Determina por postoptimizacién la nueva solucién 6ptima (y el valor éptimo de la funcién
objetivo) si dicho término independiente pasa a valer 2.

.Y si pasa a valer 57

30. Considera la tabla siguiente: 3.1 -6 1
T Yy z w

3 2|1 0 -1 =210

1 y|o 1 =3 —-1|25
2 3 -6 -7

00 0 8|

(a)
(b)

Si el problema es de minimizar, razona que la tabla es 6ptima, indica cudl es la solucién 6ptima
y de qué tipo es (vértice, arista finita o arista infinita).

Si el problema es de maximizar, indica cémo es el problema y c6mo sera, por lo tanto, su dual.

31. Una empresa fabrica dos productos en cantidades diarias = e y. Dispone de 200 horas diarias de
mano de obra y el segundo articulo requiere una materia prima de la que se dispone a razén de 30
unidades diarias. Los beneficios unitarios son de 2 y 5 u.m. respectivamente. El problema es

Max. 2z + by
s.a. 3x 4+ 5y < 200
3y < 30
z,y >0

y su tabla éptima es

(a)

2 5 0 0
Ty S t

2 z[1 0 1/3 —5/9] 50

5 ylo 1 0 39|10
2 5  2/3  5/9
0 0 —2/3 —5/9| 0

La empresa esta estudiando modificar el precio de venta del primer articulo. Determina entre
qué valores puede variar el beneficio unitario de dicho articulo para que la solucién siga siendo
Optima.
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(b)

Calcula las variables duales e interprétalas. ;Le interesaria a la empresa pagar 10 horas extras
diarias a 1 u.m. cada una?

32. Calcula el problema dual del problema siguiente:

Max. 2z +y+ 4z
s.a T +2z>2
—3rx+y—z=3
r+2<1
r>02z2<0

33. Considera el problema siguiente:

Min. 2z 4y
sa. x>1
r+y>0
x>0,y<0

Plantea el problema dual y resuélvelo por el método de las penalizaciones. Nota: La solucién
més répida se obtiene si en la primera tabla tomas como variables bésicas (A1, A).
Calcula la solucién (x,y) del problema primal a partir de la solucién obtenida del dual.

Comprueba si la solucién (A1, g, s1,85) = (2,0,0,—1) es una solucién bésica del problema
dual.

Escribe las condiciones de Kuhn y Tucker del problema primal y comprueba si la solucién
(z,y) que has obtenido anteriormente las satisface.

34. Considera el problema siguiente:

Min. b5z + 6y
saa 3rxr+2y<9
r+2y=>5

z,y >0

Reuélvelo por el método simplex, usando el método de las penalizaciones.

Indica la solucién éptima y razona de qué tipo es (de vértice, de arista finita o de arista
infinita).

Calcula el problema dual.

Calcula la solucién éptima del dual a partir de la del primal.

Razona cémo variaria el valor minimo de la funcién objetivo si el término independiente de la
segunda restriccion pasara a valer 6.

Pon el dual en forma estdndar y calcula la tabla del dual correspondiente a la solucién
()\Oa M1, ;U‘Q) = (07 37 0)
Justifica que la tabla dual es éptima y razona de qué tipo es.

Calcula el intervalo de sensibilidad de la variable y en la funcién objetivo. Interpreta el
resultado.

Razona mediante postoptimizacién cudl seria la nueva solucién 6ptima si el término indepen-
diente by = 9 pasara a ser b; = 3.

En el caso en que las variables del problema fueran enteras, escribe los problemas que habria
que resolver a continuacién segin el método de ramificacién y acotacion.
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35. Una empresa planea producir dos articulos en cantidades x e y. El coste de produccién unitario es
de 3 u.m. para el primero y 5 para el segundo, y la empresa dispone de un presupuesto de 30 u.m.
diarias. Por otra parte, la empresa dispone de un maximo de 20 horas diarias de mano de obra,
con lo que el problema de maximizar beneficios resulta ser:

Max. 2z + 5y Funcién de beneficios
s.a. 3x+ 5y <30 Coste de la producciéon diaria
x + 2y <20 Horas diarias de produccién

z,y >0
La tabla éptima resulta ser

2 5 0 0
T Y ] t

5 y 3/5 1 1/5 0| 6

0 t|-1/5 0 —-2/5 1] 8
3 5 1 0
1 0 -1 0%

(a) Calcula las variables duales (A1, A2) e interprétalas.

(b) La solucién muestra que no resulta rentable producir el primer articulo. Ante esta situacion, la
empresa se plantea la posibilidad de reducir de algiin modo el coste de produccién. Determina
cuanto tendria que reducirse al menos dicho coste para que la produccién del primer articulo
pasara a ser rentable.

36. Considera el problema siguiente:

Max. x+ 3y
sa x+y<>H

rx>1

y<0

(a) Resuélvelo mediante el método simplex sin calcular ninguna matriz inversa.

azona si la tabla éptima obtenida corresponde a una solucién de vértice, de arista o de arista
b) R i la tabla épti btenid d lucién de vértice, d: ista o d ist
infinita.

(¢) ¢ A qué clase de problema corresponderfa dicha tabla si el objetivo fuera minimizar?
(d) Escribe el problema dual.

(e) Calcula la solucién éptima (A, i) del problema dual (solucién dual complementaria) y el valor
optimo de la funcién objetivo.

(f) Calcula el intervalo de sensibilidad de b; (el término independiente de la primera restriccién
del problema primal).

(g) Interpreta el intervalo obtenido.

37. El problema siguiente determina el beneficio maximo que puede obtener una empresa con una
produccién (x,y) de dos articulos y con una restriccién sobre las horas de produccién disponibles:

Max. zxy+ 4000z beneficio
s.a x4+ 2y = 5000 horas empleadas = horas disponibles
z,y >0

(a) Pon un ejemplo de solucién infactible y otro de solucién factible. Razona si la solucién factible
es interior o de frontera.

(b) Resuelve el problema.



8. PROBLEMAS ADICIONALES 96

(¢) Razona el efecto que tendria sobre los beneficios la produccién de una unidad del segundo
articulo.

(d) La empresa desea determinar la produccién que minimiza el coste exigiendo una produccién
minima de 1000 unidades del segundo articulo. Resuelve el problema correspondiente mediante
el método simplex (sin partir de ninguna solucién factible conocida):

Min. 3x+ Ty coste
s.a x4+ 2y =5000 horas empleadas = horas disponibles
y > 1000 produccién de y > produccién minima
z,y >0

(e) Calcula el problema dual del problema de la pregunta anterior y ponlo en forma estdndar.

(f) Calcula la tabla del problema dual correspondiente a la solucién
()\17 )\27 /j/) = (37 07 1)

(g) Razona si la solucién anterior es éptima y, si lo es, razona si es de vértice, de arista finita o de
arista infinita.

(h) Resuelve graficamente el problema de la pregunta (d).

(i) En el problema de la pregunta (d), determina el intervalo de sensibilidad del coste de pro-
duccién del primer articulo y el de la produccién minima del segundo articulo.

8.3 Programacion no lineal

1. El problema siguiente determina el consumo 6ptimo de dos bienes A y B para minimizar el coste
manteniendo un nivel de utilidad dado:

Min. 2z 4y Coste
sa 224y>9 Utilidad > 9
z,y>0

Resuélvelo graficamente.

Calcula el coste minimo.

Comprueba que cumple las condiciones de Kuhn y Tucker.

)
)
¢) Razona si la solucién 6ptima es interior o de frontera.
)
) Determina qué efecto sobre el coste tendria exigir un nivel de utilidad de 10 unidades.
)

1, Qué sucederia con el coste si necesitdramos comprar una unidad del segundo bien?

2. Una empresa puede producir dos articulos en cantidades z, y. Sus posibilidades de produccién
estan limitadas por la restriccion z2 4+ 5y% < 105 y, por otra parte, se ha comprometido a producir
almenos 4 unidades del segundo articulo. El modelo siguiente determina la producciéon que maximiza
el beneficio:

Max. x+ 3y
s.a x2—|—5y2 <105

y =>4

x>0

(a) Estudia si la solucién (x,y) = (5,4) es factible o infactible, interior o de frontera.
(b) Comprueba que (z,y) = (5,4) es regular. ;Qué podemos concluir de ello?

(¢) Escribe las condiciones de Kuhn y Tucker del problema.
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(d) Comprueba que (z,y) = (5,4) es un punto de Kuhn y Tucker y calcula sus multiplicadores.
(e) Razona que (z,y) = (5,4) es la solucién 6ptima.

(f) Razona el efecto que tendria sobre el beneficio que las posibilidades de produccién de la empresa
fueran 22 4 5y2 < 107.

(g) iCbémo afectaria al beneficio la produccién de una unidad més del segundo articulo?

3. Considera el problema siguiente:

Max. x+ 3y
sa x+2y<6
5 + 2y > 10

y > 0.

(a) Escribe las condiciones de Kuhn y Tucker del problema (sin resolverlas).

(b) Estudia si los puntos (6,0) y (1,2.5) son o no puntos de Kuhn y Tucker del problema. En caso
afirmativo calcula sus multiplicadores asociados.

(c) Razona si alguno de los puntos anteriores es éptimo.
(d) Transforma el problema para que tenga restricciones de igualdad, variables no negativas y

objetivo de minimizar.

4. Considera el problema siguiente:

Min. 22 — y?
sa r+2y=>5
z,y>0

(a) Resuélvelo.

(b) Razona cémo variaria el valor minimo de la funcién objetivo si el término independiente de la
primera restriccién pasara a valer 6.

(¢) Y si pidiéramos que z fuera al menos 0.17

5. Considera el problema siguiente:

Min. z+y
sa x?2+y?=4
y=>0

(a) Indica una solucién factible interior, una solucién factible de frontera y una solucién infactible.
(b) Resuelve el problema.

(¢) Transforma el problema de manera que tenga objetivo de maximizar y variables no negativas.

6. Considera el problema siguiente:

Min. 2z +y
sa. x>1
r+y>0
x>0,y<0

(a) Estudia si el conjunto de oportunidades es compacto y si es convexo.

(b) Razona, sin comprobarlo explicitamente, que la solucién éptima ha de cumplir las condiciones
de Kuhn y Tucker.

(c¢) Escribe las condiciones de Kuhn y Tucker del problema y comprueba si el punto (1,0) las
satisface.
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7. Considera el problema siguiente, en el que las variables representan las cantidades empleadas de
dos factores para la produccién de un articulo:

Max. 224 y?+4zxy produccién
sa r+y=4 coste = presupuesto
x,y =0

(a) ;jPodemos asegurar que la solucién 6ptima (si existe) es un punto de Kuhn y Tucker?

(b) Estudia si (z,y) = (2,2) es un punto de Kuhn y Tucker.

(c) Razona si podemos concluir que es éptimo en virtud de la condicién suficiente de Kuhn y
Tucker. {Y por el teorema de Weierstrass?

(d) Calcula la solucién 6ptima.

(e) {Qué incremento de produccién podriamos conseguir si el presupuesto pasara a ser de 4.5
u.m.?

(f) Repite los apartados (c) y (d) cambiando el objetivo por Min. z? + y? + 4xy.

8. Sabemos que la solucién éptima del problema siguiente es (x,y) = (3,0):

Min. 2z 4y
sa. x24+y>9
xz,y 20

(a) Razona si la solucién 6ptima es interior o de frontera.
(b) Comprueba que cumple las condiciones de Kuhn y Tucker.

(c) Razona qué efecto tendria sobre la funcién objetivo que el término independiente de la primera
restriccién pasara a ser 10.

9. Una empresa quiere producir 100 unidades entre tres articulos minimizando el coste. En la pro-
duccién hay que emplear una materia prima de la que sélo posee 1600 unidades. EI problema
correspondiente es:

Min. 10z + 30y + 30z + 222 4 2zy — 22
sa = +y-+z=100
10z 4 40y + 80z < 1600
z,y,z 20

(a) Razona que la solucién éptima es un punto de Kuhn y Tucker.

(b) Escribe las condiciones de Kuhn y Tucker (sin resolverlas).

(¢) Al calcular los puntos de Kuhn y Tucker, el mejor resulta ser (x,y,z) = (80,20,0). Razona
que es la solucién éptima.

(d) Comprueba si se puede aplicar la condicién suficiente de Kuhn y Tucker.

(e) Determina qué aumento de coste requerirfa la produccién de 102 unidades de producto.

(f) A la empresa le ofrecen comprarle una unidad del tercer articulo por 100 u.m. Razona si le
conviene aceptar la oferta.

10. Resuelve el problema siguiente:
Min. 2+ zy + 2
s.a x+y>6.

11. Resuelve el problema siguiente:

Min. 222 + 3y? + 2xy + 22
sa r+y=3
z>0
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12. Resuelve el problema siguiente:

Max. 10y +9z — 22 —y? — 22 + a2

sa y?<1
13. Resuelve el problema siguiente:
Min. 2z 4y
sa x2+y=9

y=>0

14. Considera el problema siguiente:
Max. 2-— 2% —4y
sa x+2y<2
y=>0

(a) Resuélvelo.
(b) La solucién éptima que has encontrado jes interior o de frontera?, jy la solucién (1/2,1/2)7

Pon un ejemplo de solucién infactible.

15. Resuelve el problema siguiente:
Min. 222 —y? +4
sa 2x+y=2©6
z,y >0

(, Cudl sera aproximadamente el nuevo valor 6ptimo de la funcién objetivo si el término independiente
de la primera restriccién pasa a ser 6.57

16. Encuentra los puntos de Kuhn y Tucker del problema siguiente:

Max. —a22—1y%+8z
sa x+y==6
y=>0

Demuestra que el problema tiene solucién 6ptima e indica cudl es.

17. Resuelve el problema siguiente haciendo uso de la teoria general de programaciéon no lineal:

Min. 22 —y?
sa r+y=>
x>1
y=>0

;, Cual sera aproximadamente el nuevo valor 6ptimo de la funcién objetivo si el término independiente
de la primera restriccién pasa a ser 5’57

18. Considera el problema siguiente:
Min. —12z+ 3y
sa y—a2>1.

Justifica que si hay solucién 6ptima, ésta tiene que ser un punto de Kuhn y Tucker.

b

(a)

(b)

(¢) Calcula los puntos de Kuhn y Tucker del problema.
)

Justifica que todo punto de Kuhn y Tucker ha de ser un 6ptimo global del problema.

(d) Calcula el valor 6ptimo de la funcién objetivo (justificando tu respuesta) y razona cudl seria
el nuevo valor 6ptimo si la restriccién pasara a ser y — z2 > 0.8.
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(e) Justifica graficamente que tiene solucién éptima.

(f) Razona si también la tendria si la funcién objetivo fuera Max. z + y.

(g) Razona que, con este objetivo alternativo, el problema no puede tener puntos de Kuhn y
Tucker.

19. (a) Escribe las condiciones de Kuhn y Tucker para el problema

Max. 8z —2y
sa y—ax2>2
y comprueba que el punto (2,6) las cumple.
Demuestra que es un 6ptimo global.
. Se puede aplicar la condicién necesaria en el problema?
Sabiendo que (2, 6) es el inico punto de Kuhn y Tucker, razona que es el inico maximo global.
Ahora vamos a minimizar la funcién objetivo, es decir,

Min. 8z —2y
S.a y—:v222.

Resuelve este nuevo problema sabiendo que no tiene ningin punto de Kuhn y Tucker.

20. Considera el problema siguiente:
Max. 4z —vy
sa y—az2>1
(a) Indica una solucién factible interior, una solucién factible de frontera y una solucién infactible.
(b) Resuelve el problema.
(¢) Transforma el problema de modo que tenga objetivo de minimizar y que la restriccién sea de
igualdad.

21. Una empresa quiere producir dos variantes de un articulo en cantidades x e y. Desea una produccién
conjunta de 90 unidades y tiene una materia prima limitada a 100 unidades. Para minimizar el
coste plantea el problema siguiente:

Min. 222+ 3y? —xy Funcién de coste

sa. z+ y=90 Produccién exigida
x4+ 2y <100 Materia prima disponible.
z,y >0

(a) Aplica el teorema de Weierstrass. {Cudl es la conclusién?

(b) Escribe las condiciones de Kuhn y Tucker del problema (sin resolverlas).

(¢) La solucién éptima es (z,y) = (80,10). Comprueba que cumple las condiciones de Kuhn y
Tucker y calcula sus multiplicadores.

(d) {Coémo afectarfa al coste que la empresa dispusiera de una unidad mds de materia prima?

22. El problema siguiente calcula la produccién maxima que puede conseguir una empresa en funcién
de las cantidades z, y, z de materias primas que utiliza, teniendo en cuenta que no puede usar mas
de 60 kg en total y que dispone de un presupuesto de 70 unidades monetarias.

Max. 222 + 4y? + 322 Funcién de produccién
sa. x+y+z<60 Cantidad total de materias primas
2x + 2y + 32 <70 Coste < presupuesto
z,y,z22>0
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23.

24.

25.

Escribe las condiciones de Kuhn y Tucker del problema.

Calcula los multiplicadores de Kuhn y Tucker correspondientes.

Si la empresa no pudiera usar Unicamente la segunda materia prima, ;qué le convendria més,
comprar un poco de la primera o de la tercera?

(a)

(b) Sabiendo que (0, 35,0) es el dnico punto de Kuhn y Tucker, razona que es la solucién ptima.
)
)

(e) {Coémo afectarfa a la produccién disponer de dos unidades més de presupuesto?

on un ejemplo de solucién de frontera y otro de solucién interior del problema, razonando
f) P j lo de solucién de front tro de solucién interior del probl d
por qué es cada una del tipo correspondiente.

Considera el problema siguiente:

Max. B = 300z + 200y — x>
s.a. 2x+y <20
r+2y<5H
z,y >0

donde B es la funcién de beneficios de una empresa y las variables z, y representan las cantidades
producidas de dos articulos A y As.

(a) ;jPodemos asegurar que la solucién éptima cumple las condiciones de Kuhn y Tucker?
(b) Estudia si la solucién (z,y) = (5,0) cumple dichas condiciones.

(c¢) Estudia si el punto anterior es un éptimo global del problema.
)

(d) Supdn que la empresa recibe una oferta de 200 u.m. por fabricar una unidad del articulo As.
i Le convendria?

Considera el problema
Min. 222 + 4y + y?
sa 2r24+2y<5
y > 0.

a) Razona que tiene solucién éptima.
q P
(b) Razona que la solucién éptima ha de ser un punto de Kuhn y Tucker.

(¢) Sabiendo que (z,y) = (—1,1.5) es el mejor punto de Kuhn y Tucker, razona que es la solucién
Optima. Determina si es interior o de frontera.

(d) Comprueba que el punto del apartado anterior es ciertamente un punto de Kuhn y Tucker del
problema. Indica el valor de los multiplicadores de Kuhn y Tucker.

(e) Transforma el problema para que tenga objetivo de maximizar, restricciones de igualdad y
variables no negativas.
Supén a partir de aqui que las variables z e y han de ser enteras.

(f) Escribe los problemas que habria que resolver segin el método de ramificacién y acotacion.

(¢) Las soluciones de estos problemas son (x,y) = (=1,1) y (z,y) = (—0.7,2). Escribe los tres
primeros nodos del arbol correspondiente a la ramificacion y acotaciéon y razona si conocemos
ya la solucién 6ptima o si hemos de seguir ramificando.

Una empresa quiere producir un maximo de 1000 unidades entre tres articulos maximizando su
beneficio. Ademads, requiere una produccién minima de 80 unidades del primer articulo. El problema,
correspondiente es:
Max. 100z + 90y + 150z — 22 — y? — 322 — 22y
s.a z+y+ 2z <1000
x > 80
z,y,2 >0



8. PROBLEMAS ADICIONALES 102

) Razona que la solucién 6ptima ha de ser un punto de Kuhn y Tucker.
) Escribe las condiciones de Kuhn y Tucker (sin resolverlas).
) Estudia si los puntos (500,500, 0) y (80,0, 25) son de Kuhn y Tucker.
(d) Calcula la solucién éptima del problema.
) Cémo afectarfa a la empresa que la méxima produccién admisible fuera de 500 unidades?
) (Y si tuviera que producir 85 unidades del primer articulo?

26. Un consumidor desea maximizar su utilidad al comprar dos bienes sujeto a una restriccién presu-
puestaria. Ademads necesita comprar al menos 5 unidades del segundo producto:

Max. U =uzy
sa x+3y=24
x>0, y>5.

(a) Resuelve el problema. Indica las cantidades que debe comprar de cada producto y la utilidad
méxima que consigue con dicha solucién.
(b) Interpreta el multiplicador de la restriccién presupuestaria.

(c) Razona qué sucederia con la utilidad si el consumidor necesitara comprar 6 unidades del
segundo producto.

27. El problema siguiente maximiza la funcién de beneficios de una empresa que quiere producir un
total de 20 unidades de dos articulos en cantidades z e y.

Max. 100z + 200y — 22 — 4xy
sa x+y=20
z,y >0

(a) Resuelve el problema. Indica qué cantidad de cada articulo debe producir la empresa y qué
beneficio obtiene con ello.
(b) Interpreta el multiplicador de Kuhn y Tucker de la primera restriccién.

(c) Sia la empresa le ofrecieran 100 u.m. por producir una unidad del primer articulo, ¢le intere-
sarfa aceptar la oferta?

28. El problema siguiente determina las cantidades que ha de adquirir un consumidor de dos productos
para maximizar su utilidad con un presupuesto de 6 u.m.

Max. 22+ zy + 2y?
sa 3r+2y==6
z,y2>0

Resuelve el problema.

(a)
(b)
()

)

(d) Razona cudl serfa la solucién éptima si las variables tuvieran que ser enteras.

Razona cémo cambiaria la utilidad 6ptima si el presupuesto fuera de 6.5 u.m.

Interpreta el multiplicador de Kuhn y Tucker de la restriccién = > 0.

29. Una empresa produce tres articulos en cantidades x, y, z. El problema siguiente determina las
cantidades que conviene producir de cada uno para maximizar los beneficios, teniendo en cuenta
una restriccién que determina la frontera de posibilidades de produccién de la empresa.

Max. 14z + 18y + 7z — 2% — y? — 22 — 22y — 222 — 2y2
sa 2r+4y+22<14
T, Y, 2, 20
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(a) Comprueba que la produccién éptima es (z,y,z) = (3,2,0). (Primeramente tendrds que
comprobar que el punto es de Kuhn y Tucker.)

(b) Razona el efecto que tendria sobre los beneficios de la empresa que ésta tuviea que producir
al menos una unidad del tercer articulo.

(¢) Con una inversién en maquinaria de 4.5 u.m., la empresa podria aumentar sus posibilidades
de produccién hasta 2z + 4y + 2?2 < 16. ;Le convendria?

30. Una empresa fabrica dos productos en cantidades x e y. El problema siguiente determina la pro-
duccién que maximiza el beneficio sujeto a que el coste no exceda del presupuesto y que la cantidad
empleada de un input I sea al menos la cantidad que la empresa ha adquirido ya del mismo.

Max. x+ 3y Beneficio
sa x+2y<6 coste < presupuesto
5z 4 2y > 10 cantidad empleada de I > cantidad adquirida
z,y>0

(a) Escribe las condiciones de Kuhn y Tucker del problema (sin resolverlas).

(b) Estudia si los puntos (6,0) y (1,2.5) son o no puntos de Kuhn y Tucker del problema. En caso
afirmativo calcula sus multiplicadores asociados.

(¢) Razona si alguno de los puntos anteriores es éptimo.
(d) Interpreta el multiplicador de la restriccién presupuestaria.

(e) {Qué efecto tendria sobre los beneficios que la empresa adquiriera (y pretendiera utilizar) 2
unidades mas del input I?

(f) Razona si el conjunto de oportunidades es compacto.
(g) Transforma el problema para que tenga restricciones de igualdad (sin contar las de signo) y

objetivo de minimizar.

31. Considera el problema siguiente:

Max. —z+2y
sa z+3y<6
z—y >0
z, y > 0 enteras

Para las primeras preguntas, considera el problema relajado (es decir, no consideres las variables
enteras).

) Razona que, si tiene solucién éptima, ésta cumplird las condiciones de Kuhn y Tucker.
) Aplica el teorema de Weierstrass al problema. ;Cudl es la conclusién?

(c) Plantea las condiciones del Kuhn y Tucker del problema.
)

Pon el problema en forma estandar y calcula la solucién bésica correspondiente a las variables

bésicas x e y. jEs factible?

(e) Comprueba si la solucién (z,y) (sin las variables de holgura) que has encontrado en el apartado
anterior es un punto de Kuhn y Tucker. Indica el valor de los multiplicadores.

(f) Estudia (con la teorfa de programacién no lineal) si la solucién que has encontrado en la

pregunta (d) es éptima.

(g) Calcula sin iterar la tabla del simplex asociada a la solucién de la pregunta (d). Razona si es
optima y, si lo es, razona si corresponde a una solucién de vértice o de arista.



8. PROBLEMAS ADICIONALES 104

(h)

—
o

—~
(3 .

Sin hacer uso de los apartados anteriores, escribe una primera tabla del simplex sin calcular
ninguna matriz inversa. A partir de ella, haz una iteracién. En la tabla que obtengas, razona
qué variable entraria y cudl saldria, pero no hagas maés iteraciones.

Calcula el problema dual.
Razona el efecto sobre la funcién objetivo de cambiar la primera restriccién a z + 3y < 8.
Calcula el intervalo de sensibilidad del coeficiente de la x en la funcién objectivo.

Para resolver el problema original (con variables enteras) aplicamos el método de ramificacién
y acotacién. Completa el arbol siguiente con los datos obtenidos en los apartados anteriores.
(No olvides indicar las restricciones anadidas.)

LA qué conclusién llegamos?



