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Prólogo 
 

 

El concepto de eficiencia está relacionado con la economía de recursos. Es frecuente definir la 

eficiencia como la relación entre los resultados obtenidos (outputs) y los recursos utilizados (inputs). 

Dado que las empresas suelen producir múltiples outputs a partir de múltiples inputs, la eficiencia 

será en cualquier caso una magnitud multidimensional. Por ello, cabe preguntarse ¿cómo medir la 

eficiencia? 

Esta obra tiene un enfoque teórico-práctico. Por una parte se exponen los fundamentos teóricos de los 

modelos básicos de una metodología que permite contestar a la cuestión anterior, como es el análisis 

envolvente de datos. Por otra parte, se facilitan los medios para que el lector pueda iniciarse en la 

evaluación de la eficiencia, puesto que se plantean ejercicios de aplicación de los conceptos que se 

van abordando y se resuelven con la herramienta Solver de la hoja de cálculo Excel. 

Este libro está dirigido a todas aquellas personas que deseen iniciarse en el estudio y medición de la 

eficiencia de unidades productivas o de servicios. En este sentido se ha pretendido ofrecer una visión 

sencilla y aplicable de los conceptos más importantes. 

Los autores desean agradecer a José M. Bachero, un gran amigo, sus sugerencias, comentarios y 

aportaciones, que siempre han servido para mejorar el trabajo que aquí se presenta. Muchas gracias 

por la enorme paciencia que tienes con nosotros. 

Vicente Coll y Olga Mª Blasco son profesores del departamento de Economía Aplicada de la 

Universidad de Valencia (España). Han publicado, en colaboración, varios manuales de estadística 

económica y empresarial. Sus principales líneas de investigación están relacionadas con la 

competitividad y eficiencia de las pequeñas y medianas empresas industriales y los procesos de 

creación de empresas cooperativas. 
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Capítulo 1 

EFICIENCIA Y ANÁLISIS ENVOLVENTE DE DATOS 

1.1. Concepto de eficiencia. 

1.1.1. Eficiencia técnica. 

 1.1.2. Eficiencia económica. 

 1.1.3. Eficiencia global. 

1.2. Diferencia entre eficiencia (técnica) y productividad. 

1.3. Análisis envolvente de datos (DEA). 

 1.3.1. Concepto intuitivo de envolvente. 

  1.3.1.1. Caso de un Input y un Output. 

  1.3.1.2. Caso de un Input y dos Outputs. 

  1.3.1.3. Caso de dos Inputs y un Output. 

 1.3.2. La técnica DEA. 

 1.3.3. Definición del conjunto de posibilidades de producción. 

1.4. Caracterización de los modelos DEA. 

 1.4.1. Orientación del modelo. 

 1.4.2. Tipología de los rendimientos a escala. 

1.5. Ventajas e inconvenientes del Análisis Envolvente de Datos. 
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Evaluación de la eficiencia mediante el análisis envolvente de datos. 
Introducción a los modelos básicos. 

1.1. CONCEPTO DE EFICIENCIA. 

El Análisis Envolvente de Datos, DEA, surge como una extensión del trabajo de Farrell (1957), quién 

proporciona una “medida satisfactoria de eficiencia productiva” que tiene en cuenta todos los Inputs 

(recursos empleados) y muestra como puede ser calculada, ilustrando su método mediante una 

aplicación a la producción agrícola de Estados Unidos. 

En su investigación, Farrell parte de un caso sencillo, el de una empresa que emplea dos Inputs para 

la obtención de un único Output, y establece, entre otros, los siguientes supuestos: 

1. Las empresas operan bajo condiciones de rendimientos constantes a escala, esto es, que el 

incremento porcentual del Output es igual al incremento porcentual experimentado por los 

Inputs. Este supuesto permite que la tecnología de producción pueda ser representada mediante 

la isocuanta unidad, que identifica las distintas combinaciones de los dos factores que una 

empresa perfectamente eficiente podría usar para producir una unidad de Output. 

2. Isocuanta convexa hacia el origen y con pendiente no positiva, lo que indica que el incremento 

en el Input por unidad de Output de un factor implica eficiencia técnica más baja. 

3. La función de producción eficiente es conocida. 

A partir de los supuestos1 anteriores, Farrell, haciendo uso de la curva isocuanta, comienza 

definiendo el concepto de eficiencia técnica, y continúa proporcionando una medida de eficiencia que 

tome en cuenta el uso de los diversos factores en las mejores proporciones desde el punto de vista de 

los precios (eficiencia precio) para lo cual emplea una curva de isocoste, que muestra todas las 

posibles combinaciones de Inputs que pueden adquirirse a un coste total dado2. Una empresa 

perfectamente eficiente (eficiencia global) será aquella que presente eficiencia técnica y eficiencia 

precio. 

Los conceptos de eficiencia técnica, eficiencia precio y eficiencia global introducidos por Farrell3 son 

desarrollados brevemente a continuación. 

                                                                 
1 Supuestos que posteriormente relajaría, primero al referirse a la función de producción eficiente empleada, y después al 
considerar la existencia de rendimientos crecientes y decrecientes a escala. Respecto a la función de producción, ésta 
puede ser, en busca de simplicidad, o bien una función de producción teórica o bien una función de producción basada en 
las mejores prácticas observadas. A este respecto Farrell (1957:255) es claro: "es mejor comparar rendimientos con lo 
mejor alcanzado que con algo ideal inalcanzable”. 
2 La representación de la curva de isocoste exige conocer el precio de todos los Inputs, siendo la pendiente de la misma la 
razón de los precios de los factores. 
3 Los índices de eficiencia de Farrell (1957) son de tipo radial (proporcional). El índice no radial más conocido, 
popularizado por Färe y Lovell (1978), es el índice de Russell. En este manual siempre se hace referencia a índices de 
eficiencia de tipo radial. 
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Eficiencia y análisis envolvente de datos 

1.1.1. Eficiencia técnica. 

Considérense cuatro Unidades4 –A, B, C y D- cada una de las cuales obtiene un único Output (y) 

empleando para ello dos Inputs (x1 y x2). En la Figura 1.1 cada punto (•) representa las coordenadas 

del “plan de producción” (x1/y, x2/y) observado para cada una de las referidas Unidades. La isocuanta 

unidad de las Unidades eficientes viene representada por la curva I I’, de tal modo que aquellas que 

se encuentran por encima de la misma resultan ineficientes. 

 
Figura 1.1. 

Así, la eficiencia técnica, que pone de manifiesto la capacidad que tiene una Unidad para obtener el 

máximo Output a partir de un conjunto dado de Inputs, se obtiene al comparar el valor observado de 

cada Unidad con el valor óptimo que viene definido por la frontera de producción estimada 

(isocuanta eficiente). 

Observando la Figura 1.1 puede verse que tanto la Unidad B como la D son ineficientes 

técnicamente, puesto que ambas podrían reducir la cantidad de Inputs consumidos y seguir 

produciendo una Unidad de Output. La ineficiencia de estas Unidades vendrá dada por la distancia 

 y , respectivamente. Por el contrario, las Unidades A y C son técnicamente eficientes 

puesto que operan sobre la isocuanta eficiente. 

BB′ DD′

                                                                 
4 Charnes, Cooper y Rhodes (1978) emplean el término Decision Market Unit (DMU) para referirse a entidades sin ánimo 
de lucro. No obstante, el término DMU se ha extendido para hacer referencia a cualquier tipo de productor o unidad de 
producción: empresa, industria, personas, región, país, etc. En Frontier Analyst® se utiliza el término Unidad en lugar de 
DMU. Por ello, en este manual se utilizará el término Unidad. 
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Evaluación de la eficiencia mediante el análisis envolvente de datos. 
Introducción a los modelos básicos. 

Numéricamente puede obtenerse la puntuación de eficiencia (relativa) como la relación entre la 

longitud de la línea desde el origen hasta el punto proyectado5 sobre la isocuanta eficiente de la 

Unidad considerada y la longitud de la línea que une el origen a la Unidad considerada. Así, para B 

se tiene: 

OB
BO  ETB de Técnica Eficiencia B
′

==      (ecuación 1.1) 

Evidentemente, la eficiencia técnica así definida sólo puede tomar valores comprendidos entre cero y 

uno. Una puntuación cercana a cero debe entenderse como que la Unidad que está siendo evaluada se 

encuentra muy lejos de la isocuanta eficiente y, en consecuencia, se trata de una Unidad muy 

ineficiente técnicamente. Todo lo contrario sucede si la eficiencia técnica está próxima a uno. 

Finalmente, una eficiencia técnica de uno indica que la Unidad se encuentra sobre la isocuanta 

eficiente, como es el caso de A y C. 

De manera análoga a como se procedió con la Unidad B, la eficiencia técnica para la Unidad D 

vendrá dada por 
OD

DO  ETD
′

=  

1.1.2. Eficiencia precio (o asignativa). 

La eficiencia precio (también denominada asignativa) se refiere a la capacidad de la Unidad para usar 

los distintos Inputs en proporciones óptimas dados sus precios relativos. Siguiendo con el 

planteamiento del epígrafe anterior, en la Figura 1.2 se muestra la línea de isocoste PP'. La pendiente 

de la isocoste representa la relación entre los precios de los Inputs x1 y x2. 

                                                                 
5 Se emplea el término “punto proyectado” o “proyección” para hacer referencia al punto de intersección de la frontera 
eficiente y la recta que une el origen con aquel que representa a una Unidad. 
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Eficiencia y análisis envolvente de datos 

 
Figura 1.2. 

Las Unidades A y C presentan eficiencia técnica puesto que operan sobre la isocuanta eficiente. Sin 

embargo, como puede observarse en la Figura 1.2, únicamente la Unidad C resulta ser también 

eficiente en precios, en tanto que la Unidad A debería reducir los costes totales en la distancia  

o, alternativamente, en la proporción 

AA ′′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ′′

100
OA

AO-1 , para ser eficiente en precio. 

La puntuación de eficiencia precio (o asignativa) puede obtenerse como la relación entre la longitud 

de la línea desde el origen hasta el punto proyectado sobre la isocoste eficiente de la Unidad 

considerada y la longitud de la línea que une el origen al punto proyectado sobre la isocuanta 

eficiente de la Unidad considerada. Así, para la Unidad A se tiene que la eficiencia precio vendrá 

dada por: 

OA
AO EP Precio Eficiencia A
′′

==      (ecuación 1.2) 

El indicador que se acaba de definir con objeto de proporcionar una medida de la eficiencia precio 

puede tomar valores comprendidos entre cero y uno, de manera que si la puntuación de eficiencia 

precio es distinta de uno se dice que la Unidad considerada es ineficiente en precios. 

1.1.3. Eficiencia global (o económica). 

Para una Unidad dada, la eficiencia global, también llamada eficiencia económica, se obtiene 

mediante el cociente entre la longitud de la línea que va desde el origen hasta el punto proyectado 

sobre la isocoste eficiente y la longitud de la línea que va desde el origen hasta el punto que 

representa a la Unidad considerada.  
Vicente Coll y Olga Mª Blasco 
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Evaluación de la eficiencia mediante el análisis envolvente de datos. 
Introducción a los modelos básicos. 

Así, la eficiencia global de la Unidad D (véase Figura 1.2) vendrá dada por: 

OD
DO  EGGlobal Eficiencia D
′′

==      (ecuación 1.3) 

Continuando con esta misma Unidad, Farrell (1957) descompuso la eficiencia global de la siguiente 

forma: 

DO
DO

OD
DO

OD
DOEGD ′

′′
⋅
′

=
′′

=      (ecuación 1.4) 

es decir, la eficiencia global (EG) es igual al producto de la eficiencia técnica (ET), 
OD

DO ′
, y la 

eficiencia precio (EP), 
DO
DO
′
′′
, y como sucedía con éstas, su valor estará comprendido entre cero y 

uno. Como puede comprobarse viendo la Figura 1.2., sólo la Unidad C muestra eficiencia técnica y 

eficiencia precio siendo, en consecuencia, la única Unidad globalmente eficiente. 

1.2. DIFERENCIA ENTRE EFICIENCIA (TÉCNICA) Y PRODUCTIVIDAD. 

Se ha visto como la eficiencia global puede ser descompuesta en eficiencia técnica y eficiencia 

precio. La mayor parte de los trabajos que recurren al Análisis Envolvente de Datos (DEA) como 

metodología de análisis se han centrando en la evaluación de la eficiencia técnica, siendo mucho más 

reducido el número de estudios que abordan la medición de la eficiencia asignativa6, dada la 

dificultad adicional que supone el conocimiento de los precios de los Inputs y Outputs. 

No obstante, antes de continuar, es conveniente diferenciar entre dos términos, productividad y 

eficiencia (técnica), habitualmente usados como sinónimos. Cuando se habla de productividad, 

“normalmente se hace referencia al concepto de productividad media de un factor, es decir, al 

número de Unidades de Output producidas por cada Unidad empleada del factor” (Álvarez, 

2002:20)7. 

Supóngase un proceso productivo que emplea un único Input en cantidad x para producir un único 

Output en cantidad y. En la Figura 1.3 se han representado tres Unidades (A, B y C) y la frontera de 

                                                                 
6 Algunas aplicaciones del Análisis Envolvente de Datos para medir eficiencia precio (ADEA, Allocative Data 
Envelopment Análisis) son Banker y Maindiratta (1988); Banker y Morey (1993); Bannister y Stolp (1995) o Sengupta 
(1998). 
7 Álvarez (2002:19-24) diferencia entre eficiencia, productividad y competitividad. 

Vicente Coll y Olga Mª Blasco 
( vcoll@uv.es ; Olga.Blasco@uv.es ) 

6 



 

Eficiencia y análisis envolvente de datos 

producción que representa el máximo Output alcanzable para cada nivel de Input, y refleja el estado 

actual de la tecnología en la industria (Coelli, Prasada Rao y Battese, 1998:3). 

 
Figura 1.3. Fuente: Coelli, Prasada Rao y Battese (1998). 

Según la ilustración de Coelli, Prasada Rao y Battese (1998) reproducida en la Figura 1.3, las 

Unidades B y C son técnicamente eficientes puesto que operan sobre la frontera, en tanto que la A es 

ineficiente al situarse por debajo de ésta. Por su parte, la productividad8 de una Unidad, entendida 

como producto medio (productividad media de un factor), se mide como la pendiente de la línea recta 

desde el origen hasta el punto que lo representa. Ahora, la Unidad A podría ganar en eficiencia y 

productividad al moverse hacia el punto representado por la B, mientras que ésta última, 

técnicamente eficiente, podría ganar en productividad si se moviese hacia el punto que representa a la 

Unidad C, el de máxima productividad9, el punto de escala óptima. 

Puede decirse, como conclusión, que “una empresa10 puede ser técnicamente eficiente pero todavía 

ser capaz de mejorar su productividad al explotar economías de escala” (Coelli, Prasada Rao y 

Battese, 1998:4). 

1.3. ANÁLISIS ENVOLVENTE DE DATOS (DEA). 

Farrell supuso que la frontera de producción11 era conocida. Sin embargo, en la práctica no es así y, 

por tanto, resulta necesario estimarla. 

                                                                 
8 Se emplea el término productividad como aquella medida que toma en cuenta todos los factores de producción (y todos 
los Outputs producidos). 
9 Cualquier otro punto sobre la frontera de producción presenta una productividad menor. 
10 En general, cualquier Unidad. 
11 De las empresas completamente eficientes. 
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Evaluación de la eficiencia mediante el análisis envolvente de datos. 
Introducción a los modelos básicos. 

Con carácter general, los métodos de estimación para construir la frontera de producción pueden 

clasificarse, en función de que se requiera o no especificar una forma funcional que relacione los 

Inputs con los Outputs, en métodos paramétricos o no-paramétricos. A su vez, pueden emplearse 

métodos estadísticos o no para estimar la frontera que, en última instancia, puede ser especificada 

como estocástica (aleatoria) o determinista. En la Figura 1.4 se presenta una estructura en forma que 

árbol que trata de recoger los principales métodos para estimar la frontera eficiente y sus precursores. 

 
Figura 1.4. Métodos de estimación. 

Siguiendo el esquema planteado en la Figura anterior, el Análisis Envolvente de Datos (DEA) es una 

técnica no-paramétrica, determinista, que recurre a la programación matemática. 

1.3.1. Concepto intuitivo de envolvente. 

Al objeto de establecer el concepto de envolvente de una manera intuitiva, a continuación se plantean 

tres casos, cada uno de ellos acompañado de un ejemplo de aplicación. 

1.3.1.1. Caso de un Input y un Output. 

Partiendo de un conjunto de  Unidades, cada una de las cuales produce un único Output ( ) usando 

un único Input ( ), fácilmente puede obtenerse un indicador de eficiencia para cada una de las n 

Unidades consideradas -la tradicional definición de eficiencia entiende ésta como el cociente entre el 

Output y el Input- y realizar, a partir de las puntuaciones obtenidas, una clasificación de eficiencia. 

Así, la Unidad más eficiente será aquella cuyo cociente sea mayor. Evidentemente también se podrá 

comparar las Unidades y determinar la eficiencia relativa de éstas respecto de las calificadas como 

más eficientes. 

n y

x

 

Aplicación 1.1. 

Si las ventas (Output) y la plantilla de trabajadores (Input) de cuatro de las filiales de un gran grupo 

empresarial son: 
Vicente Coll y Olga Mª Blasco 
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Eficiencia y análisis envolvente de datos 

 Ventas (miles de €) Plantilla 
(nº empleados) 

Filial A 1.391.280 1.870 
Filial B 1.329.848 1.346 
Filial C 1.079.680 1.120 
Filial D 1.400.000 1.120 

Tabla 1.1. Datos caso 1 Input y 1 Output. 

una manera habitual de medir la eficiencia es a través de la productividad, es decir, ventas por 

empleado, beneficio por empleado, rentabilidad de la inversión, etc. Así, en nuestro caso, la filial D 

sería la más eficiente, puesto que la razón ventas por empleado es la más alta, 1.250. 

La eficiencia de cada una de las filiales podría ser evaluada en relación con la de la filial D, de tal 

forma que esta medida de eficiencia relativa tomaría valores comprendidos entre 0 y 1, tal y como se 

muestra en la tabla 1.2. 

 Ventas/Empleado Evaluación respecto 
Filial D Eficiencia relativa 

Filial A 744 744/1.250 0,5952 
Filial B 988 988/1.250 0,7904 
Filial C 964 964/1.250 0,7712 
Filial D 1.250 1.250/1.250 1 

Tabla 1.2. Eficiencia relativa. 
 

Análogamente, si se representan gráficamente los planes de producción de las distintas Unidades 

puede determinarse, de manera muy sencilla, cuáles son aquellas que muestran una mejor práctica y 

conforman, por tanto, la frontera eficiente. Seguidamente, la evaluación de las restantes Unidades se 

efectúa respecto a la frontera definida, obteniéndose así una medida de eficiencia relativa. 

 

Aplicación 1.2. 

En la Figura 1.5 se ha representado los datos recogidos en la tabla 1.1 relativos a las cuatro filiales de 

un grupo empresarial 

Vicente Coll y Olga Mª Blasco 
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Figura 1.5. Frontera eficiente 1 Input y 1 Output. 

La recta que parte del origen O y pasa por el punto que representa a la filial D constituye el mayor 

rendimiento que puede ser alcanzado, suponiendo rendimientos constantes a escala. Esta recta 

determina, en el caso que se está analizando, la frontera eficiente y, como se comentó anteriormente, 

la eficiencia (relativa) del resto de filiales vendrá dada por la desviación respecto a la misma. 

Siguiendo con el ejemplo, y como puede verse en la Figura 1.5, la eficiencia técnica (ecuación 1.1) 

de la Filial C vendrá dada por: 

Eficiencia Técnica Filial C = 
EC
CE  ETC
′

=      (ecuación 1.5)

es decir, la eficiencia (relativa) técnica de la filial C se obtiene como el cociente entre la distancia 

(euclídea)12 entre EC´ y la distancia entre EC; pero para ello es necesario determinar las coordenadas 

del punto C´. En la figura 1.4 puede ver cómo las coordenadas de C´ se corresponde con las de aquél 

punto en donde se intersectan las rectas que pasan por los puntos13 EC y OD, respectivamente; y que 

son: 

Recta que pasa por los puntos E y C:      1.079.680y =

Recta que pasa por los puntos O y D:      x1.250y ⋅=

                                                                 
12 Dados dos puntos A  y B , la distancia (euclídea) entre ellos será:  )y,(x AA )y,(x BB

2
AB

2
AB )y(y)x(xB)d(A, −+−= . 

13 Dados dos puntos conocidos de una recta, A  y B , es posible determinar la ecuación de la recta que 
pasa por ellos. Para ello, se toma un tercer punto C( ), también perteneciente a la recta. 

)y,(x AA )y,(x BB

yx,
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Por tanto, las coordenadas del punto C´ son ( . Así, la eficiencia técnica de la 

Unidad evaluada será: 

)1.079.680 ; 863,744

( ) ( )
( ) ( ) 1.120

863,744

1.079.6801.079.68001.120

1.079.6801.079.6800863,744
C)d(E,

)Cd(E,
EC
CE  ET

22

22

C =
−+−

−+−
=

′
=
′

=  

7712,0
EC

CE  ETC =
′

=  (o el 77,12%) 

que como puede comprobar es, evidentemente, la misma que la reflejada en la tabla 1.2. 

Alternativamente, podría decirse que la ineficiencia técnica de la filial C es del 22,88%. 

Procediendo de forma análoga a como se ha hecho con la filial C se obtendrían las puntuaciones de 

eficiencia técnica para el resto de las filiales de este grupo empresarial. 
 

1.3.1.2. Caso de un Input y dos Outputs. 

Supóngase que el conjunto de n Unidades producen dos Outputs ( ) empleando un único Input 

( ). En este caso podría considerarse, para cada Unidad, el Output producido por unidad Input, es 

decir, los cocientes: 

1y , 2y

x

xy , xy 21 . Ahora, la evaluación de la eficiencia resulta un poco más compleja, 

puesto que una Unidad puede presentar el mejor comportamiento en la relación xy1 y no suceder lo 

mismo con la relación xy2 , en la que el mejor rendimiento lo presenta una Unidad distinta a 

aquella. Entonces, ¿cómo plantear la situación general del caso?, ¿cómo puede obtenerse la 

puntuación de eficiencia técnica de cada una de las n Unidades consideradas?. En la aplicación 1.3 se 

abordan estas cuestiones. 

 

Aplicación 1.3. 

Considérese que el propietario de 6 concesionarios de automóviles desea evaluar su eficiencia y que 

para ello decide recurrir a las siguientes variables: 

                                                                                                                                                                                                                        

AB

AB
AB xx

yy
m

−
−

=Como A, B y C pertenecen a la misma recta, la pendiente de la recta AB, , y de la recta AC, 

A

A
AC xx

yy
m

−
−

=
AB

AB

A

A

xx
yy

xx
yy

−
−

=
−
−

  , debe ser la misma. Por tanto, la ecuación de la recta que pasa por dos puntos será: 
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Output: Número mensual de vehículos vendidos ( ) y Número de órdenes de trabajo 

recibidas mensualmente en taller ( ). 

1y

2y

Input: Número de empleados en el concesionario ( ). x

Los datos (hipotéticos) de los que dispone son los reflejados en la tabla 1.3. 

Concesionario 
(Unidad) 

Número empleados 
( ) x

Venta de vehículos 
( ) 1y

Órdenes trabajo taller 
( ) 2y

A 10 15 40 
B 14 28 42 
C 16 24 48 
D 16 40 16 
E 10 35 30 
F 20 40 30 

Tabla 1.3. Datos caso 1 Input y 2 Outputs. 

Ahora, tal y como se ha comentado, pueden considerarse dos índices: Venta de vehículos por 

empleado ( xy1 ) y Órdenes de trabajo taller por empleado ( xy2 ). Los resultados obtenidos al 

generar estos índices son los que se muestran a continuación: 

Concesionario 
(Unidad) 

Venta de vehículos 
por empleado 

( xy1 ) 

Órdenes trabajo taller 
por empleado 

( xy2 ) 
A 1,5 4 
B 2 3 
C 1,5 3 
D 2,5 1 
E 3,5 3 
F 2 1,5 

Tabla 1.4. Output obtenido por unidad de Input consumida. 

Como puede comprobarse en la tabla anterior, el concesionario E es el que obtiene el mayor 

rendimiento en lo referente a ventas de vehículos por empleado pero no en lo relativo a órdenes de 

trabajo en taller por empleado. En este último aspecto el mejor desempeño corresponde al 

concesionario A. 

En la Figura 1.6 se ha representando los datos contenidos en la tabla 1.4. El concesionario A es el 

más eficiente en la obtención del Output , en tanto que el concesionario E lo es en el Output . 2y 1y
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Figura 1.6. Frontera eficiente 1 Input y 2 Outputs. 

El segmento que une los concesionarios A y E, y que representa puntos alcanzables, constituye la 

denominada frontera eficiente. Ningún concesionario, real o ficticio, situado sobre la frontera 

eficiente puede, dado el nivel de Inputs (Número de empleados), mejorar uno de sus Outputs sin 

empeorar el otro. 

Los concesionarios A y E son eficientes técnicamente, es decir:  y  1  ETA = 1  ETE =

En general, dibujando una línea quebrada que una todas las Unidades eficientes y prolongándola de 

forma paralela a los ejes se obtiene la frontera de posibilidades de producción (FPP), es decir, el 

límite entre los niveles de producción alcanzables e inalcanzables (Parkin, 1995); por lo que no debe 

confundirse la FPP con la frontera eficiente; en el ejemplo determinada por los concesionarios A y E. 

Los concesionarios (Unidades) que permanecen por debajo de la frontera eficiente, que envuelve a 

aquellos, son calificados como concesionarios (Unidades) ineficientes técnicamente. La puntuación 

de eficiencia (relativa) de estas Unidades ineficientes puede obtenerse como la relación entre la 

longitud de la línea desde el origen hasta la Unidad considerada y la longitud de la línea que une el 

origen con el punto proyectado sobre la frontera eficiente. Así, por ejemplo, en el caso del 

concesionario B se tendría (ver Figura 1.6): 

Eficiencia Técnica concesionario B: 
BO

OB  ETB ′
=      (ecuación 1.6) 

Es decir, la eficiencia técnica del concesionario B es el cociente entre la distancia del punto O al 

punto B y la distancia del punto O al punto B´. Así, para calcular la eficiencia de B es necesario 
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conocer las coordenadas del punto B´, que se corresponderá con la intersección entre la recta que 

pasan por los puntos A y E y la recta que pasa por los puntos O y B14. 

Recta que pasa por los puntos A y E:      0,5x4,75y −=

Recta que pasa por los puntos O y B:      1,5xy =

En consecuencia, las coordenadas de B´ serán (2,375;3,5625) y la eficiencia técnica de B: 

8421,084210526,0
)05625,3()0375,2(

)03()02(
)Bd(O,

B)d(O,
BO

OB  ET
22

22

B ≈=
−+−

−+−
=

′
=
′

=  

La eficiencia del concesionario B es del 84,21% o, alternativamente, la ineficiencia es del 15,79%; lo 

que equivale a decir que el concesionario B, para ser eficiente debería incrementar, dado su número 

de empleados, un 15,79% las ventas de vehículos y las órdenes de trabajo de taller15. 

Operando de forma análoga a como se ha hecho con la Unidad B, se obtendrían las puntuaciones de 

eficiencia técnica (relativa) del resto de concesionarios. 

Concesionario Eficiencia técnica 
(Unidad) (relativa) en % 

A 100 
B 84,21 
C 78,95 
D 71,43 
E 100 
F 57,14 

Tabla 1.5. Eficiencia relativa. 

No obstante, y aunque esta cuestión será tratada en el segundo capítulo, cabe destacar casos como los 

de las Unidades F y D. Así, el concesionario D, para llegar a convertirse en un concesionario 

eficiente, debería incrementar sus niveles de Output un 28,57%, dado que su eficiencia técnica se 

sitúa en el 71,43% (ver tabla 1.5). Sin embargo, y como puede observar en la Figura 1.6, aún podría 

incrementar de forma adicional el número de órdenes de trabajo de taller (Output ) en 25,6 

órdenes aproximadamente. Esto es lo que se llamará Valor holgura. 

2y

 

1.3.1.3. Caso de dos Inputs y un Output. 

Finalmente, supóngase que un conjunto de n Unidades obtiene, a partir de dos Inputs ( ), un 

único Output ( ). De forma similar a como se actuó en el caso anterior, ahora para cada Unidad 

1x , 2x

y

                                                                 
14 Para facilitar la lectura se ha optado por mantener la nomenclatura introducida al hacer referencia a la distancia euclídea 
y la ecuación de la recta que pasa por dos puntos, de tal forma que se ha tomado  xyy 2= , xyx 1= . 
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puede considerarse el Intput consumido por unidad de Output, es decir, los cocientes: yx , yx 21 . 

Nuevamente, las preguntas básicas que pueden formularse son: ¿cómo plantear la situación general 

del caso? y ¿cómo puede obtenerse la puntuación de eficiente técnica de cada una de las n Unidades 

consideradas?. El siguiente ejemplo de aplicación trata de dar respuesta a las preguntas anteriores. 

 

Aplicación 1.4. 

El propietario de los 6 concesionarios de automóviles al que se aludió en la aplicación 1.3 desea 

evaluar nuevamente la eficiencia de los mismo, pero en esta ocasión considerando las variables: 

Inputs: Número de empleados ( ) y Capital, aproximado a través de la Amortización ( ). 1x 2x

Output: Importe de las ventas netas ( ). y

Considerar que la información disponible acerca de las variables Input/Output a las que recurre el 

propietario para analizar la eficiencia de sus concesionarios es la siguiente: 

Concesionario 
(Unidad) 

Número empleados 
( ) 1x

Amortización 
( ) 2x

Ventas netas 
( ) y

A 10 7,5 15 
B 14 15 20 
C 16 11,2 16 
D 16 12,5 25 
E 10 18 30 
F 20 7 28 

Tabla 1.6. Datos caso 2 Inputs y 1 Output. 

En esta situación, el propietario de los concesionarios puede considerar los índices: Número de 

empleados/Ventas netas ( yx1 ) y Amortización/Ventas netas ( yx2 ): 

Concesionario 
(Unidad) 

Empleados/Venta neta 
( yx1 ) 

Amortiz/Venta neta 
( yx2 ) 

A 0,666666667 0,5 
B 0,7 0,75 
C 1 0,7 
D 0,64 0,5 
E 0,333333333 0,6 
F 0,714285714 0,25 

Tabla 1.7. Input consumido por Unidad de Output obtenida. 

A partir de la información contenida en la tabla de arriba, puede verse como el concesionario E es el 

que menos empleados utiliza para obtener una unidad de Output, en tanto que el concesionario F es el 
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que utiliza la menor cantidad de Capital (Amortización). Así pues, los concesionarios E y F serán los 

concesionarios calificados como eficientes. 

En la Figura 1.7, en la que se han representado los datos recogidos en la tabla 1.7, se observa como la 

frontera eficiente viene determinada por el segmento EF. Ninguna Unidad, real o ficticia, situada 

sobre la frontera eficiente puede disminuir el consumo de uno de sus Inputs sin incrementar el del 

otro. La frontera de posibilidades de producción estará constituida por la frontera eficiente y las 

prolongaciones paralelas a los ejes. 

 
Figura 1.7. Frontera eficiente 2 Inputs y 1 Output. 

De nuevo remarcar que todas aquellas Unidades (concesionarios) situadas, en este caso, por encima 

de la frontera serán calificadas como Unidades ineficientes (técnicamente); siendo éstas “envueltas” 

por la frontera eficiente. 

Como se ha dicho, los concesionarios E y F son eficientes ( ; ) pero ¿cuál es la 

puntuación de eficiencia (o de ineficiencia) del resto de concesionarios?.  

1  ETE = 1  ETF =

Tómese como ejemplo el concesionario A. La eficiencia técnica de A vendrá dada por: 

A)d(O,
)Ad(O,

OA
AO  ETA

′
=
′

=      (ecuación 1.7) 
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Las coordenadas de A´ serán las de la intersección entre la recta que pasa por E y F y la recta que 

pasa por los puntos O y A16: 

Recta que pasa por los puntos E y F:      x1y −=

Recta que pasa por los puntos O y A:      0,5xy =

luego las coordenadas de A´ son . Por tanto, sustituyendo en la ecuación 1.7, la 

puntuación de eficiencia técnica del concesionario A será: 

0,5/1,5) ; (1/1,5

6667,066666,0
)05,0()01(

)05,1/5,0()05,1/1(
A)d(O,

)Ad(O,  ET
22

22

A ≈=
−+−

−+−
=

′
==  

es decir, para llegar a convertirse en eficiente, el concesionario A debería reducir, dado su volumen 

de Ventas netas, el consumo de factores productivos en torno a un 33,33%. 

Operando de forma análoga a como se ha hecho con la Unidad A, se obtendrían las puntuaciones de 

eficiencia técnica (relativa) del resto de concesionarios. 

Concesionario Eficiencia técnica 
(Unidad) (relativa) en % 

A 66,67 
B 68,97 
C 58,82 
D 90,91 
E 100 
F 100 

Tabla 1.8. Eficiencia relativa. 
 

1.3.2. La técnica DEA. 

Evidentemente, los tres casos descritos en el epígrafe anterior deben ser extendidos para tener en 

cuenta situaciones mucho más realistas puesto que, salvo muy raras excepciones, las Unidades 

(empresas, personas, etc.) objeto de análisis producirán varios Outputs a partir de varios Inputs. 

Llegado este punto, debe quedar patente que la selección de las variables Input/Output es una 

cuestión de vital importancia a la hora de evaluar la eficiencia de un conjunto de Unidades. Por tanto, 

decidir qué Inputs y Outputs son considerados en el análisis no es, nunca debe serlo, un tema baladí. 

                                                                 
16 Para facilitar la lectura se ha optado por mantener la nomenclatura introducida al definir la distancia euclídea y la 
ecuación de la recta que pasa por dos puntos, de tal forma que se ha tomado  yxy 2= , yxx 1= . 
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La metodología DEA surge a raíz de la tesis doctoral de Rhodes (1978), y puede considerarse como 

una extensión del trabajo de Farrell17 (1957). Básicamente, DEA es una técnica de programación 

matemática que permite la construcción de una superficie envolvente, frontera eficiente o función de 

producción empírica, a partir de los datos disponibles del conjunto de Unidades objeto de estudio, de 

forma que las Unidades que determinan la envolvente son denominadas Unidades eficientes y 

aquellas que no permanecen sobre la misma son consideradas Unidades ineficientes. DEA permite la 

evaluación de la eficiencia relativa de cada una de las Unidades18. 

Desde que fuera publicado en la revista European Journal of Operacional Research por Charnes, 

Cooper y Rhodes en el año 1978 el primer trabajo basado en DEA, el desarrollo de esta metodología, 

tanto en el ámbito teórico como en el de la aplicación empírica a problemas del mundo real, puede 

ser calificado como espectacular. Una exhaustiva recopilación bibliográfica sobre la metodología 

DEA ha venido siendo actualizada, con cierta regularidad, por Seiford, L.M: Este autor, en su trabajo 

titulado “A DEA Bibliography (1978-1992) ya facilitaba un total de 472 referencias, llegando a las 

1501 en la actualización correspondiente a 199919.  

Si bien en un principio los modelos DEA fueron empleados para evaluar la eficiencia relativa de 

organizaciones sin ánimo de lucro, con el tiempo, y dada la naturaleza interdisciplinar de la 

metodología DEA, su uso se extendió rápidamente al análisis del rendimiento en organizaciones 

lucrativas. Así, pueden encontrarse multitud de trabajos en los más diversos ámbitos: sector bancario, 

seguros, educación, hospitales, policía, software, industria, agricultura, turismo, etc. 

1.3.3. Definición del conjunto de posibilidades de producción. 

Siguiendo a Thanassoulis (2001), la medida de la eficiencia de una Unidad mediante la técnica DEA 

implica dos pasos básicos: 

1. La construcción del conjunto de posibilidades de producción. 

2. La estimación de la máxima expansión factible del Output o de la máxima contracción de los 

Inputs de la Unidad dentro del conjunto de posibilidades de producción. 

Como se ha comentado anteriormente, no debe confundirse la frontera de posibilidades de 

producción con la frontera eficiente o de mejor práctica (observada). El interés ahora se centra en 
                                                                 
17 Los principales desarrollos de los métodos de estimación de la eficiencia productiva fueron sugeridos por Farrell en la 
discusión de su trabajo. Forsund (1999) plantea las ideas originales de Farrell (1957) y establece las conexiones con la 
aproximación paramétrica determinista, la aproximación estocástica y DEA. 
18 Las Unidades deben ser comparables, en el sentido que todas ellas consumen los mismos Inputs, en diferentes 
cantidades, para producir el mismo conjunto de Outputs, en distintas cantidades (Pastor, 2000). 
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determinar, a partir de los datos observados, el conjunto de procesos productivos que se consideran 

factibles. En este sentido, “la forma más fácil de describir los planes de producción factibles es 

enumerarlos, es decir, enumerar todas las combinaciones de factores y de productos 

tecnológicamente factibles. El conjunto de todas estas combinaciones se denomina conjunto de 

producción” (Varian, 1991:362). 

Así, el conjunto de posibilidades de producción puede definirse como el conjunto de procesos 

productivos tecnológicamente factibles. Puesto que la tecnología no es conocida, la construcción del 

conjunto de posibilidades de producción (CPP) se realizará a partir de las combinaciones Input-

Output observadas, siendo necesario establecer ciertos supuestos en relación con aquella20.  

Supóngase un proceso productivo que emplea niveles de Inputs  para producir niveles Output 

. 

mx +ℜ∈

sy +ℜ∈

Las características de { }sm yproducir  puede  x y)(x, P ++ ℜ∈ℜ∈= , conjunto de procesos productivos 

que definen el CPP, enumeradas por González (2002:143) son: 

3. Es tecnológicamente posible no producir nada, 21P(0,0)∈ . 

4. Convexidad: si dos procesos productivos pertenecen al CPP, todas sus combinaciones lineales 

convexas también pertenecen al CPP. Es decir, si entonces 

. 

[ ] 0,1α  P,  )y,x( , y)(x, ∈∈′′

P )y,xα)(-(1y)α(x, ∈′′+

5. Eliminación gratuita de Inputs: la versión estricta22 de este supuesto establece que una Unidad 

productiva es capaz de producir la misma cantidad de Output utilizando una cantidad mayor de 

cualquier Input. Es decir, es posible desechar el exceso de Inputs a coste cero: si 
23xx , Py)(x, ≥′∈  entonces . Su versión débil establece que es posible mantener el 

nivel de producción, siempre que se produce un incremento equiproporcional en la cantidad 

empleada de todos los Inputs: si entonces . 

Py),x( ∈′

 Py)(x, ∈ 1α P,y),( ≥∈αx

6. Eliminación gratuita de Outputs: es posible producir una cantidad menor de cualquier Output 

utilizando las mismas cantidades de Inputs. Si  entonces . La versión yy , Py)(x, ≤′∈ P)y(x, ∈′

                                                                                                                                                                                                                        
19 Excluidos los working papers y los informes técnicos. 
20 Ver, por ejemplo, Banker, Charnes y Cooper (1984:1081), Thanassoulis (2001:64) o Cooper, Seiford y Tone (2000:46). 
21 Pero no es posible producir Outputs sin consumir Inputs. Este supuesto se conoce como “no free lunch”. 
22 Detalles sobre eliminación fuerte (estricta) (strong free disposability) o débil (weak free disposability) de Inputs y 
Outputs en Cooper, Seiford y Tone (2000:71-73).  
23 x  significa que al menos un elemento de  es mayor que su correspondiente elemento en  (Thanossoulis, 
2002:64). 

x ≥′ x′ x
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débil de esta propiedad establece que es posible reducir equiproporcionalmente todos los 

Outputs, utilizando el mismo vector de Inputs. Si  entonces .  Py)(x, ∈ 1α  P,)yα(x, 1 ≥∈−

7. Rendimientos a escala constantes: es posible reescalar la actividad de cualquier proceso 

productivo perteneciente a P. Es decir, si  entonces .  Py)(x, ∈ 0  P,y)x,( ≥∀∈ ααα

Los supuestos 3 y 4 equivalen a decir que la producción ineficiente es posible. 

1.4. CARACTERIZACIÓN DE LOS MODELOS DEA. 

Los modelos DEA pueden ser clasificados, básicamente, en función de: 

a) El tipo de medida de eficiencia que proporcionan: modelos radiales24 y no radiales25. 

b) La orientación del modelo: Input orientado, Output orientado o Input-Output orientado. 

c) La tipología de los rendimientos a escala que caracterizan la tecnología de producción, 

entendida ésta como la forma (procedimientos técnicos) en que los factores productivos 

(Inputs) son combinados para obtener un conjunto de productos (Outputs)26, de tal forma que 

esa combinación de factores puede caracterizarse por la existencia de rendimientos a escala: 

constantes o variables a escala27.  

En cuanto al primer aspecto, los modelos DEA que van a ser estudiados, aquellos a los que recurre 

Frontier Analyst® para evaluar la eficiencia, proporcionan medidas de eficiencia de tipo radial 

(proporcional)28. Por lo que respecta a los otras dos cuestiones, seguidamente son tratadas con mayor 

detalle. 

1.4.1. Orientación del modelo. 

Siguiendo a Charnes, Cooper y Rhodes (1981), la eficiencia puede ser caracterizada con relación a 

dos orientaciones (o direcciones) básicas, pudiendo hacer referencia a modelos: 

                                                                 
24 Debreau (1951); Farell (1957). 
25 Färe (1975); Färe y Lovell (1978); Ferrier, Kerstens y Vanden Eeckaut (1994); Athanassopoulos (1996); De Borger y 
Kerstens (1996); Chen (1997). 
26 La representación formal de una tecnología es la función de producción, que en DEA es estimada a partir de las 
mejores prácticas observadas. 
27 Aplicable a las empresas o Unidades productoras, hace referencia a cuanto se incrementa el producto cuando se amplía 
la escala de producción, considerando todos los factores productivos. Específicamente, alude a la proporción en que 
aumenta el volumen de producto en relación al incremento de los factores de producción. 
28 De esta forma fueron obtenidas las medidas de eficiencia en los apartados anteriores. 
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1. Input orientados: buscan, dado el nivel de Outputs, la máxima reducción proporcional en el 

vector de Inputs mientras permanece en la frontera de posibilidades de producción. Una Unidad 

no es eficiente si es posible disminuir cualquier Input sin alterar sus Outputs. 

2. Output orientados: buscan, dado el nivel de Inputs, el máximo incremento proporcional de los 

Outputs permaneciendo dentro de la frontera de posibilidades de producción. En este sentido 

una Unidad no puede ser caracterizada como eficiente si es posible incrementar cualquier 

Output sin incrementar ningún Input y sin disminuir ningún otro Output.  

Teniendo en cuenta las orientaciones definidas, una Unidad será considerada eficiente si, y solo si, no 

es posible incrementar las cantidades de Output manteniendo fijas las cantidades de Inputs utilizadas 

ni es posible disminuir las cantidades de Inputs empleadas sin alterar las cantidades de Outputs 

obtenidas (Charnes, Cooper y Rhodes, 1981). 

En la Figura 1.8 se ha representado, bajo el supuesto de rendimientos constantes a escala29, el caso de 

un único Input y un único Output, y en ella puede verse cómo la Unidad A es ineficiente 

técnicamente, se sitúa por debajo de la frontera. 

Desde el punto de vista de un modelo Input orientado, la Unidad A podría reducir la cantidad de 

Input  (los Inputs son controlables) y seguir produciendo la misma cantidad de Output , es decir, 

la Unidad A debería tomar como referencia la mejor práctica de la Unidad A1. La eficiencia (técnica) 

de la Unidad considerada vendría dada por: 

x y

BA
BA1  ETA = . 

 
Figura 1.8. Orientaciones en DEA. 

De igual forma, al considerar la evaluación de la eficiencia a través de modelos Output orientados 

(los Outputs son controlables), la Unidad A sería calificada como ineficiente. Esta Unidad podría, 

                                                                 
29 Más detalles en el capítulo 2. 
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consumiendo la misma cantidad de Input, producir una mayor cantidad de Output. En este caso, la 

eficiencia de la Unidad A vendría dada por el cociente 
CA2

ETA =
CA

                                                                

. 

Bajo el supuesto de rendimientos constantes a escala, las medidas de eficiencia técnica Input y 

Output30 orientadas coinciden. 

Como puede observarse en la Figura 1.8, cabe la posibilidad de considerar una tercera opción, 

correspondiente a los denominados modelos no orientados (también llamados Input-Output 

orientados), en los que tanto Inputs como Outputs son controlables, que buscan simultáneamente la 

reducción Input y expansión Output equiproporcional y que dan lugar a medidas de eficiencia 

“hiperbólica”31 (Färe, Grosskopf y Lovell, 1985). En este caso se mide la “distancia hacia la frontera 

a lo largo de la hipérbola que pasa por el proceso productivo” (Álvarez, 2002:27) que representa a la 

Unidad evaluada. 

1.4.2. Tipología  de los rendimientos a escala. 

Para evaluar la eficiencia de un conjunto de Unidades es necesario identificar la tipología de los 

rendimientos a escala que caracteriza la tecnología de producción. 

Los rendimientos a escala32, que indican los incrementos de la producción que son resultado del 

incremento de todos los factores de producción en el mismo porcentaje, pueden ser constantes, 

crecientes o decrecientes:  

1. Rendimientos constantes a escala: cuando el incremento porcentual del Output es igual al 

incremento porcentual de los recursos productivos. 

2. Rendimientos crecientes a escala (o economías de escala): se dice que la tecnología exhibe este 

tipo de rendimientos cuando el incremento porcentual del Output es mayor que el incremento 

porcentual de los factores. 

3. Rendimientos decrecientes a escala (o deseconomías de escala): cuando el incremento 

porcentual del Output es menor que el incremento porcentual de los Inputs. 

 
30 La medida de eficiencia técnica Output es el recíproco de la medida de eficiencia técnica Input. 
31 Véase, por ejemplo, Somwaru y Nehring (1996); Pastor, Ruiz y Sirvent (1999), Soler y Hernández (2000) y Martínez y 
Zofio (2000). 
32 En Färe, Grosskopf y Lovell (1994:33-37) pueden encontrarse las expresiones matemáticas que definen los 
rendimientos a escala. 
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Matemáticamente, si ,  implica rendimientos constantes a escala,  

rendimientos crecientes y  rendimientos decrecientes; donde  es la tecnología de 

producción, X es un vector de Inputs y  un escalar. 

f(X)cf(cX) t= 1t = 1t >

1t < f(X)

c

1.5. VENTAJAS E INCONVENIENTES DEL ANÁLISIS ENVOLVENTE DE 
DATOS. 
 

La metodología DEA presenta una serie de ventajas (fortalezas) que la han convertido, en 

relativamente poco tiempo, en una técnica muy utilizada. Charnes, Cooper, Lewin y Seiford (1994:7) 

destacan como características importantes de DEA las siguientes tres: 

1. “Caracteriza cada una de las Unidades mediante una única puntuación de eficiencia 

(relativa)33. 

2. Al proyectar cada Unidad ineficiente sobre la envolvente eficiente destaca áreas de mejora 

para cada una de las Unidades. 

3. La no consideración por DEA de la aproximación alternativa e indirecta de especificar 

modelos estadísticos y hacer inferencias basadas en el análisis de residuos y coeficientes de los 

parámetros”. 

Además de las tres características enunciadas anteriormente, Charnes, Cooper, Lewin y Seiford 

(1994) aportan otras peculiaridades de DEA como son, por ejemplo, la posibilidad de ajustarse a 

variables exógenas e incorporar variables categóricas34. 

Otro aspecto a tener en cuenta de DEA es su capacidad de manejar situaciones de múltiples Inputs y 

Outputs (Restzlaff-Roberts y Morey, 1993) expresados en distintas Unidades de medida (Charnes, 

Cooper, Lewin y Seiford, 1994). Además, DEA es una técnica no-paramétrica35 y, por tanto, no 

supone ninguna forma funcional36 de la relación entre los Inputs y los Outputs37, ni supone una 

distribución de la ineficiencia (Banker, Gadh y Gorr, 1993). 

                                                                 
33Frente a la estimación de una función de producción media (Ley, 1991). 
34 Véase, por ejemplo, Banker y Morey (1986a); Kamakura (1988); Rousseau y Semple (1993). 
35 Chang y Guh (1991) argumentan que DEA no es una técnica no-paramétrica porque el modelo CCR no sólo construye 
una envolvente lineal sino que también emplea diferentes funciones de producción lineales, fronteras, para evaluar la 
eficiencia de las Unidades. 
36 DEA representa la frontera utilizando métodos de programación matemática que determinan un casco convexo de los 
puntos observados. Implícitamente supone que no hay errores de medida sino únicamente desviaciones unilaterales que 
representan ineficiencias al no lograr el Output sobre la frontera (Banker, Gadh y Gorr, 1993). Stolp (1990) indica que al 
imponer el supuesto más débil de que las relaciones entre los Inputs y los Outputs son simplemente monótonas y 
cóncavas, DEA hace posible que los datos hablen por ellos mismos antes que en el idioma de alguna forma funcional 
impuesta. 
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DEA determina la frontera de mejor práctica e identifica las Unidades ineficientes de tal forma que 

cada una de ellas es comparada con una Unidad eficiente o combinación de Unidades eficientes. 

Consecuentemente, DEA facilita la identificación de las fuentes y cantidad de ineficiencia y permite 

establecer un plan (Inputs y Outputs objetivos) eficiente para la Unidad ineficiente. DEA optimiza la 

medida de eficiencia de cada Unidad en relación con las otras Unidades  

Además, al evaluar la eficiencia relativa de una Unidad específica, DEA considera las condiciones 

más favorables (Kao, 1994). Como se verá al tratar el modelo CCR en forma de cociente, los pesos 

de los Inputs y Ouputs serán diferentes entre las distintas Unidades evaluadas. Boussofiane, Dyson y 

Thanassoulis (1991) consideran que dicha flexibilidad en la elección de los pesos es tanto una 

fortaleza como una debilidad de la técnica DEA. Así, la fortaleza la justifican en que si una Unidad 

resulta ser ineficiente incluso cuando se han incorporado los pesos más favorables en su medida de 

eficiencia entonces el argumento de que los pesos no son apropiados no es justificable. Por otra parte, 

afirman que es una debilidad porque una elección no juiciosa de pesos puede permitir calificar como 

eficiente a una Unidad, aunque esto tenga más que ver con la elección de pesos que con cualquier 

eficiencia inherente.  

Continuando con las debilidades o desventajas que presenta la técnica DEA, una de las mayores 

críticas recibidas es que se trata de una aproximación determinista y no tiene en cuenta influencias 

sobre el proceso productivo de carácter aleatorio e imposibles de controlar (Ley, 1991) ni la 

incertidumbre (errores de medida o introducción incorrecta de datos, por ejemplo) (Restzlaff-Roberts 

y Morey, 1993). Así, la precisión de los resultados alcanzados (puntuaciones de eficiencia relativa) 

dependerá de la exactitud de las medidas de los Inputs y Outputs considerados. Si la incertidumbre 

está presente, los resultados pueden ser erróneos y conducir a que una Unidad aparezca, falsamente, 

como eficiente, es decir, la frontera puede cambiar de forma y/o posición y, consecuentemente, puede 

estar mostrando Unidades ineficientes cuando realmente no lo son. Además, DEA es sensible a la 

existencia de observaciones extremas y toda desviación respecto de la frontera es tratada como 

ineficiencia, lo que puede derivar en una sobreestimación de la misma (Doménech, 1992). 

Por otra parte, mediante la aproximación DEA, un considerable número de Unidades son 

caracterizadas como eficientes a menos que la suma del número de Inputs y Outputs sea pequeña en 

                                                                                                                                                                                                                        
37 Se supone que todos los Inputs son utilizados conjuntamente para generar un conjunto de Outputs (Mahajan, 1991). 
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relación con el número de observaciones (Andersen y Petersen, 1993; Doyle y Green, 1991)38. 

Concretamente, tal y como apuntan Drake y Howcroft (1994), DEA probablemente trabaje mejor 

cuando el número de observaciones es aproximadamente el doble de la suma de los Inputs y Outputs. 

Por esta razón, los estudios con pequeñas muestras (reducido número de Unidades) trabajan con un 

alto grado de agregación respecto de las categorías de los Inputs y Outputs. También, hay que tener 

presente que la omisión de un Input u Output importante puede redundar en resultados sesgados.  

Además, como quedará patente a lo largo de los próximos capítulos en los que se exponen los 

modelos DEA básicos, DEA-CCR y DEA-BCC, deben ejecutarse tantos programas lineales como 

número de Unidades deban evaluarse, lo cual puede generar problemas computacionales. 

Finalmente, y como se ha podido comprobar mediante los ejemplos de aplicación realizados hasta el 

momento, DEA proporciona medidas de eficiencia relativas, es decir, como está haciendo las cosas 

de bien una Unidad en comparación con su conjunto de referencia. DEA no ofrece una medida de 

eficiencia absoluta, es decir, no compara la Unidad con un máximo teórico39. 

                                                                 
38 Coelli, Prasada Rao y Battese (1998) apuntan, entre otras limitaciones y posibles problemas con los que se puede 
encontrar un investigador al dirigir un análisis DEA: a) la adición de una empresa complementaria en un análisis DEA 
no puede redundar en un incremento de las puntuaciones de eficiencia de las empresas existentes; b) la adición de un 
Input u Output en un modelo DEA no puede redundar en una reducción de las puntuaciones de eficiencia y c) si se 
cuenta con pocas observaciones y muchos Inputs y/o Outputs muchas de las empresas aparecerán sobre la frontera DEA. 
Una implicación de esto es que si un investigador deseara hacer que una industria apareciese bien, podría reducir el 
tamaño de la muestra e incrementar el número de Inputs y Outputs con la finalidad de incrementar las puntuaciones de 
eficiencia. 
39 Ver Sherman y Gold (1985) para inconvenientes de DEA en su aplicación al sector bancario. 

Vicente Coll y Olga Mª Blasco 
( vcoll@uv.es ; Olga.Blasco@uv.es)  

25



 

Evaluación de la eficiencia mediante el análisis envolvente de datos. 
Introducción a los modelos básicos. 

 

 

 

Capítulo 2 

MODELO DEA-CCR. 

2.1. Introducción. 

2.2. Modelo DEA-CCR en forma fraccional. 

2.3. Modelo DEA-CCR en forma multiplicativa. 

 2.3.1. Caracterización de la eficiencia. 

 2.3.2. Significado de los pesos. 

2.4. Modelo DEA-CCR en forma envolvente. 

2.4.1. Caracterización de la eficiencia y valores holgura: Eficiencia de 

Farrell vs. Eficiencia de Pareto-Koopmans. 

2.4.2. “Benchmarking” en DEA: Fijación de referencias para la mejora. 

2.5. Métodos alternativos de resolución. 

 2.5.1. Método de dos etapas. 

 2.5.2. Método de tres etapas. 

 2.5.3. Método multietápico. 

2.6. Versión Output orientada del modelo DEA-CCR. 

ANEXOS 
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2.1. INTRODUCCIÓN. 

Como se ha visto en el capítulo precedente, los modelos DEA se distinguen, básicamente, por la 

naturaleza de la medida de eficiencia, la orientación del modelo para calcularla y la tipología de los 

rendimientos a escala que caracterizan la frontera eficiente. 

Este segundo capítulo está dedicado al modelo DEA-CCR, así denominado por haber sido 

desarrollado por Charnes, Cooper y Rhodes (1978). El modelo DEA-CCR proporciona medidas de 

eficiencia radiales, Input u Output orientadas y supone convexidad, fuerte eliminación gratuita de 

Inputs y Outputs y rendimientos constantes a escala. 

El modelo DEA-CCR puede escribirse, en términos generales, de tres formas distintas: fraccional 

(cociente), multiplicativa y envolvente1. En los siguientes apartados se describe cada una de éstas 

desde el punto de vista de un modelo Input orientado, así como distintos métodos de resolución 

que pueden ser utilizados para obtener la solución óptima del modelo en forma envolvente. 

En paralelo al desarrollo teórico, se introduce un sencillo ejemplo de aplicación, que es utilizado a 

lo largo de todo el capítulo con la finalidad de aclarar o matizar aquellas cuestiones metodológicas 

más relevantes. El último apartado del capítulo se dedica a plantear el modelo DEA-CCR desde 

una perspectiva Output, siendo aplicable, casi de forma directa, a estos modelos todo lo comentado 

para los modelos Input orientados. 

2.2. MODELO DEA-CCR EN FORMA FRACCIONAL. 

En DEA, la eficiencia técnica (relativa) de cada una de las Unidades se define, extendiendo el 

concepto dado en el capítulo 1, como el cociente entre la suma ponderada de los Outputs 

 y la suma ponderada de los Inputs)yu(
s

1r
r0r∑

=

2 . )

                                                                

xv(
m

1i
i0i∑

=

El modelo DEA-CCR Input orientado expresado en términos de cociente sería: 

 
1 Hay que hacer notar que, por cuestiones operativas, en la mayor parte de los trabajos empíricos se recurre a la 
formulación envolvente, siendo ésta, también, la forma a la que recurren la mayor parte de las aplicaciones 
informáticas para obtener la puntuación de eficiencia del conjuntos de Unidades objeto de análisis.  
2 También es habitual encontrar la eficiencia definida como el cociente entre el Output virtual (Output ponderado) y el 
Input virtual (Input ponderado). 
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2.1a) (modelo     
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donde3: 

1. Se consideran n Unidades (j=1,2,…,n), cada una de las cuales utilizan los mismos Inputs (en 

diferentes cantidades) para obtener los mismos Outputs (en diferentes cantidades). 

2. ) representa las cantidades de Input i (i=1,2,…,m) consumidos por la j-ésima 

Unidad. 

ijx  ( 0xij ≥

3.  representa la cantidad de Input i consumido por la Unidad que es evaluada, Unidadi0x 0. 

4. ) representa las cantidades observadas de Output r (r=1,2,…,s) producidos por la 

j-ésima Unidad. 

rjy  ( 0yrj ≥

5.  representa la cantidad de Output obtenido por la Unidad que es evaluada, Unidadr0y 0. 

6.  (r=1,2,…,s) y  (i=1,2,..,m) representan los pesos (o multiplicadores) de los Outputs e 

Inputs respectivamente. 

ru iv

El modelo (2.1a), problema no lineal, pretende obtener el conjunto óptimo de pesos (o 

multiplicadores) { } y { } que maximicen la eficiencia relativa, hru iv 0, de la Unidad0 definida 

como el cociente entre la suma ponderada de Outputs y la suma ponderada de Inputs, sujeto a la 

restricción de que ninguna Unidad puede tener una puntuación de eficiencia mayor que uno usando 

estos mismos pesos. Evidentemente, los pesos serán diferentes entre las distintas Unidades4. 

                                                                 
3 Esta notación será la empleada en todo el texto. 
4 No en el programa. Sí en la obtención de la eficiencia de cada Unidad. 
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Si la solución óptima es  esto indicará que la Unidad que está siendo evaluada es eficiente 

en relación con las otras Unidades. Si , la Unidad será ineficiente. En este caso, las 

Unidades que con los mismos pesos  y  asignados a la Unidad ineficiente que está siendo 

evaluada resulten ser eficientes se denominan peers (pares). Estos peers constituyen el denominado 

conjunto de referencia eficiente de la Unidad ineficiente, es decir, constituyen la referencia para la 

mejora de la Unidad ineficiente. 

1h*
0 =

1h*
0 <

ru iv

Al poco tiempo de publicar su pionero trabajo, Charnes, Cooper y Rhodes (1979)5 sustituyen la 

condición de no-negatividad ( ) del modelo fraccional (2.1a) por una condición de 

positividad estricta ( ), donde  es un infinitésimo no-arquimedeo

0v,u ir ≥

εv,u ir ≥ ε 6. El motivo no es otro 

que evitar que una Unidad, pese a presentar , sea incorrectamente caracterizada como 

eficiente al obtener en la solución óptima algún peso  y/o  el valor cero

1h*
0 =

ru iv 7 siendo, en 

consecuencia, el correspondiente Input y/u Output obviado en la determinación de la eficiencia 

(El-Magary y Lahdelma, 1995; Miliotis, 1992). El modelo fraccional quedará de la siguiente 

forma: 
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εv,u

n   1,2,...,j          1
xv

yu

:a Sujeto

xv

yu
h   Max

ir

m

1i
iji

s

1r
rjr

m

1i
i0i

s

1r
r0r

0vu,

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

≥

=≤

=

∑

∑

∑

∑

=

=

=

=

8

                                                                 
5 Ver también el comentario al respecto de Boyd y Färe (1984) y la respuesta al mismo de Charnes y Cooper (1984). 
6 En la práctica, es habitual sustituir  por un número muy pequeño. Bessent, Bessent, Kennington y Regan (1982), 
Giokas (1991) y Grifell-Tatjé, Prior y Salas (1992b), por ejemplo, fijan la cantidad , aunque Cooper, Seiford y 
Tone (2000:73) lo desaconsejen. Para más sobre el infinitésimo no-arquimedeo: Ali y Seiford (1993a, 1993b) Ali 
(1994) y Mehrabian, Jahanshahloo, Alirezaee y Amin (2000). 

ε
610ε −=

7 En el problema dual (2.5) equivaldrían a holguras (input u output) positivas. 
8 Aún con lo comentado, en la práctica, ε  es manejado por el software DEA utilizado y, por tanto, no necesita ser 
especificado explícitamente (Bowlin, 1998). 
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En cuanto a los pesos óptimos (  ), debe tenerse en cuenta que los valores de éstos diferirán 

de una Unidad a otra, puesto que el modelo (2.1b) debe ser resuelto para cada una de las n 

Unidades

*
ru  y *

iv

9, cada una de las cuales busca, a su vez, los mejores pesos que maximicen su eficiencia. 

Un inconveniente que plantea el problema representado por el modelo (2.1b) es que genera un 

número infinito de soluciones óptimas. Si ( ) es óptimo entonces ( ) también es 

óptimo para  (Charnes, Cooper, Lewin y Seiford, 1994; Seiford y Thrall, 1990). 

*
ru , *

iv *
rβu , *

iβv

0β >

 

Aplicación 2.1. 

Considérese que un individuo desea evaluar la eficiencia (técnica o productiva) de 6 

concesionarios de automóviles y que para ello dispone de información relativa a 2 Inputs 

( =Número de empleados y =Depreciación del Inmovilizado, como variable proxy del 

Capital) y 2 Outputs ( =Número de vehículos vendidos y =Número de órdenes de trabajo 

recibidas en taller). Los valores observados para las citadas variables son: 

1x 2x

1y 2y

  Concesionarios (Unidades) 
  A B C D E F 

1x  8 11 14 12 11 18 
Inputs 

2x  8 15 12 13 18 20 

1y  14 25 8 25 40 24 
Outputs 

2y  20 42 30 8 22 30 
Tabla 2.1. Valores observados concesionarios. 

De acuerdo con la forma fraccional del modelo DEA-CCR, la eficiencia del concesionario A 

vendría dada, según el problema representado en el modelo (2.1b), por: 

                                                                 
9 Esta flexibilidad en la elección de los pesos es considerada tanto una debilidad como una fortaleza de la metodología 
DEA (Boussofiane, Dyson y Thanassounis, 1991). 
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εv,v,u,u

1
xvxv
yuyu          1

xvxv
yuyu

1
xvxv
yuyu          1

xvxv
yuyu

1
xvxv
yuyu          1

xvxv
yuyu

:a sujeto
xvxv
yuyuh  Max

2121

2F21F1

2F21F1

2C21C1

2C21C1

2E21E1

2E21E1

2B21B1

2B21B1

2D21D1

2D21D1

2A21A1

2A21A1

2A21A1

2A21A1
Avu,

≥

≤
+
+

≤
+
+

≤
+
+

≤
+
+

≤
+
+

≤
+
+

+
+

=

 

εv,v,u,u

1
v2018v
u3024u          1

v1214v
u308u

1
v1811v
u2240u          1

v1511v
u4225u

1
v1312v
u825u          1

v88v
u2014u

:a sujeto
v88v
u2014uh  Max

2121

21

21

21

21

21

21

21

21

21

21

21

21

21

21
Avu,

≥

≤
+
+

≤
+
+

≤
+
+

≤
+
+

≤
+
+

≤
+
+

+
+

=

 

La solución del problema anterior proporcionará la puntuación de eficiencia del concesionario A, , 

así como los valores óptimos de los pesos Inputs y Outputs ( ) utilizados para maximizar 

su eficiencia. 

*
Ah

*
2

*
1

*
2

*
1 v,v,u,u

El mismo procedimiento debería seguirse con los restantes 5 concesionarios para evaluar su 

eficiencia. 
 

2.3. MODELO DEA-CCR EN FORMA MULTIPLICATIVA. 

El modelo DEA-CCR Input orientado en forma de cociente recogido en el modelo 2.1b puede ser 

linealizado siguiendo la transformación lineal de Charnes y Cooper (1962), que selecciona la 

solución ( ) para que . Realizando dicho cambio de variable (Charnes, Cooper y 

Rhodes, 1978; Oral y Yolalan, 1990; Cook, Johnston y McCutcheon, 1992) se tiene: 

δµ, 1xδ
m

1i
ioi =∑

=

2.1)(ecuación      

xν

1t

   0 tpara                   νtδ

utµ

i0

m

1i
i

ii

rr

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

=

>⋅=

⋅=

∑
=

 

y sustituyendo en el modelo (2.1b.), se obtiene el problema lineal equivalente10, conocido como 

modelo en forma multiplicativa, el cual puede escribirse como11: 

                                                                 
10 Obsérvese el cambio de variables al pasar del modelo en forma de cociente al modelo en forma multiplicativa. 
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Evaluación de la eficiencia mediante el análisis envolvente de datos. 
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2.2) (modelo     

εδ,µ

n   1,2,...,j          0xδyµ

1xδ

:a Sujeto

yµ   wMax

ir

m

1i
iji

s

1r
rjr

m

1i
i0i

s

1r
r0r0νµ,

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

≥

=≤−

=

=

∑∑

∑

∑

==

=

=

 

el Input virtual ha sido normalizado a la unidad, ; ésta se conoce como restricción de 

normalización. 

1xδ
m

1i
i0i =∑

=

La solución del problema dado por el modelo (2.2), que de nuevo debe ser resuelto para cada una de 

las Unidades consideradas, determinará los valores óptimos de los pesos  y , esto es,  . 

Debe tenerse en cuenta que cualquier múltiplo de estos valores óptimos será óptimo en el modelo 

2.1b

rµ iδ
*
rµ  y *

iδ

12 (Boussofiane, Dyson y Thanassoulis, 1991). 

El modelo (2.2) puede expresarse matricialmente como: 

2.3) (modelo     

Iεδ ,µ

   0XδYµ

1xδ
:a Sujeto

yµ   wMax

TT

TT

0
T

0
T

0δµ,

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

≥

≤−

=

=

 

donde13: 

1. es una matriz de Outputs de orden (s×n). Y

                                                                                                                                                                                                                        
11 El paso de un problema fraccional (modelo 2.1b) a un problema lineal (modelo 2.2 o 2.3) consiste simplemente en 
normalizar el denominador (o numerador) de la función objetivo del primero. 
12 Un ejemplo que ilustra esta cuestión es proporcionado por Cooper, Seiford y Tone (2000:30-32). 
13 Esta será la notación empleada. 
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⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

sns2s1

ini2i1

2n2221

1n1211

yyy

yyy

yyy
yyy

Y

L

M

L

M

L

L

 

2.  representa el vector Output de la Unidad que está siendo evaluada. 0y

3.  es una matriz de Inputs de orden (m×n). X

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

mnm2m1

ini2i1

2n2221

1n1211

xxx

xxx

xxx
xxx

X

L

M

L

M

L

L

 

4.  representa el vector Inputs de la Unidad que está siendo evaluada. 0x

5.  es el vector (sx1) de pesos Outputs y  es el vector (mx1) de pesos Inputs. µ δ

 

Aplicación 2.2. 

Siguiendo con el ejemplo de los concesionarios  introducido en la aplicación 2.1, 

los datos disponibles de las variables Inputs y Outputs pueden expresarse en términos matriciales de 

la siguiente forma: 

2)m 2,s 6,(n ===

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

sns2s1

ini2i1

2n2221

1n1211

yyy

yyy

yyy
yyy

Y

L

M

L

M

L

L

     →      ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

30228304220
24402582514

Y

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

mnm2m1

ini2i1

2n2221

1n1211

xxx

xxx

xxx
xxx

X

L

M

L

M

L

L

     →      ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

20181312158
18111214118

X
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Evaluación de la eficiencia mediante el análisis envolvente de datos. 
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Si se desea evaluar la eficiencia del concesionario A (Unidad0), el problema a resolver, expresado en 

forma matricial como el modelo (2.3), puede escribirse como: 

( )

( )

( ) ( )

Iεδ ,µ

   0
xxxxxx
xxxxxx

δδ
yyyyyy
yyyyyy

µµ

1
x
x

δδ

:a Sujeto

y
y

µµ   wMax

TT

2F2E2D2C2B2A

1F1E1D1C1B1A
21

2F2E2D2C2B2A

1F1E1D1C1B1A
21

2A

1A
21

2A

1A
21Aδµ,

≥

≤⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

 

sustituyendo: 

( )

( )

( ) ( )

Iεδ ,µ

   0
20181312158
18111214118

δδ
30228304220
24402582514

µµ

1
8
8

δδ

:a Sujeto

20
14

µµ   wMax

TT

2121

21

21Aδµ,

≥

≤⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

 

es decir: 

( )
( )

( )
( )
( )
( )

2.4) (modelo     

εδ,δ,µ,µ

020δ18δ30µ24µ
018δ11δ22µ40µ

013δ12δ8µ25µ
012δ14δ30µ8µ

015δ11δ42µ25µ
08δ8δ20µ14µ

18δ8δ
:a Sujeto

20µ14µ   wMax

2121

2121

2121

2121

2121

2121

2121

21

21Aδµ,

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

≥

≤+−+
≤+−+
≤+−+
≤+−+
≤+−+

≤+−+
=+

+=
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Modelo DEA-CCR. 

2.3.1. Caracterización de la eficiencia. 

La Unidad0 será calificada de eficiente si  y existe al menos un óptimo 1w*
0 = ( )** δ,µ  con  y 

 (Cooper, Seiford y Tone, 2000:24). 

0µ* >

0δ* >

Si la Unidad0 presenta, para los valores ( )** δ,µ , una puntuación de eficiencia  existirá al 

menos una Unidad que satisfará la restricción  para esos mismos 

1w*
0 <

∑∑
==

=
m

1i
iji

s

1r
rjr xδyµ ( )** δ,µ . El 

conjunto de Unidades que satisfacen dicha restricción, y que serán por tanto eficientes, constituyen el 

denominado conjunto de referencia de la Unidad evaluada, Unidado , siendo “la existencia de estas 

Unidades eficientes las que fuerzan a la Unidad0 a ser ineficiente” (Cooper, Seiford, Tone, 2000:25). 

2.3.2. Significado de los pesos. 

Normalmente, en DEA, se hace referencia a los términos Input virtual y Output virtual. El primero se 

refiere a la suma ponderada de los Inputs ( ), en tanto que el segundo, de forma análoga, hace 

referencia al sumatorio del Output ponderado (∑ ). De hecho, en la forma fraccional del 

modelo (2.1a)o (2.1b), la eficiencia suele definirse como el cociente entre el Output virtual y el Input 

virtual. 

∑
=

m

1i
i0i xδ

=

s

1r
r0r yµ

De nuevo en la forma multiplicativa (modelo 2.3), el Input virtual se encuentra normalizado a la 

unidad ( ) , mientras que el Output virtual es igual a la puntuación de eficiencia 

( ). Para la Unidad evaluada, “los valores de los Inputs y Outputs virtuales expresan 

información sobre la importancia que una Unidad atribuye a determinados Inputs y Outputs al 

objeto de obtener su máxima puntuación de eficiencia” (Boussofiane, Dysson y Thanassoulis, 

1991:6). 

1xδ
m

1i
i0i =∑

=

0

s

1r
r0r wyµ =∑

=

En consecuencia, es posible determinar la importancia (contribución) de cada Input ( ) respecto 

del total ( )

i0
*
i xδ

1xδ
m

1i
i0

*
i =∑

=

14 así como la contribución de cada Output ( ) a la puntuación de r0
*
i yµ

                                                                 
14 Normalizar la restricción a la unidad es una cuestión arbitraria. De hecho, el software “Frontier Analyst Professional” 
de Banxia Software Ltd. normaliza la restricción a 100 para proporcionar porcentajes de contribución Input/Output. 
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eficiencia ( ). Estos resultados proporcionan indicación de la medida en que las 

variables Input y Output han sido usadas en la determinación de la eficiencia, “jugando un papel 

como medida de la sensibilidad de las puntuaciones de eficiencia” (Cooper, Seiford y Tone, 

2000:28)

*
0

s

1r
r0

*
r wyµ =∑

=

15. 

Las cuestiones referentes a la contribución de cada Input/Output en la evaluación de la eficiencia así 

como importancia relativa de los mismos son estudiadas con más detalle en la aplicación 2.3. 

 

Aplicación 2.3. 

La resolución del problema dado en el modelo (2.4) para el concesionario A proporcionará los 

valores óptimos de los pesos Inputs y Outputs  que maximizan la función objetivo, que será 

su puntuación de eficiencia, . En el anexo I se encuentran planteados los modelos para los 

restantes concesionarios así como una breve descripción de cómo resolver, para el concesionario A, 

el modelo 2.4 mediante la herramienta Solver, de Microsoft Excel. En la siguiente tabla se facilitan 

los resultados

)δ,µ( **

*
Aw

16 de cada uno de los concesionarios: 

  Concesionarios 
  A B C D E F 

 
Eficiencia 

*
0w  0,9916 1 0,8929 0,8654 1 0,6515 

*
1µ  0,04710 0,0251 ε  0,0346 0,0177 0,0188 Pesos 

Outputs *
2µ  0,0166 0,0088 0,0298 ε  0,0133 0,0066 
*
1δ  ε  ε  ε  ε  0,0909 ε  Pesos 

Inputs *
2δ  0,125 0,0667 0,08337 0,077 ε  0,05 

Tabla 2.2. Valores óptimos según modelo DEA-CCR-IO en forma multiplicativa. 

Los valores  y  son un indicador de la contribución relativa del correspondiente Output al valor 

de la eficiencia técnica global de la Unidad evaluada. A partir de los resultados mostrados en la tabla 

anterior, puede determinarse la contribución Input/Output para cada concesionario. 

*
1µ *

2µ

  Concesionarios 
  A B C D E F 

 
Eficiencia 

*
020

*
210

*
1

2

1r
r0

*
r wyµyµyµ =+=∑

=

 0,9916 1 0,8929 0,8654 1 0,6515 

                                                                 
15 Para análisis de sensibilidad puede consultarse Cooper, Seiford y Tone (2000, capítulo 9) y Thompson, Dharmapala y 
Thrall (1994). 
16 Valores redondeados a cuatro cifras decimales. 
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  Concesionarios 
  A B C D E F 

Output 1 

100
yµ

yµ
2

1r
r0

*
r

r0
*
1 ⋅

∑
=

 66,5321 62,8317 0,0009 99,9962 70,7967 69,4376 

Output 2 

100
yµ

yµ
2

1r
r0

*
r

r0
*
2 ⋅

∑
=

 33,4670 37,1683 99,9927 0,0009 29,2033 30,5627 

Input 1 

100
xδ

xδ
2

1i
i0

*
i

10
*
1 ⋅

∑
=

 0,0008 0,0011 0,0014 0,0012 99,9982 0,0018 

C
on

tr
ib

uc
ió

n 
In

pu
t/O

ut
pu

t (
%

) 

Input 2 

100
xδ

xδ
2

1i
i0

*
i

20
*
2 ⋅

∑
=

 99,9992 99,9989 99,9986 99,9988 0,0018 99,9982 

Tabla 2.3. Contribución Input/Output a la evaluación de eficiencia. 

Así, y considerando los resultados obtenidos para el concesionario A, que son mostrados en la tabla 

2.3, puede decirse que una reducción en el consumo del Input 2 tiene un mayor efecto en la eficiencia 

de este concesionario que una reducción en el uso del Input 1.  

En general, a una Unidad le resultará ventajoso asignar al Input 2 un peso *
1

*
2

δ
δ  veces mayor que el 

peso del Input 1 al objeto de maximizar la puntuación de eficiencia, esto es, el cociente entre el 

Output y el Input virtual. 
 

2.4. MODELO DEA-CCR EN FORMA ENVOLVENTE. 

Como es bien conocido, para todo programa lineal original (programa primal) existe otro programa 

lineal asociado, denominado programa dual, que puede ser utilizado para determinar la solución del 

problema primal. 

Recordando que existe una variable dual por cada restricción primal y una restricción dual por cada 

variable primal -en la tabla 2.4 se facilita la correspondencia entre primal (modelo 2.2. o 2.3.) y dual-, 

el modelo DEA-CCR Input orientado en su forma envolvente vendrá dado por el modelo (2.5). 
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Restricción primal 

(modelo 2.3.) 

Variable dual 

(modelo 2.5.) 
 

Restricción dual 

(modelo 2.5.) 

Variable primal 

(modelo 2.4.) 

  0XδYµ

1xδ
TT

0
T

≤−

=
 

0λ
θ
≥

  
0 Xλθx

yYλ

0

0

≥−
≥

 
0µ
0δ

T

T

≥

≥
 

Tabla 2.4. Fuente: Cooper, Seiford y Tone (2000) 

Nótese que se asocia la variable dual θ  con la restricción que normaliza el Input virtual. En el anexo 

II puede consultarse cómo pasar del modelo DEA-CCR Input orientado primal (en forma 

multiplicativa) al dual (modelo 2.5), que en la metodología DEA es frecuente referirse como modelo 

en forma envolvente. 

2.5) (modelo     

0λ

   Xλθx

yYλ
:a Sujeto

θz   Min

0

0

0λθ,

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

≥

≥

≥

=

 

donde17: 

1. es el vector (n×1) de pesos o intensidades, . Así,  es la intensidad de la Unidad j. λ

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

n

2

1

λ

λ
λ

λ
M jλ

2.  denota la puntuación de eficiencia (técnica) de la Unidadθ 0. 

De nuevo, el problema dado por el modelo (2.5) debe ser resuelto para cada una de las n Unidades 

objeto de análisis. 

En la mayor parte de las aplicaciones DEA, el modelo empleado en la evaluación de eficiencia es de 

la forma envolvente. El motivo es evidente; el programa lineal DEA-CCR primal Input orientado 

(modelo 2.2. o 2.3) viene definido por un número de restricciones igual a n+1. Sin embargo, el 

programa lineal DEA-CCR dual Input orientado (modelo 2.5.) está sujeto a s+m restricciones. Por 

tanto, como el número de Unidades con las que se trabaja suele ser mucho mayor que el número total 
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de Inputs y Outputs, esta es la razón por la que el modelo DEA-CCR dual es generalmente el 

problema preferido para ser resuelto (Coelli, Prasada Rao y Battese, 1998). 

 

Aplicación 2.4. 

Para el concesionario A, en la aplicación 2.2. se llegó a definir el siguiente problema (modelo 2.4), 

que se considerará como el problema primal. 

( )
( )

( )
( )
( )
( )

εδ,δ,µ,µ

020δ18δ30µ24µ
018δ11δ22µ40µ

013δ12δ8µ25µ
012δ14δ30µ8µ

015δ11δ42µ25µ
08δ8δ20µ14µ

18δ8δ
:a Sujeto

20µ14µ   wMax

2121

2121

2121

2121

2121

2121

2121

21

21Aδµ,

≥

≤+−+
≤+−+
≤+−+
≤+−+
≤+−+

≤+−+
=+

+=

 

Como el problema anterior presenta 7 restricciones (sin contar las restricciones de positividad) y 4 

variables ( ), el problema dual asociado tendrá 7 variables y 4 

restricciones. El modelo DEA-CCR Input orientado en forma envolvente para el concesionario A 

será

2121 δ,δ,µ,µ )λ,λ,λ,λ,λ,λ (θ FEDCBA,

18: 

arestringid no θ
0λ,λ,λ,λ,λ,λ

0λ0218λ13λ12λλ15λ88θ
018λ11λ12λ14λλ11λ88θ

20λ30λ22λ8λ03λ42λ200θ
14λ42λ04λ528λλ52λ410θ

:a Sujeto
0λ0λ0λ0λ0λ0λ1θz Min

FEDCBA

FEDCBA

FEDCBA

FEDCBA

FEDCBA

FEDCBAAλθ,

≥
≥−−−−−−
≥−−−−−−
≥++++++
≥++++++

++++++=

 

Operando: 

                                                                                                                                                                                                                        
17 Esta notación será la empleada en el resto del epígrafe. 
18 Puede consultarse el anexo II para más detalle. 
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⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

≥

+++++≥
+++++≥

≥+++++
≥+++++

=

arestringid no θ
0λ,λ,λ,λ,λ,λ

λ0218λ13λ12λλ15λ88θ
18λ11λ12λ14λλ11λ88θ

20λ30λ22λ8λ03λ42λ20
14λ42λ04λ528λλ52λ41

:a Sujeto
θz Min

FEDCBA

FEDCBA

FEDCBA

FEDCBA

FEDCBA

Aλθ,

     (modelo 2.6) 

El modelo (2.6) puede expresarse en forma matricial como: 

2.7) (modelo     

0λ,λ,λ,λ,λ,λ
arestringid no θ

λ
λ
λ
λ
λ
λ

20181312158
18111214118

8
8

θ
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λ
λ
λ
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λ
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30228304220
24402582514

θz  Min

FEDCBA

F
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=

 

Para obtener la puntuación de eficiencia del concesionario A deberá resolverse el problema anterior, 

y problemas similares para calcular la eficiencia de los restantes concesionarios. 
 

2.4.1. Caracterización de la eficiencia y valores holgura: Eficiencia de Farrell vs. 

Eficiencia de Pareto-Koopmans. 

Si la solución óptima del problema dado por el modelo (2.5) resulta ser =1, entonces la Unidad que 

está siendo evaluada es eficiente, de acuerdo a la definición de Farrell

*θ
19 (1957), en relación con las 

otras Unidades, puesto que no es posible encontrar ninguna Unidad o combinación lineal de 

                                                                 
19 También suele ser referida la medida de eficiencia de Farrell como medida de eficiencia de Debreu-Farrell puesto que 
su medida de eficiencia técnica está inspirada en el concepto del “coeficiente de utilización de recursos”( ) de Debreau 
(1951). El coeficiente (1- ) indica la máxima reducción que puede realizarse en los factores de producción manteniendo 
el nivel de output dado. 

σ
σ
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Modelo DEA-CCR. 

Unidades que obtenga al menos el Output de la Unidad0 utilizando menos factores. En caso contrario 

la Unidad es ineficiente, es decir, si <1 es posible obtener, a partir de los valores  obtenidos en 

la resolución del modelo (2.5) una combinación de Unidades que “funcione mejor” que la Unidad 

que ha sido evaluada. 

*θ *
j

λ

Tal y como está definido, el problema planteado en el modelo (2.5) es resuelto en una única etapa, de 

forma que las variables de holgura (variable de holgura Output) y  (variable de holgura Input) 

son obtenidas de forma residual. Por tanto, es posible que no se satisfaga la condición de eficiencia 

de Pareto-Koopmans, más restrictiva que la anterior condición de eficiencia de Farrell, según la cual 

una Unidad es eficiente si y solo si =1 y todas las holguras son cero, en caso contrario la Unidad es 

calificada como ineficiente. 

+
rs −

is

*θ

Así, si en el óptimo resultara que  esto significaría que sería posible incrementar el Output r 

de la Unidad

0s *
r >+

0 en la cantidad dada por esa holgura, con lo que la Unidad0 debería producir el Output r 

en la cantidad ( )*
rr sy ++  en lugar de en la cantidad observada . Análogamente, si se obtuviese una 

holgura Input tal que  esto indicaría que el Input i de la Unidad evaluada podría ser reducido 

en la cantidad dada por , de tal forma que el Input i debería ser usado en la cantidad 

ry

0s *
i >−

*
is− ( )*

ii s-x −  en 

lugar de en la cantidad . ix

En la Figura 2.1, donde se consideran dos Inputs  y un Output (y), se pretende reflejar la 

situación descrita en el párrafo anterior. 

) x,(x 21

 
Figura 2.1. 
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Evaluación de la eficiencia mediante el análisis envolvente de datos. 
Introducción a los modelos básicos. 

Las Unidades etiquetadas como A, B, C y D son eficientes técnicamente según la condición de 

eficiencia Farrell, puesto que su puntuación de eficiencia  es igual a uno. La Unidad E es, a todas 

luces, ineficiente 

*θ

( )1θ* < . 

Sin embargo, sólo las Unidades B y C son eficientes técnicamente según la condición de Pareto-

Koopmans, ya que tanto la Unidad A como la Unidad D presentan holguras Input20, la primera en el 

Input  y la segunda en el Input , que indicarán en cuánto las Unidades A y D deberían reducir el 

consumo de dichos Inputs. Ninguna Unidad presenta holgura Output.  

2x 1x

 

Aplicación 2.5. 

En la aplicación 2.4. se escribió el modelo DEA-CCR Input orientado en forma envolvente para el 

concesionario A (modelo 2.6 o 2.7). En el anexo II puede consultarse, para los restantes 

concesionarios, los problemas duales que deberían resolverse al objeto de proceder a evaluar la 

eficiencia de cada uno de ellos. En el mismo anexo también se encuentra un posible procedimiento de 

cálculo de la eficiencia del concesionario A, a partir del modelo (2.6), usando la herramienta Solver. 

En la siguiente tabla se facilita un resumen de los principales resultados21 obtenidos para el conjunto 

de los 6 concesionarios analizados. 

 Concesionarios 
 A B C D E F 

Eficiencia ( ) *θ 0,9916 1 0,8929 0,8654 1 0,6515 
*
Aλ  0 0 0 0 0 0 
*
Bλ  0,4354 1 0,7143 0 0 0,5947 
*
Cλ  0 0 0 0 0 0 
*
Dλ  0 0 0 0 0 0 
*
Eλ  0,0779 0 0 0,625 1 0,2283 
*
Fλ  0 0 0 0 0 0 

Holgura Input  1x 2,287 0 4,643 3,510 0 2,674 
Holgura Input  2x 0 0 0 0 0 0 

Holgura Output  1y 0 0 9,857 0 0 0 
Holgura Output  2y 0 0 0 5,750 0 0 

Tabla 2.5. Evaluación de eficiencia de los concesionarios. 

Evidentemente, las puntuaciones de eficiencia coinciden con aquellas obtenidas con el modelo DEA-

CCR Input orientado en forma multiplicativa (ver tabla 2.2). 
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Modelo DEA-CCR. 

Únicamente los concesionarios B y E son eficientes técnicamente, satisfaciendo las condiciones de 

eficiencia de Pareto-Koopmans. 

Los concesionarios A, C, D y F son ineficientes. Así, el concesionario A, para llegar a ser eficiente, 

debería reducir el consumo de Inputs, dado los Outputs que obtiene, un 0,84% (reducción radial), y 

adicionalmente (movimiento holgura) el Input  en 2,287 unidades. Algo similar le sucede al 

concesionario F, cuyo uso de factores debería reducirse de forma proporcional (radial) en un 34,85% 

y, además, 2,674 unidades de Input . Los concesionarios C y D presentan tanto holgura en el Input 

 como holgura en uno de los Outputs; de tal forma que para llegar a ser eficientes estos dos últimos 

concesionarios no es suficiente que reduzcan el uso de recursos, deben al mismo tiempo expandir el 

Output (en el tipo y cantidad que presenta holgura). 

1x

1x

1x

 

2.4.2. “Benchmarking” en DEA: Fijación de referencias para la mejora. 

Debe recordarse que, según el modelo DEA empleado, puede obtenerse para toda Unidad ineficiente 

un punto de proyección  sobre la frontera eficiente que represente a una Unidad (real o 

virtual) eficiente que, en un modelo Input orientado, consuma, como mucho, la proporción  de los 

Inputs de la Unidad

( 00 ŷ,x̂ )
θ

0 y produzca, al menos, la misma cantidad de Outputs. 

La Unidad o Unidades implicada/s en la construcción de la referida Unidad (real o ficticia) eficiente 

constituirán el conjunto de referencia22 de la Unidad evaluada y calificada como ineficiente. Este 

conjunto de referencia estará formado por todas aquellas Unidades23 que en la solución del problema 

(2.5.) obtengan unas intensidades . 1,2,...n)(j   0λ*
j =>

A partir del modelo (2.5), el punto de proyección, que es una combinación lineal de los puntos 

observados, vendrá dado por ( )Yλŷ , Xλx̂ *
0

*
0 == , o lo que es lo mismo 

. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
== ∑∑

==

n

ij
j

*
j0

n

1j
j

*
j0 Yλŷ , Xλx̂

Volviendo a la Figura 2.1, la Unidad E es claramente ineficiente. En este caso, el punto de 

proyección sobre la frontera eficiente determinará la dirección de mejora, presumiblemente la más 
                                                                                                                                                                                                                        
20 También suele hacerse referencia a esta situación con el término “eficiencia débil”. 
21 Las holguras han sido calculadas de forma residual. Los valores se han redondeado a cuatro cifras decimales. 
22 Doyle y Green (1994) y Talluri y Sarkis (1997) utilizan métodos cluster para la identificación de las referencias más 
apropiadas. 
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Evaluación de la eficiencia mediante el análisis envolvente de datos. 
Introducción a los modelos básicos. 

accesible, a emprender por la Unidad E. La proyección, la Unidad ficticia (o virtual) E´, resultará de 

una combinación entre las Unidades B y C en proporciones dadas por los valores óptimos de las 

intensidades  obtenidos a partir de la resolución, para la Unidad E, del problema del 

modelo (2.5). 

( CB,j   λ*
j = )

Las coordenadas de la proyección sobre la frontera eficiente representarán los valores Inputs y 

Outputs objetivo (o targets) para la Unidad ineficiente, es decir, los niveles Input y Output que la 

convertirían en eficiente caso de alcanzarlos. Así pues, la comparación entre los valores observados 

para la Unidad evaluada y los valores objetivo fijados permite establecer la cuantía, en términos 

absolutos o relativos (porcentajes de mejora potencial), de la reducción Input y/o incremento Output 

que ésta debería tratar de promover para convertirse en eficiente. 

Por otra parte, si  representa el vector de Inputs de la Unidad que está siendo evaluada, y 24
0x θ  su 

puntuación de eficiencia técnica, entonces  indicará la cantidad en que deberían reducirse 

radialmente (proporcionalmente) todos los Inputs

0θ)x-1(
25 de la Unidad para que fuese eficiente. La 

diferencia entre los valores Input objetivo y la reducción radial indicará la cuantía en que 

adicionalmente la Unidad  debe reducir sus Inputs como consecuencia del movimiento holgura. 

0 

0

Por tanto, la mejora potencial de una Unidad puede ser descompuesta en mejora proporcional, 

derivada de la reducción radial, y mejora holgura, derivada de la reducción holgura. 

 

Aplicación 2.6. 

Para cada concesionario ineficiente (A, C, D y F) es posible construir una Unidad (real o ficticia) 

situada sobre la frontera eficiente. Tal Unidad es construida a partir de uno o más concesionarios 

eficientes, denominado conjunto de referencia; concretamente por aquel/aquellos que en la 

evaluación del concesionario ineficiente han obtenido valores . Las 

coordenadas de la proyección sobre la frontera representará el plan de proyección (Valores objetivo) 

que convertiría al concesionario ineficiente en eficiente. 

F)E,D,C,B,A,(j   0λ*
j =>

Así, en la tabla 2.6 se muestra, a partir de la información contenida en la tabla 2.5, el conjunto de 

referencia y la intensidad con la que cada concesionario eficiente (benchmark) que lo forma 

                                                                                                                                                                                                                        
23 Cada una de las cuales actúa como referencia o, en la terminología DEA, benchmark. 
24 ( ) indicará la máxima reducción (proporcional) que puede llevar a cabo la Unidadθ1− 0 en todos sus Inputs 
manteniendo el nivel de Outputs dado. 
25 Recuérdese que se está haciendo referencia a una orientación Input. 
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Modelo DEA-CCR. 

interviene en la construcción, para cada concesionario ineficiente, de la respectiva Unidad (real o 

ficticia) eficiente . En la tabla 2.6. se facilita esta información: 

 Conjunto de referencia 
Concesionario 

ineficiente B E 

A *
Bλ =0,4354 *

Eλ =0,0779 
C *

Bλ =0,7143 -- 
D -- *

Eλ =0,625 
F *

Bλ =0,5947 *
Eλ =0,2283 

Tabla 2.6. Conjunto de referencia. 

Ahora, es posible determinar el plan de producción objetivo de cada concesionario ineficiente. Por 

ejemplo, para el concesionario A se tendrá: 

20220779,0424354,0yλyλŷ
14400779,0254354,0yλyλŷ

:Output objetivo Valores

9332,7180779,0154354,0xλxλx̂
6463,5110779,0114354,0xλxλx̂

:Input objetivo Valores

2E
*
E2B

*
B2A

1E
*
E1B

*
B1A

2E
*
E2B

*
B2A

1E
*
E1B

*
B1A

=⋅+⋅=+=

=⋅+⋅=+=

=⋅+⋅=+=

=⋅+⋅=+=

 

En la tabla 2.7 se recogen los valores objetivo para cada concesionario ineficiente, así como los 

valores inicialmente observados para cada uno de ellos. 

 Valores objetivo Valores observados 
 Input Output Input Output 

Concesionario 
ineficiente 1x  2x  1y  2y  1x  2x  1y  2y  

A 5,6463 7,9332 14 20 8 8 14 20 
C 7,8573 10,7145 17,8575 30 14 12 8 30 
D 6,875 11,25 25 13,75 12 13 25 8 
F 9,053 13,0299 24 30 18 20 24 30 
Tabla 2.7. Valores objetivo y observados de los concesionarios ineficientes. 

Al comparar los valores objetivo y observados es posible determinar la mejora (reducción Input y/o 

incremento Output) que debería experimentar cada concesionario ineficiente para convertirse en 

eficiente, así como distinguir qué parte de dicha mejora se debe a un movimiento radial (derivado de 
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la puntuación de eficiencia obtenida) y un movimiento holgura (derivado del desplazamiento a través 

de la propia frontera). Estos resultados se muestran en la siguiente tabla26: 

  Mejora 
potencial 

Movimiento 
radial27

Movimiento 
Holgura 

  Input Output Input Input Output 
 Eficiencia ( ) *θ 1x  2x  1y  2y  1x  2x  1x  2x  1y  2y  

A 0,9916 -2,3537 -0,0668 0 0 -0,0672 -0,0672 -2,287 -- -- -- 
C 0,8929 -6,1427 -1,2855 9,8575 0 -1,4994 -1,2852 -4,643 -- 9,857 -- 
D 0,8654 -5,125 -1,75 0 5,75 -1,6152 -1,7498 -3,510 -- -- 5,750 
F 0,6515 -8,947 -6,9701 0 0 -6,273 -6,97 -2,674 -- -- -- 

Tabla 2.8. Mejora potencial: descomposición en movimiento radial y holgura. 

Es decir, el porcentaje de mejora potencial a experimentar por los concesionarios A, C, D y E, que 

son los calificados como ineficientes será: 

 Mejora potencial (%) 
 Input Output 

Concesionario 
ineficiente 1x  2x  1y  2y  

A -29,42% -0,83% 0,00% 0,00% 
C -43,88% -10,71% 123,22% 0,00% 
D -42,71% -13,46% 0,00% 71,88% 
F -49,71% -34,85% 0,00% 0,00% 

Tabla 2.9. Porcentaje de mejora potencial. 

 

Asimismo, es posible obtener los porcentajes en que cada una de las benchmark del conjunto de 

referencia de una empresa ineficiente contribuye a los valores objetivo de éstas. Esta información 

resulta de utilidad, puesto que a través de dichos porcentajes se pone de manifiesto la mayor o menor 

importancia que en cada variable Input y Output representa la benchmark para la Unidad ineficiente. 

El porcentaje de contribución de la Unidad eficiente k a los valores objetivo del Output r de una 

Unidad ineficiente ( ) vendrá dado por: rk,PC

2.2)(ecuación      100
yλ

yλPC n

ij
rj

*
j

rk
*
k

rk, ⋅=

∑
=

 

en tanto que el porcentaje de contribución de la Unidad eficiente k a los valores objetivo del Input i 

de una Unidad ineficiente ( ) será: ik,PC

                                                                 
26 Las posibles diferencias que puedan darse en los resultados son debidas a los redondeos realizados en las puntuaciones 
de eficiencia. 
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2.3)(ecuación      100
 xλ

xλPC n

1j
ij

*
j

ik
*
k

ik, ⋅=

∑
=

 

 

Aplicación 2.7.  

A modo de ejemplo, a continuación se ilustra cómo calcular, a partir de las ecuacines 2.2 y 2.3, los 

porcentajes de contribución Input y Output del conjunto de referencia a los valores objetivo, en este 

caso para el concesionario A:  

Conjunto 
de referencia Porcentaje de contribución a valores objetivo del concesionario A 

1x  %82,84100
110,0779110,4354

110,4354100
xλxλ

xλPC
1E

*
E1B

*
B

1B
*
B

1iB, =⋅
⋅+⋅

⋅
=⋅

+
==  

Input 

2x  %32,82100
180,0779150,4354

150,4354100
xλxλ

xλPC
2E

*
E2B

*
B

2B
*
B

2iB, =⋅
⋅+⋅

⋅
=⋅

+
==  

1y  %75,77100
400,0779250,4354

250,4354100
yλyλ

yλPC
1E

*
E1B

*
B

1B
*
B

1rB, =⋅
⋅+⋅

⋅
=⋅

+
==  

B 
)4354,0(λ*

B =  

Output 

2y  %43,91100
220,0779240,4354

240,4354100
yλyλ

yλPC
2E

*
E2B

*
B

2B
*
B

2rB, =⋅
⋅+⋅

⋅
=⋅

+
==  

1x  %18,15100
110,0779110,4354

110779,0100
xλxλ

xλPC
1E

*
E1B

*
B

1E
*
E

1iE, =⋅
⋅+⋅

⋅
=⋅

+
==  

Input 

2x  %68,17100
180,0779150,4354

180799,0100
xλxλ

xλPC
2E

*
E2B

*
B

2E
*
E

2iE, =⋅
⋅+⋅

⋅
=⋅

+
==  

1y  %25,22100
400,0779250,4354

040,0779100
yλyλ

yλPC
1E

*
E1B

*
B

1E
*
E

1rE, =⋅
⋅+⋅

⋅
=⋅

+
==  

E 
0,0779)(λ*

E =  

Output 

2y  %57,8100
220,0779540,4354

220,0779100
yλyλ

yλPC
2E

*
E2B

*
B

2E
*
E

2rB, =⋅
⋅+⋅

⋅
=⋅

+
==  

Tabla 2.10. Cálculo de porcentajes de contribución para el concesionario A. 

Para el conjunto de concesionarios ineficientes, los porcentajes de contribución son los que se 

reflejan en la tabla 2.11. 

  Conjunto de referencia 
Concesionario 

ineficiente 
Variable B E 

1x  84,82% 15,18% 
Input 

2x  88,32% 17,68% 

1y  77,75% 22,25% 
A 

Output 
2y  91,43% 8,57% 

                                                                                                                                                                                                                        
27 Sólo se incluyen los Inputs porque la evaluación de eficiencia se ha realizado suponiendo un modelo Input orientado. 
Por tanto, los Outputs no pueden expandirse de forma radial. 
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  Conjunto de referencia 
Concesionario 

ineficiente 
Variable B E 

1x  100% -- 
Input 

2x  100% -- 

1y  100% -- 
C 

Output 
2y  100% -- 

1x  100% -- 
Input 

2x  100% -- 

1y  100% -- 
D 

Output 
2y  100% -- 

1x  72,26% 27,74% Input 
2x  68,46% 31,54% 
1y  61,95% 38,05% 

F 
Output 

2y  83,26% 16,74% 
Tabla 2.11. Porcentaje de contribución Input/Output.. 

 

2.5. PROCEDIMIENTOS ALTERNATIVOS DE RESOLUCIÓN. 

2.5.1. Método de dos etapas. 

El problema dado por el modelo (2.5), que es resuelto en una única etapa, busca, para la Unidad 

evaluada, la máxima reducción Input, obteniéndose los valores holgura de manera residual28. Sin 

embargo, mediante este método de resolución, según Coelli, Prasada Rao y Battese (1998:142 y 175), 

“no siempre se identifican todas las holguras”. 

Para determinar todas las posibles holguras Input y Output, Ali y Seiford (1993a) sugieren la 

resolución de una segunda etapa, cuyo objetivo es maximizar la suma de las holguras Input y Output 

manteniendo el valor óptimo de  logrado en la primera etapa, problema que coincide con el modelo 

(2.5). 

θ

Por tanto, este método de resolución implica la resolución de dos problemas para cada Unidad: 

Primera etapa: El objetivo de este primer paso es determinar el valor óptimo de θ , es decir, la 

máxima reducción proporcional que tendría que producirse en los Inputs de la Unidad objeto de 

estudio. 

                                                                 
28 Ver aplicación 2.5. 
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2.8a) (modelo     
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Segunda etapa: A partir del óptimo  obtenido en la etapa 1 se ajustan los Inputs  y se 

procede a maximizar las holguras Inputs y Outputs para mover radialmente el punto proyectado 

en la etapa 1, que satisface la condición de eficiencia de Farrell (1957), a un punto sobre la 

envolvente eficiente que satisfaga la condición de optimalidad de Pareto-Koopmans. 

*θ )xθ( 0
*

( )

2.8b) (modelo     

0s ,s λ,

    s-xθXλ

syYλ
:a Sujeto

IsIs-   Min

0
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-

s,sλ,
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⎪
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⎪
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⎫
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donde: 

1. Is+ es el vector de holguras Output. . ∑
=

++ =
s

1r
rsIs

2. Is- es el vector de holguras Input. . ∑
=

−− =
m

1i
isIs

En el anexo III puede consultarse cómo ejecutar el modelo DEA-CCR Input orientado en forma 

envolvente en dos etapas (modelos 2.8a y 2.8b) utilizando Solver. En cualquier caso, es frecuente 

formular los problemas dados por los modelos 2.8a.y 2.8b en un único modelo29, como el siguiente: 

                                                                 
29 Es el dual del problema multiplicativo del modelo 2.4. Para más detalles puede consultarse el anexo III. 
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( )

2.9) (modelo     

0s,sλ,
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syλY
:a Sujeto
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El método de resolución en dos etapas es el procedimiento incorporado por Frontier Analyst® para 

evaluar la eficiencia de un conjunto de Unidades. 

 

Aplicación 2.8. 

En el anexo III se muestra cómo resolver el modelo (2.9) para el concesionario A usando Solver. 

Procediendo de manera similar con el resto de concesionarios se evaluaría su eficiencia. En la 

siguiente tabla se recogen los resultados obtenidos30: 

  Concesionario 
  A B C D E F 

Movimiento 
radial 

Eficiencia 
( ) *θ

0,9916 1 0,8929 0,8654 1 0,6515 

 Conjunto 
referencia B y E B B E E B y E 

*
Aλ  0 0 0 0 0 0 
*
Bλ  0,4354 1 0,7143 0 0 0,5947 
*
Cλ  0 0 0 0 0 0 
*
Dλ  0 0 0 0 0 0 
*
Eλ  0,0779 0  0,625 1 0,2283 

Intensidades 

*
Fλ  0 0 0 0 0 0 
+
1s  0 0 9,8571 0 0 0 Movimiento  

holgura Output +
2s  0 0 0 5,75 0 0 
−
1s  2,2867 0 4,6429 3,5096 0 2,6734 Movimiento  

holgura Input −
2s  0 0 0 0 0 0 

Tabla 2.12. Evaluación de eficiencia de los concesionarios.  
Modelo DEA-CCR Input orientado resuelto en dos etapas. 

En este caso, y como fácilmente puede comprobarse, los resultados mostrados en la tabla anterior 

coinciden con aquellos obtenidos mediante el procedimiento de resolución en una etapa. 
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2.5.2. Método de tres etapas. 

Primero Tone (1999) y posteriormente Cooper, Seiford y Tone (2000) proponen una extensión del 

método de dos etapas al considerar que “la proyección de una Unidad ineficiente sobre la frontera 

eficiente puede estar muy lejos de los valores observados en el sentido que la combinación (mezcla) 

Input y Output son muy diferentes de los de las observaciones”, puesto que la segunda etapa, 

problema (2.8b) maximiza el valor de las holguras. Por esta razón, plantean una tercera etapa cuyo 

objetivo es proyectar las Unidades ineficientes sobre un punto eficiente que tenga una combinación 

(mezcla) Input y Output tan próximo a las observaciones como sea posible, es decir, en lugar de 

buscar el punto de proyección más alejada buscar el más cercano a la Unidad ineficiente. 

Cooper, Seiford y Tone (2000:60) modelizan esta tercera etapa, ejecutada para cada una de las 

Unidades calificadas como ineficientes al resolver las dos primeras31, como sigue: 

2.10) (modelo     

r)i,j,(  0,d  0,d  0,λ
wq     wp

qd

pd

m)1,2,...,(i    0xdλxxθ

s)1,2,...,(r            yydλy
:a  Sujeto

Min w

r
-
ij

r

-
i

i0ij
Rj

iji0
*

r0r0rj
Rj

rj

0
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⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
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⎪

⎬

⎫

∀≥≥≥

≤≤
≤

≤

==−−

==−
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∈

∑

∑

 

donde r, conjunto de empresas eficientes ( ), y son obtenidas en la resolución 

de las dos primeras etapas,  representa las holguras Input y  las Output. Además,  y 

indican la desviación relativa

0s  0,s  1,θ -*** === + *θ

ioi xd−
ror yd+ -

id +
rd  

32 respecto del Input ( ) y Output ( ) observado, respectivamente. iox roy

Los resultados logrados con esta tercera etapa sugieren que “el proceso es adecuado para encontrar 

un conjunto de referencia de Unidades similares entre las Unidades eficientes manteniendo la 

puntuación de eficiencia de la primera etapa” (Cooper, Seiford y Tone, 2000:63). 

 

                                                                                                                                                                                                                        
30 Los resultados que se muestran han sido redondeados a cuatro cifras decimales. 
31 Véanse los problemas (2.8a) y (2.8b) o, alternativamente, el problema (2.9). 
32 Desviación que en el modelo (2.9) vendría dada por io

*
i xs− en el caso input y ro

*
r ys+  en el del output. 
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Evaluación de la eficiencia mediante el análisis envolvente de datos. 
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2.5.3. Método multietápico. 

Aunque la mayoría de estudios DEA usan un proceso de programación lineal en dos etapas para 

resolver modelos DEA orientados33, Coelli (1998)34 en su trabajo titulado “A Multi-stage 

Methodology for the Solution of Oriented DEA Models” propone un proceso de resolución DEA 

multietápico35 ya que la segunda etapa (modelo 2.8b) de este proceso presenta dos problemas: 

1. Identifica el punto eficiente más alejado y no el más cercano, puesto que las holguras son 

maximizadas en lugar de minimizadas36. 

2. El punto proyectado obtenido no es invariante a las Unidades de medida. El componente 

radial de la medida de eficiencia obtenida en la primera etapa es invariante a las Unidades, sin 

embargo, la componente holgura de la segunda etapa no lo es37 (Lovell y Pastor, 1995). 

El procedimiento multietápico de Coelli (1998) consta de seis etapas. Las dos primeras, que 

coinciden con el método bietápico de Ali y Seiford (1993a), son ejecutadas con la doble finalidad de 

obtener el conjunto eficiente de Unidades38 y el conjunto de Unidades que presentan holguras no 

nulas. A continuación, el proceso promueve una reducción radial de los Inputs identificados con 

potenciales holguras (etapas 3 a 5). Finalmente, a partir del punto proyectado en la quinta etapa, se 

repite el proceso (etapas 3 a 5) a fin de llevar a cabo una expansión radial en las holguras Output 

hasta que estas desaparezcan. 

Como se apuntó anteriormente, cuando se ejecuta un proceso DEA bietápico puede suceder que la 

proyección de la Unidad ineficiente sobre la frontera eficiente se encuentre muy alejada de sus 

valores observados, resultando por tanto la combinación de Inputs y Outputs del punto proyectado 

muy diferente de la observada para aquella. Los procesos descritos por Coelli (1998), Tone (1999) y 

Cooper, Seiford y Tone (2000) seleccionan los pares que presentan combinaciones de Inputs y 

Outputs similares a los de las Unidades ineficientes. 

En consecuencia, “un análisis de eficiencia técnica puede concentrarse en la puntuación de 

eficiencia radial proporcionada en la primera etapa de DEA. Sin embargo, si se identifican las 

                                                                 
33 Banxia Frontier Analyst y Warwick DEA Software, dos de los softwares más empleados en el análisis de eficiencia 
DEA, ejecutan un proceso bietápico. 
34 El razonamiento puede ser extendido al modelo CCR output orientado y a los modelos BCC. 
35 El procedimiento de Tone (1999) y Cooper, Seiford y Tone (2000) es similar al propuesto por Coelli (1998). 
36 Este mismo inconveniente es planteado por Tone (1999) y Cooper, Seiford y Tone (2000). Ver método de tres etapas 
(subepígrafe 2.5.2). 
37 La demostración de la invariabilidad a las Unidades de medida de la primera etapa puede encontrarse en Cooper, 
Seiford y Tone (2000:39). Tanto el modelo de resolución en tres etapas como el multietápico son invariantes a las 
Unidades en que inputs y outputs son medidos. 
38 En el sentido de Pareto-Koopmans. 
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Modelo DEA-CCR. 

proyecciones eficientes desde el punto de vista de Koopmans es recomendable el uso del método 

multietápico39 en lugar del método bietápico” (Coelli, 1998; Coelli, Prasada Rao y Battese, 1998). 

2.6. VERSIÓN OUTPUT ORIENTADA DEL MODELO DEA-CCR 

Hasta el momento se ha tratado el modelo DEA-CCR Input orientado. Un cambio en la orientación 

de un modelo prácticamente equivale a invertir el cociente entre el Output virtual (Output total) y el 

Input virtual (Input total) (Charnes, Cooper, Lewin y Seiford, 1994). Así, el modelo DEA-CCR 

Output orientado en forma de cociente, expresado matricialmente, vendría dado por el problema: 

2.11) (modelo     

Iεv,u

             1
Yu
Xv

:a Sujeto

yu
xvh   Min

TT

T

T

0
T

0
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0vu,
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⎬

⎫
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El anterior puede ser fácilmente convertido, utilizando la transformación de Charnes y Cooper 

(1962)40, en un problema lineal, que se le conoce como modelo DEA-CCR Output orientado en 

forma multiplicativa: 

2.12) (modelo     

Iεδ,µ

   0YµXδ

1yµ
:a Sujeto

xδ  wMin

TT

TT

0
T

0
T

0νµ,
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⎭
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⎪
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⎪

⎬

⎫

≥

≥−

=
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El problema dual asociado al problema del modelo (2.12), conocido como modelo DEA-CCR Output 

orientado envolvente, puede expresarse de la siguiente forma: 

                                                                 
39 El método DEA multietápico está implementado en el software DEAP (Coelli, 1996). DEAP ofrece la posibilidad de 
realizar análisis de corte transversal o datos panel. Asimismo, puede especificarse la orientación, input u output, del 
análisis y el método de resolución: una etapa, dos etapas o multietápico. 
40 Ver ecuación (2.2.). 
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( )

2.13) (modelo     

0s ,s λ,

xsλX

                       0sλYy
:a Sujeto

    IsIsεz   Max

-

0

0
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0s,sλ,,
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Al comparar41 el problema del modelo (2.13) con el equivalente Input orientado del modelo (2.9) 

puede observarse como la diferencia básica entre uno y otro estriba en que, mientras que en el 

modelo Input orientado se pretende determinar la máxima reducción radial que debería producirse en 

los Inputs de la Unidad analizada, en el modelo Output orientado el objetivo es maximizar el 

aumento proporcional en los Outputs que podría ser logrado por la Unidad evaluada, dado sus niveles 

de Inputs. 

La resolución del modelo (2.13), que se efectúa según el procedimiento de dos etapas, dará una 

solución óptima ( ), de tal forma que . Así, cuanto mayor sea  más ineficiente será 

la Unidad evaluada. Una Unidad será calificada como técnicamente eficiente si y solo si  y 

todas las holguras son nulas ( ). En caso contrario la Unidad será ineficiente. 

-*** s ,s , +ϕ 1* ≥ϕ *ϕ

1* =ϕ

0s 0,s -** ==+

La eficiencia técnica Output de la Unidad evaluada será igual a *1 ϕ . 

En la Figura 2.1. puede verse como, para la Unidad representada, Unidad A, y bajo el supuesto de 

tecnología de rendimientos constantes a escala, la puntuación de eficiencia técnica Input, obtenida 

mediante el modelo DEA-CCR Input orientado, y la puntuación de eficiencia Output, obtenida 

mediante el modelo DEA-CCR Output orientado, coinciden; esto es, *
A

*
A 1θ ϕ=  (Färe y Lovell, 1978; 

Cooper, Seiford y Tone, 2000). 

Se constata, además, lo indicado por Coelli, Prasada Rao y Battese (1998): “Los modelos Input 

orientados y Output orientados estiman la misma frontera y por tanto, por definición, el mismo 

conjunto de Unidades eficientes. Sólo las medidas de eficiencia asociadas a las Unidades ineficientes 

pueden diferir entre los modelos” (Coelli, Prasada Rao y Battese, 1998:159). 

                                                                 
41 En Cooper, Seiford y Tone (2000:58-59) pueden encontrase las expresiones que relacionan la solución optima del 
modelo DEA-CCR input orientado con la solución óptima del modelo DEA-CRR output orientado. 

Vicente Coll y Olga Mª Blasco 
( vcoll@uv.es ; Olga.Blasco@uv.es ) 

54 



 

Modelo DEA-CCR. 

 

Aplicación 2.9. 

Dados los valores Input y Output observados para los concesionarios A, B, C, D, E y F (ver tabla 

2.1), el modelo DEA-CCR Output orientado en forma envolvente puede escribirse de la siguiente 

manera: 
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Sustituyendo: 
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El anterior se corresponde con una formulación de resolución en una etapa. El modelo en dos etapas 

sería: 

2.16) (modelo     
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Ejecutando, para cada uno de los 6 concesionarios, el problema dado por el modelo (2.16) con 

Solver, de manera análoga a como se ha descrito en los distintos anexos de este capítulo para los 

modelos Input orientados, los resultados que se obtienen son: 

 Concesionarios 
 A B C D E F 
*ϕ  1,0085 1 1,12 1,1556 1 1,5349 

Eficiencia ( *1 ϕ ) 0,9916 1 0,8929 0,8654 1 0,6515 
*
Aλ  0 0 0 0 0 0 
*
Bλ  0,4391 1 0,8 0 0 0,9128 
*
Cλ  0 0 0 0 0 0 
*
Dλ   0 0 0 0 0 
*
Eλ  0,0785 0 0 0,722 1 0,3504 
*
Fλ  0 0 0 0 0 0 

Holgura Output  1y -- -- 11,04 -- -- -- 
Holgura Output  2y -- -- -- 6,644 -- -- 
Holgura Input  1x 2,306 -- 5,2 4,0556 -- 4,104 
Holgura Input  2x -- -- -- -- -- -- 

Tabla 2.13. Evaluación de eficiencia de los concesionarios. Modelo Output orientado bietápico. 

Como puede verse en la tabla anterior, los concesionarios B y E son eficientes. Sin embargo, el 

concesionario A podría incrementar sus Outputs en un 0,85%  y seguir consumiendo la 

misma cantidad de factores productivos, es decir, su eficiencia técnica (Output) es aproximadamente 

del 99,16% 

)1( −Aϕ
*

)1(θ AA ϕ= ** . Este argumento sería extensible a los restantes concesionarios ineficientes, 

esto es, C, D y F. 

Por otro lado, y a partir de los resultados mostrados en la tabla 2.13, para los concesionarios 

ineficientes pueden obtenerse los valores objetivos42 así como los porcentajes de mejora potencial 

que cada uno de ellos debería promover para tratar de convertirse en una Unidad eficiente. 

Concesionario Variable Valor  
observado 

Valor  
objetivo 

Movimiento 
radial 

Movimiento 
holgura 

Mejora potencial 
(%) 

1x  8 5,694 -- 2,306 -28,83% 
2x  8 8 -- 0 0,00% 
1y  14 14,119 0,1196 0 0,85% 

A 

2y  20 20,169 0,1694 0 0,85% 
(sigue en la siguiente página) 

 
 

                                                                 
42 Plan de producción de la Unidad proyectada sobre la frontera para cada Unidad ineficiente, y que es obtenida como 
combinación lineal de Unidades eficientes (concretamente de aquellas que constituyen el conjunto de referencia). 
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Concesionario Variable Valor  
observado 

Valor  
objetivo 

Movimiento 
radial 

Movimiento 
holgura 

Mejora potencial 
(%) 

1x  14 8,8 -- 5,2 -37,14% 
2x  12 12 -- 0 0,00% 
1y  8 20 0,9596 11,04 149,99% 

C 

2y  30 33,598 3,5984 0 11,99% 
1x  12 7,944 -- 4,0556 -33,80% 
2x  13 13 -- 0 0,00% 
1y  25 28,888 3,88848 0 15,55% 

D 

2y  8 15,888 1,2443 6,644 98,60% 
1x  18 13,896 -- 4,104 -22,80% 
2x  20 20 -- 0 0,00% 
1y  24 36,838 12,8381 0 53,49% 

F 

2y  30 46,048 16,0476 0 53,49% 
Tabla 2.14. Valores objetivo y mejora potencial. Modelo Output orientado bietápico. 
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ANEXO I.  
 

MODELO DEA-CCR INPUT ORIENTADO EN FORMA MULTIPLICATIVA 
 

A.I.1. Planteamiento del problema para los concesionarios: B, C, D, E y F. 

A.I.2. Resolución del modelo (2.4) con Solver de Excel. 
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Modelo DEA-CCR. 

A.I.1. Planteamiento del problema para los concesionarios: B, C, D, E y F. 

Concesionario B Concesionario C Concesionario D 
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Concesionario E Concesionario F 

( )
( )

( )
( )
( )
( )

εδ,δ,µ,µ

020δ18δ30µ24µ
018δ11δ22µ40µ

013δ12δ8µ25µ
012δ14δ30µ8µ

015δ11δ42µ25µ
08δ8δ20µ14µ

1δ8111δ
:a Sujeto

µ22µ40   wMax

2121

2121

2121

2121

2121

2121

2121

21

21Eδµ,

≥

≤+−+
≤+−+
≤+−+
≤+−+
≤+−+

≤+−+
=+

+=

 

( )
( )

( )
( )
( )
( )

εδ,δ,µ,µ

020δ18δ30µ24µ
018δ11δ22µ40µ

013δ12δ8µ25µ
012δ14δ30µ8µ

015δ11δ42µ25µ
08δ8δ20µ14µ

1δ2018δ
:a Sujeto

µ30µ24   wMax

2121

2121

2121

2121

2121

2121

2121

21

21Fδµ,

≥

≤+−+
≤+−+
≤+−+
≤+−+
≤+−+

≤+−+
=+

+=

 

Puede observarse cómo los modelos para evaluar la eficiencia de los distintos concesionarios 

similares, las diferencias entre ellos son: 

1. La función objetivo. 

2. La restricción que normaliza los Inputs. 
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Evaluación de la eficiencia mediante el análisis envolvente de datos. 
Introducción a los modelos básicos. 

A.I.2. Resolución del modelo (2.4) con Solver de Excel. 

El modelo (2.4) hace referencia al problema que hay que resolver para evaluar la eficiencia relativa 

del concesionario A. 

Para resolver el problema anterior con Solver puede seguirse, por ejemplo, los siguientes pasos: 

Paso 1: Abrir Microsoft Excel. 

Paso 2: Introducir los datos reflejados en la tabla 2.1 en la hoja Excel. Para identificar la función 

objetivo y las restricciones del modelo (2.4) escribir en las celdas indicadas el texto asociado: 

o Celda A9: Función objetivo 

o Celda A11: Restricciones 

o Celda A12: Normalización 

o Celda A13 a A18: Nombre de los concesionarios (A, B, C, D, E, F) 

o Celda A20: Pesos 

o Celdas A21 a A24: Nombre de los pesos. En lugar de utilizar   para los Outputs y 

 y  para los Inputs escribir, por comodidad, y respectivamente. 

1µ  y 2µ

1δ 2δ )u,(u 21 )v,(v 21

En este momento, el contenido de la hoja Excel43 creada debería ser la siguiente: 

 
Figura A.I.1. Datos de los concesionarios. 

                                                                 
43 En Excel, como se ha comentado, se utilizará la siguiente nomenclatura: , , , . 11 uµ = 22 uµ = 11 v=δ 22 v=δ
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Modelo DEA-CCR. 

Paso 3: A partir del modelo (2.4), que recuérdese que para el concesionario A era: 

Función objetivo 21Aδµ, 20u14u   wMax +=    
    

Restricciones    
normalización 18v8v 21 =+    

Unidad A ( ) 08v8v20u14u 2121 ≤+−+  → 2121 8v8v20u14u +≤+  
Unidad B ( ) 015v11v42u25u 2121 ≤+−+  → 2121 15v11v42u25u +≤+  
Unidad C ( ) 012v14v30u8u 2121 ≤+−+  → 2121 12v14v30u8u +≤+  
Unidad D ( ) 013v12v8u25u 2121 ≤+−+  → 2121 13v12v8u25u +≤+  
Unidad E ( ) 018v11v22u40u 2121 ≤+−+  → 2121 18v11v22u40u +≤+  
Unidad F ( ) 020v18v30u24u 2121 ≤+−+  → 2121 20v18v30u24u +≤+  
    

Pesos    
1u  εu1 ≥    

2u  εu2 ≥    

1v  εv1 ≥    

2v  εv2 ≥    

se introducen en la hoja Excel las fórmulas que permitan obtener la función objetivo y que 

representen las restricciones, tal y como se presentan a continuación44: 

 
Figura A.I.2. Introducción de las fórmulas del modelo 2.4 (concesionario A). 

                                                                 
44 La función SUMAPRODUCTO: Multiplica los componentes correspondientes de las matrices suministradas y 
devuelve la suma de esos productos. El signo $ se ha introducido para fijar las celdas. 
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Evaluación de la eficiencia mediante el análisis envolvente de datos. 
Introducción a los modelos básicos. 

El rango de celdas B21:B24 se ha dejado vacío porque corresponden a los valores que tomarán 

las variables; y ε  ha sido fijado al valor 10-6. Una vez introducidas las fórmulas, la hoja Excel 

debería presentar el siguiente contenido: 

 
Figura A.I.3. Modelo 2.4 (Concesionario A). 

Paso 4: Seleccionar Solver del menú herramientas45. Se abrirá el cuadro de diálogo que se 

reproduce a continuación:  

 
Figura A.I.4. Parámetros de Solver. 

Paso 5: Introducir la información relevante para que Solver pueda ejecutar el problema de 

programación lineal del modelo (2.4). Para ello: 
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Modelo DEA-CCR. 

 Celda objetivo: Indicar la celda que contiene la fórmula de la función objetivo, en este 

caso la celda B9. Por defecto aparece la celda que en la que encuentra el puntero del ratón 

al abrir Solver. 

 Valor de la celda objetivo: Como se desea maximizar la función objetivo, la casilla de 

verificación seleccionada debe ser la correspondiente a Máximo. 

 Cambiando las celdas: Seleccione el rango B20:B23, que se refieren a los valores de las 

variables (pesos de los Outputs e Inputs). 

 Sujetas a las siguientes restricciones: Ahora hay que introducir las restricciones del 

modelo, incluidas las relativas a las variables. Haciendo clic en el botón Agregar, se abre 

el cuadro que se muestra en la Figura A.I.5, que está formado por: Referencia de la celda, 

una lista desplegable de operadores y Restricción.  

 
Figura A.I.5. Agregar restricciones en Solver. 

Cada vez que se desea añadir una nueva restricción se hace clic en el botón Agregar. 

Cuando todas las restricciones han sido incluidas pulsar Aceptar. En la resolución del 

modelo (2.4), se actuará de la siguiente forma en lo relativo a las restricciones: 

 Referencia de la celda Operador Restricción 

normalización Seleccionar la celda 
B12 = Seleccionar la celda 

D12 
Hacer clic en Agregar    

Restricciones de  
cada Unidad46

Seleccionar el rango 
B13:B18 <= Seleccionar el rango 

D13:D18 
Hacer clic en Agregar    

Restricciones  
de los pesos47

Seleccionar el rango 
B20:B23 >= Seleccionar el rango 

D20:D23 
Hacer clic en Aceptar    

Se vuelve al cuadro de diálogo de los parámetros de Solver (Figura A.I.4), pero ahora su 

contenido es: 

                                                                                                                                                                                                                        
45 Si no aparece Solver, hacer clic en herramientas-complementos. En el listado de complementos disponibles, hacer clic 
en la casilla de verificación de Solver y pulsar Aceptar. 
46 También podía haberse introducido una restricción por cada Unidad, en lugar de haber seleccionado un rango. Esto 
último se ha hecho por ser todas las restricciones del tipo menor o igual. 
47 Véase comentario de la anterior nota al pie. 
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Evaluación de la eficiencia mediante el análisis envolvente de datos. 
Introducción a los modelos básicos. 

 
Figura A.I.6. Parámetros de Solver completados. 

Paso 6: Para ejecutar el problema (modelo 2.4), hacer clic en Resolver. Inmediatamente aparece 

un cuadro indicando que Solver ha encontrado una solución que satisface todas las restricciones 

y en el que se encuentra seleccionada la opción: Utilizar solución de Solver. Hacer clic en 

Aceptar. Puede comprobarse cómo ahora la hoja Excel muestra los valores de la variables del 

problema  que maximizan la puntuación de eficiencia del concesionario A, que 

resulta ser . 

)y v  v,u ,(u 2121
****

* 0,9915906w A =

 
Figura A.I.7. Solución del modelo (2.4) con Solver. 

De manera análoga, cambiando el rango de celdas de la función objetivo y restricción de 

normalización, se procedería con los restantes concesionarios (B, C, D, E y F). Los resultados son los 

mostrados en la tabla 2.2 (aplicación 2.3). 

Vicente Coll y Olga Mª Blasco 
( vcoll@uv.es ; Olga.Blasco@uv.es ) 

64 



 

Modelo DEA-CCR. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ANEXO II.  
 

EL MODELO DEA-CCR INPUT ORIENTADO EN FORMA ENVOLVENTE 
 

A.II.1. Formulación del modelo DEA-CCR Input orientado dual. 

A.II.2. Planteamiento del problema dual para los concesionarios: B, C, D, E y F. 

A.II.3. Resolución del modelo (2.6) con Solver de Excel. 
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Evaluación de la eficiencia mediante el análisis envolvente de datos. 
Introducción a los modelos básicos. 

A.II.1. Formulación del modelo DEA-CCR Input orientado dual. 

El modelo DEA-CCR Input orientado primal (en forma multiplicativa), suponiendo n Unidades que 

emplean m Inputs para obtener s Outputs, se ha escrito en el apartado 2.3 de la siguiente forma: 

εδ,µ

n   1,2,...,j          0xδyµ

1xδ

:a Sujeto

yµ   wMax

ir

m

1i
iji

s

1r
rjr

m

1i
i0i

s

1r
r0r0νµ,

≥

=≤−

=

=

∑∑

∑

∑

==

=

=

 

o lo que es lo mismo: 

A.II.1) (modelo     

εδ,,δ,δ,µ,,µ,µ

0xδxδxδyµyµyµ

0xδxδxδyµyµyµ
 0xδxδxδyµyµyµ

1xδxδxδ                                       
:a Sujeto

yµyµyµ   wMax

m21s21

mnm2n21n1sns2n21n1

m2m222121s2s222121

m1m212111s1s212111

m0m202101

s0s2021010νµ,

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

≥

≤−−−+++

≤−−−+++
≤−−−+++
=+++

+++=

KK

KK

M

KK

KK

K

K

 

La construcción del modelo dual viene determinada por las siguientes reglas: 

Regla 1: Si la función objetivo del modelo primal hay que maximizarla, la función objetivo del 

modelo dual habrá que minimizarla y viceversa. 

La función del modelo primal (modelo A.II.1) hay que maximizarla por lo que la del 

modelo dual habrá que minimizarla. 

Regla 2: El modelo dual tiene tantas variables como número de restricciones presenta el modelo 

primal. 
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Modelo DEA-CCR. 

El modelo A.II.1 presenta (n+1) restricciones, con lo que el modelo dual tendrá 

(n+1) variables, que se denotarán por  y . θ )λ,,λ ,(λ n21 K

Regla 3: Los términos independientes de las restricciones del modelo primal se corresponden con 

los coeficientes de las variables de la función objetivo del modelo dual. 

La función objetivo del modelo dual quedará: 

θz  Min       0λ0λ0λ1θz  Min 0λθ,n210λθ, =→++++= K  

Regla 4: El número de restricciones del modelo dual se corresponde con el número de variables 

del modelo primal. 

El modelo A.II.1 tiene (s+m) variables, por lo que el modelo dual presentará ese 

mismo número de restricciones. 

Regla 5: Los coeficientes de las variables en las restricciones del modelo dual, matriz técnica, será 

la transpuesta de la del modelo primal. 

La matriz técnica del modelo primal es: 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−

−−−
−
+

−
+

−
+

=

mn2n1nsn2n1n

m22212s22212

m1

m0

21

20

11

10

s12111

xxxyyy

xxxyyy
x
x

x
x

x
x

y
0

y
0

y
0

A

KK

KMKM

KK
K

K

K

K

 

Por tanto, la matriz técnica del modelo dual será: 

  

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−+

−−−+
−−−+

=′

mnm2m1m0

2n222120

1n121110

sns2s1

2n2221

1n1211

xxxx

xxxx
xxxx

yyy0

yyy0
yyy0

A

K

MMMM

K

K

K

MMMM

K

K

Con lo que las restricciones pueden escribirse como sigue: 
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Evaluación de la eficiencia mediante el análisis envolvente de datos. 
Introducción a los modelos básicos. 

nmn2m21m1m0

n2n22212120

n1n21211110

nsn2s21s1

n2n222121

n1n212111

λxλxλxθx

λλxλxθx
λxλxλxθx

λyλyλy0θ

λyλyλy0θ
λyλyλy0θ

−−−−

−−−−
−−−−

++++

++++
++++

K

M

K

K

K

M

K

K

x

 

Regla 6: A partir de la tabla de Tucker (tabla A.II.1) puede obtenerse fácilmente la 

correspondencia de las desigualdades en las restricciones y variables entre el modelo primal y 

dual. 

Maximizar Minimizar 
0≥  ≥  
0≤  ≤  Variables 

No restringida = 
Restricciones 

≤  0≥  
≥  0≤  Restricciones 
= No restringida 

Variables 

Tabla A.II.1. Tabla de Tucker. 

Si hay que maximizar la función objetivo del modelo primal, se recurrirá a la tabla de Tucker 

en la dirección de izquierda a derecha al objeto de establecer la correspondencia entre los tipos 

de desigualdades con el fin de obtener el problema dual. En el caso que el modelo primal sea 

un problema de minimización, para establecer las relaciones se irá de derecha a izquierda. 

Regla 7: Los coeficientes de las variables de la función objetivo del modelo primal serán los 

términos independientes de las restricciones del modelo dual. 

Aplicando las reglas 6 y 7, las restricciones y variables del modelo dual quedarán de 

la siguiente forma: 

0λ,λ ,λ
libre θ

0λxλxλxθx

0λxλxλxθx
0λxλxλxθx

yλyλyλy0θ

yλyλyλy0θ
yλyλyλy0θ

n21

nmn2m21m1m0

n2n22212120

n1n21211110

s0nsn2s21s1

20n2n222121

10n1n212111

≥

≥−−−−

≥−−−−
≥−−−−

≥++++

≥++++
≥++++

K

K

M

K

K

K

M

K

K
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Modelo DEA-CCR. 

Por tanto, el modelo dual del primal A.II.1 será: 

A.II.2) (modelo     

0λ,λ ,λ
libre θ

0λxλxλxθx

0λxλxλxθx
0λxλxλxθx

yλyλyλy0θ

yλyλyλy0θ
yλyλyλy0θ

:a Sujeto
θz  Min

n21

nmn2m21m1m0

n2n22212120

n1n21211110

s0nsn2s21s1

20n2n222121

10n1n212111

0λθ,

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

≥

≥−−−−

≥−−−−
≥−−−−

≥++++

≥++++
≥++++

=

K

K

M

K

K

K

M

K

K

 

que es el denominado modelo DEA-CCR Input Orientado en forma envolvente, y que en este caso 

viene expresado en forma canónica. 
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Evaluación de la eficiencia mediante el análisis envolvente de datos. 
Introducción a los modelos básicos. 

A.II.2. Planteamiento del problema dual para los concesionarios: B, C, D, E y F. 

Concesionario B Concesionario C 

arestringid no θ
0λ,λ,λ,λ,λ,λ

λ0218λ13λ12λλ15λ815θ
18λ11λ12λ14λλ11λ811θ

42λ30λ22λ8λ03λ42λ20
25λ42λ04λ528λλ52λ41

:a Sujeto
θz Min

FEDCBA

FEDCBA

FEDCBA

FEDCBA

FEDCBA

Bλθ,

≥
+++++≥
+++++≥
≥+++++
≥+++++

=

 

arestringid no θ
0λ,λ,λ,λ,λ,λ

λ0218λ13λ12λλ15λ812θ
18λ11λ12λ14λλ11λ814θ

30λ30λ22λ8λ03λ42λ20
8λ42λ04λ528λλ52λ41

:a Sujeto
θz Min

FEDCBA

FEDCBA

FEDCBA

FEDCBA

FEDCBA

Cλθ,

≥
+++++≥
+++++≥
≥+++++
≥+++++

=

 

Concesionario D Concesionario E 

arestringid no θ
0λ,λ,λ,λ,λ,λ

λ0218λ13λ12λλ15λ813θ
18λ11λ12λ14λλ11λ812θ

8λ30λ22λ8λ03λ42λ20
25λ42λ04λ528λλ52λ41

:a Sujeto
θz Min

FEDCBA

FEDCBA

FEDCBA

FEDCBA

FEDCBA

Dλθ,

≥
+++++≥
+++++≥
≥+++++
≥+++++

=

 

arestringid no θ
0λ,λ,λ,λ,λ,λ

λ0218λ13λ12λλ15λ818θ
18λ11λ12λ14λλ11λ811θ

22λ30λ22λ8λ03λ42λ20
40λ42λ04λ528λλ52λ41

:a Sujeto
θz Min

FEDCBA

FEDCBA

FEDCBA

FEDCBA

FEDCBA

Eλθ,

≥
+++++≥
+++++≥
≥+++++
≥+++++

=

 

 
Concesionario F 

arestringid no θ
0λ,λ,λ,λ,λ,λ

λ0218λ13λ12λλ15λ88θ
18λ11λ12λ14λλ11λ88θ

20λ30λ22λ8λ03λ42λ20
14λ42λ04λ528λλ52λ41

:a Sujeto
θz Min

FEDCBA

FEDCBA

FEDCBA

FEDCBA

FEDCBA

Aλθ,

≥
+++++≥
+++++≥

≥+++++
≥+++++

=
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Modelo DEA-CCR. 

A.II.3. Resolución del modelo 2.6. con Solver de Excel. 
Recuérdese que para calcular la eficiencia del concesionario A debe resolverse el siguiente problema: 

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

≥

+++++≥
+++++≥

≥+++++
≥+++++

=

arestringid no θ
0λ,λ,λ,λ,λ,λ

λ0218λ13λ12λλ15λ88θ
18λ11λ12λ14λλ11λ88θ

20λ30λ22λ8λ03λ42λ20
14λ42λ04λ528λλ52λ41

:a Sujeto
θz Min

FEDCBA

FEDCBA

FEDCBA

FEDCBA

FEDCBA

Aλθ,

     (modelo 2.6) 

Utilizando la herramienta Solver, los pasos a seguir pueden ser: 

Paso 1: Abrir Microsoft Excel. 

Paso 2: Introducir los datos reflejados en la tabla 2.1 en la hoja Excel, 

 
Figura A.II.1. Matriz de datos originales. 

Paso 3: Transponer la matriz de datos. Para ello, seleccionar el rango A1:G5, hacer clic en el 

botón derecho del ratón y elegir la opción Copiar. Ir a la celda A8, hacer clic con el botón 

derecho del ratón y elegir la opción Pegado especial. En el cuadro de diálogo que se abre 

marcar la casilla correspondiente a Trasponer y pulsar Aceptar. El resultado debe ser como el 

que se muestra en la Figura A.II.2. 

 
Figura A.II.2. Matriz de datos traspuesta. 
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Evaluación de la eficiencia mediante el análisis envolvente de datos. 
Introducción a los modelos básicos. 

Paso 4: Escribir, según el modelo (2.6), la/s fórmula/s que permitan calcular: 

 la función objetivo: , que hay que minimizar. θ

 las restricciones: 

FEDCBA

FEDCBA

FEDCBA

FEDCBA

λ0218λ13λ12λλ15λ88θRest4
18λ11λ12λ14λλ11λ88θRest3

20λ30λ22λ8λ03λ42λ20Rest2
14λ42λ04λ528λλ52λ41Rest1

+++++≥→
+++++≥→

≥+++++→
≥+++++→

 

 condiciones de no negatividad de las variables48 (7 restricciones): 

arestringid no θ
0λ,λ,λ,λ,λ,λ FEDCBA ≥

 

En la Figura A.II.3 se muestran las expresiones a introducir en la hoja Excel. 

 
Figura A.II.3. Modelo DEA-CCR Input orientado en forma envolvente para el concesionario A.. 

Paso 5: Seleccionar Solver del menú herramientas e introducir los parámetros del modelo, tal y 

como se muestra a continuación: 

                                                                 
48 En Excel se utilizará la siguiente nomenclatura: Thita=θ , LA= , LB= , LC= , LD= , LE= , LF= . Aλ Bλ Cλ Dλ Eλ Fλ
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Modelo DEA-CCR. 

 
Figura A.II.4. Parámetros del modelo 2.6 en Solver. 

Paso 6: Pulsar Resolver para obtener la solución del problema planteado, que es la siguiente: 

 
Figura A.II.5. Solución del modelo (2.6). 

Evaluación de eficiencia del concesionario A. 

Como puede observarse en la Figura anterior, la puntuación de eficiencia del concesionario A 

es de 0,9916 (o 99,16%) aproximadamente (Valor de la función objetivo); se trata de una 

Unidad ineficiente. Para ésta, los valores de =0,43539823 y =0,07787611 son los únicos 

no nulos. Por tanto, el conjunto de referencia del concesionario A está formado por los 

concesionarios eficientes B y E, de forma que 

Bλ Eλ

Por último, puede verse como la restricción Rest3 no se cumple como igualdad, lo que significa 

que el concesionario A presenta una holgura en el Input 1. 
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Evaluación de la eficiencia mediante el análisis envolvente de datos. 
Introducción a los modelos básicos. 

Un aspecto importante a tener en cuenta es que las variables básicas (variables nulas o no nulas) en el 

modelo dual son no básicas (variables nulas) en el modelo primal y viceversa. El número de variables 

no básicas viene determinado por la diferencia entre el número de restricciones y de variables; y el de 

variables básicas por el número de restricciones. 

Además, las variables principales en el modelo dual se corresponden con las variables de holgura del 

primal y las principales de éste con de holgura del modelo dual. 
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ANEXO III.  
 

MODELO DEA-CCR INPUT ORIENTADO EN FORMA ENVOLVENTE: 
METODO DE DOS ETAPAS 

 
A.III.1. Resolución del modelo (2.8a) y (2.8b) utilizando Solver. 

A.III.2. Formulación del modelo (2.9). 

A.III.3. Resolución del modelo (2.9) con Solver. 
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Evaluación de la eficiencia mediante el análisis envolvente de datos. 
Introducción a los modelos básicos. 

A.III.1. Resolución del modelo (2.8a) y (2.8b) utilizando Solver. 
El procedimiento de resolución del (2.8a) es idéntico al descrito en el apartado A.II.3 del anexo II. 

Sin embargo, de los valores óptimos obtenidos en este modelo sólo se va a considerar el 

correspondiente a , que en la segunda etapa no será una variable del modelo.  *θ

Para el concesionario A, la puntuación de eficiencia obtenida al resolver el modelo (2.8a) 

(equivalente al modelo 2.6) es: . El proceso a seguir para resolver con Solver el 

problema dado por el modelo (2.8b), donde  es una constante, es el siguiente: 

0,9915929θ*
A =

θ

Paso 1: Abrir Microsoft Excel. 

Paso 2: Introducir los datos reflejados en la tabla 2.1 en la hoja Excel, tal y como se muestra en 

Figura A.III.1. 

 
Figura A.III.1. Matriz de datos originales. 

Paso 3: Trasponer la matriz de datos. Para ello, seleccionar el rango A1:G5, hacer clic en el botón 

derecho del ratón y elegir la opción Copiar. Ir a la celda A8, hacer clic con el botón derecho del 

ratón y elegir la opción Pegado especial. Seguidamente, se abrirá un cuadro de diálogo, marcar 

la casilla correspondiente a Transponer y pulsar Aceptar. El resultado debe ser como el que se 

muestra en la Figura A.III.2. 

 
Figura A.III.2. Matriz de datos traspuesta. 
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Paso 4: Escribir49, según el modelo (2.8b), la/s fórmula/s que permitan calcular: 

 la puntuación de eficiencia obtenida en la primera etapa ( ). 0,9915929θ*
A =

 la función objetivo: , que hay que 

minimizar. 

)sss(s)ss( 2121

2

1i
i

2

1r
r

−−++

=

−

=

+ +++−=+− ∑∑

 las restricciones (4): 

-
2FEDCBA

-
1FEDCBA

2FEDCBA

1FEDCBA

s-)(0,9915929820λ18λ13λ12λ15λ8λRest4

s-)(0,99159298 18λ11λ12λ14λ11λ8λRest3

s2030λ22λ8λ30λ42λ20λRest2

s14 24λ40λ25λ8λ25λ14λRest1

⋅=+++++→

⋅=+++++→

+=+++++→

+=+++++→
+

+

 

 las condiciones de no negatividad de las variables (10 restricciones): 

0λ,λ,λ,λ,λ,λ FEDCBA ≥  

0Sx2 Sx1, Sy2, Sy1, ≥  

En la Figura A.III.3 se muestran las expresiones a introducir en la hoja Excel. 

                                                                 
49 En Excel se utilizará la siguiente nomenclatura: LA= , LB= , LC= , LD= , LE= , LF= , Sy1= , 

Sy2= , Sx1= , Sx2= . 
Aλ Bλ Cλ Dλ Eλ Fλ

+
1s

+
2s −

1s −
2s
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Evaluación de la eficiencia mediante el análisis envolvente de datos. 
Introducción a los modelos básicos. 

 
Figura A.III.3. Modelo (2.8b) para el concesionario A. 

Paso 5: Seleccionar Solver del menú herramientas e introducir los parámetros del modelo, tal y 

como se muestra a continuación: 

 
Figura A.III.4. Parámetros del modelo (2.8b) en Solver. 

Paso 6: Pulsar Resolver para obtener la solución del problema planteado, que es la siguiente: 
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Modelo DEA-CCR. 

 
Figura A.III.5. Solución del modelo (2.8b).Evaluación de eficiencia del concesionario A. 
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Evaluación de la eficiencia mediante el análisis envolvente de datos. 
Introducción a los modelos básicos. 

A.III.2. Formulación del modelo 2.9. 
Considérese el siguiente modelo en forma multiplicativa como el problema primal. 

A.III.1) (modelo     

-εδ-

-εδ-
-εδ-
-εµ-

-εµ-
-εµ-

0xδxδxδyµyµyµ

0xδxδxδyµyµyµ
            0xδxδxδyµyµyµ

1xδxδxδ                                       
:a Sujeto

yµyµyµ   wMax

m

2

1

s

2

1

mnm2n21n1sns2n21n1

m2m222121s2s222121

m1m212111s1s212111

m0m202101

s0s2021010νµ,

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

≤

≤
≤
≤

≤
≤

≤−−−+++

≤−−−+++
≤−−−+++
=+++

+++=

M

M

KK

M

KK

KK

K

K

 

La única diferencia entre el modelo (A.III.1) y el modelo (2.2) es que en el primero la restricción de 

positividad de las variables han sido transformadas en desigualdades del tipo . ≤

El modelo (A.III.1) presenta  variables y  restricciones (contando las 

restricciones de positividad), lo que significa que el modelo dual tendrá  variables y 

 restricciones. Además, para pasar del problema primal al dual, recuérdese que (ver anexo II): 

m)(s + m)sn(1 +++

m)sn(1 +++

m)(s +

Primal  Dual 
1. Función objetivo a maximizar. → 1. Función objetivo a minimizar. 
2. Términos independientes de las restricciones → 2. Coeficientes de las variables en la función 

objetivo. 
3. Coeficientes de las variables en la función 
objetivo. 

→ 3. Términos independientes de las restricciones. 

4. Para la correspondencia de las desigualdades en las restricciones y variables ver tabla de Tucker 
(tabla A.II.1). 

Otra cuestión importante a considerar es la relativa a las  variables del modelo dual. En 

la siguiente tabla se muestra cómo se van a nombrar y cuáles son las restricciones del primal con las 

que se asocian: 

m)sn(1 +++
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Modelo DEA-CCR. 

Variables del dual Restricciones del primal 
Eficiencia θ  1xδxδxδ m0m202101 =+++ K  

Intensidades n21 λ,,λ,λ K  

0xδxδxδyµyµyµ

0xδxδxδyµyµyµ
            0xδxδxδyµyµyµ

mnm2n21n1sns2n21n1

m2m222121s2s222121

m1m212111s1s212111

≤−−−+++

≤−−−+++
≤−−−+++

KK

M

KK

KK

 

Holgura Output +++
s21 s,,s,s K  s,1,2,r     -εµ- r K=≤  

Holgura Input −−−
m21 s,,s,s K  m,1,2,i     -εδ- i K=≤  

Tabla A.III.1. Variables del modelo 2.9. 

Así pues, el modelo dual del problema (A.III.1) puede escribirse como: 

m)1,2,...,(i   0s  ;  s)1,2,...,(r   0s  ;  n)1,2,...,(j   0λ
arestringid no   θ

01s0s0s0s0s0sλxλxλxθx

00s1s-0s0s0s0sλxλxλxθx

00s0s1s0s0s0sλxλxλxθx

y0s0s0s1s0s0sλyλyλy0θ

y0s0s0s0s1s0sλyλyλy0θ

y0s0s0s0s0s1sλyλyλy0θ
:a Sujeto

εsεsεsεsεsεs0λ0λ0λ1θz  Min

-
irj

m21s21nmn2m21m1m0

m21s21n2n22212120

m21s21n1n21211110

s0m21s21nsn2s21s1

20m21s21n2n222121

10m21s21n1n212111

m21s21n210
is,rsλ,θ,

=≥=≥=≥

=−+++++++−−−−

=+++++++−−−−

=+++−++++−−−−

=++++−+++++++

=++++++−+++++

=+++++++−++++

−−−−−−−−++++=

+

−−−+++

−−−+++

−−−+++

−−−+++

−−−+++

−−−+++

−−−+++
−+

KKK

M

KKK

KKK

KKK

M

KKK

KKK

KKK

 

es decir: 

0s  0s  0λ
arestringid no   θ

0sλxλxλxθx

0s-λxλxλxθx

0s-λxλxλxθx

ysλyλyλy

ysλyλyλy

ysλyλyλy
:a Sujeto

εsεsεsεsεsεsθz  Min

-
irj

mnmn2m21m1m0

2n2n22212120

1n1n21211110

s0snsn2s21s1

202n2n222121

101n1n212111

m21s210
is,rsλ,θ,

≥≥≥

=−−−−−

=−−−−

=−−−−

=−+++

=−+++

=−+++

−−−−−−−−=

+

−

−

−

+

+

+

−−−+++
−+

K

M

K

K

K

M

K

K

KK
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Evaluación de la eficiencia mediante el análisis envolvente de datos. 
Introducción a los modelos básicos. 

Operando, el modelo puede expresarse de la siguiente forma: 

A.III.2) (modelo     

n)1,2,...,(j           0s  0s  0λ
arestringid no   θ

m)1,2,...,(i       0sλxθx

s)1,2,...,(r              ysλy

:a Sujeto

εsεsθz  Min

-
irj

i

n

1j
jij10

r0r

n

1j
jrj

m

1i
i

s

1r
r0

is,rsλ,θ,

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

=≥≥≥

==−−

==−

−−=

+

−

=

+

=

=

−

=

+
−+

∑

∑

∑∑

 

o, alternativamente, escribiéndolo en forma matricial como: 

( )

A.III.3) (modelo     

0s,sλ,

sθxλX

syλY
:a Sujeto

   IsIsεθz   Min

0

0

-
0s,sλ,θ,

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

≥

−=

+=

+−=

−+

−

+

+
−+

 

que se corresponde con el modelo (2.9). 
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Modelo DEA-CCR. 

A.III.3. Resolución del modelo (2.9) con Solver. 

Partiendo de la tabla de datos traspuesta, como se refleja en la Figura A.III.6: 

 
Figura A.III.6. Datos de los concesionarios. 

Paso 1: Escribir en la hoja Excel la/s fómulas que permitan obtener el valor de la función objetivo 

(que hay que minimizar) satisfaciendo las restricciones, de acuerdo con el modelo A.III.3 (o 

modelo 2.9), tal y como se ilustra en la Figura A.III.7 para el concesionario A. 

 
Figura A.III.7. Modelo (2.9) para el concesionario A. 

Vicente Coll y Olga Mª Blasco 
( vcoll@uv.es ; Olga.Blasco@uv.es ) 

83



 

Evaluación de la eficiencia mediante el análisis envolvente de datos. 
Introducción a los modelos básicos. 

Paso 2: Seleccionar Solver del menú de herramientas e introducir los parámetros del modelo. 

 
Figura A.III.8. Parámetros Solver del Modelo (2.9) para el concesionario A. 

Paso 3. Ejecutar el modelo introducido pulsando el botón Resolver. La solución proporcionada 

por Solver al problema planteado para el concesionario A es la siguiente: 

 
Figura A.III.9. Solución Solver al modelo (2.9) para el concesionario A. 

Es decir, el concesionario A es ineficiente . Su conjunto de referencia está 

formado por los concesionarios B ( y E . No 

0,9916)0,99159063(θ ≅=

0,4354)0,43539823λ ≅= 0,0779)0,07787611(λE ≅=B
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 0Sy2 = 0,84%) o 0,0084θ- ≅

presenta expansión adicional en los Outputs (los valores holgura Output son nulos: Sy1  y 

). Adicionalmente a la reducción radial en los Inputs (1 , para alcanzar 

una situación de eficiente, el concesionario A debe disminuir el consumo de Input 1 en 2,287 

unidades aproximadamente, tal y como lo indica el valor holgura de este Input. 



 

Evaluación de la eficiencia mediante el análisis envolvente de datos. 
Introducción a los modelos básicos. 

 

 

 

Capítulo 3 

MODELO DEA-BCC. 

3.1. Introducción. 

3.2. Incorporando los rendimientos a escala: Descomposición de la eficiencia 

técnica en eficiencia técnica pura y eficiencia escala. 

3.3. Formulación del modelo DEA-BCC Input orientado. 

 3.3.1. Forma fraccional y multiplicativa. 

 3.3.2. Forma envolvente. 

3.4. Modelo DEA-BCC Output orientado. 

ANEXOS 
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Modelo DEA-BCC 

3.1. INTRODUCCIÓN. 

Este tercer capítulo está dedicado al modelo DEA-BCC, así denominado por haber sido desarrollado 

por Banker, Charnes y Cooper (1989). Si el modelo DEA-CCR estudiado en el capítulo anterior 

consideraba rendimientos constantes a escala, el modelo DEA-BCC relaja este supuesto, que en gran 

parte de las ocasiones resulta excesivamente restrictivo y por tanto irreal, permitiendo que la 

tipología de rendimiento a escala que en un momento determinado caracterice la tecnología sea 

variable, esto es: constante, creciente o decreciente. 

De lo dicho puede desprenderse que los fundamentos del modelo DEA-BCC se encuentran en el 

modelo DEA-CCR, puesto que el primero es una extensión del segundo. Así, todos los contenidos 

teóricos introducidos en el capítulo 2 son de aplicación en este tercer capítulo. 

Al objeto de facilitar la comprensión de los nuevos conceptos que se van a introducir, los contenidos 

teóricos son trabajado a nivel práctico a través de una serie de casos de aplicación.  

3.2. INCORPORANDO LOS RENDIMIENTOS A ESCALA: DESCOMPOSICIÓN 

DE LA EFICIENCIA TÉCNICA EN EFICIENCIA TÉCNICA PURA Y 

EFICIENCIA ESCALA. 

Tal y como se abordó en el capítulo 1, para evaluar la eficiencia de un conjunto de Unidades es 

necesario identificar la naturaleza de los rendimientos a escala que caracteriza la tecnología de 

producción. Los rendimientos a escala indican, como se recordará, los incrementos de la producción 

que son resultado del incremento de todos los factores de producción en el mismo porcentaje y 

pueden ser constantes (el incremento porcentual del Output es igual al incremento porcentual de los 

recursos productivos), crecientes (el incremento porcentual del Output es mayor que el incremento 

porcentual de los factores) o decrecientes (el incremento porcentual del Output es menor que el 

incremento porcentual de los Inputs). 

Para el caso de un único Input y un único Output, en la Figura 3.1, que ha sido adaptada de Lovell 

(1993), se representan dos Unidades (A y B) y las tres fronteras DEA más comúnmente estimadas, a 
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Evaluación de la eficiencia mediante el análisis envolvente de datos. 
Introducción a los modelos básicos. 

saber: frontera de rendimientos constantes a escala (RCE), rendimientos variables a escala (RVE)1 y 

rendimientos no crecientes a escala (RNCE)2. 

 
Figura 3.1. Fronteras RCE, RVE y RNCE (adaptado de Lovell, 1993) 

A partir de la Figura 3.1, y tomando como referencia la Unidad B, puede verse cómo la frontera 

estimada bajo rendimientos variables a escala (RVE) está más cerca de la envoltura lineal convexa 

que la frontera estimada suponiendo rendimientos no crecientes a escala (RNCE) y ésta, a su vez, 

está más próxima que la de rendimientos constantes a escala (RCE) (Pastor, 1995b y 1996). Por 

tanto, la eficiencia técnica Input/Output pura, estimada mediante el modelo DEA-BCC, que considera 

RVE, es no-menor que la eficiencia técnica Input/Output estimada mediante el modelo DEA-CCR, 

que considera RCE. Esta última es una medida de eficiencia técnica global (ETG)3 que, como se verá 

a continuación, puede ser descompuesta en eficiencia técnica pura (ETP) y eficiencia escala (EE). La 

noción económica de rendimientos a escala está relacionada con la EE (Banker y Thrall, 1992). 

Continuando con la representación de la Figura 3.1, y considerando una orientación Input, puede 

observarse cómo la eficiencia de la Unidad B viene dada por el cociente (la ineficiencia 

vendrá dada por la distancia ) bajo los supuestos de rendimientos constantes o no crecientes a 

escala mientras que si la Unidad B opera con tecnología de rendimientos variables, la eficiencia 

vendría dada por CB1/CB . La diferencia entre una medida y otra, es decir, la distancia , es la 

EE, que puede ser interpretada como la parte de la ineficiencia presente en ETG que obedece a la 

CB2/CB

B2B

B2B1

                                                                 
1 La construcción de la frontera de posibilidades de producción se realiza considerando las características 1 a 4, 
enumeradas en el capítulo 1; siendo el conjunto de posibilidades de producción bajo rendimientos variables a escala un 
subconjunto del conjunto de posibilidades de producción bajo rendimientos constantes. 
2 En relación con la estimación de los rendimientos a escala en DEA puede consultarse, entre otros, los trabajos de 
Banker, Charnes y Cooper (1984), Banker (1984), Banker y Thrall (1992), Zhu y Shen (1993) y Färe y Grosskopf (1994). 
3 No confundir con el concepto de eficiencia económica (o global) visto en el primer capítulo. Aquí siempre se está 
haciendo referencia a la evaluación de la eficiencia técnica (productiva). 
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escala de producción de la empresa que se evalúa (Grifell-Tatjé, Prior y Salas, 1992b), es decir, es el 

resultado de descontar a la ETG la ETP (Pastor, 1996). 

Por tanto, se tiene que: 

CB1
CB2  

CB
CB1

CB
CB2

EE  ETP ETG 

⋅=

⋅=
     (ecuación 3.1) 

De la expresión anterior puede deducirse que si EE=1 entonces ETG=ETP, lo que indica que la 

Unidad no presenta ineficiencias de escala y, por tanto, opera en una escala óptima. Si la Unidad B 

presentase ineficiencia de escala ( ) se tendría que comparar la frontera de rendimientos 

variables con la frontera de rendimientos no crecientes para determinar si dicha Unidad opera bajo 

rendimientos crecientes o decrecientes a escala (ver figura 3.1). 

1EE <

Puede concluirse, por tanto, que la frontera RCE es más restrictiva y producirá, generalmente, un 

menor número de Unidades eficientes así como puntuaciones menores de eficiencia entre todas las 

Unidades. Debe observarse, además, que la eficiencia Input y Output bajo RVE no son 

necesariamente iguales. 

 

Aplicación 3.1. 

Considérese un total de cinco Unidades (A, B, C ,D y E) cuyos planes de producción vienen dados 

por: 

Nombre de la Unidad Input  x Output  y
A 2 4 
B 2,5 2 
C 1,5 1 
D 3 5 
E 3 3 

Tabla 3.1. Datos planes de producción. 

En base a la información contenida en la tabla anterior, en la Figura 3.2 se ha representado las 

fronteras DEA de rendimientos constantes a escala (RCE), rendimientos variables a escala (RVE) y 

rendimientos no crecientes a escala (RNCE).  

Además, como se va a tomar la Unidad B como referencia a la hora de desarrollar este ejemplo de 

aplicación, en la Figura 3.2. también se han dibujado, considerando tanto una orientación Input como 
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Output, sus proyecciones (Unidades ficticias) sobre las distintas fronteras. Éstas han sido denotadas 

como B1, B2, B3, B4, B5 y B6. 

 
Figura 3.2. Frontera bajo distintos supuestos de rendimientos a escala. 

A partir de los datos de la tabla 3.1 y la representación de la Figura 3.2, resulta sencillo4 calcular las 

coordenadas (planes de producción) de las Unidades ficticias de la Unidad B. Los resultados son los 

que se muestran en la siguiente tabla: 

Nombre de la Unidad Ficticia Input  x Output  y
B1 5/3 2 
B2 1 2 
B3 0 2 
B4 2,5 4,5 
B5 2,5 5 
B6 2,5 0 

Tabla 3.2. Plan producción Unidades ficticias. 

Ahora, con la información de la tabla 3.2 es posible obtener la puntuación de eficiencia técnica de la 

Unidad B respecto a la frontera eficiente definida bajo el supuesto de rendimientos constantes a 

escala y/o variables, según un modelo Input orientado u Ouput orientado. Los resultados a los que se 

llega son: 

                                                                 
4 Ver capítulo 1. 
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 Modelo 

Frontera eficiente bajo: Input orientado Output orientado 

RCE 0,4
B)d(B3,
B2)d(B3,

B3B
B3B2ETB ===  0,4

B5)d(B6,
B)d(B6,

B6B5
B6BETB ===  

RVE 60,
B)d(B3,
B1)d(B3,

B3B
B3B1ETPB

)
=== 40,

B4)d(B6,
B)d(B6,

B6B4
B6BETPB

)
===  

Tabla 3.3. Evaluación de la eficiencia de la Unidad B bajo distintos supuestos. 

Como puede verse en la tabla anterior, la eficiencia técnica calculada bajo el supuesto de 

rendimientos constantes a escala (ETG) coinciden en un modelo Input y Output orientado. En el caso 

concreto de la Unidad B, la eficiencia técnica es del 40%, lo que significa que, como mínimo, esta 

Unidad para llegar a ser eficiente (situación reflejada por la Unidad ficticia B2) debería reducir, como 

mínimo, su consumo de factor productivo  en un 60% y seguir produciendo, al menos, la misma 

cantidad de Output . 

x

y

Bajo el supuesto de rendimientos variables a escala, la puntuación de eficiencia (ETP) es diferente si 

se considera un modelo Input orientado (Inputs son controlables) a la obtenida mediante un modelo 

Output orientado (Outputs son controlables). La eficiencia técnica pura de la Unidad B en el primer 

caso es del 66,67%; en tanto que en el segundo es de del 44,44%. 

En cuanto a la eficiencia escala de la Unidad evaluada, ésta vendrá dada por el cociente 

0,6
B3B1
B3B2EEB ==  en el modelo Input orientado, o 0,9

B6B5
B6B4EEB ==  en el Output orientado. 

Evidentemente, se verifica la relación dada en la ecuación 3.1, tal y como puede comprobarse en la 

tabla 3.4 para la Unidad B. 

 Rendimientos  
Constantes a Escala 

Rendimientos  
Variables a Escala 

 

 Eficiencia Técnica Eficiencia Técnica Pura Eficiencia Escala 
Modelo ET (%) ETP (%) EE (%) 

Input orientado 40 66,67 60 
Output orientado 40 44,44 90 

Tabla 3.4. Puntuaciones de eficiencia de la Unidad B. 

Operando con el resto de las Unidades consideradas en la aplicación práctica de forma análoga a 

como se ha descrito para la B, las puntuaciones de eficiencia que se obtienen son resumidas en la 

siguiente tabla: 
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Evaluación de la eficiencia mediante el análisis envolvente de datos. 
Introducción a los modelos básicos. 

  Rendimientos 
Constantes a Escala 

Rendimientos 
Variables a Escala   

  Eficiencia Técnica Eficiencia 
Técnica Pura 

Eficiencia 
Escala  

Modelo Unidad ET (%) ETP (%) EE (%) Tipo 
rendimiento 

A 100 100 100 constante 
B 40 66,67 60 creciente 
C 33,33 100 33,33 creciente 
D 83,33 100 83,33 decreciente 

Input 
Orientado 

E 50 61,11 81,80 creciente 
      

A 100 100 100 constante 
B 40 44,44 90 decreciente 
C 33,33 100 33,33 creciente 
D 83,33 100 83,33 decreciente 

Output 
orientado 

E 50 60 83,33 decreciente 
Tabla 3.5. Puntuaciones de eficiencia del conjunto de Unidades. 

En la última columna de la tabla anterior se ha identificado cada una Unidad con el tipo de 

rendimiento a escala (constante, creciente, decreciente) en el que opera localmente. 
 

Por tanto, resulta conveniente tener siempre presente que la frontera RCE es más restrictiva y 

producirá, generalmente, un menor número de Unidades eficientes así como puntuaciones menores 

de eficiencia entre todas las Unidades. Debe observarse, además, que la eficiencia Input y Output 

bajo RVE no son necesariamente iguales. 

Ramanathan (2003), al referirse a la elección del modelo DEA a aplicar, indica que en aquellas 

aplicaciones en las que los factores productivos (Inputs) no están completamente bajo el control del 

gestor, los modelos Ouput orientados serían adecuados; en tanto que si los resultados del proceso 

(Outputs) son decididos por los objetivos de los gestores antes que establecidos a partir de la mejor 

práctica observada sería preferible recurrir a modelos Input orientados. Además, el supuesto de 

rendimientos constantes a escala parece ser un supuesto apropiado cuando el rendimiento de las 

Unidades a comparar no depende de la escala de operación. 

En los siguientes apartados se aborda el modelo DEA-BCC, primero desde una orientación Input y 

luego desde una Output. Los contenidos teóricos se acompañan de ejemplos de aplicación, para los 

que se ha recurrido una vez más al caso introducido en el capítulo 2 relativo a 6 concesionarios.  
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Modelo DEA-BCC 

3.3. FORMULACIÓN DEL MODELO DEA-BCC INPUT ORIENTADO. 

El modelo de Banker, Charnes y Cooper (1984), al que se hace referencia como modelo DEA-BCC, 

es realmente una extensión del modelo DEA-CCR5. Por tanto, su formulación es similar. La 

diferencia fundamental entre el modelo DEA-CCR y DEA-BCC es que éste introduce el supuesto de 

rendimientos variables a escala y aquel considera rendimientos constantes a escala. 

3.3.1.- Forma fraccional y multiplicativa. 

La forma fraccional del modelo DEA-BCC, en su versión Input orientada, puede expresarse como: 

( )

3.1) (modelo     

  arestringid no   k

Iε v, u

n 1,2,...,j      1
Xv

kYu
:a  Sujeto 

xv
kyuh  Max

0

TT

j
T

0j
T

0
T

00
T

0kν,u,

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

≥

=≤
+

+
=

 

Si se compara el problema dado en el modelo (3.1). con el modelo (2.1b), se observa cómo la 

definición de la medida de eficiencia bajo el supuesto de rendimientos variables a escala, 

0
T

00
T

0 xv
kyuh +

= , es similar a aquella que supone rendimientos constantes a escala, 
0

T
00

T

0 xv
kyuh +

= . 

La diferencia entre una y otra medida de eficiencia estriba en que en el segundo caso al valor del 

Output ponderado (Output virtual) se le suma un término constante,  (que en el supuesto de 

rendimientos constantes toma el valor cero). Este término constante es el valor del intercepto (k) en el 

eje Output (y) de la proyección de cada segmento (o cara) que define la frontera (Norman y Stoker, 

(1991)

0k

6, como puede verse en la Figura 3.3. 

                                                                 
5 En consecuencia, resulta válido (con ciertas matizaciones) todo lo comentado en el capítulo 2. 
6 El razonamiento del origen de la constante k, sencillo a la vez que completo, puede consultarse en Norman y Stoker 
(1991:104-109). 
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Introducción a los modelos básicos. 

 
Figura 3.3. adaptado de Banker, Charnes y Cooper (1984). 

Por tanto, la formulación general de la medida de eficiencia es: 

Inputs de ponderada Suma
k Constante  Outputs de ponderada Suma + 7     (ecuación 3.2) 

de manera que si en la solución óptima del modelo (3.1) para la DMU0 (que se supone eficiente)8, 

  para todas las soluciones óptimas, prevalecen rendimientos crecientes a escala. 0k*
0 >

  para cualquier solución óptima, prevalecen rendimientos constantes a escala. 0k*
0 =

  para todas las soluciones óptimas, prevalecen rendimientos decrecientes a escala. 0k*
0 <

En definitiva, los rendimientos de escala pueden ser estudiados usando DEA al estimar el signo de la 

constante . k

 

Aplicación 3.2. 

El propietario de los 6 concesionarios de automóviles al que se hizo referencia en el capítulo anterior 

desea evaluar la eficiencia (técnica o productiva pura) de sus establecimientos y para ello dispone de 
                                                                 
7 Alternativamente, si la eficiencia se define como 

inputs ponderada Suma
k Constante  outputs ponderada Suma −  entonces, si  

prevalecen para la Unidad evaluada rendimientos decrecientes, constantes si  y crecientes en el caso de  
(Ver Norman y Stoker, 1991). 

0k*
0 >

0k*
0 = 0k*

0 <
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Modelo DEA-BCC 

información relativa a 2 Inputs ( =Número de empleados y =Depreciación del Inmovilizado, 

como variable proxy del Capital) y 2 Outputs ( =Número de vehículos vendidos y =Número de 

órdenes de trabajo recibidas en taller). Los valores observados para las citadas variables son: 

1x 2x

1y 2y

  Concesionarios (Unidades) 
  A B C D E F 

1x  8 11 14 12 11 18 
Inputs 

2x  8 15 12 13 18 20 

1y  14 25 8 25 40 24 
Outputs 

2y  20 42 30 8 22 30 
Tabla 3.6. Valores observados concesionarios. 

De acuerdo con la forma fraccional del modelo DEA-BCC, la eficiencia del concesionario A vendría 

dada, según el problema representado en el modelo 3.1, por: 

                                                                                                                                                                                                                        
8 Más detalles en Banker y Thrall (1992). Un buen resumen en Cooper, Seiford y Tone (2000), donde además se expone 
la propuesta de Banker, Chang y Cooper (1996) para eliminar el supuesto de eficiencia. 

arestringid no k
εv,v,u,u

1
xvxv

k)yuy(u          1
xvxv

k)yuy(u

1
xvxv

k)yuy(u          1
xvxv

k)yuy(u

1
xvxv

k)yuy(u          1
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k)yuy(u
:a sujeto

xvxv
k)yuy(uh  Max

A

2121
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A2B21B1

2D21D1

A2D21D1
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≥

≤
+

++
≤

+
++

≤
+

++
≤

+
++

≤
+

++
≤

+
++

+
++

=

 
arestringid no k

εv,v,u,u

1
v2018v

ku3024u          1
v1214v

ku308u

1
v1811v

ku2240u          1
v1511v

ku4225u

1
v1312v

ku825u          1
v88v

ku2014u
:a sujeto

8v8v
k20u14uh  Max

A
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++
≤
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≤
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++
≤

+
++

≤
+

++
≤

+
++
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++

=

La solución del problema anterior proporcionará la puntuación de eficiencia técnica pura del 

concesionario A, , así como los valores óptimos de los pesos Inputs y Ouputs ( ) 

utilizados para maximizar su eficiencia y el valor óptimo , que indicará la tipología de 

rendimiento a escala en el que opera el concesionario A. 

*
Ah *

2
*
1

*
2

*
1 v,v,u,u

*
Ak

El mismo procedimiento debería seguirse con los restantes 5 concesionarios al objeto de evaluar su 

eficiencia técnica pura. 
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Evaluación de la eficiencia mediante el análisis envolvente de datos. 
Introducción a los modelos básicos. 

La forma multiplicativa del modelo (3.1), obtenida de nuevo al aplicar la transformación realizada 

por Charnes y Cooper (1962), puede expresarse matricialmente de la siguiente forma: 

( )

3.2) (modelo     

arestringid  no k

Iεδ , µ

Xδ  kYµ

1xδ
:a Sujeto 

kyµ  wMax

0

TT

T
0

T
0

T

00
T

0kδ,µ,

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

≥

≤+

=

+=

 

El objetivo del modelo DEA-BCC Input orientado identificado como modelo (3.2) es encontrar un 

hiperplano que, permaneciendo sobre o por encima de todas las Unidades, minimice la distancia 

horizontal desde el hiperplano a la Unidad0 (Charnes, Cooper, Lewin y Seiford, 1994:35). 

Siguiendo a Ali y Seiford (1993a), una superficie envolvente de rendimientos variables a escala 

consta de partes de hiperplanos de soporte9 en que forman las caras del casco convexo de los 

puntos 

smR +

( )jj X,Y  para j=1,2,…,n. La ecuación de un hiperplano en  viene dada por: smR +

0kxδyµ 0

m

1i
iji

s

1r
rjr =+−∑∑

==

10     (ecuación 3.3) 

En consecuencia, el signo que adopte k 11 en la solución óptima del problema del modelo (3.2) 

indicará, como en el caso del modelo fraccional, si la Unidad que está siendo considerada se 

encuentra en una región de rendimientos crecientes, decrecientes o constantes a escala. 

Obsérvese en la Figura 3.2, que si =0, como es el caso del segmento BC, existirán rendimientos 

constantes a escala y los modelos DEA-BCC coincidirán con suss homólogos modelos DEA-CCR

*k
12. 

Puede concluirse, por tanto, que el modelo DEA-CCR (supuesto de rendimientos constantes a escala) 

es un caso particular del modelo DEA-BCC (supuesto de rendimientos variables a escala). 

                                                                 
9 Cada parte forma una cara de la superficie envolvente. 
10 “Este hiperplano forma una cara de la superficie envolvente si y solo si todos los puntos ( )jj X,Y  permanecen sobre o 
por debajo del hiperplano y el hiperplano pasa, al menos, por uno de los puntos” (Ali y Seiford, 1993a:52). Ver también, 
Favero y Papi (1995). 
11 Más detalles pueden ser consultados en Banker, Charnes y Cooper (1984), Ali y Seiford (1993a) y Seiford y Thrall 
(1990). 
12 Todos los hiperplanos de soporte que forman las caras del casco cónico que define la superficie envolvente pasan por el 
origen, puesto que =0. k
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La Unidad0 evaluada según el modelo (3.2) será calificada de eficiente si  y existe al menos un 

óptimo 

1w*
0 =

( )** δ,µ  con  y . El valor  es usado para identificar el tipo de rendimiento a 

escala en el que opera localmente la Unidad evaluada. 

oµ* > 0δ* > *
Ak

También, a partir de los valores óptimos de los pesos o multiplicadores de Inputs y Outputs, es 

posible determinar los porcentajes de contribución Input/Output. 

 

Aplicación 3.3. 

Continuando con el ejemplo de los concesionarios de la aplicación 3.2, para evaluar su eficiencia 

técnica pura de acuerdo utilizando el modelo DEA-BCC Input orientado en forma multiplicativa 

modelo (3.2), los valores Input/Output observados recogidos en la tabla 3.6 deben ser expresados en 

forma matricial: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

20181312158
18111214118

X       ⎟⎟
⎠

⎞
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⎝

⎛
=

30228304220
24402582514

Y

y, además, debe considerarse los vectores Input y Output de cada una de las Unidades a analizar. 

Suponiendo que la Unidad0 es el concesionario A se tendrá: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

8
8

x0       ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

20
14

y0

Así, el modelo (3.2) puede escribirse para evaluar el concesionario A de la siguiente forma: 

( )

( )
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Evaluación de la eficiencia mediante el análisis envolvente de datos. 
Introducción a los modelos básicos. 

Operando: 

( )
( )

( )
( )
( )
( )

3.3) (modelo     

arestringid no k
εδ,δ,µ,µ

20δ18δk30µ24µ
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En el anexo I de este capítulo se resuelve el modelo (3.3) utilizando Solver y se plantean los modelos 

para evaluar la eficiencia técnica pura input de los restantes concesionarios: B, C, D, E y F. Los 

resultados13 obtenidos son los que se muestran a continuación: 

 Concesionario 
 A B C D E F 

ETP (%) 100% 100% 93,18% 94,08% 100% 65,27% 
*
1v  ε  ε  ε  ε  ε  ε  
*
2v  0,125 0,0667 0,0833 0,07696 0,05556 0,05 
*
1u  0,04685 0,0251 ε  0,0296 0,02096 0,0188 
*
2u  0,0164 0,0088 0,02652 ε  0,00747 0,0065 
*
1k  0,0173 0 0,1363 0,2012 0 0,0069 
*
2k  0 0 0 0 0 0 

*
2

*
1

* kkk −=  0,01735 0 0,1363 0,2012 0 0,0069 
Tipo rendimiento escala Creciente Constante Creciente Creciente Constante Creciente 

Tabla 3.7. Modelo DEA-BCC Input orientado en forma multiplicativa. Resultados de la evaluación. 

Una vez conocidos los valores óptimos de los pesos (multiplicadores) de Inputs y Outputs pueden 

obtenerse los porcentajes en que cada variable Input/Output contribuye a la puntuación de eficiencia 

técnica pura. 

                                                                 
13 Los resultados han sido redondeados a cuatro cifras decimales y . 610−=ε

Vicente Coll y Olga Mª Blasco 
( vcoll@uv.es ; Olga.Blasco@uv.es ) 

98 



 

Modelo DEA-BCC 

 

  Concesionarios 
  A B C D E F 

Output 1 

100
kyµ

yµ

0

2

1r
r0

*
r

r0
*
1 ⋅

+∑
=

 65,51% 62,93% 0,00% 78,62% 83,61% 69,09% 

Output 2 

100
kyµ

yµ

0

2

1r
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*
r

r0
*
2 ⋅

+∑
=

 32,76% 37,07% 85,37% 0,00% 16,39% 29,86% 

Input 1 

100
xδ

xδ
2

1i
i0

*
i

10
*
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∑
=

 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% 

C
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ut
pu

t (
%

) 

Input 2 

100
xδ

xδ
2

1i
i0

*
i

20
*
2 ⋅

∑
=

 100,00% 100,00% 100,00% 100,00% 100,00% 100,00% 

Tabla 3.8. Contribución Input/Output a la puntuación de eficiencia. 

 

Además, dependiendo de cómo se incorpore la restricción relativa a k, es posible definir modelos que 

estimen fronteras que, en lugar de suponer rendimientos variables a escala, supongan rendimientos 

no-crecientes a escala (modelo 3.4) o rendimientos no-decrecientes a escala (modelo 3.5) 
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3.3.2. Forma envolvente. 

El problema dual, al que se refiere como forma envolvente, del modelo (3.2), expresado como un 

modelo único a resolver en un proceso de dos etapas, puede escribirse como: 
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( )
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El anterior presenta, a diferencia del modelo DEA-CCR dado por el problema del modelo (2.9), la 

denominada restricción de convexidad: 1λ1 =
r

)

14, que está asociada con la variable k 15 (Ali y Seiford, 

1993a). Es decir, mientras que en los modelos DEA-CCR el punto de proyección (  es una 

combinación lineal de unidades eficientes que permanecen sobre una cara de la envolvente eficiente, 

en los modelos DEA-BCC dicho punto de proyección es una combinación lineal convexa

00 ŷ,x̂

16. 

La Unidad evaluada será calificada como eficiente, según la definición de Pareto-Koopmans, si y 

solo si en la solución óptima  y las variables de holguras son todas nulas, es decir, 

. 

1θ* =

0sy     0s *-* ==+

 

Aplicación 3.4. 

El modelo DEA-BCC Input orientado en forma envolvente para el concesionario A sería, 

considerando los datos recogidos en la tabla 3.6, el siguiente: 

                                                                 
14 Incorporada por Charnes, Cooper, Seiford y Stutz (1983). Citando a González (2002: 144), “La restricción  
restringe el rango de valores que pueden tomar las componentes del vector de intensidad de manera que sumen 1. De 
esta forma, se impone únicamente la propiedad de convexidad, pero no la de rendimientos constantes. Por tanto, el 
nuevo estimador del CPP (Conjunto de Posibilidades de Producción) incluye todas las combinaciones lineales convexas 
de unidades observadas (por este motivo deben sumar 1 las componentes del vector de intensidad) pero no se permite 
reescalar arbitrariamente la actividad de ningún proceso observado”. 

1λ1 =
r

15 La variable no restringida  es la variable primal asociada con la restricción , que no aparece, como k, en el 
modelo DEA-CCR (Cooper, Seiford y Tone, 2000). 

0k 1λ1 =
r

16 La restricción de convexidad asegura que la Unidad combinada es de tamaño similar a la Unidad0 y no es una 
extrapolación de otra unidad combinada que opera en una escala de diferente tamaño. La medida de eficiencia  obtenida 
para la Unidad0 es su eficiencia técnica pura (Boussofiane, Dyson y Thanassounis, 1991). 
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3.7) (modelo     
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En el anexo II se resuelve el modelo (3.7) utilizando Solver y se plantean los modelos que permitirán 

evaluar la eficiencia técnica pura de los cinco concesionarios restantes. Los resultados17 obtenidos 

son los mostrados en la siguiente tabla: 

  Concesionario 
  A B C D E F 

 
Eficiencia 

( ) *θ
100 100 93,18 94,08 100 65,27 

 Conjunto 
referencia A B A y B A y E E A ,B y E 

*
Aλ  1 0 0,5455 0,5769 0 0,3636 
*
Bλ  0 1 0,4545 0 0 0,4364 
*
Cλ  0 0 0 0 0 0 
*
Dλ  0 0 0 0 0 0 
*
Eλ  0 0 0 0,4231 1 0,2 

Intensidades 

*
Fλ  0 0 0 0 0 0 
+
1s  0 0 11 0 0 0 Movimiento 

holgura Output +
2s  0 0 0 12,8462 0 0 
−
1s  0 0 3,6818 2,0207 0 1,84 Movimiento 

holgura Input −
2s  0 0 0 0 0 0 
Tabla 3.9. Evaluación de eficiencia de los concesionarios. 
Modelo DEA-BCC Input orientado resuelto en dos etapas. 

Teniendo presente las puntuaciones de eficiencia técnica (ETG) de los concesionarios, obtenidas a 

partir de la resolución del modelo DEA-CCR Input orientado, es posible determinar la eficiencia 

escala (EE). 

Concesionario ETG (%) 
(DEA-CCR) 

ETP (%) 
(DEA-BCC) EE (%) 

A  100  
B  100  

                                                                 
17 Los resultados han sido redondeados a cuatro cifras decimales. 

Vicente Coll y Olga Mª Blasco 
( vcoll@uv.es ; Olga.Blasco@uv.es ) 

101 



 

Evaluación de la eficiencia mediante el análisis envolvente de datos. 
Introducción a los modelos básicos. 

Concesionario ETG (%) 
(DEA-CCR) 

ETP (%) 
(DEA-BCC) EE (%) 

C  93,18  
D  94,08  
E  100  
F  65,27  

Tabla 3.10. Descomposición de la ETG. 

Centrando de nuevo la atención en resultados del modelo DEA-BCC, los concesionarios A, B y E 

son calificados como eficientes (ETP=100%). Los concesionarios C, D y F son ineficientes, 

presentando unas puntuaciones de ETP del 93,18%, 94,08% y 65,27% respectivamente. 

En la tabla 3.11 se recogen los valores objetivo para cada concesionario ineficiente, así como los 

valores inicialmente observados para cada uno de ellos. 

 Valores objetivo Valores observados 
 Input Output Input Output 

Concesionario 1x  2x  1y  2y  1x  2x  1y  2y  
C 9,3636 11,1818 19 30 14 12 8 30 
D 9,2692 12,2308 25 20,8462 12 13 25 8 
F 9,9091 13,0545 24 30 18 20 24 30 

Tabla 3.11. Valores objetivo y observados de los concesionarios ineficientes. 

La mejora (reducción Input y/o incremento Output) que debería experimentar cada concesionario 

ineficiente para convertirse en eficiente puede calcularse al comparar los valores observados y 

objetivo de estas Unidades. Además, resulta interesante distinguir qué parte de dicha mejora se debe 

a un movimiento radial (derivado de la puntuación de eficiencia obtenida) y qué parte a un 

movimiento holgura (derivado del desplazamiento a través de la propia frontera). Los resultados a los 

que se ha hecho referencia se muestran en la tabla18 3.12: 

  Mejora 
potencial 

Movimiento 
radial19

Movimiento 
Holgura 

  Input Output Input Input Output 
 ETP ( ) *θ 1x  2x  1y  2y  1x  2x  1x  2x  1y  2y  

C 0,9318 -4,6364 -0,8182 11 0 -0,9545 -0,8182 -3,6818 0 11 0 
D 0,9408 -2,7308 -0,7692 0 12,8462 -0,7101 -0,7692 -2,0207 0 0 12,8462 
F 0,6527 -8,0909 -6,9455 0 0 -6,2509 -6,9455 -1,84 0 0 0 

Tabla 3.12. Mejora potencial: descomposición en movimiento radial y holgura. 

Es decir, los porcentajes de mejora potencial a experimentar por los concesionarios ineficientes C, D 

y E son los que se muestran en la tabla 3.13: 

                                                                 
18 Las posibles diferencias que puedan darse en los resultados son debidas a los redondeos realizados en las puntuaciones 
de eficiencia. 
19 Sólo se incluyen los Inputs porque la evaluación de eficiencia se ha realizado suponiendo un modelo Input orientado. 
Por tanto, los Outputs no pueden expandirse de forma radial. 
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 Mejora potencial (%) 
 Input Output 

Concesionario 1x  2x  1y  2y  
C -33,12% -6,82% 137,50% 0,00% 
D -22,76% -5,92% 0,00% 160,58% 
F -44,95% -34,73% 0,00% 0,00% 

Tabla 3.13. Porcentaje de mejora potencial. 

 

Recuérdese que, a diferencia de los modelos DEA-CCR, donde se obtiene una medida de eficiencia 

técnica (Input u Output) global puesto que simultáneamente evalúan eficiencia técnica y escala, en 

los modelos DEA-BCC se obtienen medidas de eficiencia técnica (Input u Output) pura, es decir, se 

trata de medidas de eficiencia técnica “netas de cualquier efecto escala” (Thanassoulis, 2001:130). 

La naturaleza de los rendimientos a escala que prevalecen localmente para una Unidad puede ser 

determinada a partir del modelo (2.9)20. Así, si considera una muestra de n Unidades y se supone que 

la Unidad0 cumple las condiciones de eficiencia de Pareto-Koopmans21; la resolución del problema 

dado por el modelo (2.9) para la referida Unidad0 producirá unos valores  óptimos ( ), de forma 

que si: 

λ *λ

 , prevalecen localmente rendimientos decrecientes a escala para la Unidad1λ*
j >∑ 0 

  prevalecen localmente rendimientos constantes a escala para la Unidad1λ*
j =∑ 0 

  prevalecen localmente rendimientos crecientes a escala para la Unidad1λ*
j <∑ 0 

 

Aplicación 3.5. 

En el capítulo 2 ya se evaluó la eficiencia técnica de los concesionarios del ejemplo mediante un 

modelo DEA-CCR Input orientado en forma envolvente. En la aplicación 2.8 puede consultarse los 

resultados alcanzados en su momento. En la tabla 3.14 se facilitan únicamente los valores de las 

intensidades al objeto de determinar la tipología de rendimientos a escala en el que opera cada uno de 

los concesionarios analizados. 

                                                                 
20 El método, sugerido por Banker (1984), se basa en el concepto del Tamaño Escala Más Productivo (Most Productive 
Scale Size, MPSS). 
21 Este supuesto puede eliminarse siguiendo la propuesta de Banker, Chang y Cooper (1996), recogida en Cooper, Seiford 
y Tone (2000). 
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Evaluación de la eficiencia mediante el análisis envolvente de datos. 
Introducción a los modelos básicos. 

 
 Concesionario 
 A B C D E F 
*
Aλ  0 0 0 0 0 0 
*
Bλ  0,4354 1 0,7143 0 0 0,5947 
*
Cλ  0 0 0 0 0 0 
*
Dλ  0 0 0 0 0 0 
*
Eλ  0,0779 0 0 0,625 1 0,2283 
*
Fλ  0 0 0 0 0 0 

∑ *
jλ  0,5133 1 0,7143 0,625 1 0,823 
Tabla 3.14. Valores de intensidades según modelo DEA-CCR Input orientado. 

Así pues, como para los concesionarios A, C, D y F resulta que , puede decirse que todos 

ellos operan bajo rendimientos crecientes a escala; en tanto que los concesionarios B y E lo hacen 

bajo rendimientos constantes a escala, puesto que para éstos  

1λ*
j <∑

1λ j =∑ *

 

3.4.- MODELO DEA-BCC OUTPUT ORIENTADO. 

Si, bajo el supuesto de rendimientos variables a escala, se quiere evaluar la eficiencia (técnica 

relativa) de una Unidad desde el punto de vista de la maximización de los Outputs, dado el nivel de 

inputs, debe recurrirse al modelo DEA-BCC Output orientado. Tal y como se comentó en el capítulo 

2, un cambio en la orientación del modelo prácticamente equivale a invertir el cociente entre el 

Output virtual (Output total) y el Input virtual (Input total). Por tanto, el modelo DEA-BCC Output 

orientado en forma de cociente, expresado matricialmente, vendría dado por el problema del modelo 

3.8. 

( )

3.8) (modelo     

  restingida  no  k

Iε v, u

n 1,2,...,j      1
Yu

kXv
:a  Sujeto 
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Modelo DEA-BCC 

Linealizando el anterior se obtiene la forma multiplicativa: 

)9.3 (modelo     

arestringid no k
Iεδ , µ

Yµ  kXδ

1yµ 
:a Sujeto 

kxδ wMin

0

TT

T
0

T
0

T

00
T

0kδ,µ,

⎪
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⎪

⎬

⎫

≥
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=

+=

 

La eficiencia técnica Output pura de la Unidad0 vendrá dada por *
0w1 , de tal forma que ésta será 

eficiente si . 1w*
0 =

Como sucedía con el modelo DEA-BCC Input orientado, el signo que tome k (positivo, negativo o 

nulo) en la solución óptima indicará el tipo de rendimiento a escala que prevalece para una Unidad 

que se encuentre en, o sea proyectada sobre, la frontera eficiente. Sin embargo, a diferencia del 

modelo (3.2), en el modelo (3.8) el término constante se encuentra asociado con el valor Input y su 

signo está invertido, de forma que si: 

  para todas las soluciones óptimas, prevalecen rendimientos decrecientes a escala. 0k*
0 >

  para cualquier solución óptima, prevalecen rendimientos constantes a escala. 0k*
0 =

  para todas las soluciones óptimas, prevalecen rendimientos crecientes a escala. 0k*
0 <

Para evitar la confusión que pueda generar el hecho de que en el modelo DEA-BCC Input orientado, 

por ejemplo,  indique la presencia de rendimientos crecientes a escala mientras que en el 

modelo DEA-BCC Output orientado esto mismo suponga la existencia de rendimientos decrecientes, 

Norman y Stoker (1991) proponen que en este segundo modelo (DEA-BCC Output orientado) la 

constante  sea introducida con signo negativo, de modo que se tendría 

0k*
0 >

k′

3.4)(ecuación      
outputs de ponderada Suma

k Constante  inputs de ponderada Suma ′−  

indicando, en la solución óptima, el signo de k´ lo siguiente: 

 Si  para todas las soluciones óptimas, prevalecen rendimientos crecientes a escala. 0k *
0 >′
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 Si  para cualquier solución óptima, prevalecen rendimientos constantes a escala. 0k *
0 =′

 Si  para todas las soluciones óptimas, prevalecen rendimientos decrecientes a escala. 0k *
0 <′

Interpretación ésta última que coincide con la dada para el modelo DEA-BCC Input orientado, y que 

es aprovechada por Norman y Stoker (1991) para demostrar que “la medida de eficiencia basada en 

la minimización ya no es equivalente a la medida de eficiencia basada en la maximización Output a 

menos que estén presentes rendimientos constantes a escala”22 (Norman y Stoker, 1991:108 

3.7)(ecuación      0ky    0k  si    
kI

O
I

kO

3.6)(ecuación      0ky    0k  si    
kI

O
I

kO

3.5)(ecuación      0ky    0k  si    
kI

O
I

kO

<′<
′−

<
+

=′=
′−

=
+

>′>
′−

>
+

 

Por tanto, bajo el supuesto de rendimientos crecientes a escala, la medida de eficiencia Input es 

mayor que la medida de eficiencia Output; éstas coinciden si se supone rendimientos constantes a 

escala y resulta mayor la eficiencia Output cuando se consideran rendimientos decrecientes a escala. 

Con lo dicho, el modelo DEA-BCC Output orientado en forma multiplicativa puede reescribirse 

como: 

)10.3 (modelo     
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donde, ahora sí, si: 

  para todas las soluciones óptimas, prevalecen rendimientos crecientes a escala. 0k *
0 >′

                                                                 
22 Véase también Figura 2.10 (capítulo 2). 
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  para cualquier solución óptima, prevalecen rendimientos constantes a escala. 0k *
0 =′

  para todas las soluciones óptimas, prevalecen rendimientos decrecientes a escala. 0k *
0 <′

 

Aplicación 3.6. 

En la aplicación 3.3. se evaluó la eficiencia técnica pura de los concesionarios A, B, C, D, E y F 

utilizando un modelo DEA-BCC Input orientado en forma multiplicativa. Si ahora se realiza la 

evaluación de estos mismos concesionarios según un modelo DEA-BCC Output orientado, también 

en forma multiplicativa (en el anexo III se escribe este modelo para cada concesionario y se resuelve 

para el concesionario A usando Solver), los resultados23 que se obtienen son los que se muestran en 

la siguiente tabla: 

 Concesionario 
 A B C D E F 

ETP (%) 100% 100% 92,1% 92,59% 100% 82,3% 
*
1v  ε  ε  ε  ε  ε  ε  
*
2v  0,1272 0,0667 0,1048 0,104 0,0556 ε  
*
1u  0,0476 0,0251 ε  0,04 0,0209 0,0215 
*
2u  0,0167 0,0088 0,0333 ε  0,007 0,0161 
*

1k ′  0,0176 0 0,1714 0,272 0 0 
*

2k ′  0 0 0 0 0 1,215 
*

2
*

1
* kkk ′−′=′  0,0176 0 0,1714 0,272 0 -1,215 

Tipo rendimiento escala Creciente Constante Creciente Creciente Constante Decreciente 
Tabla 3.15. Modelo DEA-BCC Output orientado en forma multiplicativa. Resultados de la evaluación. 

Comparando los resultados de la tabla 3.15 con aquellos que se obtuvieron en la aplicación 3.3 y que 

vienen recogidos en la tabla 3.7, puede observarse que: 

 Si bien en ambos modelos los concesionarios A, B y E son calificados como eficientes, los 

concesionarios C, D y E obtienen puntuaciones distintas. 

 Los valores de los pesos Inputs y Outputs sólo coinciden para el caso de los concesionarios B 

y E, es decir, aquellos concesionarios que en los dos modelos operan en la escala óptima. 

 Existen diferencias en cuanto a la tipología de rendimientos a escala que se atribuyen a los 

concesionarios. Así, mientras que el concesionario F en el modelo DEA-BCC Input orientado 

presentaba rendimientos crecientes a escala, el modelo DEA-BCC Output orientado identifica 

que este concesionario opera en rendimientos decrecientes a escala. 
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Evaluación de la eficiencia mediante el análisis envolvente de datos. 
Introducción a los modelos básicos. 

El modelo DEA-BCC Output orientado en su forma envolvente, que es el problema dual del modelo 

(3.10) viene dado por24: 

( )

3.11) (modelo     
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La medida de eficiencia técnica Output pura vendrá dada por *φ1  e indicará en qué medida los 

niveles Outputs de la Unidad0 pueden ser aumentados radialmente dado sus niveles de Inputs. La 

Unidad evaluada será calificada como eficiente (ETP) si y solo si  y las variables de holgura 

son todas nulas. Como se ilustra en la aplicación 3.7, a partir de los valores óptimos de la resolución, 

para cada Unidad, del modelo 3.11 pueden determinarse: valores objetivo, conjuntos de referencia 

para las Unidades ineficientes, porcentajes de mejora Input/Output, porcentajes de contribución 

Input/Output, etc. 

1φ* =

 

Aplicación 3.7. 

Considerando los datos recogidos en la tabla 3.6, el modelo DEA-BCC Output orientado en forma 

envolvente para el concesionario A sería: 
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610−=ε23 Los resultados han sido redondeados a cuatro cifras decimales y . 
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Modelo DEA-BCC 

En el anexo IV se plantean los modelos que permitirán evaluar la eficiencia técnica pura de los 

restantes concesionarios, y se resuelve el modelo (3.12) utilizando Solver. Procediendo de forma 

análoga con el resto de concesionarios, los resultados25 que se obtienen en la evaluación se resumen 

en la tabla  

 Concesionarios 
 A B C D E F 

*ϕ  1 1 1,0857 1,08 1 1,2150 
ETP ( ) *1/ϕ=

(en %) 
100% 100% 92,11% 92,591% 100% 82,31% 

*
Aλ  1 0 0,4286 0,45 0 0 
*
Bλ  0 1 0,5714 0 0 0,7226 
*
Cλ  0 0 0 0 0 0 
*
Dλ  0 0 0 0,50 0 0 
*
Eλ  0 0 0 0 1 0,2774 In

te
ns

id
ad

es
 

*
Fλ  0 0 0 0 0 0 
+
1s  0 0 11,56 0 0 0 
+
2s  0 0 0 12,36 0 0 
−
1s  0 0 4,2858 2,5 0 7 

H
ol

gu
ra

s 

−
2s  0 0 0 0 0 4,1677 

Tabla 3.16. Valores óptimos de los concesionarios. Evaluación según un  modelo DEA-BCC Output orientado 

Los concesionarios A, B y E presentan eficiencia técnica pura output, y por tanto son los 

concesionarios que determinan la frontera eficiente bajo el supuesto de rendimientos variables. Son 

calificados como ineficientes los concesionarios C, D y F, puesto que podrían aumentar los Outputs y 

seguir consumiendo la misma cantidad de recursos. 

Centrando la atención en los concesionarios ineficientes, en la tabla 3.17 se muestran sus valores 

observados y valores objetivo (recuérdese que se corresponden con la proyección sobre la frontera) 

 Valores observados  Valores objetivo 
 Input Output Input Output 
Concesionario 

ineficiente 1x  2x  1y  2y  1x  2x  1y  2y  

C 14 12 8 30 9,7142 12 20,2457 32,5714 
D 12 13 25 8 9,5 13 27 21 
F 18 20 24 30 11 15,8323 29,1613 36,4516 

Tabla 3.17. Valores observados y valores objetivo de los concesionarios ineficientes. 

                                                                                                                                                                                                                        
24 Expresando en un único modelo el proceso de resolución en dos etapas. 
25 Los resultados mostrados han sido redondeados a cuatro cifras decimales. 
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Evaluación de la eficiencia mediante el análisis envolvente de datos. 
Introducción a los modelos básicos. 

y en la tabla 3.18 la mejora, en términos absolutos y relativos, que cada uno de ellos debería 

experimentar para situarse sobre la frontera, es decir, en qué cantidad deberían reducir el consumo de 

factores y/o incrementar los Outputs para llegar a ser eficientes. 

 Mejora potencial  Porcentaje de Mejora potencial 
 Input Output Input Output 
Concesionario 

ineficiente 1x  2x  1y  2y  1x  2x  1y  2y  

C -4,2858 0 12,2457 2,5714 -44,12% 0,00% 60,49% 7,89% 
D -2,5 0 2 13 -26,32% 0,00% 7,41% 61,90% 
F -7 -4,1677 5,1613 6,4516 -63,64% -26,32% 17,70% 17,70% 

Tabla 3.18. Mejora potencial de los concesionarios ineficientes. 

Así, en la tabla anterior puede observarse, por ejemplo, como el concesionario C para llegar a ser 

eficiente debería no sólo incrementar el Output  (Vehículos vendidos) en un 60,49% y el Output 

 (Órdenes de trabajo recibidas en taller) en un 7,89%, sino adicionalmente reducir un 44,12% el 

consumo del factor  (Número de empleados). 

1y

y2

1x

Además, durante el proceso de evaluación, para cada uno de los concesionarios calificados como 

ineficientes se identifica un conjunto de concesionarios eficientes que actúan como referencias 

(benchmarks) de los primeros. A cada referencia se le asocia un peso o multiplicador, que viene 

reflejado por el parámetro  (ver tabla 3.16), y determina su porcentaje de contribución de los 

valores objetivos del concesionario ineficiente. En la tabla 3.19 se muestran los conjuntos de 

referencias de los concesionarios C, D y F  

λ

 Concesionario ineficiente 
 C D F 

Conjunto 
referencia 

A ( )  0,4286λ =
B ( ) 0,5714λ =

A ( ) 0,5λ =
E ( ) 0,5λ =

B ( ) 0,7226λ =
E ( ) 0,2774λ =

Tabla 3.19. Conjuntos de referencia de concesionarios ineficientes. 

y en la tabla 3.20 los porcentajes de contribución Input/Output a los valores objetivos de aquellos. 

  Conjunto de referencia 
Concesionario 

ineficiente 
Variable A B E 

1x  35,30% 64,70% -- 
Input 

2x  28,57% 71,43% -- 

1y  29,58% 70,42% -- 
C 

Output 
2y  26,32% 73,68% -- 

1x  42,11% -- 57,89% Input 
2x  30,77% -- 69,23% 
1y  25,93% -- 74,07% 

D 
Output 

2y  47,62% -- 52,38% 
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  Conjunto de referencia 
Concesionario 

ineficiente 
Variable A B E 

1x  -- 72,26% 27,74% Input 
2x  -- 68,46% 31,54% 
1y  -- 61,95% 38,05% 

F 
Output 

2y  -- 83,26% 16,74% 
Tabla 3.20. Porcentajes de contribución Input/Output. 
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Evaluación de la eficiencia mediante el análisis envolvente de datos. 
Introducción a los modelos básicos. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ANEXO I.  
 

MODELO DEA-BCC INPUT ORIENTADO EN FORMA MULTIPLICATIVA 
 

A.I.1. Resolución del modelo (3.3) con Solver de Excel. 

A.I.2. Planteamiento del problema para los concesionarios: B, C, D, E y F. 
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Modelo DEA-BCC 

A.I.1. Planteamiento del problema para todos los concesionarios. 

Concesionario A Concesionario B 

arestringid no  k
εδ,δ,µ,µ

20δ18δk30µ24µ
18δ11δk22µ40µ

13δ12δk8µ25µ
12δ14δk30µ8µ

15δ11δk42µ25µ
8δ8δk20µ14µ

18δ8δ
:a Sujeto

kµ02µ41   wMax

B

2121

21B21

21B21

21B21

21B21

21B21

21B21

21

B21Bkδ,µ,

≥

+≤++
+≤++

+≤++
+≤++
+≤++

+≤++
=+

++=

 

arestringid no  k
εδ,δ,µ,µ

20δ18δk30µ24µ
18δ11δk22µ40µ

13δ12δk8µ25µ
12δ14δk30µ8µ

15δ11δk42µ25µ
8δ8δk20µ14µ

115δ11δ
:a Sujeto

k42µ25µ   wMax

B

2121

21B21

21B21

21B21

21B21

21B21

21B21

21

B21Bkδ,µ,

≥

+≤++
+≤++

+≤++
+≤++
+≤++

+≤++
=+

++=

 

  
Concesionario C Concesionario D 

arestringid no  k
εδ,δ,µ,µ

20δ18δk30µ24µ
18δ11δk22µ40µ

13δ12δk8µ25µ
12δ14δk30µ8µ

15δ11δk42µ25µ
8δ8δk20µ14µ

112δ14δ
:a Sujeto

k30µ8µ   wMax

C

2121

21C21

21C21

21C21

21C21

21C21

21C21

21

C21Ckδ,µ,

≥

+≤++
+≤++
+≤++
+≤++
+≤++
+≤++

=+

++=

 

arestringid no  k
εδ,δ,µ,µ

20δ18δk30µ24µ
18δ11δk22µ40µ

13δ12δk8µ25µ
12δ14δk30µ8µ

15δ11δk42µ25µ
8δ8δk20µ14µ

113δ12δ
:a Sujeto

k8µ25µ   wMax

D

2121

21D21

21D21

21D21

21D21

21D21

21D21

21

D21Dkδ,µ,

≥

+≤++
+≤++
+≤++
+≤++
+≤++
+≤++

=+

++=
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Evaluación de la eficiencia mediante el análisis envolvente de datos. 
Introducción a los modelos básicos. 

Concesionario E Concesionario F 

arestringid no  k
εδ,δ,µ,µ

20δ18δk30µ24µ
18δ11δk22µ40µ

13δ12δk8µ25µ
12δ14δk30µ8µ

15δ11δk42µ25µ
8δ8δk20µ14µ

118δ11δ
:a Sujeto

k22µ40µ   wMax

E

2121

21E21

21E21

21E21

21E21

21E21

21E21

21

E21Ekδ,µ,

≥

+≤++
+≤++

+≤++
+≤++
+≤++

+≤++
=+

++=

 

arestringid no  k
εδ,δ,µ,µ

20δ18δk30µ24µ
18δ11δk22µ40µ

13δ12δk8µ25µ
12δ14δk30µ8µ

15δ11δk42µ25µ
8δ8δk20µ14µ

120δ18δ
:a Sujeto

k30µ24µ   wMax

F

2121

21F21

21F21

21F21

21F21

21F21

21F21

21

F21Fkδ,µ,

≥

+≤++
+≤++

+≤++
+≤++
+≤++

+≤++
=+

++=

 

Puede observarse cómo los modelos para evaluar la eficiencia de los distintos concesionarios son 

similares, encontrándose únicamente diferencias en la función objetivo y la restricción que normaliza 

los Inputs. Por tanto, si en la hoja Excel que se creará en el segundo apartado de este anexo se 

cambian las referencias de celdas a las que alude la función objetivo y la restricción de normalización 

puede calcularse con cierta rapidez la puntuación de eficiencia de todos los concesionarios. 

A.I.2. Resolución del modelo (3.3) para el concesionario A con Solver de Excel. 

Para escribir y resolver con Solver el problema dado por el modelo 3.3, que evalúa la eficiencia 

técnica pura del concesionario A, abrir la hoja de cálculo Excel y seguir los siguiente pasos: 

Paso 1. Los datos: Introducir en el rango A1:G5 (Figura AI.1) los valores Input y Output de los 6 

concesionarios. Esta información se encuentra disponible en la tabla 3.6. 

 
Figura AI.1. Datos procedentes de la tabla 3.6. 

Vicente Coll y Olga Mª Blasco 
( vcoll@uv.es ; Olga.Blasco@uv.es ) 

114 



 

Modelo DEA-BCC 

Paso 2. Las restricciones: Introducir en los rangos A7:D20 y A22:B29 los textos26 y fórmulas 

que se indican en la Figura AI.2. Para identificar la Unidad a evaluar, escribir su nombre en la 

celda B22 (Concesionario A). 

 
Figura AI.2. Restricciones del modelo (3.3). 

En la fila 8 se ha introducido la restricción de normalización ( ) y en las filas 9 a 14 

las restricciones asociadas a cada una de los concesionarios, es decir: 

18δ8δ 21 =+

Concesionario A:      ( )21A21 8δ8δk20µ14µ +≤++
Concesionario B:      ( )21A21 15δ11δk42µ25µ +≤++
Concesionario C:      ( )21A21 12δ14δk30µ8µ +≤++
Concesionario D:      ( )21A21 13δ12δk8µ25µ +≤++
Concesionario E:      ( )21A21 18δ11δk22µ40µ +≤++
Concesionario F:      ( )21A21 20δ18δk30µ24µ +≤++

En cuanto a las condiciones de no negatividad de los pesos de los Inputs y Outputs 

( 27εδ,δ,µ,µ ≥

                                                                

2121 ) éstas se han escrito en las filas 15 a 18. 

Además, dado que el valor de la constante k no está restringida, es decir, puede tomar un valor 

mayor, menor o igual a cero, se ha optado por definirla como  de modo que tanto 21 kkk −=

 
26 A efectos de resolución con Solver: . 22112211 v ,v ,uµ ,uµ w,eficiencia =δ=δ===
27 Se ha tomado . 610ε −=
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Evaluación de la eficiencia mediante el análisis envolvente de datos. 
Introducción a los modelos básicos. 

1k  como  sean no negativas, como se refleja en las restricciones que aparecen en las filas 19 

y 20, y son consideradas como variables del modelo (celdas B28 y B29). 

2k

Paso 3. El modelo: En la celda B23 escrito la fórmula de la función objetivo 

( ) y dejar en blanco el rango B24:B29, puesto que estos son los valores 

de las variables del modelo que busca Solver para maximizar, satisfaciéndose las restricciones 

especificadas, la función objetivo. 

A21A k20µ14µw ++=

Paso 4. Definir el modelo en Solver. Ejecutados los pasos anteriores, el aspecto de la hoja Excel 

debería ser similar a la reproducida en la Figura AI.3. 

 
Figura AI.3. Modelo (3.3) (concesionario A). 

Para utilizar Solver hacer clic en la opción que con el mismo nombre se encuentra en el menú 

Herramientas. En el cuadro de diálogo que se abre indicar, tal y como se ilustra en la Figura 

AI.4, la celda que contiene la fórmula de la función objetivo (celda B23) que hay que 

maximizar cambiando las celdas (B24:B29), que se corresponden con las variables del modelo. 

Agregar todas las restricciones del modelo: normalización, de los concesionarios, no 

negatividad y constante k. 
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Figura AI.4. Parámetros de Solver del modelo (3.3). 

Para encontrar la solución del problema, hacer clic en Resolver. Inmediatamente en la hoja Excel 

aparecerá un cuadro de diálogo informando que Solver ha encontrado una solución que satisface 

todas las restricciones y condiciones. En este cuadro se encuentra marcada, por defecto, la opción 

Utilizar la solución de Solver. Pulsar el botón Aceptar. La hoja de cálculo muestra, en el rango 

B23:B29, las soluciones óptimas al problema planteado, tal y como puede verse en la Figura AI.5. 

 
Figura AI.5. Solución óptima del modelo (3.3) (Concesionario A). 

Los resultados obtenidos indican que la puntuación de eficiencia técnica pura del concesionario A 

es, expresado en términos porcentuales, del 99,159%. Los valores óptimos de los pesos 

(multiplicadores) de los Inputs son: , y de los Outputs: 0,125y  v  ,0000010v 21 ≈= **
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Evaluación de la eficiencia mediante el análisis envolvente de datos. 
Introducción a los modelos básicos. 

1640,0uy    0,0468u 21
** ≈≈ ≈−=. Por último, el valor de la constante k ( ) indica, al 

ser mayor que cero, que el concesionario A opera en una zona de rendimientos crecientes a escala. 

0173,0kkk 21
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ANEXO II.  
 

EL MODELO DEA-BCC INPUT ORIENTADO EN FORMA ENVOLVENTE 
 

A.II.1. Planteamiento del problema dual para los concesionarios: B, C, D, E y F. 

A.II.2. Resolución del modelo (3.7) con Solver de Excel. 
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Evaluación de la eficiencia mediante el análisis envolvente de datos. 
Introducción a los modelos básicos. 

A.II.1. Planteamiento del problema dual para los concesionarios: B, C, D, E y F. 

Concesionario B Concesionario C 

arestringid no θ
0λ,λ,λ,λ,λ,λ

1λλλλλλ
λ0218λ13λ12λλ15λ815θ

18λ11λ12λ14λλ11λ811θ
42λ30λ22λ8λ03λ42λ20
25λ42λ04λ528λλ52λ41

:a Sujeto
θz Min

FEDCBA

FEDCBA

FEDCBA

FEDCBA

FEDCBA

FEDCBA

Bλθ,

≥

=+++++
+++++≥
+++++≥
≥+++++
≥+++++

=

 

arestringid no θ
0λ,λ,λ,λ,λ,λ

1λλλλλλ
λ0218λ13λ12λλ15λ812θ

18λ11λ12λ14λλ11λ814θ
30λ30λ22λ8λ03λ42λ20
8λ42λ04λ528λλ52λ41

:a Sujeto
θz Min

FEDCBA

FEDCBA

FEDCBA

FEDCBA

FEDCBA

FEDCBA

Cλθ,

≥

=+++++
+++++≥
+++++≥
≥+++++
≥+++++

=

 

  
Concesionario D Concesionario E 

arestringid no θ
0λ,λ,λ,λ,λ,λ

1λλλλλλ
λ0218λ13λ12λλ15λ813θ

18λ11λ12λ14λλ11λ812θ
8λ30λ22λ8λ03λ42λ20
25λ42λ04λ528λλ52λ41

:a Sujeto
θz Min

FEDCBA

FEDCBA

FEDCBA

FEDCBA

FEDCBA

FEDCBA

Dλθ,

≥

=+++++
+++++≥
+++++≥
≥+++++
≥+++++

=

 

arestringid no θ
0λ,λ,λ,λ,λ,λ

1λλλλλλ
λ0218λ13λ12λλ15λ818θ

18λ11λ12λ14λλ11λ811θ
22λ30λ22λ8λ03λ42λ20
40λ42λ04λ528λλ52λ41

:a Sujeto
θz Min

FEDCBA

FEDCBA

FEDCBA

FEDCBA

FEDCBA

FEDCBA

Eλθ,

≥

=+++++
+++++≥
+++++≥
≥+++++
≥+++++

=

 

 
Concesionario F 

arestringid no θ
0λ,λ,λ,λ,λ,λ

1λλλλλλ
λ0218λ13λ12λλ15λ820θ

18λ11λ12λ14λλ11λ818θ
30λ30λ22λ8λ03λ42λ20
24λ42λ04λ528λλ52λ41

:a Sujeto
θz Min

FEDCBA

FEDCBA

FEDCBA

FEDCBA

FEDCBA

FEDCBA

Fλθ,

≥

=+++++
+++++≥
+++++≥
≥+++++
≥+++++

=
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Modelo DEA-BCC 

A.II.2. Resolución del modelo (3.7) con Solver de Excel. 

Abrir la hoja de cálculo Excel e introducir los datos de la tabla 3.6 tal y como se refleja en la Figura 

A.II.1: 

 
Figura A.II.1. Datos de los concesionarios. 

A continuación, seguir los siguiente pasos para resolver el modelo (3.7) con Solver: 

Paso 1: Escribir en la hoja Excel las fórmulas28 que permitan obtener el valor de la función 

objetivo (que hay que minimizar) satisfaciendo las restricciones, de acuerdo con el modelo 

(3.7), tal y como se ilustra en la Figura A.II.2 para el concesionario A. 

 
Figura A.II.2. Modelo (3.7) para evaluar el concesionario A. 

                                                                 
28 A efectos de resolución con Solver: 

 −−++ ==========θ= 2121FEDCBA sSO2 ,sSI1 ,sSO2 ,sSO1 , λLF ,λLE ,λLD ,λLC ,λLB ,λLA ,Thita
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Evaluación de la eficiencia mediante el análisis envolvente de datos. 
Introducción a los modelos básicos. 

Paso 2: Seleccionar Solver del menú de herramientas e introducir los parámetros del modelo. 

 
Figura A.II.3. Parámetros Solver del modelo (3.7) para el concesionario A. 

Paso 3. Ejecutar el modelo introducido pulsando el botón Resolver. La solución proporcionada 

por Solver al problema planteado para el concesionario A es la siguiente: 

 
Figura A.II.4. Solución Solver al modelo (3.7) para el concesionario A. 
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Por tanto, a la vista de los resultados obtenidos puede decirse que el concesionario A es 

eficiente:  y todos los valores de las variables de holgura son nulos. 1θ =*

La solución para el resto de concesionarios puede consultarse en la aplicación 3.4. 
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Evaluación de la eficiencia mediante el análisis envolvente de datos. 
Introducción a los modelos básicos. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ANEXO III.  
 

EL MODELO DEA-BCC OUTPUT ORIENTADO EN FORMA 
MULTIPLICATIVA 

 
A.III.1. Planteamiento del modelo DEA-BCC Output orientado en forma 

multiplicativa para todos los concesionarios. 

A.III.2. Resolución del modelo DEA-BCC Output orientado en forma 

mulplicativa del concesionario A usando Solver de Excel. 
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Modelo DEA-BCC 

A.III.1. Planteamiento del modelo DEA-BCC Output orientado en forma 

multiplicativa para todos los concesionarios. 

Concesionario A Concesionario B Concesionario C 

arestringid no k
εδ,δ,µ,µ

30µ24µk20δ18δ
22µ40µk18δ11δ
8µ25µk13δ12δ

30µ8µk12δ14δ
42µ25µk15δ11δ

20µ14µk8δ8δ
120µ14µ

:a Sujeto

k8δ8δ   wMin

A

2121

21A21

21A21

21A21

21A21

21A21

21A21

21

A21Akδ,µ,

≥

+≥−+
+≥−+
+≥−+
+≥−+
+≥−+

+≥−+
=+

−+=

 

arestringid no k
εδ,δ,µ,µ

30µ24µk20δ18δ
22µ40µk18δ11δ
8µ25µk13δ12δ

30µ8µk12δ14δ
42µ25µk15δ11δ

20µ14µk8δ8δ
1µ2425µ

:a Sujeto

kδ51δ11   wMin

B

2121

21B21

21B21

21B21

21B21

21B21

21B21

21

B21Bkδ,µ,

≥

+≥−+
+≥−+
+≥−+

+≥−+
+≥−+

+≥−+
=+

−+=

 

arestringid no k
εδ,δ,µ,µ

30µ24µk20δ18δ
22µ40µk18δ11δ
8µ25µk13δ12δ

30µ8µk12δ14δ
42µ25µk15δ11δ

20µ14µk8δ8δ
1µ038µ

:a Sujeto

kδ21δ41   wMin

C

2121

21C21

21C21

21C21

21C21

21C21

21C21

21

C21Ckδ,µ,

≥

+≥−+
+≥−+
+≥−+
+≥−+
+≥−+

+≥−+
=+

−+=

 

   
Concesionario D Concesionario E Concesionario F 

arestringid no k
εδ,δ,µ,µ

30µ24µk20δ18δ
22µ40µk18δ11δ
8µ25µk13δ12δ

30µ8µk12δ14δ
42µ25µk15δ11δ

20µ14µk8δ8δ
18µ25µ

:a Sujeto

kδ31δ21   wMin

D

2121

21D21

21D21

21D21

21D21

21D21

21D21

21

D21Dkδ,µ,

≥

+≥−+
+≥−+
+≥−+
+≥−+
+≥−+

+≥−+
=+

−+=

 

arestringid no k
εδ,δ,µ,µ

30µ24µk20δ18δ
22µ40µk18δ11δ
8µ25µk13δ12δ

30µ8µk12δ14δ
42µ25µk15δ11δ

20µ14µk8δ8δ
122µ40µ

:a Sujeto

k8δ1δ11   wMin

E

2121

21E21

21E21

21E21

21E21

21E21

21E21

21

E21Ekδ,µ,

≥

+≥−+
+≥−+
+≥−+
+≥−+
+≥−+

+≥−+
=+

−+=

 

arestringid no k
εδ,δ,µ,µ

30µ24µk20δ18δ
22µ40µk18δ11δ
8µ25µk13δ12δ

30µ8µk12δ14δ
42µ25µk15δ11δ

20µ14µk8δ8δ
130µ24µ

:a Sujeto

kδ20δ81   wMin

F

2121

21F21

21F21

21F21

21F21

21F21

21F21

21

F21Fkδ,µ,

≥

+≥−+
+≥−+
+≥−+
+≥−+
+≥−+

+≥−+
=+

−+=
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Evaluación de la eficiencia mediante el análisis envolvente de datos. 
Introducción a los modelos básicos. 

A.III.2. Resolución del modelo DEA-BCC Output orientado en forma 

mulplicativa del concesionario A usando Solver de Excel. 

Seguir los siguientes pasos para evaluar la eficiencia técnica del concesionario A según el modelo 

DEA-BCC Output orientado en forma multiplicativa: 

Paso 1: Abrir Excel e introducir los datos relativos a los concesionarios que aparecen en la tabla 

3.6 tal y como se muestra en la Figura A.III.1. 

 
Figura A.III.1. Datos de los concesionarios. 

Paso 2: Escribir en Excel las fórmulas29 relativas a las restricciones y condiciones de no 

negatividad del modelo DEA-BCC Output orientado en forma multiplicativa que se ha escrito 

para el concesionario A en el apartado A.III.1 de este mismo anexo. El resultado debería ser 

similar al reproducido en la Figura A.III.2. 

 
Figura A.III.2. . Modelo DEA-BCC Output orientado en forma multiplicativa para el concesionario A. 

                                                                 
29 A efectos de resolución con Solver: . 22112211 v ,v ,uµ ,uµ =δ=δ==
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Paso 3: Seleccionar Solver e introducir la información solicitada (celda objetivo, valor de la celda 

objetivo, celdas cuyos valores cambian y restricciones) para definir el problema. 

 
Figura A.III.3. Parámetros del Solver. 

Paso 4: Ejecutar Solver. La solución a la que se llega es la siguiente: 

 
Figura A.III.4. Solución del modelo para el concesionario A. 
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El concesionario A es calificado como eficiente ( ). Los pesos óptimos de los Inputs 

son: ( ), y de los Outputs: (µ ). El valor del 

parámetro  indica que este concesionario opera bajo rendimientos crecientes a 

escala. 

1w*
A =

0,1272δ , εδ ≈= 0,0166µ , 0,0476 ≈≈

0,0176k ≈

21 21
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ANEXO IV.  
 

EL MODELO DEA-BCC OUTPUT ORIENTADO EN FORMA ENVOLVENTE 
 

A.IV.1. Planteamiento del modelo DEA-BCC Output orientado en forma 

envolvente para los concesionarios: B, C, D, E y F. 

A.IV.2. Resolución del modelo (3.12) con Solver de Excel. 
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Evaluación de la eficiencia mediante el análisis envolvente de datos. 
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A.IV.1. Planteamiento del modelo DEA-BCC Output orientado en forma 

envolvente para los concesionarios: B, C, D, E y F. 

Concesionario B Concesionario C 

arestringid no  
0λ,λ,λ,λ,λ,λ

1λλλλλλ
s-5120λ18λ13λ12λ15λ8λ

s-1118λ11λ12λ14λ11λ8λ

s2430λ22λ8λ30λ42λ20λ

s5224λ40λ25λ8λ25λ14λ
:a Sujeto

)sssε(sz Max

FEDCBA

FEDCBA

2FEDCBA

1FEDCBA

2FEDCBA

1FEDCBA

2121Bs,sλ,,

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ
ϕ

≥
≥+++++

=+++++

=+++++

+=+++++

+=+++++

++++=

−

−

+

+

−−++
−+

 

arestringid no  
0λ,λ,λ,λ,λ,λ

1λλλλλλ
s-1220λ18λ13λ12λ15λ8λ

s-1418λ11λ12λ14λ11λ8λ

s3030λ22λ8λ30λ42λ20λ

s824λ40λ25λ8λ25λ14λ
:a Sujeto

)sssε(sz Max

FEDCBA

FEDCBA

2FEDCBA

1FEDCBA

2FEDCBA

1FEDCBA

2121Cs,sλ,,

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ
ϕ

≥
≥+++++

=+++++

=+++++

+=+++++

+=+++++

++++=

−

−

+

+

−−++
−+

 

  
Concesionario D Concesionario E 

arestringid no  
0λ,λ,λ,λ,λ,λ

1λλλλλλ
s-1320λ18λ13λ12λ15λ8λ

s-1218λ11λ12λ14λ11λ8λ

s830λ22λ8λ30λ42λ20λ

s2524λ40λ25λ8λ25λ14λ
:a Sujeto

)sssε(sz Max

FEDCBA

FEDCBA

2FEDCBA

1FEDCBA

2FEDCBA

1FEDCBA

2121Ds,sλ,,

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ
ϕ

≥
≥+++++

=+++++

=+++++

+=+++++

+=+++++

++++=

−

−

+

+

−−++
−+

 

arestringid no  
0λ,λ,λ,λ,λ,λ

1λλλλλλ
s-1820λ18λ13λ12λ15λ8λ

s-1118λ11λ12λ14λ11λ8λ

s2230λ22λ8λ30λ42λ20λ

s4024λ40λ25λ8λ25λ14λ
:a Sujeto

)sssε(sz Max

FEDCBA

FEDCBA

2FEDCBA

1FEDCBA

2FEDCBA

1FEDCBA

2121Es,sλ,,

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ
ϕ

≥
≥+++++

=+++++

=+++++

+=+++++

+=+++++

++++=

−

−

+

+

−−++
−+

 

 
Concesionario F 

arestringid no  
0λ,λ,λ,λ,λ,λ

1λλλλλλ
s-2020λ18λ13λ12λ15λ8λ

s-1818λ11λ12λ14λ11λ8λ

s3030λ22λ8λ30λ42λ20λ

s2424λ40λ25λ8λ25λ14λ
:a Sujeto

)sssε(sz Max

FEDCBA

FEDCBA

2FEDCBA

1FEDCBA

2FEDCBA

1FEDCBA

2121Fs,,λ,,

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ
ϕ

≥
≥+++++

=+++++

=+++++

+=+++++

+=+++++

++++=

−

−

+

+

−−++
−+
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A.IV.2. Resolución del modelo (3.12) con Solver de Excel. 

Realizar los siguientes pasos para evaluar la eficiencia del concesionario A según un modelo DEA-

BCC Output orientado en forma envolvente. 

Paso 1: Abrir la hoja de cálculo Excel y disponer los datos de la tabla 3.6 como se muestra en la 

Figura A.IV.1: 

 
Figura A.IV.I. Datos de los concesionarios. 

Paso 2: Introducir las fórmulas30 del modelo (3.12) según se muestra en la Figura A.IV.2 para 

evaluar la eficiencia del concesionario A: 

 
Figura A.IV.2. Modelo (3.12) para evaluar el concesionario A. 

                                                                 
30 A efectos de resolución con Solver: 

 −−++ ==========ϕ= 2121FEDCBA sSx2 ,sSx1 ,sSy2 ,sSy1 , λLF ,λLE ,λLD ,λLC ,λLB ,λLA ,Fi
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Evaluación de la eficiencia mediante el análisis envolvente de datos. 
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Paso 3: Seleccionar Solver y definir los parámetros: 

 
Figura A.IV.3. Parámetros Solver del modelo (3.12) para el concesionario A. 

Paso 4: Hacer clic en el botón Resolver para ejecutar el problema. La solución del modelo para el 

concesionario A se muestra a continuación: 

 
Figura A.IV.4. Solución Solver al modelo (3.12) para el concesionario A. 
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Así, el concesionario A es eficiente puesto que: 

 Su puntuación de eficiencia técnica pura Output es igual a 1 y viene dada por:  

1
00000036,1

1
Fi
1ETPA ≈==  

 Todos los multiplicadores o pesos son nulos, salvo el asociado al concesionario evaluado 

( ). 1λ*
A =

 Todas las holguras, Input y Output, son nulas. 
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Capítulo 4 

PRINCIPALES EXTENSIONES BASADAS EN LOS 

MODELOS DEA BÁSICOS 

4.1. Introducción. 

4.2. Clasificación de unidades eficientes en DEA. 

 4.2.1. Supereficiencia. 

 4.2.2. Global Leader. 

4.3. Modelo con Inputs y Outputs no controlables. 

4.4. Medición del cambio productivo y tecnológico a lo largo del tiempo. 

 4.4.1. El índice de productividad de Malmquist. 

4.4.2. Descomposición de Färe, Grosskopf, Lindgren y Roos del índice de 

Malmquist. 

4.4.3. Descomposición del índice de Malmquist al considerar rendimientos 

variables a escala: la propuesta de Färe, Grosskopf, Norris y Zhang. 

4.5. Otros modelos DEA. 

ANEXOS. 
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Principales extensiones basadas en los modelos DEA básicos. 

4.1. INTRODUCCIÓN 

En este capítulo se van a tratar algunas de las principales extensiones de los modelos DEA básicos. 

Concretamente, en este cuarto capítulo se estudian métodos para clasificar las Unidades en base a su 

puntuación de eficiencia, cómo modificar un modelo DEA para incorporar situaciones que 

consideran inputs u outputs que escapan al control del gestor, investigador, etc. y cómo evaluar la 

productividad mediante el índice de Malmquist. El capítulo termina con una breve referencia a otros 

tópicos que habitualmente son tratados en la evaluación de eficiencia de un conjunto de Unidades. 

4.2. CLASIFICACIÓN DE UNIDADES EFICIENTES EN DEA. 

Al resolver, por ejemplo, un modelo DEA-CRR Input u Output orientado para cada una de las n 

Unidades que constituyen la muestra de estudio, se obtienen puntuaciones de eficiencia iguales a la 

unidad (Unidades eficientes) o menores a la unidad (Unidades ineficientes). Evidentemente, la 

ordenación de las Unidades calificadas como ineficientes no entraña dificultad alguna. Sin embargo, 

¿que sucede con las Unidades eficientes?. Todas ellas han obtenido la misma puntuación, la unidad. 

Pero, ¿puede considerarse que todas las Unidades eficientes son igualmente eficientes?. ¿Existen 

Unidades unas más eficientes que otras?. ¿Es posible establecer algún tipo de ordenación para las 

Unidades eficientes? 

Para tratar de dar respuesta a las preguntas planteadas, varios son los métodos de clasificación que 

han sido desarrollados1. Dos de éstos, tal vez los más aplicados, son los que se revisan a 

continuación. 

4.2.1. Puntuación de Supereficiencia. 

Andersen y Petersen (1993:1262)2 proponen un método de clasificación de las Unidades eficientes 

consistente en “comparar la Unidad que está siendo evaluada (Unidad0) con una combinación lineal 

de todas las otras Unidades de la muestra”, de donde la Unidad0 es excluida. 

La formulación del modelo, bajo el supuesto de rendimientos constantes a escala, es la siguiente:  

                                                                 
1 Por ejemplo, el modelo CEM (Cross-Efficiency Matrix) de Sexton, Silkman y Hogan (1996), del que en Boussofiane, 
Dyson y Thanassoulis (1991) puede encontrarse una sencilla explicación intuitiva de su funcionamiento; o el método de 
clasificación propuesto por Rousseau y Semple (1995). 
2 El método de Andersen y Petersen (1993) se encuentra implementado en el software Warwick-DEA y en EMS, éste 
último desarrollado por Scheel (2000). 
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4.1) (modelo     

0s,s,λ

sθxXλ

syYλ

:a Sujeto

   sεsεθz   Min

irj
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Si se compara el modelo propuesto3 por Andersen y Petersen (1993) con el modelo DEA-CCR Input 

orientado (capítulo 2) puede observarse que son muy similares, sólo que en el primero no se incluye 

la Unidad que está siendo evaluada en el conjunto de referencia. 

Por tanto, y como se ilustra en la Figura 4.1, para la Unidad C, “es posible que una Unidad eficiente 

C´ pueda incrementar proporcionalmente su vector de Inputs y seguir siendo eficiente” (Andersen y 

Petersen, 1993:1262), obteniendo en este caso la Unidad considerada una puntuación de eficiencia 

mayor a la unidad. Por esta razón el método de Andersen y Petersen (1993) se conoce como 

Supereficiencia. 

 
Figura 4.1. Andersen y Petersen (1993) 

 

                                                                 
3 En su trabajo Andersen y Petersen (1993) se refieren a la similitud de su modelo con el modelo DEA-BCC Input 
orientado en su forma envolvente. 
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En la Figura 4.1 también se aprecia cómo la eliminación de una Unidad ineficiente (E) no afecta a sus 

puntos de referencia; y cómo, en cambio, la eliminación de una Unidad eficiente (C) del conjunto de 

referencia hace que ésta deje de formar parte de la frontera eficiente, la cual se situará por encima de 

la Unidad eficiente que se está considerando. 

La distancia radial (CC’) que separa la Unidad eficiente de la nueva frontera eficiente indicará en qué 

medida la Unidad eficiente puede incrementar proporcionalmente su vector de Inputs mientras 

conserva la eficiencia. De esta forma las Unidades eficientes obtienen tanteos de eficiencia superiores 

a la Unidad y es posible establecer una clasificación de las mismas. 

4.2.2. Global Leader. 

El término Global Leader, introducido por Oral y Yolalan (1990), es empleado para destacar a la 

Unidad de la muestra que puede ser considerada como la que presenta el mejor rendimiento global. 

La Unidad eficiente que aparezca con mayor frecuencia en los conjuntos de referencia de las 

Unidades ineficientes será calificada como Global Leader (El-Mahgary y Lahdemma, 1995; Avkiran, 

1999)4. 

Cuando una Unidad eficiente no actúa como referencia de ninguna de restantes Unidades ineficientes 

esto podría significar “o bien que dicha Unidad eficiente sólo lo es en un sector muy reducido o bien 

que posee una combinación Input/Output muy poco común” (El-Mahgary y Lahdemma, 1995:706). 

4.3. MODELO CON INPUTS Y OUTPUTS NO CONTROLABLES. 

Hasta ahora, en todo momento se ha hecho referencia a variables  sobre las que se tenía control: se 

puede aumentar o disminuir la cantidad Input/Output. Sin embargo, existen factores que intervienen 

en el proceso productivo que no son controlables por el gestor y, por tanto, no pueden ser variados a 

discreción de éste (Banker y Morey, 1986b; Ray, 1988; Ruggiero, 1998). Esto conduce a considerar 

la posibilidad de realizar una partición de los Inputs y Ouputs, al distinguir entre variables 

discrecionales (D) y no-discrecionales o fijadas exógenamente (ND)5, de tal forma que: 

φ=∩∪= NDDNDD XX ,  XXX      (Inputs) 

φ=∩∪= NDDNDD YY ,  YYY      (Outputs) 

                                                                 
4 Esta opción está disponible en Banxia Frontier Analyst. Deap, software de distribución gratuita dearrollado por Coelli 
(1996), facilita información sobre el número de veces que una Unidad eficiente actúa como benchmark, o peer, de una 
Unidad ineficiente. 
5 Frontier Analyst® de Banxia permite distinguir entre Inputs discrecionales y no discrecionales. 
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Ahora, si se considera una orientación Input y la presencia de Inputs no discrecionales, el modelo 

DEA-BCC sería el siguiente: 

4.2) (modelo     

0s,s,s,λ

1λ

)x(i   sxλxλ

)x(i              sθxxλ

syyλ

:a Sujeto

   θz   Min

iNDiDrj

n

1j
j

NDiND

n

1j
iND,0j

n

1j
ijj

DiDiD,0

n

1j
ijj

rr0

n

1j
rjj

0-

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

≥

=

∈−=

∈−=

+=

=

−−+

=

−

==

−

=

+

=

∑

∑∑

∑

∑

 

 

Aplicación 4.1. 

Nuestro propietario de 6 concesionarios de automóviles ha decidido introducir en su evaluación de 

eficiencia una nueva variables Input. Concretamente, ha considerado la superficie  total (cientos m2) 

del concesionario. En la siguiente tabla se facilitan los valores observados de todas las variables 

(Inputs: =Número de empleados, =Depreciación del Inmovilizado, =Superficie en cientos 

m

1x 2x 3x
2; y Output: ( =Número de vehículos vendidos). 1y

  Concesionarios (Unidades) 
 Variable A B C D E F 

1x  8 11 14 12 11 18 

2x  8 15 12 13 18 20 Inputs 

3x  14 12 9 15 20 8 
Outputs 1y  14 25 8 25 40 24 

Tabla 4.1. Valores observados concesionarios. 

a) Evaluar la eficiencia del concesionario C sin establecer ningún supuesto acerca de la naturaleza 

de los Inputs y/o Outputs (todos son discrecionales). Se deja al lector el cálculo de esta 

eficiencia. 
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b) Considerando las variables Inputs  y  como Inputs no controlables, el propietario realiza 

una nueva evaluación de la eficiencia. En el anexo I se especifica el modelo para el 

concesionario C y se resuelve utilizando Solver.  

3x 4x

En la tabla 4.2. se muestran las puntuaciones de eficiencia de los concesionarios, obtenidas al 

ejecutar diversos modelos CCR-IO. 

  Considerando x3

Concesionario No considerando x3 Inputs controlables Inputs no controlables 
A 78,75 78,75 78,75 
B 75 94,03 82,67 
C 30 39,14 30 
D 86,54 86,54 86,54 
E 100 100 100 
F 54 100 100 

Tabla 4.2. Resultados de la evaluación de eficiencia. 

 

4.4. MEDICIÓN DEL CAMBIO PRODUCTIVO Y TECNOLÓGICO A LO 

LARGO DEL TIEMPO. 

A continuación se aborda el estudio de la evolución de la productividad mediante la definición del 

denominado Índice de Productividad de Malmquist (IPM). Distintas aproximaciones han sido 

propuestas a la hora de descomponer el índice de Malmquist. La más popular, y que se desarrolla en 

las siguientes páginas, es la descomposición del IPM de Färe, Grosskopf, Lindgren y Roos (1989 y 

1992) (FGLR) en cambio eficiencia6 y cambio técnica, así como la descomposición de Färe, 

Grosskopf, Norris y Zhang (1994) (FGNZ)7 del primer componente, cambio eficiencia, en cambio 

eficiencia técnica pura y cambio eficiencia escala. 

4.4.1.- El índice de productividad de Malmquist. 

Supóngase dos Unidades (A y B) que obtienen, en dos periodos diferentes y , un único Output 

 a partir de un único Input . Considérese, asimismo, que la frontera de mejor práctica definida 

bajo el supuesto de rendimientos constantes a escala no varía entre los periodos y , es decir, no 

t 1t +

y x

t 1t +
                                                                 
6 Hace referencia al concepto de eficiencia técnica (eficiencia técnica global). 
7 Ray y Desli (1997) proponen una descomposición alternativa a la de FGNZ al considerar como referencia una 
tecnología de RVE. Véase la réplica de FGNZ a este supuesto en Färe, Grosskopf y Norris (1997). Otras interesantes 
descomposiciones del índice de Malmquist son las de Bjurek (1994, 1996) y Grifell-Tatjé y Lovell (1999). Lovell (2001) 
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existe avance tecnológico8 entre ambos periodos. La frontera eficiente viene determinada, en el 

ejemplo, por la Unidad B. En la figura 4.2. se ilustra la situación descrita: 

 
Figura 4.2. Frontera eficiente periodos y  (no progreso tecnológico). t 1t +

La productividad9 puede definirse como la cantidad de producción obtenida por unidad de factores de 

producción usados para obtenerla (Parkin, 1995:66). 

Dado que se ha supuesto que la frontera eficiente no se desplaza entre el periodo y , la 

ganancia o pérdida de productividad de una Unidad será el resultado de la ganancia o pérdida de 

eficiencia técnica de dicha Unidad en el tiempo (Thanassoulis, 2001:178). Así, el cambio productivo 

( ) de las Unidades A y B entre el periodo y  vendrá dado por: 
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donde: 

  es la productividad de la Unidad A en el periodo . tA,P t

  es el valor del Output de la Unidad A en el periodo t. tA,y

                                                                                                                                                                                                                        
proporciona una más que exhaustiva revisión de las distintas alternativas de descomposiciones del índice de 
productividad de Malmquist. 
8 El avance o progreso tecnológico debe entenderse como “el desarrollo de nuevas y mejores formas de producir bienes y 
servicios” (Parkin, 1995:61). El progreso tecnológico se relaciona “con el conjunto de innovaciones y cambios en las 
técnicas que desplazan la frontera de producción obteniéndose, así, un Output mayor sin variar la cantidad de Inputs 
utilizados, o bien el mismo nivel de Output, utilizando menor cantidad de Inputs” (Martín, 2000:3). 
9 Ver diferencia entre eficiencia y productividad en el capítulo 1. 
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  es el valor del Input de la Unidad en el periodo t. tA,x

  indica la eficiencia técnica (global)tA,ET 10 de la Unidad A en el periodo t. 

Si , la Unidad que está siendo evaluada ha experimentado una mejora en su productividad, se 

encuentra más cerca de la frontera de mejor práctica en el periodo  de lo que lo estaba en el 

periodo  ( > ), como sucede con la Unidad A (Figura 4.2); lo contrario sucedería en el caso 

de obtener un ; mientras que si la Unidad no ha variado su posición relativa con respecto a la 

frontera se obtendrá que , lo que indicará que no se ha producido cambio productivo en dicha 

Unidad. 

1CP >

1t +

t 1tET + tET

1CP <

1CP =

Si en el contexto descrito anteriormente se permite el desplazamiento, hacia arriba o hacia abajo, de 

la frontera eficiente (Figura 4.3), lo que por otra parte resultaría en una situación más realista, debe 

tenerse en cuenta, además de la eficiencia técnica, otra fuente del cambio productivo, el cambio 

técnico. 

De nuevo, para una Unidad cualquiera, el cociente entre su eficiencia técnica en el periodo  y  

es una medida del cambio productivo experimentado (Thanassoulis, 2001:179). Sin embargo, ahora 

es posible realizar la evaluación de eficiencia tomando como referencia bien la tecnología del periodo 

, bien la del periodo . 

1t + t

t 1t +

 
Figura 4.3. Frontera eficiente periodos y  (progreso tecnológico) t 1t +

El cambio productivo de la Unidad A, representada en la Figura de arriba, tomando como referencia 

la tecnología del periodo  ( ) será: t t

                                                                

ACP

 
10 Recuérdese que la medida de eficiencia obtenida bajo el supuesto de RCE era una medida de eficiencia técnica global. 
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(4.2)ecuación        
cAcd
cAdc

=
E

E
=CP

t

1+t
t
A.t

t
1+tA,t

A
′′

 

donde: 

  es la eficiencia técnica de la Unidad A en el periodo  (subíndice) respecto a la frontera 

eficiente del mismo periodo (supraíndice). 

t
A.tE t

  es la eficiencia técnica de la Unidad A en el periodo  respecto a la frontera en . 

Ahora, como es el caso de la Unidad A representada en la Figura 4.3,  puede ser mayor 

que 1. 

t
1tA,E + 1t + t

t
1tA,E +

El índice recogido en la ecuación (4.2) es, precisamente, el índice de productividad de Malmquist 

Input orientado11 que, basado en la tecnología de referencia en t, definieron Caves, Christensen y 

Diewert (1982) en términos de funciones distancia12 (ver ecuación 4.3.). En su trabajo, Caves, 

Christensen y Diewert (1982) establecen determinadas condiciones, entre las que cabe mencionar:  

1. Especifican, para dos empresas k y l, una forma funcional del tipo translog, con términos de 

segundo orden constantes, para la tecnología de producción (Caves, Christensen y Diewert, 

1982:1394); 

2. Las empresas k y l pueden representar la misma empresa en dos periodos de tiempo diferentes 

o dos empresas diferentes tanto en el mismo periodo de tiempo como en diferentes periodos 

(Caves, Christensen y Diewert, 1982:1395).  

3. Consideran que las empresas operan sobre la frontera de producción (Caves, Christensen, 

Diewert, 1982:1395), no permitiendo, en consecuencia, ineficiencias técnicas. Por tanto, la 

distancia de una Unidad en un periodo t respecto a la frontera de dicho periodo es igual a la 

unidad, es decir,  y . De esta forma la única fuente del 

crecimiento de la productividad es el cambio tecnológico. 

1)y,(xD tt
t = 1)y,(xD 1t1t

1t =++
+

El índice de productividad de Malmquist Input orientado definido por Caves, Christensen y Diewert 

(1982) tomando como referencia la tecnología del periodo  ( ) puede escribirse de la 

siguiente forma: 

t t
CCDIPM

                                                                 
11 Caves, Chistiansen y Diewert (1982) consideran que hay, y desarrollan, “dos aproximaciones naturales a la medida de 
las diferencias en productividad. “Una aproximación trata las diferencias en productividad como diferencias en el 
máximo Output alcanzable dado un determinado nivel de Inputs. Esta aproximación conduce a los índices de 
productividad Output orientados. La aproximación alternativa trata las diferencias en productividad como diferencias en 
el mínimo requerimiento de Inputs dado un nivel de Outputs. Este punto de vista conduce a índices de productividad 
Input orientados” (Caves, Christensen y Diewert, 1982:1401). En Caves, Christensen y Swanson (1981) analizan la 
relación entre las medidas de productividad Input y Output orientadas. 
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(4.3)ecuación             
)y,(xD

)y,(xD
IPM

1t1t
t
I

tt
t
It

CCD
++

=  

donde: 

  representa la distancia Input de una Unidad en el periodo  respecto a la frontera 

eficiente en dicho periodo y determina la máxima reducción que debería llevarse a cabo en el 

nivel de Inputs de la Unidad en el periodo , dado el nivel de Outputs, para situar a ésta sobre 

la frontera eficiente definida en el periodo .  puede definirse como: 

)y,(xD tt
t
I t

t

t )y,(xD ttt
I

[ ]
[ ] 1

tt
t

t
t

tt
t

t
t

tt
t
I

)L(x)y,θ(x:θInf                 

)L(x)y,θx(:θSup )y,(xD
−

∈=

∈=
 

[ ]ttttt yproducir  puede x:)y,(x)L(x = )L(x t

                                                                                                                                                                                                                       

, es decir,  es el conjunto de posibilidades de 

producción. 

)y,(xD tt
t
I  puede tomar valores mayores o iguales a la unidad. Así, si en el periodo  la Unidad 

considerada es técnicamente eficiente, está situada sobre la frontera, , en tanto que 

si es técnicamente ineficiente entonces . 

t

1)y,(xD tt
t =

1)y,(xD tt
t
I >

 , de forma análoga a la anterior, representa la distancia Input de una Unidad en el 

periodo  respecto a la frontera eficiente del periodo , y mide el ajuste proporcional que 

debería realizarse sobre el vector de Inputs observado para la Unidad en el periodo , dado 

el nivel de Outputs, a fin de situar a dicha Unidad sobre la frontera eficiente del periodo . 

)y,(xD 1t1t
t
I ++

1t + t
1t +

t

Pero, a diferencia de lo que ocurre con , la función distancia  puede 

tomar valores inferiores a la unidad. 

)y,(xD tt
t
I )y,(xD 1t1tt ++

Si  entonces > , es decir, la reducción que hay que efectuar en el 

nivel de Inputs de una Unidad en el periodo t  para situarla sobre la frontera eficiente en  es mayor 

que el ajuste (reducción o expansión) que sería necesaria efectuar sobre los Inputs de esa misma 

Unidad en el periodo  para situarla sobre la frontera eficiente en , por tanto, se observa en la 

Unidad evaluada un incremento de productividad entre el periodo  y . La situación contraria 

1IPMt
CCD > )y,(xD tt

t
I )y,(xD 1t1t

t
I ++

t

1t + t

t 1t +

 
12 Shephard (1970). 
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sucedería en el caso de que , no produciéndose cambio productivo alguno cuando 

. 

1IPMt
CCD <

1IPMt
CCD =

4.4.2.-La descomposición de Färe, Grosskopf, Lindgren y Roos del índice de 

Malmquist. 

Si en lugar de definir el índice de productividad total de Malmquist Input orientado respecto a la 

tecnología del periodo  éste se define respecto a la tecnología del periodo  se tiene que: t 1t +

(4.4)ecuación           
)y,(xD

)y,(xD
IPM

1t1t
1t

I

tt
1t

I1t
CCD

++
+

+
+ =  

que en el caso de la Unidad A, véase figura 4.3., equivaldría a: 

(4.5)ecuación           
cAce
cAec

E
E

CP
t

1t
1t

A.t

1t
1tA,1t

A
+

+

+
++ ′′
==  

Teniendo en cuenta que la función distancia Input (u Output) es igual al recíproco de la medida de 

eficiencia técnica Input (u Output) de Farrell (Färe y Lovell, 1978; Grosskopf, 1993), se tiene 

que: [  y [ ; por tanto, a partir de la ecuación (4.2.) y (4.3.) se 

obtiene: 

] t
tA,

1
tt

t
I E)y,(xD =

− ] t
1tA,

1
1t1t

t
I E)y,(xD +

−
++ =

(4.6)ecuación           CP
cAcd
cAdc

E
E

)y,(xD

)y,(xD
IPM t

A
t

1t
t
A.t

t
1tA,

1t1t
t
I

tt
t
It

CCD =
′′

=== ++

++

 

Análogamente, a partir de las ecuaciones (2.33.) y (2.34.): 

(4.7)ecuación           CP
cAce
cAec

E
E

)y,(xD

)y,(xD
IPM 1t

A
t

1t
1t

A.t

1t
1tA,

1t1t
1t

I

tt
1t

I1t
CCD

++
+

+
+

++
+

+
+ =

′′
===  

Siguiendo a Quirós y Picazo (2001:86): “la elección de la tecnología de referencia puede convertirse 

en una cuestión relevante en función del periodo y el tipo de sector estudiado; cuando el periodo que 

se analiza es corto o se pretende investigar un sector con escaso cambio técnico, puede establecerse 

una tecnología fija como referencia para obtener el cambio productivo. Este puede ser, sin embargo, 

un supuesto inadecuado si se pretende estudiar un largo periodo de tiempo o el sector analizado se 

caracteriza por un rápido cambio productivo”. Para evitar la arbitrariedad en la elección de la 
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tecnología de referencia, Färe, Grosskopf, Lindgren y Roos (1989 y 1992) especifican un índice de 

productividad de Malmquist como media geométrica de los dos índices de productividad de 

Malmquist definidos por Caves, Christensen y Diewert (1982)  

El cambio productivo experimentado por una Unidad entre el periodo  y el periodo  medido 

por el índice de productividad total de Malmquist Input orientado puede obtenerse a partir de la 

expresión: 

t 1t +

[ ] (4.8)ecuación           IPMIPM)y,x;y,(xIPM
1/21t

CCD
t
CCDtt1t1tFGLR

+
++ =  

Sustituyendo (4.3.) y (4.4.) en la ecuación (4.8.) se tiene: 

(4.9)ecuación           
)y,(xD

)y,(xD

)y,(xD

)y,(xD
)y,x;y,(xIPM

1/2

1t1t
1t

I

tt
1t

I

1t1t
t
I

tt
t
I

tt1t1tFGLR ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

++
+

+

++
++  

Relacionando ésta expresión (4.9.) con la representación gráfica recogida en la figura 4.3. y las 

ecuaciones (4.6.) y (4.7.): 

(4.10)ecuación           
cAce
cAec

cAcd
cAdc

E
E

E
E

)y,x;y,(xIPM
1/2

t

1t

t

1t

1/2

1t
tA,

1t
1tA,

t
tA,

t
1tA,

tt1t1tFGLR ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ′′′′
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
= ++

+

+
++

++  

Siguiendo a Färe, Grosskopf, Lindgren y Roos (1989 y 1992), la ecuación (4.9.) puede rescribirse 

como: 

(4.11)ecuación           
)y,(xD

)y,(xD

)y,(xD

)y,(xD

)y,(xD

)y,(xD
)y,x;y,(xIPM

1/2

tt
t
I

tt
1t

I

1t1t
t
I

1t1t
1t

I

1t1t
1t

I

tt
t
I

tt1t1tFGLR ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

+

++

++
+

++
+++  

donde: 

 
)y,(xD

)y,(xD

1t1t
1t

I

tt
t
I

++
+

mide el cambio en la eficiencia técnica relativa entre los periodos y . 

Este componente captura los cambios en el tiempo (efecto catching-up) de la eficiencia 

relativa, es decir, si la Unidad se está acercando o se está alejando de la frontera eficiente. 

Esta variación en el nivel de eficiencia sería “resultado de la capacidad que tienen las 

empresas, en la gestión de su proceso productivo, para incorporar el progreso tecnológico” 

(Martín, 2000:3). 

t 1t +
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 la media geométrica de los dos índices que aparecen dentro de los corchetes de la expresión 

(4.11.), es decir, 
1/2

tt
t
I

tt
1t

I

1t1t
t
I

1t1t
1t

I

)y,(xD

)y,(xD

)y,(xD

)y,(xD

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⋅

+

++

++
+

, captura el cambio en la tecnología , 

desplazamiento de la frontera tecnológica, entre los dos periodos evaluados t y . El 

primero de los dos índices de esta expresión, 

1t +

)y,(xD

)y,(xD

1t1t
t
I

1t1t
1t

I

++

++
+

, mide el cambio en la tecnología 

(desplazamiento de la frontera) para la Unidad en ; mientras que el segundo índice, 1t +

)y,(xD

)y,(xD

tt
t
I

tt
1t

I
+

, mide el cambio en la tecnología (desplazamiento de la frontera) para esa misma 

Unidad en . Así, el cambio tecnológico es medido como la media geométrica de estos dos 

cambios (Färe, Grosskopf y Lovell, 1994:231; Färe, Grosskopf, Norris y Zhang, 1994:71). 

t

En consecuencia, el crecimiento en productividad entre dos periodos  y  es definido, según 

Färe, Grosskopf, Lindgren y Roos (1989 y 1992), como el producto del cambio en eficiencia técnica 

y el cambio tecnológico 

t 1t +

La expresión recogida en la ecuación (4.11.) puede también expresarse, haciendo referencia de nuevo 

a la figura 4.3, como: 

(4.12)ecuación                   
ce
cd

ec
dc  

cAcd
cAec

                                              

cAce
cAcd

cAec
cAdc

cAcd
cAec

                                             

E
E

E
E

E
E

)y,x;y,(xIPM

1/2

t

1t

1/2

t

t

1t

1t

t

1t

1/2

1t
tA,

t
tA,

1t
1tA,

t
1tA,

t
tA,

1t
1tA,

tt1t1tFGLR

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

′′
′′′′

=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′′
′′′′

=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

+

+

++

++
+

+
+
+

++

 

Relacionando las expresiones recogidas en (11) y (12) se tiene que: 

 El cambio en eficiencia técnica (CE), o catching-up, es:  

(4.13)ecuación      
cAcd
cAec

E
E

)y,(xD

)y,(xD

t

1t
t

tA,

1t
1tA,

1t1t
1t

I

tt
t
I +

+
+

++
+

′′
==  

 Si este índice toma una valor superior a la unidad indicará que la Unidad se ha acercado a la 

frontera tecnológica ( , es decir, ha mejorado su eficiencia técnica 

( ). Si el cambio en eficiencia técnica toma un valor inferior a la unidad significará 

)y,(xD)y,(xD tt
t
I1t1t

1t
I <++
+

t
tA,

1t
1tA, EE >+
+
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que se ha producido un alejamiento respeto de la frontera o, alternativamente, ha empeorado la 

eficiencia técnica de la Unidad. Un cambio eficiencia técnica igual a 1 revelará que la Unidad 

ha mantenido su posición relativa respecto a la frontera tecnológica. 

 El cambio tecnológico (CT) es: 

(4.14)ecuación      
ce
cd

ec
dc 

E
E

E
E

)y,(xD

)y,(xD

)y,(xD

)y,(xD 1/21/2

1t
tA,

t
tA,

1t
1tA,

t
1tA,

1/2

tt
t
I

tt
1t

I

1t1t
t
I

1t1t
1t

I

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

′′
′′

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
++

+

+
+

++

++
+

 

Un resultado mayor que 1 en este componente del índice de productividad indicará una mejora 

del cambio técnico (progreso técnico) que será considerado una evidencia de innovación (Färe, 

Grosskopf, Norris y Zhang, 1994:72). Un cambio tecnológico inferior a 1 significaría que la 

industria ha registrado pérdida de productividad o regreso técnico.  

Si para una Unidad se observa entre el periodo y  una mejora de productividad entonces el 

 será mayor que 1; en cambio, si dicha Unidad experimenta a lo largo del 

periodo una pérdida de productividad el  arrojará un resultado inferior a 1; 

y si no se produce cambio productivo el  será la unidad. No obstante, debe 

tenerse presente que, evidentemente, los componentes de este índice, cambio eficiencia técnica y 

cambio tecnológico, pueden evolucionar en direcciones opuestas, es decir, es posible que, al mismo 

tiempo, se produzca una mejora de la eficiencia técnica y regreso tecnológico. 

t 1t +

)y,x;y,(xIPM tt1t1tFGLR ++

)y,x;y,(xIPM tt1t1tFGLR ++

)y,x;y,(xIPM tt1t1tFGLR ++

Por tanto, si para Caves, Christensen y Diewert (1982) la única fuente de crecimiento de 

productividad era el cambio tecnológico, ahora, para Färe, Grosskopf, Lindgren y Roos (1989, 1992) 

y Färe, Grosskopf, Norris y Zhang (1994), el cambio productivo puede venir explicado por el efecto 

de dos componentes distintos: el cambio en eficiencia técnica (CE), o efecto catching-up, y el cambio 

técnico (CT). 

Obtención de las funciones distancia empleando DEA. 

Con la finalidad de determinar el índice de productividad total de Malmquist Input orientado, 

, es necesario calcular un total de cuatro funciones distancia Input (véase 

ecuación (4.11.)), que serán obtenidas mediante el modelo DEA-CCR en su forma envolvente, al 

suponer tecnología de rendimientos constantes a escala. Es conveniente recordar que, como se vio al 

estudiar las orientaciones DEA, la medida de eficiencia técnica Input orientada suponiendo una 

tecnología de rendimientos constantes a escala es igual al recíproco de la medida de eficiencia técnica 

Output orientada en relación a la misma caracterización de la tecnología de producción. Por tanto, las 

)y,x;y,(xIPM tt1t1tFGLR ++
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medidas de productividad de Malmquist Input y Output orientadas asignan valores recíprocos a los 

cambios en productividad y cambio técnico. Sin embargo, los componentes de la descomposición de 

los anteriores en cambio eficiencia técnica pura, cambio eficiencia escala y cambio tecnológico, en 

general, no tomarán valores recíprocos (Färe, Grosskopf y Lovell, 1994:235). 

Los problemas de programación lineal que, para cada Unidad analizada, deberán resolverse al objeto 

de obtener las funciones distancia Input implicadas en el  son: )y,x;y,(xIPM tt1t1tFGLR ++

1. , que es la medida de la eficiencia técnica de la Unidad evaluada, Unidad[ ] t
to,E=

−1
tt

t
I )y,(xD 0, 

calculada usando los datos observados para dicha Unidad en el periodo  (subíndice) en 

relación con la frontera tecnológica del periodo  (supraíndice). 

t

t

[ ]

0λ

   λXθX

YλY
:a Sujeto

θ   MinE)y,(xD

tt0,

t0,t

λθ,
t

to,
1

tt
t
I

≥

≥

≥

==
−

     (modelo 4.3) 

2. , eficiencia técnica de la Unidad[ ] 1t
1to,

1
1t1t

1t
I E)y,(xD +

+
−

++
+ = 0 que es calculada usando los datos 

observados para dicha Unidad en el periodo  en relación con la frontera eficiente en el 

periodo . 

1t +

1t +

[ ]

0

   λXθX

YλY
:a Sujeto

θ   MinE)y,(xD

1t1t0,

1t0,1t

λθ,
1t

1to,
1

1t1t
1t

I

≥λ

≥

≥

==

++

++

+
+

−
++

+

     (modelo 4.4) 

Para el cálculo de las últimas dos funciones distancias, modelos (4.5.) y (4.6.), se requiere 

información de los dos periodos,  y , puesto que se comparan los datos de un periodo con la t 1t +
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frontera eficiente del otro. Además, por esta razón, el valor óptimo de θ , , puede resultar ser 

mayor a la unidad. 

*θ

3. , eficiencia técnica de la Unidad[ ] t
1to,

1
1t1t

t
I E)y,(xD +

−
++ = 0 calculada a partir de los datos 

observados en el periodo  respecto a la frontera eficiente del periodo . 1t + t

[ ]

0λ

   λXθX

YλY
:a Sujeto

θ   MinE)y,(xD

t1t0,

1t0,t

λθ,
t

1to,
1

1t1t
t
I

≥

≥

≥

==

+

+

+
−

++

     (modelo 4.5) 

4. [ ] 1t
to,

1
tt

1t
I E)y,(xD +−+ =  eficiencia técnica de la Unidad0 calculada a partir de los datos observados 

en el periodo  respecto a la frontera eficiente del periodo . t 1t +

[ ]

0λ

   λXθX

YλY
:a Sujeto

θ   MinE)y,(xD

1tt0,

t0,1t
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1t
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1
tt
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I

≥

≥

≥
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+
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     (modelo 4.6) 

 

Aplicación 4.2. 

Para los concesionarios A-F se dispone de información relativa a dos periodos de tiempo. Los datos 

de las variables (inputs y outputs) se muestra en la tabla 4.3. 
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 Periodo t Periodo t+1 
 Inputs Outputs Inputs Outputs 
Concesionario x1 x2 y1 y2 x1 x2 y1 y2

A 6 8 12 16 8 8 14 20 
B 6 14 24 40 11 15 25 42 
C 14 12 10 25 14 12 8 30 
D 12 12 20 10 12 13 25 8 
E 12 18 30 18 11 18 40 22 
F 20 20 25 25 18 20 24 30 

Tabla 4.3. Valores observados concesionarios en los periodos t y t+1. 
 

Si se evalúa la productividad de los concesionarios (en el anexo A.II  puede consultarse el proceso a 

seguir utilizando Solver), los resultados son los siguientes:  

Concesionario Cambio eficiencia Cambio técnico
(CE) 

 Productividad 
(CT) (IPM) 

A 1,133 1,041 1,180 
B 1,000 0,748 0,748 
C 1,224 0,980 1,200 
D 0,890 1,296 1,154 
E 1,029 1,287 1,324 
F 0,893 1,109 0,991 

Tabla 4.4. Resultados de la evaluación de la productividad. 
Así, en el periodo considerado el concesionario A ha experimentado un incremento de productividad 

del 18% (el IPM=1,18) debido tanto a una mejora de la eficiencia (CE=1,133) como al progreso 

técnico (CT=1,041). 
 

4.4.3. Descomposición del índice de Malmquist al considerar rendimientos 

variables a escala: la propuesta de Färe, Grosskopf, Norris y Zhang. 

Hasta ahora se ha visto como, bajo el supuesto de rendimientos constantes a escala, el índice de 

productividad de Malmquist (véase las ecuaciones (4.11.) y (4.12.)), puede ser descompuesto en 

cambio eficiencia técnica y progreso técnico. No obstante, esta aproximación puede ser extendida al 

incorporar rendimientos variables en la tecnología (RVE)(véase figura 4.4.). El resultado de esta 

extensión es, siguiendo a Färe, Grosskopf y Lovell (1994:231-232) y Färe, Grosskopf, Norris y 

Zhang (1994:74-75), la descomposición del cambio eficiencia técnica en cambio eficiencia técnica 

pura, calculado en relación con la tecnología de rendimientos variables a escala) y un componente 
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residual que captura los cambios en la desviación entre la frontera tecnológica de rendimientos 

constantes y rendimientos variables a escala (cambio eficiencia escala). 

Tras la descomposición a la que se ha hecho referencia, el cambio eficiencia técnica puede expresarse 

como: 

(4.15)ecuación       

)y,(xD
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I
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I
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I
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=  

donde: 

 Cambio Eficiencia, Cambio eficiencia Técnica, (CE) es: CE=

RCE
1t1t

1t
I

RCE
tt

t
I

)y,(xD

)y,(xD

++
+

. La 

interpretación del cambio eficiencia técnica es idéntico al comentado anteriormente. Si  

se ha producido una ganancia de eficiencia, la Unidad evaluada se encuentra más cerca de la 

frontera tecnológica de rendimientos constantes en el periodo  de lo que lo estaba en el 

periodo anterior. Lo contrario sucedería si , no produciéndose cambio alguno en el 

supuesto de . 

1CE >

1t +

1CE <

1CE =

 Cambio eficiencia técnica pura (CETP)= 

RVE
1t1t

1t
I

RVE
tt

t
I

)y,(xD

)y,(xD

++
+

. Si  la Unidad evaluada 

ha conseguido una ganancia en su eficiencia técnica pura, es decir, ha conseguido acercarse en 

el periodo  a la frontera tecnológica de rendimientos variables a escala. 

1CETP >

1t +

 Cambio eficiencia escala (CEE) =  

)y,(xD

)y,(xD

)y,(xD

)y,(xD

RVE
1t1t

1t
I

RCE
1t1t

1t
I

RVE
tt

t
I

RCE
tt

t
I

++
+

++
+

. La eficiencia escala en cada periodo 

es el cociente entre el valor de la función distancia que satisface rendimientos constantes y el 

valor de la función distancia que satisface rendimientos variables. “El componente de cambio 

en eficiencia de escala es una medida de los cambios en la escala de operaciones en relación 
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al tamaño óptimo” (Quirós y Picazo, 2001:89). Por tanto, la obtención de un  

significará un acercamiento a la escala más productiva, es decir, para la Unidad evaluada, la 

distancia entre la frontera eficiente de rendimientos constantes a escala y la rendimientos 

variables se ha reducido en el periodo  respecto al periodo . 

1CEE >

1t + t

Sustituyendo la expresión (4.15.) en (4.11.), el índice de productividad total de Malmquist Input 

orientado de Färe, Grosskopf, Norris y Zhang (1994), , vendrá definido por: )y,x;y,(xIPM tt1t1tFGLR ++

1/2
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ID
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ecuación (4.16) 

es decir, 

( ) (4.17)ecuación      CTCEECETPCTCE)y,x;y,(xIPM tt1t1tFGNZ ==++  

produciéndose ganancias de productividad a lo largo del periodo considerado cuando  y 

pérdidas de productividad en el caso de , no observándose cambio productivo cuando 

. 

1IPMFGNZ >

1IPMFGNZ <

1IPMFGNZ =

Resumiendo lo comentado hasta el momento, puede decirse que son dos las fuentes principales de las 

ganancias o pérdidas de productividad de una Unidad: el cambio eficiencia técnica y el progreso 

tecnológico. Comparando ambos, si el cambio en eficiencia es mayor que el cambio técnico, el 

avance en productividad será debido en mayor medida a las mejoras en la eficiencia, sucediendo lo 

contrario en el caso en que el progreso técnico obtenido supere a aquella. A su vez, al descomponer 

el cambio eficiencia técnica puede determinarse qué componente, cambio eficiencia técnica pura o 

eficiencia escala, constituye fundamentalmente la fuente de avance o retroceso del mismo. 

Obsérvese que el componente progreso técnico (desplazamiento de la frontera) recogido en la 

expresión (4.11.) y (4.16.) es el mismo. En ambos casos se mide el desplazamiento de la frontera 

tecnológica de rendimientos constantes a escala (Thanassoulis, 2001:191). Färe, Grosskopf y Norris 

(1997) y Färe, Grosskopf y Russell (1998) justifican el empleo como referencia de una tecnología de 
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rendimientos constantes a escala en la obtención del componente cambio técnico en base a que se 

trata éste de un problema de largo plazo. 

En la figura 4.4. se ilustran 5 Unidades (A,B,C,D y E), que producen un único Output Y a partir de 

un único Input X, en dos periodos de diferentes periodos de tiempo  y . Asimismo, en esta 

figura se han representado, para ambos periodos, las fronteras eficientes, tanto bajo el supuesto de 

rendimientos constantes como variables a escala. 

t 1t +

 
Figura 4.4. Frontera eficiente periodo t y t+1 (RCE y RVE). 

Tomando como referencia, a modo de ejemplo, la Unidad A, ineficiente técnicamente en los dos 

periodos considerados. El cambio eficiencia técnica (CE) de la Unidad A en el periodo será la razón 

de la eficiencia técnica en el periodo  respecto al periodo , suponiendo una tecnología de 

producción caracterizada por rendimientos constantes. 

1t + t
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Recordando la relación de reciprocidad existente entre las funciones distancia y las medidas de 

eficiencia de Farrell: 

(4.20)ecuación        )y,(xD
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Si en el periodo  la Unidad A se encuentra más cerca de la frontera tecnológica de rendimientos 

constantes de lo que lo estaba en el periodo , entonces ; la obtención de un  indicará 

el alejamiento de la Unidad respecto de la frontera y, por tanto, un empeoramiento de la eficiencia 

técnica; no produciéndose ninguna variación en el nivel de eficiencia técnica, la Unidad en el periodo 

 y  se ha mantenido a la misma distancia de la frontera eficiente, cuando se alcanza un valor 

. 

1t +

t 1CE > 1CE <

t 1t +

1CE =

Como se vio en el capítulo 3, la eficiencia técnica (ETG) puede ser descompuesta en eficiencia 

técnica pura (ETP), medida de eficiencia obtenida suponiendo una tecnología de rendimientos 

variables a escala, y eficiencia escala (EE), medida resultado de comparar la frontera de rendimientos 

constantes con la de rendimientos variables. En el caso de la Unidad A, la eficiencia técnica pura y 

eficiencia escala en el periodo  y  vendrá dada por: t 1t +

1EE          
Af
gfETP

(4.21.)ecuación                                                              
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El cambio en eficiencia técnica pura (CETP) experimentado por la Unidad A a lo largo del periodo 

será el cociente entre la ETP en el periodo  y : 1t + t

(4.22.)ecuación        
fh

fA
Af
gf

fA
fh
Af
gf

ETP
ETP

CETP t

1t

t

1t

tA,

1tA,

+

++

′
′′

=
′

′′

==  

o equivalentemente,  
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De manera análoga, el cambio de la eficiencia escala se obtendrá como13: 

                                                                 
13 Recuérdese que la eficiencia escala en cada periodo es el cociente entre la función distancia que satisface rendimientos 
constantes y la función distancia que satisface rendimientos variables En el ejemplo que se está siguiendo, la Unidad A 

presenta eficiencia escala en el periodo  por lo que 1t +
gf

Af
)y,(xD)y,(xD 1t

RVE
1t

IRCE
1t

I 1t1t1t1t
′′

′
== +++

++++  
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(4.24.)ecuación        
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que en el caso particular de la Unidad A, dado que está no presenta ineficiencias de escala en el 

periodo , resultará en: 1t +

(4.25.)ecuación        
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A partir de (26) y (27) se comprueba que 
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Obtención de las funciones distancia empleando DEA. 

Una vez más, con la finalidad de determinar el índice de productividad total de Malmquist Input 

orientado expresado en la ecuación (4.16.) es necesario calcular dos nuevas funciones distancia Input: 

RVE
tt

t
I )y,(xD  y 

RVE
1t1t

1t
I )y,(xD ++
+ , que serán obtenidas mediante el modelo DEA-BCC, al suponer 

tecnología de rendimientos variables a escala. Los problemas de programación lineal que deberán 

resolverse al objeto de obtener las funciones distancia Input implicadas en el 

 son: )y,x;y,(xIPM tt1t1tFGLR ++

1. [ ] t
to,

1

RVE
tt

t
I ETP)y,(xD =

−
, que es la medida de eficiencia técnica pura de la Unidad0 calculada 

a partir de los datos observados en el periodo  respecto a la frontera eficiente de rendimientos 

variables a escala del periodo . 

t

t
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     modelo (4.7.) 

2. [ ] 1t
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+ =  que es la medida de eficiencia técnica pura de la Unidad0 

calculada a partir de los datos observados en el periodo  respecto a la frontera eficiente de 

rendimientos variables a escala del periodo . 
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     modelo (4.8.) 

La resolución de los modelos (4.7.) y (4.8.), que nuevamente debe efectuarse para cada una de las n 

Unidades analizadas, permitirá, junto con la solución de los modelos (4.3.) a (4.6.)., determinar el 

Índice de productividad de Malmquist para cada Unidad particular, así como descomponer éste en 

cambio eficiencia técnica, cambio eficiencia escala y cambio técnico. 

 

Aplicación 4.3. 

A partir de los datos de la aplicación 4.2. se ha obtenido el índice de Malmquist de acuerdo con la 

descomposición de Färe, Grosskopf, Norris y Zhang. En el anexo A.III se facilita el procedimiento 
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para obtener el IPM y sus componentes utilizando Solver. Los resultados para cada uno de los 6 

concesionarios son: 

Concesionario Progreso técnico 
(CT) 

Cambio eficiencia 
técnica pura (CETP) 

Cambio eficiencia 
escala (CEE) 

Cambio 
eficiencia 

Técnica (CE) 

Indice 
productividad 

A 1,041 1,000 1,133 1,133 1,180 
B 0,748 1,000 1,000 1,000 0,748 
C 0,980 1,091 1,122 1,224 1,200 
D 1,296 0,941 0,946 0,890 1,154 
E 1,287 1,000 1,029 1,029 1,324 
F 1,109 0,890 1,004 0,893 0,991 

Tabla 4.5. Resultados de la evaluación de la productividad. 
Tal y como se vio en la aplicación 4.2, el concesionario A presenta un incremento en productividad 

del 18%. En su momento se atribuyó el avance en productividad a la mejora en eficiencia 

(CE=1,133) y al progreso técnico (CT=1,041). Ahora puede observarse cómo el buen 

comportamiento de la eficiencia viene determinado por el efecto escala (CEE=1,133). 
 

4.5. OTROS MODELOS DEA. 

En los capítulos 2 y 3 se ha hecho referencia a los modelos DEA básicos: DEA-CCR y DEA-BCC. 

Dentro de ésta categorización de modelos básicos deberían ser incluidos los denominados modelos 

aditivos (Charnes, Cooper, Golany, Seiford y Stutz, 1985), que combinan las orientaciones Input y 

Output en un único modelo; y multiplicativos. que se obtienen al aplicar sobre los logaritmos de los 

valores originales el modelo aditivo (Charnes, Cooper, Seiford y Stutz, 1982; Charnes, Cooper, 

Seiford y Stutz, 1983). 

El modelo aditivo, considerando rendimientos variables a escala ( ), puede ser formulado como 

sigue: 

1λ1 =
r
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Como puede verse, la diferencia entre el modelo aditivo (4.9.) y el modelo DEA-BCC es que en el 

primero todas las ineficiencias son capturadas en las variables holguras, , es decir, en el 

modelo aditivo se omite la cantidad proporcional de ineficiencia dada por θ . 

-sy  s+

A partir del modelo propuesto por Charnes, Cooper y Rhodes (1978) la metodología DEA ha 

evolucionado enormemente14. La mayoría de estas mejoras han sido resultado de lagunas encontradas 

en los modelos a través de su aplicación empírica. Esta evolución en la metodología DEA ha 

permitido que, entre otras cuestiones, en los modelos: 

 Pueda relajarse la necesidad de que las variables sean medidas en una escala continua y se 

incorporen variables de tipo categórico (Banker y Morey, 1986a; Kamakura, 1988; Charnes, 

Rousseau y Semple, 1992; Rousseau y Semple, 1993; Charnes, Cooper, Lewin y Seiford, 

1994; Forsund, 2001). 

 Se pueden tener en cuenta variables del entorno (Fried, Schmidt y Yaisawarng, 1995) que 

pueden influir sobre la eficiencia y no pueden ser controladas15 

 En lugar de permitir que la DMU evaluada incorpore en su medida de eficiencia los pesos 

que le resultan más favorables (completa flexibilidad) es posible establecer restricciones en 

los mismos. En este sentido, varias son las aproximaciones disponibles para restringir los 

pesos: Así, entre otros, Dyson y Thanassoulis (1988) imponen límites superior e inferior a 

los multiplicadores; Wong y Beasley (1990), en lugar de establecer restricciones sobre los 

pesos inputy y/u output, introducen restricciones sobre los inputs y/u outputs virtuales; y 

Thompson, Singleton, Thrall y Smith (1986) y Thompson, Langemeier, Lee y Thrall (1990), 

en el modelo conocido como región de confianza16, construyen límites superiores e 

inferiores para los valores que pueden tomar los pesos (o multiplicadores)17. 

 La posibilidad de trabajar con un panel de datos (Charnes, Clark, Cooper y Golany, 1985), a 

lo que suele hacerse referencia como Análisis Ventana (Window Analysis), que permite 

estudiar el cambio de la eficiencia en el tiempo, cuando para una DMU se dispone de 

información en varios periodos de tiempo. 

                                                                 
14 A este respecto puede consultarse, por ejemplo, Pastor (2000). 
15 Existen distintos métodos para incorporar este tipo de variables en un análisis DEA. Para más detalles puede 
consultarse Banker y Morey (1986a); Bessent y Bessent (1980); Charnes, Cooper y Rhodes (1981). 
16 Modelo Assurance Region (AR). Pueden definirse modelos AR tipo I (ARI) o modelos AR tipo II (ARII), dependiendo 
de que las restricciones afecten únicamente a pesos input y/u output, en el caso del primero, o que las restricciones 
afecten simultáneamente a los pesos input y output, en el caso del segundo. 
17 Más detalles en Allen (1997) y Allen, Athanassopoulos, Dyson Thanassoulis (1997). Muy recomendable, por la 
claridad de exposición, la lectura de Thanassoulis (2001: capítulo 8). 
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ANEXO I.  
 

MODELO DEA-BCC INPUT ORIENTADO  
CON INPUTS NO DISCRECIONALES 

 
A.I.1. Modelo CCR-IO con inputs no controlables. 
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A.I.1. Resolución del modelo (4.2) bajo el supuesto de rendimientos constantes a 

escala  para el concesionario C con Solver de Excel. 

El modelo 4.2 corresponden a un modelo que supone rendimientos variables a escala. En la 

aplicación 4.1 se desea evaluar la eficiencia de los concesionarios suponiendo rendimientos 

constantes a escala, por lo que habrá que eliminar la restricción de convexidad del modelo 4.2. 

Para obtener la puntuación de eficiencia del concesionario C seguir los siguientes pasos: 

Paso 1. Los datos: Introducir en el rango A1:E7 (Figura AI.1) los valores Input y Output de los 6 

concesionarios. Esta información se encuentra disponible en la tabla 4.1.. 

 
Figura AI.1. Datos procedentes de la tabla 4.1. 

Paso 2. Escribir en la hoja Excel, y como se muestra en la Figura A.II.2, las fórmulas18 que permitan 

obtener el modelo DEA-CCR para el concesionario C. Recuérdese que el input x3 es no controlable 

(en rojo en la Figura A.II.2). 

                                                                 
18 A efectos de resolución con Solver: 

 321
+
1FEDCBA s=Sxnd1 ;s=Sxd2 ,s=Sxd1 ,s=Sy1 , λ=LF ,λ=LE ,λ=LD ,λ=LC ,λ=LB ,λ=LA ,θ=Thita
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Principales extensiones basadas en los modelos DEA básicos. 

 
Figura AI.2. Modelo CCR-IO con el input x3 no controlable. 

Paso 3. Definir el modelo en Solver y ejecutarlo, los resultados son: 

 
Figura AI.3. Resultados para el concesionario C. 

La puntuación de eficiencia del concesionario C considerando que el input x3 en no contrable es de 

0,3 o 30%. 
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Evaluación de la eficiencia mediante el análisis envolvente de datos. 
Introducción a los modelos básicos. 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ANEXO II.  
 

EL INDICE DE PRODUCTIVIDAD DE MALMQUIST: 
DESCOMPOSICIÓN DE FÄRE, GROSSKOPF, LINDGREN Y ROOS 
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Principales extensiones basadas en los modelos DEA básicos. 

La descomposición de Färe, Grosskopf, Lindgren y Roos del índice de productividad de Malmquist 

se ha definido como: 

1/2

1t
t0,

t
t0,

1t
1t0,

t
1t0,

t
t0,

1t
1t0,
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⎥
⎥
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⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⋅⋅= ++

+

+
+
+

++      (ecuación A.II.1) 

Para determinar el IPM es necesario calcular, para cada uno de los concesionarios disponibles, cuatro 

funciones distancias: 

[ ] t
t0,E=

−1
tt

t
I )y,(xD   ,    ,    ,   [ ] 1t

1t0,
1

1t1t
1t

I E)y,(xD +
+

−

++
+ = [ ] t

1t0,
1

1t1t
t
I E)y,(xD +

−

++ = [ ] 1t
t0,

1
tt

1t
I E)y,(xD +−+ =

A continuación se describe, para el concesionario A, cómo obtener las medidas para obtener el IPM a 

través de Solver. Con el resto de concesionarios se actuaría de forma análoga. 

Paso 1: Abrir un nuevo libro Excel e introducir, en cuatro hojas19 distintas, los datos de la tabla 4.3 

tal y como se refleja en la Figura A.II.1: 

 
Figura A.II.1. Datos de los concesionarios. 

Paso 2: Calcular [  ] =
−1t

I )y,(xD tt
t

tA,E .

Escribir en la hoja 1 de Excel, y como se muestra en la Figura A.II.2, las fórmulas20 que 

permitan obtener el modelo DEA-CCR tomando los datos del periodo t. 

                                                                 
19 Por defecto, los datos son introducidos en la hoja 1. Para cambiar de hoja, hacer clic en la pestaña situada en la parte 
inferior de la ventana y que indica, resaltada en negrita, el número de hoja activa. Si únicamente le apareciesen tres hojas 
activas, para insertar una nueva hoja: seleccionar Hoja de cálculo del menú Insertar. 
20 A efectos de resolución con Solver: 

 −−++ ==========θ= 2121FEDCBA sSx2 ,sSx1 ,sSy2 ,sSy1 , λLF ,λLE ,λLD ,λLC ,λLB ,λLA ,Thita
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Evaluación de la eficiencia mediante el análisis envolvente de datos. 
Introducción a los modelos básicos. 

 
Figura A.II.2. Modelo para obtener . t

tA,E

Definir el modelo en Solver y ejecutarlo, los resultados son: 

 
Figura A.II.3. Resultados para el concesionario A. 
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Principales extensiones basadas en los modelos DEA básicos. 

Paso 3: Calcular [ ] . 1t
1tA,

1
1t1t

1t
I E)y,(xD +

+

−

++
+ =

Escribir en la hoja 2 de Excel, y como se muestra en la Figura A.II.4, las fórmulas21 que 

permitan obtener el modelo DEA-CCR tomando los datos del periodo t+1. 

 
Figura A.II.4. Modelo para obtener . 1t

1tA,E +
+

Definir el modelo en Solver y ejecutarlo, los resultados son: 

                                                                 
21 A efectos de resolución con Solver: 

 −−++ ==========θ= 2121FEDCBA sSx2 ,sSx1 ,sSy2 ,sSy1 , λLF ,λLE ,λLD ,λLC ,λLB ,λLA ,Thita
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Evaluación de la eficiencia mediante el análisis envolvente de datos. 
Introducción a los modelos básicos. 

 
Figura A.II.5. Resultados para el concesionario A. 

Paso 4: Calcular [ ] . t
1tA,

1
1t1t

t
I E)y,(xD +

−

++ =

Escribir en la hoja 3 de Excel, y como se muestra en la Figura A.II.6, las fórmulas22 que 

permitan obtener el modelo DEA-CCR tomando los datos del periodo t+1. 

                                                                 
22 A efectos de resolución con Solver: 

 −−++ ==========θ= 2121FEDCBA sSx2 ,sSx1 ,sSy2 ,sSy1 , λLF ,λLE ,λLD ,λLC ,λLB ,λLA ,Thita
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Principales extensiones basadas en los modelos DEA básicos. 

 
Figura A.II.6. Modelo para obtener . t

1tA,E +

Definir el modelo en Solver y ejecutarlo, los resultados son: 

 
Figura A.II.7. Resultados para el concesionario A. 
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Evaluación de la eficiencia mediante el análisis envolvente de datos. 
Introducción a los modelos básicos. 

Paso 5: Calcular [ ] . 1t
tA,

1
tt

1t
I E)y,(xD +−+ =

Escribir en la hoja 4 de Excel, y como se muestra en la Figura A.II.8, las fórmulas23 que 

permitan obtener el modelo DEA-CCR tomando los datos del periodo t+1. 

 
Figura A.II.8. Modelo para obtener . 1t

tA,E +

Definir el modelo en Solver y ejecutarlo, los resultados son: 

                                                                 
23 A efectos de resolución con Solver: 

 −−++ ==========θ= 2121FEDCBA sSx2 ,sSx1 ,sSy2 ,sSy1 , λLF ,λLE ,λLD ,λLC ,λLB ,λLA ,Thita
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Principales extensiones basadas en los modelos DEA básicos. 

 
Figura A.II.9. Resultados para el concesionario A. 

Paso 6. Sustituir en la expresión de la ecuación (A.II.1) los resultados obtenidos en los pasos 

anteriores, que de forma resumida han sido: 

[ ] =)y,(xD 1
tt

t
I 875,0Et

tA, ≈   ;  [ ]  9916,0E)y,(xD 1t
1tA,

1
1t1t

1t
I ≈= +

+

−

++
+

 

[ ] 0208,1E)y,(xD t
1tA,

1
1t1t

t
I ≈= +

−

++   ;  [ ]  831,0E)y,(xD 1t
tA,

1
tt

1t
I ≈= +−+

Así pues, el índice de productividad de Malmquist será: 
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Evaluación de la eficiencia mediante el análisis envolvente de datos. 
Introducción a los modelos básicos. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ANEXO III.  
 

EL INDICE DE PRODUCTIVIDAD DE MALMQUIST: 
LA PROPUESTA DE FÄRE, GROSSKOPF, NORRIS Y ZHANG. 
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Principales extensiones basadas en los modelos DEA básicos. 

La descomposición de Färe, Grosskopf, Lindgren y Roos del índice de productividad de Malmquist 

se ha definido como: 

1/2
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                                                                                                                          (ecuación A.III.1) 

Para determinar el IPM es necesario calcular, para cada uno de los concesionarios disponibles, seis 

funciones distancias: 
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A continuación se describe, para el concesionario A, cómo obtener las medidas para obtener el IPM a 

través de Solver. Con el resto de concesionarios se actuaría de forma análoga. 

Paso 1: Abrir un nuevo libro Excel e introducir, en seis hojas24 distintas, los datos de la tabla 4.3 tal y 

como se refleja en la Figura A.II.1: 

 
Figura A.III.1. Datos de los concesionarios. 

Paso 2 a 5: Repetir los pasos 2 a 5 descritos en el Anexo II. 

Paso 6: Calcular [ ] t
tA,

1

RVE
tt

t
I ETP)y,(xD =

−
 

                                                                 
24 Por defecto, los datos son introducidos en la hoja 1. Para cambiar de hoja, hacer clic en la pestaña situada en la parte 
inferior de la ventana y que indica, resaltada en negrita, el número de hoja activa. Si únicamente le apareciesen tres hojas 
activas, para insertar una nueva hoja: seleccionar Hoja de cálculo del menú Insertar. 
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Evaluación de la eficiencia mediante el análisis envolvente de datos. 
Introducción a los modelos básicos. 

Escribir en la hoja 5 de Excel, y como se muestra en la Figura A.III.2, las fórmulas25 que 

permitan obtener el modelo DEA-BCC tomando los datos del periodo t. 

 
Figura A.III.2. Modelo para obtener . t

tA,ETP

Definir el modelo en Solver y ejecutarlo, los resultados son: 

                                                                 
25 A efectos de resolución con Solver: 

 −−++ ==========θ= 2121FEDCBA sSx2 ,sSx1 ,sSy2 ,sSy1 , λLF ,λLE ,λLD ,λLC ,λLB ,λLA ,Thita
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Principales extensiones basadas en los modelos DEA básicos. 

 
Figura A.III.3. Resultados para el concesionario A. 

Paso 7: Calcular [ ] 1t
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++
+ =  

Escribir en la hoja 6 de Excel, y como se muestra en la Figura A.III.4, las fórmulas26 que 

permitan obtener el modelo DEA-BCC tomando los datos del periodo t+1. 

                                                                 
26 A efectos de resolución con Solver: 

 −−++ ==========θ= 2121FEDCBA sSx2 ,sSx1 ,sSy2 ,sSy1 , λLF ,λLE ,λLD ,λLC ,λLB ,λLA ,Thita
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Evaluación de la eficiencia mediante el análisis envolvente de datos. 
Introducción a los modelos básicos. 

 
Figura A.III.4. Modelo para obtener . 1t

1tA,ETP +
+

Definir el modelo en Solver y ejecutarlo, los resultados son: 

 
Figura A.III.5. Resultados para el concesionario A. 
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Principales extensiones basadas en los modelos DEA básicos. 

Paso 8. Sustituir en la expresión de la ecuación (A.III.1) los resultados obtenidos en los pasos 

anteriores, que de forma resumida han sido: 
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Así pues, el índice de productividad de Malmquist será: 

1/2

1+t
tA,E

t
tA,E

1+t
1+tA,E

t
1+tA,E

1+t
1+tA,E

1+t
1+tA,ETP

t
tA,E

t
tA,ETP

t
tA,ETP

1+t
1+tA,ETP

=)ty,tx;1+ty,1+t(xFGNZIPM
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

 

=++ )y,x;y,(xIPM tt1t1tFGNZ 1,180 

donde: 

 Cambio eficiencia técnica pura (CETP): 1
1
1

ETP
ETP

t
tA,

1t
1tA, ==

+
+  

 Cambio eficiencia escala (CEE): 133,113325,1

9916,0
1
875,0
1

E
ETP

E
ETP

1t
1t,A

1t
1tA,

t
tA,

t
tA,

≈==

+
+

+
+

 

Por tanto, el cambio eficiencia (CE) es 1,133 (=CETP*CEE) 

 Cambio tecnológico (CT): 041,104113,1
831,0
875,0

9916,0
0208,1

E
E

E
E 2/11/2

1t
tA,

t
tA,

1t
1tA,

t
1tA, ≈=⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
++

+

+  

 

Vicente Coll y Olga Mª Blasco 
( vcoll@uv.es ; Olga.Blasco@uv.es ) 

175 



 

Evaluación de la eficiencia mediante el análisis envolvente de datos. 
Introducción a los modelos básicos. 
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