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CÓMO PRESENTAR Y USAR  LAS INCERTIDUMBRES
Error absoluto y relativo. Guarismos significativos.

1. (1 punto) Expresar correctamente cada una de las siguientes medidas e indicar su error relativo:

	3.14 ± 0.18 g
	47.8 ( 5.4 N/m
	834 ( 3    A
	0.00347 ± 0.0000034 C

	190.8 ± 25.7 m
	(43.0 ± 0.8)(10-27 J
	120 ( 2.5 (
	0.000426 ( 0.000072 pF

	5 ± 0.108 s
	8435.5 ( 0.1
	2.0 ± 4.0 barn
	3.267(103 ( 42 N/A

	125 ± 5 m/s
	237.3 ± 38.43 m/s2
	345.27 ± 3 cp
	3.21(1019 ( 2.67(1018 atm



Ordenad las medidas de menor a mayor precisión. 

2.  (1 punto) Redondear cada uno de los siguientes números a la exactitud que se indica

	48,6
	Unidades
	143,95
	Décimas

	136,5
	Unidades
	368
	Centenas

	2,484
	Centésimas
	24.448
	Unidades de millar

	0,0435
	Milésimas
	5,56500
	Centésimas

	4,50001
	Unidades
	5,56501
	Centésimas


Pag 7, Estadística, Murray R. Spiegel, Serie de Compendios Schaum, McGraw-Hill

3.  (1 punto) Convierta los porcentajes de error en incertidumbres absolutas y escriba el resultado en la forma usual redondeándolo: 542.3 m ( 4%; -65.9 m/s ( 8%; 
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4. (1 punto) Mi calculadora proporciona el resultado 6.1234, pero sé que tiene una incertidumbre relativa del 2%. ¿Cuál es el error absoluto y la forma correcta de expresar el resultado? Repetir el ejercicio para 1.1234 con un error relativo del 2%. Repetir para 9.1234.
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Discrepancia

5. (1 punto) Dos grupos de investigación descubren una nueva partícula elemental y cada grupo da como masa de la nueva partícula los siguientes valores:



Grupo A:
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Grupo B:
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Dibuje un esquema ilustrativo de ambos resultados. La cuestión estriba en saber si ambas masas corresponden a la misma partícula. En base a los resultados presentados, ¿qué cabe concluir? En particular, si suponemos que ambos valores son medidas de la misma masa, ¿cuál es la discrepancia?
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Comparación de valores medidos y aceptados

6. (1 puntos) Dos grupos de estudiantes miden la carga del electrón y obtienen los resultados siguientes:



Grupo A:
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Grupo B:
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¿Cuál es la discrepancia de cada grupo con el valor aceptado (con error despreciable) de  
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? ¿Qué resultado es mejor? Dibujar un gráfico esquemático.
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Comparación de dos numeros medidos

7. (2 punto) El tiempo que un carrusel tarda en dar una vuelta se mide anotando el instante inicial y parando el tiempo usando la segunda manilla de un reloj de pulsera y restando. Si el tiempo de inicio y final de medida tiene una incertidumbre de ( 1 segundo cada uno, ¿cuál es la incertidumbre en la medida del tiempo de una vuelta, obtenida mediante la regla provisional 
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8. (2 puntos) La aceleración de un carrito que desliza por un plano inclinado sin fricción con una pendiente de ángulo ( se espera que sea 
[image: image8.wmf]sin
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. Para comprobarlo, una estudiante mide la aceleración 
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 de un carrito en un plano inclinado para diferentes valores de (, y calcula las correspondientes aceleraciones esperadas, 
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, para cada ángulo obteniendo los resultados que se muestran en la tabla. Añadir una columna a la tabla que muestre la discrepancia 
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 y sus incertidumbres. ¿Confirman los resultados que 
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? Si la respuesta es negativa, ¿puede sugerir una razón para ello?
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Comprobación de relaciones con gráficas
9. (2 puntos) En un experimento para comprobar la conservación del momento angular, un estudiante obtiene para un sistema rotatorio los resultados siguientes:
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a) Añada una columna a la tabla para mostrar las diferencias 
[image: image39.wmf]LL
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 con su error, ¿Son los resultados consistentes con la conservación del momento angular?

b) Efectúe una representación gráfica del momento angular final frente al inicial. ¿Qué tipo de curva se espera que ajuste los resultados experimentales?
2.11, 2.14, Pag 37 y 38, An introduction to error analysis. The study of uncertainties in physical measurements, 
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10. (2 puntos) De acuerdo con la ley de los gases ideales, si el volumen de un gas se mantiene constante, la presión debe ser proporcional a la temperatura absoluta. Para comprobar esta proporcionalidad, un estudiante mide la presión de un gas a distintas temperaturas (siempre con el mismo volumen) y obtiene los resultados que se muestran en la tabla. Dibujar estos resultados en un gráfico de P frente a T , y decidir si se confirma la proporcionalidad esperada.
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	100
	0.36

	150
	0.46

	200
	0.71

	250
	0.83

	300
	1.04
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11. (2 punto) La tabla siguiente presenta la densidad del agua a diferentes temperaturas. Interpolando en dicha tabla hallar con su error la densidad del agua a 24.0 (C y a 26.0 (C, si la incertidumbre de estos valores es 0.1 (C. 

	Tabla  - Densidad del agua a distintas temperaturas

	 T (OC)
	( (g/cm3)
	
[image: image43.wmf]Densidad del agua en función de T
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	0
	0.999868
	

	5
	0.999992
	

	10
	0.999727
	

	15
	0.999126
	

	20
	0.998230
	

	25
	0.997071
	

	30
	0.995673
	


PROPAGACIÓN DE INCERTIDUMBRES

El criterio de 
[image: image44.wmf]en experimentos de recuento
12. (2 punto) Para medir la actividad de una muestra radiactiva, dos estudiantes miden las partículas alfa que emite. El estudiante A observa durante 3 minutos y cuenta 28 partículas, y el estudiante B observa durante 30 minutos y cuenta 310 partículas.

(a) ¿Qué respuesta debería dar el estudiante A para el valor medio emitido en 3 minutos con su incertidumbre?

(b) ¿Qué respuesta debería dar el estudiante B para el valor medio emitido en 30 minutos con su incertidumbre?

(c) ¿Cuáles son las incertidumbres relativas en las dos medidas? Comente el resultado.

3.1, Pag 79, An introduction to error analysis. The study of uncertainties in physical measurements, 
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13. (2 punto) Muchas de las ideas de análisis de errores tienen aplicaciones en muchos campos diferentes. Una de estas aplicaciones es especialmente cierta para la regla de la raíz cuadrada (3.2) para algunos experimentos, como ilustra el siguiente ejemplo. La media normal de incidencia de un cierto tipo de cáncer se ha establecido en 2 casos por 10000 personas al año. En una población  (20000 personas) que sufre una incidencia alta de este cáncer ha surgido la sospecha de si ello es debido a la cercanía de un vertedero químico. Para comprobar esta hipótesis, un reportero investiga los archivos de la ciudad de los últimos 4 años y encuentra 20 casos de este cáncer. El reportero calcula que el número de casos esperado es 16 y concluye que la incidencia observada es un 25 % mayor de lo esperado. ¿Está justificada la hipótesis que expone el reportero de que en dicha ciudad existe una tasa más alta de lo normal de incidencia de este tipo de cáncer?.
3.3, Pag 79, An introduction to error analysis. The study of uncertainties in physical measurements, 
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Sumas, restas, productos y cocientes

14. (1 punto) Usando las reglas provisionales de propagación de errores en sumas, restas, productos y cocientes (reglas (3.8) y (3.9)), calcula lo siguiente:

(a) (3.5(0.1)+(8.0(0.2)-(5.0(0.4)

(b) (3.5(0.1)((8.0(0.2)

(c) (8.0(0.2)/(5.0(0.4)

(d) (3.5(0.1)((8.0(0.2)/(5.0(0.4)
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15. (1 punto) Un estudiante hace las siguientes medidas:

 a = 5(1 cm,      b = 18(2 cm,     c =12(1 cm,

 t = 3.0 ( 0.5 s,                   m = 18(1 g

Usando las reglas provisionales de propagación de errores en sumas, restas, productos y cocientes (reglas (3.8) y (3.9)), calcula las siguientes cantidades con sus incertidumbres y el error relativo:

(a) a+b+c

(b) a+b-c

(c) ct

(d) mb/t

3.7, Pag 80, An introduction to error analysis. The study of uncertainties in physical measurements, 
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Dos casos especiales importantes
16. (2 punto) Al medir el diámetro de un disco circular, obtuve un valor de d = 6.0 ( 0.1 cm y use este valor para calcular la circunferencia c = (· d y el radio r = d/2. ¿Cuáles fueron mis resultados? (La regla 3.9 para “cantidad medida ( número exacto” se aplica a ambos cálculos. En particular, puedes escribir r como d · 1/2, donde el número ½ es, por supuesto, exacto). 

3.9, Pag 81, An introduction to error analysis. The study of uncertainties in physical measurements, 
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17. (2 punto) Se dispone de un pie de rey de una sensibilidad de (0.005 pulgadas. Se mide el espesor de un mazo de 52 cartas y resulta ser 0.59 pulgadas. A) ¿Cuál es el espesor de una carta (con su error)? B) Se desea mejorar el resultado midiendo varios mazos a la vez. Si se desea conocer el espesor de una carta con una incertidumbre de (0.00002 pulgadas, ¿cuántos mazos se han de medir a la vez?

3.10, Pag 81, An introduction to error analysis. The study of uncertainties in physical measurements, 
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18. (2 puntos) Con un buen cronómetro y práctica, se pueden medir a mano tiempos que van desde 1 s a varios minutos con una incertidumbre del orden de una décima de segundo. Supongamos que se desea obtener el periodo de un péndulo del que se conoce su valor aproximado T ( 0.5 s. Si se mide el tiempo de una oscilación, el error será del orden del 20%; pero si se mide el intervalo de tiempo de varias oscilaciones consecutivas, se puede reducir el error de forma significativa como muestra este ejercicio. A) Si se miden en total 5 oscilaciones y se obtiene el resultado 2.4 ( 0.1 s, ¿cuál es el periodo y su incertidumbre (absoluta y relativa)? B)  ¿cuál es el periodo y su incertidumbre (absoluta y relativa) si el resultado es 9.4 ( 0.1 s para 20 oscilaciones? C)  ¿Puede reducirse indefinidamente la incertidumbre del periodo midiendo más oscilaciones?  

3.11, Pag 81, An introduction to error analysis. The study of uncertainties in physical measurements, 
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19. (2 punto) Para calcular la velocidad de móvil se mide el tiempo que tarda en pasar entre dos marcas mediante un cronómetro que aprecia 0.01 s, obteniendo los siguientes resultados (en segundos): 1.02, 1.13, 0.95. Calcular el valor del tiempo con su error. Por si hiciesen falta se proporcionan las siguientes medidas (en segundos): 1.03, 1.12, 1.02, 0.96, 1.04, 1.12, 0.94, 1.15, 1.01, 0.94, 1.14, 0.97. 

Incertidumbres independientes en una suma

20. (2 punto) Calcula lo siguiente:

(a) (5.6 ( 0.7) +(3.70 ( 0.03)

(b) (5.6 ( 0.7) +(2.3 ( 0.1)

(c) (5.6 ( 0.7) +(4.1 ( 0.2)

(d) (5.6 ( 0.7) +(1.9 ( 0.3)

Para cada suma, considera los dos casos: las incertidumbres originales son independientes y aleatorias (errores sumados en cuadratura) y que no lo son (errores sumados directamente). Suponiendo que se necesitan las incertidumbres sólo con una cifra significativa, identifica los casos en los que la segunda de las incertidumbres originales puede ser completamente ignorada.
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Incertidumbres independientes
21. (3 punto) En un experimento sobre la conservación del momento angular, una estudiante necesita encontrar el momento angular L de un disco uniforme de masa M y radio R cuando gira con velocidad angular ( con respecto a su eje. La estudiante realiza las siguientes medidas: 
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. ¿Cuál es el valor del momento angular y su incertidumbre?
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22.  (3 puntos) En su famoso experimento sobre electrones, J.J. Thomson midió la razón carga-masa, 
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, donde 
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 es la carga del electrón y 
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 su masa. Una versión moderna de este experimento para laboratorios docentes mide 
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 acelerando electrones al someterlos a la acción de una campo eléctrico creado por una diferencia de potencial 
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 y después los desvía con la ayuda de un campo magnético. La razón carga-masa viene dada por la fórmula: 
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En esta ecuación, 
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 es la permeabilidad del vacío (sin error); N es el número de espiras de la bobina que genera el campo magnético; D es el diámetro de las espiras, V es la diferencia de potencial que acelera los electrones; d es el diámetro de la trayectoria curvada que sigue el electrón; I es la corriente que circula por las espiras. Un estudiante realiza las siguientes medidas: 
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A) Encontrar la razón carga masa y su error. 

B) Compárese el resultado con el valor aceptado 
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Funciones arbitrarias de una variable
23. (5 puntos) Un espectrómetro es un dispositivo para separar y medir diferentes longitudes de onda en un haz de luz. El espectrómetro desvía las diferentes longitudes de onda, (, a distintos ángulos, (. Si se conoce la relación entre ( y (, una medida precisa de ( permite determinar (. Se ha realizado una curva de calibrado como muestra la figura determinando los ángulos ( que se desvían unas longitudes de onda conocidas (. Un estudiante dirige un haz de luz de una lámpara de hidrógeno a través del espectrómetro y encuentra que la luz consiste en la superposición de tres longitudes de onda, es decir, observa tres haces estrechos (rojo, turquesa y violeta), que emergen a tres ángulos: 
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A) Usad la curva de calibrado para determinar las tres longitudes de onda correspondientes y su error

B) De acuerdo con la teoría estas longitudes de onda son 656, 486 y 434 nm. ¿Están de acuerdo los resultados obtenidos por el estudiante con los valores aceptados?

C) Supongamos ahora que el espectrómetro dispone de un nonius para medir los ángulos que aprecia (0.05(.  Suponiendo que los ángulos anteriores vienen afectados de este error, sin trazar nuevas líneas sobre el gráfico, usad las respuestas del apartado A) para hallar las nuevas incertidumbres de las longitudes de onda. Explicad claramente el procedimiento seguido. (Ayuda: la curva de calibrado es casi recta en la vecindad de cada medida)

D) Para obtener mejores resultados, se necesita aumentar en detalle la curva de calibrado como en el encarte de la figura en las cercanías del ángulo (2. Usad este gráfico para encontrar la longitud de onda correspondiente a un ángulo 
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 y comprobad que las predicciones del apartado C) eran correctas.
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24. (3 punto) (a) La medida de un ángulo resulta 
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Propagación de errores paso a paso

25. (4 punto) Un disco sobre una mesa neumática horizontal se halla sujeto a un muelle que le fuerza a oscilar en una única dirección hacia delante y hacia atrás. La energía total del sistema es 
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 la masa y 
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 la velocidad del disco, 
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 la constante elástica del muelle y 
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 la posición del disco medida a partir de la posición de equilibrio. Una estudiante realiza las siguientes medidas: 
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(a) ¿Cuál es la energía total del sistema? (b) Después mide el desplazamiento máximo del disco al final de la oscilación cuando 
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. ¿Cuál es su valor para la energía en el punto de máxima oscilación? (c) ¿Es coherente su resultado con  la conservación de la energía, que exige que ambas energías sean iguales?
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26. (5 punto) Repase el experimento de la sección 3.10, en la que un carrito desciende por un plano inclinado de pendiente θ. (a) Si las ruedas del carrito ruedan sin deslizar, la aceleración esperada es 
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, ¿cuál es la aceleración esperada y su incertidumbre. (b) Si se repite el experimento impulsando el carrito, los datos pueden calcularse y tabularse en la forma usual, como se ha hecho en la tabla siguiente. Usando la ecuación 
[image: image85.wmf]2

22

21

11

2

l

a

stt

æö

æö

=-

ç÷

ç÷

èø

èø
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 para los datos que se dan en la siguiente tabla. 
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¿Son los resultados consistentes con la constancia de 
[image: image105.wmf]a

 y con el valor esperado 
[image: image106.wmf]sin
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 del apartado (a)? ¿Valdría la pena dar un impulso al carrito mayor para comprobar la constancia de 
[image: image107.wmf]a

 a velocidades mayores? 
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Fórmula general de propagación de errores
27. (3 punto) La máquina de Atwood consiste en dos masas, M y m con 
[image: image108.wmf]Mm

>

, sujetas a los extremos de un hilo sin masa que se hace pasar por una polea sin peso y sin rozamiento. Cuando las masas se dejan libres, la aceleración del sistema es: 
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Los valores de las masas son 
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y 
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a) Hallad la expresión general de la incertidumbre de a en función de los errores de M y m.

b) Hallad la aceleración y su error, tomando 
[image: image112.wmf]-2

1000cms

g

=

sin error.
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28. (4 puntos) Si un objeto se sitúa a una distancia 
[image: image113.wmf]p

 de una lente y se forma una imagen a una distancia 
[image: image114.wmf]q

, la focal de la lente viene dada por:
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Hallad la expresión que proporciona el error de f. Hallar el valor de f y su error si 
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 y 
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ANÁLISIS ESTADÍSTICO DE INCERTIDUMBRES ALEATORIAS
La media y la desviación estándar

29. (2 punto) Un estudiante mide la aceleración de la gravedad, 
[image: image118.wmf]g

, cinco veces con los siguientes resultados (m/s2): 9.9, 9.6, 9.5, 9.7, 9.8. (a) Encontrar la media y la desviación estándar (como se define en la ecuación 4.9). Calcule ambas cantidades construyendo una tabla como la Tabla 4.2. (b) Compruebe el resultado usando las funciones al efecto que posee su calculadora. 
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La desviación estándar como la incertidumbre de una sola medida

30. (2 punto) Para calibrar un espectrómetro de prisma, un estudiante envía luz de 10 longitudes de onda, 
[image: image119.wmf]l

, a través del prisma y mide el ángulo de desviación, 
[image: image120.wmf]q

, de cada rayo. Usando estos resultados, efectúa una curva de calibrado como la de la Figura 3.8 que presenta 
[image: image121.wmf]l

 frente a 
[image: image122.wmf]q

. Para el primer valor de 
[image: image123.wmf]l

, mide el ángulo de desviación 
[image: image124.wmf]q

 seis veces y obtiene los siguientes resultados (en grados sexagesimales): 52.5, 52.3, 52.6, 52.5, 52.7, 52.4. Para cada uno de los restantes valores de 
[image: image125.wmf]l

, mide el correspondiente valor de 
[image: image126.wmf]q

 sólo una vez. ¿Qué valor a de tomar como incertidumbre en cada uno de estos nueve valores de 
[image: image127.wmf]q

?.
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La desviación estándar de la media

31. (4 punto) Este problema es un ejemplo de un experimento para el que el análisis de errores puede realizarse de dos maneras: propagando los errores estimados en las medidas originales o efectuando el análisis estadístico de las diferentes respuestas. Un estudiante desea medir g, la aceleración de la gravedad, usando un péndulo simple. Dado que el periodo de un péndulo simple es 
[image: image128.wmf]2
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siendo L la longitud del péndulo, puede encontrarse g como 
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. Para ello el estudiante toma los siguientes datos:

	Longitud L (cm)
	57.3
	61.1
	73.2
	83.7
	95.0

	Priodo T (s)
	1.521
	1.567
	1.718
	1.835
	1.952


a) Construid una tabla con los datos anteriores y añadid una columna con el valor de g que resulta para cada pareja de datos y calculad el valor medio de g
b) El error relativo de L es 0.3% y el de T 0.2%. Usad la fórmula de propagación de errores para encontrar los errores en los valores de g encontrados

c) Hallad la desviación estándar de los 5 valores de g encontrados en a) y comparadla con los errores hallados en b) para cada valor de g
d) Hallad la desviación estándar de la media de g.

e) Haced una representación gráfica de T2 frente a L. 
f) Comparad el resultado obtenido con el valor aceptado para g = 979.6 cm/s2 
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Errores sistemáticos

32. (5 punto) En algunos experimentos, los errores sistemáticos pueden originarse por no considerar efectos que no es (en la situación considerada) despreciable, por ejemplo, despreciar las perdidas de calor en un calorímetro mal aislado, o despreciar el rozamiento de un carrito mal lubricado. Aquí tenemos otro ejemplo: 

Un estudiante desea medir la aceleración de la gravedad g midiendo el tiempo de caída de una bola de madera (3-4 pulgadas) desde varias ventanas de un edificio de gran altura. Él asume que la resistencia del aire es despreciable y, por tanto, que la altura y el tiempo de caída están relacionada por 
[image: image130.wmf]2
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  . Usando una cinta métrica y un cronómetro digital toma los siguientes datos:

	Altura d (m)
	15.43
	17.37
	19.62
	21.68

	Tiempo t (s)
	1.804
	1.915
	2.043
	2.149


a) Construya una tabla con estos datos y añada una fila con la aceleración deducida correpondiente a cada pareja de datos, calculada como 
[image: image131.wmf]2
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b) Basado en estos datos, ¿cuál es el mejor estimador de 
[image: image132.wmf]g

 y su incertidumbre suponiendo que todos los errores son aleatorios? Mostrar que este valor es incompatible con el valor aceptado de g = 9.80 m/s2.

c) El estudiente repasa los cálculos y las medidas realizadas, y concluye (acertadamente) que debe haber algún error sistemático que sea la causa de la diferencia entre ambos valores de la aceleración de la gravedad, y deduce que muy posiblemente es la resistencia con el aire dicha causa. De al menos dos argumentos que avalen esta sugerencia. 

d) Sugiera un par de formas que reduzcan el efecto de este error sistemático.
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LA DISTRIBUCIÓN NORMAL O DE GAUSS
Hitogramas y distribuciones

33. (3 punto) Un estudiante mide el momento angular Li y Lf de un sistema en rotación antes y después de añadir una masa extra. Para comprobar la conservación del momento angular, el alumno calculó Li - Lf (esperando como resultado 0). Repitió la medida 50 veces y ordenó los resultados en cuadros como se muestra en la tabla siguiente, que los muestra (en unidades no especificadas), después de 5, 10 y 50 medidas.

Valores de Li - Lf

	
	
	
	
	
	bin
	
	
	
	

	Después de
	(-9, -7)
	(-7, -5)
	(-5, -3)
	(-3, -1)
	(-1, 1)
	(1, 3)
	(3, 5)
	(5, 7)
	(7, 9)

	5 medidas
	0
	1
	2
	0
	1
	0
	1
	0
	0

	10 medidas
	0
	3
	2
	2
	3
	1
	1
	0
	0

	50 medidas
	1
	3
	7
	8
	10
	9
	6
	4
	2


Dibuja un histograma de clases para cada uno de esos tres casos (cuidado al elegir las escalas de forma que el área de cada rectángulo sea la fracción de eventos en la correspondiente clase).
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34. (3 punto) Una estudiante hace 20 medidas del tiempo que tardan unos cojinetes en caer desde lo alto de un cilindro vertical de aceite. La estudiante ordena sus resultados in orden creciente y cuenta cuántas veces obtiene un valor diferente, como se muestra en la siguiente tabla (con el tiempo en décimas de segundo):

	t
	71
	72
	73
	74
	75
	76
	77
	78
	79
	80

	eventos
	2
	0
	3
	5
	4
	1
	3
	4
	0
	1


(a) Dibuja un histograma bin de estos resultados usando cuadros de anchura 1, empezando desde 70.5 (Nota: con bin de anchura 1, este histograma da esencialmente el mismo resultado que un histograma de barras).

(b) Vuelve a dibujar el histograma con una anchura de bin de 2, empezando de nuevo desde 70.5.

(c) Observe como la anchura de los bin en el apartado (b) proporciona un histograma más suavizado. Sin embargo, si los bin escogidos son demasiado grandes, se empieza a perder información. Para ilustrar esta pérdida, vuelva a dibujar el histograma con una anchura de bin de 10, comenzando por 70.5.
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Distribuciones límite
35. (3 punto) La distribución límite para los resultados en algunas medidas hipotéticas tiene la forma siguiente:
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(a) Usa la condición de normalización (5.13) para encontrar C en función de a.

(b) Dibuja la función del apartado (a). Describe con palabras la distribución de resultados gobernado por esta distribución.

(c) Usa las ecuaciones (5.15) y (5.16) para calcular el significado de la desviación estándar que puede obtenerse después de muchas medidas.
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La distribución normal

36. (2 punto) Dibuja el histograma correspondiente al tercer apartado del problema 5.3. El estudiante del problema decide que la distribución de sus resultados es consistente con la distribución de Gauss GX,( (x) centrada en X=0 con anchura (=3.4. Dibuja esta distribución en el mismo gráfico y compáralo con tu histograma. Lee los consejos del problema 5.11. Ten en cuenta que no tienes forma cuantitativa valorar el ajuste, todo lo que puedes hacer es ver si la función de Gauss parece ajustarse al histograma satisfactoriamente).
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La desviación estándar como el 68% de límite de coinfianza

37. (3 punto) Un estudiante mide una cantidad y muchas veces y calcula su media obteniendo 
[image: image134.wmf]y

= 23 y su desviación estándar (y=1. ¿Qué fracción de sus valores se puede esperar que se encuentren entre:

(a) 22 y 24?

(b) 22.5 y 23.5?

(c) 21 y 25?

(d) 21 y 23?

(e) 24 y 25?

(f) Finalmente, entre qué límites (equidistantes a ambos lados de la media) esperas que se encuentren el 50 % de los valores? La información necesaria para todos los apartados de esta cuestión están en la figura 5.13. En los Apéndices A y B se puede obtener información más detallada de estos tipos de probabilidades. 
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Justificación de la media como mejor estimador

38. (3 punto) Un estudiante mide  un intervalo de tiempo, t, 8 veces con los siguientes resultados (en décimas de segundo) 
	tk
	75
	76
	77
	78
	79
	80

	nk
	2
	3
	0
	0
	2
	1


a) Suponiendo que estos valores se distribuyen siguiendo muna distribución normal,  ¿cuál es la mejor estimación de t y su desviación estándar? 
b) Basándose en estos estimadores,  ¿cuál es la probabilidad de que una novena lectura sea 81 o mayor?
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Desviación estándar de la media
39. (3 punto) En la siguiente tabla se muestra un listado de 40 medidas t1, ......, t40 , del tiempo que tarda una piedra en caer desde una ventana al suelo (todas en centésimas de segundo).

	63
	58
	74
	78
	70
	74
	75
	82
	68
	69

	76
	62
	72
	88
	65
	81
	79
	77
	66
	76

	86
	72
	79
	77
	60
	70
	65
	69
	73
	77

	72
	79
	65
	66
	70
	74
	84
	76
	80
	69


(a) Calcula la desviación estándar (t para las 40 medidas.

(b) Calcula las medias 
[image: image135.wmf]10
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 de las cuatro medidas en cada una de las diez columnas. Puedes tomar los datos como resultado de 10 experimentos, en cada uno de los cuales se calcula la media de cuatro medidas. Dado el resultado del apartado (a), ¿cuál esperas que sea la desviación estándar de los diez valores medios 
[image: image136.wmf]10
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?
(c) Dibuja histogramas para las 40 medidas individuales t1, ......, t40 y para los diez valores medios 
[image: image137.wmf]10
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t

. (Usa la misma escala y tamaño de bin para ambos gráficos de forma que pueden ser comparados fácilmente. Los bin límite se pueden elegir de varias formas, quizá lo más simple sea tomar un límite como la media de las 40 medidas (72.90) y usar bin cuya anchura sea la desviación estándar de los diez valores medios 
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1

,.....

t

t

).

5.31, Pag 160, An introduction to error analysis. The study of uncertainties in physical measurements, 

2on edition John R. Taylor, University Science Books, Sausalito, California 1997

Aceptabilidad de una medida

40. (3 punto) Un estudiante mide la aceleración de la gravedad g, repetida y cuidadosamente y obtiene finalmente 9.5 m/s2 con una desviación estándar de 0.1. Si sus medidas responden a una distribución normal, centrada en el valor aceptado 9.8 y con una anchura de 0.1, ¿cuál será la probabilidad de que obtenga un valor que difiera de 9.8 tanto o más que la suya?. Suponiendo que no haya cometido errores reales, crees que su experimento ha sufrido de algún error sistemático indetectable?
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MEDIAS PONDERADAS

41. (2 punto) Se ha medido la longitud de onda de la la luz que emite un cierto átomo y se han obtenido los siguientes resultados:


[image: image139.wmf]50310 nm;4918 nm;52520 nm,57040 nm

±±±±


Hallar la media ponderada y su incertidumbre. ¿Sirve de algo incluir la última medida?

7.4, Pag 178, An introduction to error analysis. The study of uncertainties in physical measurements, 

2on edition John R. Taylor, University Science Books, Sausalito, California 1997

AJUSTES POR MÍNIMOS CUADRADOS

Cálculo de las constantes A y B
42. (3 punto) Un estudiante mide la velocidad de un disco en una pista de aire en la que el rozamiento puede considerarse nulo. Para ello, usa una fotografía estroboscópica que proporciona la posición del disco en cinco instantes a intervalos regulares de 2 s:

	x: tiempo t (s)
	-4
	-2
	0
	2
	4

	y:posición s (cm)
	13
	25
	34
	42
	56


a) Una manera de hallar v es calcular 
[image: image140.wmf]x

v

t

D

=

D

 para cada uno de los cuatro intervalos sucesivos de 2 s y promediar los resultados. Demostrar que este método proporciona 
[image: image141.wmf]51
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tt
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, lo que implica que no se consideran las tres medidas intermedias.

b) Un procedimiento más adecuado es ajustar los datos por mínimos cuadrados a la recta 
[image: image142.wmf]0

ssvt

=-

. Encontrar el nuevo valor de 
[image: image143.wmf]v

 y compárese el resultado con el del apartado a). 

c) Estimad la incertidumbre de las medidas de la posición y del valor de v encontrado en b)
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Incertidumbres en las medidas de y
43. (3 punto) Si se tiene una estimación razonable de las incertidumbres 
[image: image144.wmf]y

d

 en las medidas de 
[image: image145.wmf]y

, comparando esta estimación con 
[image: image146.wmf]y

s

 dada por (8.15), puede valorase si los datos confirma la relación lineal esperada 
[image: image147.wmf]yAxB

=+

. La cantidad 
[image: image148.wmf]y
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 es aproximadamente la distancia media que los puntos 
[image: image149.wmf](,)

ii

xy

 se separan de la línea de ajuste. Si 
[image: image150.wmf]y

s

 es aproximadamente del mismo orden que la incertidumbre esperada 
[image: image151.wmf]y

d

, los datos son consistentes con la relación lineal esperada; si 
[image: image152.wmf]y

s

 es mucho mayor que 
[image: image153.wmf]y

d

, hay razones para cuestionar la relación lineal. Este problema ilustra estas ideas. Un estudiante mide la velocidad de un disco en una pista de aire en la que el rozamiento puede considerarse nulo. Para ello, usa un fotografía estroboscópica que proporciona la posición del disco en cuatro instantes:

	x: tiempo t (s)
	-3
	-1
	1
	3

	y: posición s (cm)
	4.0
	7.5
	10.3
	12.0


a) Ajustar los datos por mínimos cuadrados a la recta 
[image: image154.wmf]0

ssvt

=+

. Encontrar 
[image: image155.wmf]0
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sv

 y estimad la incertidumbre de las medidas de la posición 
[image: image156.wmf]s

s

.

b) Imaginad que la fotografía es mala y que se sospecha que 
[image: image157.wmf]()1cm

s

s

»

.Compárese este valor con el hallado en el apartado a),  y coméntese si los datos son consistentes con la hipótesis de que la velocidad es constante. Efectúese una gráfica para confirmar las conclusiones

c) Supóngase ahora que 
[image: image158.wmf]()0.1cm

s
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»

 y coméntese si los datos son consistentes con la hipótesis de que la velocidad es constante. Sugiérase una explicación.
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Incertidumbres de las constantes A y B
44. (4 punto) Un estudiante mide la presión 
[image: image159.wmf]P

 de un gas a cinco temperaturas distintas 
[image: image160.wmf]T

, mintiendo el volumen constante. Los datos que ha obtenido son:

	x: presión P (mm de Hg)
	79
	82
	85
	88
	90

	y: temperatura T (°C)
	8
	17
	30
	37
	52


Estos datos parecen ajustar una línea recta de la forma 
[image: image161.wmf]yAxB

=+

, donde 
[image: image162.wmf]A

 es el cero absoluto de temperatura (cuyo valor aceptado es -273 °C). Encuentra la recta que mejor se ajusta a estos datos y estima el cero absoluto de temperatura y su error.
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Ajuste por mínimos cuadrados a otras curvas reducibles a rectas
45. (5 punto) La tasa a la que una muestra radiactiva se desintegra depende del tipo de átomos que la forman. Para estudiar esta ley de desintegración radiactiva, un estudiante coloca un contador cerca de una muestra radiactiva y anota el número de desintegraciones que registra el detector durante 15 segundos. Repite la medida 5 veces a intervalos de 10 minutos, obteniendo los siguientes resultados:

	x: tiempo transcurrido t (s)
	10
	20
	30
	40
	50

	y: cuentas registradas en 15 s 
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Si la muestra decae de forma exponencial ha de cumplirse: 
[image: image164.wmf]0

()

t

te

t

nn

-

=

, donde 
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 es la vida media (desconocida) de la muestra radiactiva y 
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 es otra constante también desconocida. Para hallar 
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, el estudiante tomo logaritmo en la expresión anterior y obtiene 
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, y hace un ajuste por mínimos cuadrados de los datos a esta última relación. ¿Cuál es el valor de 
[image: image169.wmf]t

 deducido?¿Cuántas desintegraciones habría registrado el contador en 
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LA DISTRIBUCIÓN DE POISSON

Definición de la distribución de Poisson
46. (4 punto) Se espera que una muestra radiactiva sufra tres desintegraciones por minuto. Un estudiante observa el número de desintegraciones 
[image: image171.wmf]n

 en 100 medidas consecutivas de 1 minuto de duración, con los resultados siguientes:

	Número de desintegraciones 
[image: image172.wmf]n


	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	Frecuencia de observación
	5
	19
	23
	21
	14
	12
	3
	2
	1
	0


(a) Efectúe un histograma de estos datos, representando 
[image: image173.wmf]()

f

n

 (la fracción de veces que ha aparecido cada resultado 
[image: image174.wmf]n

) frente a 
[image: image175.wmf]n

. (b) En el mismo histograma dibuje la distribución esperada 
[image: image176.wmf]3

()

P

n

. ¿A simple vista se ajustan los datos a la distribución esperada?
11.5, Pag 256, An introduction to error analysis. The study of uncertainties in physical measurements, 

2on edition John R. Taylor, University Science Books, Sausalito, California 1997

Propiedades de la distribución de Poisson
47. (4 punto) (a) ¿Cuál es la desviación estándar 
[image: image177.wmf]n

s

 (tras un gran número de ensayos) de la cuentas observadas 
[image: image178.wmf]n

 en un experimento de conteo en el que la media de cuentas es  
[image: image179.wmf]9

m

=

? (b) Calcule las probabilidades 
[image: image180.wmf]9

()

P

n

 de obtener 
[image: image181.wmf]n

 cuentas para 
[image: image182.wmf]7,8,,11

n

=

L

. (c) Halle la probabilidad de obtener un número de cuentas 
[image: image183.wmf]n

 que difiera de la media esperada más de una desviación estándar. (d) Si obtuviese un número de cuentas igual a 9, ¿sería ello causa de duda acerca de que la media esperada es realmente 9?

11.7, Pag 257, An introduction to error analysis. The study of uncertainties in physical measurements, 

2on edition John R. Taylor, University Science Books, Sausalito, California 1997

Aplicaciones de la distribución de Poisson
48. (4 punto) Un estudiante cuenta 400 desintegraciones de una muestra radiactiva midiendo durante 40 segundos. (a) ¿Cuál es el mejor estimador del número medio verdadero de desintegraciones cada 40 s y su incertidumbre? (b) ¿Cuál debe ser el resultado para la tasa de desintegraciones por segundo y su incertidumbre?

11.12, Pag 258, An introduction to error analysis. The study of uncertainties in physical measurements, 

2on edition John R. Taylor, University Science Books, Sausalito, California 1997

EL TEST CHI-CUADRADO PARA UNA DISTRIBUCIÓN

Introducción al Chi-cuadrado

49. (4 punto) El problema 4.13 presenta 30 medidas de un intervalo de tiempo 
[image: image184.wmf]t

, con media 
[image: image185.wmf]8.15 s

t

=

 y desviación estándar 
[image: image186.wmf]0.04 s

t

s

=

. Agrupe los valores de 
[image: image187.wmf]t

 en cuatro clases (bins) con los límites 
[image: image188.wmf]t

t

s

-

, 
[image: image189.wmf]t

 y 
[image: image190.wmf]t

t

s

+

, y cuente el número observado 
[image: image191.wmf]k

O

 en cada clase? Suponiendo que las medidas se distribuyen normalmente (es decir, siguiendo una distribución normal) con centro en 
[image: image192.wmf]t

 y con una anchura 
[image: image193.wmf]t

s

, encontrar el número esperado 
[image: image194.wmf]k

E

 en cada clase. Calcule 
[image: image195.wmf]2

c

. ¿Hay alguna razón para dudar de que las medidas se distribuyen normalmente?
12.2, Pag 279, An introduction to error analysis. The study of uncertainties in physical measurements, 

2on edition John R. Taylor, University Science Books, Sausalito, California 1997







6/17/

_1115189156.unknown

_1121696336.unknown

_1121841232.unknown

_1121927511.unknown

_1121959255.unknown

_1122015300.unknown

_1122038631.unknown

_1125484663.unknown

_1125484848.unknown

_1125677527.unknown

_1125730054.unknown

_1125676422.unknown

_1125677511.unknown

_1125676301.unknown

_1125484728.unknown

_1122039589.unknown

_1122039678.unknown

_1122039847.unknown

_1122040005.unknown

_1122040023.unknown

_1122039969.unknown

_1122039798.unknown

_1122039745.unknown

_1122039788.unknown

_1122039635.unknown

_1122038752.unknown

_1122039559.unknown

_1122038656.unknown

_1122015400.unknown

_1122038389.unknown

_1122038630.unknown

_1122015449.unknown

_1122015324.unknown

_1121959510.unknown

_1122014747.unknown

_1122014909.unknown

_1121959358.unknown

_1121959196.unknown

_1121959247.unknown

_1121959160.unknown

_1121926489.unknown

_1121926779.unknown

_1121926803.unknown

_1121926505.unknown

_1121841376.unknown

_1121841438.unknown

_1121841268.unknown

_1121770519.unknown

_1121780705.unknown

_1121840688.unknown

_1121841203.unknown

_1121782618.unknown

_1121779941.unknown

_1121780011.unknown

_1121770529.unknown

_1121696419.unknown

_1121769654.unknown

_1121770457.unknown

_1121696428.unknown

_1121696379.unknown

_1121696395.unknown

_1121696359.unknown

_1121672734.unknown

_1121695550.unknown

_1121696142.unknown

_1121696246.unknown

_1121696318.unknown

_1121696272.unknown

_1121696192.unknown

_1121696094.unknown

_1121696111.unknown

_1121695668.unknown

_1121696037.unknown

_1121695900.unknown

_1121695631.unknown

_1121673212.unknown

_1121695203.unknown

_1121695535.unknown

_1121695152.unknown

_1121672973.unknown

_1121673182.unknown

_1121672794.unknown

_1121357027.unknown

_1121357260.unknown

_1121672679.unknown

_1121672706.unknown

_1121672635.unknown

_1121357085.unknown

_1121357109.unknown

_1121357061.unknown

_1121356839.unknown

_1121356959.unknown

_1121356978.unknown

_1121356900.unknown

_1115275114.unknown

_1119086322.unknown

_1120583326.unknown

_1120891840.unknown

_1119780174.unknown

_1119086293.unknown

_1115189299.unknown

_1115275090.unknown

_1115189171.unknown

_1115049007.unknown

_1115188987.unknown

_1115189098.unknown

_1115189126.unknown

_1115189141.unknown

_1115189113.unknown

_1115189020.unknown

_1115189064.unknown

_1115189076.unknown

_1115189048.unknown

_1115189002.unknown

_1115185009.unknown

_1115188099.unknown

_1115188146.unknown

_1115185056.unknown

_1115104203.unknown

_1115104236.unknown

_1115184432.unknown

_1115104222.unknown

_1115104186.unknown

_1096355722.unknown

_1114787794.unknown

_1114788053.unknown

_1115017589.unknown

_1115017610.unknown

_1115017639.unknown

_1115017603.unknown

_1114788123.unknown

_1114788443.unknown

_1115017574.unknown

_1114788162.unknown

_1114788103.unknown

_1114787843.unknown

_1114788010.unknown

_1114788038.unknown

_1114787836.unknown

_1096957989.unknown

_1096958636.unknown

_1114434817.unknown

_1114591576.unknown

_1096958736.unknown

_1096958821.unknown

_1096959097.unknown

_1096958667.unknown

_1096958259.unknown

_1096958297.unknown

_1096958095.unknown

_1096379481.unknown

_1096381955.unknown

_1096358749.unknown

_1093876109.unknown

_1093876220.unknown

_1093876847.unknown

_1093876875.unknown

_1093876807.unknown

_1093876177.unknown

_1093876193.unknown

_1093876121.unknown

_1093875980.unknown

_1093875997.unknown

_1093876107.unknown

_1093876108.unknown

_1093876106.unknown

_1093875981.unknown

_1088868792.xls
Gráfico1

		0		0

		5		5

		10		10

		15		15

		20		20

		25		25

		30		30



r (g/cm3)

r (g/cm3)

T (°C)

r (g/cm3)

Densidad del agua en función de T

0.999868

0.999868

0.999992

0.999992

0.999727

0.999727

0.999126

0.999126

0.99823

0.99823

0.997071

0.997071

0.995673

0.995673



Modelo

		Ajuste de la balanza								Cero de la balanza:				0.0000		g/cm2

		Acetona										Etanol

		Densidad:		r=		0.792		g/cm2				Densidad:		r=		0.791		g/cm2

		Densidad:		r=		0.7906		g/cm2				Densidad:		r=		0.8400		g/cm2

				r=		0.7890		g/cm2						r=		0.8567		g/cm2

				r=		0.7900		g/cm2						r=		0.8570		g/cm2

				r=		0.7890		g/cm2						r=		0.8576		g/cm2

				r=		0.7908		g/cm2						r=		0.8570		g/cm2

		Densidad media		r=		0.7899		g/cm2				Densidad media:		r=		0.8537		g/cm2

		Sensibilidad				0.0050		g/cm2				Sensibilidad				0.0050		g/cm2

		Error de dispersion				0.0004		g/cm2				Error de dispersion				0.0044		g/cm2

				e(r)=		0.0050		g/cm2						e(r)=		0.0050		g/cm2

		Viscosidad

				Temperatura del agua T=		20.5		grados C				h y r del agua en función de T						h  en función de T

				e(T)=		0.5		grados C										Etanol		Acetona

												T (grados C)		r (g/cm3)		h (cp)		h (cp)		h (cp)

		Viscosidad del agua		h=		0.9908		cp				0		0.999868		1.7865		1.773		0.399

				e(h)=		0.0111		cp				5		0.999992		1.5138		1.620		0.378

		Densidad del agua		r=		0.998114		g/cm2				10		0.999727		1.3037		1.466		0.358

				e(r)=		0.000116		g/cm2				15		0.999126		1.1369		1.333		0.337

												20		0.998230		1.0019		1.200		0.327

		Tiempos de tránsito  t (segundos)										25		0.997071		0.8909		1.102		0.316

		Agua		Acetona				Etanol				30		0.995673		0.7982		1.003		0.295

		31.78		17.94				77.35				40				0.6540		0.834		0.280

		30.81		17.75				78.32				50				0.5477

		30.91		17.56				75.57				60				0.4674

		31.34		17.09				75.09

		31.30		17.18				74.03

		30.65		16.97				77.53

		30.53		17.50				75.60

		31.05		17.43				76.21		Valor medio

		0.31		0.24				1.07		Error de dispersión

		0.01		0.01				0.01		Error del cronómetro

		0.31		0.24				1.07		Error

				Etanol		1.190		cp				Acetona		0.325		cp

		h=		2.080		cp				h=		0.440		cp

		e(h)=		0.009		cp				e(h)=		0.045		cp
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