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1. Axioma de extensibilidad: Dos conjuntos X e Y son
iguales (lo cual se denotara como X = Y) unicamente si
tienen los mismos elementos.

2. Axioma de pares: Dados cualesquiera conjuntos x e y
existe otro conjunto, representado por {x, y}, cuyos
elementos son Unicamente x e .

3. Axioma de la union: Dada cualquier coleccion {C;};c; de
conjuntos, existe un conjunto, representado por UC,- y

iel
llamado unién de {C;}c, que contiene todos los
elementos de cada conjunto C; para todo i € .

4. Axioma del conjunto potencia: Para cualquier conjunto
X existe otro, que denotaremos P(X), que contiene todos
los subconjuntos de X.
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conjunto X y una funcién f definida sobre X, existe el
conjunto {f(t) : te X}.

7. Axioma de infinitud: Existe un conjunto X talque ) € X'y
tal que si y € X entonces y U {y} € X (en otras palabras,
existe un conjunto inductivo).

8. Axioma de regularidad: Para todo conjunto no vacio X
existe un conjunto Y € X talque XN'Y = 0.

9. Axioma de eleccidn: Si tenemos una funcién f definida
en X, de tal forma que f(x) # () para todo x € X entonces
existe una g definida en X tal que g(x) € f(x) para todo
x € X.
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¢ Existe una medida que extienda la medida de Lebesgue en
P(R)?

o Vitali demostré que no existe una medida asi que sea
invariante por traslaciones.

e Banach y Kuratowski demostraron que la Hipétesis del
Continuo responde negativamente a la pregunta.

e Solovay demostrd que “no se puede demostrar que no se
pueda demostrar que la respuesta sea negativa.”
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AXIOMA

Existe una medida \ definida sobre todos los subconjuntos de
R que coincide con la medida de Lebesgue en los conjuntos de
la o—algebra de Lebesgue.

TEOREMA

Si el axioma es cierto, entonces existe un conjunto D C R? tal
que D ¢ o%(R) = P(R) ® P(R).
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DEMOSTRACION.
Sea < un buen orden de R. Denotamos

I(x)={yeR : y=<x}

Hay dos opciones:
e Si A\(/<(x)) = 0 para todo x € R, tomaremos X = R.

o Si existe un xp con A(/<(xo)) > 0, entonces tomamos
X = I4(x) con x =mins{y € R : A(/<(y)) > 0}.
En cualquier caso, sea D = {(x,y) € X2 : y < x}.
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Di={yeX:(x,y)eDt={yeX : :y=<x}=Ix)

(Dy) = 0.

Por otro lado,

DY={xeX:(x,y)eD}={xeX:y=<x}=X\IYy).

(DY) = MX\ (y)) > 0.

Grupo 1 MIDIENDO CONJUNTOS NO MEDIBLES



EXTENSION DE MEDIDAS

EXTENSION DE MEDIDAS

DEMOSTRACION.

Supongamos que D € o2(R).

Grupo 1 MIDIENDO CONJUNTOS NO MEDIBLES



EXTENSION DE MEDIDAS

EXTENSION DE MEDIDAS

DEMOSTRACION.

Supongamos que D € o2(R). Por el teorema de Fubini:

)\®)\(D):/

N(Dy)dA(x) = / X(D¥)dA(y)
R

R

Grupo 1 MIDIENDO CONJUNTOS NO MEDIBLES



EXTENSION DE MEDIDAS

EXTENSION DE MEDIDAS

DEMOSTRACION.

Supongamos que D € o2(R). Por el teorema de Fubini:

)\®)\(D):/

N(Dy)dA(x) = / X(D¥)dA(y)
R

R

Por un lado tenemos,

/ N(Dy)dX(x) = / 0dX(x) = 0
R R

Grupo 1 MIDIENDO CONJUNTOS NO MEDIBLES



EXTENSION DE MEDIDAS

EXTENSION DE MEDIDAS

DEMOSTRACION.

Supongamos que D € o2(R). Por el teorema de Fubini:

)\®)\(D):/

N(Dy)dA(x) = / X(D¥)dA(y)
R

R

Por un lado tenemos,

/ N(Dy)dX(x) = / 0dX(x) = 0
R R

y por el otro

/R)\(Dy)d)\(y):/)\(Dy)d)\(y) > 0.
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¢ Todos los espacios de Banach de la cardinalidad del continuo
son isométricos (o al menos isomorfos) a subespacios del
espacio cociente I, /cy?
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LEMA

Sif: X — Y es una funcion, entonces la funcion
fxf:XxX—YxY,dada por

(f x )(x1, x2) = (f(x1), f(x2)),

es a?(X) — o?(Y)— medible.
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LEMA

Sif: X — Y es una funcion, entonces la funcion
fxf:XxX—YxY,dada por

(f x )(x1, x2) = (f(x1), f(x2)),

es a?(X) — o?(Y)— medible.

DEMOSTRACION.
Se sigue del hecho de que

(f x )" "(Ax B) = f~1(A) x F1(B).
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Se tiene que el conjunto {(a,b) € R? : a < b} € o2(R).

DEMOSTRACION.

Podemos escribir nuestro conjunto {(a, b) € R? : a < b} como
la siguiente unién de rectangulos:

{(ab)eR? : a<by= ] hxh,
l1,lbCR

donde /i, b C R son intervalos de extremos racionales que
verifican max(/y) < min(k). O
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LEMA

SiAC R, entonces A' .= {(a,a) : ac A} € 0?(R).

DEMOSTRACION.
La idea consiste en demostrarlo por doble contencién, tratando
de ver

A= UJANK) x (An k),
k=1

donde ..., I, son intervalos con extremos racionales tales
que hubU...l, =R,
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LEMA

SiAC R, entonces A' := {(a,a) : ac A} € 0?(R).

DEMOSTRACION.

Si escribimos el intervalos Ik = (pk, gk) siendo px, gk € Q
tenemos que la parte derecha se convierte en

B:= ﬂU (AN ) x (AN k) = ﬂU{(aa) Pk < a< Q-

k=1

Ol
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AXIOMA (AFIRMACION DE LA PREGUNTA 2)

Todos los subconjuntos de R? estan en la c—algebra generada
por todos los conjuntos de la forma A x B, donde A y B son
conjuntos arbitrarios de R.
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AXIOMA (AFIRMACION DE LA PREGUNTA 2)

Todos los subconjuntos de R? estan en la c—algebra generada
por todos los conjuntos de la forma A x B, donde A y B son
conjuntos arbitrarios de R.

TEOREMA

Si el axioma anterior es falso, entonces existe un espacio de
Banach de la cardinalidad del continuo que no es isométrico a
ningun subespacio de I,/ cy.
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Como vamos a trabajar en el espacio cociente I, /cy debemos
considerar la norma dada por

X[ e /e = I1X + Colline /oo := INF{lIX + ¥ll1, : ¥ € Co}s

siendo x un representante de la clase x € I, /¢p.
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Como vamos a trabajar en el espacio cociente I, /cy debemos
considerar la norma dada por

X[ e /e = I1X + Colline /oo := INF{lIX + ¥ll1, : ¥ € Co}s

siendo x un representante de la clase x € I, /¢p.

Un resultado fundamental para la demostracién sera la
equivalencia de

n—-o00

limsup |x,| = inf {sug |Xn 4+ Yn| © Yn — O} = X1 /y-
ne
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Supongamos que existe un conjunto E C R? que no pertenece
ala o—algebra o(R).
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siendo
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ala o—algebra o?(R). Podemos escribir nuestro conjunto £ de
la siguiente manera

E=E UEUE;
siendo

Ey ={(a,b) € E : a< b},
E>={(ab) € E : a= b},
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Supongamos que existe un conjunto E C R? que no pertenece
ala o—algebra o?(R). Podemos escribir nuestro conjunto £ de
la siguiente manera

E=E UEUE;

siendo
Ei ={(a,b) € E : a< b},
E; ={(a,b) € E : a= b},
Es={(a,b) € E : a> b}.
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Existe un espacio de Banach Xg de cardinalidad del continuo y vectores
{es : a € R} de X unitarios tales que para todo a < b se verifican
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Existe un espacio de Banach Xg de cardinalidad del continuo y vectores
{es : a € R} de X unitarios tales que para todo a < b se verifican

1. ||ea+ ep|| =2 si(a,b) € E.
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Existe un espacio de Banach Xg de cardinalidad del continuo y vectores
{es : a € R} de X unitarios tales que para todo a < b se verifican

1. |lea+en|| =2si(a,b) € E.
2. |leat+ep||=1si(ab) €E.

Grupo 1 MIDIENDO CONJUNTOS NO MEDIBLES



Espacios DE BANACH UNIVERSALES

ESPACIOS DE BANACH UNIVERSALES

LEMA

Existe un espacio de Banach Xg de cardinalidad del continuo y vectores
{es : a € R} de X unitarios tales que para todo a < b se verifican

1. |lea+en|| =2si(a,b) € E.
2. |leat+ep||=1si(ab) €E.

DEMOSTRACION.

Dada una funcién f : R — R definiremos
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LEMA

Existe un espacio de Banach Xg de cardinalidad del continuo y vectores
{es : a € R} de X unitarios tales que para todo a < b se verifican

1. |lea+en|| =2si(a,b) € E.
2. |leat+ep||=1si(ab) €E.

DEMOSTRACION.

Dada una funcién f : R — R definiremos
Iflc = sup{lf(a)l : aeR},
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LEMA

Existe un espacio de Banach Xg de cardinalidad del continuo y vectores
{es : a € R} de X unitarios tales que para todo a < b se verifican

1. |lea+en|| =2si(a,b) € E.
2. |leat+ep||=1si(ab) €E.

DEMOSTRACION.

Dada una funcién f : R — R definiremos

[fllc = sup{|f(a)] : acR},
Iflle = sup{|f(a) +£(b)| : (ab) < E},
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LEMA

Existe un espacio de Banach Xg de cardinalidad del continuo y vectores
{es : a € R} de X unitarios tales que para todo a < b se verifican

1. |lea+en|| =2si(a,b) € E.
2. |leat+ep||=1si(ab) €E.

DEMOSTRACION.

Dada una funcién f : R — R definiremos

[fllc = sup{|f(a)] : acR},
[fle = sup{|f(a) +f(b)| : (ab) < E},
Il = max{|[flle, Iflle},
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LEMA

(Levr, ...
{eas :

Existe un espacio de Banach Xg de cardinalidad del continuo y vectores

a € R} de X unitarios tales que para todo a < b se verifican
1. |lea+en|| =2si(a,b) € E.

2. |leat+ep||=1si(ab) €E.

Dada una funcién f : R — R definiremos
Iflc = sup{|f(a)l : a€ R},
Ifle = sup{|f(a)+f(b)| : (ab) € E},
Il = max{||f|le, Iflle},

asi como el espacio

Y ={f:R—R : ||f] < +oo}.

Gruro 1
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DEMOSTRACION.

Consideremos la funcién caracteristica e; € Y del punto a € R

es@=1, 'y eab)=0,vb#a
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DEMOSTRACION.

Consideremos la funcién caracteristica e; € Y del punto a € R
es@d)=1, 'y esb)=0,Vb+#a

Se tiene que (Y, || - ||) conforma un espacio de Banach.
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DEMOSTRACION.

Consideremos la funcién caracteristica e; € Y del punto a € R
es@d)=1, 'y esb)=0,Vb+#a
Se tiene que (Y, || - ||) conforma un espacio de Banach. Ademas, los
vectores e, cumplen
1. |lea+ ep|]| =2si(a,b) € E.
2. |lea+ep||=1si(ab)¢E.
3. |lea]| =1VaeR.
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DEMOSTRACION.

Consideremos la funcién caracteristica e; € Y del punto a € R
es@d)=1, 'y esb)=0,Vb+#a
Se tiene que (Y, || - ||) conforma un espacio de Banach. Ademas, los
vectores e, cumplen
1. |lea+ ep|]| =2si(a,b) € E.
2. |lea+ep||=1si(ab)¢E.
3. |lea]| =1VaeR.

Basta considerar entonces el espacio de Banach

Xe :=span{e; : a€< R},

el cual tiene la cardinalidad del continuo. O
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El conjunto Xg construido anteriormente es un espacio de Banach de
la cardinalidad del continuo que no es isométrico a ningun
subespacio de |, /cy.
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El conjunto Xg construido anteriormente es un espacio de Banach de
la cardinalidad del continuo que no es isométrico a ningun
subespacio de |, /cy.
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TEOREMA

El conjunto Xg construido anteriormente es un espacio de Banach de
la cardinalidad del continuo que no es isométrico a ningun
subespacio de |, /cy.

DEMOSTRACION.
Supongamos para ello que tenemos una isometria

T: XE — /oo/CO
y denotemos mediante
S(a) := (S(a)n)nen € I

a un representante cualquiera de la clase de equivalencia de T(ej)
en el espacio cociente /., /cp.
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DEMOSTRAC .
Definimos a continuacion los conjuntos
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DEMOSTRACION.
Definimos a continuacion los conjuntos

A, = {a€eR : S(a), >2/3},
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DEMOSTRACION.
Definimos a continuacion los conjuntos

A, = {a€eR : S(a), >2/3},
B, {aeR : S(a)n < —2/3}.
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DEMOSTRACION.
Definimos a continuacion los conjuntos

A, = {a€eR : S(a), >2/3},
B, {aeR : S(a)n < —2/3}.

La idea consistira en demostrar que podemos escribir

E={( UAxA|ul()UBixBn],

meN n>m meN n>m

lo cual nos llevara a contradiccion con la suposicion dada en el
axioma de que E ¢ o2(R).
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DEMOSTRACION.
Tomemos para ello a < b tal que (a, b) € E. Vimos entonces
que

lea+ €|l =2,
por lo que al ser T una isometria y gracias a la eleccion de S
como representante obtenemos que

I7(ea) + T(ep)l| =limsup |S(a)n + S(b)al =2.
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DEMOSTRACION.

Consideremos primero el caso en que

limsup (S(a), + S(b)n) = 2.

n——+oo
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DEMOSTRACION.

Consideremos primero el caso en que

limsup (S(a), + S(b)n) = 2.

n——+oo

Debido a que ||ea|| = ||ep|| = 1 obtenemos que |S(a),|, |S(b)s| < 7/6
para casi todo n € N (por ejemplo). En consecuencia, debe ser

S(a), > 2/3 y S(b), > 2/3,
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DEMOSTRACION.

Consideremos primero el caso en que

limsup (S(a), + S(b)n) = 2.

n——+oo

Debido a que ||ea|| = ||ep|| = 1 obtenemos que |S(a),|, |S(b)s| < 7/6
para casi todo n € N (por ejemplo). En consecuencia, debe ser

S(a), > 2/3 y S(b), > 2/3,

ya que en caso contrario (supongamos que S(a), < 2/3) tendriamos
que

|S(a)n + S(b)n| < 1S(@)n| + [S(b)n| <

lo cual no es posible.
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DEMOSTRACION.

Luego, (a, b) € A, x A, ocurre para un nimero infinito de indices, lo cual
significa que

(a,b) € (ﬂ UA,,XA,,).

meNn>m
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DEMOSTRACION.

Luego, (a, b) € A, x A, ocurre para un nimero infinito de indices, lo cual
significa que

(a,b) € (ﬂ UA,,xA,,).

meNn>m
Analogamente, si tomamos el caso en que

limsup (S(a)n + S(b)n) = -2,

n—+o00

llegariamos a que

(a,b) € (ﬂ UanB,,).

meN n>m

Grupo 1 MIDIENDO CONJUNTOS NO MEDIBLES



Espacios DE BANACH UNIVERSALES

ESPACIOS DE BANACH UNIVERSALES

DEMOSTRACION.

Para demostrar la inclusién contraria, tomemos (a, b) tal que

(@abye [V UAxA|ul () U B.xB,

meN n>m meN n>m
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DEMOSTRACION.

Para demostrar la inclusién contraria, tomemos (a, b) tal que

ab)e(ﬂ UA,,xA,,)u(ﬂ UB,,XB,,).

meN n>m meN n>m

Por lo tanto, a, b € A, para infinitos indices n € N de modo que

limsup |S(a)n + S(b)n| > 1.

n—+oo
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DEMOSTRACION.

Para demostrar la inclusién contraria, tomemos (a, b) tal que

(ab) e (ﬂ UA,,xA,,)u(ﬂ UanB,,).

meN n>m meN n>m

Por lo tanto, a, b € A, para infinitos indices n € N de modo que

limsup |S(a)n + S(b)n| > 1.

n—+oo

Luego, deducimos que ||e; + ep|| > 1, por lo que (a, b) € E.

Hemos probado entonces que E es un elemento de la o—algebra
generada por rectangulos o2(R), lo cual contradice la suposicion
realizada. O
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Sea X un espacio de Banach, Y una subalgebra separable de
X, xeX,yT:Y — Iw/cy una isometria multiplicativa.
Entonces existe una isometria multiplicativa

T: Alg(Y,x) — l/co que extiende a T.
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Sea X un espacio de Banach, Y una subalgebra separable de
X, xeX,yT:Y — Iw/cy una isometria multiplicativa.
Entonces existe una isometria multiplicativa

T:Alg(Y,x) — Ilx/co que extiende a T.

Esto nos permitiria demostrar el siguiente resultado.
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ESPACIOS DE BANACH UNIVERSALES

Sea X un espacio de Banach, Y una subalgebra separable de
X, xeX,yT:Y — Iw/cy una isometria multiplicativa.
Entonces existe una isometria multiplicativa

T:Alg(Y,x) — Ilx/co que extiende a T.

Esto nos permitiria demostrar el siguiente resultado.

Si la Hipdtesis del Continuo es cierta, entonces todo espacio
de Banach de cardinalidad el continuo es isométrico a un
subespacio de I/ cy.
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Sin utilizar ningun axioma fuera de ZFC, se puede demostrar
que I < Ix/Cp.
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Sin utilizar ningun axioma fuera de ZFC, se puede demostrar
que I = I/ Co.
Para ello basta considerar la aplicacién

(Xn)nen — (X1, X1, X2, X1, X2, X3, . . .).
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