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Preliminares

Trabajamos sobre la circunferencia unidad, denotada T={z € C: |z| =1} y con
funciones sobre esta f : T — C.

Si la funcién x — f(e™) es diferenciable en xo € R, entonces f es diferenciable en
Go=¢e™y

(D)(&) = 5| (F(e)
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Preliminares

Denotaremos por

CP(T) :={f : T — C: DP(f) es continua}

C>(T) := (1) C7(T) = D(T)
p=1

Tomando la familia de seminormas definidas en D(T),

[1£lo := max ()| 1Fllp = maxsup [D*F(E)] p=1,2....

D(T) es un espacio de Frechet.

II-Ilo

£ 20 F = pof 18 por v e N
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Definicion

Una distribucién en T es un funcional ¢ : D(T) — C lineal y continuo, i.e. si
{fi} ¢ D(T) tal que f; — 0, entonces ¢[f;] — 0.
Denotaremos el conjunto de todas las distribuciones como D'(T).

Nota

(i) Sea ¢ € D'(T) entonces 3p, € No y C, > 0 tal que
Plf]l < CollFllp,, VF € D(T).

(ii) Sea {T;}j>1 C D'(T), entonces

T, — T en D'(T) si, y sélo si, T;[f] — T[f], Vf € D(T).
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Distribuciones

Ejemplo
(i) Delta de Dirac: § : D(T) — C definida por 6[f] := f(1).
(i) g € Li(T), T4 : D(T) — C definida por

Ti= [ e

(iii) Sea M(T) el conjunto de las medidas complejas sobre T. Dada € M(T) se
asociamos una distribucién T, de la siguiente forma:

T.[f] = /T fdu.
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Definicion

Sea p € Ny y ¢ € D'(T), definimos la derivada de ¢ como el funcional
DPy : D(T) — K definido por

DPelf] := (=1)Pe[DPf],
para cada f € D(T).

DPy € D'(T) por ser DPp = DP o ¢ donde DP : D(T) — D(T) es continua.
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Distribuciones

Ejemplo

(i) g €C(T), Telfl = [y fe,

i.p.p
Tolf] = /T fg' =~ = —T,[F]

(Tg)'[f] = —Telf'].

(i) “Heaviside step function”

H(X):{O si. -7

DH[f] = 6 — 6., Vf € D(T).

INIA
AV

X
X

o 3

Diego Lloria Albifiana Adrian Llinares Romero Pablo Andlisis Arménico de la A a la A 2 de marzo de 2016



Definicién

(i) Si f: T — C, se define la traslacién como

7o(F)(e") := F(e(t+9), s,t eR.

(i) Sea ¢ € D'(T) y a € T, definimos la traslacién de ¢ por e’ como el
operador continuo 75 : D'(T) — D/(T) dado por

7s()[f] = lr—s(F)],

para cada f € D(T).
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Convolucién

Definicién (Convolucién)

Dadas f, g € C(T), definimos f x g como

(fxg)(e") = %/ f(e)g (ei(t_x)> dx, VteR.

—T

@ Nuestro objetivo es generalizar este concepto a distribuciones.
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Convolucién

Lema

Sean p € D'(T) y f € D(T). Si

g (") =¢° {f (ei(5+t))} , VteR,

entonces g € D(T). Ademds,

Dog (&) = ¢° [Do‘f (e"(s“))} , VteR,¥n>1.

Diego Lloria Albifiana Adrian Llinares Romero Pablo Anélisis Arménico de la A a la A

2 de marzo de 2016 11 /32



Convolucién

Definicién (Convolucién)

Dadas ¢, 1) € D'(T), definimos ¢ * 1) de la siguiente forma:

(i *)[f] = ¢* {ws [ (e+9)] ] . Vf e D(T).

La convolucion de distribuciones es una distribucion. I
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Convolucién

Proposicién

La convolucion de distribuciones generaliza el concepto de convolucion de
funciones continuas.

Demostracion.
Si p, € C(T) y f € D(T),

(¢ *¥)c[f]

o [ eru) (e (e at

—T

= #/j </ﬂ o (e) 9 (ef(ffﬂ) ds> fe®)de. (1

T —T

~—
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Convolucién

Demostracion.

Por otro lado, mediante la definicién dada para distribuciones,

2T

_ 4_71r2 _:gp (eit) (/.7r W (eis> £ (ei(s-l-t)) ds) dt,

—1T

(rodoll] = o |5 [ v () as

y realizando el cambio de varible x = s + t,

(¢ *¥)p[f] = 4—;:_2 /_7; /_: © (eit) " (ei(x—t)> f (eix) dxdt, (2)

y por el teorema de Fubini, tenemos la igualdad entre (1) y (2). O
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Convolucién

Ts(0) * o = T5(p) ¥ § x o = ¢ para cualesquiera s € R y o € D'(T).

Proposicién

Sip, € D'(T) y (¢j)j>1 C D'(T) convergente a ¢,

Jm bl = e (3)
fim (W xg)) = o (4)
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Convolucién

Demostracion.

Si tenemos en cuenta que

€D(T)

(er=w)lf] = ok [vr[F(£49)]].

Consecuentemente,

(el = g |9 [£ (¢549)] | =G x )] ¥ eD,

lim
Jj—oo

demostrando asi (3). O
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Convolucién

D(T) es denso en D'(T).

Sip € D'(T) y f € D(T), entonces p * f € D(T). Ademds, si m € M(T) y
f e Ly(T), m«f e Ly(T); ysi f € CP(T), mxf € CP(T).

Proposicién

La convolucion de distribuciones es asociativa y conmutativa.

Proposicién
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Convolucién

Demostracion.

Dada f € D(T),

in 5-1 Trin i(t+s
(pxe™[f] = ¢ o etf(e(”))dt}

x=s+t
= ©° _/ in(x— S)f IX)dX:|

- 9”_27r/_7r f()]

_ (ps[e_i"s] einx[f].

Demostrando que ¢ x et = p[e~ e, O
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Caracterizacion de operadores I T

Definicién (Operador invariante por traslaciones (IT))

Un operador lineal continuo L : D'(T) — D'(T) se dice invariante por traslaciones
si para cada e” € T
Tl = LTs
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Caracterizacion de operadores IT

Teorema

Para toda ¢ € D'(T) el operador L, : D'(T) — D'(T) dado por L,(¢) := ¢ * )
es un operador invariante por traslaciones. Mds aun, todo operador L invariante
por traslaciones puede expresarse como L = L, para alguna ¢ € D'(T) que puede
construirse como ¢ = L(0).

Demostracion
p€eD'(T), e* €T

N
| \

7o (Lo (1)) & 7ol * 9) "= 75(8) * (g ¥ p) "
% (1s(6) * ) "= o (rs(¥)) ¥ Ly (ms())-
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Caracterizacion de operadores IT

Span ({05 : e € T}) es denso en D'(T).

Demostracion.

Supongamos que existe ¢ € D'(T) \ Span ({6, : e’ € T}). Aplicando
Hahn-Banach, existe un funcional lineal y continuo T : D'(T) — C tal que
T(p) =1 pero T(ds) = 0 (e” € T). Ahora bien, como D'(T) est4 equipado con
la topologia estrella débil, existe f € D(T) tal que T = J(f). De aqui

f(e®) = &[] = T(ds) = 0.

Ya que la expresién es vélida para todo e € T, f = 0. Sin embargo,
1= T(p) = ¢[f], contradiccién. 0
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Caracterizacion de operadores IT

Demostracion.

Sea L invariante por traslaciones y denotemos L(§) := ¢. Se tiene

L(6s) = L(m—s(8)) Z 75 (L(8)) = 7_s(9) 22 7_s(8) % 0 = Lo (35)-

para todo e € T. Como L es lineal, L(¢)) = L, (1)) para todo

¥ € Span ({0 : € € T}). Tomando ¢ € D'(T) arbitraria, por el lema anterior

existe una sucesién v; € Span ({Js : e* € T}) tal que lim ¢; = . Por tanto
j—oo

L(y) =L (jgrgo w,-) = i L(4y) = lim (9 x43) 2 o x = Lo(w)

La unicidad es directa: L, = Ly = ¢ = L,(d) = Ly(6) = .

@ Corolario: L es diagonal en la base de los arménicos.
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Resultado Principal

Coeficientes de Fourier de la distribucién ()

Al valor ¢[z~"], donde ¢ € D'(T), n € Z, se le conoce como n-ésimo coeficiente
de Fourier de la distribucién ¢ y se le denota como (n).

4

@ Llamamos Transformada de Fourier de la distribucién ¢ a la funcién
p:7—C.

© Llamamos serie de Fourier de la distribucién ¢ a la serie ), @(n)z".
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Resultado Principal

Teorema

Sea ¢ una distribucion. Entonces la Serie de Fourier de ¢ es convergente a dicha
distribucion. Es decir,

p=> @(nz"

neZ

Esquema de la demostracién

Comprobaremos que para cualquier test se satisface:

o] = 3 a(n)edlf].

neZ

Usando que e,[f] = [ fe, = fle_] = f(—n) pasamos a Y nez o(n)f(—n).
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Resultado Principal

Sea ¢ € D'(T). Entonces @(n) tiene un crecimiento polindmico, a saber, O(nP)
para un cierto p € N.

Demostracidn.

Sabemos que dp, € Ny C, > 0 tal que |p[e_,]| < Cylle—nllp, -
Usando que ||e_,]||, = |n|P llegamos al resultado. O

Lema

| A

Sea f € D(T). Entonces f(—n) decrece como o(n~T), donde podemos elegir T
tan grande como queramos.

\

o DPF(n) = DP(f)le-,] = (~1)Pf[&5(e~™)] = (in)?F(n).
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Resultado Principal

Demostracidn.

@ f es continua, luego sus coeficientes de Fourier estdn acotados mediante

o~

[£(m)] < 1If[lo-
@ Andlogamente para Df se tiene, |Df (n)| < ||Df||o-

@ Como f es de clase C>°(T) los coeficientes de Fourier de sus derivadas
también lo estdn y se cumple la relacién Df (n) = inf(n).
o Deducimos que |F(n)| < & |If[]1.
o lterando el razonamiento, |f(n)| < #Hf”p,Vp € N, como queriamos probar.
O

v
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Bien definida y continua

> @(n)F(—n)

A N
M &
& )
5 &
K )

=5 ’T

T 2

&

ne€Z
1
= sz |n|? ||f||p+2w~
n#0
Toda funcién de D(T) coincide con su desarrollo de Fourier: f =5 _, F(n)z",

con z = e't

Diego Lloria Albifiana Adrian Llinares Romero Pablo Anélisis Arménico de la A a la A 2 de marzo de 2016



Resultado Principal

Para terminar,

] = d(n)e[f].
neZ
Resultado valido para polinonmios trigonometricos, y por extensién a sus
combinaciones lineales.
Finalizamos la prueba empleando que éstos son densos en C(T):

m

¢ | Iim _Z fl)ej—f

m—0o0

Il
o

j=—m
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Aplicacién: Problema isoperimétrico

Teorema

Sea C una curva de Jordan de longitud 2. Entonces el drea que encierra es

menor que 7. Es mds, se alcanza la igualdad si, y sélo si, en caso de que C sea
una circunferencia de radio unidad.

Demostracién (Hurwitz).

Sea z = z(t) la curva parametrizada por el arco, |(Dz) (t)| = 1. Entonces

2n = [ 1(02) (5)" ds = 2D gry = 27 3 (0

ne7Z
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Aplicacién: Problema isoperimétrico

Demostracidn.

Si aplicamos el Teorema de Green, tomando x = %,y = %% tenemos que

1
A = E%Xdy—ydx
1 27
41 Jo
27
= 5, UDz|2)1,(m) — (2|D2)1,(m))

T = =
= E(<DZ|3>/2(Z) —(21Dz) 1,(z))-
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Aplicacién: Problema isoperimétrico

Demostracidn.

Sustituyendo, Dz = inz(n) obtenemos:
A="Sinfz(n) <7 l2(n)2 =
! nez neZ

Ademss, se alcanza la igualdad si y sélo si z(n) = 0 para todo n distinto de 0 y 1,
con lo que

z(t) = 2(0) + z(1)e™,

demostrando asi que la curva es una circunferencia (unitaria). O
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