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Principio de incertidumbre

Formulacién abstracta
Ejemplos

Introduccién

Un operador S se dice simétrico si (Sf, f) = (f, Sf), y un operador A
se dice antisimétrico si (Af, f) = —(f, Af).
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Principio de incertidumbre

Formulacién abstracta
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Introduccién

Un operador S se dice simétrico si (Sf, f) = (f, Sf), y un operador A
se dice antisimétrico si (Af, f) = —(f, Af).

Se verifica:

((AS = SA)f f) < ISFI* + [Af]>. (1)
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Introduccién

Un operador S se dice simétrico si (Sf, f) = (f, Sf), y un operador A
se dice antisimétrico si (Af, f) = —(f, Af).

Se verifica:

((AS = SA)VF, ) < ISFIP + A1 (1)
En (1) obtenemos la igualdad si y sélo si (A + S)f = 0.
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Principio de incertidumbre

Formulacién abstracta
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Introduccién

Un operador S se dice simétrico si (Sf, f) = (f, Sf), y un operador A
se dice antisimétrico si (Af, f) = —(f, Af).

Se verifica:

((AS = SA)f f) < ISFI* + [Af]>. (1)

En (1) obtenemos la igualdad si y sélo si (A + S)f = 0.
Cambiando A por —A, obtenemos:

—((AS = SA)f, f) = (A)S = S(=ANF. f) < ISFIP + IIAFI.
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Formulacién abstracta
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Introduccién

Un operador S se dice simétrico si (Sf, f) = (f, Sf), y un operador A
se dice antisimétrico si (Af, f) = —(f, Af).

Se verifica:

((AS = SA)f f) < ISFI* + [Af]>. (1)

En (1) obtenemos la igualdad si y sélo si (A + S)f = 0.
Cambiando A por —A, obtenemos:

—~((AS = SA)f, ) = (=4S = S(=A)f, f) < IISFI* + || AFII>.
Cambiando ahora A por +AA y S por %S , obtenemos:

Principio de incertidumbre

[((AS = SA)f, )| < 2|ISFIIIIAS]-
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Oscilador armonico (Heisenberg)

Sf=xf ; Af = f', S simétrico, A antisimétrico.
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Oscilador armonico (Heisenberg)

Sf=xf ; Af = f', S simétrico, A antisimétrico.
Conmutador:

d

(A8~ 54)f = 7 (o)~ f = f

Grupo IV Ppio. de incertidumbre



Principio de incertidumbre

Formulacién abstracta
Ejemplos

Oscilador armonico (Heisenberg)

Sf=xf ; Af = f', S simétrico, A antisimétrico.
Conmutador:

d

(AS — SA)f = - (ef) — ot

=7
Principio de Incertidumbre de Heisenberg:

1172 < 20 f Izl f ] e
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Formulacién abstracta
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Oscilador armonico (Heisenberg)

Sf=xf ; Af = f', S simétrico, A antisimétrico.
Conmutador:

d

(A8~ 54)f = 7 (o)~ f = f

Principio de Incertidumbre de Heisenberg:

1172 < 20 f Izl f ] e

(S+Af=0s f(z) =ce/?
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Formulacién abstracta
Ejemplos

Oscilador armonico (Heisenberg)

Sf=xf ; Af = f', S simétrico, A antisimétrico.
Conmutador:

d

(A8~ 54)f = 7 (o)~ f = f

Principio de Incertidumbre de Heisenberg:

1172 < 20 f Izl f ] e

(S+Af=0s flz)=ce /2

Oscilador Armoénico:

(S—A)(S+A)f=—f"+22f—f=0.

Grupo IV Ppio. de incertidumbre



Principio de incertidumbre

Formulacién abstracta
Ejemplos

Potencial de Coulomb

Sf= ﬁf; Af =<7f, S simétrico, A antisimétrico
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Potencial de Coulomb

Sf==%fAf =<7 f, S simétrico, A antisimétrico

|z
Conmutador:
d—1
|z

(AS - SA)f =L —=F,(d > 2)
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Potencial de Coulomb

Sf==%fAf =<7 f, S simétrico, A antisimétrico

|z
Conmutador:

d—1
|z

/d§fuﬁs2(/uﬁfﬁ(/Wvﬂﬂuz

(AS - SA)f =L —=F,(d > 2)
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Potencial de Coulomb

Sf==%fAf =<7 f, S simétrico, A antisimétrico

|z
Conmutador:

d—1
|z

/d§fuﬁs2</vﬁfﬁ(/vvﬂﬂuz

(S+A)f=0s f(z)=ce

(AS - SA)f =L —=F,(d > 2)
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Formulacién abstracta
Ejemplos

Potencial de Coulomb

Sf= ﬁf; Af =<7f, S simétrico, A antisimétrico
Conmutador:

d—1
|z

/d§fuﬁs2</vﬁfﬁ(/vvﬂﬂuz

(S+A)f=0s f(z)=ce

(AS - SA)f =L —=F,(d > 2)

Potencial de Coulomb:

(S—AS+A) f=—nf-T"Lrp 0

]
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Desigualdad de Hardy

o d—=2

Sf= TwﬂAf:Vf’(dZ?))
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Desigualdad de Hardy

d—2 x
SfZTwﬂAf:Vf’(dZ@
Conmutador: do? 1
(AS—SA)f:(;)Wf
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Desigualdad de Hardy

5f = S5 AT = VA2 3)
Conmutador: do? 1
(AS—SA)f:(;)Wf

Desigualdad de Hardy:

(7 42e) "< o o)
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Formulacién abstracta
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Desigualdad de Hardy

5f = S5 AT = VA2 3)
Conmutador: doo? 1
(as - sayp = U2y

Desigualdad de Hardy:

(7 42e) "< o o)

(S+A)f=0s f(z)=z['"% (vf¢gL?
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Formulacién abstracta
Ejemplos

Desigualdad de Hardy

5f = S5 AT = VA2 3)
Conmutador: doo? 1
(as - sayp = U2y

Desigualdad de Hardy:

(7 42e) "< o o)

(S+A)f=0s f(z)=z['"% (vf¢gL?

(S-A)S+Af=-AF-
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Transformada de Fourier

Transformada de Fourier

Se define la transformada de Fourier de f : R — R, f € L' como

F16) = oya |, expl=in)f @)

con £ € R™

(1) VF©=i¢f(©) )
(2) (Plancherel) ||fz2 = || fllzz

Heisenberg

1£122 < 2l fll2llEfll 2

=7 & f=ce /2 (f gaussiana)

2
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Principios de incertidumbre de Hardy y Cowling-Price

Principio de incertidumbre de Hardy

Teorema 1

Sea f:R—> Ry f su transformada de Fourier. Supongamos que
fQC)exp(| - [?/a?) € L=(R™),

FCYexp(| - ?/5%) € L=(R™).

e Si a?B? = 4, entonces f es un multiplo escalar de
exp(—| - [2/a?).
e Sia?B% <4, f=0.
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Principios de incertidumbre de Hardy y Cowling-Price

Teorema de Cowling-Price

Teorema 2

Sea f:R—> Ry ]/”\su transformada de Fourier. Supongamos que

fQexp(|-[/a?) € L?,

F(ezp(| - ?/82) € I2.

Sia?B% <4, f=0.
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Aplicacién a la ecuacién del calor

Aplicacién a la ecuacion del calor

u = Au,
u(-,t=10) =g
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Aplicacién a la ecuacién del calor

Aplicacién a la ecuacion del calor

u = Au,
u(-,t=10) =g

Proposicion 1

Sea T' > 0. Si ug € L'(R™) y u(z,T) decae gaussiano (i.e.
u(z,T) =0 (e_|x|2/52>. Entonces, si %52 < 4, entonces

ug = 0.
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Aplicacién a la ecuacién del calor

Aplicamos la transformada de Fourier a la ecuacion,
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Aplicacién a la ecuacién del calor

Aplicamos la transformada de Fourier a la ecuacion,

u(t,€) = —£%a(t, €) = a(t,£) = e 1 g (€)

Asi, como ug(x) es integrable,
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Aplicacién a la ecuacién del calor

Aplicamos la transformada de Fourier a la ecuacion,
(t,€) = —€%a(t, &) = a(t,€) = e ap(€)
Asi, como ug(x) es integrable,
@(0,€) = ao(§) € L™

ademas,
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Aplicacién a la ecuacién del calor

Aplicamos la transformada de Fourier a la ecuacion,
(t,€) = —€%a(t, &) = a(t,€) = e ap(€)
Asi, como ug(x) es integrable,
@(0,€) = ao(§) € L™

ademas,

AT, ) = e T q(¢)

ahora estamos en condiciones de aplicar Hardy, a = ¢ y
B%=1/T. O
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Aplicacién a la ecuacién del calor

De manera andloga, usando el principio de incertidumbre de
Hardy en su versién L?:
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Aplicacién a la ecuacién del calor

De manera andloga, usando el principio de incertidumbre de
Hardy en su versién L?:

Proposicion 2

|22
Siug € L2y e s® u(T,z) € L? y § < V4T, entonces,

ug = 0.
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Aplicacién a la ecuacién del calor

Podemos concluir resultados parecidos para la ecuacién de
Schrodinger:

ur = 1Au
u(-,t=0) =ug
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Aplicacién a la ecuacién del calor

Podemos concluir resultados parecidos para la ecuacién de
Schrodinger:

ur = 1Au
u(-,t=0) =ug

Andlogamente, si escogemos a y 8 adecuados, y ocurre que

Grupo IV Ppio. de incertidumbre



Aplicacién a la ecuacién del calor

Podemos concluir resultados parecidos para la ecuacién de
Schrodinger:

ur = 1Au
u(-,t=0) =ug
Andlogamente, si escogemos a y 8 adecuados, y ocurre que

lv)* 9
uge o2 € L*,

y|?

u(T,z)e 5 € L%

entonces podemos aplicar el teorema de Hardy para concluir u =
0.
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Ecuacién del calor con potencial

Consideramos la siguiente variacion de la ecuacion del calor

ur = Au + Vu,
u(-,t =0) = up,

con V € L*(R" x [0,T7).

Grupo IV Ppio. de incertidumbre



Ecuacién del calor con potencial

Consideramos la siguiente variacion de la ecuacion del calor

ur = Au + Vu,
u(-,t =0) = uy,

con V € L*(R" x [0,T7).

., Qué podemos concluir en este caso?
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Ecuacién del calor con potencial

Consideramos la siguiente variacion de la ecuacion del calor

ur = Au + Vu,
u(-,t =0) = uy,

con V € L*(R" x [0,T7).

., Qué podemos concluir en este caso?

Si intentamos procedemos andlogamente al caso V =0
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Ecuacién del calor con potencial

Consideramos la siguiente variacion de la ecuacion del calor

ur = Au + Vu,
u(-,t =0) = uy,

con V € L*(R" x [0,T7).

., Qué podemos concluir en este caso?

Si intentamos procedemos andlogamente al caso V =0

@ No sabemos si V' es analitico.
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Ecuacién del calor con potencial

Consideramos la siguiente variacion de la ecuacion del calor

ur = Au + Vu,
u(-,t =0) = uy,

con V € L*(R" x [0,T7).

., Qué podemos concluir en este caso?

Si intentamos procedemos andlogamente al caso V =0

@ No sabemos si V' es analitico.

e No podemos expresar (Vu) sélo en términos de 4.
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Ecuacién del calor con potencial

Lema abstracto

Lema 1

Sean A y S dos operadores antisimétrico y simétrico resp.
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Ecuacién del calor con potencial

Lema abstracto

Lema 1

Sean A y S dos operadores antisimétrico y simétrico resp.
Sea 1) una solucién de

Py = (S + A
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Ecuacién del calor con potencial

Lema abstracto

Sean A y S dos operadores antisimétrico y simétrico resp.
Sea 1) una solucién de

Py = (S + A

Si [S,A] = SA— AS >0, entonces la funcién

1 (®)][72

es logaritmicamente convexa.
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Ecuacién del calor con potencial

Prueba del lema (I)

o Denotamos H(t) := [[4(t)||32 = (1), %).
o H(t) =
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Ecuacién del calor con potencial

Prueba del lema (I)

o Denotamos H(t) := 10072 = (@, ).
o H(t) = (Y1, ¥) + (Y, ¢y) =
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Ecuacién del calor con potencial

Prueba del lema (I)

o Denotamos H(t) := [ (ONIz2 = (v, ).
o H(t) = (e, ) + (¥, ¥r) = (8 + A, ) + (4, S + A)¢p) =
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Ecuacién del calor con potencia

Prueba del lema (I)

o Denotamos H(t) := |[¥(1)l[72 = (¥, ¢).

o H(t) = (¢, ) + (1h,1r) = (S + A, ¥) + (¢, S + A)p) =




Ecuacién del calor con potencia

Prueba del lema (I)

o Denotamos H(t) := [(O[Z2 = (¥, 9).
o H(t) = (¢, ) + (¥, ¥r) = (5 + A, ) + (4, S + A)¢p) =

o H(t) = 2(Sthy, ) + 2(Sth, ) = 2((S + A)p, S¥) +
2(S, (S + A)) = 4(S, SY) + 2((SA — AS), )




Ecuacién del calor con potencial

Prueba del lema (II)

H(D) = (. 0)
Como ¢ H(t) = 2(Svy, )
(

2
H(t)=14

N
(log(H (1)) = (g) HE-H -
1

(4 (IS¥IE 11F: = (S, ))) + 2((SA - AS)b, )]

(v, )

> 2((SA—-AS)Y,¢) > 0= logH(t) es convexa.
~— ~—
c-8 [S,A]=0




Ecuacién del calor con potencial

Consecuencia directa

Corolario 1

En la situacién anterior, para ¢ € (0,1),

H(t) < HO)'"'H(1)".
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Ecuacién del calor con potencial

Consecuencia directa

En la situacién anterior, para t € (0, 1),

H(t) < HO)'"'H(1)".

Si log(H (t)) es convexa,

log(H(t)) < (1 —t)log H(t) + tlog H(1) = log(H (t)! 'H(1)) =
= H(t) < H0)' T H(1).
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Ecuacién del calor con potencial

Aplicamos el lema (I)

. ., . 2
Si u es solucién de uy = Au 'y consideramos v(x) := u(x)el*!”/2,
después de unos calculos, podemos ver que
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Ecuacién del calor con potencial

Aplicamos el lema (I)

. ., . 2
Si u es solucién de uy = Au 'y consideramos v(x) := u(x)el*!”/2,
después de unos calculos, podemos ver que

vi=...= (|z]* =22V — 1 + A)w.
Entonces, podemos escribir

vy = (S + A)v,

S=(A+z*),
para
A=—(22V +1).
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Aplicamos el lema (I)

. ., . 2
Si u es solucién de uy = Au 'y consideramos v(x) := u(x)el*!”/2,
después de unos calculos, podemos ver que

vi=...= (|z]* =22V — 1 + A)w.
Entonces, podemos escribir

vy = (S + A)v,

S =(A+|z]?), 9
S, Al =—-4A+4
para {A v ), =[S, A] +4|z|
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Aplicamos el lema (II)

Entonces,
(SA = AS),v) = —4(Ap, 1) + Az, ) =
= 4V, V) + 4z, 2)) =
=1 (IIV9I: + llavl?:) 2

> 4|[¢lf7: 2 0=[S, A1 >0
Heis.
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Aplicamos el lema (II)

Entonces,
(SA—AS)Y, ¥) = —4(AY, ¥) + 4z, ¥) =
= 4V, V) + 4z, z)) =
=1 (IIV9I: + llavl?:) 2
Z AW = 0= 15,420
Heis.

Por el lema anteriormente visto,

k@2 < (IwOIE:) " (IIE:)" te 1)
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iMuchas gracias!
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