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Introducción

Definición 1

Un operador S se dice simétrico si 〈Sf, f〉 = 〈f, Sf〉, y un operador A
se dice antisimétrico si 〈Af, f〉 = −〈f,Af〉.

Se verifica:
〈(AS − SA)f, f〉 ≤ ‖Sf‖2 + ‖Af‖2. (1)

En (1) obtenemos la igualdad si y sólo si (A+ S)f = 0.
Cambiando A por −A, obtenemos:

−〈(AS − SA)f, f〉 = 〈((−A)S − S(−A))f, f〉 ≤ ‖Sf‖2 + ‖Af‖2.

Cambiando ahora A por ±λA y S por 1
λS , obtenemos:

Principio de incertidumbre

|〈(AS − SA)f, f〉| ≤ 2‖Sf‖‖Af‖.
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Oscilador armónico (Heisenberg)

Sf = xf ; Af = f ′, S simétrico, A antisimétrico.

Conmutador:

(AS − SA)f =
d

dx
(xf)− x d

dx
f = f

Principio de Incertidumbre de Heisenberg:

‖f‖2L2 ≤ 2‖f ′‖L2‖xf‖L2

(S +A)f = 0⇔ f(x) = ce−x
2/2

Oscilador Armónico:

(S −A)(S +A)f = −f ′′ + x2f − f = 0.
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Potencial de Coulomb

Sf = x
|x|f ;Af = 5f , S simétrico, A antisimétrico

Conmutador:

(AS − SA)f =
d− 1

|x|
f, (d ≥ 2)

∫
d− 1

|x|
|f |2 ≤ 2

(∫
|f |2

)1/2(∫
| 5 f |2

)1/2

(S +A)f = 0⇔ f(x) = ce−|x|

Potencial de Coulomb:

(S −A)(S +A)f = −4 f − d− 1

|x|
f + f = 0
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Desigualdad de Hardy

Sf =
d− 2

2

x

|x|2
f ;Af = 5f, (d ≥ 3)

Conmutador:

(AS − SA)f =
(d− 2)2

2

1

|x|2
f

Desigualdad de Hardy:(∫
(d− 2)2

2|x|2
|f |2

)1/2

≤
(

2

∫
| 5 f |2

)1/2

(S +A)f = 0⇔ f(x) = |x|1− d
2 (5f 6∈ L2)

(S −A)(S +A)f = −4 f − (d− 2)2

4|x|2
f = 0
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Transformada de Fourier

Se define la transformada de Fourier de f : R→ R, f ∈ L1 como

f̂(ξ) =
1

(2π)n/2

∫
Rn

exp(−ixξ)f(x)dx

con ξ ∈ Rn.

(1) ∇̂f(ξ)= iξf̂(ξ)

(2) (Plancherel) ‖f‖L2 = ‖f̂‖L2

Heisenberg
‖f‖2L2 ≤ 2‖xf‖L2‖ξf̂‖L2

” = ” ⇔ f = ce−x
2/2 (f gaussiana)
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Principio de incertidumbre de Hardy

Teorema 1

Sea f : R→ R y f̂ su transformada de Fourier. Supongamos que

f(·)exp(| · |2/α2) ∈ L∞(Rn),

f̂(·)exp(| · |2/β2) ∈ L∞(Rn).

Si α2β2 = 4, entonces f es un múltiplo escalar de
exp(−| · |2/α2).

Si α2β2 < 4, f ≡ 0.
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Teorema de Cowling-Price

Teorema 2

Sea f : R→ R y f̂ su transformada de Fourier. Supongamos que

f(·)exp(| · |2/α2) ∈ L2,

f̂(·)exp(| · |2/β2) ∈ L2.

Si α2β2 ≤ 4, f ≡ 0.
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Aplicación a la ecuación del calor

{
ut = ∆u,

u(·, t = 0) = u0

Proposición 1

Sea T > 0. Si u0 ∈ L1(Rn) y u(x, T ) decae gaussiano (i.e.

u(x, T ) = O
(
e−|x|

2/δ2
)

. Entonces, si 1√
T
δ2 < 4, entonces

u0 ≡ 0.

Grupo IV Ppio. de incertidumbre



Principio de incertidumbre
Transformada de Fourier

Principios de incertidumbre de Hardy y Cowling-Price
Aplicación a la ecuación del calor
Ecuación del calor con potencial

Aplicación a la ecuación del calor

{
ut = ∆u,

u(·, t = 0) = u0

Proposición 1

Sea T > 0. Si u0 ∈ L1(Rn) y u(x, T ) decae gaussiano (i.e.

u(x, T ) = O
(
e−|x|

2/δ2
)

. Entonces, si 1√
T
δ2 < 4, entonces

u0 ≡ 0.

Grupo IV Ppio. de incertidumbre



Principio de incertidumbre
Transformada de Fourier

Principios de incertidumbre de Hardy y Cowling-Price
Aplicación a la ecuación del calor
Ecuación del calor con potencial

Proof.

Aplicamos la transformada de Fourier a la ecuación,

ût(t, ξ) = −ξ2û(t, ξ) =⇒ û(t, ξ) = e−t|ξ|
2
û0(ξ)

Aśı, como u0(x) es integrable,

û(0, ξ) = û0(ξ) ∈ L∞

además,
û(T, ξ) = e−T (ξ)2

û0(ξ)

ahora estamos en condiciones de aplicar Hardy, α = δ y
β2 = 1/T .
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û(0, ξ) = û0(ξ) ∈ L∞

además,
û(T, ξ) = e−T (ξ)2

û0(ξ)

ahora estamos en condiciones de aplicar Hardy, α = δ y
β2 = 1/T .
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û0(ξ)
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De manera análoga, usando el principio de incertidumbre de
Hardy en su versión L2:

Proposición 2

Si u0 ∈ L2 y e
|x|2

δ2 u(T, x) ∈ L2 y δ ≤
√

4T , entonces,

u0 ≡ 0.
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Podemos concluir resultados parecidos para la ecuación de
Schrödinger: {

ut = i∆u

u(·, t = 0) = u0

Análogamente, si escogemos α y β adecuados, y ocurre que

u0e
|y|2

α2 ∈ L2,

u(T, x)e
|y|2

β2 ∈ L2;

entonces podemos aplicar el teorema de Hardy para concluir u ≡
0.
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Análogamente, si escogemos α y β adecuados, y ocurre que

u0e
|y|2

α2 ∈ L2,

u(T, x)e
|y|2

β2 ∈ L2;

entonces podemos aplicar el teorema de Hardy para concluir u ≡
0.

Grupo IV Ppio. de incertidumbre



Principio de incertidumbre
Transformada de Fourier

Principios de incertidumbre de Hardy y Cowling-Price
Aplicación a la ecuación del calor
Ecuación del calor con potencial

Contenidos

1 Principio de incertidumbre
Formulación abstracta
Ejemplos

2 Transformada de Fourier

3 Principios de incertidumbre de Hardy y Cowling-Price

4 Aplicación a la ecuación del calor

5 Ecuación del calor con potencial

Grupo IV Ppio. de incertidumbre



Principio de incertidumbre
Transformada de Fourier

Principios de incertidumbre de Hardy y Cowling-Price
Aplicación a la ecuación del calor
Ecuación del calor con potencial

Consideramos la siguiente variación de la ecuación del calor{
ut = ∆u+ V u,

u(·, t = 0) = u0,

con V ∈ L∞(Rn × [0, T ]).

¿Qué podemos concluir en este caso?

Si intentamos procedemos análogamente al caso V = 0

No sabemos si V es anaĺıtico.

No podemos expresar (V u)̂ sólo en términos de û.
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¿Qué podemos concluir en este caso?

Si intentamos procedemos análogamente al caso V = 0
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Lema abstracto

Lema 1

Sean A y S dos operadores antisimétrico y simétrico resp.

Sea ψ una solución de

ψt = (S +A)ψ.

Si [S,A] = SA −AS ≥0, entonces la función

||ψ(t)||2L2

es logaŕıtmicamente convexa.
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es logaŕıtmicamente convexa.

Grupo IV Ppio. de incertidumbre



Principio de incertidumbre
Transformada de Fourier

Principios de incertidumbre de Hardy y Cowling-Price
Aplicación a la ecuación del calor
Ecuación del calor con potencial

Lema abstracto

Lema 1

Sean A y S dos operadores antisimétrico y simétrico resp.
Sea ψ una solución de

ψt = (S +A)ψ.

Si [S,A] = SA −AS ≥0, entonces la función

||ψ(t)||2L2
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Prueba del lema (I)

Denotamos H(t) := ||ψ(t)||2L2 = 〈ψ,ψ〉.
Ḣ(t) =

〈ψt, ψ〉+ 〈ψ,ψt〉 = 〈(S +A)ψ,ψ〉+ 〈(ψ,S +A)ψ〉 =
〈(S +A)ψ,ψ〉+ 〈(S −A)ψ,ψ〉 = 2〈Sψ,ψ〉
Ḧ(t) = 2〈Sψt, ψ〉+ 2〈Sψ,ψt〉 = 2〈(S +A)ψ,Sψ〉+
2〈Sψ, (S +A)ψ〉 = 4〈Sψ,Sψ〉+ 2〈(SA −AS)ψ,ψ〉
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Ḣ(t) = 〈ψt, ψ〉+ 〈ψ,ψt〉 = 〈(S +A)ψ,ψ〉+ 〈(ψ,S +A)ψ〉 =
〈(S +A)ψ,ψ〉+ 〈(S −A)ψ,ψ〉 = 2〈Sψ,ψ〉
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Prueba del lema (II)

Como


H(t) = 〈ψ,ψ〉
Ḣ(t) = 2〈Sψ,ψ〉
Ḧ(t) = 4〈Sψ,Sψ〉+ 2〈(SA −AS)ψ,ψ〉

(log(H(t))̈ =

(
Ḣ

H

)
˙ =

ḦH − Ḣ2

H2
= . . . =

=
1

〈ψ,ψ〉

[
4
(
||Sψ||2L2 ||ψ||2L2 − 〈Sψ,ψ〉2〉

)
+ 2〈(SA −AS)ψ,ψ〉

]
≥︸︷︷︸
C−S

2〈(SA −AS)ψ,ψ〉 ≥︸︷︷︸
[S,A]≥0

0⇒ logH(t) es convexa.
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Consecuencia directa

Corolario 1

En la situación anterior, para t ∈ (0, 1),

H(t) ≤ H(0)1−tH(1)t.

Proof.

Si log(H(t)) es convexa,

log(H(t)) ≤ (1− t) logH(t) + t logH(1) = log(H(t)1−tH(1)t)⇒
⇒ H(t) ≤ H(0)1−tH(1)t.
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Aplicamos el lema (I)

Si u es solución de ut = ∆u y consideramos v(x) := u(x)e|x|
2/2,

después de unos cálculos, podemos ver que

vt = . . . = (|x|2 − 2x∇− 1 + ∆)v.

Entonces, podemos escribir

vt = (S +A)v,

para

{
S = (∆ + |x|2),

A = −(2x∇+ 1).
⇒ [S,A] = −4∆ + 4 |x|2
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Aplicamos el lema (II)

Entonces,

〈(SA −AS)ψ,ψ〉 = −4〈∆ψ,ψ〉+ 4〈x2ψ,ψ〉 =

= 4〈∇ψ,∇ψ〉+ 4〈xψ, xψ〉 =

= 4
(
||∇ψ||2L2 + ||xψ||2L2

)
≥

≥︸︷︷︸
Heis.

4 ||ψ||2L2 ≥ 0⇒ [S,A] ≥ 0

Por el lema anteriormente visto,

||ψ(t)||2L2 ≤
(
||ψ(0)||2L2

)1−t (
||ψ(1)||2L2

)t
t ∈ (0, 1).
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