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Algoritmo Greedy y Bases
Greedy

Sección 1
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Notación:

X es un espacio de Banach real.

B es una base de Schauder en X.

supp(x) = {n ∈ N : e∗n(x) 6= 0}.

Denotamos por xy = 0 a aquellos x, y ∈ X cuyos soportes son
disjuntos.

‖x̃‖∞ = sup{|e∗n(x)| : n ∈ supp(x)}.
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Pablo Manuel Berná Larrosa Caracterización de Bases Greedy en Espacios de Banach



Notación:

X es un espacio de Banach real.

B es una base de Schauder en X.

supp(x) = {n ∈ N : e∗n(x) 6= 0}.

Denotamos por xy = 0 a aquellos x, y ∈ X cuyos soportes son
disjuntos.

‖x̃‖∞ = sup{|e∗n(x)| : n ∈ supp(x)}.
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Algoritmo Greedy

Sea x =
∑∞
i=1 e

∗
i (x)ei ∈ X. Consideramos la serie reordenadda

∞∑
j=1

e∗ρ(j)(x)eρ(j),

donde ρ es orden natural greedy: ρ : N −→ N es inyectiva,
supp(x) ⊂ ρ(N) y tal que si j < k entonces |e∗ρ(j)(x)| ≥ |e∗ρ(k)(x)| y
ρ(j) < ρ(k).

La m-th suma greedy de x es

Gm[X,B](x) := Gm(x) =
m∑
j=1

e∗ρ(j)(x)eρ(j),

y se conoce como Algoritmo Greedy a {Gm}∞m=1.
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Bases Greedy

Optimalidad→ ‖x− Gm(x)‖ ≈ σm(x).

Definimos

σm(x) := inf
cn,A
{‖x−

∑
n∈A

cnen‖ : |A| = m, c′ns escalares}.

Definición
Una base B de un espacio de Banach X es una base greedy (ó base
avariciosa) si existe una constante C ≥ 1 tal que

‖x− Gm(x)‖ ≤ Cσm(x), ∀m ∈ N, ∀x ∈ X.

La constante más pequeña que satisface la desigualdad es la constante
greedy y la denotamos por Cg.
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Pablo Manuel Berná Larrosa Caracterización de Bases Greedy en Espacios de Banach



Bases Greedy

Optimalidad→ ‖x− Gm(x)‖ ≈ σm(x).

Definimos

σm(x) := inf
cn,A
{‖x−

∑
n∈A

cnen‖ : |A| = m, c′ns escalares}.

Definición
Una base B de un espacio de Banach X es una base greedy (ó base
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Ejemplos

1 Sea X = H un espacio de Hilbert y B = (en)n una base ortonormal.
Entonces B es greedy con constante Cg = 1, es decir,

‖x− Gm(x)‖ = σm(x) ∀x ∈ H, ∀m ∈ N

2 La base canónica en X = `p, 1 ≤ p <∞ es greedy con constante
Cg = 1.

3 La base de Haar es base greedy en Lp[0, 1] con 1 < p <∞.
(Temlyakov)

4 El sistema trigonométrico no es greedy en Lp(T) con p 6= 2.
(Temlyakov)

Pablo Manuel Berná Larrosa Caracterización de Bases Greedy en Espacios de Banach



Ejemplos

1 Sea X = H un espacio de Hilbert y B = (en)n una base ortonormal.
Entonces B es greedy con constante Cg = 1, es decir,

‖x− Gm(x)‖ = σm(x) ∀x ∈ H, ∀m ∈ N

2 La base canónica en X = `p, 1 ≤ p <∞ es greedy con constante
Cg = 1.

3 La base de Haar es base greedy en Lp[0, 1] con 1 < p <∞.
(Temlyakov)

4 El sistema trigonométrico no es greedy en Lp(T) con p 6= 2.
(Temlyakov)
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Bases democráticas e incondicionales
Definición
Diremos que una base B de un espacio de Banach X es democrática si
existe D ≥ 1 tal que para cualesquiera A,B finitos de mismo cardinal, se
tiene que

D−1‖
∑
n∈B

en‖ ≤ ‖
∑
n∈A

en‖ ≤ D‖
∑
n∈B

en‖.

Denotamos por CD la constante de democracia.

Definición
Una base B de un espacio de Banach X es suppression unconditional si
existe una constante K ≥ 1 tal que para todo x ∈ X y todo A ⊂ N, se
verifica

‖PA(x)‖ ≤ K‖x‖, PA

 ∞∑
j=1

aiei

 =
∑
j∈A

aiei.

Denotamos por Ks a la constante de supresión-incondicional
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Caracterización de las bases greedy

Teorema(Temlyakov, Konyagin; 1999)
Una base es greedy si y solo si es incondicional y democrática.

Si la base es greedy con constante Cg ⇒ es democrática con constante
CD ≤ Cg e incondicional con constante Ks ≤ Cg.

Si la base es democrática con constante CD e incondicional con
constante Ks, es greedy con constante Cg ≤ Ks +K3

sCD.

¿Cómo puedo conseguir Cg = 1?
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Propiedad (A)

Sección 2
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Sea x = (−1,−3, 0, 0,3, 0,−3, 0, 1, ...).

Consideramos el vector xε,θ = (−1, 0,3, 0,3,−3, 0, 0, 1, ...).

Diremos que una base satisface la Propiedad (A) si

‖x‖ = ‖xε,θ‖, ∀ε, θ y ∀x ∈ X.

Teorema (Albiac y Wojtaszczyk; 2006)
Una base es greedy con constante Cg = 1 si y solo si es incondicional con
Ks = 1 y satisface la Propiedad (A).
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Definición
Una base B de un espacio de Banach X satisface la Propiedad (A) si

‖x+ t
∑
n∈A

εnen‖ ≤ C‖x+ t
∑
n∈B

ε′nen‖,

para x ∈ X, para todo par de conjuntos |A| = |B|, A ∩ B = ∅,
supp(x) ∩ (A ∪ B) = ∅, para cualesquiera colección de signos ε, ε′ y con
t = máx{|e∗n(x)| : n ∈ supp(x)}.
La constante más pequeña que satisface la desigualdad es CA.

Teorema (Dilworth, Kutzarova, Odell, Schlumprecht; 2014)
Si B es greedy, entonces es incondicional con Ks ≤ Cg y satisface la
Propiedad (A) con CA ≤ Cg.
Si B satisface la Propiedad (A) con constante CA y es incondicional con
constante Ks, entonces la base es greedy con constante Cg ≤ K2

sCA.
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Definición
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Nueva Caracterización de lasbases greedy

Sección 3
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Definimos

Dm(x) = inf{‖x− α
∑
n∈A

en‖ : α ∈ R, |A| = m}.

σm(x) ≤ Dm(x)

Supongamos que la base es greedy.

1 Definimos y = x+ α
∑
n∈A en, con x ∈ X y A ⊂ supp(x).

y =
∑
n∈A

(α+ e∗n(x))en + PAc(x), Gm(y) =
∑
n∈A

(α+ e∗n(x))en,

‖PAc(x)‖ = ‖y−Gm(y)‖ ≤ Cgσm(y) ≤ Cg‖y−α
∑
n∈A

en‖ = Cg‖x‖.

2 Definimos x = (1 + ε)
∑
n∈A\B en +

∑
n∈B en.
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Pablo Manuel Berná Larrosa Caracterización de Bases Greedy en Espacios de Banach



Definimos

Dm(x) = inf{‖x− α
∑
n∈A

en‖ : α ∈ R, |A| = m}.

σm(x) ≤ Dm(x)

Supongamos que la base es greedy.

1 Definimos y = x+ α
∑
n∈A en, con x ∈ X y A ⊂ supp(x).

y =
∑
n∈A

(α+ e∗n(x))en + PAc(x), Gm(y) =
∑
n∈A

(α+ e∗n(x))en,

‖PAc(x)‖ = ‖y−Gm(y)‖ ≤ Cgσm(y)

≤ Cg‖y−α
∑
n∈A

en‖ = Cg‖x‖.

2 Definimos x = (1 + ε)
∑
n∈A\B en +

∑
n∈B en.
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Definición
Diremos que una base B satisface la Propiedad (Q) si

‖x+ z‖ ≤ C‖x+ y‖,

con máx{‖x̃‖∞, ‖z̃‖∞} ≤ 1, xy = 0, xz = 0, yz = 0 e y ∈ Γz.

Γz := {y ∈ X : yz = 0, |supp(z)| ≤ |{n : e∗n(y) = 1}|}

Equivalencia
Propiedad (Q) si y solo si

‖x+
∑
n∈A

en‖ ≤ C‖x+ y +
∑
n∈B

en‖,

con |A| = |B|, A∩B = ∅, xy = 0, ‖x̃‖∞ ≤ 1 y supp(x+y)∩(A∪B) = ∅.
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Democracia e Incondicionalidad
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Proposición (B., Blasco; 2015)
Sea X un espacio de Banach y B una base de Schauder de X. Son equiva-
lentes:

1 Existe C > 0 tal que

‖x− Gm(x)‖ ≤ CDm(x), ∀x ∈ X, ∀m ∈ N.

2 B satisface la Propiedad (Q).

3 B es base greedy.

Teorema (B., Blasco; 2015)
Si X es un espacio de Hilbert y B una base ortonormal. Entonces

ĺım
n−→∞

Dn(x) = ‖x‖, ∀x ∈ X.
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Nota: Si ‖x− Gm(x)‖ ≤ CDm(x), ∀x ∈ X,∀m ∈ N, entonces la base es
greedy con constante C + C4.

Para mejorar la constante, definimos el siguiente funcional

D∗m(x) = inf{‖x− α
∑
n∈A

εnen‖ : α ∈ R, εn ∈ {±1}, |A| = m}.

Recordatorio
Dm(x) = inf{‖x− α

∑
n∈A en‖ : α ∈ R, |A| = m}.

La relación entre los funcionales es σm(x) ≤ D∗m(x) ≤ Dm(x).

Teorema (B., Blasco; 2015)
Si X es un espacio de Hilbert y B una base ortonormal. Entonces

ĺım
n−→∞
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ĺım
n−→∞

D∗n(x) = ĺım
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Equivalencia
Propiedad (Q∗) si y solo si

‖x+
∑
n∈A

εnen‖ ≤ C‖x+ y +
∑
n∈B

ε′nen‖,

con A∩B = ∅, |A| = |B|, xy = 0, ‖x̃‖∞ ≤ 1, supp(x+ y)∩ (A∪B) = ∅
y ε, ε′ colecciones de signos cualesquiera.

Recordatorio
Propiedad (Q) si y solo si

‖x+
∑
n∈A

en‖ ≤ C‖x+ y +
∑
n∈B

en‖,

con |A| = |B|, A∩B = ∅, xy = 0, ‖x̃‖∞ ≤ 1 y supp(x+y)∩(A∪B) = ∅.
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Pablo Manuel Berná Larrosa Caracterización de Bases Greedy en Espacios de Banach



Equivalencia
Propiedad (Q∗) si y solo si

‖x+
∑
n∈A

εnen‖ ≤ C‖x+ y +
∑
n∈B

ε′nen‖,

con A∩B = ∅, |A| = |B|, xy = 0, ‖x̃‖∞ ≤ 1, supp(x+ y)∩ (A∪B) = ∅
y ε, ε′ colecciones de signos cualesquiera.

ww�~ww
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Teorema (B., Blasco; 2015)
Sea X un espacio de Banach y B una base de Schauder de X. Son equiva-
lentes:

1 Si existe C > 0 tal que

‖x− Gm(x)‖ ≤ CD∗m(x), ∀x ∈ X, ∀m ∈ N,

entonces B satisface la Propiedad (Q∗) con constante C.
2 Si B satisface la Propiedad (Q∗) con constante C entonces

‖x− Gm(x)‖ ≤ C2σm(x), ∀x ∈ X, ∀m ∈ N.

3 Si B es greedy con constante C, entonces

‖x− Gm(x)‖ ≤ CD∗m(x), ∀x ∈ X, ∀m ∈ N.
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Corolario (B., Blasco; 2015)
1 B es greedy.
2 Existe C ≥ 1 tal que

‖x− Gm(x)‖ ≤ CD∗m(x), ∀x ∈ X, ∀m ∈ N.

3 Existe C ≥ 1 tal que

‖x− Gm(x)‖ ≤ CDm(x), ∀x ∈ X, ∀m ∈ N.

4 B satisface la Propiedad (Q).
5 B satisface la Propiedad (Q∗).
6 B es incondicional y democrática.
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