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ALGORITMO GREEDY Y BASES
GREEDY

Seccién 1
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Notacion:

@ X es un espacio de Banach real.
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Notacion:

@ X es un espacio de Banach real.

@ 3 es una base de Schauder en X.

o supp(z) ={n € N:el(x)# 0}
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Notacion:

@ X es un espacio de Banach real.
@ 3 es una base de Schauder en X.
o supp(x) = {n € N: e (z) # 0}.

@ Denotamos por zy = 0 a aquellos z,y € X cuyos soportes son
disjuntos.
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Notacion:

@ X es un espacio de Banach real.
@ 3 es una base de Schauder en X.
o supp(x) = {n € N: e (z) # 0}.

@ Denotamos por zy = 0 a aquellos z,y € X cuyos soportes son
disjuntos.

1Z]lco = sup{ler, ()| : n € supp(x)}-
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Algoritmo Greedy

Seax =) - ef(x)e; € X. Consideramos la serie reordenadda

=1 "1
Ezep(J )ep(j);

donde p es orden natural greedy: p : N — N es inyectiva,
supp(z) C p(N) y tal que si j < k entonces [e .\ (2)| = [e} ;) ()] y

p(j) < p(k).
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Algoritmo Greedy

Seax =), ef(z)e; € X. Consideramos la serie reordenadda

Z e/J(J )€n(j)

donde p es orden natural greedy: p : N — N es inyectiva,
supp(z) C p(N) y tal que si j < k entonces [e .\ (2)| = [e} ;) ()] y

p(j) < p(k).

La m-th suma greedy de z es
Gn[X, Bl(7) == Gm(z) = Ze:(j)(x)ep(j)7
j=1

y se conoce como Algoritmo Greedy a {G,,}5°_;.
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Bases Greedy

Optimalidad— ||z — G, (2)|| = om ().
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Bases Greedy

Optimalidad— ||z — G, (z)|| = o ().
Definimos

om(x) = zn£{||x - Z cnen| : |A| = m, s escalares}.
Cns neA
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Bases Greedy

Optimalidad—> Hx — g?n(x)” ~ Um(x)
Definimos

om(x) = mz:{Hx - Z cnen| : |A| = m, s escalares}.
Cns neA

Una base B de un espacio de Banach X es una base greedy (6 base
avariciosa) si existe una constante C' > 1 tal que

|z — Gm(2)|| < Com(x), Ym e N, VzeX.

La constante mas pequena que satisface la desigualdad es la constante
greedy y la denotamos por C.
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Bases Greedy

Optimalidad—> Hx — g?n(x)” ~ Um(x)
Definimos

om(x) = mz:{Hx - Z cnen| : |A| =m, s escalares}.
Cns neA

Una base B de un espacio de Banach X es una base greedy (6 base
avariciosa) si existe una constante C' > 1 tal que

om(2) <||lx — G (2)|| £ Cop(z), Vm e N, Vo e X

La constante mas pequena que satisface la desigualdad es la constante
greedy y la denotamos por Cy.
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Bases Greedy

Optimalidad— ||z — G, (2)|| = om ().
Definimos

om(z) = zn£{||x — Z cnen| : |A| = m, s escalares}.
Cns neA

Una base B de un espacio de Banach X es una base greedy (6 base
avariciosa) si existe una constante C' > 1 tal que

om(z) < ||z — Gm(2)|| < Cop(z), YmeN, VzeX.

|z — Gm(2)|| = om ()

La constante mas pequeiia que satisface la desigualdad es la constante
greedy y la denotamos por C.
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Ejemplos

@ Sea X = H un espacio de Hilbert y B = (e, ), una base ortonormal.
Entonces B es greedy con constante C; = 1, es decir,

|z — Gm ()| = om(x) V2 € H, ¥m € N
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Ejemplos

@ Sea X = H un espacio de Hilbert y B = (e, ), una base ortonormal.
Entonces B es greedy con constante C; = 1, es decir,

|z — Gm ()| = om(x) V2 € H, ¥m € N

@ La base canénicaen X =/, 1 < p < 0o es greedy con constante
Cy=1
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Ejemplos

@ Sea X = H un espacio de Hilbert y B = (e, ), una base ortonormal.
Entonces B es greedy con constante C; = 1, es decir,

|z — Gm ()| = om(x) V2 € H, ¥m € N

@ La base canénicaen X =/, 1 < p < 0o es greedy con constante
Cy=1

@ La base de Haar es base greedy en L,[0,1] con 1 < p < 0.
(Temlyakov)

Pablo Manuel Berna Larrosa Caracterizacién de Bases Greedy en Espacios de Banach



Ejemplos

@ Sea X = H un espacio de Hilbert y B = (e, ), una base ortonormal.
Entonces B es greedy con constante C; = 1, es decir,

|z — Gm(@)|| = om(x) Yo € H, Vm € N

@ La base canénicaen X =/, 1 < p < 0o es greedy con constante
Cy=1

@ La base de Haar es base greedy en L,[0,1] con 1 < p < 0.
(Temlyakov)

Q El sistema trigonométrico no es greedy en L, (T) con p # 2.
(Temlyakov)
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Bases democraticas e incondicionales

Diremos que una base B de un espacio de Banach X es democratica si
existe D > 1 tal que para cualesquiera A, B finitos de mismo cardinal, se

DY el <1 eall < DIUY eall

neB neA neB

tiene que

Denotamos por C'p la constante de democracia.
v
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Bases democraticas e incondicionales

Diremos que una base B de un espacio de Banach X es democratica si
existe D > 1 tal que para cualesquiera A, B finitos de mismo cardinal, se

tiene que
DY enll <1D eall <DIY enll-

neB neA neB

Denotamos por Cp la constante de democracia.

Una base B de un espacio de Banach X es suppression unconditional si
existe una constante K > 1 tal que para todo =z € X y todo A C N, se
verifica

1Pa@)]| < Kllzll, Pa|d aies | = ases.
Jj=1 JEA

Denotamos por K a la constante de supresién-incondicional
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Caracterizacion de las bases greedy

Teorema(Temlyakov, Konyagin; 1999)

Una base es greedy si y solo si es incondicional y democratica.
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Caracterizacion de las bases greedy

Teorema(Temlyakov, Konyagin; 1999)

Una base es greedy si y solo si es incondicional y democratica.

Si la base es greedy con constante C; = es democratica con constante
Cp < Cy e incondicional con constante K, < C,.
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Caracterizacion de las bases greedy

Teorema(Temlyakov, Konyagin; 1999)

Una base es greedy si y solo si es incondicional y democrética.

Si la base es greedy con constante C; = es democratica con constante
Cp < Cy e incondicional con constante K, < C,.

Si la base es democrética con constante Cp e incondicional con
constante Ky, es greedy con constante C, < K, + K2Cp.
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Caracterizacion de las bases greedy

Teorema(Temlyakov, Konyagin; 1999)

Una base es greedy si y solo si es incondicional y democrética.

Si la base es greedy con constante C; = es democratica con constante
Cp < Cy e incondicional con constante K, < C,.

Si la base es democrética con constante Cp e incondicional con
constante Ky, es greedy con constante C, < K, + K2Cp.

iCémo puedo conseguir C; = 17
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PROPIEDAD (A)

Seccién 2
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Sea z = (—1,—3,0,0,3,0,—3,0,1,...).
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Sea z = (—1,—3,0,0,3,0,—3,0,1,...).

Consideramos el vector z. 9 = (—1,0,3,0,3,—3,0,0,1, ...).
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Seaz = (—1,-3,0,0,3,0,—3,0,1,...).
Consideramos el vector z. 9 = (—1,0,3,0,3,—3,0,0,1, ...).

Diremos que una base satisface la Propiedad (A) si

]| = llzepll, Ve, 0y Ve eX.
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Sea x =(-1,—3,0,0,3,0,—3,0,1,...).
Consideramos el vector z. 9 = (—1,0,3,0,3,—3,0,0,1, ...).

Diremos que una base satisface la Propiedad (A) si

[zl = llzzpll, Ve, 0y Ve eX.

Teorema (Albiac y Wojtaszczyk; 2006)

Una base es greedy con constante C,; = 1 si y solo si es incondicional con
K, =1y satisface la Propiedad (A).
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Una base B de un espacio de Banach X satisface la Propiedad (A) si

lz+¢ " eneall < Cllz +¢ Y eheal,

neA nEB

para © € X, para todo par de conjuntos |4 = |B|, AnB = §{,
supp(z) N (AU B) = (), para cualesquiera coleccién de signos ¢,&’ y con
t = méax{|ek (z)| : n € supp(z)}.

La constante méas pequefia que satisface la desigualdad es C'4. |
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Una base B de un espacio de Banach X satisface la Propiedad (A) si

lz+¢ " eneall < Cllz +¢ Y eheal,

neA nEB

para * € X, para todo par de conjuntos |[A| = |B|, AnB = 0,
supp(z) N (AU B) = (), para cualesquiera coleccién de signos ¢,&’ y con
t = méax{|ek (z)| : n € supp(z)}.

La constante méas pequefia que satisface la desigualdad es C'4.

Teorema (Dilworth, Kutzarova, Odell, Schlumprecht; 2014)

Si B es greedy, entonces es incondicional con K, < C, y satisface la
Propiedad (A) con C4 < C,.
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Una base B de un espacio de Banach X satisface la Propiedad (A) si

lz+t> enenll SCllz+t > ehenl,

neA nEB

para * € X, para todo par de conjuntos |[A| = |B|, AnB = 0,
supp(z) N (AU B) = (), para cualesquiera coleccién de signos ¢,&’ y con
t = méax{|ek (z)| : n € supp(z)}.

La constante méas pequefia que satisface la desigualdad es C'4.

Teorema (Dilworth, Kutzarova, Odell, Schlumprecht; 2014)

Si B es greedy, entonces es incondicional con K, < C, y satisface la
Propiedad (A) con C4 < C,.

Si B satisface la Propiedad (A) con constante C4 y es incondicional con
constante K, entonces la base es greedy con constante C,; < KECA.
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Una base B de un espacio de Banach X satisface la Propiedad (A) si

lz+ " enenll < Cllz+ ) eneall,

neA n€EB

para xz € X con ||Z||~ < 1, para todo par de conjuntos |A| = |B|, ANB =
0, supp(z) N (AU B) = 0 y para cualesquiera coleccién de signos ¢, ¢’.
La constante méas pequefia que satisface la desigualdad es C'4.

Teorema (Dilworth, Kutzarova, Odell, Schlumprecht; 2014)

Si B es greedy, entonces es incondicional con K, < C, y satisface la
Propiedad (A) con C4 < C,.

Si B satisface la Propiedad (A) con constante Cy y es incondicional con
constante K, entonces la base es greedy con constante C,; < KEC’A.
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NUEvVA CARACTERIZACION DE LAS
BASES GREEDY

Seccién 3
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Definimos

Dm(sr:):inf{Hx—aZenH :a €R, |A| =m}.
necA

om () < D ()
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Definimos
Dp(z) = inf{]|lz — « Z en| : @ €R, |A| =m}.
neA
om(2) < D ()

Supongamos que la base es greedy.

@ Definimosy =z +a) . e, conx Xy AC supp(x).
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Definimos
Dp(z) = inf{]|lz — « Z en| : @ €R, |A| =m}.
neA
om(2) < D ()

Supongamos que la base es greedy.

@ Definimosy =z +a) . e, conx Xy AC supp(x).

y= 3 (a+e;(0)en + Pac(a),
neA
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Definimos
Dp(z) = inf{]|lz — « Z en| : @ €R, |A| =m}.
neA
om(2) < D ()

Supongamos que la base es greedy.

@ Definimosy =z +a) . e, conx Xy AC supp(x).

y=Y (a+eq(@)en + Pac(x), Guly) = D (a+ e} (2))en,

neA neA
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Definimos

Dm(sr:):inf{Hx—aZenH :a €R, |A| =m}.
necA

om () < D ()

Supongamos que la base es greedy.

@ Definimosy =z +a) . e, conx Xy AC supp(x).

y=Y (a+eq(@)en + Pac(x), Guly) = D (a+ e} (2))en,

neA neA

[Pac(@)[| = lly=Gm @)l < Cyom(y)
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Definimos

Dm(sr:):inf{Hx—aZenH :a €R, |A| =m}.
necA

om(z) < D ()
Supongamos que la base es greedy.

@ Definimosy =z +a) . e, conx Xy AC supp(x).

y=Y (a+eq(@)en + Pac(x), Guly) = D (a+ e} (2))en,

neA neA

1Pac (@) = [y =Gm @)l < Cyom(y) < Cylly—a Y enll = Cyll].
neA
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Definimos

Dm(sr:):inf{Hx—aZenH :a €R, |A| =m}.
necA

om(z) < D ()
Supongamos que la base es greedy.

@ Definimosy =z +a) . e, conx Xy AC supp(x).

y=Y (a+eq(@)en + Pac(x), Guly) = D (a+ e} (2))en,

neA neA

1Pac (@) = [y =Gm @)l < Cyom(y) < Cylly—a Y enll = Cyll].
neA

@ Definimos z = (1+¢) 3" ca\pen + X ep en-
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Definicion

Diremos que una base B satisface la Propiedad (Q) si
4+ 2| < Cllz +yl,

con mAx{||Z]|co; |Z]lc} <1, 2y =0, 22=0,yz=0ey €T,.

I.i={y e X:yz =0, |supp(z)| <[{n: e;(y) = 1}]}
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Definicion

Diremos que una base B satisface la Propiedad (Q) si
4+ 2| < Cllz +yl,

con mAx{||Z]|co; |Z]lc} <1, 2y =0, 22=0,yz=0ey €T,.

I.i={y e X:yz =0, |supp(z)| <[{n: e;(y) = 1}]}

Equivalencia

Propiedad (Q) si y solo si

lz+ )" enll < Clliz+y+ D eall,

neA neB

con |[A|=|B|, ANB=0,2zy =0, ||Z]|co <1y supp(z+y)N(AUB) = 0.
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Definicion

Diremos que una base B satisface la Propiedad (Q) si
4+ 2| < Cllz +yl,

con mAx{||Z]|co; |Z]lc} <1, 2y =0, 22=0,yz=0ey €T,.

I.i={y e X:yz =0, |supp(z)| <[{n: e;(y) = 1}]}

Equivalencia

Propiedad (Q) si y solo si

lz+ )" enll < Clliz+y+ D eall,

neA neB

con |[A|=|B|, ANB=0,2zy =0, ||Z]|co <1y supp(z+y)N(AUB) = 0.

I

Democracia e Incondicionalidad
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Proposicién (B., Blasco; 2015)

Sea X un espacio de Banach y B una base de Schauder de X. Son equiva-
lentes:

@ Existe C' > 0 tal que

|z — Gm(2)]| < CDp(x), Yo € X, ¥Ym € N.

@ B satisface la Propiedad (Q).
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Proposicién (B., Blasco; 2015)

Sea X un espacio de Banach y B una base de Schauder de X. Son equiva-
lentes:

@ Existe C' > 0 tal que

|z — Gm(2)]| < CDp(x), Yo € X, ¥Ym € N.

@ B satisface la Propiedad (Q).
© B es base greedy.
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Proposicién (B., Blasco; 2015)

Sea X un espacio de Banach y B una base de Schauder de X. Son equiva-
lentes:

@ Existe C' > 0 tal que

|z — Gm(2)]| < CDp(x), Yo € X, ¥Ym € N.

@ B satisface la Propiedad (Q).
© B es base greedy.

Teorema (B., Blasco; 2015)

Si X es un espacio de Hilbert y B una base ortonormal. Entonces

lim D,(z) = ||z||, VzeX.

n—»oo
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Nota: Si ||z — G (2)]| < CDy(z), Vo € X, ¥m € N, entonces la base es
greedy con constante C' + C*.
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Nota: Si ||z — G (2)]| < CDy(z), Vo € X, ¥m € N, entonces la base es
greedy con constante C' + C*.

Para mejorar la constante, definimos el siguiente funcional

Dr(x) =inf{llz — « Z enen| @ @ €R, g, € {£1}, |A] =m}.
ncA
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Nota: Si ||z — G (2)]| < CDy(z), Vo € X, ¥m € N, entonces la base es
greedy con constante C' + C*.

Para mejorar la constante, definimos el siguiente funcional

Dr(x) =inf{llz — « Z enen| @ @ €R, g, € {£1}, |A] =m}.
ncA

Recordatorio

Din(z) :inf{||m—azneAenH a€R, |Al =m}.
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Nota: Si ||z — G (2)]| < CDy(z), Vo € X, ¥m € N, entonces la base es
greedy con constante C' + C*.

Para mejorar la constante, definimos el siguiente funcional

Dr(x) =inf{llz — « Z enen| @ @ €R, g, € {£1}, |A] =m}.
ncA

Recordatorio

Din(z) :inf{||m—azneAenH a€R, |Al =m}.

La relacién entre los funcionales es o,,(x) < D} () < Dy, ().
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Nota: Si ||z — G (2)]| < CDy(z), Vo € X,¥m € N, entonces la base es
greedy con constante C' + C*.

Para mejorar la constante, definimos el siguiente funcional

Dr(x) =inf{llz — « Z enenll 1 @ €R, &, € {£1}, |A] =m}.
neA

Recordatorio

Din(z) :inf{||x—azneAen|| a€R, |Al =m}.

La relacién entre los funcionales es o,,(x) < D} () < Dy, ().

Teorema (B., Blasco; 2015)

Si X es un espacio de Hilbert y B una base ortonormal. Entonces

lim Dj(z) = h_n)l D, (z) = ||z||, VreX

n—o0
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Nota: Si ||z — G, (2)|| < CDy(x), Vo € X,Vm € N, entonces la base es
greedy con constante C' + C*.

Para mejorar la constante, definimos el siguiente funcional

Do @) =inf{lz—a Y eneall : a €R, &y € {£1}, [A] = m}.
neA

La relacion entre los funcionales es o,,(x) < D} () < Dy, ().
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Nota: Si ||z — G, (2)|| < CDy(x), Vo € X,Vm € N, entonces la base es
greedy con constante C' + C*.

Para mejorar la constante, definimos el siguiente funcional

Do @) =inf{lz—a Y eneall : a €R, &y € {£1}, [A] = m}.
neA

La relacion entre los funcionales es o,,(x) < D} () < Dy, ().

Diremos que una base B satisface la Propiedad (Q*) si
[l + 2|l < Cllz + 9,

con max{||Z||oos [|1Z]|ec} <1, 2y =0, 22=0,yz=0ey € I'}.

I ={yeX:yz=0,|supp(z)| < {n: e, (y)| = 1}[}
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Equivalencia
Propiedad (Q*) si y solo si
lo+ 3 eneall < Clle +y+ 3 eheall,

neA neB

con ANB =10, |Al = |B|, zy =0, ||Z]lcc <1, supp(z+y)N(AUB) =0
y €, &’ colecciones de signos cualesquiera.
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Equivalencia

Propiedad (Q*) si y solo si
lz+ ) eneall < Cllz+y+ Y eneall,
ncA neB

con ANB =10, |Al = |B|, zy =0, ||Z]lcc <1, supp(z+y)N(AUB) =0
y €, &’ colecciones de signos cualesquiera.

Recordatorio

| A\

Propiedad (@) si y solo si

lz+ > enll < Clliz+y+ D eall,

neA neB

con |[A|=|Bl, ANB=0,zy =0, ||Z]|cc <1y supp(z+y)N(AUB) = 0.
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Equivalencia

Propiedad (Q*) si y solo si

Iz + > enenll S Cllz+y+ Y enenl,

neA neEB

con ANB =0, |[A|=|B|, 2y =0, ||Z|lcc <1, supp(z+y)N(AUB) =0
y €,€’ colecciones de signos cualesquiera.

I

Propiedad (A) e Incondicionalidad
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Equivalencia

Propiedad (Q*) si y solo si

Iz + > enenll S Cllz+y+ Y enenl,

neA neEB

y €,€’ colecciones de signos cualesquiera.

I

Propiedad (A) e Incondicionalidad

con ANB =0, |[A|=|B|, 2y =0, ||Z|lcc <1, supp(z+y)N(AUB) =0

Teorema (B., Blasco; 2015)
Propiedad (Q) < Propiedad (Q*)
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Teorema (B., Blasco; 2015)

Sea X un espacio de Banach y B una base de Schauder de X. Son equiva-
lentes:

© Si existe C' > 0 tal que
|z — Gm(2)|| < CD;, (x), Ve € X, Ym € N,

entonces B satisface la Propiedad (Q*) con constante C.

@ Si B satisface la Propiedad (Q*) con constante C entonces
|z — Gm(z)|| < C?0yn(x), ¥z € X, Ym € N.
© Si B es greedy con constante C, entonces

[z — Gm(z)|| < CD;,(z), Vo €X, Vm € N.
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Corolario (B., Blasco; 2015)
Q B es greedy.
@ Existe C' > 1 tal que

|z — Gm(2)|| < CD;,(x), Ve € X, Ym € N.
@ Existe C' > 1 tal que
|z — Gm(2)|| < CDw(z), Vo € X, Vm € N.

@ B satisface la Propiedad (Q).
@ B satisface la Propiedad (Q*).
@ B es incondicional y democrética.
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