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@ Caso particular (Toeplitz, 1918):
H espacio de Hilbert, T € L(H)
V(T) = {(TJ: |z) : z€H, ||z| = 1}.
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e Caso particular (Toeplitz, 1918):
H espacio de Hilbert, '€ L(H)
V(T)= {(Tac |z) : x€H, ||z|]| = 1}.

o Caso general (Lumer, 1961; Bauer, 1962):
X espacio de Banach, T' € L(X)
V(T)= {m*(Tx) z€X, ¥ e X |z =z = 2" (z) = 1}
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e Caso particular (Toeplitz, 1918):
H espacio de Hilbert, '€ L(H)
V(T)= {(Tac |z) : x€H, ||z|]| = 1}.

o Caso general (Lumer, 1961; Bauer, 1962):
X espacio de Banach, T' € L(X)
V(T)= {x*(Tx) cx€X, 2f e X |z = ||z = 2" (z) = 1}
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° U(T):sup{|)\| : )\GV(T)}
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e Caso particular (Toeplitz, 1918):
H espacio de Hilbert, '€ L(H)
V(T)= {(Tac |z) : x€H, ||z|]| = 1}.

o Caso general (Lumer, 1961; Bauer, 1962):
X espacio de Banach, T' € L(X)
V(T)= {x*(Tx) cx€X, 2f e X |z = ||z = 2" (z) = 1}

Radio numérico

o v(T)= sup{|)\| A€ V(T)}
@ Seminorma en L(X), con v(T) < ||T|| paratodo T € L(X)
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n(X)=inf {o(T) : T € L(X), |T| =1}
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El indice numérico de un espacio de Banach X es
n(X)=inf {o(T) : T € L(X), |T| =1}
=max {k>0 : k|T| <v(T) VT e€L(X)}

e 0<n(X)<1
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El indice numérico de un espacio de Banach X es
n(X)=inf {o(T) : T € L(X), |T| =1}
=max {k>0 : k|T| <v(T) VT e€L(X)}
e 0<n(X)<1

@ n(X) >0 < v es una norma equivalente a || - ||
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Un resultado basico
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y

Un resultado basico

e X complejo = n(X)>1/e
(Bohnenblust—Karlin, 1955; Glickfeld, 1970)
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indice numérico (Lumer, 1968)
El indice numérico de un espacio de Banach X es
n(X)=inf {v(T) : T € L(X), |T| =1}
=max {k>0 : k|T| <v(T) VT e€L(X)}

v
Un resultado basico

e X complejo = n(X)>1/e
(Bohnenblust-Karlin, 1955; Glickfeld, 1970)
o {n(X) : X complejo, dim(X)=2}=[1/e,1]
{n(X) : X real, dim(X)=2}=0,1]
(Duncan—McGregor—Pryce-White, 1970)

N
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@ H espacio de Hilbert con dim(H) > 1:

n(H)=0 si H es real
n(H)=1/2 si H es complejo
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@ H espacio de Hilbert con dim(H) > 1:

n(H)=0 si H es real
n(H)=1/2 si H es complejo

(2] n(Ll(,u)) =Sl = n(C(K)) (Duncan et al., 1970)
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@ H espacio de Hilbert con dim(H) > 1:

n(H)=0 si H es real
n(H)=1/2 si H es complejo

Q n(Ll(,u)) =il= n(C’(K)) (Duncan et al., 1970)
©@ X o X' (C*-4lgebra no conmutativa = n(X)=1/2
(Huruya, 1977; Kaidi-Morales—Rodriguez, 2000)
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@ H espacio de Hilbert con dim(H) > 1:

n(H)=0 si H es real
n(H)=1/2 si H es complejo

Q n(Ll(,u)) =il= n(C’(K)) (Duncan et al., 1970)
©@ X o X* (C*-4lgebra no conmutativa = n(X)=1/2
(Huruya, 1977; Kaidi—-Morales—Rodriguez, 2000)

© A Algebra de funciones = n(A)=1 (Werner, 1997)
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Otros ejemplos

@ Para n>2, sea X, = R? con la norma cuya bola unidad es un poligono
regular con 2n lados. Entonces:

”(X”)_{zin(T(Z ;2(311))) :Z: i”r:;ar (Martin—Meri, 2007)
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Otros ejemplos

@ Paran>2, sea X, =R? con la norma cuya bola unidad es un poligono
regular con 2n lados. Entonces:

_tg (7r/(2n)) si n es par i Merd
n(Xn) = {sen (7r/(2n)) si n es impar ([t A

@ X cC0,1], dim(C[0,1]/X) <0 = n(X)=1
(Boyko—Kadets—Martin—Werner, 2007)
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Sumas directas (Martin—P. 2000)

n([@reaXaly,) =n([@reaXnly,) =n(@reaXal, ) = inf n(X)
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n([@reaXaly,) =n([@reaXnly,) =n(@reaXal, ) = e n(Xy)

V.
Consecuencias
V.
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Sumas directas (Martin—P. 2000)

n([@reaXaly,) =n([@reaXnly,) =n(@reaXal, ) = e n(Xy)

V.
Consecuencias

@ En el caso real, puede ocurrir que el radio numérico sea una norma no
equivalente a la usual

\
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Sumas directas (Martin—P. 2000)

n([@reaXaly,) =n([@reaXnly,) =n(@reaXal, ) = e n(Xy)

V.
Consecuencias

@ En el caso real, puede ocurrir que el radio numérico sea una norma no
equivalente a la usual

@ Los espacios ¢, ¢1, {oo se pueden renormar para conseguir todos los
valores posibles del indice numérico: [0,1] (R) o [1/e,1] (C)
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Sumas directas (Martin—P. 2000)

n([®xreaXaly,) =n([®reaXnly,) =n(@reaXal, ) = inf n(X)

Consecuencias
@ En el caso real, puede ocurrir que el radio numérico sea una norma no
equivalente a la usual
@ Los espacios cg, ¢1, oo se pueden renormar para conseguir todos los
valores posibles del indice numérico: [0,1] (R) o [1/e,1] (C)

| \
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Problema
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Sumas directas (Martin—P. 2000)

n([®xreaXaly,) =n([®reaXnly,) =n(@reaXal, ) = inf n(X)

.
Consecuencias

@ En el caso real, puede ocurrir que el radio numérico sea una norma no
equivalente a la usual

@ Los espacios cg, ¢1, oo se pueden renormar para conseguir todos los
valores posibles del indice numérico: [0,1] (R) o [1/e,1] (C)

Problema
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Rango numérico del operador adjunto

X espacio de Banach, T € L(X), T* € L(X™) su adjunto:

T (") (x) =2 (Tx) Va'eX"
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X espacio de Banach, T € L(X), T* € L(X™) su adjunto:
T (") (x) =2 (Tx) Va'eX"

@ Se verifica que V(T') C V(T™*) c V(T)
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X espacio de Banach, T € L(X), T* € L(X™) su adjunto:

T (") (x) =2 (Tx) Va'eX"

@ Se verifica que V(T') C V(T*) Cc V(T)
@ luego v(T™) =v(T)
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Rango numérico del operador adjunto

X espacio de Banach, T € L(X), T* € L(X™) su adjunto:

T (") (x) =2 (Tx) Va'eX"

@ Se verifica que V(T') C V(T*) Cc V(T)
o luego v(T™) = v(T)
@ Por tanto: n(X™) < n(X)
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Rango numérico del operador adjunto

X espacio de Banach, T € L(X), T* € L(X™) su adjunto:

T (") (x) =2 (Tx) Va'eX"

@ Se verifica que V(T') C V(T*) Cc V(T)
o luego v(T™) = v(T)
@ Por tanto: n(X™) < n(X)

(Duncan—-McGregor—Pryce-White, 1970)
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Rango numérico del operador adjunto

X espacio de Banach, T € L(X), T* € L(X™) su adjunto:

T (") (x) =2 (Tx) Va'eX"

@ Se verifica que V(T') C V(T*) Cc V(T)
o luego v(T™) = v(T)
@ Por tanto: n(X™) < n(X)

(Duncan—-McGregor—Pryce-White, 1970)

iSe da siempre la igualdad?
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X espacio de Banach, T € L(X), T* € L(X™) su adjunto:
T (") (x) =2 (Tx) Va'eX"

@ Se verifica que V(T') C V(T*) Cc V(T)
o luego v(T™) = v(T)
@ Por tanto: n(X™) < n(X)

(Duncan—-McGregor—Pryce-White, 1970)

iSe da siempre la igualdad?

N

Respuesta negativa (Boyko—Kadets—Martin—-Werner, 2007)
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X espacio de Banach, T € L(X), T* € L(X™) su adjunto:
T (") (x) =2 (Tx) Va'eX"

@ Se verifica que V(T') C V(T*) Cc V(T)
o luego v(T™) = v(T)
@ Por tanto: n(X™) < n(X)

(Duncan—-McGregor—Pryce-White, 1970)

iSe da siempre la igualdad?

N

Respuesta negativa (Boyko—Kadets—Martin—-Werner, 2007)

X = {(z,y,z) €ECcBooCDooC : limx—l—limy—l—limz:O}




Definicién Ejemplos Dualidad Punto de vista isomérfico
(e]e] [e]e]e} e0 [e]o]e]e)

Dualidad |

Rango numérico del operador adjunto

X espacio de Banach, T € L(X), T* € L(X™) su adjunto:
T (") (x) =2 (Tx) Va'eX"

@ Se verifica que V(T') C V(T*) Cc V(T)
o luego v(T™) = v(T)
@ Por tanto: n(X™) < n(X)

(Duncan—-McGregor—Pryce-White, 1970)

iSe da siempre la igualdad?

N

Respuesta negativa (Boyko—Kadets—Martin—-Werner, 2007)

X = {(z,y,z) €ECcBooCDooC : limx—l—limy—l—limz:O}

n(X)=1 pero n(X*) <1
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X espacio de Banach, T € L(X), T* € L(X™) su adjunto:
T (") (x) =2 (Tx) Va'eX"

@ Se verifica que V(T') C V(T*) Cc V(T)
o luego v(T™) = v(T)
@ Por tanto: n(X™) < n(X)

(Duncan—-McGregor—Pryce-White, 1970)

iSe da siempre la igualdad?

N

Respuesta negativa (Boyko—Kadets—Martin—-Werner, 2007)

X = {(z,y,z) €ECcBooCDooC : limx—l—limy—l—limz:O}

n(X)=1 pero n(X*) <1

Existe Z ~ ¢ tal que n(Z) =1 peron(Z*) =0 (R) o n(Z*)=1/e (C)

<
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Algunos resultados positivos

La igualdad n(X) = n(X™) se verifica en los siguientes casos:

@ X es reflexivo (obvio)
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Algunos resultados positivos

La igualdad n(X) = n(X™) se verifica en los siguientes casos:
@ X es reflexivo (obvio)

@ X o X es una C*-4lgebra
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Algunos resultados positivos

La igualdad n(X) = n(X™) se verifica en los siguientes casos:
@ X es reflexivo (obvio)
@ X o X es una C*-4lgebra
e X" =X&1Y (Martin—2009)
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Algunos resultados positivos

La igualdad n(X) = n(X™) se verifica en los siguientes casos:
@ X es reflexivo (obvio)
@ X o X es una C*-4lgebra
e X™=X® Y (Martin—2009)
@ X tiene la RNP y n(X)=1
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Algunos resultados positivos

La igualdad n(X) = n(X™) se verifica en los siguientes casos:

@ X es reflexivo (obvio)

@ X o X es una C*-4lgebra

e X™=X® Y (Martin—2009)
@ X tiene la RNP y n(X)=1

4

N
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Algunos resultados positivos

La igualdad n(X) = n(X™) se verifica en los siguientes casos:

@ X es reflexivo (obvio)

@ X o X es una C*-4lgebra

e X™=X® Y (Martin—2009)
@ X tiene la RNP y n(X)=1

4

@ Encontrar condiciones (isoméficas) para asegurar que n(X) =n(X™)

N
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Algunos resultados positivos

La igualdad n(X) = n(X™) se verifica en los siguientes casos:

@ X es reflexivo (obvio)

@ X o X es una C*-4lgebra

e X™=X® Y (Martin—2009)
@ X tiene la RNP y n(X)=1

4

@ Encontrar condiciones (isoméficas) para asegurar que n(X) =n(X")
@ En particular: § X RNP = n(X)=n(X")?

N
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dim(X)>1, N(X)={n(Y):Y ~X}

Finet—Martin—P. 2003

@ 0 €N (X) (caso real) y 1/e € N(X) (caso complejo)
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dim(X)>1, N(X)={n(Y):Y ~X}

Finet—Martin—P. 2003

@ 0 € N(X) (caso real) y 1/e € N(X) (caso complejo)
e N(X) es un intervalo
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Indices para normas equivalentes

dim(X)>1, N(X)={n(Y):Y ~X}

Finet—Martin—P. 2003

@ 0 € N(X) (caso real) y 1/e € N(X) (caso complejo)
o N(X) es un intervalo
@ sup N (X) >1/3 (caso real) y supN(X) > 1/2 (caso complejo)
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Indices para normas equivalentes

dim(X)>1, N(X)={n(Y):Y ~X}
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Problemas
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o Caracterizar los espacios de Banach X tales que 1 € NV (X)
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X real, dim(X)=o00, n(X)=1 = f < X"

Problema

@ ;Qué ocurre en el caso complejo?

e En particular: jExiste X complejo, reflexivo, dim(X)=oco y n(X) =17
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@ V. Kadets, M. Martin, and R. Paya.
Recent progress and open questions on the numerical index of Banach spaces.
RACSAM Vol. 2000 (2006), pp. 155-182
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iMuchas gracias por vuestra atencion!
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