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Si una cantidad no negativa fuera tan pequena
que resultara menor que cualquier otra dada, cier-
tamente no podria ser sino cero. A quienes pregun-
tan qué es una cantidad infinitamente pequena en
matematicas, nosotros respondemos que es, de he-
cho, cero. Asi pues, no hay eantos misterios ocultos
en este concepto como se suele creer. FEsos supues-
tos misterios han convertido el calculo de lo infinita-
mente pequeno en algo sospechoso para mucha gente.
Las dudas que puedan quedar las resolveremos por
completo en las paginas siguientes, donde explicare-
mos este calculo.

LEONHARD EULER
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Introducciéon

En la historia de las matematicas nos encontramos con muchos momen-
tos en que los matematicos han manejado con seguridad —por no decir con
virtuosismo— conceptos cuya naturaleza y propiedades béasicas eran incapaces
de precisar. El ejemplo tipico lo tenemos en los algebristas de los siglos XVI
y XVII, que eran capaces de encontrar raices reales de polinomios pasando, en
caso de ser necesario, por raices “imaginarias” de otros polinomios que apare-
cian a lo largo del calculo. Los ntimeros imaginarios eran concebidos como unos
conceptos ficticios en los que, sin saber como ni por qué, se podia “confiar”’, en
el sentido de que al incluirlos en los célculos llevaban a conclusiones correctas.

Naturalmente, la razén por la que los calculos con ntimeros complejos eran
correctos es que es posible construir los ntimeros complejos, de tal modo que
lo que hacian los algebristas —aunque no lo supieran— era usar una serie de
teoremas que no sabian demostrar o siquiera enunciar (los ntiumeros complejos
forman un cuerpo, etc.)

Hay muchos otros casos similares: los fisicos han estado derivando funciones
no derivables durante mucho tiempo, con la conviccién de que las derivadas eran
unas “funciones generalizadas” que no sabian definir, pero en la que también “se
podia confiar”. La razon por la que estos célculos con funciones misteriosas que
no eran funciones no llevaban a paradojas y contradicciones es, por supuesto,
que es posible construir unos objetos (las distribuciones) con las propiedades
que los fisicos postulaban implicitamente en el uso que hacian de sus funciones
generalizadas. También Kummer us6 unos “divisores primos ideales” que no
existian, y que finalmente formaliz6 Dedekind a través de la nociéon de ideal de
un anillo, los propios nimeros reales no estuvieron exentos de polémicas sobre
sus propiedades hasta que Dedekind y Cantor dieron las primeras construcciones
explicitas, etc.

El anélisis no estdndar es la respuesta ultima a una asignatura pendiente
que tenia la matematica. En su origen, el calculo diferencial se bas6 también en
unos “nimeros ideales” que nadie sabia definir porque tenian que ser no nulos
v a la vez menores que cualquier cantidad positiva. Eran los infinitésimos. Por
ejemplo, Leibniz explicaba asi el célculo de la derivada de f(z) = 2%: tomamos
un infinitésimo dz, calculamos el incremento df = f(x+dx)— f(z) y lo dividimos
entre la cantidad (no nula) dz. Resulta

df

%:2x+d;€.

vii
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Ahora bien, puesto que dx es una cantidad infinitesimal, la presencia del

altimo término es insignificante, por lo que podemos eliminarla y asi
ﬁ =2z + dxr = 2x.
dx

Leibniz era consciente de las contradicciones de este argumento: primero
suponemos que dx # 0 pero luego lo eliminamos como si fuera dx = 0. Pese a
ello, también era consciente de que los resultados a los que se llegaba con este
tipo de razonamientos eran correctos y estaba convencido de que los argumentos
con infinitésimos tenian que poder reformularse como argumentos “del estilo de
Arquimedes”, lo cual hoy es facil traducir a “mediante pasos al limite”.

Uno de los grandes virtuosos de los infinitésimos fue Euler, quien parecia
convencido de que bastaba concebirlos como ntimeros arbitrariamente pequenos
(pero no nulos) en lugar de como numeros infinitamente pequenos. Sin embargo
sus razonamientos estan bastante lejos del estilo moderno e-§.

Al contrario de lo que sucedi6é con los niameros reales, los nimeros complejos,
las distribuciones o los ntimeros ideales de Kummer, los mateméaticos del siglo
XIX y la primera mitad del siglo XX fueron incapaces de construir unos objetos
que se comportaran como debian comportarse los infinitésimos, y el resultado
fue que los erradicaron de la matemética tedrica. Cauchy introdujo (con in-
finitésimos atn) la nociéon de limite y mostré que los restantes conceptos del
analisis podian expresarse en términos de limites. Posteriormente Weierstrass
introdujo las definiciones y los razonamientos e-9. Ahora bien, la rebeldia de los
infinitésimos a dejarse formalizar no los hacia menos practicos, por lo que los
fisicos siguieron usandolos, con la convicciéon de que son mucho mas intuitivos
y comodos que los épsilons y las deltas.

El hecho de que los infinitésimos “funcionaran” indicaba claramente que de-
bian poder construirse. Hubo algunos intentos previos poco satisfactorios, pero
s6lo a finales de los 60, Abraham Robinson consigui6 este objetivo. Del trabajo
de Robinson se sigue que es posible formalizar el calculo diferencial definiendo
las derivadas como cocientes de incrementos infinitesimales, porque, si bien en R
no hay infinitésimos (como tampoco hay nimeros con raiz cuadrada negativa),
lo cierto es que es posible extender R a un cuerpo que los tenga (igual que puede
extenderse a C, donde los ntimeros negativos si que tienen raices cuadradas).

Por desgracia, los infinitésimos de Robinson se construian y se manejaban
mediante técnicas de logica matematica, que resultan bastante complejas y arti-
ficiales para los matematicos no familiarizados con esta disciplina. No obstante,
a finales de los 60 y principios de los 70 surgieron aproximaciones axiomaticas
al analisis no estandar, es decir, aproximaciones que, en lugar de construir los
infinitésimos —que es complicado—, lo que hacen es postular mediante unos
axiomas sencillos su existencia y sus propiedades. Es como si en un curso de in-
troduccion al anélisis no construimos los ntimeros reales, sino que postulamos la
existencia de un cuerpo ordenado completo. El resultado es que partimos exac-
tamente del mismo punto a donde habriamos llegado si hubiésemos empezado
por la construcciéon de R. Naturalmente, al eliminar la construccién perdemos
una informacion, y es que el axioma que postula la existencia de R es en realidad
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un axioma inesencial, en el sentido de que todo lo que se demuestra con él, se
puede demostrar también sin él (simplemente, demostrandolo y convirtiéndolo
asi en un teorema). Lo mismo sucede con el anilisis no estandar.

De entre las distintas versiones axiomaéticas del analisis no estandar, aqui
vamos a exponer una especialmente “fuerte”; en el sentido de que no vamos a
postular axiomaticamente la mera existencia —por ejemplo— de un cuerpo que
contiene al cuerpo de los ntimeros reales y que ademaés tiene infinitésimos, sino
que vamos a presentar toda una teoria de comjuntos no estindar, anadiendo
a los axiomas usuales de la teoria de conjuntos otros axiomas que postulan
la existencia de elementos ideales en todos los conjuntos infinitos. Dado que
no vamos a comparar este enfoque con otros posibles, el lector no tendra la
oportunidad de constatarlo (salvo que compare con otros textos), pero esta
version supone una simplificacion enorme de la teoria, tanto en sus aspectos
técnicos como en los conceptuales.

Ahora bien, tal y como explicAbamos un poco mas arriba, debemos tener
presente que los objetos cuya existencia postulan estos axiomas pueden ser cons-
truidos, de modo que los axiomas del analisis no estandar no son como otros
axiomas que pueden afiadirse a la teoria de conjuntos (tales como la hipotesis
del continuo, el axioma de Martin, etc.) sino que son “eliminables”, en el sentido
de que cualquier afirmacion “estandar” que pueda demostrarse con ellos, puede
demostrarse también sin ellos.

De este modo, la teoria de conjuntos no estandar no es una teoria “nueva’” que
proporcione nuevos resultados, sino una teorfa alternativa que permite probar
los mismos resultados que la teoria clasica pero de forma distinta. Asi, mientras
que una teoria mateméatica “usual”’ se valora normalmente en funciéon de los
resultados “nuevos”’ que permite demostrar, este criterio no es aplicable para
valorar la teoria de conjuntos no estandar (ya que la respuesta es que no permite
demostrar nada nuevo), sino que su valor dependera més bien de la comparacion
entre las técnicas clasicas y las técnicas no estandar. El propésito de este libro
es, precisamente, poner al lector en condiciones de realizar esa comparaciéon y
para que pueda sopesar por si mismo las ventajas y los inconvenientes de la
teoria de conjuntos no estandar frente a la teoria de conjuntos clésica.

En esta comparacion, probablemente, el factor de mas peso es un hecho
externo a la teorfa misma: por razones histéricas, la teoria de conjuntos clasica
esta profundamente arraigada, mientras que la teoria de conjuntos no estandar
no es mas que una curiosidad, y es casi impensable que algin dia pase a ser
mas que eso. No obstante, siempre queda el —cuanto menos— “divertimento”
tedrico de juzgar ambas teorias en pie de igualdad, prescindiendo de su grado de
popularidad. Entonces, los dos platos de la balanza quedan bastante igualados:

Por una parte, la teoria de conjuntos no estdndar da lugar a pruebas
mas jintuitivas?, ;elegantes?, ;sencillas? que la teoria clasica.

Por otra parte, la teorfa de conjuntos no estandar requiere un marco
p ) y) q

de razonamiento légico jun poco?, ;bastante?, ;jmucho? més com-

plejo que la teoria de conjuntos clasica.

Lo que el lector debera juzgar es cudles de las palabras entre interrogantes
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son apropiadas (o si hay que cambiarlas por otras). Si considera que la teoria no
estandar no es ni intuitiva, ni elegante, ni sencilla, ni nada parecido, concluira
que lo mejor es olvidarse de ella, al igual que si considera que sus sutilezas
logicas la vuelven inmajenable en la préctica.

Quiza convenga destacar que no hay contradiccion en afirmar que las pruebas
no estandar pueden ser més sencillas y que su logica subyacente puede ser més
complicada. Esto quiere decir que, para alguien que haya asimilado esa logica
subyacente, las pruebas pueden resultar mucho maés sencillas, y la cuestion es,
entonces, si la (presunta) simplificaciéon (o cualquier otra ventaja) que supone
el uso de la teorfa no estdndar compensa el (presunto) esfuerzo de familiarizarse
con ella. Probablemente, ésta es la pregunta principal sobre la que debera
meditar el lector.

Aunque una valoracién adecuada de la teoria de conjuntos no estandar re-
quiere, evidentemente, un examen a fondo de sus principios y su funcionamiento
(que es lo que pretende ofrecer este libro), podemos formarnos una primera im-
presion considerando el teorema siguiente, de Sierpinski:

Siai,...,an,b son nimeros reales positivos, la ecuacion
a1 Qn,
— 4+ — = b
T e

tiene a lo sumo un numero finito de soluciones naturales.

Ahora vamos a ver el aspecto de una demostracion no estandar. Evidente-
mente, a menos que el lector ya esté familiarizado con la teoria de conjuntos no
estandar, no estara en condiciones de entenderla con detalle, pero aqui se trata
simplemente de comparar su aspecto con el de una demostracion clasica. (Lo
que si puede tratar de hacer el lector es demostrar el teorema por si mismo por
medios clasicos y comparar las pruebas.)

DEMOSTRACION: Podemos suponer que 7, a1, . . ., a, v b son estandar.’ Si el
conjunto de n-tuplas (x1,...,2,) € N* que cumplen la ecuacion fuera infinito,
tendria que contener un elemento no estandar. Una n-tupla (con n estandar)
que tenga todas sus componentes estandar serd estandar, luego tenemos una
solucion (x1,...,x,) en la que algin z; es infinitamente grande.

Ahora bien, no puede ser que todos los x; sean infinitamente grandes, ya que
entonces el miembro izquierdo de la ecuacién seria infinitamente pequeno, y el
miembro derecho no. Por consiguiente, también existe algtin x; que no es infini-
tamente grande. Reordenando los indices, podemos suponer que z1,...,z, son
infinitamente grandes y x,41,...,Z, no lo son. Pero esto nos lleva igualmente
a una contradiccién, ya que podemos despejar

ai Ay Ar41 (29
—_— + .. + —_ = b —_— . = _
Z1 r Tr41 T
y, nuevamente, el miembro izquierdo es infinitesimal, y el derecho no. ]

1Esto implica, en particular, que no son ntmeros infinitamente pequefios o infinitamente
grandes.
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La prueba puede parecer extremadamente simple, pero en esta apariencia
hay algo de enganoso, y esto nos lleva precisamente hacia el otro plato de la
balanza. Las sutilezas logicas inherentes a la teoria de conjuntos no estandar
estan relacionadas con las causas por las que los mateméticos tuvieron que
abandonar el uso de infinitésimos a la hora de fundamentar el analisis: si no se
toman las precauciones debidas, los infinitésimos dan lugar a contradicciones.

El problema es analogo al que tuvieron que resolver los matemaéticos para
fundamentar la teoria de conjuntos. Si no se toman las precauciones debidas,
determinados “conjuntos” como “el conjunto de todos los conjuntos”, “el conjunto
de todos los cardinales”, etc. dan lugar a contradicciones por el mero hecho de
aceptar su existencia. Cantor llamaba a estos conjuntos paradojicos “multipli-
cidades inconsistentes”, y hay esencialmente dos formas de abordar el problema
de extirpar de la teoria matemaética las contradicciones que generan:

e La teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel (ZFC) es una teoria axiomatica
en la que, simplemente, las “multiplicidades inconsistentes” no existen: a
partir de sus axiomas se puede demostrar que no existe ningin conjunto
que contenga a todos los conjuntos, ni existe ningtin conjunto que contenga
a todos los cardinales, etc. No obstante, informalmente se puede hablar de
la “clase” de todos los conjuntos o la “clase” de todos los cardinales, pero
s6lo en afirmaciones que claramente pueden reformularse eliminando estos
conceptos (por ejemplo, si decimos que la clase de todos los cardinales esté
contenida en la clase de todos los conjuntos, esto es equivalente a decir
que todo cardinal es un conjunto, y asi hemos eliminado toda mencién a
“clases” inexistentes).

e La teoria de conjuntos de von Neumann-Bernays-Godel introduce formal-
mente la diferencia entre “conjuntos” y “clases propias”, de modo que las
multiplicidades inconsistentes de Cantor se corresponden con las “clases
propias”. Las contradicciones aparecen si se confunden ambos conceptos
y se tratan las clases propias como si fueran conjuntos. Estableciendo la
distincion, los argumentos que originalmente daban lugar a contradiccio-
nes se transforman en los argumentos que demuestran que determinadas
clases son propias y no son conjuntos.

A la hora de fundamentar el uso de infinitésimos, nos encontramos con pro-
blemas similares: determinados “conjuntos” como “el conjunto de todos los nu-
meros reales infinitesimales” dan lugar a contradicciones, y en este libro presen-
taremos dos teorias axiomaéaticas que resuelven el problema:

e La teoria de Nelson resuelve el problema negando la existencia de los
conjuntos “probleméticos”. Asi por ejemplo, a partir de sus axiomas se
demuestra, desde luego, que existen ntmeros reales infinitesimales, pero
también que no existe ningiin conjunto cuyos elementos sean los niimeros
reales infinitesimales. Esto es técnicamente analogo al caso de la teoria de
conjuntos de ZFC, en la que se demuestra que existen los nimeros cardi-
nales (finitos e infinitos), pero se demuestra que no existe ningin conjunto
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cuyos elementos sean todos los cardinales. La tnica diferencia (de caracter
psicologico) es que uno puede estudiar algebra, analisis, topologia, etc. y
hablar de cardinales de conjuntos finitos e infinitos, sin tener realmente
necesidad de hablar en ningin momento del conjunto de todos los cardi-
nales, por lo que apenas se nota la prohibicién que la teoria impone como
precio para excluir las contradicciones. En cambio, cuando uno habla de
numeros reales infinitesimales, resulta tentador en muchas ocasiones razo-
nar considerando el conjunto de todos los infinitesimales, y la prohibicion
de hacerlo puede resultar desconcertante.

e La teoria de Hrbacek distingue entre “conjuntos internos” y “conjuntos ex-
ternos” de un modo similar a como la teoria NBG distingue entre conjuntos
y clases propias. Es posible hablar del “conjunto de todos los niimeros in-
finitesimales”, pero los argumentos que, a partir de este concepto, dan
lugar a contradicciones se convierten ahora en razonamientos que prueban
que tal conjunto es externo. En realidad, la teoria de Nelson permite ha-
blar de conjuntos externos en el mismo sentido informal (pero riguroso)
en que es posible hablar de clases en ZFC, es decir, como conceptos que
es posible introducir en las afirmaciones a condicién de que éstas puedan
reformularse eliminando toda mencién a ellos.

Volviendo a la demostracion que hemos dado més arriba del teorema de Sier-
pinski, uno de los pasos que hemos dado, aunque es correcto, no es, en realidad,
evidente. Se trata del punto en que hemos reordenado los subindices para poner
en primer lugar los nameros infinitos y luego los finitos. La reordenacion en
si es intrascendente. Lo que no es trivial es que, implicitamente, ahi estamos
considerando el conjunto

I ={i < n| z; es infinitamente grande}.

En general, conjuntos como éste son los que dan lugar a contradicciones si no
se toman las precauciones debidas. Por ejemplo, si aceptamos sin mas reflexion
la existencia del conjunto I, deberiamos aceptar igualmente la existencia de

J = {i € N| i es infinitamente grande},

y este conjunto nos lleva a una contradiccion, ya que es facil probar que si
i € J, entonces i — 1 € J, luego tendriamos un subconjunto de N no vacio y
sin minimo elemento. En la teoria de conjuntos de Nelson se demuestra que I
existe, mientras que J no existe, pero, por la misma razén que no es obvio que
J no exista, tampoco es obvio que I si que exista.?

El precio que hay que pagar para trabajar consistentemente en la teoria
de conjuntos no estandar —el precio que el lector deberé juzgar si es caro o
barato— es asimilar las sutilezas logicas que determinan que I si que existe
pero J no.

2Cuando el lector esté familiarizado con la teoria de conjuntos no estandar podra entender
la razoén por la que I si que existe: I ={i <n|xz; € A}, donde A =°{z1,...,2n}, que es un
conjunto estandar por el teorema A.7.
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En la teoria de Hrbacek, esta sutileza desaparece de la prueba del teorema
de Sierpinski, ya que tanto I como J existen trivialmente. La diferencia entre
ambos es ahora que I es interno, mientras que J es externo, pero que I sea
interno o externo es irrelevante para la demostracién del teorema. Lo tnico
necesario era hacer referencia a I para despejar en la ecuaciéon. Sin embargo, la
teoria axioméatica de Hrbacek requiere bastante mas familiaridad con la légica
matematica que la teoria de Nelson.

De todos modos, debemos tener presente que cualquier teoria axiomética
es ardua para un lector sin la suficiente preparacion matemética. Incluso hay
muchos matemaéticos que son expertos en su campo y que sélo tienen un vago
conocimiento de lo que es la logica matemética (formal) y la teoria axiomética
de conjuntos. Por ello, no seria justo comparar una exposicion de la teoria de
conjuntos no estandar segun los patrones de rigor propios de la logica mate-
maética con una exposicion de la teoria clasica al nivel semiformal que emplean
todos los libros de matemaéticas (excepto los que tratan temas directamente re-
lacionados con la logica matematica o estan escritos por pedantes). Debido a
estas consideraciones, la estructura de este libro es la siguiente:

e El primer capitulo estd dedicado a describir informalmente la logica de
la teoria de conjuntos clasica (en sus tres primeras secciones) y la de la
teoria de conjuntos no estdndar (en la cuarta seccion). Su objetivo es
preparar al lector para que pueda manejar la teoria no estandar con el
mismo nivel de seguridad con que un estudiante de matematicas medio
maneja la teoria estandar. En el caso de la teoria estandar, para conseguir
este dominio informal es posible prescindir practicamente por completo de
toda alusién a la l6gica matematica, pero la teorfa no estdndar requiere,
como minimo, unas nociones béasicas sobre la logica subyacente para no
caer en contradicciones.

Es importante insistir en que todas las explicaciones, ejemplos, analogias,
etc. presentadas en este primer capitulo (incluso en las secciones sobre la
teorfa clasica) solo pretenden sugerir al lector una forma pragmatica de
concebir la teoria no estandar para desenvolverse en ella con soltura. En
particular, no pretenden defender ninguna posicion filosofica sobre como
han de concebirse las matematicas en general o los infinitésimos en parti-
cular.

La seccion 1.3 contiene un resumen (con demostraciones) de los resulta-
dos basicos sobre funciones, relaciones, estructuras algebraicas, niimeros
naturales, etc., en definitiva, de los hechos y conceptos que el lector debe
conocer para leer este libro. Su finalidad es servir de ayuda a un hipotético
lector obstinado en que la teoria no estandar contradice en algo a la teoria
estandar. La seccion 1.3 le dara la oportunidad de buscar concretamente
qué resultado contradice a la teoria no estandar, y tal vez el no encontrar
ninguno le ayude a entender que la contradicciéon sélo esta en su imagi-
nacion. (Si encuentra alguno, entonces su problema es mas grave, pero
puede estar seguro de que serd su problema, no un problema de la teoria
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no estandar.) Los lectores que no sean especialmente suspicaces pueden
saltarse esa seccion sin riesgo a echar nada en falta mas adelante.

Segundo capitulo pretende familiarizar al lector con el uso practico de la
teoria de conjuntos no estdndar —siempre a un nivel informal, lo méas
parecido posible al nivel de cualquier libro de matemaéticas serio, pero
no técnico—, a través del estudio de los ntimeros naturales, los niimeros
racionales y la construcciéon de los niimeros reales.

Los capitulos siguientes desarrollan los contenidos tipicos de un curso uni-
versitario de analisis matematico: célculo diferencial e integral para fun-
ciones de una y varias variables. La exposicién pretende ser natural o,
mejor dicho, pretende ser lo que seria una exposiciéon natural si la teo-
ria de conjuntos no estandar fuera considerada una teoria “normal” en la
practica matemaética. Desarrollamos la teoria no estandar como si la teoria
clasica no existiese, exactamente igual que los libros clasicos desarrollan
la teoria clasica como si la teoria no estandar no existiese. En particular,
cada concepto se define de la forma que resulta natural en el contexto
de la teoria no estandar, sin mostrar la equivalencia con la definicion cla-
sica correspondiente, salvo que ello tenga interés en la propia teoria no
estandar.

El lector no necesita ningin conocimiento matematico previo mas alla
de cierta familiaridad con los conceptos matematicos basicos (los mismos
que se exponen en el primer capitulo), excepto para las secciones 6.5, 6.6
y 7.5, en las que necesitarad conocer algunos hechos béasicos del algebra
lineal (matrices, determinantes, espacios vectoriales, y poco mas).

Los apéndices A y B presentan con rigor la axiomaética de Nelson y la
de Hrbacek, respectivamente. Aqui el lector necesitara cierta familiaridad
con la légica matematica y con la teoria axiomatica de conjuntos.? Toda
la teoria desarrollada en los capitulos precedentes puede formalizarse en
la teoria de Nelson sin mas esfuerzo que el necesario para formalizar en
ZFC cualquier exposicion razonable del analisis clasico.

El apéndice C contiene la demostracién del teorema de conservacion, se-
gun el cual, todo teorema “estandar” que pueda demostrarse en la teoria
de conjuntos no estandar puede demostrarse también en la teoria de con-
juntos clasica. En particular, si la teoria clésica es consistente, la teoria
no estandar también lo es. La prueba es metamatemaética y finitista. Eso
quiere decir, en términos més llanos, que cualquiera que afirme convencido
que la teoria de conjuntos no estandar no sirve porque es contradictoria,
no tiene ni idea de la estupidez que esta diciendo. Para este apéndice, el
lector necesitara un buen conocimiento de la légica mateméatica y de la
teoria de conjuntos.

3Los dos capitulos I, II y VIII de mi libro de Ldgica son méas que suficientes, al menos para
la teoria de Nelson. En el caso de la teoria de Hrbacek, el primer capitulo de mi libro de
Pruebas de consistencia seria conveniente también.
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Hay un aspecto de la comparaciéon entre la teoria clasica y la teoria no
estandar en el que no vamos a entrar aqui, y es si la teoria no estandar ofrece
ventajas frente al teoria clasica de cara a la investigacion. Hasta la fecha no
hay ningin resultado demostrado con técnicas no estandar y que no pueda
demostrarse de forma razonablemente pareja en dificultad mediante técnicas
estandar. Los defensores del analisis no estdndar citan ejemplos como éste,
aunque —la verdad sea dicha— no hay muchos otros que citar:

El quinto problema de Hilbert consistia en determinar si todo grupo topo-
logico localmente euclideo es un grupo de Lie. El problema fue resuelto afir-
mativamente en 1952 por Montgomery, Zippin y Gleason. En 1964 Kaplanski
publicé otra demostracién. Sin embargo, en 1976 se celebré un congreso sobre
los problemas de Hilbert en el que un especialista de cada rama debia explicar
la solucién de los que ya habfan sido resueltos, pero el correspondiente a este
problema dijo que las demostraciones conocidas eran tan técnicas y tan comple-
jas que no podia siquiera esbozarlas. En 1990 J. Hirschfeld public6* una prueba
no estandar mucho mas simple y, cuanto menos, esbozable.

Para terminar, afiadiremos tnicamente que la exposiciéon del célculo dife-
rencial e integral que contiene este libro sélo es una muestra reducida de las
posibilidades de la teoria de conjuntos no estandar. Al igual que es posible una
exposiciéon no estandar del analisis matemético, podemos desarrollar una topolo-
gia no estandar, una geometria diferencial no estdndar, una teorfa de la medida
no estandar, un analisis funcional no estandar y, en general, cualquier rama de
la matemaética que estudie conjuntos infinitos es susceptible de un enfoque no
estandar. Las teorias axiométicas que presentamos aqui son suficientes para
formalizar tales enfoques. La pregunta sigue siendo si merece la pena. Dejamos
al lector la dltima palabra.

4]. Hirschfeld, The nostandard treatment of Hilbert’s fifth problem, Trans. Amer. Math.
Soc. 321 (1) (1990).






Capitulo 1

Preliminares conjuntistas

Suponemos que el lector tiene cierta familiaridad con las matemaéticas ele-
mentales, especialmente con la manipulacion de expresiones algebraicas (como
que a™a"™ = a™*"™ o que a/b+ c¢/d = (ad + bc)/bd, etc.) Mas en general, su-
pondremos que el lector conoce los niimeros naturales, enteros y racionales, y
también seria conveniente cierta familiaridad con los nimeros reales.

El proposito de este primer capitulo es conectar estos conocimientos infor-
males que suponemos al lector con otros conceptos mas abstractos en que es
necesario enmarcarlos para abordar con el rigor necesario otros temas mas de-
licados, como el analisis matemético, especialmente desde el punto de vista no
estandar que vamos a adoptar. Con “el rigor necesario” no nos referimos al rigor
absoluto, consistente en trabajar en un sistema axiomético formal, lo cual exi-
girfa un esfuerzo al lector que incluso muchos graduados en matematicas no son
capaces de realizar, sino al rigor necesario para que el lector pueda distinguir
informalmente un razonamiento valido de otro que no lo es, que es como —de
hecho— trabaja la mayoria de los matematicos profesionales cuya especialidad
no esté relacionada con la fundamentacion de las matematicas.

A principios del siglo XX, los matemaéticos se dieron cuenta de que si uno
razona en matematicas sin mas criterio que el que impone “el sentido comin”,
por muy cauto que uno sea, puede acabar en contradicciones inexplicables, las
que se conocen como “paradojas”’ de la teoria de conjuntos. El ejemplo més
simple es la llamada paradoja de Russell:

La matematica moderna se funda en el concepto de conjunto. El modo
mas obvio de proceder seria definir un conjunto como una coleccién de objetos.
Cuando un objeto = forma parte de un conjunto A, se dice que x pertenece a A,
o que z es un elemento de A. Los elementos de un conjunto pueden ser de cual-
quier naturaleza. En particular, pueden ser a su vez conjuntos. Por ejemplo,
podemos considerar el conjunto F de todos los conjuntos finitos y el conjunto J
de todos los conjuntos infinitos. Es facil convencerse de que hay infinitos con-
juntos finitos e infinitos conjuntos infinitos (basta pensar en subconjuntos del
conjunto N de los nimeros naturales). Por lo tanto, el propio conjunto J es
un conjunto infinito, luego es uno de sus elementos. En cambio, el conjunto F
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también es infinito, luego no es uno de los elementos de F. Vemos asi que un
conjunto puede ser uno de sus propios elementos (como en el caso de J) o bien
no serlo (como en el caso de F).

Podemos considerar entonces el conjunto R formado por los conjuntos que
no son elementos de si mismos. Asi, hemos visto que F es un elemento de R,
mientras que J no lo es.

La paradoja de Russell surge cuando nos planteamos si R es o no un ele-
mento de si mismo. Si suponemos que lo es, llegamos a una contradicciéon, pues
entonces, por definicién de R, no deberia serlo, pero si suponemos que no lo es,
por el mismo motivo llegamos a que si que deberia serlo. Concluimos que no
puede existir un tal conjunto R, lo que a su vez nos lleva a que no es sostenible
identificar “conjunto” con coleccion de objetos, pues la paradoja no se basa en
nada mas.

Similarmente se llega a razonamientos paradojicos (contradictorios) al con-
siderar el “conjunto” de todos los conjuntos y otros “conjuntos” con definiciones
mas técnicas en el seno de la teoria de conjuntos, como el conjunto de todos los
ordinales.

Este problema se resuelve enmarcando los razonamientos matemaéticos en lo
que se conoce como teoria axiomdtica de conjuntos. FEsto supone renunciar a
identificar “conjunto” con “coleccion de objetos” y considerar que los conjuntos
son algunas colecciones de objetos (de hecho, algunas colecciones de conjuntos),
pero sin dar un criterio explicito que determine qué colecciones de objetos son
conjuntos y cuales no. El planteamiento de la teoria de conjuntos es el siguiente:

Ezisten unos objetos (que no definimos) a los que llamaremos con-
juntos entre los que se da una relacion (que no definimos) a la que
llamaremos pertenencia, de modo que se cumplen los ariomas si-
guientes:. ..

De este modo, si uno cine todos sus razonamientos matemaéticos a lo que
permiten los axiomas de la teoria de conjuntos, no se llega a contradiccion
alguna (que se sepa hasta hoy en dia). Los axiomas de la teoria de conjuntos
permiten demostrar que todas las colecciones de conjuntos que interesan a los
matematicos son conjuntos (como el conjunto de los ntmeros naturales, o el de
los nimeros reales, etc.), pero no se puede demostrar que exista el conjunto de
todos los conjuntos que no se pertenecen a si mismos, o el conjunto de todos
los conjuntos, etc. Al contrario, los razonamientos paraddjicos de la teoria de
conjuntos “ingenua’” se traducen ahora en demostraciones de que no existen tales
conjuntos.

En resumen, lo que hace la teoria axiomética de conjuntos es imponer unas
restricciones muy precisas al razonamiento mateméatico de modo que, mientras
un matematico las respete, tiene la seguridad de que no caeréd en ninguna con-
tradiccion (conocida). Ahora bien, sucede que, en la practica, “el precipicio de
las contradicciones” estda muy lejos de la zona en la que trabaja la mayor parte
de los matematicos, porque, en su trabajo cotidiano, un matematico no necesita
hablar de “el conjunto de todos los conjuntos” ni de colecciones de conjuntos
similares, por lo que es habitual que muchos matematicos razonen competente-
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mente en sus areas de trabajo sin necesidad de saber nada de la teorfa axiomatica
de conjuntos. Les basta tener una minima nocién de que hay ciertas cosas de las
que es mejor no hablar para no meterse en problemas, ya que lo cierto es que no
necesitan hablar de ellas para nada. Sé6lo los matematicos cuya area de trabajo
estéa cerca del “precipicio de las contradicciones” (los que trabajan en la teoria de
conjuntos propiamente dicha, o en topologia conjuntista, etc.) necesitan tener
bien presente en todo momento dénde estan exactamente las lineas rojas que la
teorfa axiomaética de conjuntos no permite rebasar para no caer el precipicio.

Sin embargo, sucede que el anélisis no estandar, es decir, el manejo de canti-
dades infinitesimales, esté en el borde mismo del precipicio. Cualquier paso en
falso en un razonamiento con infinitésimos, cualquier descuido, puede llevarnos
a una contradiccién. Por lo tanto, para razonar en analisis no estandar nos seré
imprescindible tener presentes una serie de precauciones que a un matematico
“estandar” le pueden parecer artificiosas, aunque son de la misma naturaleza
de las que requiere la “matemaética estandar”, pero que la mayorfa de los ma-
tematicos pasan por alto porque nunca se acercan “al precipicio”, mientras que
nosotros no podremos permitirnos ese lujo.

Pese a ello, trataremos de presentar estas restricciones de la forma menos
técnica posible, sin entrar en las sutilezas de la lo6gica matematica. Quiza esta
comparaciéon pueda ser util: un ciudadano honrado puede respetar la ley sin
haber leido nunca un cédigo legal. Su buen juicio le permite determinar qué
conductas serdan sin duda ilegales y cudles son admisibles. S6lo en caso de
verse en una situaciéon delicada que escape a lo que le es familiar necesitara
asesoramiento legal. Lo que trataremos de hacer aqui es darle al lector ese
“asesoramiento legal” que le evite la necesidad de “estudiar Derecho” por si
mismo. Pero el lector debe mentalizarse de que, al razonar en el area del analisis
no estandar, no puede permitirse el lujo de guiarse por el mismo “sentido comun”
con el que puede defenderse perfectamente en otras areas de la matematica
alejadas del “precipicio de la contradiccion”, sino que ante cualquier duda deberé
abandonar su criterio y consultar a un “experto en leyes”, es decir, a alguien
que si que domine el sistema axiomatico formal que determina sin margen de
ambigiiedad lo que puede y lo que no puede hacerse.

1.1 Conjuntos

En esta seccién y en las siguientes vamos a comentar superficialmente al-
gunos conceptos y resultados matematicos béasicos que el lector deberia estar
acostumbrado a manejar habitualmente, pero incidiendo en algunos aspectos
técnicos que en otros contextos son prescindibles, pero que nosotros no podre-
mos permitirnos el lujo de pasar por alto.

Invitamos al lector a que conciba todo cuanto vamos a ver aqui como una
pelicula de cine. Segun su argumento, una pelicula puede ser fantdstica, en el
sentido de que lo que se narra en ella no tiene nada que ver con la realidad; puede
ser historica, en el sentido de que todo cuanto se narra en ella es una réplica de lo
que ha sucedido realmente en una determinada época y un determinado lugar; o
bien puede combinar en diferentes proporciones elementos reales con elementos
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fantasticos (por ejemplo, si narra una historia ficticia fielmente enmarcada en
un contexto historico real).

Dejamos al lector la libertad de clasificar nuestra “pelicula” en el género
que considere oportuno. Los lectores que consideren que nuestra “pelicula” es
historica son los que los filosofos llaman platonistas; los que consideren que es
pura fantasia son los llamados formalistas; mientras que los que adopten una
postura intermedia se distribuirdn en una amplia gama de posibilidades entre
el platonismo y el formalismo, entre las cuales, una de las méas populares es
el finitismo (que considera “reales” los razonamientos que involucran exclusiva-
mente conjuntos finitos, mientras que los razonamientos con conjuntos infinitos
son “ficciones utiles” para extraer consecuencias validas de contenido finitista).

En cualquier caso, el lector debe tener presente que cualquier espectador que
quiera entender una pelicula ha de ser consciente de que cada pelicula tiene su
propia realidad interna, y que es necesario remitir a ella los juicios sobre cada
escena, y no a la realidad externa a la pelicula. Por ejemplo, pensemos en un
espectador sensato que sabe que creer en fantasmas es ridiculo, pero va a ver
una pelicula en la que un personaje advierte a otros que no deben entrar en una
determinada casa, porque en ella habitan fantasmas. Para entender la pelicula,
debera estar abierto a dos posibilidades:

Puede tratarse de una pelicula de fantasmas, de modo que, internamente,
sea verdad que en la casa hay fantasmas, en cuyo caso el espectador deberé
concluir que los incrédulos que se adentran en la casa son unos insensatos que
no saben lo que hacen.

Pero también puede tratarse de una pelicula realista, en la que el personaje
que previene contra los fantasmas lo hace, digamos, porque esta buscando un
tesoro oculto en la casa y emplea ciertos trucos para ahuyentar a otras personas
que pudieran encontrarlo antes. En tal caso, los incrédulos que se adentran en
la casa son personajes mas inteligentes que los bobos a los que el “malo” ha
conseguido acobardar.

Lo importante es que el juicio que el espectador se forme sobre los perso-
najes no debe depender de su opinién personal sobre si existen o no fantasmas
(su concepcion de la realidad externa) sino de la realidad interna que presenta
la pelicula. De otro modo, si, por ejemplo, la pelicula es de fantasmas y el es-
pectador se niega a aceptar internamente la existencia de fantasmas, no podra
entender el final, cuando los fantasmas se manifiesten abiertamente y no dejen
lugar a dudas de su existencia (interna).

Los personajes de nuestra pelicula se llaman conjuntos. Los matematicos los
llaman habitualmente conjuntos, sin més, pero nosotros necesitamos introducir
una precision y, por ello, los llamaremos conjuntos internos. Del mismo modo
que un personaje de una pelicula pretende ser (y es internamente) una persona
(aunque externamente pueda no existir, por ejemplo, porque sea una imagen
creada por ordenador), los conjuntos internos de nuestra pelicula pretenden ser
(v son internamente) colecciones de objetos. ;De qué objetos? Nuestra pelicula
es, en este sentido, bastante economica: los objetos que forman parte de un
conjunto interno son otros conjuntos internos. En nuestra pelicula no hay nada
mas que conjuntos internos.
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Asi pues, un conjunto interno B es, en nuestra pelicula, una coleccién de
conjuntos internos. Si A es uno de estos conjuntos internos que forman parte
de B, representaremos este hecho con la notacion A € B. Habitualmente se
lee “A pertenece a B”, aunque también podemos decir que “A es un elemento
de B” o que “A estd en B”, etc. Para indicar lo contrario se escribe A ¢ B.

Una pelicula coherente ha de respetar unas normas, que pueden fijarse ar-
bitrariamente (siempre que no se incurra en contradicciones) pero que, una vez
fijadas, se han de respetar. Por ejemplo, en una pelicula que narre una ficticia
conspiracion para matar al presidente de los Estados Unidos, podran aparecer
personajes ficticios, incluso un presidente de los Estados Unidos ficticio, pero no
podré aparecer un asesino con cuatro manos. En otro tipo de peliculas si que
podra aparecer un personaje con cuatro manos, pero en ésta no. Por el contra-
rio, para que la trama del complot resulte interesante, tendra que someterse al
principio de que todos los personajes sean seres humanos ‘“normales”.

Nuestra pelicula también tiene sus leyes internas, llamadas aziomas. Son
principios que los conjuntos internos respetan para que el argumento resulte a
la vez coherente e interesante. Del mismo modo que muchas peliculas exigen
que sus personajes tengan el aspecto y el comportamiento de seres humanos
“normales”, nosotros vamos a pedir a nuestros conjuntos internos que se com-
porten como lo que queremos que sean internamente, es decir, meras colecciones
de elementos. El principio que garantiza esto se conoce como azxioma de exten-
stonalidad:

Axioma de extensionalidad Si dos conjuntos tienen los mismos elementos,
entonces son iguales.

En la préctica, esto significa que si tenemos dos conjuntos A y By queremos
probar que A = B, bastara con que tomemos un elemento arbitrario z € Ay
logremos probar que también x € B, y viceversa.

Conviene introducir la notacion A C B para referirse a “la mitad” de este
hecho. Diremos que un conjunto interno A es un subconjunto de un conjunto
interno B (y se representa como acabamos de indicar) si todo elemento de A
es también un elemento de B. En estos términos, el axioma de extensionalidad
afirma que la igualdad A = B equivale a las dos inclusiones A C By B C A.

Desde un punto de vista mas teorico, el axioma de extensionalidad puede
verse asi: llamamos extension de un conjunto interno B a la coleccion de todos
los conjuntos internos A que cumplen A € B. El axioma de extensionalidad
afirma que dos conjuntos internos son iguales si y s6lo si tienen la misma exten-
sion. Es este axioma el que nos permite afirmar que un conjunto no es ni méas ni
menos que su extension! y, por consiguiente, que es una coleccién de conjuntos
internos.

1Conviene tener presente que esto no es una necesidad légica. En nuestra pelicula po-
driamos haber decidido que los conjuntos tuvieran otras propiedades relevantes ademés de su
extension. Por ejemplo, podriamos haber decidido que hubiera conjuntos blancos y negros,
de modo que podria haber dos conjuntos distintos A y B que tuvieran ambos un anico ele-
mento C, pero que fueran distintos porque A fuera blanco y B fuera negro. Lo que afirma
el axioma de extensionalidad es que un conjunto interno no tiene ninguna otra propiedad
distintiva méas que su extension.
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Todo este planteamiento sirve para ponernos en condiciones de hacer esta
observacion: el hecho de que los conjuntos internos sean colecciones de conjun-
tos internos no nos garantiza que toda coleccion de conjuntos internos sea (la
extension de) un conjunto interno. De hecho, la paradoja de Russell muestra
que es logicamente imposible que sea asi.

Los matemaéticos suelen expresar la conclusién de la paradoja de Russell
diciendo que no existe ningiin conjunto que contenga a los conjuntos que no se
pertenecen a si mismos, pero, dicho asi, es dificil de digerir, porque parece que
se nos esté negando la posibilidad de pensar en la coleccién de los conjuntos
que verifican una determinada propiedad que no tiene nada de ambiguo (la
propiedad de no pertenecerse a si mismo), pero nada nos impide pensar en ella,
si queremos.

Pero una forma mas afortunada de concebir la paradoja de Russell es verla
como una demostraciéon de que la coleccién de todos los conjuntos internos
que no son elementos de s mismos es una colecciéon de conjuntos internos bien
definida, pero que no es la extension de ningin conjunto interno.

Los matematicos expresan esto diciendo que el “conjunto” R de los conjuntos
internos que no se pertenecen a si mismos es una “clase propia”, una colecciéon
de conjuntos internos perfectamente determinada, pero que no es ella misma
ninguno de los conjuntos internos de los que hablan los axiomas de la teoria de
conjuntos. Es una coleccion de objetos formada por personajes de nuestra peli-
cula, pero que no es ella misma un personaje de nuestra pelicula, una colecciéon
externa a ella, que esta “detras de las camaras”.

Quizé esta comparacion sirva de ayuda: imaginemos un decorado para una
pelicula de romanos. Es una sala de un palacio y en un punto hay un jarrén
con flores, y dentro del jarréon con flores estd oculto un microéfono. Podemos
decir que el jarrén es un objeto interno de la pelicula. El espectador lo vera y
debera entender que es un jarréon. En cambio, el micréfono es un objeto externo.
El espectador no debe verlo o, si lo ve, debe aparentar que es otra cosa, por
ejemplo, una flor.

Podemos decir que el micréfono no existe internamente, en el sentido de que,
si existiera, la pelicula se volveria contradictoria, ya que en un palacio romano
del siglo T a.C. no puede haber un micréfono. En la préctica, que no exista
internamente no significa que no exista, porque lo cierto es que esta ahi, sino
que no puede verse y que ningtin personaje de la pelicula puede aludir a él como
podria aludir al jarron con flores.

Igualmente, la clase R “estd ahi”’, pero es externa a nuestra pelicula. Si
la consideramos como parte de sus personajes llegamos a una contradiccion,
como serfa una contradiccién que Julio César llevara un crucifijo. Podemos
demostrar que R no existe igual que podemos “demostrar” que Julio César no
lleva crucifijo, sin perjuicio de que, si, en una determinada escena, Julio César
lleva una coraza, debajo de la coraza pueda llevar un crucifijo colgado del cuello
si el actor es cristiano.

Observemos que, visto asi, la clase R no es contradictoria. Haciendo un uso
externo del signo €, podemos decir que R ¢ R, y no hay contradiccién, porque R
es la clase de todos los conjuntos internos que no se pertenecen a si mismos.
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Para pertenecer a R hay que cumplir dos requisitos: 1) ser un conjunto interno
y 2) no pertenecerse a si mismo. Tenemos que R cumple 2), pero le falla 1),
y por eso no podemos concluir que R € R, y no llegamos, pues, a ninguna
contradiccion.

Mas en general, hemos de tener presente que un conjunto interno es una
colecciéon de conjuntos internos, luego en ningun caso puede pertenecerle una
coleccién de conjuntos que no sea un conjunto interno. Una coleccién de conjun-
tos externa puede estar formada por algunos conjuntos internos, pero no puede
ser un elemento de un conjunto interno.

Esto nos plantea el problema de especificar con qué colecciones de conjuntos
internos podemos contar en nuestra pelicula. No podemos afirmar que, para
toda propiedad P(z), existe un conjunto interno formado por todos los conjuntos
internos que cumplan P(z), ya que, tomando P(x) = x ¢ x, esto nos permitiria
concluir que R es un conjunto interno y nuestra pelicula se derrumbaria, como
si Julio César exhibiera un crucifijo. En su lugar, Zermelo propuso el axioma
siguiente:

Axioma de especificacion Si A, zq,...,x, son conjuntos internos y con-
sideramos una propiedad interna P(x,x1,...,x,), entonces existe un conjunto
interno cuyos elementos son los conjuntos internos x € A que cumplen la pro-
piedad P. Lo representaremos por

{r e A| P(z,x1,...,2,)}

Aqui hemos empleado por primera vez la expresion propiedad interna para
referirnos, concretamente, a cualquier propiedad que pueda expresarse exclu-

0 ) L3

sivamente en términos del signo € y de conceptos légicos, como “y”, “0”, “si”,
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“existe”, “para todo”, “=", etc.

Esto significa que, por ejemplo, no podemos definir el conjunto de todos los
conjuntos que son “verdes”, ya que ‘“verdes” no es un concepto definido a partir
de € y de conceptos logicos.

La clave del axioma de especificacion es que sélo permite que una propie-
dad seleccione algunos conjuntos internos de entre los conjuntos internos que
pertenecen a un conjunto interno dado A. Aunque podamos escribir

{z | P(z,21,...,2n)}

para referirnos a la colecciéon de todos los conjuntos internos x que cumplen
la propiedad P, no podemos pretender que tal coleccién de conjuntos internos
sea la extension de un conjunto interno. Al contrario, podemos encontrarnos
con una contradiccién que demuestre que tal coleccién de conjuntos es una clase
propia, externa a nuestra pelicula, como ya hemos visto que sucede cuando P(x)
esx ¢ x.

El axioma de especificacion permite justificar que muchas de las colecciones
de conjuntos con las que necesita tratar un matematico son, de hecho, conjuntos
internos, pero hay algunas muy simples y no menos necesarias que no pueden
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deducirse de él. Ello obliga a complementar este axioma con unos pocos maés.
Por ejemplo, dados dos conjuntos internos u y v, necesitamos que la colecciéon w
formada ni més ni menos que por u y v, es decir,

w={z|z=uo0x=nuv}

sea un conjunto interno, pero esta expresion no es de la forma que nos permite
apelar al axioma de especificacion. Dedicamos la secciéon siguiente a discutir bre-
vemente estos axiomas adicionales y sus consecuencias principales. No obstante,
las dos secciones siguientes no tienen més finalidad que recordar los conceptos
y resultados conjuntistas béasicos. Si el lector ya esta familiarizado con ellos,
puede pasar directamente a la secciéon 1.4 pues, con las ideas que hemos discu-
tido en esta seccion, tendra suficiente para seguir la exposicion de la teoria de
conjuntos internos que expondremos alli. En todo caso, puede volver atras si en
algin momento necesita consultar sobre algin resultado en concreto.

1.2 Los conceptos conjuntistas basicos

En esta seccion describiremos los personajes bésicos de nuestra pelicula.
Empezamos observando que el axioma de especificacion que ya hemos discutido
requiere conocer la existencia de al menos un conjunto interno A para generar
a partir de él nuevos conjuntos internos, y de momento no conocemos ninguno.
Por eso necesitaremos algunos axiomas especificos que nos garanticen la exis-
tencia de algunos conjuntos que encabecen nuestro “reparto”.

Axioma del conjunto vacio Fziste un conjunto interno que no tiene ningun
elemento.

El axioma de extensionalidad implica que tal conjunto es tnico, pues si
existieran dos conjuntos internos sin elementos, entonces ambos tendrian los
mismos elementos (a saber, ninguno), luego tendrian que ser el mismo. Esta
unicidad nos permite darle un nombre. Lo llamaremos conjunto vacio y lo
representaremos por &.

Al final de la seccién precedente habiamos observado la necesidad del axioma
siguiente:

Axioma del par Dados dos conjuntos internos u y v, existe un conjunto
interno cuyos elementos son exactamente u y v.

Nuevamente, el axioma de extensionalidad garantiza que s6lo puede haber
un conjunto interno cuyos elementos sean u y v, pues dos de ellos serian dos
conjuntos con los mismos elementos. Por ello podemos llamar a tal conjunto el
par desordenado formado por u, y v, y lo representaremos por {u,v}.

Observemos que, si tenemos dos conjuntos internos u y v, no necesitamos
ningin axioma que nos de derecho a pensar coherentemente en la coleccion
formada por ellos dos. Lo que garantiza el axioma del par es que dicha coleccion
no es externa a nuestra pelicula, sino que también forma parte de ella.
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También es importante destacar que el axioma no requiere que los conjuntos
u 'y v sean distintos. Si son iguales abreviaremos {u,u} = {u}, que es un
conjunto interno que tiene a u como tnico elemento.

El nombre de “par desordenado” hace referencia a que, evidentemente, se
cumple {u,v} = {v,u}, dado que ambos conjuntos tienen los mismos elementos.
Cuando queramos dar importancia al orden en que consideramos dos conjuntos
podemos agruparlos en lo que llamaremos un par ordenado:

(u,0) = {{u}, {u, v}}.

Observemos que (u,v) es un conjunto interno cuya existencia se demuestra
aplicando tres veces el axioma del par. Es facil demostrar que la igualdad
(u,v) = (p, q) solo se da cuando v = v y p = ¢. En particular, si u # v, tenemos

que (u,v) # (v, u).

Ahora podemos definir una terna ordenada (u,v,w) = ((u,v),w), e igual-
mente, una cuddrupla ordenada (u,v, w,z) = ((u,v,w), ), etc.

Dados dos conjuntos u y v, definimos su unidn y su interseccion como
uUv={z|rzcuorecv}, unv={x|rxcuyzcuv}

El lector deberia protestar ante estas definiciones, ya que parecen aplicacio-
nes del axioma de especificacion y, sin embargo, no respetan su estructura, ya
que no estamos restringiendo la seleccion a los & que pertenecen a un conjunto A
prefijado. En el caso de la interseccion esto se puede arreglar, ya que podemos
escribir

uNv={z culzxecuv}

sin embargo, con la unién la objecion es irrefutable, por lo que necesitamos un
axioma especifico:

Axioma de la unién Dado un conjunto interno X, existe otro conjunto in-
terno cuyos elementos son los conjuntos internos que pertenecen a cualquiera
de los elementos de X.

Una vez més, el axioma de extensionalidad nos da que este conjunto es tnico,
y lo representaremos por |JX. Asi, se cumple x € |J X si y so6lo si 2 pertenece
a un elemento A € X.

En particular, llamamos « Uy = (J{z,y}, que es el conjunto interno cuyos
elementos son los de x y los de y.

Esto nos permite hablar de conjuntos internos como

{a,b,¢,d} = {a} U{b} U{c} U{d},

que es el Gnico conjunto interno cuyos elementos son los cuatro conjuntos inter-
nos a, b, ¢, d.
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Otro uso valido del axioma de especificacion es la definicion del complemen-
tario de un conjunto interno en otro:

u\v={ze€ul|x¢v}

El altimo concepto bésico que requiere su axioma especifico es el siguiente:

Axioma del conjunto de partes Dado un conjunto interno A, existe un
congunto interno cuyos elementos son todos los subconjuntos (internos) de A.

A dicho conjunto lo llamaremos conjunto de las partes de A:
PA={z |z C A}
Observemos que si u € Ay v € B, entonces u,v € AU B, luego
{u},{u,v} € P(AU B),

luego

(u,v) = {{u}, {u,v}} € P(P(AU B)).
Esto implica que, aunque la definicion
AxB={(u,v)|ue A, ve B}

podria parecer un uso fraudulento del axioma de especificacion, en realidad es
legitima, porque podriamos haber escrito
, porque p

Ax B ={(uv) € P(P(AUB)) | uc A, ve B}

Este conjunto, es decir, el conjunto de todos los pares ordenados con primera
componente en A y segunda componente en B, se llama producto cartesiano de A
y B.

Terminaremos esta seccidon esbozando la construcciéon del conjunto N de los
nimeros naturales. La idea que perseguimos es demostrar la existencia de un
conjunto interno que tenga este aspecto:

N=1{0,1,2,3,4,... }

Pero, para ello, tenemos dos problemas: en primer lugar, para que N sea un
conjunto interno hemos de definir sus elementos 0, 1, 2, etc. de tal modo que
podamos considerar a cada uno de ellos como un conjunto interno, y en segundo
lugar hemos de arreglarnoslas para definir un conjunto N que los tenga a ellos
por elementos y s6lo a ellos.

El primer problema es facil de resolver. Si pensamos en los ntimeros naturales
como en ciertos “personajes histéricos”, lo que necesitamos es seleccionar unos
actores que interpreten estos papeles en nuestra pelicula. Como numero 0,
ninguno parece mas idéneo que el conjunto vacio. En lo sucesivo llamaremos
numero natural 0 a 0 = @. Esto significa que, cuando pensemos en el conjunto
vacio como en el tinico conjunto interno sin elementos, escribiremos &, mientras
que cuando pensemos en él como niimero natural 0 escribiremos 0, si bien se
trata en ambos casos del mismo conjunto.
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A continuacion definimos, para cualquier conjunto interno z, el que llama-
remos siguiente de x, que sera ' = x U {«}. En particular, definimos

1-0 = zU{g} = {o} = {0},
2=1=1u{1}={0}u{1} ={0,1},
3=2"=20{2} ={0,1}u {2} ={0,1,2},
y asi sucesivamente. El problema que nos queda es convertir el “asi sucesiva-

mente”’ en una propiedad interna que podamos usar para definir el conjunto
interno N. Para ello definimos:

Un conjunto interno A es inductivo si 0 € A y, siempre que un conjunto x
cumple x € A, también se cumple que z’ € A.

Es decir, un conjunto es inductivo si contiene a todos los conjuntos internos
que queremos tomar como niumeros naturales. Ahora necesitamos el ultimo
axioma que perfilard el comportamiento basico de los conjuntos internos:

Axioma de infinitud FEuziste un conjunto interno inductivo.

Se llama axioma de infinitud porque sin él es imposible, no ya construir los
nimeros naturales, sino siquiera demostrar la existencia de un conjunto interno
que sea infinito.

El problema de los conjuntos inductivos es que, ademas de los ntmeros
naturales, pueden contener otros conjuntos. La definicién siguiente resuelve
este problema:

Llamaremos conjunto de los numeros naturales al conjunto interno
N = {x € A | x pertenece a todos los conjuntos internos inductivos},

donde A es un conjunto inductivo arbitrario. Es claro que N no depende de la
elecciéon de A, pues si llamamos N4 y Ng a los conjuntos definidos de este modo
a partir de dos conjuntos inductivos A y B, entonces todo z € Ny pertenece
a todos los conjuntos inductivos, en particular a B, luego también x € Ng, y
viceversa, luego Ny = Np.

A partir de aqui, es una pura rutina demostrar los siguientes hechos bésicos
sobre los nimeros naturales:

1. 0 € N (el cero es un numero natural).

2. n € N, entonces n’ € N (el siguiente de un nimero natural es también un
nimero natural).

3. Sim, n €N ym' =n' entonces m = n (nimeros distintos tienen siguien-
tes distintos).

4. No existe ninguinn € N tal que n’ = 0 (el cero no es el siguiente de ningin
nimero natural).

5. Si A C N es un conjunto interno tal que 0 € A y, cuando n € A, también
n' € A, entonces A =N.
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La tltima propiedad se conoce como principio de induccion y, aunque pa-
rezca la propiedad mas compleja de las cinco, es una de las mas faciles de
demostrar: un conjunto A en tales condiciones es, por definicion, inductivo,
luego si n € N, se cumple que n € A por definiciéon de N, es decir, porque n
ha de pertenecer a todos los conjuntos internos inductivos. Por consiguiente,
N C A, lo que, unido a la hipotesis de que A C N, nos da que A = N.

Las propiedades 1., 2. y 4. son inmediatas.

Ejercicio: Probar 3. siguiendo este esquema:
a) Demostrar por induccion sobre n que si m € n € N, entonces m C n.
b) Demostrar por induccién que, si n € N, entonces n ¢ n.

¢) Demostrar 3. por reduccion al absurdo: si m # n, entonces m € ny n € m.
Llegar de aqui a una contradiccién.

Una consecuencia trivial del principio de induccion es el hecho siguiente:

SineNyn#0, existe un m € N tal que n =m’ (todo nimero natural no
nulo es el siguiente de otro nimero natural.

Basta aplicar el principio de induccién al conjunto
A={neN|n=0o existe un m € N tal que n =m'}.

A veces es mas comodo expresar el principio de induccion en términos de
propiedades: Dados unos conjuntos internos x1, ..., x, y una propiedad interna
P(n,x1,...,2,), podemos considerar el conjunto interno

A={neN|P(n,z1,...,2,)}

Lo que dice el principio de induccién para el caso del conjunto A es que, si 0
tiene la propiedad P y, supuesto que un n € N tiene P, podemos probar que n’
también tiene la propiedad P, entonces podemos asegurar que todo nimero
natural tiene la propiedad P.

Las cinco propiedades que hemos enunciado sobre los nimeros naturales se
conocen como aziomas de Peano (aunque no son axiomas, sino teoremas de
nuestra pelicula). Peano crefa, y muchos matemaéticos siguen creyendo actual-
mente, que determinan completamente al conjunto N de los ntimeros naturales,
en el sentido de que no puede haber més que un conjunto que cumpla esas cinco
propiedades. Esto es cierto si, por “conjunto”, entendemos “conjunto interno”,
es decir, un conjunto de los que forman parte de nuestra pelicula.

Ejercicio: Demostrar que si N; y Ny son dos conjuntos internos que cumplen los
cinco axiomas de Peano, entonces Ny = N; NNy = Ny, (Véase el teorema 1.6 para un
enunciado mas general.)

Ahora bien, quienes creen que los axiomas de Peano determinan de forma
absoluta el conjunto de los nimeros naturales no tienen en cuenta que las peli-
culas son peliculas. No es éste el mejor momento para discutir sobre la cuestion.
Volveremos sobre ella mas tarde. De momento dejamos tinicamente esta idea
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al lector: En el mundo real so6lo ha habido un Julio César, y, por ello, en una
pelicula sobre Julio César s6lo puede haber un personaje que sea Julio César,
pero eso no garantiza que el Julio César que presente la pelicula sea una imagen
fiel del Julio César histérico. Seria un error garrafal afirmar que el Julio César
de la pelicula ha de ser idéntico al Julio César real porque no puede haber més
que un Julio César. En realidad tenemos dos unicidades: hay un tdnico Julio
César externo y un tnico Julio César interno, pero el Julio César interno puede
ser muy diferente del Julio César externo.

La teoria axiomatica de conjuntos que actualmente se usa mayoritariamente
como fundamento de la matemaética formal es la teoria de Zermelo-Fraenkel con
el axioma de eleccion (la teoria ZFC). Sus axiomas son los que hemos discutido
aqui brevemente mas otros tres:

a) El axioma de reemplazo, que es méas potente que el axioma de especi-
ficacion, en el sentido de que al suponer aquél ya no es necesario suponer
éste, sino que podemos demostrarlo.

b) El axioma de regularidad, que viene a decir que todos los conjuntos
internos pueden construirse a partir del conjunto vacio (como sucede con
el conjunto N que hemos construido).

¢) El axioma de eleccién, que postula la existencia de ciertos conjuntos
internos cuya extension no esté determinada necesariamente por ninguna
propiedad interna en concreto.

No vamos a discutirlos porque son un tanto técnicos y no vamos a tener
ocasiéon de usarlos.

1.3 Elementos de teoria de conjuntos

Una vez presentados los principales personajes de nuestra pelicula, ahora
vamos a dar algunos detalles del argumento. Puesto que todo lo que vamos a
decir hace referencia a lo que sucede en la realidad de nuestra pelicula, hablare-
mos de “conjuntos” entendiendo que en todo momento nos referimos a conjuntos
internos.

1.3.1 Funciones

Definicién 1.1 Dados dos conjuntos A y B, una aplicacién (o una funcion)
f A — B es un subconjunto f C A x B tal que, para cada a € A, existe un
tinico b € B tal que (a, b) € f. Este tnico b se llama imagen por f del conjunto a,
y se representa por b = f(a). También se dice que a es una antiimagen de b

por f.

En la practica, para definir una aplicaciéon f : A — B podemos olvidar que
estamos definiendo un conjunto de pares ordenados y definir simplemente f(a)
para todo a € A. En el fondo, esto es siempre una aplicacion del axioma de
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especificacion. Por ejemplo, si definimos s : N — N como la aplicacion dada
por s(n) =n’, con méas precision estamos definiendo el conjunto

s={(n,m) e NxN|m=n'}.

Definicion 1.2 Una aplicacion f: A — B es inyectiva si elementos distintos
de A tienen iméagenes distintas en B o, alternativamente, si cuando f(a) = f(a’),
entonces a = a'.

Diremos que f es suprayectiva si todo elemento de B tiene al menos una
antiimagen en A. Diremos que f es biyectiva si es inyectiva y suprayectiva.
Definimos?

BA={f|f:A— B}

Sif:A— Byg:B — C, definimos la composicion fog: A — C
como la aplicacion dada por (f o g)(a) = g(f(a)).

La aplicaciéon identidad I4 : A — A en un conjunto A es la aplicacion
biyectiva dada por I4(a) = a.

Si A C B, la inclusion de A en B es la aplicacion i : A — B dada por
i(a) = a (de modo que la identidad es la inclusion de un conjunto en si mismo).

Si f: A — B es una aplicacion biyectiva, podemos definir la aplicacion
inversa f~': B — A como la aplicacién

f~t={(b,a) € Bx A| f(a) =b}.

De este modo, f(a) = b equivale a f~(b) = a. Es facil ver que f~! es
también biyectiva y es la tnica aplicaciéon g : B — A que cumple fog=14y
go f=1Ip.

Si f:A— By C C A, lamaremos restriccion de f a C a la aplicacion
fle : € — A dada por f|c(c) = f(c), para todo ¢ € C.

Ejercicio: Comprobar que la composiciéon de aplicaciones inyectivas, suprayectivas o
biyectivas es también inyectiva, suprayectiva o biyectiva.

Teorema 1.3 (Teorema de recursion) Dado un conjunto A, un conjunto
a € A y una aplicacion g : A — A, existe una unica aplicacion f : N — A
que cumple f(0) = a y, para todo n € N, f(n') = g(f(n)).

Es decir, para definir una aplicacion f : N — A basta definir f(0) y definir
f(n') a partir de f(n).

2Podemos usar el axioma de especificacién porque, de hecho,

BA={feP(AxB)|f: A— B}.
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DEMOSTRACION:? Por inducciéon se demuestra que, si m € N, se cumple que
0 € m/, todos los elementos de m’ son niimeros naturales y, si n € m, entonces
n em'.

En efecto, esto es cierto para m = 0, ya que 0 € 0" = {0}, el tnico elemento
de 0’ es 0, que es un numero natural, y la tercera propiedad es trivial, ya que
no existe ningtin n € 0 = 2.

Supongamoslo cierto para m y veamoslo para m’. Hemos de probar que
0 e m” =mU{m'}. Como suponemos que 0 € m/, es claro que también
0 € m”. Si todos los elementos de m’ son nimeros naturales, también lo son
todos los de m”, ya que son los de m' y el propio m/, que es un niimero natural.
Ademas, sin € m' = mU{m}, o bien n € m, en cuyo caso n’ € m’ C m” por la
hipotesis de induccion, o bien n = m, en cuyo caso n’ = m’ € m” por definicion
de m”.

Ahora vamos a probar que, para cada m € N, existe una tnica aplicacién
fm :m’ — A que cumple f,,(0) = a y, para todo n € m, fi,(n') = g(fm(n)).

En efecto, para m = 0 basta tomar fy = {(0,a)}. Si existe f,, definimos

fmr = fin U{(m', g(fm(m))}. De este modo, fr(n) = fm(n) para todo n € m,
por lo que la propiedad que suponemos que cumple f,, puede reformularse asi:

fm/(O) =a, fo (n/) = g(fm’(n))’

para todo n € m’. Como m’ = mU{m}, solo falta probar que la segunda parte
se cumple también para n = m. Ahora bien, por definicion,

frr () = g(fm(m)) = g(fr (m)).

Para probar la unicidad, sea h : m"" — A cualquier aplicacién que cumpla
las condiciones

h(0) = a, h(n') = g(h(n)), para todon € m’,

y vamos a probar que es justamente la f,,, que hemos definido. Demostramos
por induccién que si n € m”, entonces h(n) = f,/(n).
En efecto, sin = 0, entonces h(0) = a = f,,/(0). Sih(n) = fr(n) yn' € m”,

entonces
h(n) = g(h(n)) = g(fr (n)) = fr (1)
Asi pues, h = f,,/, como queriamos probar.
Ahora definimos f : N — A mediante f(n) = f,(n). La aplicacion f tiene
la propiedad indicada, pues f(0) = fo(0) = a y, si n € N, entonces
f) = fuw (') = g(fu (n)) = g(fa(n)) = g(f(n)).

La unicidad se demuestra por induccién exactamente igual a como hemos
probado la unicidad de f,. L]

3La prueba es bastante técnica, y los argumentos que requiere son de naturaleza muy
distinta a los que realmente nos van a interesar en este libro, por lo que el lector puede pasarla
por alto sin que ello vaya a afectar a su comprensiéon de lo que sigue. La incluimos anicamente
por si acaso, mas adelante, el lector encuentra motivos para desconfiar de la construccién de
los nimeros naturales y quiere revisarla con detalle.
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Veamos una primera aplicacién del teorema de recursion:

Definicién 1.4 Para cada m € N, definimos la aplicacion (m+) : N — N
determinada recursivamente por m y la aplicacién siguiente s : N — N, es
decir, como la tnica aplicaciéon que cumple:

(m+)(0) =m,  (m+)(n) = s((m+)(n)) = ((m+)(n))".

En la practica escribiremos m + n en lugar de (m+)(n), con lo que las
propiedades anteriores se vuelven mas legibles:

m+0=m, m+n' = (m+n).
Mas atin, recordando la definicion 1 = 0/, tenemos que
m+1=m+0=(m+0)=m+1.

Por ello, en lo sucesivo no volveremos a representar el siguiente de m por m/’,
sino que nos referiremos a ¢l como m + 1. En estos términos, las propiedades
que definen a la suma se expresan asi:

m+0=m, m+ (n+1)=(m+n)+1.

Mas en general, las condiciones del teorema de recursion se expresan como
sigue:

f0)=a,  f(n+1)=g(f(n)).

Definicion 1.5 Para cada m € N, definimos la aplicacién (m-) : N — N como
la tnica que cumple

m-0=0, m-(n+1)=m-n+m,

donde hemos utilizado el teorema de recursiéon con la funcién g : N — N dada
por g(n) =n+m.

A partir de aqui, es pura rutina demostrar todas las propiedades conocidas
de la suma y el producto de niimeros naturales. Veamos algunos ejemplos:

PROPIEDAD ASOCIATIVA DE LA SUMA: (m+n)+7r=m+ (n+7).
Lo probamos por induccién sobre r. Si r = 0 se reduce a
(m4+n)+0=m+n=m+ (n+0).
Si vale para r, lo probamos para r + 1:
(m-+0) + (1) = ((m+n) 1)+ 1= (m+ (7)) + 1
=+ () 1) = e (1 (4 D),

donde hemos usado la definicion de suma, la hipotesis de induccion y dos veces
més la definicion de suma. n
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PROPIEDAD CONMUTATIVA DE LA SUMA: m +n =n+m.

Dejamos como ejercicio probarlo para m = 0 y m = 1, es decir, probar por
induccién sobre n que 0+n=n+0y que 1l +n=n+ 1.

Ahora probamos el resultado general, también por induccién sobre n. Para
n = 0 es: uno de los casos que hemos dejado como ejercicio: m+0 = m = 0+m.
Si vale para n, tenemos

m+(n+1) = (m+n)+1 = (n+m)+1 =n+(m+1) =n+(1+m) = (n+1)+m,

donde hemos usado la definicién de suma, la hipotesis de induccion, la definicion

de suma, el caso que hemos dejado como ejercicio y la propiedad asociativa. =
SIMPLIFICACION DE LA SUMA: Siu +n = v+ n, entonces u = v.

Por induccién sobre n. Paran =0es u+ 0 = v+ 0, luego v = v. Si vale
para n, entonces, si u + (n+1) = v+ (n+1), también (u+n)+1= (v+n)+1,
luego u+n = v+n (por el cuarto axioma de Peano), luego u = v, por hipotesis
de induccioén. m

Para terminar mostramos un resultado general sobre la unicidad de los nu-
meros naturales:

Teorema 1.6 Sea (N, S,0) una terna tal que S : N — N y se cumplan los
hechos siguientes:

1. 0 e N.

2. Sin € N, entonces S(n) € N.

3. Sim,n € N y S(m)=S(n), entonces m = n.

4. No eziste ningin n € N tal que S(n) = 0.

5. 81 A C N es un conjunto interno tal que 0 € A y, cuando n € A, también

S(n) € A, entonces A= N.

Entonces existe una unica aplicacion f : N — N biyectiva tal que f(0) =0 y,
para cada n € N, se cumple que f(n') = S(f(n)).

Esto significa que si un conjunto NN, con una aplicaciéon “sucesor” S y un
“cero” cumple la version general de los axiomas de Peano (en la que no exigimos
que el “sucesor” y el “cero” son precisamente los conjuntos que hemos definido
como tales), necesariamente los elementos de N se corresponden con los de N
en la forma

O O/ 0// O///
Lo \ 1
0 S(0) S(5(0) S(5(5(0)))

entendiendo que el “cero” de la fila superior es el de N, es decir, 0 = &, mientras
que el de la fila inferior es el 0 arbitrario de N, que puede ser cualquier conjunto.
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A su vez, esto se interpreta como que es irrelevante a qué conjunto en particu-
lar llamamos “cero” y como definimos la operacion “siguiente” siempre y cuando,
con las definiciones que adoptemos, se cumplan los axiomas de Peano (las cinco
condiciones del teorema 1.6), pues si tomamos dos definiciones cualesquiera,
los objetos que las cumplen se pueden poner en correspondencia biunivoca, de
modo que en ambas tendremos un “cero” 0, un 1 = 5(0), un 2 = S(S(0)), etc.,
de modo que los nimeros naturales seran en ambos casos 0,1,2,3,..., aunque
se trate de conjuntos distintos segin la definicion adoptada.

Dos conjuntos distintos de ntimeros naturales pueden tener propiedades con-
juntistas distintas (por ejemplo, con la definicién que hemos dado se cumple que
2 € 7, mientras que con otra definicién esto no tiene por qué ser cierto), pero
ambos tendran las mismas propiedades aritméticas, es decir, las propiedades ex-
presables exclusivamente en términos de 0 y la operaciéon S. Por ejemplo, como
la suma esta determinada por las relaciones n+0=ny n+ S(m) = S(n+m),
que s6lo dependen de 0 y S, con cualquier definiciéon de los ntimeros naturales
(que cumpla los axiomas de Peano) se cumplira que 2+ 3 = 5, o que la suma es
conmutativa. Como a su vez el producto se define a partir de la suma, también
podemos afirmar que con cualquier definicion de los niimeros naturales se cum-
plird que 2 -3 = 6 o que el producto es conmutativo, aunque los ntimeros 2,3
y 6 sean conjuntos distintos en cada caso.

Podemos pensar que dar dos definiciones distintas de los nimeros naturales
es como llamar a los nimeros “cero”, “uno”, “dos”, etc. o llamarlos “zero”, “one”,
“two”, etc. Cada afirmaciéon aritmética como “dos més tres son cinco” tiene su
expresion equivalente “two plus three are five”, sin que importe que “dos” y “two”
sean palabras distintas.

DEMOSTRACION: El teorema de recursiéon nos da una aplicacion f : N — N
tal que f(0) =0y f(n') = S(f(n)). Sélo hay que probar que f es biyectiva. Para
probar que es inyectiva demostramos por induccion sobre n que si f(m) = f(n)
entonces m = n.

Sin =0y se cumple f(m) = f(0) = 0, entonces m = 0, porque en caso
contrario existirfa un & tal que m = &/, con lo que 0 = f(k') = S(f(k)), y esto
contradice al cuatro axioma de Peano.

Si es cierto para n y se cumple f(m) = f(n') = S(f(n)), no puede ser m = 0,
porque entonces seria 0 = f(m) = S(f(n)), en contra del cuarto axioma, una
vez mas. Por lo tanto, existe un k tal que m = &/, luego S(f(k)) = f(K) =
f(n') = S(f(n)), luego f(k) = f(n) (por el tercer axioma), luego k = n (por
hip6tesis de induccion), luego m = k' = n’, como habia que probar.

Para probar que f es suprayectiva demostramos por induccién sobre n € N
que tiene una antiimagen. Para n = 0 es cierto, pues f(0) = 0. Si es cierto para
n, es decir, si n = f(k), para cierto k € N, entonces S(n) = S(f(k)) = f(k'),
luego S(n) también tiene una antiimagen. "

Este teorema confirma la percepcién de que los axiomas de Peano determi-
nan completamente los niimeros naturales sin necesidad de determinar arbitra-
riamente qué conjunto en concreto consideramos como ntimero 0 y qué operaciéon
en concreto tomamos como operaciéon “sucesor”.
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1.3.2 Relaciones

Definicion 1.7 Una relacidn en un conjunto A es un conjunto R C A x A. En
lugar de escribir (a,b) € R, escribiremos a Rb y diremos que a estd relacionado
con b (segin la relacion R)

Una relacion de orden (total) en un conjunto A es una relacion < en A que
cumple las propiedades siguientes:

Reflexiva a < a.

Antisimétrica Sia < by b < a, entonces a = b.
Transitiva Sia < by b < ¢, entonces a < c.
Conexion a<bob<a.

Si < es una relacion de orden en un conjunto A, escribiremos a < b para
indicar @ < by a # b. Escribiremos a > b como equivalente a b < a, asi como
a > b como equivalente a b < a.

Un conjunto ordenado es un par (A, <), donde < es una relacion de orden
en el conjunto A.

Teorema 1.8 La relacion en N dada por
m < n sty solo si existe unr € N tal que m+1r =n
es una relacion de orden.

DEMOSTRACION: Las propiedades reflexiva y transitiva son inmediatas.
Para probar la propiedad antisimétrica suponemos que m < ny n < m, de modo
que m+r = ny n+s = m, para ciertos r, s € N. Entonces m+r+s = m = m+0.

Por la propiedad de simplificacion, r + s = 0. De aqui se sigue que s = 0, ya
que en caso contrario s =t + 1, con lo que r +t 4+ 1 = 0, en contra del cuarto
axioma de Peano. Por lo tanto, m=n+s=n+0=n.

La conexién la demostramos por induccién sobre a. Si a = 0 entonces 0 < b,
va que b = 0 4+ b. Si vale para a, entonces a < b o b < a. En el segundo caso
b<a<a+1,luego b <a+ 1. En el primer caso tenemos que a + r = b, para
cierto r € N. Sir # 0, entonces r = s+ 1, luego a+ 14 s = b, lo que prueba que
a+1<b. Sir=0 tenemos que a = b, luego b < b+ 1 =a+ 1. En cualquier
caso, tenemos la conexion. [

En lo sucesivo consideraremos siempre a N como conjunto ordenado con la
relaciéon que acabamos de definir.

Definicion 1.9 Si m < n son dos niimeros naturales, por definicién existe un
r € N tal que m + r = n. Por la propiedad de cancelacién, este r es dnico, y lo
llamaremos r = n — m.
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Ejercicio: Demostrar que, si n € N, no existe ningtin m € N tal que n < m <n + 1.
Equivalentemente, si m < n + 1, entonces m < n y si m < n, entonces m +1 < n.

Definicién 1.10 Si (A, <) es un conjunto ordenado y B C A, el minimo de B
es un elemento m € B tal que m < b para todo b € B. El mdximo de B es un
elemento M € B tal que b < M para todo b € B.

Un conjunto B C A no tiene por qué tener minimo elemento, pero si lo
tiene es tnico, ya que, si hubiera dos, digamos m y m/, entonces tendria que
ser m < m/, porque m es minimo, y m’ < m, porque m’ es minimo. Por la
antisimetria, serfa m = m’. Lo mismo sucede con el maximo.

Con la relacién de orden que hemos definido, el conjunto N de los ntmeros
naturales cumple la siguiente propiedad fundamental:

Teorema 1.11 (Principio de buena ordenacion) Todo subconjunto de N no
vacio tiene minimo elemento.

DEMOSTRACION: Vamos a probar por inducciéon sobre n que todo subcon-
junto A C N que contenga un ntimero < n tiene un minimo elemento. Si A
contiene un nimero m < 0, entonces ha de ser m = 0, porque 0+ m = m, luego
0 < m, luego m = 0. Por el mismo motivo, 0 es menor o igual que todo nimero
de A, luego 0 es el minimo de A.

Supongamos que todo conjunto de ntimeros naturales que contenga un nu-
mero < n tiene minimo elemento y supongamos que A contiene un ndmero
a<n+1.

Distinguimos dos casos: si A no contiene ningin niimero menor que a, es que
a es el minimo de A. En caso contrario, A contiene un elemento b < a < n+1,
luego b < n+ 1, luego b < n y, por hipotesis de inducciéon, A tiene minimo
elemento. L]

En particular, el minimo de N es 0, y n+1 es el menor natural mayor que n.
Por otra parte, N no tiene un maximo elemento, ya que todo niimero natural n
es menor que n + 1.

Definicién 1.12 Si (A, <) es un conjunto ordenado, diremos que un M € A es
una cota superior de un conjunto B C A si b < M para todo b € B (pero, al
contrario que en la definicién de maximo, no exigimos que M € B). Analoga-
mente se define una cota inferior. Diremos que un conjunto B C A esta acotado
superior o inferiormente si tiene una cota superior o inferior.

Teorema 1.13 Todo subconjunto de N no vacio acotado superiormente tiene
un mdximo elemento.

DEMOSTRACION: Sea A C N. Si A tiene una cota superior, el conjunto de
sus cotas superiores es un subconjunto de N no vacio, luego podemos considerar
la menor cota superior M de A. Vamos a probar que es el maximo de A. Solo
hay que probar que M € A. Si M ¢ A, entonces todo a € A cumple a < M.
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Como A no es vacio, no puede ser M = 0, luego M = ¢+ 1, para cierto ¢ € N.
Entonces, si a € A, tenemos que a < ¢+ 1, luego a < ¢, luego ¢ es una cota
superior de A, pero ¢ < M, en contradicciéon con que M era la menor cota
posible. Asi pues, M € Ay M es el maximo de A. n

Definicion 1.14 Una relacion R en un conjunto A es una relacidn de equiva-
lencia si cumple las propiedades siguientes:

Reflexiva a Ra.
Simétrica Si a Rb, entonces b Ra.

Transitiva Si a Rby bRc, entonces a Rc.

En estas condiciones, definimos la clase de equivalencia de un elemento a € A

como el conjunto
[a] ={be A|aRb}.

El conjunto cociente de A sobre R es el conjunto A/R que contiene a todas
las clases de equivalencia de los elementos de A.

Ejercicio: Demostrar que, en las condiciones anteriores, a Rb si y sélo si [a] = [b],
mientras que no a Rb si y solo si [a] N [b] = 2.

1.3.3 Conjuntos finitos

Definicién 1.15 Si n € N es un nimero natural, definimos
I,={meN|m<n}.

Un conjunto A es finito si existe un nimero natural n y una aplicaciéon
biyectiva f : I, — A. En caso contrario es infinito.

Observemos que, Iy = @ y, técnicamente, & : @ — & biyectiva, por lo que
@ es un conjunto finito. Si el lector juzga esto dificil de digerir, puede considerar
simplemente que & es finito por definicion.

Los conjuntos I,, son finitos, pues cumplen la definicién con la aplicacion
identidad.

Otro hecho obvio es que, si existe una aplicacién biyectiva g : A — B,
entonces A es finito si y solo si B es finito. En efecto, si existe una aplicacion
biyectiva f : I, — A, entonces f o g : I, — B también es biyectiva.

Teorema 1.16 Un subconjunto de N es finito si y sdlo si estd acotado supe-
riormente.

DEMOSTRACION: Para incluir al conjunto vacio, hay que entender que éste
esté trivialmente acotado. (De hecho, 0 es una cota superior.)

Si A C N es finito, existe una aplicacion biyectiva f : I, — A. Vamos a
probar que A esté acotado por induccién sobre n. Sin = 0 entonces A = @ v,
como acabamos de decir, esté trivialmente acotado.



22 Capitulo 1. Preliminares conjuntistas

Supongamos que el teorema es cierto para n y pongamos que f : [,;1 — A
es biyectiva. Si a = f(n), entonces f se restringe a una aplicaciéon biyectiva
f'o I, — A\ {a}, luego A\ {a} esta acotado superiormente. Sea M € N una
cota superior de A\ {a}, es decir, b < M para todo b € A que no sea b = a.

Si a < M, entonces M es una cota superior de A. Si M < a, entonces a es,
de hecho, el maximo de A.

Supongamos ahora que A esta acotado superiormente. También podemos su-
poner que A # @. Vamos a probar que es finito por induccién sobre una cota
superior.

Si A tiene a 0 por cota superior, entonces A = {0} = I, luego es finito.

Si es cierto para conjuntos acotados por n, supongamos que una cota superior
de A es n+ 1. Sin es también una cota superior, entonces A es finito por
hipétesis de inducciéon. En caso contrario es que n + 1 € A. El conjunto
A\ {n + 1} tiene a n por cota superior, luego por hipétesis de induccion es
finito. Sea f: I, — A\ {n + 1} biyectiva. Entonces,

fU{(m,n+1)}: I,y1 — A es biyectiva,

luego A es finito. n

En particular, N es infinito.

Teorema 1.17 Un conjunto A es finito si y sdlo si existe una aplicacion inyec-
tiva A — I,,, para cierto n € N.

DEMOSTRACION: Si A es finito, existe una aplicacién biyectiva I, — A, y
su inversa es también biyectiva, en particular inyectiva.

Si existe una aplicacion A — I, inyectiva, podemos verla también como
una aplicacion biyectiva A — B, donde B C I,,. Como I, es finito, B también
lo es, luego A también lo es. L]

Ejercicio: Demostrar que si A — B es inyectiva y B es finito, entonces A es finito.

Teorema 1.18 Todo subconjunto de un conjunto finito es finito.

DEMOSTRACION: Sea A un conjunto finito y sea B C A. Existe una aplica-
cion inyectiva A — I, que se restringe a otra aplicacion inyectiva B — I,,,
luego B es finito. n

Ejercicio: Probar que un conjunto A es infinito si y s6lo si existe una aplicacién
suprayectiva I,, —» A, para cierto n € N.

Teorema 1.19 Sim, n € N y existe una aplicacion biyectiva I, — I,,, en-
tonces m = n.
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DEMOSTRACION: Lo probamos por induccién sobre n. Si n = 0, entonces
I, = @, por lo que I,;, ha de ser también vacio, luego m = 0.

Supongamos el teorema cierto para n y supongamos que tenemos una apli-
cacion biyectiva f : I, — I,41. Claramente, m # 0, luego m = r + 1 si
f(r) = n, entonces f se restringe a una aplicacion biyectiva I, — I,,, luego
r=n, luego m=n+ 1.

Si f(r) # n, consideramos los nimeros f(r) =u#nyv= f~1(n) #r. Es
facil ver que

(fF\{(r,uw),(v,n)}) U{(v,u)} : I, — I, biyectiva,

luego nuevamente r =ny m =n+ 1. m

Asi pues, si A es un conjunto finito, existe un tnico n € N tal que existe una
aplicacion biyectiva f : I, — A, pues si g : I,, — A, entonces se cumple que
go f~t:1I,, — I, es biyectiva, luego m = n.

Definicion 1.20 Si A es un conjunto finito, llamaremos cardinal de A al tinico
n € N tal que existe una aplicacion biyectiva f : I, — A. Lo representaremos
por |A|.

El cardinal de un conjunto finito es lo que méas habitualmente se llama su
“namero de elementos”. Claramente |A| = 0 siy solo si A = @.

Si A # O tiene n elementos, existe x : I, — A biyectiva. Si escribimos
x; = z(i — 1), podemos representar A en la forma A = {z1,...,z,}.

Teorema 1.21 Si A y B son conjuntos finitos, entonces AU B es finito y
|AUB|+ |ANB|=|A|+|B.

DEMOSTRACION: Supongamos primeramente que ANB = &. Sean m = |A]|,
n = |B|, de modo que existen f : A — I,, y g : B — I,, son biyectivas.
Podemos definir una aplicacion biyectiva h: AU B — I,,1,, mediante

] f(x) sizeA,
h(w) = {m—l—g(m) siz € B.

Por consiguiente, |[AU B| =m +n = |A| + |B|.

En el caso general, sea B = B\ (AN B). Como B = B'U(AN B) y ambos
conjuntos son disjuntos, la parte ya probada nos da que |B| = |B’| + |AN B].

Por otra parte, AUB = AUB’ y AU B’ = @. De nuevo por la parte ya
probada, |AU B| = |A| + |B’|. Sumando |AN B| a ambos miembros tenemos la
férmula del enunciado. ]

Ejercicio: Probar que si A y B son conjuntos finitos, entonces A X B también es
finito, y |A x B| = |A||B.

Teorema 1.22 Todo conjunto (totalmente) ordenado finito no vacio tiene un
mdzrimo y un minimo elemento.
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DEMOSTRACION: Supongamos, por reduccion al absurdo, que existe un con-
junto ordenado no vacio sin maximo elemento. Sea n el minimo cardinal posible
para un conjunto en tales condiciones. Esto significa que cualquier conjunto
ordenado con menos de n elementos tiene un maximo elemento.

Sea, pues A un conjunto de n elementos, no vacio y sin maximo. No puede
ser n = 0, asi que n = m + 1. Tampoco puede ser n = 1, porque entonces
A = {a} y obviamente, tiene maximo. Por lo tanto, m # 0. Si a € A, entonces
A\ {a} es un conjunto ordenado no vacio con m elementos, luego tiene un
maximo a’. Si a’ > a, entonces a’ es el maximo de A. Si a’ < a, entonces a es
el méximo de A. Igualmente se razona con los minimos. ]

Si A es un conjunto ordenado finito, todo subconjunto de A también lo es,
luego, de hecho, todos los subconjuntos no vacios de A tienen maximo y minimo
elemento. En particular, todo elemento que no sea el méximo tiene un inmediato
posterior (el minimo de los elementos mayores que él), y todo elemento que no
sea el minimo tiene un inmediato anterior.

1.3.4 Estructuras algebraicas
Definicion 1.23 Una ley de composicion interna en un conjunto A es una apli-
cacion

x: Ax A— A

En lugar de escribir x(a,b), escribiremos a * b. En definitiva, una ley de
composicién interna en A es cualquier forma de operar dos elementos de A para
obtener un nuevo elemento de A.

Por ejemplo, aunque, técnicamente, hemos definido la suma y el producto
de ntumeros naturales como una familia de aplicaciones (m+) y (m-), para cada
m € N, es més natural reunirlas en dos tnicas leyes de composiciéon interna

4+:NxN-—N, -:NxN—N.
Por definicion, m +n = (m+)(n) y m-n = (m-)(n).

Definiciéon 1.24 Un anillo conmutativo y unitario es una terna (A, +, ), donde
Aesunconjuntoy +: AXA — A, -: AXA — A son dos leyes de composicion
interna en A que cumplen las propiedades siguientes:

Asociativa (a+b)+c=a+ (b+¢), (ab)ec= a(be).
Conmutativa a+b=0b+a, ab=ba.

Distributiva a(b+ ¢) = ab+ ac.

Elemento neutro Existen 0, 1 € A talesquea+0=a,a-1=a.

Elemento simétrico Para cada a € A existe un elemento —a € A tal que
a+(—a)=0.
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En lo sucesivo, siempre que hablemos de anillos se entendera que son anillos
conmutativos y unitarios.

Observemos que los elementos neutros 0 y 1 son tnicos, pues si 0 y 0’ son
neutros para la suma, entonces 0 = 0+ 0’ = 0/, e igualmente con el producto.

Igualmente, el elemento simétrico ha de ser tnico, pues si existe otro (—a)’
que cumple a 4+ (—a) = 0 = a + (—a)’, entonces

—a=—-a+0=—-a+a+(—a) =0+ (—a) = (—a)'.

En la practica, escribiremos a — b en lugar de a + (=b).

Observemos que en cualquier anillo se cumple a - 0 = 0, pues
a-0=a-(040)=a-0+a-0

y, sumando —(a - 0) a ambos miembros, llegamos a que 0 = a - 0.

Ejercicio: Demostrar que en cualquier anillo se cumple (—a)b = a(—b) = —(ab),
(—a)(—=b) = ab, —(a+b) = —a —b.

Definicion 1.25 Si A es un anillo, un ideal de A es un subconjunto I C A con
las propiedades siguientes:

a) 0el.
b) Sia, b€ I, entoncesa+0b € 1.

c) Siaelybe A, entonces ab € I.

En tal caso, definimos en A la relacion a = b (méd I) dada por a — b € I.
Se dice que a y b son congruentes modulo el ideal I.

Teorema 1.26 Sea A un anillo e I un ideal de A.
a) La congruencia en A mddulo I es una relacion de equivalencia.

b) Sia=a (méd I) y b= (méd I), entonces a+b =a’ +b (méd I) y
ab=a't! (méd 1).

DEMOSTRACION: a) Se cumple a = a (méd I) porque a —a =0 € I.

Sia=0b(mdd I), entonces a —b € I, luego (—1)(a —b) = b—a € I, luego
b=a (mbd I).

Sia=b(méd I)y b=c(méd I), entonces a —b € Iy b—c € I. La suma
también esta en I, y es a — ¢ € I, luego a = ¢ (méd I).

b) Seaa=da"+4, b=0b+j,coni, j€I. Entoncesa+b=>b+b+i+ j,
coni+jel, yab=ab +ada'j+il +ij, ylos tres ultimos productos estan en
I, luego su suma también. Por lo tanto tenemos que a +b =a' + b (méd I) y
ab = a't' (méd I). "
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Definicion 1.27 Si A es un anillo e I es un ideal de A, representaremos por
A/I el conjunto cociente de A respecto a la relacion de congruencia modulo I.
El teorema anterior prueba que podemos definir una suma y un producto en
A/I mediante

fa] + o] = [a+ 8], [alb] = [ab]-

El punto crucial es que estas definiciones no dependen del elemento de la clase
de equivalencia con el que hacemos las operaciones, es decir, que si [a] = [d/]
y [b] = [V/], llegamos a la misma clase si calculamos [a 4 b] que si calculamos
[a" 4+ b'], e igualmente con el producto.

Es inmediato comprobar que estas operaciones convierten a A/ en un anillo,
el llamado anillo cociente de A sobre I.

Ejercicio: Demostrar, mediante los oportunos razonamientos inductivos, que N cum-
ple todas las propiedades de la definiciéon de anillo excepto la existencia de elementos
simétricos.

Al anadir un elemento simétrico a cada ntmero natural obtenemos el anillo
de los nameros enteros. Veamos céomo hacerlo:

Definicién 1.28 Definimos en N x N la relaciéon dada por
(m,n) R(m',n') siysélosim-+n'=n+m'

Si pudiéramos restar dos nimeros naturales cualesquiera, esta relacién po-
dria escribirse asi:
m—n=m—n'

Vemos asi que el significado de la relaciéon R es que dos pares de niimeros
estan relacionados si y so6lo si “deberfan” tener la misma resta.

Ejercicio: Demostrar que la relacién R que acabamos de definir es de equivalencia.

Llamaremos conjunto de los nimeros enteros al conjunto cociente
Z=(NxN)/R.
Ejercicio: Demostrar que si (m,n) R(m’,n’) y (u,v) R(u/,v"), entonces

(m4u,n+v)R(m +u',n" +v), (mu-+nv,mv+nu)R(m'y +n'v',m'v +n'v)

asi como que
. 4 . / i ! /
m+v<n4wu siysblosi m +v <n +u.

El ejercicio anterior nos permite definir en Z las operaciones
[(mym)] + [(uy0)] = [(m+w,m+0)), [, m)][(w, )] = [(mu + nv, mo + na)],
asi como la relacion

[(m,n)] < [(u,v)] siysélosi m+v<n+u.
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La interpretacion es que si imaginamos que [(m,n)] representa a la “resta”
m —ny [(u,v)] representa a la “resta” u — v, entonces su suma debe ser

m-—n+u—v=(m+u)—(n+v),
y su producto debe ser
(m —n)(u —v) =mu+nv—mv —nu = (mu+ nv) — (Mv + nu)
y estas dos restas se corresponden con las clases de pares que hemos definido
como suma y producto de las clases dadas.

Igualmente, m —n < u — v debe ser equivalente a m +v < n + u.

Ejercicio: Demostrar que Z es un anillo con las operaciones que acabamos de definir.
Los elementos neutros son 0 = [(0,0)], 1 = [(1,0)]. Los elementos simétricos son

=[(m,n)] = [(n,m)].

Ejercicio: Demostrar que la relacion < que hemos definido en Z es una relacién de
orden.

Para cada n € N, definimos los niimeros enteros +n = [(n,0)], —n = [(0,n)].
Si [(m, n)] es un namero entero arbitrario, vemos que, si m > n, entonces

[(m,n)] = [(m —n,0)] = +(m —n),
mientras que si m < n entonces
[(m,n)] =[(0,n —m)] = —(n —m).

Ademaés, +0 = [(0,0)] = —0 es el elemento neutro 0 € Z. Por consiguiente,
si llamamos ZT ={+n|neN, n#0} yZ~ ={-n|n €N, n# 0}, se cumple

Z=7" U{0}uZzZ".

Es inmediato comprobar que la aplicacion i : N — Z dada por i(n) = +n
es inyectiva y cumple:

i(m+mn)=1i(m)+i(n), i(mn)=ilm)i(n),

m<n siysoélosi i(m)<i(n).

Esto significa que podemos identificar cada ntimero natural n con el niimero
entero +n, de forma que la suma, el producto y la relacién de orden entre
ntmeros naturales se calculan igual si los consideramos como naturales o como
enteros. Por ello, a partir de este momento consideraremos que N C Z.

Observemos que, si n € N, entonces —n es el elemento simétrico de n en Z,
de modo que Z consta tnicamente de los nimeros naturales y de sus simétricos
(teniendo en cuenta que, en el caso de 0 (y solo en este caso), se cumple 0 = —0).

Ejercicio: Demostrar que N={n € Z | n > 0}.
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El anillo Z cumple una propiedad que no exige la definicién de anillo, a
saber, que si mn = 0, entonces m =0 o n = 0.

En efecto, observemos en primer lugar que esto lo cumplen los ntmeros
naturales, ya que si m # 0y n # 0, entonces m = r + 1, luego mn = rr + n,
luego mn > n > 0.

En general, si mn = 0, también —mn = m(—n) =0y (—m)(—n) =0, y una
de estas cuatro combinaciones corresponde a nimeros naturales, luego ha de ser
+m =00 £n =0, lo cual implica m =00 n = 0. L]

Definicién 1.29 Un anillo ordenado es una cuadrupla (A, +,-, <) que cum-
ple la definicion de anillo y la definicion de conjunto (totalmente) ordenado, y
ademaés la relacion de orden verifica las dos propiedades siguientes de compati-
bilidad:

Compatibilidad con la suma Si a < b, entonces a +c¢ < b+ c.

Compatibilidad con el producto Sia < by ¢ > 0, entonces ac < bc.

Para probar que (Z,+, -, <) es un anillo ordenado conviene observar que si
a=[(m,n)] y b=[(u,v)], entonces

b—a=[(u,v)] +[(n,m)] = [(n +u,m+wv)]

luego b — a > 0 equivale a que m + v < n + u, es decir, a que a < b.

Asi pues, si a < b, tenemos que b—a = b+c—(a+c¢) > 0, luego a+c¢ < b+c.
Igualmente, si a < by ¢ > 0, tenemos que b —a > 0y ¢ > 0, es decir, que
ambos son nimeros naturales, y también lo sera su producto bc —ac > 0, lo que
equivale a ac < be. u

Veamos algunas propiedades de los anillos ordenados:
a) Sia < b, entonces —b < —a (pues 0 = a—a < b—ay —b < —b+b—a = —a).
b) Sia >0, entonces —a < 0. (Caso particular de a.)
¢) Sib, ¢ > 0, entonces be > 0 (por la compatibilidad del producto).

)

d) aa > 0 (porque aa = (—a)(—a) y a una de las dos expresiones se le puede
aplicar b).

e) 1>0y —-1<0. (porque 1 =1-1).
f) Sia <by c<0 entonces ac > be (porque —ac < —be).

Definicion 1.30 Un elemento a de un anillo A es una wunidad si existe un
a~! € Atal que aa™! = 1. El elemento a~! se llama inverso de a, y es tnico,
pues si existe otro a’~!, entonces ¢’ ' =a'"t-1=d"taat =1-a" ' =a" L.

Un cuerpo es un anillo en el que todo elemento distinto de 0 es una unidad.
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Ejercicio: Demostrar que las tinicas unidades de Z son +1.

Para dotar de inverso a cada nimero entero construimos el cuerpo de los
nimeros racionales por un procedimiento similar al que hemos seguido para
construir Z a partir de N.

Definicién 1.31 Sea A = {(m,n) € ZxZ | n # 0}. Definimos en A la relacion

(m,n) R(m',n’) siysolosi mn' =nm'

Se demuestra facilmente que se trata de una relacién de equivalencia. La
clase de equivalencia de un par (m,n) se representa por m/n. Diremos que es
una fraccion de numerador m'y denominador n. De este modo tenemos que

/

_m . ,1 . /_ !
= — S1'y SOlo st mn =nm.
n

3|3

El conjunto cociente Q = A/R se llama conjunto de los nimeros racionales.
Definimos en QQ las operaciones

)

nv n v nv

+

3|3

U muv + nu mu mu
v

Como el denominador de una fraccién no puede ser 0, aqui estamos usando
que el producto de niimeros enteros no nulos es no nulo.

Ejercicio: Comprobar que estas definiciones son correctas, en el sentido de que, si
tomamos dos representantes distintos de cada fraccion, m/n = m'/n’ y u/v = u' /v,
las fracciones que obtenemos al sumar y multiplicar son la misma.

Ejercicio: Comprobar que (Q,+,+) es un cuerpo. Los elementos neutros son 0/1 y
1/1, los simétricos son —(m/n) = (—m)/n, y los inversos (m/n)~' = n/m.

Observemos que de la definicion de las fracciones se sigue que

am _m
an n
En particular, para a = —1, esto implica que podemos cambiar el signo al

numerador y el denominador de una fracciéon, por lo que
Q={m/n|meZ neN, n#0}.

En otras palabras: no perdemos generalidad si suponemos que el denomina-
dor de una fraccién es positivo.

Definicion 1.32 Definimos en Q la relacion < dada por

<

m _u ..
— siysélosi mv <nu (donden,v>0).
v

n



30 Capitulo 1. Preliminares conjuntistas

Ejercicio: Demostrar que la relacion que acabamos de definir es correcta, en el sentido
de que no depende del representante de cada fraccion con que la comprobamos.

Ejercicio: Demostrar que, con esta relacion (Q,+,-, <) es un cuerpo ordenado, es
decir, un cuerpo que verifica las propiedades de anillo ordenado.

Consideramos ahora la aplicaciéon ¢ : Z — Q dada por i(n) = n/1. Se
comprueba sin dificultad que es inyectiva, y ademés cumple:

i(m+n)=i(m)+i(n), i(mn)=i(m)i(n),

m<n siysoélosi i(m)<i(n).

Una vez més, esto significa que podemos identificar a cada namero entero
con su imagen en @, de modo que las propiedades de los ntimeros enteros son
las mismas cuando los consideramos como niimeros enteros o como numeros
racionales. Asi pues, a partir de ahora consideraremos que N C Z C Q.

Observemos que

m m 1 m(n
1

n 1n 1

donde en el dltimo paso hemos usado la identificacién que acabamos de esta-
blecer. Esto significa que, a partir de ahora, podemos “olvidarnos” de que las
fracciones son clases de equivalencia de pares de ntmeros enteros y considerar
que m/n = mn~!, donde el producto y el inverso del miembro derecho son las
operaciones de Q. Mas atn, si K es un cuerpo arbitrario, usaremos la notaciéon
a/b=ab~!, para todo a, b € K, b # 0. En particular, en el caso de Q podemos
considerar fracciones con numerador y denominador fraccionario:

muv  mu

u/v  n

v

m/n  m fu\~!
( ) n u nu
1.3.5 Elementos de aritmética

Terminamos esta seccién discutiendo algunos resultados variados sobre la
aritmética de los anillos y los cuerpos en general y de los conjuntos numéricos
en particular.

En primer lugar observamos que si A es un anillo y a € A, podemos definir
una aplicacion N — A mediante el teorema de recursion, estableciendo que

0a =0, (n+1)a =na+ a.
A su vez, podemos extenderla a una aplicacion Z — A mediante
(-=n)a = —(na), paratodon € N.

Hemos definido una aplicacién para cada a € A, pero podemos unirlas todas
en una unica aplicacion Z x A — A.
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Ejercicio: Demostrar que
0a=0, (-1)a=-a, (m+n)a=ma+na, (mn)a=m(na).
Por ejemplo, 3a = (1+1+1)a = a+a+a. Notemos que si A = Z el producto
que acabamos de definir no es sino el producto usual en Z.

Similarmente, para cada a € A podemos definir una aplicacion N — A
mediante a® = 1, a®*! = a™ - a. Si a es una unidad de A, podemos extender
esta aplicacion a otra Z — A mediante a=" = (a~!)". Observemos que a~!
en este sentido resulta ser a~! en el sentido del inverso de a.

Ejercicio: Demostrar que ™™ = a™a™, (a™)" = a™", donde m, n € N si a no es
una unidad, o m, n € Z si lo es. En este ultimo caso tenemos también que ¢~ " = 1/a"
ya"/a" =a™"",

Definimos ahora la aplicacion factorial N — N del modo siguiente:
ol =1, (n+1)!=nln+1).
Asi, por ejemplo,
'=0-1=1, 2!1=11.2=1-2=2, 3'=21.3=1-2-3=

Si 0 < m < n definimos el ndmero combinatorio

Teorema 1.33 Sean m < n niumeros naturales.
@) () = (.20)-
@ =0 =1 )=n
¢) Sim <n, ;) + (41) = (W)
d) Los nimeros combinatorios son nimeros naturales.
DEMOSTRACION: c¢) Hay que probar que

n! n! B (n+1)!
=)l T mt ) n—m=1  (mt ) (n—m)
Ahora bien,
( n! + n! !> (m+1)! (n—m)!

m! (n—m)l  (m+1)!(n—m-1)

~nlmA4+1)ml(n—m)!  nl(m+1)!(n—m)(n—m-—1)!
B m!(n —m)! (m+ 1! (n—m-—1)!
=nlm+1)+nl(n—m)=mnl+nl+nnl—mnl=Mn+1)n! = (n+1)!

d) Una simple induccion nos da que () es un nimero natural, pues cada
namero combinatorio con n + 1 es suma de dos con n, por el apartado ¢). =
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La forma maés facil de calcular los niimeros combinatorios es disponerlos en
forma de triangulo, de modo que cada uno es la suma de los dos que hay sobre
él. El tridngulo asi construido se suele llamar tridngulo de Tartaglia.

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1

Triangulo de Tartaglia

Enunciamos sin demostracion el resultado principal sobre los ntimeros com-
binatorios:

Teorema 1.34 (Binomio de Newton) Sea A un anillo, n € N ya, b € A.

Entonces "
n __ n min—m
(a+b)" = g (m) a™pr T,

m=0

Quiza algin lector objete que no hemos definido el signo > . Las sumas
finitas en un anillo A se definen recurrentemente. Consideremos una aplicaciéon
a: I,y1 — A. Convenimos en representar a(i) = a;. Por comodidad, la
extendemos a una aplicacion N — A tomando a; = 0 para ¢ > n. Entonces
definimos, en virtud del teorema de recursion:

r+1 r

0
D a;=ag, Y, a;= ) a4+ ary1.
iz i=0 i=0

Es frecuente escribir

n

Yo a;=ag+ -+ ap,

i=0
y entonces hemos de tener presente que los puntos suspensivos son sélo el signo
que hemos elegido para representar la suma finita, tan legitimo como pueda
serlo la letra Y. Todas las propiedades de las sumas finitas se demuestran
rutinariamente por inducciéon. Igualmente pueden definirse productos finitos en
un anillo, que habitualmente se representan por

n

Por ultimo mencionaremos un hecho de uso cotidiano sobre la aritmética de
los ntimeros naturales sobre el que no hemos dicho nada hasta ahora, y es la
posibilidad de expresarlos con la notacién decimal.

Si definimos

2=1+1, 3=2+1, 4=3+1, 5=4+1,
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6=5+1, 7=6+1, 8=7+1, 9=8+1 d=9+1,

entonces se demuestra que todo ntimero natural no nulo N se expresa de forma
Gnica como
N = a,d® + an_1d" L+ -+ axd® + a1d + ao,

donde n € N, a; € {0,...,9}, a,, #0.

Esto permite adoptar el convenio de referirnos a N como N = a,---ao,
donde esto no hay que entenderlo como un producto, sino como la mera yuxta-
posicion de las cifras a;. Como el niimero d se expresa en la forma d =1-d+ 0,
tenemos que d = 10, por lo que el desarrollo anterior puede escribirse, méas
claramente, como

N = a,(10)" + ap—1(10)" "' + - + a(10)* + a1 10 + a,

La eleccion de d es arbitraria. Sirve cualquier nimero natural d > 2.

1.4 La teoria de conjuntos no estandar

Las secciones precedentes son un resumen de los resultados basicos de lo que
podemos llamar matemdtica cldsica. Tal y como hemos visto, hemos partido de
dos conceptos fundamentales: la nocién de conjunto interno, y la de pertenencia
entre conjuntos internos. A partir de estas dos nociones hemos definido muchas
otras, como las de unidén, intersecciéon, aplicacién, anillo, etc. Todos los con-
ceptos que pueden definirse a partir de los dos conceptos basicos de “conjunto
interno” y pertenencia son lo que hemos llamado conceptos internos. Todas
las afirmaciones y propiedades que hagan referencia tUnicamente a conceptos
internos, son lo que hemos llamado afirmaciones y propiedades internas.

Observemos que en ningiin momento hemos definido qué son los conjuntos
internos ni la pertenencia entre conjuntos internos. Para poder decir algo sobre
estos conceptos sin tenerlos definidos, nos hemos tenido que apoyar en unos
axiomas, los axiomas de ZFC, que son afirmaciones internas. Cuando hablamos
de matemdtica cldsica nos referimos, mas concretamente, a todo el cuerpo de
afirmaciones internas que pueden deducirse? a partir de los axiomas de ZFC.

En esta secciéon vamos a extender la matematica clasica hasta lo que llama-
remos matemdtica no estindar. Concretamente, vamos a presentar la llamada
Teoria de Conjuntos Internos IST (Internal Set Theory) de Nelson, que es una
teoria axiomética que determina la matemaética no estandar en el mismo sentido
en que ZFC determina la matematica clasica.

La teoria IST parte de tres conceptos no definidos: conjunto, pertenencia
y ser estandar, de modo que a partir de ahora distinguiremos entre dos clases

4Si el lector ha seguido nuestra sugerencia de saltarse las dos secciones precedentes, no
necesita volver atras en este punto para familiarizarse con los axiomas de ZFC si no los conoce.
Para seguir esta seccién le bastara con tener claro que la “matematica clasica” es la matematica
que él conoce y que los teoremas de la matematica clasica estan perfectamente determinados
como los demostrables a partir de los axiomas de ZFC, pero el contenido concreto de tales
axiomas sera del todo irrelevante.
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de conjuntos internos: los conjuntos internos estdndar y los conjuntos internos
no estandar. Tal y como hemos indicado, no definiremos qué es un conjunto
interno estandar, igual que no hemos definido qué es un conjunto interno. Serén
los nuevos axiomas que vamos a incorporar a la teoria los que nos permitiran dis-
tinguir qué conjuntos internos son estandar y cuéles no, asi como las diferencias
que puedan darse entre unos y otros.

Para que el lector se forme una idea lo més operativa posible del papel que
representara este concepto en la nueva teoria, conviene volver a la metafora
cinematografica. Podemos considerar que el equivalente cinematogréfico de “no
estandar” es “efectos especiales”. Por ejemplo, si en una pelicula un actor besa a
una actriz, el beso es estandar, porque se lo da realmente; pero si el actor mata a
la actriz, el asesinato es no estandar, porque esté simulado con una pistola ficticia
y una sangre ficticia. El beso es real internamente en la pelicula y externamente,
en la realidad externa, mientras que el asesinato es real internamente en la
pelicula y ficticio en la realidad externa.

En la trilogfa (cinematografica) El senor de los anillos, el personaje de Frodo
Bolson es estandar, porque lo interpreta un actor, mientras que Gollum es no
estandar, porque es una imagen creada por ordenador. Aqui es crucial entender
que internamente no hay diferencia entre estandar y no estandar. En la pelicula,
Frodo Bolson es un personaje real y Gollum es otro personaje igual de real. Sélo
externamente podemos decir que Frodo existe y Gollum no.

Ahora bien, el lector no debe deducir de este ejemplo que estemos insinuando
que los conjuntos estandar van a ser conjuntos que existen en la realidad y que
los conjuntos no estandar van a ser conjuntos que no existen realmente. Pen-
semos que los efectos especiales no tienen por qué ser fantasticos. Por ejemplo,
en una pelicula sobre Julio César, la muerte de César serd no estandar, pero
eso no impide que, en la realidad, Julio César muriera como se muestra en la
pelicula. El actor que interpreta a César esta reproduciendo fielmente, mediante
técnicas no estandar, lo que le ocurri6 realmente a Julio César. Fijémonos en
que la realidad interna de la pelicula es fiel a la realidad histérica, mientras que
la realidad externa no lo es, ya que César muri6 acuchillado, no fingié morir
acuchillado con efectos especiales.

Dijimos al principio del capitulo que no pretendemos persuadir al lector para
que adopte ninguna postura en concreto sobre si existen o no los objetos de los
que hablamos. So6lo hay algo cuya realidad es indiscutible: y es que cuando
leemos un libro de matemaéticas estamos viendo una pelicula que esta ahi, con
sus personajes y sus técnicas, y podemos preocuparnos por entender la realidad
interna que describe o no, sin que importe para nada la naturaleza filosofica de
esa realidad interna. Sobre eso, cada cual es libre de pensar lo que quiera.

El lector que sea platonista (es decir, que crea que todos los conjuntos de los
que vamos a hablar, estandar y no estandar, son reales) deberéa pensar que aqui le
vamos a hablar de como rodar una pelicula sobre todos esos objetos reales, pero
usando solamente una parte de ellos (los estandar) y usando efectos especiales
para simular los no estandar. Algo asi como cuando se quiere presentar en el
cine un gran ejército (real) y se usan sélo unos pocos actores para los primeros
planos, mientras que los otros miles se simulan mediante efectos especiales.



1.4. La teoria de conjuntos no estandar 35

El lector que sea formalista (es decir, que crea que todo lo que estamos
contando es un argumento de ficcién) debera pensar que le estamos hablando
sobre una pelicula que trata sobre el rodaje de otra pelicula, de modo que,
dentro de la ficcién que es la primera pelicula, tiene sentido hablar de lo que es
real en la segunda pelicula y lo que se consigue mediante efectos especiales.

Si un lector prefiere pensar que los conjuntos estandar existen y los no estéan-
dar no, entonces solo tiene que concebir a éstos como efectos especiales (como
maquetas, imagenes por ordenador, sangre simulada, etc.)

La mera introduccion de la nueva nocién fundamental “ser estandar” ya da
pie a una definicién importante:

Definiciéon 1.35 Un concepto (o propiedad, o afirmacion, construccion, etc.)
es interno si sélo hace referencia a conceptos definidos a partir de las nociones de
conjunto interno y la pertenencia entre conjuntos internos, es decir, si en ningtin
momento requiere distinguir entre conjuntos estandar y no estandar. En caso
contrario diremos que es externo.

Asi, por ejemplo, la afirmacion “5 es un nimero natural” es interna, mientras
que la afirmacion “b6 es un ndmero estindar” es externa.

Para entender esto adecuadamente podemos pensar en un “matemético clé-
sico” como un matematico ideal que sabe y entiende todo lo que puede de-
mostrarse en la matemaética clasica, pero que es incapaz de entender cualquier
afirmacion que incluya la palabra “estandar”, es decir, cualquier afirmacion ex-
terna. Cuando decimos que no puede entenderla no queremos decir que la tenga
por falsa, sino que para él no significa nada. En estos términos, una afirmaciéon
interna es una afirmacién que entiende un matematico clésico.

Podemos comparar un matematico clésico con un espectador que ve una
pelicula y entiende perfectamente su argumento, pero no sabe nada de cine, no
sabe nada sobre camaras y efectos especiales. Tal espectador puede entender
que Gollum es feo, que es esquizofrénico, que es muchas cosas, pero no puede
entender que sea un efecto especial. En la pelicula, internamente, Gollum no
es un efecto especial. Es un personaje tan real como cualquier otro. No es que
el espectador niegue que Gollum sea un efecto especial, sino que eso no tiene
significado para él, no es ni verdadero ni falso. El espectador podréa discutir sobre
si Gollum es bueno o malo, pero nunca sobre si es real o virtual. Igualmente, el
matematico clésico podra discutir si 5 es par o impar, pero nunca si es estandar
0 no estandar.

La teoria de conjuntos no estandar IST resulta de anadir nuevos axiomas (y
un nuevo concepto béasico) a la teoria de conjuntos estandar ZFC, lo cual tiene
como consecuencia lo que podemos llamar principio de extension:

Principio de extension Todas las afirmaciones de la matemdtica cldsica
stguen siendo vdlidas igualmente en la matemdtica no estandar, sin cambio al-
guno.
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Si un espectador ve una pelicula de romanos y luego se entera de que el ejér-
cito de miles de soldados se rod6 con sélo cien, tiene una informacién adicional
externa sobre la pelicula, pero eso no cambia su realidad interna. Si era logico
que César ganara la batalla porque duplicaba en ntimero a sus enemigos, seria
absurdo que el espectador, al enterarse del truco, se dijera: “pues no es creible
que César haya ganado si tenemos en cuenta que sus miles de soldados eran sélo
una apariencia”’. Si antes de enterarse del truco veia coherente que el abrumador
ejército de César venciera a su enemigo, después ha de tener claro que el saber
que la escena ha sido rodada con efectos especiales no disminuye un &pice el
poderio militar (interno) de César.

Del mismo modo, todas las precisiones que nos permitira hacer la distincién
entre conjuntos estandar y no estandar no pueden alterar en nada los resultados
de la matematica clasica, porque estamos aceptando todos sus axiomas y, por
consiguiente, todas sus consecuencias. Si, en algin momento, el lector cree
que algo de lo que vamos a exponer de aqui en adelante contradice a lo hemos
dicho hasta la seccién anterior, o a cualquier otro resultado de la matematica
clasica que él conozca, puede estar seguro de que no ha entendido bien lo que
ha leido aqui, y si llega él por sus propios razonamientos a un resultado de tales
caracteristicas, puede estar seguro de que, o bien no entiende adecuadamente
lo que ha obtenido, o bien ha razonado incorrectamente, de modo que en algin
paso de su razonamiento ha utilizado algo que no se puede deducir legitimamente
de los axiomas de IST.

El nombre de IST (Internal Set Theory) es ingenioso, porque la teoria IST
resulta de afiadir a ZFC tres axiomas llamados I (Idealization o idealizacion), S
(Standardization o estandarizacion) y T (Transfer o transferencia). Empezamos
discutiendo éste tltimo:

Principio de Transferencia (T) Sean yi,...,yn conjuntos estindar, y con-
sideremos una propiedad interna P(x1,...,Tm,Y1,---,Yn). Entonces:
a) Si todos los conjuntos estindar 1, ..., x,, cumplen

P(xlv"’vxmaylv"wyn)?

podemos asegurar que todos los conjuntos internos (estindar o no) cum-

plen P.
. . . . 5
b) Si existen conjuntos internos x1,...,x, que cumplen
P(wlw"vxmaylw",yn)a
entonces existen conjuntos estindar xi,...,T, que cumplen P.

Como primera consecuencia de este principio, podemos probar que todos los
conjuntos definibles internamente son estandar.

5Esta parte se deduce de la anterior aplicada a la propiedad no P.
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Tomemos, por ejemplo, el conjunto vacio. Sabemos que & es un concepto
propio de la matematica clasica, que puede definirse sin la ayuda del predicado
“ser estandar”. Asi pues, la propiedad P(z) = 2 = & es interna. Como sabemos
que existe un conjunto interno x que cumple x = &, el principio de transferencia
nos da que existe un conjunto estandar x que cumple x = &. Esto significa que &
es un conjunto estandar.

Si cambiamos z = @ por = N concluimos que el conjunto N es estandar, si
partimos de x = 1356 concluimos que el ntimero natural 1356 es estandar, etc.

Mas atn, la propiedad x = y U z también es interna. Por lo tanto, si fijamos
dos conjuntos estandar y, z, puesto que existe un conjunto interno x que cumple
x = y U z, el principio de transferencia nos da que existe un conjunto estandar
z que cumple x = y U z. En otras palabras: la union de conjuntos estandar es
un conjunto estandar.

Si cambiamos * = y U z por x = y N z concluimos que la interseccion
de conjuntos estindar es estdndar; si tomamos z = {y, z} concluimos que el
conjunto formado por dos conjuntos estindar es estdndar; si tomamos x = y X z
concluimos que el producto cartesiano de dos conjuntos estdndar es estandar; si
partimos de x = f(y) (que es una propiedad interna con tres variables, z, y, f)
concluimos que la imagen de un conjunto estdndar por una funcion estandar es
un conjunto estandar, etc.

En resumen:

e Todo conjunto interno que pueda definir explicitamente un matemdtico
cldsico (como N, {3,5,7}, =2/7, @, etc.) es estandar.

e Todo conjunto interno construido a partir de conjuntos estandar mediante
un procedimiento que entienda un matemdtico cldsico es estindar. (Por
ejemplo: la union de conjuntos estdndar es estdndar, la suma de nimeros
naturales estandar es estandar, el conjunto de todos los subconjuntos de
un conjunto estandar es estdndar, el cubo de un nimero racional estdndar
es estdndar, etc.)

Si el lector quiere sentirse comodo con la teoria de conjuntos no esténdar,
no le conviene interpretar esto como que los conjuntos estandar son los que ya
conoce, mientras que los conjuntos no estandar son conjuntos “nuevos” que no
existen en la matemaética clasica. Es mucho més conveniente que piense que la
diferencia entre la matemaética no estdndar y la matematica clasica no es que
la primera introduzca nuevos conjuntos, los conjuntos no estandar, sino que los
conjuntos de la matematica clasica son los mismos que los de la matematica no
estandar (los conjuntos internos, estandar y no estandar) y que lo novedoso de
la matematica no estandar es la posibilidad de distinguir unos de otros.

Es verdad que, dado que no los distingue, la matemaética clasica podria pres-
cindir de los conjuntos no estandar, en el mismo sentido que —teéricamente—
una pelicula de romanos podria prescindir de efectos especiales y rodar todo de
forma realista (reuniendo miles de hombres cuando se necesita un ejército de
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miles de hombres y matando de verdad a los actores cuando el guién exige que
mueran). Pero no es menos cierto que, aunque podria prescindir de ellos, nada
impide suponer que los conjuntos no estandar siempre han estado ahi, pasando
inadvertidos a los matematicos clésicos, igual que el caracter virtual de unos mi-
les de soldados puede pasar inadvertido a un espectador. La ventaja de pensarlo
asi es que el lector asimilara més facilmente el principio de extension y vacilaréa
menos a la hora de aplicar en el contexto no estandar todos sus conocimientos
de matematica clasica.

Volviendo al principio de transferencia, ya hemos visto una aplicacién de
su segunda parte. La primera es util para reducir razonamientos al caso de
conjuntos estandar. Por ejemplo, supongamos que tenemos que probar que un
conjunto estandar A esté contenido en otro conjunto estandar B. Esto supone
probar que, para todo conjunto x, se cumple que “x € A — z € B”. Dado
que la propiedad entre comillas es interna, el principio de transferencia reduce
el problema a demostrar que si un conjunto estandar x estd en A, entonces
también estd en B. Asi pues:

Teorema 1.36 Sean A y B dos conjuntos estandar. Entonces:
a) A C B siy sdlo si todo elemento estandar de A estd también en B.

b) A= B siy sdlo si Ay B contienen los mismos elementos estindar.

Respecto al apartado b), observemos que —como en la matemética clasica—
dos conjuntos internos se consideran iguales cuando tienen los mismos elementos
(estandar o no). Lo que estamos diciendo (en virtud del principio de transfe-
rencia) es que si dos conjuntos estandar tienen los mismos elementos estandar,
entonces también tienen los mismos elementos no estandar.

Nos aparece aqui una idea a la que el lector debera acostumbrarse cuanto
antes: los conjuntos no estandar son como “parasitos”’, no son algo que pueda
meterse o sacarse de un conjunto interno a voluntad, sino que “se pegan” a los
conjuntos estandar y van donde vayan ellos.

El apartado b) puede parafrasearse diciendo que un conjunto estandar esta
completamente determinado por sus elementos estdndar, de modo que los ele-
mentos estandar que tiene un conjunto determinan automaticamente cuales han
de ser sus elementos no estandar.

Ejercicio: Supongamos que z es un conjunto interno no estandar. jPuede ser {z} un
conjunto estandar? (Ayuda: Llegar a una contradicciéon probando que {z} = @.)

Para terminar con el principio de transferencia senalamos dos aspectos técni-
cos que pueden llevar a conclusiones contradictorias si se pasan por alto:

o Si la propiedad P a la que se aplica tiene pardmetros, éstos han de ser
conjuntos estandar.

e La propiedad P ha de ser interna, es decir, ha de poder entenderla un
matemdtico cldsico.
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Hasta ahora no hemos visto nada que garantice la existencia de conjuntos no
estandar. Esto es lo que afirma el principio de Idealizacién. Vamos a dar una
version débil consistente en dos propiedades sobre conjuntos finitos. Ambas
pueden deducirse de un principio mas general, mas técnico, que no vamos a
necesitar.® La primera es la siguiente:

Principio de Idealizacion Iy Un conjunto interno es estandar y finito si y
sdlo si todos sus elementos son estdndar.

O, reciprocamente: todos los conjuntos internos tienen elementos no estén-
dar excepto los que son estandar y finitos. En particular, existen, por ejemplo,
nimeros naturales no estandar.

Por coherencia enunciamos a continuacion la segunda propiedad de idealiza-
cién, aunque no la necesitaremos sino mucho mas adelante y en ocasiones muy
contadas, siempre relacionadas con la nocién topolégica de compacidad.

Principio de Idealizacion I, Todo conjunto contiene un subconjunto finito
que contiene a todos sus elementos estdndar.

No es éste el mejor momento para discutir este principio. Quiza el lector
quiera meditar sobre él después de la discusion del concepto de finitud que
expondremos en el capitulo siguiente (en la pagina 48 y siguientes.) En lo
sucesivo, cuando hablemos del “principio de idealizacién”, entenderemos que nos
referimos al Principio de Idealizacion Iy, salvo que indiquemos lo contrario.

Este es un buen momento para mostrar algunos ejemplos de como podemos
acabar enredados en contradicciones si no asimilamos adecuadamente la teoria
de conjuntos no estandar:

Paradoja 1.37 Segin el teorema 1.11, todo subconjunto S C N no vacio tiene
un minimo elemento. Esto es valido en la matematica clasica y, por consiguiente,
también en la teoria de conjuntos no estandar. Sin embargo, consideremos el con-
junto

S ={n € N|n no es estandar}.

El principio de idealizacién implica que S # &, luego deberia tener un minimo
elemento. Sin embargo, si u € S, como 0 es un namero estandar, ha de ser p # 0,
luego existe y — 1 < p. Ahora bien, i — 1 ha de ser un namero no estandar, ya que
si fuera estandar, como la suma de nameros estandar es estandar (por el principio
de transferencia) resultaria que (11 — 1) + 1 = p también seria estandar, y no lo es.
Asi pues, u—1 € S, luego p no es el minimo de S. Hemos probado que S no tiene
elemento minimo.

6Seria necesario, por ejemplo, para estudiar espacios topolégicos arbitrarios, pero nosotros
s6lo vamos a tratar con R en un principio y con espacios métricos después, y en estos contextos
nos basta con los dos casos particulares que consideramos aqui.
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Paradoja 1.38 Por otro lado, si consideramos el conjunto
E ={n e N |n es estandar},

el principio de transferencia nos da que 0 € E, asi como que si n € F, entonces
n+1 € FE, luego por el principio de induccién (el quinto axioma de Peano), podemos
concluir que E = N, es decir, que todos los niimeros naturales son estandar, en
contra de lo que afirma el principio de idealizacién.

El error de los razonamientos anteriores es, en cierto sentido, de la misma
naturaleza que el error en el que incurre un matemaético clasico que pretende
aceptar como conjunto al “conjunto” R de todos los conjuntos que no se pertene-
cen a si mismos. (Véase la discusion en la pagina 1.) Ya hemos explicado que R
es una clase propia, es decir, una colecciéon de conjuntos internos que no puede
ser la extension de ningin conjunto interno, ya que, de suponerlo asi, llegamos
a una contradicciéon. Tendriamos una auténtica contradiccién si, por otra parte,
los axiomas de la teorfa de conjuntos permitieran probar la existencia de un
conjunto interno R = {z | « ¢ x}, pero no es el caso, ya que esta “definicion” no
se ajusta a las condiciones del axioma de especificacion, ni tampoco hay ningtn
axioma especifico (como el axioma del par, o el del conjunto de partes, etc.) que
demuestren la existencia de R.

Lo mismo sucede con los “conjuntos” F y S. El error de las paradojas an-
teriores estd en suponer que existen conjuntos internos F y S que contienen,
respectivamente, a los nimeros naturales estandar y no estandar, cuando nin-
gun axioma permite demostrarlo. Observemos que las definiciones de F y S no
respetan al axioma de especificaciéon porque éste es un axioma de la matemé-
tica clasica, y, por consiguiente, solo es valido para propiedades internas. (Y,
obviamente, “n no es estdndar” no es una propiedad interna.)

Asi pues, las paradojas anteriores no son realmente paradojas, sino demos-
traciones rigurosas de que E y S no existen (como conjuntos internos). No
diremos que E y S son clases propias, pues reservaremos este nombre a las co-
lecciones de conjuntos internos que son definibles internamente, pero lo cierto es
que no constituyen la extension de ningin conjunto interno. A las colecciones de
conjuntos internos a las que les pasa esto mismo, pero se definen externamente,
las llamaremos “conjuntos externos”. Més precisamente:

Definiciéon 1.39 Si A, x4,...,x, son conjuntos internos y P(x,21,...,2,) es
una propiedad interna o externa, llamaremos conjunto determinado por estos
datos a

E={xecA|P(x,z1,...,24)}

Ahora es crucial tener presente que hay dos posibilidades para un conjunto
en este sentido amplio:

a) Que (a partir de los axiomas de la teoria de conjuntos no estandar) pueda
demostrarse que existe un conjunto interno B tal que, para todo x € A,
se cumple x € B siy solo si P(xz,x1,...,%,).
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En tal caso, lo que hemos llamado conjunto E no es ni mas ni menos que
el conjunto interno B.

b) Que (a partir de los axiomas de la teorfa de conjuntos no estdndar) pueda
demostrarse que no existe ningtin conjunto interno B tal que, para todo
x € A, se cumple que x € B siy solo si P(z,x1,...,%,).

En tal caso diremos que E es un conjunto externo, lo cual ha de enten-
derse como una mera abreviatura que puede ser util en muchos contextos
para expresar con lenguaje conjuntista algunos resultados de la teoria de
conjuntos no estdndar. Pero es fundamental tener presente en todo mo-
mento que F no es ninguno de los objetos que cumplen los axiomas de
la teoria de conjuntos no estandar, por lo que tampoco podemos esperar
que cumpla los resultados conocidos sobre conjuntos (internos). Cualquier
contradicciéon a la que se llegue al tratar de aplicar a E un resultado de la
teoria de conjuntos no estandar no es una paradoja, sino una prueba méas
de que E no existe, de que no es un conjunto interno.”

Tenemos, pues, la siguiente clasificacion de los conjuntos:

Estandar
No Estandar
Externos (no existen)

Internos {
Conjuntos

Si al lector le parece artificial que podamos hablar de nimeros naturales
no estandar, pero que sea “ilegal” hablar del conjunto de todos los ntimeros
naturales no estandar, deberia pensar en una pelicula de romanos, en la que
Julio César puede dirigirse a sus soldados y decirles: “Atencidn!, los veteranos
atacardn por la derecha, y los nuevos por la izquierda” y, mientras es perfecta-
mente admisible que haya especificado de entre sus soldados el subconjunto de
los veteranos, como podria haber especificado a los galos, o a los nimidas, o a
los oficiales, o a los jinetes, lo que seria del todo improcedente es que, en una
determinada escena de la pelicula, César gritara a sus hombres: “fAtencion!, los
soldados reales atacardn por la derecha, mientras que los que son efectos espe-
ciales lo hardn por la izquierda!”. Es verdad que un espectador bien informado
podra distinguir entre el conjunto de soldados que son reales y los que son efec-
tos especiales. La distincion tiene perfecto sentido y, cada figura de soldado en
la pantalla se clasifica inequivocamente en uno u otro subconjunto, pero esta
distincion es externa a la pelicula, es ajena a su realidad interna, y cualquier
menciéon interna a esta distincion derrumbaria la logica interna de la pelicula,
exactamente igual al modo en que tratar de formar un subconjunto de N ape-
lando a una propiedad externa volveria contradictoria a la teoria de conjuntos
no estandar.

"En realidad podria darse un tercer caso: que los axiomas de la teoria de conjuntos no es-
tandar no permitieran demostrar ni refutar la existencia de E como conjunto interno. Nunca
nos encontraremos con tal situacion, pero, si se diera, lo asimilariamos al caso b): Todo con-
junto es externo (es decir, s6lo estamos legitimados a referirnos ¢l como una mera abreviatura)
mientras no se demuestre que es interno.
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Cuando decimos que F y S no existes internamente (aunque podemos tratar
con ellos externamente) estamos diciendo exactamente lo mismo que cuando de-
cimos que “el conjunto de los soldados virtuales no existe internamente”. Tratar
de aplicar a S un teorema de la teorfa de conjuntos (como el principio de buena
ordenacion) es tan absurdo como valorar las probabilidades de victoria de César
en funcién del cardinal del conjunto de sus soldados virtuales.

El lector tiene que empezar a plantearse la necesidad de asimilar que no
todos los conjuntos en que puede pensar coherentemente son internos, lo cual
es importante porque a los conjuntos externos no se les puede aplicar los teore-
mas de la teoria de conjuntos (clasica o no estandar) porque no son conjuntos
internos, es decir, porque no son los objetos de los que habla cualquiera de las
dos teorias de conjuntos.

La teorfa de conjuntos no estandar resultara natural al lector a partir del
momento en que éste comprenda que la distinciéon entre conjuntos internos y
externos, y el hecho de que los resultados que él conoce para conjuntos (internos)
no se aplican a los conjuntos externos, son tan naturales y obvios como que
Nerén tiene poder de vida o muerte sobre todos los que le rodean, pero que este
hecho sobradamente conocido no se aplica al técnico de sonido que le disimula
el micréfono bajo la tunica.

Una vez establecida la clasificacion de los conjuntos, vamos a dar a finalmente
la palabra “conjunto” su uso habitual:

Nota Por comodidad, en lo sucesivo, cuando hablemos de conjuntos, enten-
deremos que nos referimos a conjuntos internos, y cuando queramos hablar de
conjuntos externos lo indicaremos explicitamente.

Observemos ahora que, cuando necesitemos explicitar que un conjunto es
interno, puede dar la sensaciéon de que estamos usando hechos no demostrados,
como:

La interseccion de conjuntos internos es un conjunto interno.

Aqui no hay nada que probar. Sélo debemos recordar que los conjuntos
internos no son ni més ni menos que lo que los mateméticos clasicos llaman
simplemente conjuntos. Repitiendo lo que ya dijimos en su momento: la afir-
macién anterior es consecuencia del axioma de especificacion, segun el cual,
dados dos conjuntos (internos, por supuesto) u, v existe el conjunto (interno,
por supuesto)

uNv={rcu|xeuv}

En estos términos, las paradojas 1.37 y 1.38 y la discusién posterior pueden
reformularse como el teorema siguiente:

Teorema 1.40 Los conjuntos
{n e N|n esestindar} y {neN|n no es estindar}

son externos.
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Veamos algin ejemplo mas de la utilidad de los conjuntos externos como
abreviaturas:

Definicién 1.41 Si A es un conjunto (interno), llamaremos
°A={z € A|x es estandar}

Salvo en casos muy particulares, °A sera un conjunto externo, lo que —en
sentido estricto— significa que no existe. Sin embargo, podemos escribir sin
riesgo de llegar a ningtin absurdo que x € °A, entendido como mera abreviatura
de “xz € Ay x es estdandar”’, que es una propiedad con pleno sentido en la teoria.
También podemos escribir YA C B para expresar que B contiene a todos los
elementos estdndar de A, que también es una afirmacién con pleno sentido en
la teoria.

En estos términos, 1.40 se puede reformular asi:

Teorema 1.42 El conjunto °N es externo.

Ejercicio: Explicar por qué podemos afirmar que ‘N C N es verdadero, mientras que
°N € PN es falso.

Nota En este punto estamos en condiciones de apreciar un hecho muy pro-
fundo sobre los nimeros naturales: no hay forma de definir los nimeros na-
turales de modo que tengamos la garantia de que N esta formado tnicamente
por 0,1,2,3... y, en general, por los nimeros que se obtienen a partir del 0
aplicando una cantidad finita de veces el operador “siguiente”. Sea cual sea la
forma en la que definamos N, de modo que con dicha definicién se cumplan los
axiomas de Peano, siempre podemos considerar unos objetos a los que llamar
conjuntos (internos) que cumplan los axiomas de IST, de modo que los objetos
que cumplen la definicién de “ntimero natural” incluyan ntimeros naturales no
estandar. En otras palabras: no es cierto —en contra de lo que muchos creen—
que los axiomas de Peano determinan los ntimeros naturales. Podemos adoptar
un concepto de “conjunto (interno)” respecto del cual los objetos que cumplen los
axiomas de Peano sean “los nimeros naturales de verdad” (0,1,2,3,...), pero
también otro distinto respecto del cual los objetos que cumplen esos mismos
axiomas de Peano incluyan ntimeros no estandar.

Esto no contradice al teorema 1.6 (que es el origen de la creencia de que los
axiomas de Peano determinan los nimeros naturales), pues, con un concepto de
conjunto, todos los conjuntos que satisfacen los axiomas de Peano son “equiva-
lentes” (tal y como exige 1.6) y ninguno de ellos contiene ntimeros no estandar,
mientras que con otro concepto de conjunto, todos los conjuntos que satisfacen
los axiomas de Peano son también “equivalentes” (siempre respetando 1.6), pero
en todos ellos hay ntimeros no estandar.

En otras palabras, los axiomas de Peano s6lo determinan los ntimeros natu-
rales relativamente a una nocion de “conjunto (interno)” prefijada, pero podemos
tener nociones distintas de “conjunto (interno)” respecto a las cuales los axio-
mas de Peano dan lugar a ntimeros naturales sustancialmente distintos, y sin
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que tenga sentido apelar a 1.6 para concluir que esto es imposible, pues no tiene
sentido establecer una biyeccién entre los ntimeros naturales de dos “universos
conjuntistas” distintos. L]

Aunque ya hemos prevenido al lector sobre los usos fraudulentos del axioma
de especificaciéon con propiedades externas, el tercer y ultimo axioma de la teo-
ria no estandar nos permite definir conjuntos internos —estandar, de hecho—
usando propiedades externas, ahora bien, en unas condiciones que mantengan a
raya las contradicciones. La clave estd en permitir inicamente que las propieda-
des determinen cuéles son los conjuntos estdndar que pertenecen al conjunto que
estamos definiendo, y dejar que a él se incorporen los “parésitos” no estandar
que deban rodear a tales elementos estandar de acuerdo con la teoria.

Principio de estandarizaciéon (S) Sean x1,...,2,, A conjuntos (internos)
arbitrarios con A estindar y sea P(x,x1,...,%,) una propiedad interna o ex-
terna. Entonces existe un conjunto estdndar X cuyos elementos estandar son
los conjuntos x € A que cumplen P(x,x1,...,2,). Lo representaremos por

X =%z A|P(z,z1,...,2,)}.

La S nos recuerda que X no contiene a todos los elementos de A que cumplen
la propiedad P, sino que sus elementos estandar son los elementos estandar de A
que cumplen la propiedad P, aunque no decimos nada sobre qué elementos no
estandar contiene X (que seran los que tengan que ser).

Observemos que el teorema 1.36 nos da que no puede haber méas que un
conjunto estdndar cuyos elementos estdndar sean los elementos estandar de A
que cumplen P, por lo que tiene sentido darle nombre, tal y como acabamos de
hacer.

Podemos pensar que el principio de estandarizacién asocia un conjunto es-
tandar a cada conjunto externo (o interno no estandar). Por ejemplo,

S{n € N|n no es estandar} = @,

pues, por definicién, el miembro izquierdo es el Gnico conjunto estandar cuyos
elementos estandar son los nimeros naturales estdndar que no son estandar.
Como no hay tales elementos, se trata del tinico conjunto estandar que no tiene
elementos estandar. Obviamente, ha de ser el conjunto vacio.

Por el contrario:
S{n € N | n es estandar} = N,

va que N es el tinico conjunto estandar cuyos elementos estandar son los niimeros
naturales estandar.

Con esto tenemos ya todo lo necesario para desenvolvernos sin contradiccio-
nes en la teoria de conjuntos no estandar. Terminamos la seccién enunciando
sin demostracion® un resultado muy profundo:

8Lo demostramos en el apéndice C
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Principio de conservacion Todo resultado interno que pueda demostrarse
en la teoria de conjuntos no estandar, puede demostrarse también en la teoria
de conjuntos estdndar.

En la teoria de conjuntos no estdndar se pueden demostrar teoremas “nuevos”
que no pueden probarse en la teorfa clasica de conjuntos, como, por ejemplo, “5
es un numero natural estindar”. Es evidente que un matemaético clasico nunca
podréa demostrar esto, porque él nunca utilizara la propiedad “ser estandar”. Lo
que dice el principio de conservacion es que ésta es la tnica excepciéon, que si
demostramos una afirmacién interna, como, por ejemplo, el teorema de Bol-
zano, aunque en la demostracion usemos conjuntos no estandar (por ejemplo,
nameros reales infinitesimales), podemos tener la seguridad de que podriamos
haber llegado al mismo resultado sin hablar en ningin momento de conjuntos
no estandar (es decir, mediante una demostracion cléasica).

Mas claramente: si en el seno de la teoria de conjuntos no estandar demos-
tramos un resultado que un matematico clasico pueda entender, aunque no sea
capaz de entender la prueba, podemos estar seguros de que existe otra prueba
que si que es capaz de entender. La teoria de conjuntos no estandar es una
herramienta que permite simplificar muchas pruebas, pero no permite probar
nada nuevo que no se pueda probar sin ella (salvo el caso obvio de los teoremas
que hablen de conjuntos estdndar y no estandar, que no tienen sentido en la
matemética clasica).

Aceptar las técnicas de la teoria de conjuntos no estandar supone aceptar
nuevos métodos, nuevas técnicas de demostraciéon, pero en ningin caso nuevos
resultados matematicos clasicos (internos).

En particular, si en el seno de la teoria de conjuntos no estandar pudiera
probarse una contradiccion, a partir de ella podria probarse cualquier otra con-
tradiccion, por ejemplo, 0 # 0, que es una afirmacion interna, luego el principio
de conservacion nos dice que también podriamos demostrar 0 # 0 en el seno
de la teorfa de conjuntos clasica. Esto quiere decir que la teoria de conjuntos
no estandar no puede ser contradictoria salvo que también lo sea la teoria de
conjuntos clasica.

Asi pues, si un lector empieza a estudiar la teoria de conjuntos no estandar
y la abandona por intutil pensando que ha encontrado en ella una contradiccién,
puede estar seguro que el problema esté en él y no en la teoria.






Capitulo 11

Los niimeros reales

Dedicamos este capitulo a construir los ntimeros reales, lo cual nos servira
a su vez para familiarizarnos con las técnicas del analisis no estandar. Previa-
mente tendremos que estudiar desde un punto de vista no estandar los ntimeros
naturales y los niimeros racionales. Suponemos que el lector esta familiarizado
con los conjuntos N C Z C Q de los nimeros naturales, enteros y racionales.
En las secciones 1.2 y 1.3 indicamos cémo se construyen estos conjuntos —y
su aritmética— en la teoria de conjuntos clasica, pero los tecnicismos de tales
construcciones son irrelevantes para todo lo que vamos a ver aqui, por lo que
basta con que el lector esté familiarizado con sus propiedades basicas.

2.1 Los niimeros naturales

En el capitulo anterior hemos construido el conjunto N de los ntimeros na-
turales. Muchos matemaéticos clasicos creen que su definicion garantiza que N
esta formado por los numeros 0, 1, 2, 3, ..., donde los puntos suspensivos re-
presentan todos los ntimeros que pueden obtenerse a partir del 0 en un niimero
finito de pasos.

Ahora bien, el principio de idealizacion, sin contradecir en nada a lo que los
matematicos clasicos demuestran —cosa distinta es lo que creen saber— garan-
tiza la existencia de niimeros naturales no estandar, mientras que el principio
de transferencia garantiza que todos los nameros 0, 1, 2, 3, ..., son estandar.
;Doénde quedan, pues, los nimeros no estandar?

Para responder a esta pregunta observamos en primer lugar que, si m es un
nimero natural estandar, entonces el conjunto

I, ={neN|n<m}

es estandar. Esto es consecuencia del principio de transferencia: cualquier con-
junto definible internamente (es decir, sin distinguir entre conjuntos estandar y
no estandar) a partir de conjuntos estandar (en este caso, a partir de Ny m) es
estandar.

47
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Asi pues, I, es estandar y finito, luego el principio de idealizacion nos dice
que todos sus elementos (todos los nimeros n < m) son estandar. Con esto
hemos probado que cualquier nimero natural no estandar ha de ser mayor que
cualquier niimero natural estandar.

En vista de este hecho, conviene dar la definicién siguiente:

Definiciéon 2.1 Llamaremos nimeros naturales infinitos a los nimeros natura-
les no estandar, mientras que a los nimeros naturales estandar los llamaremos
numeros naturales finitos.

En estos términos, lo que acabamos de probar puede enunciarse de varias
formas equivalentes:

Teorema 2.2 Sean m, n € N dos numeros naturales:
a) Sin es finito y m < n, entonces m es finito.
b) Sim es infinito y m < n entonces n es infinito.

c) Sim es finito y n es infinito, entonces m < n.

Asi pues, en la ordenacion usual de los niimeros naturales, los nimeros no
estandar (o infinitos) se sitiian después de todos los nameros estandar (o finitos).

En este punto es fundamental entender lo siguiente:

Paradoja 2.3 La matematica clasica nos asegura que si m es un namero natural,
entonces el conjunto
I,={meN|m<n}

es finito, luego esto sigue siendo cierto en nuestro contexto, para todo nimero
natural, en particular si n es infinito. Pero, por otro lado, el teorema anterior nos
da que en este caso °N C I, es decir, que I,, contiene a los infinitos nimeros
naturales finitos, luego I,, tiene que ser infinito.

El error de la paradoja anterior estd justo al final. Como muy bien se
argumenta al principio, el conjunto I,, debe ser (y es) finito, tanto sin es estandar
como si es no estandar. En cualquiera de los dos casos, el conjunto I, es finito
porque tiene n elementos. Un conjunto cuyos elementos se pueden contar con
un numero natural es finito, y éste es el caso de I,,. La “prueba’ de que I,, es
infinito es incorrecta.

Es verdad que I,, contiene al namero 0, y es verdad que contiene al ntimero 1,
y es verdad que contiene al ntimero 2, y es verdad que contiene al ntumero 3, y
es verdad que podemos seguir asi hasta donde el lector desee, pero ;dénde esta
la prueba de que contiene a infinitos niimeros naturales? Si la “prueba’ consiste
en que I,, contiene al conjunto

‘N=1{0,1,2,3,...} C I,
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esto no tiene sentido, porque el conjunto °N no existe (es externo). Ya hemos
demostrado que no existe en el capitulo anterior, pero no hace falta recurrir
a ello. La paradoja 2.3, no es una paradoja, sino otra demostracién de que
°N no existe. Méas concretamente, si °N fuera un conjunto interno, al estar
contenido en el conjunto finito I,,, tendria que ser finito, pero todo conjunto
finito de nimeros naturales tiene un maximo elemento, y °N no lo tiene, ya que
el siguiente de un ntmero estandar es estandar.

Externamente, es cierto que °N existe y es un conjunto infinito, lo que prueba
que I,, es también (externamente) infinito. Sin embargo, I,, es internamente
finito (mientras que, internamente, °N, no es ni finito ni infinito, porque inter-
namente no existe). Los “efectos especiales” de nuestra pelicula permiten que
un conjunto muy grande, como I,,, parezca “en la pantalla” mucho més pequeno
de lo que realmente es.

Pensemos, por ejemplo, en una pelicula en la que vemos una gigantesca nave
espacial surcando el espacio. ;Qué sucederia si, en un momento dado, se viera
en la pantalla una mano humana que la sujeta? Evidentemente, que “se veria”
que la nave espacial ni es gigantesca, ni es una nave espacial, ni surca el espacio.
Quedaria claro que se trata de una maqueta sostenida por una mano humana
ante una foto del espacio estrellado, en contradicciéon con el argumento de la
pelicula, que exige que la nave sea gigantesca y surque el espacio.

El conjunto °N es como la mano que sostiene la maqueta. Ha de estar ahi,
pero no ha de verse en la pantalla. En la realidad interna de la pelicula, la ma-
queta existe, y no es una maqueta, es una nave espacial gigantesca, mientras que
la mano que la sostiene no existe (luego no es ni grande ni pequena). Del mismo
modo que, ocultando toda referencia que pueda permitir al espectador calcular
el tamano real de la maqueta, es posible hacer que ésta pase por una nave gi-
gantesca, nos encontramos con que, ocultando conjuntos como °N y todos los
conjuntos (externos) que haga falta ocultar, podemos hacer que un matemético
clasico (que no sepa distinguir los conjuntos estandar de los no estandar) crea
que I, es un conjunto pequeno (finito), pese a que externamente es gigantesco
(es infinito).

Pretender que considerar finito a I, es contradictorio por el mero hecho de
que contiene a °N, es tan absurdo como considerar que una pelicula de ciencia-
ficcion es contradictoria porque estd rodada con maquetas. A lo sumo sera
fantastica (o tal vez no, ya que tal vez, en una galaxia muy lejana, hace mucho
tiempo, existieron naves espaciales gigantescas), pero eso no tiene nada que ver
con que sea contradictoria.

De acuerdo con la discusion precedente, el lector deberé asimilar que si n es
un ndmero natural infinito y un conjunto (interno) A tiene n elementos, entonces
se trata de un conjunto (externamente) infinito que, no obstante, satisface la
definicién de conjunto finito y, por consiguiente, se le pueden aplicar todos los
resultados validos para conjuntos finitos. Por ejemplo, si A C N, podemos
asegurar que A tendrd un maximo y un minimo elemento, como corresponde
a todo subconjunto finito de N. Esto es uno de los logros fundamentales de la
teoria que estamos exponiendo: que, a todos los efectos, permite tratar a ciertos
conjuntos infinitos como si fueran finitos.
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Quizéa ayude también al lector pensar que los nameros naturales infinitos,
mas que infinitos, son genéricos o indeterminados. Son nimeros tan generales,
tan generales, que no coinciden con ningtin nimero particular. Es algo similar
a lo que sucede con la igualdad

(x+1)2 =242z +1.

Podemos pensar que, en ella, x representa a un nimero arbitrario, sin especi-
ficar cuél, pero también podemos concebirla como una igualdad de polinomios.
En tal caso, x ya no es un ntimero, es otra cosa, es un polinomio concreto, el
polinomio z, de grado 1, distinto de cualquier ntumero (que seria un polino-
mio de grado 0), pero que estd disefiado para comportarse como un nimero
indeterminado.

Igualmente, cuando un matematico cléasico dice “Sea n un namero natural”,
esté pensando en n de acuerdo con la primera interpretacion que le hemos dado a
la z, mientras que un ntmero natural infinito viene a ser como un nimero natural
genérico, que es distinto de cualquier nimero concreto como la indeterminada
x es distinta de cualquier ntimero concreto por el que pueda sustituirse.

Nota Sim es un nimero natural infinito, tenemos que I,,, C N es un conjunto
finito que contiene a todos los numeros naturales estandar. Se trata de un caso
particular del Principio de Idealizacion I5. El lector puede probar (naturalmente,
sin usar el Principio de Idealizacion 1) que Q contiene también un subconjunto
finito que contiene a todos los niimeros racionales estandar. Asi, lo que afirma
el Principio de Idealizacién II es que esto es una caracteristica de todos los
conjuntos, y no sélo de N o de Q. L]

Ya sabemos que la suma de nimeros finitos es finita. De acuerdo con 2.2, y
teniendo en cuenta la desigualdad m < m + n, satisfecha por cualquier suma de
numeros naturales, es facil probar algo mas:

Teorema 2.4 La suma de dos numeros naturales es finita si y sdlo si los dos
sumandos son finitos.
(Ya que si m es infinito, la suma es también infinita por ser mayor.)

Ejercicio: ;Es cierto el teorema anterior si cambiamos suma por resta (y consideramos
b
pares de numeros que se puedan restar)?

Similarmente se puede probar:

Teorema 2.5 FEl producto de dos nimeros naturales no nulos es finito si y sélo
si los dos factores son finitos.

Ejercicio: Sea n = pi---pm la descomposicién de un ntmero natural en factores
primos. Sin es infinito, ;ha de ser infinito alguno de los factores? (Ayuda: considérese
el caso en el que todos los primos sean iguales.)
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2.2 Cuerpos ordenados

En esta seccion estudiaremos las propiedades externas del conjunto de los
nimeros racionales, si bien trabajaremos, mas en general, en términos de un
cuerpo ordenado arbitrario (K, +,-, <). La razon para ello es que asi, cuando
hayamos construido el cuerpo de los ntimeros reales, seré evidente que todo lo
dicho en esta seccion valdra también para R.

Aunque ya hemos definido el concepto en el capitulo anterior, recordamos
aqui todas las propiedades que le estamos exigiendo a (K, +,-,<). En primer
lugar las propiedades de los cuerpos:

Asociativa (r+s)+t=r+ (s+1t), (rs)t=r(st).
Conmutativa r+s=s+7r, rs=sr.
Elemento neutro r4+0=7r, s-1=s.
Elemento simétrico r + (—r) =0, s- (s7!) = 1 (para s # 0).
Distributiva r(s +t) = rs + rt.

En segundo lugar las propiedades de los conjuntos (totalmente) ordenados:
Reflexiva r < r.
Antisimétrica Sir < sy s <r, entonces r = s.
Transitiva Sir < sy s <t, entonces r < t.
De conexién O bien r < s, o bien s < r.

Y en tercer lugar las propiedades de compatibilidad:

Compatibilidad con la suma Sir < s, entonces r +t < s +t.

Compatibilidad con el producto Sir < syt >0, entonces tr < ts.

les pueden demostrarse (para un cuerpo ordenado arbitrario) todos los hechos
algebraicos elementales con los que el lector deberia estar familiarizado, como
que rs =0 siysolosiT=00s=0, o las propiedades siguientes, relativas a la
relacién de orden:

Sabemos que (Q, +, -, <) cumple todas estas propiedades, a partir de las cua-

e Sir <s, entonces —s < —r.
o 2 >0.

e 1>0.
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e Si0<r<s, entonces 0 < 1/s < 1/r. (Esta no estaba probada en
el capitulo anterior, porque no tiene sentido para anillos ordenados, sino
para cuerpos: Si fuera 1/s < 0, multiplicando por s > 0 resultaria 1 < 0,
luego 0 < 1/s. Igualmente, 1/r > 0, lo que nos permite pasar de r < s a
r/s <1lyal/s<1/r, multiplicando primero por 1/s y luego por 1/r.)

Definiciéon 2.6 Si K es un cuerpo ordenado, definimos el valor absoluto como
la aplicacién | | : K — K dada por

| = r sir >0,
—r sir <0.

Ejercicio: Demostrar que en un cuerpo ordenado K se cumple |r| < s siy sélo si
—s<r<s.

Ejercicio: Demostrar que en un cuerpo ordenado K se cumple

Ir+s <Irl+lsl,  Irs|=Irllsl,  lr[=[s]| < |r—s].

En lo sucesivo nos restringiremos a cuerpos ordenados que tengan una pro-
piedad adicional:

Definicién 2.7 Un cuerpo ordenado (K, +,-, <) es arquimediano si Q C K vy,
para todo r € K, existe un n € N tal que r < n.

Con la inclusion Q C K hemos de entender que, al restringir a Q las opera-
ciones y el orden de K, obtenemos las operaciones y el orden usuales de Q.

Teorema 2.8 Si K es un cuerpo ordenado arquimediano y r € K, existe un
inico numero enteron € Z tal quen <r <n+ 1.

DEMOSTRACION: si 0 < r, entonces el conjunto A = {n € N | n < r} es
no vacio (contiene al 0) y es finito, ya que existe un ndmero natural m > r,
luego A C I, = {n € N | n < m}, y este conjunto es finito. Todo subconjunto
finito de N no vacio tiene un méximo elemento n, que claramente cumplira
n<r<n+l1.

Sir < 0 entonces —r > 0, luego existe un nimero natural m < —r < m+1,

luego - m —1 < r < —m. Sir < —m, llamamos n = —m — 1 € Z y se
cumple n < r <n+ 1. Si r = —m entonces llamamos n = —m y tenemos que
n <r <n+ 1. La unicidad de n se prueba sin dificultad. L]

Definicion 2.9 Si K es un cuerpo ordenado arquimediano, definimos la parte
entera como la aplicacion E : K — Z que a cada r € K le asigna el tnico
namero entero E[r] que cumple E[r] <r < E[r] + 1.

Observemos que todos los conceptos que hemos tratado hasta aqui en esta
seccién son internos, pues hasta ahora no hemos mencionado nunca la palabra
“estandar”.
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En lo sucesivo, (K, +, -, <) sera en todo momento un cuerpo ordenado arqui-
mediano estandar arbitrario. El lector puede, si lo desea, pensar que es QQ, pero
es importante observar que en ningiin momento vamos a usar ninguna propiedad
particular de @Q, sino tnicamente las propiedades comunes a todos los cuerpos
ordenados arquimedianos. Dado que s6lo pretendemos aplicar los resultados que
veremos aqui a los casos K = Q y, mas adelante, K = R, llamaremos numeros
a los elementos de K.

Definicién 2.10 Diremos que un namero r € K es finito si existe un nimero
estandar s € K tal que |r| < s. En caso contrario diremos que es infinito.
Llamaremos O al conjunto de los nimeros finitos.

Algunas consecuencias inmediatas:

a) K C 0, es decir, todo niimero estindar es finito.

En efecto, si r € K es estandar, también lo es s = |r|, y cumple la
definicion de finitud.

b) r € K es finito si y solo si existe un numero natural finito (es decir,
estandar) n tal que |r| < n.

En efecto, si |r| < s con s estandar, entonces n = E[s] + 1 es un namero
natural finito y s < n.

¢) Los nimeros naturales finitos en el sentido que acabamos de definir coin-
ciden con los que teniamos definidos, es decir, con los nimeros naturales
estandar.

En efecto, si n es finito en el sentido que acabamos de definir, existe un
nimero natural m estandar tal que n < m, y esto implica que n es finito
(estandar). El reciproco se debe a que todo namero estandar es finito.

Teorema 2.11 FEl conjunto O es externo.

DEMOSTRACION: Si fuera interno, también lo serfa el conjunto O NN = °N,
y va sabemos que °N es externo. "

Teorema 2.12 Si |r| < |s| y s es finito, también lo es r. En particular, sir es
infinito, entonces |r| es mayor que todos los nimeros finitos.

DEMOSTRACION: Existe un nimero natural finito n tal que |r| < |s| < n,
luego 7 es finito. Si |r| fuera menor o igual que un namero finito, entonces r
seria finito. [

Asi pues, un numero infinito es mayor que todos los nimeros de O si es
positivo, y menor que todos ellos si es negativo.

Teorema 2.13 La suma y el producto de nimeros finitos es finita.
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DEMOSTRACION: Si r y s son finitos, existen ntiimeros naturales finitos m y
n tales que |r| < m y |s| < n. Entonces

Ir+s| <|r|+|s]<m+n lrs| = |r||s| < mn.
Como m + n y mn son finitos, r + s y rs también lo son. n
Es claro entonces que O es un subanillo (externo) de K.
Definiciéon 2.14 Un ntumero r es infinitesimal (o un infinitésimo) si para todo

namero estandar s € K, s > 0, se cumple que |r| < s Llamaremos o al conjunto
de todos los nameros infinitesimales.

Como propiedades elementales tenemos:

a) °K No = {0}, es decir, el tinico infinitésimo estandar es el 0.

En efecto, 0 cumple la definicién de infinitésimo y si r fuera un infinitésimo
estandar no nulo, tendriamos que 0 < s = |r|/2 < |r| contradiria la
definicion de infinitésimo.

b) o C O, es decir, todo infinitésimo es finito.
Si r es un infinitésimo, tomamos s = 1 y se cumple que |r| < 1, luego r es
finito.

c) r € K es infinitesimal si y solo si, para todo nimero natural finito n > 0,
se cumple que |r| <1/n.

Una implicacioén es trivial. Sise cumple esto y s > 0 es estandar, tomamos
n = E[1/s] + 1, que es un namero natural estandar (es decir, finito), tal
que 1/s < n, luego |r| < 1/n < s, luego r es infinitesimal.

Teorema 2.15 Un ndmero r € K no nulo es infinitesimal si y sélo si 1/r es
infinito (y r es infinito si y sdlo si 1/r es infinitesimal).

DEMOSTRACION: Si 1/r es infinito y n > 0 es un ntmero natural finito,
entonces n < 1/|r|, luego |r| < 1/n, luego r es infinitesimal. Reciprocamente, si
7 es infinitesimal y » > 0 es un nimero natural finito, entonces |r| < 1/n, luego
n < |1/r|, luego 1/r es infinito. Por lo tanto, r = 1/(1/r) es infinito si y sélo si
1/r es infinitesimal. n

Teorema 2.16 FEl conjunto o es externo.
DEMOSTRACION: Si fuera interno, también seria interno! el conjunto
{neN|n#0, 1/n € o},

pero este conjunto es el conjunto de los nimeros naturales infinitos, que ya
sabemos que es externo. "

IEstamos usando que, para todo conjunto A C K, existe el conjunto
{neN|n#0, 1/ne A},

consecuencia del axioma de especificacion (aplicado legitimamente con una propiedad interna).
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Teorema 2.17 Se cumplen las propiedades siguientes:
a) Sis€oyl|r| <|s|, entonces r € o.
b) Sir, s € o, entonces r + s € o.
c) Sir€oyseQ, entonces rs € o.

DEMOSTRACION: a) Evidentemente, si |s| es menor o igual que todo nimero
estandar, lo mismo le sucede a |r|.

b) Si ¢ > 0 es un namero estandar, entonces |r| < t/2 y |s| < t/2, luego
Ir+s| < |r|+[s] <t/24+t/2 =t.

c¢) Si 1/(rs) fuera finito, también lo seria su producto por s, es decir, 1/r
seria finito, pero es infinito. Por lo tanto 1/(rs) es infinito y rs es infinitesimal.
]

En términos algebraicos, hemos probado que O es un subanillo de K y que
o es un ideal de O.

Ejercicio: Probar que el apartado c) del teorema anterior es falso si cambiamos s € O
por s € K.

Destacamos el teorema siguiente porque se presta a un equivoco sobre el que
el lector debera reflexionar:

Teorema 2.18 Sih € o yn €N, entonces h™ € o.

El lector podria creer que esto es una consecuencia inmediata del apartado c)
del teorema anterior, pero seria asi si pudiéramos argumentar por induccién
sobre n. Ahora bien, es muy importante tener presente que es incorrecto razonar
por induccién para demostrar una propiedad externa. La paradoja 77 es una
muestra de ello. Aunque en este caso llegariamos a una conclusion correcta, ello
seria fruto de la casualidad, y no de la validez del argumento.

DEMOSTRACION: Una forma correcta de probar el teorema es demostrar
que si |z| < 1, entonces |2"| < |z|. Esto es una afirmacién interna que es
legitimamente demostrable por induccion sobre n a partir de las propiedades de
los cuerpos ordenados (y la prueba es trivial). Como vale para todo ntimero x,
podemos aplicarla al infinitésimo h, de donde deducimos que |h"™| < |h|, luego
h™ € o. [

Definicion 2.19 Diremos que dos numeros estan infinitamente proximos, y lo
representaremos por r &~ s, si r — s € o.

En estos términos, un nimero r es infinitesimal si y sélo si r = 0.

Observemos que r ~ s equivale también a que |r — s| € o, y visto asi, se
interpreta como que la distancia de r a s es infinitesimal. Pero, sin el valor
absoluto, la relacién = es la relacién de congruencia moédulo el subgrupo o de K
o (restringida a Q) respecto del ideal o de O. En particular, esto implica que se
trata de una relacién de equivalencia.
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Ejercicio: Demostrar directamente (a partir de las propiedades de los infinitésimos)
que la relaciéon que acabamos de definir es de equivalencia, es decir, que es reflexiva,
simétrica y transitiva.

Teorema 2.20 Se cumplen las propiedades siguientes:

a) Sirx=syr ~s, entoncesr+1' = s+ 5.

b) Sir=s, r' ~ s ytodos ellos son finitos, entonces rr’ = ss’.

c) Sir=r' no son infinitesimales, entonces 1/r = 1/r'.

d) Sirms, r=s,r<r yrgr, entoncess <s'.

Estas propiedades son consecuencia de la observacién precedente, segin la
cual la relaciéon ~ es la congruencia modulo un subgrupo / ideal. No obstante,

damos una demostracion directa para que el lector aprecie como se puede razonar
con infinitésimos.

DEMOSTRACION: a) Tenemos que 7 = s+e¢€, ' = s’ + €, donde ¢,€’ € 0. Por
lo tanto, r + 7' =s+s +e+€e ye+e €0, luegor + 1 ~s+s.

b) Con la misma notacion del apartado anterior, ahora tenemos que
rr’ = ss' 4+ s€’ +s'e+ e,
y, por la hipétesis de finitud, los tres ultimos sumandos son infinitesimales. Por
lo tanto, rr’ =~ ss’.

c¢) Tenemos que
1 1 =7
—

r T

Por hipétesis, ' —r € oy 1/r, 1/r" € O, luego el producto de los tres esta
en o.

rr

d) Si fuera v’ < s, entonces, de r < r’ < s se sigue que |’ —r| < s—1 € o,
luego r ~ r’, contradiccion. Por lo tanto, s < 7’. Si fuera s’ < s, entonces
s’ < s < r' implicarfa que |1’ — s| <1’ — s’ € 0, luego r’ &~ s =~ r, contradiccion.

Asf pues, s < §'. "

Nuevamente, hemos de ser cautos con las generalizaciones del teorema ante-
rior que un matematico clésico consideraria obvias, pero que en realidad requie-
ren un razonamiento inductivo que en el contexto de la matematica no estandar
es invalido por el mero hecho de que las inducciones sobre propiedades externas
no son validas.

Por ejemplo, no es cierto que si x = y son dos ntmeros finitos y n € N, enton-
ces ™ ~ y", aunque esto pueda parecer una consecuencia “obvia’ del apartado
b) del teorema anterior.? Lo méximo que podemos decir es lo siguiente:3

2Por ejemplo, si n es un nimero natural infinito, podemos tomar x = 1, y = 14+ 1/n. Asf,
xRy, peroy™” =(1+1/n)" ~e% 1 =za". (Véase la pagina 111)

3Mas adelante quedara claro que este teorema es una consecuencia inmediata de la conti-
nuidad de la funciéon z™.
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Teorema 2.21 Siz =y son dos nimeros finitos y n € N es finito, entonces se

cumple x™ ~ y™.

DEMOSTRACION: Sea h = x — y ~ 0, de modo que

n—1
y"=(x+h)"=a2"+h Z <7Z> iR

=0

Basta probar que el sumatorio es finito, pero esto es obvio, pues

n—1 n—1
2: <?>$n”f1 < Z; (?)Tﬂna

i=0
donde m > |z| es un ntumero natural finito, y la tltima expresion es estandar,
luego finita. m

Teorema 2.22 Sir y s son numeros estindar y r =~ s, entonces r = s.

DEMOSTRACION: r — s es estandar e infinitesimal, luego » — s = 0. L]

Definicion 2.23 Si x € K, llamaremos halo de x al conjunto
hz)={re K |r~ua}.
Teorema 2.24 Siz € K el halo h(z) es un conjunto externo.
DEMOSTRACION: Si fuera interno, también lo seria

o={reK|r—ax¢€h(x)}.

La dltima propiedad del teorema 2.20 afirma que los halos estan “ordenados”,
en el sentido de que, si dos halos son distintos (y, por consiguiente, disjuntos),
entonces todos los elementos de uno son menores que todos los elementos del
otro.

Ejercicio: Probar que si r € K, entonces h(r) N °K = {r}.

2.3 Convergencia de sucesiones

Para construir el conjunto de los niimeros reales necesitaremos algunos he-
chos sobre la convergencia de sucesiones de nimeros racionales. Aqui los estu-
diaremos en el contexto general de un cuerpo ordenado arquimediano para que
después no tengamos la necesidad de demostrarlos nuevamente al estudiar las
sucesiones de ntimeros reales.

Como en la seccién anterior, llamaremos “ntmeros” a los elementos de un
cuerpo ordenado arquimediano estandar K prefijado.
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Definicién 2.25 Una sucesion en K es una aplicacién
z:N— K.

Si n € N, habitualmente escribiremos x,, en lugar de x(n), y escribiremos
{Zn}n>0 en lugar de x para referirnos a la sucesion.

Aunque, en teoria, a veces es importante que todas las sucesiones empiecen
en el mismo namero (en 0, segin la definicion que hemos dado), en la practica
no suele haber inconveniente en que empecemos a numerar los términos de una
sucesion donde resulte méas oportuno. Por ejemplo, la sucesiéon

1 1 1
{1/”}7121—{17 57 57 17 ...}

empieza con el término z1, aunque, si es necesario, podemos renumerarla como
{1/(n +1)}n>0. Similarmente, la sucesién

onkl L _f3 45
nin—1)f,5, 1276 127"

empieza en n = 2, salvo que la renumeremos adecuadamente.

Definicién 2.26 Llamaremos K al conjunto de todas las sucesiones en K. En
este conjunto podemos definir, término a término, una suma y un producto:

{Zn}n>0 +{yntn>0 = {Tn + Yntn>0, {Zntn>0{Untn>0 = {ZnYn}tn>0

Es inmediato comprobar que KV tiene estructura de anillo con estas opera-
ciones. Los elementos neutros para la suma y el producto son, respectivamente,
las sucesiones constantes

0={0bnso=1{0,0,0,..., }, 1={1}lpso={1,1,1,.... },

el elemento simétrico para la suma es —{z,}n>0 = {—Zn}n>0, ¥ las sucesiones
que tienen inversa son las que tienen todos sus términos no nulos, en cuyo caso

{%};éo = {z;, " }n>o0-

Ejercicio: ;Cumple K" la propiedad de que si {Zn }n>0{¥n}n>0 = 0 entonces uno de
los factores es igual a 07

Definiciéon 2.27 Diremos que una sucesion estandar {z,}n>0 € KN converge
o tiende a un namero estandar r si, para todo niumero natural infinito n, se
cumple que z,, =~ r.

Llegados a este punto tenemos que hacer unas observaciones técnicas muy
importantes que valdran igualmente para todas las definiciones similares que ve-
remos més adelante. El lector podria pensar que faltaria definir la convergencia
de sucesiones no estandar, pero no es asi. La definicién anterior determina la
convergencia de cualquier sucesion, estandar o no, a pesar de que no es aplica-
ble literalmente a sucesiones no estandar. Veamos como (e insistimos en que el
argumento siguiente es una técnica de definiciéon totalmente general):
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Digamos que una sucesion x € KV (estandar o no) converge* a un niimero
r € K (estandar o no) si cumple la definicién anterior (eliminando, obviamente,
el requisito de que la sucesion y el ntimero sean estandar). De este modo,
P(xz,r) = x converge* a r es una propiedad externa. Definimos

€ ="{(z,r) € K" x K | z converge* a r}.

Ahora, si z € KN es una sucesion arbitraria y » € K es arbitrario, diremos
que z converge a r si (x,r) € C.

De este modo, si € K" es una sucesion estandar y r € K es un nimero
estandar y x converge a r segtin la definicion general que acabamos de dar, la
definicién de € nos garantiza que x converge™ a r y, como ambos son estandar,
esto no es ni més ni menos que la definicion 2.27. Asi pues, la definicién general
coincide con 2.27 para sucesiones y nimeros estandar.

Sin embargo, debemos tener presente que, como veremos enseguida, si z 0
r no son estandar, el hecho de que x converja a r, es decir, que (z,r) € €, no
implica que = converja* a r.

El interés de esta maniobra es que asi, por construccion, € es un conjunto
estandar. Por consiguiente, aunque la propiedad “x converge® a r” es externa,
la propiedad “z converge a r”, es decir, (z,7) € €, es una propiedad interna con
un parametro estandar C. En definitiva, la nocién de convergencia es interna,
a pesar de que, tal y como la hemos introducido, un matematico clasico no la
entendera.?

En resumen, en lo sucesivo deberemos tener en cuenta el siguiente caso
particular del principio de estandarizacién:

Si definimos un concepto mediante una propiedad externa, pero li-
mitamos la definicion a conjuntos estandar, entonces la definicion
admite una Unica extension a conjuntos cualesquiera, que resulta ser
una proptedad interna.

Teorema 2.28 57 una sucesion {wn}nzo converge a un numero r € K, éste es
unico.

DEMOSTRACION: Hemos de probar que, para toda sucesion z y para todo
par de nmeros 7 y ', si x converge a r y x converge a r’, entonces r = r’. Como
toda la afirmacién es interna, podemos aplicar el principio de transferencia y
suponer que z, r y r’ son estandar. En tal caso, tomamos un niimero natural
infinito n y observamos que r &~ x,, ~ r’, luego r = r’ por 2.22. n

4La razén de fondo por la que esto sucede es que la convergencia de sucesiones admite una
definicién alternativa que si entienden los matemaéticos clasicos (la que aparece en los libros
de analisis estandar y que discutiremos enseguida).
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Definicién 2.29 Diremos que una sucesion {z,},>0 € K" es convergente si
existe un r € K tal que {z,, }n>0 converge a r. A este nimero (que es tinico por
el teorema anterior), lo llamaremos limite de {,, }n>0 ¥ lo representaremos por

lim z,,.
n

Teorema 2.30 FEl limite de una sucesion estdndar convergente es estandar.

DEMOSTRACION: Se trata de una consecuencia inmediata del principio de
transferencia: si existe un r tal que la sucesion x converge a r (como la propiedad
es interna) existe un r estandar tal que la sucesion x converge a r, luego el limite
de la sucesion es estandar. L]

Veamos algunos ejemplos:

a) lim 1 = 0, pues si n es infinito entonces 1/n ~ 0.
n

2 . . .
b) lim % = 2, pues si n es infinito, entonces
n

6n2+3n—5_6+3/n—5/n2N§_2
3n2+5  3+5/m2 3 7

¢) En general, el limite de un cociente de polinomios del mismo grado es igual
al cociente de los coeficientes de mayor grado, lo cual se demuestra como
en el caso anterior (suponiéndolos estandar, por transferencia), dividiendo
numerador y denominador entre la potencia de n de mayor grado.

2 . . .
d) lim 3;2_’“35 = 0, pues si n es infinito tenemos que
praliE)

3n?+5  3/nd+5/n°

= ~ 0.
nd—3 1-3/nb

e) En general, el limite de un cociente de polinomios cuyo denominador tiene
mayor grado es 0, lo cual se demuestra (suponiéndolos estandar por trans-
ferencia) dividiendo entre la potencia de n de mayor grado.

f) lim n® no existe, porque si n es infinito, entonces

n’—-3
poy 3n245

n®—-3  1-3/n°
3n2+5  3/n3+5/nd

es infinito, luego no puede estar infinitamente cerca de ningin ndmero
estandar.

g) En general, el limite de un cociente de polinomios cuyo numerador tiene
mayor grado no existe, porque la sucesiéon toma valores infinitos cuando
el indice n es infinito.
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h) lim(—1)" no existe, porque si n es infinito par, entonces (—1)" = 1 y si
n

n es infinito impar (—1)" = —1, luego si existiera el limite r deberia ser
1~ 7~ —1, lo cual es imposible.

Los ejemplos siguientes muestran que la definicién de convergencia que hemos
dado para sucesiones estandar no se puede aplicar directamente a sucesiones
arbitrarias:

a) Sim € Ny definimos a,, = m/n, entonces lim,, a,, = 0, pues no perdemos
generalidad si suponemos que m (y, por lo tanto, la sucesion) es estandar,
y entonces, si n es infinito, resulta que a, = m/n = 0.

Pero esto vale igualmente si m es infinito, en cuyo caso se cumple que
lim, a,, = 0y, sin embargo, para el indice infinito n = m se cumple que
an = m/m = 1 % 0, luego no es aplicable la definicion de convergencia
para sucesiones estandar.

b) Si a € K es no nulo, entonces la sucesion {(—1)"a},>o no tiene limite
pues podemos suponer que a (y, por lo tanto, la sucesion) es estandar,
en cuyo caso, si la sucesion convergiera a un limite (estandar) ¢, fijado
n infinito, tendria que ser a = (—1)?"a ~ ¢ ~ (—1)*"*la = —a, pero
entonces a = —a, luego a = 0, contradiccién.

Esto vale en particular si @ es un infinitésimo no nulo. Tenemos que
{(-=1)"a},>0 no converge, pero si n es infinito se cumple que (—1)"a = 0,
luego si la definicion de convergencia que hemos dado para sucesiones
estandar fuera aplicable, la sucesién tendria limite 0.

Interpretacion del limite La definicion clasica de limite de una sucesion es
la siguiente, con su no menos clasica triple alternancia de cuantificadores (para
todo-existe-para todo):

Se cumple que limz,, = [ si y solo si para todo nimero € > 0 existe un
n

nimero natural ng tal que, para todo n > ng se cumple |x, — 1| <.

Por el principio de transferencia, para probar la equivalencia podemos su-
poner que la sucesion y el limite son estandar. Supongamos que existe el limite
segun la definicién que hemos dado.

Para probar la equivalencia, de nuevo por el principio de transferencia, po-
demos tomar un € > 0 estandar. Entonces, si ng € N es infinito y n > ny,
también n es infinito, por lo que z, — I = 0 y, en particular, |z, — | < €, como
habia que probar.

Reciprocamente, si se cumple la caracterizacion clasica, tomamos n infinito
y, para cada € > 0 estandar, existe un ng, que podemos tomar estdndar, tal
que si n > ng, se cumple |z, —I| < e. En particular, esto lo cumple el n
infinito prefijado, luego |z, — I| < € para todo € > 0 estandar, luego x,, — [ es
infinitesimal, luego x,, ~ [, como habia que probar.
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En la prueba hemos visto que (para sucesiones estandar y € estandar, el ng se
puede tomar estandar, luego la convergencia implica que, para indices n finitos
suficientemente grandes, el término x, dista del limite [ menos que cualquier
€ > 0 prefijado.

En lo sucesivo no volveremos a mostrar este tipo de equivalencias clésicas.
Consideraremos que propiedades como “x,, ~ [ cuando n es infinito” ya muestran
claramente su significado analitico (en este caso, que z,, es muy parecido a [
cuando n es muy grande) sin necesidad de reducir la idea a aproximaciones
finitas con tolerancias € > 0 y valores minimos ny para n. ]

Teorema 2.31 Todo elemento de K es el limite de una sucesion de numeros
racionales.

DEMOSTRACION: Por transferencia basta probar que todo ¢ € K estandar es
el limite de una sucesion de nimeros racionales. Sea a = E|[c|, que es un niimero
racional estandar. Sea b = a + 1, también estandar, de modo que a < b < c.
Para cada nimero natural n, sea a? = a +i(b —a)/(n+ 1). Asi cada al es un
nimero racional y

a=ay <ay <---<ap, =b

Como af < cy apy > c, tiene que existir un ¢ tal que a ; < cy al > c (el
minimo ¢ tal que a}' > ¢). Llamamos x,, = a, para dicho i. De este modo, x,,
es un ntmero racional y aj* ; < c¢ < ai = z,, por lo que

1
n n
T, —cl <a, —a,  =—.
| | % i—1 n+1
Tenemos asi una sucesion (estandar) {z,}»>o tal que, cuando n es infinito,
|z, — ] <1/(n+1) = 0, luego z,, = ¢, luego la sucesion converge a c. "

Notemos que en la demostracion del teorema anterior hemos obtenido, mas
concretamente, una sucesion {z, },>o de nameros racionales convergente a c tal
que, para todo n, se cumple ¢ < z,. Usando esto obtenemos:

Teorema 2.32 FEntre dos nimeros de K hay siempre un nimero racional.

DEMOSTRACION: Sean z < y dos numeros de K, que podemos suponer
estandar. Sea {z,},>0 una sucesion de nimeros racionales convergente a x tal
que, para todo n, se cumpla x < x,. Si n es infinito, entonces x ~ x,,, luego,
por 2.20 d), tenemos que = < x,, < y. "

Conviene observar que la convergencia de una sucesion y el valor de su limite
no se alteran si modificamos tnicamente sus primeros términos:

Teorema 2.33 Si {T,,}n>0, {Yntn>0 € K son dos sucesiones tales que existe
un ng € N de modo que x,, = y, para todo n > ng, entonces una converge si y
solo si lo hace la otra, y en tal caso el limite es el mismo para ambas.



2.3. Convergencia de sucesiones 63

DEMOSTRACION: Por el principio de transferencia podemos suponer que
las sucesiones y ng son estandar. Entonces, si n es cualquier natural infinito,
tenemos que x, = ¥y, y, como el concepto de convergencia depende inicamente
de los términos infinitos de las sucesiones, es claro que se cumple el enunciado.

|

Ejercicio: Demostrar que si {Zn }n>0, {yn}n>0 son sucesiones convergentes, entonces
lim(zn + yn) = limz, + limy,, lim(zpy,) = limz, limy,,
n n n n n n

y si ademés lim y, # 0, entonces
n

Definicién 2.34 Una sucesion {z,},>0 € K esta acotada si existen ntimeros
m < M tales que m < z,, < M para todo n € N.

Ejercicio: Probar que una sucesién {z,},>0 € K" esta acotada si y sélo si existe un
M € K tal que |z,| < M para todo n € N.

Esta es la definicién cléasica de funcién acotada, si bien tiene su equivalente
no estandar, que nos serd mucho maéas tutil en la practica. Podriamos haber
tomado el teorema siguiente como definicion (extendida por estandarizacion):

Teorema 2.35 Una sucesion estdndar {zy}n>0 estd acotada si y sélo si x, es
finito para todo numero natural infinito n.

DEMOSTRACION: Si la sucesion esta acotada, entonces hay ntimeros m < M
tales que m < x, < M para todo n € N. Por el principio de transferencia,
podemos tomar m y M finitos, con lo que x,, es finito para todo n € N, finito o
infinito.

Supongamos ahora que la sucesién no esta acotada, de modo que, para todo
M € K, existe un indice n € N tal que |z,| > M. En particular, esto vale
cuando M es infinito, con lo que existe un n € N tal que x,, también es infinito.
Dicho n ha de ser infinito, porque si fuera finito seria estandar y, como la sucesion
es estandar, x, también seria estandar, luego seria finito. [

A veces es 1til el siguiente criterio de convergencia:

Teorema 2.36 FEl producto de una sucesion que tiende a 0 por una sucesion
acotada, tiende a 0.

DEMOSTRACION: Por transferencia podemos suponer que las sucesiones son
estandar. Si {z,},>0 estd acotada, entonces z,, es finito cuando n es infinito.
Si {yn}n>0 tiende a 0, entonces y, ~ 0 cuando n es infinito. Por el teorema
2.20 concluimos que z,y, ~ 0, luego 11’11111 TnYn = 0. [
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Definicién 2.37 Sea {z,,}, € K" una sucesiéon estandar en K. Diremos que
lim x,, = oo (respectivamente +00 0 —o0) si para todo n € N infinito se cumple
n

que x, es infinito (y ademaés xz,, > 0, para 400, 0 x,, < 0, para —00).

Ejercicio: Demostrar las relaciones que usualmente se abrevian asi:
00+ 00 =00, +00-+00=-4+00, —00—00=—00,

(+00)(+00) = 00, (F00)(—00) = —00, (—00)(—00) =400, 0000 = 00,
a-00=o00, a/0=o00, a/oo=0, (dondea€ K \{0}).

Por ejemplo, la primera igualdad hay que entenderla como una abreviatura del teorema
siguiente: si dos sucesiones convergen a oo, su suma también converge a co.

Otras expresiones como 0/0, co/0co, 0o — 00, 0 - 0o, etc. se llaman indeter-
minaciones, para expresar que no puede demostrarse un resultado similar a los
del ejercicio anterior, en el sentido de que la existencia y el valor del limite
dependeré de las sucesiones concretas que se operan y no sbélo de sus limites.

Ejemplo La expresién co—oo es una indeterminacién, ya que, por ejemplo, las
sucesiones {n + 3},>0 ¥ {n}n>o tienden ambas a oo, y su diferencia tiende a 3;
sin embargo, las sucesiones {n*},>0 y {n}n>o tienden ambas a oo y su diferencia
tiende a co. (Podemos verla como un cociente de polinomios de grados 2 y 0
respectivamente. )

Ejercicio: Poner ejemplos que demuestren que las otras indeterminaciones que hemos
citado son realmente indeterminaciones.

2.4 Completitud

La incompletitud de Q, en el sentido de que Q no contiene todos los ntmeros
que “deberia” contener, es un hecho que ya descubrieron los antiguos griegos. En
efecto, la geometria demuestra que la diagonal de un cuadrado de lado unidad
debe medir /2 unidades, y un sencillo argumento prueba que v/2 es irracional.
Recordémoslo:

Teorema 2.38 No existe ningiin r € Q tal que r2 = 2.

DEMOSTRACION: Si existiera tal numero r, podriamos tomarlo positivo
(cambiandole el signo si fuera preciso) y expresarlo como cociente r = p/q,
donde p y g son nimeros naturales. Podemos tomar como p el minimo nume-
rador posible. Como p?/¢? = 2, tenemos que p*> = 2¢2, luego p ha de ser par.
Pongamos que p = 2p’. Entonces 4p'2 = 2¢2, luego 2p’?> = ¢%. Esto implica que
q = 2¢’ es par, pero entonces r = p/q = p’/q’, con p’ < p, en contradiccion con
la eleccién de p como minimo numerador posible para r. L]
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Esto implica que, para hablar de v/2, necesitamos un conjunto de nimeros
mas amplio que Q. Dado que todo ntimero racional cumple r? # 2, podemos
descomponer Q del modo siguiente:

Q={reQ|r<0ju{reQ|r>0,r*<2}U{reQ|r>0, r*>2}.

Si llamamos A a la unién de los dos primeros conjuntos y B al tercero,
tenemos que Q = AUB, ANB = & y que todos los elementos de A son menores
que todos los elementos de B. La diagonal de un cuadrado de lado unidad mide
maés que cualquier nimero de A y mide menos que cualquier nimero de B, pero
(en Q) entre A y B no hay nada. Hay un “agujero” que debemos rellenar. Nos
encargaremos de ello en la seccion siguiente, donde construiremos el cuerpo R de
los ntimeros reales, pero ahora nos ocuparemos de precisar en qué consisten estos
“agujeros” de Q, ya que con ello obtendremos al mismo tiempo los conceptos
necesarios para “rellenarlos”. Una forma de definir rigurosamente los “agujeros”
de Q es a través del concepto de seccion:

Definiciéon 2.39 Si (X, <) es un conjunto totalmente ordenado, una seccion
en X es un par (A, B) de subconjuntos no vacios de X tales que X = AU B,
AN B = @, cada elemento de A es menor que cada elemento de B, y A no tiene
un méaximo elemento. Si ademas B no tiene un minimo elemento diremos que
la seccién es estricta.

Cada seccion estricta de Q en este sentido pone en evidencia la “falta” de un
namero entre A y B. Observemos la importancia de la ultima condicién sobre
ausencia de maximo y minimo, ya que una seccién como

Q={reQ|r<3}Uf{reQ|r>3},

que no es estricta, porque B tiene a 3 como minimo elemento,® no nos permite
afirmar que falte ningtin nimero entre A y B, sino que A y B estan perfecta-
mente separados por r = 3.

Aunque intuitivamente esta claro, no es inmediato comprobar que los con-
juntos A y B que hemos construido entre los que “deberia” estar v/2 no tienen
méaximo ni minimo. Vamos a verlo como consecuencia de una construcciéon méas
general que nos dara otras caracterizaciones de los “agujeros” de Q.

Ejemplo Sea B={re Q|r >0, 72 > 2} ysea A = Q\ B. Esté claro
que (A, B) cumple la definiciéon de seccion salvo quiza la condicion de que A no
tenga maximo y B no tenga minimo. Observemos que 1 € A (porque 12 < 2) y
2 € B (porque 22 > 2). Esto se interpreta como que el “agujero” determinado

5Recordemos que las definiciones de méaximo y minimo de un conjunto A exigen que éstos
estén en A. Por ello, podemos decir que 3 es el minimo del conjunto de la derecha, mientras
que el conjunto de la izquierda no tiene maximo, ya que dicho méaximo “deberia” ser 3 y no lo
es porque no pertenece al conjunto.
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por (A, B) esta situado entre 1 y 2. Para precisar més su situacion fijamos un
ntmero natural n y consideramos los n 4+ 1 numeros naturales de la forma

1 .
a; =14+ —, 0<i<n.
n

Maés explicitamente, tenemos que
l=ay<z1 < - <a,=2.

Elevando al cuadrado:
l=al<ai<- - <al=4

Puesto que ninguno de los cuadrados puede ser exactamente igual a 2, tiene
que existir un tnico i tal que a < 2 < a?,. Definimos z,, = a;, Y5, = a;11. De
este modo, hemos construido dos sucesiones (estandar) {z, }n>0, {yn}n>0 € QY
tales que

1<z, <yn <2, yYn—z,=1/n, xi<2<y3.

Esto se interpreta como que el “agujero” determinado por (A, B) est4 situado
entre x, e y, para todo n. Si n es infinito, entonces, la segunda condiciéon de
las tres anteriores nos da que x, ~ y,, luego también 22 ~ y2, y la tercera

. 2 2| 2 .2
condicién nos da que |z, — 2| < |z — ya| = 0, luego z;, = y; = 2.

Acabamos de probar que, aunque no existe ningiin ntimero racional r tal que
r? = 2, sf que existe un r tal que r? ~ 2.

Por otra parte, ahora es claro que A no puede tener maximo elemento. Si lo
tuviera, seria un niamero estandar r (por transferencia, el maximo de un conjunto
estandar es un nimero estdndar), y tendriamos (siempre para n infinito) que
Tn <7 < Yn, luego x, ~ r, luego r? ~ 22 ~ 2, luego 2 = 2 por el teorema 2.22,
y esto es imposible. Igualmente se razona que B no puede tener minimo. Asi
hemos probado que (A, B) es una seccion estricta de Q.

Observemos también que la sucesion {x, }n>0 1o es convergente (en Q), ya
que, siendo estandar, si convergiera lo haria a un ntimero racional estandar r, que
cumplirfa 7? ~ 22 ~ 2 y de nuevo llegariamos al absurdo r? = 2. (Lo mismo vale
para {yn, }n>0.) Esto se interpreta como que las sucesiones “deberfan” converger
a V2, pero, en Q, en vez de /2 tenemos un “agujero”.

No obstante, estas sucesiones cumplen una propiedad relacionada con la
convergencia que definimos a continuacion. ]

A partir de aqui, los resultados tedricos generales los enunciaremos, como en
las secciones precedentes, para sucesiones en un cuerpo ordenado arquimediano
estandar K arbitrario, si bien los alternaremos con aplicaciones al caso concreto

de Q.

Definicion 2.40 Una sucesion estandar {z,}n>0 € KN es de Cauchy si para
todo par de nimeros naturales infinitos m y n se cumple que x,, ~ x,.
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Como en el caso de la definicién de convergencia, el principio de estandari-
zacion nos permite considerar definido el concepto de sucesion de Cauchy para
sucesiones arbitrarias, no necesariamente estdndar, y de modo que la propiedad
es interna.

Asi como la nocion de convergencia expresa que x,, es muy parecido al limite
cuando n es muy grande, la nociéon de sucesion de Cauchy expresa que los
términos de la sucesion son todos muy parecidos entre si cuando los indices son
muy grandes.

Las sucesiones {xy}n>0 € {yYn}n>0 que hemos construido en el ejemplo an-
terior son de Cauchy, pues si m y n son dos nimeros naturales cualesquiera,
podemos suponer que ,, < x,, y entonces ,, < z, < Y, (porque todo ele-
mento de A es menor que todo elemento de B), luego |xy —Zm| < [ym —2m| = 0,
luego x,, =~ =,. Igualmente se razona con la otra sucesion.

Tenemos asi ejemplos de sucesiones de Cauchy que no son convergentes
(en Q). Por otra parte:

Teorema 2.41 Toda sucesion convergente es de Cauchy.

DEMOSTRACION: Sea {z, }»>0 una sucesion convergente en K. Por transfe-
rencia podemos suponer que es estandar, y entonces también sera estandar su li-
mite [ € K. Si m y n son nimeros naturales infinitos, tenemos que x,, ~ [ ~ x,,
luego la sucesion es de Cauchy. L]

Lo que sucede es que, para que una sucesion pueda converger, es decir,
para que sus términos se acerquen infinitamente a un limite [, es necesario
en particular que se acerquen infinitamente entre si. En cambio, aunque los
términos de una sucesién se acerquen infinitamente entre si, puede ocurrir que
la sucesién no tenga limite porque converja hacia un “agujero”’, como hemos
visto que puede suceder en QQ. Las sucesiones de Cauchy no convergentes en Q
son otra forma de senalar los “agujeros” de Q.

Necesitaremos este resultado sobre sucesiones de Cauchy:
Teorema 2.42 Toda sucesion de Cauchy estd acotada.

DEMOSTRACION: Sea {xy, },>0 una sucesion de Cauchy, que podemos supo-
ner estandar. Si m € N es infinito, entonces, para todo n > m, se cumple que
| — zm| < 1, ya que, de hecho, los dos términos estan infinitamente proximos.

Por transferencia, podemos tomar un m € N finito que cumple lo mismo, es
decir, tal que para todo n > m se cumple |z, —x,,| < 1, en particular para todo
n € N infinito. Como la sucesién y m son estandar, el término z,, también es
estandar, luego es finito, luego x,, también es finito, para todo n € N infinito.
Esto significa que la sucesion esta acotada. m

Ejercicio: Probar el analogo al teorema 2.33 para sucesiones de Cauchy.

Veamos ahora una forma mas general de expresar la existencia de “agujeros”
en Q que la existencia de secciones estrictas:
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Definicién 2.43 Si (X, <) es un conjunto ordenado, el supremo de un subcon-
junto Y C X no vacio es la menor de sus cotas superiores, y el infimo es la
mayor de sus cotas inferiores.

Mas detalladamente, s € X es el supremo de Y si es una cota superior de Y’
(es decir, si y < s para todo y € Y y cualquier otra cota superior ¢ € X cumple
s < ¢. Analogamente podemos desarrollar la definicién de infimo.

Un conjunto Y no tiene por qué tener supremo o infimo, pero si existen son
claramente tnicos. Si Y tiene un méaximo (resp. minimo) elemento, es claro que
éste es también su supremo (resp. infimo).

Si (A, B) es una seccion estricta en X, el conjunto B es el conjunto de las
cotas superiores de A, luego que no tenga minimo equivale a que A no tiene
supremo.

Reciprocamente, si Y C X es un conjunto no vacio acotado superiormente,
el conjunto A de los elementos de X que no son cotas superiores de Y y el
conjunto B de los elementos que si que lo son forman una secciéon (A, B) de X
que sera estricta si y sélo si X no tiene supremo.

Por lo tanto, la existencia de secciones estrictas en un conjunto ordenado
equivale a la existencia de conjuntos no vacios y acotados superiormente que no
tienen supremo.

Veamos unas caracterizaciones del supremo de un subconjunto de un cuerpo
ordenado arquimediano:

Teorema 2.44 Sea A C K un conjunto estindar y sea s € K un nimero
estindar. Las afirmaciones siguientes son equivalentes:

a) s es el supremo de A.
b) s es una cota superior de A y existe x = s que no es cota superior de A.

¢) s es una cota superior de A y existe a = s tal que a € A.

DEMOSTRACION: a) = b) Cualquier x ~ s que cumpla x < s no sera cota
superior de A.

b) = c) Necesariamente 2 < s. Si z no es cota superior, existe un a € A tal
que = < a 'y, como s si que es cota superior, ha de ser z < a < s, luego a = z

c) = a) Si existe una cota superior ¢ < s, podemos tomarla estandar, pero
entonces ¢ < a, contradiccion. n

Veamos una tltima caracterizacion de la incompletitud de Q, ésta genuina-
mente no estandar:

Definicion 2.45 Un numero r € K es casi estdndar si esta infinitamente cerca

de un nimero estandar, que por el teorema 2.22 estd univocamente determinado
)

y lo llamaremos parte estindar de r, y lo representaremos por *r.
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Todo ndmero casi-estandar es suma de un namero estandar (luego finito)
y un infinitésimo (finito también), luego todos los ntumeros casi-estandar son
finitos. En Q el reciproco es falso, y este hecho supone otra caracterizacion de
la incompletitud. Volviendo a la sucesion {z,},>0 del ejemplo de la pagina 65,
cuando n es infinito tenemos que x, es finito (estda entre 1 y 2) y no esta
infinitamente préximo a ningtn ntmero estandar r, ya que, una vez mas, si
Z, &~ r, entonces r2 = 2.

Asi, los ntimeros racionales que “deberian” estar infinitamente cerca de un
numero irracional estdndar son finitos, pero no casi-estdndar porque su “parte
estandar” es irracional.

Ejercicio: Demostrar que si r, s € K son casi-estdndar, también lo son r + s y rs, y
que *(r+s) = "r+*s, *(rs) = *r*s. Si s no es un infinitésimo, también es casi-estandar
r/sy *(r/s)="r/"s.

Finalmente probamos que todas las propiedades evidencias que hemos en-
contrado de la incompletitud de @Q determinan un mismo concepto:

Teorema 2.46 Las afirmaciones siguientes son equivalentes (para un cuerpo
ordenado arquimediano estdndar K ):

a) Toda sucesion de Cauchy es convergente.
b) Toda sucesion de Cauchy de nimeros racionales es convergente.
¢) Todo subconjunto A C K no vacio y acotado superiormente tiene supremo.

d) Si K = AUB, de modo que A, B son disjuntos, no vacios y todo elemento
de A es menor que todo elemento de B, entonces existe un s € K que es
el supremo de A y el infimo de B.

e) Todo nimero finito estd infinitamente cerca de un nimero esténdar.

DEMOSTRACION: a) = b) es trivial.

b) = ¢) Por transferencia podemos suponer que A es estandar, asi como
que existe z € A estandar y que existe una cota superior estandar ¢ de A. Sea
a=E[z]-1<zyseab= E[c]+ 1, de modo que a y b son nimeros racionales
estandar, a no es una cota superior de A y b si que lo es.

Para cada namero natural n > 0 definimos a} = a + (b — a)i/n. Asi

a=a;<af <---<ay=h

Como a no es cota superior de A y a)! si que lo es, tiene que existir un ntimero
natural ¢ tal que a? ; no sea cota superior y que a} si que lo sea (i es el minimo
namero natural tal que af’ no es cota superior). Llamamos =, = af’_;, y, = a.
Notemos que z, < vy, y que y, — z, = 1/n. En particular, si n es infinito,
Ty, & Ypn. Asi tenemos definidas dos sucesiones estandar {z, }n>1, {yn}n>1 de
numeros racionales. Veamos que la primera es de Cauchy



70 Capitulo 2. Los ntimeros reales

Si m,n son nimeros naturales infinitos, podemos suponer que x,, < .
Como x, no es cota superior de A, existe u € A tal que z,, < u < y,,,, donde
usamos que ., si que es cota superior de A. Asi x,, <z, < ym, luego

1
xn_xmgym_xngzoy

luego x,, = x,,. Esto prueba que la primera sucesion es de Cauchy. Por hipdtesis
converge a un nimero (estandar) s. La sucesion {y, }»>1 también converge a s,
pues si n es infinito entonces y, ~ x, = s.

Veamos que s es el supremo de A. Si no fuera una cota superior, existiria
un v € A (que podemos tomar estédndar) tal que s < u, pero entonces, si n es
infinito, s < u < y,, luego |s —u| <y, — s = 0, luego s =~ u, y, como ambos son
estandar, s = u, contradiccion.

Si s no fuera la menor cota superior de A, existiria otra ¢ < s, que podemos
tomar estandar, pero entonces, si n es infinito, z,, < ¢ < s, y de nuevo tenemos
que |s —c| < s—x, =0, luego s = ¢, luego s = ¢, contradiccion. Asi pues, s es
el supremo de A.

¢) = d) Evidentemente A es un conjunto no vacio y acotado superiormente
(por cualquier elemento de B), luego tiene supremo s. Como todos los elemen-
tos de B son cotas superiores de A, tenemos que s es menor o igual que todos
ellos, luego s es una cota inferior de B. Si ¢ > s fuera una cota inferior mayor,
podriamos tomar s < r < ¢, pero entonces 7 € K no podria estar en A (por-
que es mayor que su supremo) ni en B (por ser menor que una cota inferior),
contradicciéon. Asi pues, s es también el infimo de B.

d) = e) Sea ¢ € K un namero finito. Esto significa que existe r € K estandar
tal que —r < ¢ < r. Sea

A=z e K|z <c}

Asi, A es un conjunto estandar cuyos elementos estandar son los nimeros
estandar x < ¢. En particular —r € A, luego A no es vacio. Se cumple también
que si x <y € A, entonces x € A. En efecto, por transferencia basta probarlo
cuando z,y son estandar, y entonces es trivial.

Por lo tanto B = K \ A es no vacio (porque r € B) y todos sus elementos
estan por encima de los de A. Por ¢) tenemos que existe s € K que es el supremo
de A y el infimo de B. Por transferencia s es estandar. Basta probar que s = c.
Supongamos lo contrario (en particular, ¢ # s).

Si s < ¢, como ¢ — s no es infinitesimal, existe un 6 > 0 estandar tal que
s+ 0 < ¢, pero entonces s+ & € A, en contradiccidon con que s sea cota superior
de A. Sic < s, existe un § > 0 estandar tal que ¢ < s — §, luego s — § € B, en
contra de que s sea cota inferior de B.

e) = a) Si {zy }n>0 es una sucesion de Cauchy (que podemos suponer estan-
dar), entonces esta acotada, luego si m es un nimero natural infinito, se cumple
que x,, es finito, luego existe un s € K estandar tal que z,,, = sy, si n es
cualquier nimero natural infinito, tenemos que x, ~ z,, = s, luego la sucesion
converge a S. "
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Definicién 2.47 Un conjunto ordenado es completo si todo subconjunto no
vacio y acotado superiormente tiene supremo.

Esto implica que todo subconjunto no vacio y acotado inferiormente tiene
infimo (pues el conjunto de las cotas inferiores no es vacio y esta acotado supe-
riormente).

Si un cuerpo ordenado K es completo, entonces es arquimediano, pues si K
no es arquimediano es que el conjunto N de los niimeros naturales esté acotado
superiormente en K, luego tiene supremo s. Entonces s — 1 no es una cota
superior de N, luego existe n € N tal que s —1 < n < n+1 < s, luego
s <n+1 < s, contradiccion.

Asi pues, un cuerpo ordenado completo cumple todas las propiedades del
teorema anterior. Notemos que la propiedad d) afirma que en K no hay sec-
ciones estrictas. Hemos visto explicitamente que Q incumple cada una de las
condiciones anteriores. En la seccién siguiente construiremos el cuerpo R de
los ntimeros reales y veremos que es completo, lo que se interpretara como que
habremos “tapado” todos los “agujeros” de Q.

2.5 La construccion de R

Existen diversas formas de construir un cuerpo R que complete a Q, aunque
todas ellas son equivalentes, en el sentido de que los cuerpos a los que se llega
con cada método tienen exactamente las mismas propiedades y sus elementos
pueden identificarse uno a uno a través de biyecciones adecuadas.

La construcciéon de R més simple desde un punto de vista conceptual es la de
Dedekind, que define R como el conjunto de todas las secciones de Q. Podemos
definir entonces una aplicaciéon i : Q — R que a cada nimero =z € QQ le asigna
la seccién

ix)={reQlr<al,{reQ|r>z}).

De este modo, los nameros racionales se identifican con las secciones no
estrictas de Q, pero en R hay muchos ntmeros irracionales, como la secciéon
estricta que hemos estudiado en la seccidén anterior y que podriamos tomar
como la definicion de v/2.

No obstante, construir R no es sélo definir los ntimeros reales, sino dotarlos
de una estructura de cuerpo ordenado y, con la construcciéon de Dedekind, esto
resulta més farragoso que con la que vamos a exponer aqui, basada, no en las
secciones, sino en otro de los “detectores de agujeros” que hemos encontrado, a
saber, las sucesiones de Cauchy.

Aqui nos encontramos con un inconveniente, y es que, mientras que seccio-
nes de Q distintas entre si determinan nimeros racionales distintos (si no son
estrictas) o “agujeros distintos” (si son estrictas), es facil construir sucesiones de
Cauchy distintas que se aproximen hacia el mismo “agujero” de Q, por lo que
no podemos definir los nimeros reales como las sucesiones de Cauchy de Q, sino
que cada ntmero real debera ser el conjunto de todas las sucesiones de Cauchy
que se aproximan a un mismo “agujero”.



72 Capitulo 2. Los ntimeros reales

Definicion 2.48 Llamaremos € al conjunto de todas las sucesiones de Cauchy

en Q.

Observemos que la suma y el producto de dos sucesiones de Cauchy {z,, }n>0,
{Yn}n>0 es también una sucesion de Cauchy. En efecto, si m y n son nimeros
naturales infinitos, entonces T, = Ty, Ym & Yn, lUELO Ty + Ym = Ty + Yn, luego
{Zn + Yn}n>o también es de Cauchy. Con el producto se razona analogamente,
pero teniendo en cuenta que las sucesiones de Cauchy estén acotadas, porque
para aplicar el teorema 2.20 hace falta que los nimeros sean finitos.

Esto convierte al conjunto € en un subanillo del anillo QY. Aqui usamos
también que las sucesiones constantes 0 y 1 estan en C, lo cual es obvio, porque
todas las sucesiones constantes son convergentes, luego son de Cauchy.

Definicion 2.49 Diremos que dos sucesiones estandar {zy }n>0, {Yn}tn>0 € C
son equivalentes, y lo representaremos por {z,}n>0 ~ {yn}n>0, si para todo
n € N infinito, se cumple que z,, = y,,. Observemos que si esto se cumple para
un cierto n infinito, entonces se cumple autométicamente para todos.

Es evidente que la equivalencia que acabamos de definir es ciertamente una
relacion de equivalencia, es decir, que es reflexiva, simétrica y transitiva.

Ejercicio: Probar que dos sucesiones de Cauchy son equivalentes si y so6lo si su
diferencia converge a 0. Esto significa precisamente que ambas “deberian” tener el
mismo limite, en caso de tenerlo.

Definimos el conjunto de los nimeros reales R como el conjunto de todas las
clases de equivalencia de sucesiones de Cauchy respecto de la equivalencia que
acabamos de definir. Es obvio que R, asi definido, es un conjunto estandar.

De este modo, cada o € R es de la forma a = [{z,, }»>0], donde los corchetes
representan la clase de equivalencia formada por todas las sucesiones de Cauchy
equivalentes a {p }n>0-

Ejercicio: Demostrar que si {zn}n>0 ~ {Zh}n>0 ¥ {Un}n>0 ~ {¥n}n>0, entonces
{zn +yntnzo ~ {2 + Yntnz0 ¥y {Znyntnzo ~ {20yn bnzo.

El ejercicio precedente permite definir la suma y el producto de dos ntimeros
reales a = [{zn }n>0] ¥ B = [{yn}n>0] como

a+fp= [{xn + yn}nZO]a aff = [{mnyn}nzo]'

En otros términos: para sumar o multiplicar dos ntimeros reales escogemos
una sucesion de Cauchy en cada uno de ellos, las sumamos o multiplicamos, y
el resultado es la clase de la sucesion suma o producto. La clave estd en que
este resultado seréa el mismo cualquiera que sea el par de sucesiones con el que
hagamos las operaciones.

Todas estas comprobaciones pueden reducirse a unas pocas a través del con-
cepto de ideal:
Ejercicio: Demostrar que el conjunto J de las sucesiones de QV que convergen a 0 es

un ideal del anillo €, de modo que la equivalencia de sucesiones de Cauchy no es mas
que la congruencia modulo J y R no es més que el anillo cociente C/J.
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Teorema 2.50 (R,+,:) es un cuerpo.

DEMOSTRACION: La comprobacién de que R es un anillo es inmediata.
Todas las propiedades se reducen a las correspondientes a la suma y el producto
de sucesiones, que a su vez se reducen a las de la suma y el producto de niimeros
racionales. Por ejemplo, la propiedad conmutativa del producto se prueba asi:

Si = [{@n}tn>0]l ¥ B = [{yn}n>0], entonces
O‘B = [{xnyn}nEO] = [{ynxn}nZO] = 604~

Observemos que los elementos neutros para la suma y el producto son las
clases de las sucesiones constantes 0 = [{0},,>0], 1 = [{1}n>0].

La tnica propiedad que requiere algo de atencién es la de existencia de
elemento inverso para el producto. Para ello tomamos un nimero a@ € R no
nulo, que podemos suponer estandar. Sera de la forma a = [{x,,},>0], donde
{zn}n>0 es una sucesion de Cauchy, que podemos tomar estandar, tal que, si n
es infinito, z,, % 0 (pues de lo contrario la sucesion seria equivalente a {0},>0 y
tendriamos « = 0).

Consideremos la sucesion (estandar) {y, }n>0 definida por

_Jxn siz, #0,
=11 sia,=0.

Segun lo dicho, si n es infinito serd y, = x,, luego {y, }n>0 es también una
sucesion de Cauchy equivalente a {x, }n>0. Por lo tanto, & = [{yn }n>0], con la
diferencia de que ahora y,, # 0 para todo n € N.

Esto nos permite considerar la sucesion inversa {y; '},>0, que también es
de Cauchy, pues si m y n son ntumeros naturales infinitos, entonces y,, = y,
son ntmeros racionales no infinitesimales, luego y,,' ~ y,! (por 2.20). Por
consiguiente, tenemos definido el niimero real 8 = [{y,,!}.>0], que obviamente
cumple aff = 1, luego existe el inverso a~! = §. m

Definicién 2.51 Si @ = [{zn}n>0] ¥ 8 = [{Yn}tn>0] son dos nimeros reales
estandar distintos, el teorema 2.20 implica que la condiciéon z, < y, (para n
infinito) no depende ni del n considerado ni de la eleccion de las sucesiones
dentro de cada nimero real. Por ello diremos que o < 8 si a # By x, < Yn
para algin n infinito (o, equivalentemente, para todos). A su vez, definimos
a< pcomoa<foa=0.

Teorema 2.52 (R, +,-,<) es un cuerpo ordenado.

DEMOSTRACION: Es inmediato que la relacién que acabamos de definir es
reflexiva, antisimétrica y transitiva. Por ejemplo, para probar la antisimetria
hemos de ver que, si & = [{zp}n>0] ¥ B = [{¥n}n>0] (que podemos suponer
estandar) cumplen o < §y 8 < «, entonces ha de ser « = 8. Por reduccién al
absurdo, si fuera a # 3, entonces tendriamos a < 8y 8 < a, luego, fijado un
n € N infinito, z,, < Yn, Yn < T, lo cual es absurdo porque la relacion de orden
en Q es antisimétrica.
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Similarmente, si a # (3, fijado n € N infinito, o bien z,, < y,, en cuyo caso
a < [, o bien y,, < x,, en cuyo caso 8 < «. Esto implica que, o bien a < 3, o
bien B8 < a.

La compatibilidad del orden con la suma y el producto se prueban también
sin dificultad. Por ejemplo, si « < 8 y consideramos un tercer niimero real
v = [{#n}n>0], 0 bien a+~ = S+, en cuyo caso tenemos también a+vy < S+,
o bien o + vy # B + 7, lo que obliga a a # [ y, mas concretamente, a o < f3.
Entonces, fijado un n € N infinito, tenemos que x,, < ¥, luego x,+z, < Tn+yn,
luego a+v < B+, luego a+~v < S+ 7. n

Definicion 2.53 Sea i : Q — R la aplicaciéon que a cada r € Q le asigna el
namero real i(r) = [{r},>o]-

Teorema 2.54 La aplicacion i : Q — R que acabamos de definir es inyectiva
y cumple las propiedades siguientes:

a) r < s siysdlo sii(r) <i(s).

b) i(r+s) =1i(r)+i(s).

c) i(rs) =i(r)i(s).

d) Para todo o € R existe un m € N tal que i(m) > «a.

DEMOSTRACION: La inyectividad de ¢ significa que si i(r) = i(s), entonces
r = s. Podemos suponer que r y s son estandar. Lo que tenemos es que la
sucesion constante r es equivalente a la sucesion constante s, luego r =~ s vy,
como son estandar, r = s.

Las propiedades a), b) y c) son inmediatas.

Para probar d) podemos suponer que a = [{z, }»>0] es estandar, con lo que
también podemos suponer que lo es la sucesion {z, }n>0. Como es de Cauchy,
esta acotada, lo cual implica que existe un M € Q (que podemos tomar estandar)
tal que x,, < M para todo n € N. Sea m = E[M]+ 2, que es un nimero natural
finito, y es claro que |z, —m| > 1 para todo n € N, luego la sucesion {x,, },>0
no es equivalente a la sucesién constante m y, como z,, < m para cualquier n
infinito, concluimos que a < i(m). n

En virtud de este ultimo teorema, podemos identificar a Q con su imagen
en R a través de la aplicacién i, de modo que podemos considerar Q C R.
La suma, el producto y la relaciéon de orden entre ntimeros racionales son los
mismos si los consideramos como ntimeros racionales o como nimeros reales. La
ultima propiedad implica que (R, +,-, <) es un cuerpo ordenado arquimediano
estandar. Por lo tanto, podemos aplicarle toda la teoria que hasta ahora hemos
desarrollado para un cuerpo K arbitrario.

En particular, podemos distinguir entre nimeros reales infinitos, finitos e
infinitesimales. A partir de ahora, O representara especificamente al conjunto
(externo) de todos los ntimeros reales finitos y o al conjunto (externo) de todos
los nimeros reales infinitesimales.
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Observemos que un numero racional r es finito si y sélo si existe un numero
natural finito n tal que |r| < n, y esto no depende de si consideramos a r como
nimero racional o como ntumero real. En otras palabras, un namero racional es
finito como nimero racional si y s6lo si lo es como ntumero real. Més brevemente:
el conjunto (externo) de los nimeros racionales finitos es O N Q. Similarmente,
los ntimeros racionales infinitesimales son los de 0NQ. A su vez, esto implica que
dos numeros racionales estan infinitamente préoximos como ntmeros racionales
si y sblo si lo estdin como ntimeros reales, asi como que todo namero racional
casi-estandar sigue siendo casi-estdndar como nimero real, con la misma parte
estandar.

Para probar que R es completo probamos que toda sucesion de Cauchy de
nimeros racionales converge en R:

Teorema 2.55 Sea {z,}n>0 una sucesion de Cauchy de nimeros racionales
y sea o = [{zp}tn>0] € R. Entonces, si consideramos la sucesién dada como
sucesion de numeros reales, se cumple que

limz, = a.
n

DEMOSTRACION: Podemos suponer que la sucesion (y, por lo tanto, «)
es estandar. Hemos de probar que si m € N es infinito, entonces z,, ~ a.
Supongamos que no es asi. Por concretar, pongamos que ,, < « (si z,, > « se
razona analogamente). Como o — z,, no es infinitesimal, existe un r estandar
tal que o — x,,, > r > 0. Equivalentemente, z,, < o — 1 < a. Por 2.32, existe
un namero racional z,,, < @ —r < ¢ < a 'y, como &« — r y « son estandar, por
transferencia podemos tomar ¢ estédndar.

Ahora bien, la desigualdad x,, < ¢ como nimeros reales implica esta misma
desigualdad como nimeros racionales, que a su vez, por la definiciéon del orden
en R, implica que o = [{zn}n>0] < [{g}n>0] = ¢, con lo que tenemos una
contradiccioén. m

Con esto hemos probado que R cumple la condicion b) del teorema 2.46. Asi
pues:

Teorema 2.56 (Teorema de completitud) R es un cuerpo ordenado com-
pleto.

A partir de este momento ya nunca maéas tendremos que recordar que un
nimero real es, por definicién, una clase de equivalencia de sucesiones de Cauchy,
sino que podremos concebir a R como un conjunto de nimeros, sin que importe
para nada la naturaleza conjuntista de sus elementos. En lugar de escribir
a = [{n}n>0], podremos escribir

limz, = a.
n

En particular, ahora sabemos que todo ntimero real finito r tiene una dnica
L, *
parte estandar “r.
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2.6 Consecuencias de la completitud de R

Hemos visto que una de las evidencias de la incompletitud de QQ era que en
este cuerpo no existe la raiz cuadrada de 2. En cambio, ahora podemos probar
que los nameros reales positivos tienen siempre una raiz k-ésimas:

Teorema 2.57 Sia >0 es un numero real y k € N es no nulo, existe un unico
naimero real B> 0 tal que B* = a.

DEMOSTRACION: Podemos suponer que « y k son estandar, con lo que
también lo sera el conjunto

A={zecR|z"<a}.

También podemos suponer que o > 0, ya que en otro caso tomamos 3 = 0.
Tenemos que A # &, pues 0 € A, y A esta acotado superiormente, por ejemplo
por cualquier numero natural n > «, ya que si z > n, entonces

xkznk2n>a,

luego z ¢ A. Podemos tomar, pues el supremo [ de A, que serd un nimero
estandar. Por el teorema 2.44, existe un 5’ € A tal que 8/ =  (y necesariamente
B’ < B). Por otra parte, cualquier 8 > S tal que 5" =~ 8 cumple 8" ¢ A, luego
tenemos

g<p<p’, pr<a<p™

Por consiguiente, '8 < gk < B"F y, por 2.21, sabemos que 3% ~ "%, con
lo que ha de ser 8* ~ a. Como ambos son estandar, % = a.

La unicidad es consecuencia de que si 0 < 3 < /', entonces ¥ < g’%. =

Definiciéon 2.58 Si o > 0 es un numero real, definimos la raiz k-ésima de «,
representada por /c, como el tinico niimero real 3 > 0 que cumple 8% = a.

Observemos que si k es impar y a < 0, podemos definir {/a = —¥/—a y
se sigue cumpliendo que ({/a)* = a (y, en general, {/a tiene el mismo signo
que «). Por el contrario, si k es par, ¥ > 0 para todo 8 € R, por lo que los
nimeros negativos no tienen raiz k-ésima.

Ejercicio: Demostrar las propiedades basicas de las raices (con radicandos positivos):

Vab = Ya¥/B, (Yo = Var, {/va=wa.
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Ejemplo Vamos a probar que
lim {/n =1
n

En efecto, si llamamos z,, = {/n — 1, hemos de probar que

lim x,, = 0.
n
Tenemos que
-1 -1
Asi pues,
2
0<x, < .
n—1
Si n es infinito, concluimos que z,, = 0. n

El teorema 2.38 nos da que /2 es un nimero irracional, y a partir de aqui
es facil probar que existen infinitos ntiimeros irracionales:

Teorema 2.59 FEntre dos numeros reales distintos hay al menos un niumero
racional y un numero irracional.

DEMOSTRACION: Sean o < [ dos nimeros reales, que podemos suponer
estandar. El teorema 2.32 nos da que existe un nimero racional r (que podemos
tomar estandar) tal que o < r < 8. Por otra parte, si n € N es infinito, entonces

V2

a<r+— <8,
n

vyr=r+ ﬂ/n es irracional, ya que en caso contrario v2 = (z—r)meQ. =

En particular, dado x € R, podemos aplicar el teorema anterior a z y x + h,
donde h > 0 es infinitesimal, para concluir que todo ntimero real esta infini-
tamente cerca de nimeros racionales y de nimeros irracionales. Hay un caso
particular de aproximacion de ntimeros reales por niimeros racionales que tiene
especial interés practico:

Expresion decimal de un nimero real Para cada x € R y cada n € N,
podemos considerar k,, = E[10™z], de modo que
kn, < kn + 1'

Ton =TS Tiom

Tenemos asi un namero entero k,,, univocamente determinado, tal que el niimero
racional k, /10™ que aproxima a x con un error menor que 1/10™. Por ejemplo,
es pura rutina comprobar que

14142 14143
— < V2<L
o < V2 o
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lo que se expresa més habitualmente en notacion decimal:
1.4142 < V2 < 1.4143.

Observemos que, en general,

10k, 10k, + 10
10w+ =T Tqgart

por lo que k1 serd de la forma 10k, + ¢,, donde 0 < ¢, < 9 es un ntmero
natural. Esto significa que cada aproximaciéon decimal de x se obtiene anadiendo
una nueva cifra decimal a la anterior (pero sin modificar las cifras decimales
anteriores). Asi, por ejemplo, la siguiente aproximacion decimal de V2 es

1.41421 < V2 < 1.41422.

Por ultimo observamos que la sucesiéon {k,},>0 determina completamente
el namero = ya que, suponiéndolo estandar y tomando n infinito, la relacion

10 =" T1om

kn < kn+1

implica que z ~ 1]“0—“”, va que la diferencia entre los dos extremos es 1/10™ = 0.

Por consiguiente:

L
r = lim .
n 107

Por esto podemos escribir
V2 =1.4142135. ..

entendiendo que el miembro derecho, con sus puntos suspensivos, representa el
limite de la sucesién de aproximaciones decimales de V2. u

La completitud de R puede expresarse en términos de la convergencia de las
sucesiones de Cauchy. Otra forma equivalente utiliza sucesiones mono6tonas:

Definicién 2.60 Una sucesion {z,},>0 € RY es mondtona creciente (resp.
decreciente) si cuando m < m se cumple z,, < x, (resp. &, < x,,). Diremos que
una sucesiéon es mondtona si es mondtona creciente o monoétona decreciente.

Teorema 2.61 Toda sucesion mondtona y acotada de niumeros reales es con-
vergente.

DEMOSTRACION: Sea {ay,}n>0 una sucesién acotada de ntmeros reales,
que podemos tomar estandar, y supongamos, por ejemplo, que es monotona
creciente. Vamos a probar que es de Cauchy. En caso contrario, existirian m,
n € N infinitos tales que «,, % «,. Esto equivale a que *«,,, # *a,, (recordemos
que, como la sucesion esta acotada, sus términos son finitos, luego tienen parte
estandar). Pongamos que *a,, < *a,. Como son nimeros estandar, existe un
nimero real estandar *a,,, < r < *a,. Esto implica que a.,,, < r < ay,
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Como existe un n € N tal que r < a,,, por transferencia existe un ng € °N tal
que 1 < Q. Ahora bien, m > ng y, sin embargo, a,, < ay,, en contradiccion
con la monotonia de la sucesién. Asi pues, la sucesion es de Cauchy y, por lo
tanto, convergente. ]

Ejercicio: Probar que el limite de una sucesiéon monétona creciente (resp. decreciente)
y acotada {an }n>0 es el supremo (resp. el infimo) del conjunto {an, | n € N}.

Otra consecuencia de la completitud de R es una caracterizacion, que vere-
mos a continuaciéon, de los subconjuntos de R que mas nos van a interesar: los
intervalos.

Definicion 2.62 Si a < [ son dos nameros reales, definimos los intervalos
acotados de extremos 'y [ como

Jofl={zeRa<z<p}, [ofl={reR[a<z<p},

lo,Bl={zeR|a<z<p}, [o,f[={reR|a<z<p}

Los intervalos no acotados de extremo « son:
Jo,+oo[={z eR|a<z}, [o,+x[={zeR]|a<a},

|0, a[={zeR |z <a}, |-oc,a]={zeR]|z<a}.

Consideraremos también como intervalo a |—oo, +oo[ = R.

Teorema 2.63 Un subconjunto I C R es un intervalo si y solo si cuando tres
ndmeros reales cumplen a < <~y y «, v € I, también B € I.

DEMOSTRACION: Es evidente que los intervalos cumplen esta propiedad. Sea
ahora I C R un conjunto que la cumpla y veamos que es un intervalo. Podemos
suponer que I es estdndar. Si I = @, entonces I = ]0, 0], luego podemos suponer
que existe un x € I, que podemos tomar estandar.

Si I = {z}, entonces I = [z, z], luego podemos suponer que I contiene otro
punto ademas de x, No perdemos generalidad si suponemos que [z,z'] C I,
donde z < 2’ son ambos estandar.

Consideremos el intervalo J = ]a, 8], donde o = infI si I esta acotado
inferiormente, o bien @« = —oo en caso contrario, y 8 = supl o bien 8 = +00
si I no esta acotado superiormente. Notemos que si I estd acotado superior e
inferiormente, entonces o < x < z’ < 3. Hay que distinguir cuatro casos, pero

vamos a considerar, por ejemplo, el caso en que J = ]—o0, [, donde S es finito.
Los otros casos son similares.
Veamos que J = |—o0,8] C I. Para ello basta probar que todo u € J

estandar esta en I.

Como I no esta acotado inferiormente, existe p € I tal que p < u. Por otro
lado, el teorema 2.44 nos da un g =~ (3 tal que ¢ € J (necesariamente ¢ < j3).
Como u <  y ambos son estandar, tenemos que p < u < ¢, luego por hipotesis
uel.
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Pero, 8 es una cota superior de I, luego tiene que ser
}—oo,ﬁ[ clc ]—OO,/B],

y esto solo deja dos opciones: I =]—o0, 8] o bien I = ]|—00, ]. n

La completitud de R tiene una interpretacién geométrica: la posibilidad de
poner en correspondencia los ntimeros reales con los puntos de una recta:

e En principio, elegimos dos puntos a los que asignar arbitrariamente los
ntmeros 0 y 1, de modo que la longitud del segmento de extremos 0 y 1
se convierte en la unidad de medida, o la escala de la representacion.

e Cada ntimero entero n se representa’® a |n| unidades de distancia del 0, en
la semirrecta que contiene al 1 si n > 0 y en la opuesta si n < 0.

e Para representar un ntmero racional m/n, dividimos la unidad en n partes
iguales y lo situamos a una distancia del 0 igual a |m| de estas partes, en
la semirrecta que corresponda a su signo. Se cumple asi que la ordenacion
de los niimeros racionales se corresponde con la ordenaciéon geométrica de
los puntos de la recta: si, como es habitual, hemos puesto el 1 a la derecha
del 0, entonces un nimero racional es mayor cuanto mas a la derecha esta
su punto correspondiente.

T : |
-1 0 3 1va 2

e Un punto P de la recta no tiene por qué tener asignado de este modo un
ntmero racional, pero divide a los nameros racionales en dos partes: los
que estan a su izquierda y los que estan a su derecha. Estos dos subcon-
juntos A y B de Q forman una seccién (si entendemos que A contiene al
propio punto cuando éste es racional). De este modo, podemos asignar a
P el supremo de A. Reciprocamente, a cada nimero real x le asignamos
el tnico punto de la recta que esta a la derecha de los niimeros racionales
menores que x y a la izquierda de los niimeros racionales mayores que .

631 el lector se pregunta dénde hay que poner los ntimeros infinitos, la respuesta es que en
el mismo lugar donde pondria un nimero n en general, sin especificar cual.



Capitulo III

Calculo diferencial de una
variable

3.1 La grafica de una funcién

En este capitulo iniciaremos el estudio analitico de las funciones de una
variable real, es decir, de funciones f : D C R — R. En la mayoria de los
casos, el dominio D de las funciones que estudiaremos sera un intervalo o una
union de intervalos disjuntos.

Una forma de visualizar las funciones minimamente razonables es a través
de su grafica:

Definicién 3.1 La grdfica de una funciéon f: D C R — R es el conjunto’
Iy={(z,y) eR* |z e D, y=f(z)}.

Puesto que R puede representarse como una recta, tenemos que, a través de
un sistema de ejes cartesianos, R? puede representarse como el conjunto de los
puntos del plano, y I'y resulta ser una curva en el plano.

2 Ejemplo La figura muestra la grafica de la funcion
f:[-2,2] — R dada por
1 2 —z+1
f(z) = 3

Podemos observar que, para valores pequenos de z, la
- funcién f toma valores negativos y es creciente. Toma
el valor 0 en un namero situado en el intervalo |—2, —1|
y sigue creciendo hasta tomar un valor maximo en el intervalo ]—1,0], luego
decrece hasta alcanzar un minimo en el intervalo ]0,1[ y, a partir de ese punto,
vuelve a crecer.

1En realidad, segun la definicién de funcién que hemos dado, se cumple que 'y = f, pero
en la practica podemos “olvidar” este hecho igual que podemos “olvidar” que los niimeros reales
son clases de equivalencia de sucesiones de Cauchy de niimeros racionales.

81
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Las técnicas analiticas que vamos a presentar aqui nos permitiran deducir
estas caracteristicas de f y otras muchas a partir de la propia expresion que la
define, aunque no dispongamos de una representacion grafica. n

: Ejemplo Una funcién puede tener un aspecto sus-
tancialmente diferente al que mostraba la funcién del
ejemplo anterior. Por ejemplo, aqui tenemos la grafica
de la funcion g : [-2,2] — R dada por

71 Ll siz £ +1,

;2 0 six = +1.

Vemos que esta funcion consta de “tres piezas” (cinco, en realidad, puesto
que la grafica también contiene a los puntos (—1,0) y (1,0)). En otras palabras,
lo que tenemos ahora es que, al contrario de lo que sucedia con la funciéon f del
ejemplo precedente, la grafica de g no puede dibujarse “de un solo trazo”. En
la seccion siguiente expresaremos esta diferencia diciendo que f es continua en
[—2, 2], mientras que g es discontinua en los puntos +1. n

3.2 Funciones continuas

Vamos a plasmar formalmente la diferencia que hemos observado entre las
funciones de los dos ejemplos de la seccion anterior. Mas concretamente, quere-
mos definir la nocién de continuidad de una funcién en un punto xz de modo que
garantice que la funcién no dara ningun “salto” en z, es decir, de modo que los
puntos cercanos a x tengan sus imagenes cerca de f(x). En principio, “cerca”
es un término relativo, pero deja de serlo si lo precisamos como “infinitamente
cerca’:

Definicién 3.2 Sea f : D C R — R una funcién estandar. Diremos que f
es continua en un punto estandar zo € D si cuando z € D cumple = = x,
entonces f(z) = f(zp). Diremos que f es continua en D si lo es en todos sus
puntos.2

Notemos que si = x se cumple trivialmente f(z) = f(zo), luego al aplicar
la definicion de continuidad podemos suponer siempre que x # xg.

Vamos a discutir, segin esta definicion, los ejemplos de la seccion precedente,
incluso ligeramente generalizados:

2Recordemos que el principio de estandarizacion nos garantiza que una definicién parti-
cularizada a datos estandar (en este caso una funcion estandar y un punto estandar) admite
una Unica extensiéon a datos cualesquiera, que ademas es interna. (Véase la discusion tras la
definicién de convergencia 2.27). Asi pues, la nocién de continuidad es interna. En lo sucesivo
no volveremos a hacer esta clase de observaciones, sino que el lector debera tener presente
que, para definir un concepto interno, basta hacerlo sobre conjuntos estandar y no importa
que la definicion sea externa.
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Ejemplo La funcion f: R — R dada por

f(z) = 553’_%“

es continua en R.

En efecto, se trata de una funcién estandar y basta probar que es continua
en cualquier punto xg € R estandar. Ahora bien, si  ~ xg, las propiedades
algebraicas de la proximidad infinita (recogidas en el teorema 2.20) nos dan que
(23 — 2 +1)/3 ~ (3 — 29 + 1)/3, es decir, tenemos que f(z) ~ f(xo), luego f
es continua en xg. [

Ejemplo La funcion g : R — R dada por
st x # +1,
0 st x = =+£1,

es continua excepto en los puntos %1.

En efecto, veamos que si zg € R es un punto estandar distinto de +1,
entonces g es continua en xy. Para ello tomamos x ~ zy y observamos que
22 — 1~ 23 — 1 # 0, luego ni 22 — 1 ni 23 — 1 son infinitesimales, luego sus
inversos son finitos, luego el teorema 2.20 nos permite afirmar que

x Zo
2 _ 17 2 _1°
T 1 z5-1

Asi pues, g(z) = g(x0).

En cambio, si xg = 1, tomamos = ~ xg, x # ¢ y observamos que, como
antes, 72 — 1 ~ x} — 1 =0, luego 22 — 1 es un infinitésimo, luego 1/(2? — ) es
infinito, y también ha de serlo g(z) = z/(2? — 1). (Si fuera finito, despejando
tendriamos que z = g(x)(x? — 1) seria infinitesimal, pero no lo es.) Asi pues,
g9(z) # g(xo) = 0.

Por lo tanto, g es discontinua en +1. Mas precisamente, hemos visto que g
es infinita en los puntos infinitamente cercanos a +1, tal y se ve en su gréfica.

n

Ejemplo La funcion f(x) = /x es continua en R.

En efecto, tomamos un punto estandar xg € R y otro z = xy. Es facil ver
que /z es finito, con lo que podemos tomar y = */z =~ /z. Tenemos entonces
que y2 ~ x =~ x¢, luego ¥ = xy, ya que ambos son estandar. Por consiguiente,
Yo =y~ x, es decir, f(x) ~ f(x0), como habia que probar. ]

El ejemplo siguiente muestra que la continuidad de una funcién depende del
dominio en que la consideremos definida, en el sentido de que, si una funcion es
discontinua en un punto, puede suceder que, restringida a un dominio menor,
pase a ser continua.
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Ejemplo La funcion h: R — R dada por

1 stx<l,
h(x):{z siz>1,

es continua en todos los puntos de R excepto en xy = 1. Sin embargo, su
restriccion al intervalo [1, 400 es continua en todo el intervalo, incluyendo al
punto xg = 1.

En efecto, para probar que h es continua en todo

T— punto xo # 1, podemos suponer que x( es estandar.

F(z) ! Si xg < 1, entonces, para todo = ~ xg, se cumplira

— 1 también z < 1, luego h(z) = 1 = h(zg). Sizp > 1

razonamos igualmente. Vemos que h es continua por-

que las variaciones infinitesimales de zy no producen
ninguna variaciéon en h(z).

En cambio, para zo = 1, consideramos un z =~ g que cumpla = < xg.
Entonces h(x) = 1% 2 = h(zp). Vemos que h es discontinua en zy = 1 porque
basta un desplazamiento infinitesimal hacia la izquierda desde dicho punto para
que el valor de h(z) varie apreciablemente (es decir, no infinitesimalmente).

!
1
1

Sin embargo, cuando restringimos la funcion al intervalo D = [1,4o00[ ¥
tomamos xg = 1, todo z € D que cumpla = ~ xy ha de ser x > zq, con lo cual
h(x) = h(xo) y se cumple la definicion de continuidad. "

Un caso extremo en el que la continuidad es trivial se da cuando no es posible
incrementar infinitesimalmente la variable sin salirse del dominio de la funcion:

Definiciéon 3.3 Si D C R es un conjunto estandar y xg € D es un punto
estandar, diremos que zg es un punto aislado de D si h(xg) N D = {zo}, es
decir, si D no contiene puntos infinitamente préoximos a xg, salvo el propio xg.
En caso contrario se dice que xy es un punto de acumulacion de D.

Es evidente que una funciéon f : D — R es continua en todos los puntos
aislados de D.

Ejercicio: Probar que todos los puntos de Z son aislados. Por lo tanto, toda funcién
f:Z — R es continua.

También es evidente que sizg € D C EC Ry f: E — R es continua en
X, entonces la restriccion f|p : D — R también es continua en xg, pero el
reciproco no es cierto, tal y como hemos visto en el ultimo ejemplo.

Otra consecuencia obvia de la definicion de continuidad es que ésta depende
tinicamente del comportamiento de la funcién sobre el halo del punto:

Teorema 3.4 Sean f,g: D C R — R dos funciones estandar y sea ro € D
un punto estdndar tal que’ Jlh@o)nD = Glh(wo)np- Entonces [ es continua en
xo sty solo silo es g.

3Notemos que, aunque el halo h(zg) sea, habitualmente, un conjunto externo, la igualdad
Flh(zo)nD = 9lh(zo)nD tiene sentido, pues significa que f(z) = g(x) para todo = € D tal que
T = TQ-
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A continuacién vamos a dar teoremas que garanticen que las funciones usua-
les son continuas (salvo en casos obvios). Para ello conviene observar que po-
demos definir de forma natural (punto a punto) operaciones sobre las funciones
definidas en un mismo dominio:

Definicién 3.5 Si D C R, D # @, llamaremos F(D) = R al conjunto de
todas las funciones f : D — R. Notemos que podemos definir una suma y un
producto en F (D) mediante

(f+9)(@) = f(x) +9(x), (f9)(x) = [f(x)g(x).

En inmediato comprobar que, con estas operaciones, F'(D) tiene estructura
de anillo. Méas atn, podemos identificar los numeros reales con las funciones
constantes en D, por lo que también tenemos definido el producto de un niimero
por una funcién.

También es costumbre escribir f < ¢ para indicar que f(z) < g(z) para todo
rz € D. No obstante, hemos de tener presente que esta relacién es reflexiva,
simétrica y transitiva, pero no cumple que, dadas dos funciones f, g € F(D),
se dé necesariamente una de las desigualdades f < go g < f.

También es frecuente nombrar a una funcién por la expresion que la define.
Por ejemplo, en lugar de decir que la funcién f : R — R dada por f(z) = 23
cumple que f € F(R), escribiremos simplemente 22 € F(R). Aqui hay que
entender que 2> no es el cubo de ningtin nimero = € R, sino la funcién f que

acabamos de definir.

Las funciones de la forma a,z" + -+ 4+ a1z + ap € F(R), donde a; € R, se
llaman polinomios,* y forman claramente un subanillo R[z] C F(R).

Teorema 3.6 Si dos funciones f, g: D C R — R son continuas en un punto
xg € D, también lo son f+g y fg.

DEMOSTRACION: Podemos suponer que todos los datos son estandar. Si
x € D cumple x = z(, entonces

(f +9)(x) = f(2) + g(x) = f(x0) + g(x0) = (f + 9)(w0),

e igualmente con el producto (en cuyo caso, para que se conserven las aproxi-
maciones, usamos que f(zg) y g(xo) son finitos porque son estandar.) n

Definicién 3.7 Si D C R es un conjunto no vacio, definimos C'(D) C F(D)
como el conjunto de las funciones continuas en D.

4En realidad habria que distinguir entre un polinomio como objeto algebraico y la funcién
polinémica que define, pero no necesitaremos entrar en esta sutileza, principalmente porque,
sobre un dominio D C R infinito, dos polinomios son iguales si y sélo si definen la misma
funcién polinémica.
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Es claro que C(D) es un subanillo de F(D) que contiene a su vez como
subanillo al anillo R[z] de los polinomios (ya que contiene a las constantes y a
la identidad f(z) = z).

Para que una funcion f € F(D) tenga inversa 1/f, es necesario y suficiente
que f no tome el valor 0 en D. En tal caso, si f es continua, también lo es 1/ f:

Teorema 3.8 Si D C R no es vacio y f € C(D) no toma el valor 0, entonces

1/f e C(D).

DEMOSTRACION: Podemos suponer todos los datos estandar. Tomamos
xo € D estandar. Seax € D tal que x =~ zo. Entonces f(z) ~ f(zg). Como xg es
estandar, f(zq) es estandar y no nulo, luego f(z) y f(x0) no son infinitesimales,
luego 1/f(x) = 1/f(x0), luego 1/f es continua en xg, luego es continua en D.

|

Ejemplo La funcidn
3 +x—3
x?—1
es continua en R\ {—1,1}.

En efecto, el numerador y el denominador son funciones continuas en R,
porque son polinomios. En particular lo son en R\ {—1,1}, y en este conjunto
el denominador no se anula, luego 1/(z2 —1) es continua en ese mismo conjunto,
luego la funcion dada es continua por ser producto de dos funciones continuas.

u

Teorema 3.9 Si f : DCR —FCR,g: FECR —R, z90€ D, [ es
continua en xg y g es continua en f(xg), entonces f o g es continua en xg.

DEMOSTRACION: Podemos suponer que todos los datos son estandar. Asi,
si x € D cumple x = xg, tenemos que f(x) =~ f(xq) y, por consiguiente,

(fog)(z) =g(f(x)) =~ g(f(z0)) = (f ©g)(w0),

lo que prueba la continuidad de f o g en zg. n

En particular, si f es continua en D y g es continua en E, tenemos que fog
es continua en D.

Ejercicio: Probar que la funcién valor absoluto es continua en R, mientras que la
funcion parte entera E : R — R es continua en R\ Z y discontinua en Z.

El ejemplo siguiente muestra la necesidad de tener cierta cautela a la hora
de identificar la nocion general de “funcion” con la idea intuitiva de “una curva
que tal vez dé algunos saltos de vez en cuando”.
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Ejemplo La funcion f: R — R dada por
1 sizeqQ,
f(z)_{O stz e R\ Q,
es discontinua en todos los nimeros reales.

En efecto, basta probar que lo es en todo zg € R estandar. Si x( es racional,
podemos tomar x & xq irracional, y viceversa. De este modo f(z) # f(xo),
puesto que uno es 1 y el otro 0, luego f es discontinua en xg. L]

Notemos que no es posible representar graficamente la funciéon de este ejem-
plo. Su grafica tendria el aspecto de dos lineas horizontales paralelas, una a la
altura del 0 y otra a la altura del 1, pero esta imagen no refleja las caracteristicas
de f. Por ejemplo, serfa indistinguible de la representacion gréfica de la funciéon

1- f.

Quizé el lector piense que el caracter patologico del ejemplo anterior se debe
precisamente al hecho de que se trata de una funcion discontinua. Veamos ahora
un ejemplo de funcién que es continua en muchos puntos y no por ello es menos
patologica:

Ejemplo La funcion f: R — R dada por

[ 1/n sizeQyn=min{me N\ {0} | mz € Z},
F@) =199 sizeR\Q.

es continua en R\ Q y discontinua en Q. (En otras palabras, si x € Q, hemos
definido f(x) como el menor denominador posible de una fraccion x = m/n.)

Si zp € Q es estandar, entonces la fraccion © = m/n con n minimo tiene
numerador y denominador estandar, luego f(z) = 1/n % 0, mientras que, si
tomamos un irracional = & 1z, tenemos que f(z) = 0 % f(xp), luego f es
discontinua en Q.

Por otro lado, si g € R\ Q es estandar y = = g, o bien x es irracional,
en cuyo caso f(xr) = 0 = f(zp), o bien & = m/n con n minimo, pero n ha
de ser infinito, ya que, en caso contrario, m = xn seria también finito y =
seria estandar, pero entonces x = x( seria irracional. Asi pues, llegamos a que
f@)=1/n=~0= f(xo). Esto prueba que f es continua en x. n

Demostramos ahora algunas propiedades importantes de las funciones con-
tinuas:

Teorema 3.10 (Primer teorema de Weierstrass) Si f : [a,b] — R es
una funcion continua, entonces alcanza un valor mdzrimo y un valor minimo
en [a,b].

DEMOSTRACION: Lo que hemos de probar es que existen puntos z, y € [a, b]
tales que, para todo z € [a,b] se cumple que f(z) < f(z) < f(y). Podemos
suponer que todos los datos son estandar.
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Por el Principio de Idealizacion II, existe un conjunto finito F' C [a, b] que
contiene a todos los elementos estandar de [a,b]. Como F es finito, existe un
r € F donde f toma su valor méximo (esto es el teorema 1.22). Tomemos la
parte estandar® y = *r € [a, b]. Vamos a probar que y cumple lo pedido.

En caso contrario, existiria un z € [a,b] estandar, tal que f(z) > f(y).
Ahora bien, como y = r y f es continua en y, se cumple que f(y) =~ f(r), luego
f(z) > f(r), pero esto es absurdo, ya que z € F'y f(r) es el mayor valor que f
toma en el conjunto F'. Igualmente se razona que f alcanza un valor minimo.

|

Como ya hemos sefialado en la prueba, el teorema anterior es falso en general
para funciones definidas sobre intervalos que no sean de la forma [a,b]. Por
ejemplo, la funcion f(x) = z es continua en el intervalo [0,1] y no alcanza
un valor méaximo: dado cualquier z € [0, 1], existe otro punto (cualquiera que
cumpla z < y < 1) donde f toma un valor mayor. En este caso, todavia
podemos decir que f tiene supremo en [0, 1], en el sentido de que s = 1 es el
supremo del conjunto de los valores que f toma en el intervalo; pero, en cambio,
la funciéon 1/z, que es continua en )0, 1], no sélo no alcanza un valor maximo,
sino que ni siquiera tiene supremo.

Teorema 3.11 (Segundo teorema de Weierstrass) Si f : [a,b] — R es
una funcidn continua, entonces toma todos los valores comprendidos entre f(a)

y f(b).

DEMOSTRACION: Podemos suponer que todos los datos son estandar. Si
f(a) = f(b) no hay nada que probar. Supongamos que f(a) < f(b). El caso
contrario es analogo. Tomamos un « estdndar tal que f(a) < a < f(b) y hemos
de probar que existe un ¢ € [a, ] tal que f(c) = a.

Fijemos n € N infinito y consideremos la sucesion x; = a + i/n. Como
Tp2z > b, existe un k € N tal que 2 < by zpy1 > b, luego x =~ b, luego
flzg) = f(b) > «, luego f(zg) > a.

Como f(z9) = f(a) < «, existe un i < k tal que f(x;) < a < f(xiq1).
Sea ¢ = *x; = *w;y1 € [a,b]. Puesto que f es continua en ¢, se cumple que
fle) = f(x;) = f(xiq1), luego f(c) = a y, como ambos son estandar, f(c) = .

u

Este teorema es geométricamente evidente, y la técnica de demostracion
también: para encontrar el punto donde f toma el valor «, nos vamos moviendo
desde a hasta b a pasitos infinitesimales y esperamos el momento (que llegara
tarde o temprano) en que f pase de ser < a a ser > «. El punto ¢ que buscamos
ha de estar infinitamente cerca del ultimo paso que hemos dado.

5En este punto es crucial que el dominio de f es un intervalo de la forma [a, b]. (No serviria
cualquier otro tipo de intervalo.) Concretamente, ahora usamos que si se cumple z € [a,b],
entonces existe *z € [a,b]. Esto es evidente, pues si, por ejemplo, fuera *z > b, al ser *z y b
estandar, tendria que ser x > b. Esta propiedad de los intervalos [a, ] se llama compacidad.
El teorema es valido para funciones continuas definidas sobre cualquier conjunto compacto en
este sentido.
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Ejercicio: Dar un ejemplo de funcién f : [a,b] — R que cumpla la propiedad del
teorema anterior pero que sea discontinua.

Una consecuencia del iltimo teorema es que si una funcién continua no toma
dos veces el mismo valor, es porque siempre crece o porque siempre decrece:

Definiciéon 3.12 Una funcion f : D C R — R es mondtona creciente (resp.
mondtona decreciente) si cuando x, y € D cumplen x < y entonces f(z) < f(y)
(resp. f(y) < f(x)). Si esto se cumple con desigualdades estrictas diremos que
f es monodtona creciente (o decreciente) estricta. Diremos que f es mondtona si
es mondtona creciente o monétona decreciente.

Teorema 3.13 Una funcion continua e inyectiva f : [a,b] — R es mondtona.

DEMOSTRACION: Como es inyectiva, no puede ser f(a) = f(b). Supongamos
que f(a) < f(b) y veamos que f es monotona creciente. Igualmente se probaria
que es decreciente si se diera la desigualdad contraria.

Sia < c<b, hadeser f(a) < f(c) < f(b), ya que si, por ejemplo, se diera
el caso f(c) < f(a), el segundo teorema de Weierstrass aplicado al intervalo
[c, b] implicaria la existencia de un d € ]e, | tal que f(a) = f(c), y f no seria
inyectiva.

Tomemos ahora nimeros a < z <y < b. Sifuera f(a) < f(y) < f(x) < f(b),
el teorema de Weierstrass aplicado al intervalo [y, b] nos darfa un z € [y, b] tal
que f(z) = f(x), luego f no seria inyectiva. Asf pues, ha de ser f(z) < f(y),
con lo que f es mono6tona creciente. m

Terminamos con una ultima propiedad de las funciones continuas:

Teorema 3.14 Sean f,g: I C R — R dos funciones continuas en un inter-
valo I (que no se reduzca a un punto) y supongamos que ambas coinciden en
QN 1. Entonces son iguales.

DEMOSTRACION: Podemos suponer que las funciones son estandar. Dado
z € I estandar, es claro que existe un 2’ € QNI tal que 2’ =~ x. Entonces
f(z) = f(2') = g(2') = g(x) y, como ambos son estandar, f(x) = g(z). Esto
prueba que f y g coinciden en I. n

Ejercicio: Si D C E C R son conjuntos estandar, se dice que D es denso en E si todo
punto estandar de E esta infinitamente cerca de un punto de D. Demostrar que si dos
funciones continuas en E coinciden en un subconjunto denso, entonces son iguales.

3.3 Funciones derivables

Antes de entrar en el concepto que nos va a ocupar en esta seccion (la deri-
vabilidad de funciones) vamos a ocuparnos de una cuestion técnica: hemos visto
que la continuidad de una funcién en un punto (estdndar) x depende en gran
medida del dominio de la funcion, pues, segin en qué dominio la consideremos,
éste podra contener méas o menos puntos infinitamente proximos a . En el caso
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de la derivabilidad vamos a exigir que el dominio de la funcion contenga a todos
los puntos infinitamente proximos a x:

Definicion 3.15 Un conjunto estandar D C R es un entorno de un punto
estandar xg € D si h(xg) C D. También diremos que xg es un punto interior
de D. Diremos que D es abierto si es entorno de todos sus puntos.

Ejercicio: Demostrar que los intervalos |a, 8], o, +oo[, |—o0, B[ y ]—o0, +00[, son
abiertos, mientras que cualquier otro no lo es.

El concepto de derivada que ahora vamos a introducir mide la velocidad a la
que varia una funcion cuando varia su variable. Tal vez el caso mas tipico sea el
propio concepto de velocidad. Si e(t) representa el espacio que ha recorrido un
movil hasta el instante ¢, la diferencia e(t + h) — e(t) es el espacio que recorrera
en los proximos h segundos a partir de ¢, (o el que ha recorrido en los tltimos
h segundos, con signo negativo, si h < 0). El cociente

e(t+h) —e(t)
h

es entonces una aproximacion a la velocidad del movil en los proximos h segundos
(o en los altimos A segundos si h < 0, donde al dividir hemos corregido el signo
negativo del numerador).

Decimos que es una aproximacion porque si obtenemos, por ejemplo, 10 m/s,
esto no significa que, durante el tiempo h, el moévil se haya movido realmente
a 10 m/s. Podria ser que se hubiera movido mucho mas deprisa durante los
primeros instantes y mucho mas despacio en los ultimos, de modo que los 10 m/s
no son mas que la velocidad media que ha llevado en el intervalo en cuestion.

Cuando menor sea el valor de h, esta velocidad media se parecera méas a la
velocidad real a la que se movia en el instante ¢. El mayor parecido posible lo
encontraremos cuando consideremos un incremento de tiempo h infinitesimal:

Definicion 3.16 Sea f : D C R — R una funcién estandar y sea x € D un
punto interior estandar. Diremos que f es derivable en z si existe un nimero
estandar f’(x) tal que, para todo h = 0, h # 0, se cumple

flx+h) - fz)

L= s @),

El namero f'(z) (obviamente tnico) se llama derivada de f en el punto z.

Si D es abierto y f es derivable en todos los puntos de D, entonces tenemos
definida la funcién derivada ' : D — R.

En estos términos, si e(t) representa el espacio recorrido por un mévil hasta
un instante ¢, su derivada €’(t) representa la velocidad del mévil en cada ins-
tante ¢. En un ejemplo como éste, es razonable suponer que la funcion e(t) sera
derivable, pero, en general, debemos tener presente que una funcién dada puede
tener o no tener derivada en un punto dado.
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Como en el caso de la continuidad, es inmediato que la derivabilidad de una
funcion estandar en un punto estandar depende tnicamente de los valores que
toma la funcién sobre el halo del punto. Sin embargo, como exigimos que dicho
halo esté contenido en el dominio de la funcion, resulta que la derivabilidad en
un punto no depende de que consideremos un dominio mayor o menor.

Ejemplo La funcion f : R — R dada por f(x) = 22 es derivable en R, y su
derivada es f'(x) = 2.

En efecto, basta probar que existe la derivada en un punto estiandar x € R
arbitrario. Si h = 0 es no nulo, entonces

_ 2 .2 2,9 2 .2
f(a?—&—hf)b f(x):(x—i—h})l L + xh}j—h x — 9w b~ o,

luego® f/(z) = 2x. .
La derivabilidad es una propiedad mas fuerte que la continuidad:

Teorema 3.17 Si una funcion f : D C R — R es derivable en un punto
xog € D, entonces es continua en xg.

DEMOSTRACION: Podemos suponer que todos los datos son estandar. To-
memos T & Ty, T # Tg, y llamemos h = z — xy. Por la definicién de derivada

tenemos que
f($) _hf(xO) ~ fl(xo),
luego f(z) — f(zo) = hf'(z0) = 0, luego f(z) ~ f(xo). Esto significa que [ es

continua en xg. [

Interpretacion geomeétrica de la derivada Sea f : D C R — R una
funcién estandar derivable en un punto estandar zg € D. Consideremos la
grafica de f:

Iy ={(z,y) eR* |z €D, y=f(z)}

Llamemos m = f/(x) y consideremos la funcion t(z) = zg+m(z—zg), cuya
grafica es la recta que pasa por el punto (g, f(zo)) con pendiente m.

Fijado un namero real r > 0, la homotecia de radio r y centro (zo,yo) es la
aplicacién H, : R? — R? dada por

HT(U7U) = (55071/0) + r(u — X,V — yO)

6Una de las mayores criticas que recibia el calculo diferencial en sus inicios era el hecho
de que los matematicos tomaban cantidades infinitesimales h que consideraban no nulas al
aceptarlas como denominadores validos de los cocientes que definen a la derivadas, pero que,
al final del calculo, las eliminaban considerandolas nulas, como nosotros acabamos de eliminar
la h de la expresion 2z +h. Observemos que nuestra definiciéon de derivada justifica totalmente
estos hechos.
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Geométricamente se puede calcular asi: trazamos la recta que une (xg,yo)
con (u,v) y movemos (u,v) por dicha recta hasta que su distancia a (zg, yo) se
multiplique por r. Si7 > 1 estamos aplicando al plano una “lupa” de r aumentos
que deja fijo al punto (xo,y9). Es claro que H, también deja invariantes a las
rectas que pasan por (o, yo)-

Vamos a considerar, concretamente, una homotecia de centro (zg, f(x0)) y
radio infinito r. Al aplicarsela a la grafica de ¢ obtenemos nuevamente la grafica
de t, pues es una recta que pasa por el centro de la homotecia.

Veamos qué obtenemos cuando se la aplicamos a la gréafica I'y. Obviamente,
llegamos al conjunto

1Ty = {(zo +r(u—w0), f(x0) + r(f(u) — f(w0))) €R* | u € D}.

omemos un par estandar (z,y) que esté infinitamente préximo a un punto
T tand té infinit t OXi t
(',y') € rI'; (en el sentido de que z ~ 2/, y ~ y'). Entonces

rrx =x9+r(u—mx),

para cierto u € D, que cumplira

Tr — X

U~ xy+ =x9 + h,

donde h = (x — xg)/r es infinitesimal. Como f es continua en xy, tenemos que

y =y = f(xo) +7(f(u) — f(zo)) = flzo) +r(f(zo +h) — f(20))
Asi pues,

f(xo +h) — f(x0)

Y (x —x0) = f(w0) + m(x — x0) = (),

y = f(zxo) +

luego y = t(x).

Hemos probado que los puntos finitos de rI'; estan infinitamente cerca de los
puntos estandar de la recta t(z). Reciprocamente, si € R es cualquier punto
estandar, una comprobacion analoga muestra que el punto (z,t(z)) de la recta
t(x) esta infinitamente cerca del punto de rI'y determinado por el parametro
u € D que cumple

x =z + r(u—xp).

(Se cumple que uw € D porque u = z9g € D y D es abierto.) En definitiva:

Cuando ampliamos infinitamente la grifica de f alrededor del punto
(o, f(x0)), ésta se convierte en una curva infinitamente proxima a
la recta

y =0+ f'(z0)(z — 20).
Esta recta recibe el nombre de recta tangente a la grifica de f en el
punto (zo, f(20))-
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El punto crucial es que decir que una recta se parece a la grafica de f
alrededor de x( en el sentido de que, para puntos infinitamente préximos, la
diferencia es infinitesimal, es no decir nada. Eso lo cumplen todas las rectas
(estandar) que pasan por (zg, f(xg)). (En efecto: si g(zg) = f(zg), por la mera
continuidad, cuando x = xg, se cumple que g(z) ~ f(xzo) = f(z)). Lo que
distingue a la recta tangente de las demaés rectas es que la diferencia entre f(x)
y t(x) sigue siendo inapreciable (infinitesimal) cuando aplicamos una homotecia
que hace apreciable (es decir, finita, pero no infinitesimal) la diferencia entre x

Y Zo-

La figura muestra la grifica de f(x) = 22 y su
recta tangente para x = 1, que, segin hemos cal-
culado, tiene pendiente f'(1) = 2. Podemos ver el
parecido entre ambas para puntos cercanos a x = 1.
Esto so6lo significa que, para puntos a una distancia
apreciable, pero pequena, de xq, la diferencia es apre-
ciable, pero pequena. Lo que hemos probado es que si
ampliamos infinitamente la figura, la diferencia entre
1 ambas seguira siendo inapreciable.

En la préctica, una homotecia de radio suficientemente grande provoca el
mismo efecto sobre una curva derivable. Por ejemplo, cuando miramos hacia el
mar, el horizonte es un arco de circunferencia que resulta indistinguible de una
linea recta.

Ejercicio: Definimos el halo de rT'; como el conjunto de todos los puntos de R? infini-
tamente préximos a puntos de rI'y. Probar que la recta tangente es la estandarizacién
del halo de rI';.

Esta interpretacion geométrica esta estrechamente relacionada con la inter-
pretacion de la derivada como incremento instantdneo. Por ejemplo, si e(t) = t2
es la posiciéon que ocupa un moévil que se desplaza sobre una recta, sabemos que
su velocidad es v(t) = 2t, lo que significa que esta acelerando de forma continua,
puesto que su velocidad es cada vez mayor. Si en el instante ¢t = 1 dejara de
acelerar, a partir de ese momento su posiciéon ya no seria ¢2, sino que pasaria a
moverse a velocidad constante v = 2 y su posicién en cada instante vendria dada
por la recta tangente e(t) = 1+ 2(¢ — 1). Podemos decir que la recta tangente
en un punto x representa lo que seria la grafica de la funcién si, desde el punto
r, mantuviera constante su tasa de crecimiento. n

Nos ocupamos ahora del calculo explicito de derivadas:

Teorema 3.18 Consideremos dos funciones f, g : D C R — R y un punto
interior x € D. Entonces:

a) Si f es constante, entonces es derivable y f'(x) = 0.

b) Si f y g son derivables en x, también lo son f+g y fg, y

(f+9) (@) =f(x)+d'(x), (f9)(z)=f(x)g(z)+ f(x)d (z).
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c) Si f es derivable en x y o € R, entonces af también es derivable en x y

(af) (z) = af'(x).

d) Si f y g son derivables en x y g no se anula en D, entonces f/g es
derivable en x y

(f/9) (x) =

DEMOSTRACION: Veremos solo el caso del producto y del cociente. Podemos
suponer todos los datos estdndar. Para derivar fg tomamos h =~ 0 no nulo y
calculamos

[z +h)g(z+h) - f(2)g(z)

h
_fle+h)glz+h)— flz+h)g(z) [lz+h)g(z)— flz)g(z)
B h + h
:f(x+h)g(x+h})l_g(x)+ ()f(ac—i-hf)L—f()

~ f(2)g'(z) + g(2)f (@),
donde hemos usado que f es continua en x.
Para el cociente tenemos
flzt+h)  f(x)

gt ~ 9@ _ f@+h)g(x) = f(x)g(x +h)
h hg(z + h)g(x)

flx+h)g(x) — f(x)g(z) + f(x)g(z) — f(z)g(x + h)
hg(x + h)g(z)

B (@) — fo) TS p@)g(@) - f@)g(x)
9@+ M) gl

Ejercicio: Probar inductivamente que si, para n € N\ {0}, la funcién f(z) = 2™ es
derivable en R y f'(z) = na™"'. Generalizar la formula paran € Zy x € R\ {0}.

Teorema 3.19 (Regla de la cadena) Consideremos dos funciones
f:DCR—FECR, g:ECR—R

Si f es derivable en un punto x y g es derivable en f(x), entonces (f o g) es
derivable en x, y (f o g)'(z) = ¢'(f(2))f'(z).
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DEMOSTRACION: Podemos suponer que todos los datos son estandar. Sea
h =~ 0 no nulo. Entonces

g(f(x+h) —g(f(z)) _ g(flx+h)—g(f(x)) flx+h) = f(z)
h fl@+h)— f(x) h
~g'(f(2)f ().
Aqui hemos supuesto que f(z + h) — f(z) # 0, pero si f(x 4+ h) — f(z) =0,

entonces el miembro izquierdo vale 0 y, por otra parte,

F(z) ~ w —0,

luego f'(x) = 0 y sigue siendo cierto que

esto prueba la derivabilidad de la funcién compuesta. [

Veamos ahora algunos ejemplos de funciones no derivables:

Ejemplo La funcion valor absoluto es derivable en R excepto en 0.

En efecto, la funcion valor absoluto viene dada por

| = —x sixz <0,
- x six>0.

]

! Dado un namero real estdndar z, si x < 0 entonces la

funcion valor absoluto coincide en todo el halo h(x) con la funcion —z, que es
derivable y su derivada es —1. Igualmente, si x > 0 la funcién valor absoluto
coincide en h(z) con la funcién x, que tiene derivada 1, luego el valor absoluto
es derivable en todo x no nulo. Para z = 0 tomamos un infinitésimo h # 0 y
calculamos
bl —10] _ |n|
h h
Observamos que este cociente toma el valor 1 o —1 segun el signo de h, luego
no hay un tnico namero estandar que esté infinitamente proximo a todos los
valores que puede tomar este cociente. Por consiguiente, no existe la derivada
en x = 0. Hemos obtenido que la derivada es

m,:{fl siz <0,
1 siz>0.

En general, la no derivabilidad se traduce en que la grafica de la funcion
tiene un “pico” en el punto. Si aplicamos una homotecia de radio infinito y
centro (0, 0), la grafica del valor absoluto seguira teniendo exactamente el mismo
aspecto que tiene en la figura, con su pico, de modo que no se parecerd a una
recta. Alternativamente, la figura muestra también que no hay ninguna recta
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que pase por (0,0) y que pueda confundirse con la grafica de la funcion para
valores infinitesimales de x: si se parece a la grafica para valores positivos, sera
muy distinta para valores negativos, y viceversa. n

Ahora veamos un ejemplo en el que la grafica de una funcion no tiene ningin
pico en un punto y se parece a una recta en un entorno infinitesimal del punto
y, pese a ello, la funcién no es derivable en dicho punto:

Ejemplo La funcion f(x) = x es derivable en R excepto en © = 0, y su

derivada es 1

f/(l") = m

En efecto, de la identidad 3 —1 = (z —1)(22 + = + 1) se deduce, cambiando
x por z/y y multiplicando por y3, que

® =y’ = (z—y)(@® + 2y + 7).

Tomemos ahora un z € R estandar no nulo y un infinitésimo A no nulo.
Calculamos

Vet h—Yzr  (Vo+h— )/ (z+h)?2+ Yz +hi/z+ Va?)
h B W3/ (x+ k)% + Vo + hifz + Va?)
r+h—x _ 1

W/ (@ + h)2 + Yo+ hi/z+ Va2) e+ h)?2+ Yo+ hifz+ Va?
1
= ﬁ

En el tltimo paso hemos usado que la funcién /= es continua, tal y como
lo hemos demostrado en el ejemplo de la pagina 83. Esto prueba la existencia
de la derivada. Sin embargo, si = 0, tenemos que

Vh-v0 1
h TYR2

es infinito, ya que, si y = *V/h2, entonces y> ~ h% ~ 0, luego y> = 0, luego
y = 0, luego Vh2 ~ 0. Asi pues, el cociente no esté infinitamente proximo a
ningtn nimero estandar.

La grafica muestra lo que sucede: la grafi-
ca tiene una recta tangente en el punto (0, 0),
pero ésta es vertical, y su pendiente es, por
lo tanto, infinita. Si le aplicamos a la grafica
una homotecia de radio infinito con centro
(0,0), obtenemos la recta vertical z = 0. La
derivada de una funcién en un punto es la
pendiente de la recta tangente a la grafica en
dicho punto, puede no existir porque no exista tal recta (como en el caso del
valor absoluto) o porque la recta tangente sea vertical, como en este caso. =
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Veamos ahora algunas relaciones entre las derivadas y el comportamiento de
las funciones.

Definiciéon 3.20 Una funcion estandar f : Ja,b] — R tiene un mdzimo local
(resp. minimo local) en un punto estandar xg € |a,b[ si para todo = =~ z¢ se
cumple que f(z) > f(xg) (resp. f(xz) < f(zp)). Si la condicién se cumple
con desigualdades estrictas diremos que f tiene un mdximo o un minimo local
estricto en xg.

Es obvio que si f toma en z( su valor maximo o su valor minimo (y, en tal
caso, diremos que f tiene un mdzimo global o un minimo global en xy), entonces
también tiene un méaximo o un minimo local en z.

Teorema 3.21 Si una funcién derivable f :]a,b] — R tiene un mdzimo o un
minimo local en un punto xg de su dominio, entonces f'(xq) = 0.

DEMOSTRACION: Podemos suponer que todos los datos son estandar. Si
f'(zo) > 0, entonces, para todo z = xy se cumple que

TOZT0) o i) >

luego también el cociente es > 0y, si © > xp, tenemos que f(x) — f(xg) > 0,
es decir, f(x) > f(zo), lo que prueba que zp no es un maximo local. Si x < zg
obtenemos que f(x) < f(zo), luego zp tampoco es un minimo local. En el caso
f/(xz0) < 0 razonamos andlogamente. "

Ejemplo La grdifica de la pdgina 81 muestra que la funcion

B —x+1
3

tiene un mdzximo y un minimo local. Vamos a calcularlos.

fz) =

3z2—1
3

se anula, que son claramente il/\/g. Segun la grafica, —1/\/§ ha de ser el
méaximo local y 1/v/3 ha de ser el minimo local. Podemos llegar a la misma
conclusion sin mirar la grafica. Para ello argumentamos que f’ ha de tener el
mismo signo en todos los puntos de cada intervalo

—oo,—l/\/é[, }—1/\/5,1/\@{, }1/\/§,+oo{,

va que es claramente continua y en ellos no toma el valor 0. Si tomara signos
distintos, deberia anularse, por el segundo teorema de Weierstrass. Basta eva-
luar f/ en un punto cualquiera de cada intervalo para concluir que la derivada
es positiva en el primero, negativa en el segundo y positiva en el tercero.
Ahora bien, que la derivada sea positiva significa que, en todo punto, la
funcion experimenta incrementos positivos ante incrementos positivos de la va-
riable, luego ha de ser creciente en los intervalos primero y tercero, mientras

Para ello calculamos la derivada f/(z) = y buscamos los puntos donde
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que, andlogamente, ha de ser decreciente en el segundo, ya que, en este inter-
valo, incrementos positivos de la variable dan lugar a incrementos negativos de
la funcion.” Por consiguiente, el punto —1/ V/3, donde la funcién pasa de ser cre-
ciente a ser decreciente, ha de ser un méaximo local, mientras que 1//3, donde
pasa de ser decreciente a ser creciente, ha de ser un minimo local. ]

Ahora vamos a demostrar la relacion que acabamos de utilizar entre el signo
de la derivada y la monotonia de una funcién. En realidad vamos a obtener
mucho mas que esto:

Teorema 3.22 (Teorema de la funcién inversa) Sea f : ]a,b] — R una
funcion derivable cuya derivada nunca tome el valor 0. Entonces:

a) f es estrictamente mondtona.

b) Si f es mondtona creciente, entonces f'(x) > 0 para todo x € ]a,bl.
c) Si f es mondtona decreciente, entonces f'(x) < 0 para todo x € la, b|.
d) Erxiste un intervalo abierto I tal que f :]a,b[ — I es biyectiva.

e) La funcion f=' : I — Ja,b| es derivable y, si x € la,b| y llamamos
y = f(x) € I, se cumple que

DEMOSTRACION: Podemos suponer que los datos son estandar. La funcién
f ha de ser inyectiva, pues si existieran numeros a < z < y < b tales que
f(z) = f(y), el teorema anterior aplicado al intervalo [x,y] nos daria un punto
donde la derivada de f valdria 0.

Por el teorema 3.13, sabemos que f es mondtona (estricta, porque es inyec-
tiva). Si es monotona creciente, entonces, para todo z € ]a, b estandar y todo
h = 0 no nulo, tenemos que

flz+h) - f(z)
h

luego también f/(z) > 0. Igualmente se razona que si f es decreciente la derivada
es negativa.

>0,

Sea I la imagen de f, de modo que f : Ja,b[ — I biyectiva. Hemos de
probar que I es un intervalo abierto. Supongamos que f es monétona creciente.
En el caso contrario se razona analogamente. Probaremos que I es un intervalo
mediante el teorema 2.63. Si«a, § € [ y a < v < 3, entonces existen z, y € ]a, b|
tales que f(xz) = «, f(y) = B. Por la monotonia, ha de ser x < y. Por el
teorema 3.11 existe un z € |z, y[ tal que f(z) =+, luego v € I.

"Esto es lo que cabe esperar que suceda, teniendo en cuenta la interpretacion de la derivada
como el incremento instantaneo de la funcion. No obstante, todavia no hemos demostrado
que una funcién con derivada positiva es creciente y una funciéon con derivada negativa es
decreciente. Lo probamos justo a continuacion.
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Falta probar que I es abierto. Esto es consecuencia de que, si a € I, entonces
existe un = € Ja,b[ tal que f(z) = a. Si h > 0 es infinitesimal, entonces
x—h <z <z+h,luego f(x—h) < a < f(x+h)ylos dos extremos estan en I,
luego a no puede ser uno de los extremos de I. En otras palabras, los extremos
de I no pertenecen a I, luego I es un intervalo abierto.

Sea h ~ 0 no nulo y sea ' = f~1(y +h) — f~1(y) # 0, de modo que
i y+h)=z+1,

luego f(x + h') = f(x) + h. Observemos que h’ es infinitesimal, pues si no lo
fuera habrfa un nimero estandar r entre  y z+h’, con lo que f(r) estaria entre

f(x)y f(z+ 1), conlo que f(z)# f(z+h') y h#0.

Ahora basta observar que

ffly+h) =) _ i _ 1 ~ L
h = e i@ EEE )
Por consiguiente (f~1)(y) = 1/f'(x). .

Por ejemplo, ahora podemos calcular facilmente la derivada de la raiz n-sima:

Teorema 3.23 La funcion f(x) = {/x es derivable en ]0,+00] y su derivada

es
1

n ,”/xn—l )

DEMOSTRACION: La funcién g : |0, +o00] — ]0, +oo[ dada por g(y) = y»
es derivable y su derivada ¢'(y) = ny" ! no se anula. Su inversa es claramente
la funciéon f del enunciado, luego, por el teorema anterior, es derivable, y si
r = y", tenemos que

f'z) =

Ejercicio: Probar que si f : ]Ja,b[ — R es derivable y su derivada toma valores
positivos y negativos, entonces también toma el valor 0. Generalizar este hecho para
probar que si f'(u) < a < f'(v), existe un w entre u y v tal que f'(w) = a.

Ejercicio: Supongamos que f : [a,b] — R es continua en [a, b] y derivable en |a, b y
que la derivada no se anula en ningin punto. Demostrar que f es mondtona estricta
en [a,b]. (El teorema de la funcién inversa sélo prueba que lo es en ]a, b|.)

Es evidente que las funciones constantes tienen derivada nula. En cambio,
no es tan facil probar que si una funcion tiene derivada nula (en todos los
puntos) es necesariamente constante. Esto es una consecuencia del llamado
teorema del valor medio, que deduciremos de un resultado ligeramente mas
general. Previamente, necesitamos el siguiente hecho elemental:
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Teorema 3.24 (Teorema de Rolle) Si f : [a,b] — R es una funcion conti-
nua en [a,b] y derivable en |a,b] y f(a) = f(b), entonces existe un c € |a,b[ tal

que f'(c) =0.

DEMOSTRACION: Si f es constante, entonces su derivada vale 0 en todos los
puntos. En caso contrario, existe un punto z € Ja, b[ tal que f(z) # f(a). Esto
implica que, o bien f no toma su maximo valor en a y en b, o bien f no toma
su minimo valor en dichos puntos.

Por el teorema 3.10 existen puntos en [a,b] donde f toma su méximo valor
y su minimo valor. Segun lo dicho, uno de ellos, digamos ¢, es distinto de a
y b. Si f toma un valor maximo o minimo global en ¢ € ]a, b[, entonces toma
también un maximo o minimo local y, por el teorema anterior, f'(¢) =0. =

Teorema 3.25 (Teorema de Cauchy) Sean f, g : [a,b] — R funciones
continuas en [a,b] y derivables en |a,b[. Existe un c € |a,b| tal que

f(©)(g(d) = g(a)) = g'()(f(b) — f(a))-
DEMOSTRACION: Llamemos h(z) = f(x)(g(b) — g(a)) — g(x)(f(b) — f(a)),

que es una funcion continua en [a, b] y derivable en ]a, b[. Ademas

h(b) = h(a) = g(b)f(a) — f(b)g(a).

El teorema de Rolle nos da un punto ¢ € Ja, b[ donde h'(c) = 0, pero esto es
la férmula del enunciado. ]

El teorema siguiente es el caso particular del anterior cuando tomamos como
funcién g la identidad g(z) = x:

Teorema 3.26 (Teorema del valor medio) Sea f : [a,b] — R una funcion
continua en [a,b] y derivable en ]a,b[. Entonces existe un c € la,b| tal que

f() = fla) = f(e)(b— a).
Como consecuencia podemos probar lo que habiamos afirmado:

Teorema 3.27 Si una funcion f : [a,b] — R es continua en [a,b] y tiene
derivada nula en ]a,b], entonces es constante.

DEMOSTRACION: Para cualquier par de puntos u, v € [a,b], el teorema
anterior nos da que f(u) — f(v) = 0. n

Equivalentemente, si dos funciones f, g : Ja,b| — R son derivablesy ' = ¢,
entonces f = g + k, para cierto k € R.

Otra aplicacion del teorema del valor medio es el estudio de la concavidad o
convexidad de una funcién. La interpretacion geométrica de la concavidad y la
convexidad es que una funcion es convexa si al unir dos puntos de su grafica con
un segmento L, éste queda por encima de la grafica, mientras que es concava si
queda por debajo.
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T

Tz Y z Y
Funcién convexa Funciéon concava

Para concretar, fijemos una funcion f : [a,b] — R y consideremos dos
puntos a < x < y < b. Llamemos L : [x,y] — R a la funcion dada por

cuya grafica es claramente el segmento que une el punto (z, f(z)) con (y, f(y)).

La funcion f sera convexa si f(z) < L(z) para todo punto z < z < y, y serd
concava si se da la desigualdad contraria. No obstante, vamos a reformular esto
de una forma mas conveniente.

Para ello observamos que la funcion g(\) = (1 — M)z + Ay cumple ¢(0) = z,
g(1) =yy ¢g(A) =y—=x >0, de donde se deduce que g : [0,1] — [z,y] es
biyectiva y creciente.

Asi pues, cada punto = < z < y se expresa de forma tnica como

z=(1-=Nz+ Ay, 0< A<,
En estos términos,
L(z) = Lw = Ay — 2)) = F(@) + A(F(y) — F@)) = (1= N (@) + A ().
Asi pues, podemos dar la siguiente definiciéon de concavidad y convexidad:

Definiciéon 3.28 Una funcion f : [a,b] — R es conveza si para todo par de
puntos a < x < y < by todo nimero 0 < A < 1 se cumple que

S =Nz +dy) < (1= f(x) + Af(y)
Si se da la desigualdad contraria, la funcién es concava.
Por ejemplo, la gréfica de la pagina 81 muestra que la funcién

B —x+1

fa) =T

es concava en |—o0, 0] y es convexa en [0, +oo[. El teorema siguiente nos da la
forma de comprobarlo analiticamente:

Teorema 3.29 Sea f : [a,b] — R wuna funcion continua en [a,b] y derivable
enla,b[. Si f es mondtona creciente (resp. decreciente) en |a,b|, entonces f es
convezxa (resp. concava) en [a, b].
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DEMOSTRACION: Supongamos que f’ es creciente (el caso contrario es ana-
logo). Tomemosa <z <y <by0 < A < 1yllamemos z = (1-A)z+Ay. Hemos
de probar que f(2) < (1 — A f(z) + Af(y). Como f(2) = (1— Nf(2) + Af(2),
esto equivale a

(1 =Nf(z) +Af(2) < (L= N f(2) + Af(y),

(1 =N(f(z) = f(2)) < AMf(y) = f(2))-

Por el teorema del valor medio, existen ntimeros = < ¢ < z < d < y tales
que

f@) = f@) =fz—2),  fly)—f(z)=f(d)y - 2)

Por otra parte,
1-XNz—2)=1-N)((A=Nz+Iy—2)=(1—-)A(y—2)

=AMy — (1 =Nz —Ay) = Ay — 2),

con lo que
Q=N (f(2) = f(2)) = A =N f'(c)(z —2) < Af'(d)(y — 2) = A(f(y) — f(2)),
que era lo que tenfamos que probar. L]

Ejemplo Consideremos nuevamente la funcion

3
P —x+1
xr = —-
fla) ==
cuya grifica estd en la pdgina 81. Vamos a estudiar su concavidad y convezidad.
Para ello calculamos su derivada

32 —1
3

fiz) =

Hemos de estudiar dénde es creciente y donde es decreciente esta funcién.
Como también es derivable, podemos hacerlo a través de su derivada, que es lo
que se conoce como sequnda derivada de la funcion f:

f(z) = 2a.

Claramente f”(z) < 0en ]—00,0[ y f”(z) > 0 en |0, 4o0[. Esto implica que
f" es decreciente en el primer intervalo y creciente en el segundo, luego, tal y
como muestra la gréfica, f es concava en el primer intervalo y convexa en el
segundo. n
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3.4 Derivadas sucesivas, la formula de Taylor

Definicion 3.30 Si f : D C R — R es derivable en un abierto D, a su
derivada f’ se la llama también primera derivada de f, y se representa por
fY : D — R. Si ésta es, a su vez, derivable, su derivada se llama derivada
sequnda de f, y se representa por f2 : D — R. Diremos que una funcién es
k-veces derivable en D si se pueden calcular de este modo sus derivadas hasta
f® . D — R. Estas derivadas se llaman derivadas sucesivas de f. (Es ttil
adoptar el convenio de que f9 = f.) Diremos que f es infinitamente derivable
(o de clase C™) en D si existe f*) para todo k € N.

Diremos que f es de clase C* en D si existen las derivadas hasta orden k
y son continuas. (En realidad la cuestion es que sea continua f*), porque las
anteriores lo seran por ser derivables.)

De los resultados que hemos visto sobre continuidad y derivabilidad se sigue
inmediatamente que la suma y el producto de funciones de clase C* es de clase
C*, asi como el cociente, si la funcion denominador no se anula. La composicion
de funciones de clase C* es de clase C*. (Todo esto para k € N y también para
k = o00.) Si llamamos C*(D) al conjunto de las funciones de clase C* en D,
tenemos que C*(D) es un subanillo de C°(D) = C(D). Claramente contiene a
todas las funciones polinémicas.

Sif:D CR — R es una funcion derivable en a € D, sabemos que f toma,
cerca de a, valores muy similares a su recta tangente:

t(x) = f(a) + f'(a)(z — a).

Ello se debe esencialmente a que f(a) = t(a) y f'(a) = t'(a). Cabe esperar
que, cuantas més derivadas sucesivas tengan en comun dos funciones en un
punto, mas parecidas seran alrededor de dicho punto. Esto no tiene por qué
ser necesariamente asi, pero cabe investigar en qué condiciones la igualdad de
derivadas se traduce en similitud de las graficas.

Asi pues, vamos a estudiar la posibilidad de aproximar funciones con poli-
nomios que compartan derivadas sucesivas en un punto. El punto de partida es
el teorema siguiente:

Teorema 3.31 Dada una funcion f : D C R — R derivable k veces en D y
dado un punto a € D, existe un tnico polinomio TF f(x) de grado < k tal que
(T.f)P(a) = f9(a) parai=0,...,k. Concretamente, es el dado por:

k n) a
7h @) =3 T\ ey,

n=0

DEMOSTRACION: Consideremos un polinomio de la forma

P(x) = cu(z —a)",

n=0
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y vamos a ver que podemos determinar de forma tunica los coeficientes ¢,, para
que sus derivadas coincidan con las de f hasta el orden k. Si derivamos:
E
P(z) = Ynep(w—a)"',  PY(a) =,

n=1

P (z) = Zk: n(n —1ep(z —a)" 2, P?(a) = 2¢,,

() = ijgn(n —1)(n—2)ea(z—a)" 3, PY(a) =323,

y es facil ver que, en general, ha de ser P”)(a) = nlc,. Asi pues, para que las
derivadas de P coincidan con las de f en el punto a, los coeficientes han de ser
necesariamente

Pn) (a)

Cp = 1
n.

Definicion 3.32 Si f : D C R — R es k-veces derivable en el abierto D,
llamaremos polinomio de Taylor de grado k de f en el punto a al polinomio

k n) a
:Z ! ng )(:c—a)”.
n=0 '

Observemos que T2 f(z) = f(a)+ f'(a)(z—a) es la recta tangente a la gréfica
de f en el punto a.

Los polinomios de Taylor son ttiles para calcular aproximadamente muchas
funciones, pero esto requiere tener informacion sobre el error de la aproxima-
cién, es decir, sobre lo que podemos llamar el resto de Taylor de orden k de la
funcién f:

R f(x) = f(z) = T; f(x)

El caso ideal se da cuando f es de clase C*° en D y, para todo = € D, se

cumple que liin RE f(z) = 0, pues esto significa que podemos expresar la funciéon

f como serie infinita:®

Esta serie, tanto si converge como si no y, en caso de que converja, tanto si
converge a f como si no, se llama serie de Taylor de la funcion f alrededor del
punto a.

8Dada una sucesién {zn }n>0, Su serie asociada es la sucesiéon Z Zn = {Sm}m>0, donde

Sm = Z ZTpn = o+ +Xm. Los términos Sy, se llaman sumas pa'rczales de la serle Cuando
n=0
la serie es convergente, su limite (llamado suma) se representa igualmente por Z Tn.
n=0
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Teorema 3.33 Sea f: I C R — R wuna funcion derivable k + 1 veces en un
intervalo abierto I y sea a € I. Para todo x € I, x # a, existe un c estrictamente
comprendido entre a y x tal que

k1) (o
fa) = T @) + s = ).

DEMOSTRACION: Supongamos, por concretar, que a < z. Consideremos la
funcion F : [a, 2] — R dada por

k
_ Q) n
F(t) = f(t) +; e
Claramente, F(z) = f(z) y F(a) = TFf(z), luego queremos estudiar la
diferencia F(x) — F(a). Claramente, F' es continua en [a, x] y derivable en ]a, 2.
Observemos que

k n+1) n)
F =10+ Y (P - L),

Vemos que se cancelan todos los términos de la suma excepto el tltimo, de
modo que

n=1

fk+1)(t)
TR

Sea G : [a,z] — R cualquier funcién continua en [a, x| derivable en ]a, z[.
Por el teorema de Cauchy 3.25 tenemos que existe a < ¢ < z tal que

G'(c)(F(x) = Fa)) = F'(c)(G(x) — G(a)).

F'(1) (2~ )*

Si G’ no se anula en ]a, z[, podemos escribir

G(z) = G(a) f*(c)
G'(c) k!

(z — ).

flz) =Ty f(z) =

k+1

La expresion del enunciado resulta de tomar G(t) = (x —t) n

De aqui se deduce una sencilla condicién suficiente para que una funcién
coincida con su serie de Taylor. Necesitamos el resultado siguiente:

Teorema 3.34 Six > 0 entonces limz™/n! = 0.

DEMOSTRACION: Podemos suponer que x es estandar. Si m es un ntumero
natural infinito y n es el menor natural mayor que x, entonces

m n

m—1
= 11
m!  n!

k=n-+1

En efecto, el primer factor es finito porque es estandar, el segundo también
porque todos los términos son menores que 1 y el tercero es infinitesimal. =

~ 0.

3=

> 8
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Teorema 3.35 Sea f : I — R wuna funcion de clase C*° en un intervalo
abierto I, sea a € I y sea x € I tal que las derivadas sucesivas de f estén
uniformemente acotadas en el intervalo de extremos a y x, es decir, tal que
exista una constante M de modo que |f™ (t)| < M™ para todo n € N y todo t

en dicho intervalo. Entonces

o0 ’ﬂ)
= Z ! nsa) (x —a)".
n=0 ’
DEMOSTRACION: Hemos de probar que
tm(f(x) ~ T f(x)) = 0.

Por el teorema 3.33 sabemos que existe un c entre a y x tal que

0 (e) k |/ ()]
_ Tk‘ +1 — k+1
£(@) = T @) = | Gy o= )| = Sy el
< Mlz—a)*
(k+1)!
cuando k es infinito, por el teorema anterior. L]

En la seccién siguiente veremos algunas aplicaciones de este teorema.

3.5 Exponenciales y logaritmos

Vamos a demostrar que, para cada a € R, a > 0, existe una tnica funcién

continua al) : R — R que cumple a' = a y satisface la ecuacion funcional
a*tV = a%aY, para todo z,y € R.

Veamos algunas propiedades que ha de tener esta funcién exponencial:

O =1, pues a = at = o't = qla® =

0 =040 = 4%, ha de ser a® = 1.

a) a
a

b) a* #0y a~® = 1/a®, pues a®a~* = a’ = 1.

a® = aa®, luego a® # 0 y, como

¢) Si m € Z, entonces a™ coincide con la exponencial usual para nimeros
enteros en un cuerpo. La ecuaciéon funcional implica que esto es asi para
m > 0, sabemos que a® = 1 y el apartado b) nos da que también es cierto

para m < 0.

d) a* > 0, pues a'

que la exponencial tendria que anularse en algin punto.

=a >0y, sia® <0 para algin x, la continuidad implica

e) a™/™ = {/a™, para todo m/n € Q (n > 0). En efecto, la ecuacion
funcional implica que (am/ ™M = @™ y sabemos que a™'™ > 0, luego ha

de ser a™/™ = /am.



3.5. Exponenciales y logaritmos 107

El apartado e) junto al teorema 3.14, implica que, si existe la funcion expo-
nencial a®, es Unica.

Demostraremos que la funcion exponencial f(z) = a® es, de hecho, derivable
en R. Admitiendo que lo es, podemos calcular su derivada: Si x € R es estdndar
y h es infinitesimal, tenemos que
—a” Lalh—1

h N h

Asi pues, si llamamos k, = f/(0), tenemos que f'(x) = k,a”. Esto implica,

a su vez, que, si es derivable, la exponencial es de clase C*° en R.

~ f'(0)a”.

Empezaremos demostrando que podemos escoger una base e > 0 tal que la
exponencial e” existe y cumple k., = 1, de modo que coincide con su propia
derivada. Esta condicién, junto con que e’ = 1, determina completamente la
funcién que buscamos. En efecto: Fijado x € R, no nulo, como e* ha de ser
continua, el teorema 3.10 nos da que ha de estar acotada en el intervalo [0, 2] (o
[r,0]), es decir, que existe un M tal que |e!| < M para todo t € [0, z] (o [z, 0]).
Como las derivadas de e han de ser ellas mismas, la cota vale para sus infinitas
derivadas, y el teorema 3.35 (con a = 0) nos da que se ha de cumplir

n
! .

Ooil'
eI:E —
n

n=0

Hasta aqui, lo tinico que hemos demostrado es que, si existe una funcién e”
que sea igual a su propia derivada y que cumpla e = 1, ha de venir dada por el
desarrollo en serie que acabamos de indicar. Seguidamente demostramos, para
empezar, que dicha serie siempre converge:

o0
Teorema 3.36 Para cada x € R, la serie ) %7 es convergente.
n=0
DEMOSTRACION: Basta probar que converge cuando x es estandar. A su vez,
basta ver que la serie es de Cauchy. Para ello tomamos dos ntimeros naturales
infinitos m < p y hemos de ver que S,(z) — S,,,(z) ~ 0. Ahora bien:®

p n p n m P n—m
x =" _ || ||
Z n! Z n! m! Z n!/m!
n=m n=m n=m
2™ < nem _ o™ 1= (al/m)Pm
< = ~ 0.
- ml Z (Izl/m) m! 1—|z|/m

Aqui usamos que el segundo factor es finito (teniendo en cuenta el teo-
rema 2.18) y el primero es infinitesimal por el teorema 3.34. L]

9La tltima igualdad se basa en la conocida formula para la suma de una serie geométrica
finita:
1— xn+1
l+z+a’+fa"=—"—+
11—z



108 Capitulo 3. Calculo diferencial de una variable
Definicion 3.37 Llamaremos funcion exponencial a la funcion e* : R — R
dada por
z o0 l.n T 2 1.3
e = —_— = ]_ €T —_ —_— —_— e
P ottt

Claramente, se trata de una funcién estandar y cumple ¢° = 1. Ahora

probamos que cumple la ecuacién funcional esperada:
Teorema 3.38 Para todo par de niumeros reales x, y se cumple que

ey = %Y,

DEMOSTRACION: Podemos suponer que = e y son estdndar. Sea m € N

infinito. Entonces'®
m om : 2m n
oy z' / Z 1 k, n—k
e'e’ = E - E - = Yy
| | | _ |
prr e S8/ Ao El(n —k)!
2m n 2m n
_ 1 n 2Ry = Z (z+y) o oY
n! k n!
n=0 k=0 n=0

y el tltimo término son estandar, tenemos e*TY = e%eY.

Como el primer
u

Maés atn, la funcién exponencial también cumple la propiedad que nos ha
llevado hasta su serie de Taylor:

Teorema 3.39 La funcion exponencial es derivable en R, y su derivada es ella

misma.
DEMOSTRACION: Tomemos z € R estandar y h ~ 0 no nulo. Entonces

etth _ ev el —1

Basta probar que

Tomamos primero un z estandar tal que 0 < |z| < 1. Entonces, para todo

natural infinito m, se cumple

- r  a? ™
efmlt gt oyt
! m!

y asf (usando que 1/ es estandar, luego finito)

et —1 1~x xm—l
r N§+...+ m!

10Notemos que todos los sumatorios siguientes son sumas finitas, lo cual justifica todas las

manipulaciones de indices.
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Por consiguiente, usando nuevamente la formula de las series geométricas:

e’ —1

X

o~ fel™" e
T~ o] T-lal

_1’z<|wl+~-~+|m|m4=

y, como los extremos son estandar, tenemos la desigualdad

e —1 ‘ ||

x 1—|=|

En principio, esto vale para todo x estandar tal que 0 < |z| < 1, pero por
transferencia vale incluso para el infinitésimo h, es decir,

~ 0.
1—1h|

e —1 |h|
h

A partir de aqui ya podemos afirmar que e* cumple todas las propiedades
que hemos deducido al principio de la seccién para a igual al nimero'!

= 1
e=e' =3 — = 2718281828459
n=0"¢

En particular sabemos que e > 0, y lo mismo vale para su derivada, porque
es ella misma. Esto nos permite aplicar el teorema de la funcién inversa.

Teorema 3.40 La funcidn exponencial e® : R — )0, 400 es biyectiva y mond-
tona creciente.

DEMOSTRACION: El teorema de la funcion inversa nos da que la exponencial
es mondtona creciente y que biyecta R con un intervalo abierto. De la propia
definicién de la exponencial (mirando los dos primeros términos de la serie) se
sigue que, si > 0, entonces z < 1 +x < e”.

Aplicando esto a 1/z, vemos que 1/z < e'/* = 1/e~/* luego, en definitiva,

e T << e®,

Como la imagen de la exponencial es un intervalo, esto prueba que contiene
a todo z > 0, luego ha de ser |0, +o0]. .

En particular, el teorema de la funcion inversa que acabamos de aplicarle a
la exponencial garantiza que existe la funciéon inversa y es derivable:

Definicién 3.41 Llamaremos logaritmo a la funcion inversa de la funciéon ex-
ponencial:
log : ]0, +00[ — R

11Una regla mnemotécnica para las primeras cifras del ntimero e es contar las letras de cada
palabra de la frase “te ayudaré a recordar la cantidad”.
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El logaritmo existe y es derivable por el teorema de la funcién inversa. Si
f(x) =logz y llamamos y = log z, de modo que z = ¢¥, dicho teorema nos da
que .

e’ , . 1 . 1
3 f(@) = oWz
2 log z La figura muestra las graficas de las funciones
exponencial y logaritmo. Las relaciones ¢ = 1 y

/ e! = e se traducen en que logl =0 yloge=1. A
B iz 3 & suvez, la ecuacion funcional de la exponencial da

5 lugar a otra para el logaritmo:

-2 log zy = logx + log y.

En efecto, si x = e“, y = ¢¥, entonces xy = e**Y, luego
logzy = u+ v =logx + logy.
De aqui se sigue que, para todo n € Z,
log z" = nlogx.

En principio se cumple para n > 0, pero la relacién logz~! + logz = logl =0
permite extender la relacion a todos los enteros.

El teorema siguiente proporciona la que podriamos haber tomado como de-
finicién alternativa de la funcién exponencial. En particular muestra que 1°° es
una indeterminacién.

Teorema 3.42 Para todo x € R se cumple que

e = lim (1+£)n.
n

n

DEMOSTRACION: Basta probarlo para x estandar. Como log x tiene derivada
igual a 1 en x = 1, si h ~ 0, tenemos que

log(1+h) _ 1
h ~ .

Aplicamos esto a h = x/n, donde n € N es infinito. Entonces
nlog (1 + E) A L.
n

Equivalentemente:
n
log (1 + E) R
n

y, como la exponencial es continua en x, tenemos que

(1+£) ~ e”.
n
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1 n
e:l'm(1+) .
n n

Ahora ya podemos definir la exponencial para cualquier base a > 0:

En particular,

Definicion 3.43 Para cada a € R, a > 0, definimos la funcidn exponencial

a® = emloga'

Obviamente, la exponencial es continua y cumple a' = a, asi como la ecua-
cién funcional a®*tY = a®a¥. Por la discusiéon vista al principio de la seccién,
es la Gnica funcion con estas propiedades. También es claro que f(x) = a® es
derivable en R, y su derivada es

f'(z) = a"loga.

Observemos que, para a = e, la exponencial que acabamos de definir es la
que ya teniamos definida. Ahora podemos generalizar las propiedades de la
exponencial y el logaritmo:

(e®)¥ = e, log z¥ = ylog x.
En efecto, por definicion
(ez)y _ 6ylogem -

Como z¥ = e¥1°8 tenemos que log z¥ = ylog z.

Ejercicio: Demostrar que a) : R — 10, +00[ es creciente si a > 1, decreciente si
a < 1y constante si a = 1. Si a # 1, su inversa viene dada por

1
log, =z = 08T
loga
Ejercicio: Demostrar que la funcion f(z) = 2 tiene derivada f'(z) = az®"' en

10, +-o0[.

Teorema 3.44 El numero e es irracional.

DEMOSTRACION: Segiun el teorema 3.33:

1 e
=D = (k+ 1)

para un cierto numero 0 < ¢ < 1. Teniendo en cuenta que e¢ < e < 3, vemos

que
k

1 1 3
(k+1)! <€‘n§ﬁ< &+ 1)
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luego
k3

1 3
0< ——<kle— )y —<—<~—
E+1 Z nl T k+1" 4
n=0
para k > 3. El sumatorio es un ntamero entero. Si e fuera racional podriamos
tomar k suficientemente grande como para que k! e fuera también entero, pero
entonces tendriamos un entero m tal que 0 < m < 3/4, lo cual es absurdo. m

Ejemplo La funcion f: R — R dada por

@) . <o
' _ stz <0,
0.4 f(LE) - {6_1/’5 st x> 0.
e es de clase C™ y cumple f™(0) = 0 para todo

n € N. Por lo tanto, no coincide con su serie de
Taylor (que es idénticamente nula).

-1 ' 1 2 3 4 5

La figura muestra la grafica de la funcion f. Aunque es > 0 para todo z > 0,
vemos que se confunde con el eje horizontal en un intervalo apreciable.

Vamos a probar que las derivadas de f tienen la forma siguiente:

0 six <0,
fn)<x) = {el/zP(m) siz >0,

z2n

donde P(x) es un polinomio de grado < n.

Razonamos por induccién sobre n. Se cumple claramente para n = 0. Si
es cierto para n, es obvio que, para r < 0, existe f”+1)(0) =0. Paraz > 0

también es claro que existe la derivada, y es

_P Pl 2n 2nP 2n—1
fn+1)(l,) o l/m x2ng_$2) + e/ (I)x x4;l (I)x
p—y —P(x) P'(x)z—2nP(z)\ =y —P(x) + P'(x)x? — 2nxP(x)
- r2(n+1) r2n+l - 22(n+1) :

Es claro que el numerador es un polinomio de grado < n + 1.
Falta probar que existe f"t1)(0) = 0. Para ello basta ver que si h > 0 es
infinitesimal, entonces

fr(h) — fm(0)
h

_ ,—1/h ~
=€ / Bant1 ~ 0.

En otras palabras, vamos a probar que, para todo polinomio P(x) y todo
n € N, la funcion
0 siz <0,

g(x) = {el/m P(x) siz >0,

x2n+1
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es continua en 0. Como es una propiedad interna, podemos suponer que n 'y P
son estandar. Entonces, P(h) ~ P(0) es finito. Basta probar que

e—1/h

h2n+1 ~ 0.

Ahora bien, del desarrollo en serie de la funcién exponencial se sigue que,
para todo x > 0 y todo m € N, se cumple que

Lo aplicamos a z = 1/h y a m = 2n + 2, con lo que obtenemos

~1/h

0< <

lo que concluye la prueba. [

3.6 Limites de funciones

A la hora de describir una funcién es interesante determinar céomo se com-
porta cerca de los puntos donde no esta definida:

Definicion 3.45 Sea f : D C R — R una funcién estandar y sea zp € R
(estandar) un punto de acumulacion de su dominio (es decir, un punto que
cumpla h(xz) N (D \ {z}) # @). Diremos que f converge a un punto estandar
l € R cuando z tiende a xg, y lo representaremos por

lim f(z) =1,

r—rT0o
si para todo = € D tal que x = x¢ y © # x¢, se cumple que f(x) =~ .

Observemos que una funcién no puede converger a mas de un limite (estan-
dar) en un mismo punto, lo cual justifica que hayamos dado nombre al limite.

En realidad hemos calculado ya muchos limites, s6lo que nunca hemos tenido
la necesidad de destacarlo. Por ejemplo, es inmediato que una funcion f es
continua en un punto de acumulacion xy de su dominio si y sélo si

Tr—rxo
y que una funcién es derivable en un punto interior  de su dominio si y s6lo si

existe h

Como en el caso de las sucesiones, podemos definir limites infinitos:
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Considerando de nuevo una funcion estandar f : D C R — R y un punto
de acumulacion (estandar) oy de su dominio, diremos que

lim f(z) = +o0

Tr—xo

si cuando © € D, x = xg,  # xo, se cumple que f(x) > 0 es infinito.

Si f(z) es infinito, pero f(z) < 0, entonces diremos que

:rliggg f(SC) = =00,

si f(x) es infinito, pero su signo puede depender de z, entonces diremos que

lim f(x) = oo.

T—T

También podemos definir limites en infinito:

Definiciéon 3.46 Sea f: D C R — R una funcién estandar cuyo dominio con-
tenga puntos infinitos positivos (resp. negativos) y sea [ € R un punto estandar.
Diremos que

lim f(z)=1 (resp. mgr_noo flx)=1)

r—+00

si cuando = € D es infinito y > 0 (resp. = < 0) se cumple que f(z) ~ .

Dejamos que el lector conjeture el significado obvio de las cuatro variantes
(seis —de hecho— si ademas quitamos el signo al infinito de la derecha)

lim f(z) = +oo.

r—too

Todos los resultados algebraicos sobre limites de sucesiones valen igualmente
para limites de funciones, con las mismas pruebas. Por poner un ejemplo:

Si una funcion f: D C R — R no se anula en su dominio y xy es un punto
de acumulacion de D:

lim f(z)=0 siysdlosi lim 1/f(z)=occ.

Tr—T0o rT—rx0o

Esto se cumple porque si € D cumple x &~ x, x # x, entonces f(x) ~ 0
siy solo si 1/f(z) es infinito. u

La relaciéon entre limites de sucesiones y limites de funciones es también
elemental:

Teorema 3.47 Si f: D C R — R cumple que existe

lim f(x) =1

T—To

Yy {Tn}n>0 €s una sucesion contenida en D tal que lim,, x, = x¢, entonces

lirrln flzn) =1L
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Esto es valido igualmente si xg = +00 0 si l = +o0.

Veamos algunos ejemplos de limites de interés:

e lim e =400, lim e*=0.
T—r+00 T——00

En efecto, de la serie de Taylor de la exponencial se deduce que, para
x > 0 se cumple 1 + = < €”, luego si « > 0 es infinito, e* también lo es.
Si < 0 es infinito, entonces e~ es infinito, luego e* es infinitesimal.

e lim logx = +o0, lim logx = —o0.
r—+00 z—0
En efecto, si x > 0 es infinito, pero logz es finito, entonces podemos
acotarlo por nimeros estandar m < logz < M, con lo que e™ < x < eM |
lo que implica que z es finito, contradiccién. (Sabemos que logz > 0
porque el logaritmo es positivo para ntumeros « > 1.) Igualmente se razona
el segundo limite.

e Sia>1, entonces lim a® =400, lim a® =0.

T—+00 T——00

Se deduce de lo anterior, teniendo en cuenta que loga > 0.

e Sia<1,entonces lim a® =0, lim a® = +oc0.
T—-+00 T——00

Se deduce del caso anterior, pues a* = (1/a)~".

e Sia >0, entonces lim x% = +oo.
T—r+00

Se deduce de la definicion de la exponencial y de los casos anteriores.

e Sia <0, entonces lim z® =0.
r—+00

Basta observar que z® = 1/z~¢.

e Sin € Nes par y no nulo, lim 2™ = +oc.
T——00

En efecto, si n = 2k y = < 0 es infinito, entonces x>

y 2% > 22 también lo es.

es infinito y positivo,

e Sin € N es impar y no nulo, lim z" = —oo0.
r— — 00

En efecto, ahora n = 2k + 1 y, como antes, x2*

22kl < (0 también lo es.

> 0 es infinito, luego

Si tenemos un polinomio (estandar):
P(z) =2" + ap_12" ' 4+ 4 a1z + ao,

podemos expresarlo en la forma

Ay a a
Pa)=a" (1+ 22 4+ L+ 20,
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Si M es una cota estandar para los coeficientes a;, tenemos que

Qp— a a M 1-1/z"
"714_...4_ 1_ _i_io Sii/'
x an—l g x 1-1/x

Esto vale para todo x # 0. Si z es infinito, la segunda fraccion es finita, y
la primera infinitesimal, luego todo el paréntesis de la expresion de P(x) esta
infinitamente cerca de 1, luego es finito y positivo, y P(x) es infinito y tiene el
signo de z™. Asi pues,

lim P(z) = 4o0, lim P(z) =

T——+00 T——00

+o00  sin es par,
—00 Sl n es impar.

Notemos que hemos supuesto que el coeficiente director de P(z) era a,, = 1.
El resultado vale igualmente si a,, > 0, pero si a, < 0 hay que invertir todos
los signos. (Esto se demuestra expresando P(z) = a,Q(x), donde Q(x) tiene
coeficiente director unitario.)

Teorema 3.48 Todo polinomio de grado impar se anula en al menos un punto.

DEMOSTRACION: No perdemos generalidad si suponemos que su coeficiente
director es positivo. Entonces
lim P(z) = 400, lim P(z) = —o0,
r—r+00 T—r—00

luego, si > 0 es infinito, tenemos que P(x) > 0, P(—xz) < 0. El teorema 3.11
implica que existe un ¢ € R tal que P(c) = 0. "

Algunas reglas de derivacion se traducen en limites que tienen interés por si
mismos. Por ejemplo, el hecho de que la derivada de e® en x = 0 vale e = 1
equivale a que

et —1
lim
x—0 x

=1

Similarmente, el hecho de que la derivada de logz en x = 1 valga 1/1 =1

equivale a que

1
ogr _ |

lim
x—0

Estos y otros muchos limites pueden obtenerse a partir de una regla general:

Teorema 3.49 (Regla de L’Hopital) Sean f,g : Ja,b] — R dos funciones
derivables tales que g y g’ no se anulen en Ja,b[. Supongamos que

lim f(z) = lim g(x) =0

r—a z—b

Yy que existe

FEntonces existe
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DEMOSTRACION: Tomemos cualquier nimero a < ¢t < b y consideremos las
funciones f, g : [a,t] — R extendidas a a con los valores f(a) = g(a) = 0. Es
claro que asi son continuas en [a,t] y derivables en ]a,t[. Podemos aplicar el
teorema de Cauchy 3.25, segtn el cual existe un niimero a < ¢ < t tal que

(f(t) = f(a))g'(c) = (9(t) = g(a)) f'(c).

Como ¢’ no se anula, g es estrictamente mondtona, luego el segundo factor
no es nulo. Podemos despejar:

Hemos tomado un t arbitrario. Si lo escogemos t = a, entonces también
¢~ a, con lo que
Q) f'(x)

7~ i
g(t) s g'(z)

y esto prueba el teorema. [

)

Es evidente que la regla de L’hopital vale igualmente con limites cuando
x — b e incluso, combinando los casos |a, c[ v ]¢,b[, se demuestra trivialmente
esta otra version:

Teorema 3.50 (Regla de L’Hoépital) Sean f,g : Ja,b] — R dos funciones
derivables tales que g y g’ no se anulen en |a, b[ excepto en un punto a < ¢ < b.
Supongamos que f(c) = g(c) =0 y que existe

f'(@)
z—cC g’(x) ’

FEntonces existe
f(z)

- fl@) @)
alcgr}: g(x) _alc1—>m£: g'(z)’

También es facil deducir una versioén para limites en 4oo:

Teorema 3.51 (Regla de L’Hopital) Sean f,g : |a,+oo[ — R dos funcio-
nes derivables tales que g y g’ no se anulan. Supongamos que existen

lim f(z)= lim g(z)=0

r—r+00 Tr—+00

ast como )
Entonces existe
lim @ = lim f’(m)
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DEMOSTRACION: Podemos suponer a > 0. Basta considerar las funciones
F,G:]0,1/a[ — R

dadas por F(z) = f(1/x), G(x) = g(1/x). Es claro que son derivables, asi como
que existe

lim F'(z) = lim G(z) =0,

z—0 x—0

lim F(z) = lim 7]”(1/33)%21 = lim I'@)
0 Gi(a) e g (fm)sk  eoteo g(@)

xr
(Notemos también que ni G ni G’ se anulan.) Por la version ya probada, sabemos

que existe
/
o F@ @)
=0 G(x) 2-+00 ¢'(x)

pero esto equivale a
lim & = lim .
e gla) T e (a)

~

De aqui deducimos a su vez una version para el caso en que las funciones
tienden a infinito:

Teorema 3.52 (Regla de L’Hopital) Sean f,g : ]Ja,+oo[ — R dos funcio-
nes derivables tales que g y g’ no se anulen en ]a,+oo[. Supongamos que

lim f(z)= lim g(z) =00

xr— 400 T—r+00

Yy que existe

!
lim @) .
z—+00 g’(;z;)
FEntonces existe ,
lim —f(x) = lim (@)

z—>400 g(x) Tz 4o g’(aj) ’

DEMOSTRACION: Podemos suponer que todos los datos son estandar. Sea

)
P gy

Esto implica que si M > a es infinito y ¢ > M, entonces

O
g b

luego, en particular,
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Por transferencia, esto es valido también para todo ¢ mayor que un cierto
M > a estandar. Sea x > a un numero real infinito. Por el teorema de
Cauchy 3.25, existe un numero M < ¢ < x tal que

[(@)~ fOM) _ F(©)
g(x) —g(M)  g'(c)

Notemos que, como ¢’ no se anula, la funcién g es mondtona, luego el denomi-

nador de la izquierda es no nulo. Observemos ahora que

fl@) _ fl)—fM) — flx)  g(x) —g(M)
g(x)  g(x) —g(M) f(z) = f(M)  g(x) ~

y
fa) L g g g0
fl@)=f(M) 1= f(M)/f(x) 9(x) glz) 7
luego
g(x)  g'c)’

donde hemos usado que el cociente de la derecha es finito, tanto si ¢ es finito
como si es infinito. Por consiguiente:
x
M — L‘ <€
9(x)
Esto vale para todo z infinito, luego también vale para todo x > z(, donde
o > a es un numero estindar que depende de €, pero si x > 0 es infinito,
cumplird = > xzy para cualquier x(y estandar, luego cumplird la desigualdad
anterior para todo € > 0 estandar. Asi pues,

luego

- flx)
lim —= = L.
a—+o0 g(x)

Dejamos como ejercicio la prueba de este altimo caso (que tiene su version
analoga con limites en b en lugar de en a):

Teorema 3.53 (Regla de L’Hopital) Sean f,g : Ja,b] — R dos funciones
derivables tales que g y g’ no se anulen en |a,b]. Supongamos que

lim f(z) = lim g() = oo

Y que existe
!/
o @)
z—a g’(x)

f(z)
9

FEntonces existe ,
lim —% = lim f (x)
z—a (x) z—a g’(x)
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Ejercicio: Estudiar las funciones seno hiperbélico y co-
seno hiperbdlico, definidas como sigue:
x —x x —x

& (&
her= ——— hx =
sennx 2 y cosnx B

Demostrar que senh’z = coshz, cosh’z = senhz, que
satisfacen la relacion

2 2
cosh®z —senh”z =1

asi como que cumplen todas las propiedades que mues-

tran sus graficas (crecimiento, decrecimiento, maximos y

minimos, concavidad y convexidad, limites en 4+00).
Demostrar que las restricciones

senh: R — R, cosh : [0, +oo[ — [1, 4+o00]

son biyectivas, por lo que existen las inversas

argsenh: R — R, argcosh : [1, +oo[ — [0, 400,

(lamadas argumento del seno hiperbdlico y argumento del coseno hiperbdlico.)
Demostrar que sus derivadas son

argsenh’(x)

= — argcosh’(z) =

1
V1t a2 22— 1



Capitulo IV

Calculo integral de una
variable

4.1 La integral de Riemann

El concepto de integral de una funcion nos permite calcular ciertas sumas
de infinitos nameros infinitesimales. Se trata de un esquema muy general que
admite interpretaciones muy diversas en contextos muy distintos, de entre las
cuales la méas simple y la méas natural a la hora de presentar la definicién es
el problema del calculo de areas. El area de un rectangulo es —y podemos
considerar esto como una definicion— el producto de su base por su altura.
Vamos a ver que este hecho, junto con algunas propiedades obvias que es natural
suponer al concepto de area (por ejemplo, que si una region esté contenida en
otra mayor, el area de la primera sea menor o igual que la de la segunda)
determina completamente un tnico valor numeérico para el area de cualquier
region plana razonable.

= Concretamente, vamos a ver que la integral de
f(2) una funcion f : [a,b] — R puede interpretarse
como el area limitada entre su gréfica y el eje x (la
region sombreada en la figura). En ella hemos dibu-
jado también una familia de rectangulos que tocan
a la grafica de la funcion y quedan por debajo de
ella, y otra que queda por encima. De este modo, la
a p suma de las 4reas de los rectdngulos “inferiores” ha
de ser menor que el area sombreada, y la suma de las areas de los rectangulos
“superiores” ha de ser mayor.

Empezamos describiendo formalmente la construccion que muestra la figura:

Definicién 4.1 Una particién de un intervalo [a,b] es un subconjunto finito
P de [a,b] tal que a,b € P. Si P tiene n 4 1 elementos, podemos numerarlos

121
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univocamente en la forma
P={a=x0<m <--- <z, =0}
Llamaremos Az; = x;41 — z; > 0. La norma de P es

IP|| = méx Az; > 0.
7

Una funcion f : [a,b] — R esta acotada si existe un namero M € R tal que
|f(z)| < M para todo x € [a, b].

Si f esta acotada y P es una particion de [a, b], definimos
m; = inf{f(z) | z € [xi—1, ]}, M; =sup{f(x) | z € [x;-1, 2]}

(Obviamente son conjuntos no vacios acotados superiormente por cualquier cota
M de f e inferiormente por —M, luego tienen supremo e infimo.)

Definimos la suma inferior y la suma superior de Riemann de f respecto a
la particion P como

s(f,P) = Zn:miAIu S(f,P)= iMzA%
=1 ;

i=1

Volviendo a la figura anterior, si P es la particion del intervalo [a, b] formada
por las bases de los rectangulos que hemos dibujado, entonces los rectangulos
inferiores tienen altura m; y los superiores M;. La suma inferior de Riemann es
la suma de las areas de los rectangulos inferiores y la suma superior es la suma
de las areas de los rectangulos superiores. Por consiguiente, son aproximaciones
por defecto y por exceso al drea sombreada.’

Vamos a demostrar que, para funciones razonables, las aproximaciones se
hacen infinitamente buenas cuando tomamos particiones de norma infinitesimal.
La clave para ello es el teorema siguiente, que nos permite comparar las sumas
calculadas con dos particiones distintas:

Teorema 4.2 Sea f : [a,b] — R wuna funcion acotada y sean P C P’ dos
particiones de [a,b]. Entonces

s(f, P) < s(f,P') < s(f,P) +2Mr|P|,

S(f,P) = S(f,P") = S(f, P) —2Mr| P,

donde M es una cota de f yr es el nimero de elementos de P'\ P.

1Pero hemos de advertir que si la funcién f tomara valores negativos, los valores de m; y
M; en las regiones donde esto sucediera serian también negativos, con lo que la porcién de
area situada bajo el eje X se contaria negativamente, de modo que, en realidad, las sumas de
Riemann serian aproximaciones a la diferencia entre el area situada sobre el eje X y el area
situada bajo él.
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DEMOSTRACION: Vamos a probar el teorema por induccion sobre r. Supon-
gamos en primer lugar que P’ consta de un tinico punto més que P. Llamemos
7' a este punto, que estara entre dos puntos de P, digamos z;_; < 2’ < z;.

Vamos a llamar m’ y m” a los infimos de f en los intervalos [z;_1,2'] ¥y
[’ ;], mientras que m; es el infimo en [z;_1,z;].

De la inclusion [x;_1,2'] C [x;-1,2;] y de la definicién de infimo se sigue
facilmente que m’ > m;, e igualmente m’’ > m;. Claramente,

s(f, Py —s(f,P)=m/(z' —zi—1) + m"(x; — 2') — my(z; — i_1)

=(m' —m;)(z' — zi—1) + (m" —m;)(x; —2’) > 0.

Por otra parte, m' — m; = |m’ — m;| < |m/| + |m;| < 2M, e igualmente
m"”—m; < 2M. Ademés 2’ —x;_1 < z;—x;_1 < ||P|| y también ' —x;_1 < || P||.
Por lo tanto

s(f, P') —s(f,P) <2M|P].

Esto prueba el teorema para r = 1. Si es cierto para r y P’ tiene r + 1
puntos adicionales, consideramos la particion P” que resulta de eliminar uno de
estos puntos. Basta aplicar la hipotesis de induccion y el caso r = 1 ya probado
(notemos que |P”| < || P]]):

s(f,P) < s(f,P") < s(f, P') < s(f, P") +2M||P"|
< s(f, P) +2Mr||P|| + 2M||P|| = s(f, P) + 2M(r + 1)|| P|.
El caso de las sumas superiores es completamente analogo. [

En particular tenemos que cualquier suma inferior es menor o igual que
cualquier suma superior:

Teorema 4.3 Sea f : [a,b] — R una funcion acotada y sean P, P’ particiones
de [a,b]. Entonces

s(f, P) < S(f, P').
DEMOSTRACION: Basta tomar P’ = P U P’ y aplicar el teorema anterior:
s(f,P) < s(f,P") < S(f, P") < S(f,P").

Notemos que la desigualdad central se sigue inmediatamente de la definicion de
las sumas inferiores y superiores. n

Esto se interpreta como que entre cualquier suma inferior y cualquier suma
superior debe encontrarse el area limitada por la funcién f.

Definicién 4.4 Sea f : [a,b] — R una funcion acotada. Definimos la integral
inferior y la integral superior de Darbouzr como

b b
/ f(z) dz = sup s(f. P), / f(x) dz = mi S(f, P),
Ja P a P

donde P recorre las particiones de [a, b].
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Notemos que el supremo de las sumas inferiores existe porque el conjunto de
todas ellas es obviamente no vacio y, segtin el teorema anterior, esta acotado su-
periormente por cualquier suma superior. Igualmente, el conjunto de las sumas
superiores estd acotado inferiormente por cualquier suma inferior. También es

evidente que
b —b
/f(x) dx §/f(ac) dx

La integral inferior es el valor al que aproximan las sumas inferiores de Rie-
mann (con mas exactitud cuanto menor sea la norma de la particion), mientras
que la integral superior es el valor al que aproximan las sumas superiores. Ahora
probamos que, para aproximarnos a las integrales inferior y superior mediante
sumas de Riemann, no tenemos que preocuparnos de escoger con cuidado la
particion que empleamos, sino que nos sirve cualquier particién (de norma)
infinitesimal.

Teorema 4.5 Sea f : [a,b] — R una funcion estindar acotada. Si P es una
particion infinitesimal de [a,b], entonces

b b
S(P.f) ~ / f@)dr,  S(P.f)~ / /() d.

DEMOSTRACION: Sea € > 0 estandar. Existe una particiéon P/, que podemos
tomar estandar, tal que

/a Ta)de— < s(P', ) < / Ta)d.

Sea k el namero de elementos de P’, que sera finito. Sea P = PUP’. Entonces,
el nimero de puntos de P\ P es r < k. Si M es una cota (estandar) de f, el
teorema 4.2 nos da que

s(P,f) < s(P", f) < s(P, f) +2Mr|| P,

lo que implica que s(P, f) ~ s(P”, f), puesto que || P|| es infinitesimal. Por otra
parte,

b
/f(m) do— e < s(P', f) < s(P". f),

de donde
b b
/f(:z:) de —e<s(P,f) < /f(x) dz.

Como esto vale para todo € > 0 estandar, ha de ser
b
s~ [ 1@)de

La prueba para sumas superiores es completamente anéloga. L]
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Equivalentemente, la integral inferior (resp. superior) es la parte estandar
de cualquier suma inferior (resp. superior) correspondiente a una particion in-
finitesimal. En particular, todas las sumas inferiores (resp. superiores) corres-
pondientes a particiones infinitesimales estdn infinitamente proximas entre si.
Ahora bien, no tiene por qué suceder que las sumas inferiores estén infinitamente
préoximas a las superiores. En esto consiste precisamente la integrabilidad:

Definiciéon 4.6 Una funcion acotada f : [a,b] — R es integrable (Riemann) si
su integral inferior coincide con su integral superior, en cuyo caso, a este valor
comun se le llama integral (de Riemann) de f,y se representa por

/;f(x) da = _/al}(@ do :/:}(a:) da.

Asi pues, f es integrable cuando las sumas inferiores y las sumas superiores
aproximan ambas a un mismo niimero real, que se convierte asi en el tnico
valor que podemos tomar como definicién del area limitada por la grafica de la
funcién. Insistimos, no obstante, en que la interpretaciéon de una integral como
suma de infinitos términos infinitesimales es mucho mas amplia, y se aplica en
muchos contextos que no tienen ninguna relacién directa con el célculo de areas.

Por ejemplo, si v : [a,b] — R es la velocidad de un mévil en cada instante ¢,
los valores m; y M; son estimaciones por defecto y por exceso de la velocidad
que el movil ha mantenido a lo largo del periodo [t;+1,%;], con lo que m;At; y
M;At; son estimaciones por defecto y por exceso del espacio recorrido en dicho
periodo, las sumas s(v, P), S(v, P) son estimaciones por defecto y por exceso
del espacio recorrido en el intervalo de tiempo [a,b], y lo mismo vale para la
integral inferior y la integral superior. Por consiguiente, si v es integrable, su
integral ha de ser exactamente el espacio recorrido por el movil en [a, b].

La siguiente caracterizacion no estandar de la integrabilidad, cuya prueba
es inmediata, es mucho mas practica que la definicion (clasica) en términos de
integrales inferiores y superiores, es decir, en términos de supremos e infimos:

Teorema 4.7 Sea f : [a,b] — R una funcion estindar acotada y sea P una
particion de [a,b] de norma infinitesimal. Entonces, la funcion f es integrable
sty solo si s(P, f) = S(P, f), en cuyo caso, la integral es la parte estandar de
estas sumas.

Ejemplo La funcion f :[0,1] — R dada por
1 sizeQ,
flz) = {0 sizeR\Q,
no es integrable Riemann.

En efecto, basta tener en cuenta que, si P es cualquier particion de [0, 1], es
claro que s(f,P) =0y S(f,P) =1. "

Notemos que la funcion del ejemplo anterior es discontinua en todos los
puntos. En el extremo opuesto, tenemos el teorema siguiente:
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Teorema 4.8 Si f : [a,b] — R es una funcidn continua, entonces es integra-
ble.

DEMOSTRACION: Podemos suponer que f es estandar. Observemos que f
esta acotada por el teorema 3.10. Sea P = {xg,..., =y} una particion infinite-
simal de [a,b]. De nuevo por el teorema 3.10, existen puntos x;_1 < u;,v; < x;
tales que m; = f(u;), M; = f(v;). Notemos que u; =~ v;, luego ambos tienen la
misma parte estandar w € [a,b]. Como f es continua en w, tenemos que

m; = flw) = f(w) = f(v;) = M.

Por consiguiente, 6 = max(M; — m;) es infinitesimal, y
K2

(M; —my)Az; < 6> Az; =6(b—a) =0,

1 =1

S(f,P)—S(f,P):

luego S(f, P) = s(f, P). n

Veamos ahora las propiedades béasicas de las funciones integrables:

Teorema 4.9 Si f y g son funciones integrables en un intervalo [a,b] y o € R,
también son integrables f + g, fg y af. Ademds:

/ (@) + 9(a)) do = / ' flaydn 1 / " @) de,

/abaf(x)dz:a/abf(x)da:.

Si f(x) < g(z) para todo = € [a,b], se cumple que

[ swae< [ gwyae

DEMOSTRACION: Podemos suponer que todos los datos son estandar. Sea
P una particion infinitesimal de [a, b]. Es facil comprobar que

mi(f +9g) =2mi(f) +mi(g), Mi(f+g) < M(f)+ Miyg),
con lo que
s(f,P)+s(g,P) <s(f+g,P) <S(f+g,P) < S(f,P)+5(g,P).

Como f y g son integrables, los extremos de estas desigualdades son ntimeros
infinitamente proximos, luego los cuatro términos estan infinitamente proximos
entre si. Esto prueba que f + g es integrable, asi como que

b b b
/ (f(x)+g(x))dx ~ S(f+g,P) = S(f,P)+S(g, P) = / f(z) d:v—i—/ g(x)dz.
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Para af tenemos que m;(af) = am;(f), M;(af) = aM;(f), y razonamos
analogamente.

Ahora vamos a probar que si f s6lo toma valores > 0, entonces f2 es in-
tegrable. Para ello observamos que? m;(f?) = m;(f)? v Mi(f?) = M;(f)?,
luego

(M;(f)? = mi(f)?)Az;

M:

S(f2,P) = s(f* P) =

i=1

(Mi(f) +mi(f)(Mi(f) = mi(f))Az; < 2M(S(f, P) — s(f, P)) = 0,

donde M es una cota (estandar) de f en [a,b]. Esto prueba la integrabilidad de
la funcién f2.

Ahora veamos que f? es integrable incluso aunque tome valores negativos.
Para ello observamos que, si M es una cota de f, la funciéon f + M sélo toma
valores positivos, y es integrable porque la funcién constante M es continua
y la suma de funciones integrables es integrable. Por la parte ya probada,
(f + M)? = f2 4+ M? + 2M f es integrable, pero también hemos probado que
M? +2M f es integrable, luego f? es integrable.

I
@A
I

En general, hemos probado que los cuadrados de las funciones integrables
son integrables. Por consiguiente:

(f+9)?—(f—9)?
4 b

fg=

también es integrable.

Por altimo, si f(z) < g(x) para todo x € [a,b], tenemos que (g — f)(z) >0
para todo x € [a, b], y de la propia definicion de integral se sigue que

/abg(x) dz — /abf(x) dz = /ab(g(x) — f(x))dz > 0.

En particular hemos probado que el conjunto de las funciones integrables en
[a,b] es un subanillo de F([a,b]) que contiene a C([a, b]).

Si f es una funcién definida en un intervalo mayor que [a, b], diremos que es
integrable en [a, b] cuando lo sea f|[q4)-

Teorema 4.10 Sea f : [a,b] — R wuna funcion acotada y sea a < ¢ < b.
Entonces [ es integrable en [a,b] si y sdlo silo es en [a,c] y en [c,b], en cuyo

caso
/f M—/f m+/f )dx.

2Probamos, en general, que si f : [u,v] — [0,+00[ es una funcién acotada, entonces

m(f?) = m(f) donde m representa al infimo en [u,v]. Para ello suponemos que los datos
son estandar y observamos que, para todo z € [u,v], se cumple 0 < m(f) < f(z), luego
m(f)2 < f(x)?, luego m(f)? es una cota inferior de f2. Por otra parte, existe un z € [u, ]
tal que m(f) =~ f(x), luego m(f)? ~ f(x)?, luego m(f)? es el infimo de f2. Igualmente se
razona con los supremos.
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DEMOSTRACION: Podemos suponer que los datos son estandar. Tomemos
particiones infinitesimales P, y P> de [a,c] y [c, b], respectivamente, de modo
que P = P; U P, es una particion infinitesimal de [a,b]. Es obvio que

e P2) = s(f, P); S(fla.c), Pr) + S(fliepr, Po) = S(f, P).

$(flja,es P1) + s(f

Por consiguiente:

S(f; P)=s(f, P) = (S(fliae)s Pr) = s(flia,e)s Pr)) + (S (fle01 P2) = s(flie) P2))-

Las tres diferencias de sumas son > 0, luego el miembro izquierdo es infini-
tesimal si y s6lo si los dos sumandos de la derecha lo son. ]

Ahora podemos probar la existencia de funciones integrables discontinuas:

Teorema 4.11 Si f : [a,b] — R es una funcion continua salvo a lo sumo en
un numero finito de puntos, entonces es integrable.

DEMOSTRACION: Podemos suponer que los datos son estandar. Vamos a
suponer en primer lugar que f es continua excepto en b. Por el Principio de
Idealizacion 11, existe un conjunto finito F' C [a,b] que contiene a todos los
elementos estandar de [a,b]. Uniendo F a una particion infinitesimal de [a, b],
obtenemos otra particiéon infinitesimal P que contiene a F'.

Sir € la,b] es estandar, consideramos las particiones P, = P N [a,r] y
P! = PN [rb]l. Claramente:

S(f,P) 7S(f,P) = S(f‘[a,r],Pr) 7s(f|[a,r]vpr) +S(f [r,b]7Prl) 7S(f‘[r,b],P7i)

< S(f|[a,r]aPT) - S(f'[a,r]>Pr) +2M(b—7’),

donde M es una cota (estandar) de f en [a,b]. Como f es continua en [a,7],
sabemos que es integrable, luego la diferencia de sumas de Riemann del ultimo
término es infinitesimal. Tomando partes estandar vemos que

b b
0 g/f(:c) do — /f(x) d < 2M (b — 7).

Como esto es cierto para todo nimero estandar a < r < b, la integral superior
ha de coincidir con la integral inferior.

El mismo razonamiento es vélido si f es continua salvo en a. Si f es continua
salvo en a y en b, tomamos a < ¢ < by concluimos que f es integrable en [a, ¢|
y en [, b], luego lo es en [a, b].

En general, si f es continua salvo a lo sumo en un conjunto finito de puntos
a=2x9 <z <<z, =D, entonces tenemos que f|j,, , ,,] es continua salvo
quiza en los extremos del intervalo, luego es integrable en [z;_1,;], y por el
teorema anterior es integrable en [a, b]. "
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Ejercicio: Probar que si dos funciones coinciden en un intervalo [a, b] salvo a lo sumo
en un ndmero finito de puntos, entonces una es integrable si y s6lo si lo es la otra, y
en tal caso las integrales coinciden.

Ejercicio: Probar que si f : [a,b] — R es integrable, también lo es |f| y

< /abwa:)\dx.

(Ayuda: probar que Mi(|f[, P) —mi(|f], P) < Mi(f, P) — mi(f, P).)

(z)dz

Nos ocupamos ahora del calculo explicito de integrales. En primer lugar
conviene observar que, si sabemos que una funcién es integrable, su integral se
puede aproximar mediante sumas construidas a partir de valores concretos que
tome la funcion en cada intervalo de una particion infinitesimal, sin necesidad
de calcular supremos e infimos:

Teorema 4.12 Sea f : [a,b] — R una funcion estindar integrable en [a, ],
sea P una particion infinitesimal (de n+1 elementos) y sea {y;}7—, un conjunto
de puntos tales que y; € [x;_1,x;]. Entonces

/ fla)do = 3 () A

DEMOSTRACION: Es evidente que

n

S(fv ) < Zf(yz)Azz < S(f, )

=1

Teorema 4.13 (Regla de Barrow) Sea f : [a,b] — R una funcion continua
en [a,b] y derivable en |a,b[. Si [’ es integrable en |a,b] entonces

b
/ f(@) dz = £(b) — f(a).

DEMOSTRACION: Podemos suponer que f es estandar. Fijamos una parti-
cion infinitesimal y aplicamos el teorema del valor medio a cada intervalo, de
modo que encontramos puntos y; € [z;_1, ;] tales que

Jas) = f(zicy) = f'(yi)(zi — 2i-1).
Entonces
/ fla)de~ 3 @)An = X (@) — @) = F0) = (@)

Como el primer y el altimo término son estandar, de hecho se tiene la igual-
dad. m
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Asi pues, para calcular la integral de una funcion f : [a,b] — R basta
encontrar una funciéon F : [a,b] — R continua en [a,b] y derivable en ]a, b| tal
que f = F’. Una tal funcién F es lo que se conoce como una primitiva de f.
El teorema siguiente demuestra que toda funcién continua tiene una primitiva,
aunque la forma de construirla no ayuda mucho a calcular integrales:

Teorema 4.14 Si f : [a,b] — R es una funcidn integrable, entonces la funcion

x
F(x) = / f(t)dt
a
es continua en [a,b] y, si f es continua, F es derivable en]a,b] y F' = f.

DEMOSTRACION: Podemos suponer que f es estandar. Hemos de entender
que, por definicién, F(a) = 0. Tomemos x € [a,b] también estandar y conside-
remos un infinitésimo h tal que x + h € [a,b]. Si h > 0 tenemos que

x+h

F(z + h) — F(z) :/ F(t) dt

x

y la monotonia de la integral implica que

h inf f(t)<F(x+h)—F(z)<h sup f(t).
te(z,xz+h] t€(z,x+h]

El supremo y el infimo son finitos, luego los extremos de las desigualdades
son infinitesimales, luego F(x + h) ~ F'(z). Si h < 0 tenemos

—h  inf f(t)<F(z)—F(x+h)<—h sup f(t).
te[z+h,z] te[z+h,z]

y llegamos a la misma conclusion. Esto prueba que F es continua en x. Supon-
gamos ahora que, ademas, = € ]a, b[, f es continua en z y h # 0. Las expresiones
anteriores nos dan

F(z +h)— F(z)

imf f(t) < < sup  f(t)
te(z,x+h] t€[z,x+h]
o bien P W F
inf  f(t) < (@t h) ~ Flz) < sup  f(t).
t€(z+h,z] t€(z+h,z]

En ambos casos, como f es continua en z, el supremo y el infimo se alcanzan

en puntos del intervalo correspondiente y estan infinitamente proximos a f(x).
Asi pues,

F(x+h)— F(x)

luego existe F'(z) = f(x). n
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Nota Si adoptamos el convenio de que

Lbf(z)dx/baf(w)dx,

en el teorema anterior no es necesario tomar a como extremo fijo de la integral.
En efecto, podemos tomar cualquier namero a < ¢ < by definir F, : [a,b] — R
como

R = [ " fw) do.

Entonces
R = [ f@do- [ f@de=F) - [ )i

Asi, como F, y F se diferencian en una constante, existe F. = F' = f. =

No vamos a entrar aqui en las técnicas de calculo de primitivas. Muchas de
ellas se deducen mecanicamente de las reglas de derivaciéon que ya hemos visto.
Por ejemplo, del hecho de que la derivada de ™ es nz™ !, para todo n € Z, se
deduce inmediatamente que

b 1ﬂ1+1
/x”dajz[ ], paran € Z\ {—1}.

b
1 b
Z =
| 5 = tmlal

donde 0 < a < b o bien a < b <0.
Ejercicio: Demostrar la regla de integracion por partes:

Ejercicio: Demostrar que

Teorema 4.15 (Teorema de cambio de variable) Sea f : [a,b] — R una
funcion continua y x : [u,v] — [a, b] una funcion biyectiva, continua, derivable
en lc,d] y con derivada positiva. (En particular, se cumplird que a = x(u),
b=xz(v).) Entonces

z(v) v
x)dr = z(t) ' (t) dt.
/x(u)f() /uf(())()

DEMOSTRACION: Las hipotesis sobre x implican que es estrictamente cre-
ciente (y, en particular, que z(u) = a, z(v) = b, como se indica en el enun-
ciado). Por lo tanto, si {t;}}_, es una particion infinitesimal de [u, v] y hacemos
x; = g(t;) entonces {z;} , es una particiéon de [a, b], y es infinitesimal porque,
al ser x continua en *t; ~ t; = t;_1, tenemos que x(*t;) ~ x(t;) ~ x(t;—1). Por el
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teorema del valor medio existen puntos ¢; € |t;_1,t;[ tales que Ax; = a'(¢;) At;.
Por lo tanto

z(v) n n v
/ f(@)de = 3 fx(ci)An; = 1f($(ci))$/(ci)Ati %/ fla(t)2'(t) dt.

(u) i=1 i=

Como los dos extremos son estandar, se tiene la igualdad. L]

Nota El teorema es valido también si, en lugar de suponer que z tiene derivada
positiva, suponemos que tiene derivada no nula. En tal caso, la tnica alternativa
es que la derivada sea negativa. La prueba es valida igualmente, salvo que ahora
x es decreciente, luego z(u) = b, z(v) = a y z; < x;—1. Por lo tanto, {z;},
sigue formando una particién infinitesimal de [a, b], solo que esta numerada al
revés. La forma de numerarla no afecta al célculo de la integral, pero hemos de
tener presente que Az; = x;_1 — x; = —'(u;)At;. La conclusion es que

/<(>) Jleyde == / fla()a'(t) dt = / peorors

Para enunciar conjuntamente los dos casos basta llamar t( y ¢; a los extremos
u, v, pero ordenados de forma que a = z(tg) y b = x(¢1). Entonces, en ambos
casos podemos escribir que

z(t1) t1
/ fayde = [ fa(t)d(¢) dt.

(to) to

Formas diferenciales Vamos a introducir algunos conceptos que permiten
expresar mas eficientemente algunos de los resultados que hemos visto hasta
aqui:

e Llamamos L(R) al conjunto de todas las aplicaciones lineales ! : R — R,
es decir, las aplicaciones de la forma I(u) = au, para un cierto a € R.
(Observemos que, necesariamente, a = [(1).)

e Definimos una suma + : L(R) x L(R) — L(R) dada por
L+ 1) () = L) + U (u).
Se comprueba inmediatamente que, en efecto, [ + 1’ € L(R).

e Si D C R es abierto, llamamos A(D) al conjunto de todas las aplicacio-
nes w : D — L(R). A los elementos de A(D) los llamaremos formas
diferenciales en D.

e Observemos que, si w € A(D), podemos definir f, : D — R mediante
fw(a) = w(a)(1), de modo que, para todo u € R, se cumple que

w(a)(u) = fu(a)u.
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Asi, w estd completamente determinada por f, y, reciprocamente, dada
cualquier funcién f : D — R podemos definir w(a)(u) = f(a)u. De
este modo, los elementos de A(D) se corresponden biunivocamente con
las funciones de F(D). Diremos que una forma es continua, integrable,
etc. si lo es su funcién correspondiente.

Definimos una suma + : A(D) x A(D) — A(D) mediante
(w+w')(a) = w(a) + ' (a),

donde la suma del segundo miembro es la suma de L(R). Claramente,
foJer’ - fw + fw’-

Definimos un producto F (D) x A(D) — A(D) mediante

(gw)(a)(u) = g(a)(w(a)(u)).
Se comprueba inmediatamente que gw € A(D). Claramente, fy, = gfu.-

Si f: D — R es derivable, definimos su diferencial como la forma dife-
rencial df € A(D) dada por df(a)(u) = f'(a)u, es decir, como la forma
determinada por la funcion f’.

En particular, si f(z) = z, entonces f/'(z) = 1, luego dz(a)(u) = u. Asi,
siw € A(D) es cualquier forma diferencial, tenemos que

w(a)(u) = fu(a)u = fu(a)dz(a)(u),

luego w = f,, dx. En particular, para toda funcion derivable f € F (D),
tenemos que df = f' dx.

Si f es una funcién derivable ,usaremos la notacién % para referirnos a
su derivada f’, de modo que podemos escribir

df
= —dx.
dr .

df

Si D contiene a un intervalo [a,b] y w es integrable en [a,b] (lo que, por
definicion, significa que f,, lo es), definimos

/abwz/abw<x>=[lbfw<x>dx.

Esto significa que, a partir de ahora, la expresion

/a ' fla)

en lugar de ser considerada como la integral de la funcion f, puede ser
considerada como la integral de la forma diferencial f(z)dz. En ambos
casos estamos hablando del mismo ntmero real.
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Con esta notacion, las reglas de derivacion se expresan asi:

d(f +g) =df +dg, dof)=adf, d(fg)=fdg+gdf.

La regla de la cadena afirma que si z(t) es derivable en tg e y(z) es derivable
en xg = z(tp), entonces y(x(t)) es derivable en tg, y

dy(z(t)) dy dx
——=(lp) = — — (o).
25 () = S () 2 (o)
A menudo no se presta a ambigiiedad abreviar esta igualdad en la forma
dy _ dy do
dt  dxdt’

donde hay que entender que la funcion y del primer miembro no es y(z), sino
la funcion compuesta y(z(t)).

El teorema de la funcién inversa afirma que, si tenemos funciones mutua-
mente inversas y = y(z) y ¢ = z(y), y un punto yo = y(zo) (o, equivalentemente,
xo = z(yo)), entonces

dy 1
——(x0) =
dzx % (o)
. dy 1
Nuevamente, es frecuente abreviarlo en la forma: prire
€T ar
dy

Las reglas de integracién son:

b b b b b
/(w—i—w’)z/w—i—/w', /aw:a/ w.

La regla de Barrow afirma que

b
/ df = f(b) - f(a).

Ahora podemos escribir la formula de integraciéon por partes en su forma

maés conocida: ) ,
/ wdv = [un]® — / v du.
a a

Mas interesante es el caso del teorema de cambio de variable: Si tenemos

una integral
b
/ f(z)dx
a

y el cambio de variable z = x(¢) cumple las hipotesis del teorema, es decir,
x biyecta un intervalo [to, 1] o [t1,%o] con [a,b], donde los nombres ty y t1 se
asignan a los extremos del intervalo de modo que a = z(tg), b = x(t1), entonces,

la igualdad

:L’(tl) t1 dI‘

| @de= [ ) G d
x(to) to dzx
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puede interpretarse como una mera sustitucion de la variable x por la funciéon
z(t) y la forma diferencial dz por la forma diferencial

Terminamos la seccién con un ejemplo sobre cémo el calculo integral permite
calcular polinomios de Taylor y estimar el error:

Teorema 4.16 La funcion f(z) = log(1 + =) admite un desarrollo en serie de
Taylor

log(l+z) = i #x"

n=1

que converge para —1 < x < 1.

DEMOSTRACION: Partimos de la férmula de la suma de una serie geométrica:

ix"zl_mmH: 1 _me.
=0 11—z l—2z 1—2x
Esto es valido para todo x € R. En particular, para x = —t¢, lo que nos da
1 m o (_1)m+1tm+1
i DG VAR S
1+t =0 1+1¢
Ahora integramos:
m (_1)nxn+1 /w (_1)m+ltm+1
log(1 — = dt.
Equivalentemente:
m+1 1 x +1pm41
(="t / (=)™t
log(1 — — " = —dt.
og(1+ x) ,;1 o ; T

Vamos a probar que el polinomio del miembro izquierdo es el polinomio de
Taylor de grado m + 1 de f(z). Para ello llamamos R(x) al miembro izquierdo
y, por la unicidad del polinomio de Taylor, basta probar que R™(0) = 0 para

n=20,...,m+ 1. Para ello observamos que
(_1)m+1mm+l ”
R(z) = T 1tz =z"g(x),
donde (_1ym+
— m x
90 =T

es una funcion de clase C*° en R tal que ¢g(0) = 0. Una simple induccion
demuestra que, para 1 < n <m + 1, se cumple que

R (2) = 2™ g, (),
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donde g, es una funcion de clase C*° en R tal que g, (z) = 0. De aqui se sigue
obviamente que R™ (0) = 0 y tenemos calculados los polinomios de Taylor.

Ahora falta probar que, para —1 < x < 1 fijo (estdndar), la sucesion de

restos de Taylor
x (71)m+1tm+1 }
—dt
{A 1+ m>0

converge a 0. Ahora bien, si x > 0

x -1 m+1tm+1 x tm+1 x m—+2
/ EOe g/ dtg/ gl g =2

Si m es infinito y = < 1, entonces 2™ 12 ~ 0, y si = 1, entonces ™2 = 1.

En cualquier caso, el numerador de la tltima fraccion es finito, y el denominador
es infinito, luego la fraccién es infinitesimal.

Si —1 < x < 0, acotamos de otro modo:

T (_1\ym+1lpm+1 0 m-+1 0 m+1 m+2
/ (Ditdt < / Ldt < / ‘t| dt = |13|
0 1+t . L1+t . 14z (1+z)(m+2)

Desde aqui se concluye igual que en el caso anterior. L]

En particular hemos probado que la convergencia de la serie

iﬂ—l_l+}_l+ = log 2
T 27371 e

Ejemplo La serie

i1—1+1+1+1+
—n 2 3 4

es divergente.

En efecto, basta observar que, para n > 1,
n+1 n+1
1 1 1
/ —dx < / —dr = —,
" x " n n

1 1
Zdx < il
n=1

Esto prueba que si m es infinito, la suma de la serie hasta m es infinita,
luego la serie es divergente. L]

luego

log(m+1) = /

1
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4.2 Las funciones trigonométricas

Consideremos una funcion f[a,b] — R con-
tinua en [a,b] y derivable en |a,b[. Su grafica
serd una curva y vamos a calcular su longitud.
Maés precisamente, vamos a dar una definicion
razonable de longitud de una curva. Para ello
consideramos una particion P de [a,b] y unimos
a b con segmentos los puntos (z;, f(x;)), de modo
que formamos una poligonal, tal y como muestra la figura. Vamos a probar
que, si la particion es infinitesimal, la longitud de la poligonal estara infinita-
mente cerca de un inico numero estandar independiente de la particion escogida,
y serd a éste niimero el que tomaremos como definicién de longitud de la curva.

En principio, la longitud de la poligonal es, claramente:

L(f.P) = £ \/Aa? + (F(:) - flwi)

Aplicando el teorema del valor medio encontramos puntos u; € |z;_1,z;| tales
que f(x;) — f(xi—1) = f'(u;)Az;, con lo que

n b
L(f,P) = ;\/1 + f'(u;)? Aw; z/ V14 fl(z)?dx.

Naturalmente, esto exige que la funcion /1 + f/(z)? sea integrable, lo que
tenemos garantizado si suponemos, por ejemplo, que f’ es continua y acotada
en Ja,bl.

Definicién 4.17 Sea f : [a,b] — R una funcién continua en [a, b], derivable
en Ja, b[ con derivada continua y acotada. Llamaremos longitud de f a

b
L(f) :/ V1T (@) da.

Acabamos de probar que L(f) puede aproximarse por la longitud de una
poligonal que coincida con f en una particion de [a, b].

La funcion f : [0,1] — R dada por f(z) = /1 — 22 tiene por grafica un
cuarto de circunferencia de radio 1. Su derivada en ]0, 1] es

’ - —T
) = N
Y 1
1+ f'(x)* =

V1— 22
Asi pues, la longitud de una circunferencia de radio 1 “deberia ser” cuatro
veces la integral

/1 dx
0o V1—z2
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Ahora bien, esto no es correcto, porque el integrando no es una funcion
acotada en [0,1], por lo que la integral anterior no esta definida. Tendremos
que ir més despacio.

Observamos que funcion f’ esta acotada en cualquier intervalo [0,¢], con
0 <t < 1, ya que es continua en este intervalo. Esto nos permite definir la
integral

t
dz
At) = / _dr
(t) Vi
Asi tenemos definida una funcién A : [0,1] — R que, por el teorema 4.14

es derivable en ]0,1[. (Para probar que es derivable en ¢, aplicamos el teorema
en un intervalo [0,t'], con 0 < ¢ <’ < 1.) Concretamente, su derivada es:

1
V-2

Reflexionemos sobre el significado de A(t). Por

construccion, sabemos que a = A(t) es la longitud

'\0‘ | del arco destacado en la figura. Vamos a adoptar el

1 1 convenio de medir un 4ngulo precisamente por la lon-

t gitud del arco que determina sobre la circunferencia

unidad. Entonces, a es precisamente el angulo senalado en la figura y t es el

seno de «, entendiendo “seno” en su sentido geométrico, es decir la longitud del

cateto opuesto a a en un tridngulo rectangulo de hipotenusa igual a 1 y que
tenga un angulo igual a a.

At) =

En definitiva, si 0 <t < 1, tenemos que A(t) es el angulo cuyo seno es t.

Ahora conviene hacer una observacion técnica. La funcion f(z) = v1 — a2
puede considerarse como funcion f : [—1,1] — R, lo que a su vez nos permite
considerar A : |—1,1[ — R. El teorema 4.14 (véase la nota posterior) garantiza,
de hecho, que A(t) es derivable en todo el intervalo |—1, 1].

Esta extension es trivial en el sentido siguiente: Si ¢ > 0, el cambio de
variable [0,¢] — [—t,0] dado por z(u) = —u, nos da
—t t
d —d
_dr / T
0 \/1—.%2 0 \/1—u2

Asi pues, la extension de A(t) al intervalo |—1,0[ s6lo supone el convenio
de asignar a cada seno negativo —t el angulo cuyo seno es t, pero también con
signo negativo.

A(—t) =

Definicion 4.18 Llamaremos arco seno a la funcién arcsen : |—1,1[ — R
dada por

. /t dx
arcsent — —_—
0o V1—2x2
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A partir de la definicion es inmediato que arcsen 0 = 0, hemos comprobado
que
arcsen(—t) = — arcsent,

y del teorema 4.14 se sigue que se trata de una funcion derivable con derivada

1
NS

También hemos visto que su interpretacién geométrica es que o = arcsent
(para t > 0) es el angulo cuyo seno es t o, equivalentemente, la longitud del arco
de la circunferencia unidad determinado por el d&ngulo de seno t.

arcsen’(t) =

La figura nos muestra la gréafica de la funcion
arcsen, pero en estos momentos no podemos de-
mostrar todo lo que vemos en ella. Ya hemos

1 justificado su simetria, y también podemos ase-
gurar que es estrictamente creciente, puesto que
o5 conocemos su derivada y es positiva. El teorema

de la funcion inversa 3.22 nos da que su imagen es
un intervalo, que, dada la simetria, serd necesa-
riamente de la forma |—p, p[, donde, o bien p € R,
o bien p = +o0.

En la figura vemos que —de hecho—p € Ry
es un poco mayor que 1.5. También la interpre-
tacion geométrica del arco seno exige que p sea
finito, pues ha de ser, concretamente, la longi-

-1.5 tud de un cuarto de circunferencia. Sin embargo,
hasta ahora no tenemos ningiin argumento que lo
justifique. En cualquier caso, lo que tenemos es que

arcsen : |—1,1[ — |—p, p|
es biyectiva, y podemos considerar su inversa:
Definicion 4.19 Llamaremos funcion seno a la funcion
sen : |—p,p[ — ]-1,1]
inversa de la funcion arco seno.

Su interpretacion geométrica es clara: sen « es el seno (en el sentido geométri-
co) del angulo (que determina en la circunferencia unidad un arco de longitud) a.

De las propiedades que conocemos del arco seno se deduce inmediatamente
que sen0 = 0 y que sen(—«a) = —sen q, asi como que el seno es estrictamente
creciente. Por el teorema de la funcién inversa sabemos que es derivable y que,
si llamamos t = sen a, entonces

1
sena=——— =/1—-12=+/1 —sen2 .
arcsen’ t
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Definicion 4.20 Llamaremos coseno a la funciéon
cos : |—p,p[ — 10, 1]
dada por cosa = V1 —sen? a.
De este modo, es claro que
cos0 =1, cos(—a)=rcosa, sen’a+cos’a=1, sen’ a=cosa.

Mas atn, como la raiz cuadrada es derivable en ]0,+oco[, tenemos que el
coseno es derivable y su derivada es

, —2sen o cos o
COS' 0 = —F———— = —sena.

2v1 —sen?

La figura muestra las graficas de las funciones
seno y coseno. Sabemos que la funciéon seno es
monoétona creciente y sen 0 = 0, luego es negativa
ST 0 o5 1 1.5 para a < 0 y positiva para a > 0. Por con-

Tous siguiente, el coseno tiene derivada positiva para
a < 0 y derivada negativa para o > 0. Esto
prueba que su aspecto es el que muestra la figura:
es creciente hasta llegar a @ = 0 (donde toma su valor maximo cos0 = 1), y
luego es decreciente. Lo tnico que no sabemos demostrar es que el intervalo
]—p, p| es finito como muestra la figura. Para probarlo haremos uso del teorema
siguiente:

Teorema 4.21 Para todo par de nimeros reales o, B tales que

«, ﬁ7 a+56]_p7p[

se cumple que
sen(a + B) = sen a cos 8 + cos asen .

DEMOSTRACION: Fijado 8 € |—p,p[, sea I =]—p,p[N]—p — B,p — B[, donde
hemos de entender que, si p = +oo, entonces —p — § = —o0, p — 8 = +o0.
Es claro que I es un intervalo abierto que contiene al 0. Se trata del mayor
intervalo tal que, si « € I, estan definidos senz, cosx y sen(x + ).

Llamemos g : I — R a la funciéon dada por

g(x) =sen(z + ) — senz cos § — cos x sen S.
Su derivada es
g'(z) = cos(x + B) — cos x cos 3 + sen x sen 3.
Vemos que la funcién ¢’ también es derivable, y

g"(z) = —sen(z + () +senzsen 3 + cos z cos f = —g(z).
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Asi pues,
(9'(2)? + 9(2)?) = 29/ (x)g" (x) + 29(2)g' (z) = 2¢'(x)(¢" (x) + g(2)) = 0,

para todo x € I, luego la funcién ¢'(z)? + g(x)? es constante en I. Ahora bien,
resulta que en x = 0 toma el valor 0, luego

g (x)*+g(x)*=0

para todo x € I. Esto implica a su vez que g(z) = 0, luego se cumple la formula
del enunciado. -

Ahora podemos probar que p es finito. En efecto, tenemos que v/2/2 € 0, 1],
luego existe un « € 0, p[ tal que sen = 1/2/2, y entonces cosa = /2/2. Si
p fuera infinito, se cumpliria que —p < o + o < p, y el teorema anterior nos
daria sen 2cc = 1, lo cual es absurdo, pues la funcién seno no toma el valor 1 en

J=p.pl.
Definicién 4.22 Llamaremos m = 2p, de modo que
sen:|—-n/2,w/2 — ]-1,1[, cos:]|-n/2,7/2[ — ]0,1].

Teniendo en cuenta que el seno es biyectivo en los intervalos indicados, asi
como que es estrictamente creciente, es inmediato que se extiende a una funcion
biyectiva, estrictamente creciente y continua

sen : [—m/2,m/2] — [—1,1]

estableciendo que sen(—7n/2) = —1, sen(n/2) = 1. La férmula cosa = v/1 — sen? «
nos da una extensiéon continua para el coseno

cos : [—m/2,m/2] — [0, 1]
estableciendo que cos(—m/2) = cos(w/2) = 0.
Ahora definimos extensiones:
sen : [—m,w] — [-1,1], cos : [—m,w] — [—1,1]
mediante

—sen(a+m) sia<7w/2, —cos(a+m) sia<m/2,
senq = : cosa = .
—sen(a—m) sia>mnw/2, —cos(a—m) sia>m/2
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Es inmediato comprobar que estas extensiones siguen cumpliendo las relacién
sen? a+cos? a = 1, asf como que, para cualquier a € |—7, 7|, tal que o # £7/2,
se sigue cumpliendo que existen

/ /
sen & = CoSs «, COS @ = — sen .

Esto también es cierto en los dos puntos que hemos exceptuado, y las cuatro
comprobaciones son analogas. Vamos a probar, por ejemplo, la derivabilidad
del seno en 7/2.

Tomemos un infinitésimo hA > 0. Entonces
sen(m/2 — h) —sen(m/2)  cos(—h)—1
—h N —h

sen(m/2+ h) —sen(m/2)  —sen(—m/2+h)—1 cosh—1 ~0

~ cos’(0) = sen0 = 0,

h h h
Esto prueba que existe sen’(7w/2) = 0 = cos(7/2).
Finalmente, dado a € R, existe un tinico k € Z tal que

-+ 2kr < a < —m+2(k+ 1),

(a saber, k = E[(a 4+ 7)/27]), con lo que o = 2km + &/, con -7 < o' < 7,y
tanto k como o’ estan univocamente determinados por «. Definimos

/ /
sen o = sen o, COS(x = COS v .

-2 3 -7 i l b Ul 27
2 2 1 2

Dejamos como ejercicio demostrar el teorema siguiente, algunas de cuyas
partes ya han sido probadas:

Teorema 4.23 Las funciones
sen: R — [—1,1], cos: R — [—1,1]
cumplen las propiedades siguientes:
a) sen o = sen(a+2km), cosa = cos(a+2km), para todo oo € R y todo k € Z.
b) sen: [—7w/2,7/2] — [—1,1] es creciente.
¢) cos: [0,7] — [—1,1] es decreciente.
d) Son derivables y sen’ @ = cosa, cos’ @ = —sen a.
e) sen®a + cos?a = 1.
f) sen(a+ B) = senacos 8 + cos asen 3.

g) cos(a+ B) = cosacos S — senasen .
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Nota La prueba mas corta del apartado f) consiste en observar que la prueba
del teorema 4.21 sigue siendo valida sin méas cambio que eliminar toda restricciéon
sobre los dominios. (La funcién g definida en la prueba esta ahora definida sobre
I = R.) El apartado g) se deduce de f) sin mas que derivar la férmula como
funcién de «, considerando a [ constante.

A partir de este teorema ya es posible demostrar sin dificultad cualquiera de
las propiedades de las funciones seno y coseno que se aprecian en las graficas.
Por ejemplo, vemos que ambas graficas son idénticas salvo un “desfase” de /2,
y esto se deduce del apartado g):

cos(a + 7/2) = sen a.

Ejercicio: Probar que sen(w/4) = cos(w/4) = v/2/2.

Ejercicio: Probar que, para todo (z,y) € R? tal que z? + y? = 1, existe un tnico
a € [0, 27| tal que (z,y) = (cos,sen ).

Las funciones seno y coseno cumplen las hipotesis del teorema 3.35, por lo
que podemos desarrollarlas en serie de Taylor. Es inmediato comprobar que los
desarrollos son:

senxzz(z(nﬁl)!w%ﬂ, cosx:Z (=1) 2",
n=0

n=0

Definicion 4.24 Llamaremos funcion tangente a la funciéon

sen T
tanx =
Ccos T
6 Esta definida en todos los ntmeros reales ex-

cepto los que anulan al coseno, que son los de la
forma 7/2 + 2kn, con k € Z. En particular, esta
definida en el intervalo |—m/2,7/2[. También es
obvio que

tan(z) = tan(z + 2km),

para todo x donde esta definida y todo k& € Z.
Donde esté definida es derivable, y su derivada es

, cos?x +sen’x 1
tan’ x = 3 = 5 -
cos* T cos* T

Como la derivada es positiva, la tangente es creciente en |—m/2,7/2], y es
inmediato que tiende a oo en los extremos, por lo que

tan : |—7/2,7/2[ — R

es biyectiva y creciente.
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Llamaremos arco tangente a la funcién
inversa

2 4 arctan : R — |—7/2,7/2].

Por el teorema de la funcién inversa, si @ = arctan x, entonces

1 1 1
arctan’ z = — =cos’a = — = 5
tan’ « 1+ tan® « 1+x

Aqui hemos usado que, como sen?a + cos?a = 1, al dividir entre cos® a

queda
1

tan?a+1= —.
cos? «

La regla de Barrow nos da una expresién integral para el arco tangente:

/x dt
arctanz = ——
o 1+t

De ella podemos deducir el desarrollo en serie de Taylor:

Teorema 4.25 La funcion arco tangente admite un desarrollo en serie de Tay-

lor
0 (71)nx2n+1

arctanx = Z -
= 2n+1

que converge cuando |x| <1

DEMOSTRACION: La prueba es analoga a la del teorema 4.16. Como alli,
partimos de la formula

’Z”:xn: 1—gmtl _ 1 7:vm+1
=0 1—2z l—2 1—2’
pero ahora sustituimos z = —t2, lo que nos da
L ot
1+ ;= 1+¢2

Al integrar obtenemos:

m (_1)nx2n+l /17 (_1)m+1 t2(m+1)
t — = dt.
arctan x nzz:o m n 1 A 1 n t2

La prueba de que el polinomio del miembro izquierdo es el polinomio de
Taylor de grado 2m + 1 de la funcién arcotangente sigue el mismo argumento
empleado en 4.16. (Notemos que, del hecho de que los polinomios de Taylor de
grado 2m + 1 tengan esta forma, se sigue que el polinomio de Taylor de grado
2m es el mismo que el de grado 2m — 1.)
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Ahora falta probar que, para |z| < 1 fijo, la sucesion de restos de Taylor

{/:p (_1)m+1 t2(m+1) J }
——dt
0 1+ t2 m>0

converge a 0. Ahora bien:

T (_1\ym+1 42(m+1) |z 2(m+1) |z 2m+3
/ ey e dt‘ g/ ! dtg/ 2om) g = 12
0 0 0

14 ¢2 14 ¢2 2m+3°

Y basta observar que el ultimo término es infinitesimal cuando m es infinito.
n

Ahora observamos que

z 2/2
o © 0T VI

4 cosF V22

luego

T = (=1)n 1 1 1
Z —arctanl = =l—c4-——+--
1 arctan ;)Zn—l—l 3+5 7+

Hemos obtenido asi una de las muchas expresiones que permiten calcular
aproximaciones de

m = 3.1415926535897932384626433 . . .

Esta no es de las que convergen mas rapidamente (sumando los primeros 100.000
términos sélo obtenemos la aproximacién 3.14160, donde la cuarta cifra decimal
ya es incorrecta), pero no vamos a entrar en cuestiones de calculo numérico.

4.3 Calculo de longitudes, areas y volimenes

Longitudes de curvas En la secciéon anterior hemos dado una férmula para
calcular la longitud de un arco de curva. Conviene generalizarla para admitir que
la curva venga expresada de forma paramétrica, es decir, como una aplicacion

¢ : a,b] — R?,

que sera de la forma ¢(t) = (z(t),y(t)), para
ciertas funciones z, y. Notemos que la grafica
de una funcion f : [a,b] — R es el caso par-
ticular en que ¢(t) = (¢, f(t)), es decir, el caso
particular en que z(t) = ¢.

Definiremos la longitud de ¢ con el mismo criterio que en la seccion anterior:
consideramos una particion P de [a,b], la cual da lugar a un ntmero finito de
puntos sobre la curva, puntos que unimos por una linea poligonal de n segmentos
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de longitudes [4,...,l,. Vamos a probar que, si ¢ cumple algunas condiciones
de derivabilidad, la suma

converge a un numero (estandar) L, en el sentido de que, cuando la particion
es infinitesimal, L(¢, P) = L, y éste ntumero L sera el que tomaremos como
definicion de la longitud de ¢.

Vamos a suponer que las funciones x(t), y(t) son dos veces derivables, y que
la segunda derivada est& acotada en ]a,b[ por un ntumero (estandar) M. Esto
se cumple, por ejemplo, si ambas funciones son de clase C? en un abierto que
contenga al intervalo [a, b].

Yipmmmm Como vamos a trabajar en R?, necesitamos un he-
cho elemental de la geometria de R? del que nos ocu-
paremos con més detalle en el capitulo VI: la distancia
£/ I entre dos puntos (xg,yo), (z1,y1) viene dada por

8
o
) .

! d((z0,50), (z1,91)) = V(1 — 20)? + (1 — ¥0)>.

Definimos la recta tangente a ¢ en un punto ty € |a, b[ como la recta en forma
paramétrica T : R — R? dada por

T(t) = (x(to) + (to)(t — to), y(to) + ¢/ (o) (t — t0)).

Claramente, se trata de una recta que pasa por el punto ¢(tp). Vamos a
probar que el nombre de “recta tangente” esta justificado. Para ello aplicamos
el teorema de Taylor, que nos da que, si ¢ € ]a, b[, se cumple que

(1) = w{to) + 2 (t0) ¢ — t0) + 52" (E)(t o),

y(t) = ylto) +/(10) & — t0) + " (@)t — t0)",

donde ¢ y d son ntmeros entre t y tg. Si 2M es una cota para las segundas
derivadas, tenemos que

() = To(®)] < M(t -t ly(t) = T,(0)] < M(t — to)?,

luego

A0, T(1) = 1/ (2(t) = Tu(t)? + (y(t) — Ty (1)2 < M(t — to)*.

Esto implica en particular que si t & to, entonces d(¢(t),T(t)) ~ 0, es
decir, que la curva y la recta tangente estan infinitamente préximas para valores
de t infinitamente préximos, pero debemos insistir en que esta observacién no
tiene valor alguno: cualquier recta que pase por el punto ¢(ty) cumplird esta
propiedad, por la mera continuidad de ¢ y de la recta.
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Para enunciar la caracteristica que distingue a la recta tangente de cualquier
otra recta, consideramos una homotecia H, : R? — R? de radio r y centro
@(to). Explicitamente:

H(z,y) = (z(to) +r(z — z(to), y(to) + r(y — y(to))-

Llamemos H,.(¢) y H,(T) a las composiciones de ¢ y T con H,., es decir:
H,()(t) = (z(to) + r(x(t) — x(to)), y(to) + r(y(t) — y(to))),

H(T)(t) = (x(to) + ' (to)(t — to), y(to) + 7y (to)(t — to)).

Observemos que las coordenadas de H,-(T')(t) son finitas si y s6lo si r(t—tg) es
finito (lo que, en particular, exige que ¢ = ty). Para estos valores de ¢, también
es finito H,.(¢)(t), debido al siguiente hecho general: cualquier homotecia de
radio r cumple que

d(H,(z), Hr(y)) = rd(z,y).

Esto se debe a que una homotecia se calcula efectuando una traslacion (que
no altera las distancias), multiplicando por r (que multiplica las distancias por r)
y luego efectuando otra traslacion (que no altera las distancias). Por consi-
guiente,

d(H(¢)(t), Ho(T)(t)) < Mrlt — to|?,

luego H,-(¢)(t), no solo es finito cuando r(t — tg) es finito, sino que permanece
infinitamente cerca de H,.(T')(t).

La figura® ilustra lo que hemos de-
mostrado: Los valores t =~ t; que cum-
plen que r(t — to) es finito son los que
tienen imagenes finitas* al aplicar la ho-
motecia H,. La grafica de H.(T) es la
misma recta T' (aunque ahora se recorre
toda ella con parametros infinitamente
proximos a tp), mientras que la grafica
de H,(¢) resulta ser indistinguible de T
En principio, la recta T no es la tnica
que cumple esto, pues lo cumplira también cualquier otra recta cuya pendiente
esté infinitamente proxima a la de T, pero si el punto ¢ es estandar (cosa que no
hemos necesitado suponer en todo el razonamiento), entonces T' serd también
estandar y es la tnica recta estandar que aproxima a ¢ de esta forma.

Volvemos ahora al problema de calcular la longitud de ¢. Para ello, vamos
a ver que en lugar de considerar la longitud I; del segmento que va de ¢(¢;—1) a

3El punto marcado con ¢(t) dentro de la “lupa” es en realidad H,(¢)(t), pero no hay
confusion posible si omitimos H, del nombre de toda imagen vista a través de una “lupa”. Lo
mismo vale, en principio, para ¢(tg), pero en este caso Hy(¢)(to) = ¢(to).

4Esto es exacto para H,(T), pero puede ocurrir que H(¢)(t) tome valores finitos cuando
r(t — to) sea infinito, por ejemplo, porque ¢ tenga forma de ocho y vuelva a pasar por ¢(to)
para otro valor t > tg, pero tales puntos podrian eliminarse reduciendo el dominio [a, b] de ¢.
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@(t;), podemos considerar la recta tangente T; en t;_; y considerar la longitud
I} del segmento que va de ¢(t;—1) a T;(t;).

T;i(t;) Observemos que la figura no representa una ampliacion
homotética de la curva (es decir, que no esta “a escala”, por-
que, si lo fuera, los dos segmentos y la grafica de ¢ deberian
.\ estar representados por un mismo segmento de recta, ya que,
1, o(t) ) : . .
D(ti1) segn hemos visto, H,(¢)(t;) = ¢(t;). Precisamente ésta es
la razén por la que podremos cambiar I; por I..

Muchos libros, especialmente de fisica, argumentan con infinitésimos y, en
situaciones similares a ésta, afirman que podemos tomar I} en lugar de I; sim-
plemente porque I; = I}, pero esto no es un argumento valido. Nuestra intencion
es sumar los infinitos valores de I;, y al cambiarlos por los I} estamos introdu-
ciendo un error infinitesimal en cada sumando. El problema, es que al sumar
infinitos errores infinitesimales, el error total puede ser apreciable, y en tal caso
la sustitucion no es valida. Hemos de probar que no se da el caso. Ahora bien,
es claro que I} < l; + d(T;(t;) — ¢(t;)) v también I; < Ii + d(T;(t;) — ¢(t:)), lo
que nos da:

|l — 1] < d(T;(t:) — ¢(t;)) < MAE; < M||P||At;.

Por lo tanto,

D=2
= =

que es infinitesimal para cualquier particion infinitesimal P. Asi pues, si proba-

< M”P”;Ati = M(b—a)|P[,

n
mos que . I; permanece infinitamente proximo a un ndamero fijo (estandar) L
i=1
sea cual sea la particiéon infinitesimal P, habremos probado que lo mismo vale
para la suma de los [;.

En definitiva, vemos que si podemos sustituir /; por I} no es porque l; ~ I},
sino porque la diferencia sigue siendo infinitesimal cuando se divide entre At;
0, equivalentemente, entre la norma de la particién. Los mateméticos antiguos
expresaban esto diciendo que I; — I es un infinitésimo de orden superior a At;.
La interpretacion geométrica es, precisamente, que el infinitésimo [; — I} se man-
tiene infinitesimal al aplicar cualquier homotecia que vuelva apreciable (es decir,
finito, pero no infinitesimal) el incremento At;.

Ahora observamos que

Ti(t:) = (@(ti—1) + 2’ (tic1) Aty y(tiz1) + ¥ (ti—1) At;),

por lo que
li = d(6(t:), Ti(t:) = V' (ti-1)? + ¢ (ti1)? Aty
luego
n n n b
Slhim Y= Z\/x’(ti_l)Q +y'(tim1)? Aty = / V! (t)? + y'(t)? dt.
i=1 i=1 i=1 a

En definitiva:
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Definicién 4.26 Si ¢ : [a,b] — R? es una funcién con coordenadas® de clase
C' en un intervalo abierto que contenga a [a, b], definimos la longitud de ¢ como

b
Lo = [ VR E R

Notemos que la definicién 4.17 es el caso particular de ésta que resulta de
tomar z(t) = t.

Ejemplo Podemos parametrizar una circunferencia de radio r mediante la
funcién
¢(t) = (rcost,rsent), 0<t<2m.

Por consiguiente, la longitud de la circunferencia es

27 27
ry/sen?t + cos? tdt = / rdt = 2mr.
0 0

El area de un circulo La funcion f(z) = v/r? — 22 deja bajo su grafica un
semicirculo de radio r, luego el area de un circulo de radio r es

A:2/ Vi 22 da

Para calcular esta integral usamos el cambio de variable (estrictamente cre-
ciente) z : [-m/2,7/2] — [—r,7] dado por x = rsent. Asi:®

/2 /2
A:Z/ \/r2—r2sen2trcostdt:2r2/ cos® tdt
—m/2

—m/2
7T /2
:2r2/ /21 + cos 2t gt — 2 [t+sen2t] / )
—7/2 2 2 —m/2

Ejercicio: Modificar el ejemplo anterior para calcular el area de
la region sombreada en la figura. Sumandola al area del triangulo
adyacente, calcular el area del sector circular en funcién de a.

En el ejemplo anterior hemos calculado el area del circulo
a partir de la interpretacion de la integral como &rea com-
prendida bajo la grafica de una funcion. El calculo no ha sido

5Para que L(¢) esté bien definida no es necesario suponer que las coordenadas de ¢ admitan
segundas derivadas. La discusion precedente prueba que, cuando las tienen y estan acotadas,
L(¢) es lo que pretendemos que sea. Puede probarse que lo mismo es cierto bajo las meras
hipétesis de la definicién, pero ello exige algunos tecnicismos adicionales en el argumento.
6Usamos que cos2t = cos?t — sen?t = 2cos?t — 1.
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especialmente sencillo: hemos necesitado un cambio de variable y transformar
un integrando mediante una identidad trigonométrica. Vamos a llegar al mismo
resultado de un modo conceptualmente més simple y, de hecho, més clasico.

Consideremos un sector circular de radio r y amplitud
a. Su area estd comprendida entre los dos tridngulos
isosceles que muestra la figura. El menor es unién de
dos triangulos rectangulos de base rcos(a/2) y altura
rsen(a/2), luego su area es

9 @ r?
$=17r°cos —sen — = — senq.
2 2 2
El mayor es union de dos triangulos rectangulos de base r y altura r tan(a/2),
luego su area es

«
S =r?tan —
2

Ahora consideramos el sector circular comprendido
entre dos angulos v y 8. Tomamos una particion P =
{a; Y1 de [ov, B], que divide el sector dado en n pequetios
sectores. Usando las estimaciones anteriores, el area del
sector completo estara acotada de este modo:

™)

M=

n AO(‘
sen Aa; < A <%y tan ——.
1 i=1 2

r

2

El teorema del valor medio aplicado al intervalo [0, A«a;] nos da que existe
0 < ¢ < Aa; < ||P| tal que

sen Aa; = Aq; cosc; > Aqy; cos || P||.

Asi pues,

2 n 2 _
A> %COSHPHZA% - wcos I1P]l.
=1

Igualmente,

AO[,' 1 AOéi 1 AOti
tan = >~ )
2 cos?d; 2 cos? [|P|| 2

con 0 < d; < Aa;/2 < ||PJ|, luego

2w (8 - )
< S Aq= LV
= o [PI &% T 2ot [P
En total:
r2(B — ) r?(8 — )

cos||P|| < A<

2 2cos? || P||’
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Esto es valido para cualquier particion P. Sila tomamos infinitesimal resulta
que cos || P|| =~ 1, luego ha de ser

2

A= %(5 —a).
En particular, si [a, 8] = [0,27], el area del circulo completo es A = 712,

Coordenadas polares Consideremos ahora una curva en R? que esté deter-
minada por una funcion p : [, f] — 0, +o00[ del modo siguiente: la recta que
pasa por (0,0) y forma un angulo 6 con el vector (1,0) corta a la curva en un
unico punto a distancia p(6) de (0, 0).

p(B)

Entonces, una parametrizacion de la curva es la apli-
cacion ¢ : [, 8] — R? dada por

6(t) = (p(0) cos 0, p(9) sen ).

Esto nos permite calcular su longitud:

B
L(¢) = / V(' (0) cos§ — p(0) sen 0)2 + (p'(0) sen 6 + p(0) cos §)2 db

5
:/ p’?(0) + p*(6) do

Ahora vamos a calcular el area sombreada en la fi-
gura. Para ello tomamos una particion P = {0}, de
[a, B]. Si m; y M; son, como de costumbre, el infimo
y el supremo de p en [6;_1,6;], la porcion de superficie
contenida en el angulo [0;_1, 6;] contiene al sector circu-
lar de radio m; y esta contenida en el sector circular de
radio M;. Por lo tanto,

S NG, < A< oM ng,.
i=1 2 i=1 2

Los extremos son una suma inferior y una suma superior de la integral

1 B
A= / P2 (0)do),

que, por consiguiente, ha de ser el area que buscamos. [
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Superficies de revolucién Vamos a calcular el area de una superficie de
revolucion, es decir, de la superficie generada cuando giramos alrededor del eje
X la grafica de una funcion 7 : [a,b] — R que no tome valores negativos, tal y
como se muestra en la primera figura.

Para ello tomamos una particion infinitesimal P = {z;}?_, de [a,b] y otra
Q = {a;}7L, de [0,2n]. La particion P divide la superficie en “rodajas” circula-
res de longitud Ax; (que en la segunda figura vemos desde arriba) y la particion
@ subdivide cada rodaja en cuadrilateros.

r(z)

Ti—1

No es dificil ver que las particiones pueden refinarse (afiadiéndoles puntos)
para que los cocientes Az;/Acq; sean finitos, lo que nos permite considerar
una homotecia H, de radio infinito que vuelva apreciables simultdneamente los
incrementos Az; y Aca;.

Al estudiar las longitudes de curvas hemos visto que, si a un arco de longitud
infinitesimal le aplicamos una homotecia que vuelve apreciable la diferencia
entre sus extremos, el arco permanece infinitamente cerca del segmento que une
dichos extremos. Asi pues, al aplicar H,., el cuadrilatero infinitesimal abombado
de la segunda figura se transforma en un cuadrilatero finito indistinguible de un
cuadrilatero plano como el representado en la cuarta figura.

La longitud g sera (ampliada r veces) la longitud del segmento que une los
puntos (z;—1,7(zi—1)) y (x4, 7(x;)), es decir:

9= /AR + (r(z) — r(zi1))2

Aplicando el teorema del valor medio: r(x;) — r(x;—1) = ’'(¢;)Ax;, para
cierto punto x; 1 < ¢; < x;, luego

g=1+71(c;)?Az;.

Sixz;_1 <z <ax;, laaltura en x del cuadrilatero es un arco de circunferencia
de radio r(z) y de amplitud Aa;, luego su longitud es r(x)Ac;. Al aplicar H,,
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las diferencias de longitud para distintos valores de x pueden ser apreciables
(como se refleja en la cuarta figura, donde el cuadrilatero tiene forma trapezoi-
dal). Por lo tanto, el producto

T’(di)\/ 1 —+ T‘/(Cl')Q ASCiAOéj, Ti—1 S dl S i,

serd una aproximacion por defecto o por exceso al area del cuadrilatero segun
que d; corresponda a la maxima longitud r(z)Acq; o a la minima. Sin em-
bargo, vamos a ver que diferentes elecciones para d; sélo producen variaciones
infinitesimales en la suma

S = i zn:r(di)\/l +r'(¢;)? Az Aa; = 27rzn:r(di)\/1 +7'(c;)? Az,
j=1i=1 i=1

con lo que ésta serd una estimaciéon razonable del area que queremos calcular.
En efecto, si tomamos otros valores e; € [z;_1, z;], podemos aplicar el teorema
del valor medio:

Ir(di) —r(e)| = ' (fi)lle; — di| < MAz; < M||P||

donde M es una cota (estandar) de ' en [a,b]. Por lo tanto,

[S({di}) — S({ei})] < 2mM || P]| ZZlvl +7'(ci)? Awi = 0,

porque || P|| es infinitesimal y el sumatorio es finito, ya que esta infinitamente
préoximo a la integral

/abmdx.

En particular, tomando e; = ¢;, vemos que, sea cual sea d;, se cumple que

n b
Sm2rdy r(e)V/1+r(e)? Ar; =~ 27r/ r(z)y/1+ 1 (x)?dx.
i=1 a

Definicién 4.27 Llamaremos’

la curva r : [a,b] — R al valor

drea de la superficie de revolucién generada por

b
A:27r/ r(z)y/1+ 7 (x)?dx.

7Observemos que el razonamiento precedente no puede considerarse una demostracion de
que el area es la que hemos calculado, ya que no partimos de ninguna definicién previa de
area. Tan sélo puede verse como un razonamiento heuristico que explica por qué la definiciéon
que hemos dado es la que va a comportarse como cabe esperar que se comporte un area. En
el contexto de la geometria diferencial es posible dar una definicién general de area de una
superficie y, con respecto a dicha definicion, si que es posible demostrar esta féormula. (Ahora
bien, la definicion general de area se justifica por un razonamiento heuristico similar al que
hemos visto aqui.)
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Ejemplo Para calcular el drea de una esfera de radio R consideramos la fun-
cion r(x) = vV R? — 22, definida en [—R, R], con lo que obtenemos

R

R 2
A:27r/ VR — 42 1+%dw:2ﬂ/ Rde = 4R,
R — T

—R

Ejercicio: Demostrar que la superficie lateral de un tronco de cono es

A:27TT+Rg.

Demostrarlo mediante la formula para superficies de revolucién y también desarro-
llando el cono y usando la férmula para el drea de un sector circular.

aC

(Nétese que, por el teorema de Tales, rH = Rh.)

Voliimenes de revolucion Un razonamiento més simple que el del apartado
anterior nos permite deducir una férmula para el volumen V' del sélido de revo-
lucion determinado por una funcion r : [a,b] — R. Basta observar que, si P es
una particiéon de [a, b],

n n
SommiAz; <V < S wME Az,
i=1 i=1
donde m; y M; son, como de costumbre, el infimo y el supremo de r en [z;_1, 2;].
En efecto, cada sumando es el volumen del cilindro de altura Az; y radio m; o
M;. Es obvio que la unién de los cilindros pequenos esta contenida en el sélido
de revolucién, que a su vez esta contenido en la unién de los cilindros grandes, lo
que nos da las desigualdades. Si la funcién r es continua, m? y M? son el infimo
y el supremo de la funcién r% en [x;_1,z;], luego, cuando P es infinitesimal,
ambas sumas estan infinitamente proximas a

b
V= 71'/ r(z)? d.

Ejercicio: Razonar (sin usar la formula anterior) que, tal y como hemos afirmado
para deducirla, el volumen de un cilindro de radio r y altura h ha de ser V = wr2h.



4.3. Caélculo de longitudes, dreas y voliimenes 155

Ejemplo El volumen de una esfera de radio R es

R 231" 4
V= 7r/ (R* — 2t de=m [RQI - ] = —nR%.
T 3| . 3

Ejemplo El volumen del hiperboloide de revolucién que resulta de girar la
hipérbola f : [1,t] — R dada por f(z) = 1/x es

t

W:w/lt;dx:w{—ﬂ = n(1—1/t).

1

Observamos que . HI_EI Vi = m, lo que se interpreta como que en una copa
—+00

hiperbolica infinita cuya boca tenga dos unidades de didmetro, caben sbélo m
unidades ciibicas de champan.

Esto es especialmente curioso si observamos que la copa, aunque tiene volu-
men finito, tiene superficie infinita:

Ejercicio: Comprobar que la superficie del hiperboloide de revolucién en [1, t]| viene

dada por
t /14 24 5 V1424 K
A =27 ——5—dr =7 |argsenhz” — ———
1 T T 1
T
ZW(argsenth— tjt —argsenhl—k\/i)

(Para calcular la integral, realizar sucesivamente los cambios de variable u = 2° y

u = senh v, y tener en cuenta que (coshv/senhv) = —1/senh®v.) Concluir que
lim A; = +o0.
t——+o0

Asi pues, tal y como habiamos afirmado, la copa hiperbdlica infinita tiene volumen
finito, pero area infinita.






Capitulo V

Series 1infinitas

Ya hemos visto que algunas funciones admiten desarrollos en serie de Taylor,
de la forma

X rn) T
flay =30 L0 0y,
n=0 '

Observemos que estas expresiones son en realidad familias de series, en el
sentido de que determinan una serie distinta para cada x, de modo que pueden
ser convergentes para unos valores de z y divergentes para otros. En la primera
seccion de este capitulo estudiaremos las series numéricas propiamente dichas,
es decir, series de la forma

o0
> Gn,
n=0

donde {a,}n>0 es una sucesiéon de nameros reales; en la segunda seccién estu-
diaremos las sucesiones de funciones, para analizar aquellas propiedades que no
dependen de que las funciones en cuestion sean series; y finalmente estudiaremos
las series de funciones, centrandonos especialmente en las series de potencias,
que son las series de la forma

(oo}

S an(x —x0)",

n=0

es decir, las que tienen la misma estructura que las series de Taylor.

5.1 Series numéricas

Recordemos que la serie numérica asociada a una sucesion {a, }n,>0 de nt-
meros reales es la sucesion {Sy}n>o dada por

N
SN = Z Qp,.
n=0

157



158 Capitulo 5. Series infinitas

Es costumbre representar a esta sucesion, al igual que a su limite, si es que
existe, como

o0
> ap.
n=0

Los términos Sy de la sucesion se llaman sumas parciales. Ya hemos tenido
ocasion de probar la convergencia de algunas series no triviales, como:

— (=" m
:177 _— = = —
ZQn—I—l + + 4
n=0
o
= (—1)ntt 1
Z( ) =1l—-+-—=+4---=log2
= n 2

Y también hemos visto que series como

Zl—1+1+1+1+
n 2 3 4

n=1
son divergentes.
Lo mas elemental que podemos decir a la hora de distinguir las series con-

vergentes de las divergentes es lo siguiente:

o0
Teorema 5.1 Si una serie Y. a, es convergente, entonces lima, = 0.
n=0 n

DEMOSTRACION: Basta observar que
Ap = Onp — Sn—l,
luego, si la serie converge a un numero L, se cumple que
lima, =1lim§S,, —1limS,,_1 =L —L=0.
n n n

Sin embargo, debemos tener bien presente que, aunque el término general a,,
converja a 0, la serie puede diverger, como muestra el ejemplo previo al teorema
anterior.

Ejemplo La serie geométrica converge a

1
1—r

0
S =
n=0

converge si y solo si |r| <1, y diverge en caso contrario.
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En efecto, si |r| > 1 es claro que el término general no converge a 0, luego
la serie es divergente. Si |r| < 1 (estandar) y N es infinito:

N 1— N+ 1
Z 7"" = ~ .
"0 1—r 1—r
Esto prueba la convergencia. [

Las propiedades de los limites implican inmediatamente el teorema siguiente:

o0 o0
Teorema 5.2 Sean > a, y Y. b, dos series convergentes y o € R. Entonces

también convergen ™0 n=0
o 0 0o o o
E (an + bn) - Z apn + Z bn Yy Z alp = @ E (7
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

Otro hecho obvio es el siguiente:
oo
Teorema 5.3 Sing € N, una serie > a, es convergente si y sélo si lo es la

) &S] n=0
serie Y. .
n=ngo
DEMOSTRACION: Podemos suponer que ng es estandar, y entonces basta
observar que, para N infinito,

no—

N 1 N
Sa, = an + > ap.
n=0 n=0 n=no
El miembro izquierdo tendra una parte estandar independiente de N si y
sOlo si lo tiene el término de la derecha. m

Una serie plantea dos problemas distintos: determinar si es o no convergente
y, en caso de que lo sea, calcular su suma. A menudo el primero es méas sencillo
que el segundo. Desde un punto de vista teodrico, el problema es mas simple en
el caso de series de términos positivos, es decir, series en las que a,, > 0 para
todo indice n:

Teorema 5.4 Una serie de términos positivos es convergente si y solo si sus
sumas parciales estdn acotadas superiormente.

DEMOSTRACION: Basta observar que las series de términos positivos son
sucesiones monotonas crecientes. En particular, sus sumas parciales siempre
estan acotadas inferiormente (por la primera de ellas) y, por consiguiente, decir
que estan acotadas superiormente es lo mismo que decir que estan acotadas.
Basta aplicar entonces el teorema 2.61. (Reciprocamente, es obvio que toda
sucesion convergente ha de estar acotada.) L]

Explicitamente, la condicién del teorema anterior es que exista un namero
M > 0 tal que
N
Yoan <M
n=0
para todo N € N o, para series estandar, que el miembro izquierdo sea finito
siempre que N es infinito.
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Ejemplo La serie

=1
>~
n=1

converge si y solo si o > 1.

En efecto, podemos suponer que « es estandar. Si a« > 1 y n > 1, tenemos
que

luego

ne = T (—1)zo-1|, a—1 (a—1)Ne-l’

n=1 1

Si N es infinito, el dltimo término es infinitesimal, luego la suma parcial es
finita. Esto prueba que la serie es convergente.

Si a < 0 la serie es divergente porque su término general no tiende a 0. Ya
hemos observado que la serie también diverge cuando o = 1. Falta probar que
también es divergente cuando 0 < o < 1. En tal caso:

luego

Al calcular la integral resulta:

e’ N
(N+1) 1 < Z i
11—« 1—a ne
n=1
Cuando N es infinito, el primer término también lo es, luego la serie es
divergente. L]

Igual que acabamos de comparar series con integrales, también podemos
comparar unas series con otras cuya convergencia o divergencia conozcamos:

o0 o0

Teorema 5.5 Sean > a, y Y. b, dos series estindar de términos positivos
n=0 n=0

tales que, cuando n es infinito, a, < b,. Entonces, si la sequnda converge, la

primera también converge.

DEMOSTRACION: Fijemos un ntmero natural infinito ng. Entonces, para
todo N > ng se cumple que

N N 00
Yoan < D0 by < Dby,
n=0

n=no n=no
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o0
luego la serie Y a, es convergente (por estar acotada) y lo mismo vale para
n=ngo
la serie desde n = 0. ]

o0
Teorema 5.6 Si una serie de términos positivos no nulos Y, a, cumple que

n=0
. Ony1
lim =+ < 1,
n an

entonces es convergente.

DEMOSTRACION: Podemos suponer que la sucesion es estandar. Si L es el
limite del enunciado, podemos tomar L < r < 1 estandar. Asi, si n es infinito,
se cumple que

a
ntl <r
anp
Fijado ng infinito, para todo n > ngy tenemos que

_ Qn,
an < Qpgr" T = =27

rmo

o0 o0
Como la serie geométrica Y. ™ es convergente, también lo es > an, y
n=no n=mno
también la serie sumada desde n = 0. L]

Ejemplo Si0 < r <1, se cumple que
S r
Sor = ——
n—1 (1 — T')2
En efecto, para probar la convergencia basta observar que, si n es infinito,

Ap+1 _n—i—erT
G, n ’

luego se cumple el teorema anterior con cualquier 7 que cumpla r < 7/ < 1.
Ahora observamos que
Sy =7r+2r2+3r3 +--. + NiV,
rSy_1 = 242 4 (N = 1),
Por consiguiente:
r— N+l

Sy —rSy_1=r+r2 4+ 4V = ~
1—7r 1—r

Si N es infinito, como sabemos que la serie es convergente, podemos asegurar

que Sy ~ Sn_1, luego
r

1—7’

SN—’I“SN%
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luego
r

SN ~ 7(1 —7’)2.

La serie anterior aparece en un problema clasico de la teoria de la probabi-
lidad:

Ejemplo Vamos a calcular el nimero de veces que cabe esperar que haya que
tirar un dado hasta que salga un seis.

Mas en general, supongamos que un fenémeno aleatorio se produce con pro-
babilidad 1/n, donde n es un ntmero natural (n = 6 en el caso de sacar un seis
—o0 cualquier otro namero prefijado— con un dado). Por simplicidad, hablare-
mos en términos de un dado, pero trabajaremos con un n genérico.

Si repetimos muchas veces el experimento de lanzar sucesivamente un dado
hasta obtener un 6, lo conseguiremos en la primera tirada aproximadamente
1/n de las veces (si no fuera asi, eso significaria, por definicion, que el dado esta
trucado).

En cambio, (n — 1)/n de las veces, el primer resultado no seria un 6. De
entre todos estos casos, aproximadamente 1/n de ellos, es decir, (n — 1)/n? del
total de los experimentos, obtendriamos el 6 al segundo intento, mientras que
en (n —1)/n de ellos, es decir, en (n — 1)?/n? del total, no conseguirfamos el 6
al segundo intento.

De entre todos estos (n — 1)2?/n? segundos intentos fallidos, en aproximada-
mente 1/n de los casos, es decir, (n — 1)2/n? del total, conseguiremos el 6 al
tercer intento, y asi sucesivamente.

En definitiva, la fraccion de intentos en que conseguiremos el 6 al k-ésimo

intento seré .
(n—1*' 1 (n-1
nk T n-—1 n '

Si el ntmero total de experimentos es N, la media del namero de intentos
necesarios para obtener el 6 se calculard multiplicando por k el nimero de
experimentos en que hemos necesitado k intentos, lo que nos da

k
Nk 1 (n - 1) 7
n—1 n
sumando para todo k y dividiendo entre el total N, lo que nos da la serie

1 S n—1\F
n—lzk< n ) ’

k=1

Segtn el ejemplo anterior, la suma es
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Asi pues, si repetimos N veces el experimento de tirar un dado hasta que
salga un seis, la media del ntiimero de intentos necesarios tenderd a 6 cuando N
tienda a infinito. m

Estos criterios, que en principio valen para series de términos positivos, pue-
den aplicarse para estudiar la convergencia de series arbitrarias debido al teo-
rema siguiente. Primero necesitamos una definicién:

oo}
Definicién 5.7 Diremos que una serie Y a, es absolutamente convergente si
& n=0
la serie Y |ay| es convergente.

n=0

Teorema 5.8 Toda serie absolutamente convergente es convergente. Ademds:

0o
> an
n=0

00
< 2 lan|.
n=0

o0
DEMOSTRACION: Consideremos una serie (estandar) > a,, sea Sy su suma
n=0
parcial N-sima y sea S la suma parcial correspondiente a la serie con valores
absolutos. Si ésta es convergente y M < N son ndmeros naturales infinitos,

tenemos que

ISy — Sm| =

N
> Gn
n=M

N
< X lan| =Sy — Sy =0,
n=M

luego Sy ~ Sy, lo que significa que la serie dada es una sucesion de Cauchy,
luego es convergente. Ademés, teniendo en cuenta que una serie de términos
positivos (como sucesion monotona) converge al supremo de sus sumas parciales,
tenemos que

o] N N N o]
= lan| < =" lan] < Y an < Y0 Jan] < 37 an.
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

Esto vale para todo N. En particular, vale para N infinito, y sigue siendo
cierto al tomar la parte estandar del término central, es decir:

o0 o0 o0
= lanl < 32 an < 37 |anl.
n=0 n=0 n=0

Esto equivale a la desigualdad del enunciado. m

Asi pues, para probar la convergencia de una serie podemos tratar de aplicar
los criterios que hemos visto a la serie correspondiente con valores absolutos.
Ahora bien, hemos de tener presente que una serie puede ser convergente sin ser
absolutamente convergente. Un ejemplo es la serie

s -1 n+1

Z 7( ) = log 2.
n

n=1

Hay un criterio muy sencillo que justifica la convergencia de series como ésta,
en la que los términos alternan en signo:
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Teorema 5.9 (Criterio de Leibniz) Sea {a,},>0 una sucesion mondtona de-
creciente y convergente a 0. Entonces, la serie

5 (-1)"*a,

n=1

es convergente.

DEMOSTRACION: Observemos que las sumas parciales pares:
Son = (a1 — az) + (a3 — ag) + -+ + (a2n-1 — a2n)

forman una sucesién monoétona creciente, ya que los términos entre paréntesis
son positivos. Similarmente, las sumas parciales impares:

52N+1 =a1 + (—CLQ + a3) + (—Cl4 + CL5) + -+ (—CLQN + a2N+1)

forman una sucesién monoétona decreciente, ya que todos los términos entre
paréntesis son negativos. Mas atn, ambas sucesiones estan distribuidas de esta
forma:

Sy <8y <Sg <+ <S5 <853<8,

En efecto: So < .57 porque S, resulta de sumarle a .S; un ntimero negativo, luego,
Ss < S3 < 57 porque S5 resulta de sumarle a Se un ntiumero positivo y ya hemos
visto que la sucesion de sumas impares es decreciente, luego, Sy < Sy < S3
porque ya hemos visto que la sucesion de las sumas pares es creciente y Sy
resulta de sumarle a S3 un nimero negativo, etc.

En definitiva, las series de sumas pares es una sucesién monédtona creciente
y acotada por Sp, luego es convergente, y la serie de sumas impares es una
sucesion monétona decreciente y acotada por Ss, luego es convergente. Ahora
bien, si M y N son numeros infinitos, tenemos que

Sony1 — Sam & Song1 — Soen = aan 41 =0,

luego todas las sumas parciales Sy (tanto si N es par o impar) tienen la misma
parte estandar S, de modo que Sy =~ S para todo N infinito, luego la serie es
convergente. u

La convergencia absoluta es crucial para generalizar a series infinitas pro-
piedades obvias de las series finitas, como el hecho de que una suma (finita) es
independiente del orden de los sumandos. Esto es consecuencia de la siguiente
caracterizacion de la convergencia de una serie de términos positivos:

[ee]
Teorema 5.10 Una serie (estdndar) de términos positivos Y, a, converge a
n=0
un nimero (estandar) S siy sélo si para todo conjunto finito I C N que contenga
a todos los numeros finitos, se cumple que

Sap =S

nel
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DEMOSTRACION: Si la serie converge a S e I C N es un conjunto finito

que contenga a todos los nimeros finitos, la finitud de I implica que existe un
maximo M y un minimo N tales que

{0,...,.M}cIc{0,...,N}.
Como M+1 ¢ I, M hade ser infinito. Como la serie es de términos positivos,
S =~ Zang San < Zanws
nel

luego > a, = S.
nel

Reciprocamente, si se cumple esta condicién y N es un namero natural
infinito, tomando I = {0, ..., N}, tenemos que

N
dan =) an =S,
n=0 nel
lo que significa que la serie converge a S. n

Como consecuencia:

Teorema 5.11 Si la serie Z an €es absolutamente convergente y f : N — N

es una aplicacion biyectiva, entonces la serie Z ay(n) también es absolutamente
convergente, y su suma es la misma. n=0

DEMOSTRACION: Llamemos

_{an siap, >0, _ { 0 sia, >0,

a = .
—a, sia, <0.

. a, =
0 sia, <O, n

De este modo, a,, = a;f —a,,. Como |a}| < |a,| y |a, | < |an], el teorema 5.5
implica que las series

o0 + o0
Ay, ) da,
n=0 n=0
son absolutamente convergentes, y
o0 o0 + o0
Zan = Ean - Zan'
n=0 n=0 n=0
Es claro que (como sucesiones, no como limites, que no sabemos si existen)
o0 o0 + o0
2 Gf(n) = X Gy~ Do Oy
n=0 n=0 n=0
Por lo tanto, si probamos que las dos series de la derecha son convergentes

y que su suma es la misma que la de las series correspondientes sin permutar
los sumandos, tendremos probado el teorema. Ahora bien, ambas series son de
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términos positivos, luego concluimos que basta probar el teorema para series
de términos positivos. Supongamos, pues que a,, > 0 para todo n. También
podemos suponer que todos los datos, incluida f son estandar.

Entonces, si IV es un numero natural infinito, el conjunto
I'={f(n)|n<N}

es finito y contiene a todos los numeros naturales finitos, porque, como f es
estandar, todo m € N estandar es de la forma m = f(m'), con m’ estandar,
luego m’ < N, luego m € I. Ademas

N
DGy = Y an =S,
n=0 nel

luego

Zoaf(n) =8.

El teorema es falso para series no absolutamente convergentes.

Ejemplo Sabemos que

1 1 1 1 1
l— =4 -—~-4-——4...=In2.
s t3 15 6" .
Por lo tanto:
1 1 + 1 1 + 1 1 n B In2
2 4 6 8 10 1 2

Es claro entonces que

1 1 1 1 1 1 In2
0+§+071+0+6+07§+0+T0+075+~~—7.
Sumando esta serie y la original obtenemos que
TR WE S SR Y L R I L
3 2 5 7 49 2
Eliminando los ceros:
1+1 1+1+1 1+1+1 1+1+1 1+ _31n2
3 2 5 7 4 9 11 6 13 15 8 2

La ultima serie es claramente una reordenacién de la primera, y tiene una
suma diferente. n



5.2. Sucesiones funcionales 167

5.2 Sucesiones funcionales

Estudiamos ahora las sucesiones de funciones de la forma {f,},>0, donde
fn i I — R, para un intervalo I C R. El concepto més sencillo de convergencia
que podemos definir para estas sucesiones es el siguiente:

Definicién 5.12 Diremos que una sucesion funcional {f,,},>0 en un intervalo
I C R converge puntualmente a una funciéon f : I — R si para todo = € I
existe

It £, («) = f(x).

Este limite no tiene por qué existir, pero es evidente que una sucesion fun-
cional no puede converger a dos limites distintos.

Ejemplo La sucesion fp(z) = ¥z, definida en [0,+00[, es convergente, y su
limite es la funcion constante 1:

lim {/z = 1.
n

En efecto, si z > 0 es estandar, se cumple que {/x = '/ = ellog2)/n Tyego
si n es infinito se cumple que (logx)/n = 0, luego V/x =~ 1. =

Observemos que si una sucesién numeérica estandar {x, },>0 converge a un
limite I, entonces x, es finito siempre que n es infinito, y | = *z,. Podemos
enunciar un hecho anélogo para limites funcionales, para lo cual necesitamos la
definicién siguiente:

Definicién 5.13 Una funcién f : I — R (no necesariamente estandar) de-
finida en un intervalo estandar I C R es casi estdndar si cuando x € I es
estandar, entonces f(z) es finito. En tal caso, definimos su estandarizacion
como la funcion

f="y) eR? |z el y= f(x)}

Teorema 5.14 Si f : I — R es una funcion casi estdindar, entonces su es-
tandarizacion f: I — R es la unica funcion estandar tal que, para todo x € I
estandar, cumple f(x) = *f(x).

DEMOSTRACION: Sucesivas aplicaciones del principio de transferencia prue-
ban que f : I — R. En efecto, como todo elemento estdndar de f es un par
de numeros reales con primera componente en I, podemos afirmar que todo
elemento de f es un par ordenado de ntimeros reales con primera componente
en I. Como para todo x € I estandar existe un tnico y € R tal que (x,y) € f
(concretamente y = * f(x)), concluimos que para todo z € I existe un dnico
y € R tal que (x,y) € f. Esto significa que f : I — R. Maés aun, segin
acabamos de observar, para todo x € I estandar se cumple que

f(@) ="f (=),
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y esta propiedad determina completamente a f , ya que cualquier otra funcién

estandar g : I — R que cumpla esto tiene los mismos elementos estandar que

f, a saber, los pares (z,*f(z)), con & € I estandar. Por consiguiente, g = f.
| |

La estandarizacién de una funcién representa el mismo papel en la conver-
gencia funcional que la parte estandar en la convergencia numérica:

Teorema 5.15 Una sucesion estdndar {fn}n>0 converge puntualmente en un
intervalo I a una_funcion f siy sdlo si para todo n infinito la funcion f, es casi
estandar, y f = fn.

DEMOSTRACION: Si la sucesion converge y x € I es estandar y n es infinito,
entonces fy,(z) =~ f(x). Esto prueba que f, es casi estandar y, por el teorema
anterior, f = fn

Reciprocamente, si se cumple la condicién del enunciado, para todo x € [

estandar tenemos que [, (z) & *f, () = fu(z) = f(2), luego
li7rln fu(z) = f(),

y por transferencia, lo mismo vale para todo = € I, no necesariamente estandar.
| |

Los ejemplos siguientes muestran que la convergencia puntual es deficiente
en muchos aspectos.

Ejemplo Para cada n € N, sea f,, : R — R la funcién dada por

0 siz<O,
fn(x):{nx si0<z<1/n,
1 siz > 1/n.

Entonces { f,, }n>0 converge puntualmente a la funciéon dada por

six <0,
six > 0.

f@ ={}

En efecto, si x € R es un punto estandar y n es un ntimero natural infinito,
obienz <0y folr) =0= f(x), obien x > 0y f.(z) =1 = f(z), pues
1/n =~ 0 < z. Esto prueba que

I f,(2) = f(z)

para todo x € R estandar y, por transferencia, para todo = € R.

Tenemos asi un ejemplo de sucesion de funciones continuas que converge
puntualmente a una funcién discontinua. L]
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Ejemplo Counsideremos la sucesion funcional en [0, 1] dada por
fn(z) = naz(l — z?)"
Si z € [0, 1], tenemos que

limna(1 — %)™ = 0.

n

Esto es obvio si z = 0 o si z = 1 y, en otro caso, se cumple porque, llamando
r = (1 — 2?), la serie de término general nr™ es convergente, como hemos visto
en el ejemplo de la pagina 161.

Por otra parte

/01 fn(@) dz = _% {(1 _rLJf>1n+1]: - 2(ni 1)

Asi pues, existe

liTIln/o1 fu(z)de = % #0= /Ollirrlnfn(x)dx

En definitiva, tenemos un ejemplo de sucesion convergente cuya sucesion de
integrales no converge a la integral del limite. L]

Estos y otros muchos fenomenos no suceden si, en lugar de considerar la
convergencia puntual, consideramos la convergencia uniforme que vamos a de-
finir a continuacién. Para destacar la diferencia, observemos que una sucesiéon
estandar {f,, },>0 converge puntualmente a una funcién f,, (en un intervalo I)
si y s6lo si para todo x € I estandar y todo n € N infinito, se cumple que

fu(z) = f(2).

Definicién 5.16 Diremos que una sucesion estandar { f,, },>0 converge unifor-
memente en un intervalo I a una funcién f si para todo z € I y todon € N
infinito, se cumple que f,(x) =~ f(x).

La diferencia con la convergencia puntual es, pues, que en la convergencia
uniforme la aproximacion f,,(z) = f(z) es valida para todo x € I no necesaria-
mente estandar. Es obvio que la convergencia uniforme implica la convergencia
puntual, pero el reciproco no es cierto, como muestra el ejemplo siguiente:

Ejemplo Las sucesiones de los dos ejemplos anteriores no convergen unifor-
memente a sus limites.

En el primer caso, si tomamos z = 1/2n, donde n es un ntimero natural
infinito, entonces

fula) = 5 # 1= f(@).

En el segundo caso, si x = 1/n, donde n es un nimero natural infinito,

o= (1) = (14 2) (1-2) et <150 g,

donde hemos usado el teorema 3.42. u
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Ejemplo La sucesion dada por f,(x) = x/n converge uniformemente a la
funcion f =0 en el intervalo [0, 1], mientras que en R converge puntualmente,
pero no uniformemente, a dicha funcion.

En efecto, si € [0,1] y n es infinito, entonces f,(x) = z/n = 0 = f(z),
luego la convergencia es uniforme. En cambio, si x puede variar en R, el ar-
gumento anterior vale para todo x finito, en particular para todo x estandar,
luego {fn}n>0 converge puntualmente a 0 en R. Sin embargo, tomando z = n,
donde n es un natural infinito, tenemos que f,(x) = 1 % 0 = f(z), luego la
convergencia no es uniforme. L]

La convergencia uniforme tiene la siguiente interpretacion clésica: Sitenemos
que lim f,(z) = f(x) y la convergencia es uniforme en un intervalo I, dado
n

€ > 0 estandar, como, para todo n infinito, se cumple que, para todo z € I,
|fn(z) — f(x)] = 0, en particular |f,(z) — f(x)| < € y, como esto vale para todo
n > ng, donde ng es un namero natural infinito cualquiera, por transferencia
ha de existir un natural finito ng que cumpla lo mismo, es decir, tal que, para
todo n > ng y todo = € I, se cumple | f,,(z) — f(z)] < e.

Asi pues, la convergencia uniforme se traduce en que podemos conseguir que
fn v f se diferencien en menos de € a la vez en todos los puntos x € I, mientras
que en el caso de la convergencia puntual, para conseguir que la diferencia entre
fn 'y [ se haga menor que ¢, puede hacer falta un ng distinto en cada punto z,
de modo que un mismo ny no valga a la vez para todos ellos.

Probamos ahora que la convergencia uniforme resuelve los dos problemas
que habiamos detectado en la convergencia puntual:

Teorema 5.17 Si {f,}n>0 es una sucesion de funciones continuas f, : I — R
que converge uniformemente a una funcion f: I — R, entonces f también es
continua.

DEMOSTRACION: Podemos suponer que todos los datos son estandar. Para
probar que f es continua en I basta ver que lo es en un punto estandar x; € I.
Tomamos x5 € I tal que 1 ~ x5 y hemos de ver que f(x1) = f(z2). En caso
contrario, existe un € > 0 estandar tal que |f(z1) — f(z2)| > €.

Si n es un numero natural infinito, tenemos que, para todo = € I, se cumple
fn(x) = f(x), luego en particular, |f(z) — fn(z)| < €/2. Como esta afirmacion
es interna, podemos aplicar el principio de transferencia, que nos da que existe
un n estandar que cumple lo mismo. En particular, |f(z1) — fo(z1)] < €/2 y
|f(z2) — fu(x2)| < €/2. Ahora bien, como f, es continua en z; (y estandar),
podemos afirmar que f,(21) = fn(z2), luego también |f(x1) — fn(z2)] < €/2

[f(@1) = fa2)] < [f(21) = ful@2)| + [fn(z2) — f22)] <€/2+€/2=¢

contradiccion. u

Similarmente ocurre con los limites de integrales:
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Teorema 5.18 Sea {f,}n>0 una sucesion de funciones integrables en un inter-
valo [a,b] que converja uniformemente a una funcion f : [a,b] — R. Entonces
f es integrable en [a,b] y

/ab f(@) do = lim /ab fo(@) da.

DEMOSTRACION: Observemos en primer lugar que f esta acotada. En efecto,
si n es un numero natural infinito, tenemos que f, estd acotada, porque es
integrable, lo cual significa que |f,(x)] < M para todo = € [a,b] (y un cierto
namero M, que no podemos asegurar que sea finito porque f, no es estandar).
Como f(z) = fn(x), resulta que |f(x)] < M + 1 para todo = € [a,b], pero esto
significa que f esta acotada.

Si n es un namero natural infinito, la funcién |f — f,| esta acotada en [a, b]
y s6lo toma valores infinitesimales. Por lo tanto, su supremo K ha de ser
infinitesimal. Si P es cualquier particion de [a,b] en k intervalos, tenemos que

E

k
1S(f, P) = S(fu, P)| < X2 IMi(f) = Mi(fn)|Azi < ;KA% = K(b—a)=0.

i=1

Igualmente, |s(f, P) — s(fn, P)| &= 0. Si € > 0 es estandar, tenemos que
1S(f, P) = S(fu. P)l < e y |s(f,P) = s(fn, P)] < e paratoda P

y esto es una propiedad interna que se cumple para cualquier n infinito. Por
transferencia, existe un n finito que cumple lo mismo. Para dicho n, la funcion
fn es estandar e integrable, luego, si P es una particion infinitesimal, tenemos
ademas que s(fn, P) =~ S(fn, P). Uniendo los tres hechos, concluimos que

|S(f,P)*S(f,P)‘ <2€,

y esto vale para todo € > 0 estandar. Por consiguiente, S(f, P) =~ s(f, P), lo
que prueba que f es integrable en [a,b]. Ademas,

/abf(x) dx — /abfn(x) dx

luego

b b
< [ 1@~ fu@lde < [ Kdo= K- a)~0,

/abf(x) da ~ /ab Ful) da.

Esto prueba la convergencia de la sucesiéon de integrales. m

Nota En la prueba del teorema anterior hemos visto que, si P es una particion
infinitesimal y n es un ntimero natural infinito, entonces

b b
S(fn,P)fNVS(ﬂP)z/ f<x)dm/ Ful@) da,
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e igualmente con sumas inferiores. En resumen, si una sucesion {fy}n,>0 de
funciones integrables converge uniformemente, tenemos que

b
S(fn, P) ~ / fu(x)dx = s(fn, P)

para todo niimero natural n, finito o infinito. Cuando n es finito se trata simple-
mente de la definicién de integrabilidad, pero para n infinito es un hecho que no
es obvio, puesto que la funcién f,, aunque es integrable, no es estandar, luego
no tiene por qué cumplir la definicién de integrabilidad mas que indirectamente,
a través del principio de estandarizacion.

Lo mismo es valido para la continuidad: si una sucesion { f,, } ,>0 de funciones
continuas en un intervalo I converge uniformemente a una funcién f, entonces,
sizg € I es estandar y x € I cumple x = g, se cumple que f,(z) = f,(zo). Esto
es porque f es continua en zg (y estandar): f,(z) = f(z) = f(xo) = fn(z0o).

En resumen: si una sucesion { fn}nzg de funciones continuas converge unifor-
memente, todas las funciones f,, (para n finito o infinito) cumplen explicitamente
la definicion de continuidad, aunque no sean funciones estandar. L]

La relacién entre la derivabilidad y la convergencia es mas delicada, como
muestra el ejemplo siguiente:

Ejemplo La sucesion de funciones dada por

sen(nz)

fu(x) =

n

converge uniformemente a f =0 en R, todas ellas son de clase C*, y el limite
también lo es, pero

fn(x) = cos(nx)

no converge a f' =0, ni a ninguna otra funcidén, ni siquiera puntualmente.

En cambio, como veremos enseguida, la convergencia uniforme de las deriva-
das (y poco mas) si que implica la convergencia (casi) uniforme de las funciones,
donde “casi” tiene el sentido siguiente:

Definicién 5.19 Diremos que una sucesion estandar de funciones { f,, } >0 con-
verge casi uniformemente en un intervalo I si cuando n es infinito se cumple
fn(x) = f(x) para todo = € I que sea finito y tal que *z € I.

Es obvio que la convergencia uniforme en un intervalo implica la convergencia
casi uniforme y que ésta implica a su vez la convergencia puntual.

Mas concretamente, la relacion entre la convergencia uniforme y la casi uni-
forme es muy simple: la definiciéon anterior equivale a que la sucesiéon converja
uniformemente en cada intervalo [u, v] C I.

En efecto, si se da la convergencia casi uniforme, podemos tomar el intervalo
estandar, y entonces, si x € [u,v] C I, se cumple que z es finito y *z € [u,v] C I,
luego la sucesion converge uniformemente en [u, v].
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Reciprocamente, si tenemos la convergencia uniforme en los intervalos [u, v]
y « € I es finito y cumple *x € I, digamos x* < x, como existe un =z € [
tal que x > *z, también existe un v € I estdndar tal que v > *x, y entonces
x € [*z,v] C I. Igualmente se razona si x < *z. Si x = *z, tomamos el intervalo
[*z,* z]. En cualquier caso, tenemos un intervalo estandar tal que x € [u,v] C I,
por lo que podemos afirmar que f,(z) ~ f(z). ]

Ejercicio: Comprobar que la sucesion fn(z) = z/n converge casi uniformemente en
R a la funcién nula.

Teorema 5.20 Sea {fy,}n>0 una sucesion de funciones de clase C' en un inter-
valo abierto I tal que exista un punto xg € I para el que exista lim f,,(zo) = yo-
n

Si la sucesion {g) }n>0 converge uniformemente a una funcidn g, entonces
{fatn>0 converge casi uniformemente a una funcion f de clase C' tal que

=g

DEMOSTRACION: Podemos suponer que todos los datos son estdndar. Ob-
servemos en primer lugar que, si n es un ndmero natural infinito, entonces la
funcion f, es casi estandar. En efecto, si x € I es estandar, en virtud del
teorema del valor medio,

fn(x) - fn(xo) = frlz(c)(x - 1‘0),

donde ¢ es un punto (finito) entre z y 9. Tenemos que

fu(@o) = yo,  frle) = gle) ~ g("c),

donde hemos usado que *c € I precisamente porque c estd entre = y xg, asi
como que g es continua por ser limite uniforme de funciones continuas. Por
consiguiente, f,(xg) y f/(c) son finitos, y lo mismo vale para f,(z).

Esto nos permite considerar la estandarizacién f = fn Observemos que,
en principio, f depende del namero natural infinito n que hemos escogido, pero
luego veremos que, en realidad, f es el mismo para todos los n. Notemos también
que f(xo) =" fu(z0) = Yo

Vamos a probar que f es derivable en I. Como es una funcion estandar,
basta probarlo en un punto estandar p € I. Si h = 0, h # 0, el teorema del
valor medio nos da un punto ¢ entre p y p+ h (en particular ¢ = p) tal que

folp+ hf)L — fn(p) = fl(c) = g(c) =~ g(p),

donde hemos usado que g es continua en p. Fijemos un ¢ > 0 estandar. Si
& > 0 es cualquier infinitésimo y ng es un nimero infinito, hemos probado que,
si |h]| <, h#0yn>mng, se cumple

fn(p + h) — fn(p)
h

—g(p)| <e
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Como la afirmacion es interna, existen un § y un ng estandar que cumplen
lo mismo. Si fijamos un h estandar que cumpla |h| < §, h # 0, se cumple la
desigualdad anterior, pero el denominador es ahora apreciable, por lo que si lo
aplicamos al n infinito que hemos tomado en un principio y cambiamos f, por
f, el numerador se altera en un infinitésimo, y la fracciéon entera también. Asi

pues:
flp+h)— f(p)
h

Esto vale para todo h estandar que cumpla |h| < 4, pero, por transferencia,
vale para todo h estandar o no. En particular vale para todo infinitésimo h y
para todo € > 0 estandar. Por consiguiente, si h = 0, h # 0, concluimos que

flp+h)—f(p)
h

—g(p)| <e

~ g(p)-

Esto significa que existe f'(p) = g(p). Como ademéas f(zg) = yo, resulta
que la funcion f estd univocamente determinada. (Dos funciones con la misma
derivada se diferencian a lo sumo en una constante, pero si toman el mismo
valor en un punto, han de ser iguales.) Asi pues, f no depende de n, como
anticipabamos, y esto significa que {f,, },>0 converge puntualmente a f.

Para probar que la convergencia es, en realidad, casi uniforme, tomamos un
x € [ finito tal que *z € I. Hemos visto antes que

fo(x) = f(x)

e ~9(a),

luego

El concepto de sucesion de Cauchy puede trasladarse a sucesiones funciona-
les, de modo que podemos asegurar la convergencia de una sucesion sin necesidad
de conocer su limite de antemano:

Definicién 5.21 Una sucesion estandar {f,}n>0 de funciones definidas en un
intervalo I C R es puntualmente (resp. uniformemente, resp. casi uniforme-
mente) de Cauchy en I si para todo x € I estandar (resp. para todo = € I, resp.
para todo x € I finito tal que *z € I) y todos los nimeros naturales infinitos m
y n se cumple que fp,(x) =~ f,(x).

Teorema 5.22 Una sucesion de funciones definidas en un intervalo es pun-
tualmente, uniformemente o casi uniformemente convergente si y sélo si tiene
la correspondiente propiedad de Cauchy.

DEMOSTRACION: Es evidente que toda sucesion convergente es de Cauchy
(del tipo correspondiente a la convergencia).

Supongamos ahora que {f,,}n>0 €s una sucesion estandar puntualmente de
Cauchy en un intervalo I. Entonces, para cada x € [ estandar, la sucesion
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{fn(2)}n>0 es una sucesién de Cauchy en R, luego es convergente. En particu-
lar, f,(x) es finito cuando n es infinito, luego la funcion f,, es casi estandar y
podemos considerar su estandarizacion fn Sim y n son dos ntimeros infinitos,
tenemos que f,(z) = fn(z), luego fm(z) = fn(z), luego fm = fn. En defini-
tiva, todas las funciones f,, tienen la misma estandarizacion f, luego la sucesion
converge puntualmente a f.

Si la sucesién es uniformemente de Cauchy, entonces también es puntual-
mente de Cauchy, luego todo lo dicho anteriormente sigue siendo valido y te-
nemos que la sucesion converge puntualmente a f. Vamos a probar que la
convergencia es uniforme.

Fijemos € > 0 estandar. Si ng es un ntimero natural infinito, tenemos que,
para todo m, n > ng y todo = € I, se cumple que |f,(z) — fn(z)| < e. Como la
propiedad es interna, existe un ng finito que cumple lo mismo.

Esto vale en particular para cualquier z estdndar y para todo m y n > ng.
Tomando m infinito tenemos que f,,(z) ~ f(z), luego |f(x) — fn(z)| < €. Esto
vale para todo = estandar y para todo n > ng, luego, por transferencia, vale
para todo x € I.

El ng finito a partir del cual se cumple esto depende de €, pero si n es infinito,
cumpliré esto cualquiera que sea ng, es decir, para todo € > 0 estdndar. Esto
prueba que si n es infinito, entonces f(x) & f,(x), para todo x € I. Asi pues,
la convergencia es uniforme.

Si la sucesion es casi uniformemente de Cauchy, entonces es uniformemente
de Cauchy en cada intervalo estandar [u,v] C I, luego la convergencia a f es
uniforme en cada uno de estos intervalos, luego la convergencia es casi uniforme
en I. m

Veamos una aplicacion de la caracterizacion de la convergencia en términos
de la propiedad de Cauchy al caso de las series funcionales:

Definicién 5.23 La serie funcional asociada a una sucesion de funciones { f,, }n>0
definidas en un intervalo I C R, representada por

[ee]
> fns
n=0
es la sucesion funcional de sumas parciales {Sk}r>0, donde
k
Sk = Z fn-
n=0

Diremos que la serie converge absoluta y puntualmente, absoluta y unifor-
memente o absoluta y casi uniformemente si lo hace la serie

S 1l
n=0

Notemos que esto implica respectivamente la convergencia puntual, uniforme
o casi uniforme de la serie, ya que (suponiendo la serie estandar) siz € Iy k <r
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son nimeros naturales infinitos, tenemos que

|5, (2) = Sk(2)] =

> fule)
n=k

< gwx),

y el dltimo término es infinitesimal para x € I estandar, para todo x € I o para
todo = € I finito tal que *z € I, segin el tipo de convergencia, ya que la serie
con valores absolutos es puntualmente, uniformemente o casi uniformemente de
Cauchy en I, luego la serie dada tiene la misma propiedad, luego converge con
el mismo tipo de convergencia.

(oo}
Teorema 5.24 (Criterio de mayoracion de Weierstrass) Sea ) f, una
0 n=0
serie funcional estandar en un intervalo I C R y sea Y ay una serie numérica
n=0
convergente tal que, para todo n € N infinito y todo x € I, se cumpla que

|fn(@)] < a,. Entonces la serie funcional converge absoluta y uniformemente
en I.

DEMOSTRACION: Tenemos que, si k < r son infinitos y « € I, entonces

r

> fo(z)

n=~k

|57 (2) = Sk(2)| =

< 2 lfal@)] < X an =0
n=~k n==k

Esto prueba que S,(x) = Sk(x), luego la sucesion {Si }x>o es uniformemente de
Cauchy, luego la serie funcional converge uniformemente. L]

Como aplicaciéon vamos a construir una funcién continua que no es derivable
en ningin punto. Necesitamos una caracterizacién de la derivabilidad:

Teorema 5.25 Una funcion estindar f :]a,b] — R es derivable en un punto
estdndar p € la,b| si y sdlo si existe un nimero estandar f'(p) tal que para todo
par de numeros reales tales que x < p <y, x =y, x £y, se cumple

DEMOSTRACION: Si se cumple esta condicion, tomando x = p tenemos la
definicion de derivada. Reciprocamente, si f es derivable en p, existen infinité-
simos &1 y & tales que

f)—=fp) = fo)y-p+W-pk,
fp)—fx) = f®p-2z)+@p-r).

Sumando y dividiendo entre y — x queda

IO _ iy 4 Y22 D22, pr),

y—T y—T y—x

pues las fracciones del segundo miembro son menores que 1. L]
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Ejemplo (Una funcién continua no derivable) Consideremos la funcion
¢ : R — R dada por la figura siguiente y extendida periodicamente a R.

0 1 2

Es claro que ¢ es continua en R y es derivable en todo R excepto en los nu-
meros enteros. Ademas, ¢ es derivable por la derecha en todo R, lo cual significa
que existe un nimero real estandar ¢’ (z) tal que, para todo infinitésimo h > 0,
se cumple que

Pz +h) — ¢(x)
T al)

Mas concretamente, se cumple que ¢'*(x) = +1. Para cada natural n defi-
nimos

Bu(a) = 5:0(2"2).

La figura siguiente muestra las gréaficas de estas funciones para los primeros
valores de n:

b0

b1
b2
0 1 2

Es facil ver que ¢,, es continua en R y es derivable en todo R menos en los
puntos de la forma k/2", con k € Z, y en cualquier punto existe ¢/ (z) = +1.

Finalmente, definimos f : R — R como la funcién dada por
f@)= 3 éno).
Como |¢(x)| < 1, tenemos que |¢p,(x)| < 1/27, luego el criterio de mayora-

cion de Weierstrass implica que la serie converge uniformemente en R, por lo
que la suma f es una funcién continua. Llamemos

Es claro que si n > m y k € Z entonces ¢, (k/2™) = 0, luego vemos que

fR/2M) = fn(k/2M).
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Supongamos que f es derivable en un punto p (que podemos tomar estandar).
Tomemos un ntumero natural infinito m y sea n € Z tal que

n n+1
= — < < = .
T ogm =S Tom T

Claramente x =~ y, luego por el teorema anterior

f/(p) ~ f(y;_i(x) _ fm(y;_£m<x) — fT/r-Lf—(p)

En el altimo paso hemos usado que f,, es lineal en el intervalo [z,y]. Ahora
bien, esto vale para todo nimero natural infinito m, en particular para m + 1,
con lo que

fib(p) = frfi(p) = fif (o) + ¢t (p) = frf (p) £1,

lo cual es absurdo. Por consiguiente f no es derivable en ningin punto. =

5.3 Series de potencias

Los resultados de la seccion anterior se aplican en particular a las series de
potencias, es decir, a las sucesiones funcionales de la forma

00
> an(x — 20)",
n=0

donde zg € Ry {an}n>0 es una sucesion de ntimeros reales.

Vamos a probar que toda serie de potencias converge en un intervalo centrado
en xo (que en el peor de los casos se reduce al propio zy y en el mejor de los
casos es todo R). Para ello necesitamos el concepto siguiente:

Definicién 5.26 Si {z,},>0 es una sucesion estandar de nimeros reales aco-
tada superiormente, definimos su lémite superior como

lim 2,, = sup *{*z,, | n € N es infinito}.
n
Observemos que si existe lim x,, = [, entonces
n

S{*fn | n € N es infinito} = {{},

luego
lim x,, = lim x,,.
n n

Ejercicio: Dar una definicién analoga de limite inferior y demostrar que una sucesién
acotada tiene limite si y s6lo si su limite inferior coincide con su limite superior.
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o0
Teorema 5.27 Sea > a,(xz — x9)" una serie de potencias.
n=0
a) Sila sucesion { {/|an|}n>0 no estd acotada, entonces la serie sélo converge
en & = xg.

b) En caso contrario, si L = lim {/|a,| # 0 y r = 1/L, entonces la serie
n
converge absoluta y casi uniformemente en el intervalo Jxg —r,xo + 7] y
diverge fuera del intervalo [xg — 7, xo + 7).

¢) Si L =0, entonces la serie converge absoluta y casi uniformemente en R.

DEMOSTRACION: a) Six # xg es estandar, existe un n infinito tal que {/|ay|
es infinito, luego también lo son {/|a, ||z — zo| ¥ an(x — x0)™, luego el término
general de la serie numérica

0o
> an(x —z0)"
n=0

no tiende a 0, luego la serie diverge.

b) Todo intervalo estandar [u,v] C Jxg —r, 29+ 7| estd contenido en un
intervalo de la forma [xg — s,z + s], donde 0 < s < r es estandar. Tenemos
que sL < 1, luego podemos tomar un ntmero estandar sL < p < 1. Asi, si

|z — zg| < s tenemos que

L<?< Lt
s 7 |z — x|

Si n es infinito, entonces *3/|a,| < L, luego
onl < ——,
|z — o]
luego
Janlle — wo]" < p".

Por el criterio de mayoracién de Weierstrass, concluimos que la serie converge
absoluta y uniformemente en [zg — s,z¢ + s|, luego converge absoluta y casi
uniformemente en |xg — r, 2o + r[.

En cambio, si | — xg| > r, con z estandar, tenemos que

1
— < L,
|z — xo]
luego existe un n infinito tal que
1
< *n an',
|z — o]
luego
1 n
< V/lanl,
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luego
lan|lz — xo|™ > 1,

luego el término general de la serie numérica correspondiente a = no tiende a 0,
luego la serie diverge en .

c) Es una ligera variante del caso anterior, tomando s > 0y 0 < p < 1
arbitrarios. "

En la practica, podemos definir el radio de convergencia de una serie de
potencias como el nimero r del apartado b) del teorema anterior, o bien como
r = 400 si se da el caso ¢) o r = 0 si se da el caso a). De este modo, la serie
converge casi uniformemente en el intervalo de convergencia |xg —r,zo + 7,
entendiendo que este intervalo es R cuando r = 400 y es & cuando r = 0.

Observemos que el teorema anterior no afirma nada sobre la convergencia
o divergencia de la serie en los puntos o — r y xg + 7. La situacion en estos
puntos depende de cada serie en concreto.

También es interesante observar que el teorema anterior permite determinar
el radio de convergencia de una serie analizando su convergencia puntual, pero,
en cualquier caso, la convergencia de una serie de potencias siempre es casi
uniforme en un intervalo de convergencia.

Ahora podemos aplicar los resultados de la seccion anterior:

oo
Teorema 5.28 Sea f(z) = Y an(x — x0)™ una serie de potencias con radio
n=0
de convergencia no nulo. Entonces la funcion f es derivable en su intervalo de
convergencia, y su deriwada viene dada por

fl(x) = ioj nan(r — x0)" L.

n=1

Ademds, la serie que define a la derivada tiene el mismo radio de convergencia.
DEMOSTRACION: Sea L = lim {/|a,|. En la pagina 77 hemos visto que, si
n

n es infinito, entonces /n = 1, luego *{/|a,| =~ *{/|na,|, de donde se sigue que
L =lim {/|nay|, luego la serie dada tiene el mismo radio de convergencia que
n

o0 [ee]
donap(z —xo)" = D nay(z —x0)".
n=0 n=1

A su vez, es claro que el radio de convergencia de esta serie es el mismo que
el de

e}

> nan(x — xg
n=1

Ahora sélo tenemos que atar cabos: Las sumas parciales de esta ultima serie
son las derivadas de las sumas parciales de la serie del enunciado. Esta serie
converge uniformemente en cualquier intervalo estandar [u,v] contenido en el
intervalo de convergencia, luego el teorema 5.20 nos da que esta serie converge
en [u, v] (luego en todo el intervalo de convergencia) a la derivada de la serie del
enunciado. ]

)n—l
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Aplicando sucesivamente el teorema anterior podemos decir mucho maés:

o0
Teorema 5.29 Sea f(z) = > an(x—xz¢)"™ una serie de potencias con radio de

ne
convergencia no nulo. Entonces, la funcion f es de clase C*° en su intervalo
de convergencia y es su propia serie de Taylor, es decir,

f™ (o)

Ap = 7'
n.

DEMOSTRACION: Aplicando el teorema anterior vemos que
o0
@)= X nn—1)--(n =k + Dap(z — z0)" ",
n=k

y evaluando en xy queda que

f’“) (z9) =nlay,.

Ejemplos El radio de convergencia de la serie geométrica

1
1—x

00
S an =
n=0

es 7 = 1, como puede deducirse de la formula para la suma de un nimero finito
de términos de una serie geométrica o bien observando que

lim V/1 = 1.

Asi pues, el intervalo de convergencia es |—1,1[ y es claro que la serie no
converge ni en —1 ni en 1. Esto puede parecer “l6gico” porque la funcién suma no
puede extenderse continuamente a = 1. Sin embargo, el radio de convergencia
de

o n,.2n 1
—1)"z" =
S = i
es también r = 1, como se deduce haciendo el cambio de variable 2 = —t2 en la

serie anterior o bien porque, la sucesion de coeficientes de la serie es

o — (-1 sin =2k,
" 0 sin=2k+1,

luego, si n es infinito, /|a,| = {(1)’ luego

)

lim {/|a,| = 1.

En cambio, en este caso la funcion suma se extiende a una funciéon de clase
C en R.
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Segun el teorema 4.16, la serie
oo
(_1)n+1
log(1 = —t "
og(l+x) nz::l —

converge en |—1,1], y es claro que diverge en = —1, luego su radio de con-
vergencia es 7 = 1 y la serie s6lo converge en uno de los dos extremos de su
intervalo de convergencia. "



Capitulo VI

Calculo diferencial de varias
variables

6.1 Espacios métricos y espacios normados

El principal objeto de estudio de este capitulo sera el espacio R™, es decir,
el conjunto de todas las n-tuplas de numeros reales z = (z1,...,z,). En R”
podemos definir una suma y un producto por ntmeros reales:

(@1, 2n) + W) = (@1 Y1, T+ ),
oz, ..., xn) = (xy, ..., qxy).
Con estas operaciones, es facil ver que R™ cumple la definicion siguiente:

Definicién 6.1 Un espacio vectorial V sobre un cuerpo K es un conjunto V
dotado de una suma + : V x V — V y un producto escalar - : K xV — V
que cumplen las propiedades siguientes: (Se entiende que las letras griegas re-
presentan elementos de K.)

Asociativa (v+w)+z=v+ (w+ x), a(fv) = (af)v,

Conmutativa v +w = w + v,

Elemento neutro Existe 0 € V tal que 0 + v = v, 1-v=u0,
Elemento simétrico Para cada v € V| existe —v € V tal que v + (—v) = 0.
Distributiva a(v + w) = av + aw, (a4 B)v =av+ Pu.

En lo sucesivo, siempre que hablemos de espacios vectoriales, se entendera
que son espacios vectoriales sobre el cuerpo R de los ntimeros reales.

La generalizacién a R™ de los conceptos que en los temas anteriores hemos
estudiado para R se basara en la siguiente definicion de la distancia entre dos
puntos de R™:

183
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Definicion 6.2 La distancia euclidea entre dos puntos x, y € R™ es

d(z,y) =/ (z1—y1)> + -+ (@0 — yn)

El teorema de Pitagoras justifica que esta definicién es la usual en R? y en
R3, v para R"™ es su generalizacién natural.

A la hora de demostrar analiticamente las propiedades de esta distancia, sin
tener que recurrir a consideraciones geométricas, conviene “descomponerla”’ en
varias partes. En primer lugar definimos la norma euclidea de un vector x € R™

como
lzll = /ad + -+,

de modo que la distancia euclidea puede expresarse como
d(z,y) = [lz —yl|.
A su vez, la norma puede expresarse en términos del producto escalar:
Ty =2x1Y1 + -+ Tnln.

En estos términos, ||z|| = v/x - . Deduciremos las propiedades de la distan-
cia a partir de las de la norma, y éstas a partir de las del producto escalar.

Definicion 6.3 Un producto escalar en un espacio vectorial V' es una aplicaciéon
-1V xV — R que cumpla las propiedades siguientes:

a) vow=w-v,
b) (vtw) xz=v-x+w-z,
c) (aw) -w = a(v-w),
d) v-v>0yv-v=0siysolosiv=0.
Es evidente que el producto escalar que hemos definido cumple esta defini-
cion.
Definicion 6.4 Una norma en un espacio vectorial V' es una aplicaciéon
I '] : V— [0, +00[ que cumple las propiedades siguientes:
a) ||lv|| =0siy solosiv=0.
b) [law[l = |af[[v]l.
¢) [lv+wll < [lof + [lwll.
La tercera propiedad recibe el nombre de desigualdad triangular.

Un espacio normado es un espacio vectorial dotado de una norma.

Teorema 6.5 Si V es un espacio vectorial dotado de un producto escalar, la
aplicacion || || : V. — R dada por ||v|| = /v - v es una norma, y cumple ademds
la desigualdad de Schwarz: |z -y| < ||z|| |yl
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DEMOSTRACION: Probemos en primer lugar la desigualdad de Schwarz. Sea
a = %1, de modo que |z - y| = a(z - y). Para todo namero real r, se cumple

0<(z—ray)-(x—ray) =z -z —2ra(z-y) +r’y-y.
Asi pues,
l2[|* = 2| - ylr + [lyl|*r* > 0

para todo r € R. Si [|y|| = 0, ha de ser -y = 0, o de lo contrario la desigualdad
serfa falsa para r grande. Si |ly|| > 0, tomamos r = |z - y|/||y||?> y obtenemos
|z yl? < Jlzl*[ly]|*.

La aplicacion || || cumple claramente todas las propiedades de la definicion
de norma salvo quiza la desigualdad triangular. Pero, por la propiedad que
acabamos de probar, tenemos que

le+yl> = (@+y) - @+y) =z-a+2@-y) +y-y
< P+ 202 Iyl + Iyl = (=l + llyl)>.
Por lo tanto |1z + || < llo]| + sl .

En particular, ahora sabemos que la norma euclidea que hemos definido
anteriormente cumple la definicién de norma.

Definicién 6.6 Una distancia en un conjunto M es una aplicacion
d:Mx M —[0,+00]
que cumpla las propiedades siguientes:
a) d(z,y) =0siy solosiz=y.
b) d(z,y) = d(y, z).
¢) d(z,z) <d(z,y) + d(y, 2).
La tercera propiedad se conoce como desigualdad triangular.

Un espacio métrico es un par (M,d), donde M es un conjunto y d una
distancia en M.

Si V es un espacio normado, es inmediato comprobar que la aplicacién

d(z,y) = [lz -yl

es una distancia en V. En particular, ahora sabemos que la distancia euclidea
en R™ cumple la definicién general de distancia.

Observemos que si M es un espacio métrico y N C M, entonces la distancia
en M se restringe a una distancia en N, luego podemos considerar también a
N como espacio métrico. Asi pues, tenemos definida una estructura de espacio
meétrico en cada subconjunto de R™. En lo sucesivo, siempre consideraremos a
los subconjuntos de R™ como espacios métricos con la distancia euclidea.
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Definicién 6.7 Si M, ..., M, son espacios métricos (con distancias di, . .., d,,),
definimos en el producto M; X --- x M, la distancia

d(:ﬂ,y) = \/dl(xl - y1)2 + -+ dn(xn - yn)2'

Del hecho de que la distancia euclidea es una distancia en R" se sigue fa-
cilmente que esta distancia producto es una distancia en My X --- x M,,. En
lo sucesivo consideraremos a los productos de espacios métricos como espacios
métricos con esta distancia.

Observemos que la distancia euclidea en R es d(z,y) = /(x — y)? = |z — 9|,
y que la distancia euclidea en R™ es el producto de la distancia euclidea en R
por si misma.

A partir de aqui ya podemos extender facilmente a R™ muchos conceptos
que conocemos para el caso de R:

Definicién 6.8 Sea M un espacio métrico estandar. Un punto z € M es finito
si estd4 a una distancia finita de un punto estandar. En caso contrario se dice
remoto. Diremos que dos puntos x, y € M estan infinitamente préximos, y lo
representaremos por x & y, si la distancia entre ellos es infinitesimal.

Puesto que la distancia entre dos puntos estdndar ha de ser estdndar vy,
por consiguiente, finita, observamos que un punto finito de un espacio métrico
esta a distancia finita de todos los puntos estandar del espacio. La desigualdad
triangular implica que todo punto que esté a una distancia finita de un punto
finito es también finito. También es evidente que la relacion de proximidad
infinita es una relaciéon de equivalencia.

Un punto x € M es casi estdndar si estd infinitamente cerca de un punto
estandar, en cuyo caso es claramente tnico y lo llamaremos parte estandar de x,
y lo representaremos por *z.

El halo de un punto 2z € M es el conjunto (en general externo) h(z) de todos
los puntos infinitamente préximos a x.

Es inmediato que, en el caso de R con la distancia euclidea, todos estos
conceptos coinciden con los que ya teniamos definidos. El teorema siguiente nos
permitira generalizar a R™ algunos hechos que conocemos para R:

Teorema 6.9 Sea M = My x --- x M, un producto de espacios métricos es-
tandar (con n también estindar).

a) Un punto x € M es finito si y sdlo si todas sus coordenadas lo son.

b) Dos puntos x, y € M cumplen x =~ y si y solo si todas sus coordenadas
cumplen x; =~ y;.

¢) Un punto x € M es casi estindar si y sdlo si todas sus coordenadas lo
son.
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DEMOSTRACION: Observemos que, por el principio de transferencia, un
punto x € M es estandar si y s6lo si todas sus coordenadas son estandar.

a) Si x es finito, existe y € M estandar tal que d(x,y) es finita. Claramente,
0 < di(xs,y;) < d(x,y), luego d(z;,y;) también es finita, luego x; es finito.

Reciprocamente, si las coordenadas de x son finitas, para cada i existe un
punto y; € M; estandar tal que d;(z;,y;) es finita. Los puntos y; forman un
punto estandar y € M, y es claro que d(z,y) es finita, luego x es finito.

La prueba de b) es completamente analoga y c¢) se sigue de b). =

En particular, esto se aplica a R™ (con n estandar), visto como producto de
R por si mismo: un punto de R™ es finito si y sélo si todas sus coordenadas son
nimeros reales finitos, etc.

Como primera aplicacion tenemos el teorema siguiente, que es inmediato, ya
que sabemos que R tiene la propiedad considerada:

Teorema 6.10 Un punto de R™ es casi estdndar si y solo si es finito.

6.2 Elementos de topologia

Consideremos el conjunto
C={(z,y) eR? |z +y <5} CR?

representado en la figura. En él podemos distinguir dos clases
de puntos, los puntos “interiores” como el (1,2) que estan to-
talmente rodeados por puntos del conjunto, y los puntos “fron-
tera”, como (3,2), que estdn rodeados por puntos de dentro y
de fuera del conjunto. En esta seccién vamos a introducir algunas definiciones
que describen situaciones como ésta y otras similares.

O

Definicion 6.11 Sea M un espacio métrico, S C M y x € S, todos ellos
estandar. Diremos que S es un entorno de x si h(z) C S. También diremos que
x es un punto interior de S. Diremos que S es abierto si es un entorno de todos
sus puntos.

Por ejemplo, el punto (1,2) es un punto interior del conjunto C' de la figura,
ya que si (z,y) ~ (1,2), entonces z =~ 1 e y ~ 2, luego = + y = 3 < 5, luego
x4y <5, luego (z,y) € C.

Sin embargo, C' no es un conjunto abierto, ya que no es entorno de algunos
de sus puntos, como el (3,2). Basta considerar (z,y) ~ (3,2) con x > 3, y > 2.
Entonces © +y > 5, luego (z,y) ¢ C.

Si que es abierto, en cambio, el conjunto

A={(z,y) eR* |z +y <5},
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pues cualquier punto (a,b) € A es interior. En efecto, podemos suponer que
(a,b) es estandar y, dado (z,y) =~ (a,b), tenemos que z +y ~ a+ b < 5, luego
x+y <5, luego (z,y) € A.

Definicién 6.12 Sea M un espacio métrico, S C M y x € M, todos ellos
estandar. Diremos que z es adherente a S si existe 2/ € S tal que =/ ~ =x.
Diremos que x es un punto frontera de S si es adherente a Sy a M\ S.

Por ejemplo, el punto (3,2) es un punto frontera tanto del conjunto C' como
del conjunto A de los ejemplos anteriores. En efecto, si tomamos (x,y) = (3,2)
tal que x < 3, y < 2 se cumple que (z,y) € A C C, mientras que si lo tomamos
con x >3,y > 2, entonces (x,y) € M\ C C M\ A.

Definiciéon 6.13 Si M es un espacio métrico y S C M, diremos que S es
cerrado si M \ S es abierto.

Por ejemplo, el conjunto C' del ejemplo anterior es cerrado, porque su com-
plementario es

R*\ C = {(z,y) eR* |z +y > 5},

y se prueba que es abierto exactamente igual que hemos visto que lo era el
conjunto A.

El teorema siguiente clarifica los conceptos de abierto y cerrado:
Teorema 6.14 Sea M un espacio métrico y S C M. Entonces:

a) S es abierto si y sdlo si no contiene a ninguno de sus puntos frontera.

b) S es cerrado si y sdlo si contiene a todos sus puntos frontera.

c) S es cerrado si y sdlo si contiene a todos sus puntos adherentes.

DEMOSTRACION: Podemos suponer que S es estdndar. a) Si S es abierto y
contiene un punto frontera x € M, podemos tomarlo estandar. Existe y € M\ S
tal que y = x, pero esto es absurdo, porque y € h(z) C S.

Reciprocamente si S no contiene ningin punto frontera, tomemos =z € S
y veamos que es interior. Podemos suponerlo estandar. Si no fuera interior,
existiria un y € M \ S tal que y = z, pero esto significa que x es adherente a
M\ S, y también es adherente a S, porque x € S, luego x es un punto frontera
de S, contradiccion.

b) Observemos que los puntos frontera de S son los mismos que los de M\ S.
Por lo tanto, S es cerrado si y solo si M \ S es abierto, si y solo si M \ S no
contiene ningin punto frontera de S (por a) si y sélo si S contiene a todos sus
puntos frontera.

c) Si S contiene a todos sus puntos adherentes, en particular contiene a
todos sus puntos frontera, luego es cerrado. Reciprocamente, si S es cerrado y
x € M\ S es un punto adherente, que podemos suponer estandar, entonces x
también es adherente a M \ S, luego es un punto frontera de S, luego deberia
estar en S por b), contradiccion. L]
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Definicion 6.15 Si M es un espacio métrico, x € M y r > 0, definimos la bola
abierta y la bola cerrada de centro x y radio r como

Br(z) ={y € M |d(z,y) <r},  Bi(z)={yeM|d(x,y) <r}.

Por ejemplo, en R? con la distancia euclidea, es claro que las bolas son
circulos de radio r. La diferencia entre las bolas abiertas y las bolas cerradas
es que las primeras no contienen a su “borde”, es decir, a la circunferencia de
radio r, y las segundas si. Esto hace que, ciertamente, las bolas abiertas sean
abiertas y las bolas cerradas sean cerradas.

En efecto (suponiendo todos los datos estandar): si tomamos un punto es-
tandar y € B-(z) y un z = x en su halo, tenemos que

d(z,z) < d(z,y) +d(y,z) = d(z,y) <,
luego d(z,z) < r. Esto prueba que h(z) C B,(z), luego la bola abierta es
abierta.
Ejercicio: Demostrar que las bolas cerradas son cerradas.

El teorema siguiente nos da caracterizaciones internas de los conceptos que
hemos introducido hasta ahora:

Teorema 6.16 Sea M un espacio métrico, S C M yx € M.
a) = es un punto interior de S si y sélo si existe una bola abierta By(z) C S.
b) x es un punto adherente de S si y solo si todo entorno de x corta a S.

¢) x es un punto frontera de S si y sdlo si todo entorno de x corta a S y a

M\ S.

DEMOSTRACION: Podemos suponer los datos estandar. a) Si existe una bola
B, (z) C S, podemos tomar el radio estandar, en cuyo caso h(z) C By(z) C S,
luego S es entorno de z.

Reciprocamente, si S es entorno de z, tomando r > 0 infinitesimal, se cumple
que z € B,.(z) C h(z) C S.

b) Si x es un punto adherente y A es un entorno de z, entonces h(z) C A,
pero h(x) contiene un punto de S, luego AN S # @.

Reciprocamente, si x no es adherente a S, entonces h(z) C M \ S, luego,
tomando r > 0 infinitesimal, tenemos que Br(x) es un entorno de z que no corta
as.

c) es consecuencia inmediata de b). "

Paradoja 6.17 Vamos a probar que si M es un espacio métrico y F' es una
familia de subconjuntos abiertos de M, entonces la interseccion

¢

CeF
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es abierta. En efecto, podemos suponer que el espacio y F' son estindar. To-
mamos un punto x en la interseccion y observamos que, para todo C € F, se
cumple que h(xz) C C, luego h(x) estd contenido en la interseccion, lo que prueba
que ésta es entorno de x vy, por transferencia, es entorno de todos sus puntos,
luego es abierta.

Por otra parte, lo que acabamos de probar es falso, como se ve sin mds que
tomar como F el conjunto de todos los intervalos abiertos ]—1/n,+oo[ C R,
cuya interseccion es el intervalo cerrado [0,400[, que no es abierto, porque no
es entorno de 0.

SoLUCION: El contraejemplo es correcto, y muestra que la interseccion de
abiertos no es necesariamente abierta. Lo que estd mal es la “demostracion”.
Podemos tomar F' estandar, pero eso no impide que F' contenga elementos no
estandar (los tendré, de hecho, siempre que F sea infinito). Si C' € F no es
estandar, no podemos asegurar que h(x) C C, pues la definicion de entorno sélo
vale explicitamente para conjuntos estandar.

Observemos que, para probar que “para todo C' € F', se cumple h(z) C C”,
no podemos aplicar el principio de transferencia (y suponer que C' es estandar)
porque la afirmacion “h(z) C C” no es interna.

Esto se ve en el contraejemplo: todos los intervalos ]—1/n, +00[ son abiertos,
pero, aunque la familia I’ formada por todos ellos es estandar, contiene intervalos
no estandar (los correspondientes a n infinito) y, aunque |—1/n, +o00[ es abierto
aun si n es infinito, no es cierto que h(0) C ]—1/n, +oo|, pues, por ejemplo, el
intervalo no contiene al infinitésimo —1/(n — 1) € h(0).

No obstante, hemos observado que el argumento de la paradoja es valido si
la familia de abiertos es finita. ]

Ejercicio: Demostrar que, en un espacio métrico, toda uniéon de conjuntos abiertos es
abierta, y toda interseccién finita de conjuntos abiertos es abierta. Por consiguiente,
toda interseccion de conjuntos cerrados es cerrada y toda unién finita de conjuntos
cerrados es cerrada.

Definicion 6.18 Si M es un espacio métrico y S C M, llamaremos interior de

S a la unién 5’ dg todos los abiertos en M contenidos en S. La clausura de S
es la intersecciéon S de todos los cerrados en M que contienen a S.

Es claro que § C S C S. Més atn, S es abierto, y es el mayor abierto
contenido en S, y S es cerrado, y es el menor cerrado que contiene a S.

Teorema 6.19 Si M es un espacio métrico y S C M, entonces 5‘ es el con-
Junto de los puntos interiores de S, y S es el conjunto de los puntos adherentes

de S.

DEMOSTRACION: Podemos suponer todos los datos estandar. Todo x € 5‘
estandar cumple h(x) C S C S, luego x es interior a S y, si x es interior a

S, entonces x € B,(x) C S, para cierto r > 0, luego x € § por definicion de
interior, ya que la bola es abierta.
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Similarmente, si z (estandar) es adherente a S, también es adherente a Sy,
como la clausura es cerrada, entonces z € S. Reciprocamente, si z es estandar
pero no es adherente a S, entonces h(x) C M \ S, luego, tomando r > 0
infinitesimal, B,.(z) C M \ S, luego ¢ M \ B,(z), que es un cerrado que
contiene a S, luego = ¢ S. n

Definicion 6.20 Si M es un espacio métrico y S C M, llamaremos frontera de
S al conjunto 05 de todos los puntos frontera de S.

Ejercicio: Probar que 9S = SN M\ S, S =5\0S, S=S5uU0ds.

Si tenemos dos espacios métricos estandar N C M, conviene comparar en
ambos espacios los conceptos que acabamos de definir:

a) Siz € N, la relacion entre los halos es que hy(z) = hps(x) N M.

b) Un conjunto C' C N es cerrado en N siy solo si es de la forma C = C'NN,
donde C’ es un cerrado en M. En efecto, es claro que los conjuntos de
esta forma son cerrados en N. Si C es cerrado, basta tomar C' = C. En
efecto, (suponiendo los datos estandar) si # € C' N N es estandar, existe
un y € C tal que z ~ y. Como C es cerrado en N, esto implica que x € C.
Esto prueba que C NN C C, y la otra inclusién es obvia.

¢) Un conjunto A C N es abierto en N siy solo si es de la forma A = A’'NN,
donde A’ es un abierto en M. En efecto, si A es abierto en N, entonces
N\ A es cerrado en N, luego N\ A =C'"NN, donde C’ es cerrado en M,
luego A= (M\C")NN.

Vemos asi que las nociones de abierto o cerrado son relativas al espacio en
que consideremos contenido un conjunto. Por ejemplo si N C M, entonces,
como espacio métrico, N es trivialmente abierto y cerrado en si mismo, pero
puede serlo o no en M.

Ejemplo Probar que el intervalo N = [1,2[ no es ni abierto ni cerrado en
M = R; es abierto, pero no cerrado, en M = [1,3]; es cerrado, pero no abierto
en M = [0,2[; es abierto y cerrado en M = [1,2[U [3,4]; y es abierto y cerrado
en M = N.

Espacios compactos Si N C M son espacios métricos estandar, un punto
x € N es finito como punto de N si y so6lo si es finito como punto de M. En
efecto, NV ha de contener un punto estandar p, y = sera finito en M oen N siy
solo si d(z,y) es finita. Esto convierte en absoluto el concepto siguiente:

Definicién 6.21 Un espacio métrico estandar M es acotado si todos sus puntos
son finitos.
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Asi, si tenemos A C M y ambos son estandar, decir que A es acotado en
M es lo mismo que decir que A es acotado en si mismo, como espacio métrico.
Significa que los puntos de A son finitos, tanto en A como en M. No obs-
tante, es interesante la siguiente caracterizacion relativa de la acotacion de un
subconjunto en un espacio mayor:

Teorema 6.22 Un subconjunto estindar de un espacio métrico estandar estd
acotado si y solo si estd contenido en una bola de centro finito y radio finito.

DEMOSTRACION: Evidentemente, si A C B,.(z) con x y r finitos, entonces
todo punto y € A cumple d(z,y) < 7, luego y es finito, y A esta acotado.

Reciprocamente, vamos a ver que si A estd acotado, entonces esta conte-
nido en una bola de radio estandar y centro cualquier punto estdndar x € M
prefijado.

En caso contrario, para todo r > 0 estandar, tendriamos que A no estaria
contenido en B,.(x), luego, por transferencia, A no estaria contenido en ninguna
bola de cualquier radio (estdndar o no). Tomando un r > 0 infinito, esto implica
que existe y € A tal que d(z,y) > r, luego y es remoto, en contradiccion con la
hipétesis de que A esta acotado. L]

En particular, es claro que toda bola de centro finito y radio finito estéa
acotada. También es obvio que todo subconjunto de un conjunto acotado esté
acotado.

Ejercicio: Demostrar que un subconjunto A de un espacio métrico M esté acotado
si y solo si existe un C' € R tal que d(z,y) < C, para todo par de puntos z, y € A.

Si en lugar de considerar puntos finitos consideramos puntos casi estandar,
la situacion es algo més delicada, pues si tenemos A C M, ambos estandar,
un punto x € A puede ser casi estandar en M y no serlo en A (porque *z no
pertenezca a A).

Definicién 6.23 Un espacio métrico estandar M es compacto si todos sus pun-
tos son casi estandar.

Segun la observacion precedente, si A C M son esténdar, debemos tener
presente que A es compacto (como espacio métrico), no cuando todos sus puntos
son casi estandar en M, sino cuando lo son en A. Explicitamente:

A es compacto si y solo si todo x € A es casi estindar (en M) y *x € A.

La compacidad es el concepto més abstracto (y artificial) de todos cuantos
vamos a estudiar, pero también uno de los més tutiles. En el caso de R™ su
interpretacion es muy simple:

Teorema 6.24 Si M es un espacio métrico y C C M es compacto, entonces es
cerrado y acotado. Si M = R™, entonces todo subconjunto cerrado y acotado es
compacto.
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DEMOSTRACION: Si C' es compacto todos sus puntos son casi estéandar,
luego son finitos. Esto prueba que estd acotado. Por otra parte, C' cumple
trivialmente la definicién de cerrado.

Si C C R™ es cerrado y acotado, todo punto 2 € C es finito (por ser acotado),
luego casi-estandar (esto es cierto en R™, por 6.10), y *x € C por ser cerrado,
luego C' es compacto. m

Otra relacion basica entre compactos y cerrados es la siguiente:

Teorema 6.25 Si M es un espacio métrico compacto y C C M es cerrado,
entonces C' es compacto.

DEMOSTRACION: Podemos suponer los datos estandar. Si x € C, entonces
x es casi estandar en M, pero, como C' es cerrado, *z € C', luego C' es compacto.
n

El teorema siguiente es trivial en términos no estandar, aunque con técnicas
clasicas cuesta un poco de probar:

Teorema 6.26 (Tychonoff) Si M, ..., M, son espacios métricos compactos,
entonces My x -+ x M, es compacto.

DEMOSTRACION: Podemos suponer que datos son estdndar. Si tomamos
x € My x -+ x M,, sus coordenadas x; son casi estandar, porque los factores
son compactos, luego x es casi estandar por el teorema 6.9 m

6.3 Funciones continuas

Ahora estamos en condiciones de generalizar a espacios métricos los resulta-
dos de continuidad que conocemos para funciones reales de variable real.

Definicion 6.27 Una funcion estandar f : M — N entre dos espacios métri-
cos estandar es continua en un punto estandar x € M si para todo punto y € M
tal que x & y, se cumple que f(x) = f(y). Diremos que f es continua en un
conjunto A C M si lo es en todos los puntos de A.

Es evidente que esta definicién generaliza a la que tenfamos para funciones
en R. También es claro que si f : M — N es continua, M’ C My N C N/,
entonces f|pr : M/ — N’ también es continua.

Seguidamente vamos a demostrar unos cuantos resultados que nos propor-
cionen numerosos ejemplos de funciones continuas. El primero es obvio:

Teorema 6.28 Si f : M — N y g : N — P son funciones entre espacios
métricos tales que [ es continua en un punto x € M y g es continua en f(x),
entonces f o g es continua en x. En particular, si f y g son continuas (en sus
dominios), f o g también lo es.
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Los tres teoremas siguientes son consecuencias inmediatas de 6.9:
Teorema 6.29 Si My, ..., M, son espacios métricos, la proyeccion
piZM1X"'XMn—)Mi
que a cada punto x le asigna su coordenada i-ésima, p;(x) = x;, es continua.

Teorema 6.30 Si f; : M; — N; son aplicaciones continuas entre espacios
métricos, la aplicacion

fixeo X foi My x-o- XM, — Ny x--- XNy,
dada por (f1 X «-+ X fu)(@1,. .., 20) = (f(21),..., f(xn)) es continua.

Teorema 6.31 Si f; : M — N, son funciones continuas entre espacios métri-
cos, también es continua la aplicacion (f1,..., fn): M — N1 x -+ x N,, dada

por (fi,- s fo)(x) = (f1(2), - fu(2)).

Teorema 6.32 St N es un espacio normado, la suma + : N x N — N y el
producto - : R x N — N son continuos.

DEMOSTRACION: Podemos suponer que N es estandar. Hemos de probar
que si (x,y) € N x N es un punto estandar y (z’,y’) = (z,y), entonces se cumple
que ' + 4’ ~ x +y. Ahora bien,

di@' +y ., z+y) =" +y —z—y| = —2)+ ¥ — )|
<o’ =zl + |y — yll = d(a’, z) + d(y',y) = 0,

luego 2’ +y' ~ x + y.

Para el producto, partimos de (o, z) € R x N estandar, tomamos otro par
(o/,2') = (a, ), y hemos de ver que o'z’ ~ azx.
En efecto:

A2’ ar) = ||/ — az|| = ||/2' — 'z + o'z — az|

< lo/[]a" =z + o = al[z] ~ 0.
| ]

Observemos ahora que, si M es un espacio métrico y N es un espacio nor-
mado, en el conjunto F(M,N) de todas las aplicaciones M — N, tenemos
definida (puntualmente) una suma y un producto por nameros reales:

(f +9)(m) = f(m) +g(m),  (af)(m) = af(m).

Si f, g € F(M,R), también podemos definir puntualmente su producto:

(fg)(m) = f(m)g(m).
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Ahora es inmediato que si f y g € F(M, N) son continuas, también lo son
f+gyaf. En efecto, f + g puede verse como la composicion

MUY N« NN,

y ambas funciones son continuas, por los teoremas anteriores. Similarmente, a.f
se descompone como

MEH RN N,

donde, en la primera parte, o representa a la funcién constante «, que obvia-
mente es continua.

El teorema anterior prueba en particular la continuidad de la aplicaciéon
producto - : R x R — R, luego, si f y g € F(M,R) son continuas, también es
continua fg, ya que se expresa como

MYYRXR R
En definitiva, ahora es obvio el teorema siguiente:

Teorema 6.33 Si M es un espacio normado y N es un espacio métrico, el
conjunto C(M, N) de todas las funciones continuas en M en N es un espacio
vectorial con la suma y el producto definidos puntualmente. El espacio C(M,R)
es también un anillo con el producto definido puntualmente.

Ejemplo La funcion zyz — 72 € F(R3,R) es continua.

En efecto, las funciones z, y, z son las proyecciones cuya continuidad afirma
el teorema 6.29. La funcién dada se obtiene a partir de ellas mediante sumas,
productos y productos por ntimeros, luego es continua por el teorema anterior.

|

En general, es claro que el espacio C(R",R) contiene al anillo R[z1, ..., z,]
de todos los polinomios de n variables.
Ejemplo La funcion f : R — R? dada por f(t) = (sent,cost) es continua.

En efecto, sabemos que lo son las funciones sent y cost y basta aplicar el
teorema 6.31. (]

Las aplicaciones continuas nos permiten reconocer facilmente muchos con-
juntos abiertos y cerrados, gracias al teorema siguiente:

Teorema 6.34 Sea f: M — N una aplicacion entre espacios métricos. Las
afirmaciones siguientes son equivalentes:

a) f es continua.
b) Para todo abierto A C N, se cumple que f~1[A] es abierto en M.

¢) Para todo cerrado A C N, se cumple que f~1[A] es cerrado en M.
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DEMOSTRACION: b) y ¢) son claramente equivalentes, pues si suponemos b)
y A es cerrado, entonces N \ A es abierto, y f~[N \ A] = M \ f~1[A], luego
f71[A] es abierto y f~'[A] es cerrado. Igualmente se prueba que c) implica b).

Supongamos que todos los datos son estandar. Si f es continua y A es
abierto, tomamos un punto estandar x € f~[A] y un y € M tal que y ~ x.
Entonces f(y) ~ f(x) € A, luego f(y) € A, luego y € f~1[A]. Esto prueba que
h(z) C f7Y[A], luego f~1[A] es abierto.

Reciprocamente, si se cumple b), tomamos x € M estandar y un y =~ x. Si
f(y) % f(z), entonces hay un ntumero estandar 0 < r < d(z,y), luego tenemos
que f(y) ¢ B.(f(x)) vy, por consiguiente, y ¢ f~![B.(f(x))]. Este conjunto
(estandar) deberia ser abierto, pero contiene a x y no a y, luego no contiene al
halo de x. Esto es una contradiccion. L]

Ejemplo El conjunto
C= {(Z‘,y,Z) € R? | 2332 + 5y2 + 82’2 = 20}

es compacto.

En efecto, es la antiimagen del cerrado {20} por el polinomio 222 +5y% + 822,
que es una aplicacion continua. Por lo tanto, es cerrado. Ademaés es acotado,
pues si (z,y,2z) € C, entonces |z| < 20, |y| < 20, |z| < 20, luego las tres
coordenadas son finitas, luego (x,y, z) es finito. Esto significa que C es acotado.

u

Ejemplo FEl conjunto
A={(r,y,2) €R® |z — 2y + 2 > 3}

es abierto.

Pues es la antiimagen del intervalo |3, +oo] por el polinomio z —2y+z. =

Ejemplo Si una aplicacion g : M — N entre dos espacios métricos es biyec-
tiva y continua, su inversa g~' : N — M no es necesariamente continua.

En efecto, sea N = {(z,y) € R? | 22 + y? = 1} y consideremos la aplicacion
f:[0,27] — N dada por f(t) = (cost,sent). Claramente es continua, aunque
no es biyectiva, porque f(0) = f(27) = (1,0). Sin embargo, si M = [0, 2x[, la
restriccion g : M — N si que es biyectiva y continua. No obstante, si h > 0 es
infinitesimal, se cumple que g(2m — h) = f(27 — h) = f(27) = f(0) = g(0).

Asi pues, tenemos dos puntos en N (los puntos g(2m — h) y ¢(0)) que estan
infinitamente préximos, pero sus imagenes en M por g~ (los puntos 0 y 2w — h)
no estén infinitamente préximos. Esto prueba que g~! no es continua en (1,0).

|
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Definicion 6.35 Un homeomorfismo g : M — N entre dos espacios métricos
es una aplicacion biyectiva, continua con inversa continua.

Teorema 6.36 Si f: M — N es una aplicacion continua y suprayectiva entre
espacios métricos y M es compacto, entonces N también es compacto.

DEMOSTRACION: Podemos suponer que los datos son estandar. Tomemos
xz € N. Existe un y € M tal que f(y) = . Como M es compacto, existe
*y € M. Entonces f(*y) ~ f(y) = x y f(*y) es estandar, luego = es casi
estandar. Esto prueba que N es compacto. [

Ahora es inmediata la generalizacion del primer teorema de Weierstrass:

Teorema 6.37 Si M es un espacio métrico compacto y f : M — R es una
aplicacion continua, entonces f toma en M un valor mdximo y un valor minimo.

DEMOSTRACION: Por el teorema anterior f[M] C R es compacto, luego
es cerrado y acotado. Por ser acotado, existe el supremo s y el infimo ¢. El
teorema 2.44 afirma que s e ¢ son adherentes a f[M]. Como es cerrado, resulta
que s, i € f[M], es decir, s = f(u), i = f(v). Obviamente, u y v son los puntos
donde f alcanza su maximo y su minimo. m

Espacios conexos Para generalizar el segundo teorema de Weierstrass nece-
sitamos un nuevo concepto:

Definicién 6.38 Un espacio métrico M es conexo si no puede expresarse como
unién de dos abiertos disjuntos no vacios.

La relacién con el segundo teorema de Weierstrass nos la proporcionan los
dos teoremas siguientes:

Teorema 6.39 Si f : M — N es una aplicacion continua y suprayectiva entre
espacios métricos y M es conexo, entonces N también lo es.

DEMOSTRACION: Si N no fuera conexo, lo podriamos descomponer como
N = AU B, donde A y B son abiertos disjuntos no vacios. Entonces, también
M = f~1[A]U f~1[B], donde los dos conjuntos son abiertos disjuntos no vacios,
es decir, M no es conexo. n

Teorema 6.40 Un subconjunto de R es conexo si y sdlo si es un intervalo.

DEMOSTRACION: Sea I C R un intervalo y supongamos que I = AUB, donde
Ay B son abiertos disjuntos no vacios. Entonces, la aplicacion f : I — R dada

por
0 sizeA,
f(x)_{l siz € B,

es claramente continua en I, pero toma los valores 0 y 1 y no toma ningtn valor
intermedio, en contradiccién con el segundo teorema de Weierstrass.
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Supongamos ahora que I C R es conexo y vamos a probar que es un intervalo.
Por el teorema 2.63, basta tomar a, b € I, digamos a < b, y hemos de probar
que Ja,b[ C I. En caso contrario, existe un nimero a < ¢ < b tal que ¢ ¢ I, pero
entonces A = I N]—oo,c[ vy B = J¢,+00[ son abiertos disjuntos en I tales que
I = AU B. Esto prueba que I no es conexo. ]

La generalizacion del segundo teorema de Weierstrass es:

Teorema 6.41 St M es un espacio métrico conexo y f : M — R es una
aplicacion continua y x, y € M, entonces f toma todos los valores comprendidos

entre f(x) y f(y)-

DEMOSTRACION: Tenemos que f[M] C R es conexo, luego es un intervalo,
y contiene a f(x) y f(y), luego contiene a todos los valores intermedios. =

La prueba del teorema 6.40 contiene una caracterizacion util de la conexién:

Teorema 6.42 Un espacio métrico M es conexo si y solo si toda aplicacion
continua f : M — {0,1} es constante.

DEMOSTRACION: Si M es conexo pero f no fuera constante, entonces seria
suprayectiva, luego {0,1} deberia ser conexo, cuando claramente no lo es (ya
que {0} y {1} son ambos abiertos en {0,1}). Si M no es conexo, podemos
descomponerlo como M = AU B, donde A y B son abiertos disjuntos no vacios.
La aplicacion f: M — {0, 1} dada por

fz) = 0 sizeA,
11 sizeB,
es continua y no es constante. [
Teorema 6.43 Si M,..., M, son espacios métricos conexos, entonces el pro-

ducto My x --- x M,, es conexo.

DEMOSTRACION: Basta probarlo para dos factores y, por induccion, vale
para todo n. Tomemos una funcién continua f : My x My — {0,1} y veamos
que es constante.

Fijemos un punto (z,y) € My x Ms. La aplicacion gy : My — My X My
dada por g(m1) = (m1,y) es continua, luego su imagen es conexa, luego

f(mlvy) = f(xay)

para todo my € M. Fijado m; € M, la aplicacion g : My — My x My dada
por ga(ms) = (my,m2) es continua, luego su imagen es conexa, luego

f(m17m2) = f(m17y) = f(xay)v

para todo (my,ms) € My x Ms. n

Ejercicio: Probar que si M es un espacio métrico y A, B C M son conexos y
AN B # @, entonces AU B es conexo.
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6.4 Derivadas y diferenciales

La generalizaciéon mas simple del concepto de derivada de una funcién de
una variable es la siguiente:

Definicion 6.44 Sea f : D C R™ — R una funcién estandar definida en un
abierto D y sea p € D. Diremos que f es derivable en p respecto a la variable
x; sl existe un nimero estandar

of

61‘1‘

p

tal que, para todo infinitésimo no nulo h € R, se cumple que

h = Oz

P
Es obvio que, si existe un ntimero que satisface la definicién anterior, es
Gnico, y se llama derivada parcial de f respecto a x; en el punto p. Si f es

derivable respecto de x; en todos los puntos de D, tenemos definida la funcion
derivada parcial
of

83%

Es claro que esta definicion generaliza a la definicion que ya conociamos de
derivada de una funciéon de una variable. Méas atn, los resultados conocidos
sobre derivadas de funciones de una variable se generalizan automéaticamente a
resultados analogos sobre derivadas parciales gracias a la observacion siguiente:
en las condiciones de la definicién anterior,

Of | _ dfi
ox; dx

:DCR* — R

)
pi

P

donde f,; : D; C R — R es la funcién dada por

fpi(@) = flpr,- 2, pn),

yDi={x€R| (p1,...,%,...,pn) € D}. La igualdad ha de entenderse como
que existe una derivada si y sélo si existe la otra.

En otras palabras: la derivada parcial de f en p respecto de z; es la derivada
en p; de la funcién (de una variable) que resulta de fijar ; = p; en f para j # i.

Asi, ahora es evidente que el teorema 3.18 es valido en general para derivadas
parciales. Por ejemplo, dadas dos funciones f y g, es claro que

(f+9)pi = foi + Gp.is

luego la suma sera derivable respecto de x; en p si y so6lo si lo son ambos
sumandos y, en tal caso, la derivada de la suma sera la suma de las derivadas.



200 Capitulo 6. Calculo diferencial de varias variables

Ejemplo La funcion f(x,y) = 2%y +y> es derivable respecto de ambas varia-
bles en todo R? y sus derivadas son

of Of _ 9 a2

_— = 2,’]} N — =x" + 3 .

ox 4 y Y

En efecto, para cualquier p = (z,y) € R?, se cumple que f, 1(z) = 2%y + y>,

fpoly) = z2y + 3, y solo hemos de aplicar las reglas de derivacion usuales para
funciones de una variable. L]

Sin embargo, la nocién de derivada parcial no puede considerarse el equiva-
lente en varias variables a la nocién de derivada de una funcién de una variable,
pues las propiedades basicas no se generalizan. Por ejemplo, no es cierto que
toda funcién que admita derivadas parciales sea continua:

Ejercicio: Probar que la funcién f : R? —s R dada por

_JO sizy=0,
f(x,y)—{l si zy # 0.

no es continua en (0,0), pero existen

of
ox

_of

T Oz =0

(0,0) (0,0)

La razon de la patologia que muestra el ejercicio anterior es clara: las deri-
vadas parciales nos dan informacion sobre el efecto que tiene la variacién infi-
nitesimal una variable en una funcién manteniendo las demas constantes, pero
no nos dicen nada del efecto que tiene una variaciéon infinitesimal de todas las
variables simultaneamente. Para relacionar con las derivadas tales variaciones
simultdneas necesitamos el concepto de aplicacion lineal:

Definicion 6.45 Una aplicacion lineal ¢ : R™ — R™ es una aplicacion de la
forma
d)(ﬂf) = (allxl + -+ An1Lpy -5 A1mMT1 +--+ afnmxn)v

para ciertos a;; € R.
La matriz
A = (ai;) =
Ap1 -+ Qnm

se llama matriz asociada a la aplicacion lineal ¢. Es obvio que cada aplicacion
lineal ¢ esta determinada por su matriz y que ésta es tinica, ya que su i-ésima fila

es necesariamente ¢(e;), donde ¢; = (0,...,1,...,0) € R™ es el vector que tiene
el 1 en la coordenada i-ésima. A su vez, esto prueba que ¢ esta completamente
determinada por los vectores ¢(e;), para i =1,...,n.

Llamaremos L(R™ R™) al conjunto de todas las aplicaciones lineales de R™
en R™.
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Ejercicio: Probar que toda aplicacion lineal ¢ : R® — R™ cumple las relaciones
oz +y) =dx) + o(y) y ¢(ax) = ad(z), para todo z, y € R™ y todo a € R.

En general, las funciones coordenadas de una aplicaciéon f : D — R™, son
las composiciones f; = f o p;, donde p; : R™ — R es la proyeccion i-ésima. Es
claro que una funcion ¢ : R™ — R es lineal si y so6lo si lo son sus funciones
coordenadas.

Definicion 6.46 Una funcion estandar f : D C R® — R™ definida en un
abierto D es diferenciable en un punto p € D si existe una aplicacion lineal
estandar ¢ : R™ — R™ tal que, para cada vector h € R™, h ~ 0, h # 0, se

cumple que
flp+h) — fp) — ¢(h)

~ 0.
(Il

Vamos a probar que, si f es diferenciable en este sentido, entonces la aplica-
cion ¢ estd completamente determinada por f y por p. Para ello basta ver que
estan determinados los valores ¢(e;), para i =1,...,n. En efecto, tomamos un
infinitésimo no nulo A € R y aplicamos la definicién anterior a he;, con lo que

obtenemos que
f(p+ hei) = f(p) — ¢(hei)
||

Ahora observamos que |h|/h = £1 es finito, luego podemos multiplicar el
cociente por esta expresion sin que deje de ser infinitesimal:

f(p+he;) — f(p) — he(es)

~ 0.

~ 0.
h
Equivalentemente:
f(p+ he;) — f(p) ~
- ~ ¢(eq).
Ambos miembros son vectores de R™, y sabemos que sus coordenadas han
de estar infinitamente préximas, es decir, para todo j = 1,...,m, tenemos que
fi(p+hei) — fi(p) _
h ~ ¢] (ei)'

Pero esto significa que la funcion f; : D C R™ — R tiene derivada parcial
respecto de x; en p, y que
of;

(‘)xi p

= ¢j(ei).
Esto prueba que, en efecto, ¢(e;) estd univocamente determinado.

Definicion 6.47 Si f : D C R® — R™ es una funciéon diferenciable en un
punto p € D, llamaremos diferencial de f en p a la tnica aplicacion lineal que
cumple la definicién precedente. La representaremos por d, f : R* — R™.
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Hemos demostrado lo siguiente:

Teorema 6.48 Si f : D C R"™ — R™ es una funcion diferenciable en un
punto p € D, entonces sus funciones coordenadas f; : D C R" — R tienen
derivadas parciales en p y, parai=1,...,n, se cumple que

)

Definicion 6.49 Si f: D C R™ — R™ es una funcién cuyas funciones coor-
denadas tienen derivadas parciales en un punto p € D, llamaremos matriz jaco-

biana de f en p a la matriz
of;
Jf(p) = (8;) :

En el caso m = 1, la traspuesta de matriz jacobiana se llama también vector
gradiente de f en p, y se representa por
p)

Vip) = (aa:i

Hemos probado que si f es diferenciable en p, entonces d, f es la aplicacion
lineal asociada a la matriz jacobiana Jf(p).

of1

O fm
dpf(ez‘) = (axi L

ey (9371

)
p

Maés en general:

of

R a:[;n

)
p

De la propia definicion de diferenciabilidad se sigue el teorema siguiente, que
nos permitird a menudo restringirnos al caso de funciones con valores en R:

Teorema 6.50 Una funcion f: D C R" — R™ es diferenciable en un punto
p € D siy sdlo si todas sus funciones coordenadas son diferenciables en p y, en
tal caso,

dpf(v) = (dpf1(v); - - dp (V).

Ahora, si f: D C R®™ — R es diferenciable en un punto p € D, la propia
definicion de matriz de una aplicaciéon lineal nos da que, para todo x € R™,

0 0
cl;mz‘(»"c)=a—gf1 :v1+---+67f L.
P nip

Observemos ahora que, de la definicién de diferenciabilidad se sigue inmedia-
tamente que toda aplicacion lineal es diferenciable, y que su diferencial coincide
con ella misma. En particular, las proyecciones p; : R" — R (es decir, las
aplicaciones p;(z) = x; o, simplemente, z;) son lineales, luego dpz;(z) = ;.
Esto nos permite escribir la igualdad anterior como

dpf(x) = 21| da(a) v 2

Llp nlp

dpTn(x)
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0, también, como igualdad de funciones,

_of of
dpf = 61‘1 pdpl'l + + 81‘” )

dpTn.

Si f es diferenciable en todos los puntos p € D, esta igualdad es valida para
todo p, y se traduce en una igualdad de formas diferenciales. Esto requiere
generalizar la definicién de forma diferencial que hemos visto en el caso de
funciones de una variable:

e Llamamos L(R™) al conjunto de las aplicaciones lineales [ : R — R.
e Definimos una suma + : L(R™) x L(R") — L(R™) dada por
I+ 1) (u) =1(u) +1'(u).
Se comprueba inmediatamente que, en efecto, [ + 1" € L(R™).

e Si D C R™ es abierto, llamamos A(D) al conjunto de todas las aplicacio-
nes w : D — L(R™). A los elementos de A(D) los llamaremos formas
diferenciales en D. Sip € D, escribiremos w,, en lugar de w(p).

e Observemos que, si w € A(D), podemos definir f,; : D — R mediante
fw,i(p) = w(p)(e;), de modo que, para todo z € R™, se cumple que

wp(w) = fw,l(p)xl +-+ fw,n(p)xn

Asi, w esta completamente determinada por las aplicaciones f,, ; y, recipro-
camente, dadas funciones cualesquiera f; : D — R podemos definir

wp(x) = fi(p)r1 + - + fu(p)Tn,
de modo que f, ; = f;.
e Definimos una suma + : A(D) x A(D) — A(D) mediante
(W +w)p = wp +wy,

donde la suma del segundo miembro es la suma de L(R™). Claramente,
fw+w’,i = fw,i + fw/,i-

e Definimos un producto F(D) x A(D) — A(D) mediante
(gw)p(u) = g(p)wp(u).
Se comprueba inmediatamente que gw € A(D). Claramente, fg., ; = ¢fw.i.

En estos términos, si f : D C R® — R es una funcién diferenciable en el
abierto D (es decir, diferenciable en todos los puntos de D), podemos considerar

la forma diferencial df € A(D) que a cada p € D le asigna la aplicacion lineal
d,f € L(R™).
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En general, si w € A(D), tenemos que

wp(x) = fw,l(p)xl +--+ fw,n(p)xn = fw,l(p)dpxl(x) +-- fw,n(p)dpxn(x)v

para todo x € R", luego

Wp = fw,l(p>dpx1 +---+ fw,n(p)dpxnv

luego
w= fordri + -+ fonde,.

En definitiva, tenemos que cada w € A(D) se expresa de forma tinica como
w= fidzy + -+ fpdzy,,

para ciertas funciones f; : D C R®™ — R. Concretamente, si f es una funciéon
diferenciable en D, tenemos la igualdad de formas diferenciales:
of of

=21 g oo 2L e,
0x1 T1+ +6xn v

df

En contra de lo que esta expresion pueda sugerir, la mera existencia de
derivadas parciales no garantiza la diferenciabilidad. Sera facil dar un ejemplo
si tenemos en cuenta el teorema siguiente:

Teorema 6.51 Toda funcion diferenciable en un punto p es continua en p.

DEMOSTRACION: Sea f : D C R™ — R™ una funcién (estandar) definida
en un abierto D y supongamos que es diferenciable en un punto estandar p € D.
De la definiciéon de diferenciabilidad se sigue que

f(p+h) =~ f(p) +dpf(h) = f(p),

yva que las funciones lineales son claramente continuas. Esto vale para todo
h € R™ infinitesimal no nulo, pero también es trivialmente cierto si A = 0. Por
consiguiente, si x € D cumple z & p, tenemos que f(x) ~ f(p), y esto prueba
la continuidad en p. n

Ejemplo La funcién f: R? — R dada por

r,y) =

0 si (z,y) = (0,0),

tiene derivadas parciales en R?, pero no es continua, luego tampoco diferencia-
ble, en (0,0).

En efecto, f no es continua en (0,0) porque, si tomamos z = y = 0 no nulos,

entonces

72

fley) = 5y = 5 0= (0,0)
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La existencia de derivadas parciales en todo punto (x,y) # (0,0) es conse-
cuencia de las reglas usuales de derivabilidad. En el punto (0,0) aplicamos la
definicién de derivada parcial:

f(h,O) — f(ovo)
h

f(O, h) B f(0,0)

=0
’ h

:O7

luego
of
ox

_9f

= = 0.
0o 9

(0,0) -

Ejercicio: Probar que una funcién f: D C R — R es derivable en un punto p € D
si y solo si es diferenciable en p.

Para dar una condicién suficiente de diferenciabilidad conviene introducir
primero algunos conceptos:

Definicién 6.52 Si f : D C R” — R es una funcién definida en un abierto
D, representaremos por

o f

—:DCR" —R
Bz, -~ Oy,

a la funcién que resulta de derivar k veces la funciéon f, primero respecto de z;,,
luego respecto de x;,, etc. (supuesto que sea posible).

Diremos que f es de clase C* en D (donde k& > 1) si existen todas las
derivadas k-ésimas y todas ellas son continuas en D.

Diremos que f es de clase C* en D si es de clase C* para todo k > 1.

Diremos que una funcion f : D C R — R™ es de clase C* en D (para
k=1,2,...,00) silo son todas sus funciones coordenadas.

Diremos que una funcién estandar f : D C R® — R™ es estrictamente
diferenciable en p € D si existe una aplicacion lineal estandar ¢ : R” — R™
tal que, para todo par de puntos distintos x ~ p ~ y, se cumple que

f(z) = fly) — d(z —y)

~ 0.
|z =yl

Haciendo y = p en la definicién anterior vemos que toda funcién estricta-
mente diferenciable en p es diferenciable en p, y que la aplicacion lineal ¢ ha de
ser necesariamente d, f. También es obvio que f es estrictamente diferenciable
en p siy solo si lo son todas sus funciones coordenadas.

Teorema 6.53 Una funcion f: D C R® —s R™ es de clase C' en un abierto
D si y solo si es estrictamente diferenciable en D.
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DEMOSTRACION: Como f es estrictamente diferenciable o de clase C si y
solo si lo son sus funciones coordenadas, no perdemos generalidad si suponemos
que m = 1. También podemos suponer que todos los datos son estandar.

Supongamos en primer lugar que f es de clase C'!' y tomemos un punto
estandar p € D. Definimos

Plx)=>

- 31‘,'

i
P

3

y tomamos dos puntos distintos x ~ p ~ y. Vamos a calcular

f(x) = fly) — d(z —y).

Para ello definimos F; = f(x1,...,2,Yit1,- - -, Yn), donde hemos de entender
que Fy = f(y), F,, = f(x). Es claro entonces que:
(w; — yz)) :
P

n a n 8
f(@) = fly) - Z 85- (xi —yi) = Z (Fi —Fi1— 8:{-
i=1 tip i
9i(t) = f(@1, ..., zic1, ¥ + (T — ¥i), Yit1s - YUn)

i=1

Ahora aplicamos el teorema del valor medio a la funcién

en el intervalo [0,1]. Notemos que el punto en el que calculamos f esta infini-
tamente proximo a p, luego esta en D. Claramente g; es continua en [0, 1] y el
hecho de que f tenga derivada parcial respecto de x; implica que g; es derivable
en ]0,1[. Por consiguiente, aplicando la regla de la cadena para funciones de
una variable:

Fi—Fi_1 =g(1) —g(0) = £ (i — vi),

Ci

donde ¢; = p. Asi pues:

" | of of
0= F) = ote =l < 32| 5| = 5| [l —ul < e =l
donde
0 = nmax of — of
N % al‘i 83%

La continuidad en p de las derivadas de f implica que los valores absolutos
son infinitesimales, luego el maximo también es infinitesimal y, como n es finito,
0 ~ 0. En definitiva, concluimos que

f(x) = fly) = ¢z —y)
Iz —yll

~ 0,

luego f es estrictamente diferenciable en p.
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Reciprocamente, supongamos ahora que f es estrictamente diferenciable en
el abierto D. En particular, esto implica que f tiene derivadas parciales en D.
Tomemos un punto estandar p € D y vamos a ver que

of
8.’1%

es continua en p.
Six € D es estandar y A € R es un infinitésimo no nulo, tenemos que

f@+he) — f(x)  Of
h - 8.131'

x
En particular, si € > 0 es estandar, existe un § > 0 (por ejemplo cualquier
infinitésimo) tal que si 0 < |h| < d se cumple

fla+he) = f@)  of

h — oz, < €.

x

Esto vale para todo x € D y todo € > 0 estandar, luego por transferencia vale
para todo € D y todo € > 0. Tomemos concretamente = / p y € infinitesimal.
Encontramos entonces un h # 0, que podemos tomar infinitesimal, tal que

Jlthe) —f@) Of [ .o
Equivalentemente,

., 9f /

flx+he)— f(x)=h da1 ). + hh'.

Por otra parte, aplicando la definicion de diferenciabilidad estricta en p ob-
tenemos que
f(SC + hei) - f(x> — hdpf(ei) RN
N =h" =0.

Equivalentemente,

+ hh".

p

o e = 1) =0 5L

Igualando las dos expresiones que hemos obtenido queda que

Or| _Of| iy
z P
lo que prueba la continuidad en p de la derivada parcial. m

Para probar que todas las funciones usuales son diferenciables, s6lo nos falta
la generalizacion de la regla de la cadena:
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Teorema 6.54 (Regla de la cadena) Si f: D C R" — R™ es una funcidn
diferenciable en p € D y g : E C R™ — RF es diferenciable en f(p) € E,
entonces f o g es diferenciable en p y

dp(fog)=dpfodsy)g.

DEMOSTRACION: Podemos suponer que todos los datos son estandar. Sea
h € R™ un infinitésimo. Como f es diferenciable en p, es continua en p, luego
h = f(p+h)— f(p) es infinitesimal. La diferenciabilidad de f implica que existe
un vector infinitesimal h; € R™ tal que

W= fp+h) = f(p) = dpf(h) + [|h]|hs.

Igualmente, de la diferenciabilidad de g se sigue que existe hy € R¥ infinitesimal
tal que

g(f(p+h)=g(f(p) + 1) = g(f(p)) + dspyg(h’) + [|B'[| hz

= 9(f(P)) + dy(py9(dp f (1) + [|Blldg () g(ha) + [|B ]| 2.

Llamemos ¢ = d), fod ()9, que es una aplicacion lineal (ver las observaciones
posteriores a este teorema). Tenemos que

(fog)lp+h)—(fog)lp) —&(h)
Al

12l
121

=dsp)g(h1) + he = 0,

donde hemos usado que

h' h
=dyf(—)+h
[l — " (nhn) '

es finito. Esto prueba que f o g es diferenciable en py que dp(fog) =¢. =

En la prueba del teorema anterior hemos usado que la composicion de aplica-
ciones lineales es lineal. Mas concretamente, si f : R — R™ y g : R™ — R
son dos aplicaciones lineales determinadas respectivamente por las matrices
A = (a;;) y B = (bji), entonces es facil ver que f o g es la aplicacion lineal
determinada por la matriz C = (¢;;) dada por

m
Ci1 = Z aijbjl.
Jj=1

De esta expresion deducimos en particular una férmula para las derivadas
parciales de una funcién compuesta:

Teorema 6.55 Si f : D C R"™ — R™ es una funcion diferenciable en un
puntop € D y g: E CR™ — R es diferenciable en f(p) € E, entonces

fog)| _ zm: g
858]'

Oz P =1

af;
f(p) Oz

P
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Basta tener en cuenta la expresion de la matriz jacobiana de una funcion
diferenciable. La férmula anterior se enuncia de forma més natural si llamamos
a las funciones y(x) (en lugar de f) y z(y) (en lugar de g), de modo que la
funcion compuesta es z(z) = z(y(x)). La regla de la cadena afirma entonces
que

0z i 0z Oy,
8l‘i = 8yj 8.1‘1"

donde las derivadas de z(z) e y;(z) se evaltian en un punto € D y las de z(y)
se evaltan en y = y(z).

En particular, la regla de la cadena implica que la composicion de funciones
de clase C? es de clase C, pues la relacion entre las derivadas parciales muestra
que las derivadas de la funciéon compuesta también son continuas. Un razona-
miento inductivo muestra ahora que la composicién de funciones de clase C* es
de clase C* (ya que, obviamente, una funcion es de clase C**! si y solo si tiene
derivadas parciales de clase C*, y la suma y el producto de funciones de clase
C* es obviamente de clase C*). Finalmente, esto implica que la composicién de
funciones de clase C* es de clase C*°.

Teorema 6.56 (Teorema de Schwarz) Si f: D C R" — R es una funcion
de clase C? en un punto p € D, entonces
o f
8.’&'5.%]'

_
o axjaml

para i,j =1,...,n.

p p

DEMOSTRACION: No perdemos generalidad si suponemos que n = 2. Sea
p = (a,b). Llamamos

A?f(h) = f(a+ h,b+h) — f(a,b+h) — f(a+ h,b) + f(a,b).
Basta probar que si h > 0 es un infinitésimo entonces

_A%f(h)
~ 2T
(ab) h

0% f
0x0dy

Si G(z) = f(z,b+h)— f(z,b), tenemos que A% f(h) = G(a+h)—G(a). Pode-
mos aplicar el teorema del valor medio a G, de modo que existe un infinitésimo
0 < hy1 < h tal que

0 0
AZf(h):hG’(a—i—hl):h—f Y

O (a+h1,b+h) O (a+h1,b)

. . . . Of

Si ahora aplicamos el teorema del valor medio a la funciéon —— ob-
tenemos un infinitésimo 0 < he < h tal que T l(a+ha,2)
82
A?f(h) = h? / :

dxdy (a+h1,b+hs)




210 Capitulo 6. Célculo diferencial de varias variables

Asi pues, usando la continuidad de la derivada segunda,

A?f(h) _ 0°f 9%

h?  Oxdy (athbihy) 0Ty (a,b).
[ |

Terminamos la seccion demostrando la version para funciones de varias va-
riables del teorema 3.22. La prueba que vamos a dar requiere el concepto de
norma de una aplicacion lineal:

Si ¢ : R™ — R es una aplicacién lineal, claramente es continua, y también
lo es |¢| y la restriccion de |¢| a la esfera unitaria

§={reR"[|z]| =1}.

Como la esfera es compacta, el teorema 6.37 nos da que existe un punto en S
donde |¢| toma su valor maximo. Llamaremos norma de ¢ a este valor méaximo,
y lo representaremos por ||¢||.

De este modo, si x € R™ es un vector arbitrario no nulo, se cumple que
z/|lz|| € S, luego |o(x/||z]])] < ||¢||. Como ¢ es lineal, esto equivale a que
lo(x)/||z]l] < ||¢] o, equivalentemente, a:

[p(2)] < [1]l]=]]-
Evidentemente, esta desigualdad es valida para todo = € R™, incluido z = 0.

Teorema 6.57 (De la funcién inversa) Sea f: D C R” — R” una aplica-
cion estrictamente diferenciable en un puntop € D. Sid,f es biyectiva entonces
existe un entorno U de p contenido en D tal que f[U] es un entorno de f(p),
la restriccion de f a U es biyectiva y su inversa es estrictamente diferenciable

en f(p)-

DEMOSTRACION: Podemos suponer que f y p son estandar. Veamos que f
biyecta el halo de p con el halo de f(p). De aqui se sigue ya la existencia de
U (en principio un entorno contenido en h(p), que por transferencia podemos
convertir en un entorno estandar). Soélo quedara demostrar la diferenciabilidad
de la inversa.

En primer lugar, si z, 2’ € h(p) son distintos, la diferenciabilidad estricta

implica que
f@) £ _ dpflax —a)
[l — || [l I

(6.1)

’ . . . .
Como el vector £=2 tiene norma 1y d,f es biyectiva (y su inversa es una
Tz—a] P

aplicacion lineal, luego continua), su imagen no puede ser infinitesimal, luego

f(x) # (@),
Tomemos ahora y € h(f(p)) y veamos que tiene antiimagen en h(p). Para
ello definimos la sucesion

Ty = p, Tny1 = 2o +dpf T (y — flzn)).



6.4. Derivadas y diferenciales 211

Para que esta sucesion esté bien definida es necesario que cada x,, esté en el
dominio de f. De hecho z,, € h(p), pues, si vale para n, tenemos que

lznr1 = zall = ldpf = (= Fl@n) | < lldpf T Hly = F@a)ll,  (6.2)

luego también vale para n + 1.

Si f(z,) = y para algin n, ya tenemos una antiimagen para y. Podemos
suponer que no se da el caso, con lo que z,+1 # x,. Vamos a demostrar la
relacion siguiente:

ldp = I ly = F(0)II-

1
||xn+1 - mn” S 27

En efecto, tenemos que y = f(xy) + dpf(n41 — zn), luego

‘lf($n+1) -yl o | f(2ni1) — flan) — dpf($n+1 — )| |71 — in”

1f (zn) =yl [#nt1 = @n lldpf (@ns1 = 2n)ll

El primer cociente es infinitesimal por la diferenciabilidad estricta de f en
p, el segundo es finito porque es el inverso de la norma del valor de d), f sobre
un vector de norma 1. Por consiguiente el miembro izquierdo es infinitesimal.
En particular

1F(nsn) = ol < = 117 () — o]l

Usando (6.2) llegamos a que

_ 1 _
1 = zall < lldof "y = fl@a)ll < 5 lldpf My = @)l < -+

1 -1
< galldef My = P
De esta relacion se sigue claramente que la sucesion {x,} es de Cauchy,
luego converge a un punto x. Tomando limites en la definicién de x,, queda que

y=f(x).

Ahora sabemos que f es inyectiva en un entorno estandar de p, por lo que
tiene una inversa estandar f~!, que podemos considerar de nuevo restringida
sobre el halo de f(p).

Para probar que f~! es estrictamente diferenciable en f(p) tomamos dos
puntos y, ¥’ € h(f(p)), que seran de la forma y = f(z), vy’ = f(z'). Segun (6.1)
tenemos que

y—y _dpf(z—2)
[l — /]| [l — /]|

De aqui se sigue en particular que el cociente

|z — o'
ly — o'l
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es finito, pues su inverso es d, f actuando sobre un vector unitario. Ademas

(dpf) y—y)  z—2a

lz =2 " flz =2’
luego
() y—y)  z=2" ) - ')
ly =¥/ ly — v/l ly =
lo que prueba la diferenciabilidad estricta de f~* en f(p) (con diferencial igual
a (dyf)=1). "

En las condiciones del teorema anterior, si suponemos ademas que f es de
clase C! en D, en particular es de clase C'' en U, luego estrictamente diferen-
ciable en todos los puntos de U. Si d,f es biyectiva en todos los puntos de
U, el teorema anterior puede aplicarse en todos ellos para concluir que f~! es
estrictamente diferenciable en todo f[U], luego es de clase C! en f[U].

6.5 El teorema de la funcién implicita

En esta seccion y en la siguiente demostraremos algunos resultados que re-
quieren que el lector esté familiarizado con los resultados basicos del algebra
lineal (espacios vectoriales, bases, matrices, determinantes, etc.)

Como una primera muestra elemental de las posibilidades de aplicar el &l-
gebra lineal al calculo diferencial, observamos que la condicién de que d,f sea
biyectiva en el teorema de la funcién implicita equivale a que el determinante
jacobiano de f en p, es decir, el determinante de la matriz jacobiana |.J f(p)| sea
no nulo.

Si suponemos que f es de clase C' en su dominio, entonces |Jf(z)| es una
funcioén continua, por lo que el hecho de que sea no nula en un punto implica que
es no nula en un entorno de dicho punto, luego siempre podemos encontrar un
entorno U que cumple el teorema de la funcion inversa (para un punto dado p)
tal que el teorema es aplicable en todos los puntos de U, de modo que, tal y
como indicabamos al final de la seccién anterior, la funcién inversa f=! es de
clase C! en todo el abierto f[U].

Maés atin, aplicando la regla de la cadena a la composicion fof~! = I (donde
I representa la funcion identidad en R™), obtenemos que, si y = f(z),

Jf(@) - Tf~ (y) = In,

donde I,, es la matriz identidad o, lo que es lo mismo:

TN y) = (Jf(x)~,
para todo x € U (o, equivalentemente, para todo y € f[U]). Mas explicitamente,

1

= me (W)

Jf(y)
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donde la tilde representa la matriz adjunta, cuyos coeficientes dependen poli-
nomicamente de los coeficientes de Jf. Esto prueba que las derivadas parciales
de f~! se expresan en cada punto y € f[U] como cociente de polinomios en
las derivadas parciales de f (compuestas con f~1). Por consiguiente, si f es de
clase C*, sus derivadas parciales son de clase C*~!, luego las derivadas parciales
de f~! también son de clase C*~1, luego f~! es de clase C*. Obviamente, esto
es igualmente valido si f es de clase C*°. En definitiva, tenemos la siguiente
variante del teorema de la funcion inversa:

Teorema 6.58 (De la funcién inversa) Sea f : D C R” — R" una apli-
cacion de clase C* en el abierto D. Sip € D cumple que d,f es biyectiva,
entonces existe un entorno U de p contenido en D tal que f[U] es un entorno
de f(p), la restriccion de f a U es biyectiva y su inversa es de clase C* en f[U].

Veamos un ejemplo que ilustra el resultado central de esta seccion:

Ejemplo Consideremos la ecuaciéon ze¥ + ye® = 1.

1

La figura muestra los puntos que cumplen la ecuacion (para 0 < z < 2). Vemos
que, para cada valor de z, existe un tnico valor y(x) tal que el punto (z,y(x))
cumple la ecuacién. En estas circunstancias, se dice que la ecuacion define a y
como funcion implicita de x.

Si la ecuacion hubiera sido, por ejemplo, zy = 1, entonces la funcion y(z)
seria y(x) = 1/z, es decir, la funcién que resulta de despejar y en la ecuacion.
Teoricamente, la situaciéon es la misma, salvo que en la practica no es posible
despejar y en la ecuacion dada. Por ello, sin apoyarnos en la figura, no sabemos,
en principio, cémo justificar la existencia de la funcion y(x) y, aun admitiendo
su existencia, no sabemos cémo justificar, por ejemplo, que es derivable.

El teorema de la funcién inversa nos permite resolver estos problemas, con
la ayuda de un truco: consideramos la funcién F : R? — R? dada por

F(z,y) = (x,ze¥ + ye® — 1).

Claramente es de clase C™ en R? y su matriz jacobiana es

(1 e¥+ye”
JE = ( 0 xe¥+e® >

Podemos aplicarle el teorema de la funcién inversa, por ejemplo, en el punto
(1,0), donde |JF(1,0)| =1+ e # 0. Observemos que F(1,0) = (1,0). Esto nos
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da una funcion inversa G(u, v) = (G1(u,v), Ga(u,v)) de clase C* en un entorno
U de (1,0). Asi pues, F(G(u,v)) = (u,v) para todo (u,v) € U. Explicitamente:

Gr(u,v) =u, Gy(u,v)e? V) 4 Gy(u,v)e @) —1 =y,

En particular, esto vale para los puntos (u,v) = (z,0) con x = 1, lo que nos
da
2eF2(@0) L Gy(z,0)e” = 1.

Si llamamos y(z) = Ga(z,0) tenemos una funciéon (estandar) definida para
todo x ~ 1, de clase C*°, tal que ze¥(*) + y(xz)e® = 1. Por transferencia, y esta
definida en un entorno estandar de 1, y es, obviamente, la funcion cuya grafica
hemos mostrado antes. Ahora sabemos que es de clase C*° (en un entorno de 1).

Observemos que si (z,y) ~ (1,0) cumple la ecuacion, entonces (x,y) € G[U],
luego existe un (u,v) € U tal que (z,y) = G(u,v), luego F(z,y) = (u,v), luego
u=zyv=uze¥+ye* —1=0,luego y = Ga(z,0) = y(z).

Esto significa que la grafica de y contiene a todos los puntos que cumplen
la ecuacion dada y que estan infinitamente proximos a (1,0). Por transferencia,
contiene a todos los puntos que cumplen la ecuaciéon dada y que estan en un
entorno (estandar) de (1,0). n

El teorema de la funcion implicita es la generalizacion del ejemplo anterior
al caso de un ntmero arbitrario de ecuaciones:

Teorema 6.59 (Teorema de la funcién implicita) Consideremos una fun-
cion f: D C R"™ — R™ de clase C* en el abierto D, sea (xo,y0) € D tal que
f(zo,y0) = 0 (donde se ha de entender que o € R™, yo € R™). Supongamos que
el determinante de las filas de la matriz jacobiana J f(xo,y0) correspondientes
a las coordenadas yg es no nulo. Entonces existen:

a) un abierto U C R™ que contiene a xo,
b) un abierto V.C R"*™ que contiene a (xo,Yo),
¢) una funcion y : U — R™™ de clase CF en U,

de modo que

{(z,y) eV | flx,y) =0} ={(z,y) e R"™ |z € U, y = y(x)}.

DEMOSTRACION: Consideramos la funcion F : D — R"™ dada por
F(z,y) = (x, f(z,y)). Es claro que es de clase C* y que su matriz jacobiana en

(z0,Yo) es de la forma
I, | A
JF (20, Y0) = (T‘i> )

donde los bloques A y B son la matriz Jf(xo,y0) y, concretamente, B es la
matriz cuyo determinante es no nulo por hipétesis. Las propiedades de los
determinantes implican que |JF(z,yo)| # 0.
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El teorema de la funcién inversa nos da un abierto V' que contiene a (xg, yo)
tal que W = F[V] es abierto, contiene a F(xo,y0) = (20,0), F : V — W es
biyectiva y su inversa G : W — V es de clase C* en W.

Definimos U = {z € R™ | (z,0) € W}, que es un abierto en R™ porque es
la antiimagen de W por la aplicacion continua x — (z,0). Como (z9,0) € W,
tenemos que xg € U. Definimos y : U — R™ mediante y(z) = Gz(z,0).
Claramente y es de clase C* en U.

Ahora comprobamos que se cumple todo lo que indica el enunciado:

Sixz € U ey = y(x), por definicion de U tenemos que (x,0) € W, luego
G(z,0) € V, pero

G(‘T7O) = (xaG2($70)) = (xvy(x)) = (ff,y)

Ademds (2,0) = F(G(x,0)) = F(z,y) = (¢ f(z,1)), lnego f(z,y) = 0.
Reciprocamente, si (z,y) € V' y f(z,y) = 0 entonces

F($7y) = (m,f(x,y)) = (.13,0) ew,

luego z € U y (z,y) = G(F(z,y)) = G(z,0) = (z,G2(z,0)) = (z,y(x)), con lo
que y(x) = y. .

En otros términos, si llamamos

S={(z,y) € D| f(z,y) = 0},

tenemos un conjunto definido por un sistema de m ecuaciones de clase C*, y
lo que afirma el teorema anterior es que si un punto (zg,yo) € S cumple la
hipotesis, entonces existe un entorno abierto de (zg,yo) en S (el conjunto SNV,
con la notacion del teorema) que es la grafica de una funcién de clase C*, la
funcion implicita definida por el sistema de ecuaciones (para una determinada
eleccion de variables).

A menudo sucede que no importa cuéles son concretamente las variables y
que se ponen en funcién de las variables . En tal caso, observamos que la
condicién de que la matriz jacobiana Jf(p) contenga un determinante no nulo
(sin especificar cual) equivale a que la matriz tenga rango m o, lo que es lo
mismo, a que la diferencial d, f : R"*™ — R™ sea suprayectiva. Esto nos lleva
a la definicion siguiente:

Definicién 6.60 Sea f : D C R — R™ una funcion de clase C* en un abierto
D, donde d >m ysea S={xeD| f(x) =0} Diremos que un punto p € S es
regular si dp f - R? — R™ es suprayectiva. Diremos que S es regular si lo es en
todos sus puntos.

Si p es regular en S, el teorema de la funcion implicita nos asegura que existe
un entorno de p en S que es la grafica de una funcién de clase C* con n = m —d
variables.
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6.6 Optimizaciéon clasica

Consideremos dos funciones f : D C R* — R, g: D C R" — R™ y
un b € R™. El problema de optimizacion cldsica determinado por estos datos
consiste en encontrar los puntos donde la funcion objetivo f toma su valor
maximo o minimo sobre el conjunto de oportunidades

S={xeD]|g(x) =0}
A menudo se formula como

Opt. f(x)
sa  gi(z) = b,

gm(x) = b,

(léase optimizar la funcion f(z) sujeta a las restricciones g;(x) = b;).

Usamos la palabra dptimo para referirnos a maximos y minimos indistinta-
mente. Cuando, especificamente, se busca el maximo o el minimo de la funciéon
objetivo, se habla de mazimizar o minimizar f(x), respectivamente.

Vamos a dar condiciones necesarias que un punto z € D sea un 6ptimo de f
sobre S. En general, las condiciones no seran suficientes, ya que, por ejemplo,
las cumplira cualquier punto que sea meramente un dptimo local, en el sentido
que definimos a continuacién:

Definicion 6.61 Si f : M — R es una funciéon estandar definida sobre un
espacio métrico M, diremos que f tiene un mdzimo local (resp. un minimo
local) en un punto estandar p € M si f(p) > f(z) (resp. f(p) < f(z)) para todo
x € M tal que z = p.

Obviamente, si f alcanza en M un valor maximo o minimo (global), éste
serd en particular un méximo o minimo local.

Es inmediato que si M es un abierto en R™ y f es derivable, una condicién
necesaria para que f pueda tener un extremo local en p es que Vf(p) = 0, ya
que si, por ejemplo,

of

(9{,62‘ p

>0,

tomando un infinitésimo h > 0, el punto x = (p1,...,p; + h,...,pn) € M
cumpliria z ~ p y f(z) > f(p), luego f no tendria un méaximo local en p, y
el punto ' = (p1,...,p; — h,...,pp) € M cumpliria 2’ € M y f(z') < f(p),
luego f tampoco tendria un minimo local en p. Si la derivada fuera negativa se
invertirian las desigualdades, pero la conclusion es la misma.

El teorema de la funcién implicita nos permite generalizar esta condicion
necesaria al caso en que M es un conjunto definido por una o varias restricciones:
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Teorema 6.62 Sea g: D C RY — R™ una funcion de clase C' en un abierto
D, donde d > m, sea S = {xz € D | g(z) = 0}, sea p € D un punto regular y sea
f: 8 — R una funcion de clase C*. Entonces, si f tiene un dptimo local en
el punto p, existe un A € R™ tal que

Vip) = MVa®) + -+ A Vam(p).

DEMOSTRACION: Como p es regular, existe una funciéon y : U — R™ de
clase C! y un abierto V' C D, de modo que p = (z0,y0) € V, 1o € U, yo = y(x0)

y
SNV ={(z,y) eR"™ |z eU, y=y(x)}

Si z ~ xg, entonces z € U, luego (z,y(x)) € S, (z,y(z)) = (z0,%) = p,
luego f(z,y(x)) < f(p) = f(zo,y(xo)) (si es que f tiene un maximo local en
p) o f(z,y(x)) > f(p) = f(zo,y(x0)) (si es que f tiene un minimo local en p).
En cualquiera de los dos casos, vemos que la funcion f(z,y(z)) tiene un 6ptimo
local en zg, luego, por la discusion previa al teorema, sus derivadas son nulas.
Las calculamos con la regla de la cadena:

of
8l’i

O
P j=1 8y‘7

dyj
p dxz

=0, ¢1=1,...,n.

Zo

Equivalentemente, V f(p) es solucion del sistema n de ecuaciones lineales con
m + n incoégnitas cuya matriz es
xo ) ’

(

Como la matriz tiene rango n, sus soluciones forman un subespacio vectorial
de R™*™ de dimension m. Por otra parte, todo z € U cumple g(z,y(z)) = 0.
Derivando esta igualdad con la regla de la cadena obtenemos

dy;
dx;

gk
ﬁxi

o~ 09k
p j=1 ay]

dy;
dlL’i
p

=0, i=1,....,n, k=1,...,m.

Zo

Equivalentemente los vectores Vg (p) también son soluciones del mismo sis-
tema de ecuaciones que V f(p), pero la regularidad de p equivale a que estos m
vectores son linealmente independientes, luego forman una base del espacio de
soluciones del sistema de ecuaciones, por lo que V f(p) ha de ser combinacion
lineal de ellos, tal y como indica el enunciado. m

En la practica, la condicion del teorema anterior puede aplicarse a un pro-
blema de optimizaciéon clasica
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tomando como funcion g(z) la que tiene por funciones coordenadas las funciones
gj(z) — b;. A menudo es util reformularla en términos de la llamada funcion
lagrangiana del problema, definida como

m

Lz, A) = f(x) + X2 A (bj — g5(x))-

j=1
Un punto critico del problema es un punto p € D para el que existe un vector
A € R™ que cumpla las condiciones de Lagrange:

VL(p, ) =0.

Decimos “condiciones”, en plural, porque habitualmente se expresan en tér-
minos de las derivadas parciales de la funcién lagrangiana. Observemos que las
condiciones

oL

T2l =0, j=1,....m,
o J "

(p,A)
equivalen a b; — g;(p) = 0, es decir, a que p pertenezca al conjunto de oportu-

nidades, mientras que las condiciones

oL
8@

(,N)

equivalen a que V f(p) sea combinacion lineal de los vectores Vg, (p) (con coefi-
cientes \;). Asi pues, el teorema anterior puede enunciarse como sigue:

Teorema 6.63 (Condiciones necesarias de Lagrange) Dado un problema
de optimizacion cldsica definido por funciones de clase C', si p es un punto
regular de su conjunto de oportunidades y es un extremo local del problema,
entonces es un punto critico, es decir, satisface las condiciones de Lagrange.

Alternativamente, si tenemos un problema de optimizacion clésica cuyo con-
junto de oportunidades es regular, entonces sus extremos locales son necesaria-
mente puntos criticos del problema.

Ejemplo Determinar las dimensiones que ha de tener una caja (sin tapa)
para que tenga el volumen mdximo de entre todas las posibles con una misma
superficie dada.

Llamemos x, y, z a las dimensiones de la caja, de modo
que su volumen serd xyz y su superficie xy +2zz +2yz. El
% problema que queremos resolver es maximizar el volumen
sujeto a que la superficie sea igual a un valor fijo S, es
T decir:

Max. xyz
s.a zy+2xrz+2yz=>5.
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Consideramos las funciones definidas en D = |0, +00[ X ]0, +00[ x |0, 4+o0[. El
conjunto de oportunidades es regular, pues el gradiente de la restricciéon es

Vg=(y+2zz+22z2zx+2y),

que no se anula en ningin punto de D. Por lo tanto, las dimensiones que
maximizan el volumen han de ser un punto critico del problema. La funcién
lagrangiana es

L(z,y,z,\) = zyz + A\(S — zy — 22z — 2yz2),

luego las condiciones de Lagrange son:

g—izyz—/\(y—i—Qz):O
% =zz— ANz +22)=0,
% =ay—2XNxz+y)=0
% =95 —ay—2xz—2yz=0.
De las dos primeras ecuaciones obtenemos:

yr o axz
Cy+22  x+22

de donde zyz + 2yz? = xyz + 2222, luego = = y. Similarmente, de la primera y

la tercera deducimos
Yz Ty

)\ = = s
y+2z 2x+2y
luego 2xyz + 2y%z = xy? + 2xyz, luego « = 2z. Con esto, la ultima ecuacion se
reduce a 1222 = S, luego las dimensiones de la caja resultan ser:

En esencia: La caja ha de tener base cuadrada y altura igual a la mitad del
lado de la base.

Observemos que, por el planteamiento del problema, es evidente que ha de
haber una caja de volumen méaximo, luego este maximo ha de ser el punto critico
que hemos obtenido. No obstante, vamos a justificar formalmente que el punto
es un maximo. Para ello consideramos el conjunto

S ={(r,y,2) €ER® | xy + 222+ 2yz =S, £ >0,y >0,z >0}.

Claramente es compacto, luego la funcion continua f(z,y,z) = zyz debe
alcanzar su valor maximo en un punto p de este conjunto, y dicho maximo no
puede tener ninguna coordenada nula, pues en tal caso f(p) = 0 y hay puntos de
S donde f es positiva. Asi pues, p € SN D, que es el conjunto de oportunidades
del problema que hemos resuelto, luego ha de ser un maximo local de f en SND,
luego ha de ser el punto critico que hemos encontrado. m
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Ejemplo La luz se mueve a una velocidad distinta a través de cada sustancia
que atraviesa. La linea horizontal de la figura representa la frontera entre dos
sustancias, de modo que la luz se mueve a una velocidad v1 en la primera y a
una velocidad vo en la seqgunda.

Un rayo de luz se mueve desde P hasta Q. Al
pasar de una sustancia a otra se desvia por refraccion.
Llamamos 01 al dngulo de incidencia (el dngulo que
forma el rayo incidente con la vertical) y 6o al dngulo
de refraccion (el dngulo que forma el dngulo refractado
con la vertical). Deducir la relacion

sen 64 sen 6y

V1 (%)
a partir del principio segun el cual la luz viaja de P a Q por el camino que

minimiza el tiempo necesario para ello.

La distancia desde P hasta el punto donde se produce la refracciéon es
a/cosby, y la distancia de éste a @ es b/cosfs, luego el tiempo que tarda
la luz en llegar desde P hasta @) es

a b
vicosf;  wvycosfsy

Para que los angulos 6; y 05 lleven desde P hasta @ hay que exigir que
atanf; + btanf, = d. Por lo tanto, el camino que minimiza el tiempo es
solucién del problema:

a b
vy cosfy vy cosby
s.a atanf, + btanfy = d,

Min.

donde consideramos las funciones definidas en |0, 7/2[ x ]0, 7/2[. El conjunto de
oportunidades es regular, pues el gradiente de la restriccion es

e b
cos2 6, cos26y )’

que no se anula en ningin punto. La funcién lagrangiana es

a b

L(6y,05,)\) =
(01,62, 4) v1 cos 61 +v2cos02

+ A(d — atanf; — btanfs).

Las condiciones de Lagrange son:

oL asen 0, a\ oL bsen 65 b

—_ = — = —_— = — == 0
001 wvycos26#, cos? 6, ’ 005  wvycos?2fy  cos? Oy ’

oL
N d—atanf; — btanfy, = 0.
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Las dos primeras ecuaciones nos dan

- seneg’

U1 V2

sen 01

como habia que probar. n






Capitulo VII

Calculo integral de varias
variables

En este capitulo definiremos la integral de una

f(x,y) funcion de varias variables, cuya interpretacion es

analoga a la que ya conocemos para funciones de

una variable. Por ejemplo, si f(z,y) es una funcion

de dos variables cuya gréafica es la que muestra la

S figura y C' es el circulo (contenido en su dominio)
C también representado en la figura, queremos definir

la integral
/ f(x,y) dedy
c

de modo que sea igual al volumen comprendido entre el circulo y la grafica (la
suma del volumen del cilindro y de la “ctipula” que la grafica forma sobre él).

7.1 Resultados basicos

La definicion de la integral de Riemann de una funcién de varias variables es
la generalizacion obvia de la que hemos visto en el capitulo IV para funciones de
una variable. La teoria basica es completamente anédloga, salvo que la notacion
es un poco mas farragosa. En esta primera secciéon expondremos esta teoria
bésica que sigue de cerca los resultados del capitulo IV, mientras que en las
secciones siguientes nos ocuparemos de los resultados especificos del célculo
integral de varias variables.

En lugar de integrar funciones en intervalos, aqui vamos a integrar funciones
en cubos:

Un cubo en R? es un producto de intervalos

Q = lai,b1] x - x [ag, bg] € RY.

223
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Su volumen es ;
o(@ = 11 (b - ay)
j=1
Una particion P de un cubo @ es una d-tupla P = (P, ..., P;), donde cada
Py ={aj =z0j <x15 <+ <y, 5 = bj}

es una particion de [a;,b;]. El conjunto de los multiindices asociados a P sera
el conjunto

Ip = {(i1,...,iq) € N* |1 <i; < nj para todo j = 1,...,d}.
Para cada ¢ € Ip, definimos
Qi = [T, 1,1, iy 1] X -+ X [Tig—1,d, Tig,d)-

De este modo, la particion P divide a @ en nj - --ngq cubos @;. Cada punto
de Q pertenece a lo sumo a 2% de los cubos Q;.

Sii € Ip, definimos Awx;; = x;, j — x;,_, ;. Convenimos también que
A.]?i = Al‘il e Axid = U(Qi).
La norma de la particion P es el maximo || P|| de las longitudes Az;;, para
i€ lIp,j=1,...,d. Una particion es infinitesimal si su norma es infinitesimal.

Sea f: @ — R una funcion acotada, es decir, (en caso de que sea estandar
estandar) tal que solo toma valores finitos o (en general) tal que su imagen esta
contenida en un intervalo acotado [m, M].

Para cada i € Ip, podemos definir m; y M; como el infimo y el supremo,
respectivamente, de los valores que toma f sobre el cubo Q);.

Definimos las sumas de Riemann:

i€lp i€lp

Si Py P’ son dos particiones de ) escribiremos P C P’ en el sentido de que,
para todo j =1,...,d, se cumple que P; C PJ{.

Empezaremos generalizando el teorema 4.2:

Teorema 7.1 Sea f: Q C R* — R una funcién acotada sobre un cubo y sean
P C P’ dos particiones de Q. Sea r el nimero de puntos de las particiones de
P’ que no estdn en la particion correspondiente de P. Entonces

s(f, P) < s(f, P) < s(f, P)+ Kr|P],

S(f.P) = S(f,P") = S(f,P) — Kr||P|,
donde K es una constante que sélo depende de Q y de f.
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DEMOSTRACION: Lo probamos por induccién sobre r. Supongamos prime-
ramente que 7 = 1, es decir, que sélo una de las particiones PJ{ difiere de la
particion correspondiente de P, y que difiere en un tnico punto. Por simplici-
dad supondremos que j = d, de modo que P; = P;U{z} y, mas concretamente,
Tig—1,d < T < Tjyd-

Entonces, los cubos en que P divide a ) son los mismos determinados por
P’ salvo en el caso de los correspondientes a los multiindices ¢ € Ip tales que
1q = ig. Para estos multiindices, el cubo Q; se corresponde con dos cubos de P’,
que, abandonando la notacién estdndar que hemos introducido, podemos llamar
Qi = Q' UQ?, de modo que

Qi = [wii—11, iy a] X+ X [Tiy —1,a-1, Tiy_, 1] X [Tig—1,0, ),
Q7 = [mi,—11, @i 1] X - X [Tiy—1,d-1,Tig_y 1] X [, Tig.a]-
De este modo, s(f,P") — s(f,P) =
Nd—1

Z 30 Aziy e Az gy (m (T —Tig—1,0) + M5 (Tig,a— ) =i (Tig,d — Tig—1,a))-

11—1 ld 1= =1

Como los cubos Q¥ son menores, es claro que los infimos m# son mayores o
iguales que m;, luego
1 2
m; (v — @ig—1,d) + M5 (Tig.d — ) — Mi(Tig.d — Tig—1,4) > 0,

de donde también s(f, P') — s(f, P) > 0. Por otra parte,

mi (& — zig—1,0) + m; (Tig,a — ) — Mi(Tiga — Tig—1,a) =

(mi —mi)(x = @ig—1,4) + (mF —m;)(wi5,0 — ) < 2M||P],
donde M es una cota de f en Q. Por lo tanto,
Nd—1

s(f, P") = s(f, P) < Z > Az Awg g1 2M || P

’Ll—l ld 1—1

< (b1 —a1) -+ (ba—1 — ag—1)2M||P|| < K| P,

donde .,
K =2M ] méax{b; — a;, 1}.
j=1
A partir de aqui, la conclusion es idéntica a la del teorema 4.2. m

La prueba de 4.3 es valida sin cambio alguno, de modo que toda suma inferior
de f es menor o igual que toda suma superior de f (aunque las particiones sean
distintas).

Definicion 7.2 Sea f: Q ¢ R — R una funcién acotada en un cubo. Defi-
nimos la integral inferior y la integral superior de Darboux como

/f do = sup (£, ). /f )dx = wfS(f. P)
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Las integrales inferior y superior existen, porque el conjunto de las sumas
inferiores esté acotado superiormente por cualquier suma superior, y viceversa,

lo que implica también que
[#(a)dn < fl@ydo
JQ Q

El teorema siguiente se demuestra exactamente igual que 4.5:

Teorema 7.3 Sea f : Q C RY — R una funcion estindar acotada en un
cubo Q. Si P es una particion infinitesimal de @QQ, entonces

S(P.f) ~ /Q f@)de,  S(P.f)~ /Q f(z) da

Definicién 7.4 Una funcién f : Q € R? — R acotada en un cubo @ es
integrable (Riemann) si su integral inferior coincide con su integral superior,
en cuyo caso, a este valor comun se le llama integral (de Riemann) de f, y se

representa por
flx)de = | f(x)de =] f(x)d

Evidentemente:

Teorema 7.5 Sea f:Q C R — R una funcion estindar acotada en un cubo
Q y sea P una particion infinitesimal de Q). Entonces, la funcion f es integrable
sty solo si s(P, f) = S(P, f), en cuyo caso, la integral es la parte estandar de
estas sumas.

Los resultados siguientes se prueban esencialmente igual que los vistos en el
capitulo IV para funciones de una variable:

Teorema 7.6 Si f y g son funciones integrables en un cubo Q y a € R, también
son integrables f + g, fg, af y |f|. Ademds:

/Q (f(2) + glx)) dz = /Q flaydo+ | " @) de,
/Qaf(:c)dxa/Qf(x)dx
] / fw)de| < / 7@l da.

Si f(x) < g(x) para todo x € [a,b], se cumple que

/f d:c</()d
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Teorema 7.7 Sea f : Q C RY — R una funcion estindar integrable en un
cubo @, sea P una particion infinitesimal y sea {y; }icr, un conjunto de puntos
tales que y; € Q;. Entonces

/ f@)de~ Y fly)A.
Q

i€lp

También es facil probar que toda funcién continua es integrable, pero vamos a
necesitar resultados mas finos, de los que nos ocuparemos en la seccion siguiente.

7.2 Dominios de integraciéon

Hasta ahora hemos definido la integral de una funcién sobre un cubo, pero
esto no incluye, por ejemplo, el caso considerado al principio del capitulo, en el
que hablabamos de la integral de una funcién f sobre un circulo. En realidad,
esto se reduce al caso que ya conocemos sin mas que considerar la funciéon F' que
coincide con f dentro del circulo y vale 0 fuera de él, pero el problema es que
F ya no es continua, aunque f lo sea, y por ello no nos basta con probar que
toda funcién continua es integrable. Necesitamos un criterio de integrabilidad
mas general.

Definicién 7.8 Sea f: D ¢ R — R una funcién acotada sobre un dominio
acotado D. Es claro entonces que existe un cubo @ tal que D C Q C R%.
Diremos que f es integrable Riemann (en D) si la funcion F : Q — R dada por

F(z) = { féx) 21 i g S’\ D

es integrable Riemann (en @), en cuyo caso definimos

/Df(x)dx:/QF(a:)dm.

Es facil ver que la integrabilidad de f y, en su caso, el valor de la integral,
no dependen de la eleccion del cubo Q. En efecto, si D C Q1 N @2, entonces
Q1 N Q2 también es un cubo, luego basta ver que si D C Q1 C @2, entonces
D es integrable respecto a @1 si y solo si lo es respecto de Q3. Ahora bien,
suponiendo los datos estandar y tomando una particiéon infinitesimal P de @1,
podemos extenderla a una particién infinitesimal P’ de @2, y es claro que las
sumas de Riemann de las correspondientes funciones Fg, y F, son iguales.

Diremos que un conjunto acotado D C R? es un dominio de integracion si la
funcion constante igual a 1 es integrable en D. En tal caso, definimos el volumen

de D como
v(D) = / dx.
D

Es facil ver que si D es un cubo, entonces el volumen asi definido es el mismo
que ya teniamos definido antes.
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Diremos que un dominio de integracion D es nulo' si v(D) = 0.

Conviene definir la funcion caracteristica de un conjunto D C R? como la
funcion x , : R? — R dada por

N (:v):{l siz e D,
D 0 sizé¢D.

En estos términos, D es un dominio de integracion si y solo si x , es integrable
en cualquier cubo que contenga a D.

El resultado fundamental sobre dominios de integracién es el siguiente:

Teorema 7.9 Un conjunto acotado D C R? es un dominio de integracion si y
solo si su frontera es nula.

DEMOSTRACION: Podemos suponer los datos estandar. Tomemos un cubo
(estandar) tal que D C @ C R%. Podemos tomar el cubo suficientemente grande

como para que D C (). Esto implica que la frontera de D en Q es la misma
que la frontera de D en RY.

Sea P una particion infinitesimal de Q. Esta divide a @ en una familia finita
de cubos {Q;}icrp. Sea I C Ip el conjunto de los multiindices i € Ip tales que
Observemos que @ = DU D U Q\ D luego, si i € Ip\ I, tenemos que
Q: = (Q:N ﬁ) U(Q;\ D) y ambos conjuntos son abiertos disjuntos en Q;. Como

los cubos son conexos, o bien Q; C D C D, o bien Q; C @\ D C Q\ D. En
ambos casos, la funcion x , es constante en ¢);, luego m; = M;. Por consiguiente,

S(XD,P) - S(XD7P) = %:I(Mz - mz)Ale

Si z € 0D, entonces existe un i € I tal que x € Q; N dD. Supongamos que
Q; C D. En tal caso, x € 0Q;, ya que si Q; fuera un entorno de x, deberia
cortar a @ \ D.

Notemos que la union de todos los cubos @Q; que contienen a x forma un
cubo mayor que tiene a x en su interior. Por lo tanto, debe cortar a Q \ D. En
definitiva, existe otro cubo @ que también contiene a x pero que corta a @\ D.

Similarmente, si hubiéramos partido de que Q; C @ \ D habriamos llegado
igualmente a otro cubo @Q; que también contendria a = pero cortando a D.

Sea I' C I el conjunto de los multiindices i’ tales que @, corta a D y a
Q\ D. Acabamos de probar que

iel’

1Notemos que este concepto de conjunto nulo no coincide con el usual, en términos de la
medida de Lebesgue. Por ejemplo, QN [0, 1] es un conjunto numerable que no es nulo en este
sentido, mientras que todo conjunto numerable es nulo para la medida de Lebesgue.
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Para ¢ € I, tenemos que M; —m; =1 —0 =1, luego

S(Xp P) = s(xp, P) > Z Ax; > 0.
el’

Si D es un dominio de integracion, el miembro izquierdo es infinitesimal,
luego la suma intermedia también lo es. Ahora bien, todo i € I corresponde a
un cubo @; que toca a un cubo Q con i’ € I’, y cada cubo toca exactamente a
3¢ — 1 cubos. Como la particion P la hemos elegido arbitrariamente, podemos
suponer que todos los cubos ; tienen el mismo volumen. Asi

iel icl’

Por lo tanto,

0<5( P)—s( P)< Y Az; =0,

X(’)D’ XBD’
iel

lo que prueba que 9D es un dominio de integracién. Méas atn,

0< S(XBD’P) < Z:IAa;i ~ 0,
1€

luego 9D es nulo.

Reciprocamente, si D es nula,

> Az = S(x,,, P) =0,
iel
luego
S(Xp P) = s(xp, P) = > (M; —m;)Az; < 5 Aw; =0,
i€l il
luego x, es integrable. [

Como consecuencia tenemos el tnico criterio de integracién que necesitare-
mos en la practica:

Teorema 7.10 Toda funcion continua y acotada sobre un dominio de integra-
cion es integrable.

DEMOSTRACION: Sea D C R? un dominio de integracion y f : D — R una
funcién continua y acotada. Podemos suponer todos los datos estandar. Sea @
un cubo estandar tal que D C Q C R? y sea I : Q — R la extension de f a Q
que vale 0 en Q \ D. Sea P una particion infinitesimal de @ y sea I el conjunto
de los multiindices ¢ € Ip tales que Q; N 0D # @. Como JD es nulo, tenemos
que

ZAxi = S(X@pvp) ~ 0,

i€l
Fijado un ntimero estandar € > 0, el sumatorio es < ¢, luego, por transferencia,
existe una particion estandar P’ de @ tal que, si I’ es el conjunto analogo a I
pero para P’, se cumple que

Z A.r;/ < €.

iel’
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Ahora tomamos como particion infinitesimal P un refinamiento de P’, de
modo que todo cubo ; determinado por P esta contenido en un cubo de P’.

Sea D' C D la unién de todos los cubos @}, (respecto de P’) contenidos en
D. Se trata de un conjunto compacto estandar.

Si @; es un cubo infinitesimal determinado por P y Q; N D # &, entonces,
o bien @Q; C D’, o bien Q; esta contenido en uno de los cubos estandar determi-
nados por P’ que corta a D. Llamemos I; e I5 a los conjuntos de multiindices
que estan en uno y otro caso, respectivamente.

Siie 1 yx, xa € Q; son los puntos donde F' toma su valor maximo y
minimo, por compacidad tenemos que *z1 = *xo € D' C D, luego F es continua
en este punto, luego M; = F(x1) =~ F(*z1) = F(*z2) = F(x2) = m;. Sea

6 = min(M; —m;) =~ 0.
i€l

Llamando M a una cota de F' en D:

S(F,P)—s(F,P)= Y (M; —m;)Az; + Y (M; — m;)Az;
i€l i€l

<63 Az +2M Y Az, < 6v(Q) +2Me < (2M + 1)e.
ich el

Asi, para todo € > 0 estandar, hemos demostrado que existe una particion
P tal que S(F,P) — s(F,P) < (2M + 1)¢, luego, por transferencia, esto vale
también para € = 0, en cuyo caso tenemos que s(F, P) ~ S(F, P), luego F es
integrable. L]

La parte delicada del problema es reconocer los dominios de integracion. En
primer lugar probamos algunas propiedades generales:

Teorema 7.11 Si Dy y Dy son dominios de integracion en R?, también lo son
Dlng, D1UD2 yDl \DQ

DEMOSTRACION: Basta observar que
Xpinp, — XD, XDy Xp\Dy = XDl(l —Xp,) Xp,up, = Xp, T XD\Dy’
| |

Teorema 7.12 Todo subconjunto de un conjunto nulo es nulo.

DEMOSTRACION: Sea D; un conjunto nulo y Dy C D;. Podemos supo-
nerlos estandar. Sea ) un cubo tal que Dy C D C @ y sea P una particion
infinitesimal de ). Entonces

0<s(xp,, P) <5y, P) <S(x,,P)~0,

luego D5 es nulo. n
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Teorema 7.13 Sean Dy, Dy C R? dos dominios de integracion y consideremos
una funcion acotada f: Dy U Dy — R.

a) Si Dy es nulo, entonces f es integrable en Dy y

f(z)dx = 0.
D,

b) Si D1 C Ds y f es integrable en Do, también lo es en D;.
c) f esintegrable en D1 U Do si y sélo silo es en D1 y en Ds.

d) Si ademds Dy N Dy es nulo, entonces
/ f(x)dz = f(z)dx + f(z)dx.
D1UDs D, Dy

DEMOSTRACION: Podemos suponer todos los datos estdndar. Tomemos un
cubo estandar Q C R¢ que contenga a todos los dominios considerados. No
perdemos generalidad si suponemos que la funcién f esta definida sobre todo @
(extendiéndola con el valor 0).

a) Sea P una particion infinitesimal de @ y sea M una cota estandar de f.
Entonces
0<s(fxp,P) <S(fxp,P) <MS(xp,.P)~0,

luego fx D, © integrable en @, lo que equivale por definicién a que f es integrable
en Dy, y la integral es nula.

b) Si f es integrable en Dy, entonces fx D, €8 integrable en @, luego
xp, = (Fxp)Xp,

también es integrable en @, luego f es integrable en D;.

c¢) Si f es integrable en D; N Dy, entonces es integrable en Dy y Dy por el
apartado anterior. Si f es integrable en D y D, entonces también es integrable
en Dy \ D; por el apartado anterior y, como

Xpop, = IXp, T FXp,\py

concluimos que f es integrable en Dy U Ds.

d) Tenemos que

[ s [ )@= [ (e )+ [ ()0

Similarmente,
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y la altima integral es nula por a), luego
[ o= [ ()@ [ (fp,) @) de
D1UD, Q Q

= (z)dx + f(z)dx.
D, Do

De estas propiedades se deducen en particular propiedades anédlogas sobre
volimenes, como, por ejemplo, que si la interseccion Dy N Dy es nula, entonces

v(D1 U Dg) = v(D1) + v(D2), etc.
Ejercicio: Probar que si D1 y D» son dominios de integracién, entonces

U(Dl @] Dz) = ’U(Dl) + ’U(Dz) — U(Dl N Dz),

Ahora podemos generalizar ligeramente el teorema 7.10:

Teorema 7.14 Sea D C R? un dominio de integracion y f : D — R una
funcion acotada que sea continua en D salvo a lo sumo en un conjunto nulo de
puntos. Entonces f es integrable en D.

DEMOSTRACION: Sea E C D un conjunto nulo tal que f sea continua en
D\ E. Entonces f es integrable en F'\ D por el teorema 7.10 y es integrable en
E por el teorema anterior, luego f es integrable en D, también por el teorema
anterior. [

A veces es util la caracterizacion siguiente de los conjuntos nulos:

Teorema 7.15 Un conjunto estdndar acotado es nulo si y sdlo si estd contenido
en un dominio de integracion de volumen infinitesimal.

DEMOSTRACION: Supongamos que E C D, donde E es un conjunto estandar
acotado y D es un dominio de integraciéon de volumen infinitesimal. Sea @ un
cubo estandar tal que E C D C @ y sea P una particiéon infinitesimal de P.

Fijado € > 0 estandar, por transferencia existe un dominio de integraciéon
estandar D, de modo que F C D, C Q y v(D.) < e. Entonces Xg < Xper luego

S0 P) < S P) = 0(D) < c,

luego
S(x P) <

para todo € > 0 estdndar, luego S(x, P) ~ 0, luego E es nulo. "

Observemos que hasta ahora no tenemos ningin criterio practico para re-
conocer si un conjunto dado es un dominio de integraciéon. Por ejemplo, no
sabemos si el circulo del ejemplo del principio del capitulo lo es. (Sabemos que
la condicién necesaria y suficiente es que la circunferencia sea nula.) Vamos a
ocuparnos de ello.
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Teorema 7.16 Sea f : K C R™ — R? una funcion de clase C' en un con-
junto compacto K (en el sentido de que es de clase C1 en un abierto que contiene
a K). Entonces eziste una constante C' tal que, para todo x, y € K,

d(f(x), f(y)) < Cd(z,y).

DEMOSTRACION: Dados dos puntos z, y € K, consideramos las funciones
gi : [0,1] — R dadas por g;(t) = fi(z +t(y — x)), parai =1,...,d.

Claramente es derivable en |0, 1[ y continua en [0, 1], luego podemos aplicar
el teorema del valor medio, segin el cual existe un ntimero 0 < ¢; < 1 tal que

) - i) = 19 = Y- 32

j=1

(y; — x5),

Ci

para cierto punto ¢; € K. Como las derivadas parciales son continuas en K,
podemos encontrar una constante C’ tal que

‘ afi

<’
afﬂj

x

para todo x € K. De este modo,

Fily) — Fi@)] < 3y — ) < mC'd(w,y),

Jj=1

luego

Af(@). ) = \/ 3 (1) - fi@)? < \/ 3 m2C7d(z.y)? = Cd(r.y)

donde la constante C' no depende de z e y. n

Ahora obtenemos un primer criterio practico para reconocer conjuntos nulos:

Teorema 7.17 Sea g : Q C R¥1 — R? una funcion de clase C' en un
cubo Q. Entonces g[Q] es un conjunto nulo.

DEMOSTRACION: Es facil definir una aplicacion biyectiva [0, 1]97! — @Q de
clase C* (lineal, de hecho), luego podemos suponer que @ = [0,1]¢"'. Divi-
damos el intervalo [0,1] en n partes infinitesimales iguales, lo que nos da una
particién de @ en n?~! cubos iguales de arista 1/n.

Sea R C Q el conjunto de los (n41)%~1 vértices de los cubos Q;. Es facil ver
que dos puntos cualesquiera de un cubo de arista 1/n distan a lo sumo v/d — 1/n.
Por lo tanto, cada punto de @ dista a lo sumo v/d — 1/n de un punto de R. Si C'
es la constante dada por el teorema anterior y llamamos C’ = C'v/d — 1, tenemos
que cada punto de g[Q)] dista de un punto de R’ = g[R] en menos de C’/n.

Para cada punto x € R’, consideramos el cubo

Q. = ﬁ [#; — C'/n,x; + C'/n],

i=1
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que contiene a la bola abierta de centro x y radio C'/n, luego

glRlc U Q. =U.

TER'

El volumen de Q.. es (2C'/n)? = C” /n? y hay a lo sumo (n+1)4~! cubos. El
conjunto U es un dominio de integraciéon, porque es una union finita de cubos, y
cada cubo lo es. En general, si D1 y D2 son dominios de integraciéon, se cumple

que
/ dx:/ dx—|—/ dscg/ dx + dzx,
D,UDs Dy D2\D1 D Do

luego, aplicando esto varias veces, vemos que

2d710/l

< NO~

C’//
0§/dz§ > de = (n+1)471=—
U T€ER' JQyu nd n

Fijemos un cubo Q' C R? que contenga a U y a g[Q] (esto es posible porque
glQ] es compacto, luego acotado) y sea P’ una particion infinitesimal de Q.
Entonces

0 < s0xyqp ) = SOxyqp P) < S0 )~ /de ~ 0,

luego ¢[Q)] es nulo. u

De aqui obtenemos una condicién sencilla:

Teorema 7.18 Si g : D C R — R es una aplicacion de clase C* en un
abierto D y el conjunto S = {x € D | g(x) = 0} es regular, entonces todo
subconjunto compacto de S es nulo.

DEMOSTRACION: Si p € S, (reordenando las variables si es necesario) el
teorema de la funcién implicita nos da una funciéon z4 : U € R¥™! — R de
clase C', donde U es abierto, y un abierto V' C R? tal que p € V (podemos
suponer que V C D), de modo que

VNS ={zeR?| (z1,...,2q9.1) €U, zq=aq(z1,...,24-1)},

es decir, que VN S es la grafica de la funcién z4. Sea h: U — R? la funcion
dada por

h(zy,...,xq-1) = (1, .., Zg—1,Ta(T1,. .., Tg-1)).

Claramente entonces, h es una funcién de clase C* y podemos verla también
como funciéon continua h : U — V N S. Es biyectiva, y su inversa es la
proyeccion sobre las primeras d — 1 componentes, luego la inversa también es
continua. Sea p’ = (p1,...,pa—1) € U. Podemos tomar un cubo tal que

p’eé cQcU,
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de modo que

peh[Q] ChQ]CS.

o

El conjunto V,, = h[Q] es abierto en S (porque la inversa de h es continua),
y es nulo porque estd contenido en h[Q], que es nulo por el teorema anterior.
Ademas p € V.

Consideremos ahora un subconjunto compacto C C S y sea F C C un
subconjunto finito que contenga a todos sus puntos estandar. Entonces

C=U(@nV),

peF

va que si x € C, por la compacidad sabemos que existe p = *z € C, luego p € F
y, como V), es abiertoy x =~ p € V,,, hade ser x € CNV,,.

Esto prueba que C es nulo, pues lo hemos expresado como uniéon de un
numero finito de conjuntos nulos. [

Ejemplo Las esferas son conjuntos nulos, luego las bolas abiertas y cerradas
son conjuntos integrables.

En efecto, una esfera en R? es de la forma
Sp(p) ={x € R | (w1 —p1)* + -+ + (w4 — pa)* =7},
y es un conjunto regular, pues el gradiente de la funcion es

(2(z1 —p1)s- -5 2(a — pa)),

que no es idénticamente nulo excepto en el punto = p ¢ S,.(p). Como, ademas,
las esferas son compactas, son nulas por el teorema anterior, y las bolas son
integrables porque sus fronteras son esferas. [

Observemos que hemos enunciado el teorema anterior para conjuntos defini-
dos por una sola ecuacién. Si un conjunto esté definido por varias ecuaciones,
estaré contenido en los conjuntos que resultan de eliminarlas todas menos una, y
basta probar que uno cualquiera de ellos es nulo, lo que a menudo puede hacerse
con el teorema anterior.

7.3 CaAlculo de integrales

El resultado fundamental para calcular explicitamente integrales de funcio-
nes de varias variables es el teorema siguiente, que lo reduce al calculo de in-
tegrales sucesivas de funciones de una variable. Para enunciarlo en general
necesitamos contemplar una situacién que no se presentara habitualmente en la
practica, y es la necesidad de integrar una funcién que puede no estar definida
en un conjunto nulo.

Observemos que si D C R? es un dominio de integracion, £ C D es un
conjunto nulo y f: D\ F — R es una funcion integrable en D \ E, entonces
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cualquier extension de f a D sera integrable en D (porque f|g serd siempre
integrable con integral nula), y ademas

/ f(z)dx = f(z)dx.
D D\E

Esto significa que podemos definir la integral de f en D como la integral de
cualquier extension de f a D, sin que importe cémo la definimos en E. En otros
términos: podemos hablar de la integral sobre D de una funcion definida en D
salvo a lo sumo en un conjunto nulo de puntos.

Teorema 7.19 Sean Q C R%, Q' € RY dos cubos y f : Q x Q' — R una
funcion integrable. Para cada x € Q, llamemos f, : Q' — R a la funcion dada
por f(y) = f(x,y). Entonces, el conjunto

E ={x € Q| f: no es integrable en Q'}

es nulo, la funcion

g(z) = [ fu(y)dy
o

es integrable en Q y

/QXQ' f(z,y)dxdy/Q( o fo(y) dy) dz.

DEMOSTRACION: Observemos ante todo que, de acuerdo con el enunciado,
la funcion g no esta definida sobre el conjunto E. De acuerdo con la observacion
previa al teorema, podemos considerarla definida en E con el valor 0, aunque
esto es irrelevante.

Es claro que sendas particiones infinitesimales P y P’ de Q y Q" determinan
una particién infinitesimal P x P’ de Q x Q'. Sii € Ip, j € Ipr y ¢; € Q;,
tenemos que

mij(f) < mj(fe.) < Mj(fe;) < Mij(f)-

Por lo tanto, fijado 1,

E ml](f)AyJ < S(fcmpl) < S(fc,iap/) < Z Mi'(f)ija

JjE€EIlps ST
luego

,] 1 1 2]

Como f es integrable, esto implica que

Z (S(fC”P/) - S(fcl,Pl))Axl ~ 0.

i€lp
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Llamemos Iy = {i € Ip | ENQ; # @}. Para cada i € Ij, tomemos
¢ € ENQ;. Sea k= mijn(S(fci,P’) —s(fe;s P')) % 0. Entonces
1€1lo

0<k> Ax; < S (S(fe,, P') — s(fe,, P'))Ax; =~ 0,

i€lp i€l

luego
S(xy P) = > Az =0,
i€lp

lo que prueba que E es nulo. Por otra parte,
> AwAy; =3 Az Y Ay =0(Q) X Aw =0,
i€lo,jE€EIpr i€ly JE€EIps i€ly
con lo que E x @' también es nulo.

Podemos modificar f en E x @', asignandole el valor 0, sin que ello modifique
su integrabilidad ni el valor de la integral. Equivalentemente, podemos suponer
que F = @. Entonces,

> (D < [ falidys X M9y
jE€Ip Q JEIp
Como esto vale para todo ¢; € Q;, resulta que
> mi(f)Ay; <mi(g) < Mi(g) < 3 Mi;(f)Ay;,
JjEIp: j€Ips

luego
> mii(f)Az;Ay; < s(g, P) < S(g, P) < 3 Mi;(f) Az Ay;.
,] 3]

La integrabilidad de f implica entonces que g también es integrable, asi como
la igualdad de las integrales del enunciado. m

Ejemplo Vamos a calcular el volumen de un cilindro cortado en bisel por un

plano. Supongamos, concretamente, que la base es un circulo de
radio 1 y que la maxima altura es también igual a 1. Mas concre-

tamente, podemos tomar como base el circulo unitario
C={(z.y) eR*|2® +y* < 1},

de modo que la altura en cada punto (x,y) es f(z,y) = (x + 1)/2. Por consi-
guiente, el volumen que queremos calcular es

1
/x—i— dxdy.
c 2

3 Consideramos C' C [-1,1]%. Para cada z € [—1,1],
tenemos que

1
P AV £ x;r si—V1—2?<y<V1-a?
z\Y) =
0 en otro caso.

N

/
\ T
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Por consiguiente,

1 1 1 V1—z2
/ T dxdy = f/ / (x 4+ 1)dydx
c 2 2 )4 )y

e — 1
5/ [xy—l—y]%dx:/ (V1 — 22+ /1 —a2)dx
1

-1 —

1 1
- [pa-e] [ ViTFEds =,
-1 -1

ya que la tltima integral esta calculada en el ejemplo de la pagina 149. =
Conviene destacar un caso particular del teorema 7.19:
Teorema 7.20 Sea [a,b] C R un intervalo y Q@ C R¥~! un cubo. Consideremos

un dominio de integracion D C [a,b] x Q C R? y, para cada x € [a,b], sea
D,={y€ Q| (z,y) € D}. Entonces, el conjunto

E ={z € [a,b] | Qs no es un dominio de integracion}
b
es nulo y v(D) = [ 'v(Qy)dz.

La prueba consiste simplemente en aplicar 7.19 a la funcion x .

Ejercicio: Deducir del teorema anterior la formula para el volumen de un sélido de
revolucién que dedujimos en la pagina 154.

El teorema siguiente es un caso particular de 7.19, excepto por que propor-
ciona un criterio de integrabilidad:

Teorema 7.21 Sean f; : D; C R% — R, para i = 1,2 funciones integrables
sobre dos dominios de integracion Dy y Do. Entonces D1 x Do es un dominio
de integracion, la funcion f1 ® fo: D1 X Dy — R dada por

(1 @ fo)(w1,22) = f1(w1) fa(22)

es integrable en D1 x Do y

/DIXDQ(f1 ® f2)(x) dz ( 5 fl(m)d:c> ( RE dm).

DEMOSTRACION: Consideremos primero el caso en que Dy y Dy son cubos,
de modo que D; x Dy es también un cubo y, por lo tanto, un dominio de
integracion.

Observemos que si Q1 C Dy y Q2 C Dy son cubos y M; es el supremo de f;
en (Q;, entonces el supremo de f1 ® fo en Q1 X Q2 es M1 Ms. En efecto, podemos
suponer que todos los datos son estandar y, entonces, si (z1,22) € Q1 X Qq,
tenemos que f;(z;) < M;, luego (f1 ® fa)(x1,22) = f1(x1) fa(x2) < My Ms.
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Por otra parte, existe x; € Q; tal que f;(x;) = M;, luego (f1 ® f2)(z1,22) =
f1(z1) fa(za) &~ M1 M,. Esto prueba que My Ms es el supremo de f1 ® fo. Lo

mismo es valido cambiando supremos por infimos.

Si P; es una particién infinitesimal de D;, entonces podemos formar una
particiéon infinitesimal P; x P, de Dy X Dy, de modo que, por lo que acabamos
de probar,

mii(f1 @ f2) = mi(f1)m;(f2), M (f1 @ fa) = Mi(f1)M;(f2).

Por consiguiente,

s(f1 ® f2, P X P2) = Y omi(fi)m;(f2) Az1iAxz j = s(f1, P1)s(f2, P2),
i

e igualmente S(f1 ® fa, Pr X P2) = S(f1, P1)S(f2, P2). La integrabilidad de las
funciones f; equivale a que s(f;, P;) = S(fi, P;), de donde se sigue que

s(f1® f2, PL X Py) = S(f1 ® fa, P X P2),
y, por consiguiente, f1 ® fo es integrable. La formula para la integral es inme-
diata.

Consideremos ahora el caso en que Dy y Dy son dominios de integracién
arbitrarios. Tomemos cubos D; C ();. Basta observar que

Xp,xDy = Xp, ©Xp,»
con lo que la parte ya probada nos da que Dy X D5 es un dominio de integracion.
Similarmente, la extension de f; ® fo a Q1 X Q2 con el valor 0 fuera de Dy x Do
es el producto de las extensiones correspondientes, luego es integrable por la
parte ya probada. m

En particular, el teorema anterior implica que si Dy y D2 son dominios de
integracion, entonces v(Dy x Da) = v(D1)v(Ds3).

7.4 FEl teorema de la media

Demostramos aqui una propiedad de la integral de Riemann que necesitare-
mos mas adelante. En primer lugar, un hecho elemental:

Teorema 7.22 Sea f : D — R una funcion continua sobre un dominio de
integracion D. Si f >0y [, f(z)dx =0, entonces f = 0.

DEMOSTRACION: Podemos suponer todos los datos estandar. Supongamos
que f # 0, es decir, que existe un punto (estandar) xg € D tal que f(xg) > 0.
Si P es una particion infinitesimal de un cubo que contenga a D, entonces xg
pertenecera a uno de los cubos @Q); determinados por la particiéon y, para cada
x € Q;, tenemos que f(z) ~ f(xg) > 0, luego m; > 0. Por lo tanto,

0 <myAz; <s(f,P) < / f(x) dx,
D

contradiccion. -
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Teorema 7.23 (Teorema de la media) Sea f : D C R? — R una funcion
integrable sobre un dominio de integracion no nulo D. Sean m y M el infimo y
el supremo de f en D, respectivamente. Entonces

Ip f(x)dx

o) =M

m <

El cociente se llama valor medio de f en D. Si D es conexo y f es continua en
D, entonces existe un x € D tal que

LI _ .

DEMOSTRACION: Como m < f(z) < M, para todo = € D, es claro que

mv(D):/Dmdxg/Df(a:)da:S/DMdm:Mv(D),

de donde se sigue la primera parte del enunciado. Bajo las hipotesis adicionales
de la segunda parte, tenemos que |m, M| C f[D] C [m, M]. El tanico caso en el
que la conclusién no esta clara es si el valor medio de f coincide con m o con
M. Supongamos que coincide con M, es decir, que

/Df(;v)dm:M/Ddac.

Entonces [, (M — f(x))dz = 0y el integrando M — f > 0 es una funcién
continua. Por el teorema anterior, f es constante igual a M, luego cualquier
x € D cumple el teorema. Si el valor medio es m se razona andlogamente. m

Demostramos ahora que el teorema de la media, junto con otras propiedades
elementales, caracteriza las integrales de una funcién continua:

Teorema 7.24 Sea Dy C R? un dominio de integracion, sea f : Dy — R una
funcion continua y acotada en Do y sea I una funcion con valores en R definida
sobre el conjunto de todos los dominios de integracion D C Dy que cumpla las
propiedades siguientes:

a) Si DN D' es nulo, entonces (DU D'y =1(D)+ I(D").

b) Existe una constante M tal que, para todo dominio de integracién D C Dy,
se cumple que
[I(D)| < Mv(D)

¢) Si Q C Dy es un cubo infinitesimal, existe un x € Q tal que

1(Q)
v(Q)

Entonces, para todo dominio de integracion D C Dy, se cumple que

I(D):/Df(x)da?.

~ f(@).
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DEMOSTRACION: Podemos suponer que todos los datos son estandar. To-
memos un cubo @) que contenga a Dy y tomemos una particion infinitesimal P
de Q). Para cada cubo infinitesimal ; C D, tenemos que existe un x; € @; tal

que
1(Qi)
Axi

~ f(x;).
Por consiguiente, para cualquier € > 0 estandar,

I(Q;) — eAx; < f(zi)Ax; < 1(Q;) + Az,
Sumando para todos los cubos contenidos en D, obtenemos que

I(K) = ey Az < 3 f () Az < I(K) + €)_Aw,

donde K C Q); es la union de los cubos @; C D. Ahora observamos que D \ K
esté contenido en la uniéon de los cubos tales que Q; NID # @, pero esta uniéon
tiene volumen infinitesimal, porque 0D es nulo, luego

I(D\K) < Mv(D\ K) =0,
luego I(D) = I(K)+ I(D \ K) =~ I(K). Teniendo en cuenta también 7.7, las
desigualdades anteriores nos dan que

I(D) —ev(D) < /D f(z)dz < I(D) + ev(D),

luego

’I(D)—/Df(x) dz| < ev(D) < ev(Dy).

Como esto es valido para todo € > 0 estdndar, también vale si € =~ 0, y
entonces implica que

I(D):/Df(:v)dx.

7.5 El teorema de cambio de variable

En esta seccion demostraremos la version para funciones de varias variables
del teorema 4.15. Primeramente necesitamos algunas propiedades sencillas de
los volimenes. La primera es que son invariantes por traslaciones:

Teorema 7.25 Sea v € R? y consideremos la traslacion f : R — R? dada
por f(z) =v+x. i D C R es un dominio de integracion, también lo es f[D],
y ademds v(f[D]) = v(D).
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DEMOSTRACION: Podemos suponer que todos los datos son estandar. To-
memos un cubo D C Q. Entonces f[Q)] es un cubo que contiene a f[D]. Es claro
que una particion infinitesimal P de @ se traslada a una particion infinitesimal
P’ = f[P] de f[Q], con el mismo conjunto de multiindices Ip = Ip/. Ademas,
los volumenes de los cubos correspondientes son iguales:

Az = (v1 + 10 —v1 —Tiy—11) - (Va + Tiyd — V4 — Tiy—1,4) = Ax;.

Por ultimo, un cubo Q; corta a D (o esta contenido en D) si y sblo si
flQ:] = f[Q]i corta a f[D] (o esta contenido en f[D]). Esto quiere decir que

mi(Xp) = mi(XﬂD]% Mi(xp) = Mi(Xf[D])' Por lo tanto,

Lo mismo sucede con las sumas superiores, luego x , es integrable si y s6lo
silo es Xgpp ¥ o1 tal caso las integrales coinciden. L]

Ahora mostramos el efecto sobre el volumen de las homotecias:

Teorema 7.26 Sea r > 0 y consideremos la homotecia f : R — R? dada por
f(z) =rz. Si D CR? es un dominio de integracion, también lo es rD = f[D],
y ademds v(rD) = riv(D).

DEMOSTRACION: La prueba es idéntica a la del teorema anterior, salvo que
ahora no es cierto que los cubos de la particion P tengan el mismo volumen que
los de P’, sino que

ALy = (rws, 1 — @i, 11) - (MTiga — 125,-1,4) = 1A

Ejemplo Consideremos un dominio de integraciéon arbitra-
rio D C R? y sea C' un cono arbitrario de base D y altura
h, tal y como el que muestra la figura. Vamos a probar que

su volumen es v(D) = 1v(D)h.

Por comodidad podemos situarlo de forma que el vértice sea el punto (0,0, 0)
y la base esté en el plano z = h. De este modo, si 0 < z < h, es facil ver que
(z,y) € C, siy solo (z,y,2) € C siy solosi (hx/z,hy/z,h) € C, siy solo si
(ha/z, hy/z) € D, siy solosi (x,y) € (2/h)D.

Asi pues, C, = (z/h)D, y el teorema anterior nos da que

v(C2) (D).

:ﬁ’u

Aplicando 7.20 concluimos que
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_v(D)Rr* 1
= g g/

Consideremos ahora una aplicacion lineal biyectiva ¢ : RY — R%. Obser-
vemos que si @ C R? es un cubo, entonces ¢[Q] es un dominio de integracion.
En efecto, ¢ es un homeomorfismo, luego 96[Q] = ¢[0Q]. La frontera de Q es
la unién de 2d cubos de dimensién d — 1 o, con mas precision, es la union de
las iméagenes de 2d cubos en R?~! por aplicaciones de clase C' (composiciones
de traslaciones y aplicaciones lineales). Por consiguiente, la frontera de ¢[Q)]
también es unién de las iméagenes de 2d cubos en R~! por aplicaciones de clase
C' (las que recorren la frontera de Q compuestas con ¢), luego 9¢[Q] es nulo
por el teorema 7.17.

Llamemos V al volumen de la imagen por ¢ del cubo unitario Q; = [0,1]¢ y
sea QQ = [a1,a1+7] X -+ X [ag,aq+ 7] un cubo arbitrario de arista r > 0. Vamos
a calcular el volumen de ¢[Q]. Para ello observamos que, si A es la matriz de
¢, entonces

o(x) =2A =r((r"t(z —a))A) + aA.

Esto significa que ¢ se puede expresar como composicion de las aplicaciones
siguientes:

e la traslacién x — = — a (que transforma @Q en el cubo [0,7]%),

e la homotecia x — 7712 (que transforma [0,7]? en Q;),

¢ (que transforma @1 en ¢[Q], de volumen V),

e la homotecia x — rz (que transforma ¢[@1] en un dominio de integracion
de volumen r¢V),

la traslacion = — x + aA (que transforma el dominio anterior en ¢[Q] sin
alterar el volumen).

Asi pues, v(¢[Q]) = 4V = Vo(Q).

Ahora vamos a probar que si D C R? es un dominio de integracion, entonces
@|D] también lo es, y v(¢[D]) = Vu(D). Lo tenemos probado cuando D es un
cubo de arista r.

Fijemos un cubo que contenga a D de la forma Q = [a,b]?. Asi una parti-
cion de [a,b] en intervalos infinitesimales de la misma longitud determina una
particion infinitesimal P de @) cuyos cubos @; tienen todos una misma arista r,
por lo que sabemos que ¢[Q;] tiene volumen V9.

Llamamos I al conjunto de los multiindices i € Ip tales que Q; N 0D # @.
Como 9D es nulo, sabemos que el conjunto

U= UQz
iel

tiene volumen

v(U) =Y Az; = 0.

iel
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Como ¢ es un homeomorfismo,

9¢[D] = ¢[0D] C o[U] = U [Ql,

icl

W(OU]) = To(@iQ:) = V XAz ~0.
iel i€l
Por el teorema 7.15, concluimos que la frontera 9¢[D] es nula, luego ¢[D] es
un dominio de integracion.
Sea Jp el conjunto de los multiindices tales que Q; C D y sea Js el conjunto
de los multiindices tales que Q; N D # &. De este modo,

Ue:.cbc U Qs
= i
luego
U ¢[Qi] c o[D] € U ¢[Qi].
ied; i
Ahora bien,
o(U Qi) =5t P = 500 P = 0( U @)
y

o((U 9l@i1) = Vs(x,p P) = VS(x,0, P) = v( U 61Q1])

i€J1 i€J2

o( U ol@il) < v(lD) < v( U sl@i),

ieJy i€ o
de donde se concluye que
v(¢[D]) = Vs(xp, P) = Vu(D),
luego v(¢[D]) = Vu(D).
El teorema siguiente contiene lo que acabamos de demostrar y un poco maés:

Teorema 7.27 Sea ¢ : R — R? una aplicacion lineal de determinante A.
Para todo dominio de integracion D C R?, se cumple que ¢[D] es un dominio
de integracion, y v(¢[D]) = |Alv(D).

DEMOSTRACION: Recordemos que el determinante de una aplicacion lineal
es el determinante de su matriz en cualquier base. Si ¢ no es biyectiva, el
teorema es trivial, ya que, por una parte, A = 0y, por otra parte, ¢[D] esta
contenido en un subespacio vectorial de R” de dimensién menor que d, luego
estd contenido en un conjunto de la forma

S={zeR?|ayx1 + - +aqzq = 0},

luego v(¢[D]) = 0 por el teorema 7.18.
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Supongamos ahora que ¢ es biyectiva. Ya tenemos probado el teorema salvo
que falta por ver que la constante que relaciona los dos volimenes es precisa-
mente |A|. (Lo hemos probado con la constante V igual al volumen de la imagen
del cubo unitario.)

El algebra lineal demuestra que toda aplicacién lineal biyectiva se puede
expresar como composiciéon de un numero finito de aplicaciones lineales g de
uno de los tipos siguientes:

a) g permuta los vectores e1,...,eq de la base canénica de R,
b) g(e1) =re1 y g(e;) = e; parai > 1, donde r € R es no nulo.
c) gler) =e1+e2y g(ei) = e, parai > 1.

Por comodidad para el lector damos la prueba en un apéndice al final del
capitulo. Teniendo en cuenta que el determinante de una composicion de apli-
caciones es el producto de los determinantes, basta probar el teorema en el
caso en que f sea de uno de los tres tipos anteriores. Més concretamente, si
Q = [0,1]%, basta probar que, si f es de uno de los tres tipos anteriores, entonces

v[o[Ql) = |A.

En el primer caso es facil ver que |A| = 1y que ¢[Q] = Q, luego, ciertamente,
v(¢[Q]) =v(Q) =1 =|A|. En el segundo caso, A =ry

B x [0,1]% sir>0,
9[Ql = { [r,0] x [0,1]971 sir <O.

Por lo tanto, v(4[Q]) = |r| = |A|.
En el tercer caso A=1y

¢[Q] = D x [0,1)772,
€9 e1 + es

donde D es el dominio de integracién indicado en la figura. Es
€1 facil ver que v(D) = 1, bien por integracion, bien observando

que D se descompone en unién de dos tridngulos y que, trasla-
dando el superior (lo cual no modifica el area) obtenemos el cuadrado [0, 1]2, que
tiene area igual a 1. El teorema 7.21 implica entonces que v(9[Q]) = 1 = |A].
|

El teorema anterior nos da una interpretacion geométrica del determinante
de una aplicacion lineal (o, mejor dicho, de su valor absoluto): la aplicacion
multiplica por |A| el volumen de cualquier dominio de integracion. Ahora vamos
a extender este resultado a aplicaciones no necesariamente lineales. La clave
para ello es la posibilidad de aproximar una aplicaciéon por su diferencial.

En el teorema siguiente consideramos un homeomorfismo f : U — V de
clase C! entre dos abiertos de R%. Si p € U es un punto estandar, podemos
considerar la diferencial df : R? — R? que es una aplicacion lineal que
aproxima a f cerca de p. Si Q C U es un cubo, entonces f[Q] y d,f‘Q] son



246 Capitulo 7. Caélculo integral de varias variables

“cubos deformados”. Lo que vamos a probar es que si ) es infinitesimal y esta
infinitamente cerca de p, entonces f[Q] y dfp[Q] son muy parecidos, no ya en
el sentido obvio de que ambos son infinitesimales, sino, mas atun, porque si les
aplicamos una homotecia infinita para volverlos apreciables, la diferencia entre
ambos sigue siendo inapreciable y, a su vez, esto implica que los volimenes de
estas ampliaciones son indistinguibles.

En realidad, para que esto tenga sentido necesitamos suponer que todas las
aristas de @ tienen la misma longitud, ya que, en otro caso, una homotecia que
volviera apreciable una de ellas, podria hacer infinita, o dejar infinitesimal a
otra.

Teorema 7.28 Sea f : U — V un homeomorfismo estindar de clase C' entre
dos abiertos U y V de R%. Sea p € U un punto estindar, sea

Q=lar,a1 +7] x X lag,aq+7r] CU

un cubo de arista infinitesimal v tal que a ~ p, sea ¢ = dpf y supongamos
ademds que ¢ es biyectiva. Entonces,

o(/1Q))
v(0[Q)

DEMOSTRACION: Ante todo, observemos que f[Q] es un dominio de integra-
ciéon. En efecto, 0Q es la union de 2d imagenes de cubos de R4~! por aplicaciones
de clase C*, luego lo mismo vale para df[Q] = f[0Q)]. El teorema 7.17 nos da
entonces que la frontera 0f[Q)] es nula, luego f[Q] es un dominio de integracion.
Consideremos la aplicacion

flatra) = f(a)

r

flz) =

Estd definida en un abierto que contiene al cubo unitario @, = [0,1]%.
Cuando z recorre Q1, tenemos que a+ 7 recorre el cubo Q, luego f[Q1] resulta
de aplicar a f[Q] la traslacion z — x — f(a) y luego la homotecia = — x/r.
Teniendo en cuenta los teoremas 7.25 y 7.26, concluimos que

o(f@1]) = ro(f[Q))-
Lo mismo es valido para ¢ y la aplicaciéon

o) — Pt ra) = ola)

r

pero, como ¢ es lineal, resulta que ¢ = ¢. Asi pues,

v(9[Q1]) = r*v(9[Q)).

Por consiguiente, el teorema se reduce a probar que

o(f[Q1])

— ],

v(#[@1])
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Como v(¢[Q1]) = |A] # 0, donde A es el determinante de ¢ (que es estandar,

porque ¢ lo es), la relacion anterior es equivalente a v(f[@Q1]) ~ v(d[@1]).

En términos de la discusién previa al teorema, tenemos que f[Q1] y #[Q1] son
el resultado de aplicar a f[Q] y ¢[Q] una homotecia de centro a para hacerlos
apreciables y una traslaciéon para que ambos tengan un vértice en el origen.
Ahora vamos a probar que estas ampliaciones son indistinguibles:

Como f es de clase C', es estrictamente diferenciable en p. Si z € Q1,
entonces rx ~ 0, y la definicion de diferenciabilidad estricta nos da que

flatrz) — f(a) — o(rz)

=~ 0.
||
Equivalentemente: -
(x) _ o)
=l =

Esto implica que f(z) ~ ¢(z). En otras palabras: cada punto de f[Q] esté
infinitamente cerca de un punto de ¢[Q1], y viceversa.

Ahora podemos hacer una simplificacion: como ¢! es continua en *¢(z), la
aproximacion que hemos obtenido equivale a que ¢~ 1(f(x)) ~ z. Por otra parte,
en virtud del teorema anterior, la relacion v(f[Q1]) ~ v(¢[Q1]) que queremos
probar equivale a v(¢~[f[Qu]]) ~ v(Q1) = 1.

Por lo tanto, si llamamos g = f o ¢!, tenemos que g es un homeomorfismo
definido sobre un abierto que contiene a ()7 en otro abierto que contiene a
K = ¢g[@1], hemos probado que g(z) =~ x para todo x € Q1, y queremos probar

que v(K) =~ 1.

Para ello vemos que si € > 0 es estdndar, entonces K C QF = ]—¢, 1+ e[d,
ya que todo elemento de K es de la forma g(z) = z € @1, y si no estuviera
en QF estarfa a una distancia > ¢ de cualquier punto de @Q;. Por lo tanto
v(K) <v(QF) = (1+ 2¢)?, de donde se sigue facilmente que *v(K) < 1.

La otra desigualdad serda inmediata también si demostramos la inclusién
Q- = [e,1 — €]® C K, pues entonces (1 — 2¢)? < v(K) y esto implica que
*u(K) > 1.

A su vez, para probar la inclusion basta probar que todo punto z € Q1 \ K
esté infinitamente proximo a un punto de dQ1, ya que entonces ningin punto
de Q7 C @ podra estar en Q1 \ K.

En efecto, tenemos que z ~ g(z) € K. El segmento S que une z y g(z) es
un espacio topolégico conexo, pues es la imagen del intervalo (conexo) [0, 1] por
la aplicacion continua u(t) = (1 — )z + tg(x).

La restriccion a S de X, no puede ser continua, ya que, como X ,.(z) = 0,
Xy (9(x)) = 1, su imagen es el espacio disconexo {0,1}, y la imagen de un
espacio conexo por una funciéon continua ha de ser conexa.

Asi pues, existe un punto y € S donde x . es discontinua, y es facil ver que
esto equivale a que y € 9K. Como x = g(z), también = ~ y. Por otra parte,
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como ¢ es un homeomorfismo, 0K = ¢g[0Q1], luego y = g(2), con z € 9Q, y asi
2Ry R T
En definitiva: *v(K) =1 o, lo que es lo mismo v(K) ~ 1. n

Ahora ya podemos demostrar el teorema general:

Teorema 7.29 (Teorema de cambio de variable) Sea z : U — V una
aplicacion biyectiva de clase C' entre dos dominios de integracion abiertos en
R?. Para cada t € U, sea A(t) el determinante de la matriz jacobiana (Jx)(t)
(que es una funcidn continua en U ). Supongamos que A(t) no se anula y estd
acotado en U. Sea f:V — R una funcion continua y acotada. Entonces

/Vf(w) dw:/Uf(x(t)NA(tﬂdt.

DEMOSTRACION: En primer lugar, observamos que, por el teorema de la
funcién inversa, la aplicaciéon ! : V — U también es de clase C''. Llamemos
a esta inversa t(z), de modo que, en cada punto x € V, se cumple que d,t =
(di(zyz) "' y su determinante es A(t(xz)) ™.

Fijemos un € > 0 estandar, sea @’ un cubo tal que U C Q' C R? y sea
P’ una particion infinitesimal de Q'. Como la frontera OU es nula, la suma
de los volumenes de los cubos @); que cortan a QU es infinitesimal, luego, en
particular, es < e. Por transferencia, existe una particion estandar P} con esta
misma propiedad. Sea K’ la unioén de los cubos correspondientes a la particion
P} contenidos en U. De este modo, K’ C U es un dominio de integracion
compacto estandar tal que v(U \ K') < e.

Ahora tomamos un cubo @ = [a, b]? tal que V C Q C R?. Consideramos una
particion de [a, b] en n segmentos iguales de longitud infinitesimal r» = (b—a)/n,
la cual determina una particion P de ) en cubos infinitesimales de arista 7.
Nuevamente, la suma de los volimenes de los cubos @Q; que cortan a JV es
infinitesimal (en particular < €), pero podemos decir més: ninguno de ellos
corta a t[K'].

En efecto, si Q; corta a la vez a 9V y a x[K’], entonces existen z € 9V,
a’ € z[K'] tales que x ~ 2. Como z[K'] es compacto, existe *z € x[K'], luego,
cambiando x por *z, podemos suponer que x es estandar. Entonces, la relaciéon
r ~ 7’ implica que x est4 en la clausura de 9V, que es el propio dV, porque la
frontera es cerrada, pero esto es absurdo, porque x € x[K'] C U y U es abierto,
luego no contiene a los puntos de oU.

Por transferencia, podemos encontrar un ntmero natural estandar ng tal
que, si partimos [a, b] en ng intervalos de la misma longitud, la particion corres-
pondiente Py de @ tiene la propiedad de que la suma de los voliimenes de los
cubos que cortan a OV es menor que € y ninguno de ellos corta a z[K'].

Llamemos K a la unién de los cubos determinados por Py y que estan con-
tenidos en V. Asi, [K'] C K C V, el conjunto K es un dominio de integracion
compacto estandar y v(V \ K) < e.

Como U \ t[|K] C U\ K’, tenemos también que v(U \ t[K]) < e.
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Ahora consideramos de nuevo una particion infinitesimal de [a,b] en n seg-
mentos de longitud r = (b—a)/n, pero tomamos n multiplo de ng, de modo que,
si consideramos la particion P de @ y llamamos [ al conjunto de los multiindices
1 € Ip tales que Q; C K, tenemos que

K=Qi
iel
Siiely @ = [ar,a1 +71] X -+ X [ag,aq + 7], entonces a € K, luego

p="a € K CV, porque K es compacto, luego podemos aplicar el teorema
anterior, en virtud del cual

o(t[Qi]) _ |ARP)|v(EQ:])

= ~ 1.

v(dpt[Q:]) v(Q:)

En particular, tenemos que ¢[Q;] es un dominio de integracion. El teorema
de la media nos da que

vo. () |A)] dt
Juau i(t([c)g)i%) ) = fa(t:)|A(to)],

para un cierto t; € t[Q;], que sera de la forma t; = t(x;), con z; € Q;.
Como z; ~ p, también t(x;) =~ t(p), luego |A(L;)| ~ |A(t(p))], y, como
A(t(p)) es estandar,

|A(t:)]

|At(p))]

A partir de aqui vamos a seguir de cerca el razonamiento que hemos empleado
en la prueba del teorema 7.24. Para cada dominio de integracion D C V,
definimos

I(D) = [ ()]A@)] dt.
t[D]

Para que I(D) esté bien definido es necesario que t[D] sea un dominio de

integracion. Hemos visto que I(Q);) esta bien definido, y ademaés

1(Q;)
v(t[Q:])

= f(x(t:)|A)],

luego
[AEP)[oEQ:]) [AE)] 1(Q:)
v(Qi) |A(E(P))] v(t[Qi])

0, equivalentemente,

para cierto x; € Q;.
Razonando como en 7.24, tenemos que

1(Q;) — eAw; < f(x;)Az; < 1(Qs) + Awy,
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de donde, sumando para ¢ € I, obtenemos que

I(K) — e Az; < 3 f(z)Az; < I(K) + e Ax;.

Notemos que I(K) esta definido porque t[K] es un dominio de integracion,
ya que es la union de los dominios ¢[Q;]. Sin embargo, ahora no es cierto que
V \ K tenga volumen infinitesimal. Lo que tenemos es que v(V \ K) < e y
v(U\ t[K]) < e.

Tomando partes estandar en las desigualdades anteriores, llegamos a que

I(K) — ev(K) < /K F(@)da < I(K) + eo(K),

luego

’I(K) - /Kf(ac) dz| < ev(K) < ev(V).

Por lo tanto:

/ Fa(t)|A@)] d - / f() da
U 1%

/V\K f(z)dx

<ev(V)+ Miv(U\¢[K])+ Mav(V\ K) < Me,

donde M; es una cota de f(xz(t))|A(t)] en U, My es una cota de f(z) en V' y
M = v(V) + My + Ms. Como esto vale para todo € > 0 estandar, tenemos la
igualdad del enunciado. ]

< ‘I(K) —/Kf(x)dx

+I(V\ K)| +

Coordenadas polares Un cambio de variables que a menudo resulta util es
el determinado por las coordenadas polares. Llamemos

A =10,4o00[ x |—m,7[, B=R?\{(z,0) e R* | <0}
y consideremos la aplicacion p : A — B dada por
p(p,0) = (pcost, psend).

Es facil ver que es biyectiva y de clase C'°°. Su matriz jacobiana es

cos 6 sen 6
Tp(p,0) = < —psen® pcosf >

y su determinante jacobiano es A(p, §) = p. Por el teorema de la funcion inversa,
la inversa de p es también de clase C°. Si U C Ay V = p[U] son dominios
de integracion y f : V — R es una funcion continua y acotada, el teorema de
cambio de variables nos da que

/f(a?,y)dxdy:/f(,ocosH,psenG)pdde.
v U
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Ejemplo Vamos a calcular de nuevo la integral del ejemplo de la pagina 237:

1
/x—i— dxdy,
c 2

donde C = {(z,y) € R? | 2% +y> < 1}.

Es equivalente calcularla sobre
V={(,y) eR?|2® +y* <1}\ {(z,0) e R* | < 0},

pues hemos quitado un conjunto nulo. Este conjunto es la imagen por el cambio
de coordenadas polares del cubo |0, 1] x |—m, 7[. Por lo tanto:

1 ™ (Y pcos+1 ™ pP 27t
/:c+ dxdy:/ / Mpdpd&z/ P cos+ 2| ap
o 2 o 2 .16 4],

_/7r c059+1 d0 — sen@_'_g7T T
)\ 6 4 L6 4] 2

Ejemplo Sean C, = {(z,y) € R?> | 22 +¢y?> < r} y

} 5 Qr = ]71“,7’[2. Claramente, C; < @, < C s, como

el N

. 2 2 .
muestra la figura. Dado que la funcion e(* T¥7)/2 es siem-
pre positiva, es claro que

=
-

/éﬁ%Wm@S/e“%WMWS/ el dudy.
c. R C s,

Por el teorema 7.21:

/e(‘”2+y2)/2dxdy:/ 612/2ey2/2dxdy

s r

r T r 2
= (/ e$2/2d:v> </ ey2/2dy) = (/ emz/zdx> )

Por otra parte, cambiando a coordenadas polares:

/ e(w2+y2)/2dxdy _ /ﬂ' /7" e—ﬂ2/2pdp _ /Tr |:_e_p2/2:|; do = 27T(1—€_T2/2).
C, —7m JO -7

Asi pues,

r 2
2m(1 — 67T2/2) < (/ emz/de> <2r(l-— 677’2),

luego

V1—e /2 < / L gy <V1—e?

_r V2T
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Con esto podemos calcular el limite cuando r tiende a +o0o de la integral,
que habitualmente se representa como

R
/ —— e Py = 1.

oo V2T

-2 -1 1 2

El integrando se conoce como campana de Gauss, y es una de las distribu-
ciones de probabilidad més importantes en estadistica. Puede probarse que no
admite una primitiva expresable en términos de las funciones usuales, a partir
de la cual calcular la integral. L]

Coordenadas cilindricas Un cambio de variable 1til para trabajar con soli-
dos de revolucion es el correspondiente a las coordenadas cilindricas:

x=pcosf, y=psend, z=z.

Se comprueba inmediatamente que, como en el caso de las coordenadas po-
lares, el determinante jacobiano es p. Un sélido de revoluciéon esta determinado
por una funcién p = r(z) que determina la distancia al eje z de la superficie del
solido a cada altura z. Es claro entonces que su volumen (es decir, la integral
de su funcion caracteristica) en coordenadas cilindricas viene dado por

b pr(z) pm b p2 r(z) b
V= / / / pdfdpdz = 277/ [2} dz = 7r/ r?(2) dz,
a 0 —T a 0 a

que es la misma formula obtenida en la pagina 154 mediante un razonamiento
ad hoc. n

Terminamos esta seccidén destacando una consecuencia tebrica del teorema
de cambio de variable. Hemos definido la integracién sobre dominios de R?,
pero, mas en general, si V' es un espacio vectorial de dimensién d dotado de un
producto escalar (por ejemplo, si V' es un subespacio vectorial de R™, lo que
nos permite dotarlo de la restriccion a V' del producto escalar de R™), podemos
considerar en V una base ortonormal, es decir una base v, ..., vy formada por
vectores que cumplan v;v; = 1, v;v; = 0, para ¢ # j (vectores de norma 1
perpendiculares entre si). (El dlgebra lineal garantiza que siempre existen bases
ortonormales.) A su vez, podemos definir una aplicaciéon lineal ¢ : R — V
determinada por que ¢(e;) = v;, donde e; son los vectores de la base candnica
de R?. La aplicacion ¢ conserva el producto escalar:

o()0) = (Sows ) (Sowos ) = S =
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y, en particular, conserva la distancia entre puntos. Es facil ver entonces que
¢ transforma los cubos de R% en lo que, por definicién, podemos llamar cubos
en V, del mismo volumen. En el caso en que V sea un subespacio de R",
por ejemplo, un plano en R3, los cubos de V son rectdngulos situados en una
posicion arbitraria en el espacio.

Ahora podriamos desarrollar en V toda la teoria de integracion que hemos
visto (particiones, sumas superiores e inferiores, etc.), pero podemos llegar al
mismo resultado por un camino mas corto: podemos definir un dominio de
integracion D C V como un subconjunto de V tal que D’ = ¢~ ![D] sea un
dominio de integracion en R?, y diremos que una funciéon acotada f : D — R
es integrable silo es ¢|ps o f, en cuyo caso definimos la integral

/f@wm: F(o(8)) dt.
D D’

Como decimos, una comprobacién rutinaria permitiria mostrar que estas
definiciones nos llevan al mismo concepto de integral que si desarrollamos siste-
maticamente en V el célculo integral que hemos desarrollado en R%. Para tomar
la igualdad anterior como definicion de integral, necesitamos una comprobacion
que la justifique, y ahi es donde interviene el teorema de cambio de variable:
hemos de probar que la definicién de dominio de integraciéon en V' y de integral
de una funcién sobre un dominio de V' no dependen de la eleccién de la base
ortonormal.

En efecto, si tomamos dos bases ortonormales en V, éstas dan lugar a dos
aplicaciones ¢, ¢’ : R* — V, con las que podemos formar otra aplicaciéon lineal
p=¢o¢ "t : R — R?

Como ¢ y ¢’ conservan el producto escalar, lo mismo le sucede a v, luego, si
A es la matriz de 9 en la base canoénica de R, tenemos que, para todo par de
vectores x, y € R?, se cumple que zAA'y! = xy. Aplicando esto a los vectores
de la base canénica concluimos que AA! = I, y tomando determinantes vemos
que |A]? =1, luego |A| = £1.

De este modo, si D C V' y ¢~![D] es un dominio de integracién en R?, el
teorema 7.27 nos da que ¥[¢p~1[D]] = ¢'~1[D] también lo es, y el teorema de
cambio de variable nos da que

/ ﬂwmwz/“ fwww»wzj F(o(t)) dt
¢'~1[D] h=1[¢'[D]] ¢~1[D]

(En realidad, tenemos esto probado bajo la hipotesis de que f sea continua,
no meramente integrable, en D. Podriamos probar el caso general, pero no
merece la pena.)

Asi pues, el célculo integral en V' no depende de la base ortonormal elegida.
En particular, si tomamos V = R?, concluimos que esta generalizacién de inte-
gral respecto de una base ortonormal coincide con la integral que ya tenfamos
definida (respecto de la base canonica).
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7.6 Areas de superficies

En esta seccion veremos como calcular el area de una superficie curva S.
Del mismo modo que no hemos definido el area de cualquier superficie plana,
sino dnicamente de los dominios de integraciéon, también serd necesario que
la superficie sea “razonable” en algin sentido de la palabra. Concretamente,
vamos a considerar el caso en que S es la grifica de una funciéon de clase C*.
En particular, esto significa que si aplicamos a S una homotecia de centro uno
de sus puntos y razon infinita, obtenemos un plano. Dicho de otro modo: vista
a través de una lupa de “infinitos aumentos”, S es plana.

Dejando de lado de momento las homotecias infinitas, una aproximacién al
area de A(S) (que queremos definir) puede obtenerse pegando en S pequenos
cuadraditos. Pensemos, por ejemplo, en una esfera de un metro de radio cubierta
por cuadraditos de un milimetro cuadrado. Evidentemente, los cuadraditos no
“se ajustan” perfectamente a la esfera, porque son planos y cualquier fragmento
de esfera, por diminuto que sea, tiene cierto “abombamiento”. No obstante, el
producto del area de cada cuadradito por el nimero de cuadraditos que hemos
necesitado para cubrir S, es una (buena) aproximacion al area que buscamos.
Mas aun, podemos aceptar que, cuanto menores sean los cuadraditos, menor
seré el error de la aproximacion, de modo que A(S) podria verse como el limite
de estas aproximaciones, cuando el area (o el lado) de los cuadraditos tiende
a 0.

Esto no es una definicién operativa, porque no es facil definir en general
como deben “ajustarse” los cuadraditos para cubrir la superficie. No obstante,
de aqui podemos deducir una propiedad que, segtin esto, debe tener el area que
pretendemos definir: si aplicamos a S (y a los cuadraditos) una homotecia H,
de radio r < 1, los cuadraditos reducidos se ajustan incluso mejor a la superficie
reducida H,., puesto que también se habran reducido los “resquicios” entre los
cuadraditos. Ahora bien, las areas de los cuadraditos se habran multiplicado por
r2. Como esto vale para todas las aproximaciones de A(S) (para cuadraditos de
cualquier area), lo mismo ha de valer para el limite, es decir, se ha de cumplir
que

A(H,[S]) = r*A(S).
Puesto que S se obtiene de H,[S] mediante una homotecia de radio 1/r, esta
relacion leida al revés nos dice que es valida igualmente cuando r > 1.

Otra propiedad elemental que esté implicita en todo lo que venimos diciendo
es que si dos superficies (“razonables”) S; y S s6lo comparten puntos de su
frontera, entonces se ha de cumplir que

A(Sl U SQ) = A(Sl) + A(SQ)

Consideramos ahora una funcién estandar g : K C R2 — R de clase C'! en
un dominio de integracion compacto K. (Esto significa, por definicién, que g es
de clase C! en un abierto que contiene a K.) Su grafica es la imagen S = f[K]
de la aplicacién f : K — R? dada por

f(x,y) = (z,y,9(z,9)).
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Nuestro proposito es llegar a una definicién razonable del area A(S) que

respete los principios que acabamos de discutir. Observemos que f: K — S
es un homeomorfismo, pues su inversa es la restricciéon a S de la proyeccion
R3 — R? en las dos primeras componentes. Podemos pensar en f como un
“mapa” plano de la superficie S.
7% En lugar de cubrir S con cuadraditos, tomamos
un cuadrado @ que contenga a K y consideramos
una particiéon de @) en cuadrados infinitesimales @);
de lado r. Las imagenes en S de estos cuadrados
seran cuadrados algo deformados, pero no mucho,
en el sentido de que, tal y como veremos enseguida,
vistos con una lupa de 1/r aumentos, es decir, trans-
formados por una homotecia de razon 1/r, resultan
ser indistinguibles de paralelogramos cuya area podremos calcular. En efecto,
pongamos que

Qi =la,a+7r] xbb+r]CK

y sea p="*(a,b) € K. (Esta en K porque K es compacto). Llamamos ¢ = d,, f
y sea Q1 = [0,1]2. Como f es estrictamente diferenciable en p, tenemos que,
para todo (z,y) € Q1, se cumple que

fla+ra,btry) = flab) = glrary)
Gyl |

Llamemos

Flany) = f(a—|—rm,b—|—7‘y), (o y) = f(a,b) + ¢(rz, ry) _ f(a,b) +é(z.y).

r r r

De este modo, cuando (x,y) recorre @1, tenemos que f(a+ rz,b+ry) reco-
rre fQi], v f(z,y) recorre f|Q;] aumentado con una “lupa” de 1/r aumentos.
Igualmente, ¢(z,y) recorre f(a,b) + ¢[Q;] aumentado 1/r veces. Lo que hemos
probado es que

flz,y) = ¢(,y),

de modo que cada punto de f[Q;] estd a distancia infinitesimal de un punto de
#[Q1], y viceversa. En otros términos, las imagenes f[Q;] y f(a,b) + ¢[Q;] son
indistinguibles incluso si se amplian 1/r veces para volverlas apreciables.
Ahora introducimos un tercer principio que determine la definicién de area
(recordemos que los otros dos han sido la aditividad de las areas y su compor-
tamiento ante las homotecias): si los conjuntos f[Q;] y ¢[Q1] son apreciables e

indistinguibles entre si, sus areas han de ser indistinguibles, es decir:

A(fln]) = A(9[Qu])-

Como ¢ es la composicion de ¢ una traslacion, el drea de ¢[Q1] ha de ser la
misma que la de ¢[Q1], y ésta la hemos definido al final de la secciéon anterior, ya
que ¢ es una aplicacion lineal, luego ¢[Q1] es un paralelogramo (plano). Usando
v para el area de un dominio de integracion plano (que si que tenemos definida),
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lo que tenemos es que el concepto de area que pretendemos definir debe cumplir
la relacién

A(f[]) = v([@])-

Enseguida calcularemos el miembro derecho, que es un ntimero estandar no
nulo, por lo que podemos escribir:

A(f1@1])

— =~

v(0@1])

Puesto que f[Q1] es la imagen de f[Q;] por una homotecia de radio 1/r,
teniendo en cuenta la relaciéon entre las areas y las homotecias, esto equivale a

A(f1Q:])

Gl

0, equivalentemente,

A(f1Qi])
0] v([Q1]).

Nos ocupamos ahora de calcular el drea del paralelogramo P = ¢[Q1]. Segin
lo visto al final de la seccién anterior, para ello deberiamos aplicar a P una
aplicacién lineal que lo transforme en un subconjunto de R? conservando las
distancias, y calcular entonces el drea de su imagen, pero podemos ahorrarnos
todo esto mediante un truco. Tenemos que

¢(1a0) = (17079I)) ¢(07 1) = (07 1agy)a

donde
_ 9%

_ 9
o

) gy -
P 9
Ahora observamos que v = (—gz, —gy, 1) cumple que
vé(1,0) = ve(0,1) =0,

es decir, que es perpendicular a P. Sea 1 : R? — R3 la aplicacion lineal que
sobre la base candnica toma los valores

Pler) = ¢(1,0), ¢lez) = ¢(0,1), ¢(es) = v.

p

La imagen por v del cubo unitario [0, 1] es el
paralelepipedo de base P y altura

.- ol = /1 + 92 + g5,

P(es) P luego su volumen es ||v||v(P). Por otra parte,
1)  sabemos que este volumen es el determinante de
¥, luego,
€1
1 0 g

1
’U(P):w 0 1 gy |=4/1+g:+g;

9z —gy 1
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Si llamamos A(p) = |/1+ g2 + g2 (que, ciertamente, depende tinicamente
del punto p), hemos probado que

Q

Ap) = Alai),

donde a; € Q; es el vértice que antes llamabamos (a,b) = p, y la tltima aproxi-
macion se debe a que la funcion A(z,y) es continua en p. Asi, para cualquier
€ > 0 estandar, tenemos que

—Aze < a(Ql) — A(al)Axl < Aw;e
y, sumando para los @; C K, tenemos que
=Y Axie < a(K) — > Aa;)Ax; < Y Axge.

Ahora aplicamos el teorema 7.7, en virtud del cual, al tomar partes estandar
obtenemos:

—v(K)e <a(K) — /K A(z)dx < v(K)e.

Como esto vale para todo € > 0 estandar, ha de ser

En definitiva, llegamos a la siguiente definicion:

Definiciéon 7.30 Sea g : K — R una aplicacién de clase C! definida sobre
un dominio de integraciéon compacto K C R?. Definimos A : K — R como la

funcion dada por
g 2 dg 2
Az) =4/1 = = .
) \/ +(3$> +<8y>

Entonces, el area de la gréafica de g se define como

A= /K A(z) da.

Ejemplo Vamos a calcular de nuevo el area de una esfera de radio R. Para
ello calculamos, en realidad, el area de una semiesfera, que es la grafica de la

funciéon
f(‘ray) =V RQ_xQ_y2a
definida sobre el circulo C' = {(z,y) € R? | 22 + y2? < R}.

Tenemos un problema y es que f no es derivable en los puntos de la circun-
ferencia, asi que calcularemos el area de la grafica sobre el conjunto

Ce={(z,y) eR?|2” +y* <R},
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lo que nos sitta en las condiciones de la definicion que hemos dado, y luego
haremos tender € a 0. Para ello calculamos:

22 Y2
Az,y) = 1+R2—x2—y2+R2—x2—y2
R

Asi pues, el area que queremos calcular es
Rdzxdy

Aplicamos el cambio a coordenadas polares: x = pcosf, y = psenf, con lo

que
™ R—e¢
/ Rdxdy :R/ / pdp 4o
o, /RZ— a2 — 2 Jo /R2 — p2
R—e¢
—27R [f\/RQ - pQ} — 27R? — 27R\/R? — (R — ¢)?
0

Haciendo tender € a cero, es claro que el area de la semiesfera es 27 R?, luego
el area de la esfera es 4mR?, como ya sabiamos. L]

Ejemplo ahora vamos a calcular el drea de la semiesfera de radio R situada
bajo el circulo de centro (R/2,0) y radio R/2.

El triangulo de la figura es isésceles. El méximo valor
de p para un angulo 6 > 0 dado es el que cumple

p/2
R/2’

cosf =

es decir, p = Rcosf. Para evitar el problema de que el
integrando (el mismo del ejemplo anterior) no es derivable en (R, 0), calculare-
mos la integral en el semicirculo superior, y nos restringiremos al compacto K.
determinado por € < 0 < /2. Asi,

/ Rdl‘dy _n w/2 /R0089 pdp 0
K. VR? — 22 —y? e 0 VR?2 - p?

Rcosf

[ v

R%[0 + COSHE/Q =7R?/2 — R*(e + cose).

w/2
b = R/ (R — Rsenf)df
0 €

Haciendo tender € a cero y multiplicando por 2 (porque hemos integrado solo
en el semicirculo superior) queda que el area buscada es

A=nmR?—-2R?.
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En muchos libros se llama bdveda de Viviani a la superficie cuya éarea acaba-
mos de calcular, pero el nombre es histéricamente incorrecto. Vincenzo Viviani
fue un discipulo de Galileo que, en cierta ocasion, planteo (y resolvio) el siguiente
problema:

Encontrar la forma de perforar dos ventanas en una béveda semies-
férica de modo que el drea de la superficie resultante sea cuadrable.

“Cuadrable” significa que pueda construirse un cuadrado de la misma area.
En la practica, quiere decir que el area no dependa de 7. La solucién al problema
de Viviani consiste en eliminar la superficie de la béveda que queda sobre dos
circulos tangentes de radio R/2. Segun acabamos de calcular, cada una de estas
dos ventanas tiene area mR% — 2R2, el area de las dos juntas es 2rR% — 4R?
y, como el area de la semiesfera es 2mR?, el 4rea de la béveda sin las ventanas
resulta ser A = 4R?.

Asi pues, la boveda de Viviani, la boveda que resuelve el problema de Viviani,
no es el fragmento de esfera situado sobre el circulo, sino la semiesfera perforada
con los dos agujeros o ventanas:

Para terminar, vamos a comparar la definiciéon que hemos dado del area de
una grafica con la definicién 4.27 del area de una superficie de revolucién. Una
superficie de revolucién no es la grafica de ninguna funcién, pero la mitad de
ella si que lo es.

Si la superficie viene determinada por
una funcion r(z), la mitad de la superficie
d correspondiente a los puntos con z > 0 es
/ la gréfica de la funcion z = /7 (z)? — y?2,
sobre el dominio

D={(z,y) €R?®|a<2<b —r(x)<y<r()}.

r(z) z

Para calcular el area segin la definicion 7.30 calculamos:

0z rr’ 0z —y

)

or  \fr2_y2 Oy S22
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con lo que
r(x)

A(x,y): ’I“(.’)S 2_y2

1+ 7/ (z)2.

El area sera:

/ /—rm \/7—1/ ) dydz.

Observemos que el integrando no esta definido cuando y = +r(x). En prin-
cipio tendriamos que restringir la integral a un dominio menor y luego tomar
limites, como ya hemos hecho en otras ocasiones. Dejamos esta precisiéon a
cargo del lector. Para calcular la integral interior hacemos el cambio de variable
y = r(x)senf, con lo que el 4rea es

b pm/2 1 b pm/2
/ / wosgV 14+ (x)?r(z)cos b dodx = / V14 r(z)2r(x)dide
a J—m/2 COS a

—7/2

b
= 7r/ V14 r'(z)?r(x)dz,

que es la mitad del valor dado por la definicion 4.27 (porque estamos calculando
el area de la mitad de la superficie de revolucion). "

7.7 Apéndice: Descomposicion de aplicaciones li-
neales
Demostramos aqui el resultado sobre descomposicién de aplicaciones linea-

les biyectivas en aplicaciones elementales que hemos utilizado en la prueba del
teorema 7.27, a saber:

Teorema 7.31 Toda aplicacion lineal biyectiva f : R* — R? se puede expresar
como composicion de un numero finito de aplicaciones lineales g de uno de los
tres tipos siguientes:

a) g permuta los vectores ey, ..., eq de la base candnica de R.
b) gler) =re1 y gle;) =e; parai > 1, donde r € R es no nulo.
¢) gler) =e1+e2 ygle;) = e, parai> 1.

DEMOSTRACION: Sea A la matriz asociada a f en la base canonica. Es
conocido que f puede transformarse en una matriz diagonal de la forma

1
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mediante un ndmero finito de operaciones elementales de los tipos siguientes:
a) permutar dos filas o columnas,
b) multiplicar una fila o columna por un namero real no nulo,
¢) sumar a una fila o columna otra multiplicada por un ntimero.
En efecto, los pasos a seguir son los siguientes:

e Si A = (a;;) tiene algin coeficiente no nulo, podemos permutar sus filas y
columnas hasta conseguir que a1 # 0. (En caso contrario, A ya tiene la
forma indicada.)

e Dividiendo la primera fila entre a7 conseguimos que a7 = 1.

e Sumando a cada columna ¢ > 1 la primera multiplicada por —aj; con-
seguimos que a; = 0, y operando igualmente con filas conseguimos que
a;1 = 0.

Asi llegamos a una matriz de la forma

para una cierta submatriz A’. Repetimos el proceso con A’ hasta llegar a una
submatriz nula.

Ahora observamos que cada operacion elemental sobre una matriz se puede
conseguir multiplicandola por la izquierda o por la derecha (segtn que se haga
sobre filas o sobre columnas) por una de las siguientes matrices elementales:

j k K
1 1
J 0 1 J r
k 1 0
1 1
J
1
J r



262 Capitulo 7. Caélculo integral de varias variables

La primera permuta las filas o columnas 7, j, la segunda suma a la fila o
columna j-ésima la k-ésima multiplicada por 7, y la tercera multiplica la fila o
columna j-ésima por r.

Asi pues llegamos a una ecuacion de la forma
E,---E,AE|---E!, =D,

donde las matrices F; y E! son elementales. Ahora bien, todas las matrices
elementales tienen determinante diferente de 0, y A también (porque f es bi-
yectiva), luego D también ha de tener determinante diferente de 0, lo cual sélo
puede suceder si D es la matriz identidad.

Por otra parte, la inversa de una matriz elemental es también una matriz
elemental (la inversa de la matriz que multiplica una fila o columna por r es
la que la multiplica por 1/r, y la inversa de la matriz que suma a una fila o
columna otra multiplicada por r es la que suma la otra multiplicada por —r).
Por consiguiente, podemos despejar A y expresarla como producto de matrices
elementales.

Equivalentemente, la aplicacion lineal f es composiciéon de aplicaciones defi-
nidas por matrices elementales. Una aplicacion lineal g definida por una matriz
elemental estd en uno de los casos siguientes:

a) Permuta los vectores de la base canonica.
b) g(ei) = rei, glej) = ej para j # i.
c) gle;) =e; +rej, glegx) = e; para k # 1.

Si g esta en el caso ¢) puede descomponerse como sigue: permutamos los
vectores de la base canénica para que e; — e1 y e; — es (tipo a), hacemos
es — reg (tipo b), hacemos e; — e; + eg, hacemos ey — (1/r)es (tipo b),
invertimos la permutacion inicial (tipo a).

Por consiguiente, podemos reducir el caso c) a g(ey) = e; + ea.

Por ultimo, si g estd en el caso b) puede descomponerse asi: permutamos
los vectores de la base canénica de modo que e; — e1, hacemos e; — re; y des-
hacemos la permutacion inicial. Asi hemos descompuesto f en homomorfismos
de los tipos indicados en el enunciado. L]



Apéndice A
La teoria de Nelson

Describimos aqui una teoria axiomatica de conjuntos en la que pueden for-
malizarse todos los resultados expuestos en los capitulos precedentes de este
libro exactamente en el mismo sentido en que los resultados expuestos en cual-
quier libro de anélisis estandar pueden formalizarse en la teoria de conjuntos
ZFC. Se trata de la teoria expuesta por Nelson en [4].

El lenguaje formal de la teoria de Nelson consta de los signos logicos usuales
maés el relator (diadico) de pertenencia € y un relator monadico st. Convendre-
mos en leer la formula st z como “el conjunto x es estdndar”.

Las expresiones del lenguaje de la teoria de Nelson pueden dividirse en inter-
nas, si no contienen el relator st, y externas si lo contienen. Equivalentemente,
las expresiones internas son las expresiones del lenguaje de ZFC.

Pasamos ahora a presentar los axiomas de la teoria de Nelson. En primer
lugar:

Todos los axiomas de ZFC son axiomas de la teoria de Nelson.

Como consecuencia, todos los teoremas de ZFC son también teoremas de la
teorfa de conjuntos de Nelson, sin cambio o precision alguna. En particular, en
la teoria de Nelson podemos usar todos los signos mateméticos que se introducen
en ZFC a través de definiciones: @, x Uy, x Xy, f: A — B, etc.

Notas Observemos que un teorema de ZFC (un esquema teoreméatico, en reali-
dad), es el esquema de especificacion, en virtud del cual, si ¢(z,21,...,2,) s
cualquier formula —cualquier formula del lenguaje de ZFC, es decir, cualquier
formula interna del lenguaje de Nelson— la féormula siguiente es un teorema:

1
Azt 2,NAVBAz(z € B+ 2 € ANG(2,21,...,7)).
Este teorema nos permite definir

{r e A| p(x,x1,...,20)}

263
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como el tnico conjunto B que cumple el teorema anterior. Segun lo dicho, todo
esto sigue siendo valido en la teoria de Nelson, pero ahora es crucial recordar
que la teorfa de Nelson (a falta de otros axiomas) s6lo nos permite especificar
subconjuntos mediante féormulas internas. Nada de lo dicho hasta aqui nos
legitima a extender el esquema de especificaciéon a formulas externas. Asi, del
mismo modo que en ZFC no podemos asegurar la existencia de

R={z|z¢ux}

porque no se esta restringiendo x a ningin conjunto prefijado A, en contra de
lo que exige el esquema de especificacion, en la teoria de Nelson no podemos
asegurar la existencia de

{r e N|stz},

va que la formula st x es externa.

Mas atn, igual que en ZFC se puede demostrar que no existe ningin conjunto
R cuyos elementos sean los conjuntos que no se pertenecen a s{ mismos, veremos
que en la teoria de Nelson se puede demostrar que no existe ningtin conjunto
cuyos elementos sean los nameros naturales estdndar.

Otra precaucién relacionada con ésta es tiene que ver con el principio de
induccién, en virtud del cual, si ¢(n) es una formula (tal vez con mas variables
libres), se cumple que

(6(0) A An € N(é(n) = ¢(n+1))) = An € No(n).

Nuevamente, el hecho de que esto sea un esquema teoremético de ZFC im-
plica que también lo sea de la teoria de Nelson, pero s6lo para féormulas internas.
Asi pues, en la teoria de Nelson no son validos los razonamientos por induccién
respecto a féormulas externas. Decimos que esto esta relacionado con el caso
anterior porque el principio de induccién se demuestra en ZFC considerando el
conjunto

A={neN|g(n)},

y probando que A = N. Si la férmula ¢ es externa, entonces la existencia de
A no puede deducirse de los axiomas de ZFC y, por consiguiente, tampoco de
los axiomas de la teoria de Nelson que hemos visto hasta ahora (que son los
mismos). "

La teoria de Nelson consta de los axiomas de ZFC mas tres esquemas axiomé-
ticos adicionales. Para enunciarlos conviene introducir la notacién siguiente: si
a es una férmula, escribiremos

Naa= Nz(stz — a), V¥za = Vz(stz A a).

Principio de Transferencia Si a(z,z1,...,x,) es una férmula interna cu-
yas variables libres sean exactamente las indicadas, la formula siguiente es un
azTioma:

t
A 21 T Stxa(m,xl,...,xn) — Nra(z, 21, ..., 2,)).
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Equivalentemente, (considerando el axioma correspondiente a —« e invir-
tiendo la implicacion)

t t
N ro(Vra(z, zy,...,2,) — Ve xa(x, 1, ..., Ty)).

Informalmente, el principio de transferencia puede enunciarse asi:
Si todo conjunto estandar cumple una propiedad interna que depende
a lo sumo de pardmetros estindar, entonces todo conjunto (estdn-
dar o no) cumple dicha propiedad. Equivalentemente, si existe un
congunto (estandar o no) que cumple una propiedad interna con pa-
rametros estandar, entonces existe un conjunto estindar que también
la cumple.

Como primera consecuencia:

Teorema A.1 Si t(z1,...,2,) es un término interno cuyas variables libres
sean exactamente las indicadas, entonces

/\Stxl ce @y stE(Xy, . Tp).

DEMOSTRACION: Basta considerar la formula x = ¢(z1, ..., ,). El principio
de transferencia nos da que

/\Stzl cxp(Va(r =t(zy, .. 2,)) = \/Stx(x =t(z1,...,2n)).

Fijados conjuntos estandar x1,...,x,, es trivialmente cierto que existe un
conjunto z = t(x1,...,2,), luego deducimos que existe un x estandar que cum-
ple z = ¢, en definitiva, que t(x1,...,x,) es estandar. n

Asi, por ejemplo, ahora podemos asegurar que
st@, stN, st250, stv/?2

y, en general, que cualquier conjunto definible explicitamente en ZFC es es-
tandar. Si una definicién tiene pardmetros, entonces hemos de exigir que los
parametros sean estdndar. Por ejemplo:

/\Stxy st(zUy), /\Stwy st(z Ny), /\Stxy st{z,y},

Ntmn(m eNAneN—st(m+n)), etc

En palabras: la unién de conjuntos estandar es un conjunto estandar, la
interseccion de conjuntos estandar es un conjunto estandar, el par formado por
dos conjuntos estandar es un conjunto estandar, la suma de nimeros natura-
les estandar es un ntumero natural estdndar, y, en general, cualquier conjunto
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construido a partir de conjuntos estandar mediante una construccién definible
en ZFC, es estandar.!

Otra consecuencia del principio de transferencia es la siguiente:

Teorema A.2 Si dos conjuntos estdndar tienen los mismos elementos estdn-
dar, entonces son iguales.

DEMOSTRACION: Dados dos conjuntos estandar x e y, la hipotesis es que
/\Stu(u Exrucy).

El principio de transferencia nos permite pasar a
Au(u € z < u € y),

lo cual implica que z = y. n

Asi pues, si dos conjuntos estandar tienen los mismos elementos estandar, au-
tomaticamente tienen también los mismos elementos no estandar. En particular,
si a un conjunto estandar le quitamos un elemento no estandar, necesariamente
deja de ser estandar (o, si no, tendriamos dos conjuntos estandar distintos con
los mismos elementos estandar).

El segundo axioma nos da la existencia de conjuntos no estandar:

Principio de Idealizacion Si a(z,y) es una férmula interna con al menos
las variables libres , y, entonces la formula siguiente es un axioma:

/\Stz(z finito — Vz Ny € za(x,y)) < \/x/\Stya(JE,y).

El miembro izquierdo del axioma afirma que la féormula interna a(z,y) de-
termina una relacién concurrente, es decir, que dado cualquier familia estandar
finita? z de conjuntos existe un conjunto x relacionado con todos ellos. Asi, el
principio de idealizaciéon puede leerse asi:

1En principio, si + representa la suma de numeros naturales (definida en ZFC), lo que nos

da el teorema A.l1 es que Ntmn st(m + n). Aqui hemos de entender que si m y n no son
nameros naturales, el término m + n es una descripciéon impropia. Adoptamos el convenio de
que todas las descripciones impropias representan un mismo objeto, que podemos especificar o
no. Por ejemplo, podemos convenir (podemos tomar como axioma) que todas las descripciones
impropias son el conjunto vacio: (xz | © = z) = @. El principio de transferencia nos obliga
a elegir como descripciéon impropia un conjunto estandar, ya que, como acabamos de ver,
permite probar que la descripciéon impropia es estandar. Este convenio sélo es 1util en teoria
para que enunciados como el teorema A.1 tengan sentido sin necesidad de imponer restricciones
al término t. En la practica podemos particularizar formulas como

R'mn st(tm+n) a /‘ftmn(m eNAneN — st(m+n))

y asi evitamos tratar con descripciones impropias.
2La nocién de finitud es, por supuesto, la usual, tal y como se define habitualmente en
ZFC.
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Una relacion interna (tal vez con pardmetros no estdndar) es con-
currente si y solo si hay un conjunto relacionado con todos los con-
Jjuntos estandar.

En la practica no es frecuente trabajar con relaciones definidas sobre todos
los conjuntos, sino s6lo sobre un conjunto prefijado. Por ello suele ser méas tutil
la siguiente version relativizada del principio:

Teorema A.3 Si a(x,y) es una formula interna con al menos las variables
libres x, y, entonces la formula siguiente es un teorema:

/\A(/\Stz(z C ANz finito = Vz\y € za(z,y)) + \/:c/\Sty € Aoz(x,y)).
DEMOSTRACION: Aplicamos el principio de idealizaciéon a la formula

Blx,y) =y € A— a(z,y).

Si la relaciéon « es concurrente en A, es decir, si cumple el miembro izquierdo
del enunciado, entonces, para cada conjunto z estandar y finito tenemos que el
conjunto 2/ = z N A es estandar (por el teorema anterior), es finito y esta
contenido en A. Por hipotesis Vz/\y € 2’ a(x,y)), y esto es equivalente a
que VzAy € zB(x,y). Asi pues, 3 es concurrente, luego por el principio de

st st
idealizacion Va/\ y B(z,y), lo cual equivale a Vall'y e Aa(z,y). El reciproco
se prueba igualmente. n

El resultado basico sobre existencia de conjuntos no estandar es el siguiente:

Teorema A.4 Un conjunto es estdndar y finito si y sélo si todos sus elementos
son estdndar.

DEMOSTRACION: Sea A un conjunto. Aplicamos el principio de idealizacion
a la relacion interna a(z,y) = x € ANz # y, donde A aparece como parametro
(no necesariamente estandar). La relacién « es concurrente si y soélo si

/\Stz(z finito — VaAy € z(x € ANz #y))

o equivalentemente, si A no estd contenido en ningin conjunto estandar y fi-
nito z.
Por tanto, si A es estandar y finito, por el principio de idealizacién,

Nz € A\/Sty T =y,

pero esto equivale a que todos los elementos de A son estandar.

Reciprocamente, si todos los elementos de A son estandar el principio de
idealizacion implica que la relacion « no es concurrente, y por tanto A estéa
contenido en un conjunto estandar y finito z. Entonces A es finito y A € Pz.
Por el principio de transferencia, Pz es estandar y, como también es finito, la
parte ya probada permite concluir que Pz sélo tiene elementos estandar. Luego
A es también estandar. m

Otra consecuencia notable del principio de idealizacion es la siguiente:
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Teorema A.5 FEuxiste un conjunto finito que contiene a todos los conjuntos es-
tandar.

DEMOSTRACION: Basta aplicar el principio de idealizacion a la formula
a(z,y) =y € z Az es finito.

Existen otras teorfas de conjuntos no estandar en las que no se cumplen
exactamente los mismos hechos béasicos. En la teoria de Nelson, el principio de
idealizacion es especialmente fuerte, por lo que de cara a traducir los resultados
a otras aproximaciones al analisis no estdndar, conviene observar que, en las
aplicaciones usuales de la teorfa al anélisis, la topologia, etc., nunca es necesario
usar el principio de idealizaciéon de Nelson en toda su generalidad, sino que en
la practica es suficiente con los teoremas A.3, A.4 y la siguiente version débil
del teorema anterior:

Teorema A.6 Todo conjunto A tiene un subconjunto finito B que contiene a
todos sus elementos estandar.

DEMOSTRACION: Basta tomar F' N A, donde F' es un conjunto finito que
contenga a todos los conjuntos estandar. L]

Todos los resultados que hemos demostrado en los capitulos precedentes de
este libro han usado tnicamente el principio de idealizacién a través del teorema,
A4y, en contadas ocasiones, del teorema A.6 (resultados que en el capitulo I
hemos llamado Principio de idealizacion 1y II). El teorema A.3 es necesario,
por ejemplo, en el estudio de espacios topoldgicos arbitrarios, no necesariamente
metrizables, estudio en el que no hemos entrado en este libro.

Ejemplo Ahora estamos en condiciones de demostrar algo que habiamos afir-
mado mas arriba, a saber, que no existe

{r e N|stz}

0, en otras palabras, que no existe ningtin conjunto cuyos elementos sean los
numeros naturales estandar. En efecto, si existiera tal conjunto, llamémoslo A,
entonces N\ A4 seria el conjunto de los ntimeros naturales no estandar, que es no
vacio, ya que N es infinito, luego tiene elementos no estandar. Todo subconjunto
no vacio de N tiene un minimo elemento. Sea, pues, p el minimo de N\ A. Se
trata de un namero natural no estandar, luego ha de ser pu # 0, ya que stO0.
Por lo tanto, ha de ser © = n + 1, para cierto n < . Por la minimalidad de g,
concluimos que n es estandar, pero entonces p = n+ 1 es suma de dos ntimeros
estandar, luego deberia ser estandar, y tenemos una contradiccion. ]

Vemos, pues, que en la teoria de Nelson hay féormulas (externas) que no
definen conjuntos. Pese a ello, a menudo es tutil utilizar la notaciéon conjuntista
con estas formulas, es decir, hablar de

{r e Al d(z,x1,...,2,)}
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aunque la formula ¢ sea externa. Esto sera licito siempre y cuando cualquier
expresion que contenga un “conjunto inexistente” de este tipo pueda ser refor-
mulada en términos de ¢. Por ejemplo, es util definir en general

A={recA|stz}.

Antes hemos demostrado que no existe ningin conjunto cuyos elementos
sean los numeros naturales estdndar, es decir, que no existe °N. Expresaremos
esto diciendo que °N es un conjunto externo, de modo que los conjuntos externos
son esencialmente lo mismo que las clases propias en ZFC (y en la propia teorfa
de Nelson, pues, igual que podemos hablar de clases propias en ZFC, podemos
hacerlo en la teoria de Nelson).

La diferencia entre conjuntos externos y clases propias es que llamamos cla-
ses propias a las colecciones de conjuntos definidas por férmulas que no definen
conjuntos porque no acotan la variable tal y como exige el esquema de especifi-
cacién, y llamamos conjuntos externos a las colecciones de conjuntos definidas
por formulas que no definen conjuntos porque son externas. Asi, por ejemplo,

A={z | Vylz={y})}

(la clase de todos los conjuntos con un elemento) es una clase propia, pero
B={zeN|-stz}

(el conjunto de todos los niimeros naturales no estandar) es un conjunto externo.

Notemos que tiene sentido afirmar, por ejemplo, que AN B = &, porque
con ello estamos diciendo algo que puede expresarse sin hacer referencia ni a
clases propias ni a conjuntos externos, a saber, que es imposible que un niimero
natural sea no estdndar y tenga un tnico elemento, ya que el Gnico niimero
natural con un elemento es 1 = {0}, y es estandar.

En general, una afirmacién que involucre conjuntos externos sera admisible
en la teoria de Nelson en la medida en que pueda reformularse sin hacer refe-
rencia a conjuntos externos. Por ejemplo, el teorema A.4 puede reenunciarse
como:

Un conjunto A es estdndar y finito si y solo si A = °A.

Esto es admisible precisamente porque la igualdad A = %A puede sustituirse
por la formula Az € A stz, en la que no aparecen conjuntos externos.

Este resultado muestra, por otra parte, que °A no siempre es externo: Si A
es un conjunto estandar y finito, entonces °A es interno y estandar, porque es
el propio A.

A veces, a los conjuntos los llamaremos también conjuntos internos, por
oposicién a los conjuntos externos. Asi, podemos decir que N es un conjunto
interno, mientras que °N es externo, pero debemos tener presente que decir que
N es un conjunto interno significa exactamente lo mismo que decir simplemente
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que es un conjunto, es decir, uno de los objetos de los que habla la teoria de
Nelson.

El tercer esquema axiomatico que completa la teoria de Nelson nos permite
definir conjuntos a partir de formulas externas, pero no en el mismo sentido en
que lo hace el esquema de especificacion:

Principio de Estandarizacion Si a(z) es una férmula (interna o externa)
con al menos la variable libre x, entonces la formula siguiente es un axioma:

/\Stvaty/\Stz(z ey zexhalz)).

Dado un conjunto estdndar x, el conjunto y que postula el principio de
estandarizacién es unico en virtud del teorema A.2, y podemos llamarlo

Slzex|a(2)}

Aqui es esencial recordar que este conjunto no esté formado por los elementos
z € x que cumplen «(z), sino que sus elementos estandar son los elementos
estandar z € x que cumplen «a(z), pero que, aparte, puede tener otros elementos
no estandar, sobre los que —en principio— no podemos decir nada.

Podemos pensar en A — A como una operacién que asigna un conjunto
estandar a cada conjunto externo (su estandarizacion), pero también podemos
estandarizar conjuntos internos: si A es un conjunto interno, podemos definir

SA=5{zecAlzc A},

que es el conjunto estandar que tiene los mismos elementos estandar que A. Asi,
es claro que un conjunto A es estandar si y soélo si A = %A.

Veamos un ejemplo detallado del uso de los principios de transferencia y
estandarizacién, que nos proporciona un ejemplo més en el que un conjunto °A
puede ser interno:

Teorema A.7 Si A esun conjunto finito con un nimero estindar de elementos,
entonces °’A = “A. En particular, °A es un conjunto interno, estdndar y finito.

DEMOSTRACION: Por hipétesis, existe un nimero natural estdndar n y una
aplicacion biyectiva f : I, — A, donde I, = {m € N | m < n}. Llamamos
g = °f. Asi, todo elemento estandar de g es un elemento de f, luego

Naze gVma(m € I, N\a € ANz = (m,a)).

Como la férmula que sigue al cuantificador inicial es interna, podemos aplicar
el principio de transferencia y concluir que g C I, x A. Similarmente, si m € I,,,
tenemos que

/\Stab((m,a) egn(m,b) €g—a=0),
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ya que si (m,a) € g con m y a estandar, entonces (m,a) es estandar, luego
(m,a) € f, e igualmente (m,b) € f, y f es una funcién. (Observemos que
m es estandar, porque I,, es estandar y finito, luego todos sus elementos son
estandar.)

Ahora podemos aplicar el principio de transferencia porque la formula tras
el cuantificador inicial es interna y porque el tinico parametro que aparece en
ella es g, es es un conjunto estandar. La conclusion es que g es una funcion.

Similarmente, si my, mo € I,

¢
A a((my,a) € gA (msg,a) € g — my = ma),

luego, aplicando el principio de transferencia (lo cual es licito porque los para-
metros g, m1 y me son estandar), concluimos que g es inyectiva.

Sea D C I,, el dominio de g, que es un conjunto estandar, porque el dominio
de una funcién estandar ha de ser un conjunto estandar. Si m € D, entonces
g(m) es estandar (porque lo son m y g), luego (m,g(m)) € g implica que
(m,g(m)) € f, lo que a su vez implica que g(m) € A o, mas concretamente,
g(m) € A. Asi pues, g[D] C °A.

Reciprocamente, si a € °A, existe un m € I,, tal que (m,a) € f. Como m y
a son ambos estandar, también lo es (m,a), luego (m,a) € g, luego a € g[D].
En definitiva, °A = g[D] es un conjunto estandar y finito (porque la imagen de
un conjunto estandar por una aplicacion estandar es un conjunto estéandar).

Como °A es un conjunto estandar que contiene los mismos elementos estandar
que A, ha de ser °A = “A. m

Otra aplicaciéon sencilla del principio de estandarizacion es la posibilidad
de definir una funcién estandar especificando tinicamente las imagenes de los
elementos estdndar de su dominio:

Teorema A.8 (Principio de extension) Si X e Y son conjuntos estindar
y f: oX_—) °Y es una aplicacion externa, entonces existe una aplicacion
estandar f : X —'Y que extiende a f.

DEMOSTRACION: Hay que entender que f es cualquier criterio que asigna
a cada elemento estandar de X un tnico elemento estdndar de Y. Mas con-
cretamente, el enunciado supone que existe una féormula a(z,y) (tal vez con
parametros) de modo que se demuestra que

Naze XVy € Ya(z,y).

Definimos f = “{(x,y) € X xY | a(z,y)}. Asi, los elementos estdndar de
f son pares ordenados de X x Y y para todo € X estandar existe un tnico
y €Y tal que (x,y) € f. Aplicando el principio de transferencia a estos hechos
concluimos que f : X — Y, y claramente extiende a f. [

El interés del principio de extension es que, la forma de asignar un elemento
estandar de Y a cada elemento estandar de X puede expresarse mediante una
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formula externa y, pese a ello, la aplicacion final f : X — Y sera estandar.
Mas en general, podemos definir un concepto mediante una formula externa vy,
si restringimos el alcance de la definicién a conjuntos estandar, podemos exigir
que el conjunto de todos los objetos que cumplen la definicién sea estandar.
Remitimos a la definicién 2.27 y las explicaciones posteriores para ilustrar esta
posibilidad, fundamental para una exposicién natural del anélisis no estandar.



Apéndice B

La teoria de Hrbacek

En este apéndice expondremos la teorfa de conjuntos no estandar presentada
por K. Hrbacek en [2], que se diferencia de la de Nelson en que formaliza la
nocién de conjunto externo. Nos referiremos a ella como H.

El lenguaje de ZFC estad formado por las variables z, y, z, ..., por los
dos relatores €, =, el negador —, el implicador —, el generalizador /\ y por el
descriptor |.

Consideraremos como axioma de ZFC que todas las descripciones impropias
son el conjunto vacio, es decir: z|(zx = x) = @. Formalmente esto ha de
entenderse como un axioma anadido a los axiomas de ZFC, pero en realidad es
una definicién: estamos conviniendo que todo lo que esté mal definido es por
definicién el conjunto vacio. En la practica nunca vamos a trabajar con nociones
mal definidas, pero al tratar sistematicamente con expresiones arbitrarias hemos
de contemplar la posibilidad de que sean descripciones impropias. En cuanto
hayamos justificado la existencia del conjunto vacio en H adoptaremos también
este axioma en la teoria de Hrbacek.

Cualquier otro signo lo consideraremos como una abreviatura de una expre-
sién que contenga tinicamente estos signos. Por ejemplo,

reEyVexez=~(r€y) > x € 2z

No consideramos a los paréntesis como signos de nuestro lenguaje, pues teérica-
mente pueden suprimirse a condicién de alterar la sintaxis del lenguaje.

El lenguaje de la teoria de Hrbacek consta de los signos del lenguaje de ZFC
més dos nuevos relatores st x (z es estandar) e inz (x es interno). Si « es una
férmula, usaremos las abreviaturas

st st in in
T, To, /\ To, T

con los significados obvios. Cuando hablemos de férmulas de ZFC entenderemos
que son formulas en las que no aparecen los relatores que acabamos de introducir,
mientras que si hablamos de férmulas de H entenderemos que pueden contener
estos relatores.
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Para indicar que un conjunto es arbitrario, no necesariamente interno, dire-
mos que es externo. Cuando queramos indicar que no es interno diremos que es
estrictamente externo.

La idea basica que debe guiarnos es que los conjuntos estdndar de H se
corresponden con los conjuntos estandar de la teoria de Nelson, los conjuntos
internos de H se corresponden con los conjuntos de la teoria de Nelson (los
que existen formalmente, es decir, los internos) y los conjuntos estrictamente
externos de H se corresponden con los conjuntos externos de la teoria de Nelson,
de los que sélo tiene sentido hablar metamatematicamente.’

Desgraciadamente, no podemos suponer que los conjuntos externos satisfa-
cen la axiomética completa de ZFC. Nos tendremos que limitar a la axioméatica
de Zermelo incluido el axioma de elecciéon, es decir, suprimimos el axioma de
reemplazo e incluimos el axioma de especificacién. Como contrapartida, exten-
demos dicho axioma a férmulas arbitrarias de H, luego, a diferencia de lo que
sucede en la teoria de Nelson, podemos usar libremente los relatores st e in
para definir conjuntos (lo que sucedera es que por regla general los conjuntos
definidos con estos relatores seran estrictamente externos). Explicitamente, los
axiomas béasicos son los siguientes:

EXTENSIONALIDAD  Azy(Au(u € z < u €y) =z =vy),

ParR  AzyVzAu(u €z u=2VvVu=y),
UNION — AzVyAu(u € z — u C y),

ESPECIFICACION  Para toda formula o(u, 1, ..., x,) de H,
AxVyAu(u € y <> u € x A alu,21,...,2,)),
PartES  AzVyAu(u C z — u € y),
ELEccION Todo conjunto admite un buen orden.
El conjunto cuya existencia postula el axioma de especificaciéon es tinico por
extensionalidad, y es el que se representa usualmente por

{uez|alu,x,...,2,)}

Notemos que de aqui se sigue la existencia de un conjunto sin elementos
(tomando a(u) = u # u), por lo que no hemos necesitado el axioma del conjunto
vacio. Tampoco hemos incluido el axioma de infinitud porque se deducira de
los axiomas restantes. Veremos luego que el axioma del reemplazo y el axioma
de regularidad son contradictorios con los otros axiomas de H.

La supresion del axioma de reemplazo sélo hace que la teoria de conjuntos
se resienta en lo concerniente a la teorfa de ordinales y cardinales. Por ejemplo,
no es posible demostrar la existencia del ordinal w - 2, por lo que un conjunto
bien ordenado no tiene por qué tener asociado un ordinal. Sin embargo, los

1En realidad los axiomas de H determinan propiedades ligeramente distintas para los con-
juntos internos que los axiomas de Nelson. Las diferencias son minimas, pero debemos tener
presente que la correspondencia entre ambas es aproximada.
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resultados que no dependen directamente de estas nociones (lo cual incluye a
los resultados basicos del dlgebra, la topologia o del anéalisis) siguen disponibles
en esta teorfa.? En particular disponemos de todo el lenguaje conjuntista basico:
aplicaciones, relaciones, etc.

Introducimos ahora dos axiomas que en la teoria de Nelson son triviales,
pues en ella todo conjunto es interno:

P st . . ) .
INncLusioN: A zinz (Todo conjunto estandar es interno.)

in . .
TRANSITIVIDAD: A\ 2/\u(u €  — inu) (Los elementos de los conjuntos
internos son internos.)

El axioma de transitividad afirma que al introducir los conjuntos externos
en la teoria no estamos modificando los conjuntos internos, en el sentido de que
no les anadimos elementos.

Ahora debemos insistir en que una afirmacién que en la teoria de Nelson
empiece por “para todo nimero natural...” equivale a una afirmacion de H que
empiece por “para todo nimero natural interno...” Para formalizar esta idea
hemos de introducir la nocién de relativizacion de una féormula:

Si 6 es una expresion de ZFC, definimos 6™ como la expresién determinada
por las reglas siguientes:

a) " =z,

b) (x=yt=z=y,  (zeyP=zey,

c) (ma)™ = o,

d) (o= p)" =ai = i,

e) (Aza)® = /\inxain,

f) (z|a)™ = z|(inz A o).

Son claras las identidades
(Vv B)n = it v gin, (@A B)" = ol A gin, (@ B)" = o & gin,

as{ como las equivalencias logicas

. 1
in

1
Vza)™ <V za™, vy (Vza)™ < Va(inz A o).

Por ejemplo a vV 8 = —a — [ y basta aplicar las reglas correspondientes a
la implicaciéon y a la negacion. Lo mismo sucede con la conjunciéon a A =
—(—a V —=f) y la coimplicacion a <> 8 = (a — B8) A (B — ).

2Un uso elemental del esquema de reemplazo es la prueba de la existencia de = X y, pero
teniendo en cuenta que (u,v) = {{u}{u,v}}, podemos obtener z X y por especificacién desde
PPz UY)).
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Para el cuantificador existencial tenemos que Vza = -Az—q, luego
. in .
(Vza)® = =N z-a™.

. in . .
Esto no es exactamente lo mismo que V xa™, pero ambas formulas son
logicamente equivalentes, luego en la practica relativizar un cuantificador \ es

. in .. . ..
cambiarlo por V™. Similarmente sucede con la existencia tnica.

Ejemplo Veamos un ejemplo del “funcionamiento” de esta nocién. Todavia no
estamos en condiciones de justificar nada de lo que vamos a decir. Este ejemplo
es meramente orientativo.

Ahora tenemos que distinguir entre el conjunto N de los niimeros naturales
y el conjunto N de los niimeros naturales™. El primero es el conjunto de los
nameros naturales (externos) construido a partir de los axiomas de Zermelo.
Por ejemplo, podemos definir N como la interseccién de todos los conjuntos
(externos) que contienen a 0 = @ y que si contienen a un conjunto n contienen
también a n +1 =nU {n}. Con esta definicion se prueba que N solo contiene
nimeros estandar. La prueba se basa en que podemos definir el conjunto

X ={neN|stn},
(lo cual no es licito en la teoria de Nelson) y demostrar que
0eXAAneXn+1leX.

Por definicion de N tenemos que N C X, luego N = X.

Por otra parte, N es la intersecciéon de todos los conjuntos internos que
contienen a 0 y que si contienen a n contienen a nU {n}. El conjunto X resulta
ser estrictamente externo, luego no forma parte de la interseccién que estamos
considerando. El resultado es que N C N, pero el segundo contiene muchos
conjuntos que no estan en N, conjuntos que son nimeros naturales™, pero no
son nimeros naturales. Demostraremos que N = {n € N | stn}. "

El siguiente grupo de axiomas de H es:

3

ZFC™: Si o es un axioma de ZFC, entonces® o' es un axioma de H.

En otras palabras, los conjuntos internos (al igual que en la teoria de Nelson)
cumplen ZFC. El hecho de que los conjuntos externos no cumplan todo ZFC no
tiene gran importancia, pues debemos tener presente que el objeto de la teoria
H es estudiar los conjuntos internos como herramienta a su vez para el estudio
de los conjuntos estandar. Los conjuntos externos son un mero auxiliar.

3 Aqui suponemos que los axiomas de ZFC no tienen variables libres. En el caso del axioma
del reemplazo, donde aparece una féormula que puede tener parametros z1,...,Zn, hay que
entender que el axioma empieza con Az - .
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Ejemplo EI axioma del conjunto vacio en ZFC afirma que VzAyx ¢ v, es
decir, existe un conjunto sin elementos. Por el axioma de extensionalidad es
tinico, lo que justifica la definicion @ = z|Ayy ¢ z.

in in ) . .
Ahora tenemos que V&5 yx ¢ y es un axioma de H, es decir, existe un
conjunto interno sin elementos internos. A este conjunto lo deberiamos llamar

i . in . . . ,
oM = 33|(1nac/\/\ yy ¢ x). Ahora bien, como los conjuntos internos solo pueden
tener elementos internos concluimos que @™ no tiene elementos en absoluto,
luego es simplemente @™ = @. En particular tenemos que & es interno. =

Veamos un resultado trivial:

Teorema B.1 Sea t(x1,...,x,) un término del lenguaje de ZFC' con las varia-

bles libres indicadas. Entonces se prueba en H que /\mxl Xy int?,

DEMOSTRACION: Un término ha de ser necesariamente una variable ¢t = z,

en cuyo caso el teorema es trivial, o bien una descripcion t = x|a(z, z1, . .., 2,),
y entonces " es el tnico z interno que cumple o™ si es que existe (y entonces
es interno) o bien es (z|r = x) = & si no existe (y también es interno). =

En la teoria de Nelson, al suponer todos los axiomas de ZFC tenemos au-
tomaticamente todos los teoremas de ZFC. El analogo para H no es igual de
inmediato, pero también se cumple:

Teorema B.2 Si a es un teorema de ZFC sin variables libres, entonces o' es
un teorema de H.

La prueba de este teorema es una comprobacion rutinaria basada en la de-
finicion de “demostracion”" que proporciona la légica matemaética: una formula
es un teorema de ZFC si se deduce en un ntmero finito de pasos a partir de los
axiomas de ZFC y de los axiomas logicos mediante la aplicacion de ciertas reglas
de inferencia. Se comprueba que si « es un axioma logico (con variables libres

in . .
Z1,...,Z,) entonces /\ x1---xpa'™ es un teorema de H; por otra parte, si « es
un axioma de ZFC entonces o™ es un axioma de H; finalmente, se comprueba
que si a se deduce de otras formulas mediante una regla de inferencia, entonces

/\mml -+ zpa'™ puede demostrarse en H a partir de las relativizaciones de las
premisas. De aqui se sigue facilmente el teorema. La demostraciéon es construc-
tiva, en el sentido de que permite obtener explicitamente la demostraciéon en H
de cualquier féormula o™ sin variables libres a partir de la demostraciéon de « en
ZFC.

Hemos demostrado que @™ = @, y hemos anunciado que N'* # N. Vamos a
ver ahora que la relativizacién a conjuntos internos es trivial para los conceptos
bésicos de la teoria de conjuntos, es decir, que “en la medida de lo posible”
los conceptos internos coinciden con los externos. Para ello introducimos el
concepto siguiente:

Definiciéon B.3 Diremos que un término ¢(z1,...,t,) de ZFC es absoluto si

/\majl g (21, ) = H(@, e, ).
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Una formula a(x1,...,x,) de ZFC es absoluta si

Ny oz (@@, x) < alT, .., T)).

Por ejemplo, hemos demostrado que @ es absoluto. El teorema siguiente nos
permite reconocer muchas expresiones absolutas:

Teorema B.4 Se cumple

a) Un término t es absoluto si y sdlo si lo es la formula x = t, donde x es
una variable que no esté libre en t.

b) Si una formula o es equivalente en la teoria de Zermelo Z a una férmula
absoluta B entonces a es absoluta.

c) x =y yx €y son formulas absolutas.
d) Sia y B son formulas absolutas, también lo son ~a, a« — B, aV B, a A B,
1
as B, Nrecya, Vecya, Vzeya, z|(z €y Aa).

e) Si0(xy,...,x,) es una expresion absoluta y ti,...,t, son términos abso-
lutos, entonces O(ty,...,yn) también es absoluta.

DEMOSTRACION: a) Si z =t es absoluta tenemos que
Nxy - zpz(z = oo = t),
y sustituyendo z por ¢ obtenemos que t™ = ¢. El reciproco es similar.

b) Si en Z tenemos Az - -z, (a <+ B), entonces en H tenemos
Naia (@™ < ™),y Aar-an(a e B).

. in .
En particular A"z, - -z, (a <+ ), con lo que la conclusion es clara.
¢) es inmediato.

d) La prueba para —a y a — [ es inmediata. Para los conectores restantes
se deduce de estos dos casos. Para el cuantificador universal tenemos que probar
que . .

Nz - cxay(A\r € ya Nz e yam).

Como « es absoluta tenemos que
Nz xny(/\mx Eya < N'ze ya™),

. e . . . in
pero el axioma de transitividad nos permite cambiar el primer Nz por Az, ya
que los elementos de y son necesariamente internos.

El caso del cuantificador existencial puede reducirse al anterior o demostrarse
analogamente. Para el cuantificador con unicidad tenemos que

1
Vzeyae VzeyNr e yla &z =2),

luego también se reduce a los casos anteriores.
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Por ultimo, fijados z1, ..., x,,y internos, tenemos que un conjunto x cumple
x € yAasiy solosies interno y cumple z € y A o'*, pues x € y ya implica
que x es interno y como « es absoluta o/ equivale a a. Por consiguiente, o
bien existe un tGnico conjunto interno x € y que cumple al", y éste es también
el tnico conjunto = que cumple x € y A o, o bien no se da ninguna de las dos
unicidades. En cualquier caso (z|(z € y A )" = 2|(z € y Aa) (Sino se dala
unicidad ambos miembros son el conjunto vacio.)

e) Si 0 es una formula tenemos que

/\1an co (0™, ) & O(y, 1)),

Por otra parte, si y1, ..., Y, son las variables libres en los términos ¢4, . . ., t,,
tenemos que

in i
/\ Yy -+ ym(t;n(yl, e ,ym) - ti(y17 . aym))

Ademas, fijados y1,. ..,y tenemos que cada ¢ es un conjunto interno,
luego podemos sustituir en la formula anterior y queda

Noyr oy (B2 o 0(ty, .. b))

Es facil ver que 6 (¢, ... #%) = 0(t1,...,t,)™, con lo que la composicién
es absoluta.

Si 6 es un término, el resultado se sigue del caso que acabamos de probar
aplicado a la formula = = 6. m

Por ejemplo, ahora es claro que la unién de conjuntos es absoluta, es decir,
/\mxy (zUy)m =z Uy.

Una prueba directa es la siguiente: el miembro izquierdo es por definicién el
Gnico conjunto interno cuyos elementos internos son los elementos internos de x
o y, pero por transitividad sobran todas las especificaciones “interno”, es decir,
(z Uy)"t es el tinico conjunto interno cuyos elementos son los elementos de = o
y. Asi pues, (rUy)™ = 2 Uy. En otras palabras, la unién interna de conjuntos
internos es simplemente su unién.

Por otra parte, el teorema anterior nos permite llegar mecanicamente a la
misma conclusiéon: basta ver que

z=xUy+ NucziuczVucy)

y el miembro derecho es absoluto por el teorema anterior, luego el izquierdo
también.

Similarmente se prueba que z Ny, =\ y, {z}, {z,y},  C y son absolutos.
Ahora, el término (z,y) = {{z},{z,y}} es absoluto por el apartado e) del
teorema. Por otra parte,

z=xxy+ NwezVuexz\Vveyw=(u,v),

luego x x y también es absoluto.
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Otros ejemplos de expresiones absolutas son f : x — y (inyectiva, supra-
yectiva, biyectiva), f(u), R es una relacion (reflexiva, simétrica, antisimétrica,
transitiva). Por ejemplo:

fix—ysNeefVuezVveyz=(u,v)A

/\uEx\l/vEy\/wEf(w: (u,v) Nw € f).

Para probar que f(z) = y|(x,y) € f es absoluto observamos que si f y
son internos entonces f(x)" = y|(iny A (x,y) € f), donde usamos que (z,y) es
absoluto. Ahora bien, iny es redundante, pues si (z,y) € f necesariamente y es
interno, ya que y € {x,y} € (z,y) € f, luego tenemos la igualdad.

En definitiva, las propiedades y operaciones conjuntistas basicas son ab-
solutas. Esto implica en particular que al realizar dichas operaciones sobre
conjuntos internos obtenemos conjuntos internos: la unién, la interseccién, el
producto cartesiano, etc. de conjuntos internos es un conjunto interno. Por
ejemplo z x y = (z x y)™, luego es interno por el teorema B.1.

Ejemplo Anticipamos (sin prueba) un ejemplo de concepto no absoluto: Pz.

En efecto, P"N™ es por definicién el conjunto (interno) de todos los subcon-
juntos internos de N**, y no coincide con PN™, que es el conjunto de todos los
subconjuntos (internos y externos) de N™. Asf pues, la formula A (P = Px)
falla cuando se aplica al conjunto interno x = N'™. Por consiguiente Pz no es
absoluto. L]

Ejemplo Es un teorema de ZFC que 0 € NAAn € NnU{n} € N. Teniendo en
cuenta que 0, Uy {x} son conceptos absolutos, la relativizacion de este teorema
es

0eN"AAn e N"nU{n} € N™

Notemos que no hace falta poner N'n € Nin porque N'* es interno, luego sus
elementos son necesariamente internos. Esta formula es un teorema de H, y de
ella se sigue que N' es un conjunto infinito. Por ello no hemos incluido el axioma
de infinitud entre los axiomas sobre los conjuntos externos. Ahora ya tenemos
justificada la existencia de conjuntos (externos) infinitos y, en particular, la
existencia de N. =

Los axiomas que faltan se corresponden aproximadamente con los principios
de transferencia, idealizacion y estandarizacion de la teoria de Nelson. Para
enunciar el principio de idealizacion necesitamos unas definiciones:

Definicion B.5 Para cada conjunto A, definimos
*A={z € A|sta}.

Diremos que un conjunto B tiene tamano estdndar si existe un conjunto estandar
A v una aplicacién f : °’A — B suprayectiva.
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En particular, si A es un conjunto estandar entonces A es un conjunto de
tamano estandar. Los axiomas restantes son:

TRANSFERENCIA: Si a(x,x1,...,2,) es una formula interna cuyas variables
libres sean exactamente las indicadas, la féormula siguiente es un axioma:

/\Stxl . ~xn(/\3txai“(x, Tlyeen, Tp) = /\inxcvi“(glc7 Tiyeees Tn)).
IDEALIZACION: Para toda formula a(z,y, z1,...,z,) del lenguaje de ZFC
/\inxl -2, /NA(A tiene tamaiio estandar A Az(z C A A z finito —
vinz/\iny € za(z,y,x1,...,2,)) = \/inx/\iny € Aa™(z,y, 1, ..., 2n)).

ESTANDARIZACION: /\x\/Sty/\Stu(u EyuE).

Del principio de transferencia se sigue que si dos conjuntos estandar tienen
los mismos elementos estandar entonces tienen los mismos elementos internos y,
por transitividad, son iguales. Por consiguiente, del principio de estandarizaciéon
se sigue que para todo conjunto A existe un tnico conjunto estandar %A cuyos
elementos estandar son los mismos que los de A.

De principio de transferencia se sigue, analogamente a como hemos hecho en
la teoria de Nelson, que las versiones internas de todos los conceptos definibles
en ZFC son de hecho estandar. Por ejemplo, N es un conjunto estandar. Para
probarlo aplicamos el principio de transferencia a la férmula (sin parametros)
(z =N, lo cual nos da que V" 2z = Nin — Ve z = Nin,

Similarmente, la unién de conjuntos estandar es estandar y, en general, cual-
quier conjunto definido mediante una expresion de ZFC a partir de parametros
estandar es estandar.

Los nameros naturales Ahora ya podemos demostrar que, tal y como habi-
amos anticipado, N = °N'", es decir, que los ntimeros naturales externos son los
nimeros naturales™ estdndar.

Una inclusion es simple: Relativizando teoremas de ZFC a conjuntos internos
tenemos 0 = @ € N y An € Ni"n +1 € N, Aqui hemos usado que xU {z} es
un término absoluto, con lo que si n es un conjunto interno entonces (n+ 1) =
(nU{n})™ =nuU{n}.

Mas atn, tenemos que 0 € °N™ y An € °Ni"n 4+ 1 € °N™, pues si n es
estandar entonces n+1 es estandar (por transferencia). El principio de induccion
nos da entonces que N C °Ni",

Supongamos ahora que A = °N'" \ N # @. Entonces A C 54 # @. Todo
conjunto interno que contenga ntmeros naturales™ contiene un minimo niimero
natural™ (esto es la version interna de un teorema de ZFC). Sea m el minimo
nimero natural™ de “A. Como 4 es un conjunto estandar y m esta definido

. s S . .
a partir de " A, el principio de transferencia nos da que m es estandar. En
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particular m € °Ni" \ N. Necesariamente m # 0, luego existe n = m — 1, que
es un numero natural™ que ademés es estandar por transferencia. Mas atn,
(n < m)™™. Esto nos lleva a una contradiccién, pues la minimalidad de m fuerza
a que n € N, pero entonces también m =n + 1 € N. [

No tiene sentido decir que la suma de nimeros naturales es absoluta. Esto
seria tanto como decir que

Amn € N™(m +n)™ = m +n,

pero si m y n son numeros naturales™ no estindar, el miembro derecho no
esta definido (o, en sentido estricto, esta definido como el conjunto vacio y, en
cualquier caso, no se da la igualdad). Lo que si es cierto es algo mas débil que
el caracter absoluto:

Amn € N (m +n)™ = m +n,

es decir, la suma de nimeros naturales’™ restringida a los ntimeros naturales
externos coincide con la usual. Esto es consecuencia de que ambas cumplen la
misma relaciéon recurrente. Lo mismo vale para el producto, la exponenciacion,
la relacién de orden, etc.

La finitud El concepto de finitud dista mucho de ser absoluto. Podemos
definir los conjuntos finitos como los biyectables con ntimeros naturales. Enton-
ces un conjunto interno es finito™ si es biyectable™ con un ntmero natural™.
Observemos que “biyectable” no es absoluto: ser biyectable™ con un conjunto
supone que la biyeccién sea interna.

Asi pues, todo ntimero natural™ es por definicién finito™, pero no tiene por
qué ser finito. En primer lugar demostramos lo siguiente:

Teorema B.6 Un conjunto interno es estindar y finito™ si y sdlo si es finito
y todos sus elementos son estdndar, si y solo si es estandar y finito.

DEMOSTRACION: Sea 2 estandar y finito™. Entonces su cardinal™ es un
nimero natural™ estandar n, luego es un ntimero natural, y existe una biyecciéon
f :m — x interna que, por transferencia, podemos tomar estdndar. Como los
elementos de n son todos estandar y la imagen de un conjunto estandar por una
aplicacion estandar es estandar, concluimos que todos los elementos de x son
estandar. Obviamente z es finito.

Reciprocamente, si & es un conjunto finito formado por conjuntos estandar,
probaremos que x es estandar finito™ por induccién sobre su cardinal. Siz = @
es evidente. Supuesto cierto para conjuntos de cardinal n, pongamos que x tiene
cardinal n + 1. Sea y € x y sea ' = x \ {y}. Por hipotesis de induccion z’
es estandar y finito™, pero {y} es interno porque el término {y} es absoluto,
es estandar por transferencia y es finito™ porque es un teorema de ZFC que
Ay({y} es finito). Por otra parte, la unién de conjuntos estandar es estandar y
la, unién de conjuntos finitos™™ es finita!®, luego z es estandar y finito™.
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Respecto a la otra equivalencia, por la parte ya probada tenemos que todo
conjunto estandar finito'™™ es estandar y finito. Si x es estandar y finito probamos
que es finito™ por el mismo argumento inductivo sobre el cardinal con la variante
siguiente: si el cardinal de = es n + 1, en particular z # @, luego Vyy € = y
por transferencia \/Styy € z. Tomamos, pues y € x estandar, y el resto del
argumento vale igual. n

Para ir mas lejos necesitamos el principio de idealizaciéon. Vamos a demostrar
el anélogo al teorema A.3:

Teorema B.7 Sea o(z,y,x1,...,x,) una formula de ZFC. Entonces
/\inxl e an(/\Stz(z C ANz finito — \/inx/\y € za™(z,y)) <
\/mx/\Sty € Aa(z,y)).

DEMOSTRACION: Fisjados T1,...,T, y A, suponemos la concurrencia y con-
sideramos el conjunto °°A, es decir, el conjunto de todos los elementos estandar
del estandarizado de A, que obviamente tiene tamafno estandar. En efecto, se
cumple que

Az(z C °5A A 2 finito — V52 Ny e za™(z,y)),

pues basta tener en cuenta que si z C °54 C A es finito, como todos sus
elementos son estandar, el teorema anterior nos da que es estandar, y podemos
aplicar la hipotesis. o
El principio de idealizaciéon nos da que me/\my € %A a'(z,y), de donde
. in  pst .
se sigue claramente que V' z/\'y € Aa™(z,y).

La implicacién contraria es trivial, teniendo en cuenta que los elementos de
un conjunto estandar finito son todos estandar. [

Ahora ya podemos demostrar el teorema general sobre existencia de conjun-
tos no estandar:

Teorema B.8 Un conjunto interno A es estandar y finito si y sélo si todos sus
elementos son estdndar.

DEMOSTRACION: Aplicamos el teorema anterior a la relacién dada por
a(z,y) =z € ANz # y. Esta relacion es concurrente en A si y solo si A
no es estandar y finito. Por el teorema anterior esto equivale a que A tiene un
elemento no estandar. m

Para completar la compatibilidad con la teoria de Nelson observamos que el
teorema siguiente (andlogo de A.6) se deduce del teorema anterior aplicado a la
relacion a(z,y) =y € x Az C A A x es finito.

Teorema B.9 Todo conjunto interno tiene un subconjunto finito™ que contiene
a todos sus elementos estdndar.

Ahora es claro que todos los resultados que hemos demostrado en los capitu-
los precedentes a partir de la axioméatica de Nelson pueden demostrarse también
en la teorfa de Hrbacek.
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El teorema de extension La version general que hemos dado del principio
de idealizacion permite demostrar una version fuerte del principio de extension
(comparar con A.8).

Teorema B.10 (Teorema de extension) Si A es un conjunto estindar y f
e [e] . .

es una funcion externa en A con valores internos, entonces f se extiende a una

funcion interna definida en A.

DEMOSTRACION: La funcién f, es decir, el conjunto {(z, f(z)) | = € A},
tiene tamano estandar, por lo que podemos aplicarle el principio de idealizacion.
Si z C f es finito, entonces z es una funcién cuyo dominio es un subconjunto
finito @ de °A. El conjunto a es finito y todos sus elementos son estandar, luego
es estandar. Una simple induccién sobre su cardinal demuestra que z es interno,
y es una funcién que contiene a todos los elementos de f. Aplicamos el principio
de idealizacion a la féormula “x es una funcién Ay € f”, con lo que obtenemos una
funcién F que contiene a f, luego su dominio contiene a °A y por transferencia
a A. n

Regularidad y reemplazo Es claro que el axioma de regularidad no se cum-
ple en la teoria de Hrbacek. Por ejemplo, si tenemos en cuenta que N'™ no es
sino el conjunto de todos los (ordinales finitos)™ y que, por lo tanto, la rela-
cion de orden es la pertenencia, vemos que el conjunto N \ °N no tiene un
elemento minimal para la relaciéon de pertenencia, lo cual contradice al axioma
de regularidad.

Tampoco podemos suponer el axioma de reemplazo. Para verlo observemos
que si a es un ordinal™ estandar, entonces “c esta bien ordenado por la relacion
de pertenencia. En efecto, siz C °ay x # @, entonces %2 C aesun subconjunto
interno no vacio de «, luego contiene un minimo ordinal 3, que por transferencia
seré estandar. Asi pues, 8 € z y es el minimo de z.

Si suponemos el axioma de reemplazo podemos considerar el (tinico) ordinal
& semejante a “a. Ahora probamos que si & = B entonces a = B. En efecto,
tenemos una biyecciéon f : °a — °B que conserva el orden y, aplicando el
principio de transferencia, es facil ver que o f 1 o« — B es una biyeccion que
conserva el orden, luego a = .

Consideremos ahora el conjunto de todos los ordinales de cardinal menor
o igual que el cardinal de N'* (este cardinal tampoco puede definirse sin el
axioma de reemplazo). De él seleccionamos el conjunto de los ordinales que son
de la forma @&, para cierto ordinal™ estandar o, y otra vez por el axioma del
reemplazo formamos el conjunto A de todos los ordinales™ estandar « tales que
@ es inyectable en N,

Ahora bien, el conjunto A contiene a todos los ordinales™ estandar, pues
si a es uno de ellos y F es un conjunto finito™ tal que e C F C «, existe
f: F — N inyectiva, que se restringe a “a y prueba que a € A.

Cambiando A por su estandarizado, podemos suponer que A es estandar.
Tenemos asi un conjunto estandar que contiene a todos los ordinales™ estandar.
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Por transferencia A contiene a todos los ordinales™, pero esto es imposible, pues
se demuestra en ZFC que ningtn conjunto contiene a todos los ordinales.*

Pese a esto, en el apéndice C demostraremos que podemos suponer® que la
relaciéon de pertenencia esta bien fundada en la clase S de todos los conjuntos
estandar, es decir, que para todo conjunto no vacio A C S,

\/xeA/\yeAy¢x.

Si dispusiéramos del axioma de reemplazo, podriamos definir por recursion
transfinita sobre la relacién de pertenencia una aplicaciéon que a cada conjunto
estandar z le asigna un conjunto & determinado por la relacién recurrente

Z={y]yecxnsty}.

Mas adn, la teoria general de recursién transfinita permite demostrar que
esta aplicacion biyecta la clase de todos los conjuntos estandar con una tnica
clase transitiva (su colapso transitivo) de modo que se conserva la relacion de
pertenencia, es decir, x € y <+ T € §. En el apéndice C veremos que podemos
suponer todo esto y que el colapso transitivo de la clase de todos los conjuntos
estandar es precisamente la clase R de todos los conjuntos regulares, es decir,
la clase definida recurrentemente por

Ro=2ANNaRyy1 =PR.ANNRy= |J Rs A R=Ra,
<A a

donde « recorre todos los ordinales y A todos los ordinales limite (esta jerarquia
tampoco puede definirse en general sin el axioma de reemplazo). Si suponemos
todo esto, tenemos una aplicaciéon * : R — S que es un isomorfismo para la
relacion de pertenencia (la inversa de la funcion colapsante).

El lector familiarizado con la teoria de modelos basica comprendera el sig-
nificado de esta aplicacion: el principio de transferencia afirma que S es un
submodelo elemental de la clase I de los conjuntos internos, luego en particular
satisface todos los axiomas de ZFC, y a través de la funcion colapsante llegamos a
que R también los satisface. Asi pues, aunque no podemos suponer que todos los
conjuntos externos cumplen ZFC, s{ que podemos suponer que la existe clase de
los conjuntos regulares y que cumple todo ZFC. Todos los conceptos conjuntistas
son absolutos para R, por lo que, por ejemplo, R* = (RF)* = R® = R/ = R,
En general, * transforma cada conjunto externo en su correspondiente interno.

4Esta es una diferencia entre la teoria de Hrbacek y la de Nelson: en ésta si que existe
un ordinal mayor que todos los ordinales estandar, por la version fuerte del principio de
idealizacion.

5En todo este apartado “podemos suponer” significa que podemos tomarlo como axioma,
de modo que se sigue cumpliendo el teorema de conservacion.






Apéndice C
El teorema de conservacion

Dedicamos este apéndice a demostrar el teorema de conservacién para la
teoria de Nelson y para la de Hrbacek. Nos referiremos a ellas como N y H,
respectivamente. Para la primera afirma que todo teorema interno de N es tam-
bién un teorema de ZFC. Para la segunda afirma que si « es una férmula de
ZFC tal que o™ es un teorema de H, entonces a es un teorema de ZFC. Los
razonamientos que emplearemos seran metamatematicos finitistas —es decir,
afirmaciones sobre la teoria axiomatica de conjuntos que no pueden ser entendi-
dos como teoremas de teoria alguna— o teoremas de ZFC; en ningtn caso han
de entenderse como teoremas de la teoria de conjuntos no estdndar.

C.1 Modelos internos

La herramienta basica para obtener el teorema de conservacion sera la teo-
ria de modelos internos, que fue ideada por von Neumann para probar la inde-
pendencia del axioma de regularidad y que después uso Godel para probar la
consistencia de la hipotesis del continuo generalizada y el axioma de eleccion.

Seleccionamos cinco variables de (el lenguaje de) H, a las que llamaremos
M, E,I,Syd,de modo que ninguna expresion que consideremos tendra estas
variables salvo que lo indiquemos explicitamente. Para cada expresion 6 de
H que no contenga estas variables, definimos su relativizacion §™F15% (que
abreviaremos por ) como la expresion construida segitin las reglas siguientes.

a) oM =,

b) (tl = tQ)M = tl = tQ,
(th €to)M =ty Ety = (t1,t2) € E,
(sttyM =t e S,
(intyM=tel

c) (ma)M = =M,

287
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d) (a = M =aM — pM,
e) (Aza)M = Az € MaM,

f) (z]a)M = x|((\1/x(w eEMAM)AT € M AM)

v(—\(\l/x(x e MAaM)Az =d).

En definitiva (dejando de lado las descripciones, que comentaremos ense-
guida) la relativizacion de 6 se obtiene cambiando cada € por FE, cada st por
€ S, cada in por € I y cada Az por Az € M. Por ejemplo,

Nu(uvez suey)YM=Nue MuEz—uEy)

Para interpretar esta definicion supongamos que (en ZFC) hemos fijado un
conjunto M, una relacion £ C M x M, unos subconjuntos S C I C My
un elemento d € M. Entonces, si 6 es una férmula de H, la formula 0 es
lo que significa @ si llamamos “conjuntos” a los elementos de M unicamente,
“conjuntos estandar” a los elementos de S, “conjuntos internos” a los conjuntos
de I y consideramos que la relacién de pertenencia es la relacion E.

Por ejemplo, (z C 3)M es la formula que acabamos de calcular, de modo que
“z es un subconjunto de y visto desde M” si todo elemento de M que “pertenece
en M” a x (es decir, que cumple u E ), también “pertenece en M” a y.

Similarmente @ esta definido como “el tinico elemento € M que cumple
Nu e M—u E z, si es que existe tal elemento, o bien d si no existe”.

Esta es la idea subyacente a la definicion de relativizacion, pero en sentido
estricto lo tinico que hemos hecho ha sido asociar a cada expresion 6 de H otra
expresion #M de ZFC cuyas variables libres son las mismas de § mas quiza las
variables M, E, I, Sy d. Es claro que si 6 es una formula de N (resp. de ZFC)
entonces ™ no contiene la variable I (resp. S e I), por lo que podemos hablar
de OMESd (resp. PMEI),

Todo lo anterior ha de entenderse metamateméaticamente, mientras que la
definicién siguiente es una definiciéon en ZFC:

Definiciéon C.1 Llamaremos modelo a toda quintupla M = (M, E, I, S,d) tal
que ECMxM,de M,(ScIcM).

Esta es la definicion de un modelo del lenguaje de H. Similarmente se define
un modelo para el lenguaje de N suprimiendo la I, mientras que un modelo para
el lenguaje de ZFC se obtiene suprimiendo también la S. Para referirnos a este
altimo caso hablaremos de un modelo estindar. Cuando no indiquemos a qué
tipo de modelo nos estamos refiriendo o a qué lenguaje pertenecen las férmulas
que estamos considerando serd porque lo que digamos valdra en cualquiera de
los tres casos posibles.

En la practica diremos que “M es un modelo” sobrentendiendo que lo es con
un universo M, una relaciéon E, una descripcién impropia d, etc.
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La relativizacion de los signos logicos definidos es facil de calcular:
(avpM=aMvpM, (anp)M =M ABM, (a e M =M & M.

Para el cuantificador existencial tenemos que

(Vza)M = Vo € Ma™M, (\1/:Ua)M - \1/x € MaM.

(Comparar con la relativizacion a conjuntos internos en la teoria de Hrbacek,
apéndice B)

Teorema C.2 Sit(x1,...,2,) es un término con las variables libres indicadas.
se prueba en ZFC que si M es un modelo entonces Nx1 ...z, € MtM € M.

DEMOSTRACION: Sit = z el teorema se reduce a Az € Mz € M, lo cual
es obvio, mientras que si t = z|a(x, z1,...1,) entonces tM es el tinico elemento
de M que cumple oM si existe tal elemento (y entonces esta en M), o bien d si
no existe (y en tal caso también esta en M por definicion de modelo). L]

Informalmente hemos de pensar que t* es lo que llamaria ¢ alguien que “cre-
yera” que los conjuntos son los elementos de M, que la relacién de pertenencia
es F, etc.

Definicion C.3 Sea I' = {ay, ..., ;| una coleccion finita de formulas y sean
x1,...x, las variables que aparezcan libres en ellas. Abreviaremos

MIZFE/\xl...xneMa{V[/\---/\a%.

De este modo, M F T" es una férmula cuyas tnicas variables libres son M,
E, I, Sy d (o menos si consideramos formulas y modelos de N o de ZFC). Se
suele leer “M es un modelo de I'” y también se dice que las férmulas de I' son
verdaderas en M. Si tenemos una sola féormula « escribiremos también M F «.

Es importante observar que no podemos definir de este modo qué significa
que infinitas férmulas sean verdaderas en un modelo dado, pues tendriamos que
formar la conjuncién de infinitas férmulas. La definicién es posible, pero eso
nos llevarfa a la teoria de modelos propiamente dicha en vez de a la teoria de
modelos internos, que es la que necesitamos.

El resultado fundamental sobre modelos internos es el siguiente:

Teorema C.4 Sea I' una coleccion finita de formulas y 6 una consecuencia
logica de T'. Se demuestra en ZFC que st M E T' entonces M F 6.

Este teorema se demuestra con un argumento formalmente anélogo al que
prueba el teorema B.2 (ver la observacion tras éste resultado). Hemos de insistir
en el caracter constructivo de la prueba: a partir de una demostracién de 0 a
partir de las premisas de I' es posible obtener explicitamente una demostraciéon
de que si M E T entonces M F 6.
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El teorema siguiente es una de las piedras angulares de nuestra demostracién
del teorema de conservacion. Recordemos que en ZFC se define la jerarquia
{Va4}, donde «a recorre los numeros ordinales, de modo que

VO :Q/\/\OZVQHJ ::Pva/\/\)\v)\ = U V57
<A

donde A\ varia en los ordinales limite, y se demuestra que todo conjunto esta en
un cierto V.

Por conveniencia, nosotros llamaremos V,, a lo que normalmente se llama
Viota- Los conjuntos V,, son transitivos, es decir, si z € V,, entonces ¢ C V,, y
forman una sucesiéon creciente: si a < 3 entonces V,, C V3.

Consideraremos a V,, como un modelo estandar con la relacion de pertenencia

usual y con d = &.

Teorema C.5 (Teorema de Reflexion) Sea I' = {oy,...,am} una colec-
cion finita de formulas internas cuyas variables libres estén entre xi,...,T,.
Entonces se demuestra en ZFC que existe un ordinal limite \ tal que

/\xl...mnGVA(ay*Hai), i=1,...,m.

DEMOSTRACION: Es claro que podemos construir una sucesion finita de
expresiones 61, ...,0, con las propiedades siguientes:

a) Las formulas aq, ..., a,, estan entre 64,...,0,.

b) Todas las subexpresiones de cada 6; aparecen previamente en la sucesion.

1
c) Si 0; = x|a, entonces Vz a (y, por consiguiente, ) aparece previamente
en la sucesion.

Vamos a construir una sucesion de ordinales oy < a1 < - -+ Tomamos como
« cualquier ordinal. Supongamos definido ay.

Si 0; = Aza(x,z1,...,2,) para cada n-tupla (v1,...,7,) € Vg defini-
mos f(x1,...,2,) como el minimo ordinal « tal que existe x € V, tal que
—a(x,z1,...,2T,) sl es que existe tal x, y & = 0 en caso contrario.

Sea af el minimo ordinal tal que Va;; contiene el rango de f, es decir, tal
que f: V3 — V.

Si 0; no es de esta forma, definimos o’ = 0. Sea ;1 el maximo entre v, + 1
y todos los . El supremo de la sucesion {a;.} es un ordinal limite A\. Veamos
que cumple lo pedido.

Por construccion, (z|lz = ) € Vi y si 0; = Aza(x,x1,...,2,) y para ciertos
Z1,...,Z, € V) existe un z tal que —a(z,z1,...,z,), entonces existe un x que
cumple esto y ademas esta en V).
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Vamos a probar por induccién sobre ¢ que si 6; es un término con variables
libres 1, ..., x, entonces

Ny -z, € Va(Oi(z1, .. 20) = 9;/*(931,~--37n))
y si 0; es una férmula entonces
ANzy-- -, € Va(Oi(xq,. .. 1) < 02/* (1,...2y)).

Como las a; del enunciado estan entre las 6;, el teorema quedara probado.

Si #; = x entonces lo que hay que probar es que Az € Vyz = z, lo cual es
obvio.

Si 0; = t1 € to, entonces los términos t; y to aparecen antes en la sucesion,
luego por hipotesis de induccion

Azt a2 € Vi(t; =tV Aty = £,
1 2

Lo que hemos de probar es que Nei---zp € Va(t1 € ta + t}/* S t;/*)7 lo cual
es obvio. El caso en que 0; = t; = t5 es idéntico a este.

Si 6; = —«, por hipotesis de induccion
Nzi---2, € Vi(a & av*),

y es claro que esto sigue siendo cierto si negamos ambos términos. El caso en
que 0; = a — [ es analogo.

Si §; = Aza, por hipotesis de induccién tenemos que
Nzxy -z, € Vi(a(z, 21, ... 20) & (2,21, .., 2,))
y hemos de probar que

Nz -z, € Vi(Azalz, z1, ... x0) < Ne € Vi (z, 21, .., 20)).

Ahora bien, fijados x1,...,z, € V), si suponemos que Aza y tomamos un
x € Vy, tenemos a(z, 21, . . ., o,) y por hipotesis de induccion o¥> (z, 21, . .., 2y),
es decir, se cumple Az € Vy a".

Reciprocamente, si ~/\za existe un x que cumple —a(z,z1,...,2,) y por
construcciéon de A existe un x € V) tal que ~«(x, 1, ...,2,). Por hipotesis de
induccion —a*> (z, 1, ..., 2,), luego no se cumple Az € Vy a">.

Supongamos finalmente que ; = x|a. Entonces, fijados z1,...,z, € V), por

hipétesis de induccion

1 1
Vzalz,zi,...,z,) < Ve € Vi o™ (z,21,...,2,)

Nz € Vi(a(z,z1,...,2,) & av*(x,xl,...,:vn)).
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Supongamos que se dan las dos unicidades y sea x el tnico conjunto de
Vx que cumple o>, Entonces también cumple «, luego es de hecho el tnico
conjunto que cumple a. Por tanto (z]a) = z = (z]|a)">.

Si no se dan las unicidades, (z|a) = @ = (z|a)">. n

El daltimo concepto que necesitamos sobre modelos internos es el de inmersién
elemental:

Definicién C.6 Una inmersion elemental j : M — M’ entre dos modelos (del
mismo lenguaje) es una aplicacion j : M — M’ tal que para toda formula
a(x1,...,2,) con las variables libres indicadas se cumple

Ny € MM (21, ... 20) < o™ (§(21), ..., 5(x))). (C.1)

Nota Esta definicion carece de sentido tal y como estd enunciada, pues la
afirmacion “para toda férmula o” carece de significado matemaético. Fijada
una coleccion finita de formulas I', podemos definir una I'-inmersién elemental
como la conjunciéon de las equivalencias (C.1) para cada una de las férmulas
«a de I'. En la practica, cuando tomemos como hipétesis que una aplicacion
J es una inmersion elemental se entenderd que lo es respecto a una coleccion
finita de formulas suficientemente grande como para que se cumpla la tesis que
queremos demostrar, mientras que cuando demostremos que una aplicacion j es
una inmersién elemental significard que, para toda coleccion finita de férmulas
I" es posible demostrar que j es una I'-inmersién elemental.

Por ejemplo, podemos decir que toda inmersién elemental es inyectiva, apli-
cando la definicion a la formula = y, con lo cual hay que entender que toda
inmersion elemental respecto a una coleccion finita de formulas que contenga a
T =y es inyectiva.

Teorema C.7 Sij: M — M es una inmersion elemental tal que j(d) = d’,
entonces para todo término t(x1,...,x,) se cumple

Aay -z, € MG (21, 20)) =t (j(a). . j(za)).

DEMOSTRACION: Si ¢ es una variable es trivial, y si ¢ = x|, distinguimos
1

dos casos: Si se cumple que \Vz € MaM(x,z1,...,2,), entonces

Va e M'a™ (z,j(21),...,j(xn))

1
(pues estas formulas son las relativizaciones de Vz o a M y M’). Pero mas
atn, si * € M es el tnico que cumple o™ (2, 71,...,2,), entonces se cumple
oM (j(x),j(x1),...,j(x,)). Por consiguiente z = (z|a)™ y j(z) = (z|a)™ .
Si no se da la unicidad en M, tampoco se da en M’, luego j((z|a)M) =
j(d) = d = (z]a)™'. .
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Terminamos esbozando el plan de la prueba del teorema de conservacion.
Suponemos que una férmula interna o es demostrable a partir de los axiomas
de N. Aunque los axiomas son infinitos, en una demostracion sélo puede aparecer
una cantidad finita de ellos. Sea I' la coleccion de todos ellos. No perdemos
generalidad si suponemos que « no tiene variables libres.

El resultado principal que nos falta por probar es (aproximadamente) el
siguiente:

Si I' es una coleccion finita de axiomas de N y « es una formula
interna sin variables libres, existe una coleccion finita A de aziomas
de ZFC de modo que en ZFC se demuestra que si el modelo estandar
M =V cumple M E A entonces existe un modelo no estandar N
tal que NET' y ademds M F « si y sdlo si N E «.

De hecho tendremos una inmersion elemental j : M — N, de modo que los
conjuntos estandar de N seran los de la imagen de j.

Admitiendo esto, la prueba del teorema de conservaciéon es como sigue: con-
sideramos la coleccion A correspondiente a los axiomas I' con los que se prueba
«, aplicamos el teorema de reflexion a las formulas de A y a «, de modo que
encontramos un modelo M = V) tal que M E A y ademés a «++ M F a. El
teorema que nos falta probar nos da un modelo no estandar N tal que N E T,
luego N E «, luego M E a, luego a. En definitiva, hemos probado a en ZFC.

Insistimos en que la prueba es totalmente constructiva: si tenemos una de-
mostraciéon explicita de « a partir de los axiomas no estandar I, el teorema que
vamos a probar nos da explicitamente la coleccion A, el teorema de reflexion nos
da una prueba explicita en ZFC de que M E A y de la implicacién a < M E a.
El teorema que nos falta probar nos da una prueba explicita en ZFC de que
MEA—->NETyME a <+ NFE a, con lo que tenemos una prueba explicita
de que NET'y a <> N F a, el teorema C.4 nos da una prueba explicita en ZFC
de que N E « y terminamos con una prueba explicita de o en ZFC.

El argumento para H es ligeramente més complicado, pero a grandes rasgos
coincide con éste.

C.2 Ultrapotencias

En esta seccién veremos cémo construir modelos no estdndar a partir de
modelos estdndar. Recordemos algunas definiciones conjuntistas:

Definiciéon C.8 Un filtro en un conjunto I es una familia F' de subconjuntos
de I con las propiedades siguientes:

a) e F,o¢F,
b) SiXCY CIlyXe€F entoncesY € F,
c) Si X,Y € Fentonces X NY € F.
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Un wltrafiltro U en un conjunto I es un filtro con la propiedad adicional de
quesi X C I entonces X e Uo I\ X eU.

Toda familia de subconjuntos de I con la propiedad de la interseccion finita
(es decir, tal que la intersecciéon de cualquier subfamilia finita es no vacia) esta
contenida en un filtro, a saber, en el filtro de todos los subconjuntos de I que
contienen una interseccion finita de conjuntos de la familia.

De aqui se sigue facilmente que un ultrafiltro es un filtro maximal respecto de
la inclusion, por lo que el lema de Zorn nos da que todo filtro esta contenido en
un ultrafiltro. En particular, toda familia de subconjuntos de I con la propiedad
de la interseccion finita esta contenida en un ultrafiltro. El teorema siguiente es
inmediato:

Teorema C.9 Sean V e I dos conjuntos, sea U un ultrafiltro en I y sea V' el
conjunto de todas las aplicaciones de I en V. La relacion

f=vge{iel| f(i)=yg@)}eU
es una relacion de equivalencia en V1.

Definiciéon C.10 Si V' es un conjunto y U es un ultrafiltro en un conjunto I,
llamaremos ultrapotencia de V respecto a U al conjunto cociente "V = VI /U
de VI respecto de la relacion de equivalencia =.

Definimos la inmersién natural j : V. — *V como la aplicacién dada por
j(x) = [cz], donde ¢, : I — V es la aplicacion constante ¢, (i) = z. Es claro
que j es inyectiva.

Supongamos ahora que (V, E, d) es un modelo estandar. Podemos definir la
relacion “E en "V mediante

[f1"Elg) <> {i € 1| f(i) E g(i)} € U.

Es inmediato comprobar que esta definicién no depende de los representantes
f vy g de las clases de equivalencia, asi como que la aplicacion j cumple

Ney € V(z Ey < j(x) "E j(y)).
El teorema fundamental sobre ultrapotencias es el siguiente:
Teorema C.11 Sea 6 una férmula interna con x4, ..., T, como variables libres.

Entonces en ZFC se demuestra lo siguiente: Si (V, E,d) es un modelo estindar
y "V es una ultrapotencia, entonces (*V," E, j(d)) es un modelo estindar tal que

/\flfn S VI(HZV([f1]7--~7[f7L]) A {Z el | al‘s/(fl(z)vafn(z))} € U)'

En particular j: V. — *V es una inmersion elemental.
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DEMOSTRACION: Sea 61,...0, una sucesion de expresiones en las mismas
condiciones exigidas en la prueba del teorema de reflexién. Veamos por induc-
cion sobre k que si 0, es un término y fi,..., fn € V! entonces

0. (L], - [fu]) = L),

donde g : I — V viene dada por g(i) = 0 (f1(i),..., fu(i)), mientras que si
05 es una féormula entonces cumple la propiedad del enunciado.

Si 0 = z1 tenemos que g = f1, luego el resultado es trivial.

Sify=ti€tay f1,.-., fn € VI, tenemos que

BV (e ) = o) V(] L) = [0,

donde ¢y y g2 estan determinados por la hipotesis de induccién. Asi,

6.V (Ui, s U] © [91) "B lgn] 5 i € | 916) B ga(i)} € U

o i e[t (f1(i), ..., fa(i)) Bty (f1(i),..., fuli)} €U
o {ie [0 (fi(i),..., fa(i)} €U.

El caso 6 = t; = t5 es similar, usando la definiciéon de =g .
Si 0, = —a, por hipotesis de induccién tenemos que

a V(LA Ual) & €T 10V (F1G), o falD)} €U,

y como U es un ultrafiltro

o V(Ao L) & VIN (i € T @V (F1(0), . fa(i))} € UL

pero esto equivale a

o V(Ao L) & (i € T =aY (f100), ., falD)} €U

que es lo que habia que probar.
Si 0 = a — [ probaremos la coimplicaciéon de las negaciones:

*

(0= B) V(i) Uad) @ VAL fal) A= V(U L))
Usando la hipétesis de inducciéon y el caso anterior esto equivale a
{ie I av(h().....fa()} €UN{E €T =BY(F1(0)..... fu(i)} €U

e {ie ] (@ A8 fil);- ., fuli)} €U
G {iel (= B)  (ili).... fali)} € U.
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Usando que U es un ultrafiltro esto equivale a que

{i € 116 (f1d),.... fli)} £ U,

que es lo que tenfamos que probar.

Si 0, = Aza probaremos también la coimplicacion de las negaciones:

0V ([Fi]s- - [f]) & VF € VIma V(UL IADL - [fal)

Usando la hipétesis de induccién y el caso -« ya probado, esto equivale a

Vievifie I'l=av(f(i), fi(i), ... fali)} € U. (C.2)
Falta probar que esto equivale a
{ieI|VeeV-ay(z fi(i),..., fu(i)} € U. (C.3)

En efecto, si existe f segtin (C.2) es claro que el conjunto que esta en U segtn
(C.2) estéa contenido en el conjunto que ha de estar en U segtn (C.3), luego se
cumple (C.3). Reciprocamente, si se cumple (C.3), para cada i en el conjunto
indicado tomamos f(i) € V de modo que se cumpla oV (f(i), f1(i), ..., fn(3)), v
si ¢ no esté en el conjunto dado por (C.3) tomamos como f (i) cualquier elemento
de V. Es claro que f cumple (C.2).

Si 0y = z|a, sea g(i) = 0Y (f1(4), ..., fu(i)). Por hipétesis de induccion

1 " 1
Va e 'Va V(@ [fil,....[fa]) & {i € T | Vo e Vo' (x,21,...,2,)} € U.

Llamemos X al conjunto de la derecha. Si se da la unicidad, entonces X € U
y hemos de probar que [g] es el tinico elemento de V' que cumple a V. Ahora
bien, por la unicidad basta ver que a Y ([g],[fi],...,[fa]) ¥ por hipétesis de
induccién esto sucede si y sélo si

{i e I]a"(9(d), f1(i),..., fuli))} €U,
pero es que X estd contenido en este conjunto.
Si no se da la unicidad, entonces I \ X € U y para cada i € I \ U tenemos
que g(i) = d = ca(d), luego 9] = j([d]) = 0, ([f1],-.. [Fu]): .

En particular, si 6 no tiene variables libres hemos obtenido que
VEOVED.

A su vez esto implica que si V satisface una coleccion finita I de axiomas de
ZFC entonces “V también los satisface (los axiomas de ZFC no tienen variables
libres).

Podemos convertir a “V en un modelo no estdndar (del lenguaje de N) defi-
niendo S = j[V], es decir, tomando como conjuntos estandar las imagenes por
7 de los conjuntos de V.
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Teorema C.12 Si V es un modelo estindar y *V es una ultrapotencia, enton-
ces "V cumple el principio de transferencia de N.
DEMOSTRACION: Maés precisamente, lo que vamos a probar es que si

o= /\Stxl e xn(/\StxH — Nxf)

es un caso particular del principio de transferencia (donde 6 es una formula de
ZFC) entonces en ZFC se demuestra que si V es un modelo estandar y “V una
ultrapotencia entonces “V F a.

*
En efecto, hemos de probar o V', que es la formula

Nzy-z, € S(N\x € Sﬁ*v(x,xh...,xn) - Nz e *Vﬁ*v(x7m1,...,xn)).

Fijamos j(z1),...,j(x,) € S, donde z1,...,z, € V. Suponemos que

Ae €S0V (@ j(z1),.... i)

0, lo que es lo mismo,

Ao € VO V(i) i (@), i)

Por el teorema anterior esto equivale a

Ne e VoV (z,zi,...,x,) = (NeO)Y (21,...,2,),
y aplicando otra vez el teorema (/\xﬁ)*v(j(xl), oy j(xn)). Asi pues,

*
Ne e VeV (z,jxr),....j(xn)),
como teniamos que probar. L]

Ahora probaremos que si el ultrafiltro U se escoge adecuadamente entonces
*V satisface una forma débil del principio de idealizacion.

Definicién C.13 Sea V un conjuntoy “V una ultrapotencia. Paracada X C V
definimos *X C "V como el conjunto dado por

[fle X {icl|fi)eX}eU.

Se comprueba inmediatamente que la definiciéon no depende de la eleccién
del representante f, asi como que se cumplen las propiedades siguientes:

(XNY)="XNn"Y, F(XUuY)='XU'Y, f(V\X)="V\'X.

Nz e V(re X < j(x) € "X).

Llamemos V al conjunto de todos los ultrafiltros en V y sea t : “V — V la
aplicacion dada por t(§) = {X € PV | ¢ € "X}. Diremos que la ultrapotencia
*V es adecuada si la aplicacién t es suprayectiva.
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Teorema C.14 Todo conjunto tiene una ultrapotencia adecuada.

DEMOSTRACION: Sea V un conjunto y sea I el conjunto de todos los sub-
conjuntos finitos de PV. Para cada X C V definimos X = {i € I | X € i}. Es
claro que si X1, ..., X,, son subconjuntos de V entonces X;N---NX,, #+ &, pues
contiene ai = {X,..., X, }. Por consiguiente la familia de los conjuntos X esté
contenida en un ultrafiltro U sobre I. Sea *V la ultrapotencia correspondiente
y veamos que es adecuada.

Para ello tomamos un ultrafiltro F' en V' y para cada ¢ € I llamamos A;
a la interseccion de todos los elementos de i que estan en F' (entendiendo que
A; =V si no hay ninguno). Asi 4; # @.

Para cada i € I elegimos f(i) € A; y llamamos & = [f] € *V. Basta probar
que t(§) = F. En efecto, si X € F entonces para cada i € I tal que X € i
tenemos que A; C X, luego f(i) € X. Asi pues, X C {i € I | f(i) € X}, lo que
prueba que este tltimo conjunto estd en U, es decir, £ € *X. Por definicién de
t esto significa que X € t(£). Con esto hemos probado que F C ¢(£), pero como
ambos conjuntos son ultrafiltros se ha de dar la igualdad F = ¢(£). "

Teorema C.15 Sea 0(x,y,x1,...,Ty) una formula de ZFC con las variables
libres indicadas. Entonces en ZFC se demuestra que si V' es un modelo estdndar
de una cierta coleccion finita A de axiomas de ZFC y *V es una ultrapotencia
adecuada entonces

% st st . st
VENz 2N\ 2(2 finito— Va\y € 20(z,y)) — VN yO(z,y)).
DEMOSTRACION: La relativizacion de esta formula es

Azy -z € S(Az € S(z finito” — Vz e "VAy e ' V(y'Ez — H*V(J:,y))

- Vz e VAy € Sﬁ*v(x,y)).

Fijamos m elementos de S, de la forma j(x1),...,j(zm), con z; € V. Supo-
nemos

Nz € S5(z finitoV — Ve e “VAy e VW' Ez— 0 V(x,y,j(x1),... 3 (@m)))-

Sea A la colecciéon de axiomas necesarios para demostrar en ZFC la existencia
de {z}, la existencia de la union de dos conjuntos, que la union de dos conjuntos
finitos es finita y que {x} es siempre un conjunto finito.

Tomemos ¥, ...,y, € V. Del hecho de que V' E A se sigue que existe un
z €V tal que z es finito” y y; E z para todoi=1,...,n.

*
Como j es elemental, tenemos que j(z) es finito " y j(y;) *E j(z) para todo
i =1,...,n. Por la hip6tesis tenemos que

Ve e VAy e Vy'Ez—0 V(x,y))
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y, como j es elemental, existe un 2 € V tal que 6" (x,y;,21,...,7,,) para todo
i=1,...n. En otros términos, hemos probado que la familia de los conjuntos

{x eV |0V (z,y,21,. ., 2m)} paray € V

tiene la propiedad de la interseccion finita, luego estan contenidos en un ultrafil-
tro F de V. Como la ultrapotencia es adecuada, existe £ € "V tal que F = t(¢).
De este modo, si j(y) € S tenemos que {x € V | 8V (z,y,21,...,2)} € F,
luego € € {z € V | 0V (x,y,71,...,2m)}, ¥ por el teorema C.11 esto implica

que H*V(f,j(y),j(xl), ..., j(zm)). Por consiguiente

*
Ve e VAy e S0 V(x,y,j(21),....5(m))
(tomando z = ), que es lo que teniamos que demostrar. [

Con esto tenemos que *V cumple (una implicacion de) el principio de ideali-
zacion de N, pero exigiendo ademés que los parametros sean estandar. Desgra-
ciadamente el caso general no tiene por qué cumplirse en “V, lo cual nos lleva a
refinar la construccion.

C.3 Limites inductivos

Definicién C.16 Un sistema inductivo es una familia {M, },<) de conjuntos
no vacios, donde X\ es un ordinal limite, junto con una familia de aplicaciones
inyectivas joo : Mo — M, tales que si a < o/ < o/’ < X entonces se cumple
la relacién joo/ © Jora” = jaar -

Diremos que {Zq }ag<a< €8 una sucesion inductiva si para cada o se cumple
ZTo € My y para ap < a < o’ < X se cumple que o = joo (Ta)-

Definimos el limite inductivo de la familia como el cociente del conjunto
de todas las sucesiones inductivas respecto a la relacién de equivalencia que
identifica dos sucesiones si coinciden en su dominio comun.

Si llamamos M al limite inductivo, definimos las aplicaciones j, : M, — M
mediante j, () = [{jao () }a<ar<r]- Es inmediato comprobar que para todos
los ordinales @ < o < X se cumple la relacion jaa/ © jor = Jja, asi como que todo
x € M es de la forma j,(y) para un cierto a < A y un cierto y € M,,.

Supongamos ahora que los conjuntos M, son modelos estandar y que si
a < o < Xentonces Axy € My(x Es Y ¢ jao (%) Eor jaar (y)). Supongamos
también que jqqs(do) = dos. Entonces podemos convertir al limite inductivo M
en un modelo estdndar con la relacion

rEy< Va<AVa'y € My(z=jo(2') ANy =ja(y)) A2' Ey o).

De las hipétesis se desprende que esta definicion no depende de la repre-
sentacion de z, y como = = jo(z'), y = jo(y'). Tomamos como descripcion
impropia a j4(d,), para cualquier a.
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Teorema C.17 Si M es el limite inductivo de un sistema de modelos estdin-
dar para el que las aplicaciones joor Son inmersiones elementales, entonces las
aplicaciones j, también lo son.

DEMOSTRACION: Vamos a probar que todas las j, satisfacen la definicion de
inmersion elemental para una féormula dada. Par ello tomamos una sucesion de
expresiones f1,...,0, en las mismas condiciones que en la prueba del teorema
de reflexion y que la contenga. Probaremos que si 6 es una féormula entonces
cada j, cumple la definicién de inmersion elemental para ella y si es un término
entonces cumple el teorema C.7.

En efecto, si 0 = x el teorema se reduce a j,(z) = jo ().

Si 0, = t1 € to, usando la hipotesis de induccién vemos que
M, M, M,
O, (1, .. xn) St (1, n) Eo ty (21, .., 2p)

& Jat (@1, 20)) B jo(tt (21, .., 20))
0 (Ja(1), - da(wn)) B 1 (Jal1), - da(wn)
© 0y (alz1), - Jal@n)).
El caso 6, = t; = t5 es idéntico.

Si by = —¢ o0, = ¢ — 1 la conclusion se sigue inmediatamente de la
hipoétesis de induccion.

Si 0, = \xz¢, por hipétesis de inducciéon tenemos que
Newy - xn € Ma(¢Me (2,21, 2n) 0 6 (Ja(@), Ja(21), -, Jal(@n)))
y hemos de probar que
Azy -2, € Mo(Ne € Myd™e (z, 21, 2,)

/\x € M¢M($7ja($1), s 7joz(xn)))‘

Una implicacion es inmediata. Supongamos que Az € ModMe (2,21, ..., 2,)
y tomemos z € M. Entonces existe un ordinal S tal que o« < 8 < Ay & = jg(z'),
con x’' € Mg. Usando que jup es elemental concluimos que

Na € Mpd™? (, jap(21), - -, jap(®n)).

En particular ¢™# (', jas(71), - .., jas(zn)). Ahora usamos la hipétesis de
induccion para 8, con lo que

&M (jp(a"), 58 (Jap (1)), - G (Gap(2n));
que es lo mismo que ¢M (z, jo (71), ..., jol(Tn))-

Si 0 = x|¢, por hipdtesis de inducciéon tenemos que

1 1
VCL’ S Ma¢Ma(ma:E17 v awn) <~ \/-'1j S M(ZSM(]Q(:Cl)? .- a]a(xn))
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Si se da la unicidad y 2 € M, es el tinico 2 que cumple ¢"=, por la hipotesis
de induccién para ¢ tenemos que jo(x) cumple ¢, luego es el tinico que lo
cumple. En definitiva j, ((z|¢)">) = (z|p)M.

Si no se da la unicidad, entonces (x|¢)"> = do y (z|¢)M = ja(da), luego
también tenemos la relaciéon que buscamos. [

El teorema siguiente es inmediato:

Teorema C.18 SiV es un modelo estdndar arbitrario y k es un ordinal limite,
existe una familia de modelos estindar {*V }o<, y una familia de inmersiones

elementales jop : “V — BV, para o < B < K, de manera que

a) 'V=V.

b) Para cada oo < K el modelo Y es una ultrapotencia de “V respecto a
un cierto ultrafiltro Uy, Y joa+t1 €S la inmersion natural candnica de la
ultrapotencia.

¢) Para cada ordinal limite X\ < k los modelos {*V}o<x con las correspon-
dientes inmersiones jog forman un sistema inductivo y AV es el corres-
pondiente limite inductivo, de modo que las inmersiones jox son las co-
rrespondientes a este limite.

En estas circunstancias diremos que el modelo "V es un ultralémite del mo-
delo V. Es claro que los ultrafiltros U, pueden definirse recurrentemente a lo
largo del proceso de construcciéon de los modelos “V. En particular podemos
definir U, en términos de ®V y en particular podemos exigir que ™'V sea una
ultrapotencia adecuada de “V. En tal caso diremos que "V es un ultralimite
adecuado de V.

En la prueba del teorema de conservaciéon para N necesitamos Gnicamente un
ultralimite numerable (es decir, con k = w). En efecto, si partimos de cualquier
modelo estandar V' y formamos un ultralimite *V = “V, tenemos la inmersion
elemental j = jo,, : V — "V. Convertimos a “V en un modelo del lenguaje de
N definiendo S = j[V]. El hecho de que j sea una inmersiéon elemental permite
probar, con el mismo argumento que en C.12, que *V cumple el principio de
transferencia:

Teorema C.19 Si V es un modelo estindar y *V es un ultralimite numerable,
entonces "V cumple el principio de transferencia de N.

La diferencia es que ahora podemos demostrar el principio de idealizacion
sin restricciones:

Teorema C.20 SiV es un modelo estindar en el que se cumpla una cierta co-
leccion finita A de axiomas de ZFC y ™V es un ultralimite adecuado numerable,
entonces *V cumple la implicacion “—” del principio de idealizacion de N.
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DEMOSTRACION: Fijamos una formula interna 6(z,y,z1,...,Z,,) y hemos
de probar que

VENzL T (/\Stz(z finito — VaAy € 20(z,y)) — \/x/\Sty, 0(x, y))7

es decir, que
Nzy -2 € V(N2 € S(z finitoV — Vz € VAy e V(y'Ez—0 V(x,y))

- Ve e VAy e SQ*V(Ly)).

Si z1,...,2, € 'V existe un natural m tal que x1,...,2, € jn["V]. Diga-
mos que x; = j,(2}), con 2 € "V. Suponemos

Az € S(z finitoV = Ve € VAy e V(y'Ez = 0 V(z,y, jm(x)), ..., jm(z]))).

. 1 . ..
Ahora usamos que jpi1 : TV — *V es una inmersion elemental, con lo

que
m—+1

Az e ™Sz finito V' = Vz eV Ay e™ YV

+1V(

m
(y Epni12—0 xayvjmm-i-l(x/l)v'-~7jmm+l(x;z)))’

ma1 . . m-+1 : m+1V
donde S = jom+1[V]. En efecto: fijado z € S tal que z es finito ,

*
entonces j,,+1(2) € Sy es finito V', luego concluimos que

k
Va €VAy e V(y Ez— 0 (z,y,jm(@)), -, jm(2})),

y ahora volvemos a aplicar que j,+1 es elemental. Aplicamos el teorema C.15

a "V, lo cual nos da que

m+1
\/l' S m+1V/\y € m+159 V(Iv yajm m-‘rl(x/l)v cee 7jmm+1(xf”))'

m+1

Fijamos un x € V' que cumpla esto y observamos que entonces

Ny €S0 Y (jmer(x),y, 21, 20).

En efecto, todo elemento de S es de la forma j(y), para un y € mtlg que

ha de cumplir
m—+1

0 V(xayajmm—i-l(x/l)a-~-ajmm+1(x{n))~
Usando de nuevo que j,,+1 es elemental pasamos a

*

0 V(jm+1(fl?),jm+1(y),$1, s 7xn,)-
En definitiva tenemos que
Vx S *V/\y S S V(ZE?yv:Clw .. 71771))

como tenfamos que probar. L]
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Para los axiomas restantes nos restringiremos al caso en que V' es un modelo
V, para un cierto ordinal limite A\. Puede probarse que si V) cumple suficientes
axiomas de ZFC y z € V) entonces z es finito" si y solo si z es finito, pero
podemos anadir esto como hipotesis en lugar de demostrarlo:

Teorema C.21 FExiste un conjunto finito A de axiomas de ZFC tal que en ZFC
se demuestra que si A es un ordinal limite tal que Vy E A y

Nz € V(2 es finito"™ < z es finito)

entonces toda ultrapotencia adecuada numerable *V de Vi cumple los principios
de transferencia, idealizacion y estandarizacion de N.

t
DEMOSTRACION: Veamos que 'V E A z(z finito — Ay € zsty). Esto
*
equivale a probar que /\z € S(z finito V 5 A\ye Vi 'Ez—yeS9)).

Un tal z serd de la forma z = j(2’), donde 2z’ € V) y como j es elemental
tenemos que 2’ es finito"». Por hipotesis 2’ es finito, digamos 2’ = {y1,...,yn}.
Basta probar que si y E z entonces y = j(y;) para algin i = 1,...,n. Lo
probamos por induccién sobre n.

Si 2/ = {y;} usamos la formula Ay(y € 2/ — y = y1)"» para concluir
Ny € V(y*Ez — y = j(y1)), como queriamos probar.

Si vale para n — 1 llamamos 2" = {y1,...,yn—1}. Como

Nylyez —yez'vy=y,)",
tenemos también
Nye V(' Ez—y " EjZ")Vy=jyn))

y combinando esto con la hipétesis de induccion llegamos a que si y “E j(2")
entonces y = j(y;) parai=1,...,n — 1. La conclusion es inmediata.
Ahora observamos que la implicacién “<" del principio de idealizacion es

una consecuencia légica de la sentencia *V E /\Stz(z finito — Ay € z sty) que
acabamos de probar que se cumple en "V, luego por C.4 también se cumple
la implicacién. El reciproco nos lo da el teorema anterior. Nos falta probar el
principio de estandarizacion, es decir, que

. st \ st pst
VENA 2, N 2V y/\b 2z€yeorzexNO(z,2,y,21,...,Zn))-

Fijamos x1,...,2, € "V y € V. Hemos de probar que existe un y € V)
tal que

Nz € S(z"Ej(y) < 2 "Ej(z) A H*V(z,j(x),j(y),xl, cey X))

Seay ={z € x| H*V(j(z),j(x),j(y),xh...,xn)} € V). De este modo, si
j(z) € S, con z € Vy, se cumple
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i) Ej(y) oz ey o zexnd V(j(2),5(2), W), 21, - T0)

o 32 Ej @) A0 Y (5(2),5(2), §(y), 1, ).

Con esto llegamos al resultado final para la N:

Teorema C.22 SiT' es cualquier coleccion finita de axiomas de N y 0 es una
formula interna sin variables libres, en ZFC se demuestra que existe un modelo
no estandar M tal que MET y

0 MEQO.

DEMOSTRACION: Tomamos una coleccion finita de axiomas A de ZFC que
contenga a todos los axiomas de ZFC que haya en I' y que satisfaga el teorema
C.21. Por el teorema C.5 podemos demostrar que existe un ordinal limite A tal
que V) estd en las hipotesis de C.21 y ademas 6 <+ ">, Llamamos M a un
ultralimite adecuado numerable de V). Entonces M F A, luego en particular M
cumple todos los axiomas de ZFC que hay en I'. Ademas 0¥ < M E 0. Por el
teorema C.21 podemos probar que M cumple los axiomas externos que haya en
T", con lo que tenemos todas las propiedades requeridas. L]

Esto prueba el teorema de conservaciéon: si € es un teorema interno de la
teoria de conjuntos no estandar entonces 0 se demuestra a partir de una cantidad
finita de axiomas I'. El teorema anterior nos dice como demostrar en ZFC la
existencia de un modelo M tal que M ET'y 8 <> M F 0, el teorema C.4 nos dice
como transformar la prueba que conocemos de 0 a partir de los axiomas de la
teoria no estandar en una prueba en ZFC de que M E # y reuniendo todo esto
obtenemos una prueba de 6 en ZFC.

Nota La prueba que hemos visto puede entenderse asi: la colecciéon de todas
las afirmaciones matematicas (internas) que los matematicos han demostrado
hasta la fecha o se han planteado demostrar es finita. Por el teorema de reflexion
podemos encontrar un ordinal A tal que en V) se cumplen todos los teoremas
demostrados hasta la fecha y, ademas, cualquier presunto teorema que un ma-
tematico pueda estar interesado en probar (dentro de una seleccion finita, pero
arbitrariamente grande, de objetivos interesantes) se cumple en V), si y solo si
se cumple de verdad.

Si formamos un ultralimite *V obtenemos otro modelo donde se cumplen
todos los teoremas demostrados y tal que un “objetivo” se cumple si y solo si se
cumple de verdad. Pero ademas en *V se cumplen los axiomas de la teoria de
conjuntos no estandar, por lo que si demostramos un “objetivo” con la ayuda de
estos axiomas y de cualquier teorema conocido previamente, estamos probando
que nuestro “objetivo” se cumple en “V, y entonces se cumple de verdad. =
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C.4 El teorema de conservacion para la teoria de
Hrbacek

El teorema de conservacion para H requiere una construccién méas delicada
que la que acabamos de emplear para N. Concretamente, hemos de demostrar
que si « es una férmula de ZFC tal que o™ es un teorema de H, entonces « es
un teorema de ZFC.

Para empezar observamos que si M = (M, E, I,S,d) es un modelo del len-
guaje de H entonces (I, E|;xr,d) es un modelo estandar, y si 6(x1,...,x,) es
una férmula de ZFC entonces

/\371 s, € M((Qin)M(xl,...,xn) <~ 01($17...7$n))7

pues las restricciones € M A x € I que aparecen en (0™)M equivalen a las
restricciones 2 € I que aparecen en 7. Se demuestra por induccién sobre la
longitud de #, probando al mismo tiempo que si # es un término entonces

/\331 ez, € M((Qin)M(ml, o ,In) = 91(331, o ,xn))

Partimos de un modelo V) que cumpla los suficientes axiomas de ZFC y tal
que, para la formula a que queremos demostrar en ZFC, se cumpla a"» < a.

Basta construir un modelo M en el que se cumplan los axiomas de H junto
con una inmersién elemental j : Vi, — I, pues si o' es demostrable en H
entonces tendremos (a'™)M luego a!, luego a"™ vy, por consiguiente, a. Toda
la prueba sera constructiva.

En realidad vamos a trabajar simultdneamente con todos los modelos V,,
para a < A. Por claridad enunciamos en un teorema las caracteristicas de la
construccién que vamos a realizar. Necesitamos una definicién adicional:

Definiciéon C.23 Una aplicacion i : M — M’ entre dos modelos estandar es
una inmersion inicial si es inyectiva, cumple Azy € M(x E y < i(x) E" i(y)),
i(d)=dy

Nz e MAy e M'(y Ei(z) = Vyo € My =i(yo)).

Teorema C.24 Fijados ordinales limite A y K, existe una sucesion de modelos
estindar W5, con o < X\, B < Kk junto con aplicaciones inyectivas

'

iLowl—wh Wl W

aa’
(para a < o’ <\, B < ' < k) tales que:
a) Si B < B <p" entonces jBF o jP" = jBF"

B

. / 1" -
b) Sia <o’ <o entonces i,

019 =1 .
/ Zala// Zaall
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c) Sia<d, < eldiagrama siguiente es conmutativo:

ity .
o
wh = wh
.3 .8’
laa’T Tziu’
jBB’ ,
@

B

aa’

. . . / . . . . .
d) Las aplicaciones j5° son inmersiones elementales, y las aplicaciones i
son inmersiones iniciales.

e) W2 =1V,, EY es la relacion de pertenencia, i°,, es la inclusion.

f) Cada WEHL es una ultrapotencia de WP respecto a un ultrafiltro UP en
un conjunto I® (donde ninguno de los dos depende de ).

g) Si N < Kk es un ordinal limite entonces Wé‘l es el limite inductivo de los
modelos W5, para 8 < X.

DEMOSTRACION: Las condiciones del teorema determinan totalmente la
construccion. Unicamente hemos de explicitar la construccién de las inmer-
siones iniciales.

Para 8 = 0, la transitividad de cada V,, implica que las inclusiones i’ , son
ciertamente inmersiones iniciales.

Supuestos construidos todos los modelos W/ para todo a < A y un 3 < &,
(junto con las aplicaciones correspondientes). Fijamos arbitrariamente un con-
junto I° y un ultrafiltro U? en I? y definimos W/*! como la ultrapotencia
correspondiente de W/. Esto nos da automaticamente las inmersiones elemen-
tales j2A+1.

Definimos ii:,l gj[f]) = [f'], donde f'(i) = zga,(f(z)) Una simple comproba-
+1

aa’

ci6bn muestra que @ esta bien definida, satisface las relaciones indicadas y es

inicial. Por ejemplo, si [g] B2 i®T([f]), entonces

{i € 1% | gli) ES, il (f(i))} € U”.

Como ifm, es inicial, para cada ¢ en este conjunto, g(i) = iga,(g’(i)), donde
g'(i) € WP. Extendemos ¢’ a una funcién sobre todos los indices, de modo que

tenemos [¢'] € W2 y claramente [g] = i’ _,([¢']).

(6763

Supongamos ahora construidos los modelos W/ (con las aplicaciones corres-
pondientes) para todo 3 < X', donde \' < & es un ordinal limite. Definimos W}
como el limite inductivo de los modelos W/. Las aplicaciones i, se definen

mediante
i ({28}]) = i (26)}].
Se demuestra facilmente que estdn bien definidas, que cumplen todas las
relaciones y que son iniciales. L]

En realidad podemos exigir algo més:
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Teorema C.25 En las condiciones del teorema anterior, los conjuntos I° y los
ultrafiltros UP pueden elegirse de modo que cada WET' sea una ultrapotencia
adecuada de W2.

DEMOSTRACION: Suponemos construidos los modelos {W/2},<x, con las
correspondientes inmersiones iga/. Formamos el limite inductivo W# y tomamos
IP y UP segtn el teorema C.14 aplicado a W8, es decir, I? es el conjunto de
todos los subconjuntos finitos de PW#. Vamos a comprobar que el argumento
de C.14 se refina levemente para probar que todas las ultrapotencias W2+ son
adecuadas:

Tomamos un ultrafiltro F € W/ y para cada i € I® llamamos A; a la inter-
seccion de los conjuntos (i) ~![X], donde X € i e (i%)7'[X] € F (entendiendo
que A; = W2 si no hay ningtin X). En particular A; # @, por lo que podemos
tomar f(i) € A; y formamos asf un & = [f] € WSt

Ahora, siY € F 'y X =i8[Y] € i entonces A; C Y, luego f(i) € Y, lo que a
su vez implica que

Xcliellfi)eY},

luego el dltimo conjunto estd en UP. Como en C.14 se concluye ahora que
Y € t(€), con lo que F' C t(€) y al ser ultrafiltros tenemos la igualdad. =

Tomamos concretamente £ = |Vy|™ (el menor cardinal mayor que el cardinal
de V). Para cada ordinal 8 < k definimos W8 como el limite inductivo del
sistema formado por los modelos {W/},.» con las aplicaciones ifio/. Esto nos
da aplicaciones i : WS — WA, Es facil ver que son iniciales. Asi mismo es

claro que Vy se identifica con W° de forma natural.

Si 8 < ' < kK, definimos jBﬁ/ : W8 — WP como la tnica aplicacién que
cumple i o j8% = j05 o Es facil ver que existe. Pronto veremos que j7°
es una inmersion elemental, pero esto no es inmediato.

Llamamos I = W* e identificamos cada modelo W’ con su imagen por la
aplicacién j5" o ¢f. Es claro entonces que todas las inmersiones que estamos
considerando se identifican con inclusiones. En particular

wh =y wp.
a<A

Recordemos que el ordinal A lo proporciona el teorema de reflexién, de modo
que V), satisface una coleccion finita arbitrariamente grande de axiomas de ZFC.
Vamos a exigir que satisfaga también las propiedades siguientes (lo cual es po-
sible siempre por el teorema de reflexion)

a) Aa € Vi(a es un ordinal’ < « es un ordinal).

b) Aa < AM(VY> =V,,) (esto se obtiene por el teorema de reflexién aplicado
ax="V,).
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En la prueba del teorema de reflexion se ve que el ordinal A se puede tomar
arbitrariamente grande, es decir, para cada formula o« tenemos que

NaV N (a <N ANz -z, € Vi@V (21, .., 20) & a2, .., 2)).

(Aqui se entiende que « representa un ordinal y A’ un ordinal limite.)

Pues bien, vamos a suponer que V) cumple la relativizacion de esta férmula
a V) (para una coleccion finita arbitrariamente grande de formulas «. Teniendo
en cuenta a) y b) lo que estamos suponiendo es que

Na < AVN(a <N < MAzy -2, € V(@™ (21, ..., 20) & ™ (21, .., 20)).

Pero esto es tanto como decir que la inclusion ig, : Vie — Vi es una
inmersion elemental para un conjunto de ordinales limite A’ no acotado en \.

Teorema C.26 FEn las condiciones anteriores, si i?\, es una immersion elemen-
tal, también lo es if, para todo B < K.

DEMOSTRACION: Fijada una féormula, construimos una sucesion de expre-
siones 601, ...,0, igual que en la prueba del teorema de reflexién y demostramos
que cada 6y cumple la definicién de inmersion elemental o el teorema C.7 segiin
si es una férmula o un término. Razonamos por induccion sobre 5. Para g =0
es trivial. Ahora suponemos que if, es una inmersiéon elemental para todas las
expresiones 0 y siempre que ig/ lo es, y vamos a probarlo para zf,ﬂ A su vez
suponemos que se cumple para expresiones anteriores a 6y y lo probamos para
ésta.

Si 0, = x es trivial. Si 0 =t1 = t5 0 0y = t1 € ty se sigue inmediatamente
de que zf,ﬂ no es mas que la inclusiéon. Los casos 0 = —¢ 0 0, = ¢ — 1 son
igualmente inmediatos a partir de la hipotesis para ¢ y 1.

Supongamos ahora que 6, = Az¢. La parte no trivial es suponer que, fijados

T1,...,T, € WB/H, si se cumple Az € WB,HQSWf’H(x,xl,...,xn) entonces
también Az € WH+1gW" " (T, 21, .., Tp).

Supongamos, por reduccion al absurdo, que existe 2 € W51 de manera que
ﬁ¢Wﬂ+1 (x,21,...,2,). Tomemos entonces un ordinal limite A’/ > )\’ tal que ig{”
sea elemental y de modo que = € W)’\B,Tl

Por la hipétesis de induccion para ¢ y A" tenemos —\(be’Tl (X, 21, ., Tp).

Tomemos funciones f; : I# — Wf, funciones tales que z; = [f;]. Por el

teorema C.11 tenemos que

(i € 1P | Nz € Wi,—¢"xr (x, f1(0), ..., fuli))} € UP.

Para cada indice 7 en este conjunto aplicamos la hipétesis de induccién en
virtud de la cual las inclusiones if,/ e if, son elementales para 6, de donde se

sigue que Vz € W’B/—'QSWAB' (z, f1(2),..., fn(i)). Asi pues,

{i € 17 | Vo € Wh=6™x (2, fi(i),... fuli))} € UP.
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. B+1
De nuevo por C.11 concluimos que Vz € W’G,HWZSWA' (z,21,...,2y,), en
contra de lo supuesto.

El caso en que 0, = x|¢ se trata con el mismo argumento que hemos em-
pleado en todos los resultados similares a éste.

Ahora suponemos que [ es un ordinal limite y que ii/ es una inmersion

elemental para las expresiones 6 siempre que § < 3y i, lo es. Hemos de
probarlo para if,, y a su vez lo suponemos cierto para las expresiones anteriores
a Gk.

Pasamos directamente al tnico caso no trivial, es decir, cuando 6 = Az¢.

Fijamos z1,...,x, € wo y suponemos que existe un z € W# de manera que
wh
=" (T, 21, .., Tn).
Sea A\’ > X un ordinal limite tal que i}, sea elemental y z,z1, ..., T, € wo,.
A su vez tomamos un § < 3 tal que x € W/‘\s,, V L1y, Xy € W/‘\s,.
o . . 8
Por la hipotesis de induccién para ¢ tenem(gs =W (x,21,...,2,), como la
inclusion jf\f es elemental de aqui se sigue ="V (z, 21, ...,,), por la hipotesis
. ., . . 5
de induccion para i3, e i3, respecto a 0, tenemos Vo € WS —=¢Wx (z,21,..., 3,),

. Y | .
y usando que la inmersiéon j )\,ﬁ es elemental concluimos que

8
Vz e W/\'B,ﬁqSWA' (x,z1,...,Tp).

Como consecuencia tenemos:

Teorema C.27 Si 8 < 3 <k, la inclusion jﬁﬂ, WP — WP es una inmer-
sion elemental.

DEMOSTRACION: Dada una formula ¢(xy, ..., x,), fijamos z1,...,z, € W7

y tomamos un ordinal limite X’ tal que z1,...,z, € wo y las inclusiones if,,

’ ’
if, sean elementales. Entonces, usando que ]f,ﬁ es elemental, vemos que

B B’ 4
QSWB(xl,...,mn) PREY (1., 2pn) & AEY (1., 2pn) < (bWﬁ (1., Tpn)-
[ |

Llamaremos j = j%%, de modo que j : Vi, — I es una inmersién elemental.
Definimos S = j[Vi] C I. Los elementos de I seran los conjuntos internos
del modelo que vamos a construir. Ahora nos falta construir los conjuntos
estrictamente externos. Conviene introducir el siguiente concepto:

Definiciéon C.28 Si z es un elemento de un modelo estandar M, llamaremos
extension de z al conjunto £ = {u € M | u F z}.

En la definicién siguiente las extensiones que aparecen hacen referencia a la
relacion E del modelo estandar I:
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Definicién C.29 Definimos la familia de modelos estandar (Z2, E?, d), para
a < A, B < A, determinada por las propiedades siguientes:

a) La descripciéon impropia de todos los modelos es la de 1.
b) (Za. Eo,d) = (WS, ES, d).
c) ZB+1 = 78 U A8 U BS, donde

A ={zecl|icz’y, BP={cecPZf|Nyclz+7y}

d) B = EfU{(w,y) € Z0 x A | o By} U{(z,y) € ZJ x BY | = € y}.

e) Si N < A es un ordinal limite, Z\' = |J 23, EX = J ES.
SN SN
Definimos M como la unién de todos los modelos Z2, con la relacién E que
resulta de unir todas las relaciones E? y con la descripcion impropia de I.

Veamos algunas consecuencias de esta definicion:

Teorema C.30 Se cumple:
a) SCICM.
b) Six €I entonces la extension de x en M es la misma que en I.
c) Six € M\ I, entonces la extension de x es x.
d) Para todo a C Z8 existe un x € Z5 tal que & = a.
e) Sia<a <XypB<p <)\ entonces Z8 C Zg/ ﬁZg,.
f) SizeM,ycZ8 x Ey, entonces x € Z5.

DEMOSTRACION: Las propiedades a), b) y ¢) son inmediatas. La propiedad
d) se debe a que o bien existe un x € A8 tal que & = a, y entonces cumple lo
pedido, o bien tomamos x = a € B?. La propiedad e) se demuestra facilmente
por induccion. La propiedad f) se prueba por induccion sobre 5. El caso 8 =0
es consecuencia de que la inclusiéon de W7 en I es inicial. "

Tenemos asi un modelo M = (M, E,I,S,d). Hemos de probar que cumple
(cualquier subcoleccion finita de) los axiomas de H.

Extensionalidad Decir que M cumple el axioma de extensionalidad es tanto
como decir que si dos conjuntos z, y € M tienen la misma extensiéon entonces
son iguales. Ahora bien, si x, y € M \ ] entonces x = =g =y, six, y € I
entonces las extensiones de x e y son sus extensiones en I, y ha de ser x = y
porque [ satisface el axioma de extensionalidad. Por ultimo, no puede ocurrir
que x € I ey € M\ I tengan la misma extension, pues si y € Z2 y 3 es el
minimo ordinal para el que esto sucede, entonces § =y + 1y ha de ser y € BY,
con lo que §y =y # T.
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Par El axioma del par es
Neye MV ze MANue M(uEz < u=2Vu=y).

Sean o y f3 tales que x, y € Z2. Consideremos a = {z,y} C Z°. Basta
tomar el z € Z5+! cuya extension es a.

Unién El axioma de la unién es
Nz e My e MAuv € M(u EvAv Exz—uEvy).

Consideremos a = {u € M|\/v € M(u EvAv E x)}. Si z € Z?, entonces
todo v € M que cumpla v E = esta también en Zg y lo mismo sucede con todo
u € M tal que u E v. Asi pues, a C Z?. Ahora basta tomar el 2 € Z+! cuya

extension es a.

Partes El axioma de partes es
ANr e MVye MAue M(A\ve M(v Eu—v Ex) —uEy).

Tomamos = € M, que estara de hechoen un Z2. Seaa = {u € Z%*+! | 4 C 7}
y sea y € ZP*? cuya extension sea a. Entonces y cumple lo pedido, pues si
u € M cumple A\v € M(v Eu — v E x), entonces & C & C Z°, luego existe un
ug € Z2+! tal que @ = g, luego por extensionalidad u = ug € Z5+!. Mas atn,
u € a, luego u E y.

Especificacion El axioma de especificacion es
Nzy---zpx € MVy € MAu € M(uEy<—>uEx/\aM(u,ml,...,xn)))
Tomamos « y 3 tales que x € Z? y consideramos el conjunto
a={uecZl|uExnd™(uz,... 2.}

Es claro que el y € Z8*! cuya extensién es a cumple lo necesario.

Eleccién Para demostrar el axioma de elecciéon tomamos un conjunto = € Z2
y fijamos un buen orden R en z. Teniendo en cuenta que (u,v) = {{u}, {u,v}},
es facil ver que si u E # Av E z, entonces {u}™, {u,v}™ € Z8+1 y que
(u,v)M € Z8+2. Llamamos a al conjunto de todos los elementos de Z5%2 que
son de la forma (u,v)™, con (u,v) € Ry tomamos el conjunto y € Z5+3 cuya
extension es a. Se comprueba que (y es un buen orden de z)M.

Inclusién y transitividad El axioma de inclusion es trivial, pues S C I. El
axioma de transitividad equivale a que Az € MAy € I(x Ey — x € I), lo cual
es cierto, pues la extensiéon de un conjunto interno es su extension en I.



312 Apéndice C. El teorema de conservacion

ZFC™ Podemos demostrar que M cumple cualquier cantidad finita de axiomas
de ZFC relativizados a conjuntos internos gracias a la inmersion elemental J:
VA — I. En efecto, si « es un axioma de ZFC, podemos suponer a**, luego
ol pero esto equivale a (a'™)M.

Transferencia Para demostrar el principio de transferencia hemos de probar
que

Nxi -z ES(/\LZ:ESaI(z,x1,...,xn)—>/\x€Iozl(x,xl,...,zn)).

Sean j(z1),...,j(z,) € Sy supongamos que Az € Sal(z,j(x1),...,5(xn))

o, lo que es lo mismo, Az € Vya!(j(z),j(x1),...,5(z,)). Como j es elemental,
esto equivale a Az € Via"(z,21,...,2,) = (Axza)"™(21,...,2,). Usando de
nuevo que j es elemental concluimos que Az € Ial(x,j(z1),...,7(z,)).

Idealizacién Observemos que si A € M cumple (A tiene tamaiio estdandar)™
entonces existen B € I 'y f € M tales que (f : °B — A suprayectiva)™. No es
cierto que f sea exactamente una aplicacion fuera de M, pero en cualquier caso
determina una aplicacién suprayectiva g : SN B —» A. La aplicacion j biyecta
SN B con un subconjunto de Vy, luego |A] < |Vy| < k.

Llamemos Ay = A N I. También se cumple que |Ao| < k. Vamos a probar
que existen ordinales a < \, B < & tales que Ay C W/2. Para ello necesitamos
algunos hechos previos:

1) Si x € W8, entonces igaﬂ(x) E jgil(Va).

En efecto, se prueba por induccién sobre § < k. Para f = 0 es trivial
(entendiendo que jgﬂl es la identidad). Si vale para 8y 2 € W5T! entonces
x = [f], para cierta f : I? — W/, Sea zgzlﬂ(x) [g9]. Aplicando la hipotesis
de induccion a f(i), tenemos que g(i) = zgaﬂ(f( )) E ja+1(V ). Tomando
clases zgzﬂ( ) E 35511(3a+1(v ) = ]g’i"{l(Va). Si B es limite y # € W5,
existe un 0 < f tal que x = j2%(z ')7 con x’ € W2. Por hipétesis de induccion

inat1(@’) B jo%1(Va), y aplicando Ja+1 tenemos Zg at1(®) = Jgil(v )-
2) SizelyiCZ, entonces x € Z2

En efecto, segtin la propiedad anterior (recordemos que Z0 = W) tenemos
que (x C j(Va))!, luego = € Pj(V,))!, v como j es elemental (Pj(V,))! =
J(PVa)") = j(Vasa). Asipues, z E j(Vag1) € Z3 5, y por el teorema C.30 f)
concluimos que z € ZJ_,

3) ZENT CZ 0

Por induccién sobre 8 < . Para 8 = 0 es trivial. Siz € Zg“ NI, entonces
FczZbnlc Z8+2ﬁ, luego por el apartado anterior z € Zg+25+2. Si B es limite
yx € Z8 NI, entonces x € Z3 NI, para un § < B. Por hipétesis de induccion
T € 20105 C Zatop
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Volviendo al conjunto A de tamafo estandar, si A € Z?, ahora tenemos que
Ay C Zg NnIcC Zg+25 = W§+2ﬂ7 pero como k es un cardinal regular y |Ag| < x,
ha de existir un v < & tal que Ay C W 18- Cambiando la notacién, tenemos
un ordinal @ < A\ y otro 3 < & tales que A9 C W/5. Puesto que a se puede
tomar arbitrariamente grande, podemos suponer que la inclusion W5 — I es
elemental (ver el teorema C.26).

Fijados z1,...,x, € I (que podemos suponer en W/) Hemos de demostrar
Nze M(zcC AN 2 finito™ = Va € INy € ZﬂAoaI(x,yml,...,acn))

= Ve eINyec Aol (z,y,21,...,2,).

Suponemos la hipotesis. Tomamos yi,...,ym € Ag. Puesto que las inclu-
siones W2 — W% — I son elementales, podemos suponer que W/ satisface
cualquier cantidad finita de axiomas de ZFC. Si suponemos que cumple los nece-
sarios para demostrar que existe {x} y es finito, que existe la unioén de conjuntos
y que la unién de conjuntos finitos es finita, podemos construir un z € W/ cuya
extension sea {y1,...,Ym}. También es facil ver que z es finito™, por lo que

VeeINye Iy Ez— o' (z,y,21,...,2,)).
Usando que las inclusiones son elementales pasamos a
B
Ve e WAy e WE(y E 2z = oV (z,y,21,...,2,)).

Asi pues, tenemos que los conjuntos {z € W/ | aWi (x,y,21,...,2Tn)} para
y € Ay tienen la propiedad de la interseccion finita, luego estan contenidos en
un ultrafiltro F en W/2. Como la ultrapotencia W/T! es adecuada, existe un
€€ WhHH tal que F = (), y asi, si y € Ay tenemos que

* s
ce e e Wi a"o(z,y a1, a0)},
lo cual, por el teorema C.11 equivale a

y),jgﬂ+1($1), s 7]55+1(In))

Si usamos que j2F1% e %, son inmersiones elementales e identificaindolas con
inclusiones llegamos a o (£, y, 1, ..., x,), para todo y € Ay, como tenfamos que
probar.

B+1 .
oW (€, 58T

Estandarizacion Hemos de probar que
Ar e MVy e SAue S(uEy <+ uE z).
Para ello demostramos primero que si @ < v < A\, u € V,, y € why
39%(u) = i, (y), entonces u € V.

Lo probamos por induccion sobre /5. Para 8 = 0 es trivial (entendiendo que
79 es la identidad). Si vale para 8, sea ' = j9°(u), con lo que j9°**(u) =
j5ﬂ+l($/) = [car]-
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Por otra parte, si y = [f], para un conjunto de indices i que esta en U, se
ha de dar la igualdad c,/ (i) = sz(f(z))7 es decir, existe un y' = f(i) € W/ tal
que 2’ = j9%(u) = if} (). Por hipotesis de induccion u € V.

Si 3 es un limite y vale para todo § < 3, tomamos § de modo que y = 727 (y/),
para cierto y' € W2. Entonces

BPGY () =i, (5P (W) = 5P (@, (),

S _(y') y, por hipotesis de induccion, u € V.

En particular, para 8 = k e identificando todos los modelos con subconjuntos

de I tenemos que si u € Vy cumple j(u) € Z2 entonces u € V.

Ahora demostramos que si u € Vy cumple j(u) € Z2, con a, B < ), entonces
u € Va+ﬁ.

Observemos antes que podemos exigir que si o, 8 < A entonces a + 5 < A.
En efecto, basta suponer que V) cumple

Az € Vi (z es un ordinal”™ « z es un ordinal)

asi como el teorema que afirma que para cada dos ordinales existe su suma.

Razonamos por inducciéon sobre 3. Para 8 = 0 lo acabamos de probar.
Supongamoslo cierto para 3y sea j(u) € Z5+1. Si v € u, entonces j(v) E j(u),
luego j(v) € ZP. Por hipétesis de induccion v € Va+8, luego u C V43, luego
u € Voqp+1. El caso limite es trivial.

Ahora ya podemos demostrar el principio de estandarizacién: dado x € Z5,
con a, B < A, tomamos a = {u € Vois | j(u) E z} € Voypy1. Asi, para todo
u € V) tenemos que j(u) E x siy solo si u € a, siy solo si j(u) € j(a), luego
basta tomar y = j(a) € S.

En definitiva, hemos demostrado lo siguiente:

Teorema C.31 Si I es cualquier coleccion finita de axiomas de H y 0 es una
formula de ZFC sin variables libres, en ZFC se demuestra que existe un modelo
M tal que MET y

6 < ME§".

De aqui se deduce el teorema de conservacion para H exactamente igual que
el teorema para N se deducia de C.22. La prueba del teorema anterior —y por
consiguiente del teorema de conservacién— es completamente constructiva.

Regularidad y reemplazo Vamos a justificar aqui las afirmaciones del 1l-
timo apartado del apéndice B. Ante todo, teniendo en cuenta que todos los
conjuntos de V; son finitos, es facil ver que j biyecta Vj con Z§. Por comodidad
podemos sustituir los conjuntos de Z{ por sus antiimégenes en Vp, de modo que
Vo C My j es la identidad en V.
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Un conjunto z € I tal que & C ZJ tiene todos sus elementos estdndar, por
lo que ha de ser estandar y finito, lo cual obliga a que esté en ZJ. Asi pues,
Z} no tiene més conjuntos internos que los de ZJ. Por consiguiente Z = PZ{.
Ahora es facil demostrar en general que Ao < \Z$ = V,, luego Vy € M y la
relaciéon E en M se restringe a la pertenencia usual en V).

Se comprueba que los tnicos ordinales™ son los elementos de A, y entonces
es facil ver que en M puede construirse la jerarquia regular, de modo que los
conjuntos regulares son precisamente los de V). En particular en M se cumple
que la relacion de pertenencia estd bien fundada sobre los conjuntos regulares,
y a través de la inmersién j se prueba que también estd bien fundada sobre
los conjuntos estandar. Mas aiin, en M existe el colapso transitivo de cada
conjunto estandar z, pues no es sino (). Estos son los hechos que habiamos
afirmado que pueden anadirse como axiomas adicionales a H sin perder por ello
el teorema de conservacion, lo cual queda ahora demostrado porque se cumplen
en M.
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